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HPEATI'OBOP

HcTtopuja HernmaTke ONTHUMH3AIUje j€ PENIaTUBHO KpaTKa, ald MPUIMYHO
uHTeH3MBHA. KiacuyHa Teopuja onTuMH3alMje je yBEeK OWia 3acHOBaHa Ha
npeTnocTaBkamMa Iu(epeHnnjabuiIHOCTH W CTPOTe PErylapHOCTH. YTPaBO Te
MIPETIOCTaBKE Cy TOHEKaa oHeMoryhaBajie MpakTUYHY TpPHMEHY, W TO Oamn 300r
HETJIaTKOCTH TMPUPOAHHMX TMpoleca. TUMUYHO je OWIo Ja ce HerJIaTKu MpodiIeMu
JIOBOJBHO J10OOPO anpoKCHMUPAjy TJIATKUM U MpoOiieM ce Tako peud. TakaB mpUCTyIl
POY3pPOKOBAO0 je TpoldiieMe y OOJIMKY Tpelraka Koje cy Ouiie MmociieuIle HeJJOBOJbHO
nobpe ampokcuManuje mojiazHe (yskiuje. To je jemaH oA OCHOBHHX paszjora 3a

pa3BOj TEOpHje HerJaTKe aHaJIn3e.

[IpeTnocTaBka KOHBEKCHOCTH j€ BpJIO yIO0OHA, jep MMa JIEMy TeOMETPH|CKY
MHTEPIIpPETANN]y H HeMa TpolieMa ca JJIOKATHUM MUHUMYMOM. CTora je IpupoaHo J1a
ce TeopHja HeErJaTKe ONTUMHU3AIMje pa3BHja HAjupe 3a KOHBEKCHE (QyHKIHje. Y
Clly4ajy KOHBEKCHHX (DyHKIIMja HHTEPECAHTHO j€ pa3MaTpaTH JOKaIHE TMHeapu3alije
dynkimje. To cy, 3anmpaBo, XUNeppaBHU TeHEpUCaHe cyOrpaanjeHToM (QyHKIIMje Koje
NpeCTaB/bajy TaHTeHTHE paBHU rpaduka ynkmuje. Ko koHBekcHUX (yHKIMja Te
JTUHeapu3alrje Cy YBEK MHHOpPAHTE, Tj. Hallaze ce ucroxa rpaduka ¢ynkmuje. Huje
TENIKO 3aKJbyYWTH Jla C€ JIEO IO JIe0 JIMHEeapHa alpoKcuMaluja, Jo0HujeHa Kao
MaKCHUMyM CBHX JIMHeapu3allija TeHEepHCAHHX CyOrpaaujeHTuMa cyoaudepeHimjana

¢yHKUHje Yy GUKCUPAHO] TAUuKH, TIOKJIANa ca MoJIa3HOM (DyHKITHjoM.

Hamme, 3a pasnuky on audepeHNujabUIHOT cliydaja y  HETJIATKO)j
ONTHUMU3ANM]U BPIIA C€ TeHepanu3anuja audepeHnnjabuiiHoCTH neduHucameM
KOHIIETITa CyOrpaaujeHTa u & -cyorpanujenra. CyOrpanujeHT y puKCHpaHoj TauKH je
BEKTOpP, KOjU MMa OCOOMHY Ja XWUIIEppaBaH KOjy OH JeduHUIIE Yy TO] (PUKCUpPAHO]
TAa4KH TpPEACTaBba JOKY alnpoKcUMalyjy (yHKUuje. YNpaBo Taj HOBH KOHIIETIT
N03BoJhaBa MoryhHocT moOujama moMeHyTe ampokcumanmje. /lakie, y KOHBEKCHOM
ciayyajy Besa u3Mmely mudepeHnujabrmIHOCTH U TeOMETPHje je jaka, W yIJIaBHOM Ce

0a3upa Ha TEOPH]CKUM pe3yaTaTuma uznoxkeHum y [90], [93] u [14].



Pasmotpumo crenehu npoGiieM HeTMHEApHE ONTUMH3AIIM]E Ca OTPAaHHUYCHEM:
minf(x) Tako 1a x € G, (1)

rae je gyHkmmja muiba f :R" — R TO mpeTnocTaBiy JOKamHO Lipcshitz-oBa Ha
nonyctuBoM ckyny G < R". Ako je f HenpekuaHo audepeHuujabuiaHa, oHIA 3a
npobaem (1) xaxkemo na je rimagak npodineM. Ako je G =R", onna 3a npobiem (1)
Ka)keMo Ja je mpobsieM 6e3 orpanudema. Jlasbe, ako je f koHBekcHa ¢yHKIMja u G
KOHBEKCaH CKYTI, OH/1a 3a mpooiiemM (1) kaxxeMo J1a je KOHBEKCaH Mmpo0iem.

Henuneapna ontumuzandja je jeaHa oI BeoMma 3HAYajHUX 00IacTu
NpUMEHECHE MaTeMaTUKE W YIpPaBO HOj je mocBeheH BeIMKH Opoj MCTpakUBamba
TOKOM TPOTEKIIUX JCICHH]a.

TunuyaHo, ONTUMH3AIMOHE METOJE Cy WTepaTUBHE: mosiazehu on jeaHe nare
Tauke X, € R" OHEe KOHCTpyHIIy HH3 Tadaka {xl. }Zl C R" on xora ce 3axTeBa Jaa

KOHBCPrupa Ka TpaKCHOM pPCUHICHY. Onmru HUTCPATHBHU aJIT'OpHUTaM 34 PCIIaBamkC

npobaema (1) naT je Kao MTO CIEaH.

Aaropuram 1.1. (OcHOBHH aJroputam)

Kopaxk 0: (Maunujamusanuja) Hahu nonyctuBy nmouetHy Tauky x, € R”
U CTaBUTH 1A je k :=1.
Kopak 1: (IIpaBau nperpa:xxuBama) Hahu nomyctus onanajyhu npasar
d,eR", 1. f(x, +td )< f(x,) u x, +td, €G , t>0.
Kopak 2: (Kpurepujym 3aycraB/bamba) AKo je Tauka X, "TOBOJbHO Oau3y"
Tpa’kEHOM ONTUMAIHOM pemewy, onga CTOIL.

Kopak 3: (JInnujcko nperpaxkuBame) Hahu Benuunny kopaka ¢, >0 Tako na

Baxu jaje ¢, =argmin f(x, +td,) n x, +t,d, €G.

>0

Kopak 4: (IIpomena) CraButu na je x,,, =X, +t,d, u k:=k+1 uvhu nHa

Kopaxk 1.
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HajjenHocTaBHUjU ONTHUMM3ALMOHNA AITOPUTMU Cy KOHCTPYHCAHHU 3a TJa/iak
npoOiieM Oe3 orpaHuuema. HajedukacHuje MeTone, MOMYT METOIC KOH]YTOBaHHX
rpaavjeHara u kBasu Newton-oBe MeTOjie, KOpUcTe HHPOpMaIHje 0 U3BOAYy GyHKIIH]jE
muba npobnema (1), 1j. y Kopaky 1 omamajyhu mpaBanr Moxke OUTH TeHepucaH
KopuihemeM YMIEHHLE Jla AyK MpaBlia aHTUTPaAMjeHTa (YHKIMja UJba JOKATHO

HajOprke omasa.

Jlasjbe, Ha OCHOBY MOTPEOHOT ycJOBa 3a JIOKAJHH ONTHMYM, Tj. yClOBa 1a
rpasujeHT Mopa OUTH jeJHaK HYJH Y JOKAJTHOM peUIewky, Kao 1 300T HEMPEKHIHOCTH
dyHKUMje IMIba, 3aKJbydyjeMO Ja je BPEOHOCT TpaaujeHTa (yHKIHUje Yy TauKH
YTOJIMKO Mama YKOJHKO je Ta Tadka Ommka pememy. Ta dMmeHHIA je caapiKaHa y

KpUTEPHjyMy 3aycTaBJbama, Tj. y Kopaky 2.

Hernarkoct mpaBu MHOro moremkoha W 3axTeBa JOJATHU paj Ha TOTOBO
cBakoM kopaky. [IpBu u Hajrexu mpobiiem je y Kopaky 1, jep mpasan cymporan
HEKOM TmocTojeheM cyOrpaamjeHTy yommTe He Mopa Outh omamajyhm. Ta Hac
YUKCHUAIIA TIpUMOpaBa Ja MOAW(PHUKYjeMO | KIACHYHE METOJIe JIMHU]CKOT

npeTpaxkuBama. Takole, KpUTepUjyM  3aycTaBjbalha BHIIE HHUJE  jacaH.

HajjeqHocTaBHUjU KOHTpalpuMep y HEIJIATKOM Cilyuajy je QyHKuuja y = |x ,XER,

KOja JOCTH)KE CBOj MHHUMYM Yy Tauk# 0, aju je y JJOBOJBHO Majioj OKOJHMHHU peliermha

jelaH \beH CyOrpaaujeHT jeTHAK jeTUHUIIH.

CKOpO CBe METO/Ie HEerJIaTKe ONTHMHU3AIMje MOTY C€ IMOJICIUTH Ha TPH IJIaBHE
KJlace: CyOrpajujeHTHe MeTO/e, MEeTole Koje 4yBajy uHpopmanuje, TK3B. bundle

METOJIe, ¥ MeToJie Oa3upaHe Ha peryiapusanuju tuna Moreau-Yosida.

OBe MeToze cy 3aCHOBaHE Ha MPETNOCTaBLU Ja je (yHKLHja I1Jba JIOKAITHO
Lipschitz-neripekuiHa U Ja cMO y MOTYRHOCTH Jja M3padyHamMoO BpeIHOCT (pyHKIHje
II1Jba W BPEITHOCT MTPOU3BOJHHOT CyOrpaZiMjeHTa y CBAaKOj TauKu AOMeHa Te (yHKIIH]e.

Te mpernocraBke ce y npakcu Hamehy kao npupoHe.
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Hctopuja cyOrpanujeHTHUX METO/a MOYUHHE IIE3/1eCETUX TOUHA JABAIECETOT
Beka. IbuxoBa OCHOBHa Wjeja je TeHepaiu3alija METoJa pPa3BUjeHUX 3a TJIaTKe
npobjeMe W TO TaKo INTO C€ TPaJAHWjeHT 3aMemyje HEKuM cyOrpaaujeHTOM. Ta
jeIHOCTaBHA HJcja POM3BOIYU JBa KJbyYHA MUTaMka: KaKo Ja u3abepeMo BEIUYHHY

KOpaka M KaKo Jia 0OIpeIMMO KPUTEPHjyM 3ayCTaBJbamba.

Hekomnko pa3nmuuuTux MpUCTyNa je AaTo Kao OJArOBOp HA OBa MHUTAma, Al
MOXXEMO Ja TBPAMMO Ja je KpPHUTEPHUjyM 3ayCTaBJbakba OCHOBHU XCHJHKETI
cyOrpagujeHTHUX Merona. Takole, YMmeHMIA @ MpaBall CyNpOTaH IMPaBIy HEKOT
cyOrpanujeHTa HHje HYXXHO omnafajyhu mpaBal 4YWHU CyOrpajujeHTHE METoJe

Heonaaajyhum meronama.

CyOrpanujeHTHe METO/Ie Cy pa3BujaHe HajBuIe y OuBieM COBJETCKOM CaBe3y

U OJUTMYaH Mperyie]] TuX Metoaa Mmoxe ce Hahu y [100].

TpeHyTHO HajepuKacHUje METOAC Y HenupepeHINjaOuTHO] ONTUMU3AIH]H Cy
MeTOoJIe Koje uyBajy umHbpopMmanuje — bundle metone. Bundle je ypehena k-topka
(k € N) paznuuntux uHdopmanuja. OCHOBHA MJi€ja OBUX METO/a CacTOjU C€ Y TOME
Jla C€ UCKOPHUCTE MPETXOJAHE UTEpalHje CKYIJbamheM CyOrpaanjeHTHUX WHpopMaIdja
y jenan bundle. Iluonupcky bundle meTony, Tj. METOy & -HajOpKeT CIyCTa, pa3BHO
je Lemaréchal [62] 1976. rommne. Ta Meroga ce 3acHMBAa Ha KOHjyTOBaHO]
cyOrpaaujeHTHO] METOAM KOjy ¢y mpemioxunu Lemaréchal [61] u Wolfe [108] 1975.
roguHe. J{oO6po mozHatu u mmpoko kopuithenu Fortran-xonosu MIFCI n M2FCI,

KOje je pa3Buo Lemaréchal cy 3aCHOBaHU Ha METO/IU & -HAJOpIKEr CITyCTa.

Y cBojoj kmm3u u3z 1985. rommne Kiwiel je ngao HOB mpuctyn bundle
MeTonama. Taj mpHCTyn je 3acCHOBaH Ha KIIACHYHO] METOJH ,,07cerajyhux paBHU
(cutting plane method) xojy cy pazsunu Kelley [51] u Cheney u Goldstein [13].
Cy1tuHa ujieje MeToie ,,0/1cenajyhux paBHA™ cacTOju C€ y TOME Jia Ce 32 KOHBEKCHE
¢yHKIMje IMJba KAa0 almpOKCHMAllMja MOXE Y3€TH Je0 IO Je0 JIMHeapHa (QyHKIHUja
reHeprcana cyoOrpamujeHTMa. Kiwiel je W3I0XHO JBE CTpaTeruje ,dyBama’

cyOrpaaujeHara: cyOrpainjeHTHY CEJICKIU]y U arperaiujy.

Nako je mpucTyn pemaBamy Hpobiema y Meronama Koje Cy HpeJIOKUIN

Kiwiel u Lemaréchal cacBuM pa3nuyuuT, OHE UMajy U U3BECHUX cianyHOCTH. Hanwme, u
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jeaHa W Jpyra MeToAa TEHEpUIly INpaBal] NpeTpakMBama TaKo IITO Ha CBaKoj

UTEpaIlrjy pelaBajy KBaapaTHU MpooIem.

['maBHa motemkoha Merozae kKojy je npemioxuo Lemaréchal je a priori n360p
anmpoKCHMAaTHUBHE TOJEpaHIIMje KOjU KOHTPOIUIIE paaujyc Kyrjie y Kojoj ce bundle
METo/a cMaTpa J00poM anpokcuManjoM ¢pyHkiuje nuiba. C apyre cTpaHe, OCHOBHU
HeJoCTaTaKk METOoJe KOjy je mpemioxuo Kiwiel je leHa OCETJBHBOCT Ha CKAMpPamhe
dbynkumje muspa. Takohe, mpucyTHa je W MOTEMKoha y JUHUJCKOM MpETpakKUBamby
(1300py HmyXHMHE KOpaka), Koje, YOIIITe y3€B, 3aXTeBa BEIMKH Opoj mopehema u

BEJIMKH Op0j M3pauyHaBama TOKOM CBAaKe UTEpaIyje.

HajHOBHjM pa3BOj y HErnIaTKkoj ONTUMH3AIM]H MOTHBUCAH je MOTpeOoM 1a ce
n30erny HaBeneHe moremkohe. Tako cy Hactane HOBe merone: The Bundle Trust
Region metona kojy cy pasBwjanu Schramm u Zowe ([96], [97], [112]), kao u
proximal point MeTona Kojy je pasujao Kiwiel [56], a xoja je komOuHOBaHa ca bundle
UJICjOM ¥ KJIACHUYHUM trust region METOIoM Kojy cy passwiu Fletcher [31] u Yuan

[110].

JleBeneceTrx roJuHa MpOIUIOT BeKa JOILIO ce Ha uaejy aa ce mpobiem (1),

Tj. mpobiem min f (x), rie je f:R"—> R 3aTBOpeHa COICTBEHa KOHBEKCHA
xeR"

dbyHKIMja, Koja HE Mopa Ooutn nudepeHnnjabuiHa, pemana moMohy HoBe (QyHKIH]E,
KOja je y JuTepaTypH Mo3HaTa Mmoj UMEHOM perynapusanuja tuna Moreau-Yosida. Ta

HOBa (pyHKIIMja HacTaje o] TMoja3He (QYHKIHMje f MPUMEHOM OIeparopa KOju uyBa
KOHBEKCHOCT W 3aTBOPCHOCT. 3aHMUMJBMBO j€ Ja j€ CKylnl MHHHMyMa T€ HOBE
dyHKIHje-perynapu3anyje jeHak CKylny MUHHMyMa Ioyia3He (QyHKOHje [, U MpH
TOM HOBa (YHKIMja-perynapusanvja uma Lipschitz-HenmpeKuaaH TPaJujeHT, Yak U
Kaja nojasHa (yHkuMja f Huje nudepeHujabuwiHa. YOpaBo TO M jecTe pasiior
IECHOT pa3MaTpama OBJIE, jep Oalll Ta peryiapusaiiyja mpyska MoryhHOCT rmoBe3uBama
KJACUYHMX HYMEPHUKHX METOAAa pa3BUJEHUX 3a pelIaBambe ONTUMHM3ALMOHHUX
npobiieMa y  nudepeHHMjabUIHOM  choydajy  ca  HeaudepeHIHjaduIHOM

ONITUMH3AIIH]OM.



uss oBe Te3e je na ce mpencTaBe MO3HATH M HOBU TEOPHUJCKM pE3yNTaTd U3

00J1aCTH HETJIATKE ONTHMHU3ALMj€ Y KOMIIAKTHO] U JIAKO Pa3yMJbHUBOj (POPMH.

VY mokymiajy CHCTEMaTWYHOCTH M3Jlaramba y IPBOM Jelly, Ha3BaHOM
Heougpepenyujabunna onmumuzayuja, Ouhe H3I0KEHHM OCHOBHU TEOPH)CKH
pesynratu o audepenuujadunHoctu. [pyru aeo, mon HazuBoM Hymepuuke memooe
3a onmumusayujy KOHEeKCHUX Heougepenyujaburnux @yukyuja, cacToju ce u3 TpU
HOTJIaBsba. Y MPBOM OJ] BbUX ONHCAHE Cy CyOrpaiujeHTHe METOE, y IPyroM OCHOBHA
bundle metona, ok je y TpeheM m3noxkena perynapusanuja tuna Moreau-Yosida n

proximal point mMerona.

Tpehu neo Ttese, Ha3BaH [lpunoe meopuju HyMepuukux memooa 3a
MUHUMU3ZAYU]Y — KOHBEKCHUX  Heouhepenyujaburnux  QyHkyuja,  TpencTaBiba
OPUTHMHAIIHU HAYYHU JIONPUHOC — TO je 6 anropuramMa 3a perraBame npobiema (1) y
ciydajy Kana je (yHKIMja IMJba KOHBEKCHa M Henudepenuujabunna. OHH cy
o0jaBsbern penom y [40], [41], [39], [22], [23] u [24] (panoBu [41] u [24] cy Ha

peleH3ujn).

VY onesbky 5.1 HaBeZeHM Cy jOII HEKH TEOPHUJCKHM PE3yJITaTH, HEOMXOIHU 3a
u3Jarame MOMEHYTHX anropuTtama. [loToM, y oliesbKy 5.2 M3JI0KEH je anropuTaM Koju
je 3acCHOBaH Ha KOMOWHANMjH trust region ctpareruje u bundle dunocoduje, a Koju
MpeICTaB/ba HOB MPHCTYI pemaBamy npoodsiema (5.1) u koju je o6jaBibeH y [40] ¥V
OJIeJbKY 5.3 M3IIOXKEH je alnropuraMm Koju ce 0asupa Ha KOMOWHALUjU trust region
CTpaTeruje 1 MeToja KOHjyroBaHUX CyOrpaaujeHara, a Koju, Takohe, npencraBba HOB
NPUCTYI pemraBaky mnpodnema (5.1) u xoju je m3noxkeH y [41] (TpeHyTHO je Ha
peleH3ujn).

MHOTH airopuTMH 3a MUHHMHU3AIM]y KOHBEKCHUX Heae(hepeHIHjaOmITHuX
bynkiuja xopucte Moreau-Yosida perynapuzanyjy ¢yHkuuje f, Koja UMa HUCTH
CKyTl MUHUMYMa Kao 1 nona3Ha GyHknuja (Buaetu Ilornassse 4), 1 mITO je jour BeoMa
BaKHO, Ta peryjapu3alyja uMa CBOJCTBO J1a j€ HbEH TpajujeHT Lipschitz-HenpeKuiaH,
Yak Wy ciy4ajy Kajaa je cama ¢pyHknuja f Hemudepennujadbumna. Kimacuane Newton-
OBE MeETOJe, KOje CyINEepiHMHEeapHO KOHBEPTUpajy, 3axTeBajy HEMPEKUIHY
mdepeHnnjadmIHOCT apyror pena. Kako ceMuriaTkocT He MMIDIHIHpPA TIATKOCT

(menpexkuaHy audepeHnnjabuaIHOCT), add HempekuaHa auQepeHIrjabrmIHOCT

Vi



(TJIaTKOCT) UMILTUIMPA CEMUTIIATKOCT, UCTPAXKUBAKba y MOCIEABUX HEKOJIMKO roIuHA
yCMepeHa Cy Ka TOKymajy na ce obe30enu ga cynepiuHeapHa KOHBEPreHIHja
Newton-oBe MeTOJie 3a MUHUMU3AIM]y IudepeHnnjadbumaux (QyHKIMja BaXud U 3a
dbyHKIMje KOje MMajy ceMmuriaaak mu3BoA. Mmajyhu y Buay Aa W3BOA Yy MpaBily
JoKanHO Lipschitz-oBe QyHKLMje HE MoOpa Ja MOCTOjH, allu WbeH Dini upper M3BOx
yBek mocroju (Bupetu [105] crpama 598), momumm cMo Ha WCjy Kako H30eTHYTH
HaBeseHe moTemkohe. PesynTar je HOB anroputam Newfon-oBOT THIA, U3JIOKEH Y

onesbKy 5.4 u 06jaBibeH y [39].

Dini upper nzBoa Moreau-Yosida perynapuzanyje pynkuuje f kopuiheH je
y aIropuTMUMa U3JI0KEHUM peoM y maparpaduma 5.5, 5.6 u 5.7 u 00jaBJbeHUM y
[22], [23] u [24] ([24] je Ha peueH3HWju), a KOju Cy AepuHUCAHU y pagoBuma H.
Bypanosuh-Munuuuh [19], [20] u [21] 32 LC' dyHKuMje u npuMemneHn Ha Moreau-

Yosida perynapuzanujy kouBekcHe HenudepeHnujaduine Gyukuuje f .

Konauno, y onespky 5.8, HazBaHOM 3akmyuHa pazmampared, late Cy HEKe

ujeje 3a Jajbu paj.

Beorpan, nenem6ap 2011. rogune

Munanka ["apnameBuh-®Oununosuh
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Horauuja

R" - n- numensuonannu Eykmuaos npocrop

X € R" - BeKTOp KOIOHA, Tj. X=| X; [,X;>X,, X5, X, € R

R, - ckym peaHUX HEHETraTUBHUX OpojeBa

X" - TPaHCTIOHOBAHHU BEKTOP BEKTOpa X
AT - TpaHCrOHOBaHA MaTpHIa MaTpuIe A
= - 110 IeUHUIH]U

X"y - CKaJapHH IPOHM3BOJ BEKTOpA X M Y

||X||— eyKJIHUJCKa HOpMa BeKTopa X, Tj. ||X||:\/ X'X (ocuMm ako je aedUHMIIEMO

Ipyrauuje)

d (X, X ) - pacTojame Tauke X oJ ckyma X

B(X, r) - cepa ca IEHTPOM Y TaYKU X | MOJYNPEUYHUKOM I
of () - cy6mudepenmmjan Gpysxiuje f y Taukn X

(?gf(x) - ¢ -cyomudepenumnjan pynkumje f y taukm X

i (X) - rpaaujeHt GpyHkuuje f y tauku X

Vi (X) - xecujaH Qpynkimje f y taukm X

VF(x) - jakobujan dpyrxumje F :R" — R" y tauku X
argmin f (X) - Tauka y kK0joj pyHkuuja f moctmke MUHUMYM
conv(X) - KOHBEKCHH OMOTa4 CKyma X

clC - 3arBopeme ckyma C

int(X) - YHYTPAIIBHOCT CKymna X

dom f(x) - CKyTI eEKTUBHHUX BPEIHOCTH byHKIHje

dom £ (x) = {x & R"| f (x) < +oo}

epi f - maarpapuk dpyukuuje f je ckym epi f = {(a,x)|a > f(X)}c; RxR"

je
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TIPBU IEO

HEJU®EPEHIINJABUJ/IHA OIITUMU3AIINJA






TTornasmwe 1

HE/WMPEPEHIIMJABUJIHA OIITUMHU3AIINIA:

HPOBJEMATHUKA, JE@OUHUIINIE, OCOBUHE

YBOJ

CBpxa OBOI' TOIJIaBJba j€ H3JIArame TJAaBHHUX MpodiemMa HeaudepeHIrjaduHe

ONTUMU3AIIN]E, U TO Ca TOCEOHUM OCBPTOM Ha KOHBEKCaH CIIy4aj.

Hakon yBolhema mnorpeOHuX neduHHIIMja U HaBOheHa OCHOBHHUX TEOPH)CKUX
pesynTara w3 obnacTh HeaudepeHIHjadWIHE ONTHMHU3alMje, Ouhe HaBeleHU U
po0JIeMH KOjU MOTY HACTaTH YKOJIMKO C€ KIIACHYHE METOoje 3a JudepeHInjadmiHu

CiIy4aj pUMERYjy y HeaudepeHInjabuIHoM ClIydajy.

OBzae Bajba NHpeUU3UpaTH Ja OBO IOIJaBjbe Tpeba na Oyae camo Mperien
»MaTeMaTHUKUX anara‘“ KOju Cce 4YecTO jaBJbajy y TeopeMamMa KOHBEpIeHIIUje

HYMEpHUUYKUX METOa 3a HeAu(epeHINjaOuIHy ONTHMHU3ALHT]Y.

1.1 TEOPUJCKE OCHOBE

VY oBoM ozesbKy Ouhe HaBeneHe OCHOBHE Je(MHHUIMjE M CBOjCTBA HEONXOJHA 32

pazyMeBame HapeJHUX MOrjaBsba.

AKO HHUje HarJameHo apyraddje, moja pearHoM (yHKIUjoMm moapaszymeBahe ce

GyHKIMja 7 peaJHuX MPOMEHJbUBUX KOja MMa CKYIl BPEIHOCTH y CKymy R U {+ oo},

1. f:R" = RU{+w}.



1.1.1. LIPSCHITZ*-OBE ®YHKIUJE U JU®EPEHIIMJABUJIHOCT

Jebunnmumia 1.1.1. Hexa je mar ckyn QC R". ®ymkimja f:R" — RU {+ o} je

Lipschitz-oBa na ckyny () ca KOHCTaHTOM L, >0 axo Baxu xa je

1f(x)- f() < Ly|x - y| 3a cBaxo x,y € Q.

Jdedbnanumja 1.1.2. dynknmja f:R" > RV {+ oo} je nokanno Lipschitz-oea ako je

Lipschitz-oBa Ha CBaKOM OTPaHMYCHOM TOACKYIy CKyma R” .

Jdednnummja 1.1.3. Oynkumja f: R" —)Ru{+ oo} je enobanno Lipschitz-oea wnu

camo Lipschitz-oea ca koncmanmom L >0 ako Baxu 11a je

|f(x)— f(y] < L||x - y|| 3a CBaKko X,y € R".

Jdedpununmja 1.1.4. dynxnuja [ :R" > R U {+ oo} je Lipschitz-oéa y mauku x € R"

aKo je Lipschitz-oBa y HEKOj OKOJIMHH Tauke x € R".

Lipschitz-oBe ¢yHKIIM]je Cy 3aHUMJBHBE jep UMajy orpanndeH Haru6. Haume, ako je
byukuuja Lipschitz-oBa OHJa j€ H€H U3BOJI, YKOJIHUKO MTOCTOjH, OTPAHUYEH, U TO j€ CBE

mTo 3HAMO O ®eHO] audepeHnujadbmimnoctn. Ha  mpumep, dyHKIHja

f (x)=\/x2+1,xeR je Lipschitz-oBa u pudepennujadbunna, nok je QyHKIHja

g(x) = |x ,X € R Lipschitz-oBa, anu y Tauku 0 HUje nudepeHnujabuiHa.

Jdedunnnmja 1.1.5. Heka je nata pynknmja f:R" > RU {+ oo} u x,d € R". U3600

@yuxyuje f y mauku x y npasyy d je:

Foesd)= lim flxted)-f(x)

&0, E

(1.1)

' Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 —1903) —HeMauku MaTeMaTHIap



Axo je [ mudepeHnujadbmiHa GyHKIMja y Ta4kd x € R", OH/Ja OHAa MMa H3BOJI Y
MpaBIly y cBUM TmpaBiuMa d € R". Y ToM ciydajy W3BOA y TpaBly f ’(x;d ) je
nuHeapHa ¢yHKIMja o d € R" . Haume, y ciydajy nudepeHInjabuiIHOCTH BaXu J1a je

f '(x;d ) =Vf (x)Td . Ha ocHOBY Taylor-oBe popmyrie Baxu aa je:

flx+ed)=f(x)+¢'(x,d)+0(s) 3acBe d € R",THE £ > 0.

Jdedbnanumja 1.1.6. 3a nary ¢yukoujy f :R" —>Ru{+ oo} KOKEeMO Ja je Y TadyKu

x € R" ougpepenyujabunna y npasyy ako u caMo ako y Tadkd x € R" TOCTOjU H3BOJ

¢yukuuje f y npaBiy d 3acBako d € R".

Jdedununmja 1.1.7. 3a nary pynkumjy f:R" — Ru{+ oo} KaxeMo 1a je Gateaux’-

oughepenyujabunna y mauku x € R" axo je \beH U3BOJ y MpaBIly JIMHeapHa QyHKIHja
no npasiy d 3a cBako d € R". Ako je ¢pynkumja Gdteaux-nudepeHunjabuiHa mweH
W3BOJ y MpaBIly je aar ca f '(x;d ) =Vf (x)Td , Tie Bexkrop Vf (x) 03HAYaBa TPaJIHjCHT
byHkuje f y Tauku X .

3a Gdteaux-oughepenyujadburnocm ce 'y JATEPATypH KOPUCTH M TEPMUH craba
ougepenyujaburnocm. Jlata ¢pyHkHMja y 1aToj TaYKM MOXKE MMATH HAJBHINE je/laH

Gdtoux-u3Bog. Moxe ce aecuTd Aa (yHKIMja y J1aTOj TaYKH MMa HU3BOJ y CBAKOM

npaBily, anu Aa Huje Gdteaux- mudepenuujadmina (Ilpumep 1.1.1).

Jdedununmmja 1.1.8. 3a naty ¢pynkuujy f:R" —> R U {+ oo} KaxkeMo 1a je Fréchet -

ougepenyujabunna y mauku x € R" axo mocroju Vf (x) TakaB Jia 3a CBako d € R"

BaXU ] je:

flx+d)=f(x)+VF(x)'d+o(d) . (1.2)

3a Fréchet-ougpepenyujabunnocm ce y JUTEpaTypu KOPHCTH W TEPMHH jaka
ougepenyujadburnocm. Axo je npara GyHKOMja 'y Aarto] Tadku  Fréchet-

mudepeHjaduiTHa, OHJIa je OHA Y TOj TaYKU HEMPEKHIHA.

% René Eugene Gateaux (1889-1914) — ppanmycku MatemaTngap
3 Maurice Fréchet (1878-1973) -dpaniryckn MaTeMaTidap



Hanomumemo ummenuiy, koja cinemu u3 Jepunmnmje 1.1.8, nma ce
nudepeHnnjabuiIHoCT Y KJIACMYHOM  CMHCIy — TOoKiama ca  Fréchet-
mudepenuujabunnomhy. Jlako je Bumetn ga  Fréchet-nudepeHnujabumHocT
umrumnnupa Gdteaux-nudepernujadbunHoct. OOpHYTO HE BaXKH, OCHM Y Clydajy Kaja
je &ynkuuja Lipschitz-oBa [14]. Ilpumep ¢ynkuuje koja je Gdteaux-

nudepeHujabuHa, anu Huje Fréchet-mudepenumjabmsa nar je y [17]°.

Jdedbnanumja 1.1.9. YV naroj Taukm x € R" dyHkuyja [ je eramka ako Baxu 1a je |

mudepeHnnjaduiHa y X | J1a je ’beH rPaujeHT HelpeKuHa PyHKIHMja y TAYKUA X .

Hpumep 1.1.1. Pasmotrpumo ¢yHKUHjy f (x):|x| , X€ER 'y OKOJIMHU Tauke

x =0 (Cnuxka 1).

v

SN
I’ \
,’ N
Crnuxka 1
£1(0:a)= tim L0 t‘i)_f(o) L) R (1.3)
t—0" t—0" t—0"

N3 (1.3) cnenu na GpyHKIMja MMa JICBU W IECHUA U3BOJ, AJIM H-EH U3BOJI Y MPaBIly HHUJE

JMHeapaH, mTo 3Hauu aa GpyHkuuja aHuje Gateaux-nudepeniujadbrmina y Tauku x =0 .

4 f:R* >R, jaraca f(xl,xz)z{%’(();’);z))z%,npn ueMy je ckyn C 1aT y 00JIMKy KapMouzIe
s\ Ay Ay

]




dyHKIMja Koja je mpuKazaHa y cienchem mnpumepy je 3aHUMIBMBA jep je

nudepeHnnjabuiiHa, ajii HUje TiaTKa.
IIpumep 1.1.2.[34] Pasmorpumo ¢yHkImjy nedunucany Ha cieaehu HauuH:

1
{xzsin—, x#0

X
0 ,x=0

flx)= , (1.4)

" BCH U3BOJ Y OKOJIMHU TAYKEC X = 0.

o . . !
3a x#0 ¢yskuuja je audepeHuMjabUiIHA U BEH U3BOJ je 2xsin——cos—.
x X

Pasmorpumo u3Boj dpyskmmje nate ca (1.4) y mpasity d y tauku 0, T1j.:

f'(O;d)= lim f(0+td)—f(0) = lim tdzsinéz 0.

t—0* t t—0*

OBaj U3BO/ y TIPABILY je JIMHEapaH 1o d , jep je f’(O;d): 0-d =0, ma je 3aro oBa

byukuuja Gatoux-nudepeHiujadmiHa y okoJinan Tauke x =0 u Taj U3BOJ je aar ca

X X

Vf(x){szinlOcosl, xo;tO .
s X =

Ja Ou y tauku x =0 oBa ¢pyHknuja 6mwia u Fréchet-nudpepennujadunna norpedHO

je na Baxxu ycioB (1.2), omnocHo cneaehu ycnos
/(d)=o0(d) (1.5)
3acBako d € R".

3a oBako 3aaaty QyHKUMjy f JaKo je mpoBepHTH 1a je ycioB (1.5) 3amoBosbeH,

IITO 3HAYM J1a je oBa GyHKIM]ja Yak U Fréchet-qudepennujadbmmna. Mehytum, oynyhu

Ja Baxu 1a je limVf (x) =Vf (O) =0, pakie, rpaJMjeHT HUje HelpeKuaHa QyHKIHja y

x—0

OKOJIMHM Tauke x = 0, 3akJbydyjeMo aa nata QyHKIHja HUje TIaTkKa.

. . . . 5
Lipschitz-oBe ¢yHKIMje Ccy BeoMa BakHE jep 3a WuUX Baxu Rademacher-oa

Teopema:

Teopema 1.1.1.[34] Ha cBakoM oTBOopeHOM mOACKymy ckyma R" Lipschitz-oBa

dyHKIHja je CKopo cByAa AudepeHnrjaduiHa.

> Hans Adolph Rademacher (1892-1969) -Hemaukn MaTeMaTHdap



3a Henudepenuujabuine ¢pynkuuje Clarke je y [14] yBeo mojam reHepaarcaHor

rpaaujenta. /[la Oucmo HaBenu Ty nAeUHHUIM]Y HEONXOJHO je Jla ce MOACETUMO

KOHBCKCHUX CKYIIOBA.

Jdedunummija 1.1.10. Ckyn C < R" je KoHeekcan ako M caMO aKoO 3a CBAaKe JIBE Ta4yKe

x,,x, € C u3acsaxo A e[0,1] Tauxa Ax, +(1—A)x, npumazna cxymy C.

A
—

Cuka 2: [Ipumepu KOHBEKCHUX CKYIIOBa Cimuka 3: [Ipumepu HEKOHBEKCHHX CKYyIIOBa

Ca [x, y] o3HaunheMo 3aTBOpPeH MHTEPBaJ (JIMHUJCKU CEIMEHT) HpPUIPYKEH
BEKTOpUMA X U ), Tj. [x,y]z {z € R"|z =Ax+ (1 —ﬂ)y,O <A< 1}, a ca (x,y)

onrosapajyhu OTBOPEHHU JMHU]CKA CErMeHT, Tj.

(x,y)= {z eR"

z=Ax+ (1 - /I)y,O <A< 1}. JluHeapHy KOMOMHAIM])y X = Z}t.xi
eleMeHaTa X,,X,,...,X, € R" u ckamapa A,,4,,..,4, € R 3BaheMO KOHBEKCHOM

KOMOMHALMjOM YKOJIHMKO BaXXH J1a j& Z/li =1ln A4,4,,....4,20.

i=1

Jedbununumja 1.1.11. Korsekcan omortau ckyna C, y o3Hau convC je CKyIl CBHX

KOHBEKCHHMX KOMOWHaIMja Tayaka u3 ckyna C .

Cika 4: JIeBo: KOHBEKCHU OMOTa4 CKyIa of 15 Tayaka y paBHH,

JIECHO: KOHBEKCHH OMOTAa4 CKyTa y 00Ky Kudiie



Jdedbnanumja 1.1.12. Heka je f:R" >R u{+ oo} nokanHo Lipschitz-oBa dyHKIHja.

T'enepanucanu epaoujenm pyukuuje [ y Tauku x AePUHHCAH je HA cliefehu HauMH:

g=Zime(xi),xi—)x,EIVf(xl.)}. (1.6)

—>0

of (x)= conv{g eR”

I'enepaimcanu rpamujeHt je yBeo Clarke [14] m To 3a ciyuaj kama je peaiHa

HKIMja JIOKaJHO Lipschitz-oBa, nepuHUCcaHa Ha Banach®-oBom mpocTo X.V
y ] D p Py

ciydajy X = R" reHepanucaHW TPaldjeHT ce MOXKE H3pa3uTH kao y [leduHunuju

1.1.12. Moryhe je mokaszatu Ja je 3a CBaKO X TCHEpaJMCaHU TPAJUjeHT HEmpas3aH,

KOHBEKCaH W KommakTaH ckym. lllrtaBumie, y ciyyajy riaTkux (QyHKIHja Taj CKYT je

JeIHOYJIaH U HETOB JEJIMHU €JIEMEHT j€ TPaJiijeHT.

1.1.2. KOHBEKCHOCT

VY HenudepeHnjabumHoj ONTUMHU3IK]H KOHBEKCHOCT UTPa BaXKHY YJIOTY jep CBaKH

KOHBCKCaH CKYIl MW CBakKa KOHBCKCHa Q)YHKHI/Ija 101 O,Hper)eHI/IM J0AaTHHUM

IpeTHnocTaBKaMa UMajy HeKe 3aHUMJbUBE 0COOMHE, HIIP.:

CBaKa KOHBEKCHa (yHKUHja je u Lipschitz-oa pyHKIH]a,

CBAKH JIOKQIHI MUHUMYM j€ U TJI00aTHU MUHUMYM,

KOHBEKCHU CKYIIOBH NMajy HENpa3Hy PelIaTHBHY yHYTPAIIHbOCT,

KOHBEKCHH CKYIIOBHU Cy TIOBE€3aHU M UMAjy y CBAKOj TaYKH JIOMyCTHUBE NpaBIIE,

KOHBEKCHE (yHKIIMjEe Cy HENpEeKUJHE y YHYTpalllbUM TaukamMa KOHBEKCHHUX

CKyIIOBa.

Ocum Tora, Buaehemo na ce y ciydajy KOHBEKCHUX (yHKIHMja neduHHULIN]e

TuQepeHnjadIHOCTH M TIIATKOCTH TOKIamnajy. AJM, Mpe HEro IITO ONMHIIEMO

6 Stefan Banach (1892 - 1945) - oJbcky MaTeMaTHuap


http://sl.wikipedia.org/w/index.php?title=Stefan_Banach&action=edit&redlink=1
http://sl.wikipedia.org/w/index.php?title=Stefan_Banach&action=edit&redlink=1
http://sl.wikipedia.org/wiki/1892
http://sl.wikipedia.org/wiki/1945

KOHBCKCHOCT, YHOSHahCMO CC Ca KOHOCHOTUMA: CTBAPHU HIIN e(i)eKTI/IBHI/I JOMCH

(GyHKIIHM]E B CONCTBEHOCT (hYyHKIIH]E.

Jdedpununmja 1.1.13. 3a nmary ¢ysxumjy f:R" —>Ru{+oo} ehexmugHu OomeH
dyHKLHjE je cKyn

dom(f)= {x e R"f(x)< +oo}.

Hebunummja 1.1.14. 3a pary dyHKIHjY f:R”—)Ru{+oo} KaKeMo aa je

concmeeHna YKOJIMKO je H’eH e)EeKTUBHU JOMEH HEelpasaH, Tj. dom( f ) #0Q.

Hebunummja 1.1.15. 3a pary dyHKIHjY f:R”—)Ru{+oo} KaKeMO Ja je

KOHBEKCHA YKOJIMKO BaXKH Ja je:

S0=2)v+ 29) < (1= 2)1 (6)+ A () (1.7)

3acBe x,yeR" m 0<A<]1.

VYxkonuko y (1.7) Baxku crpora HejemHakocT 3a x#)y u 0<A<I, kaxemMo na je

byHKIMja cmpo20 KOHEEKCHA.

Crnuka 5: TIpuMep HEKOHBEKCHE (DYHKIIH]E



Cnuxka 6: Tlpumep CTporb KOHBEKCHE (pyHKIHje

+1

Tz

T3

Cnuxka 7: TIpumep KoHBeKCHE QyHKIHje

Cneneha Teopema npezacraBiba Be3y Lipschitz-oBUX (a caMUM TUM U HETIPEKHIHUX)

(dyHKIM]ja 1 KOHBEKCHUX (DYHKIIH]a.

Teopema 1.1.2. Heka je f KOHBEKCHa COIICTBeHa (yHKIHWja NePUHHCAHA HA

KOMITAKTHOM cKymy QO C dom( f ) Tanaje f Lipschitz-oBana Q.

Jlokaz. Bunetu y [90].

Jom jenHy 3aHUMIBKMBY OCOOMHY KOHBEKCHUX (PYyHKIIM]ja Jaje cieaeha Teopema.



Teopema 1.1.3. Heka je [ KoHBekcHa concrBeHa (yHkuuja u ), CKyl Tadaka y

Kojuma je Qynkuuja audepenuujadbunHa. Tama je Qynkumja Vf:x > Vf (x)

HETIPeKn/iHa Ha CKymy O, .

Jlokaz. Bugetu y [90].

Mosxemo, makne, Ha ocHOBY Teopeme 1.1.3, 3ak/byduTH Ja c€ TJIATKOCT M

nudepeHIjadmIHOCT PYHKIIM]e TOKIIanajy y ciy4ajy KOHBEKCHE (DyHKIIH]e.

VY ciyuajy KOHBEeKCHE (DYHKIIH]E TeHEepaIucaHu TPaIUjeHT ce TMOKJamna ca CKylom

cybnudepennujana koju nedpuHuIIeMo Ha cieaehu HauuH.

Jdedbnanumja 1.1.16. /lata ynkumja f y Taukum x € dom( f ) uMma cyboughepenyujan

neduHUCaH HA cienehy HauYuH.

o (x)={g e R'|f ()2 f(x)+g" (y—x). Vv e R"} . (1.8)

Cgaku enemeHT g cyonudepenumjana of (x) 30BEMO cybepaldujenm W 3a Hera BaKu

cieneha HejeTHAKOCT:

f(»)= f(x)+g"(y-x) 3acBaxo yeR". (1.9)
Hejennakoct (1.9) mo3nara je kao cyOrpaaujeHTHA HEjeTHAKOCT.

CBaku cyOrpagujeHT KOHBEKCHE (YHKLHMjE€ y JaTroj Taukd X, HMa CBOJy

TEOMETPHjCKY MHTEPIIPETALHjy: BEKTOP (_‘% j, rae je geof (xo), neQuHUIIE jenHy

XHIeppaBaH (Koja HUje BEPTUKAIHA) Koja Aoaupyje rpaduk ¢GyHKIMje Y 1aTO] TauKu
X, U LIeo Haxrpaduk’ ce Hamasu w3Haj Te xuneppasru (Cimka 8), Tj Baxu ciencha

HEjeIHAKOCT:

" Hanrpaduk pynxmmje f je ckyn epi f = {(a,x]a > f(x)}g RxR".

10



O,I[aBI[e CJICOU Oa BaXXu I[ajel

() ()=o) eeris

OJTHOCHO gT(y—x)SO/\t—f(x)ZO:gT(y—x)St—f(x),‘v’(tyjeepif, mro je

HUILTA IpyTo 10 cyOrpaaujenTHa Hejeanakoct (1.9).

f(x2)+glr(x—x2)

v

Crnuka 8

Hanomena 1.1.1. Axo je koHBekcHa (QyHKIMja AUQepeHnjadiiiHa y TaYku X Taja

Ha ocHOBY Teopeme 1.1.3 3akipyuyjeMo JAa je OHa U IJIaTKa, a HbeH cyoaudepeHIujan

je jemHowIaH u caapku rpaaujeHT Gyaknuje (Cnuka 9).

) )+ V() (v—x)

Cnuka 9
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3a KOHBEKCHY (DYHKIIH]Y M3BOJI Y MPABILy MOXKE C€ MCKa3aTh U Ha cieaehu HauuH:

f'(x:d)=maxg'd. (1.10)
gedf (x)

Joka3 oBor tBphema Moxke ce Hahu Ha pumep y [30], [37], [59], [81] mmm [90].
C o63upom Ha (1.10) Moke ce 3aKJbYUUTH J1a je
f'(ed)<0 (1.11)

ycioB omnanama Qynkiuje y npasity d . Yciaos (1.10) mmrmmunupa (1.11), jep ga 6u ce
OCTBapwWJIO onaaame PyHkuuje f y Tauku X y mpaBily d yrao uzmel)y Tor mpaBua u
MIPOM3BOJEHOT CyOrpamujeHTa Mopa Owtu Tym. [IpoBepa Tor ycioBa je TPHIUYIHO

temka ([5]).

OBne 6u OWIIO 3roHO HABECTH MOTPEOHE W JOBOJHHE YCIOBE 3a E€r3HCTEHIIU]Y

MHUHMMYyMa KOHBeKcHe pyHkuuje. Haume, Baxku cieneha reopema.

Teopema 1.1.4. Jlata koHBekcHa pynkimja f:R" - RU {+ oo} JOCTIKE MHHUMYM y

Taukn X aKo u camo axo 0 € df (x).

/loka3. Bunetny [18].

3a KOHBEKCHe (PyHKIMje BaXkaH je JOII jeslaH 1ojaM, a To je & -cyOnudepeHujan

KOju aeuHHUIIEMO Ha cienehy HauuH.

Jdedunnnmja 1.1.17. Heka je nato ¢ >0. [/latra pyHkumja f y Tauku x € dom(f)

uma & -cyoougepenyujan nedunvcan Ha cieaehu HauuH:

0./(x)=lg e R/ ()2 f(x)+&" (y—x)-2, Vye R, (1.12)

3a ge0,f (x) KaXeMo J1a je & -cybepadujenm.

Cneneha TeOoOpCcMa je Ba’)XHa Ca CTaHOBHUIITA aJIropuraMa 3a MI/IHI/IMI/I3aI_II/ij

KOHBEKCHHX (PYHKIIH]a.

Teopema 1.1.5.]34] Heka je nata koHBeKkcHa pyHKLHUja f U Tauka x € dom( f ) Tana

3a CBaKO g € 6f(x) BaXHU Ja je:

lg| <Ly (1.13)
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raeje L, >0 Lipschitz-oBa KOHCTaHTa Ha cepu B(x,r) 3a HeKO 7 > 0.

Hoxaz: 3a g =0 mnejennakoct (1.13) je 3amoBosbeHa 3a OWJIO KOjJy NO3UTUBHY

Lipschitz-oBy KOHCTaHTYy.

[IpernocraBumo na je g#0. Bynmyhu ma je cdepa KoMIakTaH CKynm Ha OCHOBY
Teopeme 1.1.2 3axipyudyjemo na je ¢pynkuuja f Lipschitz-oBa ca koHCTaHTOM L, >0,

Tj.:
|f(y)—f(x]SLB||x—y|| 3a CBE yeB(x,r). (1.14)
Kako je geodf (x) Ha OCHOBY cyOrpaaujenTHe HejeaHakoctu (1.9) Baxu na je:

f(»)= f(x)+g"(y-x) 3a crako yeR". (1.15)

N3 (1.14)u (1.15)3a y=x+ rs 3aKJbydyjeMO Ja Bake cienehe Be HejeTHAKOCTH:

le]
—rLy < f(y)=f(x)< 1L, (1.16)
S()= f(x)+r]g]. (1.17)

N3 (1.16) u (1.17) cnenu (1.13), wto je u Tpebayio 10Ka3aTu.m

1.1.3 IOJYHEINPEKUJIHOCT

VY nperxogHom maparpady cmo Bumenu (Teopema 1.1.2) ma je KOHBEKCHa
dbyHKIMja W JIOKamHO Lipschitz-oBa Ha pPENATUBHO] YHYTPAIIHOCTH e(HEeKTHBHOT
JIOMEHa, Ta je 300r Tora OHa HEMpEKWUJHA Ha PEeIaTHBHO] YHYTPAIIHOCTH CBOTA
edextuBHOr omeHa. lllta je ca HempekuaHomhy KOHBEKCHE (PYHKIIMj€ HA TpaHUIlaMa

e(EeKTUBHOT JoMeHa?
Y oBoM maparpady yuumeH je MOoKyIIaj Ja ce Ja OArOBOp Ha TO MHUTAE.

[Ipe cBera, HaBenTtheMoO HEKOJMKO BOXKHUX JAehUHHUIIN]A.

Jdedununmja 1.1.18. Jlara pyukumja f:R" - RU {+ OO} J€ nonyHenpexuoHa 000320

aKo 3a CBako x € R" Baxw J1a je:
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limsup f(y)< f(x) . (1.18)

y—oox

Jdedunnnmja 1.1.19. [lata dynkmmja f:R" > RU {+ oo} j€ noiyHenpexuoHa 000300

aKo 3a CBako X € R" Baxw Ja je:

liminf f(v)> f(x) . (1.19)

Hanomena 1.1.2. Konnentu 10me U ropmkhe NOTyHENPEKUIHOCTH HACTA]Y ,,IIeTambeM

KIIAaCUYHC HCIIPCKUIHOCTH.

Hakne, 3a maro xe€R" Heka ¢yHKIUja [ je TOJNyHENPEKHIHA OJ03T0

(pecneKTUBHO 0/103/10) aKko 3a cBako & >0 mocroju 6 >0 TakBO 1a 3a cBako y € R”
BaKU: aKoO ] ||y - x|| <0, OHJaje f(y)— f(x) < & (peCIeKTUBHO f(x)— f(y) >e).

Axo je Heka (yHKIMja y JaTOj] TAa4KA HEMPEKUIHA, OHJa jeé OHAa y TO] TayKH

MoJyHenpeKuHa 1 0103110 u ox03ro (Cruka 10).

f(z) flz)

Cnuxka 10: a) ¢pyHKIHMja HOITyHETIPEKUIHA 003710,

0) pyHKIHMja TOTYHEPEKH/IHA 003r0, B) HENPeKuaHa yHKIMja

Cneneha Teopema 1aje KapakTepu3alnjy MOJIyHEPEKUIHOCTH (yHKIH]e.

Teopema 1.1.6. Heka je mara ¢ynkumja f:R" —>Ru{+ oo}. Cnenehu wmckasu cy

CKBUBAJICHTHH:
a) f je momyHenpekuaHa 010310y R”;
0) Haarpaduk GyHkmje f je 3aTBOpeH ckynmy R" xR

B) umBo-ckyn L, (x)={x:f(x)< a} je 3arBOpen 3a cBako a € R .
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Jloxaz: Bunetu y [90].

Ha ocnoBy Teopeme 1.1.6 3akipydyjeMo Ja je MOJYHENPEKUIHOCT O03/10

moBe3aHa ca 3arBopeHornhy. Pa3smorpumo ciydaj (yHKIHMje jeaHE TpPOMEHIbUBE:

f(x) _ l, X € (0,+oo)

X . OBa ¢yHKIM]ja je KOHBEKCHA, COICTBEHA, HEH €(PEeKTUBHU
+oo, x € (=00,0]

JIOMEH j€ OTBOPEH, aJIH j€ HEeH HaArpaduK 3aTBOPEH CKYII.

[TomyHenpekuIHOCT 00310 BaXKHA j€ ¢ acrekTa MuHuMu3anuje Gynkuuje. Hanme,
COIICTBEHAa KOHBEKCHA IMOJIYHENPEKUIHA OJ0A370 (DyHKIMja JOCTHXKE MHUHHMYM Ha
CBaKOM  KOMITAKTHOM  TOJCKymy  cBor  edektuBHOr  momena.  Jlakue,
MOJTYHENPEKUTHOCT OJI03710 Ba)KHA j€ 3a Er3UCTEHIN]y Oap jeJHe Tauyke MUHUMyMa

KOHBEKCHE COTICTBEHE (DYyHKIIH]C.

1.2 IPUMEPHU HETJIATKHUX ITPOBJIEMA

VYV omnepaoHHM HCTpakKMBamamMa 4ecTo ce cycpehy mpobnemu y kojuma je
¢yHkuuja nmiba  HeaudepeHuujabuiaHa. Y  OpUHIMIY, [OpoOjeM  mocTaje
HenupepeHuyjabunan win 300 CTPYKType Mojeda WM 300T OrpaHuYemAa.
HaBemhemo Heke TummuHe TmpuMepe HeaudepeHnnjadmHuX (yHKIHja Koje

cycpehemo y orepannoHuM UCTPaKUBABIMA.

1.2.1 MHMHHMMAKC ITPOBJIEM

Kiaca HequdepeHnnjadmHuX mpodiieMa y KojuMa ce MUHIUMH3UPA QYHKITH]a
KOja je 3aJara Kao MaKCMMyM KOHAauyHOT Opoja ¢yHKIMja Ha3WBa C€ KIJIaCOM
MUHUMaKc mpobiema. OBakBH mpoOiaemMu ce Mory Hahu, Ha mpuMep, y mpobdieMuma

ONITUMAJTHOT YIIpaBJbama [66] wiu kao OunaHc MpoOieMu y eKOHOMCKOj Teopuju [52].

MunanmMakc npobiem uma cienehu o0muk:

min f(x),xe X cR" , (1.20)
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rae je f(x):max h(x,y),ye Y R" u dyHKIMja h je TiIaTka y OAHOCY Ha x. Y
npuHIMIy, GyHKIHja nuiba npodnema (1.20) je HeaudepeHujabuiHa y Taukd X Ha
,»AKTUBHOM‘ cKymy [ (x): {y et | f (x): h(x, y)} aKo M caMO aKO Taj CKYyIl MMa BUIIIE

O]l JeZTHOT eNieMEeHTA.

Crnenehu nmpuMep MUHUMAKC TIpodiema je
min f(x), f(x)=min{f,(x)} . (1.21)

Ha Cnumum 11 pat je npumep ¢yHKIMje IIMJba MUHUMAKC Mpo0iieMa 3a Cllydaj JIBe
¢yHkuuje jenHe mnpomeHsbuBe. Y Tauku x=0 y KoOjo] ,,aKTUBaH CKyNn HHje

jeaHounaH QyHKIH]ja je HeaudepeHIjaduiHa.

101

f(x)

= S(x)=(x+2)

h(x) . . . . géxg =(x— 2)2
“4 -2 lo 2 4 =

Cnuka 11

[To3nato je ma ce mpobaem tuma (1.21) cBoau Ha IPOOIIEM ca OrpaHUYCHUMA, Tj.

Ha mipo0Osem cieneher Tuma.

min v
xeR",veR

v> fi(x) Vi

1.2.2 MPOBJIEMHU BEJIUKOI' BPOJA TIPOMEH/bUBUX
NPUMEP TEXHUKE JEKOMIIO3UIIUJE
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TexHrke IEKOMIO3UIMjE KOPUCTE CE 3a peIlaBame TaKO3BAHUX BEIHKHX,
KOMIUIEKCHUX WM large-scale mpobinema. To cy mpobiemu y Kojuma ce 1ojaBJbyje
BeNMKM OpOj HEMO3HAaTUX M / WIM BeIMKH Opoj orpaHuuema. OBe TEXHHKE
JIEKOMIIO3HIIH]j€, KAaKO MM CaMO UME Kaxe, CacToje ce y TOME Jia Ce TI0JIa3Hu pooIieM,
TaKO3BaHU MacTep mpobsieM, Koju je HeaudepeHnnjabuiat, pa3ioKy Ha BHUIIIE MAmbUX
JIOKaJIHUX TpoOsieMa KOjU Cy JaKIIM 33 PelIaBame O]l CaMor IOJIA3HOT MpodiemMa.

JlekoMmo3uIja ce CXeMaTCKU MOKe TpecTaBUTH kao Ha Crurm 12.

JIEKOMIIO3HIIHja

Macrep npooiiem

JIOKAITHH MPOoOIeMH

KOOpJIMHAIH]ja

Cnuka 12

Ogpe he OuTH M3TIOKEHE JIBE BAKHE TEXHHUKE IEKOMITO3HUIIH]E U3 KOJUX Cy ITOHUKIIE
cBe octasie. To Cy: IEKOMIIO3MIMja LIEHe M JEKOMIIO3UIMja pecypca, U JyalHe Cy
jemHa Ipyroj.

VY NeKoMIO3ULMjU pecypca, LEHTPaIHU MpoOsieM Iajbe AUPEKTHBY (IIPABUIIO) y
cBaku motnpoOieM. CBaku MOTIPOOJEM ce, Ha OCHOBY THUX TUPEKTHBA, pellaBa U
1aJbe MOAATKE IEHTPATHOM MpobieMy. Ha oCHOBY TMX HOBHX TOJaTaka, IEHTPATHA

npo0JieM IpaBy HOBE AUPEKTUBE (KOOpIMHAIIN]A).

vy I[eKOMHOSI/ILII/IjI/I LCHA, HNCHTPAJIHU HpO6HCM maJjb€ CKYIl IoJaTaka y CBaKu
HOTHpO6JICM. CBaku HOTHpO6JICM CC, Ha OCHOBY THUX IIOJIaTaKa, pClllaBa Ha JIOKAJTHOM

HUBOY U IIaJbe M0JIaTKEe MacTep MpoosieMy, KOju ca lbuMa KoopauHupa [5].

Jexommo3uinuja neHa
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OBa TexHHKa je 106mia nMe 1o Lagrange-oBUM® MyNTHILIMKATOPHMA, jep CYy

Lagrange—oBu MyJITUIUIMKATOPH Y €KOHOMUJU TIO3HATH IOJI TEPMHUHOM II€HA.

Maxuie, pazmaTpa ce npooiem:

mmgfl(x )
> )=

(1.22)

rIe cy a, (xl.)e R"™,Vi. Koncrpyumemo Lagrange-oBe MynTuininkaTope A€ R™ kao

IPOMEHJBUBE Ayaia y Ipuapy)KeHoj Lagrange-oBoj GyHKIUjU
L(x,2)= Z[f )+ Aa,(x,)] (1.23)

u QYHKIHjy qyana

q(A)=minL(x,2) . (1.24)

X

[Ipumernmo na q(ﬂ) 3a CBaKO A TpelcTaBiba JIOKY TpaHUILy (Tj. HEHY IMPOICHY)
¢ynkuuje nwmsba npodiema (1.22). Ilpobrem (1.24) Moxke ce pas3loXUTH Ha

notnpobneme cieneher tuna:

min{fi(xl.)+ /lTai(xi)} (1.25)

X;

KOJH 3aBHCE caMO O] IPOMEHJbMBE X, . JacHO je na je mpobieM (1.25) 3HaTHO NaKmm

0J1 roa3Hor npoodiaema (1.22).

Moryhe je, Ha OCHOBY Haj0OJbe MpPOILICHE 3a q(}t), U3pavyyHaTH BPEIHOCT (yHKIIH]jE

usba pobiema (1.22) pemaBamem cieacher npobiema:

mglxq(l) , (1.26)

TaKo3BaHOT Tpobiema Lagrange-oBor ayana. [Ipodnem (1.26) 3a cBako A ce Moxke

JEKOMIIOHOBATH Ha mipobiem (1.25).

Hanomena 1.2.1. Texuuka Lagrange-oBe penakcauyje J0cTa ce KOPUCTH Y

JUHEAPHOM MpoTrpaMupamy. 3a BHIlIE JeTajba BuaeTu [44].

8 Joseph Louis Lagrange (1736 -1813)— uranujancku MaremaTudap
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JexomMmo3unmja pecypca

[Ipo6nem (1.22) exBuBasienTaH je cneaechem npobuemy:
minivi(yl.), Zn:yl. =0, (1.27)
= i=1
rae je
vi(y)=min f(x,) . a(x)=y, . (1.28)

W'y oBom cnyuajy ¢yHkuuja musba npodnema (1.27) je HenudepenujaduiHa.
1.3 3BAK/JbYUYHA PABMATPAIBA

OBze hemo o6jacHuTH 300T Uera cy KiIacuYHe METOJIe ONTUMH3AIIHje pa3BUjeHe 3a

mudepeHInjaduIan ciIy4aj T0KUBeIle HeycIeX y HeaudepeHInjabuitHoM ciy4ajy.

Heka je mat mpoGaem

min f(x) , (1.29)

xeR"

rie je QyHknwja f  HempekuaHo audepeHnujabwiHa. Metoie  KIACUYHe
ontuMmm3zanuje omnucaHe y [4] y OKOJMHM Tadyke X, pa3MaTpajy JHMHEapaH MOZEN

¢yukuuje f, nepunucan Ha cienehu HauwH:
Vi) d~ [ +d)=f(x), (1.30)
WM KBaJIpaTHU MO THUIIA:
Vie Y d4Sd' Ve ) s Sl +d)-f() . (13D)

rae d o3HauyaBa NpapBall KpeTama M3 Tauke X, , 10K Vf (xk) uVf (xk) PECIEKTUBHO
O3Ha4aBajy IpaJivjeHT u XecujaH ¢yHkuuje f y Tauku x,. MuUHUMM3anuja Mozena

(1.30) ma3zuBa ce rpaaujeHTHa MeToJa, a MUHHMH3anUja monena (1.31) Ha3uBa ce

Newton-oBa MeToa.
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Cnenehm mpumep mokasyje Kako NMpPUMEHa KIACHYHHUX METOJla ONTHMH3alHdje 3a
MUHHUMH3AIM]y HeaudepeHijadumHe GyHKIHMje MOXKEe J1a JOBEAE 10 KOHBEPIeHIIH]e

Ka TA4KH KOja HHUj€ MUHUMYM.

Ipumep 1.3.1. [60] PazmoTpumo creachy GyHKIHjy ABE MPOMECHIBHBE:

fl(x,y)z 3(x2 + 2y2)

U IPUMEHUMO TpajujeHTHy MeToay. KpeHumo ox tauke X, :(2,1)T. Cnenehe nBe

T T
. 2 1 21
UTEepalrje O3HAYMMO PECHEKTUBHO ca X, = 373 U x;= 39 Hus {xk}

reHepHCcaH alropuTMOM ocumiupa usmel)y nBe xuneppaBuHu: H, = {(x, y)T|2 y= x} u

H = {(x, y)T|2 y= —x} ¥ TEXKH Ka TauKH ONTUMYMa X = (O,O)T .

Pasmotpumo cana dyHKIMjy fz(x, y)=,/ 1 (x, yi. ['pagujeHTHOM METOIOM U3 HCTE

HOJTa3HE Ta4yKe Kao 3a GYHKUU]y f, TeHEpHUIIe Ce UCTU HU3 KOjH KOHBEPTUpa Ka TauKu
* T .
onTUMyMa X = (0,0) 3a QyHKIM]Y f,, aJdu HU3 {Vf2 (xk )} He Texu 0, Beh ocrmnmpa y

UHTEPBAILY V2 [2,i2 ]T .

Koncrpyummmo ckyn D koju caipXu HH3 {xk}, Ha TpuMep Ha cienehu HauMH:
D= {(x, y103|y|£ 2x} u Moau(puKyjMO (QyHKUM]y f, Y OKOJIMHU TayKe (O,O)T Ha

cinenehy HayuH:

w/3ix2 +2y° i; 0< |y| <2x

fi(xy)=1x+4)y]

\/g >

nHa4ye

I'panujeHTHa MeTO/Aa reHepulle HCTU HU3 {xk} Kao y ciaydajy byHKuuja f, u f,,

. . T .
KOJU YaK U 3a OBY (DYHKIIM]y KOHBEpPIrHpa Ka TauKd (0,0) , Q1 TO caja HUje Tayka

MHHHUMYMa.®
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[Ipe HEro mTO 3aKJBy4MMO OBO TIIOTJABJ/bE KOHCTATYjMO Ja KPHUTEPHjyM

3aycTaBJbamkba AITOPUTMA Y CiIy4ajy nudepennujadbmine GpyHKije Mmopa OuTu:
V(x| <e . (1.32)

Huje Temko BumeTu aa je oBo qo0ap KpUTEpHjyM 3a ThaTke GyHKIHM]e, ald He U 3a

Heaudepennujadbunne. PasmatpajMo QyHkuujy f (x)= |x

, X € R. OBa ¢yHK1Mja HUje

mudepennjadunna y tauku 0. Y oxonuHu Tauke 0 BH rpaJujeHT, U cjeBa U CcJecHa,
1o HOpMH je jenHak 1. Y camoj tauku 0, oHa UMa U CyOrpajjeHTe Koju cy 1o HOpMHU
JeIHaKH jenuHUIHM, aau y Tauyku 0 mocToju M CyOTpaaujeHT KOjH 3370BOJhaa YCIIOB

(1.32).

Y Ilpumepy 1.3.1 mnokazaHo je Kako KJIacCH4YHE METOJE ONTHUMH3AIMje 3a
MUHUMH3aLWjy  audepeHnujabmine  QyHKOMje  Kaga ce  TIpUMEHe  Ha
HeauepeHjaduIHy GyHKIM]y MOTY Jia JOBECTH JI0 KOHBEPIeHIM]e Ka TauKH Koja
HUje MUHUMYM. CTora je OMJI0 HEONXOJHO pa3BUTH HOBE METOJIe ONTHUMH3AIMje 3a
HenupepeHuujabuaHu ciy4yaj, koje he ykpatko Outu u3noxeHe y cieaeha Tpu

orjiaBJba.
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TIPYTHU IEO

HYMEPUYKE METOJE 3A OIITUMU3ALINIY
KOHBEKCHUX HEIJU®EPEHIIUJABUJTHUX
OYHKINJA






IMoraasme 2

CYBI'PA/TUJEHTA METO/IA

YBOJ

Y oBom nornassey pemabahemo cienehu mpodiem:

min f(x), 2.1

xeR"

rae je f:R" — R mpou3BOJbHA CONICTBCHA KOHBEKCHA (YHKIIM]ja KOja HE Mopa OUTH

nudepeHnnjadbuHa.

Y CCCP-y 60-tux rojuHa mpoljior Beka IojaBWie Cy ce€ IpBe METOAE 3a
pemaBame mnpobiema (2.1). To cy cyOrpamujentHe merone. OHe NpeacTaBIbajy
reHepaIu3ayjy KIAaCHYHE TPaJMjeHTHE METOJEe 3a Cliyda] HeaudepeHIrjaduiHe
ontumusanuje. basupajy ce Ha wumeju Aa ce TpagujeHT 3aMEHU NPOU3BOJHHUM
cyOrpaaujeHTom, IITO NpEeACTaB/ba YOIIITEHE IpajujeHTe METoje, pa3BUjeHE 3a
nudepeHnnjaduIH  ciay4aj, Ha HeaudepeHuujabuimHu ciaydaj. To cy Beoma

JeIHOCTaBHE METO/IE 32 MUHUMHU3AIHN]y Heau(pepeHIINjaOMTHUX QYHKITH]ja.

Merone Beoma mojcehajy Ha rpaawjeHTHE MeTole y AU(EpEeHIHN]jaOMIHOM
ciydajy, y3 HW3BECHE pasiuke. BenuuumHa Kopaka He Oupa ce Kao y
T epeHIInja0uTHOM CITy4ajy. 3a pa3uKy O]l TpaaujeHTHHX METO/a, CyOrparjeHTHE

METOJIe He MOpajy Outh omnanajyhe.

CyOrpaamjeHTHe MeTolle Cy CIOpe; TO Cy METOJe TNPBOT pela U HHXOBE
nepdopMaHce 3aBuce o u300pa mMmoueTHe Tauke. Mmak, cyOrpaamjeHTHE MeToje
UMajy MPEeIHOCT y OJHOCY Ha YHYTpallkbe U Newton-oBe meroje. Pasior Toj TBpamu
je YMIbeHHIA J1a je MEMOpHja KOjy 3axXTeBajy CyOrpaJijeHTHE METO/e Mamba Of
MEMOpHje KOjy 3axTeBajy YHyTpamme u Newfon-oBe MeTojae, INTO 3HAYM [
cyOrpaaujeHTHE METOAEe MOTY OMTH KOpHUIIThEeHE 3a €KCTPEMHO BEJIMKE MpoldiieMe 3a

KOje Cy IOMeHyTe MeTozie HeMohne [7].

KoM0OuHarmja cyOrpainjeHTHUX METO/a ca MPUMall - Iyall JEKOMIIO3HIIHOHUM

TEXHHKaMa OTBapa MOTIyhHOCT pa3Boja HOBHX aJropuTaMa 3a pellaBame Mpodiema
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(2.1) (Bumetu [76]). Y cBakoM ciydajy, CyOrpaJlijeHTHE METOJIE 3ay3UMajy Ba)KHO
MecTo 'y o0NacTM HyMEpHUUKHX METOoJa 3a MHHHMHU3AIMjy KOHBEKCHHX

HeaudepeHujaduIHuX QyHKIM]ja, IITO je TOBOJbAH Pa3ior J1a OBJie Oyy OMHCAHE.

HajBaxxuuje pedepeniie u3 ose obmactu cy [100] u [78]. Takohe, mobpa
pedepeHmia, y Kojoj je JHOeTabHO O00jallibeHO Kako IOBE3aTH NpHMAll W JIyall
JIEKOMITO3HIH]y mpooOsiema, je [4]. Jpyre mobpe pedepeHie koje TpeTupajy OBaj
npooiieM cy [94], [75], [1], [16], [101] v [5]. Heku uHTEpeCaHTHH palioBU CKOpHjET
natyma cy [73], [74], [76], [53] u [54].

YV oBoM normaBsey ocedbHo hemo ce pokycupatu Ha CyOrpainjeHTe METOJIC U
Ha HEKE TEXHHMKE Kao IITO je JWIaTalMja MpPOCTOpa, KOoja MPEICTaBlba YOIIITCHE
KBa3u Newfon-oBe MeTOJie ONTUMU3AIIM]jE 3a CIydyaj riatke onTummianuje. Takohe,

Ouhe peun o eMKaCHOCTH, Ka0 M O TeIKohaMma ca KPUTEPHjyMOM 3ayCTaBJbarba.

2.1 CYBI'PAAMJEHTHA METOJA

Heka je Ha k-TOj uTepanuju nata Tauka X, M HEKa ce cieneha mrepatuBHA

Tauka X,,, padyHa Ha cieiehu HauuH:
X=X, —td,. (2.2)

Axo je g, mpousBoJbaH cyOrpaaujeHT QyHKuuMje f y Tauku X, , OHAa je d, =—g,

npasan y KoM ce kpehemo u3 tauke x, , 10K ¢, > 0 mpencTaBiba BEIMYHHY KOpPaKa.
[To3Hata je unmbeHHIA 1A je Y ciydajy nudepeHujabumHnx GpyHKIMja mpaBaig

aHTUTPaMjeHTa HajOpIKH MpaBall onanama GyHkuuje [ y Tadku x, . Mehytum, 1o ce

HE MOXE TBPAWTH U 3a ciy4aj HenupepeHnujabmiae GyHknuje. Moxe ce necuTH na

— g, Hyje omamajyhum mpasary 3a f, Tj. Aa BaXKH 1a je f’(x,—gk)> 0. VY ToMm ciryuajy
umamo ja Baxn ma je f(x,,)> f(x,). Ocum Tora, yak u ako je —g, omamajyhu
npaBall U3 X, KOpaK Hac MOXKE JIOBECTH [0 CHUTyalldje y K0joj OH To HHje. Hamme,
MOXXE C€ JIECHUTH Ja BaXH 1a je f (xk+1)> f (xk). Jpyrum peunMa, HeKa UTepalyja

cyOrpaaujeHTHE METOJe MOXE JOBECTH N0 pammhema ¢(yHKnuje nmiba. To hemo

BUzETH y cieaehem npumepy.
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IIpumep 2.1.1 [78] Pasmotpumo cneaehy pyHkmjy aBe MpOMEHIEHUBE

f(xl,xz): |x1 - x2| + 0.2|x1 + X,

b

KOja MMa TauKy MHHHMyMa X = (O,O)T. [IpeTrnocTaBuMo 1a ce Ha k -TOj UTepaIuju
Vi . . .

HaJIa3uMO y Tadku X, =(l,1) . W3pauyHajMo jemaH mpoW3BOJbaH CyOrpajujeHT

[ =(1.2,—0.8)T. Ha Cmunu 13 moxeMo BUAETH Ja HpaBall —g, HHUje omajajyhu

mpasall, Tj. He OCTOjU BEMUMHA Kopaka 7, Taksa na Baxu naje f(x, +1,d, )< f(x,),

OJTHOCHO jeTHaYMHA |tk| +0,21 - O,2tk| <0,2 Hema pemiewa 3a f, € R.

1.2x, =08, x, =2x, 2—x,
08x —1.26 X 2x,% <=
—0.8x, +1.2x, x, <x,,x, =X,
—1.2x +0.8x, x, <x, <—x,

A,2,) =g =] +020x, +x,| =

v

X

Cmuka 13

C nmpyre crpane, uMajyhu y BUIy Ja MaJIM KOPaK YK aHTHCYOrpajvjeHTa
MO3Ke JJaTH A00ap mpasall, MOXe ce JeCHTH J1a Jo0ujeMo U Behy BpeaHocT (yHKIH]e,

a J1a CMO HITaK OJIKe OMTUMATHO] TAYKH.

Otyna 3Hawya] wu3pauyHaBamba BEIMUMHE Kopaka f, JAyX IIpaBLa

aHTUCYOrpajyjeHTa MOCTaje BeOMa BaXKaH Yy KOHIIENTY JIMHEAPHOT MPETPaXUBAbA.
300r Tora je yBoheme HOBUX KpUTEpHjyMa 3a JI0OMjame BEIMYMHE KOpaka MOTPEOHO

MPUJIATOAUTH TAKO J1a ce KpeheMo Ka TauKu MUHUMyMa (DYHKIIH]E.

f(x):f(xk)} 1

IIpe yBohemwa cnenehe neme aepunummmo ckym: U, = {x eR"

HauuH Mpenacka u3 x, y x,,, ciueaehom popmynom:

Xer1 =X = FSk (2.3)
el

3a Heko 7 >0, r7e je g, TPOM3BOJbaH CyOrpanjenT.
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Jlema 2.1.1. Heka je x onTuManHa Tayka KOHBEKCHE (QyHKUHMje [ M X, Tadyka Koja
HUje onTtuMainHa. Jlasbe, HEKa je X, ,, Tauka Kojy pauyHamo 1o ¢opmynu (2.3) u Heka
BaXH J1a je

bo=d(x' U )z Z(+¢) (2.4)

N |~

3a Heko ¢ > 0. Tama Baxwu na je:

Pt (2.5)

i = <l -

[oka3z. Bunetu y [100].

Ha ocnoBy Jleme 2.1.1 cienu aa je KOHBEpPreHIMja Ka TAYKM MUHUMYyMa (YHKIIHje

Moryha camo ako je pactojame nzmel)y Tauke MuHIMyMa QyHKIHje u ckyna U, Behe

WM jeTHAKO BPEJTHOCTH KOja 3aBUCH O]l Kopaka f . Jlakje, caMo y TOM CIydajy MOxe
ce noctuhu KoHBepreHuuja. MelyTum, Taj yclioB HHUje JOBOJbAH, LITO C€ BUIU W3

cneneher pasmarpama.

O3znaunmo ca A cnenehy BpemHOCT:

A:Ztk’

k=1

rJe je t, BeIM4YMHA KOpaka y cllydajy Kaaa ce ciefeha urepaTiBHa Tauka padyHa IO

bopmymu x,,, =x, —t, ”g—"” 3a HeKo k Taja Baxu Ja je:
8
||x1 —xk” < ||x1 —x2||+||x2 —x3||+...+||xk_1 —xk” =t +t,+..+t,_ < A. (2.6)

W13 (2.6) cneau na cBaka Tauyka X, Npunajga cepu ¢ LEHTPOM y X, U MOITyIPEYHUKOM

A. Jla 6u ce 06e30eamio 1a Tauka MUHUMYyMa Oyje y chepu ca IEHTPOM Y MOJIa3HO)]
TA4KH, MOJIYIPEYHUK MOpa OUTH JOBOJHHO BEJIMKH, TAKO Ja je TO jOII jeaH YCJIOB

KOjU MOpa OUTH 3a/10BOJHEH.

Ha ocHoBy oBor pa3matpama, y [78] u [100] moka3ana je KOHBEpreHIIHja

cyOrpaaujeHTHEe METO/Ie y KOjOj Ce TeHEpHUIIIe HU3 TayaKa {xk} o0mKa:

xk+1=xk_tkia L —>0,sz=00 . (2.7)
k=1

||g k
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Teopema 2.1.1. [34] Heka je CDk:'n?inkf(xj) u f*=inff(x), rae je
J=1lhes

xeR"

f:R" —>Ru{oo} KOHBEKCHa (yHKIMja. 3a HU3 Tayaka {xk} nedunucan ca (2.7)

Baxu 1a ®, — f kaga k — .
/lokas3. TIpeTnocTaBUMO J1a 32 CBaKO k BaXKH Ja je
fx)= 7, (2.8)

rze je f TaKBO /12 je f > f*. Heka je X Tauka TaKBa Ja BaXHW 1a je f()?)< f 300r

HenpekuaHocTH QyHKIHje f moctoju & > (0 TakBO Jja BaXKH J11a je

)< s 2.9)
KaJ[ TOJ je ||x - )~c|| <g.

. : - g .
Heka je x, Tauka Takea Ja BaXu Ja je x, =X +&-2%- 3a g, € of (x, ) y Hexoj Taukwm

e
X,. 3a tako neduHHCcaHy TauKy X, W3 HejeqHakocTu cyOrpanujenra (1.9) u Ha

OCHOBY (2.8) 3aKkJby4yjeMO J1a BaXH J1a je:

S0c)z fle)+gi (v, —x) 2/ + g (R -x)+ g (x, - %)

) (2.10)
=f+ glf(’7 _xk)+g“gk“ .
N3 (2.9)u (2.10) 3a x=x, cienu na je:
T
Sk (x -%)>e. (2.11)
el
Hame, u3 (2.11), Ha ocHOBY (2.7), ciiequ na je:
Py =3I <[ =3 - 266 + 22 (2.12)

~

Heka t, - 0. Taga nocroju Heko k TakBO 1a je f, <& 3a cBako k >k . 3a cBako

k > k onma Baxwu na je:

e~ 5[ <[, -7 ~ 1, - 2.13)

2

b

Cymupajyhu (2.13) no k&, 300r mO3UTUBHOCTH HOpPME, CIIEAM /A je thk < Hx,; -X
k=k

HITO je KOHTpaauKIMja ca Ztk =oo. [Ipema Tome, f(xk)2f>f*, 1. @, Texu
k=1

Ka f .m
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Hanomena 2.1.1. 3anumipuBo je aa Teopema 2.1.1 yBoau caMo MpPETIIOCTaBKY O

KOHBEKCHOCTH (DYHKLHMje f, aJll HE W MPETIOCTaBKy O MOCTOjalby MHHUMYMa Te

bynxkiyje [34].

Hamomena 2.1.2. V [16], [110] u [100] mocToje aJTepHATHBHH JOKa3U

KOHBEPIreHIM]je CyOorpaijeHTHE METOIE.

Y [16] cy mnpukazaHu pe3yiTaTH KOHBEpreHLHMje Y CIy4ajy MHUHUMH3AIH]je
KOHBeKCHe HemudpepeHnujabmwine ¢yaknuje. M3melhy ocramor, mokasyje ce

KOHBEpreHIMja cyorpaaujeHTHEe METO/C Y Cydajy Kaaa cy uTepaije OupaHe Kao y

(2.7), amu y3 npeTniocTaBKy a £, —>0 u i} <.
k=1

CyOrpanujentHe Meroze Ccy jako crope. To je jacHO, jep ako ce Tadyka Oupa 1o

(2.7), onna je KoHBEpreHija Moryha caMmo ako Baku Ja je:

izk =, (2.14)

k=1

Hemrro Bumie o Op3vHM ¥ HauWHY KOHBEPTEHIIMjE€ CyOTpaIujeHTHHUX METO/a

MOe ce BuaeTu y [60].

IIponosunmja 2.1.1. [34] CyOrpaaujentHa Merona JepuHucana ca (2.7) KoHBeprupa

Op3MHOM Mam-OM O] TE€OMETPHU]CKE.

. * .
okaz. llpermocTaBUMO CyHmpOTHO, Tj. Aa HU3 {xk} TEXH Ka X TEOMETPUJCKOM

op3uaoM. To 3Haum na mocroje M >0 u 0< g <1 TakBu Ja 3a CBako k BaXkw Ja je:

e, x| < Mg* . (2.15)
U3 (2.15) cnemn na je:
e =[P = x| < e =X+ x| < Mg +1)g" (2.16)
Tlame, w3 (2.16) cnem maje >, <M(q+1 iqk q il 1) , IITO j& KOHTPAIHKIIH]
= =

ca mpeTrnocTaBkoM (2.14).m
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WNnak, moctoju MoryhHOCT 1a ce TOrogHUM HM300pOM BEIMYHHE KOpaka Yy
cyorpaaujeHTHO] MeTonau jAeduHUCcaHO] ca (2.7) TOCTUTHE TreoMeTpHjcka Op3uHa

KoHBeprenuuje. Heka je
t, =t,q" (2.17)

3a,>0u qge (0,1). IMorognum uszbopom ¢, u g moryhe je moctuhu reomerpujcky

Op3uHy KOHBEpreHIHje cyOrpaaujeHTHe MeTone aaTte ca (2.7). Benmnumna kopaka

MOXKCE CC 6I/IpaTI/I U Ha CJ'IeI[ehI/I Ha4yuH:

t, :ﬂ% sa 1e(0,2) . (2.18)
8k

Hauwme, Baxku cineneha reopema.

Teopema 2.1.2. [34] IlpernocTaBuMo 1a f MMa MHHEMYM y Tadkd X | 714 je

TMO3HATA BPEAHOCT f = f(x*) u 32 HeKko />0 Baxu J1a je f(x)—f(x*)z le —x*H 3a

cBako x € R". Tama merona nedpunucan ca (2.7), mpu 4yemMy ce KOpak Oupa Kao y

(2.18), KOHBeprupa Ka X TeOMETPUjCKOM OP3HHOM.

KonkpeTHO, moj HpeTnocTaBKOM Ja Tekyha Tauka X, HHjE€ JOBOJbHO OJU3y
ONTHUMAJIHE Tayke, cneneha Tayka x,,,, Ha ocHOBY (2.18), u3padyHaBa ce Ha cienehu

Ha4YuH:

f@J+dﬁm—m);ﬂn)4£H§m=f@J<%ﬂm%Jﬂ=@—ﬂUQJ+ﬁﬂ

OJIHOCHO 3a A =1 Baxu 1a je

*

Sl )+ g —x)=f (2.19)
N3 (2.19) nobGuja ce ka:xk—f (T[‘)ﬂf ”g"” IITO OJroBapa CyOrpaaujeHTHO]
& 8

metonu nedunucanoj ca (2.18)3a A =1 ([34]).
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Y npuHnuny, y cyorpaadjeHTHUM MeToJaaMa W300p BEIMYUUHE KOopaka ce OUTHO
pasliiKyje Ol OHOT y TpaaujeHTHOj MeToau. HaBemrhemo meT OCHOBHUX HauyWHA 3a

U300p BEIMUMHE KOpaKa.

® {, =t,T]eje ¢ MO3UTUBHA KOHCTAHTAa HE3aBUCHA O K ,

° ¢ = L, riae je y > 0; Ha mpuMep MoXKe ce Oupartu Ja je ||xk+1 - xk|| =y,

||g k

o thO,Zt,f<oo u Ztk:oo; HA TpUMEp MOXe ce Ouparn npa je
k=1 k=1

,a>0,b>0,

0

t_a
“ btk

Ms

e 1, 20, I{iﬂotkzo U {, =00; Ha TIIpUMEp MOXKe ce Ouparu nga je

k

1l
—_

a
t, =——,a>0,

Jk

Y rako 71a j€ 3a710BOJbEHO J, >0, I{im Vi = O,Zyk = o0,
—>0

e f =
el =

[TocToje u mpyru n3060pu BEIMYUHE KOpaKa, ajili Cy OHU Marbe-BHIIIE BapHjallyja OBHX.

2.2 TEXHUKA JUJTATAIUJE ITPOCTOPA

YV npuHnuUmy, TpaadjeHTHAa METo/Ja CIOpO KOHBEpPrupa 300T UMICHHIE J1a je
mpaBall rpajiMjenta g, y Tekyhoj Tauku HopMaiaH Ha npasall d, =—g,,, KOjU BOJH
Ka Ta4kKu MUHUMyMa QyHKIH]je. JeqHa ujaeja o moOobInamky KOHBEPTCHIIH]E JICKH Y

YUEHUIM Ja MOCTOjU MOTYhHOCT Ja ce cMamM KOMIIOHEHTa TpajdjeHTa Koja je

OpTOTOHAJIHA Ha TpaBal] Ka Tauyku MHMHUMyMa. To ce jeAHOCTaBHO TOCTHKE
npoMeHoM yriia usMel)y rpaaujeHta g, W mOpaBua d,, Tako IITO CE yBeJe
TpaHcopmalmja mpocTopa.

3a riatke (QyHKIHje TO C€ paaud METOJAOM IMPOMEHJBHBE METPUKE (TIO3HATH]OM IO
TEPMHHOM KBa3u Newfon-oBa METOZa), y KOjO] C€ Ha CBAKO] UTEpAllju U3pauyHaBa

xecujaH uHBep3He ¢(yHkimje. OUMINEHO je Aa OBakaB IMpHUCTyN Huje Mmoryh 3a

Hemudepennujadmine ¢ynkmuje. Jakne, moctoju moTpebda aa ce OBaj KOHIEMT
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NPOIIUPHU U Y Hennu(epeHIIjabTHOM CITy4ajy, a Ipe HETOo MITO T'a JAeTaJbHO OIMUIIEMO

HaBOJHMO HCKEC BaXXHC YNIHCHUIIC.

Heka je nat Bextop & € R" jenunuyne HopMme. Tana ce cBaku BEeKTOp x € R” Moxe

MNpEaACTaBUTU HA cnenehn Ha4HuH:

x=7y:(x)+d.(x), (2.20)
rie je
&'d(x)=0 . 2.21)
N3 (2.20) u (2.21) cnenu na je
yex)=x"é md,(x)=x-&"x . (2.22)

Jdedbunanumja 2.2.1. Heka je mar 6poj ¢ >0 u Bektop &€ R” TakaB J1a je ||§|| =1.

Omneparop Ra(f) Ha R" nedunucan ca Ra(f)xzayé(x)§+d§(x) 3a xeR"
Ha3uBaMO onepamop ounamayuje npocmopa y npasyy & ca Koeuyujenmom o .

[TapameTap o HazuBamo koeguyujenm ounamayuje.

N3 (2.21) u (2.22) cnenu na je
R (Ex=ay,(x)+d,(x)= ac& x+ x— & x = x +(a-1)& x = [I +(a —1)EE" |x,

IITO 3HAa4M Ja ce oneparop R, (§ )x MOJKE 3alMCcaTH U MaTPUYHO y cieneheM o0nuKy

R, (&)=1+(a—-1)&E". (2.23)

OBze je 3roJHO HAalOMEHYTH Jia KOS(HUIMJEHT AWiIaTalije Urpa BakKHY YJIOTY.
[op je y [102] moka3ao ma meroma emuncouna (uuju cy tBopum D.B. Judin n
A.S.Nemirovski) Hyje HUIITA IPYTo 10 CIENHjaJIaH CIy4ya] alropuT™Ma 3a JujaTaIujy

MPOCTOpa AyXk CyOrpaanjeHTa.
OBne hemo M3IOXUTH JIBE TEXHHKE AWaTaIje mpoctopa. Pazmarpahemo camo

KOHBEKCHE QyHKIHje. Y TOM ciay4ajy (yHKIHja c€ MOXKE alpOKCUMHUPATH JI€0 TI0 10

JTUHEapHOM (YHKIIM]OM KOja HEMa XEeCHjaH.
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2.2.1 JIMJATAIMJIA 1VK CYBIPATUJEHTA

Ha nmouerky hemo HaBectu aedunuimje morpeOHe 3a M3Jarambe MeTojae KOjy je

[op mpennoxuo y [100].

IIpernocraBuhemo na y Tauku x, cyOrpagujeHT g, Huje Hyna. Heka je x,

noja3Ha Tayka, M HEKa je B, Heka peryjapHa KBaJpaTHa marpuua. Moxemo

NPETIOCTaBUTH Ja je, Ha npumep, B, =1 . [IpernocraBumo joumr fa cy JaTH HU30BU

Taqyaka {tk} u {ak} (pecneKTUBHO KOpak M KOS(UIMJEHT uaTaluje).

Anropuram koju cieau npeanoxuo je [lop y [100].

Auaropuram 2.2.1.

Kopak 1. M3padyHatu npou3BoJbaH cyOrpagujesT g, € of (xk)

Y CTaBUTH J1a je

‘A :BkTgk
&k :é .
g

Kopak 2. Pauynatu HOBy Tauky Ha cienehu HauuH:
X =X — 4 Beg
Kopaxk 3. Axxypuparu matpuily B, Ha cienehu HauuH:

By, =BkRL(gk) :

Ay

Kopak 0. (Muunujanau kopak) Heka je k£ =1 u Heka cy natu «,,t,, B, .

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Kopak 4. U3pauynatu «,,,,t,,, u craButd k =k +1. lhu na Kopak 2

Hanomena 2.2.1. 13pa3 (2.26) renepurie HI3

Xy =X — 1

(ngHkgk)yz ,

(2.28)

rne je H, =B B/ . Axo je B,=1 u a, =1 3a cBako k, ouna je Anroputvom 2.2.1

neduHUCaHa CyOrpaiijeHTHA METOA.
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Hanomena 2.2.2. AnroputmoMm 2.2.1 nedunucana je jenHa hiaexcuOmIHA METOA 3a

pasnnuuTo u3abpaHe ¢, U pa3IuyuTe KoehHIUjeHTe TUIaTaluje «, .

V Anroputmy 2.2.1 Mosxe ce 6upatu 1a je 4, = B,' u

y=4x . (2.29)

Ipono3ummja 2.2.1. Bekrop g,, m3pauynatr y Kopaky 1 Amropurma 2.2.1, je

cy6rpamujent dynxuuje ¢, (v)=f(B,y) y tauku y, = 4,x, .

/loxas. Bunetu y [100].

Nmajyhu y Buny Ilponosunujy 2.2.1 nako je Bumetu na Anropurtam 2.2.1 Huje
HUILTA JIPYro A0 CyOrpaaujeHTHa MEeTo/1a IPUMEHhEHA Ha TpaHCPOopMUCaHY QYHKIH]Y

@, . 3aucra, MHOXKEHbEM 00a unaHa y (2.26) ca A, nobujamo A,x,,, =Ax, —te,,
OJTHOCHO ), =y, —t.&,, Ine je & nepunucaHo ca (2.25), nok ce marpuna A,

axypupa Ha cienehu HauuH

4,=R, (&)4,. (2.30)

k+1

Jlako je mposeputu na (2.27) cneau u3 (2.30).

222 JUJATALMJIA TYK PAJIUKE CYBIPAJUJEHATA

Jpyru npuctyn uznoxet y [99] ciauuaH je npeTXoAHOM, U HUj€ HHUIITA JPYTo 10
TEXHUKA IUiaTaldje Ay pasjiKe TpaadjeHara y JBe y3acTONHE HWTepaiuje y

mudepennjabunHom ciydajy. Hamme, yrao m3mely Bektopa g, , W g, Moxe

JIOBECTH 10 TpolieMa 3BaHOT ,3WUr-3ar WiIH ,,I[UK-IAaK* Ka0 ¥ y TPaaHjeHTHO]

meroau. lllraBume, kama je dynkuuja HemudepeHuujabuimHa, pasmaTpa ce

g (x* —xk)= gL, (x* —xk), OJTHOCHO
(g ~g ) (" ~x)=0. (2.31)
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W3 (2.31) cnenu na je mpasaiy g, — g, , OpPTOrOHAJaH Ha IIpaBal] KOjU U3 X, BOJU

JI0 TauKe MUHUMYyMa (pyHKITHje.

Ha ocHOBY oBor pasmarparma, J101a3u ce J0 Hieje Jia ce MPOCTOP MPOLINPH YK

pasnuKe cyOrpajujeHaTa U TO Ha HaYWH CIIMYaH OHOM y MPETX0JHOM maparpady, Tj.

g = BkT(gk _gk—l)'

Bume o Meromama mmpema mnpocTopa, Moxe ce Buaetn y [98] u [99].
HanomumeMo 1a y KOHBEpIreHIMjHU OBUX alrOpUTaMa, BEOMa BaXKHy yJIOTY UMajy ¢, U

a,.
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IMoraasmme 3

BUNDLE METO/IA

YBoa

Cenamaecerux roauHa npouuior Beka C. Lemaréchal w P. Wolfe npeanoxunu cy

bundle meTony 3a peniaBame npodiaema

min f(x),

xeR"

rieje f:R" > RU {+ oo} KOHBEKCHA U HE 00aBE3HO I1aTka PyHKIHja.

Ha enrneckom jesuky bundle' 3Haum cHOI, cBexam, Gana. Taj Ha3MB METONE
MOTHYE OJ] YNELCHHUIIEC JIa CE Y CBAKO] MTEpaIljyi HOB MpaBall y pellaBamy npodieMa
(2.1) m3pauynaBa xopucrtehu nHGOpMaIHje U3 MPETXOIHNX uTepanuja. Haume, Ha £ -
TOoj  wrepauuju  bundle B,  cagpxu  TpocTpyke  uHpoOpMaimje,  Tj.
B, = {(x,., f (xi ), g, Xi el k}, rie je x, Tauka, f (xl.) BpeHOCT (DyHKLUje [ Yy Tauku X,
ug eof (xl.) JjeAaH Npou3BoJbaH cyOrpaaujeHT GpyHkuuje f y Tauku X, .

Meby bundle meronama MOCTOjU MHOIITBO METOJa Mel)yCOOHO pa3IMYUTUX IO
HAYHMHY CEJICKIMje W KOMIIPECHje IMojaTaka, ITO je BeoMa BaXHO Ca CTAHOBWINTA

NpUMEHe Ha MpolOJieMe ca BEIUKHM OpojeM NPOMEHJbUBUX M BEJIUKHM OpojeM

OTpaHUYCHA.
Wnaue, bundle wmeroma HacTama je Kao CTa0MJIM30BaHa Bep3Wja MeETOJE
»oncenajyhux paBuu® (cutting plane method). YupaBo 300r Tora, mpe H3jiarama

bundle metone, Ouhe u3nokeHa MeToja ,,01cerajyhux paBHu*.

! Bynyhu 1ma He mOCTOjH lleTepapypa Ha CpPIICKOM je3MKy, Ha3MB OBMX MeTozga ocTaBuhemo y
OpHTHHATY.
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3.1 METOJA ,, OACEINAJYRUX PABHU*

Bundle metona je MeTona Koja je mpeAsiokeHa J1a TOMpaBu U CTa0UIN3Yje METOTY

»oacenajyhux pasau®. Merony ,,oncenajyhux paBHu®, kojy cy npemioxuin Cheney

u Goldstein [13] n Kelley [51] 3a pemaBame npobnema (2.1), kpatko hemo onmcaTtu y
oBOM maparpady.

[IpernoctaBUMO Ja CMO W3padyHald HHU3 Tadaka X,,X,,...X, U Aa y bundle-y
MMaMO U3padyHaTe BpEeTHOCTH (PYHKIMje [ y TUM Tadykama, PECIEKTUBHO O3HAaueHE
ca f (xl), f (xz),..., f (xk), Kao W cyOrpagujeHre (QyHKuuje f y THUM Taykama,
PECIEeKTHBHO O3HAueHE ca g,,g,,...g,. lada CBakM eleMeHT bundle-a caipxu
nHdopmanyje 3a neduHUCakE jeaHe TuHeapu3aidje QyHKuje f y OKOJIMHHU TadyKe

X, , J1are ca

f;(x):f(xi)—i_giT(x_xi)'

OcHOBHa HJIeja METOJE ,,0/icenajyhux paBHH‘ cacTOjU C€ y TOME Jia C€ Ha CBAKoOj
uTepalrju OApPEAM MHUHUMYM ampokcumanudje (GyHkuuje nusba mpobdnema (2.1). Ta

anpoKCUMalldja je jeJHa KOHBeKCHa (DyHKIMja JeuHrucaHa Ha cieaehy HauuH:

Jo )= ma f,(x) = max{f(x)+ &, (v )} (3.1)

0<i<k 0<i<k

Cnuxka 14

Heka ocHoBHa cBojcTBa dyHKIMje nedpunucane ca (3.1) maje ciieneha Teopema.
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Teopema 3.1.1. ®ynknuja nepunucana ca (3.1) uma crneacha crojcrpa:

fi(x)2 f.(x), VxeR"Vk,j=12,..k, (3.2)
fix)< f(x), vxeR",Vk, (3.3)
File,)=rlx,), Vh,j=12,0k. (3.4)

/lokas. Bunetuy [46].m

Bundle metona ocnama ce Ha pe3yiTaT KOjU HEMOCPETHO CJlelu U3 pe3yJiTara

nokazaHor y [18]. IIpenu3snuje, y nutamy je TeopeMa KOjoM ce TBPIU Ja ako je f

KOHBEKCHa (yHKIMja, OHJAa BaXHM Ja je OHA jeJHaKa MaKCHMyMy CBOJHX

JTUHeapu3anuja, Tj. f(x):max{f(z)+gT(x—z)}, rae  je ge@f(z). Metona
zeR"

»ojacemnajyhux paBHu™ je ympaBo mpumeHa oBe Teopeme. Hamme, m3pas (3.1) je

cacTaBJbeH OJf KOHauyHOT Opoja JnuHeapusanuja (yskmuje f. Hako wmetona

»olcenajyhux paBHH" u3riiea BeomMa jeJHOCTaBHO, MPH HEHOj MPUMEHHU cycpehemo
ce ca TeXHWYKHM ToTemkohama. Moxe ce, HamMe, TOTOJUTH Ja je Opoj PyHKuuja
yuju MakcumyMm Tpaxkumo y (3.1) ucyBume Benuku. Kako Om ce m3beryia oBa
norenrkoha motpebHo je yBecT ckyn C Tako Aa OH Oyje KOHBEKCAH W KOMITAKTaH U

Jla Caap)Ku TauykKy MMHUMyMa (yHKIuje. Y ToM ciydajy cieaeha urepaTuBHa Tayka

n06uja ce Kao x,, == argmin f, (x).
xeC

Cana heMo H3JI0KUTH METOTY ,,07ICceniajyhux paBHH .

Auaropuram 3.1.1.

Kopak 0: 13abpatu ¢ 20 u x, € C. CraButn na je k:=1.

Kopaxk 1: Pemutu & -t mpo6Giiem ,,0j1ceniajyhux paBau®, 1j. mpooiem (f}) miéa fk .

JlobujeHo peneme O3HAYUTH Ca X .

Kopaxk 2: CraButu x,,, =X . U3pauynaru f (x,m) Y jelaH MPOU3BOJbaH

cyOrpaaujeHT g, € 6f(xk+1)‘

Kopak 3: Ako je f(x,,,)< fk (x,.,)+ ¢, onna CTOIL

Wnaue, craButH 1a je k =k +1 u uhu Ha Kopaxk 1.
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Ipumerumo ga je mnpoGmem (P,) exBuBamentan creneheM, jeaHOCTaBHHjEM,
npoonemy:

min v

V> f(x_/.)-i- gf(x—xj), Vi=12,..k .

xeC

Cnenehu mpumep mokasyje aa cieaeha urepaTMBHa Tauka HE Mopa OWTH Oika

ONITUMAITHOM pelleny of TeKyhe Tauke.

. 1
IIpumep 3.1.[46] Heka je f(x)=5x2, xX€R, n Heka cy ngare Tauke x, =1 u

x, =—¢& < 0. Cnenehy Tauky Oupamo Tako Ja BaxH /1a je:

A

Al =maxlf(x)+ £ =) £ (o) + £(x-x))
= max{f()+ f(1)\x—1) f(= &)+ f=e)x+&)}

2 2
= max{l+l(x—l),8——8(x+ 6‘)} = max{x—l,—gx—g—} .
2 2 2 2

v

Cnnxka 15
I . 1 1
Cneneha Tauka 6upa ce U3 ycioBa x,,, = argmin fk(x), aToje Tayka X; =———& .
XeR 2 2
Axo posBomumo ga & —0 Tama he Tauka x, HOCTaTM ONTHMAajHAa Tadka, Tj.

1

£ . .

x, =x =0, a anropuram he Hac oaBecTH y X, =— (KOja HMje HM OJIM3y ONTHMAJHE
2

Tayke).m
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[Tpumep Koju clieu TOKa3yje HyMEPUYKY HECTaOWJIHOCT METOJE ,,0icerajyhux

paBHU" y ClTy4ajy Kajia ce OHa MPUMEY]e y MMPOCTOPY BPJIO BEIUKUX JUMEH3H]A.

IIpumep 3.2. [46] Heka je nata pynkuumja:

3

n|-1+2¢}, (3.5)

S (o) = max{y
) 1 )
rie je ¢e€ [O,Ej,(y,n) e RxR""'. Merogom ,oncenajyhux paBuu™ mm  hemo

OJIPETUTH HE€H MUHUMYM Ha jequHU4HOj cepu. [Ipumernmo na ¢pyHKIMja JOCTIKE

MHHUMYM y CBUM TauKaMma CKyIla {(y,O)( ye B(”)(O,I—Zg)}, Kao U J1a je MUHHMaJHa

BpenHocT (yHKnuje jenHaka Hynu. M3abepumo monasHy Tauky X, :(yl,nl):(O,l).
Uzpauynajmo BpeaHoctu ¢yskiuja (3.5) u (3.1) y Toj npBoj utepanuju u 03HaYUMO
UX peloM ca fl(xl):n " fl(xl)=1. Cama pemraBamMo mpBU TPOOIIEM ,,07CeIama
paBHU®, 1aT Kao LITO CJIEIU:

min v

r,x,y

(B)yvzn

477 <1
MunuManHa BpeIHOCT OBOr mnpobinema je Vv =—1 u gobujeHa je y Tadku
(v.y'r)=(-1.0.-1).
300r Tora je apyra urepaugja x, = (J’;Jh): (0,—1). Opnagne cnenu na je f (x2)=1 "

£ (x2 ) = |77| . Caga pemaBamo ApyTH MpooIieM ,,0/icelamba paBHH ‘, 1aT Kao IITO CIEIH:

min v
r,x,y

(B)qv=7
b +77 <1

MuHMManHa BPEIHOCT OBOT mpobiema je v =—1 u no0ujeHa je y CBUM Tadkama

vls)

CKyIIa {(v*,y*,n*Iv* =n =0,
Heka je x, e {(y3,OX ||y3|| = 1}. Tama Baxu ma je  f(x,)=2¢ m

, 26+ Y, (y— y3)}. Cama pemaBamo Tpehu mnpobieM ,0/1celama

fi(,)=max {

paBHU®, 1aT Kao LITO CIEIU:
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min v

X,y

van
(7) v22e+yl(y-,)

2 2
b +7* <1
MuHUMaIHa BPEJHOCT OBOT mpodiema je v =0 u qo0ujeHa je y CBUM TauKama CKyTia

{(v*,y*,n*Xv* =n =0, y*HS 1,y y, £1—2g}.

Heka je x, € {( 4,0X ||y4|| =1,y,y, < 1—28}. Tana Baxu na je f(x4)= 2¢ . llpumeTnmo

majev =17 =0 v =0 3a k>2 .360r Tora BaxHu 1a je:

0</,(x)<filx,)< /=0 k=2

[Ipe Hero ITO EIMMUHMIIEMO BEKTOPE jeIMHUYHE HOpPME, Tj. Ipe HEro IITO

U3BPIINMO OJICelame (pe3), MPUMETUMO Ja je

% e{0.0)

:17 y,;yp Sl_zg s p:3749~-'7i},

yi+1

TJe je ca X, 0O3HaueHO pelIeHe mpobdiema ( )

i+l

[To3Haro je na je nospinHa chepe Sf”)(O) jennaka r""'S, , rae je S, mospumna cdepe

Sl(”)(O). Bume on Ttora, moBpmmHa chepHor oiceuka y R" Ha pacTojamby 7 Of
KoopauHaTHOT nodeTka (Cnuka 16(a)) marajeca S, (\/1 -7 )172 dr=3S (sin H)Hd 0.

Hedunummmo S(g) Kao mnoBpumnHy i-Te c¢epHe kamne (Camka 16(0)), Tj.

{y eR"H|y||:1,yTy21—28}.

n

S(e)

Kopaky 3 Anroputma 3.1.1. Crasiajyhu na je 6, =

Ha xpajy, Hakon 2+ uTepanuja, ouhe 3aI0BOJBCH KPUTEPHJYM 3ayCTaBJbamba y

3aKJbydyjeMo Ja

cos(l - 28)
BaXKH J1a je
S(z)=s5, [ (sin0) a0 s, [ (0) 'do=s5,,~(0,)
0 0 n
u

7

&

oyl 2
J.(smﬁ) cos@dd =-S5, .

n-1 n—

0 n

%)
I

28

n n-1

(sin@)"d6>2S

ct— |y
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. .S 2
V3eBmu y 003up 1a je 6, = 2Je 3a & N0BOIBHO Mano, BaxH 1a je (” ~

Se).  (ve)

IITO j€ Y CIIy4ajy BEJIMKOT 7 MPOCTO HeMoryhe u3pauyHaTH.

(@ (©)
Cnuxka 16
I'eomerpujcku rienaHo, kako je mpukazano Ha Counm 16, MM 3ampaBo BPIIMMO
oJicelame ,,chepHe Kame Koja je & -KOpeCHOHAMpaHa KOHBEKCHOM OMOTauy (Ha

Cmumu 16 je ,,cdepHa Kama“ nmpeacraBibeHa mo1e0/haHo0). |

VYBoheme ckyma C cmpedyaBa TojaBy HeorpaHudeHor Opoja dyskmuja y (3.1).
[lIto ce Tuue crabWIHOCTH MopaMo oOe30eautu na ciueieha Tauka He OACTyma
npesuine o Tekyhe. To ce moxe moctuhu, Ha mpuMep yBohermeM MOTYhHOCTH 1a ce
ckyn C MOXe pa3jINKOBaTH Ha CBAaKO] WTEpalMjU. 3a CTa0WIM3AIH]y METOe

HaBOJWMO HCKOJIHNKO MOI‘thOCTI/I.

e 3a HyMepWYKy CTaOWJIHOCT MOXXE ce OuWpath W HEKH Mojuen (QyHKuuje,
O3HA4YEeH ca (p(x) KOjU anpokcumupa GyHKUMJy nuiba f . JenaH TakaB u300p
ou 6uo pynkumja nepunucana ca (3.1);

e Jla 6u cMO M30erau HyMEepHUYKy HECTaOMITHOCT, y CBAaKO] UTEPAIMjH MOXKEMO
neduHUCATH jeHY MOCEOHY TaduKy, KOjy Ha3BamMoO IICHTAp CTAOWIIHOCTH U
O3HayaBaMoO je ca y,, Tako Ja OHa Oyzae ,,HajOommxa™ Tauku MUHMMyMa
¢yHkuuje f . OO6U4HO je OupaMo Kao jeAHy Of Tadaka X,,...,X,, (Ha IpUMep
OHY y KO0joj je BpemHocT (QyHKOHje f HajMama) U By YyBaMO 3a HOBY

UTepanujy Xx,,, Aa OMCMO MOCTUTIIH JOBOJEHO onajame GyHKuuje f;
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e V mneHrpy crabunHoctu paeduuume ce ckyn C, = B"(yk,rk) KOju je
KOHBEKCaH M KoMMakTaH u y kome he ce Hahu cineneha urepanuja. BaxHo je
na ce nedunuire HopMa (y OMINTEM CIy4ajy JOBOJBHO j€ y3€THU CYKIHJCKY,

aJli MOT'Y M IpyTe), Ka0 U caM IOJIyPEYHUK 7 ;

e KonauHo, Tauka koja Tpeba ma crabuiausyje MeTony ,.oaceuajyhux paBHu™
MoOpa 337I0BOJBUTH J[Ba CYNPOTCTAaBJbEHA 3aXTeBa: Ja OyJe Tauka MUHUMYyMa
byHKIH]jC go(x) U J1a BEHO pacTojame OJ IIeHTpa cradwimm3aiuje Oyre

Hajkpahe.

3.2 CTABMJIM3ALIMJA METOJE OACELHAJYRUX PABHU

Y oBom maparpady majemMo omnuc Tpu Moryhe Bep3uje bundle meTone, MeToe Koja
cTabmimsyje MeTony ,oncenajyhux paBHu . Mogen ampokcumanuje (yHkmumje f
nate y (3.1) cacroju ce ox apuHMX (QYHKIHja, a TOJ HOPMOM MoApazymeBahemMo

CYKIHUACKY HOpMY.

1. IlpBa moryhHocT crabunusamuje METojae ,,0/cenajyhux paBHH cacToju ce y

TOME Ja C€ TPaXH ILEHTap CTaOMIHOCTH, Tj. Ja C€ OJpeAe LEHTap ), H

HOJNYIPEUHHK 7, JIONTE y K0joj he ce Ta anpokcumanuja pasmMarpaTi, Tj.:

X, = argmin fk (x) TaKo J1a BaKH Ja je ||x - yk” <r, . (3.6)

X

[Ipobnem (3.6) je MuHMMm3anuja KoHBeKcHe (yHkmuje(mare ca (3.1)) y trust
region-y. YNpaBO HalaXewe frust region-a je OBAE CYIITUHCKO TuTame. [Ipe
cBera, Tpeba BOJUTH pauyHa Ja MOJYNPEYHHUK JIONTE MOpa Ja TeXH HYIH, Y

IMPOTHUBHOM METOJa HC MOpPa J1a KOHBCPrupa Ka TaYKu MUHUMYMa.

2. Hemro 60sba TeXHHMKA cTaOMIM3aIlMje j€ MEeTO/a KasHEeHUX (yHKIHU]ja y KOjoj
Ce pa3Marpa yJaJbeHOCT TadyKe O] IeHTpa JionTe. Ako mpobiem (3.6) nmpeseaemMo

y mpobiem 6e3 orpaHudema 1o0uheMo ka3HeHy QpyHKIHjy o0IHKa
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mxm{fk (x)+ %,Bk ||x - yk”z} , 3.7

rae je [, NpOMEHJbUBU Ka3HEHHM mapameTap (,proximity parameter” unu

,,penalty parameter ), KOju, KaJa T€XH HYyJH, ,,Bpaha* mpobiemM y OCHOBHH THUII

METOJIE ,,0jcenajyhux paBHu®. AKo je BpeaqHoCcT QyHKIHje f y TauykH X, , Mamba

k+1
0]l BpeHOCTU (YHKIMje y LEHTPY CTaOMIHOCTH ), , OHJIA aXKypHpPaMoO LIEHTap
CTa0MIHOCTU cTaBibajyhum y, , =x,, (TO je KOpak omajama), a ako TO HHUje

3aJI0BOJBEHO, IEHTAp CTA0OMIIHOCTH OCTaje HEMPOMEHEH (HYJITH KOPAaK).

IIpe yBohemwa Tpehe MoryhHocTH crabunmszanuje MeToje, MPUMETHMO JAa ce
npo6iem (3.7) Moke IpeBecTH y mpobJieM KBaJpaTHOT MPOTrpaMHUpama ca JIMHEAPHUM
orpaHuvemuMa, Tj. mpodiiem (3.7) ekBuBajeHTaH je cienehem npobiemy:

1
min {r+ 2 A=}

xeR",reR

r> f(xj)+ gJT.(x—xj),j =12,....k

(3.8)

3. Tpehu mpuctym ce 6azupa Ha cienehoj uaeju: kBaapaTHu npodiem (3.7) Moxe

ce pazmaTpaTH Kao JIyajaH 3a orpanudema y (3.6), nim kao npobdiem

o1
mj”zﬂk”" - yk||2 .

fAk(x)Syk

(3.9)

3aHUMJBUBO je Aa y, Tpeba OupaTu Tako Ja BaXKH JAa je fk(x)é Vi <fk (yk)

(npBa HejeqHakocT crneau u3 Aepununuuje (3.1), ok apyra obezdehyje aa ce
HE BpaTUMO Yy HCTy Tauky). OBaj mpobieM je Mo3HaT Kao HHUBO-CKYN U

pasmarpad je y [58], [64] u [34].

IMapamerpu 7, [,,7,Cy IpeaMeT UCTpaXkuBawa y bundle MeTogama. Y TOM CMHCIY

3aHUMJBHBH Cy pajioBu [56], [97] u [64]. YV [33] je moka3zaHo Ja Cy CBE TpHU HABEICHE

moryhHoCcTH cTabunn3anyje, y CyIITHHH, EKBUBAJICHTHE.
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Hanomena 3.2.1. Kako je nu3Box y npaBlly y TaUKd y, HEraTHBaH y IPaBLy ONaJama

byukumje, cieau aa je f '(yk;dk)< 0 ako je d, mpaBan onanama QyHkuuje. [lakie,

Moryhu u300p mpaBama CBOJAM C€ Ha OHE 3a KOj€ j€ W3BOJ Yy NpABIly HEraTHBaH.
Jlpyrum peuuma, mpasail orajama MOXXeMO JOOHTH pemaBameM ciencher mpodiema

(HOpMa je eyKIIHJICKA):

min f'(v;:x = y,)
(3.10)
=<1

300r MO3UTHMBHE XOMOT€HOCTH M3BO/Ia Y TIPABIly €yKIHACKa HOpMa je UpeJieBaHTHA 3a
panujyc cdepe, nia ce yz3uma aa je 1.

[IpumeTnMo ma ce 3a cMep omnajama y3uMma permreme nmpodiema (3.10), a mpobiiem ce
pelaBa NOrOJHUM M300pOM anpokcuMmanuje @, 3a QyHKuujy f '(yk;x— yk) Koja je
IO3UTHBHO XOMOIeHa. Y MOCIEImeM Ccilydajy IpecyaaH je u30op panujyca 7,

(ogHocHO f, u y,). To mpakTUYHO 3HAYM Ja j€ OJ HApOUYUTE Ba)KHOCTU H3a0paTu

no6ap mozent @, = f'(y;x— ).

3.3 HAYEJIO HYJITOTI (y3aayanor) KOPAKA

VY oBoMm maparpady pasmarpahemo meHTap CTaOMIIHOCTH U yCJIOBE KOje OH CTBapa

3a cTabuinHocT bundle metona. Heka O, 03Ha4daBa CTBApHO CMamEHE KOj€ MOCTUXKE
(yHKIIMja IPETackoM U3 TauKe ), y HOBY Tauky X,,,. TO CMameme He Mopa OUTH

TayHO M3padyyHaTO, HAUME, MOXKEMO pa3MaTpaTd U NPUOJIMKHA BEJIMYUHA CMaHbEHA.

[IpeunsHuje, MoXemMoO pa3maTpaTM Ja JU € 3aJl0BOJbEHAa  HEjeJHAKOCT

f(yk)_ f(xk+1)2 mo, , OTHOCHO

)< f(y)-ms, G.11)

3a me (0,1), JOK ce O, MOXe OMpaTu Ha pa3He HauMHe. YIIPaBO HauuH u300pa o,

JOBOAM HAC N0 THIIMYHUX MOJCIAa np06neMa.
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Axo 6upamo o, Tako 1a je.:

e §, = f(yk)— fk(x,m) , TO € trust region MOAEII,

o O, = f(yk)— fk(x,m)—%ﬁk||xk+1 - )’k||2 , TO J&€ MOJIeNl Ka3HEHOT MapameTpa,

e 5. =y, - f(J’k) , TO J&€ MOJIeNT HUBO - CKyTIa.

Axo HOBa Tauka x,,, 3afoBoJbaBa (3.11) oHna je y,,, = x,,, ¥ KaXeMo Ja je KopaKk
,CTaOMIaH®, NHAYe BaXW 1A J€ J,,, =), U KOKEMO Ja je KOpak ,y3aldyAaH WIH

H»HYATH . Y ToM cmuciy (3.11) npeacraBiba TeCT CTAOMIHOCTH.

3a onagame QyHKIHMje, OJHOCHO /a Ou BaXXWwio Aa je f (xk+l)< f (yk), MOTpeOHO je

na xopak Oyne crtabunan. bynyhu na bundle merona omoryhaa axypupame Tekyhe
UTEepalrje caMo Kaja MOCTOjU CTBAPHO CMameme (PyHKIMje, OHa Ce, 3a Pa3jIuKy O/l
CyOrpajivjeHTHUX METO/a, MOKE CBPCTATH y KJIacy TaKO3BAaHMX METOJa OIajama.

BaxHo je HamOMeHyTH Ja HYNTH KOpakK, Mako HE OCTBapyje IoMepame U3 Tauke,
oborahyje anpoKCMMaTHBHU MOJEN f, , M TO Ha Taj HAYMH WTO bundle-y nonaje HOBy

JVHEApU3aLnjy y TaUKd X, .

Hanomena 3.3.1.[46] JemmocraBan tect Tuma f(x,., )< f(y,) ®Hmje Hapoumro

JIeIOTBOpPaH M MOXKE JOBECTH JO TpEIIKe KOja MOXKE YTPO3UTH KOHBEPTEHIIH]Y

aNropuTMa.

VY bundle mMetonu ce, nakie, UCIMTYje Ja JIM HOBA Tauyka X,,, 3aJ0BOJbAaBa TECT

CTa0MJIHOCTH, Tla M aKo Ta He mpole OHAa Ha M3BECTaH HA4YWH yja3u y ciueaehy
uTepalujy y CMUCIy orpaHuyema. To je Beoma BaxHO, jep o0e30ehyje na ce merona

HE 3arJiaBy y Ta4Ky KOja HHj€ MPOIUIA TECT CTAOMIHOCTH.

3.4 OIIIITA METOJA

CKOHLEHTpUIIUMO Cc€ Ha JpyrH OJ TpU U3JIOXKEHAa Mojena mnpoliema

crabunu3zanyje, Tj. Ha Mojen npodiema (3.8) y koMme nzoctaBbamo QpyHkuujy (3.1) Ha
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Taj HAYMH IITO je MajOpH3UpaMo ca » ¥ MOCTaBJbaMO OrpaHHuee (YIpPaBO OHAKO
Kako TBPAHM TeOpeMa O ampOKCHMAaIMju KOHBEKCHE (DYHKI[Mjeé MaKCUMyMOM HCHUX
nuHeapuzanyja). Ha Taj HaunH noOujamMo mpobiieM ca OorpaHUyYeH-eM, alu TyOouMo
HeaudepenuujadbuaHocT. Pazmatpamo, gakie, ciaenehu npodiaem:

1
min {HE Bl yk||2}

xeR",reR

rzf(xj)+ gf(x—lej =12,....k

(3.12)

O3HauuMO Mepy OJCTyNama j-Te JIMHeapu3aluje o]l BpelIHOCTH (yHKIHjE Y

Ta4dKH yk ca
= )~ 0)=rG)- ) -gt—x,) . (3.13)

JacHo je na u3 HejennaxkoctH (3.13) cnenu na je f(xj)+ gf(yk —xj): f(yk)—ef "

. k . .
Jia yBeK Baxku 11a je e; >0 (Ha ocHOBY JNeduHuumje Cyorpaaujenra).

Hanomena 3.4.1. Ha ocHoBy nepununmje cyOrpaaujeHta 3a cBako x € R”

3a10BoJkeHa je Hejemnakoct f(x)> f(y, )+ g.f (x—y,) , omaxie 360r ef >0, crenn

Ja Baku cieneha HejeHaKOCT:
f(x)Z f(xj)+ gf(x _xj): f(x./)+ g;(x_J’k)"' g;()’k _xj): f(yk)_ef + g‘,r(x_J’k)»
OJTHOCHO:
S(x)= f(y)+ gl (x =y )-ef. (3.14)
Uspas (3.14) mokasyje na ako g; € of (x ; ), OHJIA je g, 3ampaBo & -CyOrpaaujent
GyHKUMje f y Tauku y, 3a & = ef (To je mo3Hat pesyarar gokazaH y [90]). Hpyrum
pevnMa, rpenika JMHeapusaluje NpelcTaB/ba Mepy OJCTyNama CyOrpaaujeHTa g,

¢yukuuje f y taukux; ox cybrpaaujenta pyukumje f y tauku y,. C 003upom na je

Moryhe KOHCTpyHcaTH Tako3BaHE MPUOIMKHE METOJIe KOje Cy & -allpOKCUMAaTHBHE,
JIOBOJBHO j€ pauyHaTH T€ TeHEepHUKe CyOrpaamjeHTe, Tj. & -cyOrpaaujente y Tekyhum

uTepalyjama.m
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VYBohewme rpenike JUHEapU3alHje T03BOJhaBa HAM ApPyTraduju 3amuc IpodiieMa
(3.12), 1j. HA ocHOBY (3.14) pobaem (3.12) ce moke HamucaTH U y cieneheM o0IUKy:

1
min {r +5,Bk||x—yk||2}

xeR",reR

rZf(yk)—'_gf(x_yk)_efaj:1329'~'9k

(3.15)

AKO yBeneMo O3HaKke v:i=r— f (yk) u d:=x-y,, onna he npobuem (3.15) 6uru

eKBHBAJICHTaH ca cieaehum mpobremom (y KOMe ce caMo BpeIHOCT (DyHKIM]je Iujba

noMepa 3a BpeaHOCT — f (yk), KOja je KOHCTaHTHa M HE YTHYE Ha HaJlaXeHe

ONTUMYMa):
min {v Ly ||d||2}
aermver | 27H (3.16)
v gfd —ef,j =12,....k
[Tpo6Gnem (3.16) je knacuyaH KBaApaTHU npodiem bundle metoze.
Koncrpyucahemo weros nyai.
Jla ce moaceTumo, ako je mpumal aaT ca ’Zg?n go(x) (13 )
a ’ Je ip A fj(x)SO,jzl,..,m ’
OHJIA je JTyall
max )= (ol 1)
Vo(x)+> u"Vf(x)=0 (5)
Jj=1

u>0

KonkpetHo y HamieMm citydajy npumadi je

) 1
el |
V2> gfd—ef,j =12,...k

ma je oHja ayan Jat ca

glrd_elk -V
T k
max v+%ﬂk”d”2 + 1" :gZd_e2 -V

deR" ,veR,AeRF
gld- e,’{‘ -V (D)

-1 81 ,

1+ 2| 7H=0, pd+ 27| & =0, 220

-1 8
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OJHOCHO,

max
deR" veR, AeR"

1
(V_'_Eﬂk

k k
DY A,=1, Bd+Y Ag =0, ,20,j=12,.
Jj=1 Jj=1

d”2 * i /”tjgfd - Zk: ljef B Zk: /ljvj
j=1 Jj=1 Jj=1

Axo npernioctaBumMo 11a je S, > 0, oHz1a Baxu 1a je

max
deR" veR,AeR*

S -1

1 k
d= __Z/l./‘gj
=
2,20,/=12,..k

onakie, Ha ocHOBY (3.14), cienu aa je:

s (v 3l S0 S0
deR" ,AeR k/_

54,=1

d= ——Zﬂg,

/1 0, —12, Lk

OJHOCHO:

k

S

k J=1

deR leRk[ B
2/1. =1

d_——Zzg
2, >o]_12, Lk

VLD YEE wrEL Y

k |lJ=1

Z/lg

(D) .

.k

]

Kako je MakcumyM ayana jeqHak MUHUMHUMY MIpUMara, ayai 3a mpoosem (3.16) je

Jj=1

min !
seR* (2:&{
Z’lj =1

J=1

2,20,/ =12,k

+ZMJ

(3.17)
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AKO, PECIIEKTUBHO Ca (dk,vk) i /f;., j=L2,...,k o3Hauumo peuremwa npobdiaema (3.16)

u (3.17), onna Ha ocHOBY nyanHoctu (ctp. 50y [107]), Baxku na je :

1 k *®
4 =-2-2 A, 619
k j=1
158
2
1 k * k * ke
ve=——|2Ag| -2 A (3.19)
/Bk Jj=1 j=1

C o63upom Ha (3.19) jacHo je ma yBek Baxu 1a je v, <0 (KpUTepujyM 3aycTaBibama
y bundle meronama je v, =0). Ako je rpelka JuHeapu3auuje e(’; Beha, oHJa je, Ha
ocHoBy (3.18), oxrosapajyha Bpexnoct A, mama (jep ¢y A,,j=12,..k peumema
nyana (3.17)), ma je 360r Tora Mamy M y/€o CyOrpajujeHta g, y padyHamwy IpasLa

d,.

3aHUMJIBMBO j€ pa3MaTpaTH TPeLIKy JIMHeapu3aluje, Ka0 U MOT'yhHOCT Ja ce oHa

yyBa y bundle-y. 3anpaBo, ako ce HOBH IpaBall pauyHa pelaBameM npobiema (3.16),
OHJIa C€ 4YyBajy HE BHILIE TPUIUIETU (xj, f (xj), gj) Beh mapoBu (gj,ef ), mTo je
3HayajHa yIITela MeMopHje. AXKypupame TIpellaka JuHeapu3anuje Ha cieaehoj

UTEepalrju BpIIU ce moMmohy gopmyrie

ef“ = f(y/m)_fj(ykﬂ):ef +f(yk+1)_f(yk)+gf(yk _yk+1)‘

Hanomena 3.4.2. PasmorpumMo Be3y usmely BpenHocTH QyHKUMje f y Tauku y, H

BpPEHOCTH (YyHKIIM]jE fAk y Tauku y, +d, =x,,,. 300r KOHBEKCHOCTU (hyHKLH]jE fk

Ha ocHoBy Teopeme 3.1.1 3a cBako ¢ [0,1] Baxu:

fily +td,)=f,(1=1)y, +1(y, +d,))
<(-0)f,(v)+t.(y, +d,)
<(U-0)f( )+t (y, +d,)
<f )+ 7+ )= 7 (0))= £ () + v,

(3.20)
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ﬁc(yk +tdk)_f(yk)

t

N3 m3paza (3.20) 3a >0 cineam na je <v,. Ako ce y u3pasy

(3.11) y3me na je o, =—v,, aoduja ce

fx)< f)+my, . (3.21)

Bpennoct v, mMoxe ce, 1akie, UHTEPIPETUPATH Kao allpOKCUMaIja U3BOJA y MpaBIly

¢dynkuuje f y Tauku y, y npasuy d,. Ha ocnoBy (3.20) cineau ma je BpeIHOCT v,

IPOLIEHA Pa3IuKe f’k(yk +dk)—f(yk).

YBoheweM ¢yHKIHjE q(t)z f (yk +tdk) tecT (3.21) Moxe MOOUTH U jeAHOCTaBHUJU

00JHK:
q(t)< 4(0)+mq'(0),
mro je nakme nposeputu [S]. Ilpumernmo na q'(O) MPECTaB/ba U3BOJ Y IPaBILY

¢byHkuuje f y mpaBny d,, kao u Aa je v, y (3.21) camo mporeHa (ma, kao IpoILeHa,

HEe MOopa OWTH jeTHO3HAYHA).

C o63upom naje >0 u v, <0cnenu na je

J}k(yk +tdk)£f(yk)+tvk Sf(yk):

IITO 3HA4W Ja y Taukd y, y MpaBlly d, MaKCUMyM JIMHEapu3aluja KOHBEKCHE

dyHKIMje f ocTaje Mamu O BpeAHOCTH caMe pyHKIMje f y Tauka y, .

Hanomena 3.4.3. Muoxehu ¢pynkumjy nuipa ca [, > 0 pemewme npodiema (3.17) ce

HEe Mema, HauMe 1ipobiem (3.17) ekBuBanieHTaH je cieachem nmpobiemy:

k 2 k
min{l > g, +,6’kz/1.e’?J
AeR* 2 = A = JJ

k
D A,=124,20,j=12,..k
Jj=1

(3.22)

. *
HpI/IMeTI/IMO Aa, aKo € pCHICHC Ayaia ﬂj, OHJa CC HOBAa HUTCpATHUBHA TadKa 3a

npo6usieM (3.12) pauyna Ha cneaehu HaunH
1 &
Xt = Vi H :yk__z/ljgj . (3.23)
ﬂk J=1
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Y mpobiiemy (3.22) moryhe je nmHeapaH uWwiaH (QYHKIHje [HJba pa3MaTpaTd Kao

k
* k
: <
OrpaHHUYCH:C Ayajla cneﬂeher THUIIA: Z/lie/. =7, .
J=1

Kako je f, >0 onpma mocroju 7, TakBO Ja ce peuewme npodiema (3.7) Moxe

npenctaBuTH ca (3.23), mpu uemy je A pemiewe cieneher mpobdiema

k
min > A,g,
Jj=1

2

1
AeRk 2 =

k k
DA <n,y A, =1. (3.24)
j=1 Jj=1

2,20,j=12,..k

Mopnen (3.24) je crabunuzaiuja Mojena ,,04cenajyhux paBHU U €eKMBAJICHTaH je ca
(3.6), (3.7) u (3.9). Moxe ce y3eru u cieaeha anpokcumanuja ([46])
k L k L k k
min e; =) A, minkej Sz;/ljej <n :>j:7?’12iz'1”kej <
=

J=1,2,k = e,

3.4.1. TEXHUKA CEJIEKIIMJE

VY bundle meronama BeoMma je BaKHa CTPYKTypa camor bundle-a, Tj. BaxkHa je
CTPpYKTypa CKyma uH(opMmaiyja koje ugyBamo. Kako mobap anropuram 3axTeBa
Kopuimihele MHUHUMAJIHUX  Kalaimurera Memopuje (MHauye ce He  MOXe
UMIUIEMEHTUPATH ), HEOMXOJHO j€ MCTPAKUBATH HOBE METOJE pelliaBama mpolieMa
(2.1). To uctpaxuBame ce, Mpe CBera, OJHOCH Ha u300p momaraka y bundle-y,
OJTHOCHO Ha eIMMHUHHUCAKkE OHMX TojaTaka yuje je ydemhe y m300py HOBOT IpaBla
3aHeMapJbuBO. Kao mro cMo BHIeNH, Taj U300p MOXKE C€ TEMEJbUTH, Ha MPUMEp, Ha

pa3marpamy Ipelliaka JnHeapu3aluje.

Jenna og Moryhux nzeja 3a Halaxxeme d, y Tauku y, je:

[(v:d)<0 . (3.25)
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Ako je ¢yHknuja f riaTka, OHAA je BpJO JIAKO M3pAauyHATH M3BOJI Y
’ . .
npaBiy f (yk;dk), JOK c€ CTBap 3HATHO KOMIUIMKYje y HeauepeHIINjaOuIHOM

CIIy4ajy, jep Taaa BaXKu Ja je:

f'd,)= max g'd, (3.26)

g<df (vi)

OBne ce Hamehe cneaehe murtame: 3amrTo yommure mnposepaBatu (3.25) ako

dyHnkuja Hyuje qudepennujadbunna? Tpeba camo u3pauyHaTu mpasaln d, KOju rpaau
TyH yrao ca CBUM BeKTopuMma g € of (yk). Jenna takBa mjeja mokasajia ce MOTIYHO

HEMPaKTUYHOM, jep HHUje Moryhe mmaTu TOTHYHH YBUA y cyOmudepeHIrjam ocum
YKOJIUKO (QyHKIMja HUje AudepeHurjadmina (y ToM ciydajy je cyonudepeHiujan

JeIHOUIaH CKYI YUjU j€ jeIMHU eJIeMEHT Oalll TpajfjeHT).

Jaxiie, moTpeOHO je HampaBUTH J00py ampokcumanujy cyOaudepenuujana
¢ynkuuje y Tekyhoj Tauku Ha k -10j utepauuju (Hamomena 3.4.1), a To 3Haum na je
NOoTpeOHO OAPEAUTH JOBOJBHO Malld & -cyOaudepeHuujan Koju ra cagpxu (Ipexo
rpemike jauHeapusauuje). Ho, ako je &-cyOmudepeHnujan HenoysaaH, oHzpa hemo
UMaTH BEIIMKO OJCTyMame of pe3ynrara. [la 6ucmo m3berniu oBaj mpobiiem Tpeba u3
bundle-a n30anMTH CBE OHE BPETHOCTH KOje KapakTEpHIIEe BeJMKa TperiKa

JMHeapu3alirje, ¥ TO TaKO LITO YHAINPEJ 3a/1aMo Ipar Moy3/AaHOCTH.

Jpyry TexHuky cenekuuje npeanoxuo je Kiwiel y [55]. Ta Texnuka 3acHOBaHa je
Ha uaeju na ce npobiem (3.16) moxe pemmT npeko cor ayana (3.17), a motom

npumenutu Ha (3.18). Haume, Heka je Jk={1,2,...,k}. O3HaunMo ca

jk = {jeJk‘/f; >O} U HeKa je p, = Zﬂ;g_j =-/,d, . llpumerumo na /Ij,jgjk HE

=

yTH4e Ha periere npodiema (3.16), ma je o ekBuBasieHTaH cieaehem npodiemy:

1
i v Al

2

} . (3.27)
v2gid—el,jeJ,

Pememwe myana /f;, jed ., Jje moryhe uspauyHatu jep je ‘j k‘ <n+1. Bennuuna p,

jenuHCTBEHO onpelyje pememe (dk,vk) npobaema (3.16) eKkBUBaJIEHTHOT MpoOIeMy
(3.7), a myan (3.17) je yBek Moryhe pemmMTH EIMMHUHAIM]OM KBaJpaTHOT Jelia

(yHKumje mba ca Y A,g; = p, , la TAKO POOIEM N0CTaje IMHEapaH:
JeJy
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. k
m;njg‘ Ae;
k ) (3.28)
2 A8 =P 2 A =L420,jeJ, .

JjeJy JjeJy

[Tpo6Gnem (3.28) je exBuBaneHTaH npodnemy (3.17) u Baxu 1a je Z/IJ g =D

=

Ha k-10j urepaumju pemaBame mnpoOinema (3.18) MCTO je mWTO MU pelIaBame
npobaema (3.28), a To Ham omoryhaBa aa y cienehoj uTepamnuju MoXKeMO U30CTaBUTH

. . * .
OHE Tavke y kojuma je A, =0. AKO CMO y IIPOCTOpY BpJIO BENHKHX AMMEH3H]a, OHJIA

HUje JIOIIC 3HATU U TEXHUKE arperaimje.

3.4.2 TEXHUKE AT'PEI'"ALIMJE

Baxxna TexHHKa 3a ynpaBibame bundle METOIOM je TEXHHKA arperaiuje, Koja ce
cacToju y arperanyju JuHeapus3aluje U HBbOMEe ce IOKyIllaBa nm3behu dyBame CBHX

1oJIaTaka y MEMOPH]H.

YcemepuMmo cafia naxkmy Ha cieaehu mpobiem:
mxin{(o(x)ngnx—y”z} , (3.29)

I7ie je ¢ KOHBEKCHa (yHKIIMja KOja anpoKcuMupa f .

Ako je X peuiewme npobiemMa (3.29), oHaa Tauka X 3aJ0BOJbaBa MOTPEOAH YCIIOB

ONITUMYMA, Tj. BOXKH /12 je:

0=p+p(x-y) 3acrako p e dp(x) . (3.30)

Teopema 3.4.1. Hexka je w :R" > RU {+ oo} dbyHKIMja TakBa Jia 3a CBAako x € R”

BaXU Ja je
w(x) f*(x):=p(2)+ p" (x-3) (3.31)
u y(%)=p(%). Tagaje X Tauka MuHHMYMa ByHKIHjE
~ 1
)=y )+ By (3.32)
/lokas. Bunetn y [46].m
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Jluneapuzauuja f ”(x) nepunucana y Teopemu 3.4.1 je nuHeapHa arperanyja.

Teopema 3.4.1, 3anpaBo, AeduHUIIE HAYMH HA KOJU C€ JIMHEApHE arperanuje Mory

nako onmpeautH. C 003UpoM Na Ha k -Toj WTepanuju Tpeba reHepucaTH MpoodsieM
(3.29), y3umajyhu na je (p(x)z fk(x) u f=p.,y=y,,Bpahamo ce Ha npodaem (3.7),
3a KOjH je JIMHeapu3allyfja jara ca:

1 @)= i () + i (=) (3.33)
rae je x,,, pememwe npobinema (3.7) y Tekyhoj urepaumju k. YV Tauku X,

KOHCTPYHUIIEMO HOBY Tauky bundle-a Tako pga 3amoBospaBa ycioB (3.30)

k
npuapyKyjyhu cyOrpanujeHTHy arperamujy p, :Z/f;.gj , TIe cy /f;, j=12,...k

J=1

pemema ayana (3.17) ma ycioBH ONTUMATHOCTH ITOCTajy:
0=p, +5. ()ck+1 —yk) 3a CBaKko p, € of, (x,m) . (3.34)

IIpe mpenacka ca Ha , HKI_II/I.a CE€ MOXE ,,OJIaKI_HaTI/I“ 3a HEKEC CcTape
k k+1 k

JAMHeapu3anyje, Tj. MoXKe ce pa3MaTpaTtu f,", Koja ce MOXe O3HAa4MTH ca f,. Y ToM

Cilyuajy HOBa J}k+1 ce Oupa W3 yciosa: f;t+l(x):max{ﬁc(x)’f(xkﬂ)_'_ng+l(x_xk+l)}’

rzae je g,., Ipou3BoJbaH CyOrpaaujeHt GpyHkuuje f y Tauka X, .

IIpono3unmja 3.4.1. JlnaeapHa arperarmja fk" je KOHBEKCHa KOMOWHAIIMja CTapux

JMHeapu3alrja, Npu YeMy Cy KOe(pHIMJEeHTH KOHBEKCHOCTH pellema IMpodiieMa

(3.17), 1j. Baxwu na je:
S =2 A1) (335)

[lokas. Bunetn y [55].m

IIpono3unmja 3.4.2. 3a ceako x € R" Baxu cineneha HejeHAKOCT:

fX)= f0)+pl=y)-a, (3.36)
rIe je o, :f(yk)_l}ka(yk)zo'

[oka3z. Bunetn y [55].m
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Hanomena 3.4.1. BenuunHa @, Huje HUINTA JPYro JO KOHBEKCHAa KOMOMHAIMja

xoeuumjenara A, W rpelaka muHeapusauuje e;.j =1,...,k . 3anpaso, u3 (3.35) cieau

k

naje f¢(v)=>.4f(»), n3zaroje

Jj=1

B
=

1
R
—y
—
<
=
\I—/
>~
—
<
o
—

Il
\N*

&
T
n

2 :f(yk)_f}ka(yk):f(yk)_zﬂ“j‘f‘j(yk)

Teopema 3.4.2. 3a cBako x € R" Baxu cieneha HejeqHAKOCT

f(x)zf(yk)_|vkﬂk|5”x_yk"+vk' (3.37)

/oka3z. Bunetn y [46].m

Teopema 3.4.2 je dyngamentanHa 3a bundle metonmy, jep naje KpUTEPHjyM
3aycraBibama. [lakie Ha k -Toj urepanmju, peniewny npodiema (3.16) nmpuapyxyje ce

Vv, M aKo je |vk| <0 3a o J0BOJGHO MaJlO, OHJIa CE AITOPUTAM 3ayCTaB/ba Y TAUKU Y, .

3.43 AJITI'OPUTAM

Cana umamo cBe oTpeOHEe eJIEeMEHTE 3a KOHCTPYKITH]Y JeTHOT OMIITET aJlrOpUTMa

bundle metone. O3Ha4MMO ca y, LEHTAap CTAOMIHOCTH Ha k -TOj UTepauuju, ca B,

bundle xoju ce cacToju U3 naposa (ef,yk) u ca | Texkyhy aumensujy 3a bundle.
VYBemhemo u cienehe napamerpe:

e [ >2 makcumanHa aumensuja bundle-a,
e me (O,l) napametap 3a rect (3.11),

e (o mapamMerap KOjH Ce KOPUCTH 3a TeCT 3ayCTaBJbamkba.
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Jla bucmo carnenanu Kako kasHeHM napamerap [, Ha Tekyhoj, k -Toj urepanuju,

1
yTH4e Ha oapehuBame BEKTOpa p,, pa3MOTPUMO MHBEP3HU NapaMeTrap o, = —, Kao
k

u cienehu gyamHu npoOiem:

2

i
Z/ljgj
Jj=1

.| a,
min| —
AeR¥| 2 —

i
Z;zj =1,2,20,/=12,.,1
p=

1
+ leefJ
= (3.38)

Cana hemo onmcatu jenan onmtu bundle anropuram ca IOYETHOM TaukoM X, € R".

Aaropuram 3.4.1.

Kopak 1 (Maunujanuzanuja): CTaBuTH 11a je

k=11=1,y =x.¢ =0, B =(.g)

Kopak 2 (dyannu npo6nem): U3abpatu o, >0

u pewmtu npobnem (3.38). Uspauynaru x,,, =y, —a, p,

/ i

2 * % ~,

nv,= _ak”pk” —Zﬂjeﬁ 38 pp = Zﬂ’jgj €df, (xk+1)'

j=1 j=1

. 1 2 A ! * K
CraButn 51a je 0, =—v, —Eak”pk” u e =0, =Z/1jej .
j=1
Kopak 3 (Tecr 3aycraBipama): AKo je |vk| <o CTOII. Pememe je x :=y,.

Kopak 4 (Tect onanama): Mspauynatu f(x,,,) u g,., € of(x,.,).
Axo Baxc 1a je f(x,,,)> f(y,)-md, uhu va Kopax 6.

Kopak 5 (Vcnewan kopak) : CraButu 1a je y,,, i=x,,, 4

k+1

=+ f(ru)- S+ el =y ) i=leal mef =0 (3.39)

u uhu Ha Kopak 7.

Kopak 6 (Hyntu xopak): CraButn naje y,,, =y, u ef” = ef,j =1,..,lu

e =)= ()-8l = i) - (3.40)

Kopak 7 (Arperammja): Axo je [ =1 yxionutu u3 bundle-a Gap 2 eneMenta

u y6auuru (p,,é,). Axo [ <[ wosu bundle je B, = {(gj,ej): Jj= 1,2,...,1}.

Kopak 8: CraButu B, = B, U {(gk+1,ef++ll )}, [=1+1, k:=k+1 nuhu na Kopaxk 2.

55



3.4.4. KOHBEPI'EHIIMJA

Y onmemky 3.2 pacmpaBialio C€ O BaXHOCTH aXypupama Iapamerapa

7., B, Vs> @, 38 KOHBepreHnuujy bundle merone.

doxycupajyhu ce Ha KoHBepreHuujy Anropurma 3.4.1 npumerumo aa:

® Majie BpeJHOCTU ¢/, Y YCHELIHOM KOPaKy MHOI'O yTHUy Ha CTa0MIu3auujy, 1j.

HE JIONYINTAjy Ja ce 0JIe JaJIeKO O] IICHTpa,
e 00pHYTO, y Clly4ajy HYJITOI KOpaka, BEJIUKE BPEJHOCTU ¢, YOIIUTE HE yTUUY
Ha 1o0OoJbllIake MoJieNna f, .

Jakie, napamerap ¢, je BeoMa BaXkaH, U OH He Tpeba na Oyae HU IpeBHIIE

BCJIMKHU HH IIPCBHUILIC MaAJIU.

Crnenche nBe Teopeme moBesyjy KoHBepreHiujy AusroputMma 3.4.1 ca ommtum

IpeTIioCTaBKkaMa 0 ¢, .

OsznaunMmo ca K CKyn MHIEKCa KOjU OJroBapa Taukama Koje Cy MpOIUIe yCIelaH
kopak. Crnenehe nBe Teopeme OaBe ce THM CKYIIOM MHJEKCa; MpBa O] HHX pa3MaTpa

CIIy4aj KaJa je Taj CKyI OeCKoHayaH, a ipyra KaJia jeé KOHauaH.

Teopema 3.4.3. Heka je ckyn K Oeckonayan. Tanma je Hus {yk} jenan

MUHUMU3Mpajyhu HU3 aKo BaXKu /1a je

S o, =40 . (3.41)

keK

Axko {ak} uMa JIuMec cynepuop Ha K M f MMa TauKy MHHMMYyMa, OHJA BaXKu Ja

dist({yk },X *)—> 0, k > oo, raejeca X o03HAUYEH CKyN TayaKa MHHHMyMa (QyHKIHje
f.m

[oka3z. Bunetu y [46].m
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Teopema 3.4.4. Axo je ckyn K KOHauaH, U aKo IOYEBILU OJ HEKOI k, 3a cBe k >k,

CBE MTEpaLMje MPoJIa3e HyJITH KOPaK U BaXH Ja

o, <o, 3acBako k>k, u (3.42)
"
a2
> =g (3.43)
k>k, ak71

OHJIA Je y, Tauka MUHUMyMa QyHKuuje f .m

[oka3z. Bunetn y [55].m

Hanomena 3.4.2. 3anumibuBo je na je ycnos (3.41) Bpio 6imzak ycnoy (2.14) y

cyOrpaaujeHTHO] METOTU. B

Ha kpajy moxemo Buzmetn na yciosu (3.41),(3.42) u (3.43) Baxe u ako je o,
koHcTaHTHO. Ho, Benuke BpegHoctu «, y bundle metonu HUCY HApOYUTO e(UKACHE.
C npyre crpaHe, Majle BpEIHOCTH ¢, JOBOJAE JO QJIrOPUTMa OJIUCKOT

cyOrpaaujeHTHO] MeTou. 3aTo je moTpeda 3a HajlakemeM KoMipomuca uzMel)y oBa

JBa H36opa BCJIMKA U OTBOpPCHA 3a JaJba UCTPAKHMBahA.

3.5.3AK/bYYHA PASMATPAIbA

[Ipe 3akpydyema oBor maparpada HaBemtheMo joml Heke uaeje o Moryhum
U3MEHaMa OCHOBHE OIIITe MeTozae. Ty mpe cBera MUCIMMO Ha W3MEHY XHUIIEPPaBHU
Koje unHe OCHOBY bundle metona . Crora, pasmorpumo mpoodsiem (3.16), ogHOCHO

npoOiem cieneher Tuma:

. 1
Jmin e plaf ) o
V> gfd —ef,j =12,...k

Ca (d k,vk) 03HAYMMO peliewe npodiema (3.44), rae, Ha ocHoBy Hanomene 3.4.2, v,

Ipe/ICTaBIba jeIHy allpOKCUMal]y U3BOAA y NIpaBlly d, y Taukd x, QyHkuuje f .
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Hexa je S(0)= {d eR"

f‘k(d)S 0 }, rae je f‘k(d): mla)i{gfd—ef}. Osnaunmo ca A(d)
J=ls

pasmiky A(d)= f(x, +d)-f(x,) u ca S(0) cxyn S(O):{deR” A(d)SO}. 360r

KOHBeKCHOCTH (yHKImje Baxu 1a je S(0)c S (0). 3ato n36op HoBe Tauke u3 S(0) He
rapaHTryje JOBOJbHO oONajame M e(uKacHoCcT ajroputMa. YMecTo Haarpaduxa

(dyHKIH]je MOTy ce pa3MaTpaTé HUBO-CKYTIOBH S (0) 3a ©300p HOBOT IpaBLA d, .

HNHTepecanTHO je pa3maTpartu peniemke cieneher mpobiema:

min {v}
deR ,veY{? ' , (345)
v2g.d—p;,j=12,..k

rae cy p, koeuUUjeHTH TpaHclauyje Ha k -0j uTepauuju y j-Toj JUHEApH3aLHjH.

Heke uneje Tor tuma mory ce Hahm y [42] u [43]. V pany [57] ayTop mpemiaxke
MoauUKaIjy rpeiaka JTUHEeapu3aInje CKaJIUpameM onrosapajyhux

cyOrpanujeHara, 10k aytopu y [49] npemnaxy ¢unrep crpareruje.

[Tocnenwsux roguHa MHOTU ayTOpU Cy ce OaBHIM OBOM IpobiemMaTtukoMm. Bakne

pedepeniie u3 oBe obnactu cy [5], [42], [46], [53], [57], [64], [65], [67] u [95].

[ToGospmame epUKaCHOCTH OIIITE METOJIE JOIT YBEK j€ OTBOPEHO MUTAHKE Y OBOJ

o0acTy.

58



IMoranasne 4

MOREAU-YOSIDA PEI'YJIAPU3AITHJA.

PROXIMAL POINT METO/IA

YBon
VY oBom nornassby npobiem (2.1), 1j. mpobneM min f(x), rieje f:R" >R
xeR"

NPOM3BOJbHA 3aTBOPEHA COICTBEHa KOHBEKCHA (QYHKIHMja, Koja HE Mopa OWUTH
nudepennujabunna, pemasahemo momohy HoBe (yHKIHMjE, KOja je y JHTEpaTypH

. . 1 .
nmo3HaTa MOJ MMEHOM perynapusanuja tuna Moreau-Yosida' . Ta HoBa ¢yHKIHUja

HacTaje of nojiazHe (QyHKIMje f NPUMEHOM oIepaTopa KOju 4yBa KOHBEKCHOCT U
3aTBOPCHOCT. 3aHUMJBMBO j€ Ja je CKynl MHHUMyMa T¢ HOBe (yHKIHje-
perynapusanyje jemHak CKylly MHHUMyMa Tojia3He (QyHKOHje f, W IMpH TOM HOBa
byHKIMja-peryiaapusannja uma Lipschitz-HenpeKkuian TpaJujeHT, YaK 1 Kaja rmoixa3Ha
byHkuuja f HuUje qudepeHIHjadmIHaA. YIIPABO TO U jeCTe Pas3sior BEHOI pa3MaTpama
oBje, jep Oamr Ta peryiapu3anuja Mpyka MOTyhHOCT TOBe3WBama KIACUIHUX
HYMEpUUYKUX METOJa pa3BUJEHUX 3a pellaBamkbe ONTHUMU3ALUMOHUX Ipobiema y

mudepeHInjaduITHOM cllydajy ca HeaudepeHInjaOuIHOM ONITUMHU3AIIA]OM.

IMomenyta perynapuszanuja moria Ou OUTH KOpHCHa 3a yOp3amwe bundle
MeToZa, a Moryio Ou OWTH KOPHCHO M pasMmarpame MoryhHocTm na ce oBOM

peryJjiapu3ainjoM MOCTUTHE yOp3ame MeToa MPBOT pefa (CyOrpainjeHTHIX METOA).

OBo mornaB/be OpPraHM30BaHO je Ha cieaehu HauuH: MpBO je (OpMaTHO
neduHucaHa perynapusanuja tuna Moreau-Yosida, npu 4emy Cy HarianieHa beHa
Ba)KHA CBOjCTBA M KOHCTATOBaHA MOrylHOCT H-GHOT TOBE3MBamba ca proximal point °
Merozama. Y HapeAHUM OJeJblIUMa pa3Marpajy ce NHTama Be3aHa 3a INPHMEHY
Newton-oBe W KBa3u Newton-oBe METOJ€ Ha OBY peryjapu3ainujy, a IOTOM ce

pa3matpajy u CBOjCTBa JIpYror pena perynapusauuje tuna Moreau-Yosida.

! Jean-Jacques Moreau (1923-?) —ppaHitycku MaTemMaTnap,
Kosaku Yosida(1909-1990) — janancku mateMaTH4dap
2 proximal point - npuGIIKHA TauKa (eHan)
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4.1 MOREAU-YOSIDA PEI'YJIAPU3ALINJA

Jdedunnumja 4.1.1. Heka je nata koHBekcHa ¢yHknuja f:R" —>Ru{+oo} u

¢uxcupano A >0 . Oynkuuja nepuHrCcaHa ca

) 1 2
fi(x)= lnf{f(y)+g||y—xll } 4.1)

yeR”

HasuBa ce Moreau-Yosida peeynapuzayuja GyHkumje f, Wiu pezyrapusayuja muna

Moreau-Yosida.m

Teopema 4.1.1. Heka je pmara comcTBeHa 3aTBOpPeHa KOHBEKCHA (YHKITHja

f:R" > RU{+w}. Tama dyuxumja

1
®,(x,y)=r1 (y)+§||y —x| (4.2)
y OJJHOCY Ha ) HMMa jeIUHCTBEHY TauKy MHHUMYMA.

Hokas[34]. ®yukuuja @, kao 30Up KOHBEKCHE M CTPOr0 KOHBEKCHE (yHKIHje (3a

(UKCUPAHO X ) je CTPOTO KOHBEKCHA (PyHKITM]ja 1 300T TOra MMa HajBUIIIC JeHY TaUKy

muHuMyMa. OcTaje aa ce JoKaxke J1a Tauka MUHUMyMa ¢pyHkuuje @, mocToju.
bynyhu na je f comncrBena (yHKIMja, l€H JOMEH je HEMpa3aH CKyIl, a 300T Tora

noctoju 0ap jelaH KOHBEKCAaH M KOMIIAKTaH CKyN Ha Kome je AepuHucaHa (QyHKIMja

@, . Maxise, Tauka MUHUMYMa QyHKMje @, MOCTOJU HA TOM CKYILY.

Kako xoHBekcHa ¢yHKIMja WMa CcyOaudepeHiyjal y CBako] Tadykd CBOT

e(eKTUBHOI JIOMEHa, 3aK/byuyjeMO Ja 3a CBako ), € dom  mocTtoju g €of (yo)

TaKBO Jia BaXKU Ja je:
SWo)+e"(v=y,)< f(y). VyeRr". (4.3)
3acBako A >0 u x € R" u3 (4.3) cnenu 1a Baxu u:
1 2 1 2
o)+ gT(y—yo)+§||y—XI| < f(y)+ﬁ||y—XI| - (4.4)

HuBo-ckynoBu QyHKIHje Ha J1€BOj cTpaHH u3pasa (4.4) cy orpaHHuCHH U CaAPKe Ce Yy
HUBO-CKyTOBUMa (pyHKIIMje Ha JecHO] cTpaHu. bynyhu na je ¢yHkuuja Ha necHO]

CTpaHW COINCTBEHAa W KOHBEKCHA, 3aKJbydyjeMO Jla TMOCTOjU Oap jellaH HUBO-CKYII
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¢yHKIMje Ha JECHO] CTpaHM KOjU je HempasaH, a 300T HeHE 3aTBOPEHOCTH

3aKJbyuyjeMO JIa Cy 3aTBOPEHU U BEHU HUBO-CKynoBH. Otyna ¢pynkuuja @, uma Oap

jeaHy TayKy MUHUMYyMa.

Hakme, Ha ocHoBy Teopeme 4.1.1 perymapuzamuja tuna Moreau-Yosida 3a

KOHBEKCHE 3aTBOPEHE CONCTBEHE (PyHKIMje MOXKe ce Hamucatu y cieaehem o0auky

: 1 2
1) =minl )+ of | @5

yeR"

@ynkiuja nepuHucana uspasom (4.5) je nudepennujabwina, mwrto he Outu u
JI0Ka3aHO y OBOM IIOIVIaBJby. Y TOM IMJbYy, Bajballo OM ce, Ipe CBera, MOJCETUTH

1I0jMa MOHOTOHOT OTIepaTopa.

Jdedunnumja 4.1.2. Oneparop A:R" — R" je mMoHOmMOH YKOIHKO BaXKH J1a je

(al -a,,X, —xz)ZO
3a CBaKo X,,X, € R" TakBe laje X, # X, U3aCBE q, € A(xl) ua,c A(xz).
Huje Temko nmpumeTuTH aa je cyoaudepeHimjaa KOHBEKCHe (PyHKIUje orepaTop
KOjH TpeciukaBa npoctop R" y camor cebe. Beoma BakHO CBOjCTBO TOT oreparopa

JIaTO j€ Y TPOTIO3HIIN]U KOja CIICIH.

IIponosunmja 4.1.1. Cy6aucdepenuujan 0f koHBekcHe GpyHkuuje f:R" — R u{+ oo}

j€ MOHOTOH OTIepaTop.

[okaz. Bunetn y [90].

On uHTEpeca je YBeCTH U 1ojaM ,,proximal point*, OMHOCHO ,,IPUOIMKHA TadKa‘.
byayhu na ce Taj mojam HOMHEbE Yy JTUTEpATypd Ha CHIVIECKOM j€3UKy, MOXIA je
Haj0OJ/be KOPUCTUTH Oall TakaB Ha3uB, jep OW MPEeBOX ,,MPUOIMKHA Tadyka'“ MOTao
JIOBECTH JI0 3a0yHe, ¢ 003UPOM Ha TO Jia C€ KOJ HAC MOJ TEPMHUHOM ,,IIPUOIIMKHO

Hajuenrhe noxpasymena ,,allpOKCUMATHBHO .
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Jdedbunnumja 4.1.3. Heka je mara comcTBeHa 3aTBOpEHAa KOHBEKCHA (YHKIHja

f:R"—>RuU {+ oo}. Tauxa p, (x) = argmin q)l(x,y) je proximal point 3a x .m

Huje temko mpumetutu na je proximal point 3a X no0ujeHa MUHUMHU3ALN]OM
byukuje @ Z(x, y) 3a ¢ukcHpaHo X, IITO 3Ha4u Ja je ¢(ynkuumja @ Z(x, y)

MUHUMHU3MpaHA [0 ) .

Ha ocuoBy [lepunuumje 4.1.3 Baxu ma je 0edd,(p,(x))=0d,(x,p,(x)) ,

OJIHOCHO Ja j€:

03 (p.(x)+— (p,(¥)-) 4.6)

IITO CE€ MOYKE 3aIMcarTy 1 Ha ciieaehn HaunH

& (x)e af(Px (x)) ) (4.7)
rJie je
g.()= ") (48)

Jlema 4.1.1. 3a cBako x,x, € R" Baxe cnenehe HejeTHAKOCTH:

a) (pl(xl)_p),(XZ))T(gl(xl)_gl(xz))z0 ) (4.9)
0) f(p/l(xz))_f(l’z(xl ))2 g/l(xl )T(P/l(xz)_l’/l(xl)) , (4.10)
) . (x)- () < —x] @1

/loxas. Bunetun y [46].

Hanowmena 4.1.1. Byayhu na je 4 >0, Ha ocHoBy (4.8) u (4.9) 3a cBako x,,x, € R"

BaXH J1a je:

2

(p/l (xl )_ y25) (xz ))T (x1 X ) 2 ”19/1 (x1 )_ P, (le > (4.12)

IITO MPAKTUYHO 3HAYM Ja j& p, (x) robanHo Lipschitz-oBa ca KOHCTaHTOM 1.m
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Teopema 4.1.2. Oynkuuja f, (x), nedunucana uspasom (4.1), je nudepennujadbunna.

/oka3. Buneru y [46].

Perymapuzanuja tuna Moreau-Yosida Mmoxe ce TOBECTH y BE3y Ca MHOTHM BaKHUM
orepaTopuMa, U Ha Taj HAYMH C€ MOTY cariieflaTd U JI0Ka3aTh HEKe HEHE Ba)KHE

ocoOmHe. 3aTo je o1 uHTepeca yBecTH cieachy nedunuimjy.

Jdebnnummja 4.14.. Hexka cy pare ase ¢yHKuuje f, U f, TakBe Ja

firfo : R" = RU{+ oo}, Oyuxumja (0 f,) , nedurucana ca

(o )@ =inf )+ 00 +x, =xf= inf {fi()+ f,(x=»)}  (4.13)

yeR"

Ha3WBa Ce uHpumanna kongonyyuja GyHkumja f, u f, .m

Hanomena 4.1.2. upumanHa KOHBOJIyIIMja COTICTBEHMX KOHBEKCHHMX (DYHKIHja je

koHBekcHa pynkuuja ([90]). Ho, y ommtem ciydajy, oHa HE MOpa OUTH COTICTBEHA.
Ha npumep, ako cy f, u f, WHAMKAaTOpcKe (yHKIMjE OUC]YHKTHHUX KOHBEKCHHUX

CKyNoOBa, IpH YeMy ce MHIUKaTopcka ¢QyHkOuja ckyna A jeduHume ca

0,xe A . .
5(x|A): {+ oxg A OHJIa je ’UXO0Ba MH(pUMaIHa KOHBOMyIHja + 0. OcuM TOra, 3a

f; u f, Mory ce uszabpaTu JIuHeapHe (YHKLHUje Tako Ja HUXOBa HH(pUMaIHA

KOHBOJyHHja Oyne —oo ([48]).m

C oO3mpom Ha J[lebununmjy 4.1.4 wmoxe ce TBpautd na Moreau-Yosida

perynapusanyja TNpuapykeHa pAaroj GyHKOUjU [ T[peacraBiba  HHDHUMATHY

. ) ) 1 2
KOHBOJIYIIM]y naTe pyHKuuje f u KkBajgpatHe QyHKOHjE ¢, (x) = ﬂ”x

Teopema 4.1.3. Axo je f:R" —>Ru{+ oo} 3aTBOpEHa CONCTBEHAa KOHBEKCHA

(GyHKIMja oHAa je QyHKIMja f, KOHBEKCHA M KOHAYHA CBYJA.

/lokas. Buneru y [46].

Kako y Teopuju ontumMu3anmje Tako 'y KOHBEKCHO]j aHAJIM3H YOIIIITE JI0CTA je
naxme nmocseheHo ayanmHoctu. OBre ayamHocT Hehe OMTH MpenMeT MCTpakKHBamba,
QJIM je, CBaKaKo, HEOMXOaH MHCTPYMEHT UCTPaXKMBama. 3aTo je O]l MHTepeca yBECTH

cnenehy gepuHULH]Y.
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Jdedbunnumja 4.1.5. Heka je nara ¢pynkmmja f:R" — Ru{+ oo}. Tpancdopmarimja

Jung — Fenchel wnu konjyeoéana QyHknmja 3a QyHkumjy f je QyHKIHja

f7:R" > RU{+ o} naraca

Cnuka 17. 'eomerpujcka HHTEpIIpETalja KOHjyroBane GyHKIHje

Jlema 4.1.2. 3a nate comctBeHe ¢yHkuuje f,,f,:R" —)Ru{+oo} TakBe Ja je

dom(fl* )ﬂ dom(f;);t O BaxH 11a je

hof) =f+fi . (4.14)

/lokas. Bunetun y [48].

Cneneha TeopeMa nopeay raTkocT KOHjyroBaHux QyHkuuja 3a GpyHkuuje f u f, .

Ed * 1
Teopemad.l4.  f.(s)=f (s)+5/1||s||2. (4.15)
Moxaz[34]. Perynapuzauuja tuna Moreau-Yosida je uHpumanHa KOHBOIyLIHMja J1aTe
byHKIH]jE f M KkBaapaTtHe  (yHKIH]jE q, (X) = i”}c”2 . dyHKIIH]a
f *(s) = sup {STx— f (x)} je KOHjyroBaHa JaToj CONCTBEHO] G(yHKIMju [, a
xedom(f)

KOHjyroBaHa (pyHKIHMja KBaJpaTHO] QyHKIMH ¢, (x) je pyHkumja ¢, (s) naTa ca

. 1
d:(5)=smp 5= L @16)

xeR"
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byayhu na je nomen ¢yskuuje qﬂ(x) neo ckyn R", mpermocraBka Jleme 4.1.2 je

HCITYEBCHA, U 3aTO BAXKU I[aje

fi(s)=1"(s)+q;(s). (4.17)

. 1 . . . .
dyHKIHja sTx—ﬂn)c”2 je kBangpatHa (YHKIMja W 3aTO MMa J€HY M Camo jeaHy

TauyKy MakCUMyMa, KOja ce TOKJIana ca HyJIOM TpajujeHTa, Tj. u3

1
L x=0 4.18
S /1)6 ( )

cienu aa je x = As . 3amemyjyhu Ty BpegHoct y (4.16) nobuja ce

4.(s)= As"s— 2o =L A" (4.19)
’ 22 2
U3 (4.17) u (4.19) cnenu tBpheme (4.15). [ |

Teopema 4.1.5. CkynoBu MUHUMAITHUX BpeAHOCTH QyHKIHUja f U f, ce NOKIamajy,

Tj BaXH J1a je

inf f,(x)=inf f(x). (4.20)

xeR" xeR"

/lokas. Bunetn y [46].

Teopema 4.1.6. Cnenehu nckasu cy eKBUBaJICHTHU

a) X je TauKa MHHAMyMa 3a QYHKIHY [ ;
6) p,(x)=x;

B) g,(x)=0;

I) X je Tauka MEHMMYyMa 33 QYHKIOHY [, ;
0 f(p,(x))=s(x);

b) /,(x)=f(x).

/oka3z. Bunetn y [46].
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4.2 PROXIMAL POINT AJITOPUTAM

Proximal point anropuram, hopmynucao je Martinet 1970. ronuune y paay [68] kao

MMPECAJIOr 3a HAJTAKCHC PCIICH:A cnez{eher np06neMa

min f(x), (4.21)

xeH

rae je H peanan Hilbert-oB mipoctop, a f:H —>Ru{+ oo} KOHBEKCHA 3aTBOpCHA
dynkiuja. Mneja ce 6a3upa Ha KOHUENTY MPUOIIDKHOT (proximal) npecnukaBama J

Koje je nepunucao Moreau 1965. roqune y [72] na cnenehu nHaunH:
) 1 2
Ji(x)z arg min {f(y)+g||y—x|| }, (4.22)
yeH

r7ie je A MO3UTHBAH IapameTap.
[Tonazehm on nate tauke x, € H , proximal point anropuTaM 3a HaJaXeHe pelIeHha
npobnema (4.21) Ha k -Toj uTepauuju reHepulle HOBY TadKy X,,, KOja IpEICTaBJba

HOBY proximal point, TakBy J1a BaXKu Ja je:
Xeu=J, (x) (4.23)

M 3a CBaKo k Baxku 1aje A, >0.

Jemna MoryhHOCT 3a mpomupeme KOHIeNTa proximal point je na ce reHepuie

. *
MAKCHMAIIHO MOHOTOH" oneparop 7 : H — H 3a koju Tpeba onpeauTn Tauky x € H

TaKBy aa CJIeI[ehI/I YCJ'IOB:
0ear(x") (4.24)

OyJie 3a/10BOJHEH.

[Tponmozunmjom 4.1.1 TBpau ce ma je cyboaudepeHIrjan CONCTBEHE KOHBEKCHE
3aTBopeHe (yHKIMje MOHOTOH omepaTtop. Jla je cyOaudepeHirjan KOHBEKCHE
3aTBOpeHe (PYHKIMje W MaKCHMaJIHO MOHOTOH oreparop nokaszaHo je y [91]. Huje
TEIIKO 3aKJbYYHTH, Ha OCHOBY (4.24), ma ce TpakeHa Tauka x € H Tmokmama ca

TAYKOM MUHHMYMa MaKCUMAJIHO MOHOTOHOT OIICpaTopa T.

3 BuiesHa4Ho npecinkaBame 7 E — E° je:
® MOHOMOH ohepamop YKOIUKO BaXH Ja je (xo X, Xy =X, )> 0 33 CBaKO x; eT(x,) ¥ x; eT(x)>
>

®  YUKTUYHO MOHOMOH ONEPaAmop aKo BaXH Ja je (xo—xl,x0)+...+( —X,,X,_ 1) ( — X, X ) 0 3a CBaKo
xf € T(x,); i=0,1,..,n,
®  MAKCUMAIHO MOHOMOH ONepamop aKko BaXHU Ja HEroB rpaduk G(T)= {x X 1" eT(x }CE xE HUje

caap)kaH y TpaduKy OHUII0 KOT APYTor MOHOTOHOT omepaTopa 7':E — E
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Omneparop J, nepunucan ca (4.22) je MaKCUMaHO MOHOHTOH OIIEPATOp, YHj€ je

peHCHEC, IMO3HATO Kao PpE30JIBCHTA, AATO Ca

_ x—Jl(x)

T, 7

, (4.25)

a 1o je Yosida anpoxcumarnyja (Bugetu y [111]). Buime o MOHOTOHUM omepaTopuma U

IUXOBUM OCOOMHaMa Moxe ce mpodyutata y [90] u [91].

OunrnenHo je ma mocTtoju TecHa Be3a usMel)y proximal point anroputMa M
perynapusanuje tuna Moreau - Yosida, uvje uMme, 3ampaBo, U TIOTUYE U3 YHEHCHUILIC

Jia je BpeHOCT X OJMcKa BpeQHOCTHU 3a proximal point p, (x), Kao M Jla Ce TPaJfjeHT

g, (x) nokJjana ca Yosida perynapuzanujom (4.25).

IIpBe pe3ynrate o KOHBepreHUMju proximal point anropur™a nao je Martinet y

pany [68], a noOujeHu cy o MpeTnocTaBKoM aa je A, =const =1 >0.

Rockafellar 'y [92] npemnaxke pa ce 3a mato x, Oupa A, >0 u pa je

X B Dy, (xk ) =D (xk) Tako Ja Oy/e 3a70BOJbEH OUII0 KOjU oJ1 cienieha Ba ycnoBa:

dist(0.00, (x,.,)< %, Se, <o (4.26)
‘ 4 =
nin
dist (0,60, (x,,,))< %nxk+1 x| 35 <o (4.27)
k k=0

‘ 1
racje @, (v)= f(y)+E||y—xk -

N3 (4.26) u (4.27) cnenu na je

||x,C+1 - Ds (x,c )|| <& W ng < (4.28)
k=0
n
||xk+1 ~ P (xk ]| < §k||xk+l — X " 1 z5k <0 (4.29)
k=0

Rockafellar je mokazao da je KOHBEpreHIWja cymnepiuHeapHa moj cieaehum

MMpETIOCTaBKaMa:
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e proximal point u3padyHaBa ce TOJ jeTHOM OJ mpeTnoctaBku: (4.28) umm
(4.29),

e uu3 {4} Texu GECKOHAYHOCTH U

e (¢yHKIMja f° KOHjyroBaHa QyHKIMjU f WMa Lipschitz-OB TpaajeHT y HYJIH.

Heku ayrtopu cy pasmarpalii KOHBEPIEHLU]y proximal point anroputMa u
MOKyIIaJIM J1a ocjabe mpeTrnocTaBke Koje je yBeo Rockafellar. TloceGHo Tpeba
u3aBojutu Giiler [45]. YV TOM paay AoKazaHO je Ja ajNropuTaM 3a pellaBambe

npobiiema (4.21) KoOHBeprupa ako U caMo aKo

i/ik =00, (4.30)
k=0

Jpyraunju 1oka3 KOHBEPreHIMje allTOpPUTMa, a KOjU Ce TEMEJbU Ha MPETIOCTaBIN
(4.30), moxe ce Hahu u y [16] y kome aytopu Correa n Lemaréchal npencraBipajy
OMIITE pe3yiTare O KOHBEPreHIHju proximal point Merone mnpuMewyjyhu ux y
cBojuM bundle meTogama 3a pemieme mpoodiema (4.21).

Alvarez, Carrasco u Pichard y [2] pa3matpajy moryhHocT penakcanuje proximal
point MeTozie TyK oAroBapajyhe opToroHagHe MPOjEKIMje Ha XUIIEpPaBaH U JI0Ka3yjy
ro6anHy KoHBepreHuujy. lusem je y [47] yrimaBHOM HCTpaxuBao proximal point
QITOPUTaM YOIIITEHEM Ha MAaKCHMMaJIHO MOHOTOHE omepartope y Riemannian-oBUM
MHOTOCTPYKOCTUMA. 3aHUMJbUBU Cy W panoBu Burachik, Lopes w Svaiter [9],
Burachik v Svaiter [10], Burke w Qian [11], Corradi [15] u Fuduli w Gaudioso [32], y
KOjUMa ayTOpU HMajy pa3He MPHUCTYIE peliaBamy MpodsemMa (yONmTemhe Ha
MaKCUMAaJTHO MOHOTOHE OIlepaTope, MpUMEHa BapHjallMOHUX HEjeIHAKOCTH, IPUMEHA

ocobuHa cyoudepeHmmjana).

Hanomena 4.2.1. 13 nena (2) Teopeme 4.1.6 3a HeKy Tauky X Ka)KeMO Ja je Tayka

MHHUMyMa (QyHKIMje f aKo U CaMO aKo Baxu Ja je p, (x):x. To 3Haum na je
npuMeHa proximal point anroputMa Ha (yHKUM]y f €KBHBAJICHTHA pPayyHABY

(ukcHe Tauke pyHKUHUjE P, (x) .u
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4.3. NEWTON-OBA METOJA ITIPUMEILEHA HA
MOREAU-YOSIDA PET'YJIAPU3ALINITY

Ha nmouerky oBor nornasssa Beh je Omiio peun o peryiapuzanuju tuna Moreau —
Yosida xao anatry 3a moBe3uBame METOJa pa3BUjEHUX 3a pelIaBame Npodiema
ONTUMU3AIHN]E Y KIACUIHOM AU(PEPESHINja0MITHOM CTy4a]jy (Kao IITO Cy: TpajarjeHTHA
merona, Newton—oBa u KBasu Newfon-oBa MeToga) ca MeTogama 3a

HenupepeHujab Iy ONTUMHU3ALH]Y.

Perynapuzauuja tuna Moreau — Yosida, nepunucana ca (4.5), y onmrem o0IUKy

MOXKEC CC 3aIIucaT Ha CJ'IC,Z[GhI/I Ha4yMH:

A =mn f0) G- G- @

yER”

rae je M cuMerpuyHa MO3UTHUBHO AeduHUTHA MaTpuua. dynkiuja (4.5) ce nobuja u3

(4.31)3a
M :ll .
A

CnnyHo Kao W y ciiydajy peryiapusanuje aare ca (4.5), proximal point 3a Tauky x

Uy ciy4ajy perynapuzanuje aare ca (4.31) Mmoxe ce 03HaYUTH ca p,, (x)

Ocobune perynapu3zamyje (4.5), koje cy HaBenene y Jlemu 4.1.1, Baxke u y ciaydajy

perynapusanuje (4.31) ([34]).

CnenujanaHo, yCJIOBH ONTUMYMa Aatu ca (4.6) mocTajy

0 df (py (x)+M(p,, (x)-x) , (4.32)

OAHOCHO

pM(x)=x—M"1g 3a HEKO ge@f(pM(x)). (4.33)

Kao mro je onmcano y nmperxonHoMm maparpady, proximal point anroputam Ha k -

TOj utepanuju oupa cineaehy tauky kao proximal point Texyhoj, Tj.:
X =P (). (4.34)
To 3Haum na 3a x = x, u3(4.33) cneau Aa Baxku 11a je
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-1
X =pPy(x,)=x,—M g 3aHexo g € 8f(xk+1), (4.35)
OJlaKJIe c€ MOJKE 3aKJbYUUTH Ja ce proximal point anropuraM MOXe pa3MaTpaTH Kao
UMIUTUIIATHO OPTOTOHAJIHM TPAJAMjEHTHH METOJ 3a MHUHHMMHU3auujy ¢(yHKImje f
(MMIUTMIIUTHO y CMHCIy Ja C€ U3 X, HIe Yy X,,, IpeKo cyOrpaaujeHra g € of (xM)).

Marpunia M je mampuya opmoeoHanuzayuje Wi Mampuya pe2yiapuzayuje.
C 003upoM Ha YHILCHHUITY J1a j€ TpaJujeHT peryiapusaiuje Tuna Moreau — Yosida

y HEKOj TauKd X [at ca
Vi (x) = M(x = py (x)), (4.36)
HUJ€ TEIIKO 3aKJbyunTH 1a u3 (4.35) cnenu na je
X =Py () =2 - M ' M(x, —x,,)=x, - M 'Vf,,(x,).  (437)

N3 (4.37) HUWje TemIKO 3aKJBYYUTH JHa ce proximal point MeToma MOXKe

UHTEPIPETHPATU Kao IpaJujeHTHa METoa 3a MUHUMU3auujy GyHKuuje f,, .

C 003upoM Ha EKBUBAJCHTHOCT CKynoBa MUHHMyMa ¢yHkimja [ u f,, (Teopema
4.1.5), xao u uumeHuly na je ¢pynkuuja f,, nudepenuujadmina (Teopema 4.1.2),
mpBa Hjaeja 0 Koje ce JO0Ja3W pa3MHILJbakheM O MUHUMU3ANUju QyHKIUje [ je
MHUHUMH3anuja (yHKOMje f,, KJIACHYHOM TpPaAWjeHTHOM METOJOM MM HEKOM

MeTo0M Newton-0BOT THIIA.

Newton-oBa MeTOa, Kao IITO je TMO3HATO, 3aXTe€Ba Jla CE HAa CBAKO] HUTEpaIHjH
u3padyHa BPeIHOCT (PyHKIH]je, Ka0 U BPEIHOCT IPaIHjeHTa M XeCHjaHa Y JaTOj TauyKH,
a TO HUje Oall jeTHOCTAaBHO 3a peryiapusanujy tumna Moreau — Yosida. OctaBibajyhu
10 CTpaHH MPOOJIEM MOCTOjara U U3padyHaBamba XeCHjaHa OBE peryiapusaimje, mnpe

CBera ce MOXe NMPUMETUTH J1a HHj€ jeTHOCTAaBHO M3padyyHaTH BpeTHOCT GyHKIMje f,
y TadKH X, , jep TO MoJpa3yMeBa Ja ce u3padyHa u proximal point p,, (xk). Ykonuko
je Beh mo3Hara BpeaHOCT 3a proximal point p,, (x,c ), OHJa je, Ha OCHOBY (4.36),

penaTUBHO JIAKO M3padyyHAaTH caMmo rpagujeHT. MehyTum, cam MOCTymnak pauyHama

proximal point pM(xk) 3aXTeBa MHUHUMHU3ANHM]y 1o y GyHKIHjEe KOja HHje

nudepeHnnjabuiHa, a ieH O0JIHUK je:
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Kpurepujym 3a KoHBepreHumjy proximal point anroputma je mocrtaBuo Rockafellar
y [92] ycnoBuma (4.26) u (4.27). Kako cy TO caMO TEOPHCKH DPE3yJITaTH, APYTH
ayTopHu TOKYLIAIXd Cy Ja MoOO0JbIIajy anropuraM HaBojehu KpUTepujyme Koju Ou
Oounn npumensbuBu. Y [35] Fukushima je moka3ao Aa je NOCTYNaK padyHaBama

proximal point oBe3aH ca MUHMMAJIHHUM II0 HOPMH & -cyOrpaaujeHToM (3a &=0).

[Ipeunsuuje, 3a pukcupano A >0 u x € R”, pazmarpao je cienehe mpodieme

el was
n

1 ‘(v)-g"

mgm{EH g’ +%} . (4.39)

Fukushima je moka3ao® na ako je BekTop g , peuieme npobiema (4.39), onna je oH,
Takohe, pemewme u 3a mnpobmem (4.38) ykomuko ce Oupa gma  je
e:f(x)+f*(gl)—g§x20. Ilpu TOM je g, TrpaaMjeHT peryjapu3aunuje THUIA
Moreau—Yosida y oxonunu Tauke x naar ca (4.8). AyTop je Mpeasiokuo aa ce
proximal point w3pauyHa noMohy KpuBe Koja je ampokcuManuja (QyHKUuje [ H
MpeICTaB/bEHA j€ JICO IO JIeO JTMHEapHOM (DYHKIIMjOM, Kao IITO ce TO panu y bundle

meroau. Metu npuctyn kopuctu ce 'y [71] u [65].

Fukushima n Qi y [36] pasmartpajy cinyuaj kaja je matpuna M naraca M = %I u

3a Tako M3a0paHU OIepaTop anpoKCUMHUPA]y proximal point p, (x) Ta4kKOM P, (x,e)

3a ¢ >0, TAKBOM J1a BOXXH J1a j&
1
115,00 1)+ o) < £(x) e

Bynyhu na ce rpaamjent perynapuzanuje tuna Moreau — Yosida y Tauku x padyHa

KopuithewmeM proximal point p, (x), Ipelika y padyHawy proximal point-a, xoja ce

YMHU Kaja ce p, (x) anpoKcHUMHpa ca p, (x,e), MIPOM3BOJU U TPEIIKY Y pauyHamwy

* Kopuctuo je jenny on moryhux nedunuumja € - cy6audepennujana xoja je aata ca

0.f(x)={g e R/ (x)+ /" (g)- g x <ef
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rpajujeHra g, (x,e) 3a perynapusauujy tuna Moreau — Yosida, rne je g, (x,e) JaTo

ca
)= 2]
Onu cy noka3zanu fa Baxe cieaehe orneHe
f,l(x)S fl(x,e)ﬁ f,i(x)"'e
||pi (x, e)— P, (x)” <A2e (4.40)

e (ee) s, e < /2

KOj€ yKa3yjy Ha YME-CHUILY J1a KBAJIUTET allpOKCHUMAaIIMje 3aBUCH O] n3bopa e u A .
IIpouiec y koM ce proximal point W3padyHaBa ayTOpH Cy NEPUHHUCAIHA KAO0 HOBY
reHepanusanujy Newfon-oBe METOJi€ 3a MUHUMHU3aUujy GyHKLUje f,, U IOKa3anu 1a
je KOHBEpreHldja cynepiuHeapHa moja oApeheHuM MpeTnocTaBkama, Koje YKIbY4yjy
CEMMIVIATKOCT TrpajgujeHta ¢QyHKOuje f, u ynorpedy oaroeapajyhux TeXHUKa

JMHEapHOT MPETPaKUBAA.

Aytopu y [6], [12], [65], [71] u [88] mpemnaxy ynotpeOy kBa3u Newton-oBe
METO/e, IITO Pe3yiTyje YMUTAaBOM KJIACOM HOBHX aJlrOpHTamMa Koje 30BeMO proximal
point xBa3u Newton—OBHUM aJIrOPUTMUMA.

OBe MeToJie, O3HATE U Ka0 METOJIE IPOMEHJbUBE METPUKE, 100pO Cy MpOyUYEHE y
mudepeHInjaduIHOM CiIy4ajy, a 1Mo aHaJIOTHjU ca HhUMa HOBa Tayka Ce M3padyyHaBa
npema (4.37), anu ca pa3nTUUUTAM MaTtpuiiama M © Ha Taj HA4MH J00H]jajy ce pa3He

Bep3uje anroputama. HoBa Tauka ce moouja u3 Gpopmyie
X =% —L, MV, (xk ) =X _tkM;I(xk ~Pu (xk )) > (4.41)

rae je t, >0 ¥ To je Kopak CTaHAapIHOI JHMHEapHOI IpeTpakuBama. MaTtpuue M, ce

pauyHajy kBa3u Newton -0oBoM MeTooM. OBe MeTozie 3aXTeBajy Aa ce proximal point

u3padyHa IpUOIHKHO.

Moske ce pa3maTpaTH M TPHUCTYIl Koju je KopuimmheH y bundle metomama, ca
OCHOBHOM HJIejOM amnpokcuMalyje GyHKIUje KOHBEKCHOM QyHKIHjoM AaTtom ca (3.1),
U Ha Taj HAYMH MOXKE ce pauyHaTu cieaeha urepauuja 3a proximal point WM HEHY

anpOKCUMAIIH]y .
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[Tutame koje mocraBibajy Lemaréchal w Sagastizabal y [65] je axypupame

matpulie M, HekoM OazudHoM (opMmysoM, Ha npumep M., =gN (M k,u,v), rae je
u=z'-z u v=Vf, (z’)—Vka (z)= Mk(z'—pMk (z’))—Mk(z—pMk (z)) 3a  HeKe
BEKTOpe z M z', TakBe Ja Baxkd fAa je v u >0 (oBaj ycioB ob6e36ehyje mo3uTHBHY
nedunuTHOCT HOBE Matpuue M,,, nobujene us M, xBazu Newton-oBOM METO/IOM).
3a z=x, u z'=x,,,, IITO je NpUpoJaH U300p, IIOHOBO ce BpahaMo Ha payyHame
TaYKe P, (xk). 3a oBakaB mpoOieM ayTopu mpemiaxy (opMmMyidy Koja, Ha HEKH

HAuMH, MpeACTaB/ba NPEOKpPeT y KBa3u Newfon-oBOj MeToAu, a Oa3upa ce Ha

yCIIOBUMA ONTUMATHOCTH 1aTuM y (4.33).

C o03upoM J1a je 3a TOpPOM3BOJbAH BEKTOp »y Moryhe wu3padyHaTH HEKH
cyOrpaaujeHT ge&f(y), Ha OCHOBY (4.33), yseBum na je M =M, nu p, (x)=y,

Moryhe je 3a 1aTo X W y u3padyHatu proximal point cneaehom popmynom:
x:y+M,;lg (4.42)

OJIaKie je y = Du, (y+M,:lg) (ep ¥ =DPu, (x)).

Wneja je ma ce mpBO HM3padyHa pasiuka v usMel)y cyOrpaaujeHara, a 3aTum

pasnuka u usMmel)y oarosapajyhux tauaxa. [IpenusHuje, ako cy aaTte ABe Tauke X, U
X,,,,» OHOa je moryhe m3padyHatu cyOrpagujeHTe (QyHKIMje y THM Tadykama, H

03HAYHTH UX PECTICKTUBHO Ca
8 Eaf(xk) A g e@f(xk+l).

Hekaje v=g,,, — g, . U3 (4.42), ysumajyhu za y peqom y=x, u y =x,,,, Cleau
na je:

U=x 4, +Mk_1gk+1 _(xk +Mk_1gk>=

= (0 =0 )+ Mg —g )=+ My (4.43)
rae je &=x,,, —x,. [locrynajyhu tako, axypupame marpuue M, ce H3BOAU IO
cnenehoj hopmynu (kKoja mpeacTaBiba MPEOKPET y KBa3u Newton - 0BOj METO/IH)

M, =qN(M, . &+ M;"v,v).
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VY [6] ayTopu Bonnans., Gilbert, Lemaréchal w Sagastizabal ipetriocTaBipajy 1a je
¢yHkuuja f nudepeHnujabuiHa, U 1a HEH TPAIUjeHT UMa U3BOJ Y TPaBIy y OMIIO
KOM TIpaBIly, Ila ¥ OHOM KOJU BOAM Ka Ta4yku MUHUMyMa (QyHKIHjE [, ¥ MOKa3yjy
r7100aHy KOHBEPreHIMjy jeIHOT TAaKBOI TEOPHJCKOT METOJa KOjH 3a aXypupame

MaTpulle KOPUCTHU KBa3u Newfon - OBy METOAY.

JacHo je ma TakaB mWpPHUCTYNT HeMa HEKM 3Ha4yaj ako (QyHKIWja HHje
mudepeHnnjaduina, aad MoXe OWTH KOPUCTaH 3a MpoydaBambe M KOMOMHOBAHE
MeToAa 3a HeaudepeHIjaduIHy ONTHMU3ALN]y ca KIACUYHUM KBa3u Newfon-oBUM

METO1aMa.

VY nurtepatypu cy, Takohe, pa3MarpaHu pe3yaTaTd IyIo0aniHe KOHBEPreHIMje
proximal point xBasu Newton-oBux metona kopuuthesem BFGS® popmymna. Tako, Ha
npumep, Chen u Fukushima y [12] pa3martpajy MoryhHOCT H3pajie aaropuTMa Koju ce
temesbu Ha BFGS ¢opmynn, m koju KoHBeprupa Ij00allHO CyHepIMHEapHOM

Op3uHOM, U TO KOpucTehn TeXHUKe TMHeapHe nperpare He 3a f,, Beh3a f .

VY [71] Mifflin xopuctu kBa3u Newton-oBy METOAY 3a axxypupamwe proximal point
QITOPUTMA, Y KOM ce proximal point paduyHa ca TPEIIKOM Koja ce YuHU U 'y bundle
metoaaMa. Metoj ce 0Oa3upa Ha pauyHamwy XecujaHa 3a f,,, a KOJU 3aBHCH (IO
ITponosuuuju 4.4.1) on jakobujana QyHxumje p,, (x) ( 3a cama UTHOPHIIIEMO Taj
npobieM padyHama xecujaHa, To hemo pamutu y cneaehem mnaparpagy). OBaj
NPUCTYIT C€ MOXKE MpELUn3HHje 00jaCHUTH Ha MpuMepy. Y TOM LUJbY Pa3MOTPHMO

cinenehy ¢pyHkIujy
S (x)=max {£,(x). £,(x); . (4.44)
raecy f,,f, KousekcHe dynkumje kiace C’.

Heka je x Tauka TakBa Ja cy y Tauku p,, (x) GyHKUMje f, U f, aKTHBHE, Tj
fi(p, (%)= £,(p,, (x)). Ycnor onrumannoctn (4.32) ce moxke 3anucaty Ha cieaehu

Ha4YuH

A (x)+ 4, (x)=1
H(py ()= 12y () =0 (4.45)
zi(x)gl(pM (x))+ ZZ(X)gz(pM (x))+M(pM(x)—x): 0,

> BFGS dopmyana je ckpahennna 3a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno gopmyiy
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rie cy g (p,x)=V(p,(x)i=12 u A(x)20,i=12. dudepesuupamem

jemmaunHa cucteMa (4.45) mo Xx w osHauaBameM ca P(x) jaxoGmjama 3a p,,(x)

nooujamo
VA (x)+ Vi (x)=0 (4.46)
|g1(pM (x))_gZ(pM (x)]TP(x)=O (4.47)
)+ 2 ) P e
+Vﬂ’l(x)g1(pM (x))+ Vﬁz(x)gz(pM (x))— M =0
raeje H,(x)=Vf(x),i=12.
[IpermocTaBuMoO 112 je g, ( P (x)) # g, ( Do (x)) U 03HAYMMO ca

G=4 (x)Hl(pM (x))+ﬂ,2 (X)Hz (pM (x)) (4.49)
V =gy (x)-g.(py (x)). (4.50)

Hexka je U € R™"" marpuua Takea na je VU = 0. Ha ocroy (4.50) Baxu 1a je
0=U"V=U"g (p,(x)-U"g,(p) x)). (4.51)
Muosxehu (4.48) ca U™ u kopucrehu (4.49) noGuja ce
U (G +M)P(x)+ UV A (x)g (py (x))+ UV 2, (x)g,(p, (x))-U"M =0,
onaxie 360r (4.51) u (4.46) cen na je
U'(G+M)P(x)=U"M . (4.52)
Martpuma P(x) ce Moxe pasinoKuTi Ha cieaehn Hauns
P(x)=VB, +UF, , (4.53)

rae je P, e R™ u P, e R" Muoxehu (4.53) ca V7, na ocHosy (4.47), (4.50) n

(4.51), mobuja ce na BaxH 11a je
0=V"P(x)=V"VP, +0, (4.54)
a 30or mpernocraske 1a je V' #0 cneau na je B, =0, na u3 (4.53) 3axpydyjemo na

BaXKH J1a je:
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P(x)=UP,. (4.55)
U3 (4.55), Ha ocHoBy (4.52), cnenu na je
Px)=ulu"(G+MmU|' UM . (4.56)

OsnauaBajyhu ca P marpurie P(x), jenaH kopak Newton-oBOT THTIA

-1
-V ] V7, (),
300r (4.36) u ynmeHHIIE 1a ce MOxe Mokasatu (y cienehem mornaBiby he To Outn

ypaheno) na je V> f,, (x)=M (1 — p(x)) , MOXe€ ce alpOKCUMHUPATH ca:

~[M (1= P)"M(p,, (x)-x)=~(1 = P) (py, (x)-x).

U3 (4.56) 3akipydyjeMo ga ce mpoueHa P wmarpuie P(x) MOXKe J00UTH
pauyHaweM ojroBapajyhux wmarpuna U u G, Ha npumep bundle meronom
(pauynajyhu p,, (x)) WU KBa3u Newton—OBM METOJIOM. 3a JOJIaTHE TEXHUYKE JIETaTbe

¥ KOHBEpreHIujy norneaatu [71].

4.4 CBOJCTBA IPYI'OI' PEJA MOREAU-YOSIDA PEI'YJIAPU3ALIMJE

3a u3pajay jeAHOT pa3yMHOT alropuTMa 3a MUHUMM3alMjy GyHkuuje f,, (a caMmum
THM ¥ QYHKIHjE /), 3aCHOBAHOI HA OPTOTOHAIHOM IPaJUjeHTy IpeKo mMarpuue M

Owio OM O] BAKHOCTH MPOYYUTH CBOJCTBA JPYror pelna perysiapusaimuje TuIlia

Moreau—Yosida.

[Tutame Ha KOje heMO MOKyIIATH 1a OATOBOPUMO y OBOM OJIeJbKY je cienche. Kana

byHkuuja f,, uMa xecujaH?

Heke oaroeope Ha To mUTame NOKyWaNu cy na najy Lemaréchal w Sagastizabal y

[63], Meng y [69]u Qiy [89].

Cneneha mponosunuja naje Besy uzmel)y xecujana dynkuuje f), (x) U jakoOujaHa

ynxumie p,, (x).
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IIponosunuja 4.4.1. Heka je f 3aTrBopeHa KOHBeKcHa pyHKIMja. Tana Baxu:

1) ¢ynkumja Vf,, (x) MMa M3BOJl y MPaBIly ako U caMo ako QyHKIMja p,, (x) uMma

W3BOJ Y IIPaBIY;
2) xecujan V’f,, (x) IIOCTOjU aKO M CaMoO aKo MOCTOjU jakobujaH Vp,, (x), uy

TOM CJIy4ajy BaXKH J1a je:
V2 f,, (x)=M(I - Vp(x)) 3a cBako x e R" . (4.57)

Jlokaz: Bunerny [63].

Cnenehu npumep notephyje na ako y Tauku x, nocroju V>f,, (xo), OHJIa HUje

HEOnXo/IHO 1a mocToju u V2 £ (x).

IIpumep 4.4.1.[89] Pasmorpumo cienehy GpyHKIHjy jeHE MPOMEHIBUBE:

1) =2t

. . * . . .
gymja je Tauka MuHIMyMa x = 0. Huje Temko Bugern na je pyHKiMja f KOHBEKCHA,

neduHUCaHa Ha 1IEJIOM CKyny R W HeH M3BOJI je JaT ca

Vf(x)={ vx_ix20

—v=x;x<0
®ynximja Vf je wHenpexuama y Tauku x =0, amd y TOj TAaukKM HHje
mudepennnjaduiHa u Huje Lipschitz-osa.

Pasmotpumo perynapuszanujy tuna Moreau—Yosida 3a GyHKIMjy f ca IpUIpyKEHOM

1 o
Marpuuom M = Zl , Koja je mara cienaehum nspazom

f:(x)=min {% o +L(y—x)2} .

yeR" 2/1

2
1/er/i——i;xZO
4 2

vfa(x): )

} )
——x+—+—=;x<0
4 2

byHKIMja Vfi(x) je HempekugHO nudepeHujaduiHa, na je (yHKIHja f,l(x) 1Ba

Bynyhu na je

myTa HEMPEeKUAHO nudepeHnnjabuiHa Ha 1ejoM R, OJHOCHO BaXKHU Ja je:
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1

V2, (x) = ——— .
)=

[Tpumewyjyhu Newton-oBy merony Ha GyHKUM)y [y Tauku x, >0 moOujamo:

\i (xl) A (xz)

=X ———~=—X<0n x3:x2——):—x2:x1,

TV () Virix,

OJTHOCHO 32 k =1,2,...Baxu 1a je

Xk =7
b
KXokl =X
ITO 3Hauu 1a Newton-oBa METOJla HE KOHBEprupa. Ajv, ako NpUMEHUMO Newton-oBy

merony Ha GQyHKUIHjy  f, (x), OHJla WMaMO KBaJpaTHYy KOHBEPTEHIH]Y

(360rvV2f,(0)=1u 1#0). m

W3 oBor mpuMepa 3akibydyjeMo Aa peryiapusanuja tuna Moreau — Yosida moxe

mo0O0JbIIATH KOHBEPTeHIN]Y Newfon -OBE METOIC.

Crneneha nedunMuMja je BakHa, jep NpPEACTaB/ba T'CHEPATU3AIM]y KIACHYHOT

KOHIIETITa XeCHjaHa.

Jdedunnumja 4.4.1. Heka je f xoHBekcHa (yHKIMja ca KOHAYHUM BPEIHOCTHMA.

Kaxemo na f y Tauku y, uMa reHepaliCaHH XECHjaH aKo BaXKH Ja:

1) moctoju Vf(yo)

2) mnocroju matpuna Hf (yo) KOja je MO3UTHBHO CeMHUIe()MHUTHA U CUMETPUYHA,

U 32 KOjy BaXKH J1a je

P00+ )= 100+ 51 0 27 G o+ ol ). 4.59)

VY [46] mokazaHo je na u3 (4.58) cnean na Baxku cieneha HHKITy3Hja:

af(yo +h)‘; Vf(y0)+Hf(y0)h+OQ|h||)B . (4.59)
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Axo je cyonudepenuujan pyHkuuje f y Taukd y, jeJHOYIAH CKyI (OJHOCHO aKo je
f nudepeHnujabunHa y OKOIMHH ), ), OHJIA je TeHepalucaHu XxecwjaH Hf (yo)

jenHaK XecHjaHy y KJITACHYHOM cMHCHy, Tj. V7’ f (yo).

Teopema 4.4.1. Heka je nata Tauka x, € R" u KoHBeKCHa (yHKIMja f ca KOHAUHUM

BpenHocTuMa. Heka ¢yHkuuja f wma reHepanucanu xecujan Hf (pM (xo)) y Tauku
Pu (xo). Tana y Tauku x, € R" nocroju xecujan ¢yHKIuje f,,, KOjU ce U3pauyHaBa

Ha cienehy HauYuH;

V2 f, () =M —M[1+ M Hf (p,, (x,))] (4.60)

[oka3 . Bunetny [63].

Cneneha Teopema TIOBe3yje TMPETXOJHA pa3MaTpama ca KOHjyrOBaHUM

dynkujama. Panu nojeqHoctaBbemha HOTALM]€ YBEAUMO ciiefiehy 03HaKy:

G(x)=Vf,, (x). (4.61)

Teopema 4.4.2. Heka je nata Tauka X, y K0joj KoHjyropana QyHkimja f QyHKIHje

f uma reHepanucanu xecujan Hf *(G(xo)) y Tauku G(xo). Tana mocroju xecujaH

perynapusanuje tTuna Moreau — Yosida , koju ce u3padyHaBa Ha cienehu HauuH:

V2 £y () =M+ B (Gl )] (4.62)

Jlokaz. Bunetu y [89].

Hanomena 4.4.1. 3a naty Tauky x,, y kojoj mocroje  V>f(p(x,)) u V> f"(G(x,)),

u3pasu (4.60) u (4.62) mocrajy peCeKTUBHO:

V2, ()= M =M1+ M7V (p(x,))] (4.63)

V2 r, () =M +v2 (G (4.64)
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Ha ocHOBY Teopujckux pesynrara O KOHjyroBaHUM (yHKIMjaMa, 3aKJbydyjeMO Jia

BaXU J1a je:

G(x,)=Vr(p(x,)) (4.65)

V2 (p(x)V2 £ (Gxy)) =1 . (4.66)

Jlaxne, ako je jeman on xecmjama V>f(p(x,)) wmn V’f"(G(x,)) cumrymapan, ua
OCHOBY (4.66) IpyTH He MOYe Jia IOCTOjH, alli y CBAKOM Cilydajy moctoju V> f,, (xo).

OBo moKa3yje cTadmIHOCT MUepeHITN]jabUITHOCTH JPYTOT pella peryiapu3aiuje Tuma

Moreau-Yosida. m

Hanomena 4.4.2. Teopema 4.4.2 ompaBnaBa TOCTOjarbe XECHjaHA pPeETyJiapHu3alyje

tuna Moreau-Yosida y okonmunau tauke 0 y [Ipumepy 4.4.1, y kome je:

2
=020

OJHOCHO
Vif(v)=2.

Jpyrum peunma, MOXeMO 3aKJbY4YHTH na je GyHKuuja f *(y), KOja je KOHjyroBaHa
bynkuja GyHKIMjU f, 1Ba MyTa HENPEeKUAHO AudepeHujabuiHa, Ma HA OCHOBY

Teopeme 4.4.2 xecujan perynapusanuje tTuna Moreau-Yosida moctoju.m

VY crnenehe Tpu mpomo3uiMje NpeTHocTaB/ba ce Aa (QyHKUMja f 3a10BOJbaBa

cnenehu ycno pamhema:
, 1
Foo+ 1)< fpo)+ (o) + S [ (4.67)

3aHeko C >0 n3acBako he B(O,e).

Hexka je nato y,eR" nre (0,1). O3naunmo ca dDT(y) cienehy ¢pyHkumjy:

@ (y)=r (y)+%f(y ~yo) M(y-y,) (4.68)
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u ca fr(x) IBEeHy peryiapusanuje tuna Moreau-Yosida (3a mpuapyx’eHy MaTpHIly

M =1(1-7)):

filx)= min{®,(y)+%(1—T)(y—yo)TM(y—yo )}- (4.69)

yeR"

OzHaunmo ca p,(x) JEOMHCTBEHY TayKy y Ko0joj (yHKuMja neduHHCAHA H3PA30M

(4.69) nocTuxe cBOj MUHUMYM.

Iponosunuja 4.4.2. Heka je nata KoHBeKCHa (yHKOHMja f ca KOHAYHUM

BpeIHOCTHMA U Heka je (4.67) 3a10BOJBEHO y HEKOj Tauku p,. Heka je jom marto
VoeER nrte (0,1) U HeKa je QyHKIHja (Dr(y), nedunucana uspazom (4.68), crporo

KOHBEKCHA y OKOJIMHM HEKE Tauke p, U 3a70BoJbaBa ycioB (4.67). Taga Baxu na je :

p.(x)=p, (v, +(1-7)x) 3acBako xeR". (4.70)
[lokas. Bunetn y [63].

IIpono3unuja 4.4.3. Heka je mata cTporo KOHBEKCHa (QyHKIHMja [ ca KOHAYHUM

BpeqHOCTHMA M Tauka x, € R". Jlame, Heka je (4.67) 3a70BOJBEHO Y HEKO] TauKu

Do = pM(xo). Tama Baxu 1ga ako mocroje V° fM(xO) u Vf (po) OHJIa TIOCTOJU H

Hf(po)'

/oka3z. Bunetn y [63]

IIponosunuja 4.4.4. Heka je mara cTporo KOHBEKCHa (yHKIHMja f ca KOHAYHUM

BpeAHOCTHMA U Tauka x, € R". Jlasbe, Heka je (4.67) 3a0BOJbEHO Yy HEKO] Tauku
Do =Pu (xo). Tana Baxu na ako V°f,, (x) IIOCTOjU 3a CBAaKO X € R, OH/a MOCTOjU U

xecHjaH GpyHKIHje f (x) 3a CBako x € R".

/lokas. Bunetn y [63]
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Crnenehe Teopeme moBe3yjy XecujaH v reHEpaTUCaH XeCHjaH (PYHKIIHjE ca XECHjaHOM

WBEHE perynapusanje tTuna Moreau-Yosida.

Teopema 4.4.3. Heka je nara koHBeKCHa (pyHKIMja f ca KOHAYHUM BpeIHOCTUMA U

Tauka X, € R". Heka je (4.67) 3a10BOJbEHO Y HEKOj TAUKH P, = p,, (xo). Taga Baxu

na axo moctoju Vf(x,), onna V2 £, (x,) mocroju ako u camo ako nocroju Hf (p, ).

[lokas. Bunetn y [63].

Teopema 4.4.4. Heka je nara koHBekcHa ¢yHKIMja f ca KOHAUHUM BPEIHOCTHMA U

HEKa je 3a CBako X, € R" HejenHakocT (4.67) 3a70BOJbEHA y TAUKU P, = P,, (xo). Tana

V? f,,(x) moctoju 3a ceaxo x € R" axo u camo ako V> f(x) mocroju 3a ceaxo x € R".

/oka3z. Bunetu 'y [63].

Pe3ynratu nmpuka3aHu 10 cajia MOTy ce CyMHpaTH Ha cienehu HauuH.

[Tpumep 4.4.1 nokasyje na mocTojame Xecujana perynapusanuje tuna Moreau-Yosida

3a GyHKUW)y f y HEKO] Taykd HE TMOJpa3yMeBa HYXKHO IOCTOjambe XecHjaHa

byHkuuje f y TOj TauKH.

Takohe cmo Buzmenu Aa je moBosbaH ycioB (Teopema 4.4.1) 3a audepeHimjadmIHOCT
apyror pena (yHkuuje f,, IMOCTOjame I'€HEpalUCcaHOr XecwjaHa (yHKuuje f, a
noTtpeban ycioB (Teopema 4.4.3) je na ¢yHKIMja 3a10BOJbaBa YCJIOB pacra JaT ca

(4.67). 3a ucry knacy ¢ynkuuja npumerumo aa je (Teopema 4.4.4) mocrojame
xecHjaHa Ha 1ieoM R" 3a Moreau-Yosida perynapuzanyjy GyHKuje f yCIOBJBEHO
NOCTOjaleM XecujaHa Ha 1enom R" came ¢yHkimje f . KoHauHO, mocTojame
TeHEepaIMCAaHOT XeCHjaHa 3a KOHjyroBaHy (QYHKIH]Y (QYHKIHje [ je YCIOBJHCHO

nocrojameM XxecujaHa 3a Moreau-Yosida perynapuzaunjy ¢ysukuuje f (Teopema

442).

BaxxHo je mpuMeTuTH U TO Ja Cy CBM OBH pe3ynratu (ocuMm Teopeme 4.4.2 0 Be3u ca
f7) 6azupany Ha nudepeHnujabuaHOCTH GyHKIHje f . A mTa ako QyHKIMja f HUje
nudepeHmmjadmHa?
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VY cnyuajy HemupepeHIHjaOMITHOCTH, a Be3aHo 3a ycioB (4.38) Baxkm cnexacha

TeopeMa (Koja He 3axTeBa nudepeHnujadumHocT QyHKImje f ).

Teopema 4.4.5. Heka je nara tauka x, € R" TakBa Ja je YHYTpallHbOCT CKyIa

of ( p(x0 )) HEIpa3Ha | J1a CaJpiKu G(xo). Tana je G HenpekuaHo AudepeHIN]jadMITHA

y X, nBaxu 1aje VG(x)=M .

/lokas. Bunetn y [89]

HcTpaxkuBama Ha OBOM IOJbY Cy U Jajbe BeoMa aktyenHa. Qi je y [89] ucrpaxusao
ciydajeBe y Kojuma je mpBH m3Box Moreau-Yosida perymapusanmje cemmriaTka’

dyHKIMja, yak ¥ Kajga QyHKIMja f HHUJje TJIaTKa.

Mmoru pagosu, kao mro cy [45],[82], [85] u [87], pasmaTpajy npobiem periaBama
CEMUITIATKUX WIH HETJIATKHX jennauuHa. Y pagouma [29], [83] u [85] ayTopwm ce
0aBe CeMHITIaATKOM ONTHMH3andjaoM ©  MoryhHomhy wu3pajge anropurama

CynepirHeapHe KOHBEpPreHIIH]e.

Knacuune Newton-oBe MeTrone, KOje CYINEpIMHEApHO KOHBEPrHpajy, 3axTeBajy
HETPEKUAHY TU(epeHIjadIHOCT Apyror pena. Kako ceMUrinaTkocT He UMILIMIUpa
TJIATKOCT (HenpekuHy nugepeH1InjabuTHoCT), anu HEIIPEKH/IHA
nudepeHnnjabumHoCcT  (TJIATKOCT) HMIUTAIAPA CEMHIJIATKOCT, HWCTPaXKUBama Y
HOCJEIBbUX HEKOJIMKO TOJMHA YCMEpeHa Cy Ka IOKyIIajy Jia ce CcylepiuHeapHa
CBOjCTBa KOHBepreHuuje Newton -oBe METOJIE 32 MUHUMHU3AIU]y JU(EepEHIIN]a0ITHIX

¢dbyHKIMja mporupe Ha (PyHKIH]e KOje MMajy CEMUTIIaIaK U3BOI.

IIpetnocTaBke Koje Cy yUUI-CHE Cy Aa y aTOj TaUKU X, [IOCTOjU MOryhHOCT na ce

u3padyHa reHepaiucanu jakooujan V' (nedunucan kao y [14]), mto nHaye HUje yBeK

moryhe). 360r Tora je moTpebHo AepHUHNCATH YCIOBE 32 HETOBY €r3UCTCHIIN]Y.

VY pany [36] aytopu Fukushima u Qi npeyaxy ia ce Ha Aaroj k -TOj UTepaLuju

V, ampokcumupa yonIUTEHHM jaKOOMjaHOM, IOYEBLIX O BPEAHOCTH allpOKCUMALHU]je

¢ Ilebunuimja n OCHOBHE 0cOGHHE HaBeeHe Cy Y cieaeheM mormapby.

7 Munumuzaimja  pyskimja  f, ) 33XTeBa pellaBame clefenux HernaTKuX CHCTeMa jelHaulHa
G(x): vfM(x): M(x - pM(x)): 0.
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pM(xk,ek) 3a proximal point, K0joj ce MPUAPYXKYyje ampoKCHUMaIja TpajujeHTa
gy (xk,ek) Moreau-Yosida perynapuszanuje. M3 moueTHe TO3UTHBHO Je()UHUTHE
matpulie ¥V, oHM pauyHajy marpuuy V, Ha ocHoBy (4.63) nu (4.64) Ha cnenehu

Ha4YuH:

al+M - M[I+M 1V f(p (xkvek))T axo 3V f(pM(xk’ek))

V, = ak1+[M +V? f gy xk,ek )r ako 3V? f gM(xk,ek))
Vo uHaye

I7ie jé ¢, MO3UTHBHA KOHCTAaHTa KOja rapaHTyje MO3UTUBHY A€(PUHUTHOCT MaTpHLE

V, . IlpaBan ce Gupa kao y Metogama Newton-or THUIA:

d, = _Vk_lgM (xk’ek)'

CBojcTBa KOHBEpreHIMje jeTHOI OBAKBOI' MpUCTyna 0a3upajy ce He caMo Ha Beh
YUUE-EHUM TMPETIIOCTaBKaMa y MPETXOIHOM OJieJbKy, Beh U Ha 3a/10BoJbewy cieaeher

yCIIOBa:

lim(V,,0,G(x,))=0, 4.71)

k—o

rae O BG(xk) o3HayaBa B -cyOoaudepenimjan koju je y [14] nedunucan ca:

8,G(x,)= {V eR™"W

= lim VG(x,),x, € QG} ,

XX
rae je (), CKyI CBUX Tadaka y kojuMa je G audepeHiujabiiHo.

300r rpemnaka y u3padyHaBamwy proximal point —a 'y aaroputMmy, KOjU MpPEmIaxy
Fukushima n Qi, npoBepa ycnosa (4.71) je orexxana. 3a u3beraBame TUX MOTEMIKOha
Qi u Chen y [88] mpennaxy MeTony y Kojoj ce marpuua M Ha cBakoj UTepauuju k

3aMerbyje HeKOM MO3HTHBHO Je()UHUTHOM CHMETPUYHOM MAaTpuioM M, , TAKBOM Jia
Pu (xk,ek) Oyne proximal point xojoj je TpuapyXkeHa wmarpuma M,
Tj.: pM(xk,ek)z Pu, (xk), U JIOKa3yjy CyNepIMHEapHy KOHBEPIeHIIM]Y METOE MOJ

TIPETIOCTABKOM Jia je G CEeMMTIIaTKa y TauKH X .
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4.5. 3AKJbYUYHA PASMATPAIBA

VY 0BOM MOrNaBiby pa3MarpaHa je peryiapuzanuja tuna Moreau-Yosida n nar je
nperjiel HEHUX HajBAKHUJUX OCOOMHA, Kao M MOTryhHOCT HeHe NpHMEHE Ha

M3padyHaBame TaYKe MUHUMYMa 32 QYHKIH]Y [ .

[Tocneamux roavHa HMCTpPaKMBama y O0JIaCTH KOHBEKCHE HeaudepeHIujadbuimHe
ONTUMH3AIIMj€ YCMEpeHa Cy Ka MUHUMU3ALUjU peryiapusanuje tuna Moreau-Yosida
MPUMEHOM TEXHUKa Kao IITO ¢y Newton-oBa W KBa3u Newton-oBa. ¥ TOM CMUCITY
OBJIE j€ YYHMIEH TOKYIIaj] Ja Ce Ja jedaH Mperjea ycjaoBa MO KOjuMa XecHjaH
perynapu3zauuje Tuna Moreau-Yosida nocroju.

Bume neramsa moske ce Buaetu y [89], roe HHCY WIyCTpOBaHU MOTPEOHU yCIOBU
3a nocrojawme xecujana ¢pyHkuuje f,, (y cMucIy yommTeHe Tu(epeHINjadmIHOCTH
nedunucane y [14]).

VY [9], [11] u [47] ayTopu pa3marpajy OIIITHjU Cly4yaj yBOohemeM MaKCHUMAallHO
MOHOTOHHX OIEepaTopa.

Konauno, y [79] u [80] ayTropu ce GaBe Apyrauujum CTyJHjama peryiapusaiuje

tuna Moreau-Yosida 3a mupy Kiacy KOHBEKCHHUX (YHKIIH]a.

[TobGosprrame ehUKaCHOCTH METO/IA jOII YBEK jé OTBOPSHO MUTAKE Y OBOj 00JIACTH.
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TPEhU IEO

HNPUJIOI' TEOPUJU HYMEPUYKHUX METOJA 3A
MUHUMUBAIINIY KOHBEKCHHUX
HEAU®EPEHIIUJABUJIHUX ®YHKIINJA






ITornasne 5

HPHJIOI TEOPUJH HYMEPUYKUX METO/IA 34
MUHHUMH3AIINJY KOHBEKCHUX
HE/IH®EPEHIIUJABH/IHUX @ YHKIIHJA

YBoa

Kao u 1o caga, pasmarpa ce npoOiem

min f(x) 5.1)

rieje f:R" > RU {+ oo} KOHBEKCHa, HE 00aBe3HO U audepeHIujadmiHa GpyHKIHja,
KOja MMa HeTpa3aH CKyIl MHHAMYMa, KOji 03HayaBaMo ca X .

Y oBOM moOrnaBiby, KOje TpeAcTaBjba HAYYHH AOpHHOC, Omhe wu3moXeHo 6
ajropuTama 3a pemaBame 3anatka (5.1). Onu cy ob6jaBsenu peaom y [40], [41], [39],

[22], [23] u [24] ([24] u [41] cy Ha pelieH3U]H).

IIpe cBera, y onespky 5.1 HaBemrheMo joIl HEKE TEOPHUjCKE pe3yJiTaTe, HEOMXOAHE 32
u3Jarambe NOMEeHyTux aiaropurama. [lotom, y ofesbKy 5.2 6uhe nM3nokeH anropuram
Koju ce 6a3upa Ha KOMOWHAIU]U trust region crpateruje u bundle punocoduje, koju
MpeCcTaB/ba HOB MPUCTYN peliaBamy npoodiema (5.1) u xoju je o6jaBibeH y [40]. ¥V
onesbky 5.3 Ouhe u3n0XKEeH anropuraM Koju ce 0asupa Ha KOMOWHAIU)U trust region
CTpaTeruje 1 MeToJa KOHjyroBaHUX CyOrpaaujeHara, a Koju, Takohe, npencraBba HOB
NPUCTYTI penraBamwy npobdiema (5.1) u xoju je mocmat y [41].

Kao mTo cM0O HamomeHynW, MHOTH aJITOPUTMH 33 MHHHUMM3AILHM]Yy KOHBEKCHHX
HeaudepeHnyjabunuux  GyHknuja kKopucre Moreau-Yosida — perynapuzanujy
dbyHKIMje [, KOja UMa MCTU CKYNl MHHMMyMa Kao M mojia3Ha (yHKUUja (BUIACTH
[Tornarsee 4), ¥ WITO je jolT BeoMa BaXXHO, Ta PETyJIapu3alija iMa CBOjCTBO Ja j€ eH
rpagujeHT Lipschitz-HeTIpeKkuaaH, 4ak W y clydajy kKaaa je cama ¢yHKnuja f

Heaudepennujabunna. Kimacuune Newton-oBe MeToae, KoOje CyNEpIUHEapHO

86



KOHBEPTUpajy, 3axXTeBajy HENPEKHIHY IU(PEPEeHINja0mIHOCT Apyror peaa. Kako
CEMUTJIATKOCT HE HWMIUIMIIMpA TJIATKOCT (HEMpEeKuAHy IudepeHnnjabuiIHoCcT), anu
HenpekuaHa  audepeHnrjadmIHOCT  (ITJIaTKOCT) — MMIUIMIUpPAa  CEMHIJIATKOCT,
UCTPaXMBamka y TMOCIEAHBUX HEKOJIMKO TOJMHA yCMEpEeHa Cy Ka TMOKyIIajy Ja ce
00e30enn 1a cynepinHeapHa KOHBEpreHIrja Newfon-oBe METO/E 33 MUHUMU3AIH]Y
nudepeHnnjadbumHuX GyHKIMja BaXKH U 32 PYHKIH]E KOj€ UMa]y CEMHTJIaaK U3BO/I.
Nmajyhu y Buay na 3a nokanHo Lipschitz-oBe QyHKIIHMje U3BOJ y MpaBIly HE MOpa
na moctoju, anu Dini upper n3Boa yBek noctoju (Buaetu [105] crpana 598), nouum

CMO Ha HAejy Kako M30erHyTH HaBeAeHe moTemkohe. Pesynrar je HOB anropurtam

Newton-oBoTr TUTIA, U3JI0KEH Y 0JIeJbKY 5.4 1 00jaBibeH y [39].

Dini upper uzBon Moreau-Yosida perynapuzamnuje ¢pyHkuuje [ xopumrheH je
y aJTOPUTMHUMA M3JI0KEHUM pelioM y maparpaduma 5.5, 5.6 u 5.7 u o0jaBibeHUM Y
[22], [23] u [24] ([24] je Ha penen3uju), a koju cy nehunucanu 3a LC' dyHKIHMjE y
pamouma H. Bypanouh-Mwmuuh [19], [20] u [21] u npumemenu Ha Moreau-

Yosida perynapuzanujy koHBekcHe HeaudepeHIjadmiHe QyHKIje f .

5.1 TEOPUJCKE OCHOBE

Jdedpununmja 5.1.1. dynkuuja f:R" > RU {+ oo} je xmace LC' ako moctoju L >0

TaKO BAXH J1a je ||Vf(x)— Vf(ym < L||x - y|| 3a CBako X,y € R".

Hedunnunnja 5.1.2. Dini upper u3Bon y npasily apyror peaa ¢gyskuuje f e LC'y

Tayku x € R" y npaBity d € R" je

2(c2d) = timsup 4 0d) =/ G -
alo o

Axo Vf mma usBony npasiy d € R” y Tauku X, , Tafa BaXku J1a je

Vf(x+ad)-Vf(x)] -d

a

3acBe d eR".

D”(xk;d)zf,(xk;d):laiiqg
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Kako je Moreau-Yosida perymapusarja COICTBEHE KOHBEKCHE 3aTBOPEHE

dynkuuje f kmace LC', MoxkeMo pasMartpaTH HeH Dini upper W3BOJ y HpaBIly

JpyTor pefay Tauku x € R” y npaBiy d € R", T1j.:

Falesd)=timsup &2 Lo o (plesa)e, < (p(),

alo

rae je F (x) nedunucana ca (4.1).

Jlema S.1.1. Heka je f:R" — R cOICTBeHa KOHBEKCHA 3aTBOpeHA (yHKIMja M HEKa

je F wena Moreau —Yosida perynapuszauuja. Taga Baxu:
(i) Fckd)=KF)(xd);
(ii) Fg(X;dl+d2)£2(F/g(x§d1)+F/§(X;d2));

Fg(x;d) <K- ||d ? , rae je K koncranra.

(iii)

/loka3. Bunetun y [14].

Jlema 5.1.2. Heka je f:R" — R coICTBeHa KOHBEKCHA 3aTBOpeHa (yHKIIMja M HEKa
je F mena Moreau —Yosida perynapuzanuja. Taga Baxu:
(i) F} (x;d ) j€ TOJyHEeNpeKuaHa OJ03T0 Yy OAHOCY Ha (x,d ), Tj. aKO X, > X U

d, —d , rana saxu na je: limsup F(x;;d.)< Fl(x;d);

(ii) F}(x;d)= max{dTVd‘V € 82F(x)}.

/loxas. Bunetun y [14].

VY kpatkuMm nprama omucahemo jomr jeaHy BakHy Kkiacy (yHKIHja, a TO Cy
cemurnatke ¢pyHkiuje. [Tojam cemurnartke Gpynknuje je yseo Miffin [70].

Heka je mata ¢pynkuuja f: R" — R nokanHo Lipschitz-oBa 'y Tauku x € R" u Heka
of (x) O3HauaBa reHepaluCaHy rpaJujeHT QyHKuuje f y Tauku X .
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Jdedununmja S.1.3. Jlata pynkuuja f : R" — R je ceMuriarka y Ta4kd X aKO BaKu:

(i) f je nokanHo Lipschitz-oBa'y Tauku X ;
(ii) 3a cBako d € R" w cBe mmsose {f, }C R,,{0,}c R",{g,}c R" TaxBe na
t, — 0+,;9—" —0,g, €f(x, +1,d +6,), nu3 {g,{d} UMa TayHO JeJHy TadKy

k
HaromMuJiaBama.

Jdedununmija 5.1.4. Heka je nat ckyn X < R" u pynkimja f: R" — R . Kaxemo na

je dyHKIMja f cemuriaTka Ha cKymy X akKo je CeMHIJaTKa y CBaKOj FerOBOj TAUKH.

2 .
Ipumep 5.1.1. [70] DOyukuuja f(x) = {x Sm;’ x+0 HUje CEMUTIIATKa, jep BaXH Ja
0, x=0

je f'(0:1)=0, mox je 3 (0)=convi~1,1} ckyn rauaka mHarommiaBama 3a
f '(x;l),x 4 0. Oynkuuja g(x)z ln(l+|x|) je ceMMrIiaTKa, ajli HHje TJIaTKa, jep BaKu

L x>0

1 2

naje dg(x)= c;n)\cz{—l,l}, x=0.
__1’ x<0
1-x

Jlema 5.1.3. ®ynkimja f : R" — R je ceMHriaTka y Taukd X aKoO y TaukKd X TOCTOjH

U3BOJI Y CBaKkoM MpaBly f '(x;d):%im gid Tae je Hus {gk} OUJI0 KOJU HU3 KOjH
3aJ10BOJbaBa ycioB (ii) Jedbunnnmje 5.1.3.

/oka3z. Bunetuy [70].

I'matke u koHBekcHe dyHkIMje (M3 R" y R) cy cemuriarke dpynkiwmje ([70]).

Jdedpununmija 5.1.5. @ynkuuja VF :R" — R" je cemuriatka y Tauku x € R" axo je

VF nokanHo Lipschitz-oBay x € R" u ako

iin;{Vh}, Ved F(x+Ah)
Ao

MOCTOjH 3a CBaku npasai d € R” .
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Jedunummja  5.1.6. Jlatra o¢ynkmuja f:R" >R je kmace SC' ako je

nudepeHnrjaduiiHa U BeH TPAJINjeHT je ceMuriaTka QyHKIuja.

[Ipumerumo na je rpaaujeHT Moreau—Yosida perynapuzanje COINCTBEHE

KOHBEKCHE 3aTBOpeHe (PyHKIIMje jeHa ceMUriaTka QyHKIHja.

Jlema 5.1.4. Axo je VF:R" — R" cemuriarka y Tauku x € R" onma VF nMa u3BOI

y TMpaBIly y Tayku x € R" u 3a OWio koje Ve@zF(x+h),h—>0 BOXM Ja je:

Vh— (VF)’ (x;7)= o(ﬂh”). Takole, Baxu u 1a je h'Vh—F"(x;h)= 0(“h||2 )

/oka3z. Bunetu y [14].

Jlema 5.1.5. [22] Heka je f:R" — R comcTBeHa KOHBEKCHa 3aTBOpeHa (pyHKIHMja U

Heka je F' wena Moreau —Yosida perynapusanuja. Axo je x € R" pememe npodiema

(5.1), onna Baxu naje F'(x;d)=0 u F"(x;d)>0 3a cBaxu d € R".

Joxas: Ha ocHoBy nedununuje u3Bona y npasiy u Teopeme 4.1.6 cienu ga Baxu na
je F'(x;d): VF(x)Td =0. byayhu na jex € R" pememe npodiieMa (5.1) Ha OCHOBY

Teopeme 4.1.6, Teopeme 23.1 y [90] u uumeHHIle Aa BaXe HEJeIHAKOCTU

F'(x+td;d)>

~ | =

(F (x +td ) -F (x)) >0, 3akpydyjeMo Jga  Baxu  Ja  je

0.m

Fzg(x;d)=limsupF (x+td5a;)_F (x;d) S
10

Jlema 5.1.6. [22] Heka je f:R" — R comncTBeHa KOHBEKCHA 3aTBOpeHa (PyHKIM]ja U

Heka je F' mweHa Moreau —Yosida perynapuszanyja u x Tauka y R". Ako Baxu Ja je
F ’(x;d):O 3a cBakd mpaBan d € R", oHIa je x € R" Tauka y KO0joj ce JOCTHKE

JIOKaJITHK MUHUMYM TnipoOiiema (5.1).
Jloxas. V3 npernoctaske ose Jleme Baku ma je F'(x;d)=VF'(x)-d =0 3a cakn

npaBarl d € R", d # 0. Onatne cnenu na je VF (x) =0, na Ha ocHoBy Teopeme 4.1.6

3aKJbydyjeMo Ja je x € R" Tauka y K0joj c€ JOCTHXKE JIOKaJIHH MUHUMYM mpolieMa
(5.1). m
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Jlema 5.1.7. Hexa cy f:R"—>RU{+w} 3a i={12,.,n,neN KoHBeKCHE

¢yHkumje u f (x): max } fl(x) Tana je dyHKIMja f KOHBEKCHAa (YHKIHja U HEH

ieyl,2,...,n
. 0
cyOrpanujeHt y tauku xe€R", 1j. g€of (x) MOJKE c€ MpPEeACTaBUTH Ha cienehu
HauuH:

g= {Zﬁvgz

iel

>4 =1,%2>0,g edfx) for ief},

iel
raeje I ckyn nedummcan ca [ = {i € ]|f(x) = ﬁ.(x)}.

[okas.. Bunetn y [18].

5.2. TRUST REGION - BUNDLE AJII'OPUTAM

OBpe hemMo M3IIOKHUTH alNTOpHUTaM 3a pelaBame mpooiema (5.1) koju ce 6as3upa Ha
KOMOHMHALH]H frust region crparermje’ u bundle dunocoduje. IMoxazahemo ma HU3
Ta4yaka FeHEPUCAHUX THM AJITOPHUTMOM MMa TayKy HaroMujaBama Koja 3aJI0BOJbaBa

notpebaH U J0BOJbAH YCIOB MUHUMYyMa (DyHKIH]je [usba rmpodiema (5.1).

Oga ujeja pa3maTpaHna je KOHIENTyaaHo, 0e3 JoKa3a KOHBEPTCHIIN]jE alTOPUTMA, Y
pany [112]. 3a pasmuky oxn [112], oBme je pasmarpaH ApyrH Tun (yHKIHjE Y
notrnpobnemy (5.5) u HoKka3aHa je KOHBepreHuuja airoputma. Pan mpencraBiba

TEOPH]jCKH JOIIPUHOC U 00jaBibeH je y [40].

Usrpanuhemo urepatuBHy Metony koja ce 0asupa Ha cienehoj uneju. Ako Ha £ -
TO] WTEpaluju anpokcumupamo ¢GyHKIMjy Iiba [ mpobiema (5.1) Hexom
bynkuujom @, oHIA je peasHO MPETHOCTaBUTH na je Moryhe nepuHUCATH HEKY
OKOJIMHY Tauke x, (IZe je x, Tadyka J0oOujeHa alropuTMoM Koju hemo kacHuje
neduHUCaTH) y KOjoj ce ampokcuMmanuja @ ¢Qynknmje mwspa f  TOKiama ca

¢dyHKUMjOM IMJba Y HeKoM cMmuciy. Taga je 3a cinenehy UTepaTHMBHY TauyKy 3TOAHO

! Bume o trust region meromm sunetu y [30], [317], [37] u [38]
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n3abpaTH TayKy MHHAMYyMa anpokcumaTtuBHe (pyHKuuje @ y trust region-y texyhe

TayKe.

Jlema 5.2.1. Heka je f:S— Ru{+ oo} KOHBEeKCHa (yHKuMja neduHUCaHA Ha
KOHBEKCHOM cKyny S C R" u x' € intS . Heka je {x,} Hu3 Tauaka TakBux ma x, — x,
rne x,=x+gs,, &>0,6, 0, s,»s nu g €df(x). Tama cse Tauke

HaroMujaBama HU3a {gk} npunangajy ckymy of (x').

/oka3. Buneruy [48] nmm [37].

Jlema S5.2.2. Heka je f:S§ —>Ru{+ oo} KOHBeKCHa (yHKIMja nepuHHCaHA Ha
KOHBEKCHOM ckyny S < R" u x'eintS . Heka je {xk} HU3 Tayaka TaKBUX Ja X, —> X',

roe x, =x'+¢&.s,, §>0,6, >0, 5, >s u g, e@f(xk).Taz[a BaXHU J1a je:

Pans)= tim LS e

k—o© gk gedf(x')

[oka3. Buneruy [30].

Axo je hyHKIHMja f KOHBEKCHA, OHJA BaXKH Ja je

f+z2-5)=f(x)+2- f'(x,5)+olt) | (5.2)

IITO C€ MOYKE CXBATHTH Kao je/IHa TuHeapu3annja pyHknuje f (Bumetu y [34]).

Jlema 5.2.3. Heka je f :S—>Ru{+oo} KOHBEKCHa (yHKIMja neduHHCcaHA Ha

KOHBeKcHOM ckymy S < R". Tana je ckyn of (x) orpaHuyeH 3a Vxe B cintS, rue je

B KommakTaH CKyTI.

[oka3. Buneruy [48].

[To3nato je ma ako je f:R" > RU {+ oo} COIICTBEHA KOHBEKCHA (DYHKIIMja, OHJIA je

norpebaH M JOBOJbAH YCJOB Ja Tauka x € R" Oyzae Tauka MUHUMyMa (yHKIuje f
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ynpaBo ycioB 1a 0€ of (x) (Teopema 1.1.4). To ce anTepHATHBHO MOKE 3allUCATH U

Ha cnenehu naunn: max s'g>0, VseR", s|| =1 (Bugetn y [8]).

gedf (x)

[IpetnoctaBUMO Aa Ha K -TOj UTEpaLUjU IMOCTOJU CKyN MHAEKca [, = {1,2,...,k} u
Ia yyBamMo uHpopmauuje y bundle-y B, = {(xi, f (xl. ), g, ]i el, }, Tj. y cKymy ypehenux
TPOjKH KOj€ C€ CacToje U3 TauKe X,, BpeAHOCTU QYHKUUje [ y TOj TaukH, Tj. f (xi ), u
jemHoT MpOM3BOJEHOT CyOrpanujenTa GyHKuMje [ y TOj Tauku, Tj. g, € Of (xi), U TO

3acBako iel, .

CBaka Tpojka U3 ckyna B, neduHuIIe jeaHy JHUHEapU3alujy fl(x) ¢byHKIMje

usba mpobdnema (5.1), koja je gara ca:
fi(x):f(xi)+giT(x_xi) raeje iel, .
Axo je [ xoHBekcHa (hyHKIM]ja, OHJA BaXH 1a je f (x)z mggc{f (z)+ gT(x—z)},

rae je geof (z) (Bumetn y [18]). 300r Tora je MHTEpECAaHTHO pa3maTrpaTu cieachy

dyHKIH]Y:

A

7i(x) = max £,(x) = max{f (x,)+ g (x=x,)}

0<i<k 0<i<k

KOja je y JuTepaTypu No3HaTta Kao cutting plane dyHximja. O4urieqHo Baxu 1a je

flx)= fk+l(x)2 fk(x) 3a CBako x € R".

Pasmotpumo, cana, cnenehy pyHnkimjy

A

q>k<x>=ﬂ(x)+inxk—x

2

: (5.3)

~

rae je ¢, >0 mar mapamerap. Ounriemso Baxu 1a je D, (x, )= £ (x, ).

OdyHKIHja fk(x) je eo 1o jaeo nuHeapHa (pyHKIMja ¥ Kao TaKBa OHA j¢ 3aTBOPCHA

U KOHBEKCHa. Bure ox tora, pyHkuuja fk(x) ce MOXe pa3MaTpaTH Kao KOMIIO3ULIMja

JUHeapHUX (QyHKUHWja, Tj. max fl(x) Tapa, 3a natu mapametap f, >0 dyHkuMja
0<i<k

nedunncana ca (5.3) je 30up jenHe audepeHIMjaOMIHE KBaapaTHe (YHKIHjE H
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MaKkcUMyMa JIMHeapHux ¢yHkuuja. Jlakne, 3a gatu ¢, >0 ¢yHkuuja negunucasa ca

(5.3) je 3aTBOpeHa KOHBEKCHA HernaTka (pyHKIHja.

Axko ze@CDk(x) OHJIa ze@fk(x)+ 6(%”xk—x”2j. Opatne cnenu na, ako
k

zeafk(x)wttl(x—xk), oHJia je z=§+%(x—xk) 3a HEKO gfe@fk(x). Kako je ﬂ(x)

k k

MaKCUMyM JIMHeapHuX (QyHKIHja, Ha ocHOBY Jleme 5.1.7 cieau na je g = Z/Ii g, rne

iel}

fk(x):f[(x)} ug, e@f(xi),iefk,z/ii =14, 20, 1j. ¢ je KOHBEKCHa

iel

je fk:{ielk

KoMOMHanMja cyOrpaaujenara u3 bundle-a B, .

AJ'IFOpI/ITaM, KOjI/I hemo OBAC MPEACTaBUTH, TI'CHCPUILIC HU3 TadaKa {xk} Ha

cnenehu HaunH. Ha k-10j utepanuju pasmarpamo ¢yHkuujy nedunucany ca (5.3) kao
jenHy ampokcuMmanujy ¢yskuuje musba f mpobnema (5.1) y HEKOj OKOJIMHHM Tauke

A

X, 1. CDk(x)z fk(x)+%||xk—x||2. 3a cnenehy wuTepaTHMBHY TauyKy 3TOJHO je
k

uzabparu x,,, =x, +90,, TIe Kopekuuja 6, MuHUMHU3Upa (QyHKUHjy D k(x) 3a CBE
x=x,+0€Q,, npudemy Q, o3HauaBa frust region. Hanume, ), o3HauaBa OKOJIHHY
Tauke x, y ko0joj ¢yHkuuja aepuHucana ca (5.3) anpoxcumupa (QYHKIHU]Y LUIbA

npo6siema (5.1). Crora Baxu 1a je:

0<i<k
k

®,(x, +5):= ]A‘k(xk +5)+%”5”2 = max {f(xi)+ g(x,) (x, +5—xi)}+%||5”2. (5.4)

YobuuajeHo je pa3marpaTH ciaydaj kaga je =B(xk,hk) U O, je peleme

notmnpoodiemMa
m&in@k (x, +0) Tako na ||5|| <h, . 5.5
Axko CDk(xk +5) JOCTHXKE MUHMUMYM Ha R" y o, , onna Baxu j1a 0 e GCI)k(xk +5k),

1. O € éf(xk + 5k)+tl5k. Opnatne cienu a Baxu J1a je —tlék € 8f’(xk +5,) .
k k
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Kako o6, y (5.5) mopa na 3a10BOJbM YCIIOB ||5k||shk, pasmorpumo cienehu

npobiiem:

max

2 A8

iel,

Tako na Y A4, =1,4,>0 . (5.6)

iel

rne g, €0f (xi ),i el .- IIpobnem (5.6) yBek uma pereme, jep jeé To MaKCUMyM HOpMe

Ha cumIniekcy. O3HaunMo ca A, pememe npobdiema (5.6).

3a pagujyc trust region-a MOXXeMO W3abpatu h, =t g, Ile je g MaKCHUMaJHa

BpeaHOCT PyHKITH]e 1nIba mpobiema (5.6), Tj. Baku ciezaeha jeTHaKoCT:

> g

iel)

h =t, max (5.7)

= M
ielf
2,20

[Tox mpernocraBkoM (5.7) mormpoOiem (5.5) uma pememe Koje ce ToKiama ca

pemiemEeM HpO6HCMa min <Dk(xk + 5) . HaI/IMC, BaXXU Cne,ueha TCOpEMa.
SeR"

Teopema S.2.1. Heka je nara Tauka x, . AKo je /i, OupaHO Tako Ja BaXXU J€HAKOCT

(5.7) 3a natu nmapamerap ¢, >0, oHna noTnpobiaeM (5.5) UMa JEAUHCTBEHO PELICHE

KOj€ j€ HCTOBPEMEHO U peleme npodinema min®, (x, +9) .
SeR"

/lokas. Y naroj Tauku X, (QYHKIHja IUJba noTnpodiaema (5.5) uMa cyOrpaanjeHr:

a(x, +8)+ 15 c0d(x, +5),

1

rae je gf(xk+é')::g5:z&l.gi 3a g, eaf(xi),iefk U BaXH Ja Z/Il. =14 >0, npu

ieik ieik
wemy je I, =y e 1|7, (v, +8)= £ (v, +8)= (5 )+ & (x, +6-x).
Axo je Tauka x, +0, Tauka MHHHMYMa 3a (yHKIH]y d)k(xk +5), OH/IA BaXH

0e€od,(x, +0,) n onatne Baku 1a je tlc?k =—g(x, +5k):—z&gi, Ipu 4eMmy je

k ieik

g, eaf(xi),iefk 3a Zﬂi 1,4, >0,rneje I, ={jelk‘j}k(xk +6,)=fi(x, +5k)}.

iel;
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Ha ocHoBy (5.7) 3akipydyjeMo na Baxu na je h, >t, legk)gi :tki”@(”:”@c”.

iel;
aKJe, Clienu 1a je o, = —t ¢ penieme norapodiaema (5.5). Peneme je jeIuHCTBEHO
Je o & P p AL
jep je @, cTporo KOHBEKCHa (yHKLHja (Kao 30Mp MakCUMyMa JIMHEapHUX (yHKIHja

Y jeJTHE CTPOTro KOHBEKCHE KBaJpaTHE (PyHKIH]E). W

Hocaennmna 5.2.1. Heka je nara tauka x,. Ako je /, OMpPaHO Tako Ja BaXH

D Ag,

icl;

h, =t nzftgzzcl (ymecto (5.7)), onma motmpobnem (5.5) uMa jeTUHCTBEHO

iely
>

;2

peliemne, Koje je HICTOBPEMEHO U peliehe mpodiiema 1;15;1”1 D, (x,+0) .
S

[loka3z Axo uzabepemo /i, Tako na Baxu (5.7), onaa Ha ocHOBY Teopeme 5.2.1 cinenun
Jla TIOCTOjJU pemiewme mpodsiema (5.5), Koje je MCTOBPEMEHO W peIIeHe MpodiieMa

min®, (x, +0) . [Ipenusnuje, mocroju pememe npodnema min®, (x, +J5) Ha cKymy
SeR" SeR"

> g

iely

S, = 5| ||5|| <h,h =t, max . Axo m3abepemo nma je h, =t, max

ieik
220

248,
=

i
iely

;2

ymecTo (5.7), oHma Tpaxumo pememe npodnema min®, (x, +0) Ha MWHUpPEM CKYITy
SeR"

S =1 8| |8 < .y =1, max , jep B na je S, = S (360r I, = 1,). lakre,

iely,
220

ZI &-g,-‘

aKo pelIeHe MPHIaa TMOACKYNy S, OHJa TO pellemhe NMpumaga U CKymy S, rae
S, cS.
Pememe je jenunctBeHo jep je @, cTporo KOHBEKCHa (yHKIMja (Kao 30up

MaKCUMyMa JIMHeapHUX (yHKIHMja U jeJJHE KBaJpaTHE CTPOro KOHBEKCHE (PyHKIIHje). W

Hanomena 5.2.1. TIpo6nem (5.6) yBek uma pemieme, jep je TO MaKCHMyM HOpME Ha

cuMmrIuiekcy. bynyhu na Baxu na je:

max

2

S| <mas! S alel} < 34 mle]| -mpe] 54 -

iel),
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IJic TOCICIa jeMHAKOCT BaKH 300T orpaHmyema y mnpodiemy (5.6), Tj.

b

Z/ii =1,4, 20, 3a panujyc trust region-a 6upamo na je h, =t,g,raeje g = max”gi

iel, iely

1j. (5.7) je ympaBo h, =t, ;gzx”g,"

[Ipe u3narama aaropuTMa, CioOMEHUMO J1a hemo Ha k-Toj UTepalju O3HAUYUTH ca
Af,=f(x,)-flx, +5,) cTBapHO  cMameme  ¢ymkmmje  f()  u  ca

Afy

AD,=f(x,)-D,(x, +5,) ouekuBaHO cMameme dyHKIHje. Pasnomak 7, = D
k

Mepu TaunocT kojom @, (x, + &) anpokcumupa £ (x, +6).

Pasnomak 7, wurpa BaxkHy yinory y H300py HOBE HWTEpaTWBHE Tayke X,,, H
aXypHupama paaujyca h, 3a trust region. Axo je pasnomak Onm3ak 1, To 3Ha4UM 72 je

anmpoKcHMaIrja J100pa U Ja MOKEMO TPOIIUPUTH trust region 3a HOBY UTEPATUBHY
TauKy; aKo je pa3jioMaK OJiM3aK HyJIM WIM HEraTHMBAaH OHJAa MOpPaMO CY3WTH [rust

region.

Auaropuram 5.2.1.

Kopak 0: Heka je f nara koHcranTa TakBa aa je 0.5< f<1.

Heka cy &€ u g 10BOJHAHO Majld peaiHH MMO3UTHBHU OPOjEBH.
Hexka je nata nodyerHa tauka x, € R" u ¢, =1.

Craputm naje k=1u [,=0, B, =0.

Kopak 1: 3a nato x, mpauysaru f, = f(x,) u g, = g(x,).

Crasuty maje I, ={kjU I, \S, ,rmeje S, = {i € Ik_l‘”xi —xk” > ,u}.
CraButy 1a je B, = {(xi,f(xi),giji € ]k}.

Pemmru npo6nem (5.6) ca I, ymecrto I , Y O3HAYUTH ca h,

BEroBo pemewme. CraButu naje h, =t.h, .

Kopak 2: Pemuru npo6aem (5.5) u ca 0, 03HaUUTH HETOBO pEILEHE.
O3zHauuTty ca

jk :{iEIk f/c(xk +5k):fi(xk +5k):f(xi)+giT(xk +0; _xi)}'
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Kopak 3: Axo je ||5k|| <¢&,onnga CTOII Nnaue pemmtu mpodiem

min

D A8,

iel,

TaKo J1a Z/Il. =14, 20

iel;

u o3Hauntn ca A meroo pemerse.

> Mg,

iel;

Ako je < ¢, onna CTOIIL. HMuauye nhu na Kopaxk 4.

Kopak 4: M3pauynatu f(xk +6; )a & (xk +0, )a A, M@, 1; -
Kopak 5: Axo je 7, > oHAa CTaBUTH Aa jeX,,, =X, +0, ,t,,, =1, k=k+1

u nhu Ha Kopaxk 1. Mnauye nhu na Kopaxk 6.

Kopak 6: CraButn 0, =—Z/1§")gi S Xjal =X sl = %tk,k =k+1

iel,

u nhu Ha Kopaxk 1.

Jlema 5.2.4. Hexa je {xk} HM3 reHepucan AunroputmoM 5.2.1 TakaB ga x, — x',
X, =x'+a,s,, s, —>s,a, 40,rme ||sk|| =1. Tana Baxu n1a je

A A

folx)= () =0le,) - (5.8)

Buie oz Tora, Baxku 1a je ]{l_l:lifk (x,)=r(x) .

Hoxas. Osmaanmo ca f, = f(x, ) f'= /(). gi =gl )ed(x)n g'=gl¥)ed".

Kaxko je @, xoHBekcHa QyHKIM]ja, OHAA U3 (5.2) claeau Ja BaXH Ja je

!

q)k(x""aksk): ch(x!)-i_ak Dy (x'ﬂsk)+0(ak)

Opnasne, Ha ocHOBY Jleme 5.2.2, cnenu:

O, (x' +a,5,)=0,(x)+a, - max g's, +ola,). (5.9

gedd, (x')

. . L1
Ako je zeod,(x') TakBo ma z's, = max )gTsk, ouma je z=g+—(x'-x,) u
geod, (x'
k

L@)=£6)) n g edf(ehiel,, Y2 =1420.

iel,

§=Zz,.gi, rae fk:%elk

iel;

Opnaspne, Ha ocHOBY (5.9), cnenu:
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A

fk(xk)z q)k(xk)= CDk(x' + aksk): d)k(x')+ a,z's, + O(O‘k)z ch(x’)+ ZT(xk _x')—l_o(ak)

0<i<k

= max {7 (e )+ g (¢ xSy, — +] &+ (e —x) T(xk —x')+o(ay)
2t, t

oV (-5 s +(zzg, lakskJ (s, ol b,

iel; k

- ) ele Y () +[zzg,] (s )+ ola b,

iel,

- (%) —2—ak [Zzg,JT a,s;)+ola,)=J,(x)+ola,).

iel;

A

Jlakie, oOunu cMo J1a Baxku J1a je fk(xk )-fi(x)=0(a,) .

Kaga  k—o  umamo lzm fk(xk)— I{zm {max( fi+g(x, —x ))} Kako je

I<i<k
flx)> fkﬂ (x)> ]}k (x) 3a mpomsBosBHO x € R", clieny 7a je Hus {Ak(x)} pactyhu u
orpanumueH opmosro. Kako x, — x', HOdYeBIIM OX HEKOT JOBOJGHO BEIUKOT K
OECKOHAYHO MHOTO Tayaka HU3a NPHIANA OKOJIMHH Tadyke X . 3aTo, 300T YHIbEHUILE

na je f(x’)=max{f(z)+gT(x'—z)} rne gedf(z), moxemo TBpoMTH ma je
zeR"

£ (x")= tim{ max(, + g7 (x, - x,));.

k—owo N I<i<k

AKO TPETIOCTABMMO CYIPOTHO , Tj. xa je f(x')> llm{max( fi+gl(x, - ))}, OHZIA

k—o \ I<i<k

Baxu 1a je f(x )>max(f +g!(x, xi))ka +gl(x, —x,)= f, 3a crako k. Onarre,

1<i<k

Kaga k — oo nobujamo naje f (x') > f (x') (360r KOHBEKCHOCTH (DyHKIHjE [ ). W

Jlema 5.2.5. Heka je Hus {xk} TeHEepUCaH aIrOPUTMOM TakaB Ja X, — X',

x, =x'+a,s,, s, =S, a, +0,rmeje ||sk||:1. Tapna je /{im¢k(xk)=f(x').

Hoxas. Kama k — o, onna, Ha ocHoBy Jleme 5.2.4 u (5.3), cienu na Baxu jaa je

2
, OHZIa

I{im ¢, (x,)= I{im f.(x,)=f(x') .Ako o3Haummo ca @ (x)= 1. (x) Y

0

A

je @, ()= f.(x)=f(x).m
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Ocraje jom 1a ce JOKaXke IIIaBHU pe3yJITarT.

Teopema 5.2.2. Heka je Hu3 {xk} reHepucad AnroputMom 5.2.1 TakaB Ja
x, € Bc R",Vk rae je B xommnakran ckyn. Tajga nocToju Tauka HaroMuiIaBamba X,
HU3a {xk} KOja 3a7I0BOJbaBa MOTPeOaH W TOBOJbAH YCJIOB Aa OyJe Tauyka MHHHUMYMa

npobaema (5.1), Tj. TakBa 1a BaXkH 11a je

maxs'g>0 ,VseR" :||s||=1,Tj. 0eof. (5.10)

geof,
(rne of. =of (x. ).

Jlokas. Kako je B KOMIAKTaH CKyIl U X, € B, cieau Ja HU3 {xk} uma 6ap jenHy
TauKy HaroMuiaaBamwa x° . OmaTiie cienu 1a MoCTOju KOHBEPIreHTaH MOJHU3 X, —> X, .

Anropuram 5.2.1 reHepuiiie MoJAHU3 3a KOjU BaXKU jeAHa oA cienehe nBe MOryhHOCTH:

(i) r, < monarie ||5k|| —0 , um

(i) =B ninf(h)>0.
[Toxazahemo na (5.10) Baxu y o0a ciyuaja ((7) unu (ii)).

VY cnyuajy (i) Baxu ga je r, <[ 3a cBako k moguum3a. Ha ocHoy Jleme 5.2.3 u
Kopaka 6 Anroputma 5.2.1 Baxu naa ||5k|| — 0 kama k —oo. Hamme, y Kopaky 1

Anroputma 5.2.1 Mema ce CKyn MHAEKca [, Tako HITO ce J0jaje HOBO k, anu He

nonajeMo HOBU cyOrpamujeHT jep cmMo Ha Kopaky 6 Ausroputma 5.2.1 Oupanm

X, =X,, u 300or Tora mpobiem (5.6) MMa HCTO peEUIEHE Ka0 U y MHPETXOJHO]

. . - 1 1 .
utepauuju. Jlakie, Baxku na je h, =t h, :Etmhk . =5hk71, TJ. CY3WIH CMO trust

region . Kako cBako x, € B u B je, IO NPETHOCTaBLY, KOMIAKTAaH CKYIl, OHJA j€, Ha

ocHoBy Jleme 5.2.3, cBaku o1 ckymoBa of (xk) OrPaHUYEH (3a Ta4yKe X, TOT MTOJHU3A).

YumeHnIa je ga ako CKyIl MHAeKca [, IpeacTraBiba CKYII “aKTUBHUX AejioBa” y X
k ko

KOjU je CKOpPO YBEK jeHOWIAH, OHJA je pememe mpoodiema (5.6) TpuBHjamHO, jep

3axTeBa MaKCHMH3AIM]y HOPME Ha CHMIUIEKCY, M 3aTO C€ PEIyKyje Ha HalaKeHmhe
HopMme g,,i €[, . Kako ¢, = 0 xaga k — o (360r Kopaka 6) cnequ na ||5k || — 0 kaga

k — o0,
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bynyhu na je 0f, orpanmdeH y okonuHu Tauke x, (Jlema 5.2.3) 3axmydyjemo na
IIOCTOjH TOJHHU3 3a KOjU BaXu Aa g, —> g, , a 30or Jleme 5.2.1 cnemn na g, €of, .

Kaxko ||xk+1 —xk||:||5k||—>0 Kaga k — oo (Ha momHusy), 30or Kopaka 1 Anroputma

5.2.1 u Jleme 5.1.7 cneam na ||xl. —xk”—)O,i el,. Kako cy 0f, 3a i</, orpaHnuueHu
CKYITIOBU Yy OKOJIMHU TauKe X, , CIEAU Ja 3a MPUAPYKEHH MOAHM3, 32 KOjU BaXKH Ja
g, — g. 3a iel,,naocnosy Jleme 5.2.1 Baxu 1a g € 0f, . Kako je df, KoHBekcaH

CKYTI, CJIe/ll J]a CBaka KOHBEKCHAa KOMOMHAIMja Tayaka U3 CKyna Of, NpHUMajga CKyIy

o, 1. 8,=> g edf,, tne 5= g >5,=> A" . Byryhu na

iefw iel; iel

0, >0, n ||5k||—>0,cnezm na 0eof, .

VY cnyuajy (ii) Baxu f,—f, 2 ZAfk (roe je cyma y3eTa 1o MoJIHU3Y) ¥ Ha OCHOBY
k

npeTnocraBke Ja je r, = f cieau na A®, — 0, jep je f, — f, KOHCTaHTa.

Heka % 3amoBosbaBa HejemHakoctT 0<h <inf(h, ) u Heka je § Tauka MUHAMyMa
byHKITH]e CDOO(xw +0 ) 3a ||5|| <h. Kako Tauka X=x_+0 [pHIaga CKyIy
Q, = B(xk,hk) 3a JIOBOJbHO BEJIUKO k , HA OCHOBY Jeuuunuje AD, U YUmBEHUIE 1A
MUHHMYM Ha MambeM CKyIy HHje MambH 0]l MUHUMYyMa Ha Behem ckymy, ciieau

D, (x,+5)=D,(x, +¥-x,)2®,(x, +5,)= f, - AD, . (5.11)

Kako cy f u @D, HenpekuaHe kao KoHBekcHe QyHkuuje, u kKako AD, — 0 u

X—x, =0 xana k —> o0, u3 (5.11), Ha ocHoBy Jleme 5.2.5, 3aK/byuyjeMo a BaKu:
q)w(xw +5)2 £ —0=(I)Oo(xo0 +0) .

[Ipumerumo na, xkako je 0 =0 Tayka MUHUMyMa (yHKIIH]jE CDOO(xOO +5) 3a ||5|| <h,
ouma crnemu na je 6 =0. Byayhu ga & =0 mumummsupa @ (x, +5) u Kkako
TOCTIe e OrpaHHYeHh-¢ HUje akTHBHO (jep je 0<h <inf (hk)) cleu aa je moTpedan

YCIIOB TPBOTI' pejia 3a €r3uCTEHI]y MHHHMyMa 3a10BoJbeH, Tj. 0€0f, (jep je

CDOO(xOO+0):fw(xm):f(xw):fw). Kako je ¢ynkumja f KOHBEKCHa, TO je U
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JIOBOJbAH YCJIOB 3a er3ucTeHIujy riaobdansor muaumyma (Teopema 1.1.4) mpobiema

(5.1) y Tauku x_.m

Anroputram 5.2.1 je koMOuWHaIMja trust region MeTONEe ca cTparerujoM bundle
MeToja. To je HOB MPUCTYI peliaBamy Heau(epeHIIN]a0MITHOT KOHBEKCHOT TIpobiieMa
(5.1). Ykonuko ce kopucre Heke apyre Hopme y (5.3) moryhe je ouekuBaTH npyre

pe3yiTare.

5.3. TRUST REGION - KOHJYT'OBAHO CYBI'PAJIMJEHTHHU AJI'OPUTAM

OBae  hemMo  WM3NOXHUTH  ajnropuTaM  3a  MHHHMHU3AIU]y  KOHBEKCHE
Henudepenyjadbunne QyHKIUje, KOju ce Oa3upa Ha trust region CTpaTeTuju U
KOHjYTOBaHO] CyOrpamjeHTHO] Meroxn”. JIOKa3aHO je 1A HU3 Ta4aka TCHEPHCAHHX
TUM QJITOPUTMOM KOHBEPrupa Ka TadKd KoOja 3a/J0BOJbaBa IMOTpeOHE W JOBOJHHE
ycioBe MuHMMyMa (yHKuWje nusba npobinema (5.1). Pag je msnoxen y [41] u

TPEHYTHO j€ Ha PEeLeH3UjH.

Kao u o cana, pasmarpa ce nmpo6oiiem (5.1), 1j. cneaehu npobiem:

min f(x),

xeR"

rieje f:R">RU {+ oo} KOHBEKCHa M He 00aBe3HO audepeHunjadbuiaHa QyHKIuja
KOja ¥Ma Hempas3aH CKyl MHHAMYMa, kKoji hemo o3HauuTtn ca X .

Anroputam, koju hemo oBIe M3JIOXKUTH, Oazupa ce Ha KOMOWHAIUJU trust region
CTpaTervje W KOHjyroBaHe cyOrpaauwjeHTHe Metone. Mneja je cmenmeha. Ha k-1oj
uTepauuju anpokcumupahemo pyHkuujy uupa f mnpobiema (5.1) HekoMm QyHKIHjOM

@ wu onga he 6utm pazymHO Ja ce MPETIOCTaBy Ja je Moryhe aeduHucaTu OKOIUHY

? Buire 0 KOHjyroBaHoj CybrpaanjenTHoj Metomu Bugetn y [105].
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Tauke X, Yy Kojoj ce anpokcumanuja @ ¢yHkuyje mba f Mokiana ca (GpyHKIHjoM
mba y HeKoM cmucay. Tama je 3a cnenehy mTepaTHBHY Tauky HOTOAHO M3a0paTu

Ta4Ky y KO0jOj ce anmpokcumatuBHa QyHkiuja @ muHMMU3Mpa Ha R" y pa3MaTpaHoj

OKOJIMHU Tauke X,, Tj. IPUMEHUTH frust region TEXHUKY. AKo ce ampokcumaruja @
byHkumje muiba f He mokjamna ca GyHKuujoM f y oaroBapajyhemo cremeHy, oHa

pemaBamo npoGiem (5.1) KoHjyroBaHo cyOrpaaujeHTHOM MeToaoM (ymecto bundle

TEXHHKOM Kako je To ypaheno y [40]).

[IpetnoctaBUMO J1a Ha k -TOj UTEpaALMjU MOCTOJU CKYyIl UHAEKca [, = {l,2,...,k}, U
na dyBamo uH(popmauuje y bundle-y B, = {(xi, f (xi ), g, )|i el k}, Tj. bundle je ckyn
CBHUX ypeheHHX Tpojku Koje ce cacToje u3 Tekyhe Tauke X;, BPEIHOCTU (YHKIH]jE
usba npobnema (5.1) y Toj Tauku, Tj. f (xl.) U jenHor cyOrpaaujenta g; € of (xi), pu
YeMy ce CBa Ta TPH IoJaTKa OJHOCE Ha MHJAeKce n3 ckyna /, . CBaka ypelhena Tpojka
y bundle-y B, onpebyje jenHy nuHeapu3anujy fl(x) dysKIHMje mrIba nmpodiema (5.1),

Koja je neduHucana ca
fi(x)=f(xi)+gl.T(x—xl.),3a iel,. (5.12)

AKo je f KoHBEKCHa (DyHKIIMja, OHJIa BaXKU J1a j& f(x) = max{f(z)+ gT(x - z)}, rae je

zeR"

geof (z) (moxazano y [18]). Jlakite, MOkeMO 3aKJbyUNTH J1a je QyHKIHja

Fiw)=max f,(x)= maxf (x)+ g (x- %)} (5.13)

0<i<k 0<i<k

(koja je y nuTepaTypu Mo3HATa Kao cutting plane dhyHkumja) modpa ampokcuMmaliyja

¢yukuuje f . OuurieqHo Baxu 1aje f (x)z fkﬂ(x)z fk(x) 3a cBako x € R".

Pasmarpajmo cnenehy pynkuujy:
~ 1 2
CDk(x):fk(x)+5||xk —x|| . (5.14)
Huje temko 3aksbyuntd na Baxu aa je O k(xk): fk(xk). dyHKIHja ﬂ(x) je 1eo 1o
Jieo JInHeapHa (pyHKIMja M Kao TakBa OHA je 3aTBOpeHa KOHBeKCHa (yHKIuja. Bure
0J1 ToTa, fk(x) ce MOXK€ pa3MaTpaTH ¥ Kao KOMIIO3WIIMja JUHEApHUX (yHKIHja, Tj.

max f,(x) 30or Tora je d¢yHKuuja dbk(x), Kao 30up jemHe nudepeHIHjaduIHe

0<i<k
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KBaJpaTHe (QYHKIMje M MaKCHMyMa JIMHeapHHX (YHKIMja, 3aTBOpEHa KOHBEKCHA

HeudepeHjaduiIHa GyHKIIHja.

Ako zeo®,(x), onma ze 8ﬂ(x)+ 8(%||xk - x||2j . 360r Tora z € afk(x)+ X—X, u
z=g+Xx—X, 328 HEKO g € G‘fk(x). Kako je fk(x) JICO TI0 JIe0 JuHeapHa (QyHKIMja 1

geéﬂ(x), oHna, Ha ocHoBy Jleme 5.1.7, cnenm nma je g= X Ag, tae je

iel;

ﬂ(x):ﬁ(x)} u gieaf(xi),iefk,le:l,/lizo, Tj. & je KOHBEKCHa

iel;

fk:{[elk

KoMOMHaIuja cyorpaaujenara u3 bundle-a B, .

AnroputaMm Koju hemo OBIe W3IOKHTH TEHEPUIIE HU3 Tadaka {xk} y R" Ha

cnenehu HaumH. Ha k -10j urepaumju pasmarpamo pyHkuujy aepunucany ca (5.14)

Kao jeHy anpoKCUMAaTuBHY QyHKIM]y (pyHKIMje nusba f mpobiema (5.1) y okonuHu
Tauke x,, 7j. O, (x)= fk(x)Jr %”xk - x||2 . 3a cienehy utepatuBHy Tauky O6uhe 3romHO

u3abpartun x,,, =X, +0,, Ile KOpekuuja &, MUHUMHU3UpPA (QYHKIH]Y d)k(x) 3a CBE
x=x,+0€Q,, npuuemy Q, o3HauaBa frust region. Haume, (), o3HauaBa OKOJIHHY
Tauke X, y Kojoj ¢pyHkumja nedunucana ca (5.14) anpoxkcumupa QpyHKUH]y Luba

npobnema (5.1). dynkuuja nedunucana ca (5.14) moxe ce 3ammcatu Ha cieaehu

Ha4YuH:

@, (x, +5)= folx, + 5)+%||5||2 = max{f(xi)+ g ) (x, +5—xi)}+%||5||2 . (5.15)

0<i<k

YoOuuajeHo je pa3MaTpaTd cioyyaj Kajaa je Qk:B(xk,hk) U O, je peliewme

cieneher npobnema

min®,(x, +38) Taxoma [J|<h, . (5.16)
Ako @, (x, +5) noctmxe MuauMym Ha Ry &, , Tana Baxu 1a 0 0D, (x, +J,), Tj.
0edf(x, +6,)+,, 1. -8, €9f (x, +5,)

Ako kenuMo na pemieme mnpobinema (5.16) Oyae Tauka MuHUMyMa (GYyHKIUjE

D, (xk +0 ) KaJla MUHMMU3allKjy BpIIUMO Ha 1einoM R”, oHza &, Mopa aa 3a70BOJbU

yCIIOB ||5k|| <h,.
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Pasmarpahemo cnenehn nmpobiem.

3a mate g, € 0 (x,),i € I, w3pauynatu A, kao pememe cieaeher mpodmema:

max| > A.g,

iel;

Tako ma Y A, =1,4,20 . (5.17)

iel;

Moxemo Oupatu trust region paaujyc h, Kao MaKCHUMajJHy BpPEIHOCT (YHKLHUje

nusba npobsema (5.17). Ilpobnem (5.17) yBek mma pemiewme, jep jeé TO MaKCUMyM

HOpMe Ha cuMIuiekcy. byayhu na Baxu na je:

max

248

iel),

b

<mas| S lel| < Sl =g .4 = male

iel), iel)

IJic TOCIeAma jeTHAKOCT BaKW 300r orpaHudewma y mnpobiemy (5.17), Tj.

Z/ii =14, 20, 3akipydyjemMo na je trust region pagujyc h, =g, raeje g = max”gl.

iel, iel)

5

Tj. pememe npobdsiema (5.17) je:

h, :rflggx||gl.|| . (5.18)

Baxu crneneha treopema.

Teopema 5.3.1. Heka je nara Tauka x, . AKo je /i, OupaHO Tako /a BaXXU J€IHAKOCT

(5.18), onma motmpodiieM (5.16) uMa jeIUHCTBEHO pelIeHhe KOje je MCTOBPEMEHO U

pemewe npodnema min®, (x, +0) .
SeR"
[okas. Y natoj Tauku x, (yHKLHUja Iuba noTnpobiaema (5.16) uma cyOrpaaujest:
g(x, +8)+ 6 ed0(x, +6),

rIe je g(xk+5):=g=2/1ig,. sa g, e€0f(x,).iel, u Baxu ma Z/L =LA >0, npu

iEIAk iefk
sewy je I, = € 1|7il +0)= £, +6)= £(x)+ & (x +5 ).

Axo je Tauka x,+0, TadKka MHUHUMyMa 3a (QYHKIH]Y CDk(xk +5) Kajga ce

MUHUMU3alMja BpIIU Ha R", OHJA BaXKu Ja OEGCI)k(xk +5k) U OfIaTiie BAXKHU Ja je
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5, =-g(x, +5k):—2/1igi ,upu uemy je g, €df(x,)iel, 3a Z/Il. =1,4 >0, rze je

iely iel}

jk = {’ Elk‘f/c(xk +5k): fi(xk +5k)}'

Ha OCHOBY (5.18) 3aKJbY4y]EMO hit:} BAXH na je
h, :nli(];ix”gi”Zmax{zi:li”gi”}zmax 2 Agi|= Zilxll.giH: — Zi:ﬂ,igi :||5k , 32 ;/”t[ =1,

A, 20. Jlakne, cienu na je O, =—g peuiewe nornpodiema (5.16). Pememe je
jeauHcTBeHo jep je @, crTporo KoHBeKCHa (¢yHKIMja (Kao 30uUp MakcuMyma

TuHeapHUX (PYHKIM]a U jeJTHe CTPOro KOHBEKCHE KBaJpaTHE (PyHKIH]E). W

Hocaennmna 5.3.1. Heka je nara tauka x,. Ako je /i, OMpPaHO Tako Ja BaXH

h, = m?x”gi” (ymecto (5.18)), onaa motnpobiem (5.16) UMa jeMHCTBEHO pelIen-e,

KOj€ je HCTOBPEMEHO U pelee npodinema min®, (x, +9) .
SeR"

oxkaz Axo uszabepemo A, Tako na Baxu (5.18), onna Ha ocHoBy Teopeme 5.3.1
clemy Ja TOCTOjH pelieme mpodiema (5.16), Koje je WCTOBPEMEHO W pEIICHE

npoOiema min®,(x, +0) . IlpeuusHuwje, TOCTOjU  pememe  npodiema
SeR"
igaind)k(xk +0) Ha ckymy S, :{5| ||é‘||£hk,hk :qu”gl.”}. Axo uzabepemo na je
eR" i€l
h, = mgzx”gi” ymecTo (5.18), oHIa TpakUMO peliemke mpodiieMa rgnin(Dk(xk +0) Ha
iel, er"

mpeM ckymy S :{ 5| ||5|| <h,h, = mtlzx”gi”}, jep Baxu n1a je S, < S (360r fk cl,).

Jlakiie, ako MOCTOJU pellemhe Ha MOJCKYIy S,, OHJa Mopa IIOCTOjaTH pELICHE Ha

ckymy S,jep S, S.

Pemewe je jenuncTBeHo jep je @, crTporo KoHBekcHa (yHKIMja (kao 30up

MaKCUMyMa JIMHeapHuX (QyHKIIHja U JeTHE KBaJpaTHE CTPOTr0 KOHBEKCHE (QyHKIIH]C).m
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[Ipe mznarama anropuTMa HaBeIUMO Ja heMo Ha k -TOj UTepallju O3HAYUTH ca
Af,=f (xk)— f (xk + 5k) CTBAPHO  CMameme  (PyHKIHje f () u ca
AD,=f (xk)— () k(xk + 5k) OUYEKHBAHO CMabEHhEe PYHKIIH]E.

N,

k

Pasnomak r, = Mepu TaunocT Kojom @, (x, +J) ampokcumupa f(x, +6).

Paznomak 7, urpa BaxHy yjnory y u300py HOBE UTE€pPAaTHBHE Tauke X,,, U aXXypHUpama
trust region panujyca h, . Axo je pasnomak 6nuzak Opojy 1, oHIa je ampokcumaruja

no0pa; ako je pas3ioMak OJu3aKk HyJId WIM HEraTUBaH, OHJAA alpoKcHUMalMja HHUje
no0pa ma HamyITamo trust region u cienehy UTepaTuBHy TauKy OMpamMo KOHjyrOBaHO

CyOrpaujeHTHOM METOJIOM.

Cana hemo MNPEACTaBUTH aJITOPUTAM.

Auaropuram 5.3.1.

Kopak 0: Hekacy £ u 77 koHcTaHTe TakBe 1a Baxu 0.5< <l m O<n<l1.

Hekacy €,y u ¢ NOBOJbHO Maju peajiHU MMO3UTUBHH OpPOjEeBH.
Hexka je nata nouerHa tauka x, € R".

n —
3a nato x, € R" wspauynatu g, = g(x,)e of (x,).

CraButu na je k=1, h, =||g1|| ul,=09, B)=0.

Kopak 1: 3a nato x, uspauysaru f, = f(x,).
CraButu na je [, = {k}u[kf1 \S,,raeje S, = {i € ],H‘”xi —xk” > ,u}.
CraButu 1a je B, = {(xi,f(xl.),gili € Ik}.

Wzpauynatu h, = max”gi”.

iel)

Kopak 2: Pemmru npo6iem (5.16) 1 1eroBo penieme 03HauuTH ca o, .

CraButH 1a je

jk = {/ EIk‘f;c(xk + 5k):fi(xk +5k): f(xi)+giT(xk +6; _xi)}'
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Kopak 3: Ako je ||5k|| <¢ ,onna CTOIIL Mnaye pemutu npodiem

min Z/iigi

iel;

TaKo Ja Zﬁi =1,4 20,

iel;

> Wg,

iel;

Y HETOBO PEIICHE O3HAYUTH Cca /15’“ ). Axo je < ¢, onga CTOII.

Nnaue nhu na Kopax 4.
Kopak 4: M3pauynatu f(xk +6; ), & (xk +0; ), A, A1y

Kopak 5: Axo je 7, < uhu Ha Kopak 6.

Wuaue craBuTy 1a je x,,, =X, +0,

1 U3pavdyHaTu g, ,, = g(xk+1)e af(xlm)-

CraButu 1a je k =k +1 u uhu Ha Kopaxk 1.

Kopax 6: Crasutn 1aje 5, =—» Alg .

iel;

W3zpadyHatu ¢, >y >0 Tako 1a BaXu 1a je akugku <en-u.

Mspasynai g,., = g(v,,,) € of (v, + 2,5, ).

. . = =P )
Kopak 7: Ako je 3a710BoJbeHA HEJ€AHAKOCT gil 0, < —%Héku CTaBUTH J1a je
Xy =X, +,0,.

Wnave craButH 1a je x,,, =x,, k =k +1 n uhu na Kopaxkl.

Hanomena 5.3.1. OBae hemo xperaspHHMje omucatu Kako ce peanmsyje Kopax 2

Anroputma 5.3.1. Ilpobnem (5.16) xoju ce pemaBa y Kopaky 2, Ha OCHOBY

TTocnenuue 5.3.1 MoKe ce 3amucaTy Ha ciaeaehu HauMH:

min {V+%”5”2} TaKo 11 je f(xi)"'g(xi)r(xk+5—xi)5"ai€]k

SeR" veR
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OBaj mpobrem je HeTMHeapaHe CTPYKType ca HEeMpa3HUM JIOIYCTHBHM CKYIIOM, Ta Ha

OCHOBY JyaJIHOCTH pellaBamke TOTI Mpo0JiieMa EeKBUBAJICHTHO J€ HaJaXewmy

MyJITHILIMKaTOpa A ,i € I, KOju Cy peluema cieneher KBaapaTHOr npobiema:

) 1
min —
SeR",veR | 2

) ﬂig(xz*

iel,

2 + Zﬂ’i[f(xi)-i_g(xi)T(xi_xk)]}’

iel,

DA, =1L4,20,iel,.
iel;
Axo cy MyaTumKatopu A ,i€l, pelema TOpEmer mnpobaemMa OHAA  je

0, =— 2/11" g(xl.) pememe mpobaema (5.16). Ckyn I ., Je CKyIl uHzaeKkca i € [, TakBHX

iel)

na A >0.m

Hanomena 5.3.2. Moryhe je pa3MaTpaTd Tako3BaHy TpEUIKY JIMHEapu3aluje

ef =)= filx)=f(x)-f(x)-g/ (x —x) u ymxwgy (5.13) sammcamn y

caenehem o6iuKy fk(x)z max filx)=fx, )+ m;n ef. Y tom cnyuajy bundle ce

cacToju of ypeheHux mapona (g j,ef) yMecTo ypeheHux Tpojku (xj, f (xj ), gj), U TO

MoO3Ke OMTH J00ap HaYMH 32 YUITEely MEMOPH]CKOT IPOCTOPA. W

Hanomena 5.3.3. I[IpumerriMo 1@ je KOpak KOjU YMHHMMO TIPH Tpesiazy Ha cienehy

utepatuBHy Tauky Behu Ha Kopaky 5 Hero Ha Kopaky 7. Haume, y npBoM ciyudajy
(r, 2B, Tj. xKaja ce KBaJgpaTHa ampoKcHUMaluja (QyHKOUje nusba npobdiema (5.1),
nedunucana ca (5.15) Hanasu y trust region-y) IpaBUMO KOpak (JeAMHUYHE Ty>KUHE)

y mpasuy 6, =— > 4g;, Z/li =14, 20.VY apyrom ciyuajy (7, < ) na Kopaky 7,

iely iel,

aKo BaXHu T5<—2H5H2 OHJIa IPaBUMO KOpaK y IpaB 5=—Z/1(k) (rme je
gM—Zk Aa mp paK y Mpaslly o, L8 \TAC )

iel;

A pememe mpoGnema min

D Ag

iel}

, z/li =1,4, 20) u ipu TOM je Ty’KHHA Kopaka

iel;

X — — 12 . -
a, € (0,77-;1), WM aKO Ba)Ku Jia je gfﬂé’k > —g”é’ku OH/Ia OCTAaj€MO y HCTOj TayKH

(yormmmre He mnpaBuMo Kopak). Ilomepame nHa Kopaky 7 je y ayxy Merona
KOHjyroBaHUX CyOrpajujeHara, Tako Ja MOXKEMO KOHCTAaTOBAaTH Ja je AJropuram

5.3.2 Opxu (cmy4aj 7, = ) oA KOHjyroBaHO CyOrpagujeHTHuX anroputama ([106],

cTpaHa 617).m
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Jlema 5.3.1. Hexka je {xk} HM3 Ta4yaka reHepucanux AsroputMmom 5.3.1, TakBuX aa
BaXH Aaje x, > X', x, =x'+a,s,, s, >5, a, +0,r1eje ||sk||:1. Tana Baxu na je

ﬂ(xk)—ﬂ(x’): o(, ). Bume ox Tora, Baxu 11a je ]{im . (x,)=f(x').

Hoxas. Osnawnmo ca f, = f(x,).f'= /(). gi =gl )ed(x)n g'=gl¥)edf".

Kako je @, xoHBekcHa ¢yHKIH]ja, oHAa U3 (5.2) ciaeau Ja BaxXH Ja je

!

q)k(x'—i_aksk): ch(x')'F o, - ®, (x',sk)+0(0tk)

Onasne, Ha ocHOBY Jleme 5.2.2, cinenu:

O, (X' +a,s,)=0,(x)+a, - max g's, +ola,). (5.19)

gedd, (x'

Ako je zeod,(x') tako ma z's, = max )gTsk, oma je z=g+(x'-x,) m
geod, (x

gzz/’tigi, rie fk:{ielkfk(x):fi(x)} u gl.e@f(xi),ieik,Z/iizl,/I[ZO.

i€l iel,

Opnaspne, Ha ocHOBY (5.19), cnenu:

j;c(xk): q)k(xk) = (Dk(x’ + aksk) =D, (x')+ akZTSk + O(O‘k) = (Dk(x,)+ ZT(xk - x')+ O(ak)

= max{(c )+ (e Y (52— 6 () ) ofer)

0<i<k

A

T
, 1 .
= f(xi)+g(xi)T(x _xi)+5||aksk”2 +(zﬂigi _akskj (aksk)+0(ak)’l €l,

iel;

sl =)= Y o 2 | s )l e

iel),

-+ The | e o) =)o)

iel;

A

Jlakie, 1oOunm cMo a BaXKH J1a je fAk(xk)— filx)=0(a,) .

Kana ~ k—co  mmamo  lim filx,)= lim {max( fi+g(x, —x ))} Kako  je

; i
—w M <i<k
~

f(x)= /},Hl (x)> ]}k (x) 3a npousBosbHO x € R", crenu na je Hu3 {fk(x)} pactyhu u

orpaHudeH opo3ro. Kako x, — x’, moueBHmIM 0] HEKOI JOBOJGHO BEIHMKOI Kk
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OECKOHAYHO MHOTI'O Tayaka HH3a npuinaga OKOJIMHH TadKe X'.3aT0,360r‘HH£CHHHC

ma je f(x)= max{f(z)+ g (x' - z)} rie gedf(z), moxemo TBpaMTH ma je
zeR"

f(x)=lim { max(ﬁ +g(x, —x, ))}

k—owo \ I<i<k

AKO TIPETIIOCTaBUMO CYIPOTHO , Tj. 1a je f (x’)> limimax( fi+g (xk —X; ))}, OHJIa

k—oo  I<i<k

BaXKH J1a je

f(x')>max(fi +g,.T(xk—xi))sz+g,f(xk—xk)=fk 3a CBAKO K .

I<i<k
Omatne, kaga k—oo gobmjamo ma je f(x')>f(x') (36or xomBexcHOCTH

byHKIHjE f). W

Jlema 5.3.2. Heka je Hu3 {xk} TEHEpPHCaH alIrOpPUTMOM TakKaB Jga X, — X',

X, =x'+a,s,, s, —>s,a v0,rmeje ||sk||:1. Tana je I{Tiqﬁk(xk):f(x’).

Jloxas. Kanma k — oo, onna, Ha ocHoBy Jleme 5.3.1 u (5.15), cnenm ma Baxkw jaa je

~

I{im ¢, (x,)= l{im f.(x,)=f(x') . Ako o3HaumMO ca @, (x)= fw(x)+%

0

2

x' —x

, OHJIa

A

je @, (x)=f.(x)=f(x).m

Cana heMo U3710KUTH TJIaBHU PE3YJITAT.

Teopema 5.3.2. Heka je{x, | Hu3 tauaka renepucanux AmroputMom 5.3.1, TakBux ja
X, € Bc R",Vk rae je B xommnaktaH cKyn. Taga NOCTOju Tauka HaroOMHUJIaBama X,
HU3a {xk} KOja 3a/10B0JbaBa MoTpedaH M JOBOJbAH YCJIOB Ja OyJe Tauyka MHHUMYyMa

npo6siema (5.1), Tj. Baxwu ja je:

0edf., (5.20)

e je of. =of (x. ).

[loxas. Kaxo je B KOMIAKTaH cKymn H x, € B, clenu ja Hu3 Tauaka {x,} uma 6ap
jelHy TayKy HaromuiaBama x,. Onarie cieau Ja MOCTOjM KOHBEPIeHTaH MOJHM3
nu3a {x, } TaKae 1a Baxu 1@ X, — X, ,k € K . Anropuram 5.3.1 reHepuiie nogHH30Be
Tavaka 3a Koje je 3aJI0BOJbCH jeslaH of ciieficha aBa yciosa:
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(i) r, < B n3ato Hi”—)O,keKl c K nmm

(ii) r,2p n inf(hk)>0,keK2 cK.
JHoxazahemo na (5.20) Baxxu y 06a ciryvaja ((i) wnu (ii)).
VY cayuajy (i) Baxu na je r, <, k € K, n Ha Kopaky 6 Anroputma 5.3.1 pauyyHamo
i =g(xk+1)e af(xk +ak5k), rae je «, >y >0 TakBo ja Baxu na je akugkus n-u.
Kako je g,,, cyorpanujent pyHkuje [ Baxu ja je:

f(z)zf(xk+05,(5k)+gf+l -(z—xk—aké_'k) (5.21)

3a cBako z € R". Axo je HejemTHaKoCT
— n= 2
g5, < -;H@cH (5.22)

3afoBoJbeHa Ha Kopaky 7, Taga u3 (5.21) cnequ na je (3a z =x, ):

f(xk)zf(xk +aké_‘k)+ak '(_gkrﬂgk)
(5.23)
> f(x, +ak5k)+%ué_‘kuz > flx, +a,3,),

1. f (xk)> f (x,m). Kako je Hu3 tauaka { f (xk)}, k € K, moHOTOHO omnanajyhu u
OrpaHMYeH OJ03/10 Ha KOMIIAKTHOM CKymy B, ciemu na f (x,m)— f (xk)—>0 Kaja

k— o, keK,. 3 (5.23) cnean na Baxu aa je

106 1o )2 S f > 22 G (529

U KaKo f(xk+1)—f(xk)—> 0 xana k — oo,k € K, Ha ocHOBY (5.24), cnenu na Hé_‘k” -0
kaga k — oo, k€ K, . Kako je 0f, orpaHuueH y OKOJIIMHM TadyKe X, 3aKJbydyjeMoO Ja

IIOCTOJU TIOJIHU3 3a KOJU Baxku Ja g, > g, keK,c K, u g, €0f,. Ha Kopaky 6
BAXH Ja je HS,{H >¢& M akugku <g&-mp-u, ma 300r TOra BaxH Ja
O<eq, < akué_‘ku <&-nm-pu, onmakiae ciemu na Baxu O0<eq, <e-n-u. Henehn
Hoclelby HejeHaKocT ca & pobujamo 0 <, <n-u . Kako ||xk+1 —X; || = akué_'ku -0
Kaga k — oo, ke K, npeko noaHuza (300r orpaHMYEHOCTH HM3a {ak}), Ha OCHOBY

Kopaka 1 Anroputma 5.3.1 u Jleme 5.1.7, cnenu na ||xl.—xk||—>0,iefk, kek,.

bynyhu na cy ckynoBu Of, 3a i€/, OrpaHMYeHH Yy OKOJIMHH Tadyke X, , 3a
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oxrosapajyhu monus Baxu ma g, — g. 3a i el ., keK, n g’ eof,. Kako je of,

KOHBEKCAH CKYII, CIEJH Jia CBaka KOHBEKCHa KOMOWHaIMja Tadaka cKyma of,

npunana ckyny of,, Tj. 5, = Zzﬁ”)g; €of,,rueje 5, = Zlgk)gi —5, = Zzﬁ”)g; .

iel,, iel} iel,

Kaxo 6, >0, ke K, u HE,{H—W, ke K, cnenn na 0 € gf,, (300r K, K)).

Axko HejegHakocT (5.22) Huje 3amoBosbeHa Ha Kopaky 7 Anroputma 5.3.1, Tj. ako

. — — 2 ) .
BaXHU 1A je gil 0, >_gH5kH OHJa Oupamo Ja je x,,, =x, U 300r Tora BaXu Ja je

f(x )—f(xk+l): 0. Kaxko je ||xk+1 —xk” =0< u,y cnenehoj urepanuju Mema ce CKyI
I, (monaje ce HOBO k) u bundle B, (nonaje ce HOBa ypeheHa Tpojka mojaraka, Tj.
noJaje ce (xk, f (xk ), gk+l)). VY ToMm cnyuajy Hajga3sMMO HEKO JPYyro peuiewme npodiema
(5.17), u 360r Tora HajzazuMO HOBO peliewme mnpodiema (5.16), jep ce Memwa trust
region panujyc. Jlakne, Ha crnenaehoj urepanuju 1o0HMjaMO HOBY BPEIHOCT Pa3liOMKa
7, 3a KOJU Baxu Ja je r, < umu je r, = . Axo Baxu 1a je r, <, onna he y HOBoj
uTepaurju ycioB (5.22) Moxaa OMTH 3a70BOJbeH. AKO He Oyze 3a70BOJbEH, OHJA
hemo uspauyHatu Ipyro g,., = g(ka)G of (xk +aké_'k) u npobatu na Hahemo npyro
pememe. OBa cuTyalja MOXe ce IIOHOBUTH CaMO KOHAYHO MHOTO ITyTa.

[IpermoctaBumMoO CympoTHO, Tj. Aa y Anropurmy 5.3.1 3a OecKOHauHO MHOTO
utepanmja yciios (5.22) Huje 3amoBosbeH. Bymyhn na dymkumja @, (x, +J) mocTmke
cBOj MMHMMYM Ha R" y Taukm OJ,, Bakm ga 0€d®d (x,+6,), 1. na
0e @}k(xk +0,)+0, n 0=g+0, 3a Heko & e@fk(xk +6,), 1. =0, € @}k(xk +6,). U3

2

q)k(xk +0)2q)k(xk+5k) clepd 1a je ﬂ(xk)zﬂ(xk+5k)+%||5k

, a ojamie, Ha
OCHOBY Tleme 53.1 (kaza k=), BaKH na je
f(x)= flx, +5k)+%||5k||2 > f(x, +3,) (jep na Kopaxy 3 Baxcu na je [5,]>¢>0).
Jlakne, Baxu cieacha HejeaHaKocT:

[ (x)> f(x,+8,) . (5.25)

f(xk)_q)k(xk +5k)
S )=1(x, +6,)

f(xk)_f(xk +5k)
f(xk)_q)k(xk +5k)

. : : | S
Kako je r, < g, 1. <[f, caenu na je >E, Tj.

CDk(Xk +5k)_f(xk) >i, Opnartie ciaenu na:

f(xk +§k)_f(xk) s
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A 1 5
l< (Dk(xk +5k)_f(xk) :fk(xk +5")+E"5k" _f(xk)
B f(xk+5k)_f(xk) f(xk +5k)—f<xk)

fla+a oL - 1lx)

e +8)-1(x) Gep f(x, +6,)2 f,(x +6,))

1
Lol
=1+ ,
f(xk +5k)_f(x )
1y
5l L 150 ‘ epic 0.5< B <1
j. >——1>0, rme nocnenma HejeaHakocT BaxH jep je 0. )
f(xk +5k)_f(xk)
1 2
Sl
13 2

f(xk+5k)—f(xk) >0 cnenu na je f(xk + 5k)> f(xk) (ep je ||5k||>g >0), mro

je KoHTpaaukiyja ca (5.25).

V cay4ajy (i) umamo na je f,— f, = > Af, (rme je cyma y3era mo pasmaTpaHOM
kekK,

noJHu3y) u 300r mpernocraBke 7, = f, ke K, ciequ na AD, -0, ke K, jep je
f, — f., xoHctanTa. Heka h 3amoBosbaBa HejenHakoct 0 </ <inf (hk) H HEKa je O
Tayka MUHUMYMa QyHKIIH]E d)w(xw +0 ) Ha ||5|| < h . Kako Tauka X =x, +J mnpumnaia
ckymy Q, :B(xk,hk) 3a JI0BOJBHO BENMHMKO k, k€K, Ha ocHOBY neduHunuje
dynkuje AD, U uMBbEHHLE 1a MUHUMYM Ha YKE€M CKyIly HE MOXe OUTH MambU 0[]

MUHHMYyMa Ha IIHPEM CKYILy, CJIe/IU J1a je
D, (x, +5)=@,(x, +X—x,)2 D, (x, +5,)= f, ~AD, . (5.26)

Kako cy f u @, nenpexumne kao kousekcue pynkuuje, u kako AD, - 0 k£ — o,

keK, n x—x, -6, k—> o, keK,, n3 (5.26), Ha ocHoBy Jleme 5.3.2, cinenu na

BaXKH J1a je:

@, (x,+5)2 1, -0=D_(x, +0).
[Mpumernmo na kxako je 6 =0 Tauka MUHEMyMa (yHKIH]jE d)w(xw +5) 3a ||§|| <h,
onma cixean aa je 0 =0. Kako je § =0 Tauka MHHEMyMa (QyHKIH]e d)oo(xoo +5) "

114



KaKO MOCTENbe OrpaHHueHe Huje akTuBHO (jep je 0<h <inf (hk)), cienu jaa je
3aJI0BOJbCH notrpedan yCIJIOB MUHUMYMa, j. 0Oeof, Gep  je
(I)oo(xoo +0)= fw (xoc): f(xoo)= f.). Kako je ¢yHkumja f KOHBEKCHa, TO je H

JIOBOJbAH ycIOB J1a (PyHKIM]ja f TOCTHXKE CBOj TNT0OATHM MUHUMYM Y TaUKH X, .M

Onucanu anroputaM KoMOuHyje bundle trust region MeTony W METOAY
KOHjyroBaHuX cyOrpaamjeHata. To je HOBM MNpHCTYyN Yy peliaBamy mpodieMa
KOHBEKCHE HeaudepeHIrjadmiHe onTuMu3anyje. YBohemeM Ipyrux HopMmu y (5.14)

pa3yMHO je OYEKHUBATH HOBE pe3yJiTarTe.

5.4. AJITOPUTAM NEWTON-OBOI' TUITA

OBpe hemo M3JI0XKUTH aNropuTam 3a peiaBame npodiema (5.1), objaBiben y [39],

KOJU T€HEPHIIIC HU3 Tadyaka Oo0JIrKa

Xy =x,+d, k=01,..d, #0, (5.27)

rzie je d, BEeKTOp mpaBlia.

Hekaje f:R" — R concrBeHa KOHBEKCHA 3aTBOpeHa (pyHKIMja 1 HeKa je F meHa

Moreau —Yosida perynapuzanuja3za M =1 u x Taukay R".

3a nokanHo Lipschitz-oBe (pyHKIMje U3BOJ y MPaBIly HE MOpa J1a IOCTOoju, anu Dini

upper n3Boj yBek noctoju (Bumetu [105] crpana 598).

Ha ocHoBy Rademacher-ose teopeme, cinenu na je VF nudepeHnujabuiHa cCKOpo
ceygay R". Heka D, o3Ha4aBa cKkyn Tadaka y Kojuma je VF mudepeniyjadmHa.

I'enepanmucanu xecujan y Clarke-oBom cMucTy je
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O*F(x, )= co{ lim VZF(xl.jxi € DVF} ,

rJ€ co O3HayaBa KOHBEKCHHM OMOTad KOJU C€ CacTOjU OJf CBUX X X71 MaTpula

N00MjeHHX Kao rpaHHYHE BPEIHOCTH XecujaHa V' F (xl.). 3ato je 0°F (x) HenpasaH
KOHBEKCAaH KOMIIAKTaH MOACKymy R™".

Ha ocnoBy Carathéodory-jeBe Teopeme (Bumetu y [48] ctpana 195 wmm y [104]

ctpana 155) cienu ja ako V € 8°F(x), ouna nocroju V, e {lim VF(x, )x, DVF} ¥

A€ [0,1],7 <n® +1 Taxeu na Zr:l] =lunlV-= Zr:ij V,. Hpyram peunma V' € &’ F(x)
Jj=1

j=1
ce Jno0Wja Kao KOHBEKCHa KOMOWHAIMja TpaHMYHUX Tayaka IO3UTHBHO

ceMuIeOUHUTHUX MaTPHUIIA.

Jlema 5.4.1. Heka je f:R" — R comcrBeHa 3aTBOpeHa KOHBeKCHa (yHKIMja U F

meHa Moreau—Yosida perynapmsammja 3a M =1. Tana je V € 0°F (x) MTO3UTHUBHO

cemuicUHUTHA MATPHIIA.

Jlokas. Hexa cy V n d enemenTn ckymnosa 0°F (x) u R" penom.

Ha ocuoBy Carathéodory-jese Teopeme Taja nocroje V, e {lim V’F (xl.]xl. € DVF} u

X=X

A; e[0,1],7 <n*+1 Taxeu na DA, =1uV=>) AV, . 360rToraBaxu ia je:

J=1 J=1

d"vd = dT(;zjijd - df(gﬂ.j lim V*F(x, )jd,x,. e Dy,

X;OX;

= Zr:/'tl lim (dTsz(xj)d)’xi € Dy
= X;OX; ’

>32,-0=0,

J=1

e mocinema HejeHaKocT Baxu jep je V°F (xi) MO3UTHUBHO ceMujepUHUTHA 3a

CBaKo X, € D, Kao XecujaH KOHBEKCHe QyHKIMje F.m

[IpermocTaBuMO J1a je Ha CBaKOj MTEpaIMju 3a cBako x € R" moryhe u3padyHaTH

f(x),F(x), VF(x) u Fg(x;d) 3a nato d € R", rthe Fg(x;d) o3HauaBa Dini upper
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W3BOJ Y TIPaBIy Apyror peaa 3a GyHkuwmjy F y tauku xe€ R" y mpaBny d € R".

Pazmatpajmo nmpobiiem :

min® (d),®,(d)=F(x,)+VF(x,) d +%FL’)’(xk;d) : (5.28)

deR"
Jlema 5.4.2. ®ynkiyja uussa npobdiema (5.28) je KOHBEKCHA.
Jloxas Hexa cy d, u d, Bextopu u3 R" n Vk €0’F (xk) U Heka je A ckajap TakaB Ja
je 0 <A <1. Tana Baxu:
~ 1,
(Dk(MI +(1_/1)d2): F(xk)+VF(xk)T(M1 +(1_l)d2)+EFD(xk;(ﬂdl +(1_/1)d2))
= AF () + VF(x Y d, J+ (1= A\F(x )+ VE(x, Y d, )+ (5.29)
1

+— max (Ad, +(1-2)d,) V,(Ad, +(1-2)d,).

2 Vied®F(x,)
Kako je I}k € 0’°F (xk) MO3UTUBHO ceMuJieUHUTHA MaTPHIIA CIEAU A je:
(dl - dz )Tl}k(dl - dz) 20= leI}kdz + dzTI}kdl < leI}kdl + dzTI}kdz .

Onatre je
(Ad, +(1-2)d,) V,(2d, +(1- 2)d,) =
=22d"Vd +(1-AYd, V.d, + (0 -2)d,"V.d + 2(1-2)d, "V d,
< 2dV,d +(1- AV d,Vd, + M- ANdV,d, +d,"V,d,)
=2d,V.d +(1-2)d,"Vd, ,

Tj.:

(Ad, + (1= 2)d,) V,(Ad, + (1= A)d,)< 2d,V,d, + (1= 2)d, "V d, . (5.30)
13 (5.29) u (5.30) cremm 1a je:

&, (Ad, +(1- ), )< AF(x, )+ VF(x, ) d, )+ (1= ANF(x, )+ VF(x, ) dy )+

LI (Ad, + (1= 2A)d, )V, (Ad, + (1- A)d,)

2 7,€0’F (x,)
< /I(F(xk )+VFE(x,) d, )+ (1- l)(F(Xk )+VF(x,) d, )+

_,_l max (ﬂleI}kd1 +(1—/1)d2TI}kd2)

2 Ve’F (x,)
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< /L(F(xk)+VF(xk)Td1)+(l_ﬂ)(F(xk)+VF(xk)sz)+

+/1l _max a?]TI}kdl +(1—/1)l _max d;l}kd2

2 VkeazF(xk) 2 VkeazF(xk)

= ﬂ“q)k(dl)_'_ (1 - ﬂ*)(bk(dz)
(rme mocienma HEJeHAKOCT BaXKH jep MaKCUMyM 30upa JBe HeHeraTuBHE (yHKIH]je

Huje Behu o1 30upa MakcuMyma TUX QyHKIHja). W

Jlema 5.4.3. Cneneha aBa TBphema Cy eKBUBaJICHTHA!
(i) x, je pememe npobiaema (5.1);
(ii)d, =0 je pememe npobaema (5.28).
[oka3z (i)= (ii): IlpernocraBumo na je d, #0 pemewme npodiema (5.28) u x, je

pememe npodaema (5.1). Ha ocaoBy Teopeme 4.1.6 Tana je VF (xk) =0, a Ha OCHOBY

Jleme 5.4.1 cneqm na je

= 1 "
q)k(dk): F(xk)+VF(xk)Tdk +5FD(xk;dk)

1 " e~y
F(xk)"'EFD(xk;dk)Z F(xk): q)k(o) )

mro je komrpamukimja ca @, (d,)= mi;zd)k(d)ﬁ ®,(0)=F(x,). 3aro je d, =0
pemiemne mpodiema (5.28).

(ii))= (i): IlpernoctaBumo na je d, =0 pememwe npobinema (5.28). Taga Baxu na
Oe Ga)k(dk) U 3aTO MOCTOJU HEKO I/A'k € 62F(xk) TakBo Aa je 0= dek + VF(xk). Kako
je no npernoctasuu d, =0, caequ ga je 0=VF (xk), a mto Ha ocHOBY Teopeme 4.1.6

3HA4M Ja je x, peuiewe npodiaema (5.1).m

Jlema 5.4.4 Axo x, Huje peuiewe npodiema (5.1), Tana je d,, Kao Tauka MUHUMYyMa
bynxmje @, (d)=F(x, )+ VF(x,) d + %Fg(xk;d) (Ha cxkynmy R"), Hepactyhu
npasall 32 QyHKUU]y F y TaukH X, .

Hoxas. Axo je d, pememe mupodmema (5.28), omma 0edo®,(d,), Ti.

0eVF(xk)+%6(Fg(xk;dk)):>OeVF(xk)+%8( max dkTdej. Tama 3a Heko

Ved?F(x;)
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ékelﬁ( max dkTde), rae je ék=I}kdk,l;'k=Zﬂg/1/_'/.,rﬁn2+l,Vje§2F(xk),
j=1

2 \ved®F(x,)

CJIeJIU Ja BaXKH J1a je
Vid,=-VF(x,) . (5.31)
v,

AKxo je =0 onma u3 (5.31) 360or koH3UcTeHTHOCTH HOpME (BuaeTH [106], cTpana

5) cnenu na je ||VF(xk]| =0 (jep je ||VF(xk )” = Hl}kdk” < HI}"H”d"” =0). Onasne, Ha
ocHOBY (4.56) u Teopeme 4.1.6, cnenu na je x, pememe npodaema (5.1). Ha ocHoBy

IpEeTNOoCTaBKe Jla X, Huje peuewme npoodnema (5.1), cienu na je HV,{H =0. U3 (5.31),

Ha ocHoBy Jleme 5.4.1, cnenn na OSdkTdek :—VF(xk)Tdk, J. VF(xk)Tdk <0.

Hakne, d, je HepacTyhu npasar 3a GpyHkunjy F y Tauku x, .M

Aaropuram 5.4.1

Kopak 1 Jlato je x, € R", ¢ >0.CraButu naje k=0.

Kopax 2 Uspauynatu F(x,) n VF(x,). Akoje |VF(x,) < ¢, onna CTOIL
Tauka x, je pememe npobnema (5.1). Mnaue pemmru npodaem (5.28),
1j. npoSaen min, (d), rae je &, (d)= Flx )+ VF(x,V d + %F[’)’(xk;d)
¥ 03HAYUTH Ca d, HErOBO PELICH-E.

Kopak 3 Axo je ||dk|| < ¢, onaa CTOII Tauka x, je pewmeme nmpodaema (5.1).

WNnaue nhu na Kopak 4.

Kopak 4 Crasutu naje x,,, =x, +d, nk =k +1. Mhu na Kopak 2.

Hanmomena 5.4.1. Axo ce Anropuram 5.4.1 3aycraBu Ha Kopaky 2, oHma je, Ha

ocHoBy Teopewme 4.1.6, Tauka x, peueme npodiaema (5.1).

Axo ce Anroputam 5.4.1 3ayctaBu Ha Kopaky 3, onia, Ha ocHoBY Jleme 5.4.3, cinenu

7la je Tauka x, peuieme npodiaema (5.1).m
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Cana heMo U3/10KUTH TJIaBHU PE3YJITAT.

Teopema 5.4.1. Heka je f: R" — R comncTBeHa 3aTBOpeHa KOHBeKCHA (QyHKIMja U F

weHa Moreau—Yosida perynapuzammja 3a M =1. Heka je HEH3 {xk} reHepHUCaH
Anroputmom 5.4.1. IlpernioctaBumo na {xk } c B, rne je B xommakTad ckymn. Tazna 3a
CBaKy MOJAa3Hy Tauky X, € R", x, = X, Kaga k — 400, Tauka X, je Tauka MHHHUMyMa
byukuje f .

[oxasz. Kako no npernocranu {xk}g B, rne je B xoMIakTaH CKyTI, CJIEH Ja MOCTOJU
TayKka HaroMmjaBama HH3a {xk}. Kako je VF HempekuaHa, Tajga aKo
VF(x,)— 0,k — 400, OHma clemu ga cBaka Tauka HArOMHIABAKka X, HH3A (X, |

3a/10BoJbaBa VF (xm): 0. OnaBne, Ha ocHOBY Teopeme 4.1.6, cinenu aa je x, Tadka
MuHUMyMa ¢yHKIHje F, a Takohe m Tauka MUHHUMYyMa 3a GyHKIHMjy f . 300r Tora

camo Tpeba nokasat ja VF(x, ) — 0,k — +o0.

Kako u3 Anroputma 5.4.1 umamo na je x,,, =x, +d,, cnenu na d, — 0 kazna
k— -+, 1. d,=0. U3 Anropurma 5.4.1 ciemu na je  VF(x,)'d, <0, a ako

k =+, onnau VF(x, ) d, <0.

Axo o3naumnmo ca O (d, )= F(x, )+ VF(x, ) d, + %Fg(xw;dw) = F(x,), onna,

300r YnmbeHULE 12 je F)) (x;d ) MOJTYHETIPEKHUTHA OJI03T0 Y OJTHOCY Ha (x,d ), Ba)KU 11a

je limsung(xi;di)S FD"(x;d) Kaga x, > x u d, —>d , ma, Ha ocHOBY Jleme 5.4.1

1—>0

u Jleme 5.1.2 ,;3akibydyjeMo J1a BaxkH J1a je

F(xw)z &)w(dw)z limsup&)k(dk)

k—o0

k—ow

~ lim sup(p(xk)+ VF(s,) d, L Filsd, )j

> Ziminf[F(xk)+ VF(x,) d, +%F[','(xk;dk)j

k—wx

= liminf ®,(d, )= liminf (F(x,)+ VF(x, ) d, )

k—>o0 k—w
= tim (F(x,)+ VF(x,) d; )
k—ow

=F(x,)+VF(x,)d, =F(x,)=®,(d,),
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1.®_(d,)> limsup®,(d, ) > liminf ®,(d,)>®_(d, ), ommocno @, (d,)=1lim ®,(d,).

k—o k—o0 k—0

Kako g, =0¢€ oD k(d k) oH/a, HAa ocHOBY Teopeme 24.4 y [90] cTpana 249, cnenu na

gw=068&)w(dw) Kaga k — +oo. Tama 3a Heko (A}meéa( max dwTde), rue

Ved®F(x, )

CA?OO=I}mdm,l7w=Zﬂ,‘,V,,rSn2+l,Vje@zF(xw), cleaM  a  Baxu Jga  je
j=1

V.d, =-VF (xw). OnaBne Ha OCHOBY KOH3UCTEHTHOCTH HOPME BaXKH Ja je

A

IVE(x, )| =(V.d..| <|V. v,

d.] =

0=0,1j. [VF(x,)|=0.m

5.5. AJITOPUTAM BASUPAH HA CBOJCTBUMA

MOREAU-YOSIDA PET'YJIAPU3ALIMJE

Kao u 1o cana, pazmarpa ce mpooiieM (5.1), 1j. cnenehu mpobnem:

min f(x),

xeR"

rieje f:R" >RU {+ oo} KOHBEKCHA, He 00aBe3HO U AudepeHIrjaduiHa QyHKImja,

. . *
KOJa IMa Hellpa3aH CKyll MUHUMYyMa, KOJU O3HayaBaMo ca X .

OBne hemo mpukaszatu anroputaM (oOjaBibeH y [22]), koju kopuctu Dini

upper u3BON 'y mnpaBly Moreau-Yosida perynapuzanuje ¢ynkugje /. OBaj

anroputam, nedunucan y pagy H. Bypanosuh-Mummunh [19] 3a LC' ¢ynxmmje,
npuMemeH je Ha Moreau-Yosida perynapusanujy KOHBEKCHE HeaudepeHujadbumHe

dbyHkuuje f, ma cBu Joka3u Jatuy [19] Baxke U Ko OBE MpUMEHE.
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[Tokazahemo na anropuTam 3a HaJlaKeme pemiema npodseMa (5.1) reHepuie HUA3

Tauaka {x, } cneneher oGmuxka:
xk+1 = xk + cxkdk k = 0:1:"':dk * 0 s (532)

rae cy d, BEeKTOp MpaBla M ¢, BEIMYMHA Kopaka JAe(pUHHUCAHA IOCEOHHM

AJITOPUTMOM .

[IpernioctaBuMo 1a je 3a cBako x € R" m 3a maro d € R" moryhe m3padyHaTu
f(x),F (x), VF (x) u F,;’(x;d), rae F o3nagaBa Moreau-Yosida perynapuzaiujy
byHkmje f u Fg(x;d) o3HauaBa Dini upper w3Boa y mpaBiy Moreau-Yosida

perynapuzanuje GpyHkuuje f y Tauku X, y npasuy d .

Ha £k -Toj urepanmju pazmarpajmo cienehu mpodiiem

minCTDk(d),&)k(d)=VF(xk)Td+%F5’(xk;d) , (5.33)

deR"

rne F[’,'(xk;d) o3Ha4aBa Dini upper W3BOJ y TpaBIly APYror pefa y Taukud X, Y
npasiy d . Oynkmuja O k(d ) ce Ha3uBa UTepanuoHa ¢pyHkuuja. OuurieaHo Baxu Ja

je @,(0)=0.

TeHepUIIMMO HM3 Tauaka {x,} obmuKa x,,, =X, +a,d,, Toe je BeKTOp mpaBua d,
pememe npodrema (5.33), a BenuuumHa Kopaka ¢, JepUHHMCAHA IOCEOHUM

QITOPUTMOM Ha3BaHUM [IpaBOJIMHM]CKO MPaBUIIO MIPETPAKUBAHA.

[IpernocraBumMo na
cld < Fi(xd)<e|d] (5.34)

Ba)KM 3a HEKE ¢, U ¢, Takse Aaje 0<c <c,.
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Jlema 5.5.1. Ilox npernocraBkoM (5.34) pynkuuja @, () je KoepuBHa®.

/loka3. Bunetn y [84].

IIpumenda S.5.1. KoeprusHoct ¢yHkuuje @, rapanryje Ja ONTHMAJIHO pEIICHE

npobiiema (5.33.) mocroju (Bumetu y [103]). Takohe, y3 mpermoctaBky (5.34) to

3Ha4| Jia je HU3 MpaBalia {d k} orpanuveH y R" (mokas je aHanoras gokasy y [103]).

IIpono3unmja 5.5.1. Ako Moreau-Yosida perynapuzanuja F' 3a M =1 3aTBOpeHe

COTCTBEHE KOHBEKCHe (yHKIHUje f 3amoBosbaBa ycioB (5.34), onma Baxke cneneha

TBphema:

(i) dbyakmja F je yHU(POPMHO U CTOTa CTPOTO KOHBEKCHA Ha L(xo);
(1) HUBO-CKYII L(x0 ) = {x eR":F (x) <F (xo )} j€ KOMITaKTaH KOHBEKCaH CKYTI, 1

(iii) MOCTOjU jeIMHCTBEHA TayKa X TaKBa Jla BaXH J1a je F(x )z min F(x).

xeL(xO)

/okas.. Bunetun y [19].

Jlema 5.5.2. Cneneha tBphema cy eKBUBaJICHTHA:
(i) d =0 je rmobanHo pemiewme mpodnema (5.33);
(ii) 0 je onTuMainHa BpeqHOCT GQYyHKIHje [Hiba podiema (5.33);

(iii) Tauka x, je TakBa Ja Baxu Aa je 0 e Gf(xk).

[okas. Axo ce TBphemwe (iii) 3aMeHH TBphemeM: Tauka X, je TakBa Ja BaXKH Ja je
VF (xk)= 0, rne je F Moreau-Yosida perynapuzanuja pynkuuje unsba f mpoOiema

(5.1), onma je noka3 uaeHtudan nokazy y [103]. Ha ocuoBy Teopeme 4.1.6,

3aKJbyuyjeMO Ja je TBpheme: Tauka x, je TakBa Ja Baxku Jga je VF (xk)=0

€KBHUBAJICHTHO ca TBphemeM (iii).m

3 Buiie 0 KOGPIUBHOCTH BUACTH y [3].
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Aaropuram 5.5.1

Kopak 1 [lato je x, € R", ¢>0n qe(O,l). CraButn 1a je k=0.

Kopak 2 Wspauynatn F(x,) u VF(x,). Axo je ||VF (x, )| < ¢, onga CTOIL
Tauka x, je pememe npodiema (5.1).
MHuaue u3padyHaTu BeIMUMHY KOpaka ¢, AITOPUTMOM 3a

u3padyHaBame BelnunHe Kopaka. Pemmtu npodnem (5.33) u

O3Ha4YMuTH Ca dk EBCIOBO PCHICHC.

Kopak 3 Axo je ||dk|| <¢,onga CTOIL Tauka x, je pememe npodnema (5.1).

Nuave uhu va Kopak 4.

Kopak 4 Crasutu naje x,,, = x, +a,d, u k=k+1. hu na Kopak 2.

AJropuram 3a M3padyvyHABaH-€ BeJIMUYNHE KOPaKa:

i(k)

3a nato g u3abpaTH ¢, Tako Ja BaXu Aaje o, =g , TOe je i(k) HajMamwbU 110

Opoj U3 cKyma {0,1,2,...} TaKaB Jla BaXH
F(xk + qi(k)dk)_F(xk)S _%qi(k)o-(F[’)'(xk;dk )) ) (5.35)

rjae je a:[0,+oo) —>[O,+oo) HempekuHa (yHKIMja KOja 3aJl0BOJbaBa yYCIIOBE

St<o(t)<8tm0<8<8,<1.

Hanomena 5.5.1. Ako ce Auropuram 5.5.1 3aycraBu Ha Kopaky 2, oHga je, Ha

ocHoBy Teopeme 4.1.6, Tauka x, peeme npodiema (5.1).

Axko ce Anroputam 5.5.1 3aycraBu Ha Kopaky 3, onna, Ha ocHoBy Jleme 5.5.2, cnenn

Jla je Tauka x, peulewe npodiaema (5.1).m

[Tokazahemo na mocToju KOHAYHO i(k), mrTo 300r yumeHHLe 1a je d, neduHucan

Kao penieme npoodsiema (5.33), 3Hauu 11a je aaropuTam 100po aedhruHNUCAH.
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IIpono3uumja 5.5.2. Axo je d, #0 pememe npobiema (5.33) oHzaa 3a IPOU3BOJBHY

HeNpeKuaHy (QyHKIH]Yy O : [0,+oo) —)[O,+oo) 3a KOjy BaXu Ja je o < a(t)é o,t (rme

cy 0< 6, <8, <1) nocroju Heko konauno i (k) Takso xa 3a cee ¢'*) e (O,qi*(k)) BaXH
waje Flx, +4"d,)- ()< = g o(Fy(v:d,)
/loka3z. Bunetny [19].

Cana hemo U3J10KUTH TJIaBHU pe3yiTar.

Teopema 5.5.1. IIpernoctaBumo fa je [ 3aTBOpEHA CONCTBEHA KOHBEKCHA (PYHKIIM]a

u F mwena Moreau-Yosida 3a M =1 xoja 3amoBosbaBa ycioB (5.34). Tana 3a 6uino
KOjy MOYeTHy Tauky x,€R",x, > x,, Kaga k —> +co, Ipu YeMy je HH3 {xk}
reHeprican AnroputMoMm 5.5.1, Baxu na je X, JCAMHCTBCHAa Tauyka MHUHUMYMa
byskuuje f .

Hoxaz Jloka3 na je x, jeAMHCTBEHa Tauka MUHMMyMa QyHKuuje F , koja je Moreau-
Yosida perynapuzanuja pyskmuje nmusba f mpoodsiema (5.1), uaeHTHYAH je T0Ka3y y
[19]. Ha ocHoBy Teopeme 4.1.6, 3akipydyjeMo J1a je X, JCOIUHCTBEHA Tadyka

MUHUMYMa (pyHKIHjE f.m

Teopema S.5.1. Ilon npernocraBkama NpPETXOAHE TEOPEME 3a HU3 {xk} reHEPUCaH

Anroputmom 5.5.1. Baxku creaeha orena.

-1

Pl Flx)< I%ULZ%

rIe je L, =F(x0)—F(xw) " diamL(xO)=77<+oc (a 300r IIpono3unuje 5.5.1 cienu na je

3a n=123,...

L(x,) orpanuye).

[oxaz . Cnequ nupextHo u3 Teopeme 9.2 y [50] .
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5.6 AMULTI -STEP CURVE SEARCH AJII'OPUTAM

OBne hemo mpukaszarm anropuram (oOjaBibeH y [23]), koju kopuctu Dini

upper u3BO y npasity Moreau-Yosida perynapusanuje GyHKIMje nba f TpodiieMa

(5.1). OBaj anropuram, nepunucan y paay H. Bypanosuh-Mumauuh [20] 3a LC'
¢yHkumje, mnpumemeH je Ha Moreau-Yosida perynapuzanujy  KOHBEKCHE
Henugepenuujadbunae Qynkuje f, ma cBu gokasu gatv 'y [20] Baxke W KOoa OBe
IpUMEHe.

OBa MeTola KOPUCTH TpeTXonHEe multi-step wuTepaTuBHE HH(OpManUje WU
KPHBOJIHMHHU]JCKO MPETPAKUBALE 3a TeHepucame HOBUX Tadaka. JloOpa neduHucaHocT
ajropuTMa, TeopeMa KOHBEpPreHIIMje M jeHa OlleHa Op3uHE KOHBEPTEHIIM]E, TaTH Y
[20], Baxke u Ko OBe MpUMEHE. Y OBOj MPUMEHHM 3a KOPaK 3ayCTaBJbamba Y aIrOPUTMY

uckopuitheHe cy NpeTxojHe uTepaTUBHEe UHPOpManuje cauyBaHe y bundle-y B, , Ha

WCTH HAYMH KaKo j€ TO YUYHUIEHO Yy Anroputmy 5.2.1.

3a Hajaxeme ONTUMAIHOr peliema npobdiema (5.1) mpencraBuhemo anroputam

KOj¥ TeHEpHILEC HU3 Tayaka {x, } cnexeher obnuka:
X, =x +as, +ad, k=0,..s, #0,d #0, (5.36)

rre Cy BEeIMYMHA KOpaka ¢, W MpaBuu s, U d, JepuHUCAaHU NOCEOHHM

ITOPUTMHUMA.

[IpernocraBuhemo na je 3a cBako x € R" u 3a nato d € R" moryhe u3pauyHatu
f(x),F (x), VF (x) u F,;’(x;d ), rae F o3nauaBa Moreau-Yosida perynapuzanujy 3a
M =1 dbynkuuje [ u FL;'(x;d ) o3HauaBa Dini upper n3Boj y npasiyy (yHkuuje F

y TauKu X, Uy mpasuy d .

Ha k -toj utepanuju pazmarpajmo cieaehu npobdiem

deR"

min® (d)®,(d)=VF(x,) d +%F[’,’(xk;d) | (5.37)
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Oyuknuja O k(d ) ce Ha3uBa urepainuona ¢yHkiuja. Kao mro je peueHno, anropuram
reHepuile Hu3 Tagaka obnuka (5.36), rae cy Bekropu mpasaua s, U d, aedpuHucanu

noceOHUM alropuTMuMa, Ha3BaHuM lIpBo mnpaBuno mnpaBua Bektopa u Jlpyro

IpaBWIO IIpaBlia BEKTOpa, JOK C€ BEIMYMHA KOpaka ¢, JAe(puHHIIE MOCCOHUM

ITOPUTMOM Ha3BaHUM KpHUBOJIMHM]CKO MPaBUIIO MPETPAKUBAA.

[IpeTnnoctaBUMO J1a Ha k -TOj UTEpaALMjU MOCTOJU CKYyIN UHIAEKca [, = {1,2,...,k}, u
Ia 4dyBamo uHpopmauuje y bundle-y B, = {(xl., f (xl. ), g, )|i el k}, Tj. bundle je ckyn
CBUX ypeheHHX TpojKH Koje ce cacToje M3 Tekyhe Tauke X,, BpEIHOCTH (yHKLHUje
musba podsiema (5.1) y Toj tauky, Tj. f (x,.) U jenHor cyoOrpaaujenTa g; € of (xl.), npu
YeMy ce CBa Ta TPH I10/IaTKa OJHOCE Ha MHeKce u3 ckyna I, . Caka ypehena Tpojka
bundle-a B, onpelhyje jeaHy nuHeapuzanujy ﬁ(x) ¢dbyuknuje muspa mpodiema (5.1),

Koja je nedmuucana ca f(x)= f(x,)+ g (x—x,),3aiel,.

AKo je f KoHBekcHa (yHKIHja, oA Baxu na je f(x)= max{f(z)+ g (x- z)}, rae je

zeR"

geof (z) Jlakie, MOkeMO 3aKJbYYHTH Ja je QyHKIHja

Jol)=max ()= maxlf (x,)+ & (x~x,)}

0<i<k 0<i<k

(koja je y nmrepaTypu Ho3HATa Kao cutting plane dhyHkumja) mnodpa ampokcumaliyja

dynximje f . Ounrnenno Baxu naje f(x)> f‘kﬂ (x)> ﬂ(x) 3a cBako x € R".

dynxuuja f, (x) je Ieo 1o Jieo JimHeapHa QyHKIMja U Kao TaKBa OHA je¢ 3aTBOpEHa

KOHBeKCHa (pyHKIMja. Bumie ox Tora, fk(x) ce MOXKe pa3MaTpaTd U Kao KOMIIO3HIINja

JUHEAapHUX (QyHKUHWja, Tj. max fl(x) Axo je gedf, (x) u fk(x) je mara kao
0<i<k

MaKCUMyM JIMHeapHuX (¢yHKIMja, oHga Ha ocHoBy Jleme 5.1.7, cmeau na je

(Q:Z/Il.gi, rae je I, z{/elkfk(x):fi(x)} g, e@f(xi),iefk,z/I[ =14 20, T1j.

iel) iel)

£ je KOHBEeKCHa KoMOWHanuja cyorpaaujenara us bundle-a B, .
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Aaropuram 5.6.1.

Kopak 0: : Hekacy 0< p<1,0<o <1, x€D; &€ u u TOBOJGHO MaJIH
MO3UTHBHHU peainu 6pojesu; k:=1u Iy =@, B, =0.
Kopak 1: 3a nato X, m3pauyHatu f, = f(xk) ug, = g(xk).
Crasutu maje I, = {kjUl, \S,,rmeje S, = {i € Ik_l‘”xl. —xk” > ,u}.

CraButu 51a je B, = {(xi,f(xl. )g, )|i € Ik}.

Kopak2.: Axo je || gk” <¢,onga CTOII. Nnaue pemmtu npodiem

> g

i€l

min e je Z/Iizl,/lizo,fk={ie[k‘j}k(x)=fi(x)},

iel,

A

Jiw)=maxlf(x)+ g (v=x ) g edflx)iel,,

0<i<k

u o3HaunTn ca A¢) meroo pemense.

> AWg,

i€l

Axo je <¢&,onna CTOIL

Nuaue nhu va Kopak 3.

Kopak 3: CraButu 1a je x,,, = x, +a,s, (ak )+ agd, (ak ),
rae je a, oapeheno KpuBoamHM]CKMM IPaBUIIOM NPETPaKUBamwba, JOK
cy s, (ak) ud, (ak) u3padyHaTtH penom [IpBuM mpaBuiIoM npasia

BeKkTOpa 1 JI[pyrum npaBuiioM mpaBlia BeKTopa . Paju nojeaHocTaBibema

HOTal1je 03HAYNMO sk(ak) ca s, ,a’k(ak) cad, u g(xk) cag,.

Kopak 4: CraButu 1a je k:=k+1, u uhu na Kopak 1.

KpHBOJMHU|CKO NPABUJIO NPETPAKNBAILA:

H3zabparu o, =qi("),0 <g<l,rneje i(k) HajMamwu 11eo 0poj U3 ckymna {0,1,2,...}

TaKaB Jla BaXH J1a je:

F(xk)—F(xk +qi(k)sk +q2i(k)dk)2 a(— qi(k)g,fsk +%q4i(k)F,;(xk;dk )) . (5.38)
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IIpBO NPaBWJIO IPABIIA BEKTOPA:

Sk(a): .

—{(l—iai_lp,ijgk +Zn;:ai_1p1’cski+1}v k=m

e
(m =1l +[e7'51-
k<m-—1, je 6uno Koju BEKTOp KOjU HMMa CBOjCTBO omajiajyher mnpasua, Tj.

rnecy m=cardl,, m>1, p,i = ],i:2,3,...,m, us, #0,3a

grs; <0.

Jlpyro npaBujio npaBia BeKTOpa:

Bexrop npasia d, , k <m—1 je pememe npo6nema (5.37) u

*

d , k<m-1
d,(a)= Satd], kzm
i=2

VYemhemo cienehe npeTmnocTaBke.
Al. TIpeTnocTaBUMO Ja OCTOje KOHCTAaHTe Cp = € > 0 rakse na
2 2
c1||d|| <Fl(x,;:d)< cz||d|| BAXKM 33 CBAKO d e R".

A2. |d =1 |s,| =1 k=0,1,..

Jlema 5.6.1.[20] 3a o c[01] usacee k>m saxumaje gps,(a)<—(1- p]|gk ||2

Cazna hemo npesicTaBUTH IJIaBHU pe3yJTar.

Teopema 5.6.1. [IperniocTaBuMoO /12 je f 3aTBOpPEHA CONCTBEHA KOHBEKCHA (PyHKIIM]a

u F wena Moreau-Yosida perynapusanuja 3a M = I . Heka Baxxe npernoctaBke Al

u A2. Tama 3a npou3BOJBHY IOJIA3HY TauKy X, € R” TakBy nma x, € R",x, = X, kana
k — oo, rae je Hu3 {xk} rerepucal AnroputMom 5.6.1, Baku n1a je X jeJMHCTBEHA

Tayka MUHUMyMa (QyHKIHje f .
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/loxas Jloka3 fa je X jeaAuHCTBEHa Tauka MHHMMYyMa ¢yHkiuje F', xoja je Moreau-
Yosida perynapuzanuja ¢pynkuuje uuba f npodnema (5.1), uneHTHYaH je AOKa3zy y
[20]. Ha ocHoBy Teopeme 4.1.6, 3akibydyjeMo Aa jeé X jeIUHCTBEHA TaYKa MUHUMYMa

¢yHkuuje f.m

Teopema 5.6.2. [lox npernocTtaBkaMa MPETXOAHE TEOPEME 3a HU3 {xk} reHEepHUCaH

Anroput™mom 5.6.1 Baxku cieneha oreHa.

-1

Flx,)-F(7)< 4 1+%%g%

3a n=123,...
rae je u=Fx,)-F(X) u diaml(x,)=n<+o (a 360r IIponosuumje 5.5.1 creau na je
L(x,) orpannuen).

/lokas . Cnenu nupextHo u3 Teopeme 9.2 y [50] .

5.7 JOoll JEJAH AJITOPUTAM BA3BUPAH HA CBOJCTBUMA

MOREAU-YOSIDA PEI'YJIAPU3ALIUJE

Anroputam, nedunncan 3a munummsanijy LC' dynkumje y paxy H. Bypanosuh-
Munnuuh [21], koju xopuctu Dini upper u3BOJ y TpaBily APYrorT pela , IPUMEHEH je
Ha Moreau-Yosida perynapuzanmjy QyHknmje mba npobdiema (5.1). JloOpa
ne(UHUCAHOCT, TeopeMa KOHBEpPIeHIMje W jeHa OlleHa Op3WHE KOHBEPTEHIIH]E,

noka3anu y [21], Baxke u ko1 oBe npumeHe. Pan je mocnar y [24].

3a Hanmaxeme ONTHUMAIHOr pemiema mnpobiema (5.1) mpencraBuhemo anropurtam

KOjH T€HEepHILIe HU3 Tayaka {x, | ciaexeher obnmka:
2
X=X tas, +a,d, k=0]l,..s #0,d, #0 (5.39)

IJIe Cy s, W d, BEKTOpHW TpaBala W ¢, BEIMYMHA KOpaka JePUHUCAHA MMOCCOHUM

AJIrOPUTMOM.
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Jema 5.7.1. Heka je f:S—>RuUf{+o komBekcHa ¢yHKimMja aeduHHCaHA Ha
KOHBEKCHOM cKkymy S < R” m x'€intS . Heka je {xk} HU3 Tauaka Takas J1a X; —> X',

e x,,,=x +e&s, +ed, k=01,.., 5,20, d, #0, & >0,5 >0, 5 >5,
d, —>d un g,<€0f (xk). Taja ce cBe Tauke HATOMWJIABAMmA HH3A |2, HAnase y
ciymy Of (x').

Hoxaz Axo g €0f (xk), oHma 3a cBako Y €S Baxu cienecha HejemHaKOCT
f(y)z f(xk)+ g -(y —xk). 360r Tora, y3umajyhu Ouiao Koju MOAHU3 3a KOJH BaXH Ja

gy > g enempa f(y)> f(x)+g” -(y-x'), wro 3Haun na g’ € 5f(X') .

[IpernocraBuhemo na je 3a cBako x € R" u 3a nato d € R" moryhe u3pauynaru
f(x),F(x), VF(x) u F}(x;d), rne F o3mauaBa Moreau-Yosida perynapusanujy 3a
M =1 dyskuyje [ u F,;'(x;d ) o3HaudaBa Dini upper u3BOI y mpasily QyHKOHje F

y Taukd X, Yy Opasuy d .

Ha k -1oj utepauuju pazmatpahemo crnenehu npoGiem:

min®, (d)®, (d)=VF(x, ) d +%F[’,’(xk;d) | (5.40)

deR"

Kao mTo je peueHo, anropuram reHepuIle Hu3 Tayaka oomuka (5.39), rae je BekTop

mpaBma s, GWIO Koju BekTop s, # 0 Koju 3amoBosbaBa HejemHaxoct VF(x,)s, <0,
JOK je Bekrop d, pememe npobinema (5.40), Iok je BeluuMHA KOpaka «,

Ile(i)I/IHI/IcaHa MOCEOHUM AJITOPUTMOM HA3BAHUM HpaBI/IJ'IO npeTpaKruBamka.

VBemhemo ciienehe npeTmnocTaBke.

b1. IlpernocraBuhemo J1a mocToje KOHCTaHTE ¢, > ¢, >0 TakBe J1a BaXH 1a je

c1||d||2 <Fl(x;:d)< cz||d||2 3acBaku d € R".

B2. ||d, =1 u |s;| =1, k=0,1,...

b3. IlocToju BpeaHocT y > (0 TakBa Ja BaXku Ja je

- VFT(xk )sk > ]/”Sk ' k=012,..

B4. VF'(x,)s, >0=|VF(x, ) > 0,k > .
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Aaropuram 5.7.1

Kopak 1 [lato je x, e R", ¢>0u qe(O,l). CraButn 1a je k=0.

Kopak 2 Wspauynatn F(x,) u VF(x,). Axo je ||VF (x, )| < ¢, onga CTOIL
Tauka x, je pememe npodnema (5.1).
MHuaue u3padyHaTu BeIMUMHY KOpaka ¢, AITOPUTMOM 3a

u3padyHaBame BelnunHe Kopaka. Pemmtu npodnem (5.40) u

O3HAa4YUTHU Ca dk HBCI'OBO PCHICHC.

OpnpenuTt BekTop mpaBua s, Tako gaje s, #0 u VF T(xk )sk <0.

Kopak 3 CraButu ga je X;,, =X, + S, +0£,fdk nk=k+1.

Whu wa Kopax 2.

AJIropuram 3a M3pauyyHaBaH-€ BeJIMUYNHE KOpaKa:

3a nato ¢, uzabpatn a, >0 Tako xa je a, =¢'", rue je i(k) Hajmamu 1o

Opoj u3 ckyma i = 0,1,... 3a K0oju Baxke cienehe HejeTHAKOCTH:

Flx, +ays, +ald, )~ F(x,)< o{akVF(xk Vs, - ia,fF[’,’(xk;dk )} (5.41)

u

F(xk +2a,s, +(2a,) d, )— Fl(x,)> O'[ZakVF(xk Ys, - %(2% Y El(x,:d, )} (5.42)

U3 Jleme 3.1 y [103] cnenu maa moxa mpernoctaBkoM bl pemewme mpobiema (5.40)

nocroju. ¥ pany [21] mokazaHo je Ja ako s, U d, 3aJ0BOJbaBajy yCJIOBE ONaJama
VF(x,)s, <0 u VF"(x,)d, <0 xamroxje VF(x,)# 0, onna moctoju konauno i(k)

Koje 3a70BosbaBa(5.41) u (5.42).

Teopema 5.7.1. Axo Moreau-Yosida perymapuzanmja F 3a M =1 concrBeHe

3aTBOpeHe KOHBEeKCHE (pyHKIMje f 3amoBosbaBa mpernoctaBke b1, b2, b3 u b4, tana
3a OMJI0 KOjy MoJIa3Hy Tauky X, € R TakBy Aa x, — X kaga k — oo, T1e je Hu3 {xk}
reHepucan AnroputMoM 5.7.1. Baxu JAa je X jeOUHCTBEHa Tayka MHHHMYyMa
bysakmje f .
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/loxa3z Jloka3 na je X jeaquHCTBEHa Tauka MUHUMyMa QyHKIuUje F , koja je Moreau-
Yosida perynapuzanuja ¢pyukuuje nusba f mpodbnema (5.1), uaeHTHYaH je JoKa3y y
[21]. Ha ocuoBy Jleme 5.7.1 u Teopeme 4.1.6, 3akpyuyjemMo na je X jeAHMHCTBEHA

Tauka MUHUMyMa QyHKIHje [ .m

Teopema 5.7.2. Ilox mpernocraBkama MPETXOAHE TEOPEME 3a HU3 {xk} reHepHUCaH

Anroputmom 5.7.1 Baxku cieneha oreHa.

-1

_ 1 2 F(x,)-Flx,,)
Flx, )= F(X)< pto) 14 gy — » —A k| 39 p=123,...
( /1) ( ) ILIO /'l0772 ; HVF(XI{NZ

rae je u,=Fx)-F(%) u diaml(x,)=n<+o (a 360r IIponosumumje 5.5.1 creau na je

L(x,) orpanuye).

[oxaz . Cnequ nupexTtHo u3 Teopeme 9.2 y [50] .
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5.8. 3BAK/bYYHA PASMATPAIBA

Hemudepenuunjabunna ontumuzanuja (NDQO) Beoma je 3HayajHa 001acT
onTUMH3AlMje, jep Cy NpUMEpU HCHE INpUMEHe OpOjHU: pellaBamke CUCTEMa

JVHEapHUX jelHauuHa C, (x) =0,i=12,...m, Toe je c(x) = (cl (x), c, (x),...,cm (x));

MUHUMaKC MpoOIeMu min max ﬁ(x), npobiieMd ca OrpaHHueUMa Yy OOJHKY

<i<
xex Isism

JeIHAKOCTH mz);(q f.(x) Tako na c(x) =0, rae je c(x)=(c,(x),c,(x).....c, (x)) xojuma ce

OpUApYXKyjy KasHeHe ¢(yHKImje oOimka minqb(x):;g” (x)+||c(x)|; npobiieMu ca

orpaHuYemuMa y OOJMKY HEJeJHAKOCTH min fl(x) Tako Ja c(x)S 0, rme je

xeX

c(x)=(c,(x)c,(x)....c, (x)) xojuma ce mpumpyxyjy kasHeHe QyHKumje 0GmHKa

min D(x)= 1f (x)+ Hc+ (xx

, e je ¢ (x)=max{c,(x).0} .

VY 0B0Oj T€3u pazMaTpad je npodiem

min f(x) , (5.1)

xeR"

rieje f:R" >RU {+ oo} KOHBEKCHA, HE 00aBe3HO U AudepeHirjaduiHa GyHKIuja,

. . * .
KOja MMa Helpas3aH CKyll MMHHUMYyMa, KOju O3HadaBamo ca X . Jlar je mperuen
noctojehux Merona 3a pemaBame npodnema (5.1): cyOrpagujeHTHE METOAE, cutting
plane merone, bundle merone u proximal point meTone koje ce 6a3upajy Ha Moreau-

Yosida perynapuzanuju ¢pyHKImje mpba nmpoodiema (5.1).

HamoMeHyTo je ma cy BHIlE3HAuHA INpeCiUKaBama IMOCIY)XKWIa Kao Huieja 3a
peliaBame HEIITO OMIITHjUX Hpobiiema oBe kiace. Paau ce, Hamme, 0 TOMe Ja
MOHOTOHA  BHIIE3HAYHA  MpEClIMKaBama  J00pO  PENpe3eHTYjy  HPUPOAY
cyOmudepeHnyjaia KOHBEKCHHX (yHKIHUja. Bwio OM WHTEpECaHTHO HWCTPAKUTH
MoryhHOCT ~ WHXOBOI  MOBe3WBama  ca  KOHBeKcHduKaropuma  ©  u

cybaudepenimjanuma uip. Michel-Penot tuna’ .

C npyre ctpaHe, nMajyhu Ha yMy 3axTeBe KOjH ce 1mojaBibyjy y bundle meromama®,

oTBapa ce MOryhHOCT T0BE3MBAK-A OBE OOIACTH Ca KOHYCHOM METPHKOM .

¢ HemTo BHIe 0 KOHBEKCH(DMKATOPHMA BHIETH HIIP.y pagoBuMa JlemjaHoBa.
> Heurro Buie o BpcTama cyOmudepenimjana BuaeTH y [8].

S Bunern [32].

7 Hewrro BUIIE 0 KOHYCHO] METpHIM BuAeTH y [25].
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Y 0BOj T€3H MPECTaBIbAHU CYy AITOPUTMHU KOJU KOMOUHY]Y frust region CTpaTerujy
ca bundle dunocopujom (ob6jaBsbeno y [40]) W METOIOM KOHjyTOBaHMX
cyOrpanujenara (nocnaro y [41]). Pasmatpana je Be3a cemurnatkoctu ca Dini upper
u3BoIoM Moreau-Yosida perynapuzanyje. Ha taj Haunn u3bernyrte cy motemikohe
KOje Cy Ce TOjaBJbHBAJIC y NPHUMEHU Newfon-oBHUX METOZQ, KOje CyIepIMHEapHO
KOHBeprupajy. Pesynrar je anroputam Newfon-oBOT THIIa, U3JIOKEH Y OJCIBKY 5.4 1
o6jaBibeH y [39]. Dini upper uzBon Moreau-Yosida perynapuzanmje GyHKOuje f
kopuiheH je y anroputMuma o0jaBibeHuM y [22], [23] u [24] ([24] je Ha peueH3Ujn),

U U3JI0KEHUM peioM y maparpaduma 5.5, 5.6 u 5.7.

bynyhu na ce mocnenmux roaWHa WHTEH3WBHO pasBHjajy bundle metonme 3a
HeaudepeHjaduiHne HeKOHBEKCHe (DYHKIIM]je, UHTEPECAHTHO OM OMIIO pa3MOTPUTH

MOI‘y'hHOCT yonuuTaBakba OBUX aJIlTOpUTAMa HAa TaKaB cnyqaj.
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