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Р R Е D G О V О R 

Problemi optimalnosti зе, svojorn aktuelnoscu, sve vise па­

rnеси i nalaze mesta и raznorodnirn naucnirn disciplinarna, naroci­

to onirn koje cine osnov tehnickih i ekonornskih nauka. Iako se 

analiticka mehanika oduvek delimicno bavila i takvim problernirna 

neizbezno је bilo da se forrnira jedan 'opstiji pristup koji се 
obuhvatiti i опе "neklasicne" probleme k6J1 su izlazili iz okvi­

ra klasicne rnehanike c U torn srnislu је 1969. godine, pod rukovod­

stvom prof c Veljka Vujicica, па Prirodno-rnatematickom fakultetu 

u Beogradu osnovana Grupa za upravljanje kretanjern, odakle su, 
\ 

kao rezultati rada potekle magistarske i doktorske teze i veliki 

broj objavljenih naucnih radova i saop~tenja. 

Ovaj rad је deo autorovih istrazivanja u okviru G,rupe za 
.~ 

upravljanje kretanjem. Ucinjen је pokusaj da se u analiticku 

rnehaniku uvede obuhvatnije razmatranje problerna optirnalnog ир­

ravljanja kretanjern, koriscenj~m savremenih metoda zasnovanih 

па Pontrjaginovom principu maksirnuma.Medutim, kako su postavka 

i dokaz principa maksimuma zasnovani па topoloskim osobinama 

upravljanih sistema, и ovom radu је ucinjen drukciji pristup. 

Izvrsena је geometrizacija problema, sto је omogucilo da se 

princip ~~ksimuma interpretira metodima koji su prisutni i u 

analitickoj mehanici. Pri tome зе tezilo da spoljasnja forma 

osnovnog metoda, za resavanje problerna и konacnorn obliku, osta­

пе neizmenjena, bez obzira о kojoj је vrsti mehanickih sistema 

i upravljanja rec. U torn srnislu obradeni зи i neki teorijski 

prilozi kao ilustracija i potvrda opravdanosti primene usvvje­

nog metoda па razlicite slucajeve optimalnog upravljanja kre­

tanjem. Pri tome је ukazano i па neke otvorene probleme koji 

su posledica specificnih osobina mehanickih sistema. 

Autor koristi ovu priliku da se iskreno zahvali prof. Velj­

ku Vujicicu i prof. Aleksandru Baksi koji suukazali veliku ро­

тос pri izradi ovog radac 

J.V. 
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UVOD 

Teorija optimalnih procesa nastala је sintezom mnogih istra­

zivanja koja su se и svom zacetk~ razvijala kao zasebne grane и 

specijalnim tehnickim disciplinama. Problemi upravljanja, и prvo 

vreme, odnosili su se па obezbedivanje stabilnosti nekog proce8a 

i па taj nacin bili tesno povezani 8а problemima teorije diferen­

cijalnih jednacina, teorije stabilnosti i oscilacija. Medutim, и 

svim oblastima, bez obzira па njihovu raznorodnost, bila је pri­

sutna ideja optimizacije и nekom атlа1и. 

Tesko је ukazatl па prve radove kojlma jebilo naceto siste­

matsko izucavanje problema optimalnog uргаџlјапја, по neosporno је 

da је cen'tralno mesto и koriscenim metodima zauzimao klasicni va­

rijacioni гаСun. U tom smls1u ве, paralelno ва resavanjem konkret­

nih problema, Bredinom ovog veka, росео formirati opstiji naucni 
.0;.'"';' 

pravac - teorija optimalnih proceBa, koja objedinjuje razlicite 

probleme svrstane и dve osnovne klase: 1) problemi programskog uprav­

ljanja, 2) problemi sinteze optimalnih procesa. Problemi prve klase 

obuhvataju odredivanje upravljackih dejstava и funkciji vremena. 

Problemi druge klase gde se upravljacka dejstva formiraju u funkci­

ј! stanja sistema ро principu povratne sprege stoje и osnovi teo­

rije regu1i8anja 1 automatskog upravljanja. 

Vazna etapa u razvoju savremene teorije optimalnih procesa ve­

zana је za lstrazivanja L.S. Pontrjagina i njegovih saradnika kojl 

su f'ormulisa11 princlp maksimuma (3IЈ, odakle se dobijaju neophod­

п! uslovi optlmalnosti za sirok krug problema programskog upravlja­

пја. Teoreme Pontrjaginove skole moguce је smatratl kao proslrenje 

klasicnih varijaclonih problema s diferencijalnim vezama, па prob­

leme koji uk1jucuju i "neklaslcne" uslove i ogranicenja. Na taj 

nacin, aparat teorije koji ве zasniva па principu maksim~~a pred­

stavlja razvoj metoda Lagranzovih mnozi telja, varijacionlh princi­

ра i metoda kanonskih jednacina. 

U isto vreme, и SAD-u, R. Belman i njegovi saradnlci poceli 

ви razvijanje metoda dinamickog p~ogramiranja [5Ј 1 kojl neposred-

по odgovara problemu optimalne sinteze i dovodi do parcijalnih di­

.ferencijalnih jednacina Hamilton-Jakobijevog tipa. Metod dinamickog 
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programiranja obuhvata veliki krug problerna i predstav­

lja jedan od najmocnijih savremenih metoda optimizacije, mada, sa 

analitickog stanovista,integralenje dobijenih jednacina predstav­

lja nepremostivu tesko6u. Belmanov princip optimalnosti zasnovan 

је па uzastopnoj analizi u toku vremena, sto omogucava da se pro­

сеэ razbije па niz etapa i па taj nacin dob1ju rekurentni odnosi 

pogodni za primenu elektronskih racun'ara. 

Pored Pontrjagina i Belmana i sledbenika njihovih metoda, tre­

Ьа, neizbezno, ukazati па А.М. Letova i seriju njegovih radova 

koji se bave problemom minimizacije integrala kvadratnih formi pri 

kretanju linearnihs1stema-. U ovim radovima daje se resenje sinte­

ze za siroku klasu problema, pri сети se ispoljava vazna veza iz­

medu ргоЫета regulisanja i Ljapunovljeve teorije stabilnosti kre­

tanja. 

Sve siri krug problema патесе, sa јеdnе strane, teoriji opti­

malnih procesa takvu opstos,~ da se опа spaja эа opstom teorijom 

sistema. Sa druge strane, dobijanje rezultata za bilo koju suzenu 

klasu problema, vezano је i 'sa osobinama upravljanih sistema. 

Kako su, i pored mocnih savremenih racuna~a, teskoce pri resava­

пји cesto nepremostive, veliki deo literature о optimalnom uprav­

ljanju usmeren је па pronalazenje numerickih metoda zasnovanih па 

savremenim matematickim aparatima. 

Sto se tice problema optimalnog upravljanja kretanjem_meha­

nickih sistema, оп! nisu kao celina posebno razmatrani. Razlog to­

те verovatno treba traziti и cinjenici sto ti problemi prelaze ok­

vire k[~sicne mehanike i па jedan siri nacin povezuju је sa teori­

јот sistema. Naime, klasicna mehanika proucava probleme u cijoj 

osnovi stoje objektivni prirodni uslovi optimalnosti па kojima su 

i postavljeni principi mehanike.U teoriji optimalnog upravljanja 

kretanjem mehanickih sistema, porf?d objektivnih, nametnuti su i 

subjektivni zahtevi optirnalnosti, ра primena teorije optimalnih 

procesa, sa stanovista klasicne mehanike, prividno ima karakter 

mat emat-ickog formalizma • 

• ---u ovorn radu ucinj еп ј е pokusaj da se deo opst е t eorij е opti­

malnih р'!"еСеаа priblizi problemirna optirnalnog upravljanja kreta­

пјет mehanickih sistema. Као osnova za razmatranje uzet је Pontrja­

ginov princip mg.ksimuma, prilagoden za mehanicke sisteme. Rad је 

podeljen па sest poglavlja. 

U prvom poglavlju daju se, u kratkim crtama, definicije nekih 
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pojmova iz teorije optimalnog uprav1janja. Izvrsena је uopstena 

postavka problema u obliku mode1a pogodnog za primenu analitickih 

metoda optimizacije. 

Drugo poglavlje је kljucno u ovom radu. Data је geometrijska 

interpretacija principa maksimuma za holonomne skleronomne meha­

nicke sisteme i postav1jen matematicki model za resavanje proble­

та u konacnom obliku o Tako dobijeni rezu1tati prosireni su па re-
, 

опоmnе sisteme pri ce~и forma principa maksimuma ostaje neizmenje-

па. Usled toga, dalja razmatranja odnose ве па holonomne skleronom­

пе sisteme cime nije итапјепа opstost usvojenog metoda. Sistemi jed­

nacina koje opisuju optima1ni proces imaju kanonsku formu i u се­

lom radu postoji teznja da se taj oblik zadrzi. Takva forma jedna­

cina omogu6ila је da ве па jednostavan nacin, primenom Hamilton­

Jakobijeve metode, princip maksimuma svede па Belmanov princip ор­

tima1nosti. 

U trecem poglavlju razmatrana је klasa singularnih upravlja­

пја koja је vrlo cesta u prakticnim problemima. Za probleme sa sin­

gularnim upravljanjima princip maksimuma је neefektivan, tj. ро­

trebni uslovi optimalnosti principa maksimumane daju mogucnos{ da 

ве odrede ekstrema1na uprav1janja. Prikazane su neke postoje6e mе­

tode za resavanje takvih problema i ukazano па njihove karakteri­

stike. РОВеЬПО је, za iluotraciju singularnog upravljanja, obraden 

teorijski prilog о kretanju mehanickog sistema ро optimalnom luku 

u konfiguracionom prostoru. 

tetv~to poglavlje posveceno је problemima optimalnosti kreta­

пја роа dejstvom оgгаЧiсепih upravljanja. Razmatrane ви razne vг­

ste ogranicenja, uz id~ju da diferencijalne jednacine upravljanog 

procesa zadr~e kanonsku formu. РовеЬпа pa~nja posvecena је uprav­

ljanjima koja imaju prirodu generalisane si1e. -

Peto pog1avlje de1imicno koristi rezu1tate drugog i cetvrtog 

poglavlja za optima1no upravljanje kretanjem sistema ogranicenog 

faznog B~ja. Dat је princip maksimuma u nesto izmenjenom obliku 

uz stalno prisutnu ideju о ocuvanju kanonske forme diferencijalnih 

jednacina optimalnog upravljanja. 

Sesto poglavlje, za razliku od osta1ih gde se razmatraju pro­

blemi programskog upravljanja, posve6eno је optimalnoj stabiliza­

ciji kr€tanja mehanickih sistema kao problemu automatskog upravlja­

пја. U opstim crtama dat је metod resavanja zasnovan па objedinja­

vanju Belmanovog principa optima1nosti i Ljapunov1jevog kriteriju­

та stabilnosti. 



U vecini poglavlja ovog rada dat је jedan broj primera па 

kojima је, analitickim postupkom do konacnog resenja, ilustrova­

па primena razmatranih metoda. 

Pri izradi ovog rada proucen је i ~regledan veliki broj te­

orijskih i strucnih radova. Malo koja nаисnа disciplina danas ima 

toliki broj monografija i casopisa kao teorija optimalnih procesa. 

Na kraju је, pored osnovne, naveden i jedan deo оnе literature ko­

ја је па neki na6in uticala па razradu'osnovne ideje ovog rada. 



1. OSNOVNA POSTAVKA PROBLEN~ 

1.1. Uprav1janje. Dozvo1jeno uprav1janje. 

u teor1j1 opt1maln1h uprav1janja,za op1s1vanje procesa,naj­

севсе ве kor1ste obicne d1ferenc1jalne jednac1ne prvog reda u 

norma1nom obliku koj1 је pogodan za ana11t16ko razmatranje 1 pr1-

menu varljac1on1h i numer16k1h metoda. U tom sm1s1u, ogran1cicemo 

ве па proucavanje mehan16kog s1stema ва kona6n1m brojem Btepeni 

B1obode cije stanje је u proizvoljnom trenutku vremena t,odrede­

по u 2n-dimenz1onom !'aznom prostoru V 2n kооrdiпаtаша q~ ра( (О( =1., 2, 

••••• ,п), gde ви: n-broj stepena i Blobode, qec..genera11sane koordi­

nate а p-generalisani 1mpulsi • .. 
Uko11ko uporedo ва prostorom V2n postoji neki r-dimenzioni 

vektorski prostor Ur vektora и! (1~1,2, ••••• ,r) с1је koord1nate 

f1gurisu u d1ferenc1jalnim јеdпас1паша kretanja s1stema, onda 

izborom vektora ио mozemo па odgovarajuci nacin ut1cati па pro-
1. 

.р шепи faznog stanja s1stema. Drug1m rec1ma, vektor u 1 1ша nek1 f1-

z1ck1 вш1вао 1 рошоси njega mozemo uprav1jat1 kretanjem шеЬап1с~ 

kog s1stemao Takav vektor ~vacemo vektor uprav1janja а njegove ko­

ordinate funkc1je uprav1janja 111, sашо, uprav1janja; 

U daljem 1z1aganju ogran1c1cemo ве па vektore upravljanja 

cije se koordinate јаУlјаји kao promen1j1vl parametr1 u gene­
ra11sanim si1ama 111 ваш1 1шаји prirodu genera11sane s11e. 

U opetem slucaju, uprav1janja 8и ogran1cena kao pos1edica 

neklh nametnutlh ив1оуа 111 rea1nih t 01z1ck1h mogucnost1 uprav-

1jackog sistema. Neka је G
u 

nek1 skup iz prostora Ur odreden tim 

ogranlcenj1ma. Uprav1janja koja ispunjavaju U8~OV 

(l.lс;'l ) 

naz1vamo dozvo1jena uprav1janja, а oblast Gu iz Ur skup dozvo-

1jenlh uprav1janja. 

Oblast Gu moze bitl otvoren 111 zatvoren sk~p, kon­

stantan 111 promenljlv. Dozvoljena uprav1janja mogu b1t1 prek1d­

па 1 u konacnom 1nterva1u [to,t~ mogu imatl konacan broj pre­
kida. 



1.2. Ci1j uprav1janja. 

Svakom uprav1janju iz (1.1.1) odgovara neka promena faznog 

stanja, odnosno neko kretanje mehanickog sistema. Рг1 tome, osnov­

ni ргоЫеш је da ве odrede takva uprav1janja iz (1.1.1) pod сiјlш 

dejstvom се sistem da ве krece u sk1adu ва nek1m unapred postav-

1јеn1ш с11јеш. 

Za ~ehan1cke s1steme с11ј uprav1janja izrazava ве zahtevGm 

da sistem iz nekog pocetnog stanja Zo prede u stanje ~1 1 da taj 

ргосев bude оЬаУ1јеn u interva1u [to,t~. Pocetno stanje sistema 

toSl~q« (to}"Pa( (to ) moze bit1 па mnogostrukostl: 

ј. 1.2, ... , 5 ~ 2 п 

k .r: /, 2) ... ) т ~2n 

pri сеши, u neklm ргоЫешlша, vreme t 1-to n1је odredeno unapred. 
~~; 

Ovde ве pr1rodno nашесе jedan sustlnskl problem: da 11 medu 

dozvo1jenim uprav1janjima (1.1.1) postoje takva cije dejstvo obez­

beduje izvrSenje postav1jenog ci1ja? Osnovni kr1terijumi egz1sten­

cije takvlh uprav1janja predstav1jaju ив1оуе uprav1jlvost1 slste­

~ i nјlЬоуо postav1janje је уеоша slozeno. Izuzetak cine ргоЫе­

ш1 kojl obuhvataju kretanja op1sana 1inearn1m diferenclja1nlm 

ј ednacinama. 

1.3. Мега opt1ma1nosti. 

Pored us10va da uprav1jani sistem izvrsi odredeni ci1j, u 

prakticn1m problemima, postavljaju ве i zabtevi da ве taj ргосев 

obavl па najpovo1jniji nacin u nekom Bmis1u, sto moze da ве ро­

stavi u vidu ив1оуа da neki funkciona1: 

(1.3.1) Ј.с}{l1) 

u toku kretanja, u lnterva1u [to,ti ima minlma1nu vrednost. 

Оуај uslov , kome је podvrgnut ргосев upravljanja, karakte­

rise sustlnu optimalnoati i predstavlja, па neki nacin,~njegovu 

kvalitativnu i kvantitativnu meru. 

Funkciona1 (1.3.1)~ zavisno od zahteva optimalnostl procesa, 
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nајсее6е ве javlja u јеdnош od slede61h obl1ka: 

(1.3.2). 

Ј:с Ф [to, f rto),p(lo), t" f (t,), prt,)] 

Оу1 funkciona1ipostoje i uklasicnom varijacionom racunu u proble­

шiша kao sto su Lagranzov, Majerov 1 s11cn1m [26Ј • U ve1ikom bro-
\ 

ји slucajeva mogu da ве transformisu iz jednog obl1ka u drugi. 

1 .. 4. Postavka problema. Optimalno upravljanje. 

ва osnovu prethodnih razmatranja 1 uveden1h РОјшоуа moze­

то formulisati zadatak optimalnog uprav1janja kretanjem mehan1-

ckog slstema u slede6em obliku: 

Medu dozvoljenim uprav1janj1ma (1.1.1)treba naci ona pod 

cij1m dejstvom се dati mehanicki sistea 1z stanja (1.2.1) doc1 

u stanj~ ·(1.2.2) uz uslov m1nlma1nost1 funkciona1a (l.З.l). 

Uprav1janja и! koja uspunjavaju вуе navedene uslove nazi­

уасето optimalna upravljanja а odgovaraju6e tra~ektorije sistema 

optima1ne trajektorlje. 

Matematicka postavka problema sastoji ве u formiranju mode-

1а koji је opisan dovoljnim brojem jednacina 1 uslova za resenje 

u konacnom obllku.Pri tome obllk t·unkcij е upravljanja zavisi od 

toga kojoj osnovnoj klasi pr1pada razmatran1 problem~ 

Ako ве radi о tzvo programskom upravljanju, pozeljno је da 

resenje bude u obliku: 

.. -'--ц/ - ц/ rt) 

prOb~~~ U problemima automatskog upravljanja treba reeavat1 



. " 

s1nteze opt1malnog upravljanja tj. traz1t1 resenje u obl1ku: 

11/ :: Ц/ (! Ј ~ , р) 

Ovaj oblik reaenja odgovara poznatom pr1nc1pu povratne sprege 

1 pogodan је za stabi11zaciju stanja mehan1ckog sistema • 
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20 USLOVI OPTIMALNOSTI; PRINCIP MAКSlМUМA 

2.1. Jedna6lne uprav1janog kretanja шеhап1сkоg sistеша 

U росеtп1ш razmatranjima, ogranicimo ве па kretanja ор1ва­

па autonomn1m difеrепсiја1п1ш jednacinama ва ci1jem da dob1jene 

rezu1tate prosirimo i па opstije slucajeve o U tom smislu роsша­

trајшо kretanje ho1onomnog, sk1eronomnog mehan1ckog s1stema u 

po1ju potencija1nih i nepotencija1nih е11а koje пе zavise od 

vremena. Kineticka energija takvog sistema је: 

(2.1.1) Т I «fЗ 
= 2 а РО( Рр ( fi. fЗ =: 1, 2, . . . Ј П ) 

gde је а«Р metrlck1 tenzor konfiguraclonog prostora Rno Наш11-
tonova funkclja, u tom slucaju, predstav1ja ukupnu mеhапiёkU е­

nerg1ju 1 ima obllk: 

(2.1.2) Н= Т t- П 

gde је П = П (q1, q2, •••• , qn) potencija1na energlja slstema. 

U prethodnom pog1av1ju ogranici11 вто; ее па runkcije uprav­

ljanja koje ее u diferenclja1nim jednacinama kretanja jav1jaju 

kao parametri u genera1isanim si1ama. U tom sm1s1u genera11sa­

na nepotencljalna si1a lша oblik: 

(2.1.3) 

D1f'erencijalne jednacine kretanja takvog sistema su: 

(2.1.4) 



\ .. , 
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Не upustaju61 ве u obl1k zavisnosti ovih jednacina od uprav­

ljanja ui pretpostavimo da su desne strane i njlhovi lzvodi ро 

faznim koordinatama q- i p~ neprekldne i ogranicene funkcije. Ва 

taj nacin, za neko dozvoljeno upravljanje ui(t), t~ [to,t1] i 

za neko zadato pocetno stanje t ,qa(t ),p~(t ), postojl jedln-
о о... о 

stveno neprekldno resenje јеdnасlпа (2.1.4). 

Posto вто uslovi1i da su јеdnас1пе (2.1.4) autonomne, pocet­

ni trenutak t o moze blti prolzvo1jno biran. Наiше, ako upravljanje 

u i (t), t€(t o ' t 1] prevod1 siste. iz stanja Zo u stanje Zl' to isto 

Ысе ostvareno i uprav1janjem ui(tr).'t~(to+At,tl+4t] • 

2.20 Geometrizacija upravljanog kretanja holonomnog ekleronomnog 

mehanickog sistema 

Neka је optima1nost kretanja uslov1jena zahtevom da funkcl-
ona1: 

(2.2.1) 

iша minima1nu vrednost. Uvodenjem ve11cine 

dobijamo diferenclja1nu jednacinu: 

koja, zajedno ва jednacinama(2.104) predstav1ja diferencija1ne 

jednacine kretanja uprav1janog mehanlckog sistema u prosirenom 

f~znom prostoru V 2п+ 1. Ovde сешо pretpostavi ti da su t'unkcija 
f i njeni izvodi neprekidni i ogranicenl. 

Izvrsivsi па taj nacin geometrizaciju imamo sistem dife­

rencija1nih jednacina: 
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ioO .. f о ( ~ I р. и) 
• о( ЈН 

~ :: dPfi 
• ЈН р Pd. ~ - d'i~ 1" а.« (q, РЈ и) 

рг! сеши treba primetiti da desne strane nе zavise od koord1na­

te qO. Zahtev opt1malnost17 s obz1rom па (2.2.2) dobija oblik 

us1ova: 

(2.2.5) mјп Ј (иЈ = min 00 (t,) 
Цј Чј 1-

, , 

Prostor V2n+1 formiran је tako da је ова qO upravna па V2n' 

ра trajektorija sistema<>u V2n predstavlja projekciju odgovaraju­

Се trajektorije iz V2n+1• 

S obzirom па (2.202) је qO(to)=O, ра ае sva pocetna stanja 

nalaze и prostoru V2n• 

sl.1 

~' 
f 

Na sl.1 dat је upro8cen prikaz ove geometrizacije. 
Neka је zadatak uprav1janja da se iz nekog pocetnog stanja 

sistem premesti и bilo koju tacku skupa L 1 krajnjih stanja ~j~:~{~~~~ 
,'," 8" . ';'~ 
J~" 11 ~ ... )·;..,pl ~,·'-WI. 

'~X) ! J;i:q' ~~. 
,'С' ">Ј.Ј! Ј » ј , 

Y~::::I:/ ' 
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prostoru У2п i neka рг1 tome funkcional (202.1) ima vrednost: 

I 

onda skupu 1:. 1 u prostoru V 2n' odgovara ~ 1 skup krajnj1h stanja 

u prostoru V2n+1 o Pr1 tome оЬа skupa pr1padaju c111ndricnoj hi­

.perpvrsi Н, cij1 је presek ва V2n skup ~l. Neka је ~ о skup 

'sv1h pocetn1h stanja iz kojih 'za 11sto dozvoljeno uprav1janje а1-

stem do1azi па skup L l' onda sve odgovarajuce trajektor1je u 
prostoru V2n+1 1eze ~a hiperpovrsi ciji је presek ва V2n skup L о 
а presek аа N skup Z 1 (в1.1). Jednaclna ove hlperpovrsi lша 

oblik: 

(2.2.7) w ( f о I ~ Ј р) :с f о t 5 [ f ' Р, f ( f () Ј Р ( t, ) Ј ~ С 
о. 

рг! cemu је vrednost funkcije S odredena.~rednos6u funkсiоиаlа 

u intervalu [t,t~ tj.: 

(2.2.8) 
t 

5 [ f + р , ~ ( 1, ) I Р ( t 1) Ј : ј / о ( f ' р, ц) d t . 
t 

Neka је u:e: Gu optimalno upravljanje, onda odgovaraju6a hi-
~ . 

~erpovrs W pred6tavlja geometrijsko mesto з.ih optiaalnih tra-

jektorija koje odgovaraju istom optima1nom upravljanju za koje је: 

{2.2.9) 

# 
Na taj nacin hiperpovrs W deli prostor V2n+1 na dva poluprostora: 

POluprostor JD dostupan za reprezentativnu tacku qO,q~,p« i ро­
luprostor Jr nedostupan zareprezentativnu tacku za bilo koje и­
pravljanje ui € Gu (61.2). Drugim recima za neko upravljanje 

(2.2.10) 
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1mamo; 

{2.~.11) 

sto znaci da varirana putanja ,u faznom prostoru V2n+ 1 ' nasta1a va­
rlranj еш uprav1janja, skrece u polup'rostor tJ u koji ј е u8meren 

vektor gradijenta hiperpovrsi _ •• ' 

81.2 

Posmatrajmo varijacije nasta1e pocetnim varijacijama !qo(to )' 

Jqo(t ), ЈУ) (t ) takvim da varirana pocetna tacka pripada 8kupu 
о "'ц о 

L. o' tj.: 

~2.2~12) 

Ako ne variramo optimalno upravljanje iz definicije hiperpovrsi ~ 

sledi: 

(2.2.13) 

sto znас! da vektor varijacije JqO, dqЦ, 
ravni hiperpovrsi W*. 

Vt t [to. t,J 

др 1ezi u tangetnoj 
ц 
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Varijacije nastale па оуај nacin imaju prirodu рогешесаја 

izazvanih pocetnim poremecajima, ра predstav1jaju гееепја pozna­

tih varijacionih jednacina (24] koje, u паsеш вlисаји imaju oblik: 

{2.2.14) 

Оуај sistem jednactna dobijen је iz sistema (2.2.4) za ut=uf. 

Uporedo еа vektorom varljacije Jqo, Jq~, J~ posmatrajmo 

2n+l-dimenzloni vektor .ло, Ј.« ,)Jd koji predstavlja гееепје 
jednacina: 

(2.2.15) 

Оуај sistem jednacina poznat је pod nazivom spregnuti sistem [31], 

а njegov oblik zavlsi оа oblika sistema jednacipa kretanja (2.2.4). 

Us1ed nezavlsnosti funkcija fO,H 1 QB od kocrdinate qO ргуа 
od jednacina (2.2.15) iша oblik: 

odakle је 

(2.2.16) ~o = const. 
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Resenje s1stema jednac1na (2.2.15), pr1 zadatim pocetn1m 

vrednostima: 

је raz11c1to od пи1е uko11ko је po~etna vrednoet rаz1iб1tа od 

пи1е. Takvo resenje је 1 jed1netveno.' 

Us1ov1mo da је pocetn1 vektor (2.2.17) nоrша1ап па L о u 

tack1 q«(to),~(to) i uemeren u oblast Jr , nedoetupnu za repre­

zentatlvnu tacku. Kako је vektor pocetne var1jac1je takav da је: 

onda је pomenut1 ив1оу ortogonalnoet1: 

с( 

Form1:rajmo skalarn1 proizvod vektora ~ , .ло(~ v 1 vektora . о 

varljac1je Jqo, Jqo{ ,./p.'u pro1zvoljnoj tackl h1perpovrsi _ .. 1 па-

d1mo njegov izvod ро vremenu. Uzlmajuc1 u obz1r јеdnас1пе (2.2.14) 

i jed.nacine (2.-2.15) dobijamo: 

ft € [f(J,f,] 

оdnоепо: 

а, па овпоУи us10va (2.2.18), kona,cno imamo. 

ff Е [јО. f,] . 

На osnovu ovoga zak1jucujemo da је ив1оу ortogona1nosti (2.2.18) 

spregnutog vektora i z:. о u pocetnom trenutku odred10 

,о· 
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njegovu ortogona1nost па tangentnu ravan hiperpovrs1 w*. Drugim 

rec1ma vektor А о' ло(,)Јсо{ ko11nearan ј е ва grad1j entom h1perpo­

vrs1 w~ u pr01zvo1jnoj tack1 1 UBmeren ј е u poluprostor iJ , usled 

cega је: 

(2.2;22) .ло ,:: COn5t. ~ О . 

Na taj пас1п је, uzimajuc1 u obz1r оЬе vrste var1ranja: 

(2.2.2) У! € [to,t,J 

gde znaknejednakosti odgovara var1jacijama koje ви posled1ca 

variranja upravljanja, а znak jednakost1 odgovara var1jacijama 
.. \ 

nasta11m, iSk1ucivo, variranjem pocetnog stanja s1stema. 

Brzina reprezentat1vnetacke па h1perpovrsi J~, za proiz­

voljno и! Е Gu usшеrепа ј е Ј1 dostupni po1uprostor 'п ра, в obzi­

тош na osob1nu spregnutog vektora, 1шашо: 

(2.2.24) 

1 

111, uz1majuc1u obz1r jednacine (2.2.4), 

(2.2.26) 

1 
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Uvodeci funkciju: 

~ f 
о ЈН q (ан JI 

q,A t~ - ~У -- t l1 ) 
о . о( d р<1( d ~ о( \.{« 

re1aclje (2;2.26) i (2.2.21) dobijaju obllk: 

1 

Po~~и ovako uvedene funkcije 3l 
mozemo napieati u obliku: 

(2.2.31) 

, jednacine kretanja (2.2.4) 

а epregnute jednaclne (2.2.15) u obliku: 

Medutim, kako funkclja :и. пе zavieiOAil_-At° 1 kako ј е, us1ed toga, 

.л,о=сопst., prve јеdnасlпе u sletemlma (2.2.31) 1 (2.2.32) шо­

zemo ignoris&ti i ograniciti ве па proucavanje resenja eledecih 

sietema jednacina: 
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'0( a1t 
f :: a~ 

• (Ј 7f 
Pd':: Ј? 

(2.2.34) 

Prema tome, uvodeci funkciju ~ u Qbliku (2.2.28), ј ednaci­

nе upravljanQg kretanja holonomnog skleronomnog шеhаniСkоg si­

stema i odgovarajuce spregnute jednacine sveli sшо па kanonski 

obliko 

2.3. Овl0У! transverzalnosti 

Sistemi jednacina (2.2.33) i (2.2.34) za prizvoljno u
i

€ Gu 
imaju odgovaraju6a opsta resenja. Odredivanjem optima1nog uprav­

ljanja и~ dоЫјашо opsta resenja za kretanje ро optimalnoj tra­

jektorijl, ра је za гевеnје u Kosijevom obl1ku potrebno ukupno 

4n us1ovs. u odredenim tackama optimalner. traj ektorije. 

Neka је, u opstem slucaju, pocetno stanje па mnogostrukostl: 

(2.3.1) ј '" 1, 2, ... Ј т 6 2 п 

а krajnje stanje па mnogostrukosti: 

(2.3.2) k = " 2Ј ••• Ј S ~ 2 f) 

tada је, za гевеnје problems u konacnom obliku, potrebno јоо 
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4n-(m+s) uslova. 

Мnogostrukost (2.3.2) predstavlja presek в hlperpovrs1 za 

koje сешо pretpostav1ti da ви glatke. Neka ви nj1hov1 grad1jenti 

11nearno nezavlsn1, tj. neka је: 

(2.3;3 ) 
Ј 1 Ј 1) га п о (.!!..!.lJ. J.!!..!lк... .. 8 

Ј df{( d Ро. t, 

tada mnogostrukost (2.3.2), u svakoj tackl q·(tl),P~(tl)' lша 
jedinstvenu tangentnu ravan u kojoj lezl vektor Iq-(t1 ), dP4( (t1 >. 
Prem.a tome је: 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

Iz (2.3.4) imamo, s obzirom па (2.3.3), 2n-s nezavlsnih уе-

11cina J q4({t1 ), J~ (t1 '. Ellmlnacijom zavlsnih velicina iz (2.3.;) 

1 lzjednacavanjem ва nu10m koeficljente uz nezavlsne vellclne, do­

bijamo 2n-s uslova u krajnjoj tack1. Те uslove nazivamo uslovl 

transverzalnostl u krajnjoj tack1. On1 su ekvlvalentni jednac1na­

ша ( 2 ~ 3."4) 1 ( 2 • 3 .. 5 ) • 
иЕ 1ste pretpostavke о mnogostrukost1 (2.3.1), kao preseku 

m glatkih h1perpovrs1 сlј1 su gradljent1 11nearno nezavisnl tj.: 

(2.3.6) 

·,г 
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1шашо: 

(2.3.1) 

(2.3.8) 

Ponav1jajuc1 prethodno razmatranje 1z (2.3.1) 1 (2.3.8) do­

Ь1јашо nov1h 2n-m us10va koje naz1vamo us1ov1 transverza1nost1 
\ 

u pocetno'j tack1. Оп1 su ekviva1entn1 jednac1nama (2.3.1) i 

(2.3.8). 

Pre~, tome, ukupan' br6j pocetn1h 1 krajnj1h us10va i uslova 

transverza1nost1 iznos1 4n, sto је, za slucaj da је krajnje vre­

ше t 1 unapred poznato, dovo1jno za resenja jednacina (2.2.33) i 

(2.2.34) u konacnom obl1ku. Za slucaj da vreme t 1 nije unapred 

poznato, raspolazemo iz (2.2.30) ив1оуош: 

Na osnovu ov1h razmatranja mozemo zakljuc1t1 da obl1k us1o­
та transverzalnosti zavisi, iskljucivo, od oblika uslova za ро­

cetno i krajnje stanje sistema, sto omogucava da ве, jednostavno, 
иосе neke pos1edice. 

1) Kako us10vi (2.3.5) i (2.3.8) ne obuhvataju velicinu .Ао 

i kako је ranije pokazano da је: 

onda оnа moze bit1 proizvoljno uzeta 'iz skupa negativnih brojeva. 



ОlЈii';пn se, piOred obaveznog razmatranja vrednosti ~o=O, razmatra i 

(2.3.10) Ј ~ - 1 . 
о 

2) Ako је broj pocetnlh 1 krajnjih ив1ота taksv da је m=B=2n 

i ako је ispunjeno (2.3.3) i (2.З.6),оndа ви uslovl transverzal­

nosti lspunjenl trivijalno. 

З) Uko11ko u pocetnim i krajnjim us10vima ne figurisu neke 

od faznih promenljlvih, tj.: 

о А 1 r 
tf;. * f I Рв У'х /. f ,~ 

onda deo uslova transverzalnostl lша. qblik: 

... 

Na primer, treba sistem pod odredenim uslovima optlmalnostl pre­

vesti iz stanja: 

u stanje: 

('(t(J)=~:)· 

Ц(! .. о( ~ ,) f,· 

Drugim recima, sistem, iz odredenog pocetnog polozaja, odredene 

pocetne brzlne, treba prevesti u odredeni krajnji po1ozaj nео­

dredenombrzinom. Kako је broj pocetnih uslova 2n, odgovarajuei 

uslovi transverzalnosti ispunjeni ви trivijalno, jer је: 



U krajnjem polozaju је: 

ра, iz (2.3.5), 1шашо: 

(ј},ofЈя, )tr 
-= о 

odakl~ zbog nezavisnost1 ve1icina [p~ (t1 ), dob1jamo: 

(2.3.12) 

\ '. 

2.'4.' Ртinс1р maksimuma. Pontrjag1nova teorem •• ' 

Prethodna razmatranja оdnоее ве па upravljano kretanje шеЬа­

nickog sistema, cije аи јеdпаёiпе (2.1.4), 1z pocetnog stanja па 

mnogostrukosti (2.3.1) u krajnje stanje па mnogostrukosti (2.3.2), 

uz uslov m1nima1nost1 :t"unkciona1a (2.2.1), pri ёети interva1 t.l-t o 
nij е odreden unapred.. Definis\Aci funkciju '1l u obliku (2.2.28) i 

rezimirajuci dpbijene rezu1tate mozemo formu1isati slede6u teoremu: 

Teorema l~ Ako је u~("t). t Е [t o,t1J, optimalno upravljanje 

(gore poatav1jenog problema) onda postoji nepr~kidn1 2n+l-dimen­

zioni vektor .Ао' Ло(, 11« , resenje јеdпаёiпа (2 0 2.ј2), гаz1iёit 
od nule i takav da је, па optimalnoj trajektorij1: 

а) 

Ь) * ('Је) = 1f! = о 
ц'" 

с) ~o = const ~ О 

а) vektor .л..., vc( normalan ј е па po6etne i krajnj е mnogostrukostl 



- ;'Ј-

Оуа teorema pretstavlja poznatu Pontrjaginovu teoremu [31] u 

nesto suzenom obliku. Odnosi ве па optimalno upravljanje kretanjem 

holonomnih skleronomnih mehanickih sistema ва autonomnim jednaci­

nama i njena geometrijska interpretacija, data u оуот poglavlju, 

ne predstavlja strog dokaz, u poredenju эа dokazom koji је zasnovan 

na topoloskim osobinama upravljanih sistema i sproveden u monogra-. ' 
fiji (31]. 

Pontrjaginova teorema nazvana princip maksimuma daje potrebne 

uslove optimalUDBti upravljanja~ Dozvoljena upravljanja koja za­

dovoljavaju princip aaki!imuma nazivamo ekstremalna upravljanja 1 

medu njima treba traziti орtimаlпа. Ukoliko је ekstremalno uprav­

ljanje јеdiпstvепо onda је ono i optimalno, Bto ne 1skljucije то­

gucnost da, za nejedinstveno ekstremalno upravljanje, postoj1 i 

i nejedinstveno optimalno upravljanje. 

Pretpostav1jajuc1 da dozvo1jena uprav1janja pr1padaju nekoj 

zatvorenoj oblast1 Gu u prostoru Ur ив1оу а) teoreme 1. ima ob1ik: 

_(2.4.1) 

i u tom вlисаји optima1no upravljanje u konacnom intervalu [to~t1J 

moze da ima konacan broj prekida. 

Uko111o dozvo1jena uprav1janja pripadaju otvorenom skupu, 

иэ1оУ а) teoreme 1. 1ша obl1k: 

(2.4.2) (a'Jf) -о 
Јц' и·Ј -t I 

Navedeni uslov1 ааји odreden1 бrој a1gebar8k1h~ .jednacina 

za odredivanje ekstrema1nog uprav1janja~ S obzirom па strukturu 

funkc1je 9l, ив1оУ1 (204.1) 111 (2.4.2) svode ве па: 

(2.4.3) 



i1i: 

(2.4.4) 

Odat1e эе dobijaju uprav1janja u obliku: 

Zamenom (294.5) u jednacine kretanja i odgovaraju6e spregnute 

jednacine i njihovim resavanjem dobijamo, s.obzirom па pocetne i 

krajnje us10ve i иэ1оуе transverza1nosti, геэеnја u Kosijevom obl­

iku. Vracanjem tih resenja u (2.4.5) dobijamo: 

(2,,4.6) 

Uko1iko је ovo resenje jedinstveno onda је оnо i optima1no. Inace, 

u вlисаји nejedinstvenih ekstrema1nih гевеnја, medu njima treba 

traziti optima1na. На taj nacin, neposrednom primenom principa 

maksimuma, dobijamo resenja koja odgovaraju ргфgгаmskоm uprav1ja­

nји о Resavanje problema optima1ne sinteze zahteva neke dopunske 

i1i sasvim drukcije metode. 

Iako u оуот radu princip maksimuma ima specificnu ulogu 

moie da ве zak1juci da оп predstav1ja uopstenje k1asicnih vari­

jacionih metoda za геэауапје ргоЫета optimizacije эа diferenci­

ja1nim vezama. Njegova specificnost ovde ogleda эе u tome sto ви 

diferencija1ne veze jednacine kretanja mehanickog sistema u faz­

пот prostoru V2n• Pored toga funkcije uprav1janja figurisu u jed­

nacinama kretanja вато preko si1a. Inace, osim uprav1janja kre­

tanjem, princip maksimuma moze jednako efikasno da ве koristi iu 

drugim problemima optimizacije. Za i1ustraciju mogucnosti prin­

cipa maksimuma mogu da pos1uze rezu1tati rada C~] gde је formu1isan 



zadatak optimalnog uprav1janja ekviva1entan integralnim princi­

pima. Primenom Pontrjaginovog principa, па tako postav1jen pro­

Ыет izvedene ви diferncija1ne jednacine kretanja mehanickog si­

stema u vise oblika. 

. . 
Primer 1. Harmonijski osci1ator: q=p, p=-q ima amp1itudu osci-

1acija а=l. Odrediti upravljanje cijim de10vanjem се osci1ator 

doci u ravnotezno stanje uz us10v minima1nosti funkciona1a: 

t, 
Ј = Ј ; ц 2dt 

to 

gde interva1 (t
o
,t1J nije dat unapred. Jednacine uprav1janog kre­

tanja imaju oblik: 

(P.l.2) Vt € [fo,t,]. 
\ - , 

~ 
Treba odrediti upravljanje u da sistem iz pocetnog stanja: 

(P.l.)) 

dode u krajnje stanje: 

Pontrjaginova funkcija је: 

(P.l.5) 

uz пароmепи da smo ovde uze1i .л =-1, ј er za ); =0 sledi i.л =0, \Ј =0 
о о 

sto је u protivrecnosti ва principom maksimuma. 

Spregnute jednacine su: 

(P.l.6) .A=V iJ ::::: -Ј.. . 

Iz uslova optimalnosti: 

(P.l.7) 
a1f = о 
Јц 

dobijamo: 

11~ - V. 



", " 
-.' ! -

Ыа taj nacin problem је вуеаеn па resavanje jednacina: 

. 
(Р.1.8) 

~==p 

)} .: -А 

uz pocetne i krajnje ив1оуе (P.l.3) i (Р.1.4). Us10v transverzal­

nosti и pocetnom trenutku ima oblik: 

odak1e, e1iminacijom zavisne varijBcije, dobijamo: 

(P.lo9) 

Kako је sistem jednacina (P.1~9) autonoman i kako po6etni i 
, 

krajnji us10vi nе zavise оа vremena, pocetni 

аа izaberemo proizvo1jno. Uzmimo аа је t =0. 
о 

nutka t
1 

iskoristimo ивl0У Ь) teoreme 1: 

(P.l.lO) 

trenutak t. mozemo 
о 

Za odredivanje tre-

Time вmо dobi1i dovo1jan broj jedna6ina i uslova za resenje 

problema и kona6nom obliku: 

(P.l.;11) 

рг! сети је: 

(Р.1.12) 

~ ~!. (1 - k ~ ) cos f r ki sin t 

р = f. (1 - L ) s iп t 
II$" 

Ц Jt __ _ ј 2 <:,·nt 
k
~ v 
Ј/ 

а угете upravljanja: 

(P.l.13) 
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gde је k-prirodan broj. 

Vrednost funkciona1a ,Р.1.1) па optima1noj trajektoriji u in­

terva1u [t o,t 1] iznosi: 

1 
Ј = 115i . 

Minima1na vrednost tezi1a bi nuli za beskonacne vrednosti broja k. 

~!;edutim, rea1no ј е uzeti da se optima1ni proces obavi u nekom ko­

паспот interva1u (о, т]. Tada се ~ptima1no resenje biti za vrednost 

broja k odredenu re1acijom: 

Т- 1 < kfi ~ Т. 

Iz resenja (Р.1.11) moze da эе zak1uci da се optima1no kre­

tanje poceti iz stanja t =o,q(t )=1,p(t )=0 i1i iz stanja to=o, 
о о о 

q(t o )=-1,p,t o )=0. 

Na s1.3 prikazana је optimalna trajektorija za k=2 tj za 

te [о, 21'",] • 

Primer 2. Tacka mase m=l krece se u ravni pod dejstvom sile kon-
..... 

stantnog intenziteta IF/=1. Odrediti kako treba da se mепја pra-

vac si1e da Ы tacka iz po6etnog stanja t o=0,x1 ,0)=0,X2 (0)=0, 

Yl(0)=1'Y2(0)=0 za najkra6e vreme stigla па oblast ogranicenu 

hiperbo1om x~-xi=2, Х2 ~ о. 
Uzimaju6i za uprav1janje parametar koji odreduje pravac i 

.< 



smer sile imamo: 

(P.2.1) F .:& {cos ц • sin Ц } 

tako da su diferencijalne jednacine upravljanog kretanja и faz­

пот prostoru: 

. .' 
I У," cos ц ) ~ = 5in ц,. 

Treba minimizirati integral: 

t r 

Ј == ј tit 
о 

ра Pontrjaginova funkcija ima oblik: 

odakle аоЫјато spregnute jednacine: 

. . . 
(Р.2.5) ~ 1 .:: О ) ~2 :::: О) 11 = - ~ 1 ) ~ .:: - .А2 

cija su opsta resenja: 

(Р.2.6) 

gde su 11,L2 ,N1 ,N2 konstante. 

Pocetni uslovi аи: 

'0::::01 ,х,{Ој.=О, ~2 (О).:: О, Ј/{О) = 1 , ~ (О) = О 

а krajnji: 

(Р.2.8) (
:1 2) _ 

Х2 -:1:, t
1 

- 2 . 

Uslovi transverzalnosti и krajnjem trenutku t
1 

su: 

Pored pocetnih i krajnjih uslova i uslova transverzalnosti za 



п 

konacno ге§епје raspo1a~emo jo~ i uslovom: 

(P.2.10) 

1z neophodnih uslova optimalnosti imamo: 

(P.2.11J -v, 5јп Ц т ~ СО5" = о 

ра, kako је s obzirom па (P~209), 

(Р.2.12) 

dobijamo upravljanje u obliku: 

L 
ц == Qгcto --.l& 

Ј L, • 

Zamenom ove vrednosti u jednacine kretanja (Р.2.2) i njihovim 

integralenjern, s obzirom па uslove tP.2 0 1), dobijamo: 

L 
t 2 

t t ~ == [, х - 1 t t 1 1 -
2/L P "'L 2 , VL2. tL 2 

(P.2.14) 
1 2 1 2 

Х2 = L2 ,2 у,::: Lz. t } '2 {L2tL~ 21l/t- [1 1 2 

Koristeci uslove tP.2.8),(P.2.9J i (P.2.10) iz (P.2.14J imamo: 

1 га 
L, ::: - т I '2':: Ј Ј 

tako da је optimalno upravljanje: 

(P.2.16) ц~ = -агеtgП = ~Д 

Ta~ka se krece ро trajektoriji: 

t ;: 2 
I 

i stize па zada~ oblast u tacku (1,13) brzinom v(t1)=(O,J]) (З1.4)~ 
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Prema u810vu а) teoreme 1. па optima1noj trajektoriji је: 

Prvu relaciju ovog uslova iskoristili smo za odredivanje upravlja­

пја (Р.2.13) odno8no (P.2.1b). Kako је: 

= - ц ~in Ц - ~ cos Ц 

zamenom (p.2.16) imamo: 

(/:к 2. (-) = - -3 (2 - ') < о 
Јц 2 Ц" 

-v t с [О,2} 

~ime вто potvrdi1i da је (P.2.16) optimalno upravljanje. 

\ . " 

\ 
\ u:' gz 

----------------4~.c;...,----ћ~_ 

81,,4 
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2.5. Belmanov princip optimalnosti 

« 
Spregnuti vektor .л. о' -Л« f V ј е upravan па tangetnu ra-

van hipe"rpovrsi (2.2..7), odnosno kolinearan ва пј enim gradij еп­

tom и proizvoljnoj tacki. Koordinate gradijenta hiperpovrsi W 

и faznom prostoru V2n эи: 

(2.5.1) эw аЈ 
Ј Ј Pot. = ЈРо< 

а us10vi ko1inearnosti эа spregnutim vektorom mogu da ве izra­

ze и obliku: 

.. 
s obzirom па prvu jednakost iz (2.5.1)imamo da је 

(2.5.2) dobijamo: 

(2.5.3) 

r. 

-Ло=k, ра iz 

odnosno,ruzimajuci prema ranijem zak1jucku л =-1, mozemo па­
о 

pisati: 

(2.5.4) « Ј 5 II =:-

Zamenjuju6i ove vrednosti u (2.2.28) dobijamo: 

(2.5.5) Ј5 аН /Ј ) 
а РС( (- dfJ.ft t q,; " 



~) r, 
- ~I, -

Primenjuju6i tacke а) i Ь) teoreme 1. па ovakav oblik fun­

kcij е 'l imamo: 

(2.5.6) 

i 

(2.5.7) 
о Јј ЈН JS ЈН JI ) 

[Ј + Ј? dpq + Ј Ре< (- Ј(' .1 ~ ) ц/ -= о 

odnosno: 

(2.5 .. 8) 

Ova jednacina predstav1ja Be1manov princip optima1nosti 

uprav1janog kretanja ho1onomnog sk1eronomnog mehani6kog sistema. 

Iz ovako formu1isanog principa optima1na upravljanja mogu da 

se odrede u obliku: 

(2.5.9) 

Zamenivsi, tako odredena uprav1janja u (2.5.7) dobijamo parci­

ја1пи diferencijalnu jednacinu: 

(2.5.10) 1"(0, п, ~'P5) t lJS ЈН .. JS [-М ... а #(0 р iJS)J О 
.{ l' q Ј(1( ЈРо< I (Јрс( df''J{ I (х' ~ I 'ар ==. 

Na taj na6in, primenom Be1manovog principa optima1nosti, prob-

1еm ае svodi па resavanje jednacine \2.5.10) Hami1ton-Jakobije­

vog tipa~' 



2.6. Optima1no uprav1janje kretanjem ho1onomnog reonomnog 

mehanickog sistema 

u dosadasnjem iz1aganju razmatrani ви holonomni sk1eronomni 

sistemi ва autonomnim jednacinama kretanja. Pretpostavi1i вmо аа 

pocetno i krajnje stanje sistema pripadaju mnogostrukostima перо­

kretnim и faznom prostoru V2n i da podintegra1na funkcija,f O funk­

ciona1a (2.2.1) пе zavisi eksp1icitno od vremena. Tim pretpostav­

kama dobi1i вто da Pontrjaginova tunkcija !Jl пе zavisi eksp1ici t­

по od vremena, sto иЭ10У1јауа аа ви sistemi jedna6ina (2.2.31) i 

(2.2.32) autonomп1, kao i da pocetni trenutak t o moze biti proiz­

voljno biran. Ртеmа tome, teorema 1. moze da ве neposredno prime­

ni па sisteme ва autonomnim jednacinama kretanja. 

Pokazimo, и kojoj meri treba izvrsiti izmenu teoreme 1. da Ы 

пјепе rezu1tate mog1i korist1ti za resavanje problema optimalnog 

uprav1janja sistemom cije ви jednacine kretanja neautonomne, а ро­

cetni i krajnji uslovi i podintegralna funkc1ja fO zavise i od 

vremena. U tom cilju, posmatrajmo kretanje holonomnog reonomnog 

mehanickog sistema iz pocetno stanja: 

(2.6.1) Ј; /,2, . ", rn 

и krajnje stanje: 

(2.6.2) 

uz uslov minimalnost1 funkciona1a: 

t, 
(2.6.3) Ј =-ј ј" (f.Р,Ц,t )dt.: О. 

t" 

Hami1 tonova t"unkcija reonomnog mehanickog sistema ima оblik(2з1= 

H=-~ t(П-Го) 
:' 



-) r 
-) -

gde su: 

Jednacine upravljanog kretanja holonomnog reonomnog s1stema 

u faznom prostoru V2n+1 imaju oblik: 

'« ЈН 
f ::: Ј р", 

ЈН 1/ 
р", - - J(/~ t t{ (f, РЈ ", t ) , 

Da Ь1 teoremu 1. mog11 neposredno primeniti problem treba 

formulisati tako аа ta teorema vazi. 

Uvodenjem promenljive: 

(2.6.5) 

dobijamo novi sistem jednacina: 

(2.6.7) 

1 о .:: f 11 ( f ) Рl ц, t) 

'4 ЈН 
f = ЈЯi 

~nt! = 1 

, ЈН 11 
РС( ~ - Jfjq t ао( (Сј Ј р, ц, t) 

koj е opisuju kretanj е !'azne tackeI3prosirenom prostoru V 2n+2. 

Pocetni i krajnj1 uslovi t 2.6.l) i (2.Ь.2) sada imaju oblik: 

(2.Ь.8) 



i 

lfJ/ [9. (t, ) Ј 9. nt' (/,) I Р (',) Ј = о 

а funkcional (2.6.3): 

~2.6.10) 

Ovakvom geometrizacij от problem optimalnog upravlj апј а kre- . 

tanjem reonomnog sistema postaje ekvivalentan ро formi problemu 

razmatranom и ode1jku(2.2) ovog poglavlja. Napomenimo, da smo izo­

stavi1i impu1s р l' jer njegovo uvodenje пета znacaja za ovako 
п+ 

postavljen problem optimizacije. Osim toga, treba imati u vidu da 

prosirenjem faznog prostora у;'n' uvodenjem koordinate qn+l,:: dobija­

то fazni prostor V2n+1 kojicemo razmatrati ekviva1entno prostoru 

V2n u ode1jku (2.2). Pri tome .је koordinatna osa qO, kao i pre, 

upravna па пјетu. 

Prema tome, jednacine (2.6.7), koje opisuju krctanje rep~e­

zentativne tucke u faznom prostoru V2n+ 2 ' autonornne ви, cime te­

orema 1. p.ostaje ргimепјivа. U tom slucaju, Pontrjaginova funkci­

ја irna oblik: 

(2.6.11) 

odnosno: 

(2.6.12) 

tako аа jednacine kretanja (2.6.7) i odgovarajuce spregnute jed­

nacine mogu da ве napisu u kanonskom obliku: 
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(2.6.13) 

. iJil 
~17 = - (Ј'lО = о 

( Ј:: - ;;Ж __ J'}f 
2.6.14) d dfJ.t< - Ј1о( 

J7t Ј7( 
.Antl .:: - Ј'1 nt 1 = - df n1'l 

'« aii J'le 
v :; - ЈРа = - ЈрО( . 

Sag1asno teoremi 1., 2n+2-dimenzioni 

је razlicit od nи1е i predstav1ja resenje 

Us10vi а) i Ь) teoreme 1. dobijaju oblik:-

\ - -, 

о( 

vektor ~ о' ~O( ,.Аn+ 1 '}/ 
jednacina (2.6.14). 

'tf t Е [to, t f ] 

sto s? s obzirom па (2.6.11), svodi па: 

(2.6.16) 

i 

IVledutim, iz sistema (2.6.14) , s obzirom па (2.6.5) i 
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(2.6.12), imaтo: 

(2.6.18) 

odak1e је: 

(2.6.19) 

ра us10v (2.6.17) mozemo izraziti u obliku: 

Nastav1jaj~ci dalja razmatranja, analogno razmatranjima u 

odeljku (2.3), dobijamo uslove transverzalnosti u pocetnoj tacki: 

(2.6.22) 

а и krajnjoj tacki: 

(2.6.23) 

(2.6.24) 



Uzimajuci u obzir (2.6.5) i (2.6.13) dobijarno u pocetnoj tacki: 

(2.6.25) 

(2.6.26) 

а, u krajnjoj tacki: 

(2.6.27) 

Na taj паС1П, us10vi аЈ i Ь) teoreme 1. zamenjeni ви иэ1о-

virna (2.6.16) i (2.6.20), uslov d) uslovima transvezalnosti (2.6.25), 

( 2 .6.26) i (2.6.27Ј, (2.6.28), а uslov с) ostaje nepromenjen. 

Napomenimo, da neautonomni sistem moze biti skleronornan,a da 

neautonomnost dolazi usled toga sto u jednacinama kretanja gene­

ra1isane sile eksplicitno zavise od vremena. Medutirn, i u tim эlи-
.1" 

cajevima vaze navedena razmatranja, uz cinjenicu, da је ~arnilto-

nova funkcija rnehanicka energija sisterna. 

pored toga, navedena razmatranja о optirna1norn uprav1janju 

kretanjem rnehanickog sisterna sa neautonomnirn jednacinama omogu­

cavaju da зе donese jedan vazan zak1jucak о ho1onornnim sisterniroa 

эа autonomnirn jednacinama i odredenirn vrernenskirn interva10rn t1-t o 
procesa upravljanja. Nairne, kod autonomnih sisterna, pocetni tre­

nutak t rnoze biti proizvo1jno izabran ра је, poznavanje interva1a 
о 

t 1-t o ekviva1entno poznavanju vrednosti t o i t 10 Po1azeci od tog 

stanovista, koristeci rezultate za neautonomne siвterne, dobijamo 

da зе us10vi (2.6.1) i (2.6.2) svode па us10ve (2.3.1) i (2.3.2) 

uz dodatne us1ove: 

(t - t, ) t == О . 
1 



Uzimajuci u obzir cinjenicu da, za autonomne sisteme, funkcija~ 

пе zavisi od vremena, uslov (2.6.20) dobija oblik: 

(2.6.29) ( '1l) $. = 1f ~ ;:: сопst 
li. 

Uslovi transverza1nosti dob~jaju oblik uslova u odeljku (2.3). 

Treba primetiti da uslov(2.6.29) pred8tavlja prvi integral dife­

rencija1nih jednacina kretanja i odgovarajucih 8pregnutih јеdnа­

cina. lzuzimajuci tu 6injenicu, оп nije neophodan za resavanje 

problema optimizacije autonomnih sistema ва odredenim interva10m 

(t о' t
1
J • Medutim,;28 геаауапј е problema optimizacij е autonomnih 

si8tema 8а neodredenim interva10m [t o,t1J us10v (2.6.29) је пеор­
hodan i koristi 8е u obliku (2 0 3.9). 

Ana1izirajuci dobijene rezu1tate mozemo zak1juciti da вто, 
\ 

iz10zenim postupkom, problem dove1i па oblik za koji је primenji-

уа teorema 1. Imajuci u vidu tu 6injenicu, u da1jem radu ograni­

cicemo ве па proucavanje problema optimizacije kretanja mehanic-," 
kih sistema ва autonomnim jednacinama uz mogucn08t da, u sk1adu 8а 

p08tupkom u оуот pog1avlju, dobijene rezultate prosirimo i pri­

menimo па osta1e sisteme. 

2010 Integra1na invarijanta i jednacine uprav1janog kretanja 

mehanickog si8tema 

U ode1jku (2.2) ovog pog1av1ja, uvodenjem 2n+1-dimenzionog 

vektora .А. о ' --\' V« i funkcij е 'Jl u obliku (2.2.28), dobi1i Бто 
diferencijalne jednacine (2.2.31) i (202.32) u kanonskom obliku. 

Pri tome Бто konstatova1i da је u svakoj tacki optima1ne trajek­

torije ispunjen иБ1оу: 

(2.1.1) 

gde је 2n+l-dimenzioni vektor varijacije Jqo, dqCl., Јрс( nastao 

."-
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variranjem pocetnog stanja ~ !ui=O) i usled toga predstavlja re­

аепје Poankareovih varijacionih jednacina (2.2~14). Takav vektor 

varijacije, za razliku od varijacije koja s~ koristi pri izucava­

пји varijacionih principa mehanike, dozvoljava da se аа jedne tra­

jektorije fizicki mogu6e prede па drugu trajektoriju, takode fi­

zicki mogu6u, ukoliko оЬе predstav1jaju resenje istog sistema di­

ferencija1nih jednacina эа razli6itim pocetnirn us1ovirna. Usled to­

ga ve1icine Jqo, /qd, dIb< imaju karakter diferencijala а leva 

strana jednacine (2.7.1) karakter diferencija1ne forrne. 

Izvedirno jednacine (2.2.31) i (2.2.32) po1aze6i эа drugog 

stanovista. Neka postoji vektor Ј о' ~, }Ј<Х raz1i6i t od nule. Ро­
stavirno us10v da је u svakoj tacki optirna1ne trajektorije ispunje­

по (2.7.1). Potrazirno diferencija1ne jednacine cije геэепје је ta­

kav vektor. 

Us10v (2.7.1) ukazuje па to da је vrednost diferencija1ne 

forrne nezavisna od vrernena, usled cega опа predstavlja osnovu in-, 
tegralne invarijante [17Ј. Uzimajuci za oblast integra1enja zat-

vorenu konturu па rnnogostrukosti koju cine tacke svih fizicki rnо­

gu6ih trajektorija u istяrn trenutku vremena, imamo re1ativnu in­

tegralnu invarijantu [171 u obliku: 

(2.7.2) 

Uvazavajuci razmatranja u (7Ј) (10] , mo~emo uslov, da izraz (2.7.2) 

predstavlja integralnu invarijantu, napisati u obliku. 

(2.7.3) dI 
dt 

.::::: О . 

Ovaj us10v irna srnisla uz pretpostavku da zatvorena kontura, u sva­

korn trenutku tE. [t о' t 1] obuhvata ta6ke istih traj ekt orija. Uzirnaju-

6i da је: 

(2.7.4) 

i гэzviјајu6i uslov (2.7.3) dobijarno: 



(2.7.5) 

Primenivsi parcijalno integralenje imamo: 

gde је, zbog zatvorenosti konture integralenja, .prvi sabirak па 

levoj stani jednacine jednak nuli. Usled toga је: 

Posto је kontura integralenja proizvoljno birana, jednacina (2.7.6) 

vazi ako је podintegralni izraz diferencijal (varijacija) neke fun-

kcij е. Oznaci vsi tufUnkGiju sa -'Jt imamo: 

(2.7.7) 

Uporedujuci (2.7.6) i (2.7.7) slede jednacine: 

(2.7.8) 

i 

(2.7.9) 

сј; =: ЈЈ{ 
1.. Ј10 

'с( _ аж 
f - J.-lo( 

. ЈЈе 
f{. ~ Ј v« .. 

,. 



Uporeduju6i jednacine (2.7.8) ва jednacinama (2.2.4) mozemo 

konstatovati da је fun~(cija 'l 1inearna ро promen1jivim ~o'~«' Vq' 

odnosno: 

(2.7.10) 

Na taj nacin smo, uvodenjem vektora ~O,.ltd' 1/« us1ovom (2.7.1), 

dos1i do kanonske forme jednacina uprav1janog kretanja i oblika 

Pontrjaginove funkcije ~ • 
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30 SINGULARNO UPRAVIJANJE 

3.1. Us10vi optima1nosti i singu1arno uprav1janje 

Ako dozvo1jena uprav1janja pripadaju otvorenom skupu, potreb­

ni uslovi optimalnosti iz teoreme 1. daju r algebarskih jednacind: 

(3.101) ,,. 1,2, оо о ,Г 

iz kojih bi treba10 odrediti ekstrema1na uprav1janja medu kojima 

ве na1aze optimalna. Medutim, uko1iko jednacine (3.1.1) пе ~ajи 

mogucnost da ве odrede ekstrema1na uprav1janja, princip maksimu­

та пе moze direktno da se priтeni za resavanje probleтa optimiza­

cije. 

Ako postoji takav skup цr (t)c Ur V"t€ [t o ' t 1], da је: 

(3.1.2) ", [f.P. Ј., У. Ц Ј .: const 

us10vi (301.1) postaju neefektivni za uprav1janja koja pripadaju 

skupu ЦТlt)о Takva uprav1janja nazivaju ве singu1arna uprav1janja 

а skup (ЈЈ ( t) skup singu1arnih uprav1janja [IЈ] • Ргета tome, po~ 
јат singu1arnih uprav1janja tesno је povezan эа neophodnim из1о­

vima optima1nosti. 

з.2. S1ucaj kad Pontrjaginova funkcija 1inearno zavisi od 
uprav1janja. 

U proucavanju singularnih upravljanja [1~~, Њ] ug1av-

пот ве razmatraju s1u6ajcvi kad Pontrjaginova funkcija 1inearno 

zavisi od uprav1janja. Ovde зе to jav1ja u problemima kad uprav-

1јапја figuri~u 1inearno u jedna6inama kretanja (2.2.4). 
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Tada је Pontrjaginova funkcija: 

(3.2.1) 

ра uslovi (301.1) imaju oblik: 

Рпшеп! vsi forma1izam Poasonovih zagrada [ 19] 

јис! autonomne sisteme imamo da је: 
I 

i razmatra-

gde је, zbog nezavisnosti Pontrjaginove funkcije od Koordinate q9,: 

Uzimajuci и obzir (3.2.1) imamo: 

(3.2.5) 

Zbog antisimetricnih osobina Poasonovih zagrada, matrica: 

singularna је za neparan broj r, ра и tomslucaju sistem (3.2.5) 

nije moguce jednoznacno resiti ро и. о Medutim pokazuje se da iden-
1 

-с icnosti: 
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(3.2.6) ['1l i :нЈЈ == о , 

predstavljaju neophodne us10ve optima1nost1 [13]. Prema tome, jed­

nacine (302.5) nе daju nista za odredivanje singu1arnih uprav1janja, 

ра treba preci па druge izvode: 

odnosno: 

(3.2.8) 

i1i, s obzirom па (302.6), 

(3.2.9) 

Ogranicavajuci se па slucaj kad је matrica: 

nesingularna, onda iz (3.2.9) mogu da se odrede uprav1janja koja 

Се biti optima1na uko1iko su ispunjeni Ke1ijevi (Ке11еу) us10vi 

JISJ , koji gl~e da је kvadratna forma, ciji su koeficijenti е1е­

menti matrice (302010), pozitivno definitna, tj: 
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Ovi us10vi izvedeni su и [13, Ј5] i ovde песе Ь! ti posebno clokazi-

vani. 
Uk01iko је matrica (3.2.10) пи1а matrica postupak ае sastoji 

и da1jem-diferenciranju jednakosti t3.2.7) ро vremenu, па сети se 

ovde nесеmо zadrzavati. U s1ucaju da matrica (3.2.10) nije nи1а 

matrica, a1i da је singu1arna, Ke1ijevi us10vi ви neprimenjivi. 

3.3. Upravljanje generalisanom silom 

U prakticnim problemima optimalnog upravljanja kretanjem mе­

hanickog sistema cest s1ucaj је da se иргаУ1јапје jav1ja kao gene­

ra1isana si1a. Osim toga zahtevi optima1nosti imaju takav karak­

ter, da је redak э1исај da podintegra1na funkcija~ fO funkciona1a 

(2.2.1) 1inearno zavisi od upravljanja. Imajuci t6 u vidu, ogra­

nicicemo se па razmatranje optima1nog upravljanja kada su funk­

cije upravljanja koordinate generalisane si1e i k~da funkcija fO 

nе zavisi ос} upravljanja. U tom slucaju, diferencijalne jednaci­

пе upravljanog kretanja holonomnog skleronomnog sistema и faznom 

prostol~ V2n+1 imaju oblik: 

(3.301) 

gde QN i fO zavise samo od faznih prornenljivih qq,P • 
о( 

Pontrjaginova funkcija takvog sistema је: 

(3.3.2) Jl ЈО ЈН 0(( ЈН Q'" ) =.А +А - + v - - + .,. и 
. 11 С( JPct Ј{:( t.( «. 

Postavimo uslov da dozvo1jena upravljanja pripadaju otvo­

гепоm skupu. Us1ed toga i cinjenice da Pontrjaginova funkcija 
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1inearno zavisi od иргау1јапја, ргоЫет pripada singu1arnim иргау-

1janjima, ра сето ga tako i razmatrati. 

Potrebni us10vi optima1nosti 0.1.1) odnosno (3.2.2), s obzi­

rom па (3.302), imaju oblik: 

(3.3.) ).10( ::: О . 

Primenivsi postupak iz prethodnog ode1jka, 'odnosno diferenciraju­

с! оуе jednacine ро vremenu, s obzirom па spregnute jednacine 

(2.2.32) i oblik Pontrjaginove fUnkcijet3.3.2), dobijamo: 

(3.304) :; О. 

Оуе jednacine predstav1jaju us10ve (3.2.5) i posto u ПЈ1та пе fi­

gurisu uprav1janja, identicno 8и ispunjeni us10vi (3.2.6). Iz jed­

nacina (3.3.4) је: 

(3.3.5) 

Obratimo, ovde, paznJu па jednu vaznu cinjenicu! Tacka ~ teore­

те 1. obavezuje da эе razmatraju dve vredno8ti Ј • Jedna od njih 
r о 

је.А =0, а druga proizvo1jan negativni bro-j (иоЫсајепо је ~ =-1). 
о . о 

Pretpostavimo da је ло=о. Zamenom takvevrednosti u (303.5) do-

Ыјато .Aq=O, а kako је iz (Ј.3.Ј) i )J~=O sledj. da је 2n+l-dimen­

zioni vektor Ј. ,.А ,).1« пи1а vektor. Medutim to ј е и suprotnosti 
о ct 

8а osnovnom tvrdnjom teoreme 1. ра pretpostavka .л =G-etpada и 
о 

problemima оуе vrste. Prema tome, kad эи funkcije uprav1janja ko-

ordinate genera1~sane 8i1e, иэ1оу с) teoreme 1. mozemo napisati 

и obliku: 

(3.3.б) 1 . 

Postavimo us10ve (3.2.7), odnosno diferencirajmo ро vremenu 
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jedna6ine (З.З.4). Uzimaju6i u obzir diferencija1ne jedna~ine 

kretanja (З.З.1), oblik Pontrjaginove t'unkcije (З.З.2), odgovara­

ји6е spregnute jedna6ine i jedna6ine (3.Ј.З), (З.Ј.5) i (З.Ј.6), 

dobijamo: 

СЈ.З.7) 

Ove jedna~ine odgovaraju jednacinama (Ј.2.9), а koeficijenti 

(Ј.2.10) ovde imaju oblik: 

(Ј.Ј.8) 

Uko1iko ви ovi koeficijenti takvi, da ispunjavaju Kelijeve uslo­

уе (Ј 0 2.11), onda iz (Ј.З.7) mozemo da odredimo optimalna uprav­

ljanja: 

(Ј.Ј.9) 

gde вmо radi jednostavnosti вв ~ ozna6ili ostatak koji moze da 

ве odredi iz (Ј.Ј.7) 

Obratimo painju па koeficijente (Ј.Ј.8). Uko1iko funkcija fO 

zavisi linearno i1i uopste пе zavisi од. impulsa Ро(' onda ви 1-:ое­

ficijenti (Ј.Ј.8) identi6ki jednaki nuli ра и jedna6inama (Ј.З.7) 

ne figurisu upravljanja.U tom вlисаји, ako fO 1inearno zavisi od 

р«, postupak se sastoji и diferenciranju ро vremenu jedna6ina (Ј.3.7) 

вуе dot1e dok ее пе ројауе uprav1janja. Ako fO zavisi эато od ko­

ordinata q«, onda је, s obzirom па (Ј.Ј.5), A~ =0 ра optima1na 

uprav1janja пета smis1a traziti па otvorenom skupu. Naime,uko1iko 

oblast dozvo1jenih upravljanja nije ogranicena, optima1na uprav-

1јапја 6е uzimati beskona6ne vrednosti. Karakteristi6an primer је 

kad ве postavlja ив10у minima1nosti vremena~ Tada је [О =l. 
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3.4. Kretanje mehanickog sistema ро najkracem 1uku па putanji 

u konfiguracionom prostoru 

Kretanje ро najkracem 1uku izmedu polozaja Мо i 111 u konfi­

guracionom prostoru uslovljeno је minimalno8cu integrala: 

(3.4.1) 

gde је ds element luka u konf1gurac1onom pro8toru. 

Posmatrajmo kretanje ho1onomnog skleronomnog sistema па koji, 

pored potenc1jalnih 1 nepotencija1nih 8i1a deluju i 811е upravlja­

пја. Tada diferencijalne jednacine kretanja takvog 8istema imaju 

oblik: 
\ . " 

(3.4.2) 

(О( ::: 1,2, . .. , п) . 

Neka dozvoljena upravljanja pr1padaju otvorenom 8kupu i neka је 

pocetno stanje sistema па mnogostrukosti: 

(304.3) о lf.. (Сј.р) = о 
Ј 

а krajnje stanje па mnogostrukosti: 

( К::: 1,2, ... ,:; ~ 2 П). 

Kako је u konriguracionom prostoru: 

ds =Рт dt 



integra1 (3.4.1) dobija oblik: 

(304.5) 

gde vreme t1-t o nije odredeno. 

Odredimo takva upravljanja и= cijim dejstvom се 8iste~opi­
эап jednacinama (3.4.2), preci iz stanja (3.4.3) и stanje (3.4.4) 

uz шiпiтаlпи vrednost integrala (304.5)., 

Ovakvom postavkom problem smo doveli па oblik razmatran и 

prethodnom odeljku, pri сети је: 

Pored toga pokazali smo, da~e za ovu vrstu problema: 

.А = о 
о 

ра Pontrjaginova funkcija ima oblik: 

(3.4.6) 
ан Of( ан JI :Је::л -tV --ff( јЦ )-1 

« ЈРа J~O{ 'о( 0/. 

gde su Ј.«, Vq' resenja jednacina: 

(3.4~7) 

Primenjujuci postupak iz prethodnog odeljka, доЫјаmо potreb­

пе uslove optimalnosti u obliku: 

(3.4.8) 
о( 

v == о. 



Diferenciranjem ро vremenu ovih jednacina dobijamo, s obzirom па 

(3.4.7), 

(3.4.9) 

odak1e је: 

(3.4010) 

Da1jim diferenciranjem ро утетепu, и smis1u jednacina kretanja i 

spregnutih jednacina i uzimajuci и obzir (304.8) i (3.4.10), do­

Ыјато: 

(3.4.11) 

sto neposredno sledi i iz sistema jednacina (3.3.7). 

Jednacine (3.4.11) svode se па oblik: 

(3.4012) 

Ove jednacine imaju trivijalna тевепја: 

(304.1) 

cijom zamenom и jednacine (3.4.2) dob~amo: 

(3,,4.14) 

"С( ат 
~ .::-

dR< 

" ат 
Р-: ~ - dfO{ 



§to odgovara diferencija1nim jedna6inarna kretanja sistema рс iner­

ciji u konf'iguracionorn prostoru R • 
п 

Kretanje ро inerciji и konfiguracionorn prostoru odvija se ро 

geodezijskoj 1iniji, а tirne i ро najkra6em 1uku izmedu dva po1oia­

јао U tom slucaju, resenje (3.4.13) ima10 Ы srnis1a kao optima1no, 

uko1iko pocetni i krajnji us10vi (304.3) i (3.404) nisu u protiv­

re6nosti sa us10vima da pocetna i krajnja brzina imaju, и pocetnoj 

i krajnjoj ta6ki па putanji, pravce' tangenti па geodezijsku 1iniju 

koja sadrzi te tacke. 

Razmotrimo, da 1i, osim (3.4013), jednacine (3.4.12} irnaju i 

neka druga re§enja. U tom ci1ju, ispitajrno rang matrice: 

(3.4.15) 

ciji su e1ementi koeficijenti uz u iz jednacina (3.4.12). 

Determinanta matrice (3.4.15) u razvijenom obliku је: 

1 / ат 
- 2Т af}~ 

I ат 
-2Т ар, ђ 

f 'ЈТ 

- 2Т Јр, РП 

1 3Т I ат 1 эт 
- 2Т ЈР2 р, 1-2т аР2 Р2 - 2Т ЈР2 fh 

(3.4.16) Lj == 
fl' 

Мnozenjem svake vrste odgovarajucim impu1som ~npro j-tu vrstu 

sa Рј) i njihovim sabiranjern dobijarno vrstu sa e1ementirna vred­

nosti nula, па osnovu cega zakljucujerno da је: 

{ 
ЈfЗ I ат 

rang Оа - 2Т Г ~ Ј < п 
'РР 



ра, pored trivija1n1h resenJa \3.4.13), jednacine (3.4.12) iшајu 

i netrivija1na resenja: 

(3.4.18) 

gde broj nezavisnih velicina ~ zavisi od ranga matrice (3.4.15). 

Ne upustaju6i эе u odredivanje ranga matrice (.3.4.15) odredimo VO( 

neposredno iz jednacina <~.4.12) koje, 8 obzirom па (3.4.18), sada 

imaju oblik: 

i j-te jednacine impulsom р. 
~--~~т-~--~ ______ ~~~l 

Мnozenjem proizvo1jne i-te jednacine proizvo1jnim impu1som Рј (i#j)\! 

i njihovim sabiranjem dobijamo: 

odak1e, s obzirom па proizvo1jnost brojeva i i ј, mozemo zak1ju­

citi: 

(3.4.20) 

sto predstav1ja us10ve k01inearnosti vektora Vo( i р.:(. Ргета tome 

imamo: 

(3.4.21) 

gde је р proizvoljna skalarna funkcija koja moze biti prekidna 

i neogranicena. Njen oblik moze biti odreden nekim dopunskim us1o­

vima. 



Pokazimo da (3.4.21) predstavlja optimalno resenje, odnosno da se 

pod njegovim dejstvom sistem kre6e ро geodezijskoj 1iniji. 

Neka 8и jednacine geodezijske 1inije и konfiguracionom pro­

storu: 

G
V 

1 2 п - О 
(~,f,···,Z )- . v = ',2, ... I П - I . 

Us10vi da se mehanicki sistem krece ро пјој ро inerciji imaju, 

s obzirom па (304.14), oblik: 

(3.4.23) 

\ 
. 'о 

(3.4.24) 
-~~ 

Zamenom resenja (3.4.21) и diferencija1ne jednacine kretanja 

dotijamo: 

Us10vi kretanja ovog sistema ро krivoj (3.4.22) еи: 

(304.2Ь) 

(3.4.27) 
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Imajuci и vidu autonomnost jednacina (3.4.2) pocetni trenutak t 
-() 

interva1a t 1-t o mozemo birat1 proizvo1jno. Qdredivanje krajnjeg 

trenutka t 1 us1ov1jeno је izboroт funkcije и jednacinaтa kre-

tanja. Pri toтe koristimo us1ov: 

(304.31) 

koji sledi 1z tacke Ь) teoreme 10 

Primer 3. Qdrediti uprav1janja pod С1Ј1m се dejstvoт da se tacka, 

mаэе m=l, krece ро najkraceт putu па sferi r=l, iz po1ozaja (~o,ro) 

и po1ozaj (~1'Y1). 
Nelca se tacka krece u ро1ји potencija1a П = П ( 'р, lf ). Uzima­

јис! za genera11sane koordinate(~.S);" 

2 
I ~ ::: у' 

dobijamo Haтi1tonovu funkciju: 

(Р.3.2) JI f [ . 2 2 2 . 2] f 2 ::: т t Л .::: 2" ( lj 1) Cos f f (f 2 ) -t П (f ) ~ ) . 

Uvodenjem genera1isanih impu1sa: 

(Р.3.3) 

аН '"1 2 2 
Р! :; Jtj' ::. 2 СО5 ~ 

--

imamo: 

sl.5 

(Р,,3.4) 

tako аа su diferencija1ne jednacine uprav1janog kretanja: 



'2 
f =Р; I 

(Р.3.5) 
. ап 

Р, = - dlj 1 t и, 

Treba minimizirati integral: 

t, 
(Р.3.6) Ј= Ј /iТ dt 

to 

gde interval[to,t~ nije odreden. 

Pontrjaginova funkcija ima oblik: 

tako da su spregnute jednacine: 

(Р.ЈоВ) 
, J7f ' аЯ l' a1t 

'), == - df.1 1 .А2 ::: - df2 , V = -; ар, 
2 dW 
у:::--

1 ЈР2 

Iz potrebnih uslova optimalnosti dobijamo: 

(Р.3.9) v' :::0 
2 

. v :::0, 

r 

Zamenjujuci оуе vrednosti u jednacine ·(Р.3.8) i uzimajuci u 

obzir oblik funkcije (Р.3.7) imamo: 

(PoJ.lO) 

Daljim diferenciranjem ро vremenu u smislu jednacina (1).3.) i 

(Р.Ј.В) dobijamo jednacine: 

( ат ) (ilП ) ат ЈП 
р, Јр, - 2Т - J'l' rц, t р, ЈР2 (- df2 t (Ј2) -= о 

ЈТ ап ) ( ilТ аЛ Р2 ']Р, (- ~nl .,. Ii, r /{ - - 21) (- - 1"Ц ) .. о 
о ОХ 2 ЈЉ ilf2 2 



koje se svode па dve identicne jednacine oblika: 

~dakle је: 

(P.J.ll) 

sto odgovara rezultatu. (3.4.21). Zamenom (Р.3.11) u jednacine 

kretanja (Р.3.5) imamo: 

(P.3.12) 

Uvodeci smenu P2=zPl iz poslednje jednacine imamo integral: 

СF,,3.1З) 

odakle, vracanj ет па prvobi tne promenlj.i ve 'f i У irnamo diferenci­

ј alnu ј ednacinu: 

ciji је integral: 

(Р.З.14) 

koji predstavlja jednac1nu trajektorije upTav1jane tacke па sfe­

ri r=lo Postavljajuci koordinatni sistem tako da pocetni i kraj­

nji polozaji budu u ravni ugla 'р, tj: 'р (to)=O,if (to)=O, tp(t 1 )='P1' 

'f (tl)=O~ dobijamo C1=1 odnosno ~ =Ој t' te:[to,t 1]. То pokazuje 

da se tacka pod dejstvom uprav1janja (Р.З.l1) krece ро 1uku veli­

kog kruga па sferi izmedu pocetnog polozaja М (0,0) i krajnjeg 
о 

polozaja M1 ( .." Ј О ). 
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3.5. Jedno uopstenje о singularnim upravljanjima 

u prethodnim odeljcima razmatrali вто upravljanja koja pripa-" 

daju otvorenom skUpu i konstatovali da ви singularna, u koliko u 

Pontrjaginovoj funkciji figurisu.linearno. РовеЬпи paznju posve­

tili вто uprav1janjima koja imaju prirodu genera1isane si1e. Time 

ве пе isk1ju6uje mogucnost da su uprav1janja singu1arna i и slu6a~ 
, 

ји kad опа ne1inearno figurisu и Pontrjaginovoj funkciji. Naime, пе-

ka vektor upravljanja ima п dimenzija i pripada otvorenom skupu. Ne­

ka koordinate vektora uprav1janja пе figurisu и podintegra1noj funk-

ciji [о а и genera1isanoj si1i neka, и opstem slucaju, I t'iguri-

ви ne1inearno. Tada potrebni us10vi optima1nosti t3.1.1) imaju оЬ­

lik: 

(3.5.1) = О. 

Iz ovih jednacina, па prvi pog1ed, mogu da ве odrede ekstre­

malna uprav1janja. Medutim, kako su опе 1inearne i homogene ро ve-

1icinama у«, uzimajuci da је: 

(3.5.2) 

imacemo: 

(3.5.3) 

да '" ranfJ{~) :: п 
JUtt 

Na taj nacin, us10vi t305.1) svode se па oblik (3.5.3) identi­

сап uslovima za вlисај kad upravljanja imaju prirodu genera1isarie 

si1e \ ode1j ak 3.3). u tom smis1u problem mozemo "linearizovati " llVo-

denjem n-dimenzionog vektora: 

(3.5.4) 

takvog da је: 
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(Ј.5.5) 

i 

(Ј.5.6) 
JI 
~ ={(r;..p) 1" . 

Time је problem sveden па slucaj razmatran и odeljku Ј.Ј, pri сети 

vektor v« ima prirodu upravlja6ke sile. Daljim postupkom, opisanim 

и odeljku Ј.3, dobijamo: 

(Ј.5.7) 

Zamenjujuci (Ј.507)··и. (Ј.5.4) mozemo, s оЬziГОШ'nа uslov (Ј.5 .. 5), 
izracunati ekstremalna upravljanja и obliku: 

.. 
(3.5.8) t( ; ц: (f > р) . 

Ргета tome, mozemo zakljuciti da n-dimenzioni vektor upravlja­

пја и., koji pripada otvorenom skupu i cije koordinate пе figurisu 
1 

и funkciji fO, pripada klasi singularnih upravljanja ako је ispu-

пјеп uslov (305.2). 

Medutim, pored uslova (3.5.2), treba razmatrati i uslov: 

oda,kle bi dobili da sva upravljanja nisu medu sоЬош nezavisna Рр .~ 

vektor upravljanja moze da se redukuje па vektor sa manjim ЬГОјет 

dirnenzija koji је odreden rangorn (Јо5 о 2). 

Ukoliko је uslbv \Ј.5.9) identi6no ispunjen za svako UiE Gu , 

onda otpadaju prethodna razmatranja о singularnosti upravljanja. 



4. OGRANICENA UPRAVLJANJA 

4.1. Promen1jiva oblast dozvo1jenih uprav1janja 

Oblast Gu dozvo1jenih uprav1janja ogranicena је rea1nim f1-

zickim mogu6nostima uprav1jackog s1stema 11i nekim nametnut1m 

zahtevima i us1ovima. U dosadasnjem iz1aganju, precutno втО pod­

razumeva11 da је Gu neki konstantan skup i uz takve pretpostavke 

forтu1isa1i teoremu 1. 

Razmotrimo, u kojoj meri mozemo primeniti prethodne rezu1-

tate, ako oblast dozvo1jenih uprav1janja zavisi i od faznog stanja 

s1stema, odnosno ako је Gu zadato па prostoru Ur xV2n• Tada се и1 
biti vektor dozvo1jenog uprav1janja ako је: 

\ . -, 

(401.1) ift € [to• t,J . 

Neka је skup Gu odreden ге1ас1јаmа: 

pr1-cemu 6ешо pretpostaviti da ви funkcije gj 1 njihovi prvi iz­

vodi neprekidn1 i def1nisani ро svim promen1j i vim U i ' {, pot о 

Pretpostavimo da је, u opstem вlисаји, opt1malno uprav1janje 

и; 1 oQgovaraju6e fazno stanje takvo, da ве re1acije (4.1.2) 

jav1jaju u obliku jednakosti: 

(401.3) 1<,. '. 2, ...• р ~ r 

1 nejednakosti: 

(4.1.4) 



PretpostavljajuCi da matrlca; 

(4.1.5) 

iша maksima1ni rang z~ U~,qd·,p: ' jednacine (4.1.3) mogu ы­
ti jednoznacno resene',po р uprav1janja и~ (k=1,2, ••• ~,p) koja 

се biti t'unkcije faznih promen1jivih qo{ 'Ро( i osta1ih r-p uprav-

1јаnја ~ (h=p+1,p+2, •••• ,r). Odnosno postoje takve funkcije: 

0(" ~ 
da је u oko1ini tacke q ,~~ ,и! prostora Ur Х V2n : 

(4.1.7) L = 1,2, о о. ,р. 

u odeljku (202) razmatra1i вто granicnu hiperpovrs w· па 
kojoj 1eze optima1ne trajektorije koje odgovaraju istim opti­

ma1nim uprav1janjima u{ а razlicitim pocetnim us10vima. Varija­

cij е Ј qO, d qOf, J~ и ргоizvоlјn<тј tacki nasta1e ви kao posle­

dica varijacije pocetnog stanja ( ЈчО, Jq~, J~)t t pri сеши је 
JUi =0 r t €[t о' t11 • Medutim, и вlисаји kad dozv81j еnа uprav1ja­

nja pripadaju oblasti Gu koja је odredena re1acijama (4.1.3) i 

(4.1.4)lls1ed cega imamo (401.6), deo funkcija uprav1janja mе­

nја sevariranjem faznog stanja sistema па granicnoj hiperpo­
vrsi w~ tako da је: 

(4.1.8) 
( k rc 1,2, о о о I Р ) 

(4.1~9) 



" Prema tome, za иь=иь па variranoj trajektoriji је, s obzi-

rom па (4.1.3), 

(401.10) ( К,{ ::' 1.2, ... ,р) 

odak1e је: 

gde је: 

u ovom аlисаји varijacione jedna6ine imaju oblik: 

(4.1.3) 



\ 
~ , 

Uvodeci oznaku: 

(4.1.14) 
(1 N 

1.i~ It 8 k ( Ј! J(k.J) 
Ј- ::: -~ т - V'" 

l J't. о Ј"," 

spregnute jednacine (4.1013) dobijaju oblik: 

(4.1.15) 

Ako Pontrjaginovu funkciju izabererno u obliku: 

(4.1.16) 

jednacine (4.1.15) i jednacine kretanja (2.2.4) u faznorn prosto­

ru V2n+ 1 irnaju kanonski oblik. Pored toga Pontrjaginova funkcija 

(4.1.16) zadrzava sve овоЫnе us1ov1jene teorernorn 1. 

Napomenirno da, uko1iko veze (401.3) пе zavise od faznih ko­

ordinata, jedпacine (401.15) svode se па (2.2.32). 

Ako oblast dozvo1jenih uprav1janja zavisi i od vrernena prob-

1еrn resavarno geornetrizacijom opisanorn u ode1jku (2.6). Pri tome, 

moze da se и potpunosti prirneni postupak dat u ovom ode1jku. 

Na kraju treba nag1asiti da navedena гаzшаtгапја vaze sашо 

uko1iko эи varijacije upravljanja !tik takve da uprav1janja u~+JUk 
predstav1jaju dozvoljena upravljanja o Drugirn r~ima da эи, pored 

jednakosti (4.1.3), zadovo1jene i nejednakosti (4.1.4). Као sto је 

pOkazano varijacije uprav1janja JU
k 

nasta1e эи ~агiг~пјеш faznog 

stanja па granicnoj hiperpovrsi W. Vrednosti tih varijacija date 
su izrazima (4.1.11). Prema tome proverirno re1acije (4.1.4) и 

tacki(q + d'cf ,Р", + J'P,Uk+J ~,uh)prostora Ur Х V2n• Zarnenom tih 
с( 

,.-



vredпosti и 1eve strane nejednakosti (4.1.4) i njihovim razvijanjem 

и red, uzimaju6i и obzir (4.1.11), dobijamo: 

т (эg5 - Bk Э9s ~ ) J~C( t{ Jg5 _ в1< iJgs дј/()Ј 
Jf.~ 'ди, af.r{ dAl 'i. Ји, Э~ p~ 

(Iџ = 1)2, .... /р) , ($.:p t l,P1'2) ... }ЛЈ). 

Kako је па optima1noj trajektoriji ispunjeno (4.1.4), biranjem 

dovo1jno ma1ih Ј q<X, ОРо; Ыс е ispunj ~no 1: 

(4.1.18) 

. ,', 

па osnovu cega zak1jucujemo da i uprav1janja u~+duk pr1padaju 

dozvo1jenim upravljanj1ma • 
. ~~ 

402. Upravljanje si10m ogran1cenog 1ntenziteta 

Razmotr1mo problem odredivanja opt1malne si1e и: , uslovlja­

vaju61 da је оnа ogran1cenog intenziteta, tj. da је oblast Gu doz­

vo1jenih upravljanja odredena nejednakoscu: 

(4.2.1) 

gde је, u opstem slucaj~F neka data funkcija faznih promenljivih 

q~,p • Osim toga neka su F i njeni prv1 izvodi ро svim promenlji­
о( 

vim neprekidne i definisane tunkcije. 

Neka је uslov optimalnosti min1malnost integrala: 

(4.2.2) 
1, 

Ј == I f 4 (? ' Р) 11) d t 
to 



i neka su diferencijalne jednacine kretanja sistema: 

(4.2.3) 

'о( аН 
rz =­

(J~ 

. ЈН 
R ---~ - Ј9.О( 

Uzimajuci и obz1r, ran1je date, pretpostavke о funkc1ji fO 

1 diferenc1jaln1m jednacinama (4.2.3), primen1mo princip maksi­

шита za resavanje ргоЫеmа. Pri t~e treba ravnopravno razmatra­

ti mogucnost1 da se optimalno upravljanje nalaz1 bilo unutar оЬ-

1ast1 Gu bi10 па njenoj granici. Drugim recima interval [to,t11 
treba da sadrzi konacan Ьгој podinterva1a od, kojih jedan deo 

predstav1ja vreme u kome је optima1no upravljanje unutar oblasti 

Gu , а drugi deo vreme u kome је optimalno uprav1janje па grani~i 

oblasti Gu • ~ 

Pretpostavimo da је u nekom podintervalu [7:,7:']иргау1јаnје 

па otvorenom jezgru oblasti G , tj~ neka је, s obzirom па (4.2.1), 
и 

(4.2.4) 

ft 

U tom slucaju, imajuci и v1du da ј е л 0=-1 (ode1jak 3.3), Pontrja-
ginova 1:'unkcij а 1та oblik: 

Us10vi optimalnosti su: 

(4 .. 2.6) 



а odgovarajuce spregnute jednacine: 

(4.2.7) 

N eka u pod1nt ervalu [1;': 1'''] opt1ma1no uprav1j аnј е ima vredno­

sti па granic1 oblast1 Gu ' tj. neka је: 

(4. 2 .8) 

Pontrjaginova funkc1ja tada ima oblik: 

(4.2.9) ш ан с(( аН 11 ) ј" (ар [2) л =~« аљ т}Ј - afjO( + ~ f I./с( - - fi а ЦС(Цр-

Us10vi optima1nosti su: 

о{ эј" «р 
'Ј} - - r.. 2jt. Q. Ц А ::: О 

аЦа r ,., 

е odgovarajuce spregnute jednacine: 

(4.2.11) 

Prema tome, za resavanje problema и konacnom oblik~ treba 
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razmatrati па јеdnој strani jednacine (4.2.3), (4.2.7) i ив10уе 

(4.2.6), а па drugoj str~ jednacine (4.2.3), (4.2.11) 1 из1о­

Уе (4.2010). Pri tome, pored konstanti integra1enja, treba odre­

diti i trenutke ~ и kojima optima1na uprav1janja uz1maju vred­

nosti па gran1c1 oblast1 Gu i11 si1aze ва nје. U tom вlисаји, 

ов1m pocetnih 1 krajnjih ив10уа i ив10уа transverza1nost~tre­

Ьа kor1st1ti i из10уе neprekidnost~ fazne trajektor1je и trenu­
cima 1')'[',1:111\:80 i ив10у Ь) t eoreme 1. 

Obratimo paznju па ровеЬnе вluсајеуе: 

10 Neka podintegra1na funkcij~ fO nе zavisi ~d uprav1janja. 

Pri postav1janju us10va optima1nost1 па otvorenom jezgru oblasti 

Gu tj. u вluсајu (4.2.4), dob1jamo: 

па овnоуu cega zak1jucujemo da optima1na uprav1janja treba traz1-

ti medu singu1arnim.Ovaj эlисај razmatran је и odeljku (3.3) gde 

зто dobi1i optima1вa uprav1janja и obliku (3.3.9) uz odredene Ке-

1ijeve иэ10уе. 

Us10vi optima1nosti 

па (4о2.10), oblik: 

(4.2.13) 

(4.2.14) 

odak1e је: 

(4.2.15) 

Iz (4.2.14) је: 

(4.2.16) fl > о 

па granici oblasti G imaju, s obzirom 
и 

ра, postavljajuci uslov da зи upravljanja (4.2.15) па granic1 
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oblasti Gu ' odnosno da ispunjavaju (4.2.8), dobijamo: 

IIV/I 
.f== 2Р 

tako da konacno imamo: 

gde је: 

:t F f3 
ц =-а 11 
« 11 V и «13 

'1 

II1ЈН :: (а Vo{Jlf3)2 "«{3 • 

2. Neka podintegra1na funkcija fO nе zavisi od uprav1janja 

i impu1sa р о Us10vi ekstrema1nosti па otvorenom jezgru oblasti 

Gu i U оуот slucaju imaju oblik (4.2.12), ра iz spregnutih jed­

nacina (4.207) dobijamo: 

.А ::: О 
о( 

Zamenom (402.12) i (4 0 2 0 19) u (4.2.5) imamo: 

(4.2.20) 

sto је u protivrecnosti 8а иэ1оуоm Ь) teoreme 1., tako da mozemo 

zakljuciti da u оуот slucaju optima1na uprav1janja nета smis1a 

traziti unutar oblasti Gu уес па nјеnој granici. То znaci da се 

u celom intervalu [t o,t1] upravljanje imati oblik (4.2.18). 

Ovde treba posebno obrat1ti paznju па slucaj kad је fO=l, 

odnosno kad se kao us10v optimalnosti postav1ja uslov minimal­

nosti intervala t 1-t o o Na оэnоуи gornjeg razmatranja optimalna 

si1a uprav1janja јаУ1ја ве вато па granici dozvoljenih upravljanja~ 
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Primer 4. Те10 koje ве slobodno obrce ima ugaonu brzinu iij • Odre­
о 

diti moment uprav1janja cijim dejstvom се te10, za najkrace vreme - ..... t 1-to ' doci u stanje obrtanja ugaonom brzinom {ЈЈ (t1 )= Ц)1. Pri to-

те nе6ето us1ov1javati odredivanje po1ozaja te1a, us1ed cega сето 

ве ograniciti па razmatranje jednacina: 

(Ро4.1) 

J~ r.Vz; = (~- ~ ) lUy lVz 1- Ц, 

~ rlJy .: (Jz - J;z: ) fVz СО,с r Ц2 

.?z d;z .: (Ј;с -~ ) {()r Ч1у + "3 
u odnosu 

gde эи ui \i=1,2,3,) koordinate vektora momenta uprav1janjavna 

glavne centra1ne ове inercije te1a. 

Radi jednostavnosti, posmatrajmo te10 ва obrtnim e1ip8oidom 

inercije pri сети је Jx=JyQ Џvоdесi oznake: 

(Р.4.2) 

dobijamo jednacine: 

~ = Ар, ~ f' ц, 

(Р.4.3) Р2 :-А~Рз ТЦ2 
. 
Рэ :с Цз 

Neka 8и u pocetnom i krajnjem trenutku \вl.6}: 

t,=o} lVЈс{О) =<{ЈЈ" 4).1(0)=0, 4Jz (O)-=О 

ц)Хоа,)=о , f.tJ~(t,)=O Ј Цjz(t,):fU, 
~ 

~ 

t 11 

" , 11 t, 11 

_. 
81.6 
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odnosno, s obzirom па 'Р.4. 2 ), neka SU: 

(Р.4.5) 

р, (t,) :: О • p:z (t,):: о I рз а,) I (џ, . 

Treba minimizirati vreme t 1 odпosno integra1: 

t, 
Ј= Jdt 

о 

Neka је uprav1janje ogranicenog intenziteta, tj: 

(Р.4.7) 

Тааа Pontrjaginova funkcija ima oblik: 

{ 

v f (ApzPJ tlJ,) t ЈЈ2 (-АР'РЈ tlJ2) +~JIIJ -1 I g(ц) < о 
~= . 

ЈЈ ' (АћРЈ r lir) t )J2(-АРtРЈ rlJ2) tЈ}~Ј-l-ftg(u) • g(lJ) = о . 
. ~ 

Iz uslova optima1nosti: 

(Р.4.9) 

za slucaj 'ј(ц)< О, dobijamo: 

(Р.",4.10) )11 =: о 

sto znaci da su,na otvorenom jezgru oblasti (Р.4.7), upravljanja 

singu1arna. bledutim, zamenjujuci (P.4.10) и (Р.4.8) dobijamo: 

'Је=-! 

sto је и protivrecnosti sa us1ovom Ь) teoreme 1. ра znaci da теаи 

singu1arnim uprav1janjima пе postoje optimalna. Prema tome, и се­

lот intervalu [O,t~ optima1na uprav1janja su па granici ,(и)=О, 

odnosno: 

(P.4.11) 
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u tom slucaju, iz (Р.4.9) је: 

(P.4.12) l' >0 

odakle је: 

(Р.4.13) 

Zamenjujuci ove vrednosti u (Р.4.11) dobijamo: 

(Р.4.14) 

tako da је: 

(Р.4.15) 

I1 )} 11 
ft=2if 

11 Ј 
U::::--ЈЈ 

l II}ЈJI 

Spregnute diferencija1ne jednacine imaju oblik: 

(P.4.16) ;., 2 . 2 I . ј I 2 
v ::: А 11 Р1 ,}} ~ -А}Ј РЈ } )} ::: А (- Ј/ Р2 + Ј) р, ) . 

1z ovih jednacina i jednacina (Р.4.3), s obzirom па (Po4.1J), uslo­

ve (Ро4.4) i uslov Ь) teoreme 1, dobijamo, vracajuci se па prvo­

bitne promen1jive: 

((J~ = (Џо( {- at )CO$(bt:l) 

ЧЈј а -liJf1 ( ,-at) ~јп (bt:l) 

iVz ~ QЧЈ, t 

а. - f1 

- (Ј/,f.J/t.Ј/ЧЈ1 2)i 
Ь:: Ј:с -Jz 

2J~ 
Q 



4.3. Upravljanje si10m ogranicenih koordinata 

Neka su dozvoljena uprav1janja genera1isane si1e cije su ko­

ordinate ogranicene u obliku: 

(4.3.1) 

odnosno neka је oblast Gu dozvo1jenih Upravljanja odredena nejed­

nakostima: 

Odredimo optima1na uprav1janja iz (4.302) pod cijim 6е se 

dejstvom kretati mehanicki sistem sa jednacinama (4.2.3) uz us10v 

minima1nosti funkciona1m (4.2.2). 

U sk1adu sa prethodnim razmatranjima neka је u nekom podin­

terva1u interva1a [to,t1l optima1no uprav1jane takvo da је iSpu­

пјепо р jednakosti: 

(4.3.3) 

i п-р nejednakosti: 

(4.3.4) 

u tom slucaju Pontrjaginova funkcija (4.1.16) ima oblik: 

(4.3.5) 
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ра эе problem resava postupkom koji је izlozen u ode1jku (4.1) 

ovog poglav1ja o 

Obratimo paznju, kao i u prethodnom slucaju , па problem 

kad је funkcija fO nezavisna od uprav1janja ~ i impulsa p~. 
Jednostavno ве pokazuje da пе postoje takva optimalna uprav1ja­

пја и~ za koja vaze nejednakosti (4.3.4). Odnosno optima1na upra­

vljanja javljaju ве вато u temenima oblasti Gu ' tj. kad је: 

(4.3.6) 

Iz uslova ekstremalnosti Pontrjaginove funkcije, koja u ovom 

slucaju ima oblik: 

\ 
. '. 

(4.3.7) 

dobijamo: 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

Kako је, па овпоуи (4.3.6), vrednost optimalnog upravljanja Uq4c:4.­

i1iLl..(:lt i kako је iz (4 .. 3 .. 9)1'-) О, iz (4.3.8) dobijamo: 

(403.10) './ 

Ovakva optimalna upravljanja ima6e konacan broj prekida, tj. ko­

пасап broj pre1aza в temena па teme oblasti Gu u 1nterva1u [t o,t1]o 



Broj pre1aza odreden ј е broj ет nula t"unkcij а ))0(, а trenuci pre-

1aza 1:" odrede..--ni ви takozvanim pre1aznim funkcijama, koj е u 

ovom slucaju imaju oblik: 

(4.3.11) 

Cest oblik ogranicenja (4.3.1) је: 

(4.3.12) 

ра је, па osnovu (4.3.10), 

(4.3.13) 
\ . -, 
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i kako funkcija ~ пе zavisi od qO, jednacina (5.1.2) predstav1ja, 

u proslrenom faznom prostoru V 2n+l' ('videti 2.2), ci1indricnu hi­

perpovrs koja ogranicava 2n+1-dimenzionu oblast в1 , tako da imamo: 

(5.1.3 ) 1It с: [~,t,] . 

Prema tome, svakoj d~zvo1jenoj trajektoriji u prostoru V2n ' odgo­

vara neka dozvo1jena trajektorija u prostoru V2n+ 1 (s1. 7 ). 

51. 1 

u sk1adu эа prethodni pretpostavkama, 2n-dimenziona granica (5.1.2) 

oblasti В , predsta~lja g1atku hiperpovrs u prostoru V 2n+ 1 ' а vek­

tor njenog gradijenta, u svakoj tacki, raz1icit је od пи1е, pri 

сети је: 

:::0. 

Ыа ovaj паС1П, problem optimalnosti sastoji se u odredi­

vanju takvog dozvo1jenog uprav1janja Ui(t), tE[t o,t1l, da od­

govaraju6a trajektorija qO(t),q<X(t),po( (t) cela 1ezi u oblasti 

В , а koordinata qO(t 1 ) ima minimalnu vrednost. 

Kako p~ip maksimuma, formu1isan teoremom 1., пе obuhva­

ta ovaj problem, bi6e neophodna njegova dopuna. 



5.2. Ogranicenje oblika ty{qd,pd,)=O 

Postavimo us10v da optima1na trajektorija се1а 1ezi па hi­

perpovrsi: 

Tada fazne brzine ispunjavaju uslov: 

odnosno, ako Ви jednacine kretanja sistema (2.1.4), ispunjeno је: 

Ako uvedemo funkciju: 

(5.2.4) 

uslov (5.2.3) dobija oblik: 

(5.2.5) 

Na ОУај nacin smo za dozvo1jeno upravljanje uve1i dodatno ograni­

сеnје i time, па prvi pogled, ргоblеm 8veli па problern 8а ograni­

cenim uprav1janjima koji је razrnatran u pog1av1ju 4. Uzirnaju6i da 

је, u opstem slucaju, oblast dozvoljenih upravljanja data relaci­

јаrnа (4.1.3) i (4.1.4) i s obzirorn па vezu (5.2.5), rnozemo, kori-
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steci rezultate poglavlja 4., Pontrjaginovu funkciju napisati u 

obliku: 

(5.21.,-6) 

Sa takvim oblikom Pontrjaginove funkcije spregnute jednacine za­

drzavaju kanonsku formu. Ovde treba imati u vidu da uslov (5.2.5) 

u potpunosti nе zamenjuje uslov (5.2.1). Naime, pri postavljanju 

pocetnih i kr~jnjih uslova treba uzeti u obzir i ogranicenje (5.2.1). 

Рг! geometrijskim razmatranjima u poglav1ju 2. konstatova11 

smo da optima1na trajektorija 1ezi па glatkoj gr~nicnoj h1perpovr-

81 w~ (2.207). Kako је, pored toga 9 nametnut 1 us10v (5.2.1), ор­
tima1nu trajektoriju treba traziti па 2n-1-dimenzionoj PO~8! ko­

ја predstavlja presek hiperpovrs1 W*i hiperpovr8i (5.2.1). Pri to­

те u svakoj tack1 optima1ne trajektorije u faznom pxostoru V2n+ 1 
ispunjeni ви us1ovi: 

(5.2.7) aw 001- аК! 0(( t аЏј D =0 
Ј уО I Ј(/Ј( l. Ј ~ го( 

d 1(1 • о аУ! . с( alp . 
4lJ. о 9. l' эq« lJ. + а Рс{ fJq :::. О 

odakle sledi linearna zavisnost spregnutog vektora i vektora gra­

dijenata hiperpovrsi w~ i cilindre hiperpovrsi (5.2.1), tj: 

Ј.о = Q (t) Ј W t Ь (t Ј ~ 
dfl.{/ 3rz. о 

) == a(t) Ш + b(tj E!L 
"''0( Ј ~ ikj о( 

)/1.= а (t) 3ЈХ1 t Ь(ј)!Ј!. 
Јро( арс< 



Imajuc1 u vidu 

JW ==1 
д~O 
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da је, s obzirom па (2.207) 1 

1!L -) dfj" - О. 

1z prve jednac1ne (5.~.8) sledl: 

a{t) = Ао 

tako da dob1jamo: 

\ 

(5.2.1), 

На оэnоуи ovoga sledi zakljucak da, nl spregnuti vektor п1 vektor 

grad1jenta h1perpovrsi W, nе mogu bitl ko11nearni ва vektorom gra­

d1jent~ hiperpovrsl (5.2 о 1)о 

Odredimo podrobnije spregnuti vektor, odnosno fUnkc1jub(t) 

iz (502.9)~ Nalme, kako је vektor gradijenta hiperpovrsi W upra­

van па optlma1nu trajektoriju, odnosno kako је skalarni proizvod, 

gradijenta hiperpovrsi i 2n+1-dimehzionog vektora fazne brzine, 

ekstrema1ne vrednosti, mozem~ s obzirom па jednacine (2.2.4), 

·napisati: 

.>f. i za и.=и.: 
Ј.. Ј.. 

aw f {).L зw ан aw ( ан /Ј 11) 
(JfJ. о I a(/~ (Ј ~ -t а ~ - Ј{'< -t '"'« - О, 

Ako su dozvo1jena uprav1janja odredena re1acijama (4.1.3) i 

(4.1.4), onda, primenjuju6i pravi10 mnozitelja, ove us10ve ek­

strema1nostl mozemo izrazitl u oЫl~: 

d [dW f {) aw ан ар;; (ан fl)J d" Jg/c О 
ац; df{) 1- 3<ј" Jp.q l' JP<i - ()(ј" l' d -t dU

t
' = 



k 
gde је d neki p-dimenzioni vektor raz1icit od nu1е. Us10vi 

(5.2.10) svode se па us1ove: 

':Potrebni us10v ekstrema1nosti funkcij е fj{ С5. 2.6) imaju oblik: 

(5.2.12) 

lmajuci u vidu da је: 

\ .. 
(5.2.13) 

iz (5.2.9)., (5.2.11) -i (5.2.12) dobijamo: 

(5.2.14) 

odak1e, zbog nezavisnosti р+1 vektora: 

sledi: 

tako da, iz (5.2.9), imamo: 

(5.2.16) 



odnosno, uzimajuci 

(5.2.17) 

Ј. =-1: 
о 

Mozemo zak1juciti da 2n+1-dimenzioni spregnuti vektor pred­

stav1ja 1inearnu kombinaciju vektora gradijenata hiperpovrsi W 

i ci1indricne hiperpovrsi (5.2.1). Spregnuti vektor upravan је 

па 2n-1dirnenzioni presek pomenutih hiperpovrsi и kome 1ezi opti­

та1nа trajektorija. Prema tome, spregnuti vektor nе rnoze biti 

jednoznacno odreden. U tom вшiв1и mozerno formu1isati sledeci stav. 

о( о 
Stav 1. Ako ви .л. о' .АО(, у ,ј(, , pored osta1ih ve1icina re-

Беnја postavljenog problema optima1nosti onda su i: .~ 

gde је c=const., resenja istog problema. 

Dokaz ovog stava је jednostavan. Naime, kanonske spregnute 
r 

jednacine, s obzirom па Pontrjaginovu funkciju (5~20б), irnaju 

oblik: 

~ =0 
о 

(5.2.19) 

Zamenom ve1icina (5 q 2.18) и (5.2.19) oblik tih jednacina se nе 

mеnја. Pored toga, nе rnеnја se ni oblik algebarskih jednacina 



(5.2.12), neophodnih us10va optima1nos~i, ako и njih stavimo ve-

1icine (502.18). Time је stav 1. dokazan. 

Ako и jednacinama (5.201) пе figurisu koordinate impu1sa p~, 

onda је ogranicenju podvrgnut еато po1ozaj si"stema u konfigura­

Cionbm prostoru а пе i пј egova brzina. Tada optima1na traj ekt"o­

rija 1e2i па hiperpovrsi: 

(5.2.20) v t € [/" t,l 

Neka еи funkcija ~ i пјеп! parcijalni izvodi neprekidni 

и svakoj tacki. Uzimajuci u obzir jednacine kretanja dobijamo 

(5.~.21) 

Kako t'unkcija fJ. пе zavisi od uprav1janja и! i koordinate q~ tj. 

kako је: 

jednacina (5.2.21) predstav1ja ogranicenje faznih promen1jivih 

q~tP~ u obliku hiperpovrsi u faznom prostoru V2n+1 • Us10v da ор­
tima1na fazna trajektorija 1ezi па hiperpovrsi ~ t s obzirom па 

jednacine kretanja, ima oblik: 
1" 

Na taj nacin dobilismo ogranicenje za uprav1janja и! р.а aa.l~a' 

razmatranja slede kao u prethodnom postupku. 

ТгеЬа imati u vidu da us10v (5.2.22) nije u potpunosti 

ekviva1entan ogranicenju (5.2.20). Naime, рг! resavanju ргоЫе­

та u konacnom obliku, pocetne i krajnje us10ve treba postaviti 

tako da еи zadovo1jene jednacine (5.2.20) i (5.2.21) u pocetnom 

i krajnjem trenutku t
o 

i t
1

• 
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Primer 50 Qdrediti silu род ~ijim dejstvom ta~ka vr~i brahistohro­

по kretanje и vertikalnoj ravni. Neka је, pri tome,mehani~ka ener­

gija: 

Diferencijalne jedna~ine kretanja ta~ke su: 

. 
Х, = У, ) Х2 .:: ~ ) ј, • ц 1 ) ~ = 91" Ц2 

i pri kretanju iz po~etnog stanja 2. о и krajnj е stв.nj е 2.. 1 inte­

gral: 

t, 
Ј= f dt 

to 
treba da ima minimalnu vrednost. 

Kako jedna~ina (P o 5.1) predstavlja ograni~enje faznih promen­

ljivih, s obzirom па (Р.5. 2 ), доЫјато: 

ра Pontrjaginova funkcija ima oblik: 

(Р.505) 

а spregnute diferencijalne jedna~ine su: 

. . 
~, ... О , А2 - О, V, ~ -.).1 t .11.11., ,~--A2 t-:fl Ц2 . 

Upravljanja ll1 i и2 figurisu linearno u Pontrjaginovoj funk­

ciji usled ~ega j€iproblem singularan (poglavlje 3.). 

Neophodni uslovi optimalh6sti~su: 

ш = V -jlУ. -о 
(}Ц., 1 1 

J1f. ) - = II - ftx =0. 
Ји2 "2 '2 

Diferenciraju6i ро vremenu ove jedna6ine, saclasno ви (Р.5.2) i 

(Ј).5.6), dobijamo: 
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Posto jednacine (Р.508) пе sadrze upravljanja и! ponavljamo 

postupak diferenciranja, tako da imamo: 

odakle је: 
.. 

ft 
(P.5010) и, =--.-;У, 

jt 

Da Ь! resenja (P.5.10) bila optimalna treba da budu ispunje­

п! Kelijevi uslovi, tj. da matrica: 

~P .. 5.11) { а [d2(JJl)ll~ {-ј. о Ј 
(Јц' dt2 Јц' Ј = . 

1 . 'Ј O-jt 
. , 

bude matrica koeficijenata pozitivno definitne forme o Тај uslov 

ј е ispunj еп kad ј<е: 

(Po5.12) jL < о 

Koristeci osobinu Pontrjaginove funkcije, da је па optimalnoj tra­

jektoriji: 

(Н):. -о 
ц 

s obzirom па (Р .. 5.5),(Р.5.7) i (Р.5 0 8) dobijamo: 

. 1 
Jt = - 2Т 

cime је ispunjeno (P.5.12). Time је pokazano da su resenja (P.5.10) 

optimalna. 

Na osnovu (P.5.14) imamo: 
.. . . 

.ft т П 
fi =-Т=-n-п 

tako da j€: 



_,°,7_ 

Zamcnorn ovih vrednosti и јсdппбiпр (Ра5.2) dobijarno: 

. 
;(;1 = Ј, 

Uzmirno, radi jednostavnosti, да је koordinatni pocetak и ро­

cetnom polo~aju tacke i да је rnehanicka energija и pocetnorn tre­

nutku (t =0) jednaka nuli, tj: 
о 

(P.5.17) 

Neka је krajnje stanje па rnnogostrukosti: 

(P.5.18) 

Integralenjern jednacina (P.5016), koriste6i uslove (Po5017) dobi­

јато: 

у. := :L (1- COSkt) 
f k. 

) У.г: f sinkt 

ьс1е poslednj е dve ј ednacine predstavljaju cikloidu 1) pararnetarskorn 

obliku. 

Pored uslova (P.5.18) u krajnjem polo~aju је ispunjeno i 

( 1) r:: 20) .l. • ) о -
f (2 2 Ј [- :i јоЈ'. )-јХ" ==0 

2 1"2 ~ t, 

рв postavljaju6i odgovarajuce uslove transverzalnosti: 

dоЬiјапю: 

t,=Ff fgJi Н= -) а 

Optirnalna upravljanja зи: 



:~ 
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5.3. Ogranicenj е oblika fP (qo(, р.( ) .(. О 

Razmatranje u prethodnom odeljku odnosilo ве па slucaj kad 

optima1na trajektorija се1а 1ezi па granici oblasti В, tj. kad 

ogranicenje ima oblik (5.2.1). Meduti~u opstem slucaju~ роје­

dini de10vi optilМ.lne traj ekt,Qrij е mogu da budu па granici оЫа­

sti В, а osta1i unutar otvorenog jezgra oblasti Во U tom slucaju 

ogranicenje ima obiik: 

(5.3.1) 

Pretpostav1jajuci da pocetno i krajnje stanje sistema pripadaju 

otvorenom jezgru oblasti В i da па granici oblasti 1ezi konacan 

broj s odsecaka optimalne fazne trajektorije, ogranicenje (5.3.1) 

moze da se napise и obliku: 

(5.3.3) 

gde ви tt'2k-r trenuci do1aska fazne tacke па granicu oblasti В, а 

Т2н trenuci odvajanja fazne tacke od granice. Neka је oblast Gu 
dozvo1jenih upravljanja data relacijama (4.1.3)- i (4.1.4). Uzi­

maju6i u obzir rezu1tate ode1jaka (4.1) i (5.2), Pontrjaginovu 

funkciju mozemo formirati па slede6i nacin: 

'1 < о 

lf =0. 



Ovakav oblik Pontrjaginove funkcije ornogucava da эе jednacine 

kretanja i odgovarajuce spregnute jednacine napisu u kanonskoj 

forrniu Osirn toga, us10vi optirna1nosti svode ае па us10ve ekstre­

ma1nosti funkcije (5.3.4) 

Interva1 [to,t11 rnozerno pode1iti па konacan broj 26 +1 pod­

interva1a koji odgova!aju kretanju fazne tacke ро odseccima ор­

tirnalne trajektorije, cije се1е duzine pripadaju Ы10 unutrasnjo­

sti oblasti В Ы10 nj епој granici. Копасnо г'е'эепј е problema аа­
stoji эе u odredivanju funkcija qq'(t),po«(t),J«(t), V\t),Ui(t),;.\t), 

~k(t) па svim podinterva1ima. Kako па svakom podinterva1u imamo . 

ро 4п+ r+p funkcij а qo{, рсо( I ~O( , )10( 'Ui ' jt. к i kako ае funkcija jf- о 
јаУ1ја па 5 podinterva1a и kojima trajektorija 1ezi па granici 

oblasti В, ukupan broj trazenih f'unkcija iznosi (4п+ r + р )( 2S+1)+5. 

Za njihovo odredivanje raspo1azemo аа 4n(2s +1) diferenc.ija1nih 

jednacina kretanja i spregnutih jedna6ina, r(2 5 +1) иэ1оуа opti­

malnosti, р (25 +1) jedna6ina (4.1.3) i 5 jedna6ina (5.2.1), sto 

odgovara ukupnom broju trazenih funkcija. 

Integra1enjem diferencijalnih jedna6ina јау1ја эе 4n(26 +1) 

konstanti integra1enja. Osim toga, treba odrediti i trenutke 

'(, ,1"2) о ОО ) --r2s Ј t, ра ukupan broj nepoznatih konstanti iznosi (.t,n+1)(2511) 

Za njihovo odredivanje raspolazemo аа 4п pocetnih i krajnjih uэ1о-

уа i us10va transverza1nosti. Osta1e uslove dobijamo па osnovu 

osobona funkcij а u ta6kama 'r, Ј 12 Ј о о о ) 125 Ј t
1 

о Naime optimalna faz-

па trajektorija neprekidna је и celom interva1u ~o,tl] ра imamo: 

(5.3.5) 

k= ,,2, о ОЈ 5 

sto daj е 4ns us1ova. Osim toga Pontrjaginova fOunkcija, za autonom­

пе sisteme, ispunjava 25 +1 us1ov: 

(5 • .3..;6) 

Uzirnajuci u obzir stav 10 iz prethodnog ode1jka, rnoze da ае iskori­

sti cinj enica da su f'unkcij е А/Х, VC(, jt о odredene do proizvoljne 

konstante па granici oblasti В. U torn smis1u, proizvoljnu konstantu 



mozemo birati па najprik1adniji nacin. Uzimajuci da је, u trenut­

ku 'l"2k-1 dolaska t"azne tacke па granicu, 

imacemo, s obzirom па (502.17) i (5.2.18), 

(5.3.8) 

Л« (~k=7) .. ~ (1f:2k- t ) 

)Jv((tz'2k_t) :z 1/0( ('12k -l) 

~O{ ("2~) =ЈО( (-r2k ) -.tr"(<tjk)(:~ ) 
f ""l2k 

}ЈСС (&f2~ ).., }Ј о( (~K) - jt' ('2.) ( :!. ~ 
fV 2" 

st'o daje јоа 4ns us1ova. Na taj nacin dobi1i вто ukupno (4n+1)(2.s+1) 

Uslova za odredivanje konstanti integra1enja, sto predstav1ja dovo­

ljan broj za resenje problema u kona6nom obliku. 
,<> 

Ana1izirajuci us10ve (5.308) uocavamo da је spregn~i vektor 

neprekidan u trenutku do1aska fazne tacke па granicu oblasti В, а 

и trenutku si1aska ва granice ima prekid. Neki autori (36] us1ov-

1javaju prekid spregnutog vektora u trenutku dolaska fazne tacke 

па granicu oblasti В. Us10vi prekida spregnutog vektora, koji и 

nаэет вlисаји imaju oblik (5.3.8), poznati эи и 1iteraturi pod 

nazivom uslovi skoka. 

Na osnovu razmatranja и ovom ode1jku, gde funkcija ~ ima 

oblik (5.3.4) us1ed cega jednacine kretanja i odgovarajuce spreg­

nute jednacine imaju kanonsku formu и се1оm intervalu [to,tJ ' 
mozeтo forтu1isati sledecu teoremu. 

Teorema 2. Neka је ui(t), t€ [t o,t1J, optiтalno upravljanje 

i neka odgovarajuca optima1na trajektorija се1а 1ezi и zatvorenoj 

oblasti В, pri сети ј е konacan broj nј enih odsecaka па granicii 

oblasti. Tada postoji funkcija Зl oblika (5.3.4) i 2n+1-dimenzi­

oni vektor Ј о' .Ао( ,VOC' razli6i t od nи1е, resenj е ј ednacina: 

.' 



tako da је па optima1noj trajektoriji: 

а) 

Ь) (fIl) .« = О 
tL 

с) 

о( 

d) vektor ~O( ,}Ј normalanj е па pocetne i krajnj е mnogostrukosti 

и trenucima t o i t 1 • 
. ~ ~ 

е) ispunjeni 8и U810vi 8koka (5.3.8). 

Ova teorema predstav1ja и izvesnom 8mis1u uopstenje principa 
<> 

maksimuma (teorema '1., ode1jak 2.4). Fиnkcija ~ formirana је па 

takav nacin da svi us10vi teoreme 1. zadrzavaju i8ti oblik, izuzev 

us10va neprekidnosti spregnutog vektora koji аи и teoremi 2. zame­

nјеn! us1ovom е). Inace, и svim tackama otsecaka optima1ne trajek­

torije koji 1eze bi10 unutar oblasti В Ы10 па nјеnој granici, 

spregnuti vektor је neprekidan izuzimajuci tacke .и kojima fazna 

trajektorija si1azi 8а granice. Pri tome smatramo da је и tim tac­

kama spregnuti vektor neprekidan 8а desne strane. 

Trebanapomenuti da teorema 2. de1imi6no objedinjuje teore­

те 22.,23.,24.,25. koje еи date и monografiji [Ј1Ј • 

Mada је teorema'.2 .. formu1i8ana za еlисај kada је oblast В 

ogranicena jednom hiperpovrsi, оnа је primenjiva i za opstije аlи­

cajeve. Neka granicu oblasti В cini vise hiperpovrsioUko1iko и nе­

koт interva1u konacni deo optiтa1ne trajektorije 1ezi па preseku 

jednog broja hiperpovrsi, onda је spregnuti vektor nоrша1аn па taj 

presek. Pri toтe ее pretpostav1ja da аи gradijenti hiperpovrsi и 

tackaтa preseka тedusobno nezavisni, tj. da presek ima jedinstve­

nи tangentnu ravan и tackaтa па optiтalnoj trajektoriji, ра је и 

tim tackaтa 8pregnut~ vektor normalan па tangentnu ravan. U81ed 

toga broj neodredenosti spregnutog vektora neposredno zavisi od 

dimenzija preseka. Pri toтe ае jav1jaju novi us10vi skoka oblika 

(503.8) ра је dalji postupak analogan prethodnom. 
:< 
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Napomenimo da, ako је mnozitelj jt о (t) konstantan и inter­

valu ['r2t-P 'l/k]' onda su, s obz1rom па (5.3.1), uslov1 skoka ispu­

nјеn! trivijalno, ра spregnuti vektor nije prekidan u granicama 

tog intervala .. 

5.4. Optima~~o upravljanje kretanjem sistema ogranicene 

mehanicke energije 

u radu [~] razmatrano је optimalno upravljanje kretanjem si­

stema ogranicene kineticke energije, pri сеши је в11а uprav1janja 

ima1a konstantan 1ntenzit~t. Т1ше је izbegnuto razmatranje s1ngu-

1arnog upravljanja. Ovde сешо па jednom ргоЫеши ukazati па neke 

osobenost1 us10va skoka (5.3.8) koje ве javljaju u еlисаји s1ngu-

1arnih upravljanja. 

Neka је kretanje sistema opisano autonomn1m jednacinama: 

-Ј ан 
~Q, =-

дЯt 

. ЈН N 
f) =-- tQ tЦ 
ft( J~« а( СХ' • 

Neka је sku~ dozvoljen1h upravljanja otvoren i neka је mehan1cka 

energija sistema ogran1cena, tj: 

(5.4.2) у (f . Р Ј = н -h ~ О I ћ· const . 

·Uzm1mo da su,pocetno i krajnje stanje sistema unutar oblast1 
(5.4.2) tj: 

(5.4.'3) (H-h)t <о. 
1 

Zadatak је da se odrede upravljanja u koja се sistem iz nekog 

pocetnog stanja Z о dovesti u neko krajnj е stanj е Z. 1 uz uslov 
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minimalnosti funkcionala: 

(5.4.4) 
t, 

J=jfO(f,P)dt 
to 

u intervalima kada је fazna tacka па granici oblasti (5.4.2) 

ispunjeno је: 

(5.405) 

ра, saglasno ranijim razmatranjim~Pontrjaginovu funkciju mozemo 

napisati u obliku: 

аН rt( ЈН JI ) ј" А - +}} --ttl т"- -с( d/lo< dfft о( ooq' 

Kako_Pontrjaginova f'unkcija linearno zavisi'od upravljanja 

koja pripadaju otvorenom skupu problem j~ sing~laran. Neophodni 
r 

uslovi optimalnosti daju: 

ЧI(~)р) <О 

'f (~.p) =: О. 

Daljim postupkom za singularna upravljanja dobijamo: 

y(~,p) <О 
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Zadrzimo эе па ana1izi us10va skoka ovako odredenog vektora 

1 )J~, uz 
.1\0( , 

pretpostavku da odgovara optima1nom resenju • 

Us10vi (5.3.8) u nаает slucaju, s obzirom па (5.4.2), imaju 

oblik: 

(5 .. 4.9) 

~!L.) lE..-~p арр #r2~ ~ (~p Јрр - l' Яt ~OI 

O::~' ~) 
uРс< 1.2k 

Imajuci и vidu (5.3.7) ј ednostavno эе uocava da koordinate )}q' iz 

(5.4.7) zadovo1javaju us10ve skoka (5.4.9). Sto se tice koordinata 

~« iz (5.4.8), uslovi skoka (5.4.9) ispunjen1 su sашо ako је: 

Namece se pitanje da 11 је to uvek т~џCe. 

Zаmеniшо vrednosti ..itq, }Jq sa 1nterva1a Fr21(-J~] u Pontrjagi­

novu funkciju. Kako је nјеnа vrednost па optima1noj trajektoriji 

jednaka nu1i, dob1jamo: 

(5.4.11) Ii.' :: _1 (!.L () _;0) 
JV 2Т ЈЯх rd, 

ра bi (5.4.10) ima10 smis1a эато u роsеЬniш slucajevima kad је: 

i1i: 

Za slucaj (5е4.13) spregnut1 vektor Ь! bio neprekidan u се­

lom interva1u [t o,t1], jer је, s оЬzirош па (5.3.7) i (5.4.11), 



- 9 ~5-

jt°(t)=o. Kako је funkcija fO, zavisno od zahteva optima1nosti, 

пајсеЕЗсе takva da пета osobine (504012) i (5.4.13), problem us1o­

va skoka u slucaju singu1arnih uprav1janja ovde ostaje otvoren. 

Suzimo postav1jeni zadatak u tom smislu sto сето postaviti 

zahtev optima1nosti da ее sistem krece ро najkracem luku izmedu 

dva polozaja u konfiguracionom prostoru. Tada podintegralna funk­

cija: 

ima osobinu (5.4.13), ра је spregnuti vektor neprekidan па се1от 

intervalu[t o,t1] i ima oblik: 

(5.4.14) 

u sk1adu еа rezu1tatima ode1jka (3.4) imamo: 

y;(~.p) <О 

(5.4.15) 

Pri kretanju fazne tacke ро granici oblasti (5.4~2) mehanicka ener­

gija је konstantna ра је ispunjeno: 

ЈТ 
( /1 t-"Ж) =0 

Јро( ~ ч.d 

odak1e је, s obzirom па (5.4.15): 

I П 
f3 :::. Р-(::""'-ћ --п-) . 
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6. OPTIlVLALNA STABILIZACIJA KRETANJA MEHANICKOG SISTEN.A 

6.1. Diferencija1ne jednacine poremecenog kretanja mehanickog 

sistema 

Resavanje problema stabi1izacije kretanja mehanickog sistema 

sastoji эе u odredivanju ana1itickog modela upravljackog organa 

па principu povratne sprege. Znacajnu ulogu u proucavanju ove obla­

sti odigrao је А.М. Letov serijom radova (1б] koji эи mnogim аи­

torima pos1uzili kao osnov za resavanje problema automatskog uprav-

1јаnја i regulisanja. Rea1ni us10vi i prakticni zaht~i nаmеси рго­

сеэи stabi1izacije optima1nost u nekom smislu tako da геэеnје рто­

Ыеmа treba traziti u povezivahju principa optimalnosti i Ljapunov­

ljevih metoda. Takav pristup.wogodan је za primenu па sisteme cije 

ј е kretanj е opisano diferencij'a1nim ј ednacinama prvog геdэ. u nor­

та1nот obliku,pa сето problem posmatrati i resavati u faznom рто-

storu. .0< 

Diferencija1ne jednacine kretanja sistema u faznom V2n prosto­

ru imaju oblik: 

(6.1.1) 

Neka эи: 

1« = дН 
Jpd. 

. ан 11 
рц =- - a~O( + ~ 

1 

гезеnја sistema (6.1.1)g Оnа predstav1jaju konacne jednacine nеро-

remecenog kretanja mehanickog sistema u faznom prostoru V2n• Neka 

рогеmесеnо stanje sistema odreduju ve1icine: 

gde эи ЈсХ i 20( . poremecaji faznih koordinata qo{ i рс(. 
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Zamenom (б.1.3) u (6.1.1) аоЫјаmо: 

yq :: Ф о( (t I ј, ") 

Na taj nacin, роrеше6епо kretanje mehanickog s1stema opiBano је 

diferencija1nim jednacinama kretanja (б.1 0 4) u faznom V2n prosto-

ru poreme6aja јС{ 1 ~o( • Part1ku1arna resenja jednacina (6.1.4): 

(6.1.5) 

predstav1jaju jednacine neporeme6enog kretanja. 

Ako је neporemeceno kretanje (6.105) nest~bilno, njegovu sta­

bi1izaciju mozemo izvrsiti de10vanjem nekog up~av1jackog Bistema. 

Uvodenjem uprav1janja tii (i=1,2, ••.• ,r), diferencija1ne jednacine 

poreme6enog kretanja dobijaju oblik: fi 

'с( е{ 

ј = ф (t} 1,1/) 
(6.1.6) 

iO("~ (t'!Ј?'Ц)' 

ft 

Neka uprav1janja tii pripadaju skupu dozvo1jenih uprav1janja Gu i 

neka аи па neporeme6enoj trajektoriji jednaka nu1i. Osim toga, пе­

ka ви desne strane jednacina (6 Q l o 6) i njihovi i~vodi, ро svim pro­

men1jivim, neprekidne i definisane funkcije. 

6.2. Stabilizacija kao problem optima1nog uprav1janja 

Uz navedene pretpostavke о jednacinama (6.1.6), resavanje prob-

1еmа stabi1izacije, sastoji ве и odredivanju dozvoljenih upravljanja 

ui=ui{t, j~ Ј ~a ) koja obezbeduju egzistenciju neke definitne funkci­

је V(t, јо( '~rt ) ciji је izvod ро vremenu, па poremecenoj trajektoriji 
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suprotnog znaka 111 jednak nu11. U opstem slucaju, resenje ovako ро­

stavljenog problema jednostavno је i viseznacno. Medutim, uvodenjem 

uslova opt1ma1nost1, problem postaje znatno slozen1j1. 

Ogranic1mo эе, u аа1ј еш razmatranju·, па as1mptotsku stabi1iza­

с1ји i us10vimю аа эе proces odvija optimalno u nekom smis1u. 

Neka је us10v optimalnosti postav1jen u vidu zahteva аа funk­

ciona1: 

~ 

Ј:= Ј l' (t I f I ~. и) dt 
to 

ima m1nima1nu vrednost u zadatom procesu stabi1izacije. Ovde је fO 

neka, u opetem вlисаји, nenegativna funkcija i vr10 cesto је, u prob-

1emima optima1ne stabi1izac1je, pogodno birat1 da bude pozitivno de­

finitna. 

Na~ta~ na6in, problem optimalne stabilizacije kretanja mehani6-

kog sistema 8vodi ве па problem optimalnog upravljanja. Naime, tre­

Ьа пас! takva upravljanja u i ' da sistem 6ije је kretanje opisano jed­

nacinama (6.106), prede iz stanja to,y-tt o)' ~~(to) и stanje t1;~ , 

j~(t1)~O,2«Ct1)=O' pri сети treba da bude ispunjen uslov minima1no­

sti funkciona1a (6.2.1) 

Ovako postav1jen problem omogu6ava neposrednu primenu 

ра maksimuma. ~dut1m, па taj na6in, optimalno upr~v1janje 

princi­

и." ао-
1. 

Ыја ее u ·~unkciji vremena, eto је neprik1adno za probleme automat-

skog uprav1janja kojima pripada i optimalna stabilizacija kretanja. 
ft 

Treba resavati problem optima1ne sinteze, tj. traziti optima1no 

upravljanje u funkciji faznog stanja sistema. 

6.30 Belmanov princip optimalnosti i metod funkcije Ljapunova 

Sustina problema optimalne stabilizacije паmесе da эе uporedo 

razmatraju optimalnost i stabilnost kretanja o U tom smis1u, metod 

za resenje problema treba zasnovati па povezivanju kriterijuma ор­
timalnosti i kriterijuma stabi1nostl. U svom radu [~n resavan је 

problem asimptotske stabilizacije 1inearizovanih sistema primenju­
juci teoremu Krasovskog о asimptotskoj stabilizaciji [25] , pri сети 
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је izvrseno objedinjavanje Pontrjaginovog principa maksirnuma i те­

toda funkcije Ljapunova. Ovde сешо, nе ulazeci u razmatranje obli­

ka jednacina (6.1.b), metod za resavanje problema zasnovati па Bel­

manovom principu optimalnosti. 

Belmanov princip optimalnostl, koji ве zasniva па stavu da је 

proizvoljni deo optimalne trajektorije takode optimalna trajekto­

rija, uvodi u razmatranje funkciju: 

(6.3.1) 

:» 

S(t,j'2) =jf'(t,j,2.U) tLt. 
t 

Koriscenjem ovakve f'unkcije, Ве1шаn је uslove optima1nostl izrazio 

u neko11ko oblika pogodnih za raz1icite metode resavanja. Mi сешо 

koristitl Ве1mаnоу princip u dlferencijalnoj forml,koji је razma­

tran u odeljku~(2.5) i koji је pogodan za ana1iticki pristup prob­
lemu. 

U nаеет slucaju, tj. za jednacine (6.1.6) i funkciona1 (6.2.1) 
I 

pomenuti princip ima' oblik: 

(6.3 .. 2) 

S druge st,rane, primenimo metod funkcij е Ljapunova za asim­

ptotsku stabilnost. Nekaije funkcija Ljapunova takva da,..,je nјеn 

izvod u втlв1и jednacina (6.1.6): 

. 
(6.3.3) v ~ -ЈО (t,j, 7. ц) 

pri сети је па optima1noj trajektorij1: 

(6.3.4) 

Na taj nасln је: 
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odn08no, uzimajuci u obzir (6.1.6), 

1z (6.ј.4) imamo: 

(6 .. 3.1) (dV) ~ = - {JJ(t,y, ~,ц.). 
dt ц. 

l 

U slucaju asimptotske stabi1nosi је: 

ра је: 

Lim V =0 
t~::;t) 

tako da па optima1noj trajektoriji konacno imamo: 

(6.3.9) 

Uporeduju6i l6.3.6) i (6.309) 8а (6.3.2) i (6.3.1) zak1jucujemo 

da, u problemima asimptot8ke 8tabi1izacije, Be1manova funkcija ima 

oblik funkcije Ljapunova. 

U slucaju kad dozvo1jena upravljanja pripadaju otvorenom 8kupu, 

u810v t6.3.б) daje: 

odakle optimalno uprav1janje odredujemo u obliku: 

:Ii .. t« JV ц. :: LJ· ( Ј п - ) . 
t , I , {tX I Ј?« 
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Zamenom (6.3~11) u (б.3.6) dobijamo, и opstem а1uсаји ne1ine­

arnu, diferencija1nu jednacinu: 

(6.3.12) 

Jedпacine (б.1.6), (6.3.11), (6.3.12), pocetni i krajnji ие1о­

vi omogucuju konacno resenje sistema. Qdredivsi funkciju Ljapunova 

и obliku 

i izracunavsi nјеnе parcija1ne izvode ро poremecajima ~~, iz (6.3.11 

(6.3.11) dobijamo: . ~ 

(6.3.14) ц.* : u~ (t f 1»'<> 
I l I '{ • 

Na taj nacin resavamo problem optimalne sinteze, tj. odredujemo ор-
","~! ... , 

timalno upravljanje u funkciji faznog stanja. Оуај oblik resenja 

predstavlja analiticki model upravljackog sistema i pogodan је, еа 

prakticnog stanovista, za optimalnu stabilizaqiju kretanja mehanic­

kog sistemajer daje direktan odziv па informaciju о poremecenom 

stanju sistema. 

Problem obicne (neasimptotske) stabi1izacije nе utvrduje kraj­

nје us10ve vec postavlja uslov da poremecaji pripadaju nekoj ograni­

сеnој oblasti и okolini neporemecenog stanja. Osim toga, interval 

vremena u kome se vrsi proces optimalne stabi1izacije, u opstem 

аlисаји, neutvrden је, ра ovaj problem pripada klasi problema ор­

timalnog uprav1janja kretanjem \sistema ogranicenog f'aznog stanja sa 

slobodnim krajnjim stanjem. 
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