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PREDGOVOR

Problemi optimalnosti se, svojom aktuelnoséu, sve vise na-
medu 1 nalaze mesta u raznorodnim nauénim disciplinama, narodi-
to onim koje Cine osnov tehnickih i ekonomskih nauka. Iako se
analitidka mehanika oduvek delimicéno bavila i takvim problemima
neizbezno je bilo da se formira jedanlopétiji pristup koji de
obuhvatiti i one ,neklasicéne" probleme ko6Ji su izlazili iz okvi-
ra klasic¢ne mehanike. U tom smislu je31969. godine, pod rukovod-
stvom prof. Veljka Vujidica, na Prirodno-matematicdkom fakultetu
u Beogradu osnovana Grupa za upravljanje kretanjem, odakle su,
kao rezultati rada potekle magistarske i doktorske teze i veliki
broj objavljenih naucnih radova i saopStenja.

Ovaj rad je deo autorovih istrazivanja u okviru Grupe za
upravljanje kretanjem. Udinjen je pokuSaj da se u analitidku
mehaniku uvede obuhvatnije razmatranje problema optimalnog up-
ravljanja kretanjem, koriSéenjem savremenih metoda zasnovanih
na Pontrjaginovom principu maksimuma. Medutim, kako su postavka
i dokaz principa maksimuma zasnovani na topoloskim osobinama
upravljanih sistema, u ovom radu je ucinjen drukcéiji pristup.
IzvrSena je geometrizacija problema, Sto je omogucilo da se
princip mfaksimuma interpretira metodima koji su prisutni i u
analitickoj mehanici. Pri tome se tezilo da spoljasnja forma
osnovnog metoda, za redavanje problema u konaCnom obliku, osta-
ne neizmenjena, bez obzira o kojoj je vrsti meﬁaniékih sistema
i upravljanja rec¢. U tom smislu obradehi su 1 neki teorijski
prilozi kao ilustracija i-potvrda opravdanosti primene usvoje-
nog metoda na razlicdite slucdajeve optimalnog upravljanja kre-
tanjem. Tri tome je ukazano i na neke otvorene probleme koji
su posledica specificénih osobina mehanidkih sistema.

Autor koristi ovu priliku da se iskreno zahvali prof. Velj-
“u Vujicidu i prof. Aleksandru Baksi koji su ukazali veliku po-

mo¢ pri izradi ovog rada.

Beograd, 1984,god, ' J.V.
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UvoD

Teorija optimalnih procesa nastala je sintezom mnogih istra-
Zivanja koja su se u svom zacetku razvijala kao zasebne grane u
specijalnim tehnickim disciplinaﬁa. Problemi upravljanja, u prvo
vreme, odnosili su se na obezbedivanje stabilnosti nekog procesa
i na taj nadin bili tesno povezani sa problemima teorije diferen-
cijalnih jednaéina, teorije stabilnosti i oscilacija. Medutim, u
svim oblastima, bez obzira na njihovu raznorodnost, bila je pri-
sutrna ideja optimizacije u nekom smislu.

Tesko je ukazati pa prve radove kojima je bilo naceto siste-
matsko izucavanje problema optimalnog upraxljanja, no neosporno je
da je cen%ralno mesto u koriscenim metodima zauzimao klasiéni va-
rijacioni racdun. U tom smislu se, paralelno sa reSavanjem konkret-
nih problema, sredinom ovog veka, poceo formirati opstiji naulni
pravac - %eorija optimalnih procesa, koja objedinjuje razlicite
probleme svrstane u dve osnovne klase: 1) problemi programskog uprav-
ljanja, 2) problemi sinteze optimalnih procesa. Problemi prve klase
obuhvataju odredivanje upravljackih dejstava u funkciji vremena.
Problemi druge klase gde se upravljacka dejstva formiraju u funkci-
Ji stanja sistema po principu povratne sprege stoje u osnovi teo-
rije regulisanja i automatskog upravljanja.

Vazna etapa u razvoju savremene teorije optimalnih procesa ve-
zana Jje za istrazivanja IL.S. Pontrjagina i njegovih saradnika koji
su formulisali princip maksimuma [31], odakle se dobijaju neophod-
ni uslovi optimalnosti za 3irok krug problema bfogramskog upravlja-
nja, Teoreme Pontrjaginove sSkole moguée je smatrati kao prosSirenje
klasidnih varijacionih problema s diferencijalnim vezama, na prob-
leme koji ukljuluju i ,neklasidne" uslove i ogranidenja. Na taj
nacin, aparat teorije koji se zasniva na principu maksimuma pred-
stavlja razvoj metoda LagranzZovih mnozitelja, varijacionih princi-
pa i1 metoda kanonskih jednacina.

U isto vreme, u SAD-u, R. Belman i njegovi saradnici poceli
su razvijanje metoda dinamiékog programiranja [5] | koji neposred-
no odgovara problemu optimalne sinteze i dovodi do parcijalnih di-

Yerencijalnih jednacina Hamilton-Jakobijevog tipa. Metod dinamickog




programiranja obuhvata veliki krug problema i predstav-

lja jedan od najmoénijih savremenih metoda optimizacije, mada, sa
analiticékog stanovista, integralenje dobijenih jednacina predstav-
lja nepremostivu teskoéu. Belmanov princip optimalnosti zasnovan

je na uzastopnoj analizi u toku vremena, Sto omogucava da se pro-
ces razbije na niz etapa i na taj nadin dobiju rekurentni odnosi

pogodni za primenu elektronskih racunara.

Pored Pontrjagina i Belmana i sledbenika njihovih metoda, tre-
ba, neizbezno, ukazati na A.M. Letova i seriju njegovih radova
koji se bave problemom minimizacije integrala kvadratnih formi pri
kretanju linearnih sistema-. U ovim radovima daje se resenje sinte-
ze za Siroku klasu problema, pri céemu se ispoljava vazina veza iz-
medu problema regulisanja i Ljapunovljeve teorije stabilnosti kre-
tanja.

Sve 3iri krug problema namele, sa jedne strane, teoriji opti-
malnih procesa takvu opsStost da se ona spaja sa opstom teorijom
sistema., Sa druge strane,kdbbijanje rezultata za bilo koju suZenu
klasu problema, vezano je'ii.sa osobinama upravljanih sistema.
Fako su, i pored moénih savfemenih racunara, teSkoce pri resava-
nju cesto nepremostive, veliki deo literature o optimalnom uprav-
ljanju usmeren je na pronalazenje numerickih metoda zasnovanih na
savremenim matematickim aparatima.

| Sto se tide problema optimalnog upravljanja kretanjem meha-
nickih sistema, oni nisu kao celina posebno razmatrani. Razlog to-
me verovatno treba traziti u éinjeniciaéto ti problemi prelaze ok-
vire klasicdne mehanike i na jedan siri nacin povezuju je sa teori-
jom sistema. Naime, klasicéna mehanika proucéava probleme u ¢ijoj
osnovi stoje objektivni prirodni uslovi optimalnosti na kojima su
i postavljeni principi mehanike.,U teoriji optimalnog upravljanjs
kretanjem mehanickih sistema, pored objektivmih, nametnuti su i
subjektivni zahtevi optimalnosti, pa primena teorije optimalnih
procesa, sa stanovista klasicéne mehanike, prividno ima karakter -
matematidkog formalizma, ) A '

*"~U ovom radu ulinjen je pokuSaj da se deo opste teorije opti-
malnih pwecesa priblizi problemima optimalnog upravljanja kreta-
njem mehanidkih sistema. Kao osnova za razmatranje uzet je Pontrja-
ginov princip maksimuma, prilagoden za mehaniéke sisteme, Rad je
podeljen na Sest poglavlja.

U prvom poglavlju daju se, u kratkim crtama, definicije nekih



pojmova iz teorije optimalnog upravljanja. Izvrsena je uopStena
postavka problema u obliku modela pogodnog za primenu analitickih
metoda optimizacije.

Drugo poglavlje je kljuéno u ovom radu. Data je geometrijska
interpretacija principa maksimuma za holonomne skleronomne meha-
nicke sgisteme i postavljen matematicki model za resavanje proble-
ma u konaénom obliku., Tako dobijeni rezultati prosireni su na re-
onomne sisteme pri ééﬁu forma principa maksimuma ostaje neizmenje-
na, Usled toga, dalja razmatranja odnose se na holonomne skleronom-—
ne gisteme Cime nije umanjena opsStost usvojenog metoda. Sistemi jed-
naéina koje opisuju optimalni proces imaju kanonsku formu i u ce-
lom radu postoji teznja da se taj oblik zadrzi. Takva forma jedna-
¢ina omoguéila je da se na jednostavan nacin, primenom Hamilton-
Jakobijeve metode, princip maksimuma svede na Belmanov princip op-
timalnosti.

U tredem poglavlju razmatrana je klasa singularnih upravlja-
nja koja je vrlo cesta u prakticnim problemima. Za probleme sa sin-
gularnim upravljanjima princip maksimuma je neefektivan, tj. po-
trebni uslovi optimalnosti principa maksimuma‘neAdaju moguénosf da
se odrede ekstremalna upravljanja. Prikazane su neke postojece me-
tode za resavanje takvih problema i ukazano na njihove karakteri-
stike., Posebno je, za ilustraciju singularnog upravljanja, obraden
teorijski prilog o kretanju mehanickog sistema po optimalnom luku
u konfiguracionom prostoru. '

Cetvrto poglavlje posveéeno je problemima optimalnosti kreta-
nja pod dejstvom ogranidenih upravljanja. Razmatrane su razne vr-
ste ogranicenta, uz ideju da diferencijalne jednadine upravljanog
procesa zadrze kanonsku formu, Posebna paznja posvedena je uprav-
ljanjima koja imaju prirodu generalisane sile. -

Peto poglavlje delimicéno koristi rezultate drugog i éetvrtog
poglavlja za optimalno upravljanje kretanjem sistema ogranicenog
faznog stenja. Dat je princip maksimuma u nedto izmenjenom obliku
uz stalno prisutnu ideju o ocuvanju kanonske forme diferencijalnih
jednacina optimalnog upravljanja.

Sesto poglavlje, za razliku od ostalih gde se razmatraju pro-
blemi programskog upravljanja, posveéeno je optimalnoj stabiliza-
~ciji kretanja mehanickih sistema kao problemu automatskog upravlja-
nja., U opstim crtama dat je metod reSavanja zasnovan na objedinja-
vanju Belmanovog principa optimalnosti i Ljapunovljevog kriteriju-

ma gtabilnosti.



U vecini poglavlja ovog rada dat je jedan broj primera na
kojima je, analitickim postupkom do konaénog resenja, ilustrova-
na primena razmatranih metoda,

Pri izradi ovog rada proulen je i pregledan veliki broj te-
orijskih i struénih radova. Malo koja nauc¢na disciplina danas ima
toliki broj monografija i casopisa kao teorija optimalnih procesa,
Na kraju je, pored osnovne, naveden i jedan deo one literature ko-
ja je na neki nacin uticala na razraduibsnovne ideje ovog rada.



le OSNOVNA POSTAVKA PROBLEMA

1.1. Upravljanje, Dozvoljeno upravljanje,

U teoriji optimelnih upravljanja,za opisivanje procesa,naj-
delée se koriste obiéne diterencijalne jednaéine prvog reda u
normalnom obliku koji je pogodan za analitiéko razmatranje i pri-
menu varijacionih i numeriékih metoda, U tom smislu, ograniéiéemo
se na proucavanje mehanidkog sistema sa konac¢nim brojem stepeni
slobode &ije stanje je u proizvoljnom trenutku vremena t, odrede-
no u 2n-dimenzionom raznom prostoru Von koordinatama qu« (x=1,2,
scee.oyn), gde su: n-broj stepena slobode, d“generalisane koordi-
nate a Q(generalisani impulsi.

Ukoliko uporedo sa prostorom V2n postoji neki r-dimenzioni
vektorski prostor U, vektora u, (1:1,2,.....,7) Cije koordinate
figurisu u diferencijalnim jednacinama kretanja sistema, onda
izborom vekteora uy moZzemo na odgovarajuéi nadin uticati na pro-
menu faznog stanja sistema. Drugim redims, vektor~ui ima neki fi-
zicki smisao i pomoéu njega mozZemo upravljati kretanjem mehanicé-
kog sistema, Takav vekior zvacemo vektor upravljanja a njegove ko-
ordinate funkcije upravljanja i1i, samo, upravljanja.

U deljem izlaganju ogranicidemo se na vektore upravljanja
éije se koordinate javljaju kao promenljivi parametri u gene-
ralisanim silama 11i sami imaju prirodu generalisane sile,

U opStem sluéaju, upravljanja su ogranidena kao posledica
nekih nametnutih uslova ili realnih fiziékih moguénosti uprav-
ljacdkog sistema. Neka je Gu neki skup iz prostora U, odreden tim
ogranidenjima, Upravljanja koja ispunjavaju uslov

(1.1:1) u; € Gy ¥ i., Qa’, o

nazivamo dozvoljena upravljanja, @ oblast G, 12 Ur skup dozvo-
ljenih upravljanja.

Oblast Gy, moze biti otvoren 11i zatvoren skup, kon-
stantan ili promenljiv. Dozvoljena upravljanja mogu biti prekid-
na i u konacénom 1ptervalu [to,tﬂ mogu imati konacdan broj pre-
kida,




1.2, Cilj upravljanja.

Svakom upravljanju iz (1.1.1) odgovara neka promena faznog
stanja, odnosno neko kretanje mehanilkog sistema, Fri tome, osnov-
ni problem je da se odrede takva upravljanja iz (1.1.1) pod &ijim
dejstvom ¢e sistem da se krede u skladu sa nekim unapred postav-
ljenim ciljem,

Za mehanicke sisteme cilj upravljanja izrazava se zahtevom
da sistem iz nekog poéetnog stanja Zo prede u stanje.Zl i da taj
proces bude obavljen u intervalu [to’tll‘ Poletno stanje sistema
tofqd(to);ax(to) moZe biti na mnogostrukosti:

2y gLl g h), pih)] =0 j=12...,5<2n
a krajnje stanje tl,qf(tl),g,(tl) na munogostrukosti:
(1.2:2) ) [t qct), pltn]<a K=12..,m &n

pri Zemu, ufnekim problemima, vreme tl-to nije odredeno unapred,

Ovde se prirodno namece jedan sustinski problem: da 11 medu
dozvoljenim upravljanjima (1l.1,1) postoje takva ¢éije dejstvo obez-
beduje izvrsenje postavlijenog cilja? Osnovni kriterijumi egzisten-
cije takvih upravljanja predstavljaju uslove upravljivosti siste-
ma i njihovo postavljanje je veoma sloZeno, Izuzetak Cine proble-
mi koji obuhvataju kretanja opisana linearnim diferencijalnim
jednaéinama, ’ ‘

1,3, Mera optimalnosti,

Pored uslova da upravljani sistem izvrdi odredemni cilj, u
prakti¢nim problemima, postavljaju se i zahtevi da se taj proces
obavi na najpovoljniji nadin u nekom smislu, S8to moze da se po-

stavi u vidu uslova da neki funkcional:

u toku kretanja, u intervalu [to,tﬂ ima minimalnu vrednost.

Ovaj uslov , kome je podvrgnut proces upravljanja, karakte-
rige sultinu optimalnosti i predstavlja, na neki naéin, njegovu
kvalitativou i kvantitativnu meru,

Punkcional (l.3.1), zavisno od zahteva optimalnosti process,

E
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najéesce se javlja u jednom od sledec¢ih oblika:

&
(1.3.2). J=[fo(f,g,p,u)df
.33 =@ L, g(h)plta) 8, q(t), p(t,)]

t
@ty J =Lt gt plb)trgit).pit)] + [ F(t 9,0, w1at
b

Ovi funkcionali postoje i uklasiénom varijacionom racunu u proble-
mima kao 8to su Lagranzov, Majerov i slidnim ([26] , U velikom bro-
ju slucajeva mogu da se transformisu iz jednog oblika u drugi.

ls4. Postavka probléma. Optimélno nbfavljanje.

Ra osnovu prethodhih razmatranja i1 uvedenih pojmova moze—
mo formulisati zadatak optimalnog upravljanja kretanjem mehani-
¢kog sistema u slededem obliku:

Medu dozvoljenim upravljanjima (l.l.1)treba naé¢i ona pod
¢ijim dejstvom de dati mehaniéki sistem iz stanja (1.2,1) doéi
w stanjé (1,2,2) uz uslov minimalnosti funkcionala (1.3.1).

Upravljanja uy koja uspunjavaju sve navedene uslove nazi-
vacemo optimalna upravljanja a odgovarajuce trajektorije sistema
optimalne trajektorije.

Matematicka postavka problema sastoji se u formiranju mode-
la koji je opisan dovoljnim brojem jednadina i uslova za resenje
u konaénom obliku,Pri tome oblik funkcije upravlijanja zavisi od
toga kojoj osnovnoj klasi pripada razmatrani problem,

. Ako se radi o tzv, programskom upravljanju, pozeljno je da

resenje bude u obliku:

(1.441) u' - ouF ot

U problemima antomatskog upravljanja treba resavati prc’b:ll{‘gn



sinteze optimalnog upravljanja tj, traziti resenje u obliku:
b 4
(1:452) U =47 (¢,9,p)

Ovaj oblik resenja odgovara poznatom principu povratne sprege
i pogodan je za stabilizaciju stanja mehanickog sistema,



2, USLOVI OPTIMAINOSTI¢ PRINCIP MAKSIMUMA

2,1, Jednadine upravljanog kretanja mehanickog sistema

U pocdetnim razmatranjima, ograniéimo se na kretanja opisa-
na autonomnim diferencijalnim jednaéinama sa ciljem de dobijene
rezultate prodirimo i na opstije slucajeve, U tom smisiu posma-
trajmo kretanje holonomnog, skleronomnog mehanickog sistema u
polju potencijalnih i nepotencijalnih sila koje ne zavise od
vremena, Kinetilka energija takvog sistema je:

(20101) fgz{adploa( :0,8 (a('ﬁ-"l,z,.--'n)

of
gde je a” metricki tenzor konfiguracionog prostora Rn’ Hamil-
tonova funkcija, u tom sludaju, predstavlja ukupnu mehaniéku e-
nergiju i ima oblik:

(2.1.2) H=T +/]

gde je /1 =/7(q1,q2,....,qn) potencijalna energija sistema,

U prethodnom poglavlju ograniéili smo: se na tunkcije uprav-
ljanja koje se u diferencijalnim jednadinama kretanja javljaju
kao parametri u generalisanim silama.'U tom smislu generalisa—
na nepotencijalna sila ima oblik: '

y)
(2.1.3) Q: =l (9,p,4).

Diferencijalne jednaline kretanja takvoé sistema su:

o IH
(2.1.4) Q_de

fowm e +as

o 9 «



- 1lo-

Ne upustajuc¢i se u oblik zavisnosti ovih jednaéina od uprav-
ljanja uy pretpostavimo da su desme strane i njihovi izvodi po
faznim koordinatama q¥ 1 B, neprekidne i ogranilene funkcije. Na
taj naé¢in, za neko dozvoljeno upravljanje u,(t), te:[to,tl] i
z8 neko zadato pocetno stanje to,qg(to),pk(to), postoji jedin-
stveno neprekidno resenje jednadina (2,1.4).

Posto smo uslovili da su jednadine (2.,1.4) autonomne, podet-
ni trenutak to mozZe biti proizvoljno biran, Naime, ako upravljanje
ui(t),tcfto,tl] prevodi sistem iz stanja Zo u stanje Zl, to isto
biée ostvareno i upravljanjem uiET)ﬂz[to+At,t1+At] .

2,2, Geometrizacija upravljanog kretanja holonomnog skleronomnog
mehanidkog sistema

Neka je optimalnost kretanja uslovljena zahtevom da funkci-
onal:

| t
(2.2.1) J=[ ’fo»(g,;o, u) dt
S

ima minimalnu vrednost. Uvodenjem veliline

t
(2.2.2) g"={f”(g,p, u) dt
0

dobijamo diferencijalnu jednaéinu:

(2.2.3)  ¢%=f"(q , p u)

koja, zajedno sa jednacinama(2,1.4) predstavlja diferencijalne
Jednacine kretanja upravljanog mehanidkog sistema u proSirenom
faznom prostoru Vope 1+ Ovde demo pretpostaviti da su funkcija
£% 1 njeni izvodi neprekidni i ogranideni,

Izvrsivsi na taj nadin geometrizaciju imamo sistem dife-
rencijalnih jednacina:
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(2.2.4) g%. 21

pri Cemu treba primetiti da desne strane ne zavise od koordina-

te q°. Zahtev optimalnosti, s obzirom na (2.2.2) dobija oblik
uslova:

(2.2.5)  min J(4) = min g°()
.ui Ui

1
Y

Prostor Vonel formiran je tako da je osa q° upravna nsa Vzn,
ra trajektorija sistema-u V2n predstavlja projekciju odgovaraju-
¢e trajektorije iz Vone1

S obzirom na (2,2.2) je q°(t°)=0; pa se sva pocetna stanja
nalaze u prostoru V2n’

sl.1 ) ' |

Na sl,1 dat je uproséen prikaz ove geometrizacije,
Neka je zadatak upravljanja da se iz nekog pocetnog stanja
sistem premesti u bilo koju talku skupa Z:l krajnjih stanja
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prostoru V,, 1 neka pri tome funkcional (2.,2.1) ima vrednost:

(2.2.6) gtt,) = C

onda skupu Z , u prostoru V, , odgovara Zﬁl skup krajnjih stanja
u prostoru Vone1® Pri tome oba skupa pripadaju cilindriénoj hi-
-perpvrsi N, ¢iji je presek sa Vo, skup 211. Neka je = skup
‘8vih podetnih stanja iz kojih za [isto dozvoljeno upravljanje si-
stem dolazi na skup J 1’ onda sve odgovarajuée trajektorije u
prostoru V, 4 leze na hiperpovrdi ¢iji je presek sa V, skup p2 o
a presek sa N skup 2'1 (sl.1l). Jednalina ove hiperpovrii ima
oblik:

(2.2,7) W(g",g,h)=g”f5[z,p,g{'{(),p(t,)]=5

pri Cemu je vrednost fumkcije S odredena vrednod3éu funkciomtla
u intervalu [t,t,] tj.:

(2.2.8) S[Z,p,glz‘,),p(t,)]=‘{lf'o(g,p,u)df.

Neka je.u{e:Gu optimalno upravljanje, onda odgovarajuéa hi-
Perpovrs w* predstavlja geometrijsko mesto svih optimalnih tra-
Jektorija koje odgovaraju istom optimalnom upravljanju za koje je:

(2,2.9) ”Zn g"(f,)%C*é A

Na taj nacéin hiperpovrs W*deli prostor V2n+1 na dva poluprostora:
Poluprostor kY, dostupan za reprezentativnu tacéku q°,q“,g( i po-
luprostor & nedostupan za reprezentativnu tadku za bilo koje u-
pravljanje u, € G, (8le2). Drugim redima za neko upravljanje

(2.2.100 ¢+ du; € Gy ¥t 9% n,
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imamo:
(2.2.11) 0(\? ‘f‘ d‘g f J\pd =J‘C

s8to znadi da varirana putanja u faznom prostoru v2n+l’ nastala va-
riranjem upravljanja, skreée u poluprostor /N koji je usmeren
vektor gradijenta hiperpovrsi Ww¥,

sl.2

Posmatrajmo varijacije nastale podetnim varijacijama Jqo(t )
Jq (t ), ch(t ) takvim da varirana pocetna tacka pripada skupu
Z s tj..

”~

.

(2.2:12)  (¢°+d9°, g%+ d9% po1 o), €5,

Ako ne variramo optimalno upravljanje iz definicije hiperpovrsi w™
sledi:

¥ |
(2.2,13) ‘W d’g‘ ‘W — g + S a’,o,,, | Vte[tt,]

8to znadi da vektor varijaciae Jq ’ Jq ’ Jp lezi u tangetno]
ravni hiperpovrsi W,



Varijacije nastale na ovaj nacin imaju prirodu poremedéaja
izazvanih poéetnim poremeéajima, pa predstavljaju resSenja pozna-—
tih varijacionih jednadina [24] koje, u nadem sluéaju imaju oblik:

dat 5§7 P«
2
, o IH °H \
(2.2.14) g;d‘g P T7P dq + T Ip,
2

H aaéf _ IH 36&
* 398 19"t (= 3gaang * gy 10,

Ovaj sistem jednacina dobijen je iz sistema (2.2.4) za ui-ui.
Uporedo sa vektorom varijacije Jq ’ Jq ’ JQ‘ posmatrajmo

2n+l-dimenzioni vektor A 5 l« ’ V¥ koji predstavlja resSenje

jednadina:

i 3f‘ d H d
A=~ g Ao ~ J{"Jp Ay ";_Z'o J?q * 4, )V
; af’ a°H

(2.2,15) Ax = - —?’é Ay - W Q({ JQP &ﬁ)v

S0, AH p
VS gkt T e o ‘7?’3 $ )",

Vol

Ovaj sistem jednaéina poznat je pod nazivom spregnuti sistem [31],

a njegov oblik zavisi od oblika sistema jednadina kretanja (2.2.4).
Usled nezavisnosti funkcija f°,H i QH od koordinate q° prva

od jednacina (2,2,15) ima oblik:

Ay = 0

odakle je

(2.2.16) A, = const.



Re3enje sistema jednadina (2,2,15), pri zadatim podetnim
vrednostima:

(2.2,17) A, (ls), Aq (o), V¥ (L)

Je razlicéito od nule ukoliko je poCetna vrednost razlidita od
nule, Takvo resenje je i jedinstveno,

Uslovimo da je podetni vektor (2,2,17) normalan na 2 o U
tadki q«(to)’gx(to) i usmeren u oblast &N , nedostupnu za repre-

zentativnu tacku. Kako je vektor pocetne varijacije takav da jJe:

o"g"(z‘,,)-o , (g% +d¢?, P, fd'pd)to € 2,

onda je pomenuti uslov ortogonalnosti:
(2:2.18) @ (A dg% + v¥dp, ) =0

- Formirajmo skalarni proizvod vektora .20,.R¢, v {1 vektora
varijacije Jqo, Jd‘,dh,h proizvoljnoj tacki hiperpovrsi w* i na-
dimo njegov izvod po vremenu, Uzimajuéi u obzir jednaéine (2,2,14)
i jednadine (2,2,15) dobijamo:

(2.2,19) dit (2d9°+ a,dg™ + v¥d0) <0 tteltt]
odnosno:
(2.2,20)  3,d° +4,d9% + v*Ip, = const . Ytelt,t]

a, na osnovu uslova (2,2.18), konaéno imamos
(2.2,21) 260 + 2, 0% + Vdd'po( =0 Yt e [1,t].

Na osnovu ovoga zakljudujemo da je uslov ortogonalnosti (2.2,18)
spregnutog vektora i Z o U podetnom trenutku odredio
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njegovu ortogonalnost na tangentnu ravan hiperpovrsi W, Drugim
recime vektor .1 y Agor V¥ kolinearan je sa gradijentom hiperpo-
vrai W u proizvolgnoj teéki i usmeren je u poluprostor & , usled
Cega je:

(2.2,22) Ag = Const. €0 .

Na taj nacéin je, uzimajuéi u obzir obe vrste variranja:

(2.2.23)  2,99% +a,dq% + Vdp, < 0 ¥t e [tt,]

gde znak nejednakosti odgovara varijacijeme koje su posledica
variranje upravljanja, a znak jednakosti odgovara varijacijama
nastalim, iskluéivo, varifhnjem pocetnog stanja sistema,

Brzina reprezentativne tadke na hiperpovrii W*, za proiz-
voljno u, € G usmeréna je u dostupni poluprostor ¥ pa, 8 obzi-
rom na osobinu spregnutog vektora, imamo:

(2.2.24) A q° t A §C + VR €0 #u; € 6,
1

| « i
(202025) (-'l 20 +J'a(g + ) pc() Ul 0

111, uzimajuéi wu obzir jednacdine (2,2.4),

(2.2.26) Ao f° u,(;;- . u°‘[~_§; rQy (g, p,u)] <0 Vyeg,

2 PRELAPRYLY 1 A .
(2.2.27) A, f0+ i [ 3g% +q (g,p,4*)]=0
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Uvodeéi funkciju:

(2.2,28)

?f"}ofof

aH
'Jd‘”%

+q.)

relacije (242.26) 1 (2.2,27) dobijaju oblik:

(2.2,29)

(2.2.30)

Poribéu ovake uvedene funkcije X

H(q,0.20,4,v,u4) <0

%{2'10;30,},1), U‘) =0.

mozemo napisati u obliku:

(2020 31)

r4
T 94,

IX

<94,

Py 4

= v«

~

qu 6:6&

, jednadine kretanja (2.2,4)

=

a spregnute jednaéine (2,2.15) u obliku:

(2.2,32)

Medutim, kako funkcija H ne zavisi<od&q° i kako je, usled toga,
A _=const,, prve jednad¢ine u sistemima (2,2.31) 1 (2.2,32) mo-

o

Zemo ignorisati i ograniéiti se na proucéavanje resenja slededih

sistema jednadina:



(2.2033)

N

"
U
3

=
gl

(2.2.34)

Prema tome, uvodeéi funkciju ¥ u obliku (2.2,28), jednacdi-
ne upravljanog kretanja holonommog skleronomnog mehanickog si-
stema i odgovarajuée spregnute jednadine sveli smo na kanomski
oblik, ‘

2,3, Uslovi transverzalnosti

Sistemi jednacina (2,2.33) i (2.2,34) za prizvoljno uie:Gu
imaju odgovarajuéa opSta resenja, Odredivanjem optimalnog uprav-
ljanja u; dobijamo opsSta resenja za kretanje po optimalnoj tra-
jektoriji, pa je za resenje u KoSijevom obliku potrebno ukupno
4n uslova u odredenim tackama optimalne- trajektorije.

Neka je, u opstem slucaju, poéetnofstanje na mnogostrukosti:

¢ = =12 ... 2
(2.3.1) ¢; (g, P, g j=12...,m £2n
a krajnje stanje na mnogostrukosti:
(2.3.2) I,o/(’ (g.p)y =0 k=12 ., 5% 2n

tada je, za regenje problema u konacnom obliku, potrebno jos



4pn-(m+s) uslova,
Mnogostrukost (2.3.2) predstavlja presek s hiperpovrsi za
koje ¢emo pretpostaviti da su glatke. Neka su njihovi gradijenti

linearne nezavisni, tj. neka je:

(2,343) rany{ ) apd . =8
7

tada mnogostrukost (2.3,2), u svakoj tacdki q (t )!Hx(t ), ima
jedinstvenu tangentnu ravan u kojoj lezi vektor dq” (t )P Jp (t Yo

Prema tome je:

H p) 7
@3.0) (3 dps e dp)y, <0

Rako je d'q°(t,)=0, 1z (2.2.21) imamo:
(2.3.5) (2 dg% +v¥dp )y <0

Iz (2.3.4) imamo, s obgirom na (2.3.,3), 2n-s nezavisnih ve- ]
liéina Jq‘(tl), Jg{(tl). Eliminacijom zavisnih veliéina 1z (2,3.5)
i izjednadavanjem sa nulom koeficijente uz nezavisne velicine, do- ‘
bijamo 2n-s uslova u krajnjoj tacki, Te uslove nazivamo uslovi
transverzalnosti u krajnjoj tadki. Oni su ekvivalentni jednaéina-
ma (2.3.,4) 1 (2.3.5).

Uz iste pretpostavke o mnogostrukosti (2.,3.1), kao preseku
m glatkih hiperpovrsi ¢iji su gradijenti linearno nezavisni tj.:

| ay. 2yl
@20 g[S ),
g



imamo:
(20307) (T def '_ﬂ pd}ta = 0

&, 8 obzirom da je Jqo(to)=0, iz (2.2,21) Je:
(2.3.8) (4, dg*+vp)y, <0

Ponavljajuéi prethodno razmatranje iz (2.3.7) i (2.3.8) do-
bijamo noyih 2n-m uslova koje nazivamo uslovi transverzalnosti
u podetnoj tadki, Oni su ekvivalentni jednadinama (2,3.7) i
(2.3.8)

Prema, tome, ukupan broj pocetnih i krajnjih uslova i uslova
transverzalnosti iznosi 4n, 3to je, za sludaj da je krajnje vre-
me tl unapred poznato, dovoljno za resenja jednadina (2,2.33) i
(2.2.34) u konatnom obliku., Za sluéaj da vreme t, nije unapred
poznato, raspolazemo iz (2.2,.30) uslovom:

(29309) {?[‘)tl =(.

Na osnovu ovih razmatranja mozemo zakljucéiti da oblik uslo-
va transverzalnostl zavisi, iskljucéivo, od oblika uslova za po—
¢etno i krajnje stenje sistema, sto omoguéava da se, jednostavno,
uocée neke posledice,

1) Keko uslovi (2.3.5) 1 (2.3.8) ne obuhvataju veliéinu A,
i kako Jje ranije pokazano da je:

A, = const. £ 0

onda ona mozZe biti proizvoljno uzeta iz skupa negativnih brojeva,



Cbicdno se, pored obaveznog razmatranja vrednosti Ab:O, razmatra i

(203010) .Ro = -1.

2) Ako je broj poéetnih i krajnjih uslova takav da je m=8=2n
i ako je ispunjeno (2.3.3) i (2.3.6), onda su uslovi transverzal-
nosti ispunjeni trivijalno.

3) Ukoliko u poletnim i krajnjim uslovima ne figurisSu neke
od faznih promenljivih, tj.:

4 A H r
Vj/¢[ IPB %#g ppd
onda deouslova transverzalnosti ima'qblik:

a0)=0 | v2ct) -0
(2,3.11)
4
.2,,(1‘,)"0 ) ” ([})=0

Na primer, treba sistem pod odredenim uslovima optimalnosti pre-
vesti iz stanja:

fd({o):?:)l px({o)”pa(o
u stanje: |

g%t =45 .
Drugim reéims, sistem, iz odredenog pocetnog poloZaja, odredene
poletne brzine, treba prevesti u odredeni krajnji polozZaj neo-

dredenom brzinom, Kako je broj pocetnih uslova 2n, odgovarajuci
uslovi transverzalnosti ispunjeni su trivijalno, jer je:

dg“(ty)=0 do, (4,) =0.



U krajnjem polozaju je:
pa, iz (2,3.5), imamo:

(y‘dfpd )t, = 0

odakle zbog nezavisnosti velidina J%<(t1), dobijamo:

(2.3.12)  Y¥(t,)=0.

2.,4s Princip maksimuma, Pontrjaginova teorema,

Prethodna razmatranja odnose se na upravijano kretanje meha-
nickog sistema, ¢ije su jednacéine (2.,1.4), iz poletnog stanja na
mnogostrukosti (2.3.1) u krajnje stanje na mnogostrukosti (2.3.2),
uz uslov minimalnosti funkcionala (2.2.1), pri éemu interval tl-to
nije odreden unapred, Definisuéi funkciju # u obliku (2,2,28) i
rezimirajuéi dobijene rezultate mozemo formulisati sledecu teoremu:

Teorema 1; Ako je u;(t), tez[to,tll, optimalno upravljanje
(gore postavljenog problema) onda postoji neprekidni 2n+l-dimen-
zioni vektor 3, A, y% , resenje jednadina (2,2.32), razlicit
od nule i takav da je, na optimalnoj trajektoriji:

2) H(2,2,9,9,p.4) € X(A,2,0,¢,pu%). .
s

b) (H)=H =0

c) A, = const < 0

d) vektor %‘, V“ normalan je na pofetne i krajnje mnogostrukosti



2. i Z} u trenucima t:to i t=t1.

0

Ova teorema pretstavlja poznatu Pontrjaginovu teoremu [31] u
nesto suzenom obliku, Odnosi se na optimalno upravljanje kretanjem
holonomnih skleronomnih mehaniékih sistema sa autonémnim jedna¢i~
nama i njena geometrijska interpretacija, data u ovom poglavlju,
ne predstavlja strog dokaz, u poredenju sa dokazom koji je zasnovan
na topoloskim osobinama upravljanih sistema i sproveden u monogra-
fiji (311, i

Pontrjaginova teorema nazvana princip maksimuma daje potrebne
uslove optimalnosti upravlijanja, Dozvoljena upravljanja koja za-
dovoljavaju princip makeimuma nazivamo ekstremalna upravljanja i
medu njima treba traziti optimalma, Ukoliko je ekstremalno uprav-
ljanje jedinstweno onda je ono i optimalno, 8to ne iskljucije mo-
guénost da, za nejedinstveno ekstremalno upravljanje, postoji i
i nejedinstveno optimalno upravlijanje.

Pretpostavljajuéi da dozvoljena upravljanja pripadaju nekoj
zatvorenoj oblasti G, u prostoru Ur uslov a) teoreme 1., ima oblik:

_,(20401) 7[*': supyf

ue g,

i u tom sluéaju optimalno upravljanje u konacnom intervalu [to'tl]
moze da ima konalan broj prekida,
Bkoliko dozvoljena upravljanja pripadaju otvorenom skupu,

uslov a) teoreme 1, ima oblik: g

-

A ¥ i '
(2.4.2) — =0 gyt Ty
(5 p )u‘_: ;! Tudu dur Y <0.

Navedeni uslovi daju odredeni broj algebarskih jednadina
za odredivanje ekstremalnog upravljanja, S obziroem na strukturu
funkcije %, uslovi (2.4.1) i11i (2.4.2) svode se na:

"
(2.4.3) (v*q, + A, f )q‘ = Sup (V«Qdﬂ r A, F°)

i uyeg,



ili:

u 0 2 N 2.0 ]
2.4, « 38y . Af°\ 38, 3y L.
(2.4.4) (v 3o T gy )ye =0 (v Ty “’ua,-aa,-)a* (Ui L0

Odatle se dobijaju upravljanja u obliku:

(20405) Ul* = Ul‘ (2, p, v) .

Zamenom (2,4.5) u jednacéine kretanja i odgovarajuée spregnute
jednadine i njihovim reSavanjem dobijamo, s obzirom na poletne i
krajnje uslove i uslove transverzalnosti, reSenja u Kosijevom obl-
iku., Vradanjem tih reenja u (2.4.5) dobijamo:

(2,4.6)  u’ =u*ct)

Ukoliko je ovo resenje jedinstveno onda je ono i optimalno. Inace,
u slucdaju nejedinstvenih ekstremalnih resenja, medu njima treba
traziti optimalna. Na taj nadin, neposrednom primenom principa
maksimuma, dobijamo resenja koja odgovaraju programskom upravlja-
nju, ReSavanje problema optimalne sinteze zahteva neke dopunske
i1i sasvim drukcéije metode.

Iako u ovom radu princip maksimuma ima specificénu ulogu
moze da se zakljuli da on predstavlja uopsStenje klasicénih vari-
Jacionih metoda za reSavanje problema optimizacije sa diferenci-
jalnim vezama. Njegova specifiSnost ovde ogleda se u tome sto su
diferencijalne veze jednadine kretanja mehanilkog sistema u faz-
nom prostoru Vope Pored toga funkcije upravljanja figurisu u jed-~
nacinama kretanja samo preko sila. Inade, osim upravljanja kre-
tanjem, princip maksimuma moZe jednako efikasno da se koristi iu
drugim problemima optimizacije. Za ilustraciju mogucénosti prin-
cipa maksimuma mogu da posluZe rezultati rada [4] gde je formulisan



zadatak optimalnog upravljanja ekvivalentan integralnim princi-
pima., Primenom Pontrjaginovog principa, na tako postavljen pro-
blem izvedene su diferncijalne jednaline kretanja mehanidékog si-
stema u vise oblika.

Primer 1, Harmonijski oscilator: q=p, p=-q ima amplitudu osci-
lacija a=1, Odrediti upravljanje ¢ijim delovanjem e oscilator
do¢i u ravnotezno stanje uz uslov minimalnosti funkcionala:

t’
(P.1.1) J==f7’u2dz‘
tO

gde interval [to’tIJ nije dat unapred. Jednadine upravljanog kre-

tanja imaju oblik:

(P.1.2) g=p, p=-g+u Vieltt].

Treba odrediti upravljanje uw da sistem iz pocetnog stanja:
2 2y, .
.1, tp)p =1
(r.1.3) (Z P )fa
dode u krajnje stanje:
(P.1.4) g(t) =0 , p(t) =0
Pontrjaginova funkcija je:
/I 2
(P.1.5) H=aprv(-q+u)-5u
uz napomenu da smo ovde uzeli 10=—1, jer za xb=o sledi 1 A=0, V=0
sto je u protivrednosti sa principom maksimuma.
Spregnute jednacine su:

(P.1.6) A=Y Yy =-A .

Iz uslova optimalnosti:

A

(P.1.7) U

dobijamo:



Na taj nacin problem je sveden na reSavanje jednacina:

g=p  P=gry

A=V Y = -

(P.1.8)

uz pocetne i krajnje uslove (P.le3) i (P.1l.4). Uslov transverzal-

nosti u pocetnom trenutku ima oblik:

(QJ'Q +pcfp)to =0, (.RJQ f))(fp)ta:()
odakle, eliminacijom zavisne varijacije, dobijamo:

(P.1.9) (RP'VQ)ta = 0.

Kako je sistem jednadina (P.1.9) autonoman i kako pocdetni i
krajnji uslovi ne zavise od vremené, poletni trenutak to mozemo
da izaberemo proizvoljno. Uzmimo da je tO:O. Za odredivanje tre-

nutka tl iskoristimo uslov b) teoreme 1:

(P.1.10) (%*)t =a.
7

Time smo dobili dovoljan broj jednadina i uslova za reSenje

problema u konacnom obliku:

t .
2:1{7-— Z—j-r)cosf f‘-,—;;smf

(P.1511) ‘
= /1L ~
P=7(1-7z)sint

pri Cemu je:

Ins

(P.1.12) u* =1 sint

K

=

a vreme upravljanja:

(P.1.13) by =RT



gde je k-prirodan broj.
' Vrednost funkcionala (P.1l.1) na optimalnoj trajektoriji u in-

tervalu [t _,t;] iznosi:
_ 1
(Po1.14) J= = -

Minimalna vrednost tezila bi nuli za beskonacéne vrednosti broja k.
Medutim, realno je uzeti da se optimalni proces obavi u nekom ko-
nac¢nom intervalu [O,T]. Tada ¢e optimalno resenje biti za vrednost

broja k odredenu relacijom:
T-1<4k75 < T,

Iz reSenja (P.l.11) moZe da se zakluéi da ¢ée optimalno kre-
tanje poceti iz stanja tozo,q(to)=l,p(to)=0 ili iz stanja t =0,
a(t_)=-1,p(t,)=0.

S1.3

Na sl.3 prikazana je optimalna trajektorija za k=2 tj za
te[o,25]).
Primer 2, Tacka mase m=1 kreée se u ravni pod dejstvom sile kon-
stantnog intenziteta !f}:l. Odrediti kako treba da se menja pra-
vac sile da bi taldka iz poéetnog stanja tozo,x1(0)=0,x2(0)=0,
yl(O)zl,y2(O)=O za najkrace vreme stigla na oblast ogranicenu
hiperbolom Xé—Xl=2, X5 2> 0.

Uzimajuci za upravljanje parametar koji odreduje pravac i



smer sile imamo:
(P.2.1) F ={cosu,5inu]

tako da su diferencijalne jednadéine upravljanog kretanja u faz-

nom prostoru:

(P.2.2)" £, =Y , %, =Y, jtacosu v Y, =sindy,

Treba minimizirati integral:
¢
(P.2,3) J= [ at
0
pa Pontrjaginova funkcija ima oblik:
(P.2.4) H=ay +4,% rycosu + ysinu -1
odakle dobijamo spregnute jednacine:
(Po205) '2,:0 > '22=0 1},:—\2] ‘, )"2:'-12
¢ija su opsSta reSenja:
(P.2,6) Ap=ly, A =ly Y=Lt rly Y =-Lt+H

gde su Ly, Ly, N;,N, konstante. o .
Podetni uslovi su: -

(F.2.1) b=0, 5,(0)=0, %,(0)=0, y(0) =1, % (0)=0
a krajnji:
(P.2.8) (.tz’—.r,?)t = 2.

7
Uslovi transverzalnosti u krajnjem trenutku tl su:
(P0209) (‘a’ :‘rz f‘zzx,)z‘l :0 2 u’(t,)‘:o) V? (t,) ao'

Pored pocetnih i krajnjih uslova i uslova transverzalnosti za



kona¢no resenje raspolazemo joS i uslovom:

x
(P,2.10) (H") =o0.
4
Iz neophodnih uslova optimalnosti imamo:

(Pe2,11) "V siny + Yy cosd =0

2

pa, kako je s obzirom na (P.2,9),
(P.2,12) My=Lt , HK=L1

dobijamo upravljanje u obliku:

(P,2.13) u =0frfy7[f .

Zaménom ove vrednosti u jednac¢ine kretanja (P.2.2) i njihovim

integralenjem, s obzirom na uslove (P.2.7), dobijamo:

E=1

.I,_—_-_L_%___tz,«.t , 'yl:‘*[-;ffI
2 [I f[22 V[, f[zz

(P.2.14)

=

PY/EIYE ' 2 VIE LR

Koristeé¢i uslove (P,2.8),(P.2.9) i (P.2.10) iz (P.2.14) imamo:
(P.2,15)  / =-1. , _ Y3

1T =T, 4 =2
tako da je optimalno upravljanje:
(P.2.16) u*__—:—arcfy/—=.2._j:_
Tacka se kreée po trajektoriji:

L =/3(2-2-2/7z )

i stiZe na zadatm oblast u taéku (1,VY3) brzinom v(tl):(O,JE) (S1.4).



- 3o-

Prema uslovu a) teoreme 1. na optimalnoj trajektoriji jJe:
ar _, __gﬁ)
U

Prvu relaciju ovog uslova iskoristili smo za odredivanje upravlja-
nja (P.2.13) odnosno (F.2.16). Kako je:

2
A .
742 =" Ysiny -y, 005y

zamenom (P.2.16) imamo:

( P4

2
247 u,=‘3“(2-t)<0 ¥telo2)

¢ime smo potvrdili da je (P.2.16) optimalno upravljanje.

sl.4



2.5. Belmanov princip optimalnosti

«£
Spregnuti vektor .10, A4 » YV je upravan na tangetnu ra-
van hiperpovr3i (2.2.7), odnosno kolinearan sa njemnim gradijen-
tom u proizvoljnoj tadki. Koordinate gradijenta hiperpovrsi W

u faznom prostoru V2n su:

) IW IW _ 39 Iw 45

::] ——— T —_—  ——

99’ g% g% Ipx I

(2.5.1)

a uslovi kolinearnosti sa spregnutim vektorom mogu da se izra-

ze u obliku:

W W
(5.2 ki, aockge vtk

&

S obzirom na prvu jednakost iz (2,5.1l)imamo da je jo=k, pa iz
(2.5.2) dobijamo:

(2.5.3) A, =, 2% , v¥=2a

as
Oa&

P
odnosno, -uzimajuéi prema ranijem zakljudku 10=-1, mozemo na-

pisati:
N o 25
(205.4) ‘2 = - — U = e ——
"4 azq ) apo(

Zamenjujuéi ove vrednosti u (2.2,28) dobijamo:

(2.5.5) __g0_ 95 34 35 , aH N
W f ag"( Jp“ a;od( 3Q« f% )



Primenjujué¢i tacke a) i b) teoreme 1. na ovakav oblik fun-
kcije H  imamo:

35 gﬁ a___ 0. 343 IH
35 . 9 Ak
~ +Q. )]
Jﬁ(( Al
. .

0,99 4 35 , IH _ 4 .
(2.5.7) [f +Jf“ apd‘f' Ery ég-d-jq’()]ujx =0

odnosno:

a5 IH 79
9% I px

(2.5,8) znf [f% LY

u‘6u

Ova jednadina predstavlja Belmanov princip optimalnosti
upravljanog kretanja holonomnog skleronomnog mehanickog sistema.
Iz ovako formulisanog principa optimalna upravljanja mogu da
se odrede u obliku:

a9

(2.5.9) = U (g "p, o )

Zamenivsi, tako odredena upravljanja u (2.5.7) dobijamo parci-
jalnu diferencijalnu jednacéinu:

25 94 35 oK
g%

(2.5.10) f(gp a?qm( " 3o

(?P )] J.

Na taj nad¢in, primenom Belmanovog principa optimalnosti, prob-
lem se svodi na resavanje jednadine (2.5.10) Hamilton~-Jakobije-
vog tipaj



2.6, Optimalno upravljanje kretanjem holonomnog reonomnog

mehanickog sistema

U dosadasnjem izlaganju razmatrani su holonomni skleronomni
sistemi sa autonomnim jednacinama kretanja., Pretpostavili smo da
poéetno i krajnje stanje sistema pripadaju mnogostrukostima nepo-
kretnim u faznom prostoru V2n i da podintegralna funkcija:fo funk-
cionala (2.2.1) ne zavisi eksplicitno od vremena. Tim pretpostav-
kama dobili smo da Pontrjaginova tunkcija H ne zavisi eksplicit-
no od vremena, Sto uslovljava da su sistemi jednac¢ina (2.2,31) 1
(2,2.32) autonomni, kao i da poletni trenutak to moZze biti proiz-
voljno biran, Prema tome, teorema 1, moze da se neposredno prime-
ni na sisteme sa autonomnim jednadinama kretanja.

Pokazimo, u kojoj meri treba izvrsiti izmenu teoreme 1, da bi
njene rezultate mogli koristiti za resavanje problema optimalnog
upravljanja sistemom ¢ije su jednac¢ine kretanja neautonomne, a po-
¢cetni i krajnji uslovi i podintegralna funkcija £ zavise i od
vremena, U tom cilju, posmatrajmo kretanje holonomnog reonomnog
mehanickog sistema iz pocetno stanja:

e

_(2.6.1) %O[Qfl‘a),p(l‘o). t,] =0 =12, .m

-

u.krajnje stanje:
(2.6.2) o' L9(t),pity), ;=0 k=12 ... s

uz uslov minimalnosti funkcionala:

{I
(2.6.3) I=[fle.put)dt=0
o

Hamiltonova tunkcija reonomnog mehanickog sistema ima oblik(231:

H=72‘ -/‘(/7‘7;)‘

o




gde su:

L=T(tgp), N=N(t.q), T, =T, (¢, ¢).

Jednaldine upravljanog kretanja holonomnog reonomnog sistema

u faznom prostoru V2n+l imaju oblik:

Qosz{f,p)%f)

_ 94
9 Px

- IH
P« o fgd”(f,p,a,z‘).

(2,6,4) g'“

Da bi teoremu 1. mogll neposredno primeniti problem treba
formulisati tako da ta teorema vazi.
- Uvodenjem promenljive:

(206c5) gnfl :t

dobijamo novi sistem jednacina:

¢° <" (g, put)

“_
(2.6.7) 17 om
énrl=1

Pu :—g;;(— f&o{”(g,p,u,z“)

koje opisuju kretanje razne taékegproéirenom prostoru V2n+2‘
Pocetni i krajnji uslovi (2.6.1) i (2.6.2) sada imaju oblik:

(2.6.8) g Lgte), g (8y), plts)] =0



(2.6,9) </7k’[g(z‘,),g”"’(z‘,),p(z‘,)]=0

a funkcional (2.6.3):

i‘"
(2.6.10) J=‘t/ Fllg, 9" pu)dt.
g

Ovakvom geometrizacijom problem optimalnog upravljanja kre- -
tanjem reonomnog sistema postaje ekvivalentan po formi problemu
razmatranom u odeljku(2.2) ovog poglavlja. Napomenimo, da smo izo-

stavili impuls p jer njegovo uvodenje nema znadaja za ovako

’
postavljen problggloptimizaciie. Osim toga, treba imati u vidu da
prosirenjem faznog prostora Vé-, uvodenjem koordinate qn+1; dobija-~
mo fazni prostor V2 +1 koji ¢éemo razmatrati ekvivalentno prostoru
Vo, u odeljku (2.2}, Pri tome je koordinatna osa q° , kao 1 pre,

upravna na njemu.

Prema tome, jednaline (2.6.7), koje opisuju xretanje repre-
zentativne tucke u faznom prostoru V2n+2’ autonomne su, Cime te-
orema 1. postaje primenjiva. U tom slucaju, Pontrjaginova funkci-

“—~. -

ja ima oblik:

(2.6.11) L F° t A, Fy(- 28 (Idﬁ)

"?d ap Jyd

odnosno:

(2.6.12) 7[:.‘7{’#@0*,

tako da jednacine kretanja (2,6.7) i odgovarajuce spregnute jed-

naéine mogu da se napisu u kanonskom obliku:



. )
" =32, ~ 94,
: '»f": X _ I%
(2.6.13) I Iy
g7 . X __
J')/HI
_ % _ i
Pd— auq auq
: A%
‘Ad =" 320 =0
I . %
(2.6,14) | M =7 Gpa T 5
L L% aw
Nt afﬂfl a?nrl
Y __ 9% _ 9% ‘
- de de
V‘X

Saglasno teoremi 1., 2Zn+2-dimenzioni vektor ch a“’ln+l’
je razlicit od nule i predstavlja reSenje jednadina (2.6.14).
Uslovi a) i b) teoreme 1. dobijaju oblik:

(2.6.15)  sup H = (%), =0 V't e[t t,]

4 € b,

sto se, s obzirom na (2.6.11), svodi na:

-

(2.6.16) sup H =(3%) «

u € by

—jnrl

(2.6.17) (gf) R
lll'

Medutim, iz sistema (2.6.14) , 8 obzirom na (2.,6.5) i



(2.6.,12), imamo:

. _ 3‘7{
(2.6.18) Ay == 35
odakle je:
(2.6.19) A

t
et =dp g ()~ [ Har

pa uslov (2,6.17) moZemo izraziti u obliku:
x tJ]f
P 4
(2.6,20) H <(FH"), */5:‘
0 to

Nastavljajuéi dalja razmatranja, analogno razmatranjima u
odeljku (2.3), dobijamo uslove transverzalnosti u pocletnoj tacki:

(296.21) ( ff ‘f‘ /H‘I ?nf,f—-ﬂ G‘Pd)t:o
[

d Pa
(2.6.22) (xdd‘Q«fﬂnf,U‘y”f,fqup“)' =0
7]
a u krajnjoj tacki:
6.2 (e Myt s My ) o

(2.6.24) (2, d‘y“ (/‘g’”/ # qu',%

nt]



Uzimajuéi u obzir (2.6.5) i (2.6.13) dobijamo u pocetnoj tacki:
2.6.2 J’L « -
(2.6.25) ( cfy s a"&)[ ( dﬂt)fo

(2.6,26) (Xqﬂﬂf«*l’d‘fﬂx)ta =(?{Jf}fo

a, u krajnjoj tacki:
(2.6.27) (—f—d‘g,« o’pd)t, ( a"f)

(2,6.28) (Jdd'g"’fvd/,qx)t’ =(7{"Wt,

Na taj nadin, uslovi a) i b) teoreme 1. zamenjeni su uslo-
vima (2.6.16) i (2.6.20), uslov 4) uslovima transvezalnosti (2.6.25),
(2.6.26) i (2,6.27), (2.6.28), a uslov c) ostaje nepromenjen.

Napomenimo, da neautonomni sistem moZe biti skleronoman,a da
neautonomnost dolazi usled toga 8to u jednacdinama kretanja gene-
ralisane sile eksplicitno zavise od vremena., Medutim, igu tim slu-
cajevima vaZe navedena razmatranja, uz &injenicu, da je;ﬂamilto—
nova funkcija mehanicka energija sistema.

Pored toga, navedena razmatranja o optimalnom upravljanju
kretanjem mehanickog sistema sa neautonomnim jednad¢inama omogu-
¢avaju da se donese jedan vazan zakljudak o holonomnim sistemima
sa autonomnim jednacinama i odredenim vremenskim intervalom tl—to
procesa upravljanja. Naime, kod autonomnih sistema, pocetni tre-
nutak to moze bitl proizvoljno izabran pa je, poznavanje intervala
tl—to ekvivalentno poznavanju vrednosti to i tl° Polazeli od tog
stanovista, koristec¢i rezultate za neautonomne sisteme, dobijamo
da se uslovi (2.6.1) 1 (2.6.2) svode na uslove (2.3.1) i (2.3.2)

uz dodatne uslove:

(t=ty), =0 | (¢ “t1), = 0.



Uzimejuéi u obzir éinjenicu da, za autonomne sisteme, funkcija ¥

ne zavisi od vremena, uslov (2,6.20) dobija oblik:

(2.6.29) (?[)u,=7{‘=const

Uslovi transverzalnosti dobijaju oblik uslova u odeljku (2.3).
Treba primetiti da uslov(2.6.29) predstavlja prvi integral dife-
rencijalnih jednacina kretanja i odgovarajuc¢ih spregnutih jedna-
¢ina., lzuzimajuéi tu éinjenicu, on nije neophodan za resavanje
problema optimizacije autonomnih sistema sa odredenim intervalom
[to,tlj . Medutim,2a resavanje problema optimizacije autonomnih
sistema sa neodredenim intervalom [to,tIJ uslov (2.6.29) je neop-
hodan i koristi se u obliku (2.3.9). ‘
Analizirajuéi dobijene rezultate mozemo zakljuciti da smo,
izloZenim postupkom, problem doveli na oblik za koji je primenji-
va teorema 1. Imajuéi u vidu tu ¢injenicu, u daljem radu ograni-
ciéemo se na proucavanje problema optimizacije kretanja mehani ¢-
kih sistema sa autonomnim jednaCinama uz moguénost da, u skladu sa
postupkom u ovom poglavlju, dobijene rezultate prosirimo i pri-

menimo na ostale sisteme,

2,7. Integralna invarijanta i jednacine upravljanog kretanja

mehanickog sistema

U odeljku (2.2) ovog poglavlja, uvodenjem 2n+l-dimenzionog
vektora Jg, A, p¥ i funkcije H u obliku (2.2.28), dobili smo
diferencijalne jednadine (2.,2.31) i (2.2.32) u kanonskom obliku.
Pri tome smo konstatovali da je u svakoj tacki optimalne trajek-

torije ispunjen uslov:

(2.7.1) .Ra(/'g" f.ldd'g“ ? qu'pd = const

gde je 2n+l-dimenzioni vektor varijacije Jqo, Jﬁd, JR‘ nastao



variranjem pocetnog stanja ( fui=o) i usled toga predstavlja re-
senje Poankareovih varijacionih jednadina (2.2.,14). Takav vektor
varijacije, za razliku od varijacije koja se koristi pri izucava-
nju varijacionih principa mehanike, dozvoljava da se sa jedne tra-
Jektorije fizidki moguce prede na drugu trajektoriju, takode fi-
zic¢ki moguéu, ukoliko obe predstavljaju reSenje istog sistema di-
ferencijalnih jednacina sa razlic¢itim poc¢etnim uslovima., Usled to-
ga velicéine ¢fqo, Jqd, ng imaju karskter diferencijala a leva
strana jednacine (2.7.1) karakter diferencijalne forme.

Izvedimo jednadine (2.,2.31) i (2.2.32) polazeéi sa drugog
stanovista., Neka postoji vektor v Ay s Y% razlic¢it od nule. Po-
stavimo uslov da je u svakoj tacki optimalne trajektorije ispunje-
no (2.7.1). Potrazimo diferencijalne jednacéine &ije resenje je ta-
kav vektor, ”

Uslov (2.7.1) ukazuje na to da je vrednost diferencijalne
forme nezavisna od vremena, usled Cega ona predstavlja osnovu in-
tegralne invarijante ci73 . Uzimajuéi za oblast integralenja zat-
vorenu konturu na mnogostrukosti koju Cine tacke svih fiziéki mo-
guéih trajektorija u istom trenutku vremena, imamo relativnu in-

tegralnu invarijantu (1?] u obliku:
_ o « o
(2,7.2) I—ﬂg-ﬂod'g fﬂdd'f +V d‘pd i

Uvazavajuci razmatranja u (71, [10), mozemo uslov, da izraz (2.7.2)
predstavlja integralnu invarijantu, napisati u obliku:

(2.7.3) 4L _ 4

dt

Ovaj uslov ima smisla uz pretpostavku da zatvorena kontura, u sva-
kom trenutku tE{%o,tl] obuhvata tacke istih trajektorija. Uzimaju-

¢i da je:
dL d
(2.7.4) 37=¢g§(ﬂoig”fxdfg“+ vy, )

i razvijajuci uslov (2,7,3) dobijamo:



2.7.5) @i, dg°+ d dg"+ 1%, ra, 57 (19°) 14,51 (dg%) 1V (GR) =0

Primenivsi parcijalno integralenje imamo:

(2,9°+2 g“u} fﬁx dg? 14, g 1% dp, ~ goday - §3 i - g dve=0

gde je, zbog zatvorenosti konture integralenja, prvi sabirak na

levoj stani jednacéine jednak nuli. Usled toga je:

(2,7.6) Sﬁjo({fofj; d‘g“fﬁ“a’/q’( —['0(/',10 -[""d',id -,g'(fuq =0

Posto je kontura integralenja proizvoljno birana, jednalina (2,7.6)
vazi ako je podintegralni izraz diferencijal (varijacija) neke fun-

kcije, Oznaldivdi tu funkeciju sa -H imamo:
2.7. 0( 3% a7
(2.7.7) ¢- (,zarfy z/"{ % L4, - Jda/lid TedvT =0

Uporedujuéi (2,7.6) i (2.7.7) slede jednadine:

o AX
0 -
7= 73,
- ¥
2. . d:- I
(2.7.8) g I
- 9¥
g{=ﬁgpax»,,
i
. 37{
‘AO =~ 320
' ¥
(20709) Jd = = }F’
gq._- éﬁi




Uporeduju¢i jednaline (2,7.8) sa jednalinama (2,2.4) moZemo

xonstatovati da je funikcija ¥ linearna po promenljivim A, 4., y¥
o! Ya

odrosno:
- aH I AN
2,7.10 =1 £°+a == o7
( 7 ) % ‘20][ [- 4 aﬂx tV / azd t a«).
Na taj nafin smo, uvodenjem vektora A , A, V¥ uslovom (2.7.1),

do31i do kanonske forme jednac¢ina upravljanog kretanja i oblika
Pontrjaginove funkcije X .



3o SINGULARNO UPRAVLJANJS

3.1. Uslovi optimalnosti i singularno upravljanje

Ako dozvoljena upravljanja pripadaju otvorenom skupu, potreb-
ni uslovi optimalnosti iz teoreme 1. daju r algebarskih jednalind:

~

% =0 i= 12

.101
(3.1.1) Tu |

iz kojih bi trebalo odrediti ekstremalna upravljanja medu kojima
se nalaze optimalna. Medutim, ukoliko jednacine (3.1.1) ne daju
moguénost da se odrede ekstremalna upravljanja, princip maksimu-
ma ne moze direktno da se primeni za resavanje problema optimiza-
cije,

Ako postoji takav skup @ (t)c U, Yte [to,tl], da je:

(3.1.2) %[Z.P»l. v..u] = const Vu. € w(t)

uslovi (3.1.1) postaju neefektivni za upravljanja koja pripadaju
skupu @ (t). Takva upravljanja nazivaju se singularna upravljanja
a skup @ (t) skup singularnih upravljanja [13] . Prema tome, po:
jam singularnih upravljanja tesno je povezam sa neophodnim uslo-

vima optimalnosti.

3.2, Slucéaj kad Pontrjaginova funkcija linearno zavisi od
upravljanja,

U proudavanju singulernih upravljanja [13,15, 6] uglav-
nom se razmatraju slucajevi kad Pontrjaginova funkcija linearno
zavisi od upravljanja. Ovde se to javlja u problemima kad uprav-

ljanja figurisu linearno u jednac¢inama kretanja (2.2.4).



— /LE_

Tada je Pontrjaginova funkcija:

(3.2.1) 9{=7{ f?fiu‘-

pa uslovi (3.1l.1) imaju oblik:

(3.2.2) :7{‘}0,

Primenivdi formalizam Poasonovih zagrada [/9] i razmatra-

jué¢i autonomne sisteme imamo da je:

1 (3,2.3) %-—[?t";ft’] =0

=

gde je, zbog nezavisnosti Pontrjaginove funkcije od koordinate q%:

imen AWaH W AR oW M am' W
(3.2.4) m-’”’az‘ a tap, WY aa Y WV o

Uzimajuéi u obzir (3.2.,1) imamo:

N ; ; .

(3.2.5)  [HCRH]=[R KT+ [H Hu;=0.

Zbog antisimetriénih osobina Poasonovih zagrada, matrica:

[H %] ij=12...,r

Singularna je za neparan broj r, pa utomslucaju sistem (3.2.5)
nije moguée jednoznacno resiti po us. Medutim pokazuje se da iden-

ticnosti:



i

It
S

(3.2.6)  [R° ]

predstavljaju neophodne uslove optimalnosti [13]. Prema tome, jed-
nacine (3.2.5) ne daju nista za odredivanje singularnih upravljanja,
pa treba preéi na druge izvode:

ot
dt2

(3.2.7) =0

odnosno:
ey G rwinl=[culnin,] [0 1% [y =0
il1i, s obzirom na (3.2.6),

G2y [t w ] [0 7,19 ]y -0

Ogranicavajuéi se na sluéaj kad je matrica:
(3.2.10)  [(R'H,IH’]

nesingularna, onda iz (3.2.9) mogu da se odrede upravljanja koja
Ce biti optimalna ukoliko su ispunjeni Kelijevi (Kelley) uslovi
L15] , koji glase da je kvadratna forma, &iji su koeficijentdi ele-
menti matrice (3.2,10), pozitivno definitna, tj:

2 : -
(3.2,11) 2[4 (—g—%)]u,-llj =[CH'H,IH Ju;q; > 0.

3¢ Lap
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Ovi uslovi izvedeni su u [lil&] i ovde nece biti posebno dokazi-~
vani,

Ukoliko je matrica (3.2.10) nula matrica postupak se sastoji
u daljem-diferenciranju jednakosti (3.2.7) po vremenu, na cemu se
ovde neéemo zadrzavati., U sludaju da matrica (3.2,10) nije nula
matrica, ali da je singularna, Kelijevi uslovi su neprimenjivi.

3.3, Upravljanje generalisanom silom

U prakticénim problemima optimalnog upravljanja kretanjem me-
hanickog sistema Cest sluca] je da se upravljanje javlja kao gene-
ralisana sila., Osim toga zahtevi optimalnosti imaju takav karak-
ter, da je redak sludaj da podintegralna funkcija\fo funkcionala
(2.2,1) linearno zavisi od upravljanja, Imajuéi to u vidu, ogra-
ni¢icéemo se na razmatranje optimalnog upravljanja kada su funk-
cije upravljanja koordinate generalisane sile 1 k&da funkcija £°
ne zavisi od upravljanja. U tom slucaju, diferencijalne jedhaéi—
ne upravljanog kretanja holonomnog skleronomnog sistema u faznom
prostoru V2n+l imaju oblik:

¢ 0
‘o« aH
(30301) j: z :3&

3 —--———-“1-((1 ty,

gde QN i £f° zavise samo od faznih promenljivih qq,%‘.
Pontrjaginova funkcija takvog sistema je:

(3.3.2) H=2{+a °‘(— (2« *dy ).

«Jg‘

Postavimo uslov da dozvoljena upravljanja pripadaju otvo-

renom skupu. Usled toga i ¢injenice da Fontrjaginova funkcija



linearno zavisi od upravljanja, problem pripada singularnim uprav-

ljanjima, pa éemo ga tako i razmatrati.
Potrebni uslovi optimalnosti (3.1.1) odnosno (3.2.2), s obzi-

rom na (3,3.2), imaju oblik:

(3.3.3) y*¥=0.

Primeniv3i postupak iz prethodnog odeljka, odnosno diferenciraju-
¢i ove jednadine po vremenu, s obzirom na spregnute jednacine
(2.2,32) i oblik Pontrjaginove funkcije(3.3.2), dobijamo:

030 l’ - — ———————— -

Ove jednacine predstavljaju uslove (3.2.5) i posto u njima ne fi-
gurisu upravljanja, identicéno su ispunjeni uslovi (3.2.6)., Iz jed-

nacina (3.3.4) Je:

af’
(3.3.5) _)“.-:-.Aaad Py
P ap,

Obratimo, ovde, paznju na jednu vaznu cCinjenicu! Tacka c¢) teore-

me 1. obavezuje da se razmatraju dve vrednosti & . Jedna od njih
je }_ozo, a druga proizvoljan negativni brdj (uobilajeno je A 0=—l).
Pretpostavimo da je J.O=O- Zamenom takve vrednosti u (3.3.,5) do-
bijamo Ay =0, a kako je iz (3.3.3) 1 Y¥=0 sledi da je 2n+l-dimen-
zioni vektor ¥ A“, V nula vektor. Medutim to je u suprotnosti
sa osnovnom tvrdnjom teoreme 1. pa pretpostavka .AO=Ometpada u
problemima ove vrste, Prema tome, kad su funkcije upravljanja ko-
ordinate generalisane sile, uslov c) teoreme 1. moZemo napisati

u obliku:

(3.3.6) a =-1.

Postavimo uslove (3.2.7), odnosno diferencirajmo po vremenu



jednacine (3.3.4). Uzimajuéi u obzir diferencijalne jednadine
kretanja (3.3.1), oblik Pontrjaginove tunkcije (3.3.2), odgovara-
juée spregnute jednaéine i jednaéine (3.3.3), (3.3.5) i (3.3.6),
dobijamo: .

-5 +u
(3.3.7) 3P«3PP( TR

f" «d IH _ | iy dter | 3
+7973,;(/}P»4"/73«£r)“ Tp, 00 ez G 3 - 58)

Ove jednadine odgovaraju jednacéinama (3.2.9), a koeficijenti
(3.2.10) ovde imaju oblik:

af°

Ukoliko su ovi koeficijenti takvi, da ispunjavaju Kelijeve uslo-
ve (3,2.11), onda iz (3.3.7) moZemo da odredimo optimalna uprav-

ljanja:

(3.3.9) w =;Q/Z‘ fa + L (pg)
P
gde smo radi jednostavnosti sa f; oznacili ostatak koji moze da
se odredi iz (3.3.7) '

Obratimo paznju na koeficijente (3.3.8). Ukoliko funkcija o
zavisi linearno ili uopsSte ne zavisi od impulsa p,, onda su koe-
ficijenti (3.3.8) identic¢ki jednaki nuli pa u jednacéinama (3.3.7)
ne figurisu upravljanja. U tom slucaju, ako f° linearno zavisi od
Pys postupak se sastoji u diferenciranju po vremenu jednacina (3.3.7)
sve dotle dok se ne pojave upravljanja. Ako f® zavisi samo od ko-
ordinata q%, onda je, s obzirom na (3.3.5), A, =0 pa optimalna
upravljanjae nema smisla traziti na otvorenom skupu. Naime,ukoliko
oblast dozvoljenih upravljanja nije ogranidéena, optimalna uprav-
ljanje ¢e uzimati beskonacéne vrednosti, Karakteristicéan primer je

kad se postavlja uslov minimalnosti vremena. Tada je fo=l.



3.4, Kretanje mehanickog sistema po najkracem luku na putanji
u konfiguracionom prostoru

Kretanje po najkracem luku izmedu polozaja Mo i Ml u konfi-
guracionom prostoru uslovljeno je minimalnoséu integrala:

gde je ds element luka u konfiguracionom prostoru.

Posmatrajmo kretanje holonomnog skleronomnog sistema na koji,
pored potencijalnih i nepotencijalnih sila deluju i sile upravlja-
nja, Tada diferencijalne jednacine kretanja takvog sistema imaju
oblik:

1
S

w. M
{.- 2P«
(3.4.2)

Neka dozvoljena upravljanja pripadaju otvorenom skupu i neka je
pocetno stanje sistema na mnogostrukosti:

0 :
(304‘03) Z' (Y'P) -’-0 (j: /’2,__.,'/77 \<2f)))
a krajnje stanje na mnogostrukosti:
1
(3.4.4) ‘q, =0 (k=12 ..,5s <2n).
y’k g p)fo v S , )

Kako Jje u kontiguracionom prostoru:

ds =\/2T df



integral (3.4.1) dobija oblik:

t’
(3.4.5) J=//2—Tdt
{

gde vreme tl—to nije odredeno.
Odredimo takva upravljanja u: ¢ijim dejstvom ¢e sistem, opi-
san jednac¢inama (3.4.2), preéi iz stanja (3.4.3) u stanje (3.4.4)

uz minimalnu vrednost integrala (3.4.5).
Ovakvom postavkom problem smo dovell na oblik razmatran u

prethodnom odeljku, pri cemu je:

-V

Pored toga pokazali smo, da je za ovu vrstu problema:

A =0 -
a .

ra Pontrjaginova funkcija ima oblik:

(3.4.6) H=2 «3p u(. d” g )-1

gde su %x’ V« resenja jednacdina:

: Y .EI
(3.4:7)
%= q, OH aH_ L s, 1 9T

A r—-
P I 3pp ( JP« 3Pp aﬂx ) aﬁ:(
Primenjujuci postupak iz prethodnog odeljka, dobijamo potreb-
ne uslove optimalnosti u obliku:

(3.4.8) y* =0,



Diferenciranjem po vremenu ovih Jednacina dobijamo, s obzirom na
(3.4.7),

3AV 1 aT
(3.409) p =
Jgﬂﬁ% “ IRy
odakle je:
.
(304010) ,Rq-— @7_ .

Daljim diferenciranjem po vremenu, u smislu jednac¢ina kretanja i
spregnutih jednac¢ina i uzimajuéi u obzir (3.4.8) i (3.4.10), do-
bijamc: v

aT

0.11 - e m— —
(3.4.11) b2 (35(,3 a U )2”&%

Sto neposredno sledi i iz sistema jednaéina (3.3.7).
Jednacéine (3.4.11) svode se na oblik:

A 7, «=p
(304‘012) ) (d‘ PT ap Pd)( agﬁfaﬁ fa/j) 0 (i( {0 a#p

Ove jednac¢ine imaju trivijalna resenja:

4

(3.4.13) -y = 5"-!5@- +q

¢ijom zamenom u jednacine (3,4.2) dob¥jamo:

T —2_];

0= 5y
(3.4.14) ar

fo=-ig



sto odgovara ditferencijalnim jednacinama kretanja sistema po iner-
¢iji u konfiguracionom prostoru Rn.

Kretanje po inerciji u konfiguracionom prostoru odvija se po
geodezijskoj 1liniji, a time i po najkracem luku izmedu dva poloza-
ja. U tom sludaju, resenje (3.4,13) imalo bi smisla kao optimalno,
ukoliko pocetni i krajnji uslovi (3.4.3) i (3.4.4) nisu u protiv-
recnosti sa uslovima da pocéetna i krajnja brzina imaju, u pocetnoj
i krajnjoj tacki na putanji, pravce' tangenti na geodezijsku liniju
koja sadrzi te tacke. )

Razmotrimo, da 1i, osim (3.4.13), jednacine (3.4.12) imaju 1
neka druga resenja, U tom cilju, ispitajmo rang matrice:

P 1 aT
(3.4.15)  {d, -Q—T—fp;ﬁ*}

¢iji su elementi koeficijenti uz u iz jednadina (3.4.12).
Determinanta matrice (3.4.15) u razvijenom obliku je:

s, rar o
"k awawh o Tragh
-L 2 1 L 2L 12T
2 i o1 ip P2 2 3, B
(3.4.16) A =
f o
71 g T=57 30, Fr

Mnozenjem svake vrste odgovarajuéim impulsom (npr. j-tu vrstu
sa pj) i njihovim sabiranjem dobijamo vrstu sa elementima vred-

nosti nula, na osnovu ¢éega zakljucujemo da je:

(3.4.17) rang{d; _5,-3;—0—-/0}<n



pa, pored trivijalnih reéehﬁa (3.4.13), jednaéine (3.4.12) imaju

i netrivijalna reSenja:

(3.4.18) uo‘zg—s%-c): + ¥

gde broj nezavisnih velidina VY zavisi od ranga matrice (3.4.15). -°
Ne upustajuéi se u odredivanje ranga matrice (3.4.15) odredimo V
neposredno iz jednalina ¢(3.4.12) koje, s obzirom na (3.4.18), sada

imaju oblik:

o1 Ay
(3.4.19)  (d - 57 7, Pe ) Ve = 0.

1 j-te jednadine impulsom Py

MnoZenjem proizvoljne i-te jednacine proizvoljnim impulsom p'j (1£3)V

i njihovim sabiranjem dobijamo:
B P

odakle, s obzirom na proizvoljnost brojeva 1 i j, moZemo zaklju~-

Citi:

(3.4.20) By ~Vep =0 .

Sto predstavlja uslove kolinearnosti vektora ¥ i p, . Prema tome

imamo:

(3.4.21) Ud=:;}_/7“ —Q: * 3P

gde je B proizvoljna skalarna funkcija koja moZe biti prekidna
1 neogranicena. Njen oblik moZe biti odreden nekim dopunskim uslo-

vima,



Pokazimo da (3.4.21) predstavlija optimalno resenje, odnosno da se
pod njegovim dejstvom sistem krece po geodezijskoj liniji.

Neka su jednacine geodezijske linije u konfiguracionom pro-
storu:

(G.a.22)  GAg gt g7y =0 Cver2 . n-l.

Uslovi da se mehanic¢ki sistem kreée po njoJ po inerciji imaju,
s obzirom na (3.4.14), oblik:

26” ar
4.2 — =
(3.4.23) 32“ n a
| 36" aT aT 6" a’r ot
2 — . L —_—— - -

Zamenom resenja (3.4.21) u diferencijalne jednacine kretanja

dobijamo:

.q-—aI-

7 I P
(3.4.25)

ﬁf"}‘ Ph -

Uslovi kretanja ovog sistema po krivoj (3.4.22) su:

(3:4.26) T 3. =0

ae”ar ar 36° I'T  ar 36 aT
29" a,o TagP anag, 3~ " agP agap, T

(3.4.27) (



Imajuéi u vidu autonomnost jednalina (3.4.2) poletni trenutak t

intervala tl-to mozemo birati proizvoljno. Odredivanje krajnjeg
trenutka tl uslovljeno je izborom funkcije u jednac¢inama kre-

tanja. Pri tome koristimo uslov:

(3.4.31) (:7{,"){ -0
!

koji sledi iz tacke b) teoreme 1,

Primer 3. Odrediti upravljanja pod ¢ijim ¢e dejstvom da se tacka,
mase m=1, krede po najkracem putu na sferi r=1, iz poloZaja (yo,yo)

u polozaj (?l,pl).
Neka se talka kreée u polju potencijala /1 =/1( ¢, ¢ ). Uzima-

juéi za generalisane koordinategs(.§): *

/ 2
(P.3.1) =y .9 =Y -
dobijamo Hamiltonovu funkciju:

(P.3.2) //: T+7] :‘2—’[(?',)2[052227‘ (?-2)2Jf Vi (?1,22) .

Uvodenjem generalisanih impulsa:

2, 339;.‘_1 :g”mszgz
(P.3.3)
Pz‘(‘f—;‘é ‘22
imamo:
sl.$
(v.3.4)  H=F gz n 87 ) 7 1(3,:9,)

tako da su diferencijalne jednaline upravljanog kretanja:



Y’:ngzﬂ , I =p,
(Pe3.5) p
: d .
RN SRR e R

Treba minimizirati integral:

4
(P.3.6) J=[ Vo dt
t(’

gde interval[to,tl]nije odreden,
Pontrjaginova funkcija ima oblik:

3#
K=2, 5 ! ru)- vi-28 ) Jor
(P.Bo?) Iap’ zapz ( ) ( 3?2 4 2) K
tako da su spregnute jednacine o
__ % Ix 7+ d% 2 X
(Fe2:00 ATTag1 ke Vag YTy

Iz potrebnih uslova optimalnosti dobijamo:

(P.3.9) y'=0 vi-0.

e
Zamenjujuéi ove vrednosti u jednadine (P.3,8) i uzimajuéi u

obzir oblik funkcije (F.3.7) imamo:

_ P P2
(PoBolO) .2,— ﬁ;_— ) Jzzﬁ

Daljim diferenciranjem po vremenu u smislu jednadina (P.3.5) i

(r.3.8) dobijamo jednaéine-
ar
(pl 3/; 27)( 3{’ U,) f/olap( 32 U)"O

aT , an
Po 5o (" 57 ruy) + (g, &-27)(—-3—?—2 ru,) =0



koje se svode na dve identicne jednacine oblika:

P v
Pz("ggﬂ; f“r)“ﬁ;("‘g'zglzz riy) =0
odakle je: |
an an
(P.3oll) u’=5{; +/3p, , U2=3i‘é */Bﬁg .

§to odgovara rezultatu (3.4.21). Zamenom (P.3.11) u jednacine

kretanja (P.3.5) imamo:

v B -
b TR A
(P.3.12)
. - sinq"’ 2
P =PFr ) &=‘£§Ffﬁ+ﬁﬁ-

Uvodeci smenu Pp=2Py iz poslednje jednacine imamo integral:

(F.3.13) 2=2/C%- —5

odakle, vraédanjem na prvobitne promenljive ¢ i ¢ imamo diferenci-

jalnu jednacéinu:
dﬂ * ”ss, /:-2 2 7 a
d? ! ’ _ i

¢iji je integral:
(P.3.14) y=artyg [V -7 sin (G 1p)]

koji predstavlja jednadinu trajektorije upravljane tacke na sfe-
ri r=1, Postavljaju¢i koordinatni sistem tako da poCetni i kraj-
nji polozaji budu u ravni ugla ¢ , tj: ¢ (to):O,y (to)zo,y7(tl)=¢1,
p (t;)=0, dobijamo C;=1 odnosno y =0; ¥ teiﬁo,tl]. To pokazuje

da se tacka pod dejstvom upravljanja (P.3.11) krece po luku veli-
kog kruga na sferi izmedu pocetnog poloZaja MO(O,O) i krajnjeg

polozaja My(y, 0 ).



3.5. Jedno uopsStenje o singularnim upravljanjima

U prethodnim odeljcima razmatrali smo upravljanja koja pripa-
daju otvorenom skupu i konstatovali da su singularna, u koliko u
Pontrjaginovoj funkeciji figurisu. linearno. Posebnu paznju posve-
tili smo upravljanjima koja imaju prirodu generalisane sile, Time
se ne iskljuéuje mogucénost da su upravljanja singularna i u slucda<’
ju kad ona nelinearno figurisu u Pontrjaginovoj funkciji. Naime,’ﬁé—
ka vektor upravljanja ima n dimenzija i pripada otvorenom skupu. Ne-
ka koordinate vektora ﬁpravljanja ne figurisu u podintegralnoj funk-
ciji f° a u generalisanoj sili neka, u opStem sludaju, figuri-
Su nelinearno. Tada potrebni uslovi optimalnosti (3.1.1) imaju ob-
lik:

(3.501) Vdﬁ_a—ﬂ =0.
d Uy

Iz ovih jednaclina, na prvi pogled, mogu da se odrede ekstre-
malna upravljanja. Medutim, kako su one linearne i homogene po ve-

liéinama V%, uzimajuéi da je:

aag" v
(3.5.2) rang{ =N L/dEGa
imaéemo:
(3.5.3) vi=0.

Na taj nac¢in, uslovi (3.5.1) svode se na oblik (3.5.3) identi-
¢an uslovima za sluéaj kad upravlijanja imaju prirodu generalisane
sile (odeljak 3.3). U tom smislu problem moZemo wlinearizovati” -uvo-

denjem n-dimenzionog vektora:

(3-5-4) %(:%((Y'P’u)

takvog da je:



(3.5.5) mng{%]:n
ot

(3.5.6) Qf =F(q.p) Y%

Time je problem sveden na sluc¢aj razmatran u odeljku 3.3, pri cemu
vektor v, ima prirédu upravljacéke sile. Daljim postupkom, opisanim

u odeljku 3.3, dobijamo:

(3.5.7) o=y (g.p).

Zamenjujuéi (3.5.7) u (3.5.4) moZemo, s obzirom na uslov (3.5.5),
izracdunati ekstremalna upravljanja u obliku:

(3.5.8) eyt (g.p)

Prema tome, mozemo zakljuciti da n-dimenzioni vektor upravlja-
nja u;, koji pripada otvorenom skupu i éije koordinate ne figurisu
u funkeciji fo, pripada klasi singularnih upravljanja ako je ispu-
njen uslov (3.5.2).

Medutim, pored uslova (3.5.2), treba razmatrati i uslov:

(3.5.9) If—aﬁl =0

odakle bi dobili da sva upravljanja nisu medu sobom nezavisna pa
vektor upravljanja moze da se redukuje na vektor sa manjim brojem
dimenzija koji je odreden rangom (3.5.2).

Ukoliko je uslbv (3.5.9) identicéno ispunjen za svako w, € G,
onda otpadaju prethodna razmatranja o singularnosti upravljanja.



4, OGRANICENA UPRAVIJANJA

4,1, Promenljiva oblast dozvoljenih upravljanja

Oblast G, dozvoljenih upravljanja ogranicena je realnim fi-
ziCkim moguénostima upravljackog sistema ili nekim nametnutim
zahtevima i uslovima. U dosadasnjem izlaganju, preéutno smo pod-
razumevali da je Gy neki konstantan skup i uz takve pretpostavke

formulisali teoremu 1,
Razmotrimo, u kojoj meri moZemo primeniti prethodne rezul-

tate, ako oblast dozvoljenih upravljanja zavisi i od faznog stanja
sistema, odnosno ako je Gu zadato na prostoru Urxvzn. Tada cCe uy

biti vektor dozvoljenog upravljanja ako je:

)
“ 3

(4.1.1) u e b, (q.p) Yie[t] .

_ ]

Neka je skup G, odreden relacijama:

(40102) ‘Z.(Y'p’u)\<0 j= 7,2,...,5\<I"

pri.éemu ¢emo pretpostaviti da su funkcije g i njihovi prvi iz-
vodi neprekidni i definisani po svim promenljivim ui,f} R -

Pretpostavimo da je, u opstem slucéaju, optimalno upravljanje
ul i odgovarajuée fazno stanje takvo, da se relécije (4.1.2)

i
Javljaju u obliku jednakosti:

(4.1.3) 9/( (Yx’ p* u*) =0 Ke 1,2, p <r

i nejednakosti:

(4.1.4) g (g 0", u") <0 S=ptlpr2, ..., m .



Pretpostavlijajuéi da matrica:

a9
au;

(4.1.5)

x
ima maksimalni rang za u;,q“ ,R: , jednaline (4.1.3) mogu bi-

ti jednoznalno resene po p upravljanja u; (k=1,2,....,p) koja
¢e biti tunkcije faznih promenljivih qd,pd i ostalih r-p uprav-
ljanja u, (h=p+1,P+2,4+..,T)s Odnosno postoje takve funkcije:

(4.1.6) 4 =y (2“‘, g.4)

X
da je u okolini tadke q" ,;3(‘ ,u; prostora U, X V, :

(4.1.7) .9([[‘.3,,‘/,,, u, (y",ﬂ“aj,)]=0 l=12..,p

U odeljku (2,2) razmatrali smo granicnu hiperpovrs w* na
kojoj leze optimalne trajektorije koje odgovaraju istim opti-
malnim upravljanjima u; a razlic¢itim pocetnim uslovima, Varija-
cije Jqo,ch“, J&, u proizvoljnoj tacki nastale su kao posle-~
dica varijacije poéetnog stanja ( dq°, dq, Jh,)t , pri demu je
a‘ui=o Vte[to,tlj . Medutim, u sludaju kad dozv8ljena upravlja-
nja pripadaju oblasti Gy koja je odredena relacijama (4.1.3) i
(4,1,4)-usled dega imamo (4.1.6), deo funkcija upravljanja me-
nja se variranjem faznog stanja sistema na graniénoj hiperpo-
vrii W¥ tako da je:

Cq au d
(401.8) Juk="—idzq‘f Ul‘dp (k&’,?,,p)
of

(4.1.9) ‘f‘l/, =0 (h=priprz,. .., r).



Prema tome, za uh=ug na varirano] trajektoriji je, s obzi-

rom na (4.1,3),

(4,1.10) d‘gk=:;%0’g“f g—giffg‘ —-&-d'u =0 (k(=12..,p)

odakle je:
(4.1.11) o’u =-B, (—‘%Jg +35'ng()

gde je:

{B] /39,,

U ovom slucdaju varijacione jednac¢ine imaju oblik:

o ghI’ % g o fzf_ plaf’
dt (J‘Q) (Jiq 13ul ‘7?« ( / )J

: ( de%) = ZE_ f,° a ” 4
3y _ 4 90d U
(a’ﬁ:() (-327'(32/0 32/3 - ¢ 31/‘ agﬁ )dgﬁ *

3 30« _ g I Iu )d
54 P Uy ar
a odgovarajuce spregnute jednadine:

Ay =0
WESPIE) A 1L ) 4
JT" ¥/ du g ) ~s p, 9™
“ &
(4.103 - /j aap - “'.29@.‘2‘.95_
) V(?z“af’*r?z" 85 %<
« g_f_ _ A af° ag,, a*y
v = Ja( ‘ 30( ) paﬂ’ap/j -
/3(_ 9@ 34 244 _‘_724)

aﬂ,ag apd ‘ 3[1



Uvodedi oznaku:

(4.1.14) (ka3
r-8 (Ju[ 7 5y Y )

spregnute jednadine (4.1.13) dobijaju oblik:

A, =0 | §

L af‘ %y Y 32// 3@/3 & 3‘9‘,

(4,1.15) :
o af’ 3% Y aa/: k 394
V¥m - Ay 3o Ry o = VI S SR g f
Re P 3pcap, NP apy Ry

Ako Pontrjaginovu funkciju izaberemo u obliku:

(4.1.16)  H=2,f° a,,,—— P V(- 22 agq +Q)-p,

jednaéine (4.1.15) i jednadine kretanja (2.2,4) u faznom prosto-
ru V2n+1 imaju kanonski oblik. Pored toga Pontrjaginova funkcija |
(4.1.16) zadrZava sve osobine uslovljene teoremom 1,

Napomenimo da, ukoliko veze (4,1.3) ne zavise od faznih ko-
ordinata, jednadine (4.1.15) svode se na (2.2.32). ,

Ako oblast dozvoljenih upravljanja zavisi i od vremena prob- f
lem resavamo geometrizacijom opisanom u odeljku (2,6). Pri tome,
moze da se u potpunosti primeni postupak dat u ovom odeljku.

Na kraju treba naglasiti da navedena razmatranja vaZe samo ;
ukoliko su varijacije upravljanja lfuk takve da upravljanja u;+Jﬁk
predstavljaju dozvoljena upravljanja. Drugim reeima da su, pored
jednakosti (4.1.3), zadovoljene i nejednakosti (4.1.4). Kao Sto je
pokazano varijacije upravljanja (fuk nastale su variranjem faznog
stanja na granidnoj hiperpovrsi W. Vrednosti tih varijacija date
su izrazima (4.l.11). Prema tome proverimo relacije (4.1.4) u
taéki(cf+ a‘q’(,p‘i- o“a,ukuf W, ,u, )prostora U, X V, . Zamenom tih



vrednosti u leve strane nejednakosti (4.,1.4) i njihovim razvijanjem
u red, uzimajuéi u obzir (4,1.11), dobijamo: ‘

(4.1,17) [ (Y +Jg g, ‘+dg, y, *+du,, /7):‘95 (Ya("‘ of u;’%) +

- gk 395 394 99, 39s 3
(azar B au, azq) q f( 5“ (k aus g”)z/
(/«.z=/,2,.---,p) , (s=pr1,pr2,...,m).

Kako je na optimalnoj trajektoriji ispunjeno (4. 1.4), biranjem
dovoljno malih dq¥, dp, biée ispunjeno 1i:

(4.1.18) g (g“xfo‘g", Bt uf +du u ) <0

na osnovu cega zakljuéujemo da i upravljanja u;+4hk pripadaju

dozvoljenim upravljanjima.

4,2, Upravljanje silom ograniCenog intenziteta

Razmotrimo problem odredivanja optimalne sile u§ , uslovlja-
vajuéi da je ona ogranicenog intenziteta, tj. da je oblast Gu doz-
voljenih upravljanja odredena nejednakoscu:

(4.2,1) glg.pu) =@ Pu s -F* < 0

gde je, u opStem sluéaju, P neka data funkcija faznih promenljivih
qq;g‘. Osim toga neka su F i1 njeni prvi izvodi po svim promenlji-
vim neprekidne i definisane tunkcije.

Neka je uslov optimalnosti minimalnost integrala:

&y
(4.2.2) J=[f(q.pu)dt

to
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i neka su diferencijalne jednacdine kretanja sistema:

o N
T3
(4.2,3) Iy p
| P =" 3% TG 7 i

Uzimajuéi u obzir, ranije date, pretpostavke o funkciji f£°
1 diferencijalnim jednacéinama (4.2,3), primenimo princip maksi-
muma za resavanje problema. Pri tome treba ravnopravno razmatra-
ti moguénosti da se optimalno upravljanje nalazi bilo unutar ob-
lasti Gu bilo na njenoj granici, Drugim reCima interval [to,tlj
treba da sadrii konalan broj podintervala od kojih jedan deo
predstavlja vreme u kome je optimalno upravijanje unutar oblasti
Gu’ a drugi deo vreme u kome je optimalno upravljanje na granici
oblasti G e -

Pretpostavimo da je u nekom podintervalu [T,r{]upravljanje
na otvorenom jezgru oblasti Gu, tj. neka je, 8 obzirom na (4.2.1),

(4.2.4) a“pud Uy - F2 <0 Yte [v2].

U tam sludaju, imajuéi u vidu da je A,=-1 (odeljak 3.3), Pontrja-
ginova funkcija ima oblik:

(4’02.5) %:ﬁ —2—/:/- qu"‘éﬂ;fdﬂfda)‘ 0,
«ap, 3Q ]

Uslovi optimalnosti su:

0 2r0
(4.2.6) y* - 2i—-'=0 _ 37 u*u® <0
aUd ! d Uy J Up u*




a odgovarajuce spregnute jednaéine:

2 2
- a H B/~ d // 60/:: 3f
A =-Ap 39%9p, ( ag"aqf’ x )7
(4.2.7) « 4 pr _dH 9ap £’
-2 _ _
e de v s o)

Neka u podintervalu [v.?"] optimalno upravljanje ima vredno-
sti na granici oblasti Gu’ tj. neka je:

(4.2.8) a*Puu, - F?=0 ¥te l72] .

Pontrjaginova funkcija tada ima oblik:

(4.2,9) Wz‘zd'gg;*Vd(‘ggﬁq""aaﬂfu“)'fo'ﬂ(adpa“uﬁ_f?)

Uslovi optimalnosti su:

(1,210 5 B 0qFuycg (- LE 00 uuP<o
Uy - p ! Iy, Iy Lt

e odgovarajuée spregnute jednacine:

IH % a8 3’ . aad” 3(F?)
| sz..]p JQ“JP ( QJQ —‘@) ‘;?cr Aleye Ig* Uply = 9%
(4.2.11) S y ” e
= '3/3 p, 3,0/3 ( Q/sa,o 3p¢ ) 30 Eh 3

Prema tome, za resavanje problema u konacnom oblikuy, treba
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razmatrati na jednoj strani jednacdine (4.2.3), (4.2.7) i uslove
(4.2.6), a na drugoj strami jednadine (4.2.3), (4.2.11) i uslo-
ve (4,2,10). Pri tome, pored konstanti integralenja, treba odre-
diti i trenutke ?¥ u kojima optimalna upravljanja uzimaju vred-
nosti na granici oblasti Gu ili silaze sa nje. U tom slucaju,
osim poletnih 1 krajnjih uslova i uslova transverzalnosti, tre-
ba koristiti i uslove neprekidnosti fazne tragektorlge u trenu~
cimaTX'?"kao i uslov b) teoreme 1.

Obratimo pazZnju na posebne slulajeve:

~

1, Neka podintegralna funkcija f° ne zavisi od upravljanja.
Pri postavljanju uslova optimalnosti na otvorenom jezgru oblasti
G, ti. u slucaju (4.2.4), dobijamo:

(402012) dea

na osnovu ¢ega zakljucCujemo da optimalna upravljanja treba trazi-
ti medu singularnim,Ovaj slucaj razmatran je u odeljku (3.3) gde
smo dobili optimalme upravljanja u obliku (3.3.9) uz odredene Ke-

lijeve uslove, . ,
Uslovi optimalnosti na granici oblastl G imaju, s obzirom

na (4,2.10), oblik:

«a
(4.2.13)  y*-2pa"Pyug =0

(4.2.14) 'QILQ“FUQU/‘, \<0 -

odakle je:

(4.2.15) 4 =5-q, v’

a3

Iz (4.2.14) je: |

(4.2,16) A >0

pa, postavljajué¢i uslov da su upravljania {4.2.15) na granici



_ r/’no_.
oblasti G,, odnosmno da ispunjavaju (4.2.,8), dobijamo:

I

IVl
(4.2.17)  ft= 3¢

tako da konacéno imamo:

F
(4.2.18)  yf =g v’

gde je:

7
i = (a4 v¥yP)2

- 2, Neka podintegralna funkcija £° ne zavisi od upravljanja
i impulsa p ., Uslovi ekstremalnosti na otvorenom jezgru oblasti
G. i u ovom slucaju imaju oblik (4.2,12), pa iz spregnutih jed-

u
naéina (4.2,7) dobijamo:

(4.2.19) ld:=0

Zamenom (4,2.12) i (4.2.19) u (4.2.5) imamo:

(4.2.20) H=-f°

§to je u protivrednosti sa uslovom b) teoreme 1., tako da mozemo
zakljucéiti da u ovom slué¢aju optimalna upravljanja nema smisla
traziti unutar oblasti G, veé na njenoj granici. To znaci da e
u celom intervalu [t ,t;] upravljanje imati oblik (4.2,18).

Ovde treba posebno obratiti paznju na slucaj kad je £°=1,
odnosno kad se kao uslov optimalnosti postavlja uslov minimal-
nosti intervala tl—to° Na osnovu gornjeg razmatranja optimalna
sila upravljanja javlja se samo na granici dozvoljenih upravljanja,
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Primer 4, Telo koje se slobodno obrée ima ugaonu brzinu dfé. Odre-
diti moment upravljanja ¢ijim dejstvom e telo, za najkrade vreme
tl—to, doc¢i u stanje obrtanja ugaonom brzinom ér(t1)= 5;1. Pri to-
me necemo uslovljavati odredivanje polozaja tela, usled cega cemo

se ograniciti na razmatranje jednadina:

0, = (J-L)ow + 4
(Po4.1) 1 @,

(L -k 4
L@, = (Ve -d,) w, @, + U

\ u odnosu
gde su uy (i=1,2,3,) koordinate vektora momenta upravljanjavna
glavne centralne ose inercije tela.

Radi jednostavnosti, posmatrajmo telo sa obrtnim elipsoidom

inercije pri cemu je J,=J . Uvodeci oznake:

y
(Po402) =7 =/ _ - JI‘JZ
p’—‘r(oz’p?--ymf’;ﬂi_szzp A"J]
. e %

dobijamo jednacine:

;15,:’4,0127 + 4,
(Po403) ID-Zz—A/o,PJ 1"112

Ps =4
Neka su u poletnom i krajnjem trenutku (sl,6):

(P.4.4) lo=0, We(0)=w, w,(0)=0, & (0)=0

3 [ox‘(t,):o ) (U_y(f,)=0, wz(i]):ew’




—77-

odnosno, s obzirom na (P.4.2), neka su:

l=0, Prly)=o, p,(l,)=0, ps(t,)=0
(P.4.5)
’ p(t)=0, B (G)=0 , Pi ()@, .

Treba minimizirati vreme tl odnosno integral:

tl
(p.4s6)  J=[dt
L ) 0

Neka je upravljanje ogranicenog intenziteta, tj:
2 2 2
(Pc4o7) \9(“)=u’ fUZQfUJ - /1 £0 .
Tada Pontrjaginova funkcija ima oblik:
2
VI(Apaps ) +V°(Apygy 1) +1%s -1, 9(u) <0

(P0408) %'—'
VI(Appsr ) + V2 (- Ay v ia) +Vuy 1-prglu) | gta)=0,

8=

Iz uslova optimalnosti:

, |
(P.4.9) —2‘3*0 o I X Juiy <0

u; u; Ju;

za sluéaj 9w)< 0, dobijamo:

2
<\P.ﬁ4o 10) yl = 0 3 % 50
- aa‘ JUJ'

sto znadi da su,na otvorenom jezgru oblasti (P.4.7), upravljanja

singularna., Medutim, zamenjujuéi (P.4.10) u (P.4.8) dobijamo:

H=-r

$to je u protivreénosti sa uslovom b) teoreme 1. pa znadi da medu
gsingularnim upravljanjima ne postoje optimalna., Prema tome, u ce-
lom intervalu [O,tl] optimalna upravljanja su na granici ¢(u)=0,

odnosno:

2
(P.4.ll) U’ fujfujz"HP‘O_
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U tom sludaju, iz (P.4.9) je:
(P.4.12)  V'-204, =0 , >0

odakle je:

s

;
2H v

(P.4.13) uy =

Zamenjujuéi ove vrednosti u (P.4.11) dobijamo:

(P.4.14)  fo= 5~

tako da je:

| U n !
(Po4015) (4 "U” .
Spregnute diferencijalne jednacéine imaju oblik:
A : ) 2 42 7 : ! 2
(P.4.16) Vs Avip, vi=-Avln,  VP-A(-vip, sV p,)
Iz ovih jednadina i jednacina (P.4.3), s obzirom na (P.4.15), uslo-

ve (Po.4.4) i uslov b) teoreme 1, dobijamo, vradajuéi se na prvo-

bitne promenljive:

U =-ady w, cos (bt2) .
& =9 % @, sin (bt?)
3 J a = n
b = QJ @ BN LY

b= Jz-di

a
2Jx

Yy =@, (1- at ) cos (bt2)

[XYESN

T w)
@y =~ &y (1-at) sin (6t%) 1 I

Q)z = aﬂ,t
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4.3, Upravljanje silom ogranicenih koordinata

Neka su dozvoljena upravljanja generalisane sile ¢ije su ko-

ordinate ogranicene u obliku:

(4.3.1) G < U gh \.

odnosno neka je oblast Gy dozvoljenih upravljanja odredena nejed-

nakostima:

(40302) gc( :(Uq,-ad)(aq,'bq)\<0

Odredimo optimalna upravljanja iz (4.3.2) pod &ijim ée se
dejstvom kretati mehanicki sistem sa jednac¢inama (4.2.3) uz uslov

minimalnosti funkcionala (4.2.2).
U skladu sa prethodnim ragzmatranjima neka je u nekom podin-

tervalu intervala [to,tl] optimalno upravljane takvo da je ispu-

njeno p jednakosti:

(4:3.3) i = (4~ %) (4 =b¢) =0 k=1,2,....p ;
i n-p nejednakosti:

(4.3.4) g =(4-a5)(us-b5) <0

U tom slucéaju Pontrjaginova funkcija (4.1.16) ima oblik:

(4.3.5) - ,xq% °‘{—-———+a +ud)—l—j¢ (U= @y )(u, - by)
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pa se problem resava postupkom koji je izlozen u odeljku (4.1)

ovog poglavlja.

Obratimo pazZnju, kao i u prethodnom sluc¢aju , na problem
kad je funkcija £% nezavisna od upravljanja u, i impulsa Py *
Jednostavno se pokazuje da ne postoje takva optimalna upravlja-
nja uy za koja vaze nejednakosti (4.3.4). Odnosno optimalna upra-
vljanja javljaju se samo u temenima oblasti G, tj. kad je:

(4.3.6) U, - )(Uy -by) =0.

Iz uslova ekstremalnosti Pontrjaginove funkcije, koja u ovom

slucéaju ima oblik:

(4.3.7) %mf%r»“(-aig;f&”f%)-f-ﬂ“(%-ad)(%-@)

R

dobijamo:
(4.3.8) ”d‘f‘q(zua -a,-4)=0
(40309) -Qﬂd \<0‘

Kako je, na osnovu (4.3.6), vrednost optimalnog upravljanja qf=lk
ilil-g(:li i kako je iz (4.3.9)a%> 0, iz (4.3.8) dobijamo:

o
L, (e, vi<a

6403010) Ud = o« - 4
by .V 30 .

Ovakva optimalna upravljanja imace konaé¢an broj prekida, tj. ko-
nac¢an broj prelaza s temena na teme oblasti G, u intervalu [to,tl]o
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Broj prelaza odreden je brojem nula tfunkcija )f‘, a trenuci pre-
laza T, odrede-ni su takozvanim prelaznim funkcijama, koje u

ovom slucaju imaju oblik:
(4.3.11) vt )=0.
Cest oblik ogranidenja (4.3.1) je:

(4.3.12)  Ju,l < C,

pa je, na osnovu (4.3,10),

(4.3.13)  w, =C sign V¥,

Al
Y



i kako funkcija ¥ ne zavisi od q°, jedna&ina (5.1.2) predstavlja,

u prosirenom faznom prostoru V2n+1'(videti 2,2), cilindriénu hi-
perpovrs koja ogranidava 2n+l-dimenzionu oblast B’, tako da imamo:

(5.1.3) 7% 9% A e B’ ¥te [1,t,].

Prema tome, svakoj dozvoljenoj trajektoriji u prostoru V2n' odgo-
vara neka dozvoljena trajektorija u prostoru V2n+1 (s81l.7).

P - 5 |

—v/,
//\ gt l
/ s I
pa |
y's .

\

St. 7

U skladu sa prethodni pretpostavkama, 2n-dimenziona granica (5.1.2)
oblasti B , predstavlja glatku hiperpovr§ u prostoru V2n+1’ a vek-
tor njenog gradijenta, u svakoj tacki, razlicéit je od nule, pri

Cemu je:
ay
(5.1.4) 7{7 =0.

Na ovaj nacin, problem optimalnosti sastoji se u odredi-
vanju takvog dozvoljenog upravlganga u. (t), te[% t ] da od-
govarajuca trajektoriga q (t) q (t),p (t) cela lezi u oblasti
B , a koordinata g (t ) ima minimalnu vrednost,

Kako pzmixncip maksimuma, formulisan teoremom 1., ne obuhva-

ta ovaj problem, biée neophodna njegova dopuna.
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5.2. OgraniZenje oblika ¢ (q¥,p, )=0

Postavimo uslov da optimalna trajektorija cela lezi na hi-

perpovrsi:

(5.2.1) Wig.p)=0.

Tada fazne brzine ispunjavaju uslov:
Yy ‘o, Y

{9.2.2) —— g +— R =0
" ? IR A

odnosno, ako su jednacine kretanja sistema (2.1.4), ispunjeno je:

(5.2.3) W A ;Pg (- ;;i} 6?:) =0.

Ako uvedemo funkciju:

| 9 o @
(5.2.4) 29‘(?,/0‘(1)=a;i afh .rap“: ;%{E"'g«”)

uslov (5.2,3) dobija oblik:

(5-2.5> ﬂ(g.plu) _-_-0.

Na ovaj nac¢in smo za dozvoljeno upravljanje uveli dodatno ograni-
cenje i time, na prvi pogled, problem sveli na problem sa ograni-
Cenim upravljanjima koji je razmatran u poglavlju 4. Uzimajuéi da
Je, u opstem sludaju, oblast dozvoljenih upravljanja data relaci-
Jama (4.1.3) i (4.1.4) 1 s obzirom na vezu (5.2.5), moZemo, kori-
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ste¢i rezultate poglavlja 4., Pontrjaginovu funkciju napisati u
obliku: |

(5.206)  B=afragy V30 1Q0)-p - gy,

Sa takvim oblikom Pontrjaginove funkcije spregnute jednaéine za-
drzavaju kanonsku formu., Ovde treba imati u vidu da uslov (5.2,5)
u potpunosti ne zamenjuje uslov (5.2,1). Naime, pri postavljanju
pocetnih i krajnjih uslova treba uzeti u obzir i ogranicenje (5.2,1).

Pri geometrijskim razmatranjima u poglavlju 2. konstatovali
smo da optimalna trajektorija lezi na glatkoj granicnoj hiperpovr-
51 w* (2.2,7). Kako je, pored toga, nametnut i uslov (5.2.1), op-
timalnu trajektoriju treba traziti na 2n-l-dimenzionoj povrsi ko-
ja predstavlja presek hiperpovrsi W*i hiperpovrsi (5.2.1). Pri to-
me u svakoj taclki optimalne trajektorije u faznom prostoru V2n+1
ispunjeni su uslovi:

Qg t A 4% 1V =0

W . aw . N -
e 2e ——¢0 4 I g% L IN g -

ay . ay . y -
279 " 4t ag R =0

odakle sledi linearna zavisnost spregnutog vektora i vektora gra-
dijenata hiperpovrsi W* i cilindre hiperpovrsi (5.2.1), tj:

d
.1,,=a(t)-a—é% fb(t)%%

AT ANY
(5.2.8) l“-a(f)agq +b(e)3;’;,

v =a(t) W L priy ¥
1 (’)%ﬂx
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Imajuéi u vidu da je, s obzirom na (2.2,7) i (5.2.1),
_a_g_ - 1 ) __Q_. 0
390 390
iz prve jednaline (5.2.8) sledi:

a(t) =4,

tako da dobijamo:

W
= e

(5.2,9) Ay = 203—2— fb(t‘) 39

w

=303ﬂx

+bﬂ)%%

!

Na osnovu ovoga sledi zakljudak da, ni spregnuti vektor ni vektor
gradijenta hiperpovrsi W, ne mogu biti kolinearni sa vektorom gra-
dijenta hiperpovrsi (5.2.1).

Odredimo podrobnije spregnuti vektor, odnosno funkciju b(t)
iz (5.2.9). Naime, kako je vektor gradijenta hiperpovrsi W upra-
van na optimalnu trajektoriju, odnosno kako je skalarni proizvod,
gradijenta hiperpovrsi i 2n+1l1-dimenzionog vektora fazne brzine,
ekstremalne vrednosti, mozemo, s obzirom na jednaéine (2.2.4),

napisati:

a o IW dH aw N
-——p%f fé‘f‘&a& ‘?ﬂx (‘ 0«))0

awW .o W IH aw aH N
agof +agﬂ( 9% 3,1%(( 0% 7‘@)"0-

Ako su dozvoljena upravljanja odredena relacijama (4.1.3) i
(4.1.4), onda, primenjujuéi pravilo mnozitelja, ove uslove ek-

stremalnosti mozemo izraziti u oblikem:

k3
0 aw_a_/ifabv( a// *@d)de'éI% =0

(5.2.10) au,[agv 307 o " 7,



k
gde je d neki p-dimenzioni vektor razlicéit od nule., Uslovi

(5.2.10) svode se na uslove:

1 3“/ 30« K Jy
020 —2& =0.
(5.2.11) du; 3;;,( du; *d au;

‘Potrebni uslov ekstremalnosti funkcije H (5.2.6) imaju oblik:
o’ «3ls 439 i
(5020 12) 1 d__——g - k_..._l( - 0_____ =

Imajuéi u vidu da je:

a6  ay 3&« .

(5.2013) 5;:-51—)?‘ a(/‘

-

iz (5.2.9), (5.2.11) 4 (5.2.12) dobijamo:

(5.2.14)  [806)- (6] 52 + [d'0t)-p¥ct)] 32 =

odakle, zbog nezavisnosti p+1 vektora:

.

B 24
v, au

_sledi:

(5.2.15)  b=p° , d*=pt

tako da, iz (5.2.9), imamo:

}a( 0 T& fﬂ (t) JY‘
(5.2.16) ‘

ve=2, jg #pot) L



_aw Jy
‘&——3 o (t)ﬂ
1 q
(5.2.,17)
Udz—i“_/_.f (t)?l.
pq( ﬂ apa(

MozZemo zakljuéiti da 2n+l1-dimenzioni spregnuti vektor pred-
stavlja linearnu kombinaciju vektora gradijenata hiperpovrsi W
1 cilindric¢ne hiperpovrsi (5.2,1). Spregnuti vektor upravan je
na &n-ldimenzioni presek pomenutih hiperpovr3i u kome leZi opti-
malna trajektorija. Prema tome, spregnuti vektor ne mozZe biti
Jednoznac¢no odreden, U tom smislu moZemo formulisati sledeci stav,

Stav 1, Ako su..lo,.la, V«, fLO, pored ostalih velicina re-
Senja postavljenog problema optimalnosti onda su i: -

3 o d o
(5.2.18) 2,4, +c5;& v u:a—f% Ay

gde jé c=const., resenja istog problema.

Dokaz ovog stava je jednostavan. Naime, kanonske spregnute
jednaéine, s obzirom na Pontrjaginovu funkciju (5.2.,6), imaju
oblik: |

[
i ., oH 3N oa# x Ik

(5.2.19) %= g% “Apaap, "(,;2391! )*J“ v o

. af°
u«=1fxaﬁ L

oI, “Papde, agag” Jp ) J’aﬁ;

Zamenom velicina (5.2.18) u (5.2.19) oblik tih jednac¢ina se ne
menje, Pored toga, ne menja se ni oblik algebarskih jednacina
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(5.2.12), neophodnih uslova optimalnosti, a2ko u njih stavimo ve-
liC¢ine (5.,2.,18). Time je stav 1. dokazan.

Ako u jednaéinama (5.2.1) ne figurisu koordinate impulsa p,,
onda je ogranidenju podvrgnut samo poloZaj sistema u konfigura-
Cionom prostoru a ne i njegova brzina., Tada optimalna trajekfo-

rija lezi na hiperpovrsi:
(5.2.20)  ¢(q)=0 Yte [, t,] .

Neka su funkcija ¢ 1 njeni parcijalni izvodi neprekidni
u svakoj talki. Uzimajuéi u obzir jednadine kretanja dobijamo

p
(5.2.21) B (g,pu) = &d Ly,

Kako tunkcija # ne zavisi od upravljanja Uy i koordinate q? tj.

kako je:

t(g.pu)=8(q.p)

jednadina (5.2.21) predstavlja ogranicenje faznih promenljivih
qd,9¥ u obliku hiperpovrii u faznom prostoru V2n+l’ Uslov da op-
timalna fazna trajektorija leZi na hiperpovrSi # , s obzirom na

”~

jednacdine kretanja, ima oblik: -

at aH af , H —
(5.2,22) ? (g.pu =‘;§{:‘5ﬁf¢7§( -;2—, f&:) =0.

Na taj nadin dobili smo ogranidenje za upravljanja uy pa dalja-
razmatranja slede kao u prethodnom postupku.

Treba imati u vidu da uslov (5.2.22) nije u potpunosti
ekvivalentan ogranicenju (5.2,20), Naime, pri resavanju proble-
ma u konac¢nom obliku, pocCetne i krajnje uslove treba postaviti
tako da su zadovoljene jednaéine (5.2.20) i (5.2.21) u podetnom

i krajnjem trenutku to i tl.
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Primer 5, Odrediti silu pod ¢ijim dejstvom tadka vrsi brahistohro-

no kretanje u vertikalnoj ravni., Neka je, pri tome, mehanicka ener-

gija:
1
(P.5.1) /-/=’2‘(y,2f\y22)-y.z:2=/)=canst,

Diferencijalne jednacline kretanja tacdke su:

(P.5.2) R A A TR AL N Y TR

i pri kretanju iz pocetnog stanja Z'O u krajnje stanje 2 1 inte-

gral:
1
(P5.3) J=[dt
t

treba da ime minimalnu vrednost.
Kako jednacina (P.5.1) predstavlja ogranicenje faznih promen-

1jivih, s obzirom na (P.5.2), dobijamo:

(Po5.4) YUy tlyy, =0

pa Pontrjaginova funkcija ime oblik:

(Pe5.5) %=.2,y’+.12); tV Uy + U (G+y) -1- fu(yu, +y, 4,)
a spregnute diferencijalne jednaline su: p
(Pe5.6) =0, 34, =0, Y, =-2,tfoey Y =2, +fud;.

Upravljanja Uy i u, figurisu linearno u Pontrjaginovoj funk-
ciji usled dega jeproblem singularan (poglavlje 3.).

Neophodni uslovi optimalnosti”su:

d %
(P.5.7) 3%-‘-1/,7%)/,'0 ) Ja, Ty <0

Diferencirajuéi po vremenu ove jednadine, saglasno sa (r.5.2) 1
(P.5.6), dobijamo: '

(£.5.8) dFu, S G0, G Gy, TR Sy g0
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PoSto jednaline (P,5.8) ne sadrie upravljanja uy ponavljamo

postupak diferenciranja, tako da imamo:

d® % d*a® . .
(P.5.9) dr "ﬂy - fit,=0 )3?23&;"/‘%'2/‘9'./‘“2
odakle je:
. £
(P.5.10) 4 = A u, =-2¢- s

Da bi resenja (P.5.10) bila optimalna treba da budu ispunje-

ni Kelijevi uslovi, tj. da matrica:

(P.5.11) {au [dt" )]} {-ﬂ 0}

bude matrica kdeficijenata pozitivno definitne forme, Taj uslov

je ispunjen kad je:
(P.5.12) f‘ <0

Koristedi osobinu Pontrjaginove funkcije, da je na optimalnoj tra-

jektoriji:
(P.5413) (f{)a,

s obzirom na (P.5.5),(P.5.7) 1 (P.5.8) dobijamo:

: 1
(P.5,14) /'L=-:,;:

¢ime je ispunjeno (P.5.12). Time je pokazano da su reSenja (P.5.10)

optimalna.
Na osnovu (P.5.,14) imamo:
ﬁf_._ T . 7l _ 9

f T T 0 b h-gz,

tako da je:

*__gyl)} £ _ 9)2
(P05015> a’ - /,_g:rz ) uz ——2




7amenom ovih vrednosti u jednadine (P.5.2) dobijamo:

(F.5.16)  Z, = Loay oy oo 9% : 9%
Tho sy h-gz, R TI T hTgr,

Uzmimo, radi jednostavnosti, da je koordinatni pocetak u po-
Cetnom poloZaju tacke i da je mehanicka energija u poletnom tre-

nutku (tozo) jednaka nuli, tJ:

(P.5.17) T,(0)=0,%,(00=0 ; %(0)=0 ,y(0)=0.

licka je krajnje stanje na mnogostrukosti:
(P.5.18) "'(f,) =q-

Integralenjem jednacina (P.5.16), koristedi uslove (F.5.17) dobi-
Jjamo:

. g
‘y’=—f-(]—-cas/<t) Y= g sinkt

&5

(Pe5.19) g g |
Ty = 2 (kL -sinkt) ; z, = —/;—2(7— coskt)

gde poslednje dve jednacine predstavljaju cikloidu u parametarskom
obliku,

Pored uslova (P.5.18) u krajnjem polozaju je ispunjeno i
- { /.2, 2 _
(2.5.20) L7 (% +y )‘ﬁ”‘z]t’ =0
pe postavljajuéi odgovarajuce uslove transverzalnosti:

(a‘x,)t, =0, (yitf'y’ r‘)}cfyg —yd'r?)t’ -0 (Jr‘&1 +a,dz, f>;c/y1 + ”"‘E')t, =0

dobijamo:

az 97
fﬁ/‘g; , ¥=Va

Optimalna upravljanja su:

u,'=gsin(\/%‘z t) , u; =-g fgCOS(‘/-%-‘—. ). '
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5.3. Ogranicenje oblika g (q“',p,()\<0

Razmatranje u prethodnom odeljku odnosilo se na slucéaj kad
optimalna trajektorija cela lezi na granici oblasti B, tj. kad
ogranicenje ima oblik (5.2.1). Medutim, u opStem sluéaju, poje-
dini delovi optimalne trajektarije mogu da budu na granici obla-
sti B, a ostali unutar otvorenog jezgra oblasti B. U tom slucaju

ogranifenje ima oblik:

(5.3.1) plq,p) <0 Yie [t,t].

Pretpostavljajuéi da pocetno i krajnje stanje sistema pripadaju
otvorenom jezgru oblasti B i da na granici oblasti lezi konacan
broj s odsedaka optimalne fazne trajektorije, ogranilenje (5,3.1)

moze da se napise u obliku:

(5.3.2) y(g,p)<0 Ytelt,r) (1) @ PR

4"5

(5.3.3)  @(g.p) =0 Vielgn) 4yl (1, %]

~

gde su ‘Em_,'trenuci dolaska fazne tadke na granicu oblasti B, a
Tox  trenuci odvajanja fazne tacke od granice. Neka je oblast Gy
dozvoljenih upravljanja data relacijama (4.1.3) 1 (4.1.4). Uzi-
majuci u obzir rezultate odeljaska (4.1) i (5.2), Pontrjaginovu

funkciju moZemo formirati na sledeéi nacdin:

2,142, V“((-——-r ”)—ftkyk ¥<o
S (5.3.4) s

Aof " A 1V G @) B o



Ovakav oblik Pontrjaginove funkcije omogucava da se jednacine
kretanja i odgovarajuée spregnute jednac¢ine napisu u kanonskoj
formi, Osim toga, uslovi optimalnosti svode se na uslove ekstre-
malnosti funkcije (5.3.4) '

Interval [to,tl] mozemo podeliti na konaéan broj 26 +1 pod-
intervala koji odgovaraju kretanju fazne tacke po odselé¢ima op-
timalne trajektorije, ¢ije cele duzine pripadaju bilo unutrasnjo-
sti oblasti B bilo njenoj granici. Konaéno rbéenje problema sa-
stogl se u odredivanju funkcija g (t) Hx(t) a,.(t), )J(t) u. (t) Jl(t),
ﬁ,(t) na svim podlntervallma. Kako na svakom podintervalu imamo
po 4n+r+p funkcija q y B » A 9 v“',u ,J& i kako se funkciJaJm
javlja na s podintervala u kojima tragektorija lezi na granici
oblasti B, ukupan broj trazenih funkcija iznosi (4n+r +p )(25+1)+s.
Za njihovo odredivanje raspolazemo sa 4n(2s +1) diferencijalnih
jednadina kretanja i spregnutih jednaéina, r(25 +1) uslova opti-
malnosti, P (25 +1) jednac¢ina (4.1.3) i S jednacina (5.2.1), Sto
odgovara ukupnom broju trazenih funkcija.

Integralenjem diferencijalnih jednadéina javlja se 4n(2s +1)
konstanti integralenja. Osim toga, treba odrediti i trenutke
T,ﬂ},“.)ﬂbs,t, pa ukupan broj nepoznatih konstanti iznosi (4n+1)(2s5+1)
Za njihovo odredivanje raspolazemo sa 4n pocetnih i krajnjih uslo-
ve i uslova transverzalnosti. Ostale uslove dobijamo na osnovu
osobona funkcija u taékama 7,,%,. - .,T,, t, - Naime optimalna faz-
na trajektorija neprekidna je u celom intervalu [to,tlj pa imamo:

g — +
2(7‘;“”’) ‘20((?}'7) » RlGy) < RLT, et
Qq(’r?;)‘g«({rz:) ) Pd('§;)=ﬂ((‘§.:) ‘ k-.—/,?,..,s

(«50j.5)

sto daje 4ns uslova. 0sim toga Pontrjaginova funkcija, za autonom-
ne sisteme, ispunjava 28§ +1 uslov:

(5.3:6) R, ) ~Hr ) ; Hg)-Hing) H(t)«0.

?kl

Uzimajuéi u obzir stav 1, iz prethodnog'odeljka, moze da se iskori-
8ti ¢injenica da su funkcije A4, VQ,J%O odredene do proizvoljne
konstante na granici oblasti B, U tom smislu, proizvoljnu konstantu
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moZemo birati na najprikladniji nadin. Uzimajuéi da je, u trenut-

ku 7, _,dolaska fazne taCke na granicu,
o g
(5307) j% (qébJ) =0

imademo, s obzirom na (5.2.17) 1 (5.2.18),

Ay (T, ;) = e (Tpe1)

)_J“(Tz;-]) = Ua‘ (?}k—l)
(5.3.8) \)“(7:,’/‘()=Jd(‘r2k)‘ﬁ’(‘§,,)(’§z%)9

V@ )= v, ) - f, )(%)fu |

Sto daje jod 4ns uslova., Na taj nadin dobili smo ukupno (4n+1)(2s+1)
Uslova za odredivanje konstanti integralenja, Sto predstaVlja dovo-
ljgn broj za resenje problema u konaénom obliku,

' Analizirajuéi uslove (5.3.8) uocavamo da je spregnudi vektor
neprekidan u trenutku dolaska fazne tacke na granicu oblasti B, a
u trenutku silaska sa granice ima prekid. Neki autori {36] uslov- .
ljavaju prekid spregnutog vektora u trenutku dolaska tazne tacke
na granicu oblasti B. Uslovi prekida spregnutog vektora, koji u
naSem slucéaju imaju oblik (5.3.8), poznati su u literaturi pod
nazivom uslovi skoka.

Na osnovu razmatranja u ovom odeljku, gde funkcija ¥ ima

oblik (5.3.4) usled Cega jednacine kretanja i odgovarajuée spreg-
nute jednacine imaju kanonsku formu u celom intervalu [to,tl] ’

mozemo formulisati slededu teoremu,

Teorema 2. Neka je u;(t), te [to,tl], optimalno upravljanje
i neka odgovarajuéa optimalna trajektorija cela leZi u zatvorenoj
oblasti B, pri demu je konadan broj njenih odsedaka na granici%
oblasti, Tada postoji funkcija ¥ oblika (5.3.4) i 2n+l-dimenzi-
oni vektor a , 4, y¥ razliéit od nule, reSenje jednadina:

- __ 3% - IR xR
4, )Jd“ag«»ud“a—
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tako da je na optimalnoj trajektoriji:

a) R(2,,2,v,¢,p,u) <X (25,4, q,p,u*)
b) (%) , =0
c) A, =const £ 0

d) vektor A, ,lfx normalan je na poCetne i krajnje mnogostrukosti

u trenucima to i tl'

e) ispunjeni su uslovi skoka (5.3.8).

Ova teorema predstavlja u izvesnom smislu uopsStenje principa
maksimuma (teorema'i., odeljak 2.4). Funkcija % formirana je na
takav na¢in da svi uslovi teoreme 1. zadrzZavaju isti oblik, izuzev
uslova neprekidnosti spregnutog vektora koji su u teoremi 2. zame-
njeni uslovom e), Inace, u svim tadkama otselaka optimalne trajek-
torije koji leze bilo unutar oblasti B bilo na njenoj granici,
spregnuti vektor je neprekidan izuZzimajuéi tacke u kojima fazna
trajektorija silazi sa granice. Pri tome smatramo da je u tim tacd-
kama spregnuti vektor neprekidan sa desne strane.

Treba napomenuti da teorema 2, delimiéno obJedinjuje teore-
me 22,,23.,24.,25. koje su date u monografiji (J31] .

Mada je teorema.2. formulisana za sludaj kada je oblast B
ograniCena jednom hiperpovrsi, ona je primenjiva i za opstije slu-
Cajeve. Neka granicu oblasti B &ini viSe hiperpovrsi.. Ukoliko u ne-
- kom intervalu konacni deo optimalne trajektorije leZi na preseku
Jednog broja hiperpovrsi, onda je spregnuti vektor normalan na taj
presek, Pri tome se pretpostavlja da su gradijenti hiperpovrsi u
tadkama preseka medusobno nezavisni, tj. da presek ima jedinstve-
nu tangentnu ravan u tackama na optimalnoj trajektoriji, pa je u
tim tacdkama spregnuti vektor normalan na tangentnu ravan, Usled
toga broj neodredenosti spregnutog vektora neposredno zavisi od
dimenzija preseka, Pri tome se javljaju novi uslovi skoka oblika

(5.3.8) pa je dalji postupak analogan prethodnom.
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Napomenimo da, ako je mnoéitelj‘fto(t) konstantan u inter-

valu.ﬁth,QhJ, onda su, g obzirom na (5.3.7), uslovi skoka ispu-
njeni trivijalno, pa spregnuti vektor nije prekidan u granicama

tog intervala.

5.4, Optimaiho upravljanje kretanjem sistema ogranicene
mehanicke energije

U radu [38] razmatrano je optimalno upravljanje kretanjem si-
8tema ogranidene kineticke energije, pri éemu je sila upravljanja
imala konstantan intenzitet. Time je izbegnuto razmatranje singu-
larnog upravljanja, Ovde demo na jednom problemu ukazati na neke
osobenosti uslova skoka (5.3.8) koje se javljaju u slucaju singu-
larnih upravljanja. ‘

Neka je kretanje sistema opisano autonomnim jednacinama:

¢

o - OH
2 ‘aﬂ(

. aH H
}L:=‘;§; *QL td, .

(5.4.1)

Neka je skup, dozvoljenih upravljanja'otvoren i neka je mehanicka
energija sistema ogranicdena, tj:

(5.4.2) ylo.p)=H-h £ 0 , h=const

‘Ugmimo da su pocetno i krajnje stanje sistema unutar oblasti .
(504;2) tj:

(5.4:3) (H-h), <0 , (H-h), <o
0 tl

Zadatak je da se odrede upravljanja u koja ¢e sistem iz nekog
pocetnog stanja Zo dovesti u neko krajnje stanje Zl uz uslov
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ninimalnosti funkcionala:

!
(5.4.4) Jﬁ/fvﬂp)dtj

to

U intervalima kada je fazna tadka na granici oblasti (5.4.2)

ispunjeno je:

(54405) B(q.pu) = (a

pa, saglasno ranijim razmatranjima, Pontrjaginovu funkciju moZemo

napisati u obliku:

1«;‘,;*”( td +4)-f" s pigp) <o

(5.4.6) X -

qf?ﬂx u(c;«fa c()fﬁ (Q -4, )1, ¥=0.

Kako Pontrjaginova funkcija linearno zavisi-:od upravljanja
koja pripadaju otvorenom s%ppu problem je singularan, Neophodni

uslovi optimalnosti daju: -

0 y(gp) <0

(5:.4.7) yo=1 Loar
S Jp«‘ yl(g.p) =0

Daljim postupkom za singularna upravljanja dobijamo:
i’

f’ . AT e
“«p;‘é 1 37 Sk, Y(up) =0

(5.4,8) Ay =



Zadrzimo se na analizi uslova skoka ovako odredenog vektora

A y*, uz pretpostavku da odgovara optimalnom reSenju.
Uslovi (5.3.8) u nasem sluéaju, s obzirom na (5 4, 2), imaju
oblik:

af° . af°
(adp aPp )7.2;_1 "{P ‘?P/S ./" Jf J‘(‘B()”‘

0 (ﬂo 3T)r '\
(5.4,9) 2% -

af° o .
(Qi '—i' + a(a _?L._
P app o, “P Ips jtﬂf%h

0 =
CN ﬂ@'%?

Imajuéi u vidu (5.3.7) Jednostavno se uodava da koordinate V¥ iz
(5.4.7) zadovoljavaju uslove skoka (5.4.9). Sto se tile koordinata
J« iz (5.4.8), uslovi skoka (5.4.9) ispunjeni su samo ako je:

(504.10)  R° (% ,) =0 S’ (,) 0.

Nameée se pitanje da 1i je to uvek moguce.
Zamenimo vrednosti Aq , V¥ sa intervalafgwqﬂhj u Pontrjagi-
novu funkciju., Kako je njena vrednost na optimainoj trajektoriji

jednaka nuli, dobijamo:

(5.4.11)  f r( g‘ -f°)

pa bi (5.4.10) imalo smisla samo u posebnim slulajevima kad je:

s (s o, Ener,

2;]

ili;

g
(D04413) ; [P f”:—:‘O Yte ({51

Za sludaj (5.4.13) spregnuti vektor bi bio neprekidan u ce-
lom intervalu [to,tlj, jer je, s obzirom na (5.3.7) i (5.4.11),
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th(t)=o. Kako je funkcija f°, zavisno od zahteva optimalnosti,
najcesSée takva da nema osobine (5.4.,12) i (5.4.13), problem uslo-
va skoka u slucaju singularnih upravljanja ovde ostaje otvoren,
Suzimo postavljeni zadatak u tom smislu sto demo postaviti
zahtev optimalnosti da se sistem krede po najkrac¢em luku izmedu

dva poloZaja u konfiguracionom prostoru. Tada podintegralna funk-
cija:
f°=¢?T

ima osobinu (5.4.13), pa je spregnuti vektor neprekidan na celom
intervalu[to,tll i ima oblik:

y¥=0
(5.4.14)

14‘ =§§;—a“+Fﬁ’( ! y(Y'P)<0
(5.4.15)

U, = 3? - aa( fp'pa( .1 V{Y'P) =Q‘

Pri kretanju fazne tadke po granici oblasti (5.4.2) mehanicka ener-
gija je konstantna pa Jje ispunjeno:

ar_ PR
an(@d tu;) =0
odakle je, s obzirom na (5.4.15):

/7 .
2(h-17)

I
/8‘
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6., OPTIMAINA STABILIZACIJA KRETANJA MEHANICKOG SISTEMA

6.1. Diferencijalne jednaCine poremedenog kretanja mehanidkog

sistema

ReSavanje problema stabilizacije kretanja mehanickog sistema
sastoji se u odredivanju analitiékog modela upravljackog organa
na principu povratne sprege. Znadajnu ulogu u proucdavanju ove obla-
sti odigrao je A.M. Letov serijom radova [18] koji su mnogim au-
torima posluzili kao osnov za resavanje problema automatskog uprav-
ljanja i regulisanja, Realni uslovi i praktic¢ni zahtewi nameéu pro-
cesu stabilizacije optimalnost u nekom smislu tako da resenje pro-
blema treba traziti u povezivahju principa optimalnosti i Ljapunov-
ljevih metoda. Takav pristup pogodan je za primenu na sisteme cije
Jje kretanje opisano diferenqijalnim jednadinama prvog reda u nor-
malnom obliku,pa ¢éemo problém posmatrati i resavati u faznom pro-

K-

storu,
Diferencijalne jednacéine kretanja sistema u faznom V2n prosto-

ru imaju oblik:
(6.1.1)

Neka su:

(6.1.2) g‘-=g*(t), Py = P (t)

reéénja sistema (6.1.1), Ona predstavljaju kona&ne jednaéine'neﬁg;
remec¢enog kretanja mehanilkog sistema u faznom prostoru V2n‘ Neka

poremecCeno stanje sistema odreduju veliéine:

(6.1.3) Rl G A +y

gde su j“ﬁ.a‘_poremeéaji faznih koordinata q¥ i P, .
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Zamenom (6.1.3) u (6.1.1) dobijamo:

F= 07 (t5.0)

(6.1.4) )
Tu =« (t»f-f) -

Na taj nac¢in, poremeéeno krétanje mehanickog sistema opisano je

diferencijalnim jednaéinama kretanja (6.1.4) u faznom Vo, prosto-
ru poremeéaja 5“'1 ) « Partikularna resenja jednadina (6.1.4):

«
(6.1.5) § 0., 9,=0
~predstavljaju jednacine neporemelenog kretanja.
Ako je neporemeceno kretanje (6.1.5) nestabilno, njegovu sta-
bilizaciju mofemo izvrd3iti delovanjem nekog upravljadkog sistema.

Uvodenjem upravljanja u; (i=1,2,....,r), diferencijalne jednacine

poremeéenog kretanja dobijaju oblik: -

Fe-9 tt 5.
P =W (L§0,u).

(6.1,6)

Neka ﬁbravljanja uy pripadaju skupu dozvoijenih upravljanja G, i
neka su na neporemeéenoj trajektoriji jednaka nuli. Osim toga, ne-
ka su desne strane jednadina (6,1.6) i njihovi izvodi, po svim pro-

menljivim, neprekidne i definisane funkcije,

6.2, Stabilizacija kao problem optimalnog upravljanja

Uz navedene pretpostavke o jednadinama (6.1.6), resavanje prob-
lema stabilizacije, sastoji se u odredivanju dozvoljenih upravljanja
uizui(t,g‘ » )4 ) koja obezbeduju egzistenciju neke definitne funkci-
je V(t;fm',qd } ¢iji je izvod po vremenu, na poremedenoj trajektoriji
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suprotnog znaka ili jednak nuli, U opStem slucaju, resenje ovako po-
stavljenog problema jednostavno je i viSeznadno. Medutim, uvodenjem
uslova optimalnosti, problem postaje znatno sloZeniji.

Ograniéimo se, u daljem razmatranju, na asimptotsku stabiliza-
ciju i uslovimo da se proces odvija optimalno u nekom smislu,

Neka je uslov optimalnosti postavljen u vidu zahteva da funk-

cional:

6.2.0) = [f'(t,€,q.0)at
to

ima minimalnu vrednost u zadatom procesu stabilizacije. Ovde je £0
neka, u opStem sludaju, nenegativna funkcija i vrlo cesto je, u prob-
lemima optimalne stabilizacije, pogodno birati da bude pozitivno de-
finitna.

Na-taj nadin, problem optimalne stabilizacije kretanja mehanid-
kog sistema svodi se na problem optimalnog upravljanja. Naime, tre-
ba naéi takva upravlaanga Uy, da sistem ¢ije je kretanje opisano jed-
nacinama (6.1.6), prede iz stanga t f (t ), qq(t ) u stanje tl_:b ,

f (tl)“p’?a(tl) =0, pri emu treba da bude ispunjen uslov minimalno-
sti funkcionala (6.2.1)

Ovako postavljen problem omogué¢ava neposrednu primenu princi-
pa maksimuma. Medutim, na taj nacéin, optimalno upravljanje uf’do—
bija se u funkciji vremena, s8to je neprikladno za probleme automat-
skog upravljanja kojima pripada i optimalna stabilizacija kretanja.
Treba reSavati problem optimalne sinteze; tj. traziti optimalno
upravljanje u funkciji faznog stanja sistema.

6.3. Belmanov princip optimalnosti i metod funkcije Ljapunova

Sustina problema optimalne stabilizacije namede da se uporedo
razmatraju optimalnost i stabilnost kretanja. U tom smislu, metod
za reSenje problema treba zasnovati na povezivanju kriterijuma op-
timalnosti i kriterijuma stabilnosti. U svom radu (7] resavan je
problem asimptotske stabilizacije linearizovanih sistema primenju-
juéi teoremu Krasovskog o asimptotskoj stabilizaciji [25], pri Zemu
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je izvrSeno objedinjavanje Pontrjaginovog principa maksimuma i me-

toda funkcije Ljapunova. Ovde éemo, ne ulazeéi u razmatranje obli-
ka jednalina (6.,1l.6), metod za redavanje problema zasnovati na Bel-

manovom principu optimalnosti.
Belmanov princip optimalnosti, koji se zasniva na stavu da je

proizvoljni deo optimalne trajektorije takode optimalna trajekto-
rija, uvodi u razmatranje funkciju:

(6.3.1)  S(t,5,9) = [£'(t,8,q.0) dt.
¢

Koriséenjem ovakve funkcije, Belman je uslove optimalnosti izrazio
u nekoliko oblika pogednih za razlidite metode resavanja. Mi ¢emo
koristiti Belmanov princip u diferencijalnoj formi,koji je razma-
tran u odeljku-(2.5) i koji je pogodan za analiticki pristup prob-

lemu,
U nasem sludaju, tj. za jednadine (6.,1.6) i funkcional (6.2.1)

pomenuti princip ima oblik:

(6.3.2) inf [35 35 ¢(tf7)+ V(t;gu)ff (tfy,u)] =0

utEG

S druge stréne, primenimo metod funkcije Ljapunova za asim-
ptotsku stabilnost. Neka: je funkcija Ljapunova takva da je njen
izvod u smislu Jednacina (6.1.6):

(6.3.3) V2-f(te 9w
pri cemu je na optimalnoj trajektoriji:
p [
(6.3.4) v, =-f"(t,£,9,u4).
{
Na taj naéin je:

(6.3.5) (Vtf°),s :—mif&l{y'f&)) =0
(] ue

>
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odnosno, uzimajuéi u obzir (6,1.6),

v, W g v 0 -
(6.3.6) mn [at *3j“¢ (t,f,q)fayd I[‘(z‘,f,p,u) tf(L§, 9,001 =0

Iz (6.3.4) imamo:
dV - )
(69307) (ET)U“" - (U(t»f.f'u:)

U slucaju asimptotske stabilnosi je:

lim V =0
, t-+X
Pa je: |
- x
(6.3.8) Vit,)=[fdt
tﬂ

tako da na optimalnoj trajektoriji konacdno imamo:

(6.3.9) V=[fdt.
t

Uporedujuéi (6.3.6) i (6.3.9) sa (6.3.2) 1 (6.3.1) zakljudujemo
da, u problemima asimptotske stabilizacije, Belmanova funkcija ima

oblik funkcije Ljapunova,
U slucaju kad dozvoljena upravljanja pripadaju otvorenom skupu,

uslov (6.3.6) daje:

(663.10) av —Y _.'..f_o:_o
J?q JU‘ J,‘

odakle optimalno upravljanje odredujemo u obliku:

(6,3.11) « = uff (¢,5%, Z’"f??
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Zamenom (6,3.11) u (6.3.6) dobijamo, u opstem slucaju neline-

arnu, diferencijalnu jednacinu:

(©322) Fitgp ol S5 =0

Jednadine (6.1.6), (6.3.11), (6.3.12), podetni i krajnji uslo-
vi omoguéuju konadéno resenje sistema., Odredivsi funkciju Ljapunova

u obliku

(6.3.13) V=V (tf,9)

i izradunavsi njene parcijalne izvode po poremeéajima T ° iz (6.3.11
(6.3.11) dobijamo:

1
Y

(6.3.14) ”i*=“1*(f»f» n)”

Na taj nacin resavamo problem optimalne sinteze, tj. odredujemo op-
timalno upravljanje u funkggji¢faznog stanja. Ovaj oblik resenja
predstavlja analiticki model upravljacdkog sistema i pogodan je, sa
prakticénog stanovista, za optimalnu stabilizaciju kretanja mehanicé-
kog sistema jer daje direktan odziv na informaciju o poremecenom
stanju sistema.

“Problem obiéne (neasimptotske) stabilizacije ne utvrduje kraj-
nje uslove veé postavlja uslov da poremeéaji pripadaju nekojvograni—
Ccenoj oblasti u okolini neporemedenog stanja, Osim toga, interval
vremena u kome se vrsi proces optimalne stabiliiacije, u opsStem
sluéaju, neutvrden je, pa'ovaj problem pripada klasi problema op-
timalnog upravljanjakmetanjémEsistema ograniéehog faznog stanja sa
slobodnim krajnjim stanjem.
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