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0. PREDGOVOR

E)

Disertacija je nastala u toku angazovanjaAna nauéno{straii—
vaé¢kom zadatku Vazduhoplovnotehnidékog instituta MODEL TRI
POLJA U NELINEARNOJ ANALIZI TANKE LJUSKE METODOM KONACNIH
ELEMENATA. Razvoj modela tri polja, tj. meSovitog modela u
teoriji tanke ljuske zapodeo je 1985. godine neobjavljenim
radom [44], a plodotvprnosﬁ ideje o nezavisnom aproksimira-
nju polja napona, polja deformacije i polja pomeranja tanke
ljuske veé je dodla do izrazaja u disertacijama [55] i [60].
Predmet ove disertacije jeste invarijantan (tj. nezavisan

od izbora koordinatnog sistema) postupak redukcije trodimen-
zionih jednadina polja Galerkinovom procedurom na jednacine
polja tanke ljuske neuniformne debljihe. zahtev za koordinat-
nom»invarijantnoééu (koji se u fizici naziva principom sime-
trije) bio je nezaobilazan, s obzirom na to da je krajnji
cilj, u stvari, bio poboljsavanje osnovnih postavki/}eorije

tankih ljuski u skladu sa principima savremene fizike.

Zelim da istaknem da bi bavljenje takvim fundamentalnim is-
trazivanjima te$ko bilo moguce da u Vazduhoplovnotehnickom
institutu nije prisutan i stalan interes za unapredjivanje
teorijskih osnova raznih radunskih metoda, kakva je i meto-
da konac¢nih elemenata, a u kojoj bi rezultati disertaciije

trebalo u krajnjoj liniji-da se primene.




Izrazavam iskrenu zahvalnost prof. M. Berkovicu, koji je,
svojim primedbama i sugestijama kao rukovodilac pri izradi
disertacije, nesebiéno doprineo kako nastajanju tako i ostva-

rivanju ideje iznete u disertaciji.

Takodje zahvaljujem na paznji, strpljenju i veoma korisnim
i sugestivnim pitanjima ¢lanovima Seminara za reologiju u In-
stitutu za mehaniku Matemati¢kog fakulteta u Beogradu, pred

kojima sam saops$tavao pojedine delove disertacije.

U Bebéradu, Z. Dragkovic
februara 1990. godine



1. uvop

1.1. Uvodne napomene

U radu ¢e da‘bude upotrebljena Galerkinova procedura za dobi-
janje jednac¢ina polja tanke ljuske neuniformne debljine iz
jednacina polja trodimenzionog kontinuuma. Tako ¢e (s obzi-
rom na to da je u [54], odnosno u [57] vec bilo re&i o kon-
stitutivnim jednacinama tanke ljuske) da bude zaokruzen rad
na razvoju tzv. meSovitog modela u-€eoriji tanke ljuske - to
je model tri polja, koji predstavlja neklasi¢an pristup u me-
todi konaénih elemenata }'odlikuje se nezavisnim aproksimira-
njem polja pomeranja, é;ija deformacije i polja napdna, au
cilju uzimanja u obzif i grani¢nih uslova na licima 1ljuske
(3to je inate nemogule Qﬁklasiénoj metodi konaénih elemena-
ta). Osnovna odlika pristupa u radu.bi¢e koridéenje invari-
jantnih (tj. nezavisnih od izbora koordinatnog sistema) a-
proksimacija (i to LeZandrovim polinomima) tih polja, &to je
na&in koji je nov u literaturi, a treba da omoguéi, s jedne
strane, geometrijski doslednije, a, sa druge strane, jedno-
stavnije dobijanje jedhaéina polja tanke ljuske iz trodimen-

zione teorije, koristeéi Galerkinovu proceduru.

1.2. Cilj i sadrZaj rada

U teoriji tri polja ([47]), kada je u pitanju meSoviti model

za tanku ljusku i cela ljuska se u sustini posmatra kao kona-
¢éni element , ali samo u {-pravcu, vrdi se, pri izvodjenju

————— e

1
S tom idejom smo se prvi put susreli u [441!



jednadina polja tanke ljuske iz trodimenzione teorije ([48],
[491), interpolacija u tom pravcu (LeZandrovim polinomima)
polja pomeranja, polja deformacije i polja napona. S druge
strane, u [50], odnosno [53]) je formulisan zahtev za invari-
jantno%éu aproksima;ijal kona¥nim elementima, pa ¢e sada za
takvu ljusku (nﬁmeriéki dakle, modeliranu kao kona&ni ele-
ment) biti izloZzen invarijantan pristup pri izvodjenju nje-
nih jednatina polja iz trodimenzione teorije, koristeé¢i Ga-
lerkinovu proceduru. Su$tina je u tome da se polazi od inva-
rijantnih aproksimacija polja napona, deformacije i pomera-
nja i da se, pri trazenju tzv. slabog refenja trodimenzionih
jedna&ina polja, dosledno primenjuje Eriksenov koncept o in-
tegraljenju vektorskih i tenzorskih polja u krivolinijskim

koordinatama (v. str. 808 u [7]).

Medjutim, iako €e se raditi o jednom: (od niza moguéih, ali

geometrijski doslednijem) postupku izvodjenja jedna&ina po-

Naime, u [50], odnosno u [53] je izraZeno uverenje da bi
koordinatnu invarijantnost trebalo zahtevati i za aproksi-
macije fiziékih zakona (odnosno za aproksimacije polja ko-
ja u tim zakonima u€estvuju); na to je uticala pre svega
tinjenica da ni zakoni fizike zapravo nikada nisu taéni,

a ipak se zahteva njihova koordinatna invarijantnost (v.
npr. [6], str. 222 ili [26], str. 15) i oni se opisuju
tenzorskim jednalinama. Istina, u [11] se na str. 130 iz-
razava sumnja u to da egzaktni prirodni zakoni moraju bi-
ti obavezno izraZeni u tenzorskom obliku (pa bi utoliko
manje trebalo insistirati na tenzorskoj reprezentaciji
aproksimativnih teorija), ali se ipak ne odustaje od pri-
mene tenzorskog rafuna u teoriji ljusaka ($to se pravda
najvid$e elegancijom tenzorske notacije); druga je stvar

§to ta primena nije uvek dosledna (o ¢emu Ce posebno biti

re¢i u prilogu 6.2.). Inate, pravi razlog za tolikim insi-
stiranjem na invarijantnosti jeste Cinjenica da je to os-

novni zahtev (obi¢no se naziva principom simetrije) u sav-
remenoj fizici, a tenzorski radun (kao racun invarijsnata)
je jos uvek u njoj nezamenljiw.

b}



l1ja tanke ljuske iz trodimenzione teorije, za polje pomera-
nja, odnosno poloZaja talke ljuskastog tela bide uzeta ték—
va aproksimacija koja u potpunosti odgovara kinematidkim
pretpostavkama Kosera teorije povr#i. Stoga ¢éemo izlaganje

u sledeéem poglavlju i zapofeti iznoSenjem, u obimu neophod-
nom za dalji rad, nekih osnovnih relacija vezanih za Kosera |
povr§ kao model za tanku ljusku, a potom ce biti navedeni
invarijantni oblici pribli%nih izraza za polje napona, polije

deformacije i polje pomeranija.

1.3. Spisak upotrebljenih oznaka
Navode se neke od oznaka koje ¢e u radu biti upotrebljene:

o ¢ ¥ .
* - oznaéava da je velicina uz koju
stoji vezana za trodimenzioni
prostor

) - malo gréko slovo "delta" koristi
) se kao nosilac indeksa (kernel) u
e Kronekerovom (Kronecker) simbolu

I, i; J3, j; ... - wveliki i mali latinski indeksi
' koji uzimaju vrednosti iz skupa
{1,2,3}, a odnose se na pravougle
Dekartove (Descartes) koordinate
u nedeformisanoj i deformisanoj
konfigquraciji -respektivno

A, a; B,.b; ... - wveliki i mali latinski indeksi
koji uzimaju vrednosti iz skupa
{1,2,3}, a odnose se na konvek-
tivne koordinate u nedeformisa-
noj i deformisanoj konfiguraciji
respektivno

d, ¢; Y, v; ... - wveliki i mali gr¢ki indeksi
koji uzimaju vrednosti iz skupa
{1,2}, a odnose se na konvek-
tivne koordinate u nedeformisa-
noj i deformisanoj konfiguraci-
ji respektivno



pravougle Dekartove koordinate
tatke ljuske u nedeformisanoj
i deformisanoj konfiguraciji
respektivno

pravougle Dekartove koordinate
tadke u referentnoj povr$i ljuske
u nedeformisanoj i deformisanoj
konfiguraciji respektivno

veliko i malo gr&ko slovo "ksi"
odnosi se na konvektivne koordi-
nate u nedeformisanoj i deformi-
sanoj konfiguraciji respektivno

1
malo gréko slovo "dzeta" koristi

" se za "trecdu" koordinatu (konvek-

tivnu koordinatu koja ne le%i u
referentnoj povr3i ljuske) u teo-
riji ljusaka :

koordinate operatora paralelnog
pomeranja du% normale na povr§
(referentnu) ljuske

Ko3ijev tenzor napona

relativni prostorni, Ojlerov
(Euler) ili Almansijev (Almansi)
tenzor deformacije

Strogo govoreli, u reprezentaciji koja je vezana za
referentnu konfiquraciju trebalo bi da stoji 2z (a ne
L ), jer se ono razlikuje od ¢ u tekucoj konfigura-
ciji na isti nacin kako se uopste konvektivne koordi-
nate razlikuju u dvema konfiguracijama, premda je:

a A
=8 =
A
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2. INVARIJANTNO UVODJENJE OSNOVNIH RELACIJA U TEORIJU
TANKE LJUSKE

2.1. Tanka ljuska kao Kosera povr$

Uo¢imo u unutradnjosti trodimenzionog tela neku povrs (tzv.
referentnu povr3) i zamislimo materijalna vlakna koja, duZ
normala na tu povrs, prolaze kroz svaku njenu tatku. Krajnje
tadke tih vlakana obrazuju grani&ne povr¥i posmatranog tela
(gornju i donju povr§ ili gornje i donje lice). Takvo telo
se naziva ljuskom ako je dimenzija duz vlakana (debljina)
manja od neke:karakteristiéne duZine za referentnu povri -
npr. najmanjeg polupre&nika krivine R 1ili najmanje duZine

L (v. [35], str. 2).

Ako je debljina znatno manja od te karakteristi&ne duzZine,
radi¢e se o tankoj ljuski. Tanka ljuska, medjutim, moZe da
se opi%e i orijentisanim dvodimenzionim modelom - taj model,
nazvan Kosera povrs, sastoji se od (referentne) povr¥i sa
jedniml direktorom (tj. deférmabilnim vektorom) pridruZenim
svakoj tadki povrsi. Dodeljeni direktor je namenjen opisiva-
nju "zadebljavanja" oko referentne povr$i trodimenzione

ljuske, a njegova komponenta du% normale na povrs moe se

posmatrati kao da predstavlja debljinu trodimenzione ljuske.

Treba napomenuti da ima i pristupa u kojima se ljuska mo-
delira pomocu Kosera povr8i koja se sastoji od povrsi i
tri deformabilna direktora pridruzena svakoj tacki povrsi;
ipa¥, smatra.se da je za razvoj ljuske direktnim pristu-
por: dovoljno pridruZivati samo jedan deformabilni direk-
tor svakoj taZki povr8i (v. str. 446 u {18]).



i ) I I’
4' ,';/,/, 'a .
4 /i )

Slika 1.'
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U potetnoj konfiguraciji Kosera povr$i obié&no se uzima da je
deformabilni direktor H upravan na referentnu povr$ ljuske,
tj. da je:

H = H D , (2.1.1)
gde’je H debljina ljuske:u nedeformisanoj konfiguraciji, a
D je jedini¥ni vektor koii ima pravac normale na referentnu
povrd ljuske u toj konfiguraciji. Tada se poloZaj talke tela

modeliranog pomoéu Kosera povr3i moZe, u referentnoj konfi-

guraciji, opisati pomodu (v. izraz (2.6) u [35]):

I I 1 I
Y = X 4 — HD , (2.1.2)
2
ili, petpunije:
(2.1.3)
I A I L] 1 L ] I L
Y() = X(&) + — LH(E)D(E) ;
2
I
ovde su Y (I=1,2,3) pravougle Dekartove koordinate proiz-
g I

voljne tadke ljuske, a X (I=1,2,3) su Dekartove koordinate

odgovarajuée talke u referéntnoj povr§i ljuske u podnoZiju
I A

~

normale na tu povr# kroz tacku Y ; E (A=1,2,3) su kri-

volinijske konvektivne koordinate, pri ¢emu se za koordinate
Q .
Z (#=1,2) pretpostavlja~da leZfe u referentnoj povrsi, dok
g 3

—

je treca konvektivna koordinata E

[t}

{ u stvari prava li-
nija i upravna je na referentnu povrs ljuske u referentnoj
konfiguraciji; tako uvedena (-koordinata je bezdimenziona
i pri tom je ¢ = 0 u referentnoj povrdi, dok je T = +1

na licima ljuske.

Medjutim, u Kosera teoriji povr$i, i u deformisanoj konfigu-
raciji polozaj tadke ljuske moze da se opise izrazom analog-

nim izrazu (2.1.2):
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i i 1 i ‘
y = x +— Chd (2.1.4)
2
(v. izraz (2.10) u [35]), gde je g jediniéni direktor, ko-
ji u op$tem sluZaju ne mora da ima pravac normale na srednju
povrd ljuske u deformisanoj konfiguraciji. Ipak, pretpostavi-
cemo da vazi prvi deo hipoteze Kirhofa-Lava (v. npr. str.
478 u [7]) , %to zaeti da je (u Kosera teoriji) direktor i u
deformisanoj i u nedéformisanoj konfigquraciji upravan na re-
ferentnu povrd ljuske. To ¢e omoguéiti da se uspostavi veza
izmedju baznih vektora (u sistemu konvektivnih koordinata)
u tatkama srednje povr$i i odgovarajucéim taékama na normali

na srednju povr$ ljuske. Naime, u vektorskom obliku bi izraz

(2.1.4) tada ovako glasio:

¢ 1 ¢
p = (& ) + —;* ¢ h( & ) g
(2.1.5)
. ¢ 1 $ o}
= r(§ ) + — Zh{(=Z ) a ,
= 2 ~3

o
gde je a jediniéni vektor normale na srednju povr¥ ljuske

u deformisanoj konfiguraciji, pa se za bazne vektore g u

~

a
sistemu koordinata { & , { } dobija:
3 p 3 r
~ ~ 1 o] 1 o)
g = —— = — + —— (Ch a + — Cha
"¢ $ ¢ 2 e "3 2 3¢
3 & 3 &
1 o 1 v
= a + — Ch a -~ — T hb a
"¢ 2 i¢ 73 2 ¢ "y
¥ 1 ¥ 1 o]
= (8§ --— L hb ) a + — Ch a
$ 2 $ "y 2 i¢ "3
(2.1.6)
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pri €emu je iskoriscena Vajngartenova (Weingarten) formula,
a P jevdrugi metridki tenzor srednje povrdl ljuske u de-
formisanoj konfiquraciji (up. sa str. 471 u [18]). Medjutim,
treba primetiti da ; nije bazni vektor u tom koordinatnom
sistemu - bazni vektoi je g , a iz (2.1.6) je jasno da se
on ne menja duz {-ose i zgogno je da ga u taéki srednje po-
vréi (makar da se on nije promenio) obele%imo sa:

1 o
a = g = —— h a . (2.1.7)
~3 ~3 2 ~3
Razlog zbog kog insistiramo na uvodjenju baznog vektora i u
pravcu (-ose jeste namera da uspostavimo vezu izmedju
‘\baﬁnih vektora u sistemu koordinata { & , { } u tac-
ikama srednje povr#i i odgovarajué¢im tadkama na normali na

srednju povr¥ ljuske. Naime, ako iskoristimo (2.1.7), mo%emo

(2.1.6) da prepiSemo u obliku:

N 1 v g
g = (8§ - —Chb ) a + —h a
"¢ ¢ 2 ¢ v h o ;¢ 73
(2.1.8)
g = a ’ .
~3 ~3
odnosno: .b
g = v a @, (2.1.9)
"a a “b-
1,2
gde je stavljeno :
.b b 1 ¢ b vy b ¢ ¢
v = § - — Zhd § b + 8 8§ —h (2.1.10)
a a 2 a v ¢ 3 a h 1 é
1
Prvi indeks, bilo da je gornji ili donji, odnosi se na
tatku ljuske za koju je T # 0 , dok se drugi indeks od-
nosi na odgovarajuéu tacku u referentnoj povrsi ljuske
za koju je C =0
2

Takav "kondenzovani" oblik predstavlja, zbog uzimanja u
obzir i pretpostavke o neuniformnosti debljine ljuske,
prodirenje izraza (2) u [45].
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Tako su bazni vektori u sistemu koordinata { § , T } u
nekoj tadki na normali na srednju povrs ljuske u referen-
tnoj konfiguraciji izraZeni preko baznih vektora u tom istom
sistemu koordinata, ali u odgovarajuéoj talki srednje povrsi
ljuske. No, upravo je osobina operatora paralelnog pomeranja
da povezuju bazne vektore u razliéitim talkama prostora, pa
se ovde radi o specijalnom obliku tih operatora kada povezu-
ju bazne vektore u proizvoljnoj tac¢ki ljuske sa baznim vek-
torima u odgovarajucoj talki srednje povrdi. Koordinate ope-
ratora paralelnog pomeranja duZ {-ose u sistemu koordinata

$
{ £, L} eksplicitno su date izrazima (2.1.10), pri &emu
.a

je upotrebljena oznaka v zato da bismo ukazali na njiho-
b 1
vu sliénost sa onima na str. 471 u [18]
- .b
ZadrZimo se sad na inverziji matrice v = { v } operatora
- a

paralelnog pomeranja , tj. na odredjivanju takve matrice
-1 -1 a

v o= { (V) } da je:

- .b

vV v = I i v + v = I , (2.1.11)

~ ~ ~ ~ ~

§to je svakako moguée u ovde kofiééenoj teoriji tanke ljuske
(v. npr. str. 442 i 630 u [18]). Koordinatni oblik prethod-
nog uslova glasi:

.c -1 a c -1 c .b c
v (v) = § , {(v) v = § (2.1.12)
a .b b .b a a ‘

Treba istaci da je u {18] taj operator nepotpun - indeksi
mu uzimaju vrednosti iz skupa {1,2} ; doduge, on se u
[18] ni ne naziva operatorom paralelnog pomeranja. Inace,
u teoriji ljusaka se za takve operatore upotrebljava na-
ziv "%ifteri" ili "te:zori prenosa" (v. npr..str. 24 u

u [36]; up. i (7.38) u [18]).
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(up. te izraze npr. sa (16.5) u [7], odnosno sa izrazima

(A.3.18) u [18] ili (2.15g) u [36]), pa kako je (&to sledi

iz (2.1.10)):

te
L ]
<

L

g
—— h
h :1

.1
v 0
2
.2
v 0
2
4
—— h 1
h :2

4

(2.1.13)

1

onda se za ¢lanove tra%ene inverzne matrice lako dobija

To se sve mo%e obuhvatiti i jednom formulom:

-11 1
(v) = 4 —
.1 v
-1 2 1
(v) = - —
.1 v
-1 3
(v) -
.1
-1 3
(v) =
.2
-1 3
(v) 7 =
.37
1
-1 a 1
(v) = — |
.b v
a
+ &
3

-11
(v)

-1 2

8 ¢¢v .w

) v

$ b Bw vy
(v

1 1
= - ——y
v 2
1 .1
- 4 —— Yy
v 1
.2
-V h
;2 2 ;1
1
-V h
;2 2 ;1
2 .2 1
- v v
2 1 2

¢ a ¢
+ — & & e
h 3 b ¢y
.b
= det { Vv
a

-1 1
(v) =0
.3 '

-1 2

(\’) - 0
.3

(2.1.14)

12 o HN

(up. sa izrazom (A.3.19) u [18], gde indeksi uzimaju vrednos-
; inae, u [36] se mogu naéi potpuni i

do kraja razvijeni izrazi za koordinate inverznih operatora
paralelnog pomeranja).

ti iz s!upa

{1,2}
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2.2. Invarijantne aproksimacije polja napona,

deformacije i pomeranja
U ovom odeljku bile dati invarijantni oblici aproksimacija
polja napona, polja deformacije i polja pomeranja (zapravo

polozaja).

2.2.1. Invarijantan oblik aproksimacije polozaja talke ljus-
kastog tela. U odeljku 2.1. navedeno je da se polozaj taZke
ljuskastog tela moZe opisati izrazom:
i i 1 i
y = x +—Chd (2.2.1)
2
i i

gde je h = h d tzv. deformabilni direktor. Medjutim, za
invarijantan pristup neéemo da koristimo taj izraz u Dekarto-
vim koordinatama, veé demo od vektorskog oblika te relacije
(v. (2.1.5)):

. 1
£ ~ 2 ~
dobiti koordinatni oblik u krivolinijskim (i to konvektivnim

1 2
{ &, &, T} ) koordinatama:
.b 1 .b

P = v r + — T hwv d ; = (2.2.3)

a a b 2 a b -
pri tome smo, buduci da su vektori r i d definisani u re-
ferentnoj povr¥i ljuske, dok je p vezano za odgovarajucu
tatku ljuskastog tela, morali da upotrebimo i operatore para-

lelnog pomeranja v wuvedene u prethodnom odeljku.

2.2.2. Aproksimacija polja napona. ZalaZuci se za u uvodnom
poglavlju istaknutu invarijantnost aproksimacija i tenzor-

skih polja, prirodno je da prilikom aproksimiranja polja na-
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pona podjemo od ovakve, invarijantne reprezentacije tenzora
napona:

3 : 5 2 _
+ — QT + — (3¢ -1)T°T y (2.2.4)
2 ~ ~

1
t = — T
- 2 - 1 4 2

o

gde T , T i 7T ne zavise od ¢ . ; pri tom smo upotre-
“o "1 ~2

bili Le%androve polinome zakljuéno sa redom 2, mada se poka-

zuje (o tome ce biti redi i u odeljku 2.3.) da je, u cilju

1 >
zadovoljavanja graniénih uslova na licima tanke ljuske, do-
. a3
voljno aproksimirati "popreéne” kbmponente napona t Le~-

H

tandrovim polinomima drugog reda s obzirom na koordinatu ¢ ,
dok se za komponente u povr$ima ¢ = const mogu uzeti i

polinomi prvog reda.

-

U dijadskom bi obliku reprezentacija (2.2.4) glasila:

ab 1 ab 3 ab
t g g = —T a a + —{T a a +
“a “b - 2 o "a’b 2 1 "a "b
(2.2.5)
5 2 ab
+ — (3 C-1)rT a a '
4 - 2 "a b

gde su a zapravo bazni vektori g u tadkama srednje po-
“a - Ta
vrsi ljuske: ‘

¢ $
E ( E ) = g ( E. 1 O) ] (2.2.6)
a a
2
a iz (2.2.5) se lako dobija :
(2.2.7)
ab .c .d 1 cd 3 cd 5 2 cd
t v oV = — T + T + — (37 -1)T
a b 2 o] 2 1 4 2
1

To je i bio razlog da se, jo$5 u skalarnom pristupu u teo-
riji tri polja, upotrebe bas LeZzandrovi polinomi.

Prelaz na koordinatni oblik uslovljen je oblikom (2.3.11)
grani&nih uslova na licima ljuske koje treba zadovoljiti.
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Integraljenjem relacije (2.2.7) dolazi se do:

+1
cd ab c .d
T - J t v v dac
o] a b
-1
(2.2.8)
+1
cd ab .c d
T = f t Y v ¢ dg .
1 a b
-1

Ukoliko se za indekse ¢ 1 d wuzimaju vrednosti samo iz

skupa {1,2} i iskoristi osobina operatora paralelnog pome-

.1 .2
ranja v da je v =v =0 , onda se iz prethodnog iz-
- 3 3
raza dobija da je:
:{+l
117 Jew -4 .y
T - t v v dg
o] e w
71
(2.2.9)
+1
4] Jew ¢ .y
T = t v v ¢ dg
1 ) w
-1

Velidéine definisane izrazima (2.2.8), odnosno (2.2.9) imade
1
ulogu rezultanti napona u predloZenom invarijantnom pristu-

pu u izvodjenju jednalina kretanja (i uopSte jednalina polija)
tanke ljuske iz trodimenzione teorije kontinuuma, a uz upo-

trebu aproksimacija tri polja.

O vezama tako uvedenih i uobiZajenih rezultanti napona u
teoriji tanke ljuske, kao i uop3te o "sprezanju" predloze-
nog invarijantnog pristupa iz trodimenzione teorije i tazv.
direktnog pristupa (zasnovanog na Kosera teoriji povrsi)
trebalo bi da bude re¢i u odeljku 6.2. (koji se zasniva

na [52], odnosno na [56], a zapravo predstavlja sadrzaj
rada [61]).
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Treba naglasiti da je to nov nadin uvodjenja rezultanti napo-
na u teoriju ljusaka; neposredna posledica mu je odigledna
simetrija tih rezultanti, 5to do sada nije bilo slutaj ukoli-
ko se "sprezanje" tzv. direktnog postupka (zasnovanog na Ko-
sera modelu orijentisane povr$i) i pristupa na osnovu trodi-
menzione teorije vrilo na uobiéajeni (neinvarijantanl) na-
¢in, izuzev u naroditim slucajevima kada se v svodi na

~

Kronekerov delta-simbol.

2.2.3. Aproksimacija polja deformacije. Radi konzistentnosti

sa aproksimacijama polja napona usvojenim u pododeljku 2.2.2.
i polje deformacije e - e ga gb predspavili bismo na ana-
logan na&in pomocu Leiandrgsih polinoma»dfugog reda. Medju-

tim, tamo se po%lo od pretpostavke o prisgtnosti svih velici-
na istog reda u aproksimacijama polja nap;na, ali je nagove-
§teno da e biti dovoljno da se neke kompdﬁ;hte aproksimira-

ju i polinomima prvog reda. U skladu s tim bi se za polje de-

formacije imale ovakve aproksimacije:

-l1a -1b-~- 1 o] 3 1
e {(v) (v) - —e + — L e (2.2.10)
ab . ¢ .Y 2 $w 2 oy
-1 a -10bD 1 o) 3 1 5 2 2
e (v) {v) = —e + — L e + — (3 ¢ -1) e
ab . ¢ .3 2 $3 2 $3 4 $3
-la -10bD 1 o) 3 1
e (v) (v) = ——e + —— L e
ab .3 .3 2 33 2 33

Isti¢emo da se integraljenje u (2.2.8) vr$i u skladu sa
Eriksenovim konceptom o integraljenju terzorskih polja
posle prelaska u koordinatni oblik u krivolinijskim koor-
dinatama (v. [7], str. 808).
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menzionih mera deformacije, odnosno pri redukciji trodimenzi-

onih konstitutivnih jednaéina.- p

Naime, integraljenjem relacija (2.2.10) se, analogno onom u

(2.2.8), dolazi do izraza:

+1 N
o -l1a -1DbD
e - J e (v) (v) dag
¢V ab -$ ¥
-1
+1
1 -la -1b
e = J e (v) (v) g dg (2.2.11)
oy ab .9 .
-1
+1
o -1 a -15b
e = J e (v) (v) dq
$3 ab . ¢ .3
-1
o 1
i njih navodimo zato 5to Ce upravo koeficijenti e , €
o ' 14 147
i e imati ulogu mera deformacije u jednacinama polja tan-

$3
ke ljuske pri njihovom izvodjenju iz trodimenzione teorije
pomoéu invarijantnih aproksimacija tri polja, o cemu je u ra-

1
du re¢. Sto se tile geometrijskog tumatenja gornjih izraza ,

moglo bi se rec¢i da oni predstdvljaju neke "rezultantne", "u-
srednjene" mere deformacije (o njihovom poredjenju sa uobita-
jenim merama deformacije u teoriji tanke ljuske biée redi u

pododelijku 3.4.2.).

Primetimo da se integraljenje u (2.2.11), kao i u (2.2.8),
vr3i u skladu sa Eriksenovim konceptom o integraljenju
tenzorskih polja posle prelaska u koordinatni oblik u kri-
volinijskim koor@inatame (v. [7], str. 808). Stoga bismo

o ovakvom pristupu mogl. da govorimo kao o invarijantnom
uvodjenju mera deformacije u teoriji tanke ljuske. '
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2.3. Grani¢ni uslovi (po silama) na licima
tanke ljuske
U ovom odeljku bide redi o graniénim uslovima po silama na

licima tanke ljuske, kao i o zadovoljavanju tih uslova.

)
7

2.3.1. Graniéni uslovi za povrSinske sile. Podjimo‘oa uobica-
jenog oblika grani&nog uslova (po silama) na povr8i s u de-

formisanoj konfiguraciji:

t = p ; (2.3.1)
~lg A
1
u tom uslovu se zapravo izjednadavaju vektor napona t ,

meren po jedinici povr$ine u deformisanoj konfigquraciji, i
spoljasnja sila2 P radunata takodje po jedinici deformi-
sane povrsine; (indeksom s ‘istilemo da se grani¢ni uslov
na povrs$i ljgske uspostavlja u deformisanoj konfiguraciji).

U koordinatnom obliku taj uslov glasi:

ab a
t n = D , (2.3.2)
b
a : 3
gde su p kontravarijantne koordinate povr$inskih (ili
3
kontaktnih) sila, a n kovarijantne koordinate jediniénog

b
vektora spoljasnje normale na graniénu povrs deformisanog te-

Graniéni uslovi po silama slede iz okolnosti da u tadkama
graniéne povrsi deformisanog tela vektor napona mora biti
jednak gustini povr$inskih sila.

Samo zadavanje i izratunavanje koordinata opterecenja za-
. L4 2 7 . -

visiée od toga da 1li se u konkretnom slucaju radi npr. o

"mrtvom” ili o "pratecem" teretu.

U sistemu konvektivnih koordinata.
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]
la. Ukoliko predjemo na Dekartove koordinate y (j=1,2,3) u

trenutnoj konfiguraciji, ti uslovi ce da glase:

J
ab 3y a
t ——n = p (2.3.3)
b j
3 &
odnosno, krade:
ab j a
t y n = p . (2.3.4)
;b J

2.3.2. Graniéni uslovi na licima ljuske. Na licima ljuske je:

3
y n =0 (¢=1,2) ' (2.3.5)
i¢ 3
pa se”éraniéni uslov (2.3.4), koji nas i zanima na licima

ljuske, tada svodi na:

a3 j a
t y n = p , (2.3.6)
i3 3 +

(up. sa (4.4) u [35]), a kako je u slufaju tanke ljuske
(v. (2.10) u [35]):
3 3 J
Yy = (x + 0.5Z hd)
i3 i3
j (2.3.7)
= 0.5hd ’
J
gde su d koordinate jediniénog direktora na licu ljuske
u deformisanoj konfiguraciji, a { konvektivna koordinata
koja ne lezi u referentnoj povr$i ljuske, to se najzad za
grani¢ne uslove na licima tanke ljuske moZe pisati:
a a3
p = 0.5hct ; (2.3.8)

*

pri tome je stavljeno:

¢c = d n . (2.3.9)
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No, s obzirom na to da se kosinusi uglova izmedju jedinic-
nog vektora normale na referentnu povrs ljuske i jediniénog
vektora direktora na licu ljuske razlikuju samo po znaku, na

kraju se uzima:

a a3
p = + 0.5h |c| t ’ (2.3.10)
s
a otuda je 1i:
a3 a
t = +2p /h]c| , (2.3.11)
+

S§to predstavlja traZeni oblik graniénih uslova na licima

ljuske u sluc¢aju rada sa Ko$ijevim tenzorom napona.

2.3.3. zadovoljavanje g:ahiénih uslova. Zadovoljavanje grani-

cnih uslova po silama na licima tanke ljuske i jeste bilo
razlog da se pri aproksimiranju polja napona upotrebe LeZan-

drovi polinomi. Naime, u [54], odnosno u [57] je pokazano da

se u cilju uzimanja u obzir granicnih uslova na licima ljus-
, 2
ke mogu uzeti i polinomi prvog reda , izuzev za komponente
a3
napona t koje se predstavljaju polinomima drugog stepena.

U tom sluéaju se reprezentacija (2.2.7), kada je- ¢ = 1,2 i
d = 3 , mo¥e izraziti preko graniénih uslova na sledec¢i na-

¢in (up. sa (2.7.17) u [54], odnosno u [59]):

V. i prvu fusnotu u pododeljku 2.2.2.

Preciznije, neuzimanje nekih Clanova viseg reda nema nika-
kvih reperkusija na zadovoljavanje granicnih uslova na li-
cima ljuske. Moglo bi se reé¢i da je ovaj prilaz restrikti-
van u tom smislu Sto aproksimacije drugog reda koristimo
samo gde se javljaju veliCine koje treba da budu odredje-
ne neposredno iz graniénih uslova; ostale aproksimacije

su prvog reda.



dok se, za slucaj kada je c

u [54], odnosno u [591):

3 2 $3
= — (1 -C) T +
4 o]
1 e .¢
(L +C) (3z-1) p +
2 h |c] + 8
(=+1
21 e .¢
+ (1 -20) (3T +1)p +
2 h |cf - 8
{=~1
(2.3.12)
1 ¢y -1 w
+ — (1 +C) (3 -1)h T (v) +
8 h v ;W0 ¥
C=+1
1 én -1 w
+ —— (1 -2C0) (32 +1)h T (v) +
8 h H ) .n
{=-1
3 én -1
+ — (1 + Q) (3¢ -1) h T (v) -
8 h w1 .n
(=+1
3 én -1 w
- — (1 -0) (3 +1)h T (v) ’
8 h w1 .N
{=—1
=d =3 , dobija (v. (2.7.28)
ab “.3 .3
t Vv =
a b
‘ (2.3.13)
3 3 2 6 e
P - P + h P +p ) +
+ - h |c| h ;o -
¢v [-1 © -1 w -1 6 -1 w i
T (v) (v) + (V) {(v)
iw o N Y ¥
{=+1 {=+1 {=-1 {=~1
¢y -1 © -1l w -1 8 -1 w 1
T (v) (v) - (V) {v)
;o 1| -¢ .Y Y i
{=+1 (=+1 (=-1 (=-1
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g 3 3 2 ¢ 2] e
+ (p +p + h (p -p ) +
h |c] + - h |c| h- ;8 + -
(2.3.13)
C ¢y -1 © -1 w -1 0 -1 w 1
+ h h T (v) {v) - (V) (v) +
4 hh ;6 ;0w o [ . ¢ Y . ¢ Y J
{=+1 (=+1 {=-1 {=-1
3¢ oy -1 © -1 w -1 8 -1l w ]
+ h h T (v) (v) + (V) (v)
4 hh ;6 ;0 1 | . Y . ¢ Y ]
(=+1 {=+1 {=-1 {=-1

Lako se moZe pokazati da se reprezentacija (2.3.12), u slu-

%aju ljuske konstantne debljine (3to ima za posledicu i da

[el

ratori

je 1 ), koja je, uz to, i dovoljno plitka da se ope-

v svodi na uo-

-~

mogu smatrati Kronekerovim simbolima,

bitajene izraze koji se uzimaju za napone i u tzv. momentnoj
1
teoriji drugog reda .

I reprezentacija (2.3.13) bi se, u sluiaju ljuske konstantne
debljine u referentnoj konfiguraciji, koja je uz to dovoljno

plitka da se operatori v mogu zameniti Kronekerovim simbo-

lima, svela na izraz koji se moZe naci u literaturi.

s
Reprezentacije (2.3.12) i (2.3.13) bite iskoriscene prilikom

izvodjenja jednalina kretanja, odnosno konstitutivnih jedna-
¢ina tanke ljuske Galerkinovom procedurom {pododeljci 3.3.3.

i 3.3.4.).

Takodje u cilju zadovoljavanja grani¢nih uslova na licima
ljuske (v. izraze (13.11h) u [36], uz napomenu da se tu
radilo o malim deformacijama; treba dodati da se u [36],
ve¢ na pocetku (str. 29), uvodi pretpostavka da je ljuska
dovoljno tanka ili plitka da se tenzori prenosa, tj. ope-
ratori paralelnog pomeranja mogu zameniti I :onekerovim
simbolima).
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3. JEDNACINE POLJA TANKE LJUSKE NEUNIFORMNE DEBLJINE

3.1. 0 izvodjenju jednadina polja ljuske iz

trodimenzione teorije
U uvodnom poglavlju je redeno da je cilj rada da se Galerki-
novom procedurom1 izvedu jednaline polja (tanke) ljuske iz
trodimenzione teorije kontinuuma. Pri tome Cemo se opredeli-
ti za izvodjenje u trenutnoj konfiguraciji, pre svega zato
§to bi dosledno svodjenje jednacina kretanja na referentnu
konfiquraciju, uz upotrebu konvektivnih koordinata, zahteva-
lo dodatna razmatranja koja cemo odloZiti za kasnije (u o-
kviru rada [62]). Osim toga, da bismo i u trenutnoj konfi-
guraciji koristili invarijantne rezultante napona uvedene
u pododeljku 2.2.2., poéi éemo od-pretpostavke da va%i prvi
deo hipoteze Kirhofa - Lévaz; to omogucava da se iskoriste i

odgovarajucéi rezultati iz [54], odnosno [57] (gde su rezul-

Sam postupak 1zvodjenja iz trodimenzione teorlje je apro-
k51mat1van, pa je jasno da ima i vi$e nadina izvodjenja
jednalina polja tanke ljuske iz trodimenzionih ]ednac1na
(v. npr. str. 569 u [18]). Medjutim, ovde ¢e biti redi sa-
mo o jednoj (od niza mogu¢ih, ali cini se veoma OpStO])
proceduri dobijanja jednacina pol]a tanke ljuske; ona je
korektna sa tacke gledista reSavanja jednacina Galerkino-
vim aproksimacijama.

No, #uduci da se svaka trenutna konfiquracija moze, pri
tzv. 1nkrementa1nom postupku, smatrati osnovnom za neku
sledeéu, to se moze jednostavno i u trenutnoj konfiquraci-
ji uzeti sistem konvektivnih koordinata na na&in na koji
je to u [52], odnosno u [56] uradjeno u osnovnoj konfigu-
rac131, pa se onda pltanje iwvodjenja pomenute hipoteze ne
bi vide postavljalo.
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1

tante napona uvodjene u referentnoj konfiguraciji , a uz ko-
riséenje upravnosti {-pravca na referentnu povrs ljuske).
Stoga ¢e na kraju dobijene jednaldine kretanja, i uopéte jed-
na¢ine polja, tanke ljuske sadrzati simetriéne rezultante
napona, ¥to ¢e biti istaknuto pri poredjenju tih jednatina
sa uobilajenim jednadinama polja u teoriji (tanke) ljuske (v.

odeljak 3.4.).

3.2. Jednatine polja trodimenzionog kontinuuma

S obzirom na to da predstojeda (u odeljku 3.3.) redukcija
trodimenzionih jedna&ina polja na dvodimenzione neée biti iz~
vr$ena na isti nat¢in za sve te jednac¢ine, smatrali smo da je
podesnije*da se ve¢ i samo navodjenje pojedinih jedna&ina po-
lja trodimenzione teorije izvr§i u posebnim pododetjcima (a

sliéno cemo postupiti i pri njihovom redukovanju).

3.2.1. Jednaéine kretanja u trodimenzionoj teoriji. U anali-
zi, posebno nelinearnoj, pomoéu konaénih elemenata , uobida-
jeno je da se kretanje tela posmatra u pravouglom Dekartovom

koordinatnom sistemu. U odsustvu spregova i naponskih sprego-

Ina¢e, u [52], odnosno u [56] invarijantan postupak je
sproveden u trenutnoj konfiguraciji, a detalji c¢e biti iz-
neti u odeljku 6.2. (u okviru jednog od priloga radu).

Sto se ti&e graniénih uslova (po silama), koji takodje
pripadaju jednacinama polja, o njima je bilo reé¢i ranije
(u odeljku 2.3.).

U njoj bi rezultati rada trebalo u krajnjoj liniji da se
primene.
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va, koriste se jednaéine kretanja trodimenzionog kontinuuma

u obliku (tzv. Kosijevi zakoni kretanja):

ij * i i
t + p(f =% ) =0
]
_ (i,j=1,2,3) (3.2.1)
ij 3
. t =t ,
ij
gde su t koordinate (Ko$ijevog) tenzora napona, p gus-

1
tina mase, f koordinate zapreminskih sila po jedinici ma-
i i
se, a ¥ koordinate ubrzanja u tacki y (i=1,2,3) u Dekar-

tovom sistemu prostornih koordinata.

Medjutim, radi podesnijeqg opisivanja fiziZkog tela, pogodno

je da se upotrebi skup opstijih, krivolinijskih konvektivnih
a
koordinata § (a=1,2,3) . Tenzorom napona u konvektivnim ko-
1 ij
ordinatama nazvacemo sistem velidina dobijen od t uobi-

¢ajenom koordinatnom transformacijom:

a b
ab e & 3 ij
_ t
i 3
3y 3y

' (3.2.2)

pri ¢emu smo namerno zadrzali isti "kernel". Same jednadine
2
kretanja u konvektivnim koordinatama bicde takodje oblika

U [35] se na str. 9 govori o pseudo-naponu, ali ga treba
razlikovati od pseudo-napona o kojima se govori na str.
553 u [6]. _

Navedimo da se na str. 9 u [35] istice da su jednaéine
kretanja oblika:

9 &
~ ‘ i
veoma pogodne za analizu konacnim elementima, gde su vy
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(3.2.1); naime, one ¢e da glase:

ab * a a
t ‘+ p( f -w ) = 0
,b
(a,b=1,2,3) (3.2.3)
ab ba
t = t ,

(v. npr. jednac¢ine (5.21) u [19]), pri ¢éemu sada zarez ozna-

cava kovarijantno diferenciranje po konvektivnim koordinata-
a

ma §

3
Buduci da je, za ljuskasto telo, koordinata C = & mnogo

manja (dok odredjuje polozaj tacaka takvog tela) nego 1li iz-
vesna karakteristic¢na duzina u referentnoj povrsi, moze biti
korisno da se clanovi u (3.2.3) koji sadrze tipicne kombina-

cije indeksa o« , B i 3 razdvoje:

ofl o3 * o o
t + t + o (£ -w )y = 0
B /3
(o,B=1,2) (3.2.4)
38 33 * 3 3
t + t + p(f -w ) = 0
/B /3

3.2.2. Tenzor déformacije. Umesto jednaé¢ina polja trodimenzi-
onog kontinuuma u kdjima je tenzor deformacije povezan sa
vektorom pomeranja (v. npr. izraz (7.12) u [51]), u daljem
radu demo polaziti od same relacijé (v. npr. izraz (7.11) u
(51] ili izraz (7.27) u [18]):

2 e = g - G , (3.2.5)
ab ab ab

Dekartove koordinate. Ipak, zbog dosledne invarijantnosti
u pristupu, ¢ini nam se da je bolje da se podje od jedna-
¢ina kretanja u krivolinijskim (konvektivnim) koordinata-
ma (3.2.3), pa da se u taj njihov oblik uvedu invarijan-

tne aproksimacije odgovarajuéeg polija.
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1
kojom se definiSe relativni prostorni tenzor deformacije
Razlog za to je okolnost da mere deformacije koje su uvedene
postupkom opisanim u pododeljku 2.2.3. treba uporediti sa uo-.
bi¢ajenim merama deformacije u teoriji ljusaka, a te mere se
u literaturi sredu prvenstveno u jednacinama polja oblika

sli¢nog onom u (3.2.5) (o tome ce biti reéi u pododeljku

3.4.2.).

3.2.3. Konstitutivne jednaéine. Iako cde redukcija trodimenzi-
onih konstitutivnih jednalina Galerkinovom procedurom do kra-
ja biti sprovedena za tanke ljuske od izotropnog elastiénog
materijala (prvenstveno zbog praktiénog znataja i mogucnosti
poredjenja sa postojeéim relacijama u literaturi), ipak éemo
u poletku pretpostaviti samo da je u pitanju elasti¢an mate-
rijal prvog reda, tj. Hukov (Hook;) materijal, &to znaéi da

mu je ponasanje opisano linearnim konstitutivnim jednadina-

Upotreba malih (latinskih) indeksa uz metricki tenzor ne-
deformisane konfiguracije omoguéena je zbog &injenice da
se ovde koriste konvektivne koordinate; naime, te koordi-
nate u trenutnoj i referentnoj konfiguraciji povezane su
relacijama oblika:

a a A s

tako da se potpuni izraz za koordinate relativnog tenzora
deformacije (v. (7.11) i (7.3) u [51}]):

A B
2 e = g - G z = ,
ab ab AB ;a ;b

zbog svodjenja gradijenata deformacije na Kronekerove sim-
bole, tada moZe zameniti izrazom (3.2.5).

Napomenimo da linearnost jednacina (3.2.6) ne znaci da je
i cela teorija linearna, jer tenzor deformacije moZe ne-
linearno zavisiti od gradijenata deformacije (o redu nji-
.hove velifine za sada ne uvodimo nikakve pretpostavke).
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ma oblika (up. sa (301.1) u [6]):
ab abcd

t - E e ’
cd

(3.2.6)

abcd .
u kojima su E tzv. koeficijenti elastiénostl prvog re-

da i, kao %to je poznato, karakteriZu materijalne simetrije

posmatranog materijala.

3.3. Redukcija trodimenzionih jedna&ina polja
na dvodimenzione

)

Pre nego $to pristupimo izvodjenju jednalina polja (tanke

ljuske iz jednaéina polja trodimenzionog kontinuuma, bice

dato nekoliko osnovnih napomena o samoj Galerkinovo] proce-

duri kojom ée ta redukcija biti izvrsena. Takodje treba ista-

ci da je vec u [54], odnosno u [57] (dodude uz svodjenje na

referentnu konfiguraciju) izvréena invarijantna redukcija

trodimenzionih konstitutivnih jednaina calerkinovim postup-
kom, ali ¢e, radi potpunosti u izvodjenju jedna¢ina polja

tanke ljuske, ta redukcija biti ovde ponovljena, s tim sto

cemo sada upotrebom "racionalnog" faktora (V- dalje) ceo pos-

tupak uliniti kradim i optijim (ostavljajudi za sami kraj
uvodjenje pretpostavke o zanemarivanju malih &lanova vigeg
reda, 5to je inaCe odlika Kosera teorije povrgi)r pa zatg i
smatramo da ga treba izneti.

] r. u
3.3.1. Galerkinov postupak. Galerkinov postuPak (v. np

v ie do avroksi—
[191, [21] i [34]) je jedan od nacina da se dodje _ _,p ;.

. L e ite, neko
macije tzv. slabog refenja neke jednaiine ilis UOP Ty s
granicnog problema oblika na primer:

DIf(x)] = 0 (x V) T (3.3.1)

~ o~ o~ ~

B{f(x)] = 0 ( x & 3V )

~ o~ o~ ~

4
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gde su D i B neki npr. diferencijalni operatori (linear-
ni ili nelinearni), a f(f) su tra%ene (dovoljno glatke)
skalarne, vektorske ili uopste tenzoréke funkcije definisane
u oblasti V , koja je npr. podskup trodimenziono§ euklid-
skog prostora, tj. V c E3 . Samo slabo resenje, za razliku
od jakog ili tafnog resenja, zadovoljava polazni problem sa-
mo integralno, a ne u svim takama oblasti V u kojoj se
reéenje trazi. Naime, klasa funkcija medju kojima bi se tra-
zilo jako resenje po pravilu je ograniéena; stoga se pribe-
gava njenom prosirivanju, a za resSenje (tzv. slabo resenje)
se uzimaju takve funkcije §(§> koje imaju osobinu da anu-
liraju skalarni proizvod:

< D[f(x)] , h(x) > = 0 (3.3.2)

~ o~ o~ ~ o~

K

za ma koju funkciju h(x) iz pros$irenog skupa funkcija; pri
tome skalarni- proizvod dveju funkcija iz tog skupa mo%e biti

definisan npr. izrazom:

< £(x) , g(x) > = Jf(f) - g(x) dv ' (3.3.3)
v
kada se (3.3.2) svodi na:
J 9[5(5)] . E(f) dv. = 0 ' (3.3.4)
v

pa se vidi zasto se, u sluc¢aju trazenja slabog reSenja, go-
vori o integralnom zadovoljavanju problema. Buduci da se us-
lovom (3.3.4) zahteva samo da je integral (unutrasnjeg) pro-
izvoda P[f(f)] . Q(f) jednak nuli, a ne i samo ng(f)] '
jasho je da je klasa svih slabih resenja posmatranog proble-

ma po pravilu mnogo Sira od klas: jakih resenja.



34

Medjutim, tréba odmah naglasiti da ni nalazenje slabog rese-
nja nije jednostavno. Stoga je slede¢i korak aproksimiranje
slabog re&enja; to i predstavlja sadr%aj razliéitih metoda
nalazenja pribliznih resenja (linearnih i nelinearnih) ope- -
ratorskih jednacina oblika (3.3.1). Sustina je u tome da se
umééko beskonaénodimenzionog prostora koji sadrzi slabo rese-
nje posmatra njegov konaé¢nodimenzioni potprostor i da se u
tom potprostoru tra%i aproksimacija slabog refenja; naime,
svaka funkcija tog potprostora moZe se prikazati preko line-
“arno nezavisnog (konacnog) skupa njegovih baznih funkcija:

N .

i

E(x) = ZP (x) a , R (3.3.5)

~ s

i
i=1

gde su P (5) te bazne funkcije, a a konstante, pa se

dalji postupak sastoji u biranju koefiéijenata a ‘gako da

(%$:3.5) aprok;imira slabo resenje polaznog proble;a (3.3.1),

tj. da je zadovoljena relacija:
< D[E(x)] , §(x) > =0 (3.3.6)

za M§ koju funkciju h(x) , ali sad iz konaénodimenzionog
potprostora slabih resenja. Uzimaju¢i u obzir (3.3.3), moZe-

mo (3.3.6) da prepisemo u obliku:

~ o~ o~ ~ o~

J D[f(x)] » h(x) dv = O (3.3.7)
v
i, zavisno od toga da li je D linearan ili nelinearan ope-
rator, dobija se linearan ili nelinearan sistem jednalina za
odredjivanje koeVicijenata a . Pri tome treba na neki na-

i
¢in izabrati tzv. teZinske funkcije h(x)
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3.3.1.1. O racionalnom izboru tezinskih funkcija. Ra-
zli¢itim izborom teZinskih funkcija dobijajﬁ se razlic¢ite me-
tode aproksimacije. Galerkinov postupak se zasniva na "racio-
nalnom™ (v. str 123 u [19]) izboru te%inskih funkcija, tj. u
saglasnosti sa oblikom upotrebljene (konaéﬂéelementne) aprok-
simacije (3.3.5) za slabo reéenjel:

N .
1
R(x) = ZP(?‘{) b ; (3.3.8)

i
i=1

o detaljima se moze videti u [19], [21] i [34].

3.3.1.2. O racionalnom izboru teZinskog faktora. Budu-
¢i da je Galerkinova procedura zapravo postupak dobijanja
pribliznih jedna¢ina (ovde ce to biti jednadine polja tanke
ljuske) i da se uz upotrebu razlicitih tezinskih funkcigaxdo—
bijaju i razlgéite jednatine, to insistiranje na racionalno-
sti izbora tezinskih funkcija ima za cilj i da dovede do $to
jednostavnijih pribliznih jednacina, a uz zadovoljavanje za-
datog reda taénbsti. No, u radu ¢e ta jednostavnost biti pos-
tignuta upotrebom i podesnog (tezinskog) faktora uz uobilaje-
ne tezinske funkcije u postupcima redukc;je jednacina polja
trodimenzionog kontinuuma; cinjenica da ce se na taj nacin
veoma pojednostavniti postupci dobijanja jednac¢ina kretanja
ili konstitutivnih jednacina tanke ljuske u punoj meri oprav-

dava re¢ racionalan u naslovu ovog pododelijka.

Razume se, valjanost samog slabog resenja, pa dakle i te-
zinskih funkcija, veoma zavisi od osobina upotreblijenih
baznih funkcija ([34], str. 15).
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3.3.2. Redukcija trodimenzionih jedna¢ina kretanja Galerkino-
vim postupkom. Slabo refenje jednaéina kretanja (3.2.3):
ab * a a
t + p(f -w ) = 0 (3.3.9)
/b
mogli bismo da potrazimo u obliku:
_ ab * a a '
t + p (£ -w ) p dv = 0 . (3.3.10)
rb a
\
1
pri ¢emu je sam vektor poloZaja p upotrebljen kao tezinska
funkcija, a dv Jje element zapremine u trenutnoj konfigura-

ciji. Dalje bi se mogla iskoristiti ¢injenica da je (v. npr.

(2.24) i (2.27) u [35]):

1 2
dv = Vv g d§ 4§ dg
1 2
= v g/ a df v a di dgE (3.3.11)

= Vv g,/ a di ds ,

Pri skalarnom prilazu u izvodjenju jednaéina kretanja tan-
ke ljuske u teoriji tri polja ([47]), kao teZinske funkci-
je korikcene su koordinate vektora brz1ne, ali u Dekarto-
vom sistemu. Medjutim, ¥injenica da nam se prelaz iz rela-
cije: _
. . 1 . 1 . -
p = r + —Chd + — T ha
£ ~ 2 ~ 2 <

(koja neposredno sledi iz (2.1.5)) na koordinatni oblik u
krivolinijskim konvektivnim koordinatama nije &inio ni la-
kim ni oliglednim (zbog nedoumica oko rotacije i njenog
izraZavanja u tim koordinatama, kao i zbog pitanja da 1li
je izvod po vremenu operatora paralelnog pomeranja jednak
nuli, sto bi zahtevalo da se pobliZe raspravi i pitanje
brzine u konvektivnim koordinatama, s obzirom na to da se
i one deformidu sa telom (v. u (5.25) u [19] uvodjenje u-
brzanja u takvim koordinatama)), navela nas je da pokuéa—
mo sa samim vektorom poloZaja kao "racionalnijom" tezin-
skom funkcijom; takav izbor, uz upotrebu odgovara]uceg
"racionalnog" faktora (v. dalje), omoguc1ce vrlo jedno-
stavno redukovanje trodimenzionih jednadina kretanija.
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a potom, ukoliko se pretpostavi da je u pitanju tanka ljuska,
i aproksimacija (v. (2.21) u [35]):
h hb
dv. = — (1 - T — ) dT ds . (3.3.12)
2 2 a
Medjutim, uvodjenjem "racionalnog" faktora v a/g uz tezin-
ske funkcije u (3.3.10), bide izbegnuta potreba za stalnim
procenjivanjem reda velidine pojedinih promenljivih (8to je
do sada ¢injeno u skalarnom pristupu Galerkinovoj proceduri),
a (buduéi da se nede uvoditi aproksimacija (3.3.12) koja je
vezana za tanke ljuske) dobijeni rezultati ce va%iti za teo-
riju ljusaka izvedenu iz trodimenzione teorije na osnovu ra-
nije uvedenih'aproksimacija polja napona, pomeranja i defor-
macije. Stoga éemo slabo redenje jednacdina kretanja traziti
u obliku:
ab - * a a
t + p(f ~-w )| p VYa/g dv = 0 ,
b a
v (3.3.13)
sto se, zbog (v. (2.2.3)):
p = v r + — L hwv d ’ (3.3.14)
a a b 2 a b

moze napisati na sledeci nacin:

{ .c ]
v
a ab * a a
J[r d} [t + p(f -w )| va/ gdv =20 ;
c c .C ,b '
v ¥ T hwv (3.3.15)
. i a |

medjutim, ako iskoristimo relaciju (3.3.11), u prethodnom se

izrazu moze razdvojiti integracija:
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a ab * a a
r d t + p (f - w )] dT ds = 0
c c

s ¥ Zh v (3.3.16)
-1 a

No, kako ta relacija treba da bude zadovoljena u ma kojoj
tatki srednje povrdi ljuske s , to za trazenje slabog rede-
nja preostaje uslov:

+1 T .c
v
a ab * a a

t + p(f -w)| dT =0 . (3.3.17)
.C , b

¥ Chv

! a

-1

Posmatrajmo prethodnu integraciju ¢élan po &lan, s tim %to cCe-
mo odmah razlikovati slucajeve kad je ¢ iz skupa (1,2} i
kad je ¢ -3 , jer ce nam to pomoéi da lakSe izdvojimo ne-
ke karakterisfiéne velic¢ine pri redukciji. Tako ako iskoris-

timo relaciju (v. izraz (2.1.12)):

c .£E -1 ¢
) = v (v) , (3.3.18)
b b .£
1 o
a potom i rezultat (6.1.17) iz priloga 6.1., moZemo da napi-
$emo:
1

Upotreba "racionalnog" faktora pri Galerkinovoj redukciji
upravo u ovom koraku dobija svoje puno opravdanje; naime,
da je u izrazu (3.3.19) i dalje bio prisutan clan v g / a
o¢ito bi primena rezultata (6.1.17) dovela, zbog kovari-
jantne nekonstantnosti tog &lana, do usloznjavanja daljih
izraza. Istina, valja priznati da smo se u prvi mah pona-
dali, videvS8i u (inale izuzetno korisnoj knjizi) [9] na
str. 169 tvrdnju o kovarijantnoj konstantnosti determinan-
te metrickog tenzora, da ce biti vrlo jednostavno ako se

u daljem radu zadrzi faktor Vv g / a ; medjutir uvidev-
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+1 +1
.y ab . ab .y .f -1c¢
J v t dg = J t Y v (v) dg
a b ,Ca b £ _
-1 -1
+1
N ab .y .$ -1 ¢
- ‘J t v v (v) dg +
’ ,C a b .9
-1 '
+1
ab .Y 3 -1c¢c
+ { t v v (v) dg
,C a b .3
-1
(3.3.19)
+1
ab .y ¢
- [ J t v v d¢ ] +
a b ' d
-1
+1
ab .y .3 -1 ¢
+ J [ t v v ] (v) dg H
a b : C .3
-1
ako ovde, s jedne strane, iskoristimo definiciju (2.2.9) za
af
rezultantu napona T , a, sa druge strane, okolnost da je
-11 -1 2 o -1 3
(v) = (V) = 0 i da je (v) = 1 (v. izraze (2.1.14)),
3 3 .3

onda se mo%e pisati da je:
Vs

§i da se radi o omaski (Sto je zapravo jasno iz dobro poz-
natog rezultata o vrednosti parcijalnog izvoda determinan-~
te metrickog tenzora (v. npr. izraz (8.6) u [17])), pribe-
gli smo uvodjenju "racionalnog" faktora vV a / g u Galer-
kinovu proceduru. No, treba naglasiti da to omogucava da
se odmah uvrste i u (2.2.9) uvedene rezultante napona,
koje se od uobicajenih u teoriji ljusaka razlikuju prisus-
tvom jo$ "jednog" operatora v i odsustvom faktora g/ a
(o uspostavljanju veze izmedju takvog uvodjenja rezultan-
ti napona na osnovu trodimenzione teorije i tzv. direk-
tnog pristupa u teoriji tanke ljuske bice red¢i u prilogu
6.2.). ~
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+1
Y¢ ab .y .3
ee.. =T + J‘[ t v v J dg ;- (3.3.20)
o ,¢ a b , 3
-1

medjutim, izraz u zagradi jeste dvostruko tenzorsko polje, a-
1li koje nema—slobodnih indeksa vezanih za tadku g # 0 (je-
dini slobodni indeksi y i 3 odnose se na tadku C = 0 ),
pa se parcijalno kovarijantno diferenciranje po treéoj kon-
vektivnoj koordinati, tj. po € (u nekoj tacki T # 0 ) mo-
ze zameniti "obiénim" parcijalnim diferenciranjem (opet, ra-
zume se, u tacki ¢ # 0 1ili, preciznije, za neku od vredno-

sti integracione promenljive):

+1 | (3.3.21)
Yo ] ab .y .3
ee. = T + —_— t v v dg
o I¢ d z. a b
-1
No, to je dalje jednako: (3.3.22)
¥é ab .y .3 ab .y .3
= T + t v v - t v v ’
0 I¢ a b a b

C=+1 C=-1

a ako se iskoristi (2.3.12), najzad bi se dobilo:

+1
.y ab Y$ #
J v t dt = T + ¢
a /b o ,¢
-1 :
2 8 .y 2] Y A
+ [ p Vv + p Vv +
h IC{ +. O - 8 J
(=+1 {(=-1
(3.3.23)
1 v8 -1 w -1l w 3
+ —— h T { (v) + (V) +
2h ;0w o ) .8 )
(=+1 {(=-1
3 vé -1 w -1 w
+ —h T [ (v) - (V) ] ;
2h ;0 1 8 .8
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ako je ljuska uniformne debljine i nema opterecenja na nje-

nim licima, sa desne strane bi preostao samo prvi sabirak.

Transformifimo sad slededi izraz na na&in koji je vec upotre-

bljen u (3.3.19) - (3.3.22):

+1

.3 ab
v t dg
a b

-1

(3.3.24)

+1

ab .3 .f
= t v Y
,C a b

-1

ab .3 .4
= t v v
,C a b
-1
+1

ab .3 .3
+ t v v
,C a b

-1 ¢ .
(v) dg
.£
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pa ako se sad iskoristi (2.3.13), dobilo bi se:

+1
.3 ab 3¢
j v t dg = T +
a rb o I¢
-1 (3.3.25)
2 3 3 4 ] e
+ (p +p ) + (p -p ) +
h |c| + - h |c] h ;e + -
1 ¢y -1 0 -1l w -1 0 -1l w
+ h h T { (v) (v) - (V) (v) J +
2hh ;8 ;w o .$ .Y . ¢ ¥
{=+1 C=+1 {=-1 (=-1
3 oy -1 8 -1l w -1 8 -1 w
+ h h T { (v) (v) . + (V) (v) ] '
2hh ;8 ;0 1 . ¢ Y : . ¢ .Y
C=+1 C=+1 C=-1 C(=-1

o . . - . :
5to bi se, ako"'je ljuska uniformne debljine i nema opterece-
- nja na njenim licima, svelo samo na prvi ¢élan sa desne stra-

ne znaka jednakosti.

Posmatrajmo sad sledeci izraz:

+1 +1
.y ab ab .Y
J v t { df = J [ Tt ] v g -
a b ;b a
-1 - -1
{3.3.26)
+1
.y ab
- J v t T dq
a ,b
-1

Na prvi sabirak sa desne strane prethodnoé izraza moze se u
celosti primeniti postupak upotrebljen u (3.3.19) - (3.3.23),

s tim Sto bi se iskoristila definicija (2.2.9) za rezultantu
af . .
napona T . Sto se tice drugog sabirka u (3.3.26), on se,
1 3
zbog ( = § , svodi na:
,b b
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+1 +1
.y ab .y a3
f v t g df = J v t dg . (3.3.27)
) a b a
-1 -1

Medjutim, ako sad reprezentaciju (2.2.7) prepisemo za slucaj

kad je ¢ =1,2 i d =3 , bice:

(3.3.28)
ab .y .3 1 43 3 3 5 2 v3
t v v = — T + — LT + — (3 C-1)T ’

a b 2 o) 2 1 4 2
ili
a3 .y .3 awn .y .3
t v v + t v v = (3.3.29)
a 3 a w
1 v3 3 ¥3 5 2 ¥3
- —T 4+ —ZT 4+ —(3C-1)T ,
2 o] 2 1 4 2
) a2 .3
odnosno (znajuci da je v =v =0 i v =1 , Sto
3 3 3 =
sledi iz (2.1.13), tj. iz (2.1.10)):
a3 .v o .y -3
t v + t v v = (3.3.30)
< [« 4 (]
1 v3 3 ¥3 5 2 v3
- e—— T + — LT + — (3 7 -1)T .
2 o 2 1 4 2

Integral)enjem poslednje relacije dobijamo sledeci izraz za

integral na desnoj strani u (3.3.27):

+1 +1
.y a3 .Y o3
J v t d¢ = J N t dg
a o i .
-1 -1 : (3.3.31)
+1
v3 W Y 3
= T - J t v v ag ;
0 o w
-1

na taj nacin smo integral (3.3.27) izrazili preko rezultante
¥3

T i jod jednog integrala koji se, medjutim, u slucdaju
o
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ljuske uniformne debljine, svodi na nulu (budué¢i da je tada

v =0 ; v. (2.1.13)). Taj drugi integral, koji cemo obele-

+1
Y3 aw .y .3
T - J t v v daq , (3.3.32)
[0} ¢ ® o W
-1

geometrijski bi se mogao protumaliti kao rezultanta koja od-
11 12 21 22
govara nesimetri¢nom polju {t ,t , 0;t ,t , 0;
31 32 33
t ,t ,t } ; no, na tome se sad neéemo posebno zadrZa-
vati; jedino bismo istakli da bi postupak u (3.3.31) trebalo
da nam olak$a kasnije uporedjivanje dobijenih jednaéina sa u
literaturi uobicajenim jednacinama kretanja tanke ljuske uni-

formne debljine.

Na osnovu prethodno recenog, moguée je da se (3.3.26) napise

u sledecem obliku:

+1
J .y ab ¢
v t { d¢ = T +
a ,b 1,4
-1
ab Y 3 ab .« 3
+ (  t v v ] - { g t v v ] -
a”"hb a b
- {=+1 (=-1
v3 v3
- T + T
o o . (3.3.33)
Y Y3 _3
= b o il -+ T +
1,¢ o] o

Up. sa postupkom u (4.100) u [23] kada je, prilikom izvo-
djenja jednadina ravnoteZe tanke ljuske, izraz koji ne
predstavlja neku od rezultanti napona (a sadrzi koordina-
te, preciznije izvode koordinata tenzora napona) takodje
jednostavno zamenjen novom oznakom koja se kasnije pojav-
l1juje u jednacinama ravnoteZe.



45

2 2] Y e .v
+ [ P Vv - p Vv +
h |c] + 8 - 8
{=+1 {=-1
(3.3.33)
1 Y& ( -1l w -1 w )
+ —h T (v) - (V) +
2. h HE VI e \ .8 ) J
{=+1 (m—1
3 . Y& (-1 w -l w A
+ =—h T (v) + (v) ;
2h ;w 1 |\ .8 .8 )
{=+1 {=-1

ako je ljuska uniformne debljine i nema opterecenja na nje-
nim licima, sa desne strane poslednjeg znaka jednakosti bi

preostala samo prva dva sabirka.

Postupajuéi sliéno kao od (3.3.26) - (3.3.33), dobili bismo:

+1 +1 ;
.3 ab ab .3 ?
J v t { d¢ = J [ Tt ] v ar - §
a /b b a :
-1 -1 {
+1 f
.3 ab i
- J v ot ¢ dg :
a b §
-1 ?
!
3¢ !
= T + |
1,4 o
ab .3 3 ab .3 3
+ { C t v Y ] - [ gt v v ] -
a b . a b
{=+1 {=-1
33 33
- T + T
o) o) (3.3.34)
3¢ 33 33
= T - T + T + §
1,¢ o o ;
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2 3 4 e
+ (p -p ) h (p +p ) +
h |c| - h |[c] h ;o
1 oy -1 8 -1l w -1 0 -1l w k
+ h T (v) (v) +  (v) (v) +
2hh ;8 ;0w o .9 ] . .Y J
{=+1 {=+1 (=-1 {=-1
3 oy [ -1 8 -1 w -1 8 -1 w ]
+ h T (v) {(v) - (V) (v) '
2hh ;8 ;0 1 .$ Y . Y i
C=+1 {=+1 {=-1 {m=-1
gde je (up. sa (3.3.32)) stavljeno:
+1
33 aw .3 .3
T = t v v dl ' (3.3.35)
o] a w
-1

§to bi se geometrijski moglo protumaZiti kao rezultanta koja
11 12 21 22
odgovara nesimetrinom polju {t , t , 0 ; ¢t , t , 0 ;
31 32
t , vt ,

0} . U svakom sluZaju, moze se reéi da ce se

(3.3.34), za ljusku uniformne debljine i u odsutnosti optere-

Cenja na njenim licima, svesti samo na prva dva sabirka.

Najzad, preostalo je da u (3.3.17) analiziramo i sledeca dva
integrala: :
+1
* a a .C
p (( £ -w ) v

-1

dg (3.3.36)

(3.3.37)
-1
Postupicemo na nacin slican uobicajenim postupcima u teoriji

44-45 u [10]), odnosno str. 513 u [18]

1
157-159 u [20}) i definisati sledece velidine:

ljusaka (v. npr. str.
ili str.

Saglasno Eriksenovom konceptu o integraljenju vektorskih
polja u krivolinijskim koordinatama (v. [7], str. 808).
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+1
c * a a .C
F - J p (£ —-w ) v dg (3.3.38)
a
-1
i:
+1
o] * a a .C
L - J p ( £ —-w ) v { dt ; (3.3.39)
a
-1

prvi integral u (3.3.38), odnosno prvi integral u (3.3.39)
moZe se interpretirati kao rezultujuéa zapreminska sila, od-
nosno rezultujuéi zapreminski spreg koji dejstvuje na refe-
rentnu povrs ijuske; 5to se tice drugog integrala u (3.3.38),
odnosno u (3.3.39), on bi mogao biti odredjen posle specifi-
kacije gustine i pomeranja (up. sa onim sto je reéeno na str.
44-45 u [10]), a 5to se tice geomet%ijskog tumaéenja tu se

ni u kom sluéaju ne moZe govoriti o ubrzanju neke tadke refe-
rentne povr$i ljuske, veé samo o usrfednjenoj vrednosti ubrza-
nja svih taaka na normali kroz uolenu talku referentne po-

vrsi (v. str. 564 u [6]).

Sada smo u mogucnosti da iz uslova (3.3.17) (uzimajuéi u ob-
zir (3.3.23), (3.3.25), (3.3.33), (3.3.34), (3.3.38) i
(3.3.39)), kao slabo redenje, taénije kao aproksimaciju sla-
bog re$enja jednadina kretanja trodimenzionog kontinuuma, iz-

vedemo jednatine kretanja tanke ljuske neuniformne debljine:

Yo Y 2 [ e .y 8 .y ]
T + F + p Vv + p Vv +
o ,¢ h |c] + - 8
{=+1 =-1
1 Y8 (-1 w -1 w | )
+ ——h T ( (v) + (V) +
2h ;o o .8 .8 )
{=+1 {=-1
3 T -1l w -1 w )
+ — h T [ (v) - (V) = 0
2h ;0 1 8 .8




3¢ 3 2 3 3
+ F + (p +p ) +
o ,¢ le| + -
e 8
h ( -p ) +
h |c| h ;9o + -
1 $y -1 8 -1 w
h h T (v) (v) -
2hh 388 ;0 o . P Y
T {=+1 C=+1
3 Py -1 8 -1l w
h h T - V) (v) +
2hh ;8 ;0 1 .9 .y
{=+1 {=+1
Yé Y3 _Y3 Y
B + T + L+
1,4 o o
2 e .
+ P Vv
h |cf + 8
{3.3.40)
1 v8 -1
+ ——h T (v)
2h ;w o
3 v8 -1
+ ——h T (v)
2h ;0 1
34 733 33 3 2
- T + T + L +
1 ,¢ o) o h lcl
4 2] 3]
h {(p +p ) +
h |e| h ;e + -
1 by -1 0 -1l w
h h 7T (v) ] (V) +
2hh ;06 ;0 o .0 LY
C=+1 C=+1
3 oy -1 6 -1 w
h h T (v) (v) | -
2hh ;8 ;0w 1 | .9 oY
{=+1 {=+1

-1 9
(v)

-1 8
(v)

(v)
C=-1

(v)

C=-1

(v)

-1 w

-1 w

v J
{m-1

{=-1

C=-1

48
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3.3.3. O redukciji trodimenzionog tenzora deformacije. Ako
bismo 2eleli da dodjemo do eksplicitnih izraza za koeficijen-

o 1 o
te e , € i e (za koje je u pododeljku 2.2.3. re-

v ¢y $3
teno da ce imati ulogu mera deformacije u ovde usvojenom pri-
stupu pri izvodjenju jednalina polja tanke ljuskegy trebalo
bi poéi od izraza (2.2.11) za te koeficijente i u\njih zame-

niti izraze za operatbre paralelnog pomeranja.

Medjutim, kako ée nam eksplicitni izrazi za uvedene kinemati-
tke mere biti potrebni tek u pododeljku 3.4.2. pri poredje-
nju tih mera sa uobifajenim merama deformacije u teoriji tan-
ke ljuske, sad se na tome nedemo zadrzavati, ali demo istaédi
sledece: Galerkinovim bi se postupkom mogla izvrSiti redukci-
ja i jednadina (3.2.5):

2 e = g - G ' (3.3.41)

~ab ab ab

odnosno:

e - % (g - G ) = 0 ’ (3.3.42)

Cije bismo slabo reSenje mogli da potrazimo u obliku:

ab

J t [ e -9 -G vV a/g dv = 07, (3.3.43)
ab ab ab .

v

uzimajuci sad koordinate tenzora napona kép teZinske funkci-
jel, ali koristeéi i ovde "racionalni" faktor v a / g
Dalje bi se u (3.3.43) zamenile aproksimacije za tenzore na-
pona (2.2.7) i deformacije (2.2.10) itd.; ipak, potreba za
takvom redukcijom trodimenzionih mera deformacije prevazidje-

Tako je u¢injeno i u_ [44], s tim sto je tada umesto jed-
nacina (3.3.42) koriscena veza deformacija i pomeranja.
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na je neposrednim integraljenjem relacija (2.2.10) i dobija-

njem izraza (2.2.11).

3.3.4. Redukcija trodimenzjionih konstitutivnih jednaé¢ina Ga-
lerkinovim postupkom. Polazimo od Galerkinove aproksimacije
veze (3.2.6) napona i deformacije za trodimenziono linearno
elastiéno telo:
ab abcd

e ( t - E e ) v a/ g dv = 0 ; (3.3.44)

ab cd
v
pri tome smo (za razliku od onog u [54], odnosno {57}, a sli-
cno onom u pododeljku 3.3.2) uz teZinske funkcije e uve-

ab
1i i "racionalni" faktor V a/g .

Medjutim, poslednji izraz moZemo da prepifemo i ovako:

-l1a -1b .¢ .d ef
e (v) (v) [ v v t -
ab :c .d e f
v (3.3.45)
.c .d efgh .p .gq-1u -1v
- v v E v v (v) (v) e ]va,/g dv = 0
e f g h .p .q uv
i to treba da nam omogudéi upotrebu ranije uvedenih reprezen-
tacija (2.2.7) i (2.2.10) za tenzore napona i deformacije.
Pri tome izraz:
cdpg .c .d efgh .p ..q
E = Vv v E v v (3.3.46)
r e £ g h
predstavlja konstitutivne koeficijente trodimenzionog konti-
nuuma (u odnosu na trendtnﬁ”konfiguraciju) paralelno'pome—
rene duz {-pravca uvodgovarajuéu tadku referentne povrsi
ljuske i, radi jednostavnijeg daljeg pisanja, obeleZili smo
cdrs
ga sa E . S obzirom na to da stepeni aproksimacije ni-

r
su isti za sve koordinate u reprezentacijama (2.2.7) i
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(2.2.10), bide zgodno da relaciju (3.3.45), koja de kasnije
dati konstitutivne jednadine tanke ljuske kao slabo resenje
(taénije, kao aproksimaciju slabog refenja) konstitutivnih
jednaé¢ina trodimenzionog tela po {-koordinati, prepisemo na
slededi nacin (koristec¢i simetriju tenzora napona i deforma-

cije i odgovarajuéu simetriju koeficijenata elasticnosti):

-l1a -10b -1 a -1b -l a -15hLO
J [e (v) (v) 2 e (v) (v) e (v) (v) 1 x
ab .9 Y ab .¢ .3 ab .3 .3
v ,
[ T ) ]
.¢ .y ef $yOw ¢y83  $y33(|{-1 u -1 v
v v t | E E E (v) (v) e
e f - r r r .9 ) uv
.¢ .3 ef $30w 4303 $333j{{~1 u -1 v
x v v t - |E E E (v) (v) e X
e £ - r r r .8 .3 uv
.3 .3 ef 336w 333 3333([-1 u -1 v
v v t E E E (v) (v) e
e £ r r r .3 .3 uv
] _ L ! )
(3.3.47)

xvV a/g dv = 0 .

Ono sto bi»dalje trebalo da se uradi, jeste da se u (3.3.47)
zamene aproksimacije (2.2.10) za mere deformacije, aproksima-

cije (2.3.12) i (2.3.13) za mere napona, kao i reprezentaci-
ow

ja prvog stepena za t koja se dobija iz (2.2.7) odbaciva-
1

njem kvadratnih ¢lanova , i najzad izraz (3.3.11) za zapre-

ved smo naveli da je u [54], odnosno u [57] pokazano da
da je, u cilju zadovoljavanja graniénih uslova na licima
tanke ljuske, dovoljno aproksimirati samo "poprecne" kom-
ponente napona LeZandrovim polinomima drugog reda s obzi-
rom na koordinatu U , dok se za komponente u povrsima-

{ = const mogu uzeti i polinomi prvog reda.
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minski element trodimenzionog tela. Za sada cemo to, medju-

tim, udiniti samo delimiéno, naime:

0 1 o] 1 2 o] 1
{ [ e e 2 e 2 e 2 e e e ] x

oy ) oy $3 $3 $3 33 33
s hn |
1
—_— 0 0
2
3
—_— 0 0
2
1
0 —_ 0
+1 2
3
X 0 — 0 X
2
-1 5 2
0 — (30 - 1) 0
4 .
1
0 0 T
2
v 3
0 0 —
2
[ || 1
.o .y ef $¢vBw ¢$y63 $yY33l{-1 u -1 v
v v t E E E (v) {(v) e
e f r r r .9 A uv
.¢ .3 ef $360w 363 ¢$333i{|(-1 u -1 v
x v v t - |E E E (v) (v) e x
e f r r r .0 .3 uv
.3 .3 ef 336w 3363 3333||-1u -1 v
v v t E E E {(v) (v) e
e £ r r r .3 .3 uv
h -l b J. wl
x df } ds = 0 , . (3.3.48)

pa Cemo zahtevati da poslednja relacija vazi u ma kakvoj

taéki povrsi s , tako rla, vodeéi racuna da koeficijenti
0 1
e , € , ... mogu da budu proizvoljni, dobijamo:

by ¢y
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§ (37 -s1h \J.

-1 u
{v)

-1 u
x 2 (v)

-1 u
(v)

-1 v
(v)

-1 v
(v}

-1 v
(v)

uv

uv

qu

5

2 ¢$36w

{3 - 1) E

x df

Dalje cemo u taj izrar uneti aproksimacije (2.3.12)
kao i aproksimacije (2.2.10)
Dobija =se:

i

za deformacije.

r

330w

338w

5

2
(3¢ -

(2.3.13) za napone,

4383
1) E
r

33e3

33813

2 . $333
5 (30~ 1) E

(3.3.49)
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-1

3 L

1
e h x
4 h uw
-1 w
X [{1+L)(3L-1)(v)

-1 w
+ (1-0)(3L+1)(v).

3

r

h x

4 H™

-8

-1 w
X [(1+8)(3L-1) (V)

-V

-1 w
+ (1—{)(3(}1)(v).

2
5(3L -1)
——————h

8 h HC
-1 w
X [(1+40)(3L-1}(v)

¥

-1 w
4 (1-0)(3L+1) (V).

1
——— h h

2 hh ;8 ;w

-1 8 -1
X [(L1+L) (V) (v)

-

{m+1

-1 8 -1
+ {1-L)(v) (v)

¢ .
{=-1
3 L
h h

2 hh HL W

-1 86 -1
x {[{1+40) (V) (v}
{=+1

-1 8 -1
+ (1-L)(v) (v)
{=-1

+
A4
{=+1
)

=-1

v

+
{=+1
}
Lm-1

v

x

+

{=+1

[T
w
]
¥
{=-1

X

w
+

v
{=+1
w

|
[=-1

X

x

x

x

x

3
— h X
4 h w

-1 w
[+ (30-1)(v) -
¥
Cmel
-1 w
(1-8)(3L+3) (V). I
v
{=-1

o
Eal

|

h X
jw

-
¥

-1 w
[(1+48){3L-1) (V) -
- ¥

(m+l
1w
(1=-0)(3L+1) (V). ]
Vv

2 . {m~1
15(30 ~1)

h x
8 h iw
T -1 w
{(1+0)(3L~1) (V)
¥

{=+1

~-1'w
(1-0)(38+1) (V).
v

1

| Y

h h X
2 hh 8 ;w

-1 8 -1 w
{(g+()(v) {v) -
AR "

v
[w+l {=+1
-1 8 -1 w
- (1-T) (V) (v) ]
.Y .Y
{m—1 {=-1
$

h h X
2 hh 18w
-1 8 -1 w
[(1+Z) (V) {(v) -
] .Y
{m+l {=+1
-1 w
(v) )]
] .V

-1 6
- (1=L)(v)

o

X (1-C }

x

x

s L
2

(1-C

2

4

(1-¢

x

2

15¢(3C0 -1)

)

X

0 0 0 0
0 0 ] 0
1+ 1-¢
x X
h.|e] . h el (i ]
X (3L~-1)v x (3L+1)v.
2] 2]
Latl La=-1 ]
¢y
T
°
3.0 (1+0) 30 (1-2)
124
h e} h jel 0 0 T
N . 1
X (3L-1)v X {3L+1)v
8 )
L=+l L=-1 43
T
o
2 2
5{30 -1)(1+0) 5030 -1)(1-0) [}
x X P
2 h el 2 h e 0 0 +
X - ¢
X (3L~1)wv x (3L+1)v
] ] -]
[=+1 {m-1 P
3
P
401+ 0) 4(1-0) 2(1+L) 2(1-0) +
-—————— h h = - .
h |le|] h ;e hjel h ;e h*|e] h |e]
3
P
12L(1+Q) 122(1-0) 6L(1+L) 6L{1-0)
—_  h h -
h |e| n ;8 h fe|l n ;8 h jc h |e|
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YyOw $y03 ¢33 °
2 E 2 E 2 E °
r r r w
tyOw 483 $¢33 1
6§ L E 6 L E 6 L E o
r r r Sw
1
438w 4383 4333 1 3 °
2 E 2 E 2 E — 0 0 4} 0. 2e
r r r 2 2 83
438w 4383 4333 3 5 2 1
6§ L E 6 L E 6 L E 0 [+} — [ — (30 -1) o 0 2e
r x r 2 4 83
2 4300 2 4303 2 $333 3 2
5(30 ~-1)E 5(3f ~-1)E 5(3{ -1)E 0 0 0 0 0 — L] ]2e
4 r r . 2 J 83
338w 33e3 3333 o
2 E 2 E 2 E °
r r | 4 33
338w 3303 33133 1
6 L E 6 L E 6 U E .
r r r i3
(3.3.50)
x df = 0 .
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Posle unclenja tih aproksimativnih izraza, trebalo bi, vriedi analiticku integraciju u pravecu Z-ose, na
124 v $3
kraju da dodjemo do sistema linearnih algebarskih jednas&ina xa odredjivanje T , T i T + Medju-
abed -] 1 ]
tim, u op¥tem slufaju su koeficijenti E funkcije od Ul-koordinate. Stoga bi bilo te&ko nesto dalje
¢ ‘

Uraditi bez konkretirovanja njihoveg oblika, pa u ovom trenutku napustamo opstost u izlaganju i uvodimo
Pretpostavku da se radi o lgotropnom elastiZnom materijalu; rarlog za takav izbor materijala je relativ-
na jednostavnost da se cela procedura do kraja sprovede, kao i noquéno:t poredjenja tako dobijenih kon-

stitutivnih jednadina sa onima u literaturi.
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U slué¢aju hdmogenog i izotropnog elastiénog materijala u po-
laznim trodimenzionim jedna¢inama koeficijenti elastiénosti
Eade su jednaki (up. sa izrazom (3.5.3) u [22]; takodje v.
i izraz (19.3) u [7], koji se u linearnoj teoriji navodi za

inicijalno homogen i izotropan materijal):

abcd ab cd ac bd ad bc _
E = Ag g +wuwlg g +9g9g g ) , (3.3.51)

gde su X i w Lameove (Lamé) konstante elastiénosti:
E v E

A = u = — : (3.3.52)
(1+v){(1-2v) 2(1+v)

u njima je E Jungov (Young) modul elasti’nosti, a v Poa-
sonov (Poissoﬁ)Ybroj. Medjutim, kao &to je u opstem slucaju

paralelno preneti osnovni (metri¢ki) tenzor iz jedne u drugu
tac¢ku euklidskog prostora jednak osnovnom tenzoru u toj dru-
goj tatki (v. str. 98 u [17]), tako je i pri paralelnom pome-

ranju duZ normale na srednju povrs:

ab .a .b cd
a - v v g ' (3.3.53)
c d
: abcd
pa se odmah vidi da se za koeficijente E iz (3.3.46),

r
u sluéaju izotropnog elastiénog materijala, dobija:

abcd abcd ab cd ac bd ad bc
o = E = X\ a a + u (a a + a a )} ; (3.3.54)
r

o¢igledno je da oni ovde ne zavise od {-koordinate, Sto ce
: 1
svakako pojednostavniti integraciju u (3.3.50). Pri tome

Na str. 67 u [54], odnosno [57] istic¢e se da je zapravo
insistiranje na invarijantnosti upotrebljenih i egzaktnih
i aproksimativnih izraza omoguéilo da u Galerkinovoj pro-
ceduri izbegnemo neke od koraka aproksimacije; naime, u
[48] smo morali da koristimo priblizZzne izraze za koordina-
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abcd
smo koeficijente elasti¢nosti obelezili sa C i tu ¢emo

oznaku dalje upotrebljavati kako bismo naglaéili da je ret o
odredjenoj klasi materijala. Dalje pojednostavljivanje rada
mo%e se posti¢i ako se uzme u obzir da je (za razliku od

¢3 $3 3 ¢
g ) & =0 (zbog a | a ; up. sa (2.12c) u [36]),

N ~ ~ abcd

tako da se za matricu elasti&nih koeficijenata C moze
napisati:

i | 7 r o ,

$¥Ow  $¥63  $y33 $yOw $w33

c o C c 0 C
$36w  $363  $333 $303

c c c = |0 c 0 (3.3.55)
33w 3383 3333 336w ©3333) ‘ ’

gde su &lanovi razliditi od nule jednaki:

£

VoW ' v  Bw $0 Y PV

C = )\ a a + u (a a + a a )
$y33 2 ¢y

C = X (2 /h) a
$303 2 ¢8

C = 4 {(2/h) a (3.3.56)
336w 2 ew

C = AX{2/h) a

P4

3333 4

C = (A+2up) (2 /h)

Sada ¢emo izraz (3.3.50) napisati sa koeficijentima elasti-
abcd
¢nosti C , vode¢i ratuna da su neki od njih jednaki

nuli:

te metritkog tenzora, a ovde smo, zahvaljujuéi operatori-
ma v , tenzor g "zamenili" sa a
- ab ab
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Posle analitizke integracije u (3.3.57), ur korikéenje rezultata navedenih u Tabeli 1., kae { ¢injenice

abcd

da koeficijenti ¢
LA

za odredjivanje T P ¢
°

$yOw - $yOw
[of 3¢ ¢ 0
syBw 2. ¢yBw
3¢ ¢ 8 { ¢ 0
4363
0 0 C
4383
- 0 0 3 L c
5 2 ¢383
0 [+] — (3L -1)C
2
338w 330w
c 3 0 ¢C 0
336w 2 338w
3Cc¢C 9 L ¢ 0
x df = 0

ne ravise od

$3

+y
T

1 °

¢383
3L ¢

2 ¢383

15 2

— Q{3 -1)C
2

I-koordinate, dolazimo do.sistema linearnih algebarskih jednacina

.
H

$v33
0 [
$v33
0 3¢
5 2 ¢383
— (32 -1)c 0
2
15 2 ¢383
— (3L =-1)C [}
2
$303 25 2 2 ¢303
—(37 -1) ¢ 0
4
3333
0 [
3333
0 3¢
(3.3.57)

3L c

933

2 $yi3}
97 ¢

3333
3t c

2 3333
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+1

J df = 2

-1

+1
2
J (3 - 1) dZ = 0
-1

+1

2
J (3¢ - 1) 4dC = 0
-1

+1

+

+1

J(l + 0)(3¢ - 1) dg = 0

-1
1
4
Jl(l + ¢)(3 - 1) d¢ = —;—
1
2 8
(1 + Q)(3L -1) d¢ = —
15

|

-1

60

+1
2 2
J g df = —

-1

+1
2 2 8
J (3¢ - 1) 4f = —
5
-1

+1

2 2 8
J C (30 -1) d0 = ——
-1

+1
J(l - (3 + 1) df = 0
~1

+1

4
Jl(l - (3¢ + 1) dZ = —;—
-1

+1

2 8
JC (1 - Q)(3 + 1) 40 = - —
: 15
-1

Tabela 1.
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3333 1
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Do sada sprovedeni postupak redukcije nije se mnogo razliko-
vao od onog u [54], odnosno u [57], ali se, zahvaljujuéi u-
potrebi "racionalnog" faktora v a/g u (3.3.44), dobio
sistem linearnih jedna¢ina (3.3.58) koji je znatno jednostav-
niji od sistema (3.3.16) u [54], odnosno u [57], tako da ga
mozemo u celosti resiti, ne procenjujudi preihodno pojedine
njegove ¢tlanove kako bi se odbacile male veli¢ine viSeg reda..
Tako izvedene konstitutivne jedna¢ine ée odgovarati teoriji
ljusaka okarakterisanoj polaznim pretpostavkama o mogucnosti
aproksimiranja trodimenzionih polja napona, deformacije i po-
meranja Lezandrovim polinomima, ali bi trebalo da se svedu

na konstitutivné jednacine tanke ljuske u Kosera teoriji (v.
u [541], odnosno‘u 157}) ukoliko bi se izvr$ilo zanemarivanje
malih veli¢ina viSeg reda, $to opet moZe, pod odredjenim
pretpostavkama, da se svede na kohstitutivne jednac¢ine u kla-

si¢noj teoriji ljusaka.
Iz prve tri jednacine sistema (3.3.58) neposredno se dobija:

oy 40¢yel o $v33 o

T = C e + C e
o ok 33~
oy dpol 1 $p33 1
T = C e + C e (3.3.59)
1 af 33
$3 $363 o
T = 2 C e
0 ) o3

Ako prva dva izraza zamenimo u poslednje dve jednat¢ine siste-

ma (3.3.58), dobi¢e se sledeci sistem iz kog bi trebalo da
le] 1

se odrede koeficijenti e i e @
33 33
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-1 8
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-4 . 33
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-4 ¥ 33
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Ako prethodni sistem, radi kratkoée, prepisemo na sledeci na-

cin:

o 1
[c-(a+b) e - 3 (a-b)e = A
33 33
(3.3.61)
0 1
- (a-b) e + [ 3¢ - 3 (a+b)]e = B ,
. 33 33

onda se za njegovo reSenje moze odmah pisati:

o 1 A - 3 (a-b)
e = —
33 d B 3 c¢c - 3 (a+b)
(3.3.62)
1 1 c - (a+Db) A
e = —
33 d - (a->b) B ’

gde je sa d  oznatena determinanta sistema (3.3.61):
2
d = 3 [ c - 2c(a+b) + 4ab] , (3.3.63)

K-

dok se znadenje uvedenih oznaka A, B, a, b i .c ne-

posrédno dobija uporedjivanjem sistema (3.3.60) i (3.3.61).

1
Zamenom izraza (3.3.62) u relacije (3.3.59) biée izraZeni
oy v $3 :
koeficijenti T , T i T ' preko graniénih uslova
o] 1 o] o] 1 o]
na licima ljuske i koeficijenata e , e i e’ , pa
by 3 $3

te relacije, s obzirom na interpretaciju ovih koeficijenata,

predstavljaju traZene konstitutivne jednac¢ine tanke ljuske:

Primetimo da sad, za razliku od onog u [54], odnosno u
[57], zahvaljujuci jednostavnijem obliku sistema (3.3.58)
nismo koristili njegovu Cetvrtu i petu jednac¢inu za elimi-

nisanje:
e , e
$3 $3
jer nije bilo,giplnbnesa tim, dok su za eliminisanje koe-
ficijenata: B o 1
e , €
33 33

iskoridcene poslednje dve 4ednacine.
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pri &emu je:

2 (3.3.65)
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3.4. Poredjenje dobijenih jednaéina polja sa uobidajenim
jedna¢inama polja u teoriji (tanke) ljuske

Ono &to bismo posebno Zeleli da naglasimo na podetku ovog o-

deljka, a odnosi se na sve dobijene jednadine polja, jeste

da te jednaéine sadr¥e simetriénel rezultaﬁgg napona, $to ni-

je sludaj sa jednaZinama koje se srecu u literaturi iz teori-

je ljusaka, a i ako postoji simetrija rezultanti onda je ona

rezultat naknadne simetrizécije (v. npr. (5.35) u {10}), dok

je to svojstvo ovde prirodno i posledica je u geometrijskom

smislu doslednog uvodjenja rezultanti napona.

Medjutim, s obzirom na to da se te rezultante (koje smo mi u-
veli invarijantnim postupkom) razlikuju od onih koje se sre-
éu u literaturi, jasno je da ce nagovesteno poredjenje dobi-
jenih jednaéina polja sa uobicajenim jednacinama polja u te-
oriji (tanke; ljuske imati smisla samo u naroditim sludajevi-

ma kada u tim jednacinama figuriSu iste rezultante napona.

r

-

Sto, cini se, pruza npr. mogucnost da se pokusa sa prona-
lazenjem neposrednog analogona tzv. teoremi korespondenci-
je (poznatoj kao statitko-geometrijska .analogija, koja va-
zi u trodimenzionoj linearnoj teoriji sa naponskim sprego-
vima) i u slucaju klasi&ne (nepolarne) trodimenzione teo-
rije (v. [18], str. 613-614), ali se ovde necCemo na tome
posebno zadrzavati.

Ipak, treba istaéi da su i u [35] uvedene rezultante napo-
na takodje simetricne, ali se pri tom radilo o "skalar-
nom"”, tj. neinvarijantnom pristupu. Naravno, ne treba mi-
sliti da nema jos nacina da se uvedu rezultante napona u
teoriji ljuske. Tako mpr. u [32] se u rezultantama pojav-
ljuju meSovite koordinate tenzora napona. ‘
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3.4.1. Jednatine kretanja kanke ljuske. Predjimo sad na ana-
lizu izvedenih jednatina kretanja (3.3.40) tanke ljuske i
njihovo poredjenje sa uobilajenim jednafinama kretanja u teo-
riji tanke ljuske. Pre svega, s obzirom na to da se u litera-
turi najtedée sreéu jednadine kretanja ljuéke_uniformne deb-
ljine, pretpostavimo prvo da je h nezavisno od konvektiv-

. _ 1
nih koordinata. Tada se (3.3.40) svodi na:

vé Y 2 8 .y e .v
T + F + — [ v + p Vv } = 0
o ,¢ h + © - 8
{=+1 (=-1
3¢ 3 2 3 3
T + F + — (p +p ) =0
o ,¢ h + - (3.4.1)
vé Y3 Y 2 [ 8 .v 8 . ]
T - T + L + — | p Vv - p Vv = 0
1,4 o h + 8 - 8
{=+1 (=-1
3¢ 33 3 2 3 3
T - T+ + L + —{(p -p ) = 0 .
1,4 o] h + -

O¢igledno, ukoliko bi se zanemario uticaj optereéenja na li-

cima ljuske , tada bi se poslednje jednaline svele na:

1
U slucaju ljuske uniformne debljine je |c| = 1 (v.
(2.3.9)); osim toga, u tom sludaju je (¥to, na osnovu .
(2.1.13), tada neposredno sledi iz (3.3.32) i (3.3.35)):
v3 _33
T =T =0
Q o
2

Primetimo da je uobiZajeno (v. npr. str. 157 u [20] ili
str. 40 u [23)) i da se opterecenja na licima ljuske "uvu-
ku" u rezultujuée sile i spregove koji dejstvuju na refe-
rentnu povrs ljuske.
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v$ Y
T + F = 0
o ,¢
3¢ 3
T + F = 0
o ,¢
. (3.4.2)
Y9 Y3 Y
T - T + L = 0
1,94 o)
3¢ 33 3
T - T  + L = 0
1 ,¢ o}

1
Ukoliko bismo jo& pretpostavili da vazi i drugi deo hipote-

ze Kirhofa-Lava (v. str. 478 u [18]), tj. da se radi o klasi-
&noj teorijivlﬁusaka (v. str. 581 u [18])), %to znadi da se
zanemaruje uticaj transverzalnog smicanja ( tm3 =0 ) i
transverzalnih“normalnih napona ( t = 0 ), tada bi se u
(3.4.2) anulirali &lanovi TY3 i T33 (v. (2.2.8)).

. o o)
Medjutim, treba imati u v¥m #a u izvedenim jednadinama kre-
tanja zarez oznafava kovarijantni izvod s obzirom na metriku
trodimenzionog brostora (ali radunat bas% u tatkama referen-
tne povrs$i ljuske), dok je u literaturi iz teorije ljusaka u-
obicajeno da u jednac¢inama kretanja figuriSe kovarijantno di-

ferenciranje s obzirom na metriku referentne povr$i ljuske.

Stoga jednaline (3.4.2) prepiSimo u obliku:

Prvi deo hipoteze je omogucio da operatore paralelnog po-
meranja uvedemo u obliku (2.1.10) uobilajenom u teoriji
ljusaka!
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vé y 3¢ ¢ v3 Y
T T - T + F = 0
o'|¢ $ o $ o
34 od ¢ 33 3
T : T - b T + F = 0
o |¢ oap O $ o
(3.4.3)
¢ vy 3¢ $ v3 3 Y
T . T - T - T + L =0
11¢ $ 1 $ 1 o
3¢ o ¢ 33 33 3
T T - b T - T + L = ’
-1 ]4é xd 1 é 1 o
gde smo simbolom "|" oznadili kovarijantni izvod u dvodimen-

zionom prostoru referentne povr8i; pri tome smo iskoristili

okolnost da je npr.

vé
T

o .,¢

.
i slicno:

34
T

o ,¢

(v. npr. [20], s
d vé ad { Y }
-~ T + T
¢ o o] a ¢
3 &
d e a¢_{ Y }
— T + T
: ¢ o o o ¢
3 &
A
+ T
o] 3 ¢
Y$ y 3¢ $
T - b T - b
o |¢ $ 0O ¢
3 3¢ a¢ 3
AL S { }
¢ o o a ¢
? &
] 3¢ od { 3 }
T + T
$¢ o© 0 a ¢
3 &
3¢ { 3 }
+ T
o) 3 ¢
3¢ ad
T + b T - b
o |¢ ad o

tr. 139 i str.
ya{¢~‘}
+ T
o a ¢
e
+ T +
o} oa ¢
4
+ 7T
o 3 ¢
¥3
T
o
3a ¢
. }
o a ¢
3a ¢
+ T }
o} a ¢
33 7 ¢
+ 7T }
o] 3 ¢
¢ 33
T
¢ ©

I35-136):

(3.4.4)

(3.4.5)
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Jednaline (3.4.3) su; bar na prvi pogled, po obliku uporedi-
ve sa jednalinama kretanja koje se sreéu u literaturi iz teo-
rije ljusaka. Ipak, da bi takvo poredjenje imalo smisla, mo-
raju u tim jedna¢inama figurisati na isti naéin definisane
rezultante napona. S obzirom na to kako smo mi uveli rezul-
tante napona, jasno je éa e se one podudarati sa uobiZaje-
nim samo ako se operatori paralelnog pomeranja mogu zameniti
Kronekerovim simbolima (up. npr. izraz (2.2.8) sa odgovaraju-
¢im izrazom u (12.36) u [18] ili u (4.26) u [35]), &to bi
pak zna&ilo da se radi o dovoljno plitkoj ljuski ili ploéi
aB a3 B

(v. (3.1) i (3.3) u [36]). U tom sludaju bi se T , T , T

o3 af o af o3 0 o) 1

i T podudarilo sa N , VvV , M , M (v. str. 526 u

[18]), tj. sa rezultantama u linearnoj teoriji ljusaka.

Medjutim, poredeli tada jednaline (3.4.3) npr. sa odgovaraju-

éim jednacinama u (12.42) u [18], vidimo da u (3.4.3) posto-

To su linearizovane jednaline koje odgovaraju nelinearizo-
vanim jednacinama (12.28) i (12.29) u [18] i u lineranoj
teoriji ljusaka (v. str. 524-526 u [18]) one ée (pod pret-
postavkom da je v =’8 i u nasim oznakama) da glase:

Yo y 3¢ Y

T - B T + F = 0

o |¢ ¢ o

3¢ o 3

T + B T + F = 0

o |¢ ad O

v y 3¢ Y3 Y

T - B T - 7T + L = 0
1 0¢ ¢ 1 o)

3¢ ad 33 3

T + B T - 7T + L = 0
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je i dodatni élanovi1 koji ce se anulirati samo u sluaju
referentne povrsi za koju je srednja krivina2 H = ) b¢ = 0
(rezultante TYB- i T33 ée se anulirati pod pretpostavkama
klasiéne teori?e). Ti glanovi su neposredna posledica naSeg

pristupa u izvodjenju jednalina kretanja tanke ljuske.

Ipak, u op3tem slulaju, kada se operatori paralelnog pomera-
nja ne mogu zameniti Kronekerovim simbolima, rezultante napo-
na, koje smo mi uveli invarijantnim postupkom, razlikuju se

od onih koje se srecu u literaturi; stoga ni poredjenje jed-

nalina kretanja ne bi tada imalo nikakvog smisla.

Sto se tide efekta takvih &lanova, on bi se mogao proce-
njivati numerilkim eksperimentisanjem posle zaokruzivanja
rada na invarijantnom” izvodjenju jednaéina polja u teori-
ji tanke ljuske.

. . ) <
Tzv. minimalna povrs.



74

3.4.2. Mere deformacije tanke ljuske. Da bismo izvrsili pore-

o
djenje u pododeljku 2.2.3. definisanih koeficijenata e '
1 o v
e i e sa uobilajenim merama deformacije u teoriji tan-

bv $3 _
ke ljuske, bilo bi potrebno da se u izraze (2.2.11) za te ko-

eficijente zamene izrazi za operatore paralelnog pomeranja.
Medjutim, buduci da se u opstem sludaju ti koeficijenti raz-
likuju od mera deformacije koje se srecu u literaturi i ne
mogu se za njih dobiti neki ekspiicitni izrazi, preostaje da
poredjenje uvedenih mera deformacije sa uobicajenim merama

izvrdimo u nekim naroéitim sluéajevima.

Iskoristimo, pre svega, pretpostavku da se radi o tankoj
ljuski, kada se (uz zanemarivanje &lanova videg reda po
H/R i L / R ) za koordinate érvog metriékog tenzora u re-

ferentnoj konfiguraciji moZe pisati (v. npr. izraz (P1.8) u

{54], odnosno u [571]):

G = A - (HB

.Y 124 Y -

1 H 2
G = — [ (— )] {3.4.6)
$3 -2 2 Y
H 2

G = ( ama— ) ’

33 2

a zbog jos ranije uvedene pretpostavke o vaZ%enju prvog dela
hipoteze Kirhofa-Lava, analogne relacije vaze i za koordina-

te prvog metrickog tenzora u deformisanoj konfiguraciji:

g = a - ZThb
by by by
1 h 2 ‘
g = — L[ (— )} (3.4.7)
$3 2 2 i '
h 2
g = ( —)

33 2
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Ako jo¥ pretpostavimo da je ljuska uniformne debljine i da
1
se debljina ljuske ne menja prilikom deformisanja (tj. da

je h = H ), onda se moze pisati

2 e = g - G
12 Py oy
= a -~ A —'CH(b - B )
v oy oy oy

e = 0 (3.4.8)
$3

e = (
33

S druge strane, za tanke ljuske se u literaturi obiéno usva-
ja da se operatori paralelnog pomeranja mogu zameniti Krone-
kerovim simbolima (v. npr. (20.30) u [18] ), tako da bi se

uz sve uvedene pretpostavke izrazi (2.2.11) sada mogli i eks-

B

plicitno odrediti:

o
e = a - A

L2 oy Py

1 H .
e = - — (b - B ) (3.4.9)
oy 3 by oy

o
e = 0 ,

$3

To je drugi deo hipoteze Kirhofa-Lava koja se uvodi u kla-
si¢noj teoriji ljusaka (v. str. 478 u [18]).

Da nisu u pitanju konvektivne koordinate i ovde bi se ume-
sto izraza (3.2.5) za tenzor deformacije morao koristiti
potpun izraz koji je naveden u fusnoti uz (3.2.5).

I ovde bi se (kao $to se napominje uz (20.30) u [18]) mo-
gli prvo koristiti razvoji inverznih operatora paralelnog
pomeranja u stepene redove po ¢ (v. npr. {(9.5) u [20]),
a odbacivanje malih veli¢ina videg reda da se izvr$i tek
posle integracije kojom se dolazi do (3.4.9), ali bi ;e
dobio isti rezultat kao i kad se ti operatori pre integra-
ljenja zamene Kronekerovim simbolima.
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a to su, zapravo, mere deformacije koje se srecu u literatu-
ril iz teorije ljusaka.

Medjutim, u op#tem slucaju (kada se operatori paralelnog po-
meranjaﬂne mogu zameniti Kronekerovim simbolima), mere defor-
macije za ljuske, koje su predlozenim pristupom uvedene na
invarijantan naéin i geometrijski se mogu tumaditi kao rezul-
tat "integralnog usrednjavanja" (v. izraze {(2.2.11)) trodi-
menzionih mera deformacije, razlikuju se od uobicajenih, pa

se o nekom poredjenju ne moze govoriti.

Napomenimo da smo predlozenim uvodjenjem mera deformacije,
koje (pod navedenim pretpostavkama) dovode do merafoblika
(3.4.9), izbegli dilemu na koji nacin da se odredi promena
krivine referentne povrsi ljuske. Naime, ta promena® je (isti-
na u aproksimativnom obliku) sada nedvosmisleno okarakterisa-
na razlikom bas oblika:

b - B (3.4.10)
bv oy

izmedju tenzora krivine povrsi pre i posle deformacije, dok

se npr.,u [20] izmedju tri tamo navedene mogucnosti (v. str.
. ¢ ¢ oy by
151 u [20]): ™D - B , b - B ib - B na kraju
¢¢ oy v v
daje prednast razlici mesovitih koordinata tenzora krivine i

ona se definise kao mera promene zakrivljenosti referentne
povrsi ljuske. No, dok je iz predlozenog pristupa potpuno ja-
b

sno da jé (3.4.10) zapravo razlika oblika b - B § &
Py Y ¢ 0y

I mogu se videti praktidno u svim navedenim referencama
na kraju rada (te reference se uglavrom sve odnose na kla-
si¢nu teoriju ljusaka, a OPStlje mer -2 koje su uvedene kod
Nahdija (v. (5.32) u [18]) takodje se u klasicnom slucaju
svaode na gornje mere; v. (7.76), (5.32) i (6.24) u [18]).
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(v. fusnotu uz (3.2.5)), dotle bi se iz onog &to je npr. u
[20] re¢eno moglo zaklju¢iti da se radi o razlici tenzorskih
velidina zadatih u razlicitim tackama prostora (i u odnosu

na razli¢ite, istina konvektivne, koordinatne sisteme). Me-
djutim, da bi tako shvaena razlika imala u op3tem sluaju
tenzorski karakter, neophodno bi bilo da se uﬁotrebe operato-
ri paralelnog pomeranjal kako bi se te tenzorske veli¢ine do-
vele u istu taéku prostora. Razume se, u sluéaju linearne te-
orije (o kojoj i jeste re¢ u [20]), kada se ne pravi razlika
izmedju deformisane i nedeformisane konfiguracije (pa se ope-
ratori paralelnog pomeranja, kojima bi se vr$io prenos izme-
dju tih konfiguracija, svode na Kronekerove simbole), izli-
$no je da se toliko insistira na razli¢itom tumacenju mera
deformacije, talnije na moguéim interpretacijama razlike
(3.4.10). Ipak, celo prethodno izlaganje imalo je za cilj da
ukaze na teégoée koje se mogu javiti u nelinearnoj teoriji
ljusaka ako se koristi uobitajeno, apriorno definisanje mera
deformacije ljuske, umesto njihovog geometrijski doslednog

dobijanja iz trodimenzionih mera deformacije.

”

-

Primetimo da bi se tada radilo o paralelnom pomeranju u
obvojnom trodimenzionom euklidskom prostoru (od ljuske u
referentnoj do ljuske u deformisanoj konfiguraciji), iako
je ret o velilinama koje treba da mere deformisanje povr-
§i (dakle dvodimenzionog, u opStem sluéaju neeuklidskog,
prostora). No, na tome se ovde ne wmo%emo zadrzavati, iako
smo uvereni da ¢ée kad-tad u vezi sa teorijom ljusaka mora-
ti blize da se razmotri i pitanje paralelnog pomeranja u
povr$ima.

S SRR
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3.4.3. RKonstitutivne jednatine. Preostalo je jos da izvr$imo
analizu izvedenih konstitutivnih jednacina (3.3.64) tanke
ljuske i njihovo poredjenje sa uobidajenim konstitutivnim
jednadinama u teoriji tanke ljuske. I ovde cemo (kao i u
prethodna dva pododeljka), s obzirom na to da se u literatu-
ri obicno sreéu i konstitutivne jednadine ljuske uniformne
debljine, pretpostaviti prvo da je h nezavisno od konvek-

tivnih koordinata. Tada se (3.3.64) svodi na:

. oy33
$y dYyof 3¢C 3308 3333 )} o
T = Cc - —C C e +
o] d J ok
$y33
3¢C 2 3 2 3} 3333
* —p - —p | €
d h + h - )
4 $y33
¢y L2123 3cC 330 3333 1
T c o= c - —C c e +
1 d 23
$¢33
c 2 3 2 3 3333
+ { p +—p } C
d h + h -
$3 $303 o _
T = 2C e , (3.4.11)
0 o3 . v

gde je sada:
3333 :
d = 3 [ c ] ; (3.4.12)

uz koriééenje izraza (3.3.56) i prelazak na tzv. inZenjerske
oznake, prethodne konstitutivne jednacine ljuske uniformne

debljire mogu da se napidu u obliku:
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oy E v ¢y Ow $8 YW 0
T - ( a a + a a ) e +
o 1 + v 1 - ow
v 9y h 3 3
+ a — (p -p ) .
1 - 2 + - (3.4.13)
vy E v ¢ Bw $9  yw 1
T = ( a a + a a ) e +
1 1 + v 1 - : - Bw
v $v h 3 3
+ a —{p +p )
1 -v 6 + -
$3 E 2 2 ¢8 o
T = ( )a e ’
o 1 + v h e3

a ukoliko bi se pretpostavilo i da su zanemarljivi uticaji
na konstitutivne jednaline povrsSinskog opterecenja na licima
ljuske (v. opa%ke pri dnu strana 572, 573 i 579 u [18]), kon-

stitutivne jednadine bi glasile:

oy E \Y ¢y Ow $0 yw o]
T = ( a a + a a ) e
o] 1 + v 1 - ow
{(3.4.14)
$y E v ¢y Ow $6  yYw 1
T - ( a a + a a ) e
1 1+ v 1 - ow
$3 E 2 2 ¢80 o
T = ( ) a e
o) 1 + v h e3

Sa druge strane, moZe se pokazati da de se izvedene konstitu-
tivne jednaline (3.3.64), ukoliko se u njima izvr$i zanemari-
vanje malih veliéina viSeqg reda , svesti na:

Na nacin koji je uobidajen u Kosera teoriji tanke ljuske

(v. [35]).
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a upravo

ske (3.3.

80

E v éy  Ow $6  Yw o
( a a + a a ) e +
1 + v 1 -~ Bw
3 -1 g -1t -1l o -1 £
—h h [ (v) (v) - (V) (v) ] %
8 ;o ;& A .8 DN .8
{=+1 {=+1 {=-1 {=-1
E v oy v AS  Bw AD Sw 1
a ( a a + a a )e +
(L - v)(1 + v) 1 -~ Bw
Y ¢y 1<) ]
a h (p +p )/ |c| +
1 - v ;9 + -
v ¢y h 3 3
a — (p -p )/ |c|
1 - 2 + - (3.4.15)
E ) oy 06 40  yw 1
( a a + a a ) e +
1 + v 1 - ow
1 -1 o | =1E¢§ -1l 0 -1
—— h h [ (v) (v) - (V) (v) I x
24 ;o ;& A .8 A .8
: {=+1 (=+1 {=-1 {(=-1
E v oy v A8 Bw A0 8w o
a ( a a + a a ) e +
(1 - v){(1 + v) 1 - ew
AY $y e 3]
a h (p -p )/ |e] +
3(1 - v) ;0 + -
v $¢ h 3 3
a — (p +p )/ |c]
1 - v 6 + -
E 2 2 ¢86 o
{ ) a e '
1+ v h 03

su takvog oblika konstitutivne jednaéine tanke 1ju-

31) u [54], odnosno u [57]. Medjutim, dok smo sad

do jednacina (3.4.15) dosli aproksimiranjem tacnog resenja

(3.3.64)

algebarskog sistema (3.3.58), u [54] je prvo izvr-
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§en ¢itav niz procenjivanja reda velicine i potom odbaciva-

nje pojedinih élanova odgovarajuceg (ali znatno "punijeg" od
(3.3.58)) sistema, pa su re$avanjem pribliZnog sistema dobi-
jene odgovarajuée konstitutivne jednadine. Jednostavnost sad
izlo%enog izvodjenja’neposredna je posledica uvodjenja pode-

~

sno izabranog "radionalnog" faktora u relaciju (3.3.44).

Odmah se vidi da se prethodne jednadine, ukoliko se radi o

l1juski uniformne debljine, svode na:

31/} E v Py  Ow $8 yw e}
T = N a a + a a ) e +
o 1 + v 1 -=-v ow
v ¢y h 3 3
+ a —(p -p )
1 - v 2 + - (3.4.16)
oy E v ¢y Ow $9  yw 1
T = ( a a + a a ) e +
1 1 +v 1 - v ow
v ¢y h 3 3
+ a —(p +p )
1 - 6 + -
$3 E 2 2 ¢6 o
T = (— ) a e ’
o 1+ v A a3

a to su veéd navedéne jednaéine‘(3.4.l3). Prema tome, u sluda-
ju ljuske uniformne debljine, nema razlike-izmedju tacnih

- konstitutivnih jednac':inal i onih koje su dobijene reSavanjem
pribliénog sistema, tako da se bar tada moze govoriti‘da_yeé
ranije (u [54], odnosno u [57]) nadjeni oblik konstitutivnih
jednacina ostaje ocuvan i ukoliko se ne vrsi odbacivanje ma-

Celo vreme je rec o konstitutivnim jedna¢inama homogenog
i izotropnog elasticnog materijala.
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lih veli¢ina videg reda, tj. i u teoriji ljusaka koja je od-
redjena samo polaznim pretpostavkama o mdgucénosti navedenog
aproksimiranja polja napona, deformacije i pomeranja.
Dobijene konstitutivne jednacine mogu se uporediti sa konsti-
tutivnim jednaéinama koje se srecu u lit;ratﬁri, a koje su
vezane za linearnu i klasicnu teoriju ljusaka. Medjutim, da
“bi takvo poredjenje imalo smisla, moraju biti u pitanju na
isti nadin definisane rezultante napona i mere deformacije.
S obzirom na nac¢in na koji smo mi uveli rezultante napona i
mere deformacije, jasno je da je za njihovo podudaranje sa
uobic¢ajenim neophodno da se operatori paralelnog pomeranja
v.a mogu zameniti Kronekerovim simbolimal, Sto bi pak zna-
é?lo da se radi o plitkoj ljuski2 (ili ploéi). No, kako je
cela ta analiza konstitutivnih jednacina vec sprovedena u
[54], odnosnoc u [57], ovde se na tome necemo zadrzavati, ne-
go cemo samo navesti tamosnji zakljucak da se, u slucaju kla-
sicne teorije ljusaka, izvedene konstitutivne jednacine svo-
de na one u literaturi.

.a
Medjutim, u opstem slucaju, kada se operétori v ne mogu
zameniti Kronekerovim simbolima, rezultante napoﬁa i mere de-
formacije, koje smo mi uveli invarijantnim.postupkom, razli-
kuju se od onih koje se sredu u literaturi3. Stoga ni pore-

Up. npr. izraz (2.2.9) sa odgovarajuéiﬁ izrazom u (12.36)
u [18], a o identifikaciji uvedenih sa u literaturi uobi-
¢ajenim merama deformacije v. u prethodnom pododelijku.

2
V. (3.1) 1 (3.3) u [36].

3
Osim toga, treba naglasiti da su uzeti u obzir i granicni
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djenje izvedenih konstitutivnih jednacina sa uobiéajenim ne
1

bi tada imalo nikakvog smisla

uslovi na licima ljuske, bez pretpostavke o infinitezimal-
nosti deformacija, dok se prisustvo tih uslova zapaza u
literaturi samo u nekim od linearizovanih teorija ljuski
(v. [18], str. 572). . '

Ipak, treba primetiti da smo konstitutivne jednacine izve-
li bez pretpostavki o geometrijskoj linearnosti i dobije-
ni oblik je (ukoliko se radi o plitkoj .ljuski uniformne
debljine) isti kao i oblik tih jednacina u linearnoj teo-
riji; prema tome, pokazana je nezavisnost od velicine de-
formacija uobitajenog oblika konstitutivnih jednac¢ina za
tanku ljusku (od homogenog i izotropnog elastiénog materi-
jala); to je postignuto zahvaljujuc¢i tome sto je uvodje-
nje i rezultanti napona i mera deformacije izvrseno inva-
rijantnim postupkom izl::Zenim u pododeljcima 2.2.2. i
2.2.3..
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4. ZAVRSNE NAPOMENE, ZAKLJUCCI I BUDUCE AKTIVNOSTI

4.1. Zavrine napomene

Treba primetiti da je rad na dobijanju jednadina polja tanke
ljuske zahtevao da se razmotre i neka pitanja (kao &to je di-
ferenciranje integrala oblika rezultanti napona; v. prilog
6.1.), koja se mogu odnositi ne samo na teoriju ljusaka, ne-
go i na druge oblasti mehanike neprekidnih sredina ili, op-
stije, teorije polja. To je jos jedna potvrda otvorenosti

teorije ljusaka, ali i njene povezanosti sa drugim teorijama.

4.2. Zakljucci

Rad je, u su$tini, nastao s ciljem da se pobolj$aju osnovne

postavke u teoriji tanke ljuske na nacéin koji je ispravan sa
stanovista savremene fizike (a njen deo je i mehanika nepre-
kidnih sredina). O rezultatima takvih nastojanja bice reci u

sledecim pododeljcima.

4.2.1. Invarijantnost aproksimacija polja napona, deformaci-
je 1 pomeranja. Da bi neki zakon fizike bio prirodni zakon

on mora biti invarijantan (kovarijantan) u'odnosu na promenu
koordinatnog sistema; pri tom se fizicki zakoni opisuju ten-
zorskim jednacdinama, jerﬁtenzorska polja predstavljaju inva-
rijantne matematicke objekte. Medjutim, c¢injenica da je ono
sto se naziva "prirodnim zakonom" samo priblizan oblik nekih
pravih zakona iz prirode (a ipak se zahteva njegova koordi-

natna invarijantnost) navela je na pomisao da bi takvu neza-
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visnost od koordinatnih transformacija trebalo zahtevati i
za aproksimacije fiziékih zakona, odnosno za aproksimacije

polja koja u tim zakonima ucestvuju.

Budqéi da smo u radu izvrdili takvo (numeriéko) modeliranje
ljuske da se ona shvata kao konaéni element tredimenzionog
kontinuuma u {-pravcu, a potom se opredelili za tzv. koncept
teorije tri polja, koji predstavlja neklasidan pristup i od-
likuje se nezavisnim aproksimiranjem polja napona, polja de-
formacija i polja pomeranja, preostalo je da gornji zahtev

za invarijantnoséu aproksimacija tenzorskih polja dosledno
primenimo i prilikom uvodjenja pribliznih izraza za polja na-

pona, deformacije i pomeranja.

Treba istac¢i da takav pristup, koji se pokazao,”¢éini se, plo-
dotvornim pri izvodjenju jednaéina polja tanke ljuske, sadrzi
i velike mogudénosti uopdtavanja na probleme koji se odnose

na bilo koju aproksimativnu teoriiju.

4.2.2. Invarijantnost i geometrijska doslednost u izvodjenju
jedgaéina polja tanke ljuske. U radu su izvedene jednadine
polﬁa tanke ljuske neuhiformne debljine iz trodimenzione teo-
rije; pri tome je iskoriscen koncept teorije tri polja (zas-
novan na nezavisnom aproksimiranju polja pbmeranja, deforma-
cije i napona), a redukcija trodimenzionih jednaéina polja

izvrsena je Galerkinoyom proce radu

lurom. Osnovna odlika u

predlozenog pristupa jeste da je taj koncept primenjen na na-
¢in koji je i u fizidkom i u geometrijskom pogledu dosledni-
ji od uobidajenih pristupa, buduci da se pomenuta polja a-

proksimiraju na invarijantan nalin, a pri njihovom integra-
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ljenju se primenjuje Eriksenov koncept o integraciji tenzor-

skih i vektorskih polja u krivolinijskim koordinatama.

To je, s jedne strane, dovelo do uvodjenja rezultantivnapona
na nacin koji je nov u teoriji ljusaka, a direktna posledica
je simetrija tih rezultanti (takvo svojstvo ne postojil pri

uobitajenom "sprezanju" tzv. direktnog pristupa, zasnovanog

na teoriji orijentisane Kosera povrsi, i razvoja iz trodimen-
zione teorije, izuzev u specijalnim slucajevima kada se ope-
ratori paralelnog pomeranja svode na Kronekerove simbole). S
druge strane, osim geometrijskom konsekventnoééu, tagav (in-

varijantan) pristup odlikuje se i pojednostavljenjem u odno-

su na uobicajeni ("skalarni") pristup.

Dobijene jednacine polja se, pod qdredjenim uslovima, svode
na uobicajene, ali isticemo da su, pod istim pretpostavkama,
pro$irenje onih koje se srecu u literaturi. Medjutim, u op-
stem slucaju (kada se rezultante napona, koje smo uveli in-
varijantnim postupkom, razlikuju od uobicajenih), takvo pore-
djenje ne bi'imélo smisla. Jedino bi se moglo naglasiti da

je i tada, u izvesnﬁm smislu, oblik tih jednatina ocuvan.

Vec se pribegava odredjenim naknadnim simetrizacijama (v.
npr. (5.35) u [10]).

T S T N

Integraljenja duz {-pravca, jer je izbegnuta potreba za
procenjivanjem reda velicine koordinata osnovnog metric-
kog tenzora radi zanemarivanja pojedinih podintegralnih
izraza, a lako su mogle biti prepoznate (invarijantne) re-
zultante napona u odgovarajuéim izrazima. Na sliéno pojed-
nostavljenje integraljenja ukazano je i pri izvodjenju
konstitutivnih jednacina tanke ljuske u [541, odnosno u
[57].
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4.3. Buduce aktivnosti

ve¢ je istaknuto da rad vise predstavlja nastojanje da se po-
boljsaju osnovne postavke u teoriji tanke ljuske na nacin is-
pravan sa stanovista savreméne mehanike kontinuuma. O prakti-
¢nim prednostima odgovarajuceg peeracuna bi se moglo govofi—
ti tek posle koriscenja invarijantnih aproksimacija pri mode-
liranju tankozidnih konstrukcija kona¢énim elementima tanke

ljuske. Stoga ce u sledec¢im pododeljcima biti reéi o tome na
Sta bi bilo potrebno da se obrati posebna paznja u buducem

radu.

4.3.1. Poredjenje uobicajenih i invarijantnih aproksimacija
kona¢nim elementima. Pre svega, buduci da se pri izvodjenju
jedna¢ina polja tanke ljuske invarijantni pristup pokazao -
plodotvornim, trebalo bi pokusati da se on primeni i pri a-
proksimiranju konacnim elementima. Medjutim, prethodno bi se
trebalo pozabaviti procenom uticaja invarijantnosti na kvali-
tet samih aproksimacija konainim elementima, a $to je i nago-
vesteno u [50], odnosno [53]; naime, tada je zapravo bio Eot-
mulisan zahtev za invarijantnoééﬁ takvih aproksimacija, a”
tek potom je u teoriji tri polja, kada je u pitanju mesoviti
model za tanku ljusku i cela ljuska se u sugtini posmatra

kao konaéni element, ali samo u {-pravcu, vrSena invarijan-
tna interpolacija (Lezandrovim polinomima) .y tom pravcu pri
‘izvodjenju jednacina polja tanke ljuske iz trodimenzione te-

orije.

4.3.2. Invarijantna ivoparametarska formulacija KE jednacina

polja u teoriji tanke ljuske. Ako bi se rad sa invarijantmtm
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aproksimacijama konaénim elementima pokazao opravdanim i u
numgriékom pogledu, onda bi dalje trebalo, uz upotrebu tak-
vih aproksimacija, izvesti i odgovarajude konaénoelementne
jednacine polja u teoriji tanke ljuske. Medjutim, invarijan-
tnost upotrebljenih aproksimacija nije garancija i jednostav-
_nosti jednacina polja, jer c¢e se u njima, u slucaju proiz-

- voljnih krivolinijskih koordinatal, eksplicitno pojavljivaﬁi

i operatori paralelnog pomeranja (sSto je nagovesteno u [50],

odnosno u [53]).

4.3.3. Procena povecanja broja racunskih operacija u invari-
jantnom pristupu - potreba za razvijanjem softvera na super-—
racunaru. Predlozeni invarijantni pristup ima za posledicu
eksplicitno pojavljivanje euklidskih "sSiftera", tj. operato-
ra paralelnog pomeranja u euklidskom prostoru u KE aproksima-
cijama; naime, umesto uobicajenih KE aproksimacija nekog vek-
torskog polja:

b a K a b a K a b

v (x ) .= P (x ) v (xK) = P (x ) vK (4.3.1) .

koristile bi se KE aproksimacije oblika(v. [50], tj. [531]):

b a K a b a a c
viix) = P(x) g (x ,x ) v (4.3.2)
c {K) K
u kojima su:
b 3
b a a b4 z
g (x ,x ) = —_ —_ (4.3.3)
o K j c
: 9 z a 9 x a
X X

Tz:la bi se postavilo i pitanje neholonomnosti zajednickog
(za konac¢ne elemente) koordinatnog sistema!
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pomenuti operatori paralelnog pomeranja (u prethodnim izrazi-
ma koristi se konvencija o sabiranju po ponovljenim indeksi-
ma). Upbredjujuéi (4.3.1) i (4.3.2) zakljucujemo da je u pr-
vom sluéaju, za odredjivanje koordinata vektorskog polja u
nekoj tacki unutar npr. cetvorotemenog (K=1,2,3,4) konaénog
elementa, potrebno da se izracdunaju vrednosti cetiri interpo-
lacione funkcije u toj tacki; medjutim, u (4.3.2) je, pored
vrednosti te cetiri interpolacione funkcije, potrebno da se
odredi jo§ i 4 x 3 x 3 = 36 vrednosti koordinata operatora
paralelnog pomeranja izmedju 4 c¢vora kona¢nog elementa i u
njemu uocene tacke. Prema tome, ne ulazeci sad u sam broj ra-
cunskih operacija potreﬁén da bi se odredile pojedine vredno-
sti, vidi se da je u (4.3.2) broj tih vrednosti za red veli-
¢ine vecéi nego u (4.3.1)7 a s obzirom na strukturu operatora
(4.3.3) jasno je da ce ;e po jednom konaénom elementu_imgti

i za red velicine veci broj operacija. To dalje ukazuje na
korisnost da se odgovarajuci softver, bez obzira na njegove
teorijske prednosti, zbog poveéanog obima.raéunanja (pri for-
miranju odgovaréjuéih matrica KE modela), implementira na su-
perracunar. Ipak, treba imati u vidu da samo formiranje ma-
trica elemenata nije najveci potrosac racunarskog vremena

- ved formiranje, a posebno re3avanje sistema. Prema tome,

i implementacija na standardnom raunaru moze da ima smisla,
posebno ako se uzme u obzir ofekivano povecanje tacnosti sa
istim brojem elemenata (ili¢6éuvanjeltéénosti'sa manjim bro-

jem elemenata).
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6. PRILOZI

Na sledecim stranicama nalaze se prilozi koji ¢ine sastavni

deo rada, ali su dovoljno samostalni da mogu biti izdvojeni

u zasebne celine kako ne bi odvradali paZnju od glavnog toka

izlaganja.
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1

6.1. O DIFERENCIRANJU INTEGRALA OBLIKA REZULTANTI

NAPONA U TEORIJI TANKE LJUSKE
6.1.1. Uvod. Pri uobi¢ajenom izvodjenju jednad¢ina kretanja
tanke ljuske iz jednadina kretanja trodimenzionog kontinuuma
javlja se i korak u kom se integral izvoda (po povriinskoj
konvektivnoj koordinati) tenzora ili vektora napona transfor-
mise u izvod integrala koji predstavlja na ovaj ili onaj na- .
¢in uvedenu rezultantu napona u teoriji ljuske (v. npr. [10],
str. 44 i [20], str. 157, odnosno {36], str. 113). Budué¢i da
se, s jedne strane, na tom prelazu posebno ne zadrZava cita-
oteva paznja (vec se jednostavno "prepoznaje" izvod neke re-
zultante; v. komentar posle (9.59) u [20]), a da, sa druge
strane, ta izvodjenja nisu geometrijski dovoljno konsekven-
tna (u smislu da nisu u skladu sa Eriksenovim konceptom o
integraljenju vektorskih i tenzorskih polja posle prelaska
na koordinatni oblik u krivolinijskim koordinatama (v. {71,
str. 808)), smatrali smo da je od 1nteresa, pre nego sto se
predje na izvodjenje (o kojem ¢e biti redi u 3.3.2.) jednadi-
na kretanja tanke ljuske u tzv. teoriji tri polja ([47]) (ali
uz upotrebu invarijantnih aproksimacija ([53]) LeZandrovim
polinomima pol]a napona, deformacije i pomeranja), da se po-
sebno razmotri samo to diferenciranje integrala vektorskog
(i uopéte tenzorskog) polja.

6.1.2, Diferenciranje integrala vektorskog polja. Neka je da-
to dovoljno glatko vektorsko polje:

i

Y(z , Q) (i=1,2,3) . (6.1.1)
Integral:
+1 -
i
J viz ,C) dg (6.1.2)

-1
i
moze se posmatrati kao funkcija parametara =z , pa svakako
vazi izraz za diferenciranje tog integrala po parametru:

U ovom prilogu zapravo je u celosti dat rad [42], koji je
saopstavan 13. septembra 1988. godine na redovnom sastanku
Seminara za reologiju u Institutu za mehaniku Matematickog
fakulteta Prirodno-matematic¢kih fakulteta u Beogradu.
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+1 +d
3 j 9 j .
—_— [ v(z ,{) d¢ = [ — v(z ,q) dg . (6.1.3)
i ~ i~
3 z -1 -1 3 z

i
Ta formula ostaje na snazi i ako =z interpretiramo kao De-
kartove koordinate u trodimenzionom euklidskom prostoru, a
{ kao pravu liniju upravnu na neku povr$ (referentnu povrs$
ljuske), s tim da se sada o odredjenom integralu moze govo-
riti kao o krivolinijskom integralu prve vrste ili Rimanovom
~integralu na liniji ¢ , pri ¢emu je za parametar umesto
luka (tj. debljine ljuske) uzeta bezdimenziona velicina (
({time se izbegava pojavljlvan]e promen131v1h granica u
(6.1.3), sto bi, kao sto je poznato, ucinilo tu formulu ne-
sto sloZenijom!).

i

Uvedimo sad umesto Dekartovih koordinata =z , pomocu:

& = & (z) ' (6.1.4)

proizvoljne krivolinijske koordinate § (a=1,2,3) , pa se
(6.1.3) moze prepisati u obliku:

+1 a +1 a
3 b 3 & 3 b 3 &
— [ J Y(E ,G) dg ] - = J — [ y(E Q)] — dag
a i a " i
3k -1 3 z -1 3 & 3 z
. (6.1.5)

Primetimo da se izraz u uglastoj zagradi sa leve strane moze
smatrati vektorskom funkcijom vezanom za odredjenu tacku (-
linije, npr. za ¢ = 0 ; sa desne strane se u uglastoj za-
grad1 nalaze vektorske funkcije uzete u svim tackama inte-
gracione putanje (a posle integracije se i tu doblja vektor~
ska funkcija vezana za jednu tatku puta). Ako sad izvr$imo
identifikaciju:
: 3
g s U (6.1.6)
o
(dok cemo & (o=1,2) nadalje smatrati konvektivnim koordi-
natama u referentnoj povrsi ljuske), onda sledi da ce se s
leve strane koordinatna transformac1]a vrsiti u jednoj odre-
djenoj tacki (-pravca, npr. u tadki ¢ =0 , dok ce se s
desne strane koordinatna transformac1]a vrisiti u svim tacka-
ma 1ntegrac1one putanje. Stoga ce (6.1.5) sada da glasi:

+1 a +1 a
3 3 & ) 8 &
— [ J v(E ,Q) dg ] 1 o= J — [ v(&,8) ] — dT
a i a i
3k -1 9z -1 3 ¢ 3 2z
¢=0 - ’ (6.1.7)
1
gde. se izvod 23§ / 3z (sa desne strane) odm®si na ma koju

tacku (-pravca u.granicama integracije.
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i b
Posle kompozicije sa 3z / 3%  (6.1.7) postaje:
(=0
+1 +1 a i
3 3 3 z
—_ J v dg = J — (v ) — — | dC ,(6.1.8)
b - a ” i b
3 & -1 -1 3 § 3z 3 E&
¢=0
a kako su:
a i
3 z
_— (6.1.9)
i b
3 z 3§
=0
1

po definiciji jednaki operatorima paralelnog pomeranja (v.
[7]1, str. 807), koje cemo obeleziti sa v (&to je uobiéaje-
..mo u teoriji ljuske, v. [18], str. 471, kao i {10], str. 22),
‘to se (6.1.8) moze prepisati u obliku:

+1 ' +1
. 3 9 -1 a
: e J v dl = J — (v ) (V) dg ;7 (6.1.10)
b - a ~ .b A
2 & -1 -13 ¢

pri tom je vodjeno racuna da su (6.1.9) koordinate zapravo
inverznih operatora paralelnog pomeranja (v. npr. str. 17 u
{10]).

: 2
U (6.1.10) ¢e nas vise zanimati izvodi po povrsinskim kon-
vektivnim koordinatama, odnosno sledeci deo izraza (6.1.10):

+1 +1

3 A 3 . -1 a ‘
_— J v df = J — (v ) (V) di . {(6.1.11)
8 ~ a .8
3 & -1 -1 3 & .
1 | 12

Duz (-ose u- sistemu konvektivnih koordinata {& , & , C}.

2 o
Tj. po koordinatama & u referentnoj povrsi ljuske. Pri-
metimo da se u (6.1.10), za b = 3 , sa leve strane nece
dobiti nula, jer vektorsko polje koje ne zavisi od neke
krivolinijske koordinate ne mora, u opstem =luca3u, imati
izvod po njoj jednak nu11. :
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Da bismo dobili koordinatni oblik prethodnog izraza, trans-
formisaéemo ga na sledec¢i nacin:

+1 +1
] a .b a -1 c
 — [ a J v v ag ] = J v g (v) dag
B “b a ,c "a .B
9 & -1 -1
(6.1.12)
+1 ,
a .b -1 ¢
= { J v v (v) dg a
,C a .B b
-1
gde su:
g (6.1.13)
a .

a
bazni vektori u konvektivnim koordinatama § u nekoj tacki
na normali na referentnu povrs ljuske, a:

a (6.1.14)
“a

su bazni vektori u istom koordinatnom sistemu, ali u odgova-
rajudoj taéki referentne povrsi.

Koriste¢i se okolnoséu da je parcijalni izvod vektora moguce
izraziti preko kovarijantnih izvoda njegqgovih koordinata, iz
(6.1.12) dobijamo:

+1 +1
a .b a .b -1 ¢
[ { v v dg J = J v v (v) dl , (6.1.15)
a , B ,C a .B
-1 : -1

uz napomenu da je u pltanju kovarijantni izvod u obvojnom,
trodimenzionom prostoru, s tim sto je on na lev03 strani ra-
¢unat bas u tacki koja lezi u referentnoj povrsi ljuske.

1

6.1.3. zavrsne napomene. Poslednji izraz pokazuje kako se
vr$i kovarijantno diferenciranje integracijom dobijenog vek-
torskog polja (naime, integracijom na levoj strani, zbog=pri-
sustva operatora paralelnog pomeranja, dobice se vektorsko
polje). glnl se da je i trebalo oéekivati takvo uopStenje u-
obi¢ajene formule. za. diferenciranje integrala po parametru,
buduc¢i da se u (6.1.15) s leve strane vrsi kovarijantno dife-—

Treba istaci da rezultat (6.1.15) nije u suprotnosti sa
napomenom uz (18.6) u [7] da se u opstem sluc¢aju ne mogu
konvertovati indeksi po koiima se vrsi kovarijantno dife-
renciranje, jer se sad radi o "integralnom" povezivanju
izvoda u razlifitim tackama!
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renciranje bad u tadki referentne povrdi ¢ = 0 , a desno
je u pitanju diferenciranje u tackama {-ose, pa je u skladu
s pomenutim Eriksenovim konceptom da se ti izvodi sa desne
‘strane, koji su zapravo koordinate tenzora drugog reda, pr1
integraciji "pokupe" sa dva operatora paralelnog pomeranja.
Sta vise, izgleda da bi se odmah moglo krenuti od tog izraza
(bez posebnih obrazlozenja) kao pr1rodne generalizacije na
sluéaj krlvollnljsklh koordinata, uz njen puni geometrijski
smisao. '

Razlog da se pokusa sa doslednim uopitavanjem formule za di-
ferenciranje integrala (po parametru koji predstavlja kon-
vektivnu krivolinijsku koordinatu) nalazi se u ¢injenici da
nam se u literaturi ¢esto navodjeni postupci izvodjenja jed-
nacina kretanja tanke ljuske iz jednacina kretanja trodimen-
zionog kontinuuma, ne c¢ine prihvatljivim sa geometrijskog
stanovista, izmedju ostalog i kad je u pitanju razmena opera-
cija 1ntegraL3enja i kovarijantnog diferenciranja. Tako npr.

u [36] se pri prelasku sa (12.21) na (12.22) ne uzima u obzir
da velidina koja se diferencira u (12.22) sadrzi, zbog
(12.23) i (1.18a), 1ntegral ne od vektora, nego od koordina-
te vektorskog polja. 5ta vi%e, i pre prepoznavanja lzvodq
jedne rezultante u prvom c¢lanu izraza (9.59) u [36], sam*'pre=
laz (v. str. 156 u [36]) sa trodimenzionog kovarijantnog izvo-
da .(zasnovanog na metrici u nekoj tacki ¢ ) na dvodimenzi-
oni kovarijantni izvod (zasnovan na metrici referentne povr-
§i ljuske) ne izgleda korektan, jer je u ovom drugom zadrZan
parcijalni izvod koordinata tenzora napona u nekoj taéki T ,
a zapravo bi u njemu trebalo da figurise izvod bas u tacki

{ = 0 koja lezi u referentnoj povrsi ljuske.

Na kraju bismo rekli da nam se cini da su pomenute nedoumice
prevazidjene postupkom koji je doveo do izraza (6.1.11), od-
nosno (6.1.15), a koje do sada nismo sretali u literaturi
(pogotovo ne u onoj vezanoj za teoriju ljuske). Ocigledno je
da se te formule mogu prosiriti i na neko tenzorsko polje,
npr. na tenzorsko polje drugog reda:

T ab
' t =t g ag ' (6.1.16)
3 ~ ~a “b
kada ce biti:
+1 +1
ab .e .f ab .e f -1¢c
[ J t v \ dg ] = J t v oV (v) dag ,
, a b B ,C a b .B
-1 - ) P 3 S, o .
. (6.1.17)

sto je relacija koja ce se koristiti pri izvodjenju jednaci-
na kretanja tanke ljuske iz jednacina kretanja trodimenzio-
nog kontinuuma Galerkinovom procedurom, uz kori§céenje invari-
jantnih aprok<1mac1]a Lezandrovim polinomima polja napona,
deformacije i pomeranja.
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: 1
6.2. O UVODJENJU REZULTANTI NAPONA U TEORIJI TANKE LJUSKE

"6.2.1. Uvod. U odeljku 2.2. izvrseno je numericko modeliranje
tanke ljuske na taj naéin %to se ona shvata kao konaéni ele-
ment trodimenzionog kontinuuma u {-pravcu. Ta ideja (s kojom
smo se prvi put sreli u [44] i koja je jos jedna potvrda si-
renja numeric¢kih metoda u mnoge oblasti nauc¢nog istrazivanja)
omogucila je i da se, u primeni metode konacnih elemenata,
opredelimo za koncept teorije tri polja ([47]), koji pred-
stavlja neklasican pristup i odlikuje se nezavisnim aproksi-
miranjem polja napona, polja deformacija i polja pomeranja.
Medjutim, buduéi da se radi o aproksimacijama tenzorskih po-
lja, insistirali smo (u skladu sa stavom u [53] da konaénoe-
lementne aproksimacije treba da budu invarijantne) na invari-
jantnosti tih aproksimacija. Takav pristup, u sluc¢aju invari-
jantnih aproksimacija polja napona, doveo je do uvodjenja re-
zultanti napona oblika (v. (2.2.8)):

+1
cd ab .c .d
T = J t v v dg ’ (6.2.1)
o] a™ b ‘ :
-1

za koji je receno da je nov u teoriji ljusaka i da je u geo-—
metrijskom pogledu doslednljl od uobicajenih, buduci da je
integracija u (6.2.1) izvrsena u skladu sa Eriksenovim kon-
ceptom o integraljenju tenzorskih polja posle prelaska u ko-
ordinatni oblik u krivolinijskim koordinatama (v. [7], str.
808). U ovom prilogu trebalo bi da bude izvrseno poredjenje
tog invarijantnog pristupa sa uobi¢ajenim prlstuplma u kla-
sicnoj teoriji ljusaka i da bude istaknuto u cemu se ogleda
njihova neinvarijantnost. i
6.2.2. Neinvarijantnost rezultanti napona u klasicnoj teori-
ji ljusaka. Zadrzimo se prvo na uvodjenju rezultanti napona
koje je izlozeno u [6], str. 560 - 561. Tu. se, u sustini, po-~
lazi od koordinatnog oblika uslova da je dejstvo kontaktne
sile N na deo krive u referentnoj povrsi ljuske ekvivalen-
tno dejstvu vektora napona t na odgovarajué¢i deo "cilindar-
ske" (lateralne) povrsi u trenutnoj konfiguraciji (v. izraz
(213.1) u [6]): e+ .

U ovom prilogu, koji se zasniva na [52], odnosno na [56],
zapravo je iznet deo rada [61].
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ay ab *
N n ds = t n da ; (6.2.2)
v b
c b(c)
¥ *n
8 Jje jedini¢ni vektor normale na "cilindarsku" povrs 3P
(v. Sliku 2), a n jedinicni vektor (u referentnoj povrsi
ljuske) normale na krivu 3P; c je deo krive 3P koja pred-
stavlja granicu neke oblast1 P u referentnoj povrsi ljuske, N
dok je b(c) odgovaraju¢i deo pomenute "cilindarske" povrsi
koja se podudara sa 9P na ( = 0 i "proteze" od jednog do
drugog lica ljuske (odredjenog sa ¢ = +1 ).

*n
Za "cilindarsku" povrs 3P je uobicajena pretpostavka da
je ona obrazovana od normala na referentnu povrs ljuske i u
trenutnoj konflgurac131 (v. [6], str. 560). Dalje, za koordi-
natne povrsi { = const se pretpostavlja da su paralelne re-
ferentnoj povrsi ljuske (to odgovara pretpostavci o unifor-
mnosti debljine ljuske). Najzad, sto se pravda "nekim formal-
nim teSkocama u upotrebi opstih koordinata na povrsi" (([6],
str. 562), za koordinatne linije na referentnoj povrsi ljus-
ke uzimaju se linije krivine. Sa takvim izborom koordinatnih
povr$i i linija element da c111ndarske" povréi moze se iz-
raziti kao (v. str. 561 u [6]):

da = VvV g/ a dl ds ’ ’ (6.2.3)

*
dok se za koordinate vektora normala n i n moze pisati:

n = v . n = v n (n =n =0) (6.2.4)

(to je obrazac (213.6) iz [6]), Sto zna¢i da se normala na
"cilindarsku" povr$ ne menja duz {-izvodnice:

*

= n (6.2.5)

. *n
(to je posledica pretpostavke da je "cilindarska" povrs P
sac1njena od izvodnica upravnih na referentnu povrs ljuske
duz konture obrazovane od llnlja krivine te povrsi; naime,
takva pretpostavka povlaéi da je pravoizvodna "cilindarska"
povr$ razvojna (v. str. 214 i 227 u [3]), a odlika_razvojne
pravollnljske povr51 jeste da njena tangentna ravan ostaje
nepromenjena u svim tackama date izvodnice).

S tim Sto se, zbog pretpostavke o uniformnosti debljine
ljuske, izrazi (2.1.10) za koordinate operatora paralel-
nog pomeranja ovde svode na prva dva sabirka.
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Ako se sad (6.2.3) i (6.2.4) zameni u (6.2.2), dobice se (v.
(213.7) u [6])):

+1
- ay ab .y
N = t vb v g/ adl ' (6.2.6)
-1
, ' .1 .2
odnosno, znajuci (v. (2.1.13)) da je v =v =0 :
3. 3
+1
ay aw .y
N = 4 v v g / a dg : (6.2.7)
w
-1

specijalno, ako indeks a. uzima vrednosti samo iz skupa
{1,2} , iz prethodnog se izraza dobija:

+1
by b .Y
N = t v /g9g/ad . (6.2.8)
o % :
-1

Ako se (6.2.7) uporedi sa (6.2.1), ¥idi se da se rezultante
(6.2.1) od uobidajenih razlikuju odsustvom faktora v g / a ,
ali i prisustvom jos jednog operatora paralelnog pomeranija.
No, ako bi se u opisanom postupku iz [6] krenulo od vektor-
skog oblika uslova da je dejstvo kontaktne sile N na deo
krive u referentnoj povr$i ljuske ekvivalentno dejstvu vekto-
ra napona t na odgovarajuéi dec "cilindarske"” povr&i (up.
sa (11.34) u [18]):

J Nds = J t da / (6.2.9)
c b(c)
onda bi se i u (6.2.7) pojavio jos jedan operator v . Zai-
sta, ako se iskoriste sledele reprezentacije za kontaktnu si-
lu i vektor napona (up. sa (9.11) i (11.7).u (18]):
] ad b * ab *

N=N n =N n a , t=t n =t n g , (6.2.10)
¢ $ a < b b a

g = v a ' (6.2.11)



105

zamenom (6.2.10) i (6.2.11) uslov (6.2.9) postaje:

cy ab .c *
J N n a ds = J t v n a da , (6.2.12)
v C a b c
c b{c)
odakle se za rezultantu napona, koristeci pri tom i (6.2.4),
dobija sledeci izraz: g

+1
cy ab .c .y
N = t v v v g/ adl . (6.2.13)
a b

-1

Sustina je u tome sto je sam koordinatni uslov (6.2.2) (tj.
(213.1) u [6]) postuliran, dok je (6.2.13) izvedeno mnozZe-
njem vektorskog oblika (6.2.9) definicije rezultanti baznim
vektorima, a to je (zbog (6.2.11)) nuzno uvuklo i "druge" o-
peratore paralelnog pomeranja (prisustvo "prvih" operatora

v u izrazima (6.2.6) - (6.2.8) za rezultante napona posledi-
ca je koriscenja obrasca (6.2.4)!). U stvari, moglo bi se re-
¢i da iako se uz koordinatni oblik definicije rezultanti na-
pona (213.1) u [6] pominje Eriksenov koncept integraljenja
vektorskih i tenzorskih polja u krivolinijskim koordinatama,
sam taj koncept ipak nije dosledno primenjen; naime, dok se
npr. rezultante (6.2.13) mogu u geometrljskom pogledu tumaci-
ti kao velicine dobijene granlcnlm procesom nakon sto je iz-
vrseno paralelno prenosenje tenzora napona u neku zajednicku
tacku (npr. ¢ = 0 ) duZ puta integracije, uz upotrebu opera-
tora paralelnog pomeranja (dakle, saglasno s tim konceptom),
dotle se za rezultante oblika (6.2.6) vidi da su tenzori na-
pona paralelno prenoSeni u zajedni¢ku tacku samo s obzirom

na drugi indeks, dok je s obzirom na prvi indeks vrseno tzv.
prevlatenje tenzora napona {takav proces je jos ocigledniji

u slucaju rezultanti napona obllka

”

+1

P
J t dg
-1

(v. str. 14 u [35]) kada se pri integraciji ne menjaju koor—
dinate podlntegralne ve11c1ne)

Razume se, pomenuto paralelno prenoSenje tenzora napona nije
neophodno, jer se njegove koordinate mogu posmatrati, svaka
za sebe, kao neke skalarne funkc13e, ali vellélne dobijene
integracijom tih funkcija u opstem slucaju nece biti koordi-
nate nekog invarijantnog objekta! ]
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1
Medjutlm, i kad se u literaturi (v. npr. [10]) i [18]) iz te-
orije ljusaka kreée od vektorskog oblika (6.2.9), odnosno
(6.2.12) uslova ekvivalentnosti dejstava kontaktne sile i
vektora napona, opet se dolazi do rezultanti oblika (6.2.7),
a ne (6 2.13)! Takva, naizgled paradoksalna, situacija da se,
polazec1 od drukéijeqg uslova (koji se sustinski razlikuje od
ranljeg (6.2. 2)), dolazi do 1stog rezultata, odigledno zaslu-
zZuje posebnu paznju. Stoga cdemo se sad i na tome zadrZati.

Pre svega, kad se u [10] krene od uslova obliké (6.2.9), do-
lazi se do relacije (v. {(5.11) u [10]):

ab * ab * *
J N ds = J t n g da = J t n g df ds , (6.2.14)
b a b a
c b(c) b{c)

gde je element da "cilindarske" (lateralne) povr$i izrazZen
kao (v. (5.10) u [10]):

*

da = dl ds ;. (6.2.15)
*
a ds je element luka dobijenog presekom "cilindarske" povr-
$i i povr8i U = const . No, umesto da se onda upotrebi re-
lacija oblika (6.2.4):

“n = Vv n (6.2.16)

-2
(makar da se ona u [10] uspostavlja; v. (5.3) u [10]), dalje
se koriste relacije (v. (5.5) u {10] ili npr. [46], str. 81):

* * .

n ds = vV g/ a n ds , (6.2.17)

[« 3 o

koje se (v. str. 41 u [10]) izvode iz relacijaj
kg Kk o .

X ds = X ds ! (6.2.18)
gde je (v. (2.56)-1i (5.1) u [10]):

Okolnost da se u ogromnom broju radova iz teorije ljusaka
vrdi, bar kad su u pitanju osnovne postavke te teorlje,
p021vanje na Nahdljeve monograflje [10] i [18], uéinila
je da i mi najveéu paZnju poklonimo ba$ tim referencama.

Istina, moglo bi se postav1t1 pitanje njene korektnosti u
opStem sludaju, jer je vaZenje relacije (6.2.4), odnosno
(6.2.5) bilo neposredna posledica okolnosti da se radilo
0 razvoijnoj "c111ndarsk03“ povrii. Medjutim, na tome se
ovde ne moZemo zadrZavati.
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* o o * e

o .
A = di / ds ' A = df / ds . (6.2.19)

Otuda je jasno zadto "drugi" operator1 paralelnog pomeranja
nisu mogli da se pojave u rezultantama napona (5.12) u [10]

- jednostavno govoreci, tih operatora nema ni u upotreblije-
nim relacijama (6.2.17). Odmah se namece pitanje da 1li su re-
lacije (6.2.17) korektne; odgovor Je potvrdan, jer su one ne-
posredne posledice izjednadavanja izraza:

o K o
A ds = d¢&

i (6.2.20)
@ o

A\ ds = d&

Sto jeste numericki korektno, ali je geometrijski nedosledno.
Naime, tu se radi o dva vektora (u razlicitim povrsima { #
#0 i T =0 , pa dakle i) u razliditim tadkama prostora:

o o
df g i d§ a (6.2.21)

[« 3 o

_koji imaju jednake koordinate u odnosu na dva razli¢ita sku-
“pa baznih vektora (v. str. 143-144 u [20]), a kako je za upo-
redjivanje (pa dakle i eventualno izjednacdavanje) neka dva
vektora neophodno da se oni prvo dovedu u zajednicku tacku,
sledi da relacije kojima se same koordinate u (6.2.21) izjed-
natavaju (a bez prenoSenja u istu tacku) ne predstavljaju ko-
ordinatni oblik neke vektorske jednakosti, pa zato takve re-
lacije nemaju invarijantan karakter. No, stoga nisu invari-
jantne ne samo relacije (6.2.18) i (6.2.17), nego ni celo da-
lje izvodjenje koje bi usledilo posle (6.2.14), a mozZe da se
nadje u [(10]).

1
Usud]ujemo se da pretpostavimo da su pomenute poteskode oko
ocuvanja invarijantnosti izvodjenja bile razlog da se u (18]
poku$a sa unekoliko druk¢ijim pristupom pri uvodjenju rezul-
tanti napona. Naime, opet se krece od uslova oblika (6.2.9)
(v. (11.34) u [18]):

J N ds = J t da ’ (6.2.22)
oP *n
: QP..

sto se, uz koriscenje reprezentacije (6.2.10) za vektor napo-

Tim pre §to se na str. 585 u [18] eksplicitno iznosi zah-
tev za koordinatnom invarijantnoscu konstitutivnih jedna-
¢ina ljusaka pri njihovom 1zvod3en3u iz trodimenzione teo-
rije (a u tim jednalinama ulestvuju i rezultawee waponal).
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na, kao i relacija (v. (11.32) u [18]):

* 2
n da = Vg d& 4t
1 ‘ A
(6.2.23)
* 1
n da = “@ di dC ’
2
odnosno relacija (v. (11.33) u [18]):
2
n ds = JVa d&f
1
(6.2.24)
1
n ds = -/a d& ,
2

" prepisuje na sledeéi nacin (up. sa (11.38) u [18]):

FUR
s

b *
J N ds = J t n da
b
3P *n
o5 aP

1 2 *
= J (t n +t n ) da

1 2
*n
3P
(6.2.25)
+1
1 2 2 1l
- JJ@(t dg - t df ) 4t
P -1
[ 1 2 2 1
= yva ( N df - N d% )
3P '
F ¢
- N n ds ;
J ¢
9P

¢ _ 1
pri tom se rezultante N (up. sa (11.36) u [18] ) definiSu
u obliku:

Oblik u [18] se razlikujz odsustvom faktora /g , &to je
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+1
¢ ¢
N /Ja = J t Vg dg ' (6.2.26)
-1

5to se, pri linearizaciji (v. (12.36) u [18]), svodi na vec
navedene rezultante napona (6.2.8). Dakle, ni vektorska defi-
nicija (6:2.26) nije dovela do rezultanti napona u kojima bi
se integraljenje vr8ilo u skladu sa Eriksenovim konceptom!
No, obrazlozenje je vrlo jednostavno: u relaciji (6.2.26) ne
figurisSu operatori paralelnog pomeranja - veza izmedju N! ,
N2 i t! , t?z , t? wuspostavlja se kao da su to jedno-
stavno samo vektori, a ne i koordinate vektora. Medjutim, ako
se vektori t! , t? i t? posmatraju kao koordinate vek-
torskog polja {t!, t2, t*} u trodimenzionom prostoru (a da
oni to i jesu vidi se iz (6.2.10)), a vektori N! i N? kao
koordinate "povrsinskog" polja {N!, N2} (Sto je isto tako
mogucde na osnovu reprezentacije (6. 2 10)), onda bi, pri iz-
jednacavanju koordinata tog "povr$inskog" polja sa odgovara-
juéim "povrsinskim" koordinatama rezultujuceg trodimenzionog
polja dobijenog integracijom polja ({t!, t?, t*} duz l-ose,
trebalo upotrebiti operatore paralelnog pomeranja v ”, tako
da bi definicija (6.2.26) bila zamenjena definicijom oblika:

+1

=

¢ v o.¢
N Va = t v Jvgdz (6.2.27)
v
-1
odakle neposredno slede rezultante napona (6.2.13).

Treba primetiti da dok se oblik (6.2.27) odmah namece ako se
u (6.2.25) upotrebe relacije (6.2.3) i (6.2.4), dotle to ipak
nije slucaj ako bi se insistiralo na korisé¢enju relacija
(6.2.23) i (6.2.24). Naime, tada bi (ako se zeli izbeéi vec
uz (6.2.20) i (6.2.21) pomenuto neinvarijantno izjednacava- -
nje diferencijala odredjene krivolinijske koordinate) treba-
.do izvrsiti paralelno preno$enje (na konaé¢no rastojanje) pr-
vog diferencijalno malog vektora u (6.2.21) iz povrsi ( =

= const u odgovarajucu tacku povrsi { =0 , a zatim ga po-
rediti sa drugim od vektora u (6.2.21) koji lezi u povrsi

{ =0 . Eventualno bi se pri izjednacavanju povrsinskog i
krivolinijskog integrala u (6.2. 22), odnosno u (6.2.25) mog-
li posmatrati i odgovarajuci gran1cn1 procesi kako bi se na
oc1gledn1]1 nac¢in prlkazalo prenosenje svih velicina u neku
tac¢ku u referentnoj povrsi ljuske. Medjutim, potreba.za tak-
vim razmatranjima (koja su neophodna ako se u uobicajenim
prlstup1ma pri uvodjenju rezultanti napona u teoriji ljusaka
insistira na invarijantnosti) prevazidjena je postupkom opi-

samo posledica razlike izmedju usvojene reprezentacije
(6.2.10) i reprezentacije (11.7) koja se u [18] koristi
za vektor napona. '
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sanim u odeljku 2.2., kada su rezultante napona uvedene u ob-
liku (2.2.8), odnosno (6.2.1). 8to se ti¢e fizikalno- ~-geome-
trijske interpretacije takvog postupka, on se mo%e protumadi-
ti (v. (6.2.1)) kao 1z3ednaéavan3e dejstva u nekoj tadki re-
ferentne povr$i sa rezultujuéim dejstvom duz -pravca kroz
tu tadku, dok se u (6.2.9), tj. u uobidajenim pristupima ra-
di o 1z3ednacavanju dejstava du% neke konture u referentnoj
povrsi i du? odgovarajude "cilindarske" povr3i kroz tu kontu-
ru (a takva "globalna ravnotéZa" u opstem sludaju ne mora da
znaéi da ¢e jednakost vaziti. i za svaku tatku konture i odno-
snu izvodnicu lateralne povr§i!). :

Ono §to bi jos trebalc raspraviti jeste &injenica da se re-
zultante napona uobicajene u teoriji ljusaka (npr. (6.2.7))
razlikuju od rezultanti (6.2.1) (uvedenih u odeljku 2.2.) i
prisustvom faktora v g / a . Taj faktor se, u sustini, po-
javljuje zbog upotrebe izraza (6.2.3) za element "cilindar-
ske" povr51 (ukoliko se radi o pristupu iz [6]), odnosno

zbog koriscenja relac13e (6.2.17) (kad je re¢ o pristupu iz
(10]) ili pak pr1 zamen1 relacija (6.2.23) i (6.2.24) u

(6 2. 22) (ako je re¢ o 1zvodjen]u u [18]). Medjutim (ne zadr-
zava3uc1 se ovde na analizi izraza (6.2.3) za element late-
ralne povr51 koji se navodi u [6]), primetimo da se pri tom

i u [10] 1 u [18] zapravo radilo o korlscen]u jednakostl di-
ferencijala odredjene krivolinijske koordinate u razlicitim
tadkama (v. (6.2.20) i (6.2.21)), pa ako bi se takvo rasudji-
vanje prlmenllo i na element luka u (6.2.15), onda ne bi bi-
lo potrebe ni da se pravi razlika 1zmedju tih elemenata zavi-
sno od toga koliko je ¢ (u [36] je na str. 106 i usvojeno
da je element lateralne povrsi jednak da = d{ ds ); no, ta-
da se ne bi ni pojavio faktor vV g / a u toku 1zvodjen3a'
Ipak, na detaljnijem obrazlaganju nelegitimnosti po;ave fak-
tora v g / a u rezultantama (6.2.7) necemo se vise zadrza-
vati zato $to je, s jedne strane, u teoriji tanke ljuske

dest sludaj da se on aproksimira jedinicom (v. npr. (3.2) u
[36]1), a sa druge strane, ako bismo zeleli da se taj faktor
pojavi i u rezultantama napona (6.2.1), odnosno (2.2.8), bi-
lo bi dovoljno da se umesto od reprezentacije (2. 2.4) krene
od reprezentacije: .

1 3 ‘ 5 2
vg/at = —T + — LT +— (3¢ -1)T , (6.2.28)
2 o 2 1 4 . 2

1
ali takva reprezentacija (zato $to novouvedeni faktor nije
apsolutna 1nvar13anta, veé relativno i to dvostruko skalarno
polje) ne bi viSe imala svojstvo 1nvar1]antnost1, pa bi i
--ce@ takav pristup bio neinvarijantan. : -

Koji fiqurise u uobicajenim rezultantama napona i zapravo
doprinosi njihovom neinvarijantnom karakteru!
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[ U vezi sa prethodnim razmatranjima treba istadi da je i u iz~
razu (3.3.11)
1 2
dv = Vv g d4& d¥ dg

1
= g,/ a d{ v a di di
= Vg 7 a dl ds ’

zapravo za svaku nezavisno promenljivu, tj. koordinatu izvr- _
geno izjednadavanje njenih diferencijala u razlicitim tacka-
ma prostora; ali, s obzirom na okolnost da je to ovde radje-
no u okviru izraza za jednu skalarnu invarijantu, sada takav
postupak (kojim je ona izrazena preko dvostrukog skalarnog
polja) nije naru3io njen invarijantan karakter. ]

2

6.2.3. Veza invarijantnih i neinvarijantnih rezultanti napona.
ZadrZimo se sad na poku3aju uspostavljanja veza izmedju re-
zultanti napona koje su uvedene u odeljku 2.2. i uobidajenih
rezultanti napona u teoriji ljusaka. U tom cilju moZemo npr.

u (v. (2.2.9)):

+1
17 8w .¢ .y
T = t v v dc¢ (6.2.29)
o e w ‘
-1

jedan operator paralelnog pomeranja da zamenimo njegovim eks-
plicitnim izrazom (2.1.10) (pretpostavljajuéi jos da je u pi-
tanju ljuska uniformne debljine) kada se dobija:

+1
oy J d0 .y
T = t v a7 -
o w
-1
(6.2.30)
+1
1 ¢ J b .y ”
- ——hb t v ¢ dg .
2 2] »
-1
Ty
(sto je po obliku isto kao pseudo-rezultanta N koja je
definisana u (5.35) u [10]!). Sa druge strane, ako npr. u
(v. (6.2.8)): '
L +1 - . ;
147 b0 .y
N = J t v Vg /adl 16.2.30)
w
~1

zamenimo slededi aproksimativni izraz (v.(2.21) uw 135]):

h h b
S g,/a = — (1 - ¢ —) , {6.2.32)
2 2 a
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gde je:
2
a = a a - a
11 22 12
(6.2.33)
b = a b + a b - 2 a b ,
11 22 22 11 12 12
dobicemo:
+1 v
oy h dw .y
N 2 —— [ J‘ t RV} daf -
2 W
-1
(6.2.34)
+1
hb P LY
- —_— J t v ¢ dt } ,
2 a w
-1

pa se poredjenjem sa (6 2.30) vidi da je u op3tem slucaju te-
ko uspostaviti fak i neku pribliznu vezu rezultanti (6.2.29)
i (6.2.31). Ipak, u sluaju dovoljno plitke ljuske, kada se
moZe uzeti da je b = 0 , drugi sabirci u (6.2.30) i (6.2.34)
se anuliraju, pa se moZe plsatl da je:

v h o $y
N m — T e, e (6.2.35)
2 o

Inae, b =0 povladi i da je v =& , pa se (6.2.29) tada
neposredno svodi na:
+1

oy
t dg ' (6.2.36)
-1
a to su rezultante napona oblika koji je postuliran u [35].

6.2.4. Zavrine napomene. Na kraju treba istaéi da drukéije u-
vodjenje rezultanti napona u odeljku 2.2. (u odnosu npr. na
rezultante u [10] ili {18]) ne bi trebalo, samo za sebe, da
¢udi, jer ni sve do sada uvodjene rezultante napona nisu e-
kvivalentne (v. fusnotu na str. 562 u [6]). Naime, pri izvo-
djenju teorije ljusaka iz trodimenzione teorije, radi se o
definisanju rezultanti, a to ne mora uvek biti uc1n3eno na
isti naéin..No,.zbog neinvarijantnosti (na koju je u ovom
prilogu i ukazano) uobicajenih pristupa pri tom 1zvodjen3u
teorije ljusaka, ¢ini se da se pokazuje u punoj meri opravda-
nim pristup izloZen u odeljku 2.2., kada je (koristeci kon-
cept teorije tri polja ([47})) izvrseno invarijantno uvodje-
nje rezultanti napona u teoriju ljusaka (invarijantnost se o-
gleda u tome $to je, prilikom definisanja tih rezultanti pre-
ko trodimenzioneg tenzora napona, dosledno sproveden Erikse-
nov koncept o integraljenju tenzorskih polja posle prelaska
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u koordinatni oblik u kr1v011n135k1m koordinatama). Razume
se, to sigurno nije jedini moguc1 naéin da se uspostav1 inva-
rijantna veza izmedju tzv. direktnog pristupa i pristupa iz
trodimenzione teorije prilikom razvoja teorije ljusaka; sto-
ga bismo ipak naglasili da u odeljku 2.2. izlozen koncept do-
vodi do uvod]enja rezultanti napona u teoriju ljusaka postup-
kom koji je nov u literaturi, ali pri tome (na invarijantan
nadin) objedinjuje, s jedne strane, geometrijski ne u potpu-
nosti dosledno uvodjenje tih rezultanti oblika npr. (6.2.8),
i, sa druge strane, a’priori u [35] obezbedjenu simetriju re-
zultanti oblika (6.2.36).

Takodje bismo se usudili da dodamo da je tek sad svoje puno
znacenje dobila Rutenova (H.S. Rutten) opaska (v. str. 502 u
[22])) da je odredjivanje rezultanti napona jedna od najvazni-
jih oblasti primene operatora paralelnog pomeranja.

Najzad, podvucimo da nam je invarijantnost u uvod]enju rezul-
tanti napona bila neophodna da bismo ostvarili i krajn;l cilj
celog rada - to je dobijanje jednacdina kretanja i, uopste,
jednacina polja u teOrl]l tanke ljuske na invarijantan nacin
(pri tome, buduéi da nije zahtevana uniformnost debljine lju—
ske pri deflnlsanju rezultanti' napona, nije bilo potrebe ni
da se takvo ogranicenje kasnije uvodi).
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