Duro Kurepa

OREALNIM FUNKCIJAMA U OBITEL]JI
UREDENIH SKUPOVA RACIONALNIH BROJEVA

U nekoliko navrata?’ bilo je postavljeno ovo pitanje: moZe li se svakom
dobro uredenom skupu a racionalnih brojeva pridruziti racionalan broj
¢ (a), tako da bude ¢ (x)<Ty¢ (y), kad god je dobro uredeni skup x racio-
nalnih brojeva potetan komad dobro uredena skupa y racionalnih brojeva.
U knjizi Teorija skupova (v. [6], problemi 23.3.1, 23.3.2, 23.5) postavili
smo s tim u vezi jo§ tri druga problema. U ovom ¢lanku dat ¢emo (nega-
tivan) odgovor na sva éetiri problema (v. teoreme 3.1-3.6). Specijalno,
odgovor na uvodno pitanje glasi: ne postoji nikakvo naprijed navedeno
preslikavanje ¢, jer je zahtjev, da @ prima samo racionalne vrijednosti
preodtar; inale, zahtjevamo li, da vrijednosti od @ budu realni brojevi,
problem je naravno mogu¢ (isp. § 3).

Uvjerit éemo se. da je navedeni problem najuZe povezan s pitanjem
prikazivanja uredenth skupova kao spoj (unija) svojih antilanaca (v. [3]
1 [5] p. 841). S tim u vezi od interesa je uputiti i na teorem 3.6, u kojem
se nalazi iskaz ekvivalentan sa Cantorovom hipotezom. Uredeni skupovi
wiR 1 oxR (v. § 2), koji se specijalno istrazuju. direktno se nadovezuju na
~skup R racionalnih brojeva, pa je zato prirodno, da se i proute.?) S tim
" u vezi mofemo odmah spomenuti, da se glavni rezultat rada sastoji u
tom, da se skup oxR (isp. § 2) ne moZe prikazati kao unija od manje od
N: svojih antilanaca; inale je veé Cantor pokazao, da je oxR unija od N
mnogo svojih antilanaca. Takoder éemo vidjeti, kako nijedan antilanac
nije nigdje gust u prirodnom uredenju o;R skupa sR (v. teorem 4.1).

1. Proces wE. Proces o E. Neka je E = (E; <) ureden skup (potpuno
ili djelomiéno). Oznacimo sa

(1.1) wk
Vv, Kurepa: {3} p. 1233, [4] p. 16C (probléme 2), [5] p. 841. 76] p. 263 {problem 23.3.3).
2 Specijalno skup c& definiran je ve¢ u Tezi (isp. {1] p. 95: takoder [2] p. 200, [4]
;. 143).
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obitelj svih potpuno dobro uredenih dijelova skupa E; specijalno je pra-
zan skup v jedan clemenat u wE; u wE se nalaze i takvi dobro uredeni
lanci skupa E, iza kojih nema nijedne tocke skupa E. Skup wE smatrat
{emo uredenim relacijom »podudaranja po poletnim komadimac:

(1.2) Swili kil K

3to znali: za a, b < wkE relacija @ x b znati isto $to i Cinjenica, da je a
pocetni komad od &; specijalno ée se smatrati v x a(a < wE); tu je v
prazan skup (vakuum). Uredeni skup

(1.3) (wE; <),

a oznatlivat ¢emo ga 1 wrE, razgranat je, jer za svako « &< wE skup (-, a) .. »
svih x & wL, za koje je x <\ia, ¢ine jedan lanac u wik, t. j. za bilo koja
takva dva elementa x, x” postoji bar jedna od relacija x <rx', " <k x.
Ktome je wrE i (djelomi¢no) dobro ureden, jer ni za koji neprazan dio
X wR skup

(1.4) R, X

pocetnih elemenata skupa X nije prazan. o
" Zato je za svaki podskup S < wiE potpuno odreden rang yS i slojevi
R:S(£<<yS), i to po redu

(1.5) RS =Ro(S U R,S) (#<3)

za svako £ >> 0; pritom je yS prvi redni broj, za koji je R: § prazan®
Naravno, za svako &£ <CyS skup R: S je antilanac, t. j. bez razlicitih
uporedljivih elemenata, a kako je
(1.6) §=URS (+<r5).
imamo tako ndreden rastav uredena skupa S na k;'S njegovih antilanaca
R:SH
Oznadimo 1i sa
(1.5) R*S

skup zavr$nih elemenata svakog uredenog skupa S, tada je specijalno od-
reden skup

1.7) R* (wE)
kao i skup
(1.8) oFE =wE  R*{wE) (v).

Drugim rijedima (v. Thése, p. 95), oE je skup svih nepraznih dobro
uredenih lanaca L . E za svaki od kojih postoji bar jedan element [ L
sa svojstvom L <1t x S 1(x < L).

* Pritom valja uotiti. da je na pr. Ry {w.E) = (v} = skup sastavljen od prazna skupa:
naprotiv, Ra {(w,E) = v = prazno za « = yw, E. Vile o tom moze se naéi u Kurepa {6,
§17.2117.3. ,

' kX = kardinalni broj od X.
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Oznatimo li za ureden skup S sa ¢S tip uredenja skupa S, tad je za
svako @ == wkE, ta odreden redni broj, jer je @ dobro ureden lanac; ele-
mente od @ moZemo oznatiti po redu. 1 to na jednoznafan nalin ovako:

(1.9) a,<<a <...a; <.. (§<<ta)

ili krace: a¢ (§ <ta). Vidimo, da za svako & <CywiE sloj R wiE obuhvala
sve isamo one @ & wk, za koje je ta == £

2. Skupovi wiR, oxR |R = uredeni skup racionalnih brojeva). Nas ¢e
napose zanimati uredeni skupovi

(2.1) wiR, o:R,

gdje je R skup racionalnih brojeva. Istaknimo napose, da se oxR dobije
1z wiR izbacivanjem prazna skupa v i svih onih dobro uredenih skupova
iz R, kojima je supremum = oc. Isto tako, za svaki par x, »” racionalnih
brojeva odreden je skup {x, x')r svih z& R, koji su izmedu x, x'; tako
imamo i skupove w (x, X" )&, 6 (x, x)r, 6 (-, x)rit. d.; 6 (-, x)r oznaluje
na pr. skup svih dobro uredenih nepraznih skupova racionalnih brojeva,
kojima je supremum << x.

Kako po Cantorovu teoremu za svako @ << w, ima dobro uredenih sku-
pova C R tipa a, bit ée Rc (wirR), Re (0xR) neprazni, pa je zbog kR = N,

(2.2) {wiR) = y (orR) = w,.
Zato
(2.3) xR =\ /R, (oxR) (a<<w))

@

daje rastav skupa xR u \: mnogo antilanaca toga skupa. Medutim, vrijedi

Teorem 2.1. Uredeni skup kR ne moZe se prikazati kao unija od < R
svojih antilanaca.

Podsjetimo se, da za svako v = ¢ << wR
(24) sup a
znadi sup x; prema tome

— oo <Tsup a < . specijalno — oo <sup a<<oc (¢ & GR).
—oc<sup a<supd (a<<d < oR),
osim ako je k tome @' = a\/sup a i sup a =R, kad je sup a = sup a'.
Dokazimo najprije da vrijedi

Lema 2.1. Za svako a =< oR, x = (sup a, )r i za svaki K-antilanac
< oxR postoji element e. koji zavisi od a. A, x, recimo

e= ¢ (a, A, x)
tako da bude
(2.5) e=o(-,xn
(2.6) a<lpe

87



(27) sup e <<x
(2.8) ANlg(a, A %), Jop (.3 = V-

Pretpostavimo, da lema nije istinita; to bi znatilo da postoji @, x i A,
tako da nijedno e€ oR ne bi zadovoljavalo sve uvjete (2.5)-(2.8). No
kako zbog gustoée skupa (-, x)r vazda postoji element e s uvjetima
(2.5)—(2.7), znatilo bi, da ni za jedno e, koje zadovoljava uvjete (2.5),
(2.6) 1 (2.7), ne bi bio ispunjen uvjet (2.8), nego bi za svako takvo e po-
stojalo bar jedno &’ sa svojstvom a’&= A/ \[e, - )o, (-, : SPecijalno dakle

a<lieZrd, sup d<<x, ad < A.

No, to bi znatilo, da bi i element @’ mogao posluZiti kao polaziste za a
u prethodnim razmatranjima, pa bi polazeéi od

ad<oR, x=(sup @, - )ri A
izveli po pretpostavci, da postoji element @” sa svojstvima
ad<xa”, sup d<<sup a"<<x,ad < A.

Specijalno bi dakle bilo &’<<xa”, d &< A, a” < A, $to je protivno tome,
da je A bez razlilitih uporedljivih elemenata. Time je lema 2.1 potpuno
dokazana.

Prijedimo sad na dokaz teorema 2.1. Neka su ac<= oR i x = (sup a, - )r
proizvoljni; neka je nadalje Ax(n<<w,) bilo koji w,-niz k-antilanaca
 oxR. Promatrajmo tada element ¢ = ¢ (a, A,, ) iz leme 2.1. On za-
dovoljava uvjete, §to se iz uvjeta (2.5)—(2.8) dobiju piSuéi A, mjesto A;
isto tako promatrajmo element e! = ¢ (€%, A,, x) i oplenito element ¢* =
= @ (e" 1, An, x) (n << wy); prema lemi 2.1 taj element " zadovoljava
uvjete, §to se iz (2.5) — (2.8) dobiju piSuéi e"~! mjesto a te 4. mjesto A;
specijalno, vrijede ove relacije:

(1.n) "o, x)n

(2.n) et <y e

(3.n) sup "< x

(4.n) An/N[€ ) oy () = U

Iz uvjeta (2.n) (n << w,) proizlazi
a<pe®<pe!<<i...<we"<lp..

pa stavljajuéi
e =\J e" (n<wg)

¢ je dobro ureden skup; a prema (1.n) zakljutujemo, da je e (-, x]r
dakle e <o (-, x')r za svako x & (x, - )r. No e"<<re(n <) pa po
relaciji (4.n) slijedi
AsNNe, Vorp,ar=v (n<wy),
dakle
e non=\JAr (n<<uw).
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Drugim rijeima:

¢ { oR . \_/An (71 < (/JD??,

pa ¢ak i
e=w{-, x)r \\/ A (n <y

Time je teorem 2.1 dokazan.
Dokazali smo zapravo i ovaj precizniji:

Teorem 2.2. Ako su a<= R i x < (sup a, - )r proizvoljni, lada za svaki
wy-niz K-antilanaca Ax < oxR postoji element

e=w (-, )R \ U A4n (n<<w).
3. O uzlaznim preslikavanjima skupa oxR na R 7 R3 Preslikavanje
(3.1) sup x (x < oxR)
je uzlazno preslikavanje uredena skupa oxR na uredeni skup R; ono nije

strogo uzlazno, jer, ako x nema posljednjeg elementa, t.j. ako nije
sup x & x, tad je za slutaj sup x & R naravno

x\J sup x = oR, sup x = sup (x\/ sup x),

ma da je inale x<<xx\_ sup x. No postoji {isto uzlazno preslikavanje
skupa oxR na R. Jer, neka je 7. (n << w,) jedno normalno dobro uredenje

skupa R; stavimo li @ (ra} = CESE za svako n << w,, tad je za svaki
neprazni skup X C_ R dovoljno staviti
f(X)=2¢@ (e=X)

i f(v) = v, pa da se vidi. da je f(X) (X< R) jedno disto uzlazno pre-
slikavanje éak skupa (PR; Z_), a ne samo skupa ¢iR na uredeni skup R.®

Imajuéi u viduy, da je skup R svuda gust na skupu R i znajudy, da
postoji disto uzlazno preslikavanje skupa oxR na R, postavili smo ovo
pitanje:

Postoji Ii ¢isto uzlazno preslikavanje uredena skupa oiR na skup R?
(isp. [3] p. 1033, [4] p .16C. [5], p. 841, [6] p. 263). Odgovor je negativan,
jer vrijedi

Teorem 3.1. Ne postoji ¢isto uzlazno preslikavanje skupa oxR na R;
drugim rijecima, ako je f bilo koje &isto uzlazno preslikavanje skupa
(6R; =) u R, tad { poprima bar jednu vrijednost iz skupa R - R.

Jer, kad bi postojalo Cisto uzlazno preslikavanje ¢ skupa oxR na R,
tada bi za svako r&¢oxR bio odreden skup ¢! (r) svih x <= xR, za koje
je ¢ (x) =7; no ¢~ (r) je fak odreden K-antilanac, pa bi zbog

® Za ureden skup § oznatuje S ureden skup, $to se iz $ dobije popunjavanjem svih

_njegovih praznina. Prema tome R znali na pr. skup sastavljen od svih realnih brojeva
iod —oo i +oc,

_ ® PR je skup svih X < R uredenih relacijom < ; naravno wR <_PR; ako x, y == wR
1x <py tada je xC y.
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oR =/ ¢ (r) (r=qosR)

kporR < No

proizlazilo. da je ureden skup oxR spoj od <N svojih K-antilanaca, sto
se protivi teoremu 2.1,

Time su rijeSeni i problemi 23.3.1, 23.3.2,'23.5 iz [6], jer iz teorema
2.1 proizlaze teoremi 3.2-3.4. :

Tcorem 3.2: Ako u dobro uredenu razgranatu skupu T postoji &sto
uzlazna realna funkcija, onda se w opéem slucaju ne moZe pretpostaviti,
da ta funkcija ne pribvata iracionalnih vrijednosti, jer se u opéem slu-
caju takvo T ne moZe rastavili u prebrojivo mnogo svojih antilanaca.
(Slu¢aj T = oxR to potvrduje; isp. [3] p. 1033, [5] p. 841.)

Teorem 3.3. Ako postoji listo uzlazno preslikavanje dobro uredena
razgranata skupa T na lanac S, pa ako je S, S 1 S, svuda gusto po S,
tada ne mora postojali &isto uzlazno preslikavanje skupa T na S, (slu-
¢ay T = oxR, S =R, § =R).

Teorem 3.4. Postoji lanac S takav, da se granati skup wiS ne moie
preslikati strogo uzlazno na S (sluéaj S = R to potvrduje’).

Dokazimo takoder

Teorem 3.5. Postoji ureden skup T sa T = w, i koji je unija od pre-
brojivo mnogo svojih entilanaca.

Da se vidi ispravnost teorema 3.5, dovoljno je sa T oznaéiti skup svih
a& wiR za koji je sup a =R (isp. dokaz teorema 3.1).

Teorem 3.6. Skup (PN; ) svih dijelova skupa N prirodnih brojeva
ne moze se prikazali kao spoj od No familija skupova, od kojih dva po
dva nisu u relaciji<; ako je 2% = N1. onda je analogan rasiav u N,
antilanaca _ (PN; C) mogud, 1 obrnuto.

Najprije je jasno, da su skupovi (PN: ) i (PR: ) sli¢ni. Dovoljno
je promatrati bilo koje obostrano jednoznalno preslikavanje f skupa N
na itavo R, tako da je fN = Ridefinirati f (v) = v f(X) = \/ f(x) za

=N

svako v Z X N, pa da se vidi, da je tako definirano preslikavanje
izmedu PN i PR sli¢nost s obzirom na relaciju<_. Nadalje, skup (PR; )
ne moZe se prikazati kao unija od No svojih antilanaca, jer bi to stim
prije vazilo za podskup (wR; C); no svaki C -antilanac iz toga skupa
takoder je k-antilanac < wiR, pa bi tako uredeni skup wixR bio unija
od Yo k-antilanaca; stim prije bi to vrijedilo za xR kao dio skupa wiR,
protivno teoremu 3.1. No, u stvari, skup (PR; ) [a time ni skup (PN; )]
ne moZe se prikazati kao unija od <C2X°svojih antilanaca, jer skup
(PR; <) sadr¥ava jedan lanac L kardinalna broja 2%; takav je larac
na pr. obitelj svih pocetnih komada uredena skupa R. A jasno je, da
svaki antilanac presijeca svaki lanac u najvi§e jednom elementu. Zato
svakom ! = L odgovara bar jedno A (I) =F svake familije F antilanaca,

" Analogan teorem vazii za skup §$ = R.
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k.oji iscrpljuju zadani skup (PR; ). Pritom. ako je opet I I' = L, mora
biti () = A (I'), $to znati, da je kF = kL = 280~ kPR, Da je s druge
strane'sk’gp (PR: ) moguée iscrpsti pomocu 28 antilanaca. vidi se pro-
matrajuéi obitelj svih jednotlanih antilanaca iz toga skupa.

é]}z.:Pr(Zr}g:irgl)zfre(?enj(’ skupova wiR, oxR8 Skupovi w,R = (wR; £)),

Djelomiéno uredenje skupa wiR moZe se prodiriti na potpuno uredenje
tako,_da se s obzirom na relaciju < neuporedljivi elementi urede alfa-
betski, t.j. ako je x. y —wR, a nije ni xZry ni y Zxx, tada postoji
potpuno odreden redni broj.

(4.1) ¥ = (x,y)
tako da bude x¢ = v: (< »), x4y,

dakle ili x, <73y, ili y, < x,;
stavljajuéi tada za @, b =wR, da je

(4.2) x=,y
onda, i samo onda. ako je ili
4.3) xSky i oxe <y,

tad se vidi, da je
(wR; <) =w,R
potpuno ureden skup.
O tom uredenom skupu bilo je govora ve¢ dru ili
om | bilo gom prilikom (v. [2
P. 200-210); specijalno vrijedi (isp. Teorija skupova p. 222): 1
Lema 4.1. Za svaki element a<= xR, skup

(4.4) [a, ),k svih a’ = oR,

za<kojc je a Sxa'. sadinjava jedan komad lanca (R; <)), t. . ako je
a Zux, a;k y, te X g;z.__:ly, onda je a Zxz. Zato svaki takav skup
(4.4) sadriava nepraz=ni interval lanca (6R. =) = 6,R.

Vidi se, da je antilanac R*wR skupa w@:R posvuda gust na lancu w,R;
to je stim zanimljivije, $to vrijedi ‘

'Te_orem 4.1. Ako je A bilo koji antilanac skupa (oR, <x), tad A nije
nigdje gust u skupu {oR, <) N
DokaZimo najprije
Lemu 4.2. Ako je (a, b)or bilo koji neprazni interval skupa o,R,® tad
postoji ¢ < oR sa svojstvom pa iR ta
[c, - ) e R :: (a, B)or .

¢ Isp. [1] p. 87, 127.
ot Erxmljctimg, da lanzc o,R ima i susjedpih elemenata; oni su oblika @ ¢ / (r). gdje
jer = R, a = bilo koji dobro ureden skup Z (-, r)psasup a =7 Da se izbjegne pojava

susjednih elemenata u <R, stavili smo bili u [2] zahtjev, da promatrani elementi «
budu izolirani skupovi.
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Naravno da moZemo pretpostaviti, da je « <<, b. Odatle proizlazi. da
jeih @<k b ili @via, vy < by b, gdje je, kao §to znamo

a={a,<a,<..a,<.

'}R’\'la
b={by<<b,<..b,<.}g,
a=>b, (£ r(a,b)), a,+b, v=r(ab).

Prui slucaj: a<<rb; dovoljno je na pr. uzeti broj c«<= (sup, br)r i
staviti ¢ = a \/ (¢a), pa da se uvjerimo, da ¢ zadovoljava uvjete leme 4.2.

Drugi slucaj: a,<b,; dovoljno je uzeti ¢ = {ag..a:.. ¢} (&£ <<»), gdje
jC Cv:’_:(av, bv)R-

DokaZimo sada teorem 4.1. Pretpostavimo, da on nije ispravan, nego
da postoji edreden K-antilanac A, koji je gust u bar jednom nepraznom
intervalu 7 lanca (6R; <,). Prema prethodnoj lemi 4.2, postoji bar jedna
totka ¢=“oR sa svojstvom, da iz ¢ <rx < oR slijedi x< I; no ¢< oR,
pa zato svako ¢* & oR, koje u (6R. £,) dolazi neposredno iza ¢, ima u
tom istom skupu dva neposredna sljedbenika, recimo ¢’, ¢”: no ova dva
elementa nisu u o;R susjedna, pa zbog pretpostavke, da je skup A gust
u [ slijedilo bi, da izmedu ¢/, ¢” mora lezati bar jedan element a = A.

Medutim pretpostavka je
(4.5) a= AN, " )or

nemoguda, kao §to éemo se odmah uvjeriti.

Promatrajmo naime elemente @, ¢; ili je e Sk ili ¢ <ia ili ajrc
(@, ¢ su K-neuporedljivi). Medutim, ne moze biti @ <x e, jer je ¢ <<ac',¢”
pa bi bilo @ <x ¢’ ¢”, t. j. ne bi bilo a<= (¢, ¢”) o .z, protivno (4.5). Ne moze
biti ni ¢ <<k a, jer bi to znatilo, da bi bilo (a, - )s,zr C (¢, - )o,r _I; kako je
medutim, prema lemi 4.1, skup (a, -)s.x jedan neprazan komad u o,R,
morao bi on sadrZavati bar jednu totku a’& A, jer je pretpostavljeno,
da je 4 u I, a time i u (a, ")sxrsvuda gust skup: tako bismo imali dvije
totke a, @' A, za koje je a<<rd’, §to se protivi pretpostavci, da je 4
antilanac u oxR. Preostaje jo3 jedini sluéaj a [k ¢; neka je tada » = (q, ¢)
prvo mjesto, na kojem se skupovi a i ¢ razlikuju, tako da je dakle ili @, <c*,
ili @,>> c¢v, a time @ <</ ¢ odnosno a>>, ¢; prvi slucaj je nemogu¢, jer bi
to znadilo, da je @ <<, ¢/, ¢”, pa ne bi bilo a < (¢, ¢")«r; ostalo bi, da je
a > c; no ¢v=cy=¢c",, pa bi dakle bilo a, > s, &, > ¢",, a time
a>>,c, a>>;c”, §to opet iskljuuje pretpostavku (4.5}. Time su sve lo-
gitke moguénosti iscrpene, pa je teorem 4.1 posve dokazan.
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