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” Astronomija je korisna jer nas uzdize iznad nas samih,
ona je korisna jerje velika ............... Astronomija nam je
prva pokazala da postoje zakoni, ona nam je dala dusu
sposobnu da shvati Prirodu” [3].



Predgovor

Ova knjiga, kao deo udzbenika Geodezija 2, namenjena je studentima smera
za Rudarska merenja na Rudarsko-geoloskom fakultetu u Beogradu.

U prvom delu knjige obuhvacena je materija iz Astronomije, odnosno izabrana
poglavlja 1z Geodetske Astronomije koja se 1zucavaju po postojecem nastavnom
programu.

Knjiga treba da pruZi studentima odredena znanja iz opSte Astronomije,
potrebna znanja iz Geodetske Astronomije, za odredivanje azimuta kako nebeskih
tela tako 1 terestrickih pravaca, odnosno za orijentaciju geodetskih tj. rudnickih
osnovnih mreza na povrsi Zemlje.

U drugom delu knjige obraduju se odabrana poglavija 1z Vise Geodezije.
Obradeni su opsti pojmovi | zadaci Vise geodezije na odredivanju oblika i dimenz-
ija Zemlje, problematika preslikavanja Zemljinog elipsoida na izabranu projekcionu
povrs. Kod nas je izabrana Gaus-Krigerova konformna cilindri¢éna projekcija, kao
povrs za preslikavanje. Takode je u opstem obliku dat prilog satelitske geodezije,
odnosno primena tehnologije GPS-sistema, sa ciljem upoznavanja studenata sa
novim tehnologijama koja se primenjuje u Geodeziji.

U Beogradu, Autor
Mart 1997. godine
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OSNOVI ASTRONOMIJE



GLAVA 1

Uvodne napomene

1.1. Uvod

Rudarskim struénjacima, koji se bave rudarskim merenjima potrebno je odre-
deno minimalno znanje iz Astronomije, za odredivanje polozaja tadaka na Zemlji-
noj povrsi, za razliku od geodetskih strué¢njaka, kojima je potrebno mnogo vise od
minimalnog znanja kod odredivanja polozaja talaka, koristeéi klasiéne metode ili
satelitsku geodeziju.

Poznato je, da u domacoj rudarskoj ili geodetskoj literaturi iz oblasti Astro-
nomije skoro i da nema objavljenih radova. Zbog toga smatram da je potrebno i
korisno u uvodnom delu, prikazati istorijski razvoj Astronomije.

Prve klice razvoja Astronomije nalazimo kod starih naroda Haldejaca 1 Egi-
péana, kojisu zZiveli pre vise od 4000 godina pre n.ere, na prostorima stare Mesopota-
mije. Onisu hiljadugodiS$njim neprekidnim posmatranjem neba, prikupili ogroman
broj podataka o Astronomskim pojavama, koje su jedino mogli posluziti kao os-
nova astronomskoj nauci i na €ijim je osnovama podignuta astronomska nauka.

Grci su se oko 640-540 pre n.e. upoznali sa znanjima Vavilonaca 1 Egipéana,
prosirili su ta znanja o nebeskim pojavama i imali su ucenje o Zemlji kao lopti.
Slava tog logicki obrazloZenog ucenja pripada grékoj filozofskoj Skoli Pitagorejaca,
Pitagoras (580-500). Pitagorejski sistem sveta bio je geocentri¢an, ali se u njihovoj
skoli poceo razvijati teorijski 1 heliocentrican sistem.

Kasnije se pojavila i Aleksandrijska skola, gde je bio ¢uveni geometricar Eu-
klid, koji je saradivao sa Arhimedom (287-212), a Ziveo u Sirakuzi. Aleksandri-
jskoj skoli pripada slava prvog odredivanja dimenzija Zemlje, smatrana loptom
od strane Eratostenesa (276-194). Matematicki pristup koji je koristio Eratosten
ostao je nepromenjen do danasnjih dana. Za vreme Aleksandrijskog rata Julija
Cezara izgorela je biblioteka Muzeja i od tada Skola nije imala poleta. Jedan od
najveéih astronoma staroga veka je Klaudius Ptolemajos (87-1657), ¢ije je glavno
delo ” Veliki Zbornik Astronomije” kasnije nazvano ” Almagest”, potpuno satuvano



1Stampano u velikom broju egzemplara. U sustini ovo delo predstavlja, sistematski
skup celokupnog astronomskog znanja aleksandrijskog zavrénog perioda. Oslanja-
judl se na osmatranja Hiparha, on postaje ubedeni geocentricar [6], i nije govorio
o heliocentri¢nom sistemu sveta. Njegovi naslednici nisu uspeli da nadu put ka
heliocentri¢nom sistemu do pada Aleksandije 640 godine u ruke Arapa.

U ranom periodu srednjeg veka nije se verovalo da je Zemlja okrugla i da
je nebeski svod obuhvata sa svih strana, jer hrid¢anska vera to nije dozvoljavala.
Mladi narodi Arapa, za neverovatno kratko vreme osvojili su vlast od Indije preko
Severne Afrike od Spanije. Tada pocinje brz napredak nauke, a posebno Astro-
nomije. Ovaj proces jos vise se ubrzao posle pada Carigrada u ruke Turaka 1453.
godine. Arapi su dali jak podstrek zapadnjackoj nauci. Poznati zapadnjacki as-
tronomi ove epohe su: Georg Purbah (1425-1461) i njegov uenik Johan Miler,
Regiomontanus (1436-1476), kao i genijalni Leonardo da Vinéi (1452-1519), koji
je Zemlju smatrao zvezdom.

Otkricem Amerike, puta za istoénu Indiju i izvrSenog puta oko Zemlje, slika
sveta srednjeg veka nije se viSe mogla odrZati, a astronomija je postala neopho-
dno potrebna moreplovstvu, preporodu umetnosti 1 nauke. Preporod u shvatanju
nastao je pojavom 1 uenjem Nikole Kopernika.

Heliocentriéni sistem velikog reformatora Astronomije Nikole Kopernika (1473-
1543), jeste obnova heliocentri¢nog sistema Grka. Kopernikova zgrada vasione ima
raspored [6]:

Nepomiéna sfera zvezda nekretnica spoljna je granica te zgrade.
Kruzna putanja Saturna, koji obilazi svoju putanju za 30 godina.
Kruzna putanja Jupitera, koji obilazi svoju putanju za 12 godina.
Kruzna putanja Marsa, koji obilazi svoju putanju za 2 godine.
Kruzna putanja Zemlje, koja obilazi svoju putanju za 1 godinu.

Kruzna putanja Venere, koja obilazi svoju putanju za 9 meseci.

N o s W e

Kruzna putanja Merkura, koja obilazi svoju putanju za 80 dana.

U sredini ove zgrade nalazi se Sunce, koje upravlja sa svojom porodicom
zvezda. Prema Koperniku, Zemlja vrsi tri razna kretanja [6]:

1. Dnevno obrtanje oko svoje ose, od Zapada prema Istoku, iz kojeg sledi privi-
dno kretanje svih zvezda, od Istoka prema Zapadu.

2. Godisnje kretanje oko Sunca, od Zapada prema Istoku, iz kojeg sledi prividno
godisnje-kretanje Sunca istog smisla obilazenja.

3. Godisnje koni¢no kretanje Zemljine ose oko normale uzdignute na ravan u
obrnutom smislu predasnjeg kretanja.

Veliki protivnik Kopernikovog heliocentriénog sistema, bio je cuveni posma-
tra¢ neba Tiho Brahe (1546-1601), koji nije prihvatio ovaj sistem. Da se ne bi
dogodila ranija sudbina heliocentricnog sistema, odnosno njegovo nepriznavanje,
zasluga je Galileo Galilei-a (1564~-1642). Galileo je pronasao Zakone slobodnog



pada, pada na strmu ravan i kosog hica i stigao je do zakona inercije. Ovim
pronalaskom oborio je glavni argumet protiv heliocentri¢nog sistema. Sa astro-
nomskim durbinom koga je sam konstruisao 1 posmatrao nebo, dokazano je da se
kretanja nebeskih tela vrSe i oko drugih sredista, no to je Zemlja. Zbog toga je
izveden pred sud inkvizicije, a spasao se odrekavsi se svoje nauke. Zbog sli¢nog
”prekrsaja” Dordano Bruno (1548-1600), Ziv je spaljen na lomaci. Na osnovu
radova Kopernika i Galileja, istina se nije mogla prikrivati, i zato je Rajnhold gov-
orio: ”Moramo biti duboko blagodarni Koperniku $to je vaspostavio pravu nauku
o kretanju nebeskih tela”. Pronalaskom Zakona Keplera i Njutna, omoguéeno je
da se kretanje nebeskih tela oko Sunca predstavi matemati¢kim jezikom.

Johanes Kepler (1571-1630), matematicki je definisao svoja tri Zakona plane-
tarnog kretanja, od kojih je dva objavio u svom delu ” Astronomija nova de motibus
stellae Martis” 1609, a tre¢i u svojim ” Harmonices mundi” 1619. godine:

1. Planete opisuju oku Sunca eliptiéne putanje; u zajedniékoj Zizi tih elipsa nalazi
se Sunce. '

2. Radius vektor povucen od Sunca od planete prevlali u jednakim delovima
vremena jednake povrsine.

3. Kvadrati vremena obilaZenja planeta oko Sunca stoje u proporciji trecih ste-
pena velikih poluosa njihovih putanja. ’

Na osnovu Keplerovih Zakona izveo je ¢uveni Isak Newton (1643-1727) i
saopétio u svom besmrtnom delu ”Philosophiae naturalis principia mathematica”
London 1687, Zakon Opste Gravitacije: Svaki deli¢ materije u vasioni privlaéi
svaki drugi deli¢, silom koja pada u pravu tih deli¢a,a ima intenzitet propor-
cionalan proizvodu masa mq 1 my tih delica, a inverzno proporcionalan kvadratu
njihovog odstojanja . Jedna od najboljih potvrda Njutnovog zakona je otkrice
planete Neptun 1846. godine na racunski predvidenom mestu.

Moderna astronomija poéela se razvijati u periodu koji obuhvata sredinu 19.
veka 1 pocetak 20. veka. Za ovaj period treba pomenuti radove na izdavanju spek-
tralnog kataloga za 225000 zvezda Henri Drepera (Henry Draper) 1924. godine.
Primena Doppler-Fizoovog efekta dovelo je ruskog astronoma Struvea 1925. godine
do otkrica rotacije zvezda. Hejl (Hale) je 1908-1913 godine otkrio globalno suncevo
magnetno polje, a Bebkok (Bebcock) je 1946 godine otkrio magnetno polje zvezda.
Radioelektriéno zragenje Sunca otkrio je 1939 godine Reber (Reber). Sadasnji nivo
razvoja elektronske tehnike omogucuje jos brzi razvoj Astronomije u celini.

U kratkom kursu Astronomije, koji je potreban rudarskim i geoloskim stru-
¢njacima za kompletiranje znanja o poloZajima na Zemlji, upoznatemo se sa:
Predmetom Astronomije, Astronomskog eksperimenta, kao 1 sa primenom dela As-
tronomije u geodeziji, odnosno rudarskih merenja, kod odredivanja pravca meridi-
jana u tacki na povrdi Zemlje 1 kod odredivanja Azimuta terestickog pravca.

Autor



1.2. Koris¢ene oznake

o — geografska Sirina
A — geografska duzina
a — rektascenzija

6 — deklanacija

E - istok
W - zapad
S - jug
N - sever

Py — severni nebeski pol
Pgs — juzni nebeski pol

h — visina

A — Azimut nebeskog tela
At — Azimut ( teresticki )

z — zenitsko odstojanje

B — borizontalni ugao (oznaka koja se koristi u geodeziji)

t — ¢asovnl ugao

s — zvezdano vreme

v — gama tacka
Am — longituda srednjeg Sunca
Ao — longituda pravog Sunca

T - pokazivanje ¢asovnika
Cp - popravka &asovnika

S - graniéno zvezdano vreme
As - azimut severnjace

M, — mesto meridijana na horizontalnom limbu



GLAVA 2

Predmet astronomsije 1 astronomskz
eksperitment

Kosmos. U opétem smislu kosmosom (vasionom) nazivamo ono $to jeste; u
posebnom smislu kosmos karakteriSe prevliadavanje materije.

Nebesko telo. U takvom kosmosu nebeskim telima nazivamo materiju &ije
su razmere daleko vece od razmera Coveka ili su rastojanja do nje daleko veéa od
razmera ¢oveka.

Nebeski sistem. Grupe (skupovi) nebeskih tela nazivaju se nebeskim sis-
temima ukoliko su rastojanja meduskupovima mnogo veca od dimenzija skupova.

Medusistemska sredina. Deo kosmosa u kojem je prevladavanje materije
slabije naziva se medusistemskom sredinom.

Definicija. Astronomija je nauka koja proucava nebeska tela, nebeske sisteme
1 medusistemsku sredinu pojedinaé¢no ili u celini.

2.1. Opsti pojam astronomskog eksperimenta

U klasi¢nom smislu pod ovim pojmom podrazumevaju se metode astronom-
skih posmatranja i instrumenti, pri emu se posebno misli na opticke instrumente
1 posmatranja.

Drzeéi se opredeljenja iz predhodne tatke, ovde ¢emo uvesti novi pojam,
pojam astronomskog eksperimenta, koji se kasnije koristi kao osnovni kriterijum
(princip) za podelu astronomije na podoblasti.

Predhodno uvedimo sledeée pojmove:

Matematickim ili prirodnonauénim eksperimentom nazivamo raspoloziva teori-
jska 1 prakti¢na znanja matematickih ili prirodnih nauka i Coveka.

Astronomskim eksperimentom nazivamo svaki astronomskom problemu pri-
lagoden izbor 1 modifikaciju postojecih eksperimenata u matematici i prirodnim



naukama, kao 1 razvoj sopstvenih teorijskih i praktiénih znanja.

Polazeci od onoga $to je receno u prvoj tacki i od ovoga sada, jasno je, da je
osnovna podela astronomije sledeca:

— astronomija nebeskih tela

- astronomija nebeskih sistema

- astronomija medusistemske sredine
- astronomija kosmosa kao celine.

U svakoj od ovih oblasti moguca je dalja podela prema tipu preoviadavajudeg
eksperimenta: nebeska mehanika, teorijska astronomija, prakti¢na astronomija,
geodetska astronomija, astrofizika, kosmologija, kosmogonija, astrohemija, astro-
biologija, radioastronomija, gamaastronomija itd.

Ocigledno je, da ovakva podela nosi u sebi glomaznost 1 razudenost, ali je
1storijski nasledena. Zato vedina pojmova u ovom kursu astronomije nece moci da
se izbegne iz istorijskih razloga.

Iz 1stog razloga najvazniji oblik posebno astronomskog eksperimenta je as-
tronomsko posmatranje, koje se obavlja golim okom ili teleskopom. Pod teleskopom
podrazumevamo posebno izgraden instrumentarijum za prikupljanje informacija
o makrosvetu uz bitno povecanje kvaliteta ili kvantiteta informacije u odnosu na
posmatranje golim okom.

Znacajne osobine astronomskog posmatranja:

- Relativno visoka pasivnost posmatranja i posmatraca u odnosu na objekte
posmatranja, zbog vremensko-prostornih razmera.

- Relativno neizbeZna vezanost posmatraca 1 instrumentarijuma za Zemlju, pri
¢emu se njene osobenosti kao nebeskog tela i sistema referencije moraju znati.

— Iz prve dve osobine proizilazi treca - velika prisutnost geometrijskog eksperi-
menta (uglovna merenja u astronomskoj prakst).

- Konacno, najznacajnija osobina astronomskih eksperimenata, a time i posma-
tranja, jeste njihova razvojnost, koja ¢e omoguditi otklanjanje slabosti nekih
karakteristika.

2.2. Odredivanje polozaja nebeskog tela

U saglasnosti sa onim §to je reeno u glavi jedan i naslova ovog poglavlja
neophodno je uvesti novi pojam , nebeski svod, ili nebo, koga treba objasniti.

Neposredni culni utisak iz posmatranja iznad sebe 1 naokolo, sa mirne morske
povrsine, je da se nalazimo u srediStu ogromnog svoda, koji se savija iznad nas 1
sastaje u daljini sa morskom ili Zemljinom povrsi. Isti takav utisak dobija se ako
posmatramo sa bilo koje tatke Zemljine povrsi. Ovaj svod koji ima oblik kalote,
zovemo nebo ili nebeski svod.



2.2.1. Nebeska sfera

Starl narodi koji su ziveli pre n.e, znali su da se u stvarnosti pomenuti svod ili
nebo nikad ne sastaje sa povrsi na kojoj stojimo. Kada se neposredno posmatraju
nebeska tela ne mozemo stvoriti sliku o njihovim udaljenostima. Zbog nedostatka
astronomskog eksperimenta, zamisljamo da se ova tela nalaze rasporedena na un-
utradnjoj povrsini jedne lopte (sfere)!, cije je srediste u nasem oku i zato govorimo
o njoj kao da postoji [ zovemo je nebeska sfera. Kod ovako zamisljene sfere, u
prvoj aproksimaciji smatramo da su sva nebeska tela na jednakim udaljenostima
od centra sfere koji je u posmatracevom oku, 1 ima polupreénik R=1.

Ako je vizura poluprava od posmatraca ka nebeskom telu, onda se sva nebeska
tela nalaze na nebeskoj sferi u tackama prodora odgovarajucih vizura; to su pri-
vidni polozaji nebeskih tela. Promena poloZaja nebeskog tela na nebeskoj sferi
naziva se prividno kretanje. Nebeska sfera se obrée od istoka ka zapadu 1 tako
dovodi do pojava kao sto su izlaz, kulminacija?, i zalaz nebeskih tela. Sunce
svojim kretanjem dopunjuje taj utisak, (sl.2.1).

;z (ZENIT)

SEVERNJACA
\ Severni pol
N

| N (NADIR)
[

S1.2.1. Prividno dnevno obrtanje nebeske sfere

Nebeska sfera koristi se za odredivanje polozaja nebeskih tela, promena tih
polozaja iizucavanje njihovih kretanja. PoloZaj nebeskih tela na sferi definiSe se sa
dve koordinate ili pravcima iz centra sfere, a moze 1 obrnuto, tacke na sferi definisu
pravce. U mnogim problemima geodetske astronomije od interesa su samo pravci
1 odnosi izmedu njih,sto se resava koriséenjem sfere. SrediSte ili centar sfere moze
da bude : posmatraievo oko (topocentar), centar Zemljine mase (geocentar), a
neki put centar Sunceve mase (heliocentar).

lod Gréke reéi koja znaéi lopta
25d latinske reéi kulmen=vrh



2.2.2. Nebeska tela

Mati¢na naseobina ¢oveka je Sunéev sistem. Sredi$no mesto u ovom sistemu
zauzima jedan okrugli kotur (disk)3, neobino jakog sjaja, koji predstavlja izvor
svetlosti, toplote 1 Zivota na Zemlji,, to je Sunce. Zbog velike mase 99% (svih
masa) u sistemu 1 velike gravitacije, prisiljava sva ostala tela da kruze oko njega
po stabilnim putanjama. U prvom redu to su 9 velikih planeta (Merkur, Venera,
Zemlja, Mars, Jupiter, Saturn, Uran, Neptun 1 Pluton), sa svojim satelitima,
zatim oko 4000 malih planeta (planetoida i asteroida), oko 600 poznatih kometa
1 neizmeran broj sitnih tela-meteora. Suncev sistem ispunjen je oblacima retke
meduplanetarne prasine 1 gasa.

Covekova sira naseobina je Kosmos u kome se nalaze: zvezde, zvezdana jata,
svetle | tamne galakticke magline 1 meduzvezdana materija. Danas kada su nauka i
tehnologija toliko napredovale, omoguceno je izu¢avanje i drugih zvezdanih sistema
1 galaksija u prostoru, izradunavanje postanka i razvoja nebeskih tela, kao i cele
Vasione.

2.2.3. Sazvezda

Sve §to smo do sada rekli o nebeskim telima iskljuéivo je rezultat vizuelnog
astronomskog eksperimenta u kojem preovladuje matematicka apstrakcija nebeske
sfere. Ako u principe klasifikacije ukljuéimo dodatne moguénosti vizuelnog pos-
matranja, onda mozemo da govorimo o sjaju i1 boji nebeskih tela.

Uocavajuci sjajne zvezde na nebu, drevni posmatraéi su koristili 1 njihove os-
obine (primetno ne menjaju medusobne polozaje, zvezde nekretnice), za izutavanje
nebeskih pojava i priblizne orijentacije u polozajima zvezda. Zato su izvrsili pros-
tornu podelu zvezda u grupe, odnosno podelili su nebesku sferu na delove, a od
zvezda u njima obrazovale su manje ili vede grupe koje se nazivaju Sazvezdima
(konstelacija). Po pravilu svakom sazvezdu, dat je odgovarajuci mitoloski znaca]
1 obelezje. Danas je nebeska sfera podeljena na 88 sazvezda, izmedu kojih su
povuéene taéne granice, obelezena njihova imena, dati nazivi pojedinih sjajnih
zvezda 1 drugih nebeskih tela. Polozaj nebeskih tela danas se daje koordinatama,
ali podela na sazvezda ostala je ista, kao §to su uradili drevni posmatraéi. Imena
sazveida su sledeéa: Ovan, Bik, Blizanci,Rak, Lav, Devojka, Vaga, Skorpija, Stre-
lac, Jarac, Vodolijja, Ribe i druga.

Najsjajnijim zvezdama u sazvezdima davana su imena (uglavnom arapskog
porekla), a obelezavane su jednim od prvih slova gréke azbuke. Slabije zvezde
obelezavaju se poslednjim latinskim slovima, a jos slabije brojem ispred imena
sazvezda. Geodeski 1 rudarski struénjaci, uglavnom treba da se upoznaju sa
sazvezdima Veliki Medved (Ursa Maior) i Mali Medved (Ursa Minor), odnosno
Velika 1 Mala kola, (sl.2.2).

3od gréke reci diskos=okrugla ploca
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Sazvezda se na osnovu vidljivosti dnevnih putanja zvezda u njima, dele u
grupama: Cirkumpolarna, zimska, proleéna , letnja 1 jesenja grupa. U Cirkumpo-
larnoj grupi sazvezda, nalaze se zvezde ¢ije su dnevne putanje u celosti vidljive. Za
rudarske inZenjere vazna je Cirkumpolarna grupa sazvezda, koja se nalazi na sev-
ernom nebu, gde je najupecatljivije najvece sazveide Veliki Medved (Ursa Maior)
ili Velika kola. Ako produzimo pravac a—f3 za oko 5 puta dolazimo do Severnjacde
ili Polare (Ursae Minoris), koja je u dana3nje vreme za oko 1° udaljena od severnog
pola 1 nalazi se na repu Malog Medveda. -

U ostalim grupama (zimska, prolecna, letnja 1 jesenja) nalaze se zvezde (koje
izlaze 1 zalaze) Cije se dnevne putanje delimi¢no vide, koje usled Zemljinog okre-
tanja oko Sunca kulminuju u odredena godisnja doba, 1 samo se tada mogu pos-
matrati na nebu.

U zimskoj grupi su sledeca sazvezda : Koéyjas (Auriga), Bik (Taurus), Blizanci
(Gemini), Orion (Orion), Mali Pas (anis Minor). U sazvezdu Veliki Pas, nalazi se
najsjajnija zvezda na nebu a Cavis Maioris ili Sirius.

U proleénoj grupi su sazvezda: Rak (Cancer), Lav (Leo), i Devojka (Virgo),
a u letnjoj grupi su: Volar (Bootes), Severna Kruna (Corona Borealis), Herkul
(Hercules), Lira (Lyra), Labud (Cygus) i Orao (Aguila).

2.2.4. Prividno dnevno obrtanje nebeske sfere

Vizuelnim posmatranjem neba, dobijamo intuitivnu predstavu o nebeskoj sferi
1 njenim karakteristikama. Pri pazljivom posmatranju zapazi¢emo da (poznata
zvezda) Severnjaca (Polara), skoro da ne menja svoj polozaj u odnosu na zemaljske
repere. Svi drugi nebeski objekti opisuju u toku dana (24 sata) krug sa centrom
u blizini Severnjace.
- Ako belezimo medusobne polozaje I izgled nebeskih tela na nebeskoj sferi u
toku duzeg vremenskog intervala uocicemo:

- da postoji veliki broj objekata koji praktlcno ne menjaju medusobni polozaj
(zvezde nekretnice),



- da postoji manji broj zvezdolikih objekata koji svetle mirnom svetloséu (ne
trepere) 1 koji menjaju polozaj medu zvezdama (planete,lutalice),

- da postoji Mesec koji menja svoj polozaj u odnosu na zvezde,

— da postoji Sunce, koje 1z dana u dan izlazi priblizno na istom mestu u odnosu
na zemaljske repere, ali u okolini razli¢itih grupa zvezda,

- dase povremeno pojavljuju kosmati nebeski objekti, menjaju polozaj u odnosu
na nebesku sferu zvezda (komete),

- da se povremeno pojavljuju zvezdoliki objekti, pojedinalno 1 pljuskovi tih
objekata u intervalu od nekoliko sekundi I brzo nestaju sa zvezdanog neba
(meteori),

- da se preko neba prodtire belo magli¢asta traka nejednake Sirine 1 sjaja, ali
stalnog polozaja medu zvezdama (Galaksija, Mle¢ni put, Kumova slama). '

Kada posmatramo zvezde, prividno dnevno kretanje nebeske sfere se manifes-
tuje u postojanju zvezda ¢ije su dnevne putanje u celosti vidljive (cirkum polarne
zvezde) 1 postojanju zvezda Cije se dnevne putanje vide delimi¢no (zvezde koje
izlaze 1 zalaze) 1 u postojanju zvezda ¢ije delove dnevne putanje samo ponekad
vidimo ili uopste ne vidimo iz datog polozaja (anticirkum polarne zvezde). Iz
vizuelnog posmatranja neba, moze se utvrditi:

- da'$& nebeska tela kreéu,

- da se kreéu u istom smeru: od istoka ka zapadu,

~ da se kreéu po kruznim linijjama, koje su medusobno paralelne,

— da se krecu jednolikim kretanjem tj., za proizvoljno jednaka vremena okrenu
se za jednake uglove.

Prema tome i cele kruzne putanje opisuju za isto vreme. Zbog toga ovo
kretanje ostavlja utisak, kao da se cela nebeska sfera zajedno sa svim telima obrce
kao celina oko jednog precnika kao oko ose: u istom smeru istom ugaonom brzinom
1 za Isto vreme, za koje nebesko telo opise svoju putanju. Zato ovo kretanje
zovemo prividno dnevno kretanje nebeske sfere, jer se jedan obrt izv$i za jedan
dan, odnosno za 24*.

2.2.5. Elementi nebeske sfere

Nebeska sfera se kao celina prividno obrée, a jedna njena tacka— invarijantna
tacka obrtanja je u blizini Severnjace. Druga tacka je dijametralno suprotna u
odnosu na invarijantnu tacku i posmatraca. Vremenski razmak za koji nebeska
sfera izvrsi pun obrt naziva se Zvezdani dan. Zvezdani dan predstavlja vremenski
razmak u kome se ponovi konfiguracija zvezda u odnosu na Zemaljske repere. Uko-
liko su poloZaji zvezda dati u odnosu na mesto posmatranja govorimo o topocen-
tricnoj konfiguraciji, a ukoliko su dati u odnosu na centar Zemlje, onda govorimo
o geocentri¢noj konfiguraciji.

Osnovne tacke, prave krugovi I ravni koje se koriste za odredivanje polozaja
I 1zu€avanje kretanja nebeskih tela u Sfernoj astronomiji su (sl.2.3):
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2.3.

Nebeska sfera

1. Osa prividnog obrtanja nebeske sfere naziva se svetska ili polarna 0sg,, Tacke
prodora svetske ose kroz nebesku sferu su svetski polovi, severniPy 1 juzni
Ps. Severni pol je onaj iz koga se sva prividna kretanja vide u smeru kretanja
kazaljke na satu—u retrogradnom smeru.

2. Nebeski ekvator E;WE,E je veliki krug nebeske sfere 1 predstavlja, presek
nebeske sfere sa ravni upravnom na svetsku osu kroz Zemljino srediste (sl.2.3).

Dnevni paralel je mali krug nebeske sfere paralelan ekvatoru. Deklinacijski
krug je veliki krug nebeske sfere P, X P; koji prolazi kroz polove. Istorijski gledano,
osnovni elementi nebeske sfere za orijentaciju 1 odredivanje poloZaja tataka na
Zemlji 1 poloZaja nebeskih tela su vertikala 1 horizont.

Vertikala ZOZ’ je prava &iji nosal vektor sile zemljine teze— rezultanta pri-
vlaéne i centrifugalne sile. Materijalizuje se pravcem mirnog viska.

Prvi horizont (u daljem samo horizont) je preseéni krug ravni upravne na
vertikalu kroz posmatracku poziciju i nebeske sfere. Na slici 2.3 to je krug SWNE.

Zenit i nadir (Z 1 Z') su prodorne tacke vertikale kroz nebesku sferu, zenit
je iznad horizonta. Almukantar (at)je mali krug nebeske sfere (S'ZN') paralelan
horizontu.

Vertikal Z37'je veliki krug nebeske sfere koji prolazi kroz zenit i nadir.

Nebeski meridijan posmatracke stanice je deklinacijski krug P, Z P; kroz zenit,
odnosno, vertikal kroz svetski pol. On sece horizont u juznoj S i severnoj S tacki
(N-tacka bliza polu P,). Prava NS u ravni horizonta naziva se podnevacka linija
SON .

Prvi vertikal je vertikala ¢ija je ravan upravna na ravan meridijana; tacke
preseka prvog vertikala 1 horizontala su istoéna E i zapadna W tacka.
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2.2.6. Prividna sunceva kretanja, ekliptika

Svakodnevnim posmatranjem moze se zapaziti promena polozaja izlaza 1 za-
laza Sunca, odnosno taj poloZaj menja u odnosu na zemaljske repere. Ova pos-
matranja mogu se vrsiti u odnosu na pravac najkrace dnevne senke mirnog viska
(pravac podnevacke linije).

Najveéa dnevna visina Sunca nad horizontom naziva se (gornjom) kulminaci-
jom (pravo podne) slika 2.4; trenutak pravogpodneva identi¢an je trenutku na-
jkrace senke I tada se ugao visine moze dobitiiz duzine viska ! isenke s; tanh = {/s.

S1.2.4. Sunéeva prividna dnevna putanja Kulminacija

Belezedi polozaje tacaka izlaza 1 zalaza Sunca u toku godine i njegovu visinu
u trenutku kulminacije, utvrdi¢emo da:

~ postoje trenutci maksimalnog udaljenja ka istoku i zapadu, tacaka izlaza 1
zalaza redom u odnosu na tacku istoka £ i Zapada W; to su trenutci solsti-
cija (zastoja)-letnjeg i zimskog, redom. Ti trenutci su identiéni trenutcima
maksimalne 1 minimalne podnevne visine Sunca.

Odgovarajuci dnevni paraleli koje opisuje Sunce nazivaju se severnim i juznim
povratnikom . )

- postoje trenutci poklapanja tacaka 1zlaza i zalaza sa tackama £ 1 W, redom;
to su trenutci ekvinoksija (ravnodnevnice)-prolecne i jesenje.

Zbog neprekidnosti suncevog kretanja, njegove dnevne putanje nisu, strogo
uzevsl, nebeski paraleli ve¢ delovi zavojnice izmedu severnog i juznog povratnika.
Prosirujuéi eksperiment sa Suncem na beleZenje poloZaja ta¢aka njegovog izlaza I
zalaza u odnosu na okolinu zvezda na nebeskoj sferi, utvrdi¢emo da se Sunce privi-
dno kre¢e medu zvezdama, od zapada na istok i1 da po isteku perioda (vremena),
koj1 je nama poznat pod imenom godina, ponavlja svoj polozaj na nebeskoj sferi
zvezda. 7 .

Veliki krug nebeske sfere ¢,7ve, koji se dobija kao projekcija prividne godisnje
putanje Sunca na nebesku sferu naziva se Ekliptikom, ¢ija polarna osa prolazi kroz
polove ekliptike 1 sredistu Zemlje II,O1, 1 upravna je na ravan ekliptike.

Kretanjem po ekliptici Sunce u toku godine prode 12 sazveida, koja skoro
sva nose zivotinjska imena-zodijacka sazveida, koja su navedena u poglavlju o
sazvezdima.
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2.2.7. Elementi nebeske sfere izvedeni iz prividnog
kretanja sunca

Visegodidnji eksperiment sa suncem pokazao bi da su severni i juzni povratnik
na priblizno konstantnoj daljint od nebeskog ekvatora, a to znaci da je nagibni ugao
ravni ekliptike prema ravni ekvatora priblizno konstantan (=~ 23°27'). Uzimajuci
da je ekliptika element nebeske sfere, polovima ekliptike (II, i II;) nazivamo tacke
prodora kroz nebesku sferu prave upravne na ekliptiku. Ekliptika seée nebeski
ekvator u tackama ekvinokcija— proleéni v i jesenji 2.

Mali krug nebeske sfere paralelan sa ekliptikom naziva se krug longitude; veliki
krug nebeske sfere kroz polove ekliptike naziva se krug latitude.

2.2.8. Zvezdane karte

Da bi mogle da se prave zvezdane karte, koje prikazuju sazveida u ravni,
treba da.znamo koordinate zvezda. U klasi¢nom eksperimentu pokazalo se da su
najpogodniji sferni koordinatni sistemi. Po pravilu, sferni koordinatni sistem je
odreden izborom osnovne ravnl, osnovnog pravca u toj ravnl i smerom merenja
uglova. Koordinate u ovom sistemu su rastojanje i dva ugla; kako je rastojanje za
nebesku sferu po definiciji jedini¢no R = 1, koordinate su samo dva ugla.

Izborom razlicitih elemenata nebeske sfere razlikujemo i koordinatne sisteme:

horizontski ;

mesni ekvatorski ;

nebeski ekvatorski ;

|

eklipticki koordinatni sistem.
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GLAVA 3

Odredivanjye poloZaja nebeskih tela 1
polozZaja tacaka na Zemlj

3.1. Osnovni pravci i ravni u prostoru i
koordinatni sistemi

Jedan od osnovnih pravaca u prostoru je vertikala, odnosno pravac rezultante
Zemljine privla¢ne i centrifugalne sile u nekoj tacki. Vertikalu neposredno na
Zemlji ostvarujemo viskom, libelom, Zivinim horizontom i klatnom.

Ravan upravna na vertikalu u uocenoj tacki je horizontalna ravan i jedna je
od osnovnih ravni. ”

Drugi osnovni pravac je pravac Zemljine obrtne osovine. Ravan upravna na
Zemljinoj obrtnoj osovini je ekvatorska ravan.

Srednja ravan putanje opsteg centra mase sistema Zemlja-Mesec je ekliptika—
trea osnovna ravan.

Osnovni pravcl i ravni sluze kao osnova za stvaranje koordinatnih sistema u
kojima se mogu odredivati i izu¢avati pravci ka nebeskim telima kao i drugi pravci
od interesa za odredivanje polozaja nebeskih tela.

3.2. Koordinatni sistemi za odredivanje polozaja
nebeskog tela

Za odredivanje poloZaja nebeskih tela u astronomiji se koristi sferni koordi-
natni sistem. Ovaj koordinatni sistem definisan je osnovnom ravni P slika 3.1,
pravom upravnom na njo) OZ 1 osnovnim pravcem AOB i smerom u kome se
racunaju pozitivni uglovi. Koordinate u ovom sistemu su poteg p 1 dva ugla o 1
B. Poteg p, kao polupreénik nebeske sfere uzima se za jedinicu, odnosno polozaj
nebeskog tela odreduje se sa dve koordinate tj., uglovima « 1 8. Smer racunanja
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uglova je retrogradni ili suprotni-direktni. Prema 3.1 postoje tri vrste sfernih
koordinatnih sistema u geodetsko] astronomiji, to su:

—~ Horizontski koordinatni sistem
— Ekvatorski koordinatni sistem 42,
— Eklipticki koordinatni sistem

>
j
L
o

S1.3.1. Sferni koordinatni sistem

3.2.1. Horizontski koordinatni sistem

Osnovna ravan kod ovog sistema je ravan horizonta—pravi horizont. Osnovni
pravac je podnevacka linija—od posmatraca ka juznoj tacki, a smer merenja uglova
je retrogradni. Polozaj nebeskog tela u ovom sistemu odreduje se koordinatama,
A (azimut) i ~ (visina) ili zenitna daljina, slika 3.2.

Z (Zemt)

]
]
N ! A
1) h°'lzont ! W 3
g S
x|~ S1.3.2.
5
> QY Horizontski koordinatni sistem
Z‘(Nudxr)

Azimut A je ugao u horizontskoj ravni koji se meri od juzne tacke S, do
preseka vertikala koji prolazi kroz nebesko telo sa horizontom, u smeru kazaljke
na satu, odnosno u retrogradnom smeru. Vrednosti azimuta mogu da budu u
granicama 0% — 360°.

Visina h je ugao u vertikalnoj ravni, koja se meri od horizonta do vizure ka
nebeskom telu. Vrednosti visina mogu biti iznad horizonta od 0° do +90° i ispod
horizonta od 0° do —90°.
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Umesto visine h moze se upotrebljavati i zenitna daljina Z. Zenitna daljina
Je ugao u vertikalnoj ravni izmedu pravca vertikale ka zenitu i vizure ka nebeskom
telu. Vrednosti zenitne daljine mogu da budu od 0° do 180°. Veza izmedu zenitne
daljine i visine data je formulom:

7 +h=90° Z=90°~h

Horizontske koordinate menjaju se sa promenom mesta posmatranja (svako mesto
na Zemlji ima svoj horizont) tj., promenom koordinatnog pocetka, kao i zbog
prividnog dnevnog kretanja nebeske sfere. Zato je ovaj sistem mesni koordinatni
sistem 1li lokaln1 sistem.

3.2.2. Mesni ekvatorski koordinatni sistem

U ovom sistemu (sl.3.3), osnovna ravan je ravan nebeskog ekvatora, osnovni
pravac je pravac ka juznoj tacki E ekvatora, a smer merenja uglova retrogradni.

Pn (ngernrnebesku pot)

L]
2
<
~ g &
] 13 3| /o
g — 8P/ ~%
2 Q v T~
/ 216
OJ/ 6 c N\
En o L7 T Es
N El tE
Sbesk 9] W t
vatg
r i Ws
4] (d
I
7 K1
Z!Q&
Ps

S1.3.3. Mesni ekvatorski koordinatni sistem

Koordinate ovog sistema su: ¢asovni ugao ¢ 1 deklinacija §.

Casovni ugao (t) tacke je ugao u ekvatorskoj ravni, meren od osnovnog pravca
do pravca preseka osnovne ravni, sa ravnl deklinacijskog kruga kroz datu tacku;
interval promene je 0% 24" ili 09, 360°.

Deklinacija é je ugao u ravni deklinacijskog kruga meren od preseka sa ravni
ekvatora do pravca vizure ka nebeskom telu, interval —90°, +90°. Po definiciji
polarna daljina (P) je komplement deklinacija.

P=90"-¢

Deklinacija je invarijanta u odnosu na prividno dnevno kretanje, ali casovni ugao
nije, pa je zato 1 ovaj sistem mesnl.
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3.2.3. Eklipticki koordinatni sistem

U ekliptickom koordinatnom sistemu (sl.3.4), koordinate nebeskog tela su:
nebeska longituda A 1 nebeska latituda 3.

Osnovna ravan u ovom sistemu je ravan ekliptike. Osnovni pravac je pravac
ka v tackl, a smer merenja uglova je direktni.

Longituda A meri se u ekliptickoj ravni od pravca ka v taéki do prave preseka

ravni kruga latituda sa ekliptikom u smeru suprotnom-direktnom smeru kazaljke
na ¢asovniku. Longituda moze imati vrednosti od 0° do 360°.

S1.3.4.
Eklipti¢ki koordinatni sistem

Latituda se meri u ravni kruga latitude, od ekliptike do vizure ka nebeskom
telu 1 to od 0° do +90°, odnosno od severnog pola ekliptike, i od 0° do —90°,
odnosno do juznog pola ekliptike. Ponekad se umesto nebeske latitude upotre-
bljava nebeska kolatituda ¢, odnosno ugao u ravni kruga latitude koji se meri od
pravca ka severnom polu ekliptike do vizure na nebesko telo. Moze imati vrednosti
od 0° do 180°. Latituda i kolatituda vezane su jednaéinom £+ ¢ = 90°. Ovaj ko-
ordinatni sistem najcesce se upotrebljava u teorijskoj astronomiji kod proucavanja
pravih kretanja nebeskih tela Sunéevog sistema.

3.2.4. Prividno dnevno obrtanje nebeske sfere i zvezdano
vreme — Nebeski ekvatorski koordinatni sistem —

Obrtanjem Zemlje oko svoje polarne osovine sa zapadavna. istok, nebeska sfera
1zvrsl prividno jedan pun obrt sa istoka na zapad u toku jednog stalnog vremenskog
razmaka koji se zove zvezdani dan.

Zbog ovoga sva nebeska tela izlaze na istoénom delu horizonta. polako se
penju po nebeskoj sferi, do svoje najvece visine, kada dostizu kulminaciju, a zatim
se polako spustaju prema zapadnom delu horizonta gde i zalaze. Prema tome
svako nebesko telo u toku prividnog dnevnog kretanja opiSe svoj dnevni paralel
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1 dva puta prede kroz meridijan - gornji i1 donji prolaz kroz meridijan: Zvezdani
dan je osnovna jedinica za merenje vremena u Astronomiji. Zvezdano vreme s
merl se veli¢inom ¢asovnog ugla vy tacke u svakom trenutku. Astonomi kada mere
koordinate nebeskih tela, beleze stanje ¢asovnika ili hronometra koji pokazuje
zvezdano vreme.

Poznato je da se deklinacija za zvezde nekretnice u toku vremena ne menja.
Kod mesnog ekvatorskog koordinatnog sistema promenljiv je samo asovni ugao
t. Za odredivanje polozaja nebeskih tela stalnim koordinatama uveden je Nebeski
ekvatorski koordinatni sistem, (sl.3.5). U ovom koordinatnom sistemu zadrzana je
kao stalna veli¢ina deklinacija 6, a ¢asovni ugao zamenjen je uglom koji se racuna
u ekvatorskoj ravni od ¥ tacke u direktnom smeru do ravni ¢asovnog kruga zvezde.
Ovaj ugao zove se rektascenzija o i ima vrednosti od 0 — 24" [1]. Stalan je zato
$to Casovni krug v tacke u ¢asovni krug zvezde ne menjaju medusobni polozaj, jer
se nebeska sfera prividno obrée kao celina.

Pn (Severni nebeski pol)

N
~
K7
20 g gl /’ // \\
< olsNs |3
En :{ ¢} Es
2 ! 5
. Y {u \ ‘.\e'oo\o(
-\ e
X x
A\ S1.3.5.
\Jo\
(A . .
-7*\8 Nebeski ekvatorski
'
A . koordinatni sistem
Ps

Za nebesko telo koje se nalazi na zapadnoj polovini nebeske sfere, moze se
postaviti veza izmedu rektascenzije i asovnog ugla: sw = a + ¢, a za telo koje se
nalazi na isto¢noj polusferi prethodna jednaéina glasi:

S =a—t

za telo u gornjoj kulminaciji s = «, a za telo u donjoj kulminaciji s = o + 12%.
Prethodne jednadine sluze za prelaz sa mesnih na nebeske ekvatorske koordinate.

3.2.5. Geografski koordinatni sistem

Smatrajuéi Zemlju u prvoj aproksimaciji loptom, tatke prodora svetske os-
ovine kroz sfernu povrdinu Zemlje, nazvacemo zemljini polovi: severni 1 juzni.
Ravan nebeskog ekvatora sece istu sferu po krugu koji se naziva Zemljin ekvator.
Uporednici ili paralele su mali krugovi paralelni ekvatoru; Zemljini meridijani su
krugovi kroz polove.
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Za odredivanje polozaja tacke na Zemlji koristi se zemljin ekvatorski koordi-
natni sistem. Osnovna ravan u ovom koordinatnom sistemu je ekvatorska ravan,
(sl.3.6).

S1.3.6.

Geograifski koordinatni sistem

Polozaj tacke na Zemljinoj povrsini odreduje se sa tri koordinate: geografskom
sirininom, geografskom duZinom i nadmorskom visinom.

Geografska sirina ¢, (koja se odredujé astronomskim metodama, Cesto se
naziva astonomska Sirina ¢,), je ugao koji zaklapa vertikala u datoj tacki 7' na
Zemljinoj povrsi sa ekvatorskom ravni (sl.3.7).

U geodeziji se koristi geodetska Sirina ili ugao koji zaklapa normala u tacki T'
elipsoida sa ekvatorskom ravni (sl.3.7). '

Geografska duzina (koja se odreduje astronomskim metodama, naziva se as-
tronomska duzina), je ugao diedar izmedu meridijanske ravni poéetnog meridijana
na zemlji I meridijana datog mesta (sl.3.8).

S1.3.7. Geografska Sirina S1.3.8. Geografska duzina

Za pocetni meridijan usvojen je meridijan koji prolazi kroz tacku Grinicke
opservatorije kod Londona.

U geodeziji se koristi geodetska duZina i odreduje se geodetskim metodama.
Nadmorska visina je visina tatke iznad nulte nivoske povrsune.
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3.2.6. Mere za uglove

U Geodetsko)j astonomiji uglovi se mere u stepenima, a u teoriji se racunaju
u radijanima. Medutim, prividno dnevno kretanje, pruzilo je Astronomuiji i trecu
jedinicu—Casovnu jedinicu za merenje uglova, odnosno ¢asovna jedinica proizisla je
1z zvezdanog dana koji iznosi 24 ¢asa (zvezdana) tj,

24h 360° 3600 24k
1f 159 19 4m
™ 15 1 45
15 1511 1// 03667

3.2.7. Osnovne formule sferne trigonometrije podeseni za
primenu u Astronomiji

Za uspostavljanje veze izmedu dva sferna koordinatna sistema, kao 1 za izra-
¢unavanje sfernih koordinata nebeskih tela u njihovim karakteristi¢nim polozajima
koje se kasnije posmatraju u cilju odredivanja vremena i astronomskih koordinata
tacaka na Zemlji potrebno je povezati ove koordinate analitickim izrazima. One
se povezuju kao elementi sfernih trouglova na nebeskoj sferi. U tom cilju potrebno
je znati veze medu elementima sfernog trougla (3.9).

Sferni trougao je slika na sferi ogranic¢ena lukovima tri velika kruga te sfere
koji se seku, 1 ima rti temena (tacke 4, B 1 C), tri ugla (A, B,C) 1 tri strane
(a,b,c). Merni brojevi, ako je poluprecnik sfere jednak jedinici, jednaki su mernim
brojevima uglova koje zaklapaju u srediStu sfere njeni poluprecnici povuéeni do
odnosnih temena. Da bismo izveli formule koje povezuju elemente sfernog trougla,
postavimo ga u koordinatnom sistemu XY Z tako da mu teme A lezi na osovini
Z, astrana ¢ u ravnl YOZ. Koordinate temena C bice:

X =sinbsin A
z Y =sinb cos A (3.1)
c Z = cosb
zl
P
{ b JB
//
1\ a
~,
s C
Q/
50-B\ /A z y
N ’
N
X y \\_ c'
% N
N\ S1.3.9. Sferni trougao
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Ako obrnemo koordinatni sistem oko osovine OX za ugao ¢, dobicemo za koordi-
nate temena C izraze,
=sina sin B

x/
Yy = —sina cos B (3.2)
Z, = CcO0s a
Ako sistem rotira 1 iskoristimo veze 1z Analiticke gebmetrije dobijamo,
=X
Yy =Ycosc— Zsine (3.3)
Z=Ysinc+ Zcosc
Ako u jednacini (3.3) uvrstimo jednacine (3.1) 1 (3.2) dobiéemo tri osnovna izraza

Sferne trigonometrije, koji se najéesée primenjuju i koji su poznati pod na-zivom
Gausova grupa:

cos a = cos b cos ¢ + sin bsin ¢ cos A
sinasin B = sinbsin A (3.4)
sinacos B = cosbsin ¢ — sin b cos ccos A

Ovl izrazi predstavljauju; kosinusnu teoremu, sinusnu i sinusno—kosinusnu teoremu.

1z poslednjeg izraza formule (3.4), ako zamenimo a sa b1 A sa B dobiéemo,
sinbcos A = cosasinc —sinacosccos B (3.5)

Ako sinusno-kosinusni izraz iz (3.4) pomnozZimo sa sin A i podelimo sa sinusnim
izrazom iz (3.4) dobicemo,

coth bsinc = cosccos A +sin A coth B (3.6)

Ako u jednagini (3.6) zamenimo a sa b i A sa B dobijamo,
cothasinc = cosccos B + sin B coth 4 (3.7)

Jednadine (3.6) i (3.7) predstavljaju treéu grupu formula Sferne trigonometrije.

Ako kosinusnu teoremu 1z (3.4) primenimo na tz. polarni trougao dobija se,
cos A = —cosBcosC +sinBsinCcosa (3.8)

Pregled izvedenih formula:

cosa = cosbcosc +sinbsinccos A

sinasin B = sinbsin A

sinacos B = cosbsinc —sinbcosccos A

sinbcos A = cosasinc — sina cos ccos B (3.9)

cothasind = cosbsin C +sin C coth A

coth bsina = cosacos C +sinC coth B
cos A = —cos BcosC +sin BsinC cosa
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Pregled formula za pravougli sferni trougao:

cosa = cos bcosc
sinb = sinasin B
sinc =sinasinC
tanb = sinctan B = tanacos C (3.9)
tanc = sinbtan C = tanacos B
cos A = coth BcothC
cos B =cosbsinC

cosC = coscsin B

3.3. Sistemi vremena u Astronomiji

3.3.1. Vremenski sistemi vezani za rotaciju 1 revoluciju
Zemlje

Promene polozaja nebeskih tela u toku njihovog kretanja, kao funkcije vre-
mena zahtevaju, za njihovo izucavanje, postojanje vremenskog sistema sa jedini-
cama sistema 1 skalom. Zbog toga postoji neizbeZna veza astronomije i vremenskog
sistema, a kao posledica toga, astronomija je preko kretanja nebeskih tela davala
vremenske sisteme za metrologiju vremena, za potrebe astronomije 1 za potrebe
merenja vremena u drugim naukama i svakodnevnom zivotu. Prividna dnevna
kretanja nebeskih tela (posledica Zemljine rotacije) sluzila su do otkrié¢a nepravil-
nostl u Zemljinoj rotaciji za ostvarivanje vremenskog sistema (u obliku zvezdanog
ili sunéevog vremena) koji se takode zasniva na Zemljinoj rotacijl.

Od 1884. godine u globalnoj je upotrebi Svetsko vreme UT. Ali 1956. godine
preslo se na vremenski sistem, koji se osnovao na orbitalnom kretanju Zemlje oko
Sunca, pa se tako doslo do efemeridskog vremena ET. Na sistemm medunarodnog
atomskog vremena AT preslo se 1967. godine, odnosno za upotrebu u javnom
Zivotu, na vremenski sistem Svetskog koordiniranog vremena UTC.

U geodetskoj astronomiji od interesa je zvezdano vreme i srednje suncevo
vreme, kod odredivanja terestrickih astronomskih latituda 1 longituda, kao i as-
tronomskog azimuta pravca.
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3.4. Prividno godisnje kretanje Sunca i njegove
posledice

Pored toga Sto sa ostalim nebeskim telima uéestvuje u prividnom dnevnom
kretanju nebeske sfere, Sunce prividno menja i svoj polozaj medu zvezdama, sto
se moze primetiti po njegovim tackama izlaza 1 zalaza u letnjoj 1 zimskoj polovini
godine, odnosno njegova meridijanska visina u letnjoj polovini godine raste, a u
zimskoj opada. Projekcija prividne Sunceve putanje na nebeskoj sferi je jedan
veliki krug, ¢ija ravan prolazi kroz Zemljino srediste, a sa nebeskim ekvatorom
zaklapa ugao od oko 23.5°. Ovaj veliki krug naziva se ekliptika, koji prolazi kroz
zodijacki pojas. Kombinovano sa prividnim dnevnim kretanjem, prividno godisnje
kretanje Sunca, posmatrano sa severnog Zemljinog pola, iz srednjih Sirina 1 sa
ekvatora, dovelo je do saznanja da duZina luka Sunceve dnevne putanje iznad
horizonta odgovar duZini dana, a duzina luka ispod horizonta odgovara duzini
nodi, kako na jednom mestu u toku godine, tako i na raznim mestima na Zemlji u
jednom trenutku (prva posledica Suncevog prividnog godisnjeg kretanja).

Dane 21. marta i 23. septembra Sunce se prividno nalazi u tackama preseka
ekliptike sa ekvatorom, kada mu je dnevni luk putanje jednak nocnom luku i zato
se ove taike zovu ravnodnevnicke, dani ravnodnevnice. Sunce, 22 juna ima najvecu
visinu i ta tacka se zove tacka letnjeg solsticija, odnosno severna povratna tacka.
Sunce, 22 decembra ima najmanju visinu iznad horizonta i ta tacka se zove tacka
zimskog solsticija, odnosno juzna povratna tacka. Ovo je druga posledica sunéevog
prividnog godisnjeg kretanja.

Vreme izmedu dva Sunceva prolaza kroz tacku proleéne ravnodnevnice ili y
tacku zove se tropska godina 7. Njena duZina utvrdena merenjem iznosi T =
365.24219878... dana (srednjih sunéanih dana). Ravnodnevnickim 1 povratnim
tackama prividna godi§nja putanja Sunca deli se na 4 segmenta, a godina na
4 godisnja doba, koja odgovaraju vremenskim razmacima Sto ih Sunce upotrebi
dok prode ove segmente. Zbog razliitog Zemljinog osunéavanja u toku svakog
godisnjeg doba imaju posebne vremenske karakteristike (Treca posledica Sunéevog
prividnog godisnjeg kretanja).

Usled retrogradnog pomeranja v tacke za 50".2 godisnje po ekliptici, odnosno
u susret Suncu, tropska godina T nesto je kraca od vremenskog razmaka Suncevog
prividnog obilaska cele putanje. Ovaj vremenski razmak nazivamo Sideri¢ka godi-
na S. Prema tome

S 360°

i =1+ L sred.suné.dana
T  -360-50"2 25700 ) ) ’

pa za sidericku godinu dobijamo S = 365.2564... sred.sun¢. dana.

Suncevo prividno godi$nje kretanje Sunca, sluZi 1 za osnovu naseg kalendara.
Dogovorom je uvedeno prostih godina od 365 sred.sun¢. dana i prestupnih od 366
dana, odnosno duZina fiktivne gradanske godine iznosi 365.25 sred.suné. dana po
julijanskom kalendaru. Po gregorijanskom kalendaru duZina fiktivne godine iznosi
365.2425 sred.sunc. dana.
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3.5. Pravo, Srednje i Gradansko vreme

Ranije smo definisali osnovnu jedinicu za vreme-zvezdani dan, koji se meri
¢asovnim uglom vy tacke. No kako se gornja kulminacija v tacke tj. pocetak
zvezdanog dana ne dogada uvek u istom trenutku prema gornjoj kulminaciji Sunca,
vec se u toku godine pomera prema njoj, to je zvezdani dan nepodesan za prakticne
potrebe, zato je nesto ranije za astronomska posmatranja usvojena druga jedinica
za vreme, koja se definiSe analogno zvezdanom danu. To je pravi Sunéani dan
ili vremenski razmak izmedu dve uzastopne gornje kulminacije sredista suncevog
prividnog kotura. Casovnim uglom pravog Sunca meri se pravo sunéano vreme,
ili kratko pravo vreme. Poletak pravog suncanog dana pada u trenutak Suncevog
gornjeg prolaza kroz meridijan 1 zove se pravo podne. Trenutak njegovog donjeg
prolaza kroz meridijan zove se prava pono¢. Medutim 1 ovo vreme nije moglo da
se odrzi kao jedinica za merenje vremena, jer ne zadovoljava uslov stalnosti zbog
Zemljinog kretanja oko Sunca, pa se zato njegova duZina u toku godine menja.

Zamislimo Zemlju 77 na njenoj putanji
oko Sunca S 1 predpostavimo da se jed-
novremeno nasla u meridijanu sa Suncem
S 1 sa nekom zvezdom ¥ (sl.3.10). Po
isteku jednog zvezdanog dana ili jednog
Zemljinog obrta, Zenlja ce se pomeriti 1z
Ty u 7%, a pomera se 1 zvezda 2, pa ce
tako pro¢i kroz isti meridijan.

Medutim Zemlja treba da se obrne za
Jjedan mali ugao AX da bi se sa Suncem
nasla u istom meridijanu nekog mesta.
Prema tome pravi suncani dan je uvek
duzi od zvezdanog dana zbog zemljinog
kretanja oko Sunca. Ovo je poznato 1z
drugog Keplerovog zakona, odnosno Zem-
lja se krece oko Sunca nejednakom brzi-
nom.

SI. 3.10

Da bi mera za vreme ostala vezana za Sunce 1 da bi se otklonio nedostatak
stalnosti, uvedena je fiktivna tacka, nazvana Srednje eklipticko sunce, koje se krece
ravnomerno po ekliptici, a prolazi kroz pergej i apoge) zajedno sa pravim Suncem.
Njegova longituda A,, jednaka je longitudi pravog Sunca. Razlika izmedu srednje
1 prave longitude Sunca tj. za izjednacenje centra postoji jednacina:

Am — Ao = —2esin(A,, — @)
Da bi se otklonio drugi nedostatak srednjeg eklipti¢kog sunca uveden je pojam,
Srednje ekvatorsko Sunce ili kratko Srednje Sunce,kao tacka koja se ravnomerno

krece po ekvatoru i prolazi kroz tacke prolecne i jesenje ravnodnevnice zajedno sa
srednjim eklipti¢kim Suncem.

25



Jedinica za vreme definisana upotrebom srednjeg sunca je stalna i zove se
srednji suncani dan ili srednji dan, kao vremenski razmak izmedu dve uzastopne
gornje kulminacije srednjeg Sunca. Srednje vreme meri se ¢asovnim uglom srednjeg
sunca. Ova mera za vreme je stalna, ali srednji sunéani dan poéinje u podne, $to
nije prakti¢no pa se zbog toga preslo na ra¢unanje srednjeg dana, od srednje ponoci
1 tako se doslo do pojma Gradanskog vremena, koje je srednje vreme ra¢unato od
ptedhodne srednje ponodi.

3.6. Mesno, Zonsko 1 Ukazno vreme

Poceci svih do sada definisanih vremenskih jedinica, nalaze se u meridijanu
jednog uocenog mesta (Grini¢), zato se kaze da su zvezdano, pravo, srednje i
gradansko vreme Mesna vremena. Na ovaj nalin ra¢unato vreme, pokazuje da
mesta na meridijanu suprotno od Griniéa tj., sa geografskom duzinom 180° imaju
mesna vremena za 12" vede ili manje, zavisno od toga dali su zapadno ili istoéno
od Griniéa.

Upravljanje po gradanskom vremenu, koje je za svako mesto u istom trenutku
razlicito, 1zaziva velike smetnje u privrednom Zivotu medu zemljama. Zato je na
predlog SAD 1884. godine usvojen sistem Zonskog vremena. Zemlja je podeljena
na 24 "kriske, odnosno ¢asovne zone, a sva mesta u jednoj zoni upravljaju se po
gradanskom vremenu srednjeg meridijana u zoni.

Najzad za vreme Prvog svetskog rata, mnoge zemlje rukovodene ekonomskim
razlozima, uvele su tzv., Ukazno vreme, postavljajuci zahtev da se kazaljke svih
¢asovnika pomere unapred prema zonskom vremenu za 1? ili za vise.
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GLAVA 4

Podela Astrometrye

Astrometrija se deli na sfernu i praktiénu, a praktiéna astrometrija deli se na
fundamentalnu i geodetsku astronomiju.

4.1. Sferna — teorijska Astrometrija

Sferna astrometrija izucava uzajaman raspored pravaca po kojima se vide
nebeska tala 1z tacke posmatranja i1 promenu tih pravaca iz razlic¢itih uticajnih
uzroka. Sadrzaj sferne astrometrije je:

— Definicija i veza izmedu razliéitih koordinatnih sistema,
~ Izulavanje prividnog dnevnog i godisnjeg kretanja nebeskih tela,
- Svodenje pravaca, zbog uticaja refrakcije 1 abepacije,

- Svodenje pravaca zbog kretanja Zemljine osovine (pomeranje nebeskih polova.
precesija’ i nutacija?),

- Svodenje pravaca zbog promene poloZaja Zemljine obrtne osovine u Zemlji-
nom telu (pomeranje Zemljinih polova),

— Svodenje pravaca zbog Zemljinog kretanja (dnevna i godiSnja paralaksa),
— Svodenje pravaca zbog sopstvenih kretanja zvezda,

- Definisanje astronomskih vremenskih sistema (astronomsko i efemeridsko vreme,
kalendar), 1

— Stvaranje zvezdanih kataloga.

lputacija—mala promena srednjeg polozaja Zemljine ose
2precesija—mala promena polozaja ose Zemlje
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4.2. Prakticna Astrometrija

Prakti¢na astrometrija deli se na fudamentalnu astrometriju 1 geodetsku as-
tronomiju.

4.2.1. Fudamentalna astrometrija (meridijanska,
fotografska i radioastrometrija)

Fudamentalna astrometrija daje osnove za stvaranje zvezdanih kataloga i re-
alizaciju koordinatnih sistema. U ovim poslovima uéestvuje 1 Astonomska opser-
vatorija u Beogradu. Kao rezultat tog rada stvoreni su opazacki i svodni katalozi,
a kao kruna svih napora i fudamentalni katalog FK5. U poslednje vreme razvila
se 1 to veoma brzo radioastrometrija, koja ¢e verovatno dovesti do jednog znatno
videg nivoa odredivanja koordinata, fudamentalnih konstanata i sve 3to je potrebno
za stvaranje tacnih kataloga zvezda, $to je osnova za astronomska istraZivanja i
odredivanja u geodetskoj astronomiji.

4.2.2. Geodetska astronomija

Znamo, da se astronomija §to se ti¢e Zemlje, ograniava izvesnim specijal-
nim naukama, medu kojim je i Geodezija. Osnovni cilj geodetske astronomije je
odredivanje astronomskog vremena (vreme na osnovu Zemljine rotacije), pravca
vertikala i azimuta. Odredivanje astronomskog vremena zasniva se na odredivanju
tasovnih uglova izabranih nebeskih tela. Odredivanje pravca vertikale tacke na
zemljino] povrsini, odreduje se posmatranjem zvezda i pravaca na njih. Pravac
vertikale definiSe se u sistemnu prirodnih geografskih koordinata, astronomskom
sirinom (latitudom) 1 astronomskom duzinom (longituda).

Za odredivanje astronomskog vremena i astonomskih latituda i longituda
tj., pravca vertikale 1 azimuta za geodetske tacke, potrebna su odredivanja na
geodetskim tackama i stranama, kao 1 na opservatorijama, zbog pomeranja polova,
odnosno sva odredivanja vrSe se u odnosu na trenutni pol, a neophodno je da se
oni svedu na neki referentni polozaj pola, za koji je danas usvojen tzv. pol CIO
(Coordinated International Origine - Koordinatni internacionalni pocetak).

Sistemsko izuavanje 1 odredivanje pomeranja Zemljinih polova pocelo je 1898.
godine osnivanjem Medunarodne sluzbe §irine za nekoliko posmatrackih stanica
na paraleli ¢ = 39908’. Ova sluzba vremenom je prerasla u medunarodnu sluzbu
polarnog kretanja. Koordinacija odredivanja i odrzavanja astonomskog vremena
pocela je 1920. godine, osnivanjem Medunarodne ¢asovne sluzbe. Od 1. januara
1988. godine nadleznost ovih sluzbi preuzeli su:

- Medunarodna sluzba za zemljinu rotaciju (The International Earth Rotation
Service-IERS) - Pariz, odgovorna je za odredivanje Zemljine rotacije i pri-
padajuce nebeske referentne sisteme.
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- Medunarodni biro za mere 1 tegove (Bireau International des Poids et Mesures—
BIPM, sekcija za vreme), u Parizu, odgovoran za Medunarodno atomsko
vreme-TAI, 1 Svetsko koordinirano vreme-UTC.

4.2.3. Primena geodetske Astronomije u Geodeziji

Primenom geodetske astronomije, dobijaju se rezultati za: astronomske duzine
1 Sirine — sferne koordinate kojima se odreduje pravac vertikale u sfernom sistemu,
¢ija je osnovna ravan ekvatorska ravan, a pocetni krug, pocetni meridijan 1 azimuti.
Ovi rezultati u geodeziji se upotrebljavaju za [2]:

1. Kao pocetni podaci za premere (mesne, regionske i drzavne), odnosno to su
podaci kojima se daje polozaj i orijetacija osnovne (ili neke) mreze na zemlji.
To su sldeéi podaci: astronomska latituda 1 longituda za pocetnu tacku 1
astomomskl azimut za pocetnu stranu mreze.

2. Provera 1 poboljSanje orijentacije astrogeodetske mreze Laplasovim azimu-
tima. Za dobijanje Laplasovih azimuta jedne strane potrebni su astronomska
latituda i longituda jedne tacke 1 astronomski azimut pocetne strane.

3. Odredivanje astrogeodetskih vertikalskih otklona (komponentima: u meridi-
janu i u prvom vertikalu), potrebnih za astrogeodetsko odredivanje geoida 1
svodenja geodetskih merenja, uglova i duzina za uticaj vertikalskih otklona.
Za odredivanje vertikalskih otklona koriste se astronomske latitude i longi-
tude, a ponekad i astronomski azimuti.

4. Za kalibracijske linije 1 kalibracijske—test mrezZe za ziro—teodolite.

U danasnje vreme satelitska geosezija omogucéuje odredivanje globalnog ob-
lika i dimenzije Zemlje, odredivanje osnovnih tataka za svetski premer, proveru
1 povezivanje drzavnih premera, mnogo efikasnije. Prema tome geodetsko] as-
tronomijl ostaje uloga koja joj u susStini pripada, a to je odredivanje pravaca
verikale tacaka 1 azimuta strana, koji imaju nezamenljivu ulogu u zadacima kao §to
su: odredivanje 1 1zuavanje detaljnog oblika geoida, provera orijentacije mreza,
kalibracije Ziro—teodolita i provera inercijalnih sistema.

4.2.4. Zadaci geodetske Astronomije

Koordinate tacaka, koje odredujemo u geodetskim mreZzama zovu se rela-
tivne koordinate, jer se odreduju u sopstvenim koordinatnim sistemima. Da bi
mreze zauzell svoj prirodan polozaj u odnosu na mrezu Zemljinih meridijana 1
paralela, neophodno je odrediti koordinate za polaznu tacku i azimut za pocetnu
- stranu metodama geodetske astronomije. Ovako odredenje koordinata zovu se
apsolutne koordinate. Prema tome, relativne koordinate tadaka trigonometrijskih
mreZa treba za odredeni iznos translatorno popraviti, a zatim ih rotirati i tako
pretvorene koordinate zovu se apsolutne koordinate, koje ¢e imati polozaj prema
mreZi zemljinih meridijana i paralela, kakav imaju u prirodi. Proizilazi, da Geode-
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zija bez geodetske astronomije nemoze verno preslikati Zemljinu povrsinu, odnosno
nemozZe vrsiti apsolutnu orijentaciju osnovne trigonometrijske mreze.

Iskustvo je pokazalo, da je za povedanje taénosti ove orijentacije potrebno
odrediti ¢itav niz astronomskih odredenih tacaka, koje zovemo Laplasove tacke,
koje obrazuju astronomsko-geodetsku mrezu, na koju se oslanja trigonometrijska
mreza [-reda. Za potrebe odredivanja Zemljinog oblika—geoida, koristi se znatno
gu§éa mreza astronoski odredenih tadaka (sa nesto nizom taénoséu ), koje zovemo
geoidne tacke.

NajéesCa primena geodetske astronomije, nalazimo kod odredivanja osnova
premera na teritorijama koje nisu premerene ili za potrebe raznih ekspedicija.
Astronomske tacke ranije su se koristile za odredivanje Zemljinog sferoida.

Od 1958. godine vrie se posmatranja veStackih Zemljinih satelita za druge
geodetske potrebe, moreplovstva, navigacije itd. Astronomska mreza visoke ta¢nosti
primenjuje se za ispitivanja pomeranja Zemljinih polova i kontinenata, koja po
svojoj sustini pripadaju astronomiji.

4.2.5. Metode u geodetskoj Astronomiji

Razmatrajudi formule za primenu kosinusne 1 sinusne teoreme sferne trigo-
nometrije na paralakti¢ki trougao i njihove veze (nije zadatak ovog kursa), pri-
mecujemo da u njima postoje tri vrste veliina: o (rektascenzija), § (deklinacija)
opazanog nebeskog tela (koje se dobijaju iz efemerida), ¢ i A (nepoznate koje se
traze), a Z i A su horizontske koordinate opazanog nebeskog tela u odredenom
trenutku 7" koje pokazuje radni ¢asovuik ili hronometar.

Uglavnom svi instrumenti koji se koriste u Geodetskoj astronomiji konstru-
isanil su u horizontskom koordinatnom sistemu za merenje zenitnih daljina ili
azimute opaZzanih nebeskih tela. Zbog toga sve metode merenja u geodetskoj
astonomiji sastoje se u merenju vertikalnih 1 horizontalnih uglova 1 u beleZenju
¢asovnikovog pokazivanja u trenutcima merenja.

Rektanscenzija se odreduje (po metodi apsolutnog odredivanja) iz zabeleze-
nog pokazivanja Casovnika kada je zvezda na srednjem idealnom koncu, pomocu
pasaznog instrumenta. Zvezdano vreme jedne zvezde koja se nalazi u meridijanu
jednako je njenoj rekanscenziji o = s, koje se sastoji od pokazivanja ¢asovnika T’
1 popravke C, u tom trenutku,

a =T+ Cp, §to vailiza Sunce

odnosno nepoznatu rektanscenziju za nepoznatu zvezdu dobijamo kao razliku ovih
jednadina,
= Qg + (T - T@)

Deklinacija 8, po metodi apsolutnog odredivanja, nalazi se iz poznatih veza u
meridijanu:
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§s =9 —25, bn=9+2Zn, 64=180"~¢p—24
gde su: Zs, Z, 1 Z4 merenja vertikalnim krugom. ‘

Sirina se mo#e odrediti merenjem zenitne daljine Polare u gornjem i donjem
prolazu kroz meridijan (sl.4.1) [5].

Z
B Zy=6—1yp
L4 Z4=180° = § — o,
23 , Es odnosno,
7
o =900 — _9+_Zd_
2
N 5 S

SI. 4.1. Odredivanje geografske Sirine
iz zenitne daljine Polare

Kada se na ovaj naéin odrede ekvatorske koordinate za stotinu zvezda, onda
se metodama geodetske astonomije mogu precizno odrediti popravka C, i Sirina
¢ posmatrane stanice, odnosno olakSano je odredivanje 1 8. Treca velicina
sa kojom se susreéemo u formulama sferne trigonometrije je azimut A. Azimuti
se u geodeziji koriste pre svega kod racunanja Laplasovih azimuta za kontrolu
geodetskih azimuta triangulacije. U principu se azimuti koriste 1 za odredivanje
vertikalnih otklona (7) potrebnih za odredivanje oblika geoida, za redukciju na
referentni elipsoid 1 za korekciju horizontalnih uglova kod deformacionih merenja.

Prakti¢na definicija astronomskog azimuta pravca. je slededa: Astronomski
azimut A? pravca od tatke 7y na tadki T», odreden je uglom kod temena Z;
sfernog trougla na sferi, a koji postaje prodorima pravaca kroz sferu:

- pravac vertikale u tacki 77 (teme Z;)
- pravac obrtne osovine Zemlje (FPy)
~ pravac dat tactkama Ty 1 Ty (teme T3), 1 dat je uglom A;. (sl.4.2)..

Sl.4.2.
. 2
Azimut pravca Al
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Odredivanje azimuta pravca u rudarstvu potrebno je u sluéaju kada treba
odredit1 azimut terestrickog pravca, za odnosnu trigonometrijsku mrezu. U ovim
slu¢ajevima potrebno je poznavati i konvergenciju meridijana da bi se mogao
izvrsiti prelaz sa astronomskog na geodetski azimut. Za odredivanje koordinata
polazne tacke mreze, potrebno je da se metodama Geodetske astronomije odrede i
geografske koordinate ¢ i A. Kako se kod ovih odredivanja za merenje horizontal-
nih uglova koriste instrumenti za opaZanje, moraju se prouéavati instrumentalne
greske koje imaju uticaj na dobijene rezultate merenjem.

4.2.6. Popravke rezultata astronomskih merenja

Rezultati astronomskih merenja, moraju se popraviti zbog instrumentalnih
gresaka 1 spoljnih uslova (refrakcija). U ovom delu dacemo konaéne formule za
dobijanje rezultata merenja koje ne sadrzavaju gore pomenute greske. Oznagimo
pojedine veli¢ine koje cemo koristiti:

1 -nagib obrtne osovine instrumenta kod opazanja zvezde X,
i7 —nagib obrtne osovine instrumenta kod opazanja terestrickog pravca,
¢ —kolimaciona greska,

Z —zenitno odstojanje opazane zvezde,

Z7 —zenitno odstojanje opaZanog objekta,

4.2.6.1. Popravke rezultata merenja horizontalnih uglova

Popravka zbog nagiba obrtne osovine

Konac¢na formula za ovu popravku je:

. -
" tanz 1

* " tanZ tanZ

Ispravljeno ¢itanje na horizontalnom limbu biée

gde je i”_:—T-;—I(ll —7r1)+ o —79)
7"=uglovna vrednost jednog dela podele na libeli
[y =¢itanje levog kraja mehura libele
r=citanje desnog kraja mehura libele

Popravka zbog kolimacione greske

C

Ve = =
sin Z
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Popravka zbog polupreénika nebeskog tela
_ R
R=sinz
Ukupna popravka za ¢itanje na horizontalnom limbu

i + C L R
tanZ sinZ sinZ

Vs =Vi+Vi+ Ve =

Ispravljeno éitanje
a=a + Vs
4.2.6.2. Popravke rezultata merenja vertikalnih uglova

Popravka merene zenitne daljine zbog refrakcije-

" P 283
Vg = 58" tan 7 - B 3

Popravka merenja zenitne daljine zbog paralakse

Zenitna daljina—odstojanje Z razlikuje se od merenog odstojanja za vrednost
paralaktiénog ugla P

R
P —_ " e Z/
P’ sin
Horizontalna paralaksa racuna se kada je Z' = 90° i iznosi

P:p"g:ﬂ'

Ako znamo horizontalnu paralaksu, moZzemo sracunati paralaksu za bilo koje zen-
itno odstojanje po formuli:

7 Vp=P=mw-sinZ’

S1.4.3. Odredivanje paralakse

Popravka merenog zenitnog odstojanja zbog poluprecnika nebeskog tela

Uticaj poluprecnika nebeskog tela, nastupa kada viziramo donji i gornji rub
tela, a ne u sredini. Primera radi, za Sunce je

Z=2Z,+R=Zs-R
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Ako merimo visinske uglove onda je

h:hg -R=hs+R
Za Sunce ova popravka priblizno iznosi r &~ 16’ Ukupna popravka rezultata merenih
zenitnth odstojanja
Vae=VrR—p=x R
odnosno ispravljeno Z bice
72=27+ Vak

A HORIZONT

S1.4.4. Odredivanje uticaja nebeskog tela

4.3. Odredivanje astronomskog azimuta
terestrickog pravca

Terestricki pravac odreden je dvema tackama, od kojih je jedna stanica za
opaZanje, a druga tacka koja se signaliSe za viziranje. Azimut terestrickog pravca
uvek se dobija na osnovu azimuta nebeskog tela i horizontalnog ugla izmedu pravca
na nebesko telo i terestrickog pravca. Za odredivanje terestrickog azimuta pravca
poznate su indirektne 1 direktne metode, a vredno je napomenuti da se astronomski
azimut terestrickog pravca mozZe odrediti 1 Ziro—teodolitom ili merenjem vremena.

Za odredivanje azimuta postupak je uglavnom sledeéi: meri se ugao izmedu
zvezde 1 terestrickog cilja, a sracunava se azimut zvezde 1z Sirine stanice, deklinacije
1 Casovnog ugla zvezde ili stanice. Azimut se moZe odrediti 1 1z Sirine stanice,
deklinacije 1 zenitnog odstojanja. Kod oba nacina meri se ugao 3, izmedu nebeskog
tela 1 terestrickog pravca.

Kod prvog na¢na azimut terestrickog pravca Ay racuna 1z Sirine ¢, deklinacije
§ 1 Casovnog ugla zvezde ili stanice.

Kod drugog nacina azimut terestrickog pravca Ar racuna se iz Sirine ¢, dek-
linacije ¢ 1 zeninog odstojanja na stanici. Kod prvog naéina meri se prolaz zvezde
kroz vertikalni konac, a kod grugog nalina meri se zenitno odstojanje zvezde.
Na slic1 4.6 prikazan je azimut terestrickog pravca Ap, a na slici 4.5 azimut Ag
nebeskog tela.
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Sl.4.5. Azimut Ap terestrickog pravca Sl.4.6. Azimut nebeskog tela Ag

Iz trougla AZ; P,o (zenit-pol-zvezda), slika 4.6, dobija se:

sin Zsin As = —sin Zsin As = cosésint
sin Z cos As =sin Z cos Ay = —cospsind +sinpcosd cost
gde je: t — Casovnl ugao t=T+u—q,

As — azimut zvezde ra¢unat od juzne tacke,

Ay — Ags + 180° — azimut zvezde racunat od severne talke.

My
' Citanja na horizontalnom krugu mo-
Mx, raju da budu ispravljena od svih gre-
Saka, oni su: M. i1 M. Ispravljeno
¢itanje na glavnom mikroskopu za

As S \ juznu tacku
Me

Ms = M. - As

Mw-

M -JN Iz gornjih jednaéina, za azimut zve-
zde racunatog od juzne tacke dobija
se,

Ms cossint
tan As =

— cos psind + sin g cos é cos ¢
Azimut Severnjace raduna se:

cosésint sint

—cospsind +sinpcosdcost  singcost — cos @ cos b

tan Ag = tan Ay =

ili
cos(90 — 8) = cos(90 — ) cos z — sin(90 — @) sin z cos As
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sin 0
cos sin z + tan ¢ cos z

cos Ag = —

Prema slici 4.5 za azimut terestrickog pravea dobijamo,
Ar = As + G; Ar = As

Mereni horizontalni ugao 3, mora se osloboditi svih gresaka, vezanih za instrument
1 spoljasnjih uticaja.
Pri ovome oznaéimo sa:

R 1 L - ¢itanja na horizontalnom limbu, krug desno R i krug levo L,

My - traZeno istinito mesto na limbu koje odgovara juznom pravcu meridijana na*

tackl na kojoj se vrsi merenje,
A - traZeni azimut, ,
Ca — kolimaciona greska iz viziranja na terestricki objekat,
C. - kolimaciona greska. iz viziranja na Severnjaéu.

Stvarne vrednosti ¢itanja na horizontalnom llimbu dobijaju se;

_ R—(L+180)
2

R+ (L £ 180) B
2

R=My+A+Ca = Ca

LE+180=My+A—-Car = A= My

Popravljene vrednosti ¢itanja bice:

R' = My + a.. + C,cosecz.. + b, coth z_
L' £ 180 = My +a; — Cucosecz] + by coth z;

gde su:a, 1 a; — azimuti Severnjace u trenutku T
z] 1 z] - zenitna odstojanja, krug desno (r) i krug levo )
br 1 by — nagib durbina u istim polozajima.

Oznaéimo sa:
Ny =r" —al — b, cothz,

Ny = (L' % 180) — a; — by coth z;
onda zamenom u predhodnim jednaéinama, dobijamo za;

Nr - N]

cosecz; — cosecz]

Za trazeno istinito mesto meridijana na limbu dobija se:

My = %(Nr + M)+ %(cosecz,’. — cosecz])
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Azimut Severnjace racuna se: t =T 4+ u — o — ¢asovnl ugao
coth é sec psint
| — coth étan ¢ cos ¢

tan A5 =

As = A5 + vcosecz; v =10.31cosy

[zraz ycosecz predstavlja popravku za dnevnu aberaciju. Azimut terestrickog
pravca:

Ar = As+

Primer 4.1. Odredivanje azimuta terestrickog pravca opazanjem Severnjaée—
Polare na terestrickoj stanici Paradinskog bazisa prema trigono-
metrijskoj tacki na Pl.Babe. Primer je uzet iz [10].

Date velicine: vrednost polu podeoka jahace libele % = 1”7.00, korekcija
hronometra u = —1™31°.56, geografska $irina stanice ¢ = 43°50'32” 4.  Apso-
lutna visina ABabe H = 654m. Zenitna rastojanja z; = 46.959 i z/ = 46°.56.
Rektascenzija o = 1723™59°.00. Deklinacija: § = 88%46/.35. Polarno odstojanje
p = 1°13'25”. Opazane vrednosti sa univerzalnim instrumentom Kern 16417.
Hronometar Eriksona 388. Opazanja su izvrSena 12.11.1900.godine

Tablica 4.1 Merene vrednosti:

| Objekt | Trenutak ¢itanja Nagib Srac¢unavanje
posma-| posma- na ose korekcije, nagiba
tranja tranja limbu ose
L, |A Baba 142°08'05".84 log b’ coth 2 |10.7333

' | Polara |16"24™14°.0| 46°10'37".37|+5.8 +5.8 | logt’ 0.7636(+5.41
L. | Polara |16727™21°.5( 46°11’34".84|4+0.4 +0.4 | logcoth 2z’ (9.9699

L. |A Baba 142°0805" .64 logh’  |9.6026|+0.37
log b’ coth 2" [9.5725
Ry |A Baba 322°909'58".16 log b coth z/|0.5022

R} | Polara 16741m08°.0(226°18’17”.20(+3.4 +3.4 log b’ 0.5315{+3.18
R’ | Polara |16"43™59°.0|1226°19'06”.70|+1.8 +1.8 | logcothz’ |9.9707
R, |A Baba 322°09'60".23 log ¥’ 0.2553|+1.68
log b’ coth 2/ |0.2260

Sradunate pomocne velicine: .
veosecz' = 0. 31
logm = 3.785927
logtan A tane = 8.31204
¢ ”
5 = 28 .03
: )

¢
i(cosec z; — cosecz

=-0."03
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Racunanje azimuta: N = 4495959 .89

N, = 45%02'33 .33
N, — N, = 153" .34
C. = +56 .07
R =322°09'59".23
L + 180° = 322°08'05 .74
2CA = +1'53 .49

Ca=+ 56 .75
%(N, + Np) = 45°1'16" .61

- COSCCZI —COSSCZ’ = - ”.
~(cosecz 2 0".03

M, = 45°01'16 .58
A+ Mo = 322°09 02" .49
A =9277°07 45" .91

4.3.1. Odredivanje astronomskog azimuta terestrickog
pravca merenjem vremena

Za odredivanje azimuta merenjem vremena moraju bitl poznati: Sirina ¢ i
mesno zvezdano vreme s, odnosno stanje ¢asovnika u ili pak koordinate stanice
@, A 1 pravo Grini¢ko zvezdano vreme S, odnosno stanje éasovnika Uggr. Ako se
izmeri horizontalni ugao izmedu terestrickog pravca i1 zvezde 1 registruje pokazi-
vanje ¢asovnika T', za trenutak opaZanja zvezde, onda se azimut zvezde A i azimut
terestrickog pravca mogu odrediti:

s=T+u
a Casovnl ugao se odreduje prema
t=s—a=T+u—«
Ako su dati podaci za T,Ugg, A 1 @, onda se ¢t tatuna prema
t=S—-da=T+Ugr—A—«
azimut zvezde se izraunava po formuli:

sint
tan A =

sin g cost — cos @ tan é
a azimut terestrickog pravca racuna se:

Ar = A+

Sto se programa merenja tie korisno je primeniti slede¢u shemu:
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I-Polozaj durbina
1. Viziranje terestrickog cilja

2. Viziranje nebeskog tela

II-Polozaj durbina
1. Viziranje nebeskog tela

2. Viziranje terestrickog cilja

[I-Polozaj durbina
1. Viziranje terestrickog cilja

2. Viziranje nebeskog tela

I-Polozaj durbina
1. Viziranje nebeskog tela

2. Viziranje terestrickog cilja

4.3.2.
zenitnih odstojanja zvezda

Odredivanje azimuta terestrickog pravca merenjem

Za ovo odredivanje potrbno je da izmerimo zenitno odstojanje zvezda, da
znamo deklinaciju § (uzima se iz astronomskog godisnjaka) i geografske latitude
opazacke stanice. Takode je potrebno ¢itanje horizontalnog i vertikalnog limba za
opazani polozaj zvezde. Nije potrebno poznavati tacan trenutak opazanja zvezde.

Opazanje treba 1zvoditi sledeéim redosledom:

I-Polozaj durbina
1. Viziranje terestrickog cilja i ¢itanje horizontalnog limba

2. Viziranje zvezde i ¢itanje horizontalnog i vertikalnog limba

[I-Polozaj durbina
1. Viziranje zvezde 1 ¢itanje horizontalnog i vertikalnog limba
2. Viziranje terestrickog cilja 1 ¢itanje horizontalnog limba
Azimut zvezde se racuna po formuli:

—siné
cospsin Z + tanp coth 7

cos A =

Horizontalni ugao izmedu zvezde 1 terestrickog cilja ra¢una se po formuli:

B =Ly — L —1icothZ + ip coth Z7 & ¢(cosecZ — cosecZ)

Lp -¢itanje horizontalnog limba terestrickog pravca
L —¢itanje horizontalnog limba za zvezdu
i —nagibobrtne osovine za zvezdu

i —nagib obrtne osovine za terestrickog cilja

Azimut terestrickog pravca racuna se po formuli:

Ap = A, £ 180+ 3
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4.3.3. Odredivanje azimuta terestrickog pravca
opazanjem Severnjace—Polare

Odredivanje azimuta terestrickog pravca, mogucde je ako se odredi azimut Sev-
ernjace 1 1zmerl horizontalni ugao izmedu pravca prema Severnjaci i terestrickog
pravca. Potrebno je da poznajemo ¢asovni ugao ¢, sirinu opazalke stanice ¢, dekli-
nacije 6 za Severnjacu, kao 1 njeno zenitno odstojanje koje se meri. Za odredivanje
trenutka opazanja T treba imati ¢asovnik ili hronometar, ¢ije se stanje odreduje
prijemom signala preko prijemnika.

Za merenje uglova treba primeniti metodu dvostrukih girusa:

1. Viziranje terestrickog cilja 1 ¢itanje horizontalnog limba (krug levo).
Viziranje Severnjace i ¢itanje (krug levo), Cita se i hronometar.
Viziranje Severnjace 1 ¢itanje (krug desno), ¢itati i hronometar.
Viziranje terestrickog cilja, ¢ita se (krug desno).

Viziranje terestrickog cilja, cita se (krug desno).
Viziranje Severnjace, ¢ita se (krug desno), &itati i hronometar:

Viziranje Severnjace, &ita se (krug desno), itati i hronometar.

® N> o o

Viziranje terestrickog cilja i éitanje kruga levo.

Postupak merenja horizontalnog ugla:

Teodolit se centriSe na terestricku stanicu. SignaliSe se druga tacka pravca. U
prvom poloZaju durbina vizira se i ¢ita vrednost horizontalnog limba prema tacki
terestrickog cilja. Zatim se vizira severnjaca presekom konaca konéanice, Cita se
horizontalni t vertikalni limb. Odmah za tim se éita levi i desni kraj mehura libele
1 zapisuje.

Azimut Severnjale se racuna (logaritamski)

coth dsecpsint

tan As =
s 1 — cothdtanpcost

~sint 3 . ..
tan As = — (ra¢unanje masinom)
sinycost — cosp tan

Ar = As + [ azimut terestrickog pravca
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Odredivanje Azimuta Severnjade i Azimuta
terestrickog pravca koristeci vrednosti 1z tablica
Astronomskog godisnjaka i vrednosti merenog ugla

4.3.4.

U tablicama visina 1 azimuta Severnjace, koje nalazimo u Astronomskom
godiSnjaku, date su priblizne rektascenzije Severnjace, koje su istovremeno i mesno
zvezdano vreme njene gornje kulminacije (za odgovarajude ¢). Azimutisu ra¢unati
od severne tatke. Do trenutka donje kulminacije, Severnjaca se nalazi zapadno od
meridijana, a posle toga je isto¢no od meridijana. Prema tome azimut Severnjace
bice: ,

A=180~a
A=180+a

Izvod za mesno zvezdano vreme 1z tablica visina i azimuta Severnjace:

- zapadno od meridijana W :

- 1sto¢no od meridijana £ :

1999
2°31™

1998
2h30™

1996
2h28™

1997
2%9297m

Godina | 1995
s Qhg7m

Ako je gornja kulminacija Severnjaée s = 2#27™ za 1995, trenutak njene donje
kulminacije je s = 14*27™.

Za odredivanje azimuta Severnjace u bilo kom trenutku neophodna je regis-
tracija vremena 1 poznavanje formula za prelazak sa srednjeg vremena na mesno
zvezdano vreme 1 obrnuto. U ovom slu¢aju nije neophodan casovnik koji pokazuje

zvezdano vreme, dovoljan je obifan éasovnik 1 dZepni kalkulator. Za dati trenutak
srednjeg vremena mozemo izraunati mesno zvezdano vreme i obratno, ako znamo
Grinitko zvezdano vreme Sp u 0" svetskog vremena (Grinicka ponod):

(4.1)
(4.2)

So = So + 07.06571 - d
d=INT(30.6(M +1)~p+D

gde su: d - dan u godini,
D - dan u mesecu,
M - mesec.
Formula (4.2) vaziza M > 2, p = 63 za prostu godinu, a p = 62 za prestupnu
godinu.

Vrednosti za Sy dati su u sledecoj tablici:

Godina

1995

1996

1997

1998

1999

So

6".61267

6".59676

6" .64655

6".63064

6.61472
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Primer 4.2: Odrediti mesno zvezdano vreme Grinickog meridijana u 0"
svetskog vremena za 09.10.1996.godine.

d=INT(30.6(10+ 1)) — 62+ 9 = 283
So = 6".59676 + 0*.065771 - 283 = 25".19269 = 1711™34°

Veza izmedu srednjeg 1 zvezdanog vremena je sledeca:

S—So :to(l +7))
to = (S - So)(]. — I/)

366.2422
de su: = ——— =1.002
gde su: 1417 3659422 1.002737909

365.2422
= 56042 - 0.997269566

S — mesno zvezdano vreme Grinickog meridijana

1—-v

Sy — mesno zvezdano vreme Grinickog meridijana u 0* svetskog vre-
mena

to — svetsko vreme (UT)

(1+nX1 — v) - koeficijenti za pretvaranje intervala srednjeg vremena u interval
zvezdanog i obrnuto

Veza izmedu mesnog zvezdanog vremena bilo kog meridijana 1 Grinickog

meridijana data je formulom:
s=S5+1

l-longituda mesta posmatranja (isto¢no od Grini¢a uzimamo da je { > 0.

I. Veza izmedu mesnog zvezdanog i srednjeg vremena za Jugoslaviju:
ty — 17
s=295) A (1 + u) +1

tg — 2

t; = (to + 1*), srednje evropsko vreme
ty = (to + 2"), letnje vreme

II. Srednjeevropsko vreme za dati trenutak mesnog zvezdanog vremena:

t1=(s=1=S8)(1 =v)+1%
to=(s=1=So)(l—v)+2*
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Odredivanje azimuta terestickog pravca

Primer 4.3: Za odredivanje terestrickeg pravca izvedena su merenja:
I Vizura Horiz.limb Srednje vreme
TS 153922’
S 49017 19736™
TS 153924/
TS - terestricka tacka, S - Severnjaca.

Priblizne koordinate stanice (Astronomska opservatorija Beograd).

= +1h2om
o = +44°48’

1. Ratunanje mesnog zvezdanog vremena

d=INT(214.2) — 63+ 1 =214 — 63 + 1 = 152
So = 6".61267 + 0".06571 - 152 = 16".60059
S = 16".60059 + (19".6 — 2)(1.002737909) + 1*.36667 =
= 16"36™ + 17"39™ + 1722™ = 35"36™55° .6 = 11*37™

2. Linearnom interpolacijom za argument s = 1*37™ i geografsku sirinu ¢ = 45°,
dobija se prema tablici a = 0943’
Prema tome azimut Severnjace bide: Ag = 1809 —a = 179°17

3. Azimut terestrickog pravca bice:

Apr = As + 8 = 179°17" + 104%06’ = 283°23'

Primer 4.4: Odrediti pravac meridijana (mesto meridijana na horizontalnom
limbu) ako je u trenutku viziranja na Severnjacu éitanje na limbu
bilo 142936’ za mesno zvezdano vreme s = 18%20™. Posle toga
pracena je zvezda sa rektascenzijom o = 18%41™38°.

Opazanje je izvreno 18.10.1995. godine, a koordinate ¢ i A kao
u predhodnom primeru.

1. Iz tablice za argument s 1 ¢ nalazimo a = 0954/, odnosno za Astronomski
azimut Severnjace dobijamo As = 180%54'.
Mesto meridijana na horizontalnom limbu je:

M, = 142°36’ — 180°54' = —38°18’ odnosno
M,, = 321°42
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Ako sada na horizontalnom limbu postavimo ¢itanje da bude jednako azimutu
Severnjale, onda se nula na limbu priblizno poklapa sa pravcem meridijana.
Ako imamo casovnik koji pokazuje srednje vreme, ra¢unamo t; za dato s =
18741/38s.

So = 6".61267 4 0%.06571 293 = 25".79999

t, = (18".69389 — 1*.36667 — 25" .79999)(1 — 0.997269566) + 1 =

= 16"29™05° 4

Zvezdu pratimo sve dok se ne ‘dobije 16729™05°.4 kada prekidamo pradenje,
jer ovo srednje evropsko vreme odgovara zadatoj rektascenziji, odnosno zada-
tom zvezdanom vremenu, kada je zvezda u meridijanu tj, dobijeno je pravo
mesto meridijana. Azimut u terenskim uslovima moze se odrediti 1 iz pracenja
korespondirajuéih visina zvezda.

4.3.5. Odredivanje azimuta iz korespondirajuéih visina
zvezda nekretnica

Jednakim zenitnim odstojanjima, odnosno jednakim visinama zvezde nekret-
nice na njenoj prividnoj putanji odgovaraju simetri¢ni poloZaji prema meridijanu
opazacke stanice.

Ako opazamo neku zvezdu nekretnicu u njene dve korespondirajuce pozicije,
onda ravan simetrije te dve pozicije odgovara ravni meridijana. (sl.4.7).

Zapad Istok

B - 31 p -
. T~ <]
Zapad . Istok

S1.4.7. Odredivanje azimuta pomoéu korespondirajuéih visina zvezda

Postupak je slededi:

Postavi se signal u tacki B, a instrument se centriSe na tatku A. Posle
dovodenja instrumenta u radno stanje, viziramo tadku B i étamo horizontalni
limb. Zatim viziramo zvezdu u poziciji P; (oko 1-2 sata pre kulminacije), ¢itamo
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horizontalni i vertikalni limb, odnosno merimo 3; i Z;. Zatim ¢ekamo 1 pratimo
u isto vreme zvezdu vertikalnim koncem dok ne postigne kulminaciju i pocne da
pada, ne pomerajuci durbin po visini. Kada zvezda ponovo dode na horizontalnom
koncu, ¢itamo horizontalni i vertikalni limb, odnosno izmerili smo ugao 3» i Z5 u
pozicijl zvezde Ps.

Ravan simetrije, odnosno ravan meridijana tj., pravac meridijana odgovara
uglu 8 (sl.4.3).

6= B -2H3°
A 3 3 A .
zimut pravca izracunava se:
Ap = 360° — 8

4.4. Odredivanje latitude (Sirine)

Odredivanje latitude moze se 1zvesti iz: apsolutnih zenitnihg odstupanja dve
zvezde oko meridijana ili u samom meridijanu, moze se odrediti iz odredenih trenu-
taka kada dve zvezde dostignu isto zenitsko odstojanje, iz razlika zenitnih odsto-
janja dve zvezde u meidijanu, a moZe se odrediti 1 po metodi Pjevcova iz opazanja
parova zvezda.

Kod ove metode najveda je teSkoéa kod izratuanvanja parova zvezda, a za-
timse iz opaZanja jednostavno moze sracunati geografska sirina. Kod nas u Srbiji
sracunate su sve eferimide za sve geografske Sirine a mogu se na¢i u delu ” Efe-
meride parova zvezda za odredbu geografske Sirine po metodi Pjevcova” od autora
Stevana P. Boskoviéa. '

Osnovne formule za 1zracunavanje geografske sirine po metodi Pjevcova:
f=Bcosp
D =siné, — sinés
ts =Ts +u—as
ty =Ty +u— oy

gde su t; 1 ¢, ¢asovnl uglovi juZne i severne zvezde.

cos 85 COStg — COS Oy COS Ly

tan g = ; .
¢ sind, —sinds

A¢; — korekcija za nagib durbina za vreme opaZanja, tj. popravka za .

(is —iu)f -sinz
D
® = po + Ap;

A(p,' =
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Primer odredbe geografske Sirine ¢ na Al taéci Paraéinskog bazisa

2-1X-1900 r.

Ouacepsarop: C. [1. Bowkosuk
Kankynatop: I. Jlamuu u C. 1. Bowkosuk
Vausepsamui wactpymest Kepsa No 16417
3Be3. xporomeTap Epukcona No 388

Map 3se3na Xl E¢emepnna C. M. Bowkosuha

A m s
as=18 51 18.56 B=0".54 Corec. 3a naru6§
an=15 47 33.18 z=410 33" Ig fsin z =9.3947 1g sin 8,=9.990 5734
Ss = +49 4’ 41”0 Igg= 97324 Comp. Ig D=0.0422 A=0.032 7685
dp=+78 6 19.4 1g cos o= 9.8406 1g (is—in) =1.1287, Ig sin 8s=8.851 9638
@ =43 50" 32" Igf= 9.5730 lgagr =  0.56%n Argum. =1.138 6096
n S
u ==%1 35057 Igsinz= 9.8217 A gi=—3".08 g D =9.957 8019
*S U*N in. ‘K 1 2 3 4
derp.(42) ¢ ‘25_3;". n. oHllM
A m 3 A m s h m s A m ]
-39 +8.0 Ts+u = | 19 42 46.73] 19 43 24.63| 19 43 56.23| 19 44 17.43
—148+489 | —79+159 ) |4, = | 0512817| 052 6.07| 0525767 0 52 5887
A m s A m F
1944 3713 [ 1952 76 Ta+u = | 1950 17031 19 51 433 19 51 4383 19 52 9.93
45 15.2 52 54.9 tn = 4 24385| 4 331.I1S| 4 41065| 4 4 36.75
45 46.8 33 4.4
5 80 54 05 1g Costs= | 9.088 9548 | 9.988 6796 | 9.088 4475 | 9.988 2905
1gCos by . '
6 35.4 54 36.0 Costs = | 9.987 8538 | 9.987 5786 | v.us7 3455 | 9.987 1895
47 85 51521 |y, = | 0.047 5874 | 0.047 3101 | 0.047 0796 | 9.046 9268
47 434 56 3.5 ‘
g Cos 3.
48 97 56 87.7 Costa= | 9003 8684 | 9.001 3146 | 8.999 0R78 | 8.997 5743
—145+9.1 | -80+156 argum...= | 0.983 8684 | 0.986 2640 | 0.988 2787 | 0.989 6152
-54 +7.6 Ig© = | 9940 2664 | 9.940 2685 | 9.940 2660 | 9.940 2697
is=-54| in=+18 Igtg o = | 9.98: 4615 | 9.982 4636 | 9.982 4620 | 9.982 4578
Do = 430 50 36*.25 36“.75 3637 35437
Cpeawa apTume- vy o= -0.06 +0.41 +0.06 ~0.94
THYKA:
y2 - 0.00 0.17 0.00 0.82.

Py =43° 50' 367.3.1

A pi=—3.68

=43¢ 50° 32.63 +0.10
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Zv2=1.18 Cpentba rpeuika

BepoBsatia

noje gAuHe @y =\ /l—‘;—S_-+0“.38=m,*

2
Po = ? m=+40“25=0p;



Ig Cos 3,=9.314 1036
g Cos 85=9.998 8980

Qopuyne 3a pauyHame no MeToan [ljesuosz

S=8 Cos o,

Cos 8y Costs—Cos 5, Costn

D=sin 8;—sin 8¢
ts= Tt u—ag
ta=Tat+u—an

tg o=

Sin 5,-Sin &5
A q})[=(i3°‘ln)f Slﬂ z: D

=0:D

m
Cpenta rpewka. peayiarara=-+ —\/,97-=<+0“;l3= M

BepoBsartea

P=po+A i
S 6 7 8 9
h m s A m 8 h m s A m s h m s
19 44 24.13] 19 44 44.83] 19 45 15.93| 19 45 5283 19 46 19.13
053 557] 0532627 0353 5737 03543427 0355 057
19 52 18.93| 19 524543| 19 53 24.63]| 19 54 12.93 | 19 54 47.13
4 44575| 4 51225{ 4 51225 4 63975 4 7 13.95
0.088 2406 | 9.988 0859 | 9.987 8515 | 9.987 5708 | 9.987 3678
9.882 9542 | 9.68! 4290 | 9.579 1599 | 9676 3427 | 9.674 3336
9.987 1396 | 9986.9819 | 9.986 7505 | 9.936 +632 | 9.086 2663
0.046 8796 | 0.046 7177 | 0.046 600+ | 0.046 2017 | 9.045 9993
8.297 0578 | 8995 5326 | 8.993 2835 | 8.990 4463 | 8.988 4372
0.990 0818 | 0991 4523 | 0992 4870 | 0.966 0229 | 0.997 8296
0.940 2660 | 9.940 2672 | 9.940 1501 | 9,940 2675 | 9.240 2675
: 0.082 4611 | 9.982 4623 | 9.982 3452 | 9.982 4626 | 9982 4626
36%.15 36%.44 36“.44 36+.51 364,51
-0.16 +0.07 +0.07 +0.20 +0.20
0.03 0.01 0.01 0.04 0.04-
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Primer 4.5. Odredivanje latitude na tacki Paralinskog bazisa:

Mereno:

Opazani par zvezda

19%44™375.3
19h45m15% .2
19245™46° .8
19746™08°.0
19%46™14°.7
19%46™35% .4
19%47™06°.5
19747™43° 4
19%48™09°.7
-5.4

s = —5.4

*S * N

v Serp. ¢Uns.min.
(4.2) (4.3)
-5.9 +8.0

19%52m07°.6

19%52m545 9
19%53m34° 4
19%54™00°.5
19%54m09°.5
19%54m36°.0
19755™15°.2
19%56m03°.5
19%56m37°.7
+7.6

"y, =+7.8

Prema predhodnim jednadinama (srt.45) izraéunato je 9 vrednosti za @g 1 Ap,
od kojih je dobijeno 9 vrednosti za . Aritmetickom sredinom iz ovih vrednosti
dobijena je srednja Sirina.

¢ = 43°50'32" .63+ 0 .10

4.4.1. Odredivanje latitude po zenitskim odstojanjima
Severnjace

Poznato je da greske zenitskog odstojanja 1 ¢asovnog ugla imaju najmanji
uticaj na odredivanju latitude ako se merenje zenitskih odstojanja izvode u blizini
meridijana, §to je sluéaj sa zvezdom Polara, pa stoga je pogodna za odredivanje
latitude po zenitskim odstojanjima.

Na sonovu poznatog zenitskog odstojanja i trenutka opaZanja odredujemo
¢asovnl ugao t: : '
t=TH+u—«

tan é
tan M = a
cost

cos Z = sin 6 cos(yp — M )cosec M
cos(ep — M) = cos Zcosecdeltasin M
p=M+(p—M)
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Najbolji polozaj Polare-Severnjale za ovo odredivanje jeste ako se ona nalazi u
meridijanu opazacke stanice A (sl.4.8), tada je:

h=90-2Z2=90-90+¢ =0

odnosno ako imamo odredeno A ili Z moze se sracunati latituda ¢:

¢=90-2

Severnjaéa S

4.4.2. Odredivanje latitude ¢ opazanjem zvezde poznate
deklinacije § pri njenom prolasku kroz meridijan

Merenjem zenitskog odstojanja jedne severne zvezde (sl.4.9) i juzne zvezde,
dobijaju se dve vrednosti za latitudu ¢:

ps =Zs+és 1  oN=O0nN—IN
Srednja vrednost daje definitivnu vrednost za latitudu:

bs +o0n  Zs+In
=73 T
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4.4.3. Odredivanje longitude A\—duzZine

Longituda ili geografska duzina A je ugao izmedu ravni Grini¢kog meridijana
(pocetni)i ravni meridijana mesta za koga se racuna longituda.

Za dve tacke M5 i M1 na Zemljinoj povrsi, razlika njihovih longituda odgovara
uglu @20@1. :

Poznato je da zvezde sa jednolikim kretanjem po nebeskoj sferi, predu svoju
putanju za 24® zvezdana ¢asa. U razmaku od 1% zvezdanog ¢asa predu luk od
360° podeljen sa 24, tj., 360°/24 = 15°.

Drugim reé¢ima ako je neka zvezda A, slika 4.10, bila u odredenom trenutku u
meridijanu mesta M;, posle 1* nalaziée se u meridijanu mesta Ms, odnosno pro-
teklo vreme od prolaza zvezde kroz meridijan mesta M; do prolaza kroz meridijan
mesta Mo, sluzi kao mera ili kao mera razlike njihovih longituda. Ova razlika se
moze odrediti ako se znaju taéna zvezdana vremena prolaza zvezda kroz meridijane
mesta Mo 1 M.

Sl. 4.10. Odredivanje longitude

U opstem slucaju potrebno je da posmatraé u mesto M; zabelezi trenutak
prolaza zvezde kroz meridijan na zvezdanom casovniku. Nekom vezom obavesti
se posmatra¢ mesta My da zabelezi trenutak prolaza zvezde kroz meridijan mesta
M. Posmatra¢ u mesto M, zabeleZi trenutak prolaza kroz meridijan mesta My
na zvezdanom ¢casovniku.

Ako raspolazemo sa zvezdanim vremenom Grini¢kog meridijana, onda razlika
ovog vremena 1 zvezdanog vremena mesta daje longitudu, odnosno geografsku
duzinu.
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OSNOVI VISE GEODEZIJE



GLAVA 1

Zadact Vise geodezije — osmovni poymovz
1 odredivanja

Visa geodezija je nauka koja izuéava oblik, veli¢inu i spoljasnje gravitaciono
polje Zemlje 1 planeta Suncevog sistema.

Zadaci Vise geodezije mogu se podeliti u dve grupe; na nauéne i nauéno—
tehnicke. Odredivanje oblika, veli¢ine, dimenzije i spoljadnog gravitacionog polja,
Je naucni zadatak, a njegovo resenje se sastoji u sledecem:

- U odredivanju veli¢ine i oblika matematicki definisane povrsi, koja dovoljno
tacno predstavlja oblik Zemlje u celini. Za takvu povr§ uzima se obrtni
elipsoid sa malom spljostenoséu, koji se zove Zemljin elipsoid. Odredivanje
Zemljinog elipsoida sastoji se u odredivanju parametara, koji karakteridu nje-
govu veli¢inu, oblik i orijentaciju u zemljinom telu.

- U izuCavanju stvarnog oblika i spoljasnjeg gravitacionog polja Zemlje. Pod
stvarnim oblikom Zemlje podrazumeva se realna fizicka Zemljina povrs. Prema
Beslinu, pod fizickom zemljinom povrsi podrazumeva se ona povrs, koja odva-
ja tvrd 1 tetan deo naSe planete od njene atmosfere. Izucavanje stvarnog
oblika, Zemlje, sastoji se u odredivanju veli¢ina koje karakteriu odstupanje
njene povrsi od povrdi Zemljinog elipsoida.

Spoljasno gravitaciono polje Zemlje izu¢ava se na istom principu kao i oblik
Zemlje, odnosno prvo se oderduje gravitaciono polje tela, koje je blisko Zemlji
(obrtnom elipsoidu), pa se zatim odreduje odstupanje gravitacionog polja realne
Zemlje, od gravitacionog polja obrtnog elipsoida. Gravitaciono polje i oblik Zemlje,
povezani su medusobno, a njihovo izucavanje predstavlja u sustini jedan problem.
Prakti¢ni problem izucavanja oblika Zemlje svodi se na odredivanje koordinata
tacaka njene povrsi, u jednom opstem sistemu za celu Zemlju, a problem izucavanja
spoljasnjeg gravitacionog polja Zemlje, na odredivanje potencijalne sile teze na
zemljinoj povrsi 1 u spoljasnjem prostoru u tom istom koordinatnom sisitemu.

Od drugih naucnih zadataka Vise geodezije pomenuéemo jos dva: izuéavanje
horizontalnih i vertikalnih pomeranja zemljine kore i izucavanje oblika i gravita-

cionog polja Meseca i planeta Suncevog sistema kori§cenjem tehnologiju i pos-
tupke satelitske geodezije. U opste, za reSavanje naucnih zadataka visa geodezija
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se koristl matematikom, fizikom, mehanikom 1 geologijom, a na osnovu rezultata
geodetskih | gravimetriskih, astronomskih merenja i1 merenja satelitskom geodezi-

jom. Ova merenja su:

a. Uglovnai linearna merenja, koja odreduju medusobni polozaj tacaka na zem-
ljinoj povrsi (triangulacija, trilateracija, pologonometrija i nivelman).

b. Merenja ubrzanja sile teze.

c. Merenja u cilju odredivanja geografskih koordinata tacaka na povrsi Zemlje i
azlmute pravaca. :

d. Merenja satelitskom geodezijom.

Nauéno-tehnickim zadacima u viSoj geodeziji smatraju se jos§ izuéavanje me-
toda 1 pribora za visoko taéna merenja, radi oderedivanja koordinata tacaka na
zemljinoj povrsi. Oblik fizicke povrsi zemlje detaljno se prouéava jos i metodama
topografije.

Kartografisanjem zemljine povrsi ili njenih delova i njihovo predstavljanje na
karti (u ravni), stavlja u zadatak visoj geodeziji i predstavljanje koordinata tacaka
u ravni po matematickim zakonima preslikavanja. Zbog svega ovoga, visa geodezija
je siroka naucna oblast, a radi njenog izuavanja deli se na pojedine discipline ili
grupe:

- U prvoj grupi spadaju programi 1 metode merenja, kao i teorija koriséenja
pribora i instrumenata.

- U grugoj grupi razmatraju se metode 1 teorija za nauc¢nu obradu rezultata
merenja, kao i korisCenje tih rezultata za izucavanje geometrije 1 fizike Zemlje.
Prema tome, u prvoj grupi vie geodezije — deo merenja, nalaze se sledece

podgrupe:

— Geodetska astronomija,
Osnovnl geodetski radovi,
— Metode geodetske gravimetrije,

{

|

Satelitska geodezija.

Drugoj grupi viSe geodezije pripadaju matematicka i fizicka teorija.

1.1. Teorijska povrs Zemlje

Stvarna povrs Zemlje je njena fizicka povrs, koja se u matematickom smislu
nemoze proucavati zbog nepravilnosti reljefa, ni u delovima ni u celini. Zato
kada je re¢ o opstem obliku Zemlje ili o premeru koji obuhvata veéi deo Zemljine
povrsi, njena se fizicka povrs zamenjuje drugom povrsi koja je oslobodena svih
nepravilnosti reljefa.

Povrs kojom se zamenjuje fizicka povrs zemlje je teorijska povis Zemlje. Ova
povr$ samo priblizno odgovara stvarnoj povrsi, a stepen pribliZzenja stvarne 1 teorij-



ske povrsi zavisi od postavljenih zahteva u zadacima. U prvom priblizenju koje
zadovoljava mnoge prakti¢ne potrebe Zemljinu povrs zamenjujemo sa povrsi lopte,
a u drugom i trecem pribliZenju Zemljinu povrs smatramo da je povrs obrtnog
elipsoida, odnosno geoida.

1.2. Projekciona povrs

Tacke koje ¢ine osnovu za premer nalaze se na fizickoj povrsi zemlje. Isto
tako, sva terestricka merenja izvrSavaju se na ovoj povril. Polozaj ovih tacaka
treba odredivati u prostoru, jer danas za takvu obradu postoje uslovi, odnosno
postoje informacioni sistemi za obradu rezultata merenja. U proélim vremenima
ovakva obrada bila bi komplikovana. Zato se u geodeziji prihvatio drugl postupak,
koji se sastoji u projktovanju tacaka sa fizicke povrsi Zemlje na neku matematicki
odredenu povr$ (ravan, lopta, obrtni elipsoid), odnosno na projekcionu povrs.
Projektovanje se vr$i normalama na izabranu povrs, na kojoj se polozaj tacaka
odreduje dvema koordinatama. PoloZaj tacaka na fizickoj povrsi Zemlje odreduje
se ovim koordinatama 1 visinom (udaljenost tataka od projekcione povrsi po nor-
mali). - :

1.3. Zemljin oblik

Prava povr§ Zemlje ima takav fizicko—geometryjski oblik, da se ne moze for-
mulisati nekom taénom matematickom funkcijom. Ipak matematicki opis Zemlje
sa aspekta fizike dao je engleski fizicar Isak Njutn krajem XVII veka. Posmatrao je
Zemlju kao homogenu Zitku masu koja pod uticajem sile priviacenja i centrifugalne
sile dobija oblik blizak lopti, spljosten na polovima, poznat pod imenom sferoid,
koji se u prvom pribliZzenju kod male spljostenosti veoma dobro podudara sa obrt-
nim elipsoidom. Ispravnost ove teorije potvrdili su rezultati merenja geodetskih
ekspedicija, upudenih od strane francuske Akademije nauka 1736 godine u Peru i
Laplandiji.

Sa matematicke strane problem definisanja oblika Zemlje, moze se resiti, ako
poznajemo silu zemljine teZe i nivoske povrsi, zato u sledecem izlaganju dajemo
kratko razmatranje o sili teze (blisko rudarskim i geoloskim struénjacima), koje ce
nadamo se doprineti boljem razumevanju materije koja ¢e se dalje izlagati.
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1.3.1. Osnovni pojmovi o sili Zemljine teZe i njenog
potencijala

U svakoj tacki Zemljine povrsi, sila teze predstavlja rezultantu vektora sile
privlacenja mase cele Zemlje Fj, 1 centrlfugalne sile F; koja nastaje zbog rotacije

zemlje oko svoje obrtne ose (sl. 1)l

Prema slici i onoga $to je reCeno moZemo pisati,

z] F;=F,+F, (1.1)
gde su:
Fy — sila teze

Fy - sila privlacenja

F, - centrifugalna sila

S1.1.1. Sila tege

U poredenju sa silom privlacenja centrifugalna sila je mala i nije vezana za
rasporedom masa Zemlje i lako se moze izradunati

Polazeéi od Njutnovog zakona o privlaienju mase, dve tackaste mase my 1 mo
koje se nalaze na rastojanju r, uzajamno se privlaée silom &iji je intenzitet,

- f | | (1.2)

mimsy
F =

2

gde je f gravitaciona konstanta.

Ako uzmemo dve tacke od kojih je jedna na fizickoj povrsi Zemlje, a druga u
Zemljinoj unutrasnjosti, ¢ije su mase my [ 1 m, dm, onda sila privlacenja izmedu
ovih masa bide,

F= fiig (1.3)

u koordinatnom sistemu z, y, z, gde su koordinate tacke a(z1, y1, z1) 1 tacke A(z, y, z).
Komponente sile privlacenja po koordinatnim osama su:

Fz = Fcosa, gde je cosa = —— L

s
Fy = Fcosf, gde je cos f = 4 —Syl (1.4)
F, = Fcosvy, gde je cosy = Z —521

! preuzeto iz [9]
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Daljim izvodenjem jednaéina moze se doéi do funkcije potencijala sile privia-
cenja. Pojam potencijal uveo je engleski matemati¢ar Grim (Georg Gream 1793-
1841) [12], 1 predstavlja funkciju koordinata z,y, z, koja ima osobine da su njeni
parcijalni izvodi po koordinatama z,y, z jednaki komponentama sile priviaéenja
po koordinatnim osama. Ova funkcija oznagava se sa V (potencijalna funkcija) i

jednaka je
dm -
V=Ff- / - (1.5)

gde v oznacava zapreminu tela.

Kada je r beskona¢no veliko u odnosu na razmeru tela za silu privlacenja 1
potencijalnu funkciju moZemo napisati,

-M
fMo

F =
r2 r

(16)

Potencijal sile privladenja Zemlje racuna se po formuli

fM | f A+B o 3f :
V= —+33 C - 5 (1 - 3sin 1/))+4r3(B—A)cos Pcos2h (1.7)
gde su: A — geografska duZina,

1 — geocentrina Sirina,
A, B, C - glavni momenti inercije Zemlje.

Potencijal centrifugalne sile koja nije vezana sa rasporedom masa u Zemlji
izratunava se u koordinatnom sistemu z,y, z po formuli,

w? o
gde je w ugaona brzina
2w (1.9)
“ = 86164 '

1.3.2. Osnovna svojstva potencijala sile privlaéenja

Fizicki smisao potencijala sile privlacenja, moZemo razmatrati ako potrazimo
njegov prirastaj dV pri premestanju mase iz tacke B(z,y, z) u tacku By (z+dz, y+
dy, z +dz), na beskonaéno malom rastojanju BB; = (dz +dy + dz)l/2 = ds.
Gde su:

dz = ds cos(s, z); dy = dscos(s, y); dz = dscos(s, z) (1.10)

Jednadinom (1.10) radunaju se prirastaji, kao proizvod elementa ds sa kosi-
nusom uglova, koje obrazuje element s sa koordinatnim osovinama.
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Prirastaj potencijala sile privlacenja, racuna se po formuli:

ov ov )%
_ oV 4 11
dv 52 dz + 39 dy + S dz (1.11)

ili
dV = Fydz + F,dy + F,dz (1.12)

gde su: F;, Fy, F, komponente sile privlagenja duZ koordinatnih osa, odnosno

dV = Fds{cos(s, z) cos(F, z) + cos(s,y) cos(F,y) + cos(s, z) cos(F, z)} (1.13)

Izraz u zagradi predstavlja kosinus ugla izmedu pravca sile teZe F' 1 pravca |
elementa ds, odnosno cos(F, s), tada je:

dV = Fdscos(F, s) (1.14)

Kako je F cos(F,s) = F,, odnosno to je projekcija sile privlaenja na pravac
s, tada se za prirasta) potencijala dobija,

dV = Fyds, odnosno (1.15)
dv
Fy = - (1.16)

Jednacina (1.16) predstavlja izvod potencijalne funkcije u bilo kom pravcu, koji je
jednak komponenti sile duz tog pravca.

Iz mehanike znamo, da je elementarni rad sile F' pri pomeranju tacke na
rastojanju ds jednak je Fds, odakle zakljuéujemo da je beskonaéni mali prirasta;)
potencijala rad koga izvrsi sila F'.

U opstem, premestanje jedinice mase 1zmedu tacaka M 1 N predstavlja rad
R, koga izvrSava sila F', odnosno rad predstavlja razlika potencijala tacaka M 1 N:

M M
R:/ Fds-cos(F,ds):/ dV =V =V = AV (1.17)
N N

Predpostavimo da se tatka N udaljava u beskonaénosti, onda 1 potencijal Vi tezi
nuli, tada je rad jednak potencijalu u tacki M, R = Vjr, odnosno potencijal sile
privlacenja u.datoj tacki jednak je radu koji je neophodan da izvrsi sila privlacenja
kod premestanja jedinice mase iz beskonaénosti u datoj tacki. Iz prethodnog
vidimo da dV zavisi od kosinusa ugla izmedu pravca pomeranja tacke, odnosno
potencijal moze da bude razlicit ili jednak nuli:

1. Ako je cos(F,s) = 0, predstavlja pomeranje tatke u pravcu upravnom na
pravac sile ', onda je dV = 0, odnosno

V=C (1.18)
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Sto pretstavlja nivo povrsi tj, familiju povrsi ako konstanta C uzima razlicite
vrednosti.

2. Akojecos(F,s) =1, znaél da se tacka premesta u pravcu sile teze tj, potencijal
ima maksimalnu vrednost dV = F - ds.

Razmatrajmo dve beskonaéno bliske nivoske povrst, V = C 1V +dV = ¢,
koje prolaze u tackama B 1 By u pravcu sile /. Onda je dV = F - ds, gde ds
predstavija elementarno rastojanje izmedu ovih povrsi I moZemo ga oznaélitl sa
dh. Tada sledi da je,

dV—F; dh:EK

= F.dh, —_ = .
dV = F - dh, o 7 (1.19)

$to govorl o premestanju tacke po normali ka centru tela, odnosno cos(F, s) = +1.
Ako se premestanje tacke vrsi u suprotnom pravcu tj, cos(F,s) = —1, imademo
da je —dV/dh = F; dV = —~Fdh; dh = —dV/F, §to govori da je odstojanje
1zmedu nivo povrsi u opstem sluéaju nejednako u razlicitim tackamai da je obrnuto
proporcionalno sili F' koja deluje u tim tackama (sl.2).

u\ v +3dy
Va 2dy

B —] 3
I
!
I

d\‘ =C % V'i-dv
N ds = -dh- /\
. v:C { v Z.
A S 5

S1.1.2. Nivoske povrsi

U gravitacionom polju Zemlje mogu se postaviti beskonaéno mnogo nivoskih
povrsi (sl.1.2, povrsi 1,2,3,4,...). Linije upravne na nivoske povrsi, nazivaju se linije
gravitacionih sila (sl.1.2, kriva ab), koje seku nivoske povrsi pod pravim uglom.

Prema tome, mozemo zakljuéiti, da u tatkama na fizickoj povrsi Zemlje prolazi
vertikala (koja se materijalizuje pravcem viska h odnosno pravac sile teze i normala,
koja prolazi kroz talaka na Zemljinoj povrsi, pripada gravitacionim linijama sila,
upravna na nivosku povrs, a tangenta je linijjama sila.
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1.3.3. Potencijal sile Zemljine teze i nivoska povrs

Potencijal sile teze W jednak je sumi potencijala sile privlacenja V' i potenci-

jala centrifugalne sile U.
W=V+U

Projekcija potencijala sile teZe na koordinatnim osama bice,

_QZ_*__aE_ G_W_ cos(g, z)
9= 9z Tz oz ¢ &
ov. oUu oW
gy—a—y“i‘gg—w—gcos(g,y) (1-20)_
= ?—K-}-?g—a—VK— cos(g, z)
=5 T8 T 5 IO
gde je
g=(g2+9+9))"? (1.21)
Prirastaj potencijala sile teze kao funkcija z,y, z daje se formulom:
ow ow ow
dw = —gd:c + ?y—dy + B_zdz (1.22)
Ako jednacinu (1.22) podelimo sa ds, dobija se:
dW _Wdz OWdy OWdz dz dy dz (1.23)

T Gz ds  Byds T ords . s Es TS

Ako primenimo analogni postupak izvodenja kao o svojstvima potencijala sile
priviacenja, dobicemo da je,
aw
d—s:g-cos(g,s) =g (1.24)
Jednadina (1.24)predstavlja izvod potencijalne funkcije sile teZze u bilo kom

pravcu, koji je jednak projekciji sile teze u tom pravcu, odnosno u pravcu s. Za
sve pravce koji su upravni na vertikalu bide:

cos(g,s) =0, odnosno

dW -
- = 0 (1.25)

Integral ove diferencijalne jednacine, oéigledno je jednak stalnoj velidini,

W=C (1.26)

Kako je potencijal W funkcija koordinata, onda ¢e ova jednalina kao analiticka
veza izmedu z,y, z predstavljati povrs, u nasem sluéaju gde se normale poklapaju
sa vertikalama. Ova povrs, zove se Ekvipotencijalna ili nivoska.
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Ova nivoska povrs éija se jednaéina zadovoljava koordinatama tacaka z. y, z.
na povrsinl mora 1 okeana u mirnom stanju, jeste povrs Geoida. Prema tome,
geoid je geometrijsko telo, ograni¢eno jecnom od nivoskih povrsi, odnosno sa
povrsi okeana mora u mirnom stanju. Ova definicija je u saglasnosti sa defini-
cijom nemackog fizi¢ara Listinga.

Ako u opétu jednaéinu nivoske povrsi (W = C), zamenimo vrednosti poten-
cijala sile privlaéenja 1 centrifugalne sile, moZe se dobiti jednadina geoida, koja
ukazuje da je oblik geoida uslovljen raspodelom masa kako u unutrasnjosti Zemlje,
tako 1 na njegovoj povrsi. Jos ukazuje na to da je geoid nepravilnog oblika, odnosno
mozemo smatrati da je geoid geometrijsko telo, analiticki neodredeno. Prema tome
geoid se nemoze upotrebiti kao povrs za ra¢unanja u geodeziji. Geoid se malo raz-
likuje od obrnutog elipsoida tj, tela dobijenog obrtanjem elipse oko jedne od svojih
osovina (sl.1.3).

Profil geoida (odstupanja od elipsoida) ekstrapolovan na Zemljin ekvator (8],
prikazan je na (sl.1.4).

+125m +100m

\
,‘,;\SSm
A-140m
«9m -70m
-75m\ ‘45m
J
S1.1.3. Geoid i elipsoid Sl.1.3a. Aproksimacija geoida elipsoidom
Atﬁanski
.. Tihi okean: ey okean  _
+m| Evropa: Azija Amerika Evropa
» 100 +90 990"25’100
i 28t +4 85 i 247 t i / 28
?\E 60°70°*90‘m 200 3 30/ 1 N
0> 30° ;r:: i/ 1200 m0v 180° 2100\ | 07 33°US0° 0%
98 v, -0 -75
-m "o

&

Sl. 1.4. Profil odstupanja geoida od elipsoida
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1.3.4. Zemljin elipsoid

U poglaviju 1.3.3 zakljucili smo, da je geoid nepravilnog oblika a da se za-
menjuje obrtnim elipsoidom (sl.1.5), ¢ija se povr§ moZe upotrebiti za raunanja u
geodeziji. Takav obrinl elipsoid koji nastaje obrtanjem oko njegove male osovine,
prema [2] treba da zadovolji sledede uslove:

1. Zapremina obrtnog elipsoida mora da bude jednaka zapremini geoida.

2. Geometrijski centar elipsoida mora se poklapati sa centrom Zemljine teze.

3. Mala osovina Zemlje mora se poklapati sa obrtnom osovinom Zemlje.

4. Zbir kvadrata odstupanja izmedu povrsi geoida i elipsoida mora biti minimum.

Ps

S1.1.5. Obrtni elipsoid

Obrtni elipsoid koji zadovoljava navedene uslove zove se Zemljin elipsoid, ¢ija
je povrs analiti¢ki odredena i moze se koristiti, kao povrs za rafunanja u geodezi-
ji. Iz prethodnog izlaganja znamo da elipsoid odstupa od geoida (sl.1.3 i 1.4), ali
se ponekad postavlja pitanje odredivanja elipsoida koji bi se najbolje prilagodio
odredenoj oblasti, ili jedne drzave. U takvim slu¢ajevima, postavija se pitanje
odredivanja dimenzija elipsoida i njegove orijentacije u Zemljinom telu. Dimenzije
ovakvog elipsoida moraju se tako odrediti da povrs bude sto bliza povrsi geoida.
Tako odreden 1 orijentisan elipsoid zove se Referenc elipsoid.

Kod resavanja mnogih zadataka u geodeziji, moze se povrs elipsoida zameniti
sa povrsl loptom postujudi uslove preslikavanja, a time olakSati mnoga racunanja.

U dosadasnjem izlaganju viSe puta je pomenuto da se povr$ elipsoida uzima
kao povr§ za racunanja u geodeziji. To znaéi da se rezultati merenih veliina
mora)u odnositi na povrs elipsoida. Obzirom da se merenja vrse na fizickoj povrsi
Zemlje, onda se rezultati merenih veli¢ina moraju redukovati, da bi se odnosile na
povrs elipsoida.

Za resavanje geodetskih zadataka na povrsi elipsoida, neophodno je znati i
njegovu razmeru. Pod razmerom elipsoida podrazumeva se- velika poluosa (a) i
spljostenost koris¢enog elipsoida. Za neke od elipsoida koji se koriste u svetu,
dajemo tablicu razmere elipsoida (8];
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Tablica |: Razmera elipsoida

Ime Godina Poluosa | Spljostenost
autora odredivanja a

Valbek 1819 | 6376896 1:302,8
Besel 1841 6377397 1:299,15
Klark 1866 6378 206 1:295,0
Klark 1880 6378 249 1:293,5
Sludskij 1892 6 377494 1:297,1
Zdanov 1893 6377717 | 1:299,0
Hajford 1910 6378 388 1:297,0
Krasovski 1936 6378210 1:298.,6
Krasovski 1940 6378 245 1:298,3

U nasoj Zemlji koristi se Beselov elipsoid, ¢iji su parametri:
a=06377397,156m a=1:294,152812
b=6356078,963m n = 0.001674184
c=6398786,849m 2 =0.0067192288
Q@ = 10000055,76 m e? =0,006676372

1.3.5. Osnovne tacke i linije Zemljinog elipsoida

Obrtni elipsoid je geometrijsko telo koje se dobija obrtanjem elipse oko njene
male osovine. Krajnje tacke ove osovine nazivaju se polovima, severni Py 1 juzni

Ps, (sl.1.5).

Ravan koja je upravna na malu osovinu, prolazi kroz centarelipsoida O i sete
elipsoid po krugu Fp £ Ew zove se ekvator.

Svaka ravan u kojoj lezl mala osovina, sece elipsoid po elipsiPyEo PsEw Py
zove se meridijan, a elipsa se zove meridijanska elipsa.

Svaka ravan koja je upravna na malu osovinu 1 ne prolazi kroz centar elipsoida,
sece elipsoid po krugu UpoUUw zove se paralela.

1.3.5.1. Elementi meridijanske elipse

Meridijanska elipsa, nastaje presekom ravni u kojoj lezi mala osovina 1 elip-
soid, (sl.1.6). ’
Na ovoj slici prikazani su:

l. PyEoPsEw Py — Elipsa ¢ijem se obrtanjem dobija Zemljin elipsoid,
2. PyPs = 2b — Mala osovina elipse,

3. EoFEw = 2a - Velika osovina elipse,
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4. FFs — ZiZa elipse,

F10 = OFy = ¢ - Linearni ekcentricitet elipse.

Oy O

O — Centar elipse,

S1.1.6. Meridijanska elipsa

Na osnovu ovih geometrijskih elemenata meridijanske elipse i analitike izra-
¢unavaju se sledece veliéine:

prvi brojni ekcentricitet e=—; drugi brojni ekcentricitet ¢ = 3
Ove jednaéine mogu dobiti novi oblik, ako stavimo: 2 = a? — b?
62 _ a? — b2 L éi
a2 a?
2 _ 2 2 2
n_a°—=b° a a® P
¢’ = —p _b—2—l:>32—_l+e (1.28)
21
a2 1+e?
odnosno . "
=l il = —
1 +e? 1+e?
analogno tome je
e/2 32
1 —e?

Iz (1.28) sledi da je

b .

-= V1—e? ili b=ay1—e? (1.29)
Velicinu b o
N Chal) (1.30)

a

nazivamo polarna spljostenost ili spljostenost elipsoida.

b
a:l—E:l-(l—-eZ)I/Z; l—a=11-¢2 (1.31)
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- zavisnost izmedu prvog i drugog ekscentriciteta i spljostenoséu:

l—e?=1-2a—-a’=e? =20 —a? = 2a

o a—b , a—b o’
= : o’ = =N = —
b’ a+b e’

~ o’ 1 a” nazivaju se drugom 1 treom spljostenoséu meridijanske elipse. Odnos

2 2
//2__a—b _
e _——2-—m

a2+b .

- predstavlja odnos razlike kvadrata poluosovina prema sumi njihovih kvadrata.

Kod raznih ra¢unanja na elipsoidu primanjuje se funkcija C = a2?/b koja
predstavlja poluprecnik krivine meridijanske elipse na polovima, odnosno polarni
poluprecnik.

—a_—_i___ 2 — 2y b
C= ; —\/1__62.-a\/1+e b(1+e )_1_6/2 (1.32)

Sva dosadasnja izvodenja sa osnovnim parametrima a, b ili a, @ definisu elip-
soid, a sve druge veliine su pomocéne 1 koriste se za teorijska izvodenja.

U geodeziji 1 kartografiji poloza] tataka na povrsi elipsoida definisan je ge-
ografskim koordinatama. Za definisanje poloZaja ravni npr. normalnih preseka,
potrebno je upoznavanje sa pojmom normalni preseci, kao 1 definisanje azimuta
neke tacke na povrsi elipsoida. Kod definisanja 1 odredivanja zavisnosti izmedu
pojedinih veli¢ina Zemljinog elipsoida koriste se 1 pomocne velicine V 1 W, odnosno
geodetske funkecije.

Kod dvostrukih projekcija u kartografiji tacke se prvo preslikavaju sa elipsoida
na loptu, a zatim sa lopte na ravan. Kod ovih projekcija i nekih teorijskih izvodenja
u geodeziji 1 astronomiji, koriste se veli¢ine geocentri¢na $irina i redukovana $irina.
Prema tome pojmovi; geodetske funkcije, normalni preseci, azimut, geocentri¢na 1
redukovana Sirina treba upoznati, da bi se materija koja Ce se izlagati lakse pratila.

1.3.5.2. Geodetske funkcije Vi W

Ovo su pomoc¢ne velidine i defini$u se jednaéinama:
V =+v1+e?2cos?p
W =1/1—e?sin®¢ (1.33)

bez izvodenja navodimo meduzavisnost ovih funkeija:

W2 = l+e?cos’p V2
T 14e? T 14en?
2 Wz 2 12

174 :1_62=W(1+e ) (1.34)

= V%1 -¢?)
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Zavisnost ovih funkcija moZe se predstaviti i pomoéu polarnog polupreénika
krivina:

c? _ 1
a2~ 1 —e?’
onda sledi da je .
(‘2 C
Vi=w?. V=W.-
a?’ a’
odnosno a
W=V. A (1.35)

1.3.5.3. Normalni preseci

Kroz normalu na povrsini elipsoida moze se poloziti beskonaéno mnogo ravni.
Svaka od ovih ravni see elipsoid po nekoj krivoj liniji kojsa se zove normalnim
presekom. Izmedu beskonaino mnogo normalnih preseka postoje dva koji su glavni
normalni preseci. Jedan od njih obrazovan je onom ravni u kojoj lezi obrtna osa
elipse (osa rotacije), ovaj presek je presek po meridijanu. Drugi glavni normalni
presek brazovan je onom ravni, koja je upravna na ravan meridijana 1 zove se
popreéni normalni presek ili presek po prvom vertikalu (vertikal je veliki krug
nebeske sfere duz koga se sefe svaka ravan 'koja prolazi kroz vertikalu-vertikalna
ravan), odnosno ime je dato po odgovarajudoj liniji nebeske sfere, inace vertikala
je rezultanta sile teze.

Osobina normalnih preseka je ta, da presek po meridijanima ima najveéu, a
presek po prvom vertikalu najmanju krivinu.

1.3.5.4. Geocentri¢na redukovana i geografska Sirina

Geocentri¢ana Sirina ¥ je ugao koga zaklapaju vektor r tacke T na elipsoidu
sa ravni ekvatora, odnosno sa velikom osom meridijanske elipse (sl.1.7).

Redukovana Sirina u je ugao koji zaklapa poluprecnik O7’ = a, opisanog
kruznog luka sa velikom osom meridijanske elipse (sl.1.7).
Geografska sirina ¢ tacke T je
‘ugao izmedu normale NV tacke
T na povrsi elipsoida sa ravni
ekvatora.

Yy

S1. 1.7. Razlid¢ite Sirine

na elipsoidu
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1.4. Sistemi koordinata koji se koriste u Visoj

geodeziji
1.4.1. Sistemi pravouglih prostornih koordinata XYZ

Za pocetak koordlnatnog sistema uzima se centar elipsoida O. Osovma 0z
poklapa se sa obrtnom osom elipsoida PyOPs, (sl.1.8).

Osa OX lezi u ravni ekvatora, a pravac OEw ose X usvojen je za pocetni.
Osa OY lezi u ravni ekvatora i upravna je na osu OX. Polozaj tacke M na povrsi
elipsoida u ovom koordinatnom sistemu odreden je koordinatama:

X = MM,
Y =0M,
X 7 = MM,
E /
/
X Py y

S1.1.8. Pravougli prostorni koordinatni sistem

Ovaj sistem ima veliki teorijski 1 praktini znacaj. Narocito se koristi za
reSavanje zadataka iz oblasti satelitske geodezije. Metod resavanja zadataka ovog
sistema koordinata zove se trodimenzionalna geodezija.

1.4.2. Sistem pravouglih koordinata zy, u ravni
meridijana:

Ova) koordinatni sistem primanjuje se za
teoryska izvodenja, ali ne 1 za prakticne
potrebe.

Neka je meridijanska elipsa Py Eo Ps Ew Py
elipsa koja prolazi kroz tacku M. Pocetak.
koordinatnog sistema je tacka O. Za z osu
uzima se velika osa elipse a za y osu uzi-
ma se mala osa elipse. Polozaj tacke M
odreduje se koordinatama:

23——'01.2‘4'1 I y:MMl

Ew

S1.1.9. Sistem pravouglih koordinata
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1.4.3. Sistem geografskih koordinata

Sistem geografskih koordinata nalazi Siroku nauénu i prakti¢nu primenu (sl110).

Geografska Sirina tacke M na povrsini elipsoida obrazovana je normalom u
to) tacki sa ravni ekvatora. Posto normala leZl u ravni meridijjana Py M Ps, to
je geografska Sirina tacke jednaka uglu $to ga zaklapa normala sa velikom osom
elipse. Geografske sirine ra¢unaju se severno i juzno od ekvatora od 0° do 90°.

Geografska duZina tackeM je ugao izmedu ravni nultog—poéetnog meridijana
1 meridiyjana tacke M, odnosno to je ugao u ravni ekvatora koga obrazuju velike
ose pocetnog i meridijana tacke. Geografske duzine ragiunaju se isto¢no i zapadno
od poéetnog meridijana i to od 0° do 180°.

S1.1.10. Sistem geografskih koordinata

1.4.4. Sistem geocentriénih koordinata

Jedna koordinata u ovom sistemu je geografska duzina A, koja odreduje meridi-
jansku elipsu koja prolazi kroz tacku M. Polozaj tatke M na toj elipsi odreden je
geocentri¢nom §irinom ¥, koja je ugao izmedu radijus vektora r tactke M i ravni
ekvatora, odnosno to je ugao koga zaklapa radijus vektor r 1 velika osa meridijanske
elipse (sl.1.11).

Ratunaju se severno 1 juzno od ekvatora
i to od 0° do 90°. Ovaj sistem retko se
primenjuje u Visoj geodeziji, ali se veoma
Gesto primenjuje u astronomiji, teorijskim
razmatranjima oblika Zemlje 1 kartogra-
fiji.

S1.1.11. Sistem geocentri¢nih koordinata

Ps
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1.4.5. Sistem redukovanih koordinata

Kod ovog sistema jedna koordinata je geografska duzina A. PoloZaj tacke M
na meridijanskoj elipsi koja ima geografsku duzinu A, odreduje se redukovanom
Sirinom u (sl.1.12).

Ugao u koga zaklapa poluprecnik OM =a, opisanog kruga sa velikom poluo-
som, po predlogu Lezandra zove se redukovana Sirina tacke M. Redukovane Sirine
rafunaju se severno i juzno od ekvatora. Najvise se koriste kod teorijskih izvodenja
za reSavanje geodetskih zadataka na velikim rastojanjima.

PN
!
o/ W
1Y
i
U 1 z
Ew S0 X M2 ‘
Sl.1.12.
Ps : Sistem redukovanih koordinata

1.4.6. Sistem geodetskih polarnih koordinata na elipsoidu

Kod ovog sistema uzima se tacka A na elipsoidu koja ima poznate koordinate
@ 1 A 1smatra se poéetkom koordinatnog sistema (sl.1.13). Meridijan koji prolazi
kroz tatku A usvaja se kao podetni pravac.

Polozaj tacke M na elipsoidu odreduje se duZinom geodetske linije s i uglom o,
uz poznatih koordinata ¢ i A koordinatnog pocetka A polarnog sistema. Polarne
koordinate nalaze primenu pri obradi gradusnih merenja i izravnavanju velikih
trigonometrijskih mreza.

S1.1.13.
Sistem polarnih koordinata
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1.4.7. Sistem pravouglih koordinata p i ¢ na elipsoidu

U ovom koordinatnom sistemu uzima se tacka A sa poznatim geografskim
koordinatama za pocetak koordinatnog sistema (sl.1.14).
Meridijan koji prolazi kroz tacku A usvaja se za apcisnu osu. Apcise su

‘pozitivne ako su severno od tacke A, a negativne ako su juzno od taike A. Polozaj
tatke M na elipsoidu odreduje se krivama p 1 ¢:

Sl 1.14.

Sistem pravouglih koordinata

na elipsoidu
Ps

1.4.8. Sistem pravouglih koordinata zy u ravni

Kod izvodenju radova iz oblasti vise, niZe ili inZenjerske geodezije, neophodno
je imati koordinate tacaka geodetskih mreza izrazene u sistemu pravouglih ko-
ordinata z 1 y u ravni. Zato je potrebno izvrsiti preslikavanje tacaka 1 delova
povrsi elipsoida na ravan, prema matematickim zakonima preslikavanja. Za ova
preslikavanja u nasoj Zemlji se koristi Gaus—-Krigerova projekcija.

1.4.9. Veza izmedu nekih koordinatnih sistema

Veza izmedu pojedinih koordinatnih sistema moze se uspostaviti, ako se isko-
riste parametarske jednacine meridijanske elipse, (jer se ra¢unanja vre u ravni
elipse), gde se kao parametri mogu uzimati ¢, u i ¥. Veza izmedu prostornog
sistema i drugih sistema zahteva drugaéiji pristup.

1.4.9.1. Veza izmedu sistema pravouglih koordinata =,y u
ravni meridijana i geografske Sirine ¢

Jednadina meridijanske elipse u pravouglim koordinatama z, y, za neku tacku

T (sl.1.7) ima slededi oblik:
2 2

zt Y

diferenciranjem ove jednaline dobija se:
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2zd '
T :c+)2ydy:

0
2 2
i @b
a y  dz
| o et L (1.37)
Iz matematike je poznato:
d .
tan = —é = tan(90 + ) = —cot ¢, odnosno (1.38)
a? y
tan = 7o i a*y’cos?p = b’ sin?p (1.38a)
Iz jednacine (1.36) dobijamo:
b2z? + a?y? = a?b? (1.39)
Resavanjem sistema jednacina (1.38a) 1 (1.39) dobiéemo:
2 : 2
a” cos @ b sin
r = —; Y= ) — (1.40)
Va2 cos? o + b2 sin? o Va2 cos? o + bZsin® o

Ako jednaéine (1.40) podelimo se a i u dobijeni rezultat zamenimo vrednosti (1.28)
dobiéemo:

@ cos @

z = .
V1 —e?sin®p

_a(l—e?)sing

1.40a
V1 —e%sin? e ( )
Imajuéi u vidu (1.33), (1.34) i (1.35) dobijamo novi oblik (1.40)
= = cosp = — cos:
T = 7 C0SQ = 17 COSp
Ca(l—e?) . e(l—e?) .
Yy=——y sinp=———=sing (1.41)

Jednagine (1.41)predstavljaju parametarske jednacine meridijanske elipse, gde je
kao parametar geografska Sirina ¢.

1.4.9.2. Veza izmedu pravouglih koordinata z,y u ravni
meridijana i redukovane Sirine

Jednaéina meridijanske elipse koja prolazi kroz tacku 7' (sl.1.7), Je,

ze Ve _
az = b2

a za tacku 7T na krugu, jednacina je:

el +y =R? (1.42)
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Za sluéaj da je R = a; £, = z; Imamo:

e b b
Y& a a

Iz slike 1.7 imamo sledeée odnose:

Lo = acosu i Yr = asinu (1.44)

Ako (1.44) uvrstimo u (1.43) za z,y, se dobija

T =acosu

y=bsinu (1.45)

jednacine (1.45) predstavljaju parametarske jednacine meridijanske elipse, gde je
parametar redukovana §irina u, 1 gde su za opsti slucaj izostavljeni indeksi e i k.

1.4.9.3. Veza izmedu pravouglih koordinata z,y u ravni
meridijana i geocentri¢ne Sirine

Iz slike 1.11 vidimo da je,
T =rcosy i y =rsiny (1.46)

gde je r—radijus vektor tatke M.

Ako sada u jednacini elipse (1.36) zamenimo vrednosti iz (1.46) 1 (1.28)
dobidemo:

2 2

r T

.~ 2 e in? )] = (1 — 02 cos? ) —
az(l_ez)[(cos P(1 — e*) +sin® )] az(l—.ez)(l e®cos*P) =1
odakle se dobija
. av1l—e?
V1 —e2cos?yp
Iz (1.46) dobijamo .
_acosPV1—e?

z= ‘
vV 1—e2cos?y
_asinyyv/1—e?
V' 1—e2cos?y

Jednatine (1.47) predstavljaju koordinate z i y, u funkeciji geocentri¢ne Sirine.

(1.47)
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1.4.9.4. Zavisnost izmedu geografskih koordinata 1
redukovane Sirine

Iz (1.41) i (1.45) dobijamo:

. V1—e? |
sinu = sin
1 7 ©
cos
= - 1.
cos u W ( 48)
tanu = V1 —e?tangp
Ako u (1.48) zamenimo vrednosti iz (1.34), dobija se:
sinu = sin g
v
1 /2
CoS U = #——coscp (1.49)
1
tan u = ———=tan
Viver ¥

Razlika izmedu geografske Sirine ¢ i redukovane Sirine u, je ispod 6 i izrazava se
Jednacéinom:

P u o, W ut |
(p—u)'=p (usxn?go—?sm 0+ 3 sm6<p_—zsm8<p) (1.50)
a—>b
de je: u =
gde je: u=

1.4.9.5. Zavisnost. izmedu geografske i geocentri¢ne Sirine

Iz jednaéine (1.46) i (sl.1.7) dobijamo sledeéi odnos:

tany = 2 . (1.51)
T
odnosno % = (1 —e?)tanp, tada se dobija

tan® = (1 — ¢*) tang (1.52)

Razlika izmedu ¢ 1 ¥ je mala i ne prelazi 12, zato se moze pretstaviti u red
pomocu QOjlerovih obrazaca:

2 3 4
(p — )" = p""(msin2¢p — stin4 © + -n—;—sin 6 --stinSgo....) (1.53)
) a? — b2
gde jem = — e
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1.4.9.6. Radijusvektor rkao funkcija Sirine ¢ 1 kao funkcija
Sirina ¢ 1 ¢

Zbog komplikovanog izvoda formule dajemo bez izvodenja:

zavisnost od sirine ¢,

1, 1 4. 5 4 .
r=a(l- 562 sin? ¢ + :1-64 sin? ¢ — 564 sin®p +...) (1.54)

Zavisnost od geografske 1 geocentri¢ne Sirine:

_acosy _
r= Woos (1.55)

1.4.9.7. Veza izmedu pravouglih prostornih koordinata
XYZ 1 koordinata drugih sistema

Neka je u centru elipsoida O pocetak prostornog koordinatnog sistema XY Z
(s1.1.8). Oznacimo sa A geografsku duzinu tacke M, odnosno ugao koga zaklapaju
ravnl pocetnog meridijana G, i ravan meridijana tacke M. Na toj tacki, geografska
duzina A, definiSe polozaj meridijanske elipse, u ¢ijem se centru O nalazi pocetak.
pravouglog koordinatnog sistema z,y (sl.1.8). Veze izmedu koordinatnih sistema,
pretstaviéemo konaénim formulama:

1. Veza 1zmedu prostornih koordinata XY Z i ravnih koordinata zy koriséenjem
geografsku duzinu,

X =zcosA
Y =zsin) (1.56)
=y

Jednaéine (1.56) pretstavljaju prostorne pravougle koordinate. Ravne koor-

dinate zy, &iji je koordinatni poetak u centru meridijanske elipse (sl.1.8),
dobijaju se preko sledeéih formule:

z=VX2+Y?

y=272 : (1.57)

2. Veza 1zmedu XY Z i redukovane Sirine u

X = @ COS U COS A
Y = acosusin A (1.58)

Z =bsinu =ay/1—e?sinu
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3. Veza izmedu XY Z i geocentri¢ne Sirine

P
o _a/i=F
i

Z =
V1 —e2cos?y
4. Veza izmedu XY Z 1 geografske Sirine
X = :
1—e2sin’p
Y = d =
V1—e?sin“p
7 = a(l — e?)
1 —e?sin’yp

COS W COS A

cOS ¥ Sin A

sin v

COS @ COS A

cOS (o sin A

sin ¢

(1.59)

(1.60)
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GLAVA 2

Polupreénict krivina

2.1. Opsti pojmovi

Kroz normalu neke tacke 7" na povrsini elipsoida moze se poloziti beskonaéno
mnogo ravni. Svaka od ovih ravni seée elipsoid po nekoj krivoj liniji koja se zove
normalni presek. Svaki drugi presek povrsi elipsoida sa ravni koja ne prolazi kroz
normalu nazivaja se kosi presek. Izmedu bezbroj normalnih preseka postoje dva
koji se zovu glavni normalni preseci. Jedan od glavnih normalnih preseka obrazo-
van je onom ravni u kojoj lezl mala osa elipse 1 naziva se presek po meridijanu.

Drugi normalni presek obrazovan je onom ravni koja je upravna na ravan
“meridijana i zove se poprecni normalni presek 1ili presek po prvom vertikalu.
Karakteristiéna osobina normalnih preseka je ta da jedan od njih (po meridi-
janu) ima najveéu, a drugi (po prvom vertikalu) najmanju krivinu.Za izra¢unavanje
vrednosti duzina lukova u viSoj geodeziji neophodni su polupreénici krivina nor-
malnih preseka. Posto su normalni preseci krive linije, koje imaju svoj polupreénik
i zakrivljenost, to je za njihovo razmatranje potrebno da se potsetimo znanja iz
vide matematike.

: R : o
Neka je zadata kriva y = y(z) (sl.2.1). Koliénik &2 naziva se srednja krivina

ds
luka TT1 .
Graniéna vrednost srednje krivine zove se krivina odnosne krive,

. A¢  dy
— Tir = 2 2.1
K Alir..r-lo As ds (2.1)

Reciproéa vrednost krivine krive je poluprecnik krive,

1 . As_ds

- — = b il 2.2
=K A}ir«r—lo Dy  dy (2:2)
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Jasno je da treba odrediti dp 1 ds:  y/(z) = tan; @ = arctany’(z)

1 , 1 " y'(z
b= g ) = oy VO = T (3)
Y
o x

S1.2.1. Krivina krive

Za beskonacno mali linearni element luka dobijamo:
ds® = dz? + dy®.

Znamo da je dy = y/(z)dz, onda je:

ds? = dz? +y'*(z)dz? = dz? [ 1 + dy’
dz?

2
ds* =

dy 2 dy
2. —_ —
l+(dz>sz’, dz_y(:z:)_tango

ds =\/1+y'(z)dz | (2.4)

Ako uvedemo (2.3) 1 (2.4) u (2.2) dobijamo za krivinu i polupreénik krivine,

L _ o _y(e)ds
N OIRE
3/2
dy 2
[1 ; (d_) J
p= i (2.5)
dz?

Ove matematicke postavke treba primeniti konkretnom problemu izradunavanja
polupreénika krivina normalnih preseka.
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2.2. Poluprecnik krivine meridijana

Normalni presek po meridijanu pretstavljen je na slici 2.2, elipsom PyT Eo Ps
Ew Py, a normalni presek po prvom vertikalu pretstavljen je (sl.2.2) krivom J'T'J.

S1.2.2.

Normalni preseci

Postavlja se zadatak izratunavanja poluprecnika krivine luka meridijana u
tacki 7. Oznacéimo poluprecnik krivine luka meridijana u tacki 7" sa M (s1.2.3), 1

primenimo prethodna izvodenja za polupreénik krivine. Tada dobijamo za polupreé-
nik krivine glavnog preseka po meridijanu:

M=—
de’

iz (2.2) ili iz (2.5)

S1.2.3. Poluprec¢nik krivine glavnog preseka po meridijanu

.. d L
Znak minus dolazi jer je —ay; = —cote (vidi 1.38)

d?y 1 dy
— = C— 2.7
d?z sin? ® dz ( )
I odreduje se iz formule (1.40), tada za z dobijamo:
T
acos @
r =

e acos p(1 — e?sin? ) ~1/?
— e-’ 3 (p
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Ako prethodnu jednacinu diferenciramo po geografskoj $irini, bice:

gg = —asinp(l — ¢*sin® @)'3/2(1 —e?) (2.8)

o ) . [ Cdy\?
[z jednacine (2.4) dobija se da je ds = dzy/1 + %) , a Imajucl u vidu (1.38)
\dz

ds Y X
E—\/l—}-cot o= o (2.9)

Za polupreénik krivine glavnog normalnog preseka po meridijanu, dobija se:

.. ds
dobija se za —:

dz

1+ (2)
yoL_ds dz dz _ds
T T K T dz de dzy‘ Tde
dz?
N 2 2 .2
() (8 et 210
L s \/(1 — e2sin? )3
ili (1)
a(l—e ¢

2.3. Polupreénik krivine po prvom vertikalu

Na povrsi elipsoida kroz tacku 7', odnosno normale 7;, poloZzimo ravan up-
ravinu na meridijan. Presek elipsoida sa ovom ravni je normalni presek po provom
vertikalu J'T'J (s1.2.2).

Ako polozimo kroz tacku 7' drugu ravan, upravnu na obrtnu osu elipsoida
Py Ps, dobija se kosi presek (paralela Tu'u (sl.2.2). Iz slike 2.2. vidi se da je
ugao uTT’ pravi ugao i daje tangenta 77" zajednicka tangenta za kosi presek i za
normalan presek po prvom vertikalu J'T'J. Ugao CTu jednak je Sirini tacke T,
odnosno CTu = ¢. Posto je CT apcisa tate T, to prema teoriji Menjea o kosim
normalnim presecima mozemo pisati

CT=z=T,cosp =Ncosep (2.12)

gde je T, = N, polupreénik krivine po prvom vertikalu. Ako se z iz (2.12) zameni
sa (1.40) ili sa (1.41) dobija se za poluprecnik krivine normalnog preseka po prvom

vertikalu: _
a a _

¢
N - i - — —_— 2.1
l—e2sin®p W V (213)
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Stavimo da je CT = R, dobijamo za polupreénik R paralele:

acos acosQ  ccose
R= = = 9.14)
V1 —e?sin’y w V (
Iz (2.12) sledi da je
N=—= : odnosno N = ¢ (2.15)

cos V1 —e?sin®

Iz (2.15) 1 (2.13) sledi da je polupreénik krivine po prvom vertikalu N jednak
duZinl normale u tacki 7T'.
T - cr 'z _ R - N

= = =
COS@  COS®  COS¢

2.4. Karakteristike poluprec¢nika krivina glavnih
normalnih preseka

. 52
1. Zap=0° M, =a(l—¢*) = —

a

2 (2.16)

— 900 v o= % 3 _
=90 ﬂ/[(p—ﬁ__ez—T_c
2.Zap=0° N =a
2

N = a = =c
T Vi-e b

Moze se zakljuéiti:

1. Poluprecnik krivine meridijana na ekvatoru ima najmanju vrednost, a najvecu
na polu.

2. Polupreénik krivine po prvom vertikalu ima najmanju vrednost na ekvatoru,
najvecu na polu.

2.5. Srednji poluprecnik krivine

Kod resavanja zadataka iz viSe geodezije, koji se odnose na racunanje el-
emenata i koordinata taaka trigonometrijskih mreza, cesto se deo povrsi elip-
soida zamenjuje sa povrsi lopte ¢iji je poluprecnik tz, srednji polupre¢nik krivine-
koji omogucuje jednostavnija sferna ra¢unanja umesto komplikovanija elipsoidna

racunanja..
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Srednji poluprecnik krivine r je aritmeticka sredina svih normalnih preseka
koji se mogu poloziti kroz proizvoljnu tatku T na povrsi elipsoida.

Oznafimo sa 74 polupretnik krivine normalnog preseka u proizvoljnom az-
imutu. Formula za izra¢unavanje poluprecnika 14, krivine normalnog preseka u
proizvoljnom pravcu, kada su poznati M 1 N dac je Ojler,

1  cos’a sin’a MN
Ty M N * 7 Ncos?a+ Msin®a G=15)
Prema definiciji srednjeg polupreénika proilazi da je
P =Ty
Srednja vrednost prethodne funkcije moze se izracunati integralom,
l b v
P = / rodo Ry A
b—a /,
@
AQ
gde je interval a, b od 0° do 27 (sl.2.4), W a
odnosno uzima vrednosti 0, Ao, 2A¢, .27 — 2¢,
Fs

pri ¢emu je A mala veliina.

S1.2.4. Promena ugla
Tada je:

1 [ 1 [ "MN pJp—
r o Jy Talo 2r Jo N cos?a + M sin? o * T 2

odnosno definitivni obrazac za srednji poluprecnik krivine je,

1 —e2sin? W2 V2

/1 — 2
r=MN il r= VETEL _Eo 2

Prema tome srednji polupreénik je geometrijska sredina polupreénika krive po
meridijanu i prvom vertikalu.



GLAVA 3

Duzine lukova

Kod ratunanja pravouglih kordinata z,y, geografskih kordinata ¢, A, potre-
bano je znati duzinu luka meridijana od ekvatora do paralele sa §irinom ¢. Ponekad
je potrebno znati duzinu luka meridijana od paralele ¢, do paralele ¢1. Od interesa
za rudarstvo je izraCunavanje duZine luka merldljana od ekvatora. do paralele sa
Sirinom ¢.

3.1. Dizina luka meridijana od ekvatora do
paralele sa Sirinom o

Oznacimo sa dyp razliku Sirina dveju beskonaéno bliskih tacaka po méridljanu
a odsecak luka oznaéimo sa dX ili sa ds. Na osnovu formule /2.2/ moZemo dati
formulu za izra¢unavanje elementarnog dela odsetka luka,

dX = Mdp =ds ' (3.1)
Duzina luka meridijana od ekvatora ¢ =0 do tacke na meridijanu sa Sirinom ¢

biée:

X = /: Mdp =S (3.2)

_ 2
Ako u (3.2) zamenimo vrednost za M = a(l —¢%)

/(1= sin? )3

dobijamo konaénu

formulu za X odnosno S :

- ¢ a(l —e?) 5
S=X= ; (l—ezsinch)3/2d(p:a(1_e ):

A2 _Lpng +rosindo—LDsinbott Bsin8o— - Fsin 10
02 L 7% P78 1o e

Uvedemo oznake u formuli (3.3) : | - (3.3)
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2
Aa(l - €?) | 6:%Da(1~e2);

@ =

20
]. 2 .- 2
B = iBa(l—e ) €= »;-Ea(l—e“);
7:%0(1(1—62); E= —a(l—e )

Ove oznake mogu se odrediti ako funkciju 1/W? razvijemo u red po binomnom
obrascu, a pretstavljaju konstantne vrednosti za cdredeni elipsoid. Vrednosti ovih

konstanata za Beselov elipsoid su:

a = 111120,61962; § = 0,021784772;
B = 15988, 63853; £ = 0,000030766;
v = 16, 72995380; ¢ = 0, 000000044344

Zamenom oznaka u formuli (3.3) dobija se konaéna formula za duzinu luka meridi-
jana od ekvatora do tacke sa Sirinom ¢.

S =X = ap® — Bsin 2p + 7 sin 4 — §sin 6y + £sin 8¢ — £ sin 10¢p (3.4)

Kod prakti¢nog racunanja duzine lukova se uzimaju iz tablica za argument X.
Medutim, danas se oni mogu racunati direktno po formuli (korid¢enjem racunara).
Duzina luka meridijana izmedu paralele sa Sirinama @3 1 @3, moZe se izracunati
kao razlika od Sirine ¢y do ¢;:

Sps—oy = DXy, = alp’ — 23 c08 2, sin A + 27 c08 4y, sin 20—
= —26 cos 6pm sin 30p + ... (3.5)
(SO+901)
2 )
Ako je ¢ = 0, po formuli (3.3) odnosno (3.4) moze se sratunati, duZina Cetvrtine
luka meridijana Q.

gde su: pm = ——; Dp =3 —

Cetvrtina luka zemljinog meridijana
45 , 176 4

3 4 T
= a(l — € : — = -
Q@ = o e)[l+4 +64 +256 5 (3.6)

3.2. Duzina luka paralele

Duzina luka paralele izmedu tacaka 7" i T} na elipsoidu, koje imaju koordinate
(@, A) 1 (1, A1) 1zractunava se kao duzina kruznog luka:

L_“s“R 3.7
pIa (3.7)

gde je ly sec = (A2 — A1) u sekundama.
acos @ _acosp _ cCcosy

Ry = = =
' V1 —e?sin’p w |4
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GLAVA 4

Dvojnost normalnih preseka @ geodetska
linya

Rudraskim i geoloskim stru¢njacima, nije potrebno detaljno poznavanje ove
oblasti, sa komplikovanim formulama i izvodenjima. Razlog tome je $to nasi rud-
nici obuhvataju pro§torno ogranicene oblasti u proseku sa preénikom od S5km, a
samo 1zuzetno vise. U ovim uslovima radunanja na elipsoidu, lopti ili direktno na
ravan, dace prakticne beznacajne razlike. Zato ¢emo ovu obalast, razmatrati samo
globalnim pregledom materije.

Uzmimo dve stanicne tacke na elipsoidu A i B, (sl.4.1), ¢ije su koordinate
razlicite, g # ©p 1 Ag Z Ap.

Oznake na slici su :

Na, Ny — normale na povrsi elipsoida u
tackama A1 B,

K, 1 Ky — preseci normala sa osom Py Ps,

SKB' — eliptiéna kriva, pravi normalni
presek, -

51—374’ - eliptiéna kriva, obrnuti normal-

ni presek,

a, # — azimuti u tackama A1 B,

6 — ugao u ravni meridijana stani-
¢ne tacke, koga zaklapaju nor-
mala tacke 1 linija preseka me-
ridijanske ravni i ravni koja pro-
lazi kroz normalu druge tacke 1
stanicne tacke.

Sl.4.1. Dvojnost normalnih preseka

Ako kroz normalu N, i tacku B polozimo ravan AK, B, ona ¢e seci elipsoid po
Fd
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krivoj S, ¢ij1 je azimut «. Ravan polozena kroz tacku A 1 normalu Ny, odnosno
ravan BKj A seci Ce elipsoid po krivoj Sﬂ ¢yl je azimut 3. Jasno je da se krive
SA_B. 1 Sﬁ ne podudaraju, sem ako tacke A 1 B 12Ze na istom meridijanu ili ako
leze na istoj paraleli. Veliina razmimoilazenja no malnih preseka je veoma mala,
pa se u mnogim praktiénim zadacima ne uzima u obzir, jer je daleko ispod tanosti
merenja. U mrezl prvog reda vodimo racuna o dvcjnostii zato se normalni preseci

zamenjuju geodetskom linijom.

4.1. Geodetska linija

Normalne preseke zamenjujemo geodetskom linijjom zbog njihove dvojnosti.
Tada ée geodetska linija pretstavljati stranu trougla u mrezi, odnosno u trigonome-
trijskoj mrezi prvog i drugog reda .

Prva , karakteristi¢na osobina geodetske linije je ta, da je ona najkraca linija
koja se moze povudi izmedu dve tacke na analiticki odredenoj povrs.

Druga, karakteristicna osobina geodetske linije na obrtnom elipsoidu je to, §to
je za svaku tatku ove linije prozvod iz sinusa azimuta 1 odstojanja odnosne tacke
od obrtne ose konstantna veliéina,

R -sin o = const (4.1)
gde je R = N cos ¢, odnosno
N cos psin a = const (4.2)

Jednacina (4.2) predstavlja drugo svojstvo geodetske linije koje je dokazao Klero.
Ako je azimut o = 0% ili « = 180, iz jednacine (4.2) proizilazi da su svi meridijani
geodetske linije.

Ako je o = 90° ili @ = 270°, onda je sin = %1, a polupreénik R = a ili R = —a
tj, proizilazi da je ekvator geodetska linija. Paralele nisu geodetske linije.

4.2. Zamena normalnih preseka geodetskom
linijom
Zbog dvojnosti, normalne preseke zamenjujemo geodetskom linijom (sl.4.2).

Geodetska linija leZi izmedu normalnih preseka.

Ugao w koji medusobom zaklapaju normalni preseci, geodeska linija deli u
odnosu 1:2. Iz sl.4.2 vidimo, da geodetska linija zaklapa sa normalnim presecima

SZ&_B’ 1 S'B_AT uglove: :
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SAB

Sl.4.2. Zamena normalnih preseka geodetskom linijom

(93

L

Kod tacke A, sa presekom S_—., ugao 7 iznosi, 7 =
AB

- : - 2
Kod tacke A, sa presekom S§7{’ ugao T 1znosi, 27 = fw

Kod tacke B, sa presekom SB_A” ugao T iznosi, T = 3w (4.3)
Kod tacke B, sa presekom Sﬁ, ugao 7 1znosi, 27 = %w
7 S 2
W' = %—32 (;) - e2pm - sin 2o (4.4)

Popravke 7, racunaju se u hiljaditim delovima sekunde.

Neka su tacke A, B, C tacke na elip-
soidu, odnosno tacke triangulacije iz-
medu kojih su dobijeni pravi i obr-
nuti normalni preseci, onda su izme-
reni uglovi na pomenutim tackama
jednaki uglovima izmedu tangenata
pravih normalnih preseka (sl.4.3).

S1.4.3. Trougao na elipsoidu

Nije tesko videti da su usled neslaganja pravih i obrnutih normalnih preseka,
ne zatvaraju trouglovi sa izmerenim uglovima na povrsi elipsoida (sl.4.3). Ovo nes-
laganje otklanjamo, ako povezemo temena tacaka u trouglu, geodetskim linijama,
a zatim popravimo merene uglove, sa popravkama srac¢unatih po jednacinama (4.4)
1(4.3). Na taj nacin dobiéemo ispravljene vrednosti merenih uglova na elipsoidu.

4.3. Resavanje sfernih trouglova

Usled male spljostenosti Zemljinog elipsoida, razlika u elementima sfernih i
elipsoidnih trouglova triangulacije, vrlo je mala, prakti¢no u praksi zanemarljiva za
duzine strana do 100 km. Zbog toga se u praksi racunanje trouglova u triangulaciji
svodi na resavanje sfernih trouglova (sl.4.4).
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U sfernom trouglu zbir uglova ne iznosi 180°, veé se razlikuje za veli¢inu koju
nazivamo sfernim ekcesom 1ili sfernim suviskom.

Prema tome,
a+PB+v=180+¢ (4.5)
Sterni ekces racu 1a se po formuli:
€= 5— (4.6)

gde su : P-povrsina trougla, r—polupreénik lopte

Sl.4.4. Sferni trougao

Rekli smo da je sferni ekces mala veli¢ina, a u triangulaciji nase Zemlje (prvog
reda) kod veéine trouglova ne prelazi velicinu od 3”. Zbog toga se moze racunati
1z elemenata ravnih trouglova,
absiny besina  acsinf3

Pe =9 = (47)
Zamenom (4.7) u (4.6) dobija se konacna formula za racunanje sfernog ekcesa :
4 o 11 A 1 3
, plabsiny  p’besina p’acsinf
¢ 2r2 272 2r? (£8)

4.3.1. ResSavanje sfernih trouglova pomocu sfernog ekcesa
— Lezanrova teorema

Neka je na slici 4.5 zadat sferni trougao koji se nalazi na lopti, preénika »
1 njemu odgovarajuéi trougao u ravni ¢ije su Strane jednake stranama sfernog
trougla. Postavlja se pitanje za koju veli¢inu se razlikuju uglovi u ravni od sfernih
uglova.

q.
r

Sl.4.5. Sferni i ravni trougao

) a . .
Ako u sfernom trouglu poznajemo stranu — i merene uglove ¢, 3, v, mozemo
T

(9]

sracunati strane — 1 —;
ror

. ( b) i ( a) sin 3
sin{ - | =sin{—) =
T T/ sSin¢x

sin (;—) = sin (;) siny (4.9)

sin o

90



: . .a b . c. . . :
U jednadinama (4.9), razlomet —, - i ~ Jesu centralni uglovi za strane a, b 1
T

c. Ovaj se postupak skoro nikad nijg koristio, a kao razlog u literaturi se navodi
"nepodesnost ra¢unanja sa logaritamskim tablicama”, sto danas nije slu¢aj kada
imamo mocne kompjutere. Danas se uglavnom koriste: postupak sfernog ekcesa
1 nadin aditamenata. Krajem 18-tog veka Lezandar je predlozio postupak, za
reSavanje pomocu sfernog ekcesa, koji se zasniva na njegovo] teoriji, koja glasi:
”Sferni trouglovi mogu se racunati kao ravni, ako se prethodno svaki ugao u trouglu
smanji za jednu treéinu sfernog ekcesa”. Ova teorema je taéna do malih veli¢ina
treeg stepena. Primenjujucl je za resavanje trouglova u trigonometrijskoj mrezi
1.reda, u nasoj Zemlji, dobijent su rezultat1 koji su praktiéno identiéni sa rezulta-
tima koji se dobijaju ako se koriste jednacine (4.9). Prema teoremi, ako su mereni
sferni uglovi a, # 1 v, onda e uglovi ravnog trougla biti:

0111'0!—%

Br=F~3 (4.10)
_ 3

’)’1—')’—'3'

Primenjujuéi teoremu Lezandra kod resavanja elipsoidnih trouglova postupak je
slededi: elisoidni trougao smatra se kao sferni, §to znaéi da zamenjujemo povrs elip-
soida obuhvadenu trouglom koji se ra¢una, sa povréi lopte, srednjeg polupreénika
= v/MN. Prema tome, ova ra¢unanja treba shvatiti kao jedan postupak za
dobijanje vrednosti merenih uglova koja se koriste u daljim izraunavanjima.

Drugi naéin resavanja sfernih trouglova je nadin aditamenata. Kod ovog
natina sferni trougao zamenjuje se ravnim, suprotno od Leiandrove teoreme, uglovi
ravnog trougla jednaki su uglovima sfernog trougla, a strane se razlikuju za male
veli¢ine poznate pod nazivom aditamenata.

Ovaj postupak predlozen je 1820. godine, od strane nemackog geodete Zoldne-
ra. Prema ovom postupku (neée se izvoditi), strane ravnih trouglova dobijaju se:

! (13
ad=a——
6r2
b3
b =b— 4.11
6r2 ( )
3
¢ = — ——
6r2
a3
Male veli¢ine —-.., nazivaju se linearnim aditamentima, a oznadavaju se sa
T
@q, by 1 c.. Definitivne duzZine se raunaju
a’ = a—ag; b =b— by

Ovim nadinom mogu se raunati trouglovi ¢ije su strane do 10 km., odnosno
u tom slucaju trouglovi se mogu smatrati ravnim.
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GLAVA 5

Konformno preslikavanje elipsoida

Ovom poglavlju trebalo bi da prethodi poglavlje o resavanju prvog i drugog
glavnog geodetskog zadatka, odnosno izracunavanje geografskih koordinata tacaka
na elipsoidu kada su poznati ¢ 1 A pocetne tacke, azimut 1 duzina geodetske linije do
tacke koja se racuna. Obrnuto (drugi geodetski zadatak), kada su date geografske
koordinate za dve tacke na elipsoidu, a treba sra¢unati azimut i duzinu geodetske

linije izmedu tih tacaka.

Rudarskim i geoloskim struénjacima nisu potrebna tolika znanja (nije u nas-
tavnom programu), iz razloga sto se koriste postojece ravne koordinate z,y, koje
postoje sa dovoljnom gustinom za celu nasu Zemlju 1 na osnovu njih sracunavaju
ostale potrebne geometrijske ili bilo koje druge elemente.

U ovom poglavlju, kratkim 1zlaganjem osvrnué¢emo se samo na one delove kon-
formnog preslikavanja, koje je predvideno nastavnim planom, a ne na celu teoriju
konformnog preslikavanja. Iz tog razloga razmatracemo pojedine delove, Gaus—
Krigerove konformne projekcije, gde ¢e biti reéi 1 o konformnom preslikavanju
elipsoida na ravan.

5.1. Uvodne napomene

Jedan od osnovnih zadataka geodezije je prikazivanje Zemljine povrsi na planu
ili karti. Pri tome Zemlju smatramo rotacionim elipsoidom 1li loptom. Kako
su povrsi ovih tela zakrivljene (dvostruko), pa ih nemoZemo razviti u ravan bez
nabiranja 1 istezanja, to njihovo prikazivanje nije jednostavno. Prouéavanje ovog
problema pripada posebnoj grupi geodezije koju nazivamo kartografijom.

Ovde ¢emo se osvrnuti samo na onaj deo kartografije koji proucava nadine
prikazivanja sa elipsoida na ravan, onih elemenata koji ¢ine matemati¢ku osnovu
za izradu karata i planova. To su meridijani, paralele i tacke triangulacije ¢ije se
koordinate racunaju na elipsoidu i u ravni.

93



Postoji beskonatno mnogo naciana da se zamisljene linije | tacke triangulacije
sa elipsoida prikazu u ravni, a svaki od tih nacina zovemo kartografskom projek-
cijom. Lako je zakljuciti da ne postoji takva projekcyja, koja bi Zemljinu povrs
prikazala u ravnl, a da medusobni odnosi tacaka na elipsoidu ostanu nepromen-
jeni, odnosno povr$ Zemlje nemoze se prikazati u ravni bez deformacija. Pri tome
dolazi do deformacija duzina, uglova i1 povrsina. ’rouéavajuéi nacine prikazivanja
povrdl Zemlje na ravan, doslo se do saznanja, da postoje mogucnosti, da neke od
velidina (duzine, uglovi ili povrsine) ostanu nepromenjene.

Tako, danas postoje projekcije koje imaju neku od prethodnih osobina, pa se
prema osobinama oni mogu podeliti na:

1. Konformne (istougaone), zadrzavaju jednakost uglova u prirodi 1 na karti.

2. Ekvivalentne (istopovrsinske), zadrzavaju jednakost povrsina u prirodi i na
kart1.

3. Proizvoljne, koje moraju zadovoljiti neke specijalne uslove, kao $to su ek-
vidistantne projekcije, koje zadrzavaju jednakost duZina samo u odredenim
pravcima.

Kod svih projekcija tacke se prenose ili direktno na ravan ili na neku povrsinu
(jednostruko zakrivljenu), kao sto su cilindar ili konus. Ako koristimo povrsinu
cilindra na kojoj se vrsi preslikavanje sa elipsoida, a zatim u ravan, onda kazemo
da su to cilindri¢ne projekcije, ili neke druge §to zavisi od povrsi koju smo koristili.

Ako se osa cindra poklapa sa osom Zemlje imamo prave cilindri¢ne projekeije,
a ako se osa cilindra nalazi u ravni ekvatora, imamo poprecne cilindri¢ne projekeije.
Kada osa cilindra prodire u Zemlju, izmedu pola i ekvatora imamo kose cilindriéen
projekcije (sl.5.1).

Od velikog broja danas poznatih projekcija, najéesée se primenjuje neka od
konformnih, jer one pored osobina da zadrZavaju jednakost uglova, oni imaju 1
vrlo malu deformaciju duZina.

Polozaj neke tacke na Zemljinom elipsoidu odreden je geografskim koordi-
natama @ 1 A, dok je njen polozaj u ravni odreden pravouglim koordinatama z, y.
Prema tome, zadatak svake projekcije je da tacki ¢ije su koordinate na elipsoidu
@ 1 A, nade odgovarajuce koordinate u ravni, ili obrnuto.

Analiti¢ki to je definisano sledeCim izrazima:

z = fi(p, A)
y = falp, A) (5.1)

gde su f1 1 fo proizvoljne funkcije od ¢ijeg oblika zavise osobine projekcije. Funkcije
fi 1 f> mogu biti tako odredene da projekcija bude, konformna, ekvivalentna
ili sa nekim drugim osobinama. Medu mnogo zasluZnih stvaraoca kartografije
pomenimo, Merkatora, Lamberta, Tisoa i Gausa ¢ijim se radovima i danas sluzimo.
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S1.5.1. 1-Neposredno projektovanje na ravan, 2—prave cilindriéne i konusne
projekcije, 3—Poprec¢ne cilindri¢ne i konusne projekcije, 4—kose
cilindri¢ne i konusne projekcije

Gaus—Krigerova projekcija — raéunanje
pravouglih koordinata « yu ravni iz
geografskih koordinata ¢ 1 A

Gaus-Krigerova projekcija je jedna od cilindri¢nih, kod koje zamisljamo da
cilindar dodiruje Zemljin elipoid po jednom meridijanu. Taj dodirni meridijan
nazivamo Glavni ili srednji meridijan (s.5.2).

5.2. Cilindriéna projekcija

Tacke sa Zemljinog elipsoida, se preslikavaju na cilindar, odnosno nakon nje-
govog razvijanja u ravan. Tacke na elipsoidu odredene, su geografskim koordi-
natama ¢ 1 A, a tacke u ravni pravouglim koordinatama z 1 y, zato se postavlja
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kao osnovni zadatak iznalaZenje formula za racunanje jednih iz drugih koordinata
1 obrnuto.
Kao prvi 1 osnovnl zadatak uzima se izratunavanje pravouglih koordinata u

ravini z,y, kada su poznate geografske koordinate p 1 A. Tacke jedne matematicki
odredene povrsi kao S$to je Zemljin elipsoid, preslikaée se na ravan i obrnuto ako

postoje odnosi:
z = fi(p, A) ¢ = Fi(z,y) (5.2)
y = fa(p, A) A= Fa(z,y)

Osnovnl je zadatak odrediavnje funkcija f; 1 f, odnosno Fy i F3. Ovde
¢emo se zadrzati na odredivanje funkcija fi 1 fo izlaganjem koje nede obuhvatiti
kompletno izvodenje formula. '

Kod Gaus—krigerove projekcije odredujemo funkcije f; 1 fo po uslovima koje
karakteriSu projekciju.

1. Projekcija za preslikavanje obrtnog elipsoida na ravan mora da bude kon-
formna (istougla).

2. Glavni (srednji meridijan) mora se preslikati kao prava i pretstavljati apcisnu
osu—z, pravouglog koordinatnog sistema u ravni, obzirom na koju je projekcija
simetriéna. '

3. Svaki deo z—ose mora biti jednak, delu luka meridijana, odnosno da se glavni
meridijan preslikava u prirodnoj veliéini, pri ¢emu je razmera na njemu je-
dinica.

Da bismo ispunili prvi uslov potrazimo formulu za raunanje razmere u nekoj
tacki pri preslikavanju elipsoida na ravan.

Uzmimo na elipsoidu dve beskonaéno bliske tacke 7" 1 71, spojene elementom
ds geodetske linije (sl.5.3-1). 3

i1

o
x
1

O | PROJEKCIIA, F— “l SREDNJEG MERIDIJANA

—— ] MER'DIJAN

SREDNJ! MERID1JA

POCETN|

I

S1.5.3—-1. Element geodetske linije na S51.5.3-2. Element geodetske linije u ravni
elipsoidu
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Neka su koordinate tacke T', 1 A, odnosno ¢ i { = A—=Ag; Ag—srednji meridijan,
1 koordinate tacke T1(p +dy) 1 (I + dl), pri Eemu je dA = dl.

U projekeiji (u ravni) ovim tackama odgovaraju tacke t(z, y) i t; (z+dz, y+dy),
spojene elementom dS geodetske linije u projekeiji (sl.5.3-2).

Za razmeru u tacki 7" mozemo pisati: .

ds V/dz? 1 dy? ~ /dz? + dy? 5.3)

m=—= =
ds  \/(mdp)? + (N cos pdl)? Mdp \>
N cos ¢ ( ) +di?
N cosp
: Mdy
de je: dg=
gae je q Y
Ako jednaéinu (5.3) kvadriramo dobija se za razmeru:
dz? + dy?
m? z +ay (5.5)

~ NZcos? p(dg? + di?)
Integralenjem jednadine (5.4) dobijamo veli¢inu ¢, koju nazivamo izometrijskom
Sirinom, koja daje mogucnosti da imamo simetri¢ne koordinate na lopti i na elip-
soidu i koja se definiSe kao funkcija geografske Sirine. Uvodenjem izometrijske
sirine mnoga se izvodenja kod Gaus-krigerove projekcije znatno skracuju. tako se
pravougle koordinate z,y u ravni, mogu 1zraziti kao funkcije izometrijske Sirine ¢
1 duzine [.
z = fi(g,1) y = fa(g.0) (5.6)
Ako razmeru izrazimo koordinatama ¢, { dobiéemo taéna izvodenja (koja ovde
izostavljamo) diferencijalnih jednalina, koje moraju biti zadovoljene kod konform-

nih projekcija:
Oz 0z _ Oy Oy

8q 01 ~ dg Al (5.7)

(&) (3 -G+

Iz jednaéine (5.7) moze se dobiti:
5::>2 (%)2 (3;,)2
_— J— + —_
ol dq dq

(g—:) +<3—Z> B (%)2

Daljim izvodenjem dobijaju se diferencijalne jednacine koje moraju biti zado-
voljene, za konformno preslikavanje elipsoida na ravan:

(5.8)

0z 0Oy . 0z Oy
oo | (5.9)
o _ 0y, 0z _0y
ol Jq dq Ol
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Jednacine (5.9) koje pretstavljaju uslove preslikavanja, nazivaju se Kosi-Ri-
manove (Cauchy-Riemann) diferencijalne jednacine.

Uslov konformnosti moze se izraziti i na druzi nadin, koji je mozda 1 jednos-
tavnijl, polazeéi opet od razmere,
2 _ (dz + idy)(dy - idy) (5.10)

N cos? o(dg + idl)! dg — idl) '

m

Rrazmere kod konformnih projekcija u nekcj tacki u svim smerovima ne sme
zavisiti od azimuta « linearnog elementa ds, zato mora da postoji takva deljivost
(5.10), da u rezultatu ne figuriSu diferencijalne veliCine, dz,dy,dg 1 dl. Da bi
postojala ova deljivost mora da bude zadovoljena jednaéina:

z+1iy = f(g +1l) (5.11)

Prema tome, da bi se elipsoid, odnosno jedna njegova tacka ¢ije su koordinate g(¢p) 1
{, konformno preslikala na ravan, nuzno je i dovoljno da bude zadovoljena jednacina
(5.11). Funkcija f iz (5.11) moZe se odrediti kod Gaus-Krigerove projekcije prema
drugom i treéem uslovu, za [ = 0 i y = 0, odnosno:

z=flg)=X
=0 (5.12)

Tada je apcisa X jednaka duzini luka meridijana X = f(;p Mdy. Zbog toga
$to je Sirina pojasa preslikavanja mala veli¢ina +1.5% od srednjeg meridijana, onda
mozemo desnu stranu jednacine (5.4) razviti u Tejlorov red po stepenima od (il).

7 2 g2 7 3 43
:c-l—iy:f(Q)-l-(il)dJ;(;) i 2 dd{,(f) 4 Q dd];(f)

Za postojanje ove jednaline potrebno je da realni i imaginarni deo leve i desne
strane budu jednaki:
o - B B E dS)
2 d¢? 4 dgt 720 dqb (5.13)
df(a) _PLi(g) P dPf(g)
dq 6 dg3 120 dg5 7

y=1

Jednatine (5.13) su osnovne jednaéine Gaus-Krigerove projekcije 1 one nam
daju vezu izmedu geografskih koordinata ¢(g) u [ na elipsoidu i pravouglih koor-
dinata z i y u ravani. Ako nademo izvode iz jednaéine (5.13) 1 zamenimo ih u istoj
jenadini, dobicemo jednaéine za izra¢unavanje ravnih pravouglih koordinata z,y
1z zadatih ¢ 1 A:

- 2N . * N . 3 2 9 4
:L':X+-2—;2—sm<,ocoscp+§z—pqsmgocos o(5 —1t° +9n° +4n*)+
® N 5 2, 44
+:{,—26p—ssm<pcos p(61 — 58t* +t%) (5.14)

gde je: t=tany; 7n =c¢€'cosyp
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y= Iﬁ cos p + —iﬁ cos® p(1 — 2 4+ n?)+
p 6 p3
PN 2, 44 2 2 2
+ 1—26p—5cos o(5 — 18t° + t* + 14p* — 58t°u")
Jednacine (5.14) mozemo napisati u skracenom obliku:

=X+ A% + Agl* + Ag

y = Al + Asl® + Al | (5.15)
\
gde sw: A, = l—zsingocos P,

2p 7

Agq = d sin @ cos® (5 — 2 + 9% + 4n%)
24p4 7

As = N sin ¢ cos® (61 — 582 + t4)
72006 '

p = se uzima u istim jedinicama kao 1 [.

N

Ay = —cosy,
p

N
As = W cos? p(1 — t2 + n?),

N 5 2, 44 2 2,2
= — 1884+t 14n“ — 58t i
As 1207 cos® (5 — 18t% 4 t* + 14n° — 58t*n*)

5.3. Racunanje konvergencije (zblizavanja)
meridijana C iz geografskih koordinata

Neka je ATS konformna projekcija slike meridijana, a ETF konformna slika
paralele u tacki T (sl.5.4).

[

S1.5.4. Konvergencija meridijana
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Prava T'D 1 T' B paralelne su sa z odnosno y osama. Tada ugao C obrazuju
slika projekcije meridijana u tacki 7', odnosno tangente u tacki T 1 paralele sa
z-osom. Ovaj ugao je potreban za ra¢unanje dire <cionog ugla 6:

=a~-C
a=0+C
C=a-40

Na osnovu Kosi—-Rimanovih jednadina mozemo dobiti ugao C:
oz
_ oL
tanC = By
ol

Parcijalni izvodi odreduju se iz (5.15) i posle sredivanja dobija se formula za
racunanje konvergencije meridijana:

3 'l
C =lsinp + T sin ¢ cos? (1 + 3n? +.2’74) +»-1—5— sin @ cos® (2 — t2)...
Ako uvedemo oznake:

Cy = sinyp,
1.

Cs = 7 Sing cos? (1 + 3n% + 21%), (5.16)
1

Cs = T sine cos* (2 — t?)

Dobijamo za konvergenciju meridijana:

C=Cil+ C313 +C5145

5.4. Racunanje geografskih koordinata ¢ 1 ) iz
pravouglih koordinata = y

Za resavanje ovog zadatka poéiéemo od opsteg uslova konformnosti (5.11) koji
analiticki 1zrazen glasi:
z+iy = f(g +il)
gde je f proizvoljna funkcija .

Ova jednadina mozZe se napisati 1 u sledeéem obliku:
g+ = F(z +1y) - (5.17)

gde je F inverzna funkcija funkcije f.
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Primenom Tejlorovog reda na funkciju (5.17) dobijamo:

. . . / y2 " iy3 " y4 :
g+ i =Fz+iy) = F(z)+wyF'(z) - 7F () - TF (a:)-i—ﬂF”(:c)-f-...
(5.18)

; : el y2 7 iys " y* Y
g—il = F(z—iy) = F(z) —iyF (:z:)—;F (:z;)+—6—F (x)+iF’”(x)+...

Iz poluzbira 1 polurazlike (5.18) dobija se:

y? yt
4= _ I g T gy,
q=F(z) = L F"(2) + 57" (=)

, P (5.19)
l=yF'(z) - —6—F"(:z:)

Jednaéine (5.19) proizilaze iz uslova konformnosti preslikavanja elipsoida na ravan.

Na slici 5.5. zadate su ravne koordinate zy tacke P. Apcisa tacke P odreduje
se pravom O Py, odnosno prema uslovima projekcije mora da bude jednaka duzini
luka meridijana od ekvatora do $irine ¢, tacke P;. Oznaéimo njenu $irinu sa ¢, .

S1.5.5. Racunanje geografskih koordinata iz ravnih
Iz uslova projekcije sledi: za y = 0 i { = 0, odnosno jednaéina (5.17) dobija
sledeéi oblik:
F(z)=q (5.20)

gde je ¢1 funkcija Sirine ¢;, a izracunava se iz tablica za duZinu luka meridijana.
Imajuéi u vidu (5.20) za (5.19) mozemo dati novi oblik:

L () LV (e
1=0 =7 dz? L 24 \dz*),

[ dq 73 (d3q> .
= y (E) . 3 d:z:3 . (521)
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Imajuéi u vidu (5.4)gde je

Mdp . mdp

dq = 1 ¢g=
1 N cosyp 1 N cosyp

moZemo u op$tem obliku dati formulu za Sirinu ¢« tacke P

p1 = @(q1)
Primenom Tejlorovog reda na (¢ — ¢1), a na osnovu (5.21) dobijamo za Sirinu ¢:
2 /72 4
_ y* [ d°q d*q dep —_
e=e- 5 (5), 3 : (=) 1% i

pri ¢emu je uvek @1 > @

Formule (5.19) i (5.23) daju opste resenje za izratunavanje geografskih koor-
dinata 1z ravnih pravouglih koordinata z i y. Ako sada odredimo izvode u (5.23)
polazeéi od (5. 4) 1 zamenimo u (5.23) i (5.21) za duZinu {, dobijamo formulu za
1zratunavanje Sirine ¢ 1 duzine [ tacke P:

2,2 2 4 f]
Yty [1 ——(5+ 3t} + 17 — Iitd) + —— (61 + 90t2 + 45t})

LR EY VA 12N S N
(5.24)
y y? ) y* s pipd]
l/l = /" Z
Ny cosgr” [1 6N2(l + 267+ 07) + =7 120N4 ———(5 +28t7 + 24t} + 677 +87)1t1)-

Formula (5.24) je definitivna i ako se u njoj uvedu smene dobija se drugi oblik
ove formule:

¢ = 1 — Bay* + Bay* + Bsy®

| = Byy + Bsy® + Bsy® (5.25)
gde su:
By = — ! t
2T oM N, !
1
By = Wh@ + 3t} +nf — Initd)
_ L 4
Bs mtl(Gl - 90t1 -+ 45t1)
1
Bi=——— .
! Ny cos gy (5.26)
1 2
B3 —-——GNs s (1+42t3 +7?)
_ L 2 4
Bs = 120N5(5+ 28t% + 24t} + 617 + 8niti)
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5.5. Racunanje konvergencije meridijana C u
ravni iz pravouglih koordinata =i y

Na osnovu Kosi-Rimanovih jednaéina,

d¢ ol . dg _ al

8z 9y = By o=

mozemo za tangens ugla C' (konvergencija) dati formulu:

ol  _9¢  dq¢ o

_ 0z _ Oy ___ Oy _ 9z
PRC=%g T T Tl
Oz 0y oz Oy

tanC = 9y (5.27)

Parcijalne izvode u ovim jednainama nalazimo iz jednatina (5.23) i (5.24), a
primenom razvijanja u red, dobicemo za konvergenciju meridijana sledeéu formulu:

] 7 tl H tly 2 4 n b1y 4
t2 -2 =(2 5t 3t1) =
2 4
= Nilp”t1 {1 — W(l —12 —ni —29}) + 15N4(2 + 5t} +3t‘{)} (5.28)

Formula (5.28) je definitivna, a ako se u njoj uvedu smene, dobija se njen drugi
oblik:

C =c1y+cay® +csy° (5.29)
gde su:
— by
3! 2 _ 2 4
C2 WP"(l + 1ty — 1 — 27y)
y* 2 4
/!
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iC i

5.6. Pregled formula za racunanje z, y
geografskih koordinata , 1 )

5.6.1. Racunanje z,yi C iz geografskih koordinata ¢ 1 A

X + Aql? + Aqlt + AglS
Al + A3l + AP
el + esl® +¢sl®

(5.30)

z
)
C

I

gde je [ = A — Ag, udaljenost od srednjeg meridijana.
Prvo se racuna duzina luka meridijana od ekvatora do Sirine ¢;, po formuli

(3.3):

0
L=X=Q(1l—-¢€?) |4 - fo—-—g-sjnmp-{— %sinﬁp—%sin&p
P .

Za koriséenje raCunara, a i lakSeg radunanja, dajemo vrednosti za izracunate kon-
stante koje se koriste kod Beselovog elipsoida:

= 1.05037306,
= 2.523924F — 03,

= 3.438887F — 09,

(1 —e?) = 0.993325627769,
a = 6377397.155,
e’? = 0.006719218798,

{ = tanp,

A
B
2
% = 2.6409467E — 06,
D
6

n=-¢ecosp.

Formula za izraCunavanje konstanata Aj, Az, Az, As, As, As, C1, Cy, C3 date

su jednaéinama (5.15) i (5.16).

Iz ovih radunanja dobijaju se vrednosti za y,z 1 C. Ove koordinate treba
pomnoziti sa modulom razmere myg, a y koordinati dodati jo§ 500000 m 1 oznaku
zone. Primer, neka su ra¢unanjem po prikazanim formulama dobijene rednosti:

y=65.098km = =4978545.354 km C =0°22'34" 5651
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PrikaZimo ove vrednosti u drzavnom koordinatnom sistemu: Y =7 565 098.000,
X=4 978 545.354, odnosno racunanjem prema datim formulama dobijaju se nere-
dukovane za modul razmere koordinate. Redukovane (smanjene za modul razmere)
koordinate u drzavnom koordinatnom sistemu bice:

y =y - mo+500000.000=y(1~0.0001)+500 000.000 =65 091.490 + 500 000.000
y = 565 091.4902 m
z =1 mo=4978545.354-0.9999 = 4978 047.499 m

Prema tome, ako su zadate neredukovane koordinate u drZavnom koordinat-
nom sistemu, redukovane raCunamo prema: '

Y=(F—-K) my X=X-mg K=T7500000,000 Y =Y+7500000.000

ili obrnuto, sracunavanje neredukovanih koordinata u drzavnom sistemu:

. x X X
X = Go095 = T 1o T8
_ Y-k (Y —K) (Y -K)
Y=—"= —

T AL T TR T
¥ =Y +500000.000

Koordinatni pocetak meridijanskih zona preslikavanja ima koordinate (z,y),
odnosno po predlogu Baumgartnera (500 000), iz razloga da imamo uvek pozitivne
koordinate za jedno polje preslikavanja. Zato se konstanta K = 500000 m, zove
Baumgartnerova konstanta.

5.6.2. Racunanje geografskih koordinata ¢,A i C
iz ravnih pravouglih koordinata z; y

¢ = ¢1 + Bay® + Bay* + Bey®
| = Biy + Bsy® + By®
C =c1y+csy’ + sy’

Geografske koordinate racunaju se po formulama (5.25) i (5.26), a konvergencija
meridijana po formuli (5.29).
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5.7. Racunanje razmere iz pravouglih koordinata
(x,y), njeno smanjenje i praktican znacaj

Ne upustajudi se u izvodenje formule za razmeru, dajemo njen konacan oblik:

d 2 24
S (5.31)

M=~ TR T iR?

gde je R—srednji radijus zakrivljenosti.

Iz formule (5.31) moze se zakljuéiti da je razmera na glavnom meridijanu
jednaka 1 = m, 3$to proizilazi iz uslova projekcije. Takode se moze zakljuciti
da se samo ogranien deo Zemljine povr§i moze preslikati na ravan u jednom
koordinatnom sistemu sa nekom unapred odredenom taénoséu. Zato uvek treba
odrediti granicu do koje se razmera moZe razlikovati od 1, tada ¢e ta granica
odredivati ta¢nost 1 veliinu teritorije preslikavanja.

Predvidena taénost projekcije kod drZavnog premera je 1:10 000, sto znaci, da
se razmera duZina moze razlikovati za 0.0001 od jedinice, a Sto odgovara jednom
desimetru na kilometar. Zato je u nasoj zemlji smanjena razmera na celom po-
druéju preslikavanja za 0.0001, tako da je modul razmere mg = 0.9999, odnosno po-
druéje preslikavanja moze biti toliko veliko, da razmera na njegovom kraju ne bude
veca od 1+0.0001. Zato je na glavnom meridijanu uzeta razmera m = 1 — 0.0001,
odnosno zbog toga je uzeta razmera na glavnom meridijanu m = 0.9999. Zato
treba kod ra¢unanja pravouglih koordinata iz ¢ i A, odnosno rezultate za z, y koji
su na podruéju preslikavanja gde je m = 1, prevesti na podruéje preslikavanja gde
je mo = 0.9999, odnosno

z = moZ = (1 — 0.0001)X = 0.9999%
y = mo¥ = (1 — 0.0001)7 = 0.9999%

ili obrnuto

s _L,@ o, L TR
0.9999 — T 105 t 18 = (5.32)

T =

Koordinate z,y zovu se redukovane koordinate, a koordinate Z,%, su nere-
dukovane. Ovako pretstavljene koordinate u svojim numerié¢kim vrednostima ne
sadrze oznaku zone 1 Baumgartnerovu konstrantu.

Smanjenjem razmere uveden je cilindar koji seée Zemlju, umesto cilindra koji
dodiruje Zemlju po jednom meridijjanu. Sekudi cilindar, koji je povucen ispod
povrsl Zemlje, seCe je u tackama, koje imaju duZinu 1, odnosno ordinatu y za koje
je razmera jednaka 1.

Podrucje preslikavanja za sluéaj da je razmera na glavnom meridijanu m=1,

p'7/0.0002
V914 n?cosp

Je,

1// -
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i iznosi na istok i na zapad od srednjeg meridijana 1°03’ ili 90 km. Podruéje
preslikavanja kada je na glavnom meridijanu razmera mg = 0.9999 je,

0.02p"

V1+7n2cosep

1 iznosi 1°.5 istoéno i zapadno od srednjeg meridijana ili 127 km, pri éemu defor-
macija nije veéa od 0.0001. Graficka pretstava ovih zaklju¢aka data je na slici 5.6.
Na slici se vidi da je deformacija od 10 cm na kilometar jednaka do 90 km, kada
je razmera na glavnom meridijanu m = 1, a da je ista defornacija od 10 cm kod
sekuceg cilindra na odstojanju od 127 km.
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Sl. 5.6. Krive deformacija
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5.8. Redukcija duzina kod Gaus—Krigerove
projekcije
Kod Gaus-Krigerove projekcije postoji defornacija duzina. Popravku zbog
deformacije projekcije treba da se racuna za sve di Zine koje su prethodno svedene

na nultu nivosku povrs, a koje se koriste za taénije radove ili u drzavnom premeru.
Najkrace rastojanje na elipsoidu je geodetska linije¢ s izmedu tacaka T3 1 75 (s1.5.7).

+ X

ol *y
SL1.5.7. Redukcija duZina

Njena slika u ravni je kriva S. Prema tome njena projekcija u ravni nije
najkrace rastojanje izmedu tacaka 77 1 T,. Najkrace rastojanje izmedu tacaka T3
1 75 u ravni je tetiva d, koju koristimo za racunanja u ravni.

Razliku izmedu duZina geodetske linije s na elipsoidu i prave linije (tetive) d
u ravnl nazivamo redukcijom duZina. Ugao izmedu projekcije geodetske linije S,
odnosno njene tangente 1 tetive d nazivamo redukcijom pravaca. Razlika izmedu
duzine projekcije geodetske linije S i tetive d je veoma mala, odnosno javlja se u
tlanovima veéim od 4-og stepena. Imajuéi to u vidu, moZemo postaviti sledece
odnose 1zmedu ovih triju duZina:

S=d (5.33)
imajuéi u vidu definiciju razmere mozemo napisa.ti,
m = d;S_; ds = -1—d5 (5.34)
ds m

odakle dobijamo

S S 2 4 -1
dS Yy y
— R + 2 _ 4 2 .d
° o m /o (l 2R? 24134) 5

reSavanjem ovih integrala dobijamo:
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B y2 Dy* Dy’
5= (1 T 2Rz, T8RL 6R,’:’n)
ili (5.35)
2 2
“ y Dy
= (” 2z 24R;-’,,>

Y1 +y2
2 )
Dy — koordinatna razlika,

gde su: Ym =

R — sred.polupreénik

Popravka (redukcija) izracunava se po formuli:

2 2
o o_ (¥ | Dy
Ay =S 3_5(2R?n+24R74n) - (5.36)

Sp=s+ A,

U praksi, kada su duZine krace od 5 km moZe se koristiti 1 priblizna formula:

2
Aé‘ = <§% and 00001) * dmereno (537)

Sp = So +4;, duZina u projekciji

So — duZina svedena na nultu niv.povr.
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GLAVA 6

Nwelman visoke tacénostt 1 precizni
‘nwelman

=

6.1. Svrha nivelmana visoke ta¢nosti i preciznog
nivelmana

Mreze nivelmana visoke tacnosti 1 preciznog nivelmana razvijaju se za resavanje
prakti¢nih 1 nauénih zadataka. U praktiéne zadatke svrstavaju se radovi nivelmana
koji su potrebni za izvodenje premera 1 kartografisanja 1 potrebe za nivelmanom
kod izvodenja inZenjersko tehnic¢kih zadataka. Za reSavanje naucnih istrazivanja
nivelman je nasao najvecu primenu na zadatcima koje pred njim stavlja geologija
1 njen deo geofizika. Prema tome, rezultati nivelmana pretstavljaju probleme
koje redavaju navedene naucne discipline. Pomenimo jos nekoliko zadataka gde je
uéestvovao 1li uestvuje nivelman sa svojim rezultatima za njihovo reSavanje.

Koriséenje rezultata nivelmana za utvrdivanje razlike nivoa mora 1 okeana
(u SAD je utvrdeno na istim paralelama nadvisenje Tihog okeana u odnosu na
Atlanski okean za 2-3 desimetra). Dalje reSavanje ovog problema na utvrdivanju
sila pod ¢ijim se uticajem stvaraju ove razlike pripada geofizici odnosno geologiji.

Kao drugi primer od nauénih zadataka gde se rezultati nivelmana mogu ko-
ristiti je odredivanje pomeranja zemljine kore. Pomeranje zemljine kore nastaje
zbog dve vrste deformacija, plasti¢nih i elasti¢énih. Kod plasti¢nih deformacija
(tektonskih pokreta) pomereno zemljino telo viSe se nevraca u prvobitno stanje.
Kod elastiénih deformacija, nastalo pomeranje zemljine kore vraca se u prvobitno
stanje. Izuéavanje ovih deformacija utvrdenih preciznim nivelmanom zadatak je
geologije. Rezultati nivelmana koriste se i za reSavanje nau¢no—~tehnickih zadataka
u oblasti, meteorologije, rudarstva, hidrotehnike 1 dr.
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6.2. Klasifikacija nivelmana

Shema razvijanja nivelmanske mreze prikazana je na slici 6.1. Prvo se razvija
osnovna mreza, koju saéinjava sistem zatvorenih poligona, jedan na drugi naslon-
jenl. Ova mreZa na slici prikazana je debljim linijima. U okviru poligona osnovne
mreie, razvija se mreia drugog reda (na slici oz::alena tankim linijama). Ona je
manje ta¢nosti od osnovne mreze. Na mre7u druvgog reda, oslanja se manje ta¢na
mreza 3—eg reda (na slici prikazana isprekidanim: linijama). Na mrezu tredeg reda
oslanja se mreza 4-og reda Cija je tatnost jo§ manja. Po porebi mogu se razvijati
1 mreze 5—og 1 6—og reda.

S1.6.1. Razvijanje nivelmanske mreze

Prva definicija preciznog nivelmana data je odlukom Geodetske Asocijacije
Ceniralne Evrope. Druga konferencija ove asocijacije, odrzane 7 oktobra 1867 u
Berlinu, odludila je da se kao precizni nivelman ima klasificirati onaj nivelnam za
koji verovatna greska visinske razlike izmedu dveju ta¢aka na odstojanju od 1 km,
ne prelazi u srednjem 3 mm, a maksimum 5 mm. Posle 45 godina S.Lalemand, di-
rektor Generalnog nivelmana Francuske, predlozio je 17-o0j generalnoj konferenciji
Unije, da se ne menja ta¢nost odredivanja za precizni nivelman iz 1867 godine, veé
da se da nova kategorija nivelmana ”nivelnam visoke taénosti”. U ovu kategoriju
nivelmana spada svaki vlak, grupa vlakova ili mreza pod uslovom:

1. Da je nivelanje vrieno u dva suprotna smera u razli¢ito vreme;

2. Da verovatna slucajna i sistematska greska, sra¢unatih po formulama date u
referatu ne prelaze &1 mm na kilometar za sluéajnu gresku i £0.2 mm/km.
za sistematsku gresku.

Po ovim formulama, koje su dobile naziv ”internacionalnih formula za ocenu
tacnosti naivelmana” ra¢unate su greske do 1948 godne. U ovoj godini Medunaro-
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dna geodetska i geofizicka unija na glavnoj skupstini, odrzanoj 26 avgusta u Oslu,
usvaja nove formule i novu definiciju. Prema odluci donetoj u Oslu, nivelman se
klasificira prema veli¢ini verovatne ukupne greske r na kilometar. Ako je 7 < 2
mm, onde se nivelman svrstava u nivelman visoke taénosti, a ako je 1 < 7 < 6 mm,
onda je to precizni nivelman.

Postojece razlike u klasifikaciji nivelmana izmedu drzava, male su a i razum-
ljive. Tako na primer u Francuskoj, poligoni nivelmana visoke taénosti, u proseku,
njihov opseg 1znosi 500 km. U okviru ovih poligona razvija se mreza nizih redova.

U SAD su usvojili klasifikaciju da osnovnu mrezu ¢ini nivelman 1.reda, gde je
dozvoljena razlika nivelanja (napred-nazad): 4 mmv/k, k-duzina strane u km. U
okviru poligona 1.reda, razvija se mreza 2.reda, gde je dozvoljena razlika nivelanja
napred-nazad do 8 mmvk. Za mreiu 3.reda dozvoljena razlika nivelanja je do
12 mmv/k.

U SSSR-u nivelman visoke tacnosti ¢ine poligoni ¢iji je proseéni opseg 88-
1000 km. Taénost ovog nivelanja karakterise se srednjim greskama: +1.5 mm/km.
za sluéajonu 1 +£0.2 mm/km. za sistematsku gresku. U okviru poligona nivrelmana
- visoke tacnosti razvija se mreza vlakova preciznog nivelmana. Slucajna greska ovog
nivelmana je £2.0 mm/km, a sistematska £0.4 mm/km. Za treéi red predvidena
je taénost: sluéajna greska +2.0mm/km, a sistematska 0.6 mm/km. DuzZina
vlakova je do 200 km. Za 4.red predvidena je za sluéajnu gresku +2-4 mm/km, a
za sistematsku gresku +1 mm/km. Duzina vlakova je do 1000 km.

Na zasedanju struénog geodetskog saveta FNRJ od juna 1947 godine, Glavna
geodetska Uprava podnela je predlog o novoj klasifikaciji nivelmana, koji je u
saglasnosti sa preporukama medunarodne Unije:

1. Nivelman visoke tacnosti (nivela se u oba pravca).

2. Precizni nivelman (nivela se u oba pravca).

3. Tehni¢ki nivelman poveéane tacnosti (nivela se u jednom pravcu).
4. Tehnicki nivelman (nivela se u jednom pravcu).

U smislu taénosti Uprava je dala predlog koji je u saglasnosti sa odredbama Me-
dunarodne Unije:

1. Nivelman visoke talnosti. Verovatna slu¢ajna greska ne sme biti veca od
1 mm/km. Verovatna sistematska greska mora biti manja od 0.2 mm/km.

2. Precizni nivelman. Verovatna slu¢ajna greska ne sme biti veca od 2 mm/km.,
a verovatna sistematska greska mora biti manja od 0.4 mm/km.

3. Tehnicki nivelman povecane tacnosti. Verovatna slucajna greska ne sme preci
5mm/km., a kod tehnickog nivelmana do 8 mm/km.
Ovaj predlog je usvojen 1 primenjuje se od 1948 godine.
- Materija o metodama razvijanja nivelmanskih mreza izucava se u predmetu
Geodezija [, prema nastavnom planu smera za Rudarska merenja, a ovde je izlozena
u skracenom obliku zbog kontinuiteta izlaganja.
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Mreza nivelmana visoke tacnosti koja je oslonac za ostale mreze, razvija se
kao sistem zatvorenih poligona, naslonjenih jedan na drugog. Konfiguracija mreze
nivelmana visoke ta¢nosti 1 oblik poligona uslovljeri su konfiguracijom Zeleznickih
linija i putne mreZe odnosne Zemlje. Sto se tice opsega poligona, smatra se da ne
bi trebalo da budu ispod 400 km, a ni iznad 600 km. Vlakovi preciznog nivelmana
treba da idu duZ Zeljeznickih linija i puteva, pozel no je da idu i duz velikih reka.
Inade mreZa preciznog nivelmana moze se razvijeil i1 po metodi ¢vorni tacaka ili
metodom umetnutih vlakova. PozZeljno je razvijati mrezu preciznog nivelmana
tako, da u svaku katastarsku opstinu budu postavljeni reperi.

6.3. Teorija geometrijskog nivelmana

Stara teorija nivelmana zasnivala se na teorijskim postavkama o paralelnosti
nivoskih povréina. Za apsolutnu visinu tactke smatralo se odstojanje od nulte povrsi
" do same tacke, racunato po vertikali. Prema tome, apsolutne visine tacaka 4 1 B

su Ha 1 Hp, slika 6.2, gde su:
AjA=H, i ByB=Hp (6.1)

S1.6.2. Visinske razlike i apsolutne visine

Razlike 1zmedu apsolutnih visina tacaka A i B, je visinska razlika, odnosno
to je odstojanje izmedu njihovih nivoskih povrsina, racunato po vertikali. Prema
tome,

|Ahap| = |Ahpal (6.)

Ako odredimo visinsku razliku izmedu tagaka 4 i B, dva puta, sa dva nepo-
dudarna vlaka, visinske razlike treba da su jednake, ne uzimajuéi u obzir greske
nivelanja. Ovo proizilazi iz pretpostavke o paralelizmu nivoskih povr§ina koje pro-
laze kroz tacke A i B, tako se moZe zakljuciti da visinska razlika ne zavisi od ”puta
nivelanja”. '

Medutim, u poglavljima 1.3.2. i 1.3.3, videli smo da nivoske povrsi nisu
medusobno paralelne, nego se zbliZavaju (konvergiraju) od ekvatora ka polovima.
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Na slic1 6.3 prikazane su dve bliske nivoske povrsi V' 1 Vi, gde su potencijali sile
teze W 1 Wy. ;

(03]

S1.6.3. Nivoske povrsi Vi Vy

U tackama A1 B neka deluje sila teze, odnosno ubrzanja g 1 ¢’. Za premestanje
tacke A sa nivoske povrsi V' u tatku A na nivosku povrs V) potrebno je utrositi
rad.

Ako se oslonimo na razmatranje poglavlja 1.3.2. mozemo zakljuéiti da je rad
sile teze kada se tacka krece pod pravim uglom « jednak nuli, odnosno prirastaj
potencijala sile privlacenja jednak je nuli, tj.

dv =dsF cos(F,s) =0, jerje cos(F,s)=cos90%=0

gde je ds elementarni deo puta S. Ako se tatka kreée pod uglom od 180° ili 0°
imamo sluéaj da je prirastaj potencijala sile teze jednak,

dv = dsF cos(F,s) = Fds, Jerje cos(F,s)==l
U saglasnosti sa ovim mozemo pisati da je izvod potencijala sile teze po elementu

ds jednak,
dw

2 = F cos(F,s) = g, (6.3)

$to pretstavlja projekciju sile u pravcu ds. Ako sada umesto ds, uzmemo h i A/,
dobic¢emo: oW W :
N W = —gAb; p (6.4)

Posto se radi o suprotnom pravcu h u odnosu na delovanje sile teze bice,

dW = gAh za tacku A1
dWy = g’ AR’ (6.5)

kako je rad za pomeranje tacke sa jedne na drugu nivosku povrsinu konstantna
veli¢ina, onda iz (6.5) dobijamo,

_ AR
AR

gAh = g'AR  ili (6.6)

‘Q\lcQ
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Sto ukazuje da su nivoske povrsi na nekoj medusobnoj udaljenosti ne u geometri-
Jskom ve¢ u dinamickom smislu. Ako izmedu tacaka A i B imamo vise stanica,
odnosno imamo vise nivoskih povrsina, na osnovu (6.6) dobijamo:

s .
/ gAh=G(Hp — Ha) =Wa - Wp
. A
ili . (6.7)
Wy - W,
(Hp — Hu) = Ag_B

1z jednadina (6.5), (6.6) 1 (6.7) mozemo zakljuéiti:

1. da rezultati nivelanja ne zavise od ”puta nivelanja”,

2. da je razlika potencijala sile teze konstantna veliCina,

3. da se neslaganje visinskih razlika dobijene nivelanjem razli¢itim putevima
izmedu tacaka A 1 B moze otkloniti ako primenimo Ortometrijsku teoriju
ili dinamicku teoriju nivelanja. Dinamicka teorija ovde se nece razmatrati.

6.3.1. Ortometrijska teorija nivelanja

Naziv ”ortometrijska” predlozen je od strane pukovnika Gunjea, a sustina
pripada Vitstajnu, koji je objasnio princip ove teorije 1873 godine.

Ortometrijska teorija zadrzava postojecu definiciju apsolutnih visina kao ver-
tikalna odstojanja od nulte nivoske povrsine. Ona samo ispravlja rezultate nive-
lanja zbog neparalelnosti nivoskih povrsina. Ispravljanje se vrsi dodavanjem po-
pravki koje zovemo ” ortometrijskim popravkama”.

Do 1930 godine, ortometrijske popravke racunate su na osnovu normalne sile
teze po Klerovoj formuli. Pojavom gravimetra, omoguceno je, da se za veoma
kratko vreme odredi stvarno ubrzanje sile teie, pa zato razlikujemo normalne 1
stvarne ortometrijske popravke.

Na slici 6.4, date su tacke A 1 B, koje se nalaze na fizickoj povrsi zemlje, a
tacke Ap 1 Bg su njihove projekcije na nultu nivosku povrsinu. Pretpostavimo da su
nivoske povrsi u tactkama A, B 1 S paralelne. Prema tome nivelanjem odredujemo
visinsku razliku Ah = 7 — P.

Ako kroz tacku A polozimo nivosku povrs, paralelnu sa nultom nivoskom
povrSinom, ona Ce seéi vertikalu u tacki A’. Stvarna nulta povrs polozena kroz
tacku A, koja nije paralelna sa nultom povrsinom seci ¢e vertikalu u tacki ap. Sa
slike se vidi, da je

Haq+ Ah #— Hpg
odnosno jednadina nije zadovoljena za veli¢inu Cy, odnosno za ortometrijski deo,
koga zovemo ortometrijska popravka.
Na osnovu (6.6) dobijamo,

ga - AoA =4gB - Boao (68)

116



’ 31.6.4. Ortometrijska popravka

gde su: AgA = H, i Bpag = Ha + Cyr, zamenom u (6.8) dobija se,
ga Ha=gp-(Ha+Chr) ~(6.9)
Normalno ubrzanje sile teZe y za tatke na nultoj nivoskoj povrsini racuna se,
= y5>(1 — 3 cos 2¢p) - (6.10)

gde su: v§® ubrzanje sile teze na nultoj povrsi za Sirinu ¢ = 45°.

Iz (6.10) proizilazi da su:
v4 = %5 (1 - Bcos2pa)
¥B = 75°(1 — B cos 2pp)
zamenom u (6.9) dobija se:

Y83 (1 — Beos2pa)H 4 = v37(1 — Bcos 20B)(Ha + ChH)

ili

(1 —-PBcos2pa)
(1= feos 25)
Za prakti¢nu primenu koristi se drugi oblik formule (6.11), ako uzmemo u obzir
da je,

Hy+Cqx = Hp = BHa(cos2pp —cos2pa) (6.11)

2 + vB
‘PA+@B:(<P+M:2‘Pm§ oB —pa = Ap”
-onda se az ortometrijsku popravku dobija formula:
26 : 1"
Cyg = _WHA - s1n 20, - Ap”; B = 0.002637 (6.12)
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Iz analize ove formule sledi:

- da je Cy jednako nuli kada je 2¢,, = 180° ili ako se racunanja i merenja
obavljaju na ekvatoru,

— da je Cg jednako nuli kada je Ap = 0°, odnosno kada je nivelanje po paraleli,
- da Cg ima maksimalnu vrednost za ¢ = 45°,
- da je C'g negativno kada je Ap > 0, a pozitivno kada je Ap < 0.

[zracunate visine sa ortometrijskim poprav<ama nazivaju se metriékim visi-
nama 1li ortometrijske visine.

U svetskin nauénim krugovima vlada misljenje, da za nauéne svrhe treba
koristiti ortometrijske visine, a za prakti¢ne nivelmanske.

6.4. Analiza metode preciznog nivelmana

Pod imenom metode preciznog nivelmana, podrazumevamo, kako precizni
tako 1 visoko tacni nivelman. Prethodno je potrebno da damo opis metode merenja
[19] '

1. Instrumenti 1 pribor:
Instrument: Nivelir sa opti¢kim mikrometrom,
Pribor: letve sa dvostrukom podelom, papucde ili klinovi,

Radna mera: podela na letvi i opticki mikrometar:

(3]

. Ispitivanje nivelira i letava:
libela: osetljivost, preciznost

Opticki mikrometar:sluéajne 1 sistematske greslke, odredivanje, vrednosti po-
deoka, ispitivanje mrtvog hoda zavrtnja za koencidiranje.

3. Durbin:
kvalitet—opticke osobine, hod soéiva za fokusiranje.

4. Letve:

slu¢ajna i sistematska greska podele, odredivanje srednjeg metra para letava
1 odredivanje temperaturnog gradijenta letava.

(&3]

. Ostala ispitivanja:
elevacionog zavrtnja, odredivanje ugla ”i”, kao i njegova promena zbog tem-
perature, odredivanje srednje greske viziranja i td.

Neka od navedenih ispitivanja vrSe se jedanput, neka se vrse periodi¢no, a
pored toga ne vrée se uvek sva ispitivanja. Obim i tatnost ispitivanja zavise od
potrebne taénosti merenja.

6. Kontrola 1 rektifikacija nivelira 1 letava — neposredno pre merenja.
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7. Uslovi merenja:

pre pocetka merenja izloZiti nivelir 1 letve spoljnim uslovima 30’. Zastititi
nivelir 1 stativ suncobranom, brzina vetra ne sme biti veéa od 3m/sec. Ne
vritl merenja kada su nejasni likovi i na nestabilnom terenu. Merenja vrsiti
u stabilnim uslovima kada je uticaj refrakcije najmanji. DuZina vizure mora
biti u odredenim granicama. Broj stanica izmedu repera mora biti paran.

8: Postupak pri merenju:

meri se 1z sredine, noge stativa se postavljaju po semi,

¢itanje letava, na neparnim stanicama: Zy Py P2,
¢itanje letava na parnim stanicama: P1Z1Z9Py.

merenja treba da se odvijaju brzo i ravnomerno, merl se u dva smera, pre 1
posle podne.

9. Pracenje i kontrola merenja:

spoljna temperatura, razlika izmedu dvostrukih vrednosti visinskih razlika na
stanici, odstupanje razlike ¢itanja na jednoj i drugoj podeli od konstante letve.
Razlika 1zmedu visinskih razlika dobijene nivelanjem u dva smera.

10. Obrada:

rezultat merenja visinske razlike je prosta aritmeticka sredina od svih merenja.
U rezultate merenja unose se popravke za: srednji metar para letava 1 za
vrednost podeoka optickog mikrometra.

Iz opisa metode merenja proizilaze izvori gresaka kod nivelanja na jednu stan-
icu. Izvori gresaka po grupama su:

1. greske nivelira,

2. greske letava,

3. greske ispitivanja i rektifikacije nivelira,
4. greske ispitivanja letava,

5. izvori greSaka pri merenju,

6. greske zbog spoljnih uslova,

7. greske merenja.

Potrebna znanja studenata rudarskog i geoloskog smera iz oblasti nivelmana,
obraduje se u predmetu Geodezija I, a ovde 1zloZena materija treba da im da jednu
nadgradnju merackog obrazovanja i da im eventualno posluzi za opredeljenje ka
specijalistickim studijama.
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GLAVA 7

Trigonometriysko odredivanje visina —
tmgonometm]skz nielman

Za radunanje visinskih razlika u trigonometrijskom nivelmanu upotrebljavaju

se formule: 5
DHA =ScothZy4 +14 —IB +(1-—K)—
52

DH$ = Scoth Zp +ip —la +(1 - K)o (7.1)

Grafickla pretstava ovih geometrijskih odnosa data je na slici 7.1.

D

SL.7.1. Trigonometrijsko odredivanje visina
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Ako pretpostavimo da su izmerena zenitna odstojanja na tatkama A 1 B,
kontrolna formula za raéunanje visinske razlike po (7.1) glasi:

Z5—Za in—'p la—l
B _fa A B A" B (7.2)

B _
DHZ = Stan 5 5 5

U formulama (7.1) 1 (7.2) jasnisu svi ¢lanovi, §to se tice geometrije,osim poslednjeg
¢lana u formuli (7.1), koji se u literaturi naziva st iZenje horizonta. U ovom ¢lanu
nalazi se koeficijent refrakcije. Uticaj refrakcije izrazava se uglom ¢, koji linearno
poveéava visinsku razliku za BiB = K - S?/r. Zbog uticajazemljine krivine
projekcija tacke B(By) nalazi se ispod horizonta tatke A-prava A — By. Prema
tome treba odrediti odsetak BgBs. On se ra¢una po formuli:

2

S

razlika odse¢ka BgB» 1 BB; daje utica) snizenja horizonta:

S? S? S?
o~ Kor =(1-K)5-

2r (7.4)

U jednadini (7.4) najteze je odrediti veli¢inu koeficijenta refrakcije.
Koeficijent refrakcije moze se odrediti na viSe naéina:
1. Iz odnosa Zemljinog poluprec¢nika = i polupre¢nika putanje 7, talasa,
r A"

K=—=
L

(7.5)

YIRS

2. Po formuli Helbig-a (1980), ako se zanemari uticaj sadrzaja vodene pare:

P, L dTy .
K = 5037_,- (0.0342 + —a;) sinZ (7.6)
3. Prema [18]:
K=-_. (—iﬁsin Z
n dz
gde je dn = — [<'.’n Veliéina dn/dz moze se odrediti i na osnovu Barel-
dz rsin Z

Sears—ove jednacine za indeks prelamanja,

P
Ni = (ng — 1)10° = 83.11= — 11.27;— (7.8)

formula (7.8) odgovara elektromagnetnim talasima iz infracrvenog dela zracenja
spektra.
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Odredivanje koeficijenta refrakcije geodetskim metodama trazi, dosta vre-
mena, odnosno veliki broj merenja, da bi se odredila njegova srednja vrednost.
Ostala dva nadina traze mnogo manje vremena.

Smatramo da je korektnije ako se primeni teorija konformnog preslikavanja,
Jer se mozZe i1zracunati ugao refrakcije ¢ 1 njime redukovati zenitnu daljinu, odnosno
otpalo bi racunanje koeficijenata refrakcije. Ovaj postupak razraden je u [18],
tretirajuéi putanju elektromagnetnog talasa kao geodetsku liniju u zakrivljenom
trodimenzionalnom Rimanovom prostoru, koji je konformno povezan sa Euklid-
skim prostorom (XY Z), pa moguée je prema Moritz—u (1962) iskoristiti teoriju
konformnog preslikavanja i pokazati, da je redukcija opazZanih pravaca, merenih
uglova i duzina za atmosfersku refrakciju, ta¢no trodimenzionalni analog redukeije
duZina 1 pravaca kod konformnog preslikavanja povrsina, kao §to je elipsoid na
ravan. Na taj nadin dobija se jedinstvena teorija za utica) atmosferske refrakcije
na geodetska merenja.

Postavimo u prostornom koordinatnom sistemu (zyz) tatke A 1 B, a zatim u
tacki A postavimo koordinatni poéetak novog sistema (XY Z), tako da koordinatna
osa X sadrzi tacke A B (sl.7.2).

S1.7.2. Grafiéki prikaz uticaja refrakcije

Na osnovu teorije preslikavanja, razmatranjem vektora e koji je jediniéni vek-
tor duz prave AB i vektora &, koji je tangenta putanje talasa, dobija se formula
za sracunavanje uticaja vertikalne refrakcyje:

AB =—= —xdz (7.9)
Formula (7.9) pretstavlja opste reienje problema, a odgovara uglavnoj korekciji

kod trodimenzionalnog preslikavanja.

Prema slict 7.2, vertikalna korekcija Af, odgovara refrakcijskom uglu 6, koji
pretstavlja integralnu vrednost lokalnih vrednosti refrakcije duz putanje talasa.
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Promena visinskog ugla ili zenitnog odstojanja za dé, prouzrokuje promenu

dr-elementa refrakcije,
dr = (s — X)dé (7.10)

gde su: X-tekude rastojanje od tacke A prema B

dé = x,dz
Xv—Krivina putanje,
1 I dn .
XU—E———;'EZTSIHZ (711)
Zamenom dé u (7.10) dobijamo,
S
T :-/ (s = X)xvdz (7.12)
0

Zamenom (7.11) u (7.12) dobijamo opste reSenj za sracunavanje refrakcionog ugla
6 zbog uticaja atmosfere,

_ 1. _1 s [P dn _
6._< nsts >10 /0 a’z(S X)dz (7.13)

Iz (7.13) proizilazi da su neophodni vrednosti meteoroloskih parametara za sracu-
navanje priraStaja indeksa prelamanja, koji se ra¢una po formuli:

dn_._s ON ON ON de
an . 46 - 9N ON ON ae 7.14
dz 10 0T 0P Qe dz (7.14)
Ako diferenciramo jednaéinu (7.8) dobija se,
dn aT .

oorn ines P

b=-2842-107° =

P

_ -6
a=-83.11-107°- Tz

Iz (7.15) zakljucujemo da treba sracunati jos temperaturni gradijent, kojise ratuna

po formuli:
' dT T VA
L (f) (7.16)

gdesu: T, = — 5 ~rasmera temperature u K°,

P

3
L= C:T]Z; — parametar Obuhova,
g
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V. — koeficijent trenja,
Cp - specifitna toplota,

k — von Karmanova konstanta = 0.40,
¢ — univerzalna funkcija.

Zamenom (7.15) 1 (7.16) dobijamo konacno resenje za sralunavanje refrakcionog
ugla ¢ u funkeciji meteoroloskih parametara.

1sinZ' T — 1 7
6=19¢ - —E - X)=— — .
1-I’-'n S K i=0(S )Ziéh (L,') . (7 17)
= _Lgnz2
0 = nst'u2

Redukovano zenitno odstojanje bice:
zZ=27+9 (7.11)

Resenje dato jednacinom (7.8) za refrakcijski ugao, pretstavlja univerzalno reienje,
dobijeno na osnovu teorije konformnog preslikavanja i teorije slicnosti Monina—
Obuhova za prizemni sloj atmosfere, smatrajuéi pri tome atmosferu kao turbu-
lentnu sredinu.
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GLAVA 8

Satelitska—kosmicka geodezija
— metode GPS tehnologiye —

Za pisanje ovog poglavlja autor je prvenstveno razmisljao, da se studentima
rudarstva i geologije, prenesu bar osnovna znanja iz oblasti razvoja kosmicke
tehnologije, koja se danas koristi za resavanje zadataka geodezije.

Od prvog poletanja Zemljinog vestackog satelita 4 oktobra 1957 godine u
SSSR~-u 1 brzom razvoju raketne tehnike 1 kosmonautike, geodeziji se postavio
jedan osnovni zadatak, razvoj jedinstvenog koordinatnog sistema za celu Zemlju,
sa centrom u sredi§tu Zemlje. S druge strane kretanje Zemljinih satelita vrsi se u
polju sile Zemljine teZe, koje je svojim karakteristikama veoma vazno. Velike brzine
kojima se krecu Zemljini sateliti, najavile su potrebu za stvaranjem novih metoda 1
uredaja za merenje, u prvo vreme za odredivanje pozicija za vojne potrebe. Ubrzo
se uvidelo da se upotrebom satelita mogu resavati i zadaci geodezije. Tako je poceo
razvo] kosmicke-satelitske geodezije. Danas satelitska~kosmicka geodezija izucava
medusobni polozaj tacaka na Zemljinoj povrsi i kosmickih uredaja.

8.1. Primena satelitske geodezije-metode za
resavanje zadataka

Resavanje zadataka primenom satelitske geodezije, zasniva se na odredivanju
koordinata kosmickih uredaja, koristeéi rezultate merenja pravaca, rastojanja 1
relativaih brzina.

Merenje pravaca 1 rastojanja vrsi se fotografskim 1 radiotehni¢kim metodama,
odnosno sredstvima.

Fotografskim metodama, fotografise se satelit na zvezdanom nebu i fiksira
se vreme opazanja, a zatim odreduju astronomskim metodama rektascenzija o 1
deklinacija 6. Zatim se fotografskim metodama na snimljenom materijalu odreduju
(mere) uglovi izmedu pravaca ka zvezdama i kosmic¢kog uredaja. Ulogu uglovnog
etalona igra Zvezdano nebo, za odredivanje uglovnih odstojanja. Posle obrade
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ovih podataka odreduju se koordinate tacaka na Zemlji.

Radio-tehnicke metode zasnivaju se na merenju relativnih brzina 1 rasto-
janja do satelita. Merenje radialnih brzina zasiovano je na efekat Dopplera.
Odredivanjem koordinata vestackog Zemljinog saselita, moguce je odrediti koor-
dinate prijemne stanice na Zemlji. Obzirom da =e kretanje satelita vrsi u grav-
itacionom polju Zemlje, to izuavanje ovog kreta 1ja u koordinatnoj formi, daje 1
informacije o gravitacionom polju Zemlje.

Medu radio—tehni¢kim metodama je i tehnoiogija GPS (Global Position Sys-
tem) ili globalni pozicioni sistem.

8.2. Matode resavanja osnovnih geodetskih
zadataka

Pod osnovnim geodetskim radovima podrazumevamo skup radova na postavl-
janju i odredivanju polozaja tataka na povrsi Zemlje, odnosno njihov horizontalni
1 vertikalni poloZaj u jedinstvenom koordinatnom sistemu.

Tacke se rasporeduju na terenu po sistemu trouglova koji se naslanjaju jedan
na drugog 1 &ine osnovnu mrezu, koja treba da posluzi drZzavnom premeru za
dobijanje karata i planova, za mnogobrojne inZenjerske radove i za nauéne potrebe
(odredivanje oblika 1 dimenzija Zemlje).

Ovakva mreza moze se ostvariti klasicnim terestrickim metodama visoko ta-
¢nih merenja, kao §to su astronomska, gravimetrijska, uglovna i linearna merenja,
merenja visinskih razlika 1 merenja satelitske geodezije za sada po metodi GPS
tehnologije, uz odgovarajucu matematicku obradu rezultata merenja. Za ispravno
odlucivanje, koja ¢e se metoda primeniti, neophodno je poznavati tacnost 1 eko-
nomiénost pojedinih metoda merenja. Na slici 8.1 prikazana je taénost pojedinih
metoda, obzirom na udaljenost opazacke stanice od objekta merenja.

U danasnje vreme, a verovatno i u slede¢im godinama, sigurno ce se primenji-
vati tehnologija GPS, ili sistem globalnog pozicioniranja. Ovaj sistem na kratkim
rastojanjima daje tacnost sadadnjih klasiénih meteoda, a za odstojanja veda od
10 km, taénost terestri¢kih metoda je manja od metode GPS. GPS metoda za
1izvodenje radova je 1 ekonomiénija od klasi¢nih terestrickih metoda.

Laserska merenja i1 VLBI (Very Long Base linije Interferometry), daju po-
djednaku tacinost, ali se zbog velikih troskova i transportnih problema, njthova
upotreba svodi samo na odredivanje taénih baza za kontrolu koordinata 1 razmere
mreza razvijenih ostalim metodama. Na kraju moZemo zakljuditi, da su satelitska
dopplerovska merenja 1 GPS tehnologija podesni za dobijanje koordinata tacaka
osnovnih drzavnih mreza kao 1 mreZa u inZenjerskoj geodeziji.

Koncept razvijanja 1 odredivanja osnovnih drZzavnih mreZa, imajuci u obzir
mogucnosti satelitske geodezije, menja se iz temelja, a 1 mnogl nadi i strani autori,
misljenja su, da su mreze satelitske geodezije, mreze nultog reda.
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S1.8.1. Tac¢nost metoda merenja

8.3.

Satelitsku geodeziju mozemo podeliti na:

1. Geometrijsku
2. Dimamicku
3. Operativnu.

Osnovni koncept satelitske geodezije

Na slici 8.2, prikazan je geocentri¢ni globalni koordinatni sistem (XY Z) sa
koordinatnim poéetkom u centru mase zemlje G. Na istoj slici oznaceni su sa:

2

S1.8.2. Primena satelita u geodeziji

r; — geocentricni radijusvektor
satelita,

p; — merene duzine do satelita.
Py, P, — opazacke stanice na Zemlji,

Pretpostavljeno je da su koor-
dinatne ose konvekcionalnog
geodetskog sistema (zyz) i ge-
ocentri¢nog sistema (XY Z)
paralelne.
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8.3.1. Geometrijske metode satelitske geodezije

Ove metode zasnivaju se na opaZanju satel'ta kao pokretni vizurni signal.
Sustina se sastojl u odredivanju poloZaja tacaka 1a zemlji, na osnovu prostornih
trouglova ¢ije je jedno teme polozaj satelita u doti¢nom trenutku. U geometri-
jskoj geodeziju interesuje nas teresticki vektor R; a nepoznati vektor r*, eliminise
se simultanim merenjima. Geometrijske metod> dele se na: sinhronizovane ili
1Istovremene, kvazisinhronizovane (priblizno istovremene) i orbitalne.

Sinhronizovane metode zasnivaju se na istovremenim opaZzanjima satelita sa
raznih tacaka Zemljine povrdine, ¢iji su parametri, kao funkcije vremena dobro
poznati 1 daju moguénost izracunavanja polozaja satelita u bilo kom trenutku.
Fudamentalna jednacina satelitske geodezije je:

=B+ R; + PP 8.1)
7 J= 7

gde je: Pj - mereni pravac, odnosno jediniéni vektor |Pj"| =1,
B - geocentriéni stalni vektor pocetka geodetskog koordinatnog sistema.

Znajuci komponente vektora opaZzacke stanice Rj 1 topocentricne vektore Pj"
mogu se odrediti koordinate satelita u geodetskom sistemu u nekom vremena.
Ovaj zadatak se naziva prvi zadatak satelitske geodezije. Ako ose globalnog geo-
centreiénog 1 konvekcionalnog geodetskog sistema nisu medusobno paralelne 1 ako
se pojavljuje razlika u njihovoj razmeri, onda za geocentri¢ni radijusvektor dobi-
jamo,

r' = B+ (1 +dm)R.R; + P} P} (8.2)

gde su: dm - faktor razmer,

R. - rotaciona matrica,

]. Cr _Cy
R.=|—c: 1 Cr
cy —Cz 1

Veliéine ¢, ¢y, c; su rotacioni uglovi oko zyz osa.

8.3.2. Orbitalna metoda

Ako su u jednom trenutku ¢, poznate koordinate satelita S*' u koordinatnom
sistemu tacaka P; i P, i ako su poznate koordinate satelita S*2 i S* u trenucima
to 1 t3, iz talaka P31 P4, onda je moguce odrediti koordinate tataka Pz 1 Py u
koordinatnom sistemu u kome su tacke P; 1 P,, slika 8.3.

Ako se kod primene ove metode vrie lenearna merenja, onda je neophodno
imati minimalno bar tri opazanja satelita.
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191 b Ry
t3

P2 Py
P1 P4

S1.8.3. Orbitalna metoda satelitske geodezije

Iz dosadasnjeg izlaganja, zakljuéujemo da je geometrijska metoda nacelno
prikazana, a da za ostale metode satelitske geodezije mozemo reci sledece: Di-
namicka metoda uglavnom se bavi odredivanjem vektora r’, odnosno ubrzanja sile
teze.

Operativna satelitska geodzija obuhvata metode kod kojih se polozaj satelita
uzima kao poznata vremenska funkcija 7/(t).

8.4. Nebeska mehanika
Osnovna teorija kretanja vestackih Zemljinih satelita

Osnove nebeske mehanike postavili su Johanes Kepler (1571-1630) i Isak New-
ton (1643-1727). Oni su na osnovu podataka opazanja kretanja nebeskih tela, as-
tronoma Tiho Bahea-a (1546—1601) postavili odnose u nebeskoj mehanici. Kepler:
je formulisao tri zakona o kretanju nebeskih tela. Keplerove zakone teorijski je
dokazao Newton, kada je pronasao Zakon gravitacije.

Prema ovom zakonu, sila kojom se privlaée dva tela daju se formulom,

K=fmm (8.3)

”
gde su: m; = M (masa Zemlje),
my = m (masa vedtat. Zemljinog satelita,
r — geocentri¢ni radijus vektor satelita,
7 — vektor polosaja satelita.

Na osnovu jednadine (8.3) mozemo dobiti vektor ubrzanja satelita

2
Zt—; =7r=- i—g{- -7 (8.4)
Mnozeéi jednadinu (8.4) sa 27 skalarno, znajuéi da je
dr 9 .o
r= =, v =7
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mozemo dobiti integral energije v
. o 1
v = 2f7 +F (85)

2
Iz (8.5) dobija se kineticka energija satelita %-jediniéne mase m1 1 potencijalna

energija —, odnosno zakljucujemo da putanja sa .elita zavisi od velicine £.
T

Poznato je da se kretanje satelita po putanj: deSava pod uticajem polja sile
zemljine teze, ali pri tome igraju ulogu i sile privlacenja drugih tela, otpor atmos-
fere, pritisk svetlosti 1 drugih sila.

Ubrzanje satelita g izazvano silom teze Zemlje, moze se odrediti na osnovu

funkcije sila Zemlje, V/,
- 0
g= —ﬁ(V) (8.6)

glesu v = f[ff

7 — vektor polozaja satelita u geocentricnom koordinatnom sistemu,
r — rastojanje elementarne mase dm do spoljne tacke,
f=6673-10"N(m?/kg) =6.673- 10" tm3kg~1s72

Integral u (8.6) mora se izvrsiti po celom obimu Zemlje, medutim, kako je
to objektivno nesigurno u geodeziji 1 mehanici ide se drugim putem, odnosno
jednacina (8.6) razvija se u red, odnosno razvija se u red funkcija sila V po sfernim
funkcijama, odakle se dobija,

{ m
V= §+§ <Z Z Crmn cosnl + Smn sinnl) (TT()) Pont (8.7)

m=1n=0

gde su:  u = f-M - gravitacioni parametar Zemlje,
M - masa Zemlje,
r,, [ - sferne koordinate satelita,
ro — srednji radijus Zemlje,
Ppmn — polinom LeZandra,

Cmn, Smn — konstante koje zavise od oblika i unutradnjeg sastava Zemlje, a
" odreduju se gravimetrijskim 1 satelitskim opaZanjima.

Vektor ubrzanja satelita 1zazvanog telom Zemlje, ra¢una se po formuli,
d?r ov 1 —
=0T OV Bl oy 8.8
I dt? or B +V (8.8)

gde je 7V - vektor koji pretstavlja sumu poremecaja funkcije sile V' Zemlje.
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Vektor ubrzanja satelita izazvanog silom privlacenja drugih planeta,

G “Zl-‘z (T—_—r—-—%> (8.9)

12
gde su: u;, 7#; — gravitacioni parametar 1 vektor polozaja i—te planete.

Ubrzanje satelita u zavisnosti od sile ¢eonog otpora, kojom atmosfera
ometa satelit:

= ——C’ p(H)vv (8.10)

gde su:  C; — koeficijent aerodinamickog otpora,
A - povrsina preseka satelita,
v — relativna brzina satelita u odnosu na Zemlju,

m, p(H) - masa Zemlje, gustina atmosfere.
Ubrzanje satelita, zbog dejstva svetlosnog pritiska,

A 7Pog—7

=K ———:
gc |7‘0 _ 'I'|3

(8.11)

gde je: K — koeficijent koji karakteriSe sposobnost Sunca za izucavanje svetlosti
1 svo)stva satelita da iste odbije.

Na osnovu (8.8), (8.9,(8.10) 1 (8.11), moze se dobiti diferencijalna jednaéina
za ubrzanje kretanja satelita,

g:—%f+v7+§p+ga+§c (812)

il
I e
g=-37+ds;  §8=VV+Gp+dati
gde su: %F - osnovno ubrzanje izazvano silom privlacenja Zemlje,
T
g — poremecaj ubrzanja izazvano drugim silama.
Trajektorija putanje satelita moZe da se odredi integracijom jednacine (8. 12)

Resenje zadatka o kretanju satelita je veoma slozeno i u prvom priblizenju,
razmatra se kretanje kao kretanje meridijanske tacke ¢ija je masa jednaka masi
Zemlje. Takvo kretanje deSava se u polju centralne sile i1 naziva se neporemeceno
i1 Keplerovo kretanje.
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8.4.1. Neporemeceno kretanje

Kepler je formulisao zakone kretanja planeta oko Sunca, koje vaze za tela ¢ija
se masa moze zanemariti u odnosu na masu tela kcje privlaci, pri ¢emu je obavezno
imati centralnu simetriju rasporeda gustina.

Zakoni Keplera [11]:

1. Planete opisuju oko Sunca eliptiéne putanje; 1 zajedniékoj ZiZi tih elipsa nalazi
se Sunce.

2. Radijus vektor povuden od Sunca do planete, previaéi u jednakim delovima
vremena jednake povrsine.

3. Kvadrati vremena obilaZenja pojedinih planeta oko Sunca stoje u proporciji
trecih potencija velikih poluosa njihovih putanja.

Trajektorije putanja nebeskih tela mogu da budu krugovi, elipse, parabole ili
hiperbole. Sateliti imaju malu masu i njithov polozaj zadaje se vektorom 7, tada
sila koja deluje na satelit odnosi se na jedinicu mase 1 jednaka je,

- - “o_
g=r=— 37 (8.13)

Iz jednacine (8.13) proizilazi da ima sistem od tri diferencijalne jednacine drugog
reda, Cije reSenje zavisi od 6 parametara:

2 - rektascenzija ulaznog &vora,

¢ — nagib trenutne putanje satelita u odnosu na ekvator,

w - argument perigeja,

a - velika poluosa elipse putanje,

e — numeriéki ekscentricitet putanje,
To — trenutak prelaska perigeja.

Ako (8.13) pomnozimo sa 27 dobiéemo,

. 2%F = _r%:zﬁ% (8.14)
d 2y K d =2
3{(7’ ) —r_3£( )
Znajuéi da je 7 = v, v? =72, 72 =72 tada je
d, o, pd, ,
(V) = =35
i
d, o 2pdr o d (1
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Integracijom (8.15) dobija se,
y 2
w=tig (8.16)

Jednadina (8.16) pretstavlja integral energije, a E—konstanta energije. Ako je
E = p/r, putanja elipse je kruzna, ako je £ < 0 putanja je elipsa, £ = 0 putanja
je parabolai £ > 0 putanja je hiperbola. Obzirom da se sateliti kre¢u putanjama
konusnih preseka, onda se vektorski proizvod, vektora poloZaja 7 1 brzine v, daje
formulom:

Foi=F-7#0 (8.17)
Ako sada (8.17) diferenciramo po vremenu dobijamo,
ii—(f*x?):?xi‘+r-%"" (8.18)
dt
pri éemu je 7 x 7 = 0, odnosno 7 x 7 = —4(7 x #) = 0 Imajuéi u vidu (8.18)

proizilazi da je a(r x 7 = 0, odnosno posle integracije dobijamo,

=c (819)

=

T X
gde je: ¢ — konstantni vektor 1 naziva se konstanta povrsi. |
Jednaéina (8.19) moze sa napisati i u sledecem obliku:
yz —zy =1
2& —TZ = Cy (8.20)
TY — YT = 3
gde su ¢1, ¢z, c3 konstante povrsi. Iz (8.20)} dobija se medusobni odnos
1z + coy + c3y = zyz — z2y + 2y — zyz + z2y — yzz =0

Konstante povrsina ci, ¢co, c3 obrazuju vektor kinetickog momenta 1 opredeljuju

ravan,
1T + cay +cC32 =0 (821)

Ova ravan prolazi kroz poéetak koordinatnog sistema i zove se ravan putanje (or-
bite). Vektorskim proizvodom vektora ¢ i vektora 7 dobijamo,

Ex?:—%(fxi‘*)xf:~%?x(?xrl-‘)

iskoristivsi poznate vektorske osobine,
ax(bxg)=ba c)—ea-b)
dobijamo,

X F= —T%[f(f ) —o(F ) = _r_3[7'-r2 — PR = —p (8.22)
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ako ovo integriSemo dobijamo
CXT= 7!

=-f

!

(8.23)

gde je f konstantan vektor, zove se vektor Laplaca. Iz (8.23) zakljucujemo da je
vektor ¢ ortogonalan vektoru f, je

cifitcafat+esfz=:0 (8.24)

Odnosno vektor ¢ je ortogonalan ravni orbite, jer vektor f lezi u ravni i opredeljuje
fokalnu osu orbite.

Ako (8.23) skalarno pomnozimo sa 7 dobijamo,

fiz + fay + faz = —pi + ¢? (8.25)

Jednaéine (8.21) i (8.25) u potpunosti odreduju putanju.

Kako se kretanje satelita deSava u ravni (8.21), onda je korisno da se postavi
novi koordinatni sistem u toj ravnisa pocetkom u centru mase Zemlje. Koordinatni
sistem ¢ine ose (K1 K3 K3).

Koordinatna osa K, prolazi kroz perigej i na toj osi lezi Laplasov vektor f.
Osa K3 upravna je na ravan putanje i u njoj lezi vektor ¢. Osa K5 upravna je
na ravan K K3 1 Cini desni koordinatni sistem. Prelazak iz sistema zyz u sistem
K1 K5 K3 vrsl se 1zrazom,

fi fa f3

fa 7 f 7 g

Ky | = cafs—cafr cafi—cifs —cifa—cafi y|=0 (8.26)
cf cf cf

K3 E.l_ C_z E”. z
c c

Prema tome jednacine (8.21) i (8.25) mozZemo napisati u funkeiji novog koordi-

natnog sistema

K, =0; pr+ fK, =c? (8.27)
Uvedimo polarne koordinate za ravan K10K,
K, =rcosv
Koy =rsinv (8.28)
U polarnom koordinatnom sistemu jednaéina (8.27) ima oblik,
pr + freosv = c? (8.29)
Iz (8.29) dobijamo: \
¢
r= —fﬁ——- (8.30)
14+ =cosv
m
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Jednacine (8.30) 1 (8.16) u potpunosti opredeljuju putanju satelita.

2

Ako u (8.30) uvedemo oznake p = Cie= {—L, dobija se novi oblik za jednacinu

u
(8.30):

_ p
"= l+ecosv (831)

Ako je e = 0 putanja satelita je kruzna, a eliptiéna kada je 0 < e < 1,
paraboli¢na kada je e = 1 1 hiperboli¢na za e > 1. U novom koordinatnom sistemu
(K1 K2 K3) sistem jednacina (8.28) dobija novi oblik,

rov=c (8.32)

§to daje mogucnost iznalaZenja zavisnosti ugla v od vremena. Veza izmedu kon-
stanata c 1 f, sa elementima orbite, moze se uspostaviti pomocu jednacine,

p? dv

(1+ ecosv)? dt =0 (8.33)
il
2
D dv
At = ————— .
' ¢ (1+ecosv)? (8.34)

Uzmimo sada integral od momenta prolaska satelita kroz prigej 7 do momenta ¢
uzimajudl za interval brzine od 0 do v.

2 v
S
b-r= ¢ /(; (1 4+ ecosv)? (8.35)

Uvedimo novu uglovnu promenljivu E (ekscentriéna anomalija):

E 1—e v

tan — = tan — 8.36
an 5 TTe an 5 ( )
deferenciranjem (8.36) mozemo odrediti dv:
V1—e2dE
dv = ———— 3T
Tl " cosE (8-47)
- iy l—tan®% 1 —e?
_ oSy = el+tan2%—l—ecosE
Ako resimo integral (8.35) dobicemo:
Y 1 )
/0 = m(E —esin F) (8.38)
odnosno, ,
P )
t—T1= m(E-BSIﬂE) (839)
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2
Ako uvedemo oznake u (8.39), a = Ip_ez’ p= %—-, dobiéemo:

a\/T/ﬁz_(t ~7)=FE—esink (8.40)

Jednadina (8.40) zove se jednacina Keplera, koj: daje zavisnost ugla E, od vre-

VE

~377 pretstavlja srednje kretanje ili ;reci Keplerov zakon.
a

mena. n =

Srednjem ketanju odgovara srednja anomalija /M umesto ekscentri¢na anomalija
E,
M =n(t—71) (8.41)
tada jednaéina (8.40) dobija oblik: |
M=n(t—7)=FE —esink (8.42)
tako da veli¢ina n opredeljuje period neporemedenog kretanja satelita.
9 3/2
7= _ 2 (8.43)
n Vi

Orijentacija putanje u prostoru odreduje se veliéinama ¢ 1 £

Cy .
— =sinzsin
c

C2

— = —sinicos 2
c
Cc3 .
— = cos1
c
(8.44)
fi _ L .
7= cosw cos {2 —sinw sin {2 cos ¢
f2 . : ,
7 = coswsin  + sinw cos {2 cos ¢
3 —sinwsini
f
Ponekad se umesto istinite anomalije v koristi argument Sirine
u=v+w (8.45)
odnosno umestp parametara p i e upotrebljavaju se velicine:
e =a(l—e), rea=a(l+e) _ (8.46)

Na osnovu jednadina (8.26) i (8.44) mozemo dati jednaine za izraéunavanje zyz
1 komponente brzine zy 1 z.

z = r(cos u cos  — sinusinQ cos 1)
y = r(cos usin Q +sin u cos {2 cos 7) (8.47)

z = r(sinusini)
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= \/g[e sin-v(.cosw cos 2 — sinw sin Q cos i) + (1 + e cos v)

— sinw cos Q — cosw sin 2 cos 7)]
Y= \/g[e sinv(cos w cos Q — sinw sin Q cos7) + (1 + e cos v)

— sinw sin  + cosw cos 2 cos 7)] _ - (8.48)
éz\/—g[ sinvsin? + (1 + e cos v) cos w sin 7)]

Jednacine (8.47) i (8.48) daju resenje zadatka neporemecenog kretanja satelita.

U trenutku o (pocetno vreme ili” epoha”) zadati su veli¢ine: zq, yo, 20, €0, Yo, Z0-

Treba odrediti p, e, Q,w i 7. Na osnovu jednaéine (8.20) mozemo izradunati ¢y, ¢z, ¢3
cf +c3 +c3

1 vektor ¢ = . Konstante integrala Laplasa izracunavaju se:
z : .
fr = =2 4 gocs — zoca
70
Yo . .
fo==ERdinei—des =+ F+1
- To
J2X4] . . '
fa = =——+Zoc2 — Yoc1
7o ,
. c3
cost = —
¢
c
tanQ = —= (8.49)
1

. 3 .
Sinw. = LCOSGCZ

f
ro = 23+y§+23=\/K02+Z3

Poéetna vrednost istinite anomalije:

. no 0
sinvy = — oSy = — (8.50)
) o

Ekscentriéna anomalija

tan = = 5o an >
Srednja anomalija
MO = EO — esin Eo 7 (851)
T=1y — -];Mo
n

u=\/ﬁ<1—62>3/2
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r= l_pez(l—ecosE):a(l—ecosE) (8.52)

sin é = sin(7) si1(u)
tan(2 — o) = cos(7) t..n(u) (8.53)

Jednacine (8.52) i (8.53) daju vezu izmedu sfern h koordinata e, 6, i elementima
putanje.

8.4.2. Koordinatni sistemi prikazaivanja putanje satelita

Putanja satelita obi¢no se razmatra u tri koordinatna sistema ¢iji je pocetak
zajednicki 1 nalazi se u centru mase Zemlje, slika 8.4.

S1.8.4. Koordinatni sistemi putanja satelita

Astronomski Kartezijev sistem bez pocetka G definise se sa: osom Z—rotacijska
osa Zemlje, ravan ry odredena osama z 1 = koja prolazi kroz proleénu tacku v 1
osa ¥ upravna na ravan zz.

Kod ostala dva koordinatna sistema z 1 y ose leZze u ravni putanje satelita.
Jedan od njih se zove koordinatni sistem ¢vorista, a drugl koordinatni sistem
perigeja. U koordinatnom sistemu ¢vorista, osa z prolazi kroz centar mase Zemlje,
1 tacke preseka ravni ekvatora sa putanjom satelita.
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Koordinatni sistem perigeja ima zajednicku osu z, sa koordinatnim sistemnom
Cvorista, r, osa prolazi kroz perigeja, a y, upravna na ravan z,z,. Rektascenzija
ulaznog ¢vora nalazi se u ravni ekvatora, uglovi w 1 u su u ravnl putanje satelita,
stvarna duZina {, je:

8.4.3.. Racunanje pozicija navigacionih sistema

Elementi putanje satelita, za vreme opazanja korisnici dobijaju u kodiranom
oblike pomocu satelita, ili se posle opazanja mogu traziti od raznih institucija u
obliku preciznih efemerida.

Sateliti svaki sat, emituju:za. referentnu elipsu to, parametre (a, 7, e, 2,w, Mp),
dugo periodiéne smetnje An, £2, 7 1 kratko periodiéne smetnje, du, dr, di. Za kratko
periodiéne smetje daju se Fourierovi koeficijenti, Cys, Ci;cCrs, Cre, 0odnosnoCi;, Ci..
Zatim se za epohu opaZanja t, raunaju elementi Keplerove elipse za At =1t — {o;

a=ag, e—eg
Q=Q+wAt

1 = 1 + 1AL + Ciysin(2w) + S cos(2w)

w = wo + C + ussin(2w) + Cy cos(2w)
M =mg +(no + Au)At (8.54)

Iz srednje anomalije M, mozZe se sracunati stvarna anomalija,

M(t) =n(t —to)
E(t) = M(t) + esin E(t) (8.55)

v(t) = 2arctan {\/E [tan @] }

Zatim se rafunaju, argument §irine 1 duzine radijus vektora 7,

_a(l—e?)
" 1+ ecos(v)

+ Crs sin(2u) + C'. cos(2u) (8.56)

Udaljenost satelita od prijemne stanice, rauna se, u trenutnom koordinatnom
sistemu, povezan sa Zemljom (Grinvickim meridijanom) po formuli [11]:

cosucos!{ —sinusinicos?

Tiep =T cosusinl +sinusinlcosi (8.57)

Sin usin ?

gde su
U =w +v; [=Q—-©6
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U konvencionalnom terestickom koordinatnom sistemu (CIO)-pol, moraju se uzeti
u obzir 1 trenutne koordinate pola,

X 1 0 =z
Tio=T|Y 0 1 =y |7l (8.58)
Z —tp Y J

8.4.4. Svetskl koordinatni sistemi i skale vremena

Do kraja 1986 godine primenjivao se Svetski koordinatni sistem WGS 72, a
od tada primenjuje se WGS 84.

Transformacija koordinata iz WGS 72 u WGS 84, prema (Seeber—u) vrsi se po
formulama:

© @ Ap
A = A +| A (8.59)
hm WGS 84 h WGS 72 Ahm
., (4.5cos ) N A f sin(2¢)
_ \®ocoswp) ! o7 smiep)
Ay (asini") +(Afsinll)+ ( sin "’
AN =0.554

Ahgy = 4.5sin ¢ + adf sin ¢ — da + dr

df = 0.3121057 - 107

a=6378135m
da=2.0
dr =1.4m

U prirodnim naukama vreme je osnovna, fundamentalna veli¢ina za opis dogadaja
1 pojava. U satelitskoj geodeziji vreme je bitna veli¢ina iz dva razloga,

1. Koordinate satelita su funkcije vremena,

2. Koordinatni sistemi u astronomiji, zbog rotacije Zemlje, takode su funkcija
vremnena.

Zbog toga je potrebno poznavati osnovne jedinice za njegovo merenje. Kako su
sve ljudske aktivnosti vezane za Sunce, logiéno se namece, da jedna rotacija Zemlje
bude prirodna jedinica vremena na Zemlji. Radl stabilnosti jedinica vremena u
toku cele godine, definisan je srednji Suncev dan, odnosno srednje Suncevo vreme,
koje se za nulti meridijan naziva svetsko vreme,

UT (Universal Time)

a odreduje na osnovu astronomskih opaZanja sa pedeset stanica rasporedenih na
Zemljinoj povrsini. Razlika izmedu pravog 1 srednjeg Suncevog vremena zove se
vremenska jednaéina 1 moze imati vrednosti od —15’ do +15’. UT-vreme odnosi
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se na trenutni poloza) ose Zemljine rotacije, ali zbog pomeranja pola UT-vremena
potrebno je da se svede na konvencionalni CIO-pol, odnosno preéi na

UT1 (vreme)

koje se odnosi na aktuelnu osu rotacije Zemlje, srednju putanju Zemlje i na srednji
pol.
Ako se iz ovoga vremena elimini$u godisnje 1 polugodisnje promene na rotaciji
Zemlje, dobija se,
UT2 (vreme)

Zbog nepravilnostl u rotaciji Zemlje, najtacnije vreme danas se smatra tzv.
atomsko vreme TAI; (Temps Atomic International). Nulta tatka ovoga vremena
poklapa se sa UT-vremenom za trenutak 1.01.1958 godine. Ovo vreme realizuje
se pomocu atomskih satova, odnosno to je srednje vreme atomskih satova.

Mnoge institucije u svetu zadrzavaju svoje atomske satove, veoma bliske vre-
menskoj skali UT1. Ovo vreme naziva se Univerzalno koordinirano vreme UTC
i veoma je vazno za astronomska opaZanja. Sa TAl-vremena moZe se prefi na
UT1-vreme, odnosno potrebna je korekcija celi broj sekundi

UTC-UT1 =DUT1 < 0.7s

Ovo vreme treba da se uvede u svim koordinatnim sistemima vezanim za Zemlju.

8.4.5. GPS—vreme

GPS-vremenska skala u sustini je americko atomsko vreme 1 nije identi¢no sa
TAI-vremenom, slika 8.5.

Realno vreme

S1.8.5. Grafi¢ki prikaz skala vremena
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Zbog povremenih korékcija za jednu sekundu, UTC-vreme nije podesno za
satelitska opaZanja.

Razlika izmedu UTC-vremena i GPS-vremena je poznata. GPS-vreme podesno
je za astronomska merenja. Razlika ovih vremena vidi se sa slike 8.5. Na primer:

GrPSvreme - UTCy9s7 > 4s

Na osnovu teorije relativiteta, dokazano je dz se u fizici ne moze govoriti o ap-
solutno ujednacéenom vremenu. Ajnstajn je dokazao da i u dva inercijalna sistema,
koji se istovremeno kreéu, dva jednako tacna sata pokazuju razli¢ito vreme.

Ovo je veoma vaZno za satove na satelitu i na terestrickoj stanici. Zbog
relativnog pomeranja satelita u odnosu na Zemlju, sat na satelitu radi sporije od
jednako tainog sata na Zemlji. Medutim, zbog manjeg delovanja ubrzanja sile -
teZe na sat satelita u odnosu na sat na Zemlji, sat satelita radi brze.

U satelitskoj geodeziji su satovi, sa stabilnom frekvencijom 1 - 1075 za vre-
menski period od nekoliko sati.

Opsti oblik jednacine frekvencije je:
filt) = £+ AF+ F(t —to) + £(2)

f=konstanta frekvencije
A f=konstanta greske frekvencije (bias)
f:tra.g frekvencije

f(t)=slucajna greska frekvencije.
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GLAVA 9

Globalni poziciyyskr sistemi — sistemi GPS

U ovom poglavlju prikazane su osnove, opsteg globalnog sistema za pozi-
cioniranje, njihove tehnoloske celine, metode merenja duZina na osnovu merenja
vremena puta od satelita do opazacke stanice 1 odredivanja na osnovu merenih

faznih razlika.

9.1. Struktura GPS—sistema

Opsti sistem za pozicioniranje GPS, sadinjen je od tri tehnoloSke celine, od-
nosno segmenta: vasionski, kontrolni i korisni¢ki segment.

1. Vasionski segment, slika 9.1.

S1.9.1. Konstelacija satelita
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Ovaj segment sastoji se od 24 satelita od kojih su 6 rezervnih. Sateliti su ras-
poredeni u Sest putanja. Putanje satelita su na visini od oko 20 200 km od Zemlje, a
nagnutost putanja, odnosno ugao inklinacije iznos. 55°. Sateliti obilaze putanje za
12 sati. Iznad horizonta uvek su 4-8 satelita. Svi sateliti emituju satelitski signal.
Osnovna frekvencija sa satelitskog oscilatora je 1('.23 MHz. Sve ostale frekvencije
koje se koriste za merenje vremena putanje (Ly, [ 3, C/A —kod, P—kod), izvedene
su iz fudamentalne frekvencije, tablica 9.1.

Oznaka Frekvencija (MHz)
Osnovna frekvencija fo=10.23
Nosedi talas L1 154 fy = 1575.42 = 19 cm
Nosedi talas L2 120fp = 1227.60 = 24 cm
P-kod fo=10.23
C/A-kod fo/10 = 1.023
D—kod f0/204600 =50 - 10~°

Stvarni navigacioni signal je binarni kod, matematicki generisan i tretira se
kao ”pseudo slu¢ajni sum” (PRN). P-kod i C/A-kod imaju razliku u fazi 90°.
Duzina P-koda iznosi 266.5 dana.! P-kod i D-kod, modulisani su na noseéim
talasima L1 i L2, a C/A-kod samo na L1 i ponavlja se svake milisekunde.

Informacije o putanji i satu satelita sadrzane su u D-kodu. Ukupne infor-
macije sastoje se od 1500 bita, $to odgovara vremenu emitovanja od 30 sekundi,
a ukupna poruka koju emituje satelit sadrzi deset reci, a svaka re¢ je od trideset
bita. Poruka je podeljena na pet delova i svaki deo ima svoj sadrzaj:

1. Sadrzi podatke za popravku ¢asovnika.

2-3. Sadrze satelitske efemeride preko kojih se sradunava polozaj satelita u trenut-
nom koordinatnom sistemu vezanom za Zemlju.

4. Ovaj deo rezervisan je za obradu.
5. Sadrzi podatke godi$njaka za jedan satelit.

Satelitske efemeride koje emituje satelit, su niz parametara, koji sadrze pored
Keplerovih orbitalnih elemenata i njihove popravke:

My — srednja anomalijja,
n — priradtaj srednje ugaone brzine,

ekcentricitet putanje,

o
!

a — velika poluosovina elipse putanje,
w — argument perigeja,

Q - rektascenzija,

1o — inklinacija,

ISvaki satelit ima i ”svoj” P-kod, duZine jedne nedelje, a zatim poéinje ponovo
emitovanje

146



to - trenutak prolaza perigeja,
Cus, Cuc — Furijerovi koeficijenti za popravku argumenta latitude,
Crs, Cre — Furijerovi koeficijenti za popravku orbitalnog radijusa,
Cis, Cic — Furijerovi koeficijenti za popravku ugla inklinacije.

2. Kontrolni segment

Ovaj segment ima zadatak da vrsi pradenje, radunanje, prenos podataka i
"nadzor koji je neophodan za dnevnu kontrolu svih GPS-satelita. Da bi se to
ostvarilo postoje pet kontrolnih stanica (Hawaii, Colorado Springs, Ascension,
Diego Garcia, Kwajalein). Glavna kontrolna stanica (Master-Control-Starion)
nalazi se u Koloradu Springsu.

Sakupljeni podaci prenose se glavnoj stanici gde se u sistemu WGS 84, racu-
naju parametri putanje 1 koeficijenti za hod njihovih satova. Rezultati odredivanja
putanje daju se korisnicima u obliku gore pomenutih efemeroida, koji omoguéuju
racunanje pozicije satelita r*(¢) za bilo koji vremenski trenutak.

3. Segment korisnika

Ovaj segment sastoji se od prijemnika 1 opreme za prijem satellitskih signala.
U zavisnosti od prijemnika, odnosno njegove vrste i kvaliteta, dobija se stvarna
vremenska pozicija za navigacione svrhe ili neka staticka ali taénija pozicija za
geodetsku primenu iz opaZanja u toku izvesnog vremena.

9.2. Merenje duzina

Merenje duzina izmedu prijemne stanice 1 satelita, moze se izvrsiti na dva
naéina: na osnovu merenja vremena puta signala, 1 iz faznih razlika. u oba slucaja
dobijaju se pseudoduzina, posto se meri samo jednostruko, odnosno potrebno je
uzeti u obzir medusobni odnos satova na satelitu 1 u prijemniku.

9.2.1. Odredivanje pseudoduzina na osnovu merenja
vremena

Na slict 9.2 oznceno je:
R; - radijusvektor teresticke stanice,
7’ - radijusvektor satelita,

Oznake satova:

U® - Citanje sata satelita u vreme emitovanja signala,
Up — citanje sata prijemnika u trenutku prijema signala,

§°, 67 — odstupanje satova, satelita i prijemnika, od jedinstvene skale-
vremena, U(GPS).
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U* = U*(GPS) + 6°
Ur = UT(GPS) + o7

~ Pi = o(Up —U®) = P! 4 cAc (9.1)

|7 - Rj| = P! = c[Ur(GPS) — U*(GPS)]

Ac = b7 — 8 | (9.2)
gi

—,————
SATELIT

. GEOCENTAR:

S1.9.2. Osnovni koncept merenja duzina

9.2.2. Odredivanje pseudo duzZina na osnovu merenja
faznih razlika

Uvedimo oznake za faze signala:

0 ~faza primljenog satelitskog signala, @p—faza referentnog signala
prijemnika.

. U : .
Tada za faznu razliku % za epohu t = ——, na osnovu fazne jednacine

GPS’

elektromagnetnog talasa
”
((Pvreme - ()Dprostor) =p= f(t - tp) = f(t = E)

dobija, .
s .5 _ ___f_s_, (U +6°) — TU
o =@~ —pr = Cr+f( +68°) - (U + é7)

gde je f kruzna frekvencija.
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Ako usvojimo da je f° = fp = f, r = P;, (zbog jednostavnijeg izvodenja)
dobiyja se za faznu razliku:

op = —%P; A (9.3)

Fazna razlika ¢% za trenutak ¢ ne moze se direktno meriti, moguce je meriti
samo njene promene Ag% u vremenskom periodu At =t — ¢o, pri nultom prolazu
signala u epohi ¢3. Broj celih ciklusa talasa izmedu satelita i prijemnika N, ostaje
neodreden, odnosno (9.3) dobija novi oblik,

o7 = Aprli, + N (9.4)
Celobrojna konstanta u (9.4), N ostaje nepoznata sve dok se uzastopna merenja
Apr = ApTli,

kontinuirano izvode bez prekida putanje satelita, N se menja ako se nastavi
merenje posle gubitka signala. Celobrojna vrednost Ay, tj. ukupan broj ciklusa
naziva se Dopplerov broj. Ako trenutnu fazu <p§- primljenog signala u prijemniku
od satelita, pretstavimo u funkeiji primljene frekvencije 1 proteklog vremena, moze
se faza dati formulom,

%

: P! :
o) = =L = [U.(GPS) ~ U*(GPS)] + I]
Posle dodatnih izvodenja i sredivanja, dobija se za pseudoduZinu:

Pi=|r' = Ri| =X ¢! +cAc+ N} (9.5)

Neodredenost broja N ostaje, a eliminiSe se obradom simultanih merenja.

9.3. Popravke merenih duzina

Rezultati merenih duzina sadrze u sebi sluéajne i sistematske greske. Ove
greske nastaju za vreme emitovanja signala, na putu talasa ili u prijemniku.
Ukupna popravka ra¢una se po formuli:

p=A40p+ CA(S + Qiono + Adrop (910)

gde su: Ap - uticaj promene radijus vektora r’ ili Rp,
Ac - uticaj zbog hoda satova satelita 1 prijemnika,
Aiono — popravka zbog uticaja jednosferske refrakcije,
Airop — popravka zbog uticaja troposferske refrakcije.

Merene duzine treba popraviti za ove uticaje.
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9.4. Metode merenja

Na osnovu naédina merenja duzina, metode rierenja.dele se na:

— apsolutne, odnosno relativne 1
- staticke 1 kinematicke.

Apsolutno odredivanje, je nezavisno odredivanje pojedinih tacaka gde se koor-
dinate dobijaju u jedinstvenom globalnom sistemu (WGS 84), na osnovu istovre-
meno (trenutno) izradunatih pseudo duZina. Za ovu metodu potreban je samo
jedan prijemnik, slika 9.3.

Relativna odredivanja, podrazumevaju simultano merenje duzina ili faze nose- *
éeg talasa na dve ili viSe tacaka. Za ovu metodu upotrebljavaju se najmanje dva
prijemnika. U sluéaju merenja faznih razlika moze se dobiti taénost od lppm, slika

9.4.
4

<4 S

52 52

st

51.9.3. Princip apsolutnih odredivanja S19.4. Princip relativnih odreedivanja

U statickom nacinu ostaju prijemnici za vreme trajanja opazanja nepokretni,
odnosno moze se ostvariti veliki broj prekobrojnih merenja.

Kod kinematickog naéina prijemnici se pomeraju za vreme merenja. Jednos-
truka merenja dozvoljavaju samo jednostruko odredivanje koordinata tacaka.

Apsolutno statistickom metodom postize se za vreme od jedne sekunde upotre-
bom C/A-koda tafnost od 20-50m, odnosno 5-20m, P-kodom. Ova metoda
upotrebljava se za odredivanje koordinata tacaka koje se koriste u sledece svrhe:
za i1zradu karata, za geofizicka istrazivanja, kao 1 za vojne potrebe.

Apsolutnom kinematickom metodom, postize se sa vremenom opaZanja od 1
milisekunde taénost od 20-50 m. Kod odredivanja koordinata pokretnih prijem-
nika, potrebno je 4 satelita za opazanje, za bilo koju epohu merenja. Ova metoda
upotrebljava se za navigacijska odredivanja u vazduhu, na moru i na kopnu.

Relativni statisticki postupak, najvise je primenjivan od strane geodeta. Potre-
bno je najmanje dva prijemnika za merenje fazne razlike na dve stanice. PostiZe se
taénost na 100 km, sa prijemom samo jedne frekvencije od 2 ppm, a sa prijemom
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od dve frekvencije 1 ppm. Ova metoda upotrebljava se za odredivanje koordinata
tacaka, kod drZzavnog premera, inZenjerskoj geodeziji i fotogrametriji.

Relativno kinematicki postupak, zahteva dve tacke sa poznatim koordinatama,
a zatim jedan prijemnik ostaje stacionaran, a drugi se prenosi po nepoznatim
tackama. Taénost ove metode za sada je 1 cm+1ppm, za merenje koje traje 9,
odnosno 20 registracija u trajanju od oko 20”. Proizilazi da ova metoda moze
zameniti klasiénu tahimetrijsku metodu snimanja detalja, a podesno bi bila i na
rudnicima sa povrsinskim korovima gde se moZe iskoristiti, jos kao tehnologija za
stvaranje informeciono—upravljackih sistema u realnom vremenu. U inzenjerskoj
geodezijl ekonomicno je primeniti GPS kod trigonometrijskih mreza gde se za-
hteva milimetarska tacnost. Tehnologija GPS mozZe se primenjivati i u mrezama
sa stranama od 50 km, koje se koriste za geodinamiéka istrazivanja i odredivanja
polozaja busotine.

9.5. Relativna odredivanja

Za povecanje talnosti, odnosno za odstranjivanje izvesnih greSaka merenja,
daje se prednost merenju linearnih kombinacija faza u obliku:

~ jednostrukih razlika (single difference),
— dvostrukih razlika (double difference),
— trostrukih razlika (triple difference).

Za ovo je neophodno imati najmanje dva prijemnika. Ovde se nece izvoditi
postupak faznih razlika veé¢ ¢emo dati samo njihove definicyje:

—- Metoda jednostrukih razlika je razlika 1zmedu simultano primljenih faza od
jednog satelita na dva prijemnika. Ovim postupkom elimini$u se uticajl nesta-
bilnosti sata satelita. ,

- Metoda dvostrukih razlika, pretstavlja razliku dveju jednostrukih razlika faza,
koje se odnose na dva satelita u istom vremenskom trenutku. Ovim postup-
kom eliminisu se greske oba sata tj. greske sata satelita i greske satova oba
prijemnika.

- Metoda trostrukih razlika u sustini pretstavlja razliku dveju dvostrukih raz-
lika, za isti raspored satelita i prijemnika u dva razli¢ita vremenska trenutka.
Detaljnije o ovim razlikama moze se naéi u [11], [6], ...

9.6. Racunanje polozaja satelita i koordinata

1.Raéunanje polozaja satelita u orbitalnoj ravni za vremenski trenu-
tak t u pravouglom koordinatnom sistemu (zo, yo).

Koordinatni poéetak orbitalnog koordinatnog sistema je u tezistu Zemlje. Os-
novna ravan je ravan orbitalne elipse, ¢ija je Z-osa upravna na tu ravan. Osovina
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X prolazi kroz ulazni ¢vor, a osa Y se bira da ¢&ini desni trijedar, slika 9.5. Za
racunanje koristimo parametre iz satelitske poruke, (Mo, u,e, a,w, Crs, Cre, to) 1

merenu veli¢inu ¢.
Ug =V +w

. V1—elsit E
sin(v) = ————— '—
1 —ecos//)
Racunanje poravaka za argument latitude,
du = Cys cos(2ug) + Cus sin(2ug)

u = ug+ Au
Raéunanje orbitalnog radijusa

Ar = Cre cos(2ug) + Cry sin(2ug)
r=a(l—ecos E)+ Ar (9.11)

Racunanje pravouglih koordinata:

Xog =rcosu
Yo =rsinu (9.12)

-2
~ & GEOCENTAR

S1.9.5. Orbitalna elipsa

2. Racéunanje poloZaja satelita i koordinata u trenutnom tere-
strickom koordinatnom sistemu

Koordinatni pocetak ovog koordinatnog sistema je u teziStu Zemlje. Trenut-
na—istinita osa Z je rotaciona osovina Zemlje. Osa X je presek ravni upravaou na
Z osu 1 ravnl koja sadrzi Grini¢ki meridijan. Da bi se polozaj satelita odredio u
trenutnom terestri¢kom sistemu, treba orbitalni sistem okrenuti oko inklinacije i
latitude ulaznog ¢vora, slika 9.6.
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GEOCENTAR

S1.9.6.

Poznate veliine:
. di dw
20, "E) 'E:

t — poznato 1z merenja,

Cis, Cic 1 tg, koristimo iz satelitske poruke,

we = 7.292115147 - 10~ rad/sec — srednja rotaciona brzina,
Racunanje inklinacije:
Ai = Cj¢ cos(2ug) + Cis sin(2ug)
1=1g +Ai+g§'(t—to) (913)

Raéunanje longitude ulaznog ¢vora:
dQ :
Q=Qp+ d_t(t —t9) — popravka rektascenzije
| = Q — w,t — popravka longitude

Racunanje pravouglih koordinata u trenutnom terestickom sistemu,

rr = Ry (=) Ry (=)o = R:(—Q +wet) Ry (—1)r0
X1 = Xp cos(l) — Yy cos(%) sin({)

Yr = Xosin(l) + Yo cos(%) cos({) (9.14)
Zr = Yosin(d)
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3. Racunanje polozaja satelita 1 koordinata u konvekcionalnom ter-
estrickom koordinatnom sistemu (CIO)

Koordinatni pocetak ovog sistema je u teziSiu Zemlje. Osa Z je u pravcu
preseka polozaja severnog pola za epohu 1990-1¢05. Osa X prolazi kroz presek
ravnl koja je upravna na Z-osu 1 ravnoi koja sadrzi meridijan Grini¢a. Osa Y &ini
sistem desne ruke. Trenutni poloZaj pola publik 1je medunarodni biro za vreme
BIH (Bureau International de |’ Heure), obziron na CIO (Convectional Interna-
tional Origin). Za uporedivanje rezultata, saraiunatih od razli¢itih referentnih
poloZzaja, neophodno je da se oni prikazu u istom koordinatnom konvekcionalnom
terestrickom sistemu (CIO), slika 9.7.

XplZc

Xi

9.7. Koordinatni sistem CIO

Transformaciona formula:
Te = Ry(=2p) * Ra(=yp)7r
gde su: 7, — vektor polozaja satelita u konvekcionalnom terestrickom sistemu,
rr - vektor polozaja satelita u trenutnom koordinatnom sistemu,
Rz, Ry -— rotacione matrice,
Tp,Yp — rotacioni uglovi.

Racunanje koordinata:
X 1 0 z,| | X
Y

=0 Ly |Y (9.15)
-Zp Yp 1 Z |,
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4. Racdunanje visina

Rastojanje 1zmedu tacke P, na fizicko) povrsi Zemlje, 1 povrsi elipsoida,
raCunato po normali na povrs elipsoida, zove se elipsoidna visina.

Rastojanje od tacke P do povrsi geoida, racunato po vertikali zove se or-
tometrijska visina.

Ugao 1zmedu normale na elipsoidu 1 vertikale zove se odstupanje vertikala,
slika 9.8.

h=H+N

N-odstupanje geoida

S1.9.8. Visine

5. Racunanje elipsoidnih koordinata

Prirodan anéin prikazivanja polozaja neke tacke na zemljinom elipsoidu je
pomodéu geografskih koordinata ¢, A 1 visine A, (s1.9.9) [6]. Za racunanje ¢, Aih
poznate su koordinate XY Z, a potreban je jos radijus krivine normalnog preseka
po prvom vertikalu 1 ekscentricitet,

N = a(1 — e?sin? p)~1/? — radijus krivine

2 . p2
el = [a_a—z_] — prv1 brojni ekscentricitet
Racuna se:
tan = z !
_\/;cz-i-yz 1—62N
N+ h
= arct Z !
(P— g 132 +y2 1—82N
N+h
B = vaity? N
cos @
tan A = v
z.
Yy
A= t (—)
arctg -
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X = (N + h)cospcos A
Y = (N + h) cos psin A(9.16)
 Z =[N(1 —e?)+h]sine

S51.9.9. Elipsoidne koordinate

6. Referentna transformacija

Koordinate taiaka koje se odreduju GPS—-metodom, dobijaju se u svetskom
koordinetnom sistemu WGS 72 ili WGS 84. Da bi se ovi rezultati mogli porediti sa
koordinatama taCaka zemaljskog koordinatnog sistema, potrebno je izvrsiti trans-
formaciju. Zato je potrebno znati pocetak koordinatnog sistema lokalnog eliosoida
u odnosu na WGS 84, slika 9.10.

LOCAL
ELIPSOID.

GLOBAL
ELIPSOD

9.10. Referentna transformacija

Ako ose ovih sistema nisu paralelne, treba odrediti parametre rotacije, na
osnovu koordinata tacaka na lokalnom elipsoidu i koordinata istih tacaka u sistemu
WGS 84. Odredivanje parametara za transformaciju vrsi se izravnanjem po metodi
najmanjih. Treba odrediti parametre za: tri translacije i tri rotacije, a eventualno
1 faktor razmere. Transformacija se vrsi po formuli :
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Transformacija se vrdl po formuli :

X 1 Wy
Y| =5 | —w: 1
Z Wy  —wg

s

gde je s-faktor razmere.

(9.17)

7. Primena GPS tehnologije na rudnicima sa povrsinskom

eksploatacijom

Primena GPS tehnologije, koja predstavlja uspesnu kombinaciju svemirske,
telekomunikacione 1 ra¢unarske tehnike, na rudnicima sa povriinskom eksploataci-
jom, moguca je kod izvodenja sledecih radova:

- izvodenje merenja u osnovnoj rudni¢koj trigonometryskoj mrezi ~ ORTM-,

— pracenja pozicija kapitalne opreme,

~ pracdenja transportne opreme 1 masina,

u geoloskim istraznim radovima i dr.

izgradnja puteva, kanala 1 sli¢nih objekata
pracenja povrdinskih pomeranja tla (klizista i puzista),

praéenje proizvodnje rudnika u realnom vremenu

Prema tome ova tehnologija GPS omogucuje inZenjerima, ne samo pasivno
pradenje, veé 1 kontrolu i upravijanje tehnoloskim procesima iz dispecerskog centra.

Izvodenje merenja u osnovnim rudnié¢kim trigonometrijskim mrezama..

Sl. 9.11.. Odredivanje koordinata terestrickih taéaka primenom GPS tehnologije
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Merenja se ostvaruju, prijemom emitovanih talasa 1z satelita. Za odredivanje
koordinata trigonometrijskih tacaka treba izvrsiti prijem emitovanih signala sa
vie satelita. Posle obrade podataka, na osnovu izloZene materije odreduju se
koordinate tataka (na slici) ukupno osam.

Primena kod snimanja detalja, izvodenja projekta i pradenja radova
proizvodnje u realnom vremenu

Sl. 9.12. Primer primene GPS-a u merenju prostornih elemenata povrsinskog kopa

Primena kod praéenja kapitalne opreme

Sl. 9.13. Primer primene GPS-a za prostorno pozicioniranje masina.

- Na kraju mozemo kazati da tehnologija GPS—a moze uspesno zameniti klasiéne
tehnologije, dobijajudi rezultate u veoma kratkom realnom vremenu.
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