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Prognoze 1 ocene paranetara ARMA serija
sa eksponencijalnim raspodelama

Rezime: Rad se bavi vremenskim serijama sa eksponencijalnim marginainim
raspodelama.

Uvodni deo rada posveden Jje autoregresivnom modelu prvog reda sa
siugajnim koeficijentima 1i eksponencijalnom marginalnom raspodelom. Definisana
je vremenska serija prvog reda sa eksponencijalnom raspodeiom i sludajnim
koeficijentima. Slucajni koeficijent autoregresije pokazuje specijalan oblik
savisnosti sa inovacionim nizom, taZnije, sa diskretno raspodeljenim €iniocem
ovog niza. Model se opisuje uz pomoé sluajne diferencne jednaline Xt=UeXt-1+
VeEr. Dokazuje se egzistencija i navodi eksplicitni oblik re3enja ove
jedna&ine. Daju se uslovi pod kojima je re3enje jednaline strogo stacionarno i
ergodiZno. Specijalini uslovi koji se zadaju za koeficijente Ue i Vt ispunjeni
su kod Ziroke klase iz grupe vremenskih serija sa eksponencijalnom marginainom
raspodelom. Navedeno je ispunjenje tih uslova kod nekih konkretnih vremenskih
serija.

Drugi deo rada posvecen je ocenama parametara modela FAREX(1). Matodom
najmanjih kvadrata u dva koraka ocenjuju se parametri ovog modela. Navodi se 1
jedna specijalna ocena parametra a.

Treca celina u radu odnosi se na proghozu i interpolaciju neKih vremen-
skih serija sa eksponencijalnom raspodelom. Posebno se zadrZava na prognozi 1
interpolaciji modela definisanog gore navedenom diferencnom JjednaZinom. Osim
ovog navodi se prognoza i nekih autoregresivnih modela viSeg reda kao i jednog
modela pokretnih sredina viSeg reda.

Kljutne re&i: vremenska serija, eksponencijalna marginaina raspodela,
sluZajna diferencna jednaZina, ergodiZnost, stacionarnost, metod najmanjibh
kvadrata, prognoza, interpolacija




Predictions and Estimations of Parameters
of Exponentially Distributed ARMA Series

Abstract: The time series with exponential marginals are treated in the
thests.

The first part of the thesis is about the first order autoregressive
exponentially distributed random coefficient model. The special type of
dependency between the random coefficient of the autoregression and the
inovation sequence is defined. The random difference equation which defines
the model is Xe=UeXe-1+VeEx. The above mentioned dependency is related to the
sequeces {Ut} and {Ve}. The explicite solution of the equation is given and
its existence, ergodicity, stationarity and strong stationarity has been
prooved. |

The special dependency between two sequeces {Ut} and {Ve} that has been
defined, 1is satisfied for wide class of autoregressive time series with
exponential marginals. Some examples are given.

The second part of the thesis is about the estimators of the parameters
of FAREX(1). The least squares method is applied in two steps. There is a note
about the special estimator of the parameter a.

The prediction and interpolation of some time series with exponential
marginal distribution 1is the subject of the third part of the thesis.
Specially, the model that has been defined by the above difference eguation is
predicted and its missing values are interpolated.

The prediction of some higher order autoregressive models is treated and
also of the g-th order moving average time series.

Key words: time series, exponential marginal distribution, stochastic
difference equation, ergodicity, stationarity, least square method, prediction,
1nterp61at1on
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PREDGOVOR

Tek nesto vide od desetak godina unazad kako se u teoriji
sludajnih procesa sa diskretnim vremenom javljaju modeli KkoJi
nisu Gausovog tipa, tj. <&ija marginaina raspodela nije Gausova.
Potreba za ovakvim modelima potiCe iz Zinjenice da mnoge pojave,
pre svega u prirodi, koje se opisuju vremenskim serijama nisu
Gausovog tipa. Na primer, takve su: brzine vetrova, prirastaji
voda u rekama, vremena opsluZivanja u repu i dr. Za opisivanje
ovih pojava bilo Je poZzeljno naéi modele koji su Sto je mogude
jednostavniji po svojoj strukturi i broju parametara koji u nJ)oj
usestvuju, a opet dovoljno prilagodljivi da bi se dobila
realizacija Zeljene forme. Pri tome su najZesce. koriscene
eksponencijalna, Laplasova 1 gama raspodela i njihove me3avine,
Najjednostavnija, najceSce koriscena i analiti&ki najpriviacnija
je, kako se za sada &ini, eksponencijalna raspodela. Pri svemu
tome se povinovalo i Zelji za Jednostavnom simulacijom, tJj.
ostvarivanjem modela na ralunarima, dakle, da model bude 1inearna
kombinacija slugajnih promentjivih. Tako su nastali modeln
autoregresivnog tipa EAR(1) (Gaver i Lewis, 1980), EAR(p)
(Lawrance i Lewis, 1980), NEAR(1) i TEAR(1)} (Lawrance i Lewis,
1981), NEAR(2) (Lawrance i Lewis, 1985), modeli tipa pokretnih
sredina EMA(1) (Lawrance i Lewis, 1977), EMA(g) (Lawrance i Lewis,
1980) a u istom radu i EARMA(p,q), eksponencijalna vremenska
serija tipa autoregresivnih pokretnih sredina, i mnogi drugi
modeli istorijski gledano nastali posle ovih, a sloZeniji od ovih
po svojoj strukturi. Svi oni imaju zajedni&ko to da je njihova
linearnost vezana za probabilistigki 1izbor izmedu nekoliko
linearnih Kombinacija slu&ajnih promenijivih.

Ovaj rad se bavi vremenskim serijama sa eksponencijalnim
marginalnim raspodelama, a naro&ito modelima AREX(1) i FAREX(1)
(Mali&i&, 1987). Osim toga, znaCajno mesto u radu posveceno je
autoregresivnom modelu prvog reda sa slu&ajnim koeficijentima 1
eksponencijalnom marginainom raspodelom.

Uop3te, vremenske serije sa slu&ajnim koeficijentima
predmet su prouavanja tek od sredine sedamdesetih godina, mada
je potrebu za njima uofio jod Kendal 1853. godine, kada je vrs$io
modeliranje podataka iz oblasti ekonomije. UopStavanje modela sa
konstantnim koeficijentima modelom &iji su koeficijenti 1 sami
promenljivi sa vremenom, za pracenje pojava kao 8to su neke od
promena u ekonomiji, pokazalo se vrio logi&nim. Razli&iti koraci
su uZinjeni u ovom pravcu. Prirodna varijanta ovih modela su
autoregresivni modeli sa slucajnim koeficijentima. AndZel (Andel,
1976) je primetio da pri modeliranju pojava iz oblasti
" hidrologije i meteorologije merni podaci pokazuju vi8estruko
sludajno pona8anje, &5to ga je dovelo do konstrukcije skalarne
autoregresivne vremenske serije reda n sa sluajnim
koeficijentima. AndZel je dao potrbne i dovoljne uslove za
stacionarnost u Zirokom smislu ovog modela. Medutim, i tada 1
kasnije (Nicholls i Quinn, 1980, Quinn 1 Nichols, 1981, Andel,
1980)  slu&ajni koeficijenti autoregresije su definisani kao niz
sludajnih promenljivih koji je nezavisan od inovacionog niza. U
ovom radu je, kao originalan doprinos, definisana autoregresija
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1. MODELI SA EKSPONENCIJALNIM
MARGINALNIM RASPODELAMA

1.1 Definisaéemo najpre niz u oznaci {Ert, teD={0,%*1,#2,...}} (u daljem
tekstu se podrazumeva teD, osim ako Jje drugaije nagla3eno) nezavisnih
identitki raspodeljenih siugajnih promenljivih (n.i.r.) sa eksponencijalnom

raspodeliom sa parametrom W,

1-e-BXx . x>0
P{Et<x}=Fs(x)={ = u(x)(1-e-#x) , wo (1.1.1)
0 s XZ0

fe (x)=dFe (x)/dx=u{x)ue-ux | (1.1.2)

gde je u(x) Hevisajdova jediniZna funkcija.

Uporedo sa oznakom | za osnovni parametar raspodele niza {Et} koristicemo
i oznaku 1/m, tj. m=1/u, ali ¢e oznake m i pu u celom radu biti koriScene samo
u ovom znagenju.

Kompletan postupak definisanja autoregresivnih modela prvog reda sa
eksponencijalnom (p) marginalnom raspodelom prikazacemo na primeru modela
AREX(1). Razlozi za izhor ovog modela su da je to model koji sadrZi kao svoje
posebne sludajeve mnoge modele koji su istorijski nastali pre njega, a drugi
razlog je neposredno vezan za originalni deo ovog rada koji tretira modele
definisane sludajnom diferencnom jedna&inom (0.1). Naime, AREX(1) je model
koji moZe imati i1 reprezentaciju oblika (0.1).

Dakle, neka je stacionarni niz siuZajnih promenljivih {Xt, teD} definisan

jedna&inom

ot S.V. po ,
Xt={ axt-1 S.V. P1, (1.1.3)
th'1+6t SnV- q1 ]




gde je 0%2po,p1,q151, g1>0, po+pi+qi=1, O0<a,B<1, a "s.v.” znali “sa
verovatnoéom”. Nizovi {xt} 1 {8t} su polunezavisni, tj. Xt i On su nezavisni
ako je t<n. Niz {3, teD} je niz n.i.r. slugajnih promenijivih. Cilj Je
odrediti raspodelu niza {5t} tako da niz {Xt} definisan jedna&inom (1.1.3) ima
eksponencijainu (u) marginalnu raspodelu.

Oznaéimo sa
ox (s)=E{exp(-sX)) , ¢s (s)=E(exp(-sd)) (1.1.4)

Laplas~Stiltjesove transformacije slucajnih promenljivih X 1 O redom. Za
sjuZajnu promenlijivu X sa eksponencijalnom (i) raspodelom bidée

ox(s)= (1.1.5)

U+s

S obzirom na pretpostavljenu stacionarnost i polunezavisnost, (1.1.4) i
(1.1.5) daju:

ox (s)-p1ox{as)
¢s ( &) = r— = (1.1.6)

po+Q1¢i(Bs)

u(u+Bs) [ (po+ai Jut(a-p1)s]

— e - eyl

(u+s){(p+as) [ (po+q1 )utpoBs]

¥ [} H
=Bo—— + B1 + [B2/(potqi)}— ’
u+s +as u+poBs/(po+qt)

gde su Bp, B1 1 B2 redom

1-8 p1{(B-a) 8q1 (a-p1-poB) (po+q1)
Bo =——————— , B{==———————, B2= S ——— , (1.1.7)

Po+qt—poB a(po+Qq1)-poB (po+q1-poB)[a(po+q1)-poB]
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veli&ine Be, B1 i Bz/(po+q1) ¢e biti verovatnoce &iji je zbir 1 ako i samo ako

budu zadovoljeni uslovi
p1<a<B , pi1+poB<a . (1.1.8)
Iz (1.1.6) 1 (1.1.7) proizitazi da &t treba da bude definisana kao me3avina

Et s.v. Bo
6t={ aEt s.v. B (1.1.9)
poB/(po+qi)Et s.v. Bz2/(po+q1)

pri femu treba da vaZe uslovi (1.1.8),

Time jJe potpuno definisana struktura modela AREX(1).

Do autokovarijansne strukture modela doéi d¢emo mnoZenjem Jjednaline
(1.1.3) sa Xt-r, r>0, odakle bismo izraZunali

E(XtXt-r)=(p1a+qiB)E(Xt-1Xe-r )+(po+q1 JE(Bt JE(Xt-r). (1.1.10)
Kako je

E(Xt )= (p1a+q1B)E(Xe-1)+q1 E(5t ) (1.1.11)
i

E(3t)=(1-pra-q1B) (q1pu)-? (1.1.12)

iz (1.1.10), (1.1.11) 1 (1.1.12) sledi da je

Kr=Cov (Xt Xt -r )=E(XtXt-r)=E(Xt )E(Xt-r)=(p1a+q18)Kr-1 . (1.1.13)
Iterativnim postupkom zak]JuEujemo.da je

Kr=(p1a+q1B8)rKo (1.1.14)

gde je Ko=Var(Xt), disperzija stufajne promenljive Xt, pa je autokorelaciona
funkcija

@ = Kr/Ko = (pra+qiB8)r ’ @o

H
e

y @-r=@r. (1.1.15)

Dakle, ako ozna%imo sa




a=pratgq18 => 0<at , (1.1.16)

onda se, | s obzirom na var(Xt)=1/u2, autokovarijansna funkcija mole zapisati

kao
Kh=alhl/u2 za heD . (1.1.17)

sada je jednostavno razmotriti i spektralnu gustinu procesa AREX(1},

f(t)= (2n)-1 Z Kne~-ith= (2nu2)-? Z glhlg-ithz

h=z=-m h=—-®»

1~ 82
=(2ruz )1 . (1.1.18)
(1_39—11:.)(1_3311:)

Dakle, Jidi se da Jje spektralna gustina ovog modela parna, skoro svuda

pozitivngd funkcija i racionalna po ei~.
Spedijalni sluZajevi modela AREX(1) bi se mogli grupisati na sledecCi

nain:
a) |FAREX(1) Jje specijalan slufaj modela AREX(1) kod koga Jje po=0 i

0<p1<i. Tada vremenska serija {Xt} ima oblik

axt-1 S.V. P
Xz={ (1.1.19)
BXt-1+6t S.vV. Qi=1-p3

gde je mg3avina &t definisana na sledeci nadin

0 s.v. (a-p1)B8/[{(1-p1)a]
5t={ Et s.v. (1-B)/(1-p1) (1.1.20)
aEt s.v. p1{B-a)/{{(1-p1)a}

a za &1jU je egzistenciju potrebno i dovoljno da vaZe uslovi

O<p1<asB<1 . (1.1.21)




Pri p1=a, zatim a=8 i na kraju pi1=a=B8 imamo jo3 jednostavnije specijalne
modele, pa se tako pri uslovu piza=B8, dobija poznati "stariji” model EAR(1)
kao specijalan siucaj modela FAREX(1), odnosno AREX(1).

b) NEAR(1) kao specijalan sluZaj modela AREX(1) dobija se iz poslednjeg
pri uslovu a=p1=0.

c) SAREX(1) se dobija pri uslovu a=8 za koji niz {5t} ima reprezentaciju

Et s.v. (1-8)/(po+qi-poB) P1

5t={ ,  BRe——— (1.1.22)
[poB/(po+qt)]IEt s.v. 1-(1-8)/(po+q1—-poB) D1+Q4

d) Uslov a-p1=poB daje niz {&t} definicijom
Et s.v. (1-8)/(1-a)

6t={ , B2a : (1.1.23)

aEt s.v. (B-a)/(1-a)

e) Uslov a=8=p1/(p1+a1) daje najjednostavniju definiciju niza {5t}, naime
5t=Et skoro izvesno.

Zadrzimo se Jo§ malo na specijalnim sluZajevima EAR(1), NEAR(1) i
FAREX(1) na koje Ce se delom odnositi rezultati narednih poglavlja.

Autori modela EAR(1) su postavili sebi zadatak da odrede raspodelu

inovacionog niza {5t}, tako da autoregresivna vrmenska serija {Xt},

Xt=8Xe-4+0t , 0s6<1 (1.1.24)

ima eksponencijainu marginalnu raspodelu sa parametrom .
stiltjesove transformacije dobija se

Primenom Laplas-

¢x(s) putBs u
¢s(8)z —— = ——— = B+(1-B)— (1.1.25)
¢x(Bs) u+s H+s
To zna%i da odgovor na postavljeni zadatak daje meSavina
0 s.v. 8
5t={ . (1.1.26)




Autokorelaciona funkcija modela EAR(1) jJe
@r=0" y r>0 ’ @-r=@r ’ (1-1-27)
a spektralna gustina

1-82
f{T)=(2nu? )" 1 — (1.1.28)
1+B2-2BCOST

Najjednostavniji model sa eksponencijainom marginalnom raspodelom kod
koga je nhe samo inovacioni niz, ve¢ i autoregresija definisana me3avinom, je
NEAR(1):

Xt=5t+{ , 0<q1<1 , 0<Bs1 . (1.1.29)

{aplas-Stiltjesova transformacija ove vremenske serije, uz isti zadatak
kao i u prethodnom sluZaju, daje za inovacioni niz {&t}

¢x (s)
¢5(S)= — - =
qi1ox(8s)+{1-g1)

H H
= (1-8){1-(1-q1)B]-t*— + q1B[1-(1-g1)B]" . (1.1.30)
p+s u+(1-q1)Bs

odakle se dobija konveksna eksponencijalna me3avina

Et s.v. (1-8)/[1-(1-q1)8]
5t={ , Q181 . (1.1.31)
(1-q1+)BEt s.v. qiB/[1-(1-g1)8}

Autokorelaciona funkcija ovog modela je

er=(qiB8)r , O-r=@r , (1.1.32)




a spektralna gustina

1-(q18)2
f(r)=(2nu2)-1- — — (1.1.33)
(1-q18e-71T){(1-q1BeiT)

Sto se tife modela FAREX(1), definicija (1.1.20) je posledica Laplas-
Stiltjesove transformacije zadate definicijom (1.1.19) i zahtevom za
eksponencijainom marginalnom raspodelom procesa {Xt}, dakle,

H H
¢z (s)=(a-p1)B(aq1)-1+[(1-B)/q1]— + (B-a)pi(agq1)-1—— , qi=1-p1.(1.1.34)
u+s LU+as
Autokorelaciona funkcija mu je
@=[pra+(t-p1)B8]"r , e-r=z@r (1.1.35)

a kod spektralne gustine &ija je forma (1.1.18), je
a =pia+(1-p1)8 . (1.1.36)

Model TEAR(1) Je predstavnik autoregresije prvog reda sa eksponencijalnom
marginainom raspodelom €iji inovacioni niz nije me3avina, veé je niz sluZajnih
promentjivih {(1-q1)Et} sa verovatnodom jedan. Naime,

Xt-‘l S.V- q1
Xt=6t+{ , O<g1s1 (1.1.37)
0 s.v. 1-q1

pri emu je

ox (s) M
65(3)': y (1-1*38)
g1ex(s)+(1-q1)  u+s(1-q1)

dakle,




St={1-q1)Ee (1.1.39)
skoro izvesno. Za ovaj model je
@r=qi" , @-r=@r (1.1.40)
i shodno tome
1-g12

f(t)=(2nu2)-1- — (1.1.41)
(1-qi1e-it)(1-gq1eit)

| 1.2 Pozabavimo se sada definicijama nekih autoregresivnih vremenskih
serija viseg reda sa eksponencijalnom (u) marginalnom raspodelom o kojima <de
takode biti refi u nekim od narednih glava. To su modeli EAR(2) i NEAR(2) kao

i EAR(p).
Najpre EAR(2) (Lawrance i Lewis, 1980) sa definicijom

aiXe-1 S.v. 1-az
Xt={ } + Ot (1.2.1)

azXt-2 S.v. Q2

gde su ar 1 az konstante, 0<ai,az<1. Raspodela niza {5t} Jje takode na
Jedinstven naZin definisana zahtevom da slufajne promenljive Xt imaju
eksponencijalnu (u) marginalnu raspodelu. Dakle, takode primenom Laplas-
Stiltjesovih transformacija, dobijamo

(urass) (p+azs)

$3(s)= —_—— -

(uts)[(1-a2) (p+tazs)+az (p+ass))

|
za1 (1+a1-az)~' + (1-a1)(1~a2)}[1-(1+a1-az)az}-1— +
pt+s

- 10 -




+(1-az)(a1-a2)2{(1+a1-az2 ) [1-az(1+ar-az2) ]} -, (1.2.3)
u+(1+a1-az)azs

STedi me3avina

0 s.v. ai/(1+at-az)
5t={ Et s.v. (1-a1)(1-az2)/[1-az(1+a1-az) (1.2.4)
az (1+a1—-a2)Et s.v. (i-az)(a1-az)2/(1+a1-az}[1-az2(1+ai-az)]

Da bismo definisali autokorelacionu strukturu vremenske serije EAR(2)

uogimo
E(XtXt-r)=(1-a2)[Q1E(Xt-1Xet-r)+E(Xe-r)E(St) ]+
+az{azE(Xe-2Xe-r )+E(Xt-r)E(St)] . (1.2.5)
a prema (1.2.1) Jje
E(8)=(1-az) (1-a1+az2 )E(X) (1.2.6)

i E(3)=E(X)=1/u &to sve skupa daje autokorelacionu funkciju ovog modela vezanu
diferencnom jednalinom

@r=ajs (1-az)@r-1+a22@r-2 , r=2,3,... (1.2.7)
sa
8r=@-r , @0=1 |, @1=ai1/(1+az) (1.2.8)

0 spektralnoj gustini ove vremenske serije bide vi3e reli u glavi 5.
Model NEAR(2) je direktna generalizacija modela NEAR(1) 1 ima oblik

Bi1Xt-1 S.V. Qi
Xt=6t+{ B2Xt-2 S.V. Q2 (1.2.9)
0 s$.v. 1-ai1—aqz2

gde parametri zadovoljavaju uslove ai1>0, az>0, ai+az<1, 0<81,B82<1. Sto se tiCe
niza {5t}, njegovu definiciju nalazimo u izrazu za funkciju ¢s(s) koja Je na
jedinstven naZin definisana zahtevom da {Xt} ima eksponencijalnu ()
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marginainu raspodelu:

¢x(s)

ds(s)=
a1dx(Bis)+azdx (B2s)+(1-ai-az)

H t H
=(1-p2-p3)— + p2 + ps3
u+s pthas ptbas

(1.2.10)

gde su

p2=[(a181+az2B82)bz2-(ai1+az)B1B821/[(bz~b3z)(1-b2)]

paz=[(ai1+a2)B8182-(a1B1+a2B82)b3aJ/[(b2-bz)(1~b3)] (1.2.11)

0<ba={(1-a1)B81+(1-az2)B2-{((1-a1)}B1+(1-az)B2)2-4(1-a1-a2)B1B2]1/2}/2«
<hz={(1-a1)81+(i~az2)B824+[ ((1-a1)B1+(1-a2)B2)2-4(1—-a1-az)B1B2]1/2}/2<1

Istim postupkom kao i u prethodnim slufajevima dolazimo do diferencne
jedna&ine drugog reda za autokorelacije ovog modela |

@r=a1B1@r-1+0282@r-2 , =2,3,... (1.2.12)
@0z=1 , @r=@-r , @$1=a1Bt/(1-az282)

O spektralnoj gustini i ovog modela bice viZe refi u glavi 5.
Najzad, model EAR(p) je sli&no konstruisan i moZe da bude zapisan kao

aiXt-1 S.V. ai
Xt=5t+{ azXt-2 S.V. az (1.2.13)

gde je

—_— O

Qay , Aaac< ﬂ a; (1-a¢s+1)) , 8=2,3,...,p~1 (1.2.14)
j=2 j=2

ai=(1-az) , 8p=

a {5t} obezbeduje eksponencijalnu (u) marginainu raspodeiu vremenske serije
{Xt}.

- 12 -




1.3 Zadrzimo malo svoju paZnju na modelima tipa pokretnih sredina sa
eksponencijalnom (u) marginalnom raspodelom.

Stacionarni niz sludajnih promenljivih {Xt}, saginjen iz niza {Et} n.i.r.
eksponencijalnih (u) sluCajnih promenljivih prema modelu

BEt s.v. B
Xt={ , 0<B<1 , (1.3.1)
BEt+Et+1 sS.v. 1-8

zove se vremenska serija pokretnih sredina prvog reda, a jednostavno je
pokazati da jo) je marginalna raspodela takode eksponencijalna (u).
Pokretne sredine se mogu definisati i sa pomeranjem unazad:

BEt s.v. B
Xt={ , 0Bt (1.3.2)
BEt+Et-1 s.v. 1-8

Dokaz o raspodeli niza {Xt} se izvodi direktho primenom Laplas-
Stiltjesovih transformacija.

MnhoZe€i Xt sa Xe+1 1 Xt+r, r>1 i nalazeéi ofekivanja tih proizvoda,
zamenom u funkciji Corr(Xe,Xt+1) i Corr(Xt,Xt+r) dobijamo

@1=8(1-8) , @r=0 za rt. (1.3.3)

Naravno, @o=1.
- Op8ti model EMA(q) ima oblik

BqEt S.V. Dg+1
BqEt+8q-1Et-1 - S.V. bq

Xt=] scevesannsnsnan ceamsareas vessssrsennans (1.3.4)
BqEt+Bg-1Et-1+B1Et-q+1 s.vV. b2

BqEt+Bg-1Et-1+Bt1Et-q+1+Et-q S.V. D1

28 0531 ]BZ,..&,BQEII’ gde je

Bq ) J=q+1
bj={ (1-8g)...(1~B3)B3-1 , Qq=j22 (g=2) . (1.3.5)
(1-Bq)...(1-81) , J=1
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Primetime da se koeficijenti Bj mogu da dobiju na jedinstven nalin 1z
verovatnoc¢a b;. Imamo g+1 parametara bj, a samo q koeficijenata B;, Jer jJe

bi1+bz+...+bgq+1=1 (1.3.6)

s obzirom da su u pitanju verovatnoce.
Eksponencijalnu marginalnu raspodelu ovog modela Jlako Jje dokazati.
Autokorelacionu strukturu ovog modela dobijamo iz

q
Cov(Xet ,Xt-r)= 2 bg+t-sCov(Et-s,Xt-r) , (1.3.7)
g8=0
t].
g-r+1

Z bjbj +r ’ 1{r<q

0r={ =t . (1.3.8)
0 y Qtlsr

Untverzilzl 8 Beogracs
Prirodno-matematicki faruliodl
MATEMATIGK! FAK 7".TZT
BIBLIDTE..A

Bre]
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2. UOPSTENI MODEL AUTOREGRESIVNE
VREMENSKE SERIJE PRVOG REDA SA
EKSPONENCIJALNOM MARGINALNOM
RASPODELOM

2.1 Posmatrajmo autoregresivnu vremensku seriju {Xe, teD} definisanu
jednadinom

Xe=Ut Xt -1+VeEe (2.1.1%)

¢ija je marginaina raspodela eksponencijalna (u), w>0 i ista kao i raspodelia
slu€éajnih promenljivih iz niza {Ex, teD}. Sluajne promenijive Ut i Vt su
takve da garantuju ispunjenje ovog uslova. Neka vaZe i sledeci uslovi:

I1 {Xt} 1 {Ut} su polunezavisni nizovi,

Iz {Xe} 1 {Vt} su polunezavisni,

Ia {Xt} i {Ext} su polunezavisni,

II {Et} je niz nezavisnih identitki raspodeljenih eksponencijalnih (u)
slu€ajnih promenijivih,

IIT {Ut}, {Vve} 1 {(Ut,Vt)} su n.i.r. nizovi diskretnih slu€ajnih
promenljivih, odnosno, vektora za koje vaZzi: (a) P{(0<Ue=1)=1, (b) P(0sVe=<1)=1,
(¢) O<E(Ut2),E(Ue)<1, (d) E(Vt)=1-E(Ut), (e) E(UrZ)+E(Vt?)=1-E(UtVer) za svako
t 1 takvi da obezbeduju eksponencijailnu (u) marginalnu raspodelu vremenske
serije {Xt}.

U daljem tekstu ¢éemo koristiti oznake:

E(Uc)=a , E(Ut2)=bh , E(Ve?)=c . (2.1.2)

2.2 Veé pomenute autoregresivne vremenske serije EAR(1), NEAR(1), TEAR(1)
i AREX(1) zadovoljavaju uslove I-III, pri &emu za svaku od njih konkretno
uslov III sledi iz definicija raspodela siu€ajnih promenljivih iz nizova {Ut}
1 {Ve}:
U EAR(1)} modelu su Ut 1 Vr nezavisne sluZajne veliline sa raspodelom
_15_




P(Ut=B)=1 , P(Ve=0)=1-P(Vt=1)=8 , 0=8<1 ., (2.2.1)

U svim ostalim nabrojanim slugajevima su Ut i Vt zavisne slu¢ajne promen-
1jive. Kod NEAR(1) modela su im marginalne raspodele

P(Ut=B)=1-P(Ut=0)=q1 , P(Vt=1)=1—P(Vt=B(1‘Q1))=(1‘3)/[1“(1"q1)B] ;

a zajedniZka raspodela

P((Ut,Vt)=(0,8(1-01))=(1-g1) {1-(1-8)/[1-(1-q1)B]} ,
P((Ut,vt)=(0,1))=(1-a1) (1-8B)/[1-(1~q1)B] ,
P((Ue,Ve)=(B,(1-q1)8)=q1 {1-(1-8) /[ 1-(1~g1)B]} i

P((Ue,Ve)=(8,1)=q1 (1-8)/[1-(1-q1 )B] , (2.2.2)

pri Zemu je 0<qgi1<1, 0<B=<1, qi1B#1.
Ked modela TEAR(1) marginalne raspodele su

P(Ur=1)=1-P(Ue=0)=qs , P(Ve=1-g1)=1 ,

a zajednidka raspodela

P((Ut,Vt)=(1,1-Q1))=1-P((Ut,Vt)=(0,1-Q1))=Q1 , O<g1<1 (2.2.3)

Najzad za model AREX(1) imamo marginalne raspodele

P(Ut=0)=po , P(Utza)=py , P(Ut=8)=q1
P(Vt=0)=p1 , P(Vi=a)=(po+qg1 )8y , P(Ve=poB/(po+q1))=B2 ,
P(Ve=1)=(po+q1)Bo |,

dok je raspodela vektora (Ut,V:)

P((Ut,Ve)=(0,a))=poB1 P((Ut,Vt)=(0,poB/(po+q1)))=poBz/(po+qi ) ,
P((Ut,Vt)=(0,1))=poBo , P((Ut,Vt))=(a,0))=p1 » P(Ut,Ve)=(B,a))=q1B1,
P((Ut,Vt)=(B,Doﬁ/(po+Q1)))=Q1Bz/(pn+Q1) » P((Ut,Ve)=(B,1))=g1Bo
(2.2.4)
gde Je O0<po,p1,qt<t, q1>0, potpi+qi=1, 0<a,B<1 i vaZe uslovi (1.1.7) 1
(1.1.8).
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2.3 Kovarijansna struktura modela (2.1.1) Je slededa: r>0 daje

Kr=Cov (Xt ,Xt-r)=E((UtXt-1+VeEt ) Xt-r }—-1/U2=E(Ut )Kr-1=a"Ko (2.3.1)

gde je

Ko=vVar(Xe )=[E(Ut2)+E(VL2)IE(Xt-12)+[2E(UtVe )—-1]1[E(Xe-1)12=1/p2 . (2.3.2)

Jasno, K-r=Kr, pa je za proizvoljno heD

Kn=athl /u (2.3.3)

odakle sledi stacionarnost (u irokom smislu) vremenske serije predstavljene
stohastitkom diferencnom jednalinom (2.1.1).

2.4 Neka je sa ot oznaceno o-polje generisano skupom sltufajnih vektora
{(Us,Vs,Eas), sst}. Dokazacemo da slu€ajna jednalina (2.1.1) ima jedinstveno
stacionarno ot-merljivo re3enje pod pretpostavkom da vaZe uslovi I-III.

Teorema 2.4.1. Neka vaZe wuslovi I-III. Tada postoji Jjedinstveno
stacionarno ot-merltjivo resSenje jednadine (2.1.1).

Dokaz: Zamenimo Xt-1 u jednadini (2.1.1) sa Xt-1=Ut-1Xt-2+Ve-1Et-1 1

dalje redom Xt-j sa
Xt-j=Ut-3Xt-3-1+Ve-3Et-3; (2.4.1)

za j=1,2,...,k. Tako dobijamo

K k -1

Xt= ﬂ Ut-3Xt-5-1+ Z ( ﬂ Ut-3)Ve-iEt-i+VeEt . (2.2.2)
j=0 izl j=¢0

Uolimo razliku

k i-=-1 K

Xt—- ! { ﬂ Ut-5)Ve-1Et-4-VtEe= ﬂ Ut-3Xt-k-1 (2.4.3)
=21 =0 Jj=0
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1 ispitajmo srednje kvadratnu konvergenciju niza razlika:

K 1-1

E:]im E([Xt- Z ( ﬂ Ut-j)Ve-iEt-i~VeEr ]2)=

K-)>w i=1 j=0

K

=1im E({ ﬂ Ut-jXt-k-112) . (2.4.4)
kK~>eo j=0

Tada zbog I

K

E=1im 1) ECUe-32)TE(Re-k-12)=(2/u2) 1im Bk=0 (2.4.5)

K=->a j=0 K=>wm

zbog III(c).
Dakle, ako reSenje jedna&ine (2.1.1) oznalimo sa We, onda je

] i-1

Wt = X ( ﬂ Ut-5)Ve-iEt-i+VeEe . (2.4.6)
| i=1 j=0

ReSenje Jje, o&igledno, ot-merljivo. Da bismo dokazali stacionarnost ovog
resenja primetimo da je uz pomo¢ operatora pomeranja, mogude izraziti We kao

We =AtWo (2.4.7)

S$to znadi da je, s obzirom na to da funkcionalna veza slu€ajnih promenljivih
iz nizova {Ut}, {vt} 1 {Et} kojom je definisano We, Je funkcijaod t samo
preko ovih slu¥ajnih promenljivih, za stacionarnost niza {Wt} dovoljno
pokazati da je drugi moment od We konaZan. Naravno, nizovi {Ut}, {ve} 1 {Ex}
morali bi da budu stacionarni, %to oni i jesu (Zak strogo stacionarni), s
obzirom da su, svaki za sebe, nizovi identiZki raspedeljenih sluZajnih
promenljivih. U nameri da dokaZemo konaZnost drugih momenata slu€ajnih
promentjivih 1z niza {Wt}, uvedimo oznaku

kK i-1

We, k= I ( ﬂ Ut-3)Vt-1Ee-i+VeEr . (2.4.8)
i=1 =0
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Tada je

E(We2)=1im E(We,k2) . (2.4.9)
k=>®

S druge strane
E(We,k2)=E([(We, k=Xt )+Xt]2)=

=sE((We, k=Xt )2)+2E(Xt (Wt , k=Xt ))+E(Xt2)= (2.4.10)

K i-1

=E( (Wt , k=Xt )2)}+2 Z E(Xt( ﬂ Ut-3)Ve-iEe-1 )+2E(XeVeEr )-E(Xe2) .
i=1 j=0

Prvi sabirak teZi nuli kada k teZi beskonaclnosti prema (2.4.3) i (2.4.4),

=1

E(Xt( ﬂ Ut-j5)Ve-iEt-5)=(1/u2){(1-b-c)bi-1[1-(1-a)(a-b)-V bt2bC)+
j=0

+(1—a)ai-1{(1-b-c)b(a=-b)-1+(1-a)al} , (2.4.11)

odakle prema uslovu 1II(c) sledi da je i drugi sabirak konafan kada k->w,

E(XeVeEe)=(1/u2)(1~-btc) , E(Xg2)=2/u2 . (2.4.12)
Sledi da Je E(We2)<e 3to je i trbalo dokazati.

Ostaje Jjo3 da dokaZzemo jedinstvenost re3enja (2.4.5). Pretpostavimo
suprotno, tj. pretpostavimo da postoje dva stacionarna oct-merljiva resenja Wt
i Gt jednaline (2.1.1). Neka je

Ht =We~Gt . (2.4.13)
Tada Ht ima autoregresivnu reprezentaciju

Ht =UtHt -1 (2.4.14)

1 k&ko~de He takode ot—merljivo, imamo da je
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E(Ht2)=E(Ue2)E(He-12) . (2.4.15)

Kako je {Ht} takode stacionaran niz, imamo E(Ht2)=E(Ht-12), a kako Je 1
E(Ut2)=q¥1, mora da bude E(Ht2)=0, odnosno Ht=0 skoro izvesno. To znali da je
Wt =Gt skoro svuda.

5 & PokaZimo i da reZenje (2.4.5) ispunjava uslove stroge stacionarnosti
kao 1 ergodinosti.

Teorema 2.5.1. Pod uslovima teoreme 2.4.1., reSenje ({We} Jjednaline
(2.1.1) je strogo stacionarno i ergodiéno.

Dokaz: Jedinstveno stacionarno ot-merljivo reSenje Wt jednaline (2.4.5)
je granica u srednje kvadratnom, a samim tim i u verovatno¢i, niza oOt-
merljivih sluEajnih promenijivih. S obzirom da reSenje ima istu funkcionalnu
formu za svako t, {Wt} je strogo stacionaran (kao 3to je i {Xt}). {(Ut,Vt,Et)}
je ergodiZki niz s obzirom da je niz nezavisnih identitki raspodeljenih
sluajnih vektora. o-poije u oznaci ot?', generisano skupom {We,We-1,...}, Je
takvo da je ot'cot ako je {Xt} or-merljiv niz. Ako je o! najmanje o-polje koje
sadr?i 1im ot', a o najmanje o-polje koje sadrZi 1im ot, tadahﬁe oleo i sledi

t~>w t->o
{wWe} je ergodican.

2 6 Uo&imo da uslovi III(d) i III(e) nisu kori%éeni u dokazima prethodnih
teorema eksplicitno. Medutim, to su neophodni uslovi za egzistenciju modela
(2.1.1):

E(Xt )=E(Ut )E(Xt-1)+E(Ve)E(Et) => (1-E(Ut))E(X)=E(Ve)E(Et) (2.6.1)

pa je, dakle, III(d) neophodan uslov za to da nizovi {Xt} i {Ec} imaju 1istu
marginainu raspodelu.

var(Xt)=s[E(Ut2)+E(Ve2)-1]E(Xt-12)+2E(UeVe ) [E(Xt-1)12+Var(Xt-1) (2.6.3)
=>  [E(Ue2)+E(Ve2)-1]E(Xt-12)+2E(UtVe ) [E(Xt-1)]2=0 (2.6.3)
pa Jje, dakle, III(e) neophodan uslov da {Xt} ima eksponencijalnu marginalinu

raspodelu kod koje je E(X2)=2[E(X)]3.
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3. OCENE PARAMETARA MODELA
FAREXC(C1)

3.1 Ocene parametara vremenskih serija koje su definisane kao me3avine
raspodela predstavlijaju priliéno tvrd orah u teoriji ocenjivanja. Problemi
nastaju u vezi sa brojno3¢u parametara koje treba oceniti. Naime, ¢&ak i kod
najjednastavnijih vremenskih serija prvog reda kao 3to su EAR(1) i EMA(1),
vektor parametara koji treba cceniti je dimenzije dva ukljudujuéi i osnovni
parametar eksponencijalne raspodele. Medutim, ovaj vektor moZe bhiti i
dimenzije pet kao 3to je siufaj kod modela AREX(1), a da i ne govorimo o
modelima autoregresije i pokretnih sredina viSeg reda od jedinice. Pored
brojnosti parametara, ozbiljnu prepreku u njihovom ocenjivanju &ini i 1izgled
funkcije verodostojnosti. Tako na primer, kod autoregresije prvog red, op3ti
obilk funkcije verodostojnosti je

L(8:X0, ... xN)=F(x0) I Fxkdxk-1) (3.1.1)
k=1

gde Jje O vektor nepoznatih parametara, fO)=pexp(-ux)u(x), a u(x) Je
Hevisajdova Jjedinitna funkcija. Uslovna gustina f(xkixk-1) se razlikuje od
modela do modela i glavni je uzroZnik potedkoéa pri odredivanju eksplicitne
ocene vektora parametara. Tako na primer, Rafteri (Raftery, 1980a) je dokazao
egzistenciju 1 postojanost ocene maksimalne verodostojnosti dvodimenzionog
vektora parametara modela EAR(1). On je dokazao (Raftery, 1980b) i
egzistenciju ocene maksimalne verovatnoée (Weiss 1 Wolfowitz, 1974) parametra
meSavine B 1istog modela kao i op5tijeg modela NFEAR(1) pod prtpostavkom da
postoj1 ocena maksimalne verodostojnosti osnovnog parametra raspodele u, a za
model NEAR(1) takode i za parametar qi1. Medutim, 1 pored nesumnjivog znaZaja
ovih rezultata, njihova ograni%ena mo¢ se ogleda u tome 3to se na osnovu niih
ne mogu dobiti eksplicitni analitiZki 1zrazi pomenutih ocena. Tako su
istovremeno vr3ena 1 istraZivanja u pravcu nalaZenja jednostavne, prakti&no
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upotrebljive ocene koja <e uspe3no odigrati ulogu nepoznatog parametra koji
se posmatra. Jednu takvu ocenu predloZili su Geivr i Luis (Gaver i Lewis,
1980) za parametar B modela EAR(1). U istom radu predloZili su i sredinu
uzorka kao ocenu parametra m=1/u. Ocenu parametra u ovog modela predlo?io je i
Ciao-Hok Sim (Chiaw-Hock Sim, 1987) koja je =zapravo, ocena maksimalne
vaerodostojnosti parametra pu.

3.2 Sto se ti%e ocena parametara modela FAREX(1) razmotrimo najpre ocenu
parametra m=1/u koji je, zapravo, matematitko o&ekivanje ovog modela.

Za ocenu parametra m uzima se aritmetiZka sredina samo jedne realizacije
vremenske serije, {Xo,X1,...,Xn}, tj. statistika

| N

m" = — Z Xi . (3.2.1)
N+1 1=0

Ova ocena parametra m ima osobinu centriranosti i postojanosti za sve modele
definisane jednafinom (2.1.1). Dokaz ove &injenice sledi na osnovu izgleda
autokovarijansne funkcije ovih modela. Zaista, s obzirom na ergodiZnost
sistema moZemo se vremenskom sredinom dovoljno duge realizacije da pribliZzimo
teorijskojl srednjoj vrednosti:

1 N 1 N 1 N
var(— ZX1)= Ej I (Xi-m)j2= ): Cov(Xi,Xj3)=
N+#1 120 (N+1)2 =0 (N+1)2  1,§=0
1 N 1 N N
= Z Ki-j=m? E Z ati-3t =
(N+1)2 1,3=0 (N+1)2 1=0 j=0
1 1+a a
=m?2 ——— —— - 2m2 (1-a¥*1) -> 0, N->o, (3.2.2)
N+1 1-a (N+1)2(1-a)2

Iz (3.2.2) sledi sTabi zakon velikih brojeva. Dakle, s obzirom da FAREX(1)
dqpustq reprezentaciju (2.1.1), sredina uzorka je centrirana i postojana ocena
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njegovog ofekivanja.

3.3 Ve¢ pomenuta ocena Geivra i Luisa za parametar 8 modela EAR(1) moZe
da se uopsdti u smis1u ocene parametra a (manji od dva parametra me3avine)
op3tijeg modela FAREX{1).

U ovom poglaviju ¢emo se ograni&iti na najop3tiji proces tipa FAREX(1),
tj. onaj za koji je 0<pi<a<B<i.

Dakle, u procesu FAREX(1) postoje potoci Xt-ova koji su jednaki aXt-1.
Ako kaZemo da postoji potok duZine K ovog tipa, slu€ajna promenljiva K Ce
imati geometrijsku plus jedan raspodelu sa parametrom pi. Znali,

P(K=k)=p1¥{1-p1) , k=1,2,... . (3.3.1)

Otuda, ako imamo uzoratki niz Xo,X1,X2,... definisademo niz {Zt,
te{0,1,2,...}=D*} na slede¢i nadin

Zo=Xo , Zt=Xt/Xt-1 , t=1,2,... (3.3.2)

SluZajne promenljive niza {Zt, teD*} su takode me3avine raspodela definisane
na sledeé¢i nain:

a S.V. P
B s.v. (a-p1)B/a
Zt={ B+Et /Xt -1 s.v. 1-8 , t=1,2,... (3.3.3)

B+aEe/Xe-1 s.v. pi1(B-a)/a
Zo=Xo

5to znali da Jje P(Zt=a)=p1 i P(thh)=1-p1. Medutim, kada je u pitanju
ograniten uzorak duZine N+1, Xo,Xt1,...,Xn, statistika

a” = min {Zt} (3.3.4)
1<t <N

uzela bi se kao ocena parametra a. Ova ocena bila bi ili bas§ jednaka a ili «
pltus neki malii pomeraj.
Koliko je praktiZno vrio jednostavno dobiti na ovaj nagin ocenu parametra
a, toliko je njeno teorijsko ispitivanje oteZano kao 3to Ce se nadalje videti.
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Raspodela statistike a° bila bi:

N
Fa*(V)=P(u"<V)=1—P(/N\(ZtZV)). (3.3.5)
t=1

Da bismo dobili raspodeiu vektora (21,Z2,...,2n) podimo od raspodele vektora
(Xo,X1,...,XN) Cija je gustina s obzirom na markovsku zavisnost u nizu:

FIXO X1 500 , XN)=FT(Xo)F(xX1{X0)...F(xXN|xXN-1) . (3.3.6)
(Oznaka f ¢e oznalavati, bez opasnosti od konfuzije, gustine raspodeia vezane

za vektor (Xo,X1,...,XN) 1 njegove podvektore, a h gustine raspodela u vezi sa
vektorom (Zo,Z1,...,2ZN).)

f(xXk|Xk-1)=F(Xk-1,%Xk)/F(Xk=-1) (3.3.7)

Da  bismo odredili gustinu raspodele slutajnog vektora (Xk-1,Xx), keD,
polazimo od Laplas-Stiltjesove transformacije tog vektora

¢{s1,82)=E{exp(~s1Xk-1-82Xk))=

¥ W u?
=p1— + [{(a-p1)B/a)]——— + (1-8)- — +
pH+si1+s2q u+s1+s28 (u+si+s2B) (u+sz)
2
+{p1(B-a)/a] - . (3.3.8)
(u+si1+s28)(u+sza)

Primenom inverzne transformacije dobijamo

Fxk=-1,Xx)=pexp(~mxk-1)u(xk-1){p183(xk—axk-1)+[(a-p1)8/a)8(Xx—Bxx-1)+

+uu(xk=Bxk-1) [ (1-B)exp(~H(Xk-BXx-1) )+

+(p1(B-a)/a2)exp(-u(xk—Bxk-1)/a)}l} (3.3.9)
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gde Je 5(.) Dirakova delta funkcija, a u(.) Hevisajdova jedinigna funkc¢ija.
Tada je uslovna gustina

f(xk xKk-1)=p18(xk-axk-1)+[ (a=p1)B/a]d(xk-Bxk-1)+
FUU(Xk=BXk=-1) [ (1-B)exp(-p{xk-Bxk-1) )+
+(p1(B-a)/a?)exp(-p(xk-Bxk-1)/a)] (3.3.10)
pa je gustina vektora (Xo,X1,...,Xn)
N

F(xo,X1,...,Xn)=pexp(-puxo)u(xo) ﬂ {P18(xk~axk-1)+[(a~p1)B/a]d(xk-Bxk-1 )+
k=1

+UU(Xk—BXk -1} [ (1-B)exp(~u(Xk~BXk-1) )+

+(p1(B—a)/az)exp(-u(Xk-Bxu-1)/az)]} ; (3.3.11)

Da bismo doboli raspodelu vektora (Zo,2t,...,2Z8) uvodimo transformaciju
(3.8.2) &iji je Jakobijan

J=ZoNzyN=1 _  zn-227y-1 (3.3.12)

te Je, konatno koriséenjem svojstava Hevisajdove i Dirakove funkcije i
¢injenice da je Xk=Z0Z1...Zk, keD*.

N

h(zo,21,...,2N)=Uexp(~uzo))u(zo) ﬂ {P18(zk~a)+[(a-p1)B/ald(zk-8)+
. K=1

+uu(zk-B) [ (1-B)exp(-uzoz1...zk~1(zk-B) )+

+(p1(B—a)/a2)exp(—uZoZ1...zu-f(zk—B)/a)]}IJl . {(3.3.13)
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Marginalna gustina raspodele

h(z1,...,28)= J h(zo,z1,...,28)dzo (3.3.14)

-
vektora (Zi1,...,Zn) bi trebalo da nam omoguéi izrafunavanje funkcije G(v), a
jza toga 1 Fa~(v). Medutim, to u opitem sluZaju nije nimalo jednostavno.
Radi argumentovanja ove &injenice, nave3cemo preostali postupak za dobijanje
funkcije raspodele Fa-(v) na primeru najmanjeg uzorka, tJ. kada je N=2 a obim
uzorka tri.
Dakle, neka je uzorak modela FAREX(1) obima tri: Xo,X1,Xz2. Tada je
G(v)=P(Z12v,Z22v)=1+F(v,v)-F(®»,v)-F(v,®) (3.3.15)
gde je F(z1,z2) funkcija raspodele vektora (Z1,Z2). Vrednost funkcije

raspodele vektora (Z1,Zz) u tatki (r,s) Je
®© r s

F(r,s)s= J I J h(zo,21,z2)dzodz1dz2 =

—o - —®
=p12u(r-a)u(s-a) + p1{(a-p1)8/a+(1-8)a(s-B)[1+a(s-8)]"1+
+p1(B-a)(s-8)[a(1+s-8) ]~ }u(r-a)u(s-8) + p1{(a-p1)B8/a+

+(1-B)(r-8) (14r-8)-1+p1 (B-a) (r-8) [a(a+r-B8) ]- 1 }u(r-B)u(s-a) +
+{(a-p1)2B2a-2+p1 (a-p1 ) (B~a)B2 (s-B) [a2 (a+B(s-B8)) ]~ 1+
+(a~p1)82(1-8)(s-8)[a(1+8(s-8))]-1+(1-8) (a~p1)B(r-B) [a(3+r-B8) ]~ '+
+(1~B)2[(1+s=8)-1 (1-B+r(1+s-8) )~ 1-(1+s-8)~1 (1+B(s-B8) )~ 1-(1+r-8)" 1+
+1]+p1 (1-8) (B-a)a-'[a2 (a+s-B)-1((a{1-8)+r(a+s-8) )~ ~(a+B(s-8))~1)-
~(1+r-8)-1+11+p1 (B~a) (a-p1)B(r-8)a-2 (a+r-8)-1+p1 (B-a)(1-B)a- "1 [1+

+a(1+a(s-8))~1(a+tr(i+a(s=-8))-B8)-1-(1+a(s-8))~1 (1+B8(s-8))~ 1~
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—a(a+r-8)=11+p12 (B~-a)2a-2[a(1+s-B)~1 (a+r-B+r(s-B8))-1-al(a+r-B8)~1-
~a(1+s-B8)-1(a+B(s-8))-Y+1]}u(r-B8)u(s-8) . (3.3.16)
sada je na osnovu (3.3.5),(3.3.15) i (3.3.16) lako utvrditi da Je
Fa~ (v)=p1 (2-p1 )u(v=a)+(1-p1)2u(v=B)~{(1-B)2 (1+v-B)~1 [1-B+v(1-B)+vZ ] T+
+pra(1-8)(B-a) (a+v-B8)-1[a(1-B)-(B-a)v+vZ]-1+

+p1 (1-B) (B-a) (1+av-aB)-1[a+v(1-aB)+avZ-B]-1+

+p12(B~a)2a-1(1+v-8)-'[a+v(1-B)+vZ-B]-1Ju(v-B) . (3.3.17)
Kako je
00 o
- E(a”)= J [1-Fa~(v)]dv = ] G(v)dv , (3.3.18)
0 0

dobijamo da je matematiZko oZekivanje statistike a’
E(a‘)=B[1-p1(2—p1)]+up1(2-p1)-[p1(1-B)/a+p1(B—a)/2+p12(B-a)/(2u)]1na+
p1 (1-B){(1-aB3) aB+1-[(1+aB)2-4q2]1/¢

— -— 1n +
2a[ (1+aB)2-4a2]1/2  aB+1+[(1+aB)2-4a2]1/2

(1-8)2 1+8
+ = —(n/2-arctg— ————) +
[(3+8)(1-8)}1/2 [(3+8)(1-8)]1/2

p12(B-a)(1-B) 1+8-[(1+B)2~4a]1/2

+ e | [y —

2a[ (1+B8)2-4a]'/2  1+B+[(1+B)2-4a]1/2
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p1(B—-a) B+a

—— —(arctg—— - - n/2) za a<B<2/a~a
[4a-(a+B)2]1 /¢ [4a-(a+B)2]1/2

p1 (B-a) a+B-[ (a+B8)2-4a]1/2
- — 1n — za 2Ja-a<B<1
2{(a+B8)2-4q]1/2  g+B+[(a+B)2-4a]'/2

(3.3.19)

Pretpostavka koja je uZinjena na pofetku ovog odeljka u vezi sa odnosom
medu parametrima, O0<pi1<a<B<t, ne zna%i iskljulenje specijalnih sluCajeva
modela FAREX(1) iz ovakvog na&ina ocenjivanja najmanjeg parametra meSavins,
veé naprotiv. Ova ocena je primenjiva u svim specijainim sluZajevima modela,
tj. za jednakost umesto nejednakosti nekih ili svih medu parametrima.
Pretpostavka Jje uZinjena radi lakSeg izraunavanja i izbegavanja diskusije u
toku rada.

3.4 Ako model FAREX(1) posmatramo kao specijalan slufaj autoregresije
(2.1.1) za koju je uslov III(a),(b),(c),(d),(e) posledica definicije nizova
{Ue} i {Ved :

P(Ut=a)=1-P(Ut=8)=p1

P(Ve=0)=B-p1(B-a)/a , P(Vz=a)=pi1(B8-a)/a , P(Vt=1)=1-8 (3.4.1)
P((Ut,Vt)=(a,0))=p1 , P((Ut,ve)=(8,0))=(a-p1)B/a , P((Ut,Vt)=(B,1))=1-8,
P((Ut,vVe)=(B,a))=p1(B-a)/a

mogucde Jje primeniti ocenu najmanjih kvadrata za ocenjivanje njegovih
parametara pi, a i B, ali ne direktno, ve¢ preko njihovih funkcija

E(Ut) = B-p1(8-a)

L+
|

b= E(Ut2) = B2-p1(B2-a2) (3.4.2)

¢ = E(Ve2) = ap1(B-a)+1-8 .

Iz ovog sistema jednaZina se parametri pi, a i 8 mogu izratunati na jedinstven
natin tako da bude zadovoljen uslov (1.1.21). Naime, re3avanjem sistema
(3.4.2) po p1, a 1 8 dobijamo:

- 28 -




(a+bto-1-32)2
p1=- ,oat,z2=ar(1/p) [((1-p1)p (b-a2) ] /2
(a-a2+btc-1)2+(1-a)2(b-a2)

B1,2za*x(1-p1)- ' {(1-p1)pr(b-a2)]1/2 (3.4.3)

5to dalje daje

(atbtro-1-a2)2

Pt == i v

(a~a2+brc-1)2+(1-a)2(b-a2)

2a2+2ab-2a8+ac-a-b 2a(1-a)-(1-b~¢)
at= , B1= (3.4.4)

atbro-1-a 1-a
b-atac 1-b-cC

az= , Ba=

arbtrc-1-g¢ 1-a

Medutim, ako wuo&imo re3Zenja ai i 81 lako je pokazati da je a1<0 pri datim
uslovima pod kojima je definisan model FAREX(1). Dakle, preostaje jedinstvena
trojka brojeva

(atbtc-1-a2)%2 b-atac 1-b-¢
(Di,a,B)=(- , : ) (3.4.5)
(a~a2+btc-1)2+(1-a)2(b-a2) arbrc-1—-a2 1-a

koja kao reSenje sistema (3.4.2) zadovoljava uslove definicije modela
FAREX(1).

Ocenu najmanjih kvadrata na ocenjivanje parametara autoregresivnih
vremenskih serija sa sluZajnim koeficijentima primenili su prvi Nikols 1 Kvin
(Nicholls 1 Quinn, 1980). Oni su vr3ili ocenjivanje u dva koraka po uzoru na
Rozenberga (Rosenberg, 1973), koji Jje ovaj postupak primenjivao kod
standardnog regresionog modela kod koga nema autoregresione zavisnosti. Bitna
- karakteristika modela sa sluZajnim koeficijentima koji su posmatrali Nikols 1
Kvin, je nezavisnost sluZajnih koeficijenata autoregresije 1 1inovacionog
njza. Mi ¢emo, medutim, pokazati da pomenuti postupak daje strogo postojane
ocene ' veli&ina a b 1 ¢ modela (2.1.1) kod koga Jje uslov nezavisnosti
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koeficijenata autoregresije i inovacionog niza zamenjen grupom usiova III, pa
dakle, 1 u sludaju modela FAREX(1), pod usiovom da je osnovni parametar

eksponencijalne raspodele poznat.
Dakle, predimc na ocenjivanje parametara a, b i ¢ modela FAREX(1) pod
pretpostavkom da je poznat parametar . Polazeci od Jednaline (2.1.1)

Xe=Ut Xt-1+VieEe

translirajmo posmatrani slugajni proces {Xt} u sluZajni proces {Yt} sa
oCekivanjem nula:

Xe-m=Ut (Xt -1-m)+m(Ue+Ve—1)+Ve (Et-m) (3.4.6)

gde uvodimo ozZnake

Ye=Xt-m , Bt=Ut-a , 3t=m(Ut+Ve-1)+Ve (Et-m) (3.4.7)
pa dobijamo

Ye=a¥t-1+BtYe-1+50t (3.4.8)
odnosno

Ye=aY¥t-1+Rt | (3.4.9)

gde je ostatak Rt

Re=BtYt-1+5t (3.4.10)

Osim toga, sa Ft oznaZimo o-polje generisano skupom {{Bt,5t),{(Bt-1,3t-1),...}.
Tada Jje

E{(Rt |Ft-1)=Ye-1E(Bt )+E(5¢ )=0 (3.4.11)
i
E(Rt2|Fe-1)=Yt-12E(Be2)+2Yt-1E(Bt 5t )+E(5e2)=
=(b-&)Yt-12+2m(1-2-¢C)Ye-1+m2 (1-D)=
=Zt-1Tt-1b-We-12(a)+2mTe-1-2mcYt -1 (3.4.12)

gde je
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Ze-1=Yt-1-m , Tt-1=Yt-t+m i We-1(a)=a¥e-1+m . (3.4.13)

Uo&imo jod dva vaZna svojstva reprezentacije (3.4.9). Prvo, ostaci Rt su
nekorelirani 1 drugo, Yt je jednaZinom (3.4.9) predstavijen kao zbir dva
nekorelirana procesa: aYt-1 1 Rt. Zaista, ako izaberemo k, recimo, iz D*\{0},
tada

Cov(Rt ,Rt+x )=CoV(BtYe-1+5¢t ,Bt+kYe+k-1+8t+k)=

=Cov(BtYt-1,Bt+kYt+k-1)+Cov{(BtYt-1,0t+k )+
+Cov (3t ,Bt+kYe+k-1)+Cov(St ,Bt+k)=
=E(BeBt +xYt-1Yt+k-1)=E(Bt+k JE(BtYt-1Yt+k-1)=0 . (3.4.14)

Takode Je

Cov(aYt-1,Rt)=E(aYe-1Rt)=aE(BtYt-12)+8E(Yr-18¢t)=
=gE(Bt JE(Ye-12)+aE(Yt-1)E(Bt )=0 . (3.4.15)

Sada moZemo pristupiti ocenjivanju parametara primenom metode najmanjih
kvadrata u dva koraka.

Pretpostavimo da raspolaZemo uzorkom (Yo,Yt,...,Yn) dobijenim iz uzorka
{(Xo0,X1,...,XN) translacijom.

I korak
Ostaci Rt se mogu predstaviti kao

RezYe—-a¥t-1 . (3.4.16)

Uo&imo sada sumu kvadrata ostataka

N N
Z Rt2= Z Yt?-2a E YeYt-1+a° Z Yt-12 (3.4.17)
t=1 t=1 t=1 t=1

Ova kvadratna funkcija po & ima minimum i to za a&a , gde je

a =( I Ye-12)~1( Z YeYt-1) (3.4.18)
t=1 t=1

odnosno,
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a“=¥1’Y(Y’y)-! (3.4.19)

gde su Y1 i Y vektori Y=(Yo,Y1,...,Yn-1)", Yi=(Y1,Y¥2,...,Y8)’, a " '’
oznaava transponovani vektor.

I1 korak
Ovaj korak daje ocene za druge momente nizova {Ut} i {Vt} koristedi pri

tome rezultat prvog koraka. Dakle, u jednadini (3.4.9) zamenimo @ sa a . Tako
dobijamo
Rt "=Yt— &8 Yt-1 . (3.4.20)

Posmatrajmo razliku

Gt=Rt2-E(Rt2{Ft-1)=Rt?-bZt-1Te-1+2mcYt-1+Wt-12(a)-2mTt-1 . (3.4.21)
N

Minimum kvadratne funkcije E Gt2 najpre po b, a zatimpo ¢, pri Cemu se
t=1

koriste 8 1 Rt” umesto a 1 Rt, dobija se za

N N N
br=[( E Zt-12Te-12)( E Yi-12)~( I Zt-1Tt-1Ye-1)2]" 1%
t=1 j=1 t=1
N N
*{ ( I Yj-12)( I ((Rt™)2+We-12(a" )-2mTe-1)Zt-1Tt-1)~
j=1 t=1
N N
-( Z 2e-1Te-1Ye-1)( X ((R37)2+Wj-12(a” )-2mT5-1)Y3-1] (3.4.22)
t=1 j=1
it
B =[A’(AY’=-YAYY]"H{Y’ [(Y(R™)’A - A(R")’Y) + (Y(W')’A - AW )Y)-
-2m(YT’A - AT’Y) ]} (3.4.23)
1
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N N N

¢ =(2m E Ye-12)-H{Dp" Z Ze-1Tt-1Ye-1- Z ((Rt™)%+We-12(a" )-2mTe-1)Ye-1]
t=1 t=1 t=1 (3.4.24)

i1
c=(2mY’Y)-1[P°A" - (R7)" + (W)’ - 2mT’]Y (3.4.25)

gde je

A=(ZoTo,Z1T1,...,2N-1TN-1)" , R=(R12,R22,...,RN23)’ ,
W=(Wo2(a),W12(a),...,Wn-12(a))’ : (3.4.26)

Ocene &8, b 1 ¢ date izrazima (3.4.18), (3.4.22) i (3.4.24), odnosno
(3.4.19), (3.4.23) 1 (3.4.25) su ocene najmanjih kvadrata parametara a, b i c.
Da bismo utvrdili grani&na svojstva vektora (a2°,567,¢"), prirodno je najpre
utvrditi svojstva ocene &8°, s obzircom na to da ona ufestvuje u analititkim
1zrazima za preostale dve ocene 6" i ¢" 1 to direktno i prekc ostatka Rt”.

Otuda demo najpre dokazati slededu tecremu:

Teorema 3.4.1. Pod uslovima I-1II, ocena & zadata jednalinom (3.4.19)
(odnosno (3.4.20)) je strogo postojana ocena parametra a, a 4N(a“'-a) 1ima
raspodelu koja konvergira normalnoj raspodeli sa odekivanjem nula i
disperzijom 8b-942-a-4c+5.

Dokaz: Uo&imo razliku

N N N N
& —-a=( 2 Ye12)-1( f Yt-1Rt )=((1/N) Z Ye-12)-1((1/N) Z Ye-1Rt )=
t=1 t=1 t=1 t=1
=(N"TR’Y)(N-1Y’Y)~1 . (3.4.7)

Nizovi {Yt2} 1 {Yt-1Rt} su strogo stacionarni i ergodidéki jer Jje takav

niz {Yt}. Prema ergodilkoj teoremi to povlaZi skoro izvesnu Kkonvergenciju
N N

nizova {N-1 I Ye-12} § {N-? E Ye-1Rt} ka m? 1 nuli respektivno. Dakle, i (&°~a)
- €= t=1

konvergira skoro izvesno ka nuli, 3to ée reéi a" je strogo postojana ocena

parametra a.
Da bismo dokazali drugi deo teoreme koristidemo centralnu grani&nu

teoremu za martingale:
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Teorema.(Billingsley, 1961) Neka je {Qt} niz sluZajnih promenljivih sa
svojstvom da se Qt moZe da predstavi kao funkcional koji ne zavisi od t,
merljiv u odnosu na o¢-polje ot generisano nizom {St,St-1,...} strogo
stacionarnih ergodi&kih slu€ajnih promenljivih. Dalje, neka je E(Qt,0t)=0 1

N

E(Qe2)=c2¢m, Tada (c2N)-1/2 I Qt ima raspodelu koja konvergira normalno]
t=1

normiranoj raspodeli.
X

Prema navedenoj centralnej graniZnoj teoremi vaZzi da za proizvoljan
N

realan broj g sluajne promenijive niza {N-1/2 E a¥Yt-1Rt} imaju raspodelu koja
t=1

konvergira normalnoj raspodeli sa ofekivanjem nula i1 disperzijom koja Je

jednaka sa

E(02Yt-12Re2)=E(E(Q2Yt-12Re2{Fe-1))=E(q2Yt-12E(Rt2{F¢-1))=
=E(q2Yt-12(Yt-12E(Bt2)+2Yt-1E(Bt St )+E(5¢e2)))=
=Q2E(Ye~14(b-a2)+2Yt-13m(1-a-C)+Y¢-12m2 (1-b) )= ‘
=q2m* (8b-9a32-4a-4c+5)} . (3.4.28)

S druge strane je

N N N
E({N-1 ) Yt-12-m2}2)=N-2 ) E(Yt-12Y5-12)~-2mZN-1 ) E(Yt-12)+m4=
t=1 t,j=1 t=1
N j-t-1
S(2/N2) L E(Ye-12(ad=t¥e_1+ L &Rj-k)2)-mi=
t,j=1 k=0
j>t

=16mé [ (N-1)N-222 (1-a2)~1-N-2 (1-8N+2) (1-22)-2]
(3.4.29)
N

od&kle sledi 1 konvergencija u verovatnoé¢i niza {N-? I Yt-12} ka m2,
t=1

Iz poslednjih dveju Tinjenica sledi da
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N N

JIN(a& —-a)=(N-1 f Yy-12)-1(N-1/2 Z Ye-1Rg) (3.4.30)
t=1 t=1

ima raspodelu koja konvergira normalnoj raspodeli sa o&ekivanjem nula 1
disperzijom 8b-9&2-4a-4cts.

Teorema 3.4.2. Pod uslovima I-III, vektori D=(a,b,c) i D*=(a",b",¢") su
takvi da vektor (D*~D) konvergira skoro izvesno ka nula vektoru kada obim
uzorka neograni&eno raste, a vektor JN(D"-D) ima raspodelu koja konvergira
normalnoj raspodeli sa otekivanjem nula i kovarijansnom matricom K=[Kij]l gde
je

Ki1=E((m~2Ye-1Re)Z) , K1z=K21=E((8m“)"Yt-1RtZt-1Tt—1St) ,

N
K13=K31=E(m~2Ye-1Re (2mN~? I Y;-12)-1Qe*Se)
j=1
K22=E((64m8)-1Zt-12Te-125¢2) , (3.4.31)
N
Kea=Kaz=E((8m*)-1(2mN-1 I Yj-12)‘1Zt-1Tt-1Qt*Stz) ;
j=1
N
Kaz=E((2mN-? Z Yj-12)-2(Qe*)2S5t2)
j=1

pri oznakama (3.4.9), (3.4.10), (3.4.13), zatim

St=Re24+We-12(a)-2mTe-1+2mcYe-1-bZe-1Tt-1 (3.4.32)
Qe?*=(8m)-1Zt-1Tt-1-Yt-1 . | (3.4.33)

Dokaz: Dokaz ¢emo sprovesti u dva koraka. U prvom delu cemo pretpostaviti
da nam je poznata prava vrednost parametra a. Uvescemo oznake b i ¢ za ocene
parametara b i1 ¢ pod pretpostavkom da je poznata vrednost parametra a, ti. &
i ¢ bi imaii formu (3.4.22) i (3.4.24) pri demu bi u tim izrazima & i Rt’
bi1i zamenjeni pravim vrednostima a i Re. Isto bi vaZilo i za veze (3.4.23) 1
(3.4.25). Zatim uvodimo oznaku D° za vektor D°=(&a~,b ,c" ). Tada je

v B == {Y' [Y(R"-(R")’)A - A(R’-(R")")Y + YW -(W)’)A - A(W-(W")’)Y]}*
x[A’ (AY’-YA’)Y]~1 (3.4.34)
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c-c=[(b-b")A - (R’™=-(R")’) - (W -(W)")]Y(2myY’Y)-1 . (3.4.35)
Elementi vektora (R'-(R™)’) i (W -(W")’) su redom

Re2-(Rt")2=2(a-a" )Yt-1Rt+(a-a )2Y¥t-12 (3.4.36)
wt-12(a)-wt—12(a*)=2(a—a“)Yt-1Ht-1(a)-(a-af)zvt-12 . (3.4.37)

Konvergenciju brojioca razlike (3.4.34) ispitivacemo ispitujuc¢i konvergencije
njegovih pojedinih sabiraka. Dakle, posmatrajmo najpre niz {N-2Y’Y(R’-(R")’)A}.
Zapisimo elemente ovog niza u razvijenom obliku:

N N

N-2Y'Y(R’-(R™)’)A=2(a-a (N X Ye-1Zt~-1Te-1)(N-1 I R;Yj-12)+
t=1 j=1

N N

+(a-a )2 (N E Yt-1Zt-1Te-1)(N-? I Y;-13) . (3.4.38)
t=1 j=1

S obzirom da Yt ima konaZne momente proizvoljnog konatnog reda, 3to je
posledica definicije (3.4.7) 1 uslova I-III, a kao posledica ergodicke
teoreme, jednostavnim jzratunavanjem dobijamo sledece  skoro jzvesne

konvergencije

N 8.1.

N-1 I Ye-1Z2t-1Te-1 >md , N->o (3.4.39)

>0 , N->= (3.4.40)

>amd , N->o (3.4.41)

pPrema teoremi (3.4.1), (a-&) konvergira skoro izvesno ka nuli, pa sledi

N N a.d.

(a-a")(N-1 I Ye-1Ze-1Tt-1 (N1 Z RjYj-12)
‘ t=1 =1

>0 , N->o , (3.4.42)
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Iz ove konvergencije, naravno, sledi 1 konvergencija u verovatnodi istog niza.
Sada koristeéi drugi deo teoreme (3.4.1) o konvergenciji u raspodeli niza
{yN(a-a")}, sledi konvergencija u verovatnoéi

N N P

IN(a-a" ) (N1 Z Yt-12t-1Tet-1)}(N-1 Z RjYj-12) ~=—>0 , N->= (3.4.43)
£t=1 j=1

Za ispitivanje konvergencije drugog sabirka u (3.4.38), pored argumenata
koriséenih za prvi sabirak ovog izraza koristimo jo¥ i ¢&injenicu da ako
JN(a-a") konvergira u raspodeli onda N1/4(a-3") konvergira u verovatnoéi ka
ofekivanju sludajne promenljive yN(a-a"), tj. ka nuli. Iz svega navedenog
sledi konvergencija

N N P

IN(a-a& )2(N-1 Z Yt-1Zt-1Tt-1)(N-1 E Yj-13) —> 0 , N->o (3.4.44)
t=1 j=1

Konaéno

N-2Y’Y(R’~(R™)")A >0 , N->®
1 (3.4.45)

N-3/72Y’Y(R’-(R™)’)A >0 , N-e

Analognim zakljulivanjem dobijamo i sledede rezultate

s.1. P

N-2Y'A(R’-(R")’)Y ——> 0 i N-3/2Y’A(R'-(R™)')Y —> 0 , (3.4.46)
8. 1. P

N-2Y’Y(W' ~(W") " )A >0 1 N3/2Y’Y(W-(W")')A —> 0 (3.4.47)
s.i. P

N-2Y’A(W -(W")’)Y >0 1 N-3/2Y’A(W-(W")')Y —> 0 (3.4.48)

kada N->w,
Stc se tite imenioca razlomka kojim je definisana razlika (b -b"),
(3.4.34), zakljuZujemo sledece

!'il

N-2A’AY’Y > 8mé |, N->w i (3.4.49)
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N-2AYA'Y >0 , N->w . (3.4.50)
Dakle,

N-2A’ (AY-YA’)Y

>0 , N=->o (3.4.51)

pa na osnovu (3.4.38)-(3.4.51) sledi da (6"-b5") konvergira ka nuli skoro
jzvesno i {N(b -b") konvergira ka nuli u verovatnoc¢i.

Na oshovu istih odgovarajuéih argumenata zakijudujemo o sledecim
konvergencijama

8.3.

N-TA’Y

>md , N-Oo (3.4.52)
P
pa na osnovu 4N(b"=p") —> 0 , N—>o , sledi

"

p
N-1/2(5 =b")A’Y —> 0 , N=>o (3.4.53)
Zatim
s. 1. P _
N-1(R’=(R™)’)Y >0 1 N-1V2(R-(R™)’)Y —> 0, (3.4.54)
a.1. P
N-T(W-(W)’)Y —=> 0 1 N-V/2(W-(W) )Y —> 0, (3.4.55)
8. 1.
2mN-1Y'Y > 2m3 (3.4.56)

ori N->».Na osnovu konvergencija (3.4.53)-(3.4.56) dobijamo da (¢ -¢7)
konvergira ka nuli skoro izvesno i JN(¢"-¢") konvergira ka nuli u verovatnoci.

Iz svega 5to je do sada u dokazu ove teoreme reeno, sledi da vektor
(D"-D~) konvergira skoro izvesno ka nult, dok JN(D"-D") konvergira u
verovatno¢i ka nuli.

Drugi korak u dokazu ove teoreme bio bi slededéi:

Posmatrajmo raziike

b -b=A’S(A’A)"" i | (3.4.57)
¢ -c=Q'S(2myY’Y)-" (3.4.58)

gde S 1 Q oznadavaju vektore
S=(S1 Isziiiﬂisﬂ"l)’ » Q=(Q'| ,QZ,-.-:QH-")’ (3.4-59)
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pri Zemu je St definisano formulom (3.4.32), a Qt Je
N N

Qt=Zt-1Tt-1(N"1 I Zk-12Tk-12)-1(N-1 Z Yi-1Zj-1T5-1)-Yt-1 . (3.4.60)
k=1 j=1

Uvedimo jo¥ i sledeéi vektor

D*=(a*,b*,c*)’ (3.4.61)
gde je

at=m-2N-1(Y1)’Y , - (3.4.62)

B*=(8m*)-IN-1A’S+D 1 (3.4.63)

A=(2mN-1Y’Y)-IN-1(Q*)’S+c . (3.4.64)

Sada imamo da je

a*-a’=(m2 - (N-1Y'Y)"1IN- V1Y : (3.4.65)

Kako vaZe sledec¢e skoro izvesne konvergencije

N-1Y1Y ij—-:» anz , N1Y'Y EF-i‘} m2 pri N->eo (3.4.66)
to vazi 1
8. i. P
a-a >0 , 4JN(g*-a") —> 0 pri N>, (3.4.67)
Nadalje posmatrajmo razliku
b -b*=(b -b)-(b*-b) . (3.4.68)

Da bismo ispitali ponaZanje razlike (3.4.68) u smislu konvergencije uo&imo
sledec¢i izraz

(O'-D)N"TA’A - 8mé(b*—-b) = N-TA’S - N-TA’'S = 0 . (3.4.69)

Zbog ergodiZnosti niza {Zt-12Te-12} vaZi 1 sledeca skoro izvesna konvergencija
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N 8. 1.

N-1 E Zt-12Tg-12
t=1

> 8m* , N->o | (3.4.70)

pa (3.4.69) i (3.4.70) daje skoro izvesnu konvergenciju

g.19.

b -pf —=———> 0 , N> (3.4.71)
kao i konvergenciju u verovatnoéi
P

IN(B'-B*) —> 0 , N-o (3.4.72)

Najzad ispitajmo konvergenciju razlike c¢*-c :

N N
c*-Cc =c¢*-¢ctc-¢ =(2mN-1 2 Yj-12)- V[N Z (Qe*-Qt )St]=
3=1 t=1
=(2mN-1Y’Y)-1[N-1(Q*-Q)’S] . (3.4.73)

Uolimo da su elementi vektora Q* oblika

N N

Qt*=2¢-1Tr-1[N-1 Z E(Zk-12Tx-12)]-V[N-1 I E(Y3-1Z5-1Tj-1)]-Yt-1 (3.4.74)
k=1 j=1

te da elementi vektora (Q*-Q)

N N
Qe*~Qe=Ze-1Te-1[(8m)-1~-(N- 2 Zk-12Tk-12)-1(N-1 I Yj-1253-1T5-1)] (3.4.75)
k=1 j=1

¢ine niz koji konvergira skoro izvesno ka nuli prema (3.4.52) i (3.4.70). Kako
konvergencija razlike c¢*-¢" direktno zavisi od konvergencije brojioca u
(3.4.73), a imajuci u vidu (3.4.56), sledi skoro izvesna konvergencija

s.1.

—> 0 , NH>o (3.4.76)

ct-c

a onda 1 konvergencija u verovatno¢i
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F
JN(c*-¢) —> 0 , N—o (3.4.77)

Prema (3.4.67), (3.4.71), (3.4.72), (3.4.77) sledi

s, §. p

D*-D" >0 i AN(D*-D") —> 0 pri N->o ., (3.4.78)

Najzad uoimo razliku

D*~D=(D"-D" )+(D"-D*)+(D*-D) . (3.4.79)

Dakle, da bismo utvrdili konvergenciju i raspodelu ove razlike, preostaje nam
jo§ da ispitamo konvergenciju razlike (D*-D). U tu svrhu koristicemo
proizvoljno izabrani vektor v={vi,vz2,v3)’ i ispitati niz sludajnih
promenijivih oblika

v’ (D*-D)=N-1 L He (V) (3.4.80)
t=1
gde je
Ht (v)=v1 (at*-at)+vz2 (bt*~be )+va(ct*—Ct) (3.4.81)

ac*-ac=m-2Ye-1Rt , be*~be=(8m4)-1Ze-1Te-15t ,
N (3.4.82)

ct*-ct=(2mN-1 Z Y;-12)"1Qe*St
j=1

pa bi Ht(v) konaZno bilo

N
He (V)=vim-2Ye-1Re+[v2(8m4)-1Z¢-1Te-1+v3 (2mN-? ) Y;-12)-1Qe*]St. (3.4.83)
j=1
Lako je proveriti da Jje E(Rt|Fe-1)=0 1 E(St}Ft-1)=0. Na osnovu toga
zakljuZujemo da Jje i E(He(v)}|Ft-1)=0. S druge strane ergodi¢nost 1 stroga
stacionarnost niza {Ht(v)} povla&i za sobom skoro izvesnu konvergenciju

a.1.

>0 , N=->eo (3.4.84)
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- Qsim navedene konvergencije, uoZene osobine niza {Ht(v)} znale ispunjenje
uslova navedene centralne granicne teoreme Za martingale (Billingsley,1961) za
ovaj niz. Dakle, prema centralnoj graniZnoj teoremi, v’ /N(D*-D) konvergira u
raspodeli ka slugajnoj promenljivoj sa normainom raspodelom &ije je ofekivanje
nula, a disperzija E(Ht2(v))=v'Kv pri &emu su elementi matrice K zadati
formulama (3.4.31). Kako je ovo tacno za proizvoljan vektor v dimenzije tri,
to konaZno moZemo da izvedemo i sledeci zakljucak

8.1.

D"-D

>0 , N-Oo (3.4.85)

a 4JN(D"-D) ima raspodelu koja konvergira normalnoj raspodeli sa odekivanjem
nula i kovarijansnom matricom K.

3.5 Pravi odgovor na pitanje odnosa ocenha a i a° je teSko dati, Kako
zbog veré pomenutih teskoca teorijskog razmatranja raspodele statistike a,
tako 1 zbog "nepristupaZnog” eksplicitnog izraza za ocenu a”:

pr-a+a ¢ |
Q° =—— —— . | (3.5.1)

a+b+c"-1-(a8")?

3.6 Druga grupa pitanja vezanih za predloZene ocene u odeljku 3.2-3.4
odnosi se na moguénost primene ovih ocena ili samo postupaka ocenjivanja na
parametre, kako opSteg modela (2.1.1) tako i posebno na njegove druge
specijalne slutajeve.

Sredina uzorka kao ocena matematifkog oZekivanja procesa (2.1.1) je opSte
prihvatljiva 3to se vidi iz dokaza u odeljku 3.2.

Ocena a~ koja je opisana u odeljku 3.3, kao ¥to je tamo re&eno, zahteva
xao jedan od neophodnih uslova da slutajna promenljiva iz niza {Vt} ima
vrednost nula sa pozitivnom verovatnoom za svako 1. Inate je veé releno O
prvoj primeni ove ocene kod modela EAR(1).

Metod najmanjih kvadrata primenjen u odeljku 3.4, primenjiv Je na sve
modele koji proizilaze iz diferencne jednaéine‘(2.1.1) i osobina I-III 2za
ocenjivanje parametara &E(Ut), bO=E(Ut?) 1 c=E(ve2). Medutim, broj koraka 1
ocenjivanje parametara konkretnih me3avina zavisi od svakog pojedinog slugaja.
Tako je na primer dovoljan samo prvi korak za modele EAR(1) i TEAR(1). Dva
koraka dovoljna su osim za model FAREX(1) jo® i za model NEAR(1). Za mode]
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AREX{1) nisu dov01jné dva koraka za ocenjivanje svigh postojecih parametara
me3avine. Treé¢i korak je moguée naZiniti, ali za sada nije na zadovoljavajuéi
nas&in razredSen problem potpune algebarske jednaline Zetvrtog reda koja se
dobija kao analogon kvadratnoj jednafini nastaloj reSavanjem sistema (3.4.2)
za sludaj FAREX(1). Naravno, sistem bi u siufaju AREX(1) morao imati bar

Zetiri jednaZine, tj. bar Zetiri nova parametra koji bi se direktno ocenjivali
metodom najmanjih kvadrata.

Univerzitel u Beogradu
Priveodno-matematickl fakultel}
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4. PROGNOZA I INTERPOLACILJA
NEPOZNATIH VREDNOSTI SLUCAJNOG

PROCESA Xe=Uct Xt -1 +Ve Ex

4.1 Jednako vazZzno pitanje analize vremenskih serija u odnosu na ocene
parametara Jje ekstrapolacija i interpolacija nepoznatih vrednocsti vremenske
serije na osnovu konalnog ili beskonalinog broja opservacija realizacije te
vremenske serije. Poznato Jje da jJe za vremenske serije linearnog tipa sa
konstantnhim koeficijentima, 1linearna prognoza najbolja prognoza u smislu
srednje kvadratnog odstupanja, pogotovu za one za koje Je inovacioni niz
normalno raspodeljen. SluZaj linearne autoregresije prvog reda sa konstantnim
koeficijentom autoregresije ali 1inovacionim nizom sa eksponencijalnom
raspodelom razmatrao je O’Brajn (O’Brein, 1987) u smislu odluke da 11 je
linearna prognoza najbolja za takvu vremensku seriju i dobio prilicno
zadovoljavajucde numerilke rezultate. Koristedi parcijalne korelacije, on je
takode pokazao da linearna prognoza ima svrhe i u slugaju EARMA(1,1) vremenske
serije (Jacobs i Lewis, 1977).

4.2 Najop3tiji princip linearnog prognoziranja stacionarnih vremenskih
serija na osnovu konaéne pro3losti, tj. n opservacija Jjedne realizacije
jskazuje se slededom teoremom:

Teorema.(Fuller, 1976) Ako Jje zadato n opservacija realizacije
stacionarne vremenske serije {Yt} sa ofekivanjem nula i poznatom kovarijansnom
funkcijom, 1inearna prognoza sa najmanjom srednje kvadratnom grel3kom (n+s)-te
(s=1,2,...) opservacije je

Yn+s " (¥1,...,Yn)=Y'Bs
gde je

Y’=(Y1 ,ng "avw ,Yn),
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Ba=Vhn*Vns,
Van=E(YY"),

Vns’=(Kn+a-1,Kn+s-2,...,Ks),

Vhnt je Mur-Penrouzov uopsteni inverz matrice Vnn.

Vremenske serije sa eksponancijalnom marginainom  raspodelom ()
definisane me3avinom raspodela kakve su predmet razmatranja ovog rada, ima-
ju oZekivanje 1/u, dakle strogo vede od nule. Medutim, lako je pokazati da
vazi sledec¢e tvrdenje:

Teorema 4.2.1. Neka Jje {Xt} stacionarna realna vremenska serija sa
eksponencijalnom marginainom raspodelom (u), #>0 1 poznatom autokorelacionom
strukturom. Najbolja Tinearna prognoza procesa {Xt} u momentu ms (n 1 s suU
pozitivni celi brojevi) na osnovu n opservacija realizacije procesa {Xt} prema
kriterijumu srednje kvadratnog odstupanja Jje

Xn+s~(X1,e00,%Xn)=X’As | (4.2.1)
gde Jje

X=(X1,X25.00,Xn)’ (4.2.2)

As=VnntVns , Vnn* je Mur-Penrouzov uopiteni inverz (4.2.3)

matrice Vnn
Vanz=E(XX’) (4.2.4)
Vns=E{Xn+sX) (4.2.5)

i pri emu vektor As ne zavisi od parametra eksponencijaine raspodele W.
Dokaz: Dokaz teoreme je jednostavan i zasniva se na minimalizaciji izraza

M=E((Xn+s“X’As)’(Xn+s-X’As))=
=E(Xn+a2) = Vn+a’'Aa - As’Vns + As’VnnAs (4.2.6)

po nepoznatom vektoru koeficijenata linearne prognoze, As. Dobija se
As’'Vnn=Vns' (4.2.7)
1 konaZno

- 45 -~




As=Vnn*Vns {(4.2.8)
zbog simetrije matrice Vnn stacionarnog procesa. Da bismo dokazali da vektor
As ne zavisi od parametra eksponencijalne raspodele, razmotrimo vektor Vns i
matricu Van. Ako je @ poznata autokorelacija

@r=Corr(Xe,Xt+r) , @=1/ue (4.2.9)

- tada se elementi matrice Vnn mogu predstaviti na sledec¢i nacin

E(XiXj3)=Cov(Xi,X3i)+E(Xi)E(X3)=@0@;i-531+(1/U)2=
=(1/u2)(@i-54+1) , 1,3i=1,...,n (4.2.10)

pa_je

Van=(1/u2)Wnn , Wnnz=[@}i-jp+1]1,5=0" . (4.2.11)
Sli¢no, etementi vektora Vns su

E(XiXn+a)=(1/u2)(@nse-i+1) , iz=1,...,n | (4.2.12)
te je

Vns '=(1/u2)(@n+s-1+1,@n+s-2%+1,...,@8s+1) (4.2.13)
odakle direktne sledi tvrdenje.

Razmotrimo prognozu vremenske serije definisane jednainom (2.1.1) i
uslovima I-III u smislu specijalnog slufaja stacionarne vremenske serije sa

eksponencijalnom marginalnom raspodelom.
Matrica Vnn i vektor Vns Ovog procesa su

[2 a+1 a2+1 ce.  @-141] gh+s~141
Fa+1 2 ati ces @241 gn+s-241

Vhnz=pl=2 1 a2+1 at1 2 vee @341, Vnszp-2lante-341)  (4.2.14)
Lan-1+1 ar-2+1 gn-341 e 2 i | 88+1 |

prema svojstvu (2.3.3).
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Uo&imo autokovarijansnu matricu posmatrane vremenske serije:

fi a a2 a I Al
a 1 a a2 ..., a2

Knn=U-21{ &2 a 1 a .. a3 . (4.2.15)
-1 g2 gn-3 s 1|

S obzirom da je vremenska serija {Xt} stacionarna, gimetri&na matrica Knn Je
pozitivno definitna, Sto povla&i da su svi njeni glavni minori razlié¢iti od
nule (tj. da ima inverznu matricu). Dakle, rang ove matrice je n, %to znaci da
su vektori koji &ine vrste (kolone)

(a, 1, a, caryd@2) (4.2.16)

linearno nezavisni. Prema tome oni generisu jedan n-dimenzioni realni
vektorski prostor V za svaki fiksiran realan broj a. Ako pak sada svaki od
vektora iz sistema (4.2.16) transliramo za isti konstantni vektor (1,1,...,1),
transliracemo ceo prostor V u njemu izomorfan realni vektorski prostor Vi
generisan vektorima

(2, a1, &£+, ...,a8"74+1)
(at1, 2, atl, ...,8"2+1)
................................. (4.2.17)
(an-1+1,8-2+1,a-3+1,...,2 )

Kako su dimenzije izomorfnih prostora jednake, to je rang sistema vektora
(4.2.17) takode n pa je matrica Vnn regularna. Medutim, determinanta matrice
Wnn=p2Van menja vrednost u rasponu od n+i do 0 (tabela 1), ne ukljutujuci ove
vrednosti, u zavisnosti od vrednosti parametzra a. Vrednosti parametra a se
krecu u rasponu od 0 do 1 prema oscbini III(c). Vrednosti n+i i 0 za
determinantu matrice Wnn dobijaju se redom za vrednosti parametra 0 1 1.
Ginjenica o znatnoj izmeni vrednosti ove determinante bitno utice na mogucnost
tatnijeg odredivanja vrednosti elemenata matrice Wnn-1 o0 Semu treba voditi
ratuna pri reSavanju konkretnog problema. |

Teorijska srednje kvadratna greSka prognoze definisane teoremom 4.2.1. je
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n

n

E(}Xn+s=Xn+s"|2)=u~%{2 - 2 Z Z wij(a*ts-i+t)(an+e-i+1) +
i=1t j=1

n n

i=1 r=1

gde je Hnn'1=[Hij]i,j=1“ .

n

J=1 k=1

n

Vrednosti determinante matrice Wnn

. : :
: n | :
, 8 . 5 ' 6 l 7 ' 8 H
' 0.0625 | 5.443520 | 6.287509 | 7.124823 | 7.955500
' 0.1250 ! 4.799076 | 5.442974 | 6.065579 , 6.667399 ;
' 0.1875 ! 4.105035 | 4.532821 | 4.925455 | 5.284879
1 0.2600 ! 3.398895 | 3.620982 | 3.802031 | 3.946304
' 0.3125 ! 2.714983 | 2.763201 | 2.776109 | 2.760145 ;
1 0.3750 | 2.082512 | 2.002713 | 1.904176 | 1.793747 |
' §.4375 ! 1.524079 | 1.367620 | 1.215218 | 1.071054
! 0.5000 ! 1.054687 | 0.870117 | 0.711914 | 0.578430 |
' 0.5625 ! 0.681314 | 0.507539 | 0.375523 | 0.276237 |
' 0.6250 ! 0.403068 | 0.265011 | 0.173307 | 0.112810
' 0.6875 ! 0.211954 | 0.119325 | 0.066908 | 0.037384 |
' 0.7500 ! 0.094208 | 0.043506 | 0.020035 | 0.009204 |
t 0.8125 ! 0.032197 | 0.011411 | 0.004037 | 0.001426 |
! 0.8750 ! 0.008396 ! 0.001650 | 0.000398 ; 0.000096
' 90,9375 ! 0.000578 | 0.000063 : 0.000007 , ©.0000007 .
Tabela 1

(4.2.18)

1 Liatr-n s L L wiswek(@ts-d+1)(ante-ke1)])

Napomenimo ovde da se isti problem inverzije autokovarijansne matrice Vnn
uofava 1 kod vremenskih serija tipa pokretnih sredina sa eksponencijalinom
marginainom raspodelom EMA(1) (Popovié, 1988). |

4.3 Nadalje ¢emo posmatrati Hilbertov prostor H, stacionarnih vremenskih

serija, gde su skalarni proizvod, metrika 1 norma definisani na ucbidajeni
naéin, ;J.
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X,YeH => <XL,Y>=E(XY)
d(X,Y)=(<X=Y,X=-Y>)1/2=[E({X-Y)?)]}/2 (4.3.1)
iX§=[E(X2)]}/2

UoZimo vremensku seriju {Yt} definisanu pomocu diferencnih Jjednacina
(3.4.6)-(3.4.9) na osnovu vremenske serije {Xe} ((2.1.1), I-1II). Naglasimo da
definicija vremenske serije {Yt} (3.4.6)-(3.4.9) nije vezana za mode] FAREX(1)
y vezi sa kojim je u ovom radu izloZena, veC Za op3ti model (2.1.1) KoJi 1ispu-
njava osobine I-III. Dakle, ponovo uvodimo pretpostavku da nam je i poznat]
parametar 1 realizaciju vremenske serije {Xt} zamenjujemo realizacijom
vremenske serije {Yt} bez opasnosti od konfuzije. Kako Je

Cov(Ye,Yt-r)=Cov(Xt—1/1,Xt-r~1/H)=
B[ (Xe-1/p) (Xe-r=1/0) I-E(Xe~1/0) (Xt-r=1/1)=
=Cov (Xt ,Xt-r) , (4.3.2)

to je spektralna gustina procesa {Yt} na osnovu razmatranja u odeljku 2.3

® 1-8°
£(T)=(2m)-1 L Kne-iTh=(2my2)-1 _
h=-a (1-&9**‘)(1—&9*‘)
1- a2
=(2nu2 )~ 1 e—————e . (4.3.3)

1-28COSsT+ &

S obzirom na moguce vrednosti parametra a (0<a<i), spektralna gustina (4.3.3)
je pozitivna skoro svuda 1 jo$

1- &2
Inf(t)dtr = 2nin—— > ~@ (4.3.4)
- 21{“2

pa je kao §to je poznato (na primer Rozanov, 1963), stacionarna vremenska
serija {Y¢} linearno regularna (ili krace regularna). Pri tome smo usvojili
sledecu poznatu definiciju reguiarnosti:
OznaZimo sa H(t) zatvoren linearni potprostor Hilbertovog prostora H,
razapet nad beskonaZnom pro3lio3c¢u vremenske serije {Yt} tj. nad skupom {¥Yt,
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Yt-1,404)
He=Clsp{Ys;sst} : (4.3.5)

Proces {Yt} je linearno regularan ako Yt+1¢Ht za neko teD.
X
Na osnovu teoreme o projekciji u Hilbertovom prostoru trazZimo najboiju
linearnu prognozu veligine Yts+s (se€D*\{0}) u prostoru He (koji je Hilbertov
potprostor prostora H).
UoZimo ponovo spektralnu gustinu (4.3.3) 1 zapuidimo je u obliku

f(x)=(2m)-1ir(e-v)j? (4.3.6)
gde je
r(z)=pu-1(1-a2)v/2(1-az)-1 (4.3.7)

funkcija ana1itiéka u jediniZnom krugu i pripada klasi Hadrija HZ, tj. vazi

n

jlr(te'*‘)lzdt ¢ o , @e->1 . - (4.3.8)
-

bakle, funkcija T(z) dopudta sledece razlaganje u stepeni red

F(z)=p-1 (1-a2)1/2 ) aizi (4.3.9)
j=0

u jedini&nom krugu, (zl|<1. Tada po teoremi:

. Teorema. (Rozanov, 1963) Neka je Qt linearno regularni stacionarni proces
sa spektralnom gustinom f(t),

"

Qe= Je“t¢n(dt)
-
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gde Je sa ¢q(.) oznaZena spektralna slu¥ajna mera posmatranog procesa, tada

stacionarni proces Qt+s” koji je najbolja linearna prognoza (za $ koraka

unapred) procesa Qt, dobija se iz procesa Gt linearnom transformacijom

Qrs+s” = eiftg“(t,s)¢u(dt) .

-

Spektralna karakteristika g°(t,s) odreduje se vezom

8- 1
g(t)- Z cje~ivd
j=0
g"(t,s)=el*s— —
g(Tt)

gde je g(tr)=r(e-it) granifna vrednost analitiZke funkcije u jediniénom krugu

r{z) oblika

e-i1T+z

r(z)=(2n)%/2exp{(4n)-" J1nf(r) de}

-1 e-1t-Z
a koeficijenti c¢; su koeficijenti razlaganja te funkcije u stepeni red
m
r(z)= Z c3z3 .
j=0

=2 L

Yts+e™ = Je‘ftg“(t,s)¢v(dt) = &aYr , (4.3.10)

-1
jer Jje
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Yy -1

b (1-a) L alemiti - p1(1-a) L ae-iva
j:U J=0

g (t,s)-el 18— = & (4.3.11)

u-1(1—32)1f2(1_ae*it)-1

je najbolja linearna prognoza za Yt+s u prostoru He.
Poznato je (na primer Anderson, 1971) da je gre3ka ovakve Tlinearne

prognoze
n

E(|Yt+s-Yr+a" }2)=2nexp{(2n) -1 Jlnf(t)dt}=2nexp{(2nu2)“1(1—a2)} . (4.3.12)
-1

4.4 Pored problema prognoziranja vremenske serije {Xt} sa sluajnim
koeficijentima javlja se i problem interpolacije ispul3tenih vrednosti njene
realizacije. Pokazademo da se i ovaj problem moZe rel3iti na zadovoljavajuci
naéin primenom tehnike korisSéene kod vremenskih serija sa  konstantnim
koeficijentima (Pourahmadi, 1989). Najpre ¢emo izvr3iti interpolaciju samo
jadne ispultene vrednosti, a zatim konatnog niza. I u ovom odeljku cemo
koristiti translaciju niza {Xe}, tj. niz {ye}.

Neka je dat skup opservacija

{Ye;tsr,t#0} , reb*\{0} (4.4.1)

realizacije vremenske serije {Yt} dobijen na osnovu definicije (3.4.6)-(3.4.9).
Zatvoren linearni prostor u smisliu norme u Hilbertovom prostoru H razapet nad
elementima skupa (4.4.1) oznadimo sa Ho,r

Ho,r=Clsp{Yt;t<r,t#0} : (4.4.2)

Nije trivijalno nac¢i ortogonalnu projekciju nedostajude vrednosti Yo na Ho,r
jer H-1+ 1 sp{Yt1,...,Yr} nisu uzajamno ortogonalni prostori. Primenjujuci lemu:

Lema. (Pourahmadi, 1989) Neka je {Yt} linearno regularan stacionarni

proces. Tada za proizveljno reD*
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a)YodHo, r
b)H-1 i Sr su ortogonaini potprostori od Ho,r i

Ho,r = H-1 @ Sr
gde Je
Sr=sp{Yx-Yx";1<ksr}
i Yu~ je najbolja linearna prognoza za Yx u H-1.

p 4

dolazimo do moguc¢nosti da najbolju ocenu vrednosti Yo na osnovu opservacija
(4.4.1) predstavimo kao zbir ortogonalnih projekcija na prostore H-1 1 Sr

Uy -oznaci
Yo,r = “H{-1)(YO) + “str)(Yu) = Yo© + “S(r)(YO) . (4.4.3)
Dokazacemo slededu teoremu:

Teorema 4.4.1. Za vremensku seriju {Yt} definisanu jednalinama (3.4.6)~
(3.4.9) najbolja linearna ocena ispu3tene opservacije Yo na osnovu opservacija
(4.4.1) data je sa

Yo,r = (Y-1+Y1) . (4.4.4)

Dokaz: Na osnovu gore navedene leme (Pourahmadi,1989) i odeljka 4.3 gde

smo pokazali da je
Yo =a¥-1 1 Yk =akt1Y-y (4.4.5)

treba samo jo¥ odrediti ﬂscr}(Yo) i uvrstiti u (4.4.3). Kao 3to Je redeno,
ES(r)(YG) trafimo kao ortogonalnu projekciju elementa Yo na prostor Sr U
obliku

r

“a(r)(Yu)= Z ci,r(Yi=Y;") . (4.4.6)
3=1
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Minimalno rastojanje ocene HS(r)(Yo) od prave vrednosti Yo u smisiu norme
(4.3.1) dobija se pri

Yo-Ns (r) (Yo),Yk=Yx"> = 0 za svako k=1,2,...,r (4.4.7)
*

<=>  E( z Ci,r(YiYu — @¥*IY¥-1Yk — a*tl¥;jY-1 + girtk+2y_q42))=
J=1

=E(YoYk~-a*1YoY-1) , k=1,2,...,r (4.4.8)

r

¢=> u-? I Cj,r(ald-Kt-gi+k+2)=y=2(gk—gk*2) , k=1,2,...,r . (4.4.9)
j=1

Re3enje ovog sistema normalnih jednalina Jje
¢1,r=a(1+a2)-1' , ¢C2,r=Ca,r=...=Cr,r=0 . (4.4,10)

Zamenom (4.4.10) u (4.4.6) dobijamo

a
HS(F)(YO)=

(Yi-a2Y-1) ] (4.4.11)
1+ a2

KonaZ&no zamenom (4.4.5) 1 (4.4.11) u (4.4.3) sledi traZeni rezultat.
Razmotrimo sada interpolaciju vedeg broja ispudtenih vrednosti realizaci-
je vremenske serije {Yt}. Bez smanjenja opstosti, a zbog jednostavnosti
pisanja, pretpostavicemo da je prva nedostajuc¢a vrednost Yo, tj. da je poznata
cela pro%lost {...,Y-2,Y-1}. Iza toga, oznafiemo sa
K={k(1),k(2),...,k{(r)} , O<k(1)<...<k(r)¢<o , Kk(j)eD*\{0} za svako ]

(4.4.12)

indekse opserviranih (poznatih) vrednosti na3eg ispitivanog procesa posie prve
jspustene vrednosti Yo. Tada indeks r oznalava

r=cardK . (4.4.13)
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broj poznatih vrednosti posle Yo. Takode cemo oznatiti sa
L={n(1),n(2),...,n(1)} , o0=n{1)<n(2)<...<n{1)<k(r) (4.4.14)

skup indekasa nedostajucih vrednosti procesa {Yt} do momenta k(r). Indeks 1 je
jednak ukupnom broju nedostajucih vrednosti procesa do trenutka k(r),

T=zcardL (4.4.15)
Da bismo nadli ocenu vrednosti vektora

Y =(Yn(1),Yn(2)y-2+,Yn(1)) (4.4.16)

na osnovu poznatih vrednosti [Yr:t<s-1,teK} traZicemo ocenu svake pojedine
komponente vektora Yuo. Za uofenu komponentu Yn, nelL vektora Yo postoje dve

mogudénosti:

(i) Postoje k(j),k(j+1)eK takvi da Je k(j)+1=n 1 n+1=k(j+1). Tada Ce, s
obzirom na razmatranja u odeljku 4.3 kao 1 rezultata ocene jedne nedostajuce
vrednosti prema teoremi 4.4.1., biti najbolja ocena vrednosti Ya na o0sSnovu

poznatih vrednosti {Yt,t<-1,tek}:

a
Yo e (Yx(5)+YK(5+1)) (4.4.17)
1+ a2

(ii) Postoje prirodni brojevi h(1) i h(2) od kojih je bar jedan ved¢i od
jedinice, takvi da postoji je{1,2,...,r} takoe da Je k(j)+h(1)=n i
nth(2)=k(j+1). Za ovaj slulaj dokaZimo lemu

Lema 4.4.1. Za vremensku seriju {Yt} definisanu jedna&inama (3.4.6)-

(3.4.9) i Hilbertove prostore

Hn-h(1)‘=Hk(3)1=C1SD[Yt;tﬁ-1,te{k(1),k(2),...,k(j)}
S=CIsp{Yk(j+1)-Yk(3+1) ", Yk(i+2)-Yk(3+2) 5 -ue) Yk (r)=Yk(r) } (4.4.18)
Hk(r)h=C]Sp{Yt;tﬁ-1,tEK} ,

gde Jje oznaka Yk(s)~ koriscena u smislu najbolje linearne prognoze elementa
Yk¢s) U Hk(3)', vaZi:
a) YngHk(r)?
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b) Prostori Hk¢j)' i S su ortogonalni i Hk(r)'=Hk(5)' @ S .
Dokaz:
a) Pretpostavimo suprotno, tj. ada YneHk(r}1. To bi znalilo da Yn 1ima

reprezentaciju

Yn= E CxYk + Y (4.4.19)
keK (1)

gde je YeHk(i)!, K(1)={k(j+1),k(j+2),...,k(r)}c K. Pri tome postoji bar jedno
keK(1) takvo da je ck#0. (Inae bi bilo Yn=YeHk(j)'cHx(j) 5to bi protivureilo
dokazu odeljka 4.3 o regularnosti procesa {Yt}.) Bez smanjenja opStosti
pretpostavimo da je ck(r)#0. Tada je

Yk(r)=Ck(r)~1¥n - Z ex(ry=tekYk — ck(r)~1Y € Hk(r-1)! Hx(r-1)
KEK(T1)\{k(r)}

(4.4.20)

5to bi takode protivure&ilo osobini regularnosti procesa {Yt}. Oznake Hk(j) 1
Hk(r-1) kori3cene su u slededem svojstvu

Hk (s)=Clisp{Yt;t<k(s)}. (4.4.21)

Dakle,
YnéHk{r)1 (4.4,22)

b) Na osnovu navedene leme (Pourahmadi, 1989) sledi da su Hk¢jy 1 S
ortogonalni medu sobom. No kako je Hk(j)leHk(3) 1 @Yk(j)€Hk(¢s)' za svako h,
jer je Hk(¢;)! linearni prostor, sledi da su i Hk¢j)' 1 S ortogonalni prostori.

Kako je Hk(3)'@®SCHk(r)! za svako k(j)eK, treba jo3 samo dokazati drugi
smer implikacije. Neka je, dakle,

XeHk (r)1 => X=Y+ I ckYk , YeHk(i)? (4.4.23)
KEK(1)
X=(Y+ 2 okYk“)+ L ck(Ye=Yk™) .  (4.4.24)
KEK{(1) keK{(1)

Prvi sabirak u (4.4.24) pripada Hk(j)!, a drugi prostoru S. Otuda
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Heer)! < Hik(j)1 @S . | (4.4.25)

Teorema 4.4.2. Pod uslovom (ii) najbolja ocena nedostajude vrednosti ¥Yn

je

Yn™ "=— -{ah (1) (1-a2D(2) )Yk (5)+a (2) (1-a2P (1) )Yk (5+1) ]
{=g2[h(1)+h(2)]
(4.4.26)
Dokaz: Prema lemi 4.4.1.
Yo" = L5(Yn) + Ma(¥n) (4.4.27)

gde Jje sa nj(Yn) oznalena ortogonalna projekcija elementa Yn na prostor
Hk¢(3)', a sa la(Yn) na prostor S. Razmotrimo najpre ﬂj(Yn)=Yn“. Najbolja 1li-
nearna prognoza elementa Yn u prostoru Hk(j) data je sa

Yn"=ah {1 ) Yk(3y . | (4.4.28)
Kako je & (V) Yk(jreHk(j)'c Hk(j), to Je

T[j(Yn) = MYy . (4.4.29)
Ostaje jo¥ da odredimo ﬂs(Yn) u obliku

s (Ya)= L ok(Ye-Yx™) - _ (4.4.30)

KEK(1)

gde treba odrediti realne koeficijente ck iz uslova ortogonalnosti studajnih
promenljivih Yn““S(Yn) na Hilbertov prostor S, tj.

<Yn-Ns (Yn),Ya~Ys">=0 za svako seK(1). (4.4.31)
Ovaj sistem normalnih jednadina svodi se na

Z ck (@k-2k(j)+s-glk-8l)=gh(1)+a-k(j)-g8-n = seK(1) . (4.4.32)
KEK(1)

Matrica ovog sistema se sastoji od odabranog broja verktora fiksiranih skupom
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K(1) matrice sistema (4.4.9). Naime, elementi matrice sistema (4.4.32) su
elementi matrice (4.4.9)  dizabrani po kriterijumu - preseka kolona 1  vrsta
indeksiranih elementima skupa K(1). Matricu sistema (4.4.32) Je, takode, lako
svesti na trougaoni oblik odakle bi se lako 1izradunale traZene vrednosti
koeficijenata ck, keK(1):

gk(i+1)=n(1=g2n(1))  gh(2)({-g2n (1))
Ck (j+1) == — 2 — , ck=0 za keK{1)\{k(j+1)} .
1-g2lk(j+1)-n+th(1)] 1-g2lh(1)+h(2)]

(4.4.33)
Dakle je

g (2) (1-g2h(1))

Ra(Yn)= (Y (5+1)-a" 1+ (2) Yy (5)) . (4.4.34)
1-g2[h(1)+h(2)]

Zamenom (4.4.34) i (4.4.29) u (4.4.27) siedi traZeni rezultat (4.4.26).

Pitanje niza nedostajuc¢ih vrednosti sa indeksima iz skupa {k(j)+t,k(j)+2,
..., k(j+1)-1} reSava se iteracijom tako 3to se najpre oceni Yk(j)+1 prema
teoremi 4.4.2., a zatim se Yk(j)+1~~ uzima kao pcznata vrednost realizacije
(umesto Yk(¢j)+1) pa se postupak opisan u teoremi ponavlja.

4.5 Kao 3to se iz odeljaka 4.2-4.4 vidi, problem prognoze i interpolacije
vrednosti vremenske serije {Xt} definisane jedna&inom (2.1.1) i uslovima I-
III, vezan je za poznavanje, odnosno ocenjivanje parametara U i a. Problem se
praktiéno prevazilazi koriscenjem ocena iz odeljka 3.2 i 3.4.

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matematickl fakultet!

MATICKI FAXULTET
MATE! BLIOTEKA

Broj . . _...Dolum
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5. PROGNOZE ARMA SERIJA SA
EKSPONENCIJALNIM RASPODEL AMA

VISEG REDA

5.1 U ovom poglavlju Cemo razmotriti neke moguénosti prognoziranja
vremenskih serija sa eksponencijalnim marginalnim raspodelama viSeg reda.
Najpre cCemo se pozabaviti vremenskom serijom EAR(2) koja Je, kao 3to je vec
navedeno u odeljku 1.2, definisana na sledeci na&in: {Xt;teD}

a1 Xe-14#3¢ S.v. 1-Qz
xe= (5.1.1)
azXe-2+0t S.v. Q2

gde su ai i a2 konstante 0<ai,a2<¢1, a sluajni niz {5¢} je niz nezavisnih
identitki raspodeljenih me3avina:

0 s.v. ai/(1+a1-az)
6t={ Et s.v. {(1-a1)(1-az2)/[1-(1+a1~-az)az] (5.1.2)
(1+a1-dz2)azEt S.V. (1-a2)(a1-uz)2/{(1+a1-az)[1-(1+a1—az)a2]}

gde je {Et} niz nezavisnih identiZki raspodeljentih (u) sluZajnih promenljivih.
NaZ zadatak d¢e biti da na osnhovu beskonatne pro3losti realizacije
vremenske serije {Xt} ocenimo neku buducu vrednost te iste vremenske serije.
Ponovo cemo se posluZiti translacijom procesa {Xt} u proces {Yt} koji ima istu
autokovarijansnu strukturu kao i {Xe}, ali Tije Je otekivanje nula. Dakle,

YezXe—1/H (5.1.3)

I u ovom sluZaju se parametar m=1/u moZe oceniti sredinom uzorka, 35to se
Tako pokazuje.

Autokorelaciona struktura vremenske serije {Xt}, odnosno {Ye}, 1izraZava
se s1adadom diferencnom jednaZinom drugog reda
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@r=(1-az)a1@r-1+az22@r-2 , r=1,2,... (6.1.4)
uz uslov

@0=1 , @-rz=@r (5.1.5)

S obzirom na uslov (5.1.5) lako je izraZfunati 1 drugi poletni uslov

@1=a1/(1+a2) (56.1.6)

TraZzicemo re3enje diferencne jednaline (5.1.4) 2za navedene poletne
uslove. Uvedimo oznake

A=(1-az2)as 1 B=az2? ., (56.1.7)
Dakle, jednaZina postaje
@r=AC@r-1+B@r-2 . (5.1.8)

TraZeno reSenje diferencne jednafine bice izraZeno u terminima reSenja
kvadratne jednaZine

wi-Aw-B=0 , (5.1.9)

pa stoga razmotrimo detaljnije ova reSenja. Diskriminanta kvadratne jednaline
(56.1.9) Je

D=A2+4B=(1-a2)2a12+4Q2% . (5.1.10)
Diskriminanta D bi bila jednaka nuli ako i samo ako bi bilo ai=a2=0, 3to jJe
prema definiciji modela EAR(2) nemoguce. Dakle, D>0 za 0<ai,a2¢<1, tj. za sve
moguée vrednosti air 1 az iz definicije modela. ZnaZi, reSenja w1 i w2z su
realna {1 razlitita. Osim toga je

witwz=A 1 wiwz=-B (6.1.11)

odakle zakljuZujemo da su wi 1 w2 razli&itog znaka. Usvojimo oznake tako da je
wi1<0 1 wz2>0. Prema (5.1.11) bl posle toga mogli zapisati da Je
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|wz | > w1l (5.1.12)

Eksplicitno bi redenja mogli zapisati kao

wi=[A-(A2+4B)1/21/2 , wz=[A+(A2+4B)1/2]/2 : (5.1.13)

Na osnovu (5.1.13) lako je pokazati da je za definisane a1 i az, wz2<1. Dakle
Jje

(5.1.14)

[we | <jwz <

Resenje diferencne jednaZine (5.1.8) za poletne uslove (5.1.5) i (5.1.86)
je

(A-w1) [Aw2+B(1-B)] (A-w2) [Aw1+B(1-B)]

@z ————————————2 - W, (5.1.15)

(1-B)w22 (w2-W1i) (1-B)wi12(w2-w1)

a zatim uzimajuéi u obzir (5.1.11), re3enje je:

1-wi2 1-w22
er =r—r—- —yp 41 - e 4 T 4 1 . (5.1.16)
(1+wiwz) (w2—w1) (1+wiwz ) (w2—w1)

Kako je @r=e@-r to je autokovarijansna funkcija vremenske serije EAR(2)

w2({1-w1?) wi (1-w22)
Kh=(1/u2)[——-——-—————-—-wzlhl - -———-——ﬂ-—-——-u1l“l] za heD. (5.1.17)
(1+wiwz ) (wz2—w1) (14wiwz2 ) (w2—w1i)

Prema tome je spektralna gustina ovog procesa

ftt)=(2u)" Z Kne-1th =

R==-®

(1-w12)(1-w22) (1-wiw2)
— - __-lei't-w-l'-z'e“t—"zl-z . (5'1.13)

=(2nu2)-1
1+WiW2
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ozna&imo sa

(1-H12)(1—H22)(1—H1H2)
C=(2mu?)-t—— e -— (5.1.19)
14+wWiwW2

Imajuéi u vidu (5.1.11), (5.1.12) 1 (6.1.14) dobijamo da je C>0.

Posle ovog razmatranja precizirajmo postupak prognoziranja. S obzirom na
pretpostavkuy o translaciji, pretpostavicemo da su nam poznate opservacije Yt-1,
Yt-2,Yt-3,... realizacije vremenske serije {Yz} (5.1.3). U Hilbertovom
prostoru razapetom nad ovim opservacijama, Ht-1, traZzimo ortogonalnu
projekciju elementa Ye+se, s20 kao najbolju linearnu prognozu tog elementa na
osnovu poznatih opservacija. S obzirom da je spektralna gustina posmatranog
procesa (5.1.18) racionaina funkcija po elT, primeni¢emo metodu Jagloma,
(Yaglom, 1972):

Na osnovu spektralne reprezentacije é1ementa Ye

n

Y= Ie*‘tj(t)dt : | (5.1.20)
-

traZzimo najbolju linearnu prognozu elementa Yt+s U obliku
n

Yees™ = ]e*ftg-(e*t):(t)dt (5.1.21)
-N

za koju prema definiciji skalarnog mnoZenja 1 osobint ortogonalnosti treba da
vazi

E((Yt+s'Yt+sA)Yt-r)=0 za ™m0 , 820 , (5.1.22)
odnosno
It
Ie*f'[e*t'-g.(a“)]f(t)dt =0 za o0 (5.1.23)
-T
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gde je funkciju ge(Z) na jedinstven naZin moguce odrediti iz sledeCih uslova:
a) gs(2) je analitiZka funkcija na krugu [z|=1 1 van njega, tj. moiZe
imati singularitete samo unutar jediniZnog kruga.
b) ge(®)=0
¢c) [z%~ga(z)]21(2) je analititka funkcija unutar kruga |z|=1 1 na njemu,
tj. mote imati singularitete samo van jedini&nog kruga, gde je f(t)=f1(eiT¥).
Dakle, zamenom et sa z u f(t) dobijamo

Cz2
$1(z2)=— — — . (5.1.24)
(z-w1)(1-w12)(z-w2)(1-w22Z)

Prognoza za jedan korak, tj. za s=0 dala bl sledece

go(z) = (witwz2)/z - wiwz2/22 |, (5.1.25)
odnosno,
go(eit) = (witw2)e~ 1T ~ wiwze-21T | , (5.1.26)

pa je prognoza za jedan korak data sa
Yt© = (wi+wz2)Yt-1 — wiwzYe-2 . (5.1.27)
Srednije kvadratno odstupanje prognoze od prave vrednosti je:
C (1-w12)(1-w22) (1-w1w2)

E(lYt-Y+"|2) = 2rC = p-2 e (5.1.28)
1+wiwz

Prognoza za s+1 koraka unapred, s>0 daje sledede

gs (Z)=(w2-w1 )=V [(w28*+2-yw18+2) /7 - wiwz(w2e*t1-yys+t)/22] (6.1.29)
odnosno
ga(@it)=(wa=wi)-1[(w2s+2-yw18+2)g-1T - yWiwa(w2o*+1-wy8+1)g-2i7] (5.1.30)
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pa Jje

Hz.+2—"1‘+z "1“2(H2'*1—w1.+1)

Yt+a = — Vi = Yt -2 . (5.1.31)
w2-W1 W2-w1t

Na isti odgovarajuci natin moZemo prognozirati vremensku seriju NEAR(2)
tija je definicija, kao 5to je navedeno u odeljku 1.2, {Xe;teD}

B3 Xe-1+0t S.V. Q1
Xt={ B2Xt-2+0t S.V. U2 ’ (5.1.32)
ot 8.v. 1—-ay—-az
gde je O<ai,az , ar+az¢<1, 0¢B1,B2¢1 , a niz {5t ;teD}
Et s.v. 1-pz2—-pa
5t={ b2Et 8S.V. Pz ’ (5.1.33)
bsEt S.vV. P3
kod koga su pz, ps, bz 1 b3 definisani izrazima (1.2.11), a niz {E+} Jje, kao i
kod prethodnih vremenskih serija o kojima je bilo reti, niz n.i.r.
eksponencijainih (y) siuZajnih promenljivih. videli smo da Je autokorelaciona

funkcija ovog modela data diferencnom jednaZinom

.r=ﬂ1B1.r-1+GZBE.r-2 ’ r=1,2,--- (5-1.35)
@=z1 , @-r=-@r ] (5.1.36)

potetni uslovi (5.1.36) daju

!1=u1ﬁ1(1—asz)" . (5.1.37)
pakle, vazi jednalina (5.1.8) za koju je u ovom slugaju

A=q18¢ , B=az2f2 (5.1.38)
pa bl diskriminanta pripadajucde kvadratne jednatine (5.1.9)

D=A2+4B=a12812+4a282 | (5.1.39)
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bila takode pozitivha za sve vrednosti a1, az, B1 1 Bz obuhvacdene definicijom
modela NEAR(2). Na osnovu (5.1.11) 1 u ovom siuaju sledi da su w: 1 w2
razl1iCitog znaka i neka je 1 sada u vaZnosti pretpostavka wi1<0, wz2>0. Lako je
pokazati da je {wi]l<1, a 3to se tife w2z zakljulujemo na sledeci na&in:
Na osnovu definicije modela NEAR(2) sledi da Jje daz2<¢1-a1 i ai1<i1-az.
Razmotrifemo dve moguénosti u pogledu odnosa medu parametrima B1 { 82:
(1) B82<B1<1 daje 0<B1-B2<1~-B2, pa Je

a1B1+azB2<a1B1+(1-a1)B82=a1 (B1—-82)+B2<a1 (1-B2)+B2<(1-az)(1-B2)+RBz=
=1-az(1-82)<1

(i1) B1<B2<1 daje 0<B2-B1<1-81, pa je

A1B81+a2B82<(1-a2)B1+a282=a2 (B2-81 )+B1<az (1-B1)+B1<{1-a1 ) (1-B1 Y+B1=
={-at1 (1-81 )<1

Na Osnovuy (i) 1 (i1) lako zakljuZujemo da je wz<1 s obzirom da je
wz=[a1B1+(a12812+4a282)1/2]/2 . | (5.1.40)
Primetimo da je
wi=[a181-(a12B12+4a282)1/2]/2 . (5.1.41)

Dakle, 1 spektralna gustina NEAR(2) ima formu (5.1.18) sa vrednostima (5.1.40)
1 (56.1.41) 2a w2 1 wi. Konstanta C zadata formulom (5.1.19 )je i uovom sluZaju
pozitivna. Otuda <¢e najbolja 1inearna prognoza ovog procesa za Jedan korak
unapred imati formu (5.1.27) sa srednje kvadratnom greZkom (5.1.28), a za s+1
koraka unapred, s>0, formu (5.1.31) pri Zemu neprestano treba uvaZavati
(6.1.40) 1 (5.1.41).

5.2 Eksponencijalna autoregresivna vremenska serija {Xt} reda p u oznaci
EAR(p) definisana kao u odeljku 1.2 je

atXe-1 S.v. a1
Xt={ azXt-2 S.V. a2 } + 5t (5.2.1)

dpXt-p S8.V. 8&p
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za 0<d1,02,..-,ap<1, gde su ai,az,...,ap poznati parametri i niz {8t} je niz
n.i.r. sluajnih promenijivih koji obezbeduje eksponencijalnu margtnalnu
raspodelu (y) sluZajnih promenlijivih Xc.

Ako nam je poznato n opservacija Xi,X2,...,Xn realizacije vremenske serije
{xt} tipa EAR(p), traZicemo najbolju linearnu prognozu za s koraka unapred
(seD*\{0}) kao ortogonainu projekciju elementa Xn+s NAa Hilbertov prostor
razapet nad elementima X1,X2,...,Xn. Posmatramo Tinearnu funkciju

Xn+s = z di X; (5.2.3)
J=1

u kojoj treba odrediti koeficijente d; iz usiova ortogonalnosti. Tako dobijamo
sledeéi sistem linearnih jednaZina

(Xﬂ+.‘Xﬂ+.n,XK) - 0 L4 k=1,2|---,n (5-2:4)

koji postaje

Y diE(XsXk)=E(XnsaXk) 5 K=1,2,c..,n (5.2.5)
§=1

11 u matriZnom zapisu

VanD=Vns (5.2.6)
gde Jje

Van=[E(XiX3)]1,3=1" (6.2.7)

D’=(d1,d2,...,0n) (6.2.8)

Vns’=(E(Xn+aX1,E(Xn+8X2),...,E{(Xn+sXn)) . (5.2.9)

Dakle, elementi matrice Van i vektora Vans su oblika
E(X3+kX3)=Cov(X5+k , X3 )tE(Xs+kJE(X3)=p-2(@x+1) , @o=1 , (5.2.10)

gde je sa @, kao 1 do sada, obeleZena korelacija dveju stuZajnih promenijivih
iz niza {Xt} koja zavisi samo od rastojanja tih slutajnih promenljivih u nizu
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bog stacionarnosti vremenske serije EAR(p). Zbog toga je @-x=@x 3to znali da

e matrica ¥Ynn simetriéna.
Iz definicije procesa EAR(p) sledi da je

E(X)=(1~a1at=...~8p0p)/Uu . (5.2.12)

KonaZno imamo sistem Jul-Vokerovih jednaZina iz koga je mogu¢e odrediti
utokorelacije @, keD:

@-x—a101@-Kk+1~...—8p0p@-r+p=0 za keD*\{0}
{—a1a101-...-apap!p=(a1a1+...+apap)2-2(a1u12+...+apup2) za k=0 (5.2.13)
@0=1 , €=@-« .

Kao 3Sto vidimo, vektor D=Vnn~1Vns ne zavisi od parametra U.
5.3 Zadr?imo se vrlo kratkc i na prognozi vremenske serije tipa pokretnih

redina EMA(qg) reda ¢ sa eksponencijalnom marginalnom raspodelom. Kao Sto je
e¢ reteno u odeljku 1.3, vremenska serija {Xt} je EMA(qQ) ako 1 samo ako

BqEt S.V. Dbq+t
AqEt+Bq-1Et-1 s.vV. bq

Xt={ ......... T X T (5.3.1)
BqEt+Bq-1Et-1+...+B1Et-q+1 s.v. b2

BqEt+Bq-1Et-1+...+81Et-q+1+Et-q S.V. b1

a 0<81,B82,...,B8q%1, gde su parametri by 1 8¢ vezani relacijom (1.3.5).

I za model EMA(g) moZemo koristiti postupak prognoziranja opisan u
deljku 5.2.

Akc imamo n opservacija X1,Xz2,...,Xn realizacije vremenske serije {Xt},
rtogonalna projekcija elementa Xn+s, s>0 Hilbertovog prostora H sta-
jonarnih vremenskih serija na potprostor Hn generisan elementima X14,X2,50003%n
ice

Xn+s = I CiXj (5.3.4)
=1

de treba odrediti vektor koeficijenata C’=(ct,...,Cn) Na& oOSNOVU uslova
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ortogonalnosti. Dakle, uslov
(Xn+s=Xn+s ,Xk> = 0 za k=1,2,...,n (5.3.5)

daje sitem linearnih jednalina

n

Y i E(XaXk)=EnseXk) 5 k=1,2,...,0 (5.3.6)
j=1

tije je redenje u matriZnom obliku
C=VYnn-'Vns (6.3.7)

gde su matrica Van 1 vektor Vane definisani na isti na&in kaoc u (5.2.7) i
(5.2.9) s tom razlikom to su im elementi definisani sa

q+t-k
1+ z DaDm +k , 02kxq
=1
E(X3X3+k)=ufz{ y J=1,2,...,Nn (5.3.8)
1 ’ k>g
i
1 ,  s>qv(sggan+s-j>q)
E(Xn+.Xj)=uf2{ y J=1,2,...,0.
g+1~(n+s-3)
1+ I babm+n+s-3 , $59A1Sn+s—j=q
m=1 | (5.3.9)

0Zigledno da vektor C nede zavisiti od \.

5.4 GresSke prognoza izvedenih u odeljku 5.2 1 5.3 su

n n n
E(|Xnsa—Xn+s"}|2)=2/u2 - 2 I fiXnes,§ + I z f3fuxyx (5.4.1)
. j=1 J=1 k=1




jde su

c3 za model EMA(Q)
'F3={ , J=1,2,...,n ’ (5.4.2)

ds za model EAR(p)

1 Xn+s,j Je j~ta komponenta vektora Vns 1 xjk je element j-te vrste i k-te

<olone matrice Van-1.
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diferencna jednaZina 11,64
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ekstrapolacija 44
ergodicnost 20,22,39,41
ergodifki niz 33,34

funkcija analiticka 50,63
autokorelaciona 5,8
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;atrica kovarijansna 35,42
pozitivno definitna 47
ietod najmanjih kvadrata 42
u dva koraka 31
Jagioma 62
lur-Penrouzov uopdteni inverz 45

ekorelirani procesi 31
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