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PREDGOVOR 

Varijacioni ,racun је relat.ivno stara rnaternaticka discip-

. lina. Nastao ј е 1696. godine kada је Johann Bernoul1i·u casopi

su Acta Eruditorurn objavio cianak pod naslovorn "Problerna nuovorn, 

аа cujus solu:tionem mathematici invitantur" ("Novi problerni,.ci-
, . 

)еm se re5avanju poztvaju maternatiCari"). U пјernи је bio postav-

ljen problem о Ьrаhistоhrопi:џ vertikalnoj ravni sti date dve 

tacke А i'B;odrediti putanju ро kojoj се se telo, koje se kre

се pod dejstvom sopstvene tezine,' spustiti iz tacke А и tacku 

В za najkrace vreme. 

Teoretske osnove klasicnog varijacionog racunapostavili 

su Euler i Lagrange и osamnaestom veku. Tokorn osamnaestog i ое

vetnaestog veka njim su se bavi1i mnogi veliki maternaticar:.(i.: 

Legendre, Jacobi, Hamilton, Weierstrass, Hilbert, ... Ovaj pos-

1ednji rnи је posvetio jedan od svojih znamenitih problema. U 

23. Hi1bertovom problemu pozivaju se matematicari оа razvijaju 

metode varijacionog racuna. 

Optirna1no.upravljanje је znatno rnladje оа varij,acionog 

racuna. Nastalo је pedeseti,h godina ovog veka. Klasicn'i vari

jacioni racun nije mogao ~are5i mnoge probleme koj i su se p:::>jav-

1jivali и sve slozeni јој tehnickoj praksi savremenog ооЬа, pre 

svega опе vezane za kosmicke letove. То је inicira10 nastanak 
r. 

.nove matematicke discip1ine. Mo~Oa је najbolje za godinu nas-

tanka optimalnog upravljanja uZeti 1956. kada је ~.S.Pontrjagin 

formulisao kao hipotezu prrncip maksimuma ([10Ј). Gamkrelidze, 

је dokazao princip maksimuma za 1inearni problem ([14Ј) а Bol

tjanski za opsti prob1em" ([3Ј ). Ovi i drugi rez.ul tati Pontrjagi

novih ucenika u51i ~и и monografiju [~oJ, za koju su njeni a~
tori dobili Lenjinovu nagradu. Tako su postavljene teoretske 

osnove optima1nog uprav 1јапј а. 

Danas se роа problemom varijacionog racuna ipod proble

momoptimalnog uprav1janja p6drazumevaju veoma slicni problemi 

(v. [lЈ ). 1 и јеопоm i и drugom slucaju se radi о вlеаесеm eks

trema1nom pLoblemu: 

;Ј 

!1 
,1 

1 
" ;ј 
,1 
I 

:1 



в (х ( .) ,и со) ,t , t 1 ) -+ i nf ; 
о о 

в , (х ( • ) , u ( . ) , t , t
1

) ~ О, 
1 ' О 

i;::::l, ... k, 

B,(x(·),u(·-),t ,t1 ) = О" i=k+1, ... ,rn, 
1 о 

gde је 
t 1 , 

~,(x(·),u(·),t ,t
1

)= 
1 . О 

f L, (t,x(t) ,u(t) )dt + 
t 1 
О 

+ !L, (t , х (t) ,t 1 ' х (t 1 ) ) . 
1 О О 

ii 

Razlika izrnedju varijacionog ra~una i optirnalnog upravljanja 

је u definiciji skupa procesa па kojern serazrnatra prethodni 

ekstrernalni problern i u definiciji lOkalnog rninirnurna. 

Osnovni cil-j ovoga rada је istrazivanje neophodnih'uslo

va.ekstrernurna u problernima varijacionog racuna i optirnalnog 

upravljanja. 

U prvoj glavi је izlozen diferencijalni racun u norrnira

:1irn pros tor irna, i to опај пј egov deo koj i se odnosi па 'i zvode 

Jrvog reda. Izlozeni rezultati su uglavnorn poznati od ranije 

(v. [1Ј i [26Ј). Datisu novi dokazi teorerne о srednjoj vred

lOsti (teorerna 1-'.4.4) i teorerne о irnplicitnoj funkciji }teore-

1а 1.9.1). U sestorn paragrafu oveglave uveden је jedan'nov ро

,аrn: stroga diferencijabilnost ро jednoj od prornenljivi-b. U ve

:i sa пј irn dokazane su teoreme 1. б. 1, 1. 7 .2 i 1 ~ 7 .4. 

U drugoj glavi su razmatranineophodni uslovi~vog reda 
.. 

varijacionorn racunu. U prva cetiri paragrafa ove glave raz-

atran је Lagran~eov problern u varijacionorn racunu u obli'ku u 

оте је оп formu'lisan u rnonografiji [1Ј, а u petorn paragrafu 

е pokazana da su dobijeni rezulta~i uopstenja neophodnih uslo

а prvog reda za najjednostavniji problem varijacionog racLlna 

:>znatih iz klasicnog varijacionog raCuna. U pomenutoj rnonografiji 
ii; 
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ovaj problern је razmatran па klasi neprekidnih upravljanja i do

kazana је teorema _2.1.1, која se u slu6aju najjednostavni.jeg 

problema varijacionog ra~una svodi па Eulerovu jedna~inu~ Ovde 

је za isti problem dokazana i teorema 2.1.2, која u slu6aju 

najjednostavijeg problema varijacionog ~a6иna daje poznatu dife

rencijalnu jedna6inu 

(L х - L) 
х 

= -L 
t 

pod manjim pretpostavkama nego u klasi6nom varijacionom ra6unu. 

Jvde jetakodje razmatran Lagrangeov problem па klasi deo ро 

јео neprekidnih upravljanja. Za slu6aj optimalnosti u slabom 

зmislu dokazane su teoreme 2.2.1 i 2.2.2. U slu~aju najjednos

tavnijeg problerna varijacionog racuna опе daju Eulerovu jedna

:inu, prvi Weierstrass - Erdmannov.uslov i gore pomenutu diferen

;ijalnu jednaci-nu. Како u slucaju slabog ekstrernuma U najjednos

:avnijem problemu klasi~nog varijacionog racuna drugi ~'I]eierst

-ass-Erdmannov uslov пе mora biti z'adovoljen, uveden је ројат 

)ptimalnosti u slabo-jakom smislu i dokazane su teoreme 2.2.3 

2.2.4 које se odnose па njega, а u sebi izmedju ostalog sadr-

е uopstenje drugog Weierstrass-Erdmannovog uslova. U sestompa

agrafu ove glave razmatran је jos jedan problem Varijacionog ra~ 

ипа koji је' opstiji od problema refleksije i refrakcije iz kla

icnog varijacionog rаСuла. 

U trecoj glavi је izlozena teorija satora који је razvio 

oltjanski (v. [В] i [9Ј). U drugom paragrafu ove glave uveden 

е ројат razdvojivosti familije konveksnil1 skupova, кој! је 

~pstenje ројта razdvojivosti familije konveksnih- konusa, i u 

~zi sa njim su dvkazane tri- teoreme. U petom paragrafu је dat 

)vi dokaz osnovne teoreme teorije -satora (t.eorema 3.5.2), кој! 

~ znatno kraci Qd dokaza које је dao BQltjanski, i u коmе se 

1esto komplikovanih topoloskih aparata koristi samo Brouwerova 

~orerna о лероkrеtпој .tacki. Ovaj dokaz је izveden па osnovu 

.ljutinove ideje који је Boltjanski spomenuo u fusnoti rada [9Ј. 

U-6etvrtoj glavi su razmatrani neophodni uslovi ekstremuma 

optimalnom upravljanju (principi maksimuma). U prvom paragrafu 
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razmatran~ је diferencija1na jednaEina Eija desna strana zavisi 

od mer1jivog- uprav1jajuceg parametra i dokazane su teoreme о di

ferencijabi1nosti njenog maksima1nog re§enja. u sledeca tri ра

ragrafa for~u1isan j~ kanonski problem optima1nog_~prav1janja 

i za njega_ је dokazan princip maksimuma. U petom paragrafu је 

formu1isan op§ti problem optima1nog uprav1janja i za njega је 

dokazan princip maksimuma svodjenjem па kanonski рл?blеm. DObi

јепа teorema је op§tija od poznatih (v. [1Ј, [16Ј, [24Ј, [зоЈ). 

[Ј §estom paragrafu jedokёJ.zan princip fnaksirnurna za problem ор

tima1nog uprav1janja па neograniEenom interva1u. Dobijena teore

па је op§tija od principa.rnaksimuma iz dvadeset cetvrtog parag

rafa rnono~rafije [з~. 

U petoj glavi је razmatran 1inearni problem optima1nog 

lprav1janja s pokretnim krajevima. U radu [6Ј Boltjanski је 

::-azmatrao ovaj problem па, :;k1asi deo ро deo neprekidnih uprav

Ljanja i dao је neophodan ~ dovo1jan us10v optima1nosti. Ovde 

је isti problem razmatran па op§tijoj klasi dopustivih uprav1janja. 

Ј drugom paragrafu је dokazan пеорhоdап us10v optima1nosti. U 

:recem paragrafu је doJ<azana teorema 'egzistencije za sluEaj ka-

lа је k1asa dopustivih upravljanja maksima1na, tj. kada sadrzi 

;va rnerljiva uрrаvlјапја. U Eetvrtom paragrafu је dokaza'no jedno 

lop§tenje Garnkrelidzeove teorerneo konaEnom broju prek1juEiva-

(ја i iz njega је izvedena teorema jedinosti. 

Popis 1i tera ture sadrzi trid'eset tri bibliografske ј edi

lice koje su kori§tene prilikom izrade ovog rada. Vecina se od

~s~ па varijacioni raEun i optima1no upravljanje, а preosta1e 

ie odnose па rnatematicke discip1ine koje se u njima primenjuju. 

Rad је napisan takoda ga rnoze Eitati §iri krug Eita1aca. 

а njegovo Eitanje je'p'otrebno poznavanje redovnih kurseva rnate

aticke ana1ize idiferencija1nih jednaEina i osnovnih -~injeni~ 

а о konveksnim skupovima koje su sadrzarie и prve dve gLave mо

og r af i ј е [13 Ј . 



1. DIFERENCIJALNI RAtUN U NORMIRANIM PROSTORIMA 

1.1. POJMOV I SLABOG, JAKOG I STROGOG I ZVODA 

Neka su Х i У normirani prostor i, D ~ Х I f:D -r У, а 

af:. in tD. 

; ( 

Uko1iko postoji 

1im· 
t -r 0+ 

f(a+th)-f(a) 
t 

(h 6. х), оп se naziva izvod funkcije f u tacki а u smeru h i 

obe1eiava se sa f~(a;h). Ako funkcija f ima u tacki а izvbd 

uproizvo1jnom smeru·i ako postoj i А Ео х(х, У) takvo аа је 

f"(a; ·h) ,= Ah za svako hE:X, kaiemo аа је А slab i1i Gateaux9v 

.izvod funkcije f u tacki а, а za funkciju f kaiemo d,a је s1a

Ьо diferencijabi1na, i1i diferencijabi1na ,џ G~teauxdvom smis

lu, u tacki а. Funkcija f moie imati najvj§e јеаап slab izvod 

u tacki а. Obe1eiav~mo ча (uko1iko postoji) sa f~(a). 

Neka је AE.:;t(x,Y). Ако је 

1im 
х -+ а 

!!f(x)-f(a)-A(x-a)11 _ 

Ilx-a!! 

оО< 

О, 

kaiemo са је А јак i1i Frechetov izvod ·funkcije f u tacki а, 

а za funkciju f kaiemo оа је јако diferencijabi1na, i1i dife

renci~abi1na uFrechetovom smis1u, u tacki а. Ako је А jak 

izvodrfunkcije f u tacki а,.·А је ијеапо i slab izvod funkci

је f u tacki а. Stoga funkcija f moie imati najvi§e jedan 

jak izvod u tacki а. 

Neka је АЕ.Х(Х,У). Ако је 

I!f(x")-f(x~)-A(X"-x') 11 

lim = О 

x~,x"-+a !јх"-х'll 

k~iemo са је А strog izvod funkcije f u tacki а,а za funkciju 



fkazemo da је strogo diferencijabilna u tacki а. Ako је А 

strog izvod funkcije f u tacki а, опоа је А ujedno i јак,а 

csamim tim i slab, izvod funkcije f u tacki а. Stoga funkci

~;ja f:,moze imati najvise jedan strog izvod u tacki а. 

АкО је' funkcija f јако diferencijabilna u tacki а, ona 

tJeneprekidna u toj tacki. Ако је funkc~Ja f strogo diferen

tc:ijabilna u tac:!<.i а, опаа опа zadovoljava Lipschitzov uslov u 

~'пeKoj njenoj oko1ini. 

Ако је А Е: ;;С(Х, У) јак i1i strog izvod funkcije f u tac

К! а, А zadrzava to svojstvo ukoliko norm& prost6ra Х iY za

mеп'inЮ njima ekviva1entnim normama. 

Neka је Х = R. Ако postoji 

1im 
х -r а 

f(x)-f(a) 
х-а 

nazivamo ga izvodom funkcije f u tacki а i obe1ezavamo ga sa 

'f "'Са), а za .funkciju f kazemo да је diferencijabi1nau tacki 

a.'Lako se pokazuje da su diferencijabi1nost y slaba diferen

c:ijabl1nost i јака diferencijabilnost ekviva1entna svojstva i 

'оаје pres1ikavanje h-rhf~(a) prostora X(=R) u prostor У јак 

~zvod funkcije f u tacki а. 

Primer i: 

2. 

1. Ако је f(x) =::'Ь, gde је ЬЕ.У, опоа је funkcija f stro

go diferencijabi1na u tacki а, f~(a) = О. 

2. Ако Је f (х) == l\х, gde Је АЕ: ~(X,Y) 

strbgo diferencijabi1na u tatki а, f~(a) = A~ 
funkcija f је 

Napornena. Uko1iko se posebno пе nag1asi о kakvoj је di

ferencijabi1nosti rec, опоа se роа diferenCijabi1no~6u оЫс-

по podrazurneva јака diferencija~i1nost а род izvodorn јак izvod. 
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1.2. AD1TIVNOST OPERACIJE DIFERENCIRANJA 

Teorerna 1.2.1. Neka su Х i У norrnirani prostori, D ~ Х, 

~,g:D-У i а Е intD~ Ako su funkcije f i 9 s1abo, jako i1i stro

go diferencijabi1ne и ta6ki а, опаа je"i furikcijaf+g slabo, ја

kO, odnosno strogo diferencijabilna и ta6ki а, 

(f+g) , (а) = f' (а) +g' (а) • 

1.3. IZVOD SLOZENE FUNKCIJE 

Te6rerna 1.3.1. Neka su Х, У i Z norrn:i.rani prostor i, D ~ Х, 

ЕСУ, f:D-+Е, g:E-+Z, a·'~intD i f(a)E.. intE. Ako је funkcija f 

jako (strogo) diferencijabi1na и ta6ki а, i ako је funkcija 9 

jako (strogo) diferencijabi1na и ta6ki f(a), onda је funkcij~ 

9 of jako (strogo) diferencijabilna и ta6ki а i vazi 

(gof)'(a) = g'(f(a»of'(a) 

Dokaz. Razrnotricerno sarno s1u6aj kada su funkcije f i 9 

jako diferencijabi1ne. Dokaz и s1u6aju stroge diferencijabi1-

nosti funk~ija f i 9 izvodi se па s1i6an na6in. Prerna pretpos

tavci 

f (х) =f (а) +f' (а) (х-а) +а (х-а) , 

9 (у) =g (f (а) ) +g' (f (а) ) (y-f (а) ) +6(y-f (а) ) , 

gde Је 

IICi (х-а) 11 = o(l!x-all), 

;, S (y-f Са) ) 11 = о (J!y-f (а) 11) 

Odavde s1edi аа Је 

(g о f) (х) = (СЈ о f) (а) +g' (f (а» о f' (а) (х-а) +у (x~a) 

gde је 

у (х-а) = g' (f (а» о (х-а) +6 (:iA (х-а) +а (х-а) 11) • 

~aКo је 

ii А (х - а) + () (х - а) I i l' ", О ( :Ј х -а I () , 
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Ily(x-a) 11 = 6C!!x-аЈI)· 

", s 1 ед i d а ј е g,~ ( f (а» о f ~ (а) jak izvod funkcije go f u t~~-

• 
Napomena. U opstem slucaju iz slabe diferencijabi1nos-

ti funkcija f i 9 пе sledi slaba diferencijabi1nost funk-

сЈје 9 о f. Ako је funkcija f afina а funkcija 9 slabo di-

f.erencijabilna u tacki f (а) , i1i ako је funkcija f slabo 

.diferencijabilna u tacki а,а funkcija 9 jako diferencija~ 

bilna u tacki f(a), onda је funkcija 9 о f slabo dif~rencija

Ыlпа u tacki а. 

". 

1.4. TEOR~MA О SREDNJOJ VREDNOSTI 
, .. 

Teorema 1.4.1. Neka је funkcija f:[а,ьЈ-+ R i1eprekidna i 

neka iша desni izvod u svakoj tacki interva1a Ја,Ь[. Ako је 

f(a) = f(b), postoje c~, С"ЕЈа,Ь[ takvi da је 

f ~ (c~) ~ О, f~ (е") ~ о. 

Dokaz. Ako је funkeija fkonstantna, za e~ i 'е" mozemo 

uzeti,proizvoljne tacke iz intervaia Ја,Ь[. Pretpostavimo da 

funkeija f nije konstantna. Tada postoji с Е- Ја,ь[ takvo da J~ 

f{e) f f(a) = f(b) . Neka је npr. f(c)<f(a) = f~b). Postoji re

alan broj k takav da је f(e)<k<f(a) = f(b) . Neka је 

G = {xE]a,b[/f(x)<k}. 

Skup G је neprazan i otvoren. Оп se mo~e predstaviti kao unija 



, 

s . 

disjuriktnih otvorenih intervala. Neka је e~ levi kraj jednog оё 

rijih. Kako с ~E G, to j~ f (e~) :; k. Zbog neprekidnosti fu'n:kcije f 

је f (e~) ~ k. Sledi да је f (e~) = k. Kako је f (х) < k ako х pri-

, .раёа gore pomenutorn interval.u,to је f~ (e~) ~ О •. Neka је е" = 

::: supG. Kako e"d.G, to је f(e") :;k. Zbog neprekidnosti funkei

" jef је f(e") ~ k. Sledi да је f(e") = k. Kako је f(x) ~ k za 

:. ХЕ.[с" ,ь], to је f~. (е") ~ 0'. I 

Teorerna 1.4.2. Neka је funkeija ~: [a,~~R neprekidna i 

i neka ima desni izvod u svakoj tack'i intervala ]а,.ь[. Postoje 

с ,c"~Ja,b[ takvi са је 

(с') (Ь-а) ~ f(b)-f(a) ~ f~ (е") (Ь-а). 

Dokaz. Funkeija g: [a,bJ~R zadata sa 

g(x) =(f(b)-f(a» (x-a)-(f(x)-f{a» (Ь-а) 

zadbvoljava uslove prethodne'<>teorerne. Zato postoje e~, е"Е.]а,ь[ 

. ::takvi са ј е 

g~(e') .:;: О, g ~(e") >. О + /'. 

Kako је 

g~ (х) = f (ь) -f (а) -f~ (х) (Ь-а), 

to је 

f~(e') (Ь-а) ~ f(b)-f(a) ~ f~(e")(b-a)_ • 

Teorerna 1.4.3. Neka је У norrniran prostor i neka funkei-

ја f: [a,~~y irna desn~ izvod u ta6ki e~~a,b[. Таса funkeija 

g: [а,ЬЈ ~ R koja је definisana sa 9 (х) =![ f{x) 11 irna desni izvod 

u ta6ki е, i vazi 

g~ (е) ~ [! f~(e) 11 . 



б. 

Dokaz. Kako Је 

111 f(x) 11 -:If(c)+.(x-c)f~(c) II!~ 

х-с 

ј! f(x)-f(c)-(x-c)f~(9) 11 

Iх-сl 

= 1I ,1 

f(x)-~(c) 
Х-С 

- f~ (С) 11 , 

Ilf (Х) 11- !If (С) + (Х-С) f~ (С) 11 

Х-С 
= о. 

је fuлkсiја х-+II f(x)+(x-с)f~(с)1I konveksna, опа irna desni 

tacki с, tj. postoji 

11 f (С) + (Х-С) f~ (С) 11 -llf (С) 11 

Х-С 

~вleд! да postoji 

!!f(x)11 -llf(c)11 
х-с 

odnosno да funkcija g irna desni izvod u tacki с. Kako је 

to је 

. r-

/ g (х) - g (с) I = I 11 f ( х) i 1-11 f (с) 111 ~ 11 f, (х ) - f (е) 11, 

; g , (с) i = 11 1 irn 
'+ ' 

х-+с+ 

g(x)-g(c)/ = 1 irn 
х-с· 

х-:>с 
+ 

1 g (х) -g (с) ! 
Х-С 

.::: 

= 

lim 
х ..... с + 

iif (х) -f (с) 11 = 
х-с 

Illirn 
f (х) -f (с) 

х-с 
11 = 11+"(c)!1 • 11 I.L + 11 • 

х-+с+ 

.. 

Teorerna 1.4.4. Neka је У normirani prostor, nek~ је funk

cija f:[a,~+ у neprekidna i neka ima desni izvod usvakoj tacki 



..., 
I • 

tervala ]а,ь[. Tada postoji е Е- Ја,ь[ takvo da је 

11f (ь) -f (а) 11 ~ Ilf ~ (е) 11 (Ь-а) . . + 

Dok~z. Funkeijag:[a,bJ~R zadata sa 

g(x) = j]f(x)-f(a) 11 

uslove teoreme 1.4.2. Zato postoji e~]a,b[ takvo 

1 9 (ь) -g (а) 1 ~ 1 9 ~ (е) I (Ь-а) • 

·је 

I!f(b)-f(a) 'kllf~(e) 11 (Ь-а) •• 

Teorema 1.4.5. Neka su Х i У normirani prostori, D ~ Х i 

:;bJ~intD. Ako је funkeija f:D-+ У slabo difereneijabilna u .svim 

duzi [а,ЬЈ, onda postoji tacka e~Ja,b[ takva da је 

Ilf (Ь) -:-f (а) Ik Ilf ~ (е) 1lllb-a 11 • 

Dokaz. Neka је funkeija g;[O,lJ~Y zadata sa 
fl 

9 ( t) = f ( (1- t) а + tb) . 

Lako se pokazuje da је funkeija 9 difereneijabilna u svakoj tac

c.ki i~tervala [о,lЈ i da је 

g~(t) = f~((l-t)a+tb)(b-a) . 

. ?rema pret110dnojteoremi, postoji ef.]o,l[ takvo da је 

lic:r(1)-g(О) 11 ~ !lg~(e) 11 , 
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sno 

Ilf(b)-f(a) jl~ Ilf'( O-9)а+9Ь) (Ь-а) 11. 

Ilf(b)-f(a)ll~ Ilf'(c)11 Ilь-аll, 

;;3 е с = (1-9) а +9Ь. I 

1.5~ NEPREKIDNA DIFERENCIJABILNOST 

Teorerna 1.5.1. Neka su Х i У norrnirani prostori i D 0-

';.r ... 
podskup od х. Dalje, neka је funkcija f:D -+ у, slabo dife-

ncijabilna u svakoj tacki skupa D. Funkcija f је strogo dife

ncijabilna u tacki а ako i sarno ako је -funkcija f':D -+~(X,Y) 

-~~·~-ekidna u tacki а. 

Dokaz. Pretpostavirnoda је funkciia f' neprekidna u tac

Neka је Е > о. Postoji kugla U = вЈа,о[ koja је sadrzana 

takva da је 

!If~(x)-f'(a) 11 ~ Е 

tacku х(. U. Neka X',X"EU. Ako па funkciju 

х -+ f (х) -f' (а)х 

;primenirno teorernu о srednjoj vrednosti, dobijarno da ј е 
, . 
; 

11 f (х" ) - f (х ') - f ' (а) ( х" -х .;.) I k 11 f ' ( х) - f ' (а) 11 ! I х "-х ' i! 

:gde је х neka tacka duzi Јх', х"[. Kako X~U, to је 

'!If(x")-f(x')-f'(a) (х"-х') II~ Е Ilx"-х'!I. 

Sledi da је 



lim 
х"-+ а 

lli (х") -f (х ~) -f ~ (а) (х"-х ~) !! 
!Ix"-x ~II 

01 

да ј е f ~ (а) strog izvod funkcije f u tacki а. 

9 • 

~;, ., 
pretpostavirnoda је funkcija f stro"go diferencijabilna u 

~tacki а. Neka је Е > о. Postoji kU91a U = В] а,о[ 
!1~, . 
i:.drzana u D, takva да је 
[.:~ 
\' 

IIf (х") -f (x~) -·f ~ (а) (х" -x~) Ik Е Ilx"-x ~ 11 

koja је sa-

~za svake dve tacke x~, х" ~ U. Neka је x~u i h~X. Ako је t blis

"ko nuli, опда X+th~U, ра је 

tbdnosno· 

11 

11 f (х + th) - f (х) - f ~ (а) (th) 11 ~ Е 11 t h 11 , 

f(x+th)-f(x) _ f~(a)hll~Elihll_ 
t 

;U granicnorn slucaju dobijarno да је 

11 (f ~ (х) - f ~ (а) ) h 1 k Е 11 h 11 . 

Kako poslednja nejednakost vazi za svako h~ Х, to је 

Ilf~(x)-f~(a) IkE . I 

Neka su Х i У normirani prostori, D otvoren skup u Х i 

f:D -+ У. Funkcija f је slabo,. jako, odnosno strogo diferencija

bilna па skupu D ukoliko је slabo, jako, odnosna strogo dife

rencijabilna u svakoj tacki skupa D. Ako је funkcija f slabo 

diferencijabilna па skupu D i ako је funkcija f~~D-+ ~(X,Y) 

neprekidna, kazerno да је funkcija f neprekidno diferencijabilna 

Па skupu D. 1z prethodne teoreme sledi да је funkcija f strogo 

diferencijabilna па skupu D ako i sarno ako је neprekidno dife

rencijabilna па skupu о. 
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~" . 
! 

l,:.· . ·1.6. PARC I JALN I I ZVOD I 

~' 
~PfX хУ, f: D -+ Z i (а,Ь) Е.. intD. 

~:\, 

,; .. TaCk:

b 

а ~p~:::~~x~~:::~~njosti skupa 

Neka su Xi Z normirani prostori , У topoloski prostor; 

~"" .. 

ii~matrajmo preslikavanj е х + f (Х, Ь) skupa ОЬ u normirani pros~ 
ff~'r·Z. Ako је опо slabo ili jako diferencijabilno u tacki a,ka-
1', ,. 
r~'emo да је funkcija f slabo, odnosn? jako diferencijabilnc:: ро 

~romenljiVOj х u tacki (а,Ь). Odgovarajuci izvod nazivamo par

~ijalnim izvodom funkcije f ро promenljivoj ~ u tacki (а,Ь) i 

;6belezavamo ga sa f (а,Ь) ili df (а ,b)primetirno да је оп оре-
~. х ЭХ 
f:rator iz ~(X, Z) • 
јВ.- . 

~~;:. '.' 

k • 
ftacki 

,. 

FЧПkсiја f је strogo diferencijabilna ро promenljivoj 

(а,Ь) ako postoji A~~(X"Z) takvo да ја 

lim 
х; х"-+а 

у -+ Ь 

Ilf (х" ,у) -f (х; Yl-A(x"-x ~2Jl 

I!x"-x ~II 
= О· 

х u 

~asno је da је u tom slucaju funkcija f jako diferencijabilna ро 

х u tacki (а,Ь) i da је f (а,Ь) = А. !promenl ј i voj 
х t_" 

i!--" 

r Teorema 1.6.1. Neka su Х i Z normirani prostori, У topo-

loski prostor i D otvoren skup u Х х У. Dalje., neka је funkcija 

f:D -+ Z slabo diferencijabilna ро promenljivoj х- u svakoj tacki 

~kupa D. F~nkcija f је strogo diferencijabilna ро promenljivoj 

х u tacki (а,Ь) ako i samo.ako је funkcija fx:D-+~(Х,Z) neprekid

па u tacki (а,Ь). 

Dokaz ove teoreme пе razlikuje se bitno od dokaza teorsme 

1.5.1, ра ча necemo navoditi. 

Neka su Х i Z normirani prostori, У topoloski prostor, D 

",{ 
! 
! 

; 
~: 
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ptvoren skup u ХхУ i f:D-+Z. Funkcija f је slabo, jako, odnos

ho strogo diferencijabilna ро prornenljivoj х ла skupu D ukoliko 

1eslabo, jako, odnos~o strogo diferencijabilna ро prornenljivoj 

~и svakoj ta~ki skupa D. Ako је funkcija f slabo diferencija

bilna ро prornenljivoj х па skupu D i ako је funkcija fx:D-+Х(Х,Z) 

neprekidna,' kazerno da је funkcija f n'eprekidno diferencijabilna 
f 
~>O prornenlj i voj х па ,s,kupu D. Iz prethodne teoreme sledi da ј е 

~u~kcija f strogo.diferencijabilna ро promenljivoj ~ па skupu D 

;ak~i saтo ako је neprekidno diferencijabilna ро promenljivoj 
:"" 
Х па skupu D. 

i . 7; S L U С А Ј КА ОА Ј Е Х = Х1 х Х2 х ••• х Хт 

Neka Би X
1

,X
2

, ""Хт normirani prostori. U prostoru 

~x ~ X
1 

х Х 2 х ••• х Хт norrna moze da se definise па razne naCi,ne . 
. '. 

Hi сето raditi sa norrnom koja se definise sa 

gde је х = 

sedefinisu jednakostima 

р.(х) = Х., 
1 1 

и.(х.) = (О! ... ,О , х., 0, ... ,0), 
1 1 1 

и. : Х. -+ Х koj е 
1 1 

БU ograniceni linearni operatori.Lako је videti da onezadovo

ljavaju jednakosti 

р. о и, = 
1 1 

т 

I и. о P i = I'T 
i= 1 1 .(, 

'I'eorerna 1. 7 .1. Neka su X
1

,X
2

, .. . ,Хт , у normirani prostori, 

D ~ х == Х 1 х Х 2 х ... х Хт' f: D -+ У i а f.. intD. Ako је funkcija f slabo 

{~:~~} 
'~~~ф,~>' 
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• ~akodiferencijabilna u ta~ki а, onda је опа slabo, odnosno 

a~~diferencijabilna ро svakoj promenljivoj u ta~ki а i pri tom 

f (а) 
Х. 

f '( а) о и., 
1 

1 

m 
f'(a) = L 

i=l 

Dokaz. Funkcija 

f (а) о р. 
Х. 1 • 

1 

Х. ~ f(a
1

, ... ,а. l' Х., а.+ 1 , ... ,а ) 
1 1- 1 1 m 

posmatrati kao slozena funkcija 

Х. -+ f (а+и. (х. -а. » . 
1 1 1 1 . 

је slabo, o.dnosno jako, diferencijabilna u ta~ki a
i 

i пјеп 

r:izvod је jednak f '(а) о и .. Sledi да је funkcija f slabo, odnos-
~.. 1 

[по jako, diferencijabilna ро promenljivoj х. u tacki а i 
~: ';'< 1-

da је 

f (а) 
х. 

1 

f ' (а) о и .• 
1 

cDruga jednakost se izvodi па sledeci na~in 

m m 
L f (а) о р. = I: f ' (а) о и. о р. = f -- (а) 

i=l х. 1 
i=l 

1 1 
1 

=f'(a)o =f--(a).1 

ft 

m 
О' L 

i=l 
и. о р. 

1 1 

Teor ета 1. 7 . 2 . Neka su x
1

,X
2

, ... ,x
m

,Y normirani prostori, 

,O~X = X
1 

Х Х 2 Х ••• х Хт' f:D-+ У i a~ intD. Funkcija f је strogo 

~iferenCijabj.lna u t'a~ki а ako i samo ako је strogo diferenci

Jabilna ро svakoj promenlj ivoj u tacki а. 
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Dokaz. Pretpostavimo da је funkcija f strogo dif~renci

abilna ро svakoj promenljivoj u tacki а. Neka је € > О. Neka 

ћ-" 

~ }< , ....... " ;;,. 

~. '1 
.~.;~ i ..... 

x~ 
1 

Sledi da 
,. 

х; 

tj . da је 

U i tacaka a
i 

takve аа је U = U
1 

х U
2 

х ••• х U
m

" ~ Di 

Х;+l' ... ,Х )-f(x 1 ,···,x. lJx:,x.+ 1 , 
~ т .. ~- 1 1 

, ... ,х )-f'" (а) (х'.' - х: ) II~ € "I/x '! - х :"11 , 
т х. 1 1 Ј. 1 

1 

х'! Е. U. i х. Е U. za ј :f i. Neka х ... 
х" Е U. Тааа је 

1 1 Ј Ј 
, 

т 

IIf (х" )-f (х ... )- L f (а) (х '~ - х:" ) I! ~ 
х. 1 1 i=l 1 

" ) -f ( ..." ") -f () ( "- ... ) 11+ , . . . , хт х 1 ' х: 2 ' ... , хт х а х 1 х 1 

+ 1/ f (... "" ") f ( ... х 1 ' х 2' х З ' ... , Хт"" х 1 

-f (х ... 
1 

... ... ... ) f 
'Х 2 ""'Х l'Х -т- т х 

$ Е 11 хЈ. -Х 1 11 

= € 1I х" - х'" 11 • 

је 

т 

Ilf (х") -f (х "'у- L 

lim 
х" -+ а 

т 

L 
i=l 

f (а)О р. 
Х. 1 

1 

i=1 

11 х" -

rn 

f 
х. 

1 

х "'11 

. 1 

..." ") , х 2 ,х З ' . . • , хт .;,. 

(а) (х" 
т 

(а) (х '~ 
1 -

х'" ) 11 ~ 
т 

х" 
т 

х:) 11 
1 -

= 

х "'11 
т 

О, 

strog izvod funkcije f u tacki а. 
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Do)<az tvrdjenja u suprotnorn srneru је trivijalan .• 

Iz teorerne 1.7.2 sledi 

Teorerna 1.7.3. Neka su Х 1 ,Х 2 , ... ,Хт,У normirani prostori, 

dtvoren·skup u Х = Х1хХ2Х "'ХХrn i f:D~Y. Funkcija f ј-е 

prekidno diferencijabilna па skupu D ako i samo ako је nepre

diferencijabilna ро svakoj prornenljivoj па skupu D. 

Teorerna 1.7.4. Neka su Х 1 ,Х 2 , ... ,Хrn ,У normirani prostori, 

= Х 1 х Х 2 х ... ХХrn ' f:D ~ У i а Е. intD.Ako је funkcija f 

t~9go diferencijabilna ро promenljivirn х 1 ,х 2 , ""Хrn - 1 i jako 

':f:;erencijabilna ро prornenljivoj Х u tacki а, опаа је опа jako rn 
iferencijabilna u tacki а. 

, 
" 

Dokaz ove teoreme пе razlikuje se bitno оа dokaza teorerne 

ра ga zato песеrnо riavoditi. 

Pr irner . Lako se dokazuje аа је polilinearno pre~likavanje 

.. f.~(X1' '" ,Хrn;У) strogo diferencijabilno ро svakoj proIrtenljivoj. 
h,,··· 

~Sledi da је polilinearno preslikavanje neprekidno diferencijabil
~< 

1.8. SLUCAJ КАDА ЈЕ ';( = У1 х У2 х ... х УП 

Neka su У 1 'У 2 '" "Уп normirani pro~tori, У = У1ХУ2х .. 'ХУп' 
,Ograniceni linearni operatori q.:Y-+У. i v,:Y,~Y koji se defi-

Ј Ј' ЈЈ 
~ni§u jednakostima 

= у., 
Ј 

v,(y) = (0, ... ,0,",,0, ... ,0), 
Ј ј' ~ Ј 

zadovoljavaju jednakosti . 

q.ov. == 
Ј Ј 

п 

L, v
J
. о ЧЈ' =-. I y • 

ј=l 
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Neka је Df::X i f:D-+У. Funkcije. f .:О-+У. definisemo sa 
Ј Ј 

f. = q. о f . 
Ј Ј 

је da је 

п 

f= l:v.of. 
j~l Ј Ј 

jednakosti i teorema 1.2.1 i 1.3.1 sledi 

'<-'Ј 

Teorema 1.8.1. Funkcija f је slabo, jako, ili strogo di-

encijabilna u tacki аЕ intD, ako i samo ako је svaka od funk

slabo, jako odnosno strogo diferencijabilna u tacki а. 

1.9. TEOREMA О IMPLICITNOJ FUNKCIJI \ 
"О 

.Teorema 1.9. 1 • Neka su ·х topoloski prostor, У i Z Вапас

D ~ Х х У, f:D -+ Z i (а,Ь) Е. intD:' Ako su zadovoljeni 

i uslovi 

а) f(a,b) = О, 

Ь) f је neprekidna ро х u (а,Ь) ~ 

с) f Је strogo diferencijabilna ро у u (а,Ь), 

d) 
ft 

Ћnf· (а,Ь) = Z, 
у 

~onda postoje okolina U tacke а, okolina V tacke Ь, funkcija 
f ,. 

~'g:U -+v i pozitivan broj С, takvi da· је 

f(x,g(x» = ОЈ-

11 9 ех) - ь 1 k сј 1 f (х , Ь) 11, 

- ,а Svako х € u. 

Dokaz. Neka је А = f (а,Ь). Prema teoremi о otvorenom pre
у 

s 1 ika v а п ј u ро s to ј i r > О ta kvo d а ј е АБ [ О , 1 Ј 2 Б [ О , r Ј. Z а s v а k о ZE.. Z 
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takvo да Је Ау = z i 'Iу 11 ;::;; lј2 JI, Zaista, 

.. ·:r r7 Е.вГо rJ ра Ј'е 
--~ L.' 
Ilzll 

za у dovoljno uzeti 11:" уо, gde је уо 

iz в1о,1] koja zaqovoljava uslav Ауо = 

е Kako је А strog izvod funkcije f ро у u (a,b},postoje oko

,а 1 tacke а i okolina.V = В[Ь, Е] tacke Ь takve да је 

11 f (х,. у" ) - f (Х, У ') - в (у" - у') 11 ';::;~ 11 у" - у , ! I , 

ako XEU
1 

i y',y"E.V. Kako је funkcija f. neprekidna ро х u 

postoji okolina U
2 

tacke а takva да је 

Ilf(x,b)ll~ r 2E 

svako XE.U
2

, Neka је U = U1 nU
2

. Prirnetimo да је funkcija f 

prekidna ро у па skupu U х V, ј er ј е 

Ilf (х,у") -f (х,у') 11 ~ ~ + ,/в /1) //у" -у' 11 

.(х,у'), (x,y")EU х V. 

Dokazirno да postoji niz funkcija '\. :U-+V takav да је 

9 (х)::; Ь;. 
о 

1 
gk(x) II~ r Ilf(x,gk(~) 11, 

za k = 0,1,2, '" Pretpost8vimo да postoji kon~can niz funkci-

jago,gl"" ,gn:u -+,V koji zadovoljava prethodne uslove i до-

ka·z.imo да se оп moze produzi ti funkcijorn gn+1:U -+ V tako да pret

.hO~ni ·uslovi ostanu·zaWvoljeni. Na osnovu razrnatranja izvrse

nO~ па pocetku dokaza, postoji funkcija gл+1 :U-+Y koja zadovo

ljava uslove 

Ag + 1 (х) = Ag (х) - f (х, 9 (Х», 
п п п 

Ilg n + 1 (х) -gn (х) 11 ~ ~ lif (x,gn (х» [ј. 
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је dokazati da gn+1 (x)EV za svako XfU. 

ispunjeno za п=О. Neka ј е п > о. Ako је О < 'k ~ п, on-

1 . 
!lgk + 1 (х) -gk (х) 11 ~ r Ilf (х, gk (х) ) 11 = 

= ~ Ilf (x,gk (х) )-f (x,gk-1 (х» -1>,. (gk (х) -gk-1 (х» 11 ~ 

п 

!lgn + 1 (х) -bll ~ ri! g k+1 (х) -gk (х) 11 .$ 

k=o 

п 

r ~ Ilg 1 (x)-g (x)I]~~ Ilf(x,b)!I. 
2

k о r 
k=o 

da је 

, Neka је Xf:U. Niz gk (х) је cauCfjyev , jer је 

za k = 1,2, .. ~ . Zato оп konvergira n~koj ta~ki iz V. Obele~imo 

~~и !ta~ku ва ч(х). Doka~imo da tako dobijena funkcija g:u'~ Vzado

Voljava tra~ene uslove. Grani~nim prelazom u jednakosti 

f(x,gk(x» А (gk (х) -gk+l {х) ) , 



, . 
'. 

da је 

f(x,g(x» = о 

2 
's';lako XEU. Neka је С = r 

"gk(x)-bll~ Cllf(x,b) 11, 

ато da је 

IIg(x)-ы�~~ Cllf(x,b) 11 

. svako XE.U •• 

::. Napomene: 

Granicnim prelazom u nejednakosti 

\ 

1. Ак'р је f (а,Ь) bijekcijil...1 za XE:U i YE:.V f(x,y) = О ako 

k · У ()' t 1 ~.. 11 -111-1 а о Је у = 9 х . Zalsta, u от 5 исаЈи Је r~ А , ра 

је XE.U, y~V i f(x,y) = О, onda је ... 

I!y-g(x) 11 ~IIA-1111!A(y-g(x»11 ~ 

~ ; Ilf(x,y)-f(x,g(x»-A(y-g(x» 'I~ ~ Ily-g(x) 11, 

sledi у = g(x). 

2. Ako је funkcija f перrеkidпа i fy(a,b) bijekcija, onda 

:је funkcija 9 neprekidna. Zaista, u tom slucaju је svaka od 

funkcija gk neprekidna, jer је 

-1 
gk + 1 (х) = gk (х) -А f (х, 9 k (х) ) , 

ра kak6 niz funkcija gk ravnornerno konvergira funkciji g,to је 

i fUnkcija 9 neprekidna. 
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LAGRANGEOV PRINCIP ZA GLATKE PROBLEME 

. Teorema 1.1 О. 1. Neka su Х i У Banachovi pros.tor i, D с. Х, 

-t-'~m+1, F:D-t- У i x~intD resenje problema 

f (х) -t- inf; 
о 

f. (х) ~ О, i=l, ... ,т, F(x) = О. 
1 

а) funkcije f
i

, i=O,l, ... ,rn, diferencijabilne u ~, 

Ь) funkcija F strogo diferencijaQilna u х, 

с) IrnF'(x) zatvoren podprostor od У, 

stoje Lagrangeovl mnozioci AERrn+1 * i y*~ У* takvi da је 

1. (л, у*) :f: О, 
\ -. 

2. Л. ~ О, 
1 

i = О,l, ... ,rn, 
." 

з. л. f . (х) = О, 
1 1 

i=l, ... ,rn, 

4. ~f'(x) + y*F'(X) = О. 

rn+1 Napornena о oznakarna. Pod R podrazurnevarno pro"stor stuba-

сара род Rrn+ 1 * prostor vrsta. Kornponente funkcije f oznacavarno 

'.saf.,· i=O,l, ... ,rn, а vektora 'л sa А., i=O,l, ... ,rn. U skladu sa 
1 1 

:tim, 'Лf (х) је rnatricni proizvod, tj. 

"'.с .л Ја (х) = 
m 
I: 

i=o 

А Л 

,\ . f .( х) . 
1 1 

bokaz. Ako ImF"':(x):f У, опdа'Л = О iY*E:(ImF'(X»..L zado"\7o

ljavaju uslove 1-4. Zato nadalje pretpostavljamoda је ImF'(~)=Y. 

Pretpostavka da је f (5"{). = О пе umanjuje opstost razmatra
о 

nja. Ako jefo(x) :f О, funkciju f
o 

mozemo zameniti funkcijom 

f o -fo 
(5"{) • 



L U • 

r~'~~~~ 
~'':' ", 

r;- '.~ ,".' ло 
("C'''f, (х) = О za svako i=l, ... ,т. Ako је za neko i=l, ... ,т 
~Je 1 

Mozemo pretpostaviti da su ~va ogranicenja aktivna, tj.da 

[;.t:'(X) < О, tada ј е f, (х) < О u nekoj okol ini tacke х, ра ovo ogra-
"',,1 1 
f1icenje ne moramo uzimati u obzir. Za takvo i stavicemo da је 

~л,==О. 
1\,1 
f' ~' 
~5~'~ t[: 

!t~>, , 
t:~'C;J 

f: 

posmatrajmo skup 

с = {(~1}·,Y)E.Rm+l х уl (ЗhЕХ) (f:(S<)h<jJ, 
l 1 

za i=O, 1 , ... , т , 

Lako se pokazuje da је ovaj skup konveksan. 

Dokazimo da је intC 1- ф. Neka је U jedinicna kugla u Х. 
~tj 
}Prema teoremi о otvorenom preslikavanju, postoj i kugla V u У 

f~~'ja је sadrzana u F - ех) U. Ako је јЈ, > Ilf:- ех) 11, i=O, 1, ••• ,m, i 

f;iv, onda (јЈ,У)Е:С. Zaista, postoji h~U t~kVO da је F-O~?h = у; 
\. ' 

~za .takvo h vaz i 
t,~" .. , ' 

.. 

!g:;iedi da ј е intC 1- ф. 

Dokazimo da О ~ С. Pretpostavimo suprotno: neka О Е. С. Tada 

P9.~toj i h Е. Х takvo da ј е 

f:'(x)h fi < О 
Ј. 

za svako i=O, 1, .. , ,ГCI, i 

Ako па funkciju f(x,y) = F(x+y) primenimo teoremu о implicitnoj 

fUnkcij i, dobijamo аа postoj i С > О, okolina U :tacke х i funkcijal 

g:U -r Х takvi аа је 

F(x+g(X» = О, 

Ilg (х) 11 ~ с i!F (х) 11 



IIF(x+th) 11 = о (t) I 

r (t) = о (t) . 

lim 
t -+ О + 

~ f i ()(+th+r (t) ) 

f . Cx+th+r (t} } 
1 

< О 

L 1 • 

је 2+thEU za svako t~[o,EJ. 

sa.r(t) = g(x+th). Kako је 

зtо је protivno pretpostavci da је х resenje posmatrahog prob

Lern~ • 

Prema jednoj od posledica teoreme о :razdvajanju konveksnih 

5kupova, postoji zatvoren hiperpodprostor koji ogranicavaskup 
. ~.I\ т+ 1 * ~ л л . . 
:. Sledi da postoji (Л,у*)Е.R х У, (л,у*) t= О, tako da Је 

л Л 

л~ + у*у :;:. о 

za svaki par л л 

(·~,Y)EC. Doka~imo da л i у* iadovoljavaju uslove 2 

i 4. Ako је Е >0, onda «Е, ... ,Е, l+E,E,.~.,E),O)E..C 

л 

Л. 
1 

+ Е 

m 
г:: 

ј=О 

/'-
Л. ;..0. 
Ј 

(ћ=О), ра је 

s 1 еа i d а ј е 1. ~ О. Z а s \7 а k о h Е. Х i с:: > О ( f / ( х) h + ( Е , • • • , Е), F / ( Х ) ћ) Е'. 
_ 1 

::, С . S 1 еа i d а ј е 

I 
• ·0 



m 
Е I 
i=o 

А. 

Л.:;:. О 
1 

h~X.i Е> О, а odavde da је 

ЬЕХ. Qvo је moguce samo ako је 

22. 

Teorerna 1.10.2. Neka su Х i У Banachovi prostori, D~ Х, 
:.'3' т+1 

'-+ R , Р: D -+ У i XE..intD resenj е problema {: 

t:l::j::~, 
oncl'ё:l 

~:1'.! -, / 

fo(x) -+ iпf; fi(x) ~ о, i=l, ... ,k, fi(x) = О., i=k+1, ... ,m, Р(х) = о. 

а) 

Ь) 

с) 

funkcije f i , 

f1inkcij е f., 
1 

i=O,l, ... ,k, 

i=k+1, ... ,m, 

diferencijabilne u 
А

Х, 

strogo diferencijabilne 

funkcija F strogo diferencijabilna u 
,..... 
Х, 

d) IтР'(х) zatvoren podprostor od У, 

л 

U х, 

. . ~ . ..~ Rm+ 1 * postoJe Lagrangeovl mnOZlOCl A~ i У*ЕУ* takvi da је 

2. 

З. 

4 . 

л 

~,. ~ О, i=O, 1 , ... , k 
1 

/'- Л 

Л . f . (Х) 
1 1 

О, i=l, 

.лf,(,,).л '("') Л х' +y*F х о. 

. , k 

Dokaz Qve teoreme se Ciobija tako sto se prethodna teorema 

?rimeni па probl ет 

f (х) -+ illf; 
о 

f.(x) ~ О, 
1 

i=l, ... ,k, G(x) = О, 



7'"' - ) . 

rn-k 
је funkcija G:D -+ R х У definisana sa 

G(x) = (f k + 1 (x), ... ,frn (x), F(x» 

a:ed:i,na,: poteskoca 
~t:ji;: да, је IrnG ~ (х) 
c~e,f: с, ' 

~~~ava 

koja se tu pojavljuje је dokazivanje cinjeni
rn-k zatvoren podprostor od R х У .Ovaj problem 

t~;~I': ~;, 
f~:.: Lerna 1.10.3. Neka su Х,У i Z Banachovi prostori, Bf,.';t(XiY) , 

:~€~O(, Z) i А = '(В, е) Е;С( Х,'У х Z). Ako ј е пп В za tvoren ~юdрrоs tor од У 

t:CKerB zatvoren podprostor od Z, onda је ImA zatvoren podprostor 
" '.(' 

jd' у х Z. 
~~ . 
(~ . 
k' -~ , 
iP 
~~ ""~ , 

i:{' , 
Dokaz. Neka је (y,z)E,clЋnA. Postoji niz (х п ) tacaka iz Х 

t"-· : 
takav da ј е 1 irn 
{, ,,~ п-+со 

Ах 
п 

= (y;z), tj.takav da је lirn ВХП = у i 
п -+ ОЈ 1:, ' 

~:';liш .'.,', ех 
п 

- z. Kako је ЋnB zatvoren podprostor od У, postoji 
?ri -+' ОЈ 

... 
i{E.X,takvo da Је Вх = у. Prerna teorerni о otvorenom preslikavanju, 

;'Оiз1;6ј i ni z tacaka iz Х, takav da је B~ = В(х -х) 
п п 

i да је 

~~, 

;lim ~п = О. Kako је 
1 -+ (х) 

~ -х +xEKerB, 
п п 

lim e(~ -х +х) = ех - z, 
п п 

п-+со 

:0 је CX-ZE clCKerB = CKerB. Zato postoji ~ Е KerB takvo da је 

~E,:= Сх- z. Kako је В (х- ~) = у, i С (х- О = z, to је, (у, z) Е ImA .• 



24. 

2. NEOPHODN 1 USLOV 1 Е КSТRЕМUМД U VАRIЈДСIONav1 RACUNU 

2.1. LAGRANGEOV PROBLEM 

Neka је V otvoren skup u RxRnxRr i W otvoren skup RxRnxRxR
n

. 
п m+l 

,[,SU funkcije f (t/x,u):V -+R , L(t,x,u):V -+R i k (to,xo,t 1 , 
.... m+l k"d 
) :.W -+ R -:nepre l пе. 

Skup prbcesa Р је skup ~etvorki (х(·), и(·), to,t
1
), tak

је 

2. - [ -' r u ( • ) :. t t, --+ R 
о' 1-' 

neprekidna funkcija, 

з. (t/x(t) ,u(t»БV za svako tE[to,t1J, 

I .. , 

, Bolzini funkcionali В.:Р -+ R, i=O,l~ .. . /т, defini§u se sa 
l 

~ ... ".\._'.' 
i. 

f' 
риР: 

-.-", 

В. (х ( . ) ,и ( . ) ,t " t 1) = 
l ·0 t 

о 

+ 7... (t ,х (t ), t 1 ,х ( t 1) ) . 
l О О 

Li(t,x(t) ,u(t) )dt + 

Lagrangeov problem је· sledeci ekstremalni problem 

В (х ( . ) , u ( . ) , t ,t 1) -+ i п f ; . о о 

В i (х ( -.) ,и ( - ) ,t о ' t 1) ~ О, i = 1 , . _ ; , k , 

В. (х ( . ) , u ( . ) , t, t 1) == О i i = k + 1 , • _ . ,т, 
.l: О 

х ( t) == f (t , х ( t) / u ( t » , tE. r.t , t1l . 
~ о -

па sku-

Proces (x(-),u(-),t ,t1)E..P Је optimalan u slabom smislu ako 
. о 

le:.clopustiv i ako postoji Е > О takvo da је_ 

- , 
i 



2s. 

в (x('),u(-),t ,t
1

) 
о о 

!'~'Э. ~{,aki' dopustivi proces (X(-),U(·),tо ,t 1 )Е. р koji zadovoljava 

'~' '. ~'uslove 
t>:.,-,. 

. , 

11 х ( t) - х (t) 11 , 11 u (.t) - G (t) 11 < Е 

Hamiltonova funkcija H:VxR
n * xR

m+1 * -+ R defini,se se sa 

Н(t,х,u,р,л) pf(t,x,U)-АL(t,х,U) 
\ 

• 'о 

Teorema 2.1.1. Neka su funkcije f i L neprekidnb diferen-
. . 

cijabilne ро х i и па skupu V 
, -. . . 

i neka је funkcija~f neprekidno 

diferencijabilna па skupu W. Ako је proces 

timalan u slaborn smislu, postoje 
л',.. /' i . п* 
p(·):[to,t1J -+.R, takvi da је 

л 

1_ л:ј: О ; 

2. 

/" 
Л. ~ О, i 

1 

":' """ л. В. = (}., 
1·· 1 

-л 
р (t) 

ло '" л ..... 

= л 9~ 

O,l, ... ,k; 

l=l, ... ,k; 

л л 

= p(t ) 
о хо 

p(t
1

) 

л ~A Л .., 3 _ I-i (t) = О, tELt о' t 1Ј u 

4 . 
л л Ао Л Л Л 

H(t ) -Л9- , Н (t
1

) = 
о t 

о 

л m+1* 
}.tR 

л 1\ - л 9 . 
·х '. 

1 

АЛ 

лt t 
1 

л ло Л Л 
(х(-) ,и(') ,t

o
,t

1
) ор-

i glatka funkcija 

Теоуеmа 2.1.2. - Neka su .funkcije f i L neprekidno diferen

::ijabilГle па skupu V i леkа је fuлkсiј&. Q, neprekidno difеrепсiјаЬilna 



'" л л л 
је proces (хс') ,uC') ,t

o
,t1 ) optimalan u 

sJu, postoje '}E.R
m+ 1 * i glatka funkcija-p С,) : [t~, t

1
J-+ 

" da Ј'е: l . 

... 
1 .. л :f О; 

2. 

,. 
Л, ~ О, 

l 

~. л 

Л.В. = О, 
l l 

. 
.л. л 

i=O,l, ... ,k; 

i=l, ... ,k; 

р (t) - -Н (t) 
х 

.л л 
р-( t ) 

о 

л 

3. Н (t) = О, 
u 

. 
-- л 

4. Н (t) 

лЛ 

= 1,.9. t 
1 

26. 

slabom 
. п* 
R " 

U prethodnim teoremama koristili smo sled-ece konvencije 

л 

Н (t) 
х 

;.. .Ао. Л ...-"\ 
= Н ( t , х ( t) 1 u ( t) ,р (t) , л ) 

х 

л Л А Л ~ Л 
9. (t ,x(t ),t

1
,x(t

1
», 

х о· о 
о 

.1 t~. 1 nadalje сето koristiti ove i sli~ne skracene zapise ~i

jije smisao potpuno jasan. 

. , 



.-'., ' 

.. 
, ' 

2.2. LAGRANGEOV PROB~EM NA SKUPU ~EO РО ОЕО 

NEPREKIDNIH UPRAVLJANJA 

-

27 о 

)5kup procesa Р је skup cetvorki (X(o)',u(o),t ,t
1

), takvih 
о . 

1 Х ( о) о [t t 1 -+ R
n deo ро deo gla tke. funkciJ' а, . . о' ~ 

"'2. u(·);[to ,t1J-+R
r deo ро deo neprekidna funkcija, 

з . (t,x(t) ,ujt», (t,x{t),u+(t»E-V za svako.t~J t ,t 1, 
L о. 1-

4 • 

. Lagrangeov problem se mo~e razmatrati па skupu procesa 

је pro~irenje skupa procesa Р. 

Optimalnost procesa,u slabom smislu definise se па isti 

kao u prethodnom paragrafu. 

л. r. .,... /" -
Proces (х(.) ,и(о) Ito,t1)~P је optimalan u slabo-jakom 

ako је dopustiv i ako postoji € > О takvo da је ." л Л л ~ . 
Во (х (о) ,и (о) ,to ' t1)~ Во (х (о) ,и (о) ,t

o
' t 1 ) 

~~a, s\,. а k i d о pu s t i v i Р r о с е s (х ( • ) ,и ( о ) ,t о ' t 1 ) Е. Р k о ј i z а d о v о 1 ј а v а 
u'sl'ove 

! t _Лt 1 I't _ Лt · I < "" 
i О oll[ 1 1-

Ilx(t)-x(t):1 < € 

Ilu(t)-G(t) 1I < € 

; 

za svako tt it It
1
l П Г t 1 t

1
l , 

L О ..Ј ~ О ... I t - ~ 1 I , . о о , I t - ~ s t .~ € 1 

O.~O' У tacke prekida funcije -а(о). s . 

gde su 

i 
~I 
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!eorema 2.2.1. Neka su f~nkcije f i L neprekidno diferen-

i u па skupu V i neka је funkcija Е nepr~kidno di-

па sku~u W. Ako је proces 
л А ~ Л • 

. л m+1* 
П> U slabom smislu, postoje ЛЕ-К 

(x('),U(')-,t ,t
1

) Optl
о 

i deo ро deo glatka ~unk-

1 ~ 

2. 

3. 

4. 

[to ' t 1J->- R
n * , takvi da је 

1 t О; 

i=O, 1, ... , k; 

..... л 

Л .В. = О, i=l, .- .. ,k; 
1 1 

. 
р (t) 

'" (t ) р о 

л 

л 

= -Н (t) 
Х 

Н (t) = О, 
и 

л Л_ 

Н (t ) 
о 

л л . 
р (t

1
) 

лА 
-1..9. • 

х '. 
1 

Teorema 2.2.2. Neka su funkcije f i L neprekidno dife-

па skupu V i rieka је funkcija 9. neprekidno diferen-
. л"", л л . 

skupu W. Ako Је proces (х(·) ,и{') ,t
o
,t

1
) optlmalan 

··~lаЬош smislu, postoje )tRm+ 1 * i deo ро deo glatka funkcija 

(,~) .: [to , t 1Ј -+ Rn ~takv i аа ј е 

1 . 

2. 

3 . 

л 

) .. t- О; 

л 

л. ~ О, i=O,1, ... ,k; 
1 

л л 

Л.В. О, i=l, ... k; 
1 1 

л 

...:Н (t), 
Х 

лЛ = -1..9.. 

..... 
н (t) 

u 
О, 

х 
1 

. , 

, ,. 



!4;" 
Ы~: -,~ ,: 
1; 
~"<; 

4. '" н (t) 

л Л 

Н (t) 
о 

29 . 

Ш1;' 
I:~' , Teorema 2.2.3. Neka su funkc'ij"e f i L neprekidno diferen
~1l1':' " 
~,&ijabilne ро х i u па skupu V i neka је funkcija 9, neprekidno di-

ti~'rencijabilna па skupu W. Ako је proces (x(.),~(·),t ,t
1

) opti-
!,r'>i' ' • /' rn + 1 * о 
tmalan u slabo-jakorn srnislu, postoJe ЛЕ.R i deo ро део glatka 

ftЪПk9iја р (.) : [to ' t
1
J -'; R

n *, takvi да је 
Uf~' 
~;::~ > 

~J~-" ' 
~~~'.' 
~ 
k' 
J~ 
1· " 
[, 

1 . 

2. 

л f О; 

.л 

Л. ~ О, 
l 

i=O,l, ... ,ki 

.л " 
Л.В. 

l l 
0/ i=l, ... /k; 

. 
л 

p(t) 

А ло А Л 

p(t ) = ;\,9, 
о ' х 

о 

л ,-Л ........ Ј л ...... 
3 . Ни (t) = 0/ t Е. ~ t о' t 1 ........ { т 1 / •.. , т s } ; 

4 • 
л л 

Н (с,) 
- l 

л л. 

H(t ) 
о 

i=l/ ... ,s; 

ЛЛ = ... (ј ЛХ- t 
1 

Teorema 2.2.4. Neka su funkcije f i L neprekidno diferen

cijabilne па skupu V i neka је funkcija 2 neprekidno diferenci-

j~bilna па skupu W. Ako је proces (~(.) ,G(·),l '~1) optirnalan u 
1 * о 

postoje Л~Rrn+ i део ро део glatka funkcija sl~bo-jakom smislu, 

:p(·):r"Lt t'-r п* 
, О' 1...1 R , 

1 . 1 f О • , 
А 

А . 
l 
~ О, 

'" л 

takvi да је 

i=O,l/ .. ",k; 

), .В. = О, 
l l 

i=l, ... ,'k; 



~џ ~_~O 

~: 

2. 

·с 

З. 

4 • 

. л 
r-л л Ј r Л л Р (t) = -Н (t), tf"..Lto ,t1 '1-'1'· .~. "s}; 

Х 

"'(t) ,..'" л л ЛЛ 

= ля. p(t1 ) = -ля. . 
р о , , 

х О. Х 1 о 

л 

t€[t ,t1l,C['1' ... '~ О}; н (t) = о, 
u о О - S 

л л 

H(t) = Ht(t), 

ЛА 

-ля. 
t 
о 

i=l, . ':. . , s; 

2.3. DIFEREN~IRANJE OPERATORA NEMYTSKOG 

I OPERATORA EVALUACIJE 

30. 

Teorerna 2.3.1. Neka је G otvoren skup u RxRn i neka је 

f (t,x):G --r Rrn neprekidna i neprekidno diferencijabilna 

а) Skup 

D = {X(O)fC
n
[t

o
,t1J I (YtE[to,t

1
]) (t,x(t}jEG} 

u cn [t
o
,t

1
J. 

F (х ( . ) ) о ( t) = f (t, Х ( t) ) 

~je neprekidno diferencijabil~n i 

F'(x(·»h(·) (t) = f (t,x(t»h(t). 
Х 

Dokaz. а) Neka је x(·)E.D. Grafik funkcijex(o) је kornpak-

tan podskup od G. Za:to postoj i r > О, takvo da ј е 

Sledi аа ј е 

0,0 



П'" -т I 11 ..... l' {x(-)6. С Ltо ,t 1Ј I IX(-)-X(-) J~ r} ~D_ 

skup D је okolina proizvoljne tacke х(-) sadrzane u пјещи~ 

skup D otvoren_ 

Ah ( -) (t) = f / ( t ЈХ ( t) ) h ( t) 
Х 

IIAI! =11.h(s_u)tls.
1

' 1IAh(-) 11 ~ sUt? 
I _ Ilh ( -) 11~ Ј. 

sup IIAh(·)(t)!1 = 
t <t~t 
о 1 

= sup 
Ilh(') Il~l 

= 

= 

sup Ilf; (t,x (t» h (t) 11 = 
t ~ t..:;: t

1 ' о 

sup!lf;(t,x(t»h(t) 11 = 

IIh(-) Ikl 

11 f / (t, х (t) ) 11 < +00 . 
Х 

је Е > О. Postoji 6, O<6<r, takvo da је 

t 
i':;· " 
f~. . t za, svako (t,X)E.[to,t1J xR

n 
koje zadovoljava, uslov IIx-х(t) I! < 6. 

;'Neka х'(-), х" (-)E.D, Ilx~(-)-x(-) 11 < 6, IIХ"(-)-х(,,111< О .Tadaje 

!i F (х" ( - ) ) - F (х / ( - )) -: А (Х" ( - ) ...: х /( - ) ) 11 = 

= s u р 11 f (t, х" (t) ) -f (t, х ' ( t) ) - f / ( t ,-х ( t) ) (Х" (t) -
~ <t<t х 
о .... '" 1 

sup 
o..:;:e~ 1 

- f/(t,x(t»i,1Jjx"(t)-х'(t)ii ~ 
х ". 

sup _:' х" (t) -х '-(t) !] 
to,~t~tl 

= Е!!Х" (о)-х'(·) 11. 
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је Astrog izvod~unkcije F u ta~ki ~(.)" Kako је funk

diferencijabilna .u svakoj ta~ki skupa D, опа је 

diferencijabilna па skupu D.I 

Teorema 2.3.2. Operator evaluacije ev:cn1rt ,t1lxJt ,t1r+ '- о ... о .. 

se definise sa 

. ev (х ( • ), t) = х ( t) 

ekidnb diferencijabilan i 

ev - (х С .) t) h с·) = h ( t) , . хС·) , 

ev t (х ( . ) , t) = х (t) . 

d-Doka z. Opera tor ev ј е ograni.~en linearni opera tor ро 

је оп jako diferencijabilan ро х(") i 

ev х ( . ) (х С • ) , t) h ( ") = h ( t) " 

Ilev
x

(.) (х(·) ,t)-evx (.) (х(·) ,t) 11 = 

su р !I ev· (.) (х ( " ) , t) h ( . ) - ev (.) (х ( .") ,t) h ( . ) 11 = 
Ilh ( . ) ik 1 х . х 

= sup Ilh (t) -h (t) 1I 

Ilh ( .) Ik 1 

~ sup 
ii!h ( . ) ii~ 1 

sup :ih( 1-е) t+8t)!11 t-'t! ~ I t-t I ' 
O.:;:e~l 

ev је neprekidno diferencijabilan ро х(·). 

Jasno је da је operator ev jako diferencijabilan ро t i 

ev t (х( . ) ,t) = х ( t ). 
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. . 
.::; :: x(t)-x(t) 11 + Ilx(t)-~(t) 11.::; 

~ 11 х ( . ) -~ ( .) 11 + li~ (t )-~ (t) 11 , 

ev је neprekidno diferencijabilan ро t .• 

2.4. DOKAZI TEOREMA 

Mayerov problern је slu~aj Lagrangeovog problerna kod koga 

L = О, tj. to је опај slu6aj Lagrangeovog problerna kod koga 
;'·0 

'Bolzinirn funkcionalirna Во, i=O,l, ... ,rn, пе figurisu integrai-
1 ' 

6lanovi. Lagrangeovorn problernu razrnatranorn u paragrafirna 

odgovara sledeci Mayerov problern: 

\ 

У (t
1
)-y Ct':)+.\1 (t ,x(t ),t

1
,x(t

1
» -r inf; 

о о о о о о 

У о (t 1 ) - У о (t ) + Я, о (t , х (t ) , t 1 ' х (t '1 ') ~ О, 
1 ' '1 o~ 1 О О -

i=l, ... ,k, 

x(t) = f(t,x(t),u(t»), 

у ( t ) = L ( t , х (t) , u (t») . 

Ako.je proces 

paragraf а 2. 1 

(x(·),U(·),t ,t
1

) optirnalan u bilo korn srnislu iz 
о -

i 2.2, onda је proces (X(')1'y(.),u(·),t
o
,t1 ),gde је 

t 
y(t) = f L(s,x(s),G(s»ds, 

't 
О' 

op~imalan u istom tom srnislu za odgov~rajuci Mayerov prob~em. 

Neophodni uslovi opt~malnosti za Lagrangeov problem dati teore

тата iz paragrafa 2.1 i 2.2 rnogu se dobiti primenom istih tih 

teorema па odgovar~juci M~yerov problem. Zato је dovoljno izves

,ti'dokaze ovih teorema za Mayerov problem, tj. za slu6aj L = о. 
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~ ~ 

~/ 
iI' ...•.• Dokaz teoreme 2.1.1. Neka је 1 otsecak realne prave koji 

~~i~"d}Zi 
~csa . 

,. '1 'v' Л 

Lto,t1J и svojoj unutrasnjosti, па koji'se funkcije х(о) 
~,., 

{i", (i.( ~ ) 

t.·· 
fP'lldeZadOvol ј епа za svako tб.1. Skup 

mogutako produziti,da diferencijalna veza 

о 

Х (t) = л Л) f(t,x(t),u(t) 

t: 
~c (VtE.I) {t, х (t) ,u {t»E: V, {t~' х (to~' t 1 , х (t 1 ) )Е: W} 

:tB e 'otvoren podskup Banachovog prostora C
1
. (1) хС (1) xRxR. 

f~~~:. ' . 
~unkcije ~.:6 -;. R, i=O,l, ... ,m, definisane sa 

~.; .i :. и:) = ,. (t ,x{t ) ,t
1
,x(t

1
» , 

Ј;; •. : 1 1 О О 
f!-r:-'-' 
t'·:~ 

~ae је ~ = (х(·) ,и(') ,to ,t
1

)E6, su neprekidno diferencijabilneo 
',·.с ., 

r'Funkcija Ф: 6 -+ сп (1) 
~}:, '. "; -"~' 
t~~~ >, ~ ~-' 

definisana sa 

Ф{О(t) = x(t)-f(t,x(t),u(t») 

['je_takOdje neprekidno diferencijabilna. Kako је 
.. 

~ ; . 
;' .' л о ~ 

Ф х(-) (t) = x(t)-f (t)x(t) 
х ( - ) х 

~i kako linearna di:(erencijalr-;~~ jednacina 
. ~' '. 

• л 

x(t)-f (t)x(t) = y(t) 
х . 

.. 

'irпа resenje definisano па celom otsecku 1 za svaku funkciju. 

YC-)Е:.сП(I), to је 1т Ф х (') = Cn
(I), ра је sal11im tim 11(11)'''= Cn(I) 

Cetvorka g = (}~(.) ,и(-) ,t
o
,t

1
)E6 је lokalno resenje problema 

<IJ (~) -+ inf; 
'О 

ip i (~) ~O, i = 1 , . . . , k , 

<Pi(t;:) = О, i=k+l, ... ,m, Ф(Е;) = О. 



~~kOSV svi uslovi teoreme 1.10.2 zadovoljeni, postoje Lagran-
v • • /:0-) Rm+ 1 * . А * СП ( -)' t' k . d . 

,,"; 

1· 

mnQzlOCl ,Е; . l У ~' 1.""', а Vl а Је 

(л, у*) f О, 

л' 

>. .. 
l 

?I'O, i=O,l, ... ,k, 

1"-

Z. = О, 
l 

i=l, ... ,k, 

t::':~~-,~ , 
k да se ~zvod Lagrangeove funkcije 

~; 
"" "" л 'f + У*Ф 

"" ~nulira u taEki ~. 

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije ро х(·) u taEki t 
Idobijamo да је 

:.-. 

л Л Л /"t.;/' Л А. "А. 

лQ, x(t )+лQ, x(t
1
)+y*(x(t)-f (t)x(t» = О 

хо о Х 1 х 

п za svako х ( . ) б С 1 (1) Neka је glatka funkcija р (~) : [t
o
,t

1
J -+ R 

resenje probl-ema 

p(t) = -p(t)f (t),' p(t ) = 
х о 

АА 

лQ, 
х 
О 

Neka је y(·)~Cn(I) i ХБRП • Postoji x(.)eC~(I) takvo да је 

А 

= f х ( t) х (t) +у ( t) , 

Kako ј е 

п* 

d 
dt 

.л л' А' . А .л 

р ( t) х ( t) = - р ( t) f х ( t ) х ( t) +р ( t) (f х' ( t) х ( t) + У ( t) ) = 

л = p(t)y~t), 

to је 

.л 

t
1 

r ~(t)y(t)dt = ~(t)x(t) 
f 
о 

Sledi аа ј е 

..... 
t 

1 

л 

t 
о 
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! [)(t)y(t)dt.= о. 
t 
о 

jednakost vaii za svako x~Rn i 
п sv а ko у ( . ) с с (1), to ј е 

у* у (. ) 
л . 
p(t)y(t)dt. 

Diferenciranjern Lagrangeove funkcije ро u(-) u tacki f 
da је. 

л ..... 
y*(-f (t)u(t» О 

u 

r 
u( - ) f. С (1), tj. da је 

p(t)f (t)u(t)dt = О 
u 

r 
u(·)E.C (1) Sledi da је 

"" л p(t)f (t) = о 
u 

Diferenciranjern Lаgrалgеоvе funkcije ро t u tacki ~ 
о 

da је 

01. 

а odavde da је 

~ ~ ~ ~ лл 

p(t )f(t) = -Л,Q·t 
о о 

о 

л 

Diferenciranjern Lagrangeove funkcije ро t
1 

u tacki Е; do-

'bijamo da је 

'1 

~ 
:1 

"15 

" f~ 
Ј" 

IЈ 
~; 
ii; 
1,; 

јн 

;i\ 
1'. 
I:ј 

Н 
ј, ,: 
!I; 
;!~ 

1; 

!i.1 

~1 
::,1 

I 

;Ч 
'~, 

;[,! 
1'11 



аа је 

"л ;.. А 
лt X(t

l
) == О, 

Х 
1 

л·л ЛЛ "",..Ао. 

p(tl)f(t l ) == Л.Q,t . 
1 

з 7. 

6staje jo~ аа doka~emo аа је ~ ~ о. Ov6 sledi iz ~injeni

== О pbvla~i ~(.) == О а ovo ~* = О .• 

oo'kaz teoreme 2. 2. З. Pretpostavimo аа u ( .) ima ј еаап pre

u ta~ki 1. u slu~aju kada ~(.) ima ve6i broj prekida dokaz 

па sli~an na~in . 

. ':' Neka је 10 otse~ak koji s_adr~i [to '; Ј и svojoj unutra~
а funkcije ~ (')EC n

l 
(1 ) i ~(')~Cr(1 ) tak~e da·je 

о о о о 

za 
. 
x~(t) == f (t, х ( t), u (t» 

о о 

Г Л ,. г 
tE. t ,Т , '-' о ~ 

tE:.1 . . 
о' . 

neka je~ 11 otse~ak koji sadr~i [~, t
1
J и svojojunutra~-

... л' П ..... r 
а funkcije Х 1 (-)Е.С l (11) i и 1 (')ЕС (11) takve аа је 

х 1( t ) == х (t), u 1 (t) = u ( t) za ., .... ло Ј tE. Ј l , t
1 

. 
А X

1 
(t) = f (t'X

l 
(t) za tf.1 1 " 

('., == {,(Хо (-)' x l (-), ио ,(')' il l (-), t o ' tl'l)б 

Е Cn(1 )xCn(1 )xCr(1 )xCr(1 )xRxRxRi 
1 о 1 1 о 1 

j~otvoren podskup Banachovog prostora C~(1o)~C~(~1)XCr(1o)X 
С (I1)XRxRxR_ Funkcije ср,:('.,-+ R, i=O,l, ... ,m, ф'('.,-+ Rn;definisane sa 

l 

<Р! (~) 
;.!-' (;) 

= t.(t ,Х (t ),t
1

,x
1

(t
1
», 

l о О о 

= Х 1 (с: ) -х о ( l ) , 
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1; = (Хо (·) 'Х 1 ~.) ,ио {·) ,и 1 (.) ,t
o
,t

1
,T)·EL,· su neprekidno di

ijabilne. Funkcija Ф:D-+сП (I о )хс
П (1 1 ) definisana sa 

ф Ц) (t) = (х (t)-.f(t,x (t),u (t»,x 1 (t)-f(t,х1 (t),U1 (t») о оо . 

је neprekidro .diferencijabilna. Kako је 

а teoremi о egzistenciji resenja linearne diferencijalne 

п п ~ 
С (Io)XC (I

1
). Sedmorka Е; = 

је lokalno resenje problem~ 

"(.tJ)-+inf; CPi(O~O, i=l, ... ,k, CPi(O=O, i=k+1, ... ,m, Ф(Е,)=О, Ф(Е,)=О • 

. " 
-ko su svi uslovi teoreme 1.~0.2 zadovoljeni, po~toje Lagrange-

~ . ." т+ 1 * ..,. n* '" '* п л. * П 
mП0210Сl.Л~R , ~ER .y~~C (Io)*j Y1~C (I

1
)*, takvi da је 

ј., /' 

"... 

Л. ~ О, i=O,l, ... ,k, 
1 

л ..... 
Л.2. = О, i=l, . .. ,k, 

1 1 

,i dase izvod Lagrangeov.e funkcij е 

~anulira u ta~ki t. 
л 

" Diferenciranjem Lagrangeove f~nkcije ро хо (·) u tacki 1; 

·'dobijamo да је 

ЛА Л Л л л *. л 
), ;. Х Х ( t о) - ~ х ( т ) +у О (х (t) - f х (t 1 Х (t» = О 

о 

п za svako X(·)fC
1 

(I
o

). NeKa Је deo ро сео glatka funkcija 
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takvo аа је 

.л 

=p(t)y(t), 

л 

т 
л 

f p(t)y(t)dt = t
o 

. 

Sledi аа ј е 

p(t)x(t) 

.... 
т 

ло 

л 

т 

".. 

t 
о 

......... '"'" ...... -"- '" = р(т)х-л2 x(t ). 
х о 
о 

f p(t)y(t)dt = О. 

t
o 

, .. 

Kako ova jednakost vazi za svako x~Rn i svako y(')6C
n

(I ), to је 
о 

..... 
= ~, 

.... 
л * т .л 
у оу ( .) = ft f р ( t) У ( t) d t . 

t
o 

....... 

Diferenciranjem Lagrafigeove funkcije ро хЈ (·) U ta~ki ~ 

d:obijamo da ј е 

_ л -'\ .л*. Л 

л2 x(t
1
)+lJx(T)+Y1(x(t)-f (t)x(t)) = о x

1 
. х 

. п п п 
za svako Х(.)Е:С 1 (I'l). Neka је у{·)Е.С (11) i xER . P,ostoji 

х ( . )Е C~ (I 1) tak'Jo da ј е 

х (t) 
л . ~ 

= fx(t)x(t)+y(t), x(t
1

) х. 

Kako је 



'-± џ_ 

~t p(t)x(t) '" = p(t)y(t), 

л 
f p(t)y(t)dt " = p(t)x(t) ,.. 
т т 

, da је 
ло 

.......... АА А.* 

t
1 

'" (р(t1)+лt )X+YlY(-) - f 
X 1 - т 

р ( t) У ( t) d t, = О_ 

jednakost vazi za svako X6R
n 

i svako Y(-)ЕСП (1 1 ), to 

.л л 

-лi 
Х ' 

1 

.... 
Diferenciranjern Lagrangeove funkcije ро u (-) u tacki Е;. 

о 

da је 

л 

(-f (t)u(t» = О 
u 

u ( - )с C r 
(1 ), tj _ da ј е 
о 

.л 
-r 

L '.л .......... 

.r p(t)f (t)u(t)dt = О 
" u t o 

u(-)Е.СГ (1 ) 
о 

'" ...... 

Sledi da је 

p(t)f (t) = о 
u 

ia.(svako tE:.:t ;. rL _ 
-. о' 

Diferenciranjern Lagrangeove funkcije ро u
1 

(-) u tacki ( 

Ctobijamo da ј е 

л* "'" 
У 1 (- f u( t) u ( t » = о 

'za r 
svako u(")EC (11)' tj. da је 



А 

t 1 л ...... 

~ p(t)fU{t)u(t)dt = о 
т 

. r 
U{·)f.C (I

1
). Sledi да је 

.л .л 

o{t)f (t) = о • . u 

., ..... л Ј 
tt. Ј L I t 1 . 

Diferenciranjern Lagrangeove funkcije ро t 
о 

да је 

да је 

-...:,. л 

x(t) = О, 
о 

.... '" 
-ЛQ. 

t 
о 

4 1. 

л 

U tacki ~ до'-

.л 

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije ро t
1 

u tacki ~ до-

da је 

odavde da је 

ЈА.. -. ....... " 

p(t1)f{t
1

) = 

..... 
Diferenciranjem Lagrangeove funkcije ро т U tacki ~ do-

, i)ijamo da ј е ft 

.' "l_ 

~...... ,.,.. л А 

t! {х + ( т ) -х _ ( т » = .0, 

а odavde da је 

p(~)f (Т) = Р(;)ј+(Т). 

.... 
Ostaje jos да dokqzemo да је Л ~ О. Ovo sledi iz cinjeni-

се да 
.,..... л л .....* л* I 
л = о povlaci р(') = О, а ovo ~ = О, УО = О i Y1 = О. 

Dokaz teoreme 2.2.1 se пе razlikuje bitno од c10kaza teO

reme 2.2.3, ра ga песето izvoditi. 
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г"'" л ... 
Dokaz teorerne 2.1.2. Neka је 1 = lt

o
" t

1
--,' Skup 

п r podskup' Banachovog prostora C1(1)xC1(1)xC (1). Funk-

If.: Ь. -7-R, i=O, 1, ••• ,Г1, definisane sa 
l 

.sa 

Е;. = ( z ( • ) , х ( . ) , u ( . ) ) €0b. , 

diferencijabilne. Funkcija Ф:Ь. ~ c n
(!), defini-

ф (Е;.) (t )=::; х ( t У zCt)f(z(t) ,x(t) ,u(t», 

neprekidno diferencijabilna .. Neka је funkcija 

R definisana sa ~(t) = t. Kako је 

Фх(.)х(·) (t) 
л 

x(t)-f (t)x(t), 
х 

ета t.eorerni о egzistenciji resenja liпеаrпе diferencijaln:e 

c,ine '1m ФХ(') = Cn(1), ра је sarnirn tim 1mФ~ = сП(1). 

л "" ~ "" , Doka~imo да је Е;. = (z(') ,х(·) ,и(о) )ЕЬ. lokalno resenje 

ср о ( t;, ) -+ i п f; ср i ( Е;. ) ~ 0-, i = 1 , о •• ,k, <f' i ( t;, ) = о , i = k + 1 , .• о ,m, 

Ф(Е;,) = О. 

t,Po,stoj i realan broj б, 0< <5 < 1, takav да ј е 

1-' ,-
.' , 
,Neka је 

~\ 

л 

<5 + w(x('),o)< Е, 
л 

<5 + w(u(o),~)< Е. 

(z(o),X(O),u('» 

l~Гаvа uslove 

dopustiva tacka iz 6 koja zadovo-

, А _, ~ 

!1 z ( . ) -: z ( . ) ii, :јх ( • ) -Х ( о ) i-1, , - !Ји ( . ) '-{; ( ')!I < <5. 
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liz(·)-2'(·) 11<1 

.аа. је ~(t) > О za svakot~I. Zato postoji inverzna funkci

~'!z~i (.,) : [z (to ) ,z (t
1
)] -+ 1., i ona је neprekidno diferencijabil-

'. , 

-1 -1 - л . 
о _posmatrajmo proces (Х О z (о), uoz (о), Z (t

o
), z (t

1
» о Ka~ 

-1 -1 А .... 
В. (Х О z ( . ), uoz (о), z(to ) ,z(t

1
» = <р. (.;) 

1 1 

= О,l,.оо,т i 

d -1 . -1 d z-l(t) Х О z (-t) = x(z (t» 
dt dt 

= z (z-l (t» f (z (z-1 (t» ,Х (z-l (t» ,и (z-l (t») 

-1 
=f(t,xoz (t), 

dopustiv. Kako је 

u [> 

I 
. '. 

z":''l(t» 

. ~ л А А Л 

I'z(t )-t /=flz(t )-z(t )1< 0< Е:, 
. о' О о· О I 

л ~ л ~ л 

!Z(t1) -t11=!z(t1)-z(t1)1< 0< Е:, 

tE.[to,t1Jn [z (to ) ,z (t 1 )J 

л: < 0+ <.u(x(·),o)< Е, 

1 
.' -1 . 
2;(z (t» 

Ј 1 u о z - 1 (t) - ~ ( t) fk i I u ( z - 1 (t) ) - ~ ( z - 1 (t) ) i I -+ 11 ~ ( ~- 1 (t) ) -{l (t) 11 ~ 

л 

~ о + ы(и(·),О)< Е, 

Kako su svi uslovi teoreme 1.10.2 zadovolj eni f postoj е Iagrangeovi 
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/" m+ 1 * '" * п Лс R i У t С (1) *, takv i da ј е 

.......... * 
('л,у =f О, 

i=O, 1, ... , k, 

i=l, ... ,k, 

izvad Lagrangeave funkcije 

л 

и tacki Е;,. 

..... 
Diferenciranjem Lagrangeave funkcije ра х(·)и tacki t;; da-

је 

,..А л- А".""" 
,\9, x(t )+\Q. x(t1)+y*(x(t)-f (t)x(t» О 
ха . .0 x

1 
Х, . 

п г....·... n* 
x{o'<+<C

1 
(I). Neka је glatka funkcija р(') : .... t a ,t1J-1- R 

pral)lema 

л 

= -p(t)fx(:t), p(ta ) = 

је 

".. л 

= -ЛQ. 
х ' 

1 ..... 
t

1 
л 

у*у(·)=Ј. p(t)y(t)dt 
t 
а 

·svaka у (. )EC n (1) . 

ЛQ. 
х 
а 

л 

Diferenciranjem Lagrangeove funkcijepa и(') и tacki Е;, da-

,bijama da је 
i'" 

~:-" 
; л ./". 

y*(-fu(t)u(t» = О 

za svaka r 
и(,)ЕС (1) Odavde sledi da је 

'. ~ . -. 
. " p(t)f (t) = О 

и 

za. svaka гЛ '" i 
tELta,t1J 

1'; 
Ј" 
l' 

1. 
1 

t 
I 

" 
.Р: 
-, 

I ,. 
1 .. '" 

:1 
-;:' 

Ј! 

~"\ : 

J~ 
r 

" 



.", 

. Diferenciranjem Lаgrапgеоче funkcije ро z(·) u tacki Е: do-

t Ыјато da ј е 

./"0........ л ...... л '" Л • 

Лf t z(tо)+ЛQ.tz(t1)-у*(z(t)f(t)+z(t)ft(t» =·0 
о 1 . . 

z а 5 ч а k о ·z ( . ) Е. С 1 (1), t ј. d а ј е 

~ А л 

p(t) (z(tJ)"f(t)+z(t)ft(t»dt =. О 

za svako z(-)E.C
1

(1). Kako је 

to је 

.... 
z (t ) = 

о 

л л 

z(t)p(t)ft(t)dt = 

А 

t
1 

- f z (t) 
t 
о 

...... 
t

1 
f 
t 
о 

z(t)dt, 

~ л 

p(t)ft(t)dt 

..А - "" л 

p(t)ft(t)dt)z(t
1

) -

л Ао А А 

Z (t) (p(t) f (t)+Лf t 
о 

t 
- f 

t 

...... 
P(S)ft(S)dS)dt = о 

о 

za svako z (. )E.C
1 

(1). Sledi da је 

...... ,... .А .А 

p(t)f (t) +).,9~t 

л 

t 

f 
t 

о 

1 

о 

л л 

р( t) f t (t )с1 t = о, 

t 
- f 

t 
о 

Ао 

p(s)ft(s)ds = о 

г...... л., 
za svako t~ t ,t

1
, .... о ~ 

1z poslednje jednakosti dobijamo da је 



d л л 
dt p(t)f(t) 

'" '" .л .... л'" 
p(t )f(t ) -- -Л.Q,t· 

о о 
о 

kraju 
л 

.... л ...... ЛА 

t
1 

Л А ЛЛ л 

p(t1)f(t 1 ) = -Ј, .Q,t + f p(t)ft(t)dt = Л.Q,t 
л 

t 1 о 
о 

" л л Л· 

Kako ;'" = О povlaci р(')- = о а ovo у* = О, to је л :f:. О .. ' 

л 

Dokaz teoreme 2.2.2. Pretpostavimo da и(') ima tacno је-
Л· Л 

prekid i to и tacki т. U slucaju .kada u (.) ima veci broj 

ekida dokaz mo~e da se izvede па slican nacin. 
л А л 

Neka ј е 1 = Г t , t1l, 1 = [t ,; 1 i 
- о - о о -

.. л П Ао r .... п· 1" 
D~1je, neka su x

O
(·)E.C 1 (1 o )' ио(·)Е..С (10)' X 1 (*)f.C 1 (1 1 ) 

л r 
ul(')~C (11) funkcije koje zadovoljavaju uslove 

л л ...... А 
г" " Г Х (t) = х (t) , u (t) = u(t) za tE I t I Т 

О О ~ О L ~ 

.л л '" .... 
t Е: 1 т , t 1 Ј . Х 1 (t) = х (t) , u

1 
(t) = u (t) za 

~ 

( If t €. 1 о) (z (t) , Х о (t) ,и о ( t) ) Е V, (У t (11) (z (t) ,Х 1 (t) i u 1 (t) ) Е V , 

" п п 
Је otvoren podskup Banachovog prostora C

1 
(1)xC1 (1o)XC

1 
(11)X 

XCr(1o)XCr(11)' Funkcije <fi:li-"R, i=О,l, ... ,m,.ф:li ..... Rn i х:с, ..... р, 

definisane sa 

" 



L1"7 
"1 • 

л л л ~ 

" ,.. <Р. (Е;,) == (', (z ('t ), х (t ) I Z (t 1 ) ,х 1 (t 1) ) , 
l l' О О О 

su neprekidno dif er:encij abilne. Funkc ija Ф: t:, -+ сп (10) хс п.( 1 1) ~ 

ф ( ~) (t) = ( ~ о ( t) - z ( t) f (z (t) ,Х о ( t) ,и о ( t » , 

~ (t) - z (t) f ( z (t) ,х 1 (t) ,и 1 (t) ) ) 

takodje.je nepr~kidno diferencijabilria. Neka је funkcija 
~ ~ 

z ( . ) : 1 -+ R def i.ni sana sa z (t) = t о Kako ј е . 

.... 
ф (х (.), х (о» (х о ( о), Х 1 ( о ) ) (t) = 

о ~. . 

• о Л • Л . 

= (xo(t)-fx(t)xo(t) 'Х 1 (t)-fx (t)x
1 
(t», 

prema teoremi о egzistenciji resenja linearne diferencijalne 
л п п 

jednacine Imф = С (1 )хс (1) ра Ј'е samirn tirn 
( х о ( . ) , Х1 ( . ) ) о' l' 

, Tтn;: , с п (1 ) С п (1 ) 
'±' = 0)< 1· 

Dokazirno са је Z 
ka1no resenje problema 

С{Ј о ( Е;) -ј- inf; Ср. (E;)~.D, i = 1 , о • • , k , 
l . 

10-

<р. (Е;)=О, i=k+1,. о. ,rn, 
l 

~(~)=O, Х(Е;)=О, Ф(~)=О_ 

Postoji rea1an broj б, 0< 6<1, takav са је 

л 

6 + w (х ( о ) , <5 ).' Е, 

'.':+ы(и (о) ,(5)< Е, 
О 

6+ш (13.1 со) ,с5) < Е о 
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је Е, = (z(-),хо (-),хi(-)'uО (-)'u 1 (-) dopustiva tacka iz t:, 

zadovoljava uslove 

Ilz(·)·-~(·) 11, lixo(·)-~o(") i!, !jx1(')-~1 (") I!, 

Ilu (") -~ (") 1', ;1 U (.) -~ (')!I < о • 
I О О 1',1 1 1 l' 

.' л 
IIz('),~z(') 11 < 1 

.sledi da је ~(t) > О za svako tt.1. Zato postoji inverzna fuпkСi-. 

ia z-l(.) :[z(~o) ,z(f
1

)] ~ 1, i опа- је neprekidno diferencijabil-
~1 -1 А л 

па. Роsmаtrајщо proces (xoz (.), uoz (") ,z(t
o

) ,z(t
1
», gde su 

х ( . ) : 1 ~ R n i u ( " ) :-1 -+ R r zada te sa 

{

Xo(t), 
x(t)= 

x
1
(t), 

је 

tE: 1 
о - {и (t), О· 

u (t) = 
u

1
(t), 

А . л 

tE:I , 
о 

.. 
-1 -1 

Bi(xoz ("), uoz (.), Z (t о) , z (t 1 » _= ср i (Е,) 

.. za -i = О , 1 r • ., , m , i 

,. оп 

d х о z - 1 (t) = f ( t '. х о Z - 1 (t), u о z - 1 (t) ) , 
dt 

је dopustiv. Kako је 
ft 

А Л ~,.,. л 

I z (t 1 ) - t 1 I = I z( t 1 ) - z (t 1) I < о < Е, 

I -1 -" ,о -1 "-1 11 11-" -1' л l' ,Ixoz (t)-x(t)!!<;x(z (t»-x_(z (t»jl+ x(z .(t»-x(t)!;:,; 

" -{ o+u;(x(")~o)< Е, 
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-1 ..... '1 l' -1 л 
11 и. о z ( t ) - и ( t) I i = ,1 u о z ( t) - u ( t) 1 ,< 

, 1, О о' '-

.... 
~ 8 +ы (и о ( • ) , о ) < Е, 

t > 

11 и о z -1 (t) - ~ (. t) !I ='Ј Ји 1 о z -1 (t) -~ 1 (t) I1 ~ 

~ !IU
1 

(Z-l (t) )-G
1 

(2-1 (t» 11+11~1 (z-1 (t» -~1 (t) II~ 

1 '-1 л л ло 
<f о ( Е;, ) =В о (х oZ - ( '0 ), и о z ( . ), z (t о) , z ( t 1 )} ~ ВО = 

л 

'Ро(Е;,)· 

\ 

Како su svi uslovi teoreme·1.10.2 zadovoljeni, postoje '" 
'", m+ 1 * А П * А Л * П л. *. П 

Lagrangeovi mnozioci лЕR ,)H:R ,\!ER, Yof.C (10)* iy1E.C (11)' 

takvi da је 

" А Л ,,"* ",* 
()"~'\!'YO'Yl) 

,.. 
;.~ О, 

1 
i=0,1, ... ,k, 

i=1, ... ,k, 

i da se izvod La6rangeove funkcije 
..Ј .Ј! 

".. "" л л* 
Л ср + ~1~ + \! Х + У о ~ о 

л* 
+ У ф 

1 - 1 
/"о 

anulira u tacki Е;,. 

Diferenciranjem Lagrangeo\(e'funkcije ро х' (.) u tacki Е;" 
о 

ЛА ..... - л л .л.*. Л 
Л9, x(t )-flХ(Т)+У (x(t)-f (t)x(t)) = О 

х о о х 
о 

, п 

za svako XC·)EC1,(Io). Neka, је deo ро deoglatka funk.cija 

"'" -л л """1 Уl * 
Р ( . ) . i +- t ~. R" 

\ 'L~O'}-' resenje problema 

р (t) 
" iI"t. ..... '" 

:=: -p(t) f (t), p(t ) = ;"Q, 
х ~ о х 

О 

... 



л = f.I 

..... 
p(t)y(t)dt 

50 " 

.... 
tacki С; 

""Л ..... А'" л.*" ~ 
л .Q. х( t 1 ) + f.I х ( т ) + у 1 (х ( t ) - f ( t) х ( t)) = о x

1 
х 

. "" * 
у у ( " ) 

1 

/'<'" == -)\9.. , 
Х1 

t 1 
л 

=! p(t)y(t)dt 
/\ 

т 

. п 

za svako у ( " )Е С (11)" 

- л 

Diferenciranjem Lagrangeove funkcije ро u (.) u' tacki С; . о 

'. dobijamo da је 

.. .,) 

л* л 
у (-f (t)u.(t)) = о 
о u 

. r 
za svako и(")ЕС (1 ). Odavde sledi da је 

о 

r ло ....... 

Z.;i svako tf..:t ITT. 
- о -

...... 
Diferenciranjem Lagrangeove funkcije ро ~l(·) u.tacki С; 

dobija:mo da је 

л * '" y_(-f (t)u(t)) = о 
1 U 

za r 
svako u ( " )Е С (11). Odavde sledi da је 

л "'" 
р (t)~u (t) о 

za svako 

;1 

1. 



\~'l'_."';' ., 

~a" 5vako z (. )€'C
1 

(I), tj. da је 
~~~~:. 

i :-. . 

:·to је 

л 

+z (t) f
t 
(t)dt = о 

z ( . ) t С 1 (Ј). Ка ko ј е 

Ј\, 

z(t ) = . о 
z(t)dt, 

л 

• л 

t
1 

. 
z (t) 

А 

z(t)dt=z(t
1
)- f 

t 

r 
Ј 

t 
о 

о 

• л 

p(t)(z(t)f(t)+ 

К Ј (t) z'(t)dt, 
1 

:Ј 1. • 

t 1 t 
fz (t) (р (t) f (t) +л~ +~KI (t)- Ј Р (5) f t (s)ds)dt = о. 
t t o 1 't 
о о 

Zq svako z (. )EC
1

(I). Sledi d.a је 
л 

t
1 

~A лА . А Л 

л9,t +Лх't + ~)-! p(t)ft(t)dt = о, 
о 1 t 

о 

, . 



А Л ,;.~ 1\ 

р(t)f(t)+Лt t +vK r (t)-
о 1 

r-- Л Л Ао. 
svako t€!t ,t1J'{T}, 

Ј.. о 

t 
Ј 
t 
о 

~ ~ ~ ~ л л ЛЛ 
р (Т) f + ( т ) -р ( Т) f (~) = - v • 

л Л· 

p(s)ft(s)ds = О 

'1 па kraju 

"'" л ..... .А 
p(t

1
)f(t

1
) 

... л Л 

= -ЛQ -v+ t . 
л ..... 
p(t)ft(t)dt = 

О 

Ostaje jos да dоkаzеЩо да је 1~o. Ovo sledi iz cinjenice 
., л л л л л* 'л.* • 
da -Л=О povlaci р(·)=О, а .ovo· ~=O, v=O, УО=О i y1=O. 

_ОО 

Dokaz teorerne 2.2.4 slican је dokazu teorerne 2.2.2. Zato 
" 

ga пе6еrnо izvoditi.' 

2.5. ~RJMENAOP~TE TtORIJE NA NAJJEDNOSTAVNIJI 
PROBlEM VARIJACIONOG RAeUNA 

- п п . 
Neka је Vcotvoren skup u RxR xR , funkcija L(t,x,x) :V~ R 

. л л "'.... п 

neprekidna, t o , t 1 Е: R i Хо ' х lf: R . 

Najjednostavniji problem varijacionog racuna Је slede6i 

ekstrernalni problern: 

л 

t
1 

Ј L(t,x(t) ,~(t»dt 4 inf; 
t 
о 

-. . ГЛ А., Rn 
ОП se rnoze razrna:trati па skupu glatkih funkcija х (o): ... to,t1J""", , 

takvih da је 

( t , х (t) , х ( t) ) E.V 
_ А ,,_ 

za svako tE~t~,tl~; i1i па skupu део ро део glatkih funkcija 
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( t, х (t) , х _ (t) ) , (t I Х ( t) ,~+ ( t) )Е. V 

Najjednostavniji problem varijacionog racuna moze se shva

titi kao sledeci Lagrangeov problem 

t
1 

f L (t I Х (t) ,и (t) ) d t -r inf; 
t o 

x(t) == u(t). 

Stoga se neophodni uslovi minirnurna za пај jedn'ostavnij i problern 
.... ' . 

varijacionog racuna rnogu izvesti iz teorema datih u prva d'Ja 

paragrafa ove glave. 

Nadalje pretpostavljarno. da је funkci<ja L neprekidno dife

renc~jabilna ро х i х па skupuV. 

Razrnatrajrno najjednostavniji problern varijacionog racuna 
л 

па skupu glatkih funkcija. Na dopustivoj funkciji х(·) se dos-

tize slab rninirnurn ako postoji Е>О takvo da је 

л л 

t
1 

t
1 . . 

f L ( t , х ( t) I Х ( t) ) d t· ~ f 
л л 

L(t,x (t) ,x.(t) )dt 
t t 
о о 

zasvaku dopustivu funkciju х(·) koja zadovoljava nejednakosti 

. 
Ilx(t)-~(t) 11, lix(t)-x(t) 11 < Е 

za svako t~[~ ,1 1Ј. Ako se па dopustivoj funkciji ~(.) dostize 
о . ло . 

slab rninirnurn, onda је (х(·) ,х(·) ,to,t
1

) optirnalni proces u sla-

Ьоrn srn i 5 lu za 

2.1.1 postoje 
n* u R , 

а) -

odgovarajuci Lagrangeov problern. Prerna teorerni 

1~R5* i glatka funkcija ~(.) koja pre$likava 
. ..... 

takvi da Је Л t о i da је 
• л 

p(t) = -Н (t) 
~ х 

I 
. \ 



;'.-

је 

А 

с) Н (t) 
u 

О 

л 

-), 1 ' 

Н" ( t , х , u , р , л) = 

dobijamo da је 

л А 

Р (t) = л L· (t) . 
о х 
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,. л л 

~ko Ы bilo ло=О, bilo bi p(t)=O i H(t)=O, ра bi па osnovu Ь) i 
,.. ~ А Л 

bilo Л 1 =)'2=Л З =)'4 = О, а to је nemoguce. Zato mozemo smatrati 

je'~ = 1: ~toga Је 
о 

р (t) 
л 

= L ( t) 
х 

dobijamo da је 

л 

:::~.: (':. 
~,-"' 

L (t). 
х 

!~!~{)vo је ~ulerova jednacina. 

Razmatxajmo najjednostavniji problem' var.ijacionog racuna 

~~askupu deo ро deo glatkih funkcija. Na dopustivoj furikciji 
л 

х(·) dostize se slab minimum аko postoji Е>О takvo da је 

.... 
•. t

1 
L(t,x(t),x (t) )dt~ f 

t 
о 

. 
L(t,x(t) ,x(t»dt 

Ј" 

za svaku dbpustivu funkciju. х (.) koja,zadovoljava nejednakosti 

'1 л '1 I х (t)-x (t}..j , " • ;.. )1 :ix(t)-x(t).t < Е 

... л л.., л . 
za svako tE_to,t~ (и tackarna pr~loтa funkcija х(·) i х{') posled-

nja'l1ejednakost-treba da bude zadovoljena za levi i desni izvod). 
л . 

Ako se па dopustivoj funkciji х(') dostize slab minimum, onda је 

(~(.),i«.),to,t1) opti~alni proces u'slabom smislu za odgovara

juci Lagrangeov problem. 1z teoreme 2.2.1 mozemo.izvesti da se 

funkcija 

р (t) 
л 

= L .{ t) . 
х 

! 

;1, 

,"" 
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;nl()ze neprekidno produziti u tackama preloma runkcije х (.) (prvi 

rw'eierstrass-Еrdmаппоv uslov), i da- је 
:. ' 

р (t) =L . (t) 
х 

(E~lerova jednaCina). Na dopustivoj funkciji ~(.) distizese 

slabo-jaki minimum ako postoji €>O takvo da је 

-t 
1 

f 
t 
о 

L(t~X(t),x(t» ?> L(t,){(t) ,~(t) )dt 

:za svaku dopustivu funkciju х(·) koja zadovoljava nejednakosti 

ilx (t) -х (t) I1 < Е 

k t r-"t А Ј ;za sva о E..L о' t 1 
i 

Ilx (t) -2 (t) 11 < Е 

za svako tE:rt ,:t 1, jlt.-T
1

' , ... rlt-; I~ Е ,ade su Т 1 , ... ,T
S 

tacke 
'-0]:Ј I S" ~.' 

preloma funkcije ~(.). Ako se па dopustivoj funkciji ~(.) dosti-

z:e slabo-jaki minimum, onda ј е (х ( . ) ,Х ( .) ,t
o

, t
1

) optimalni pro

'cesu slabo-jakom smislu za odqovarajuci Lачrапgеоv problem. 1z 

'teoreme 2. 2. 3ј' pored prvog ИеierstrаSS-Еrdmаппоvоg uslova i Eule

rove jednacine/dobijamo da se funkcija 

л . ~ • ~ 

H(t) = L (t)x(t)-L(t) 
х 

moze перrеkidло 
/'. 

produziti u tackarbl preloma funkcije х (.) (dru-

·gi ~\1eierstrass - ErdInannov uslov) . 

U slucaju kada se па dopustivoj fuлkсiјi '5{(.) dostize slab 

minimum, drugi Weierstrass-Erdmannov uslov пе mora biti zadovo

ljen. Posmatrajmo problem 

1 4 .3 - ·2 
Ј(4х - 6х + х )dt ~ inf; х(-l) = О, ХО) == 1. 

-1 

Dokazimo са se па funkciji 

х (t) { О, -1 ~ t~ О 

t, О :: t ~ 1 
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~'--~ , 

\iQstiZe slab minimurn. Tacke О i 1 su lokalni rhinimumi pol inoma 
'д'" '. 4 З 2 
T~'{\i) == 4и -6и +и ; zato postoji Е:>О tCikvo da је L(u)~L(O) -za 

!ffџl< Е.: i L(u) ~ L(l) za :и-1! < Е. Neka: је 'х(,) dopustiva 

lf~nkcija, takva da је 

{. т 
r.- '.: 

i х (t) - х ( tJ I , 'ј х ( t) -i{ ( t)! < Е 

svako t~I-l,lЈ. Tada је 

1 
Ј L (х (t) ).d t = 

-1 

о 

~ Ј L(O)dt + 
-1 

tome, па х ( . ) se 

\ 
оо = {О, 

1, 

А '" 

о 

Ј L(x(t»dt 
-1 

1 1 
Ј L(l)dt = Ј 
о -1 

dostize slab 

-1 ~ t < О 

O<t<l. 

1 
+ Ј L{x(t»dt ~ 

о 

L(x(t»dt. 

minimum . Lako је pokazati 

:Kako је Н::(О) =t- Н+(О), drugi Weierstrass-Erdmannov uslov nije 
>--.:- ., . 

)zadovolj ел. 
'.'- .. 

'." 

Ako jefunkcija L neprekidnQ diferencijabilna па skupu V, 

:,iz teorema 2:1.2, 2.2.2 i 2.2.4 mozemo izvesti da је u svakom od 

'prethodno razmatranih slucajeva zadovoljen i slede6i uslov 
~. 

" л 
Н (t) = -L

t 
(t) , 

.odnosno 

~t (L (t)~(t)-L(t» = 
х 

2.6. JOS JEDAN PROBLEM VARIJACIONOG RACUNA 

п r Neka su V
o 

i V
1 

otvoreni s~upovi u RxR xR i W otvoren 

~kup u RxRnxRxRnxRxRn . Neka su fu~kcij~ fO(t,x,u) :Vo~ Rn~ 

. f 1( . п о .' m + 1 1 - . m + 1 l' t , х , и) . v 1 + R, _ L ( t , х , и) . V о -r R , L ( t , Х , и) : V 1 ~ R· 

Q.(t-О,хо,tl,х1'Т'Е,):W~ R
m

+
1 

neprekidne. 

г 
I 
'} 

• 
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Proces је petorka (х(·), и(·), t o ' t
1

, т), gde је 

1. x(·):[t
o
;t

1
]--- Rn део. ро deo glatka funkcija koja ;i.ma 

'najvise jedan prelom, i to u tacki т, 

2. u(·):[to ,t1J--- Rr deo ро deo neprekidna funkcija koja 

ima najvise jedan prekid, i to u tac~i т, 

k. о' 

.;:.:. 

3. (VtE[t ,т[) (t,x(t),u(t.»f..V , 
о о 

(VtEJT, t
1
J ) (t,x (t) ,и (t) )f..V l' 

(т,х(т),и (T»E.V , 
- о 

( т , х ( т) ,и +( т ») Е:. V 1 ' 

Bolzini funkciona~i В., i=O,l, ... ,т, definisu se па skupu 
1 

procesa sa 

т 

т 

= fL<?(t,x (t) ,и (t» dt + 
t 1 
О 

1 L. (t,x(t) ,u(t) )dt + Q,. (t ,x(t.) ,t
1
,x(t

1
),T,X(T». 

1 1 о о· . 

Razmatracemo sledeci ekstremalni problem па skupu procesa: 

В i (Х ( • ) , u ( • ) , t
o

, t 1 ' т) О , 

х (t) 
о f ( t , х ( t) , u ( t» , 

х (t) ::::: f 1 '( t , х ( t) ,U (t) ) , 

i=l, ... ,k; 

i=k+1, .. ;,ffi; 

tE.r t , т 'L
r ; \.. о 

Sliсло kao u prvom i drugom paragrafu ove glave rnogu se 

Uvesti pojmovi optimalnosti procesa u slabom i U slabo-jakom 

smislu. 
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Rarniltonove funkciJ'e HO:V xRn*xRm+ 1 * -+ R i HI·V RЛ *' Rm+ 1* о . 1 х х , -+ 
R definisu se sa 

1 1 1 
Н (t,х,u,р,л) = pf (t,x,u)- лL (t,x,U). 

Teorema 2.6.1 .. Neka su funkcije fO i LO neprekidno qife

rencijabilnepo х i u па skupu V
o

' neka su funkcij~ f1 i L
1 

nepre-
~ . , 

kidno diferencijabilne ро х i u па skupu V
1 

i neka је funkcija 

'1 neprekidno diferenc~jabilna па skupu W. Ako је proces (~(-), 

',и(.) "t
o
,t1 ,t-) optirnalan u slaborn srnis1u, postoje л E.Rrn+1 * i 

. n* n* 
glatke funkcije ~о(·}:[tо,~Ј-+ R i ~1(·) :[;,t

1
J-+ R ,takvi 

:да Је 

1 _ л 'f о; 

Л. ~ О, i=O,l, ... ,k; 
1 

А -" 

Л.В. 
1 1 

О, i=l, ... ,k; 

2. Р (t) 
о . 

ло ГЛ А[ 
- Н ( t) ,t Е. L t o , т ; 

х 

= л~ 
х 
о 

з. . нО (t' u ) О, г" л [ tE.,t ,Т; '- о 
н 1 

(t) 
u 

4. HO(t ) 
о 

А'" 
-лi 

·t 
о 

.. 

1 А .л Ј О, ,t Е. ј т , t 1 

Teorema 2.6.2. Neka su funkcije fO i LO neprekidno dife

rепсiјаЬi1пе па skupu V
o

' neka sufunkcije f1 i L 1 neprekidno 

diferencijabi1ne па skupu V
1 

i neka је funkcija Q neprekidno 

~iferencijabi1na па skupu 

optima1an u slaborn srnislu, 
л г...... л.... п* .л 
ро ( . ): t ,с i -+ R i Р (.) 

L О - 1 

~ л ';оо.. .л л А w. Ako је proces (x(·),u(·),t ,t1,T) 
. .л rn+ 1 *. l' k f °k ., postoJe Л Е.. R 1 9 at е un 'ClJe 

'-,... А - n* 
Lt,t1J-+ R takvi да је 



. ;' 

1. Л 1- O~ 

2. 

3 • 

/' 

Л. ~ О,' i=O, 1, ... , k; 
1 

Л.В. = О, i=l, •.. ,k; 
1 Ј.. 

.АО = .,...Н (t) 
х " 

= Л~ 
х 
о 

/'\ Л /'\ л Л,/\. 

Р 1 (Т) - РО ( Т) = л ~ Е, 
. 
1 

Ло ГЛ л Г 
Н (t) = О, tE t т • 
и. L. l' L' 
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Teorema 2.6.3. Neka su funkcije fO i LO перrеkidло dife

rencijabilne ро х i u па sk.-uI)U V , neka su funkcije fl i L
1 пе

о 

prekidno diferencijabilne ро х i u па skupu V
1 

i neka је funk-

cija ~ neprekidno ~iferencijabilna па skupu W. Ako је proces 

А л ~ Л Л 

(х(') ,и(') ,to,t1,T) optimalan u slabo-jakom smislu, postoje 

л 

1. л 1- О; 

2. 

1. ~ О, i=O,l, .... ,k~ 
Ј.. 

/' л 

Л.В. = О, i=l, . .. ,k; 
1 :l. 

р (t) 
-о 

/\0 
= -Н (t) 

х 

• ,,' /\'Л Ј п * 
l Pl('):[T,t 1 -+R., 



3. 

4 • 

~uo (t) = О, t г Лt /' [ 
!1 f. L 01' ; 

"'О л 
Н (t ) = 

. о 
-Лl . t 

л1 л Ао А 
Н (т)-Н (т) 

о 

ЛА = -лl 
т 

60. 

н 1 
(t)=O, 

u 

Teorema 2.6.4. Neka su funkcije fO i L O nepr.ekidno dife

rencijab~lne па skupu V , neka su funkcije f1 i L
1 neprekidno _, о 

~iferencijabilne па skupu V
1 

i neka је funkcija 1 neprekidno di-
~' А Л 'л А 

,f~rencijabilna па skupu w. Ако је proceE (x(·),u(·),t ,t
1

,T) 
. * о 
орtiщаlап u slabo~jakom srnislu, postoje ЛЕRrn+ 1 i glatke funkci-

';;. , 

л r л Л Ј п * А ['Л л Ј п * је р (.): L t , т -+ R i Р1 (.): т, t
1 

-+ R , takvi da је 
о . о . 

/' 

1. л =Ј О; 

2. 

з . 

4 . 

л 

Л. :;;, О, 
l 

i=O,l, .. . ,к; 

Л.В. = О, i=l, ... ,k; 
l l 

НЛ1(t)=0, tсlЛ Лt 1 
u c..~T, 1" 

нО (t) 

но C:t ) 
о 

= H~ (t) Г/'/'- Г 
tf:t ,T L'; l.. Q 

/,-Л 

= -лl 
т 

~1 (t) =H~ (t) , 

. Dokaze 0\7ih teorema necerno izvodi ti. 

та teorerna iz drugog pa!agrafa ove glave. 

Oni su slicni dokazi-

Problern koji је razrnatran u ovorn paragrafu obuhvata prob

leme refleksije i refrakcije iz klasicnog 'Jarijacionog racuna. 

U teorernarna 2.6.3 i 2.6.4 pojavljuju se, izrnedju ostalog, i slede

Са d v а u s 1 ov а: . 

,. 

Ј 1, 

i 

~ r : 
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/'."" /'. А 

P1(T)-PO(T) 

. н 1 (?) -НО ( ~) = 

~' 
i 1z njih se rnogu izvesti neophodni uslovi еkstrеrnuща za proble
i~, 
~. те refleksije i refrakcije koji su poznatl и klasicnorn varija
[. 
f cionorn raCunu. 
~5, -
't 
~., : 

"':" 

\ . , ~ . 



3. TEORIJA SATORA 

3.1. RELATIVNA UNUTRASNJOST 

KONVEKSNOGSKUPA 

62. 

Neka је С konveksan podskup euklidskog prostora х. Nose

са ravan skupa С је najmanja ravan, u sшislu inkluzije, koja ga 

s~dr~i; obele~ava se sa affC. Relativna unutra§njos~ skupa С se 

defini§e sa 

relint С =intaffcC. 

Теоrеша 3.1.1. Relativna unutrasnjost skupa С је konveksan 

nepra'zan skup. 
.\ 

Dokaz. Konveksnost skupa relintC sl~di iz ~injenice оа је ... 
unutrasnjost konveksnog skupa konveksna. Neka је аоЕ С ia 1 -аО ' 

a2-ao·,.~.,as-ao rnаksiшаlпi podskup linearno hezavisnih vektora 

skupa {а-.а I а L С}. S imnleks S sa temenima u tacka~a а ,а l' а,.., , . 
О' . ~. о ~ 

... ,а је' podskup оо CioCigledno iша nepraznu unutrasnjost u s 
odnosu па affC.Sledi оа је relintC ~ ф .• 

Posledica 3.1.2. а) relintC = coreaffCC; 

Ь) clC = linaC. 

Teorema 3.1.3. Neka su С., i=O,l, ... ,Ш, konveksni podsku-
1 

povi euklidskog prostora х. Ako је 

onda је 

а) 

Ь) 

с) 

m 

П 
i=o 

. aff 

relintC. 
1 

·т m 
(ј П C i = 

i=o i=o 
affC. ; 

1 

m 
relint П С. = 

i=o 1 

ш 

П С. = .. ~ 
1.--""'0 

m 

Г\ 
i=o 

m 
П relintC.; 

. 1 
1=0 

clC .. 
l 



m 

sledi_ da је 

m 
С. с. 

l 
Г\ affC. 

l 
i=o 

m m 
П С. с П 

l .i=o i=o 
affC .. 

l 

Neka је 

m 
х ~n 

i=o 
relintC .. 

l 

N~ka је 1 prava, takva da је 

m 
х Е.. 1 с П affC .. 

l i=o 

Na pravoj 1 postoji otvorena duz d, 

Sledi da је 

m 
ХЕ d ~ П 

i=o 

m 
x'<;.aff П C i ' х Е. relint 

i=o 

Odavde iakljucujemo da је 

m m 
aff П С. :2 П 

i=o l i=o 

relint 

Neka је 

Neka је 

m 
а ЕО. () 

i=o 
relintC .. 

l 

m 
xf.relint П С .. 

-}. 
i=o 

affC. , 
l 

takva da је 

m 
П 

i=o 
С .• 

l 

63. 

.ОО 



m 
=,stoj i tacka u гn 

i=o 
С. , 
~ 

64. 

takva da је ХЕ [а,и[. Ka·ko је aEre.lintC. 
~ 

·····и € С. 
~ 

za s'./ako i=O, 1 , . ,m, to је xE.relintC. za svako.:L=O,1, .. 
~ 

,т, tj. 

;ledi d~ ј е 

m 
х Е:. П 

i=o 
relintC .. 

~ 

m m 
relint П 

i=o 
С. <; 
~ 

П 
i=o 

relintC .. 
~ 

Iz 
.'.:-

Ne}:a је 

m 
аЕ. П 

i=o 

х Е cl 

relintC .. 
~ 

m 

П 
i=o 

х f:: cl С. ~ rLa,x[ €. С. 
~ ~ 

za svako i=O,l, ... ,m, sledi da је 

m 
cl П 

i=o 
С. = 
~ 

m 
П 

i=o 
cl С .•• 

~ 

С. 
~ 

Teorema 3.1.4. Neka Би Х i У euklidskirprostori, AE.~(X,Y) 

i С konveksan podskup od Х. Tada је 

а) affAC = AaffC; 

Ь) relintAC = ArelintC. 

Dokaz. Iz 

АС ~ AaffC 

sledi da је 

affAC f: AaffC. 
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Neka је 

х Е relintC.· 

'eka је q prava u У, takva da је 

Ах Е q ~ Аа f f С • 

>ostoji prava р u Х, takva da је Ap=q i da је 

х Е. Р f: affC. 

~a pravoj р postoji otvorena duz d, takva da је 

XE.d~C. 

\d Је otvorena dtiz па pravoj q i 

Ах Е. Ad ~ АС. 

31edi da је 

q ~affAC, Ах Е.. relintAC. 

Odavde zaklju~ujemo da је 

affAC :2 AaffC, 

relintAC ? ArelintC. 

Neka је 

а Е. relintC. 

Tada је 

ь = Аа Е.. relintAC. 

Neka је 

у Е. rel intAC. 

Postoji tacka VE.. АС, takva da је у(;. [b,v[. Neka је иЕ. С, Au=v. 

Kako је А[а,и[ = [b,v[, post6ji tacka х Е. [а,и[, takva da је 

Ах=у. Kako је а Е. relintC i иЕ. С', to је х Е: relintC, ра је 

у = Ах Е ArelintC. 

Sledi da Је 

relintAC ~ ArelintC .• 
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, 

~, 3 .2. R.AZDVOJIVOST KONVEKSNIH SKUPOVA 
~' ... ' 

~:tp 
~> Neka su C i ' i=O, 1, ... , т, konveksni podskupav i euklidskog 

t~sto~a Х. Za ove konveksne skupove 6ето re6i dasu razdvoji

~:akO postoji h~perravan koja razdvaja j~dnog од njih od pre

;~ka preostalih. Neka su У., i=.O, 1, ... ,т, pravci nosecih ravni 

fkllPova С., i=O,l, ... ,т. 1 
? .; " 1 

f~" ~ Teorema 3.2.1. Skupovi С., i=O,l, __ .,m, su nerazdvojivi 
! 1 

ikb i sama ako su zadovoljeni slede6i uslovi: , ;:, 

а) 

Ь) 

m 

П 
i=o 

У. + 
1 

relintC. ;ј:. ф; 
1 

m 
П \ У. = Х, i=O, 1 , .•. , т. 

. ". Ј 
Ј=О. 

j;j:.i 
;~ Dokaz .. Neka postoji hiperravan Н koja razdvajS skupove 

т 
... 

С' i 
о 

П С. i 
i= 1 1 

neka је zadovoljen џslоv а). Kako је 

. ~ 

to је 

ра је 

Sledi да Ј е 

т 

relintC П relint 
о 

П 
1=} 

С с Н, 
о 

affC .с. н, 
о 

т· 

т 

П .С ! с н, i=J 

т 

П 
j=l 

affC. 
Ј 

у + 
о 

П 
j=l 

У. i х. 
Ј 

m 
С. = relintC П П re'lintC.;j:. ф I 

1 О . 1 

= aff 
т 

П 
j=l 

1=1 

С. ~ Н. 
Ј 

Neka uslov а) nije zadovoljen. Ne umanjujuci opstost то

zemo pretpostaviti да је 

m 
1'1 re 1 in tC. ;ј:. уЈ. 

i=' Ј 1 

т 

Neprazni kOIY\Tcksni Sk'JPO\li relintC i relirit П С. su disjunktni, 
о i;'1 1. 
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(ра zato postaji ~iperiavan Н koja ih razdvaja. Hiperravan Н 
, . 
~ :" 

. razdvaja skupave С i 
о 

m 

П 
i=l 

С .• 
1. 

Neka је zadovoljen ti~lov а) i neka је 

У + 
о 

m 
П 

j=l 
У. ;;i Х.; 
Ј 

.cpostoj i hiperravan Н koja prolazi kroz tacku а Е. 

m· m 

m 
П С. 

Ј. 
i=o 

i sadrzi 

ravni affC 
о 

i aff П 
ј=l 

С. = 
Ј 

П affC .. Hiperravan Н razdvaja sku-
ј=l Ј 

m 
,poveCo i· П 

i=l 
С .. I 

1. 

\ 
'О 

Teorerna 3.2.2. Skupovi С., i~O,l,.~.,m, su nerazdvojivi 
1. 

. ako i saтo ako su zadovoljeni sledeci uslovi: 

. ',.' 
." 

т 

а) П relintC. ;;i Ф; 
i=o 

1. 

m m 
" П У. = Х. 

i=o ј=О Ј 
Ь) 

j;;ii 

Dokaz. Dovoljno је dokazati sled~ce tvrdjenje: 

m 
У. + п У. = х 

l 
ј=о Ј 

j;;ii 

za svako i=O,l, . .. ,т ako i sama ako је 

т т 

I П У 
ј 

= х. 

i=o ј=о 
j;;ii 

Neka је preth06na је6паkоst tacna. Tad~a је 

m т т т т m 
У + Г1 У. :Ј " П У + П У. z: .,.n Уј = х. {. 

О 
ј=l Ј i=l ј=о 

ј 
j=l Ј i=o Ј=О' 

j;;ii j;;ii 
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,~a sli~an natin se dokazuje да је 

т 

У. + п У. 
~ 

ј=о Ј 
= Х, 

j~i 

i::::1, ... ,т. 

Metodom matematicke indukcije dokazimo sledece tvrdJenje: 

za podprostoreY
i

, i=O,l,~· .. ,m, v~ktorskog prostoraX vazi: 

У. + 
1 

т 

П 
ј=о 

jrfi 

ri=O,l, ... ,m, опда ј е 

,~ m т 

r П У 

i=o ј=о 
j~i 

У. = Х, 
Ј 

= Х. 
ј 

~vrdjenje otigledno vazi za m=l. Neka је m > 1. Pretpos

:avimo аа tvrdjenje vazi za т-1. Posmatrajmo podprostore 

~ .=уn У., 
1 О 1 

i=l, .•. ,ffi, 

т 

vektorskog prostora У • 
о 

m т 

Z. . + /\ Z . = У Г\У.+ П (У (\ У . ) = У (\ У :+ П у. 

Ј 

Рrеша 

tj. 

1 
ј=l Ј 

jrfi 

= У г\ (У. 
о 1 

1nduktivnoj 

m m 
;: П 

i=lj=l 
jii 

m m 
r П 

1=1 ј=о 

jii 

Odavde sled1 да је 

о 1 ј=l о Ј о 1 
ј=о 

jrfi jii 

т 

+ п у . ) = У f\. Х = У 

ј=о 
_Ј о о 

."'/' . 
Jr 1 ft 

pretpostavci imamo да је 

Z. = У , 
Ј о 

У. = У . 
Ј о 

= 

.. 



m m m- m m 
L П У. = L П У.+ П У. 

i=o ј=о Ј i=l ј=о Ј j=l Ј 

jti jti 

Teorema 3.2.3. Ako su skupovi 

= 

k 
П 

У 

i=o 

о 

m 
+ П 

j=l 

С. i 
1 

У. = х. 
Ј 

m 
П С. 

i=k+1 1 

onda su skupovi c i ' i=O,l, ... ,m, ra~9.vojivi. 

69. 

I 

razdvo-

Dokaz. Neka skupovi с., 
. 1 

i=O, 1, ... ,m; nisu razdvojivi. 

su zadovoljeni uslQvi а) i Ь) prethodne teorerne. Kako је 

to је 

ра је 

Takodj е је 

ра 51..1 zato 

k 
П Г'. i '-- . 

i=o 1 

k rn 
.() . relintC . 

1 
П rel intc. t rJ; 

i=k+1' . 1 i=o 

relint 

relint 

relint 

aff 
k 

П 

k 

П 
i=o 

rn 
П 

С. 
1 

k 
=n :relintCi' 

i=o 

m 
n· relintC., 

i=k+l 
С. = 

1 i=k+1 1 

k 
П 
i~o 

с. (\ relint 
1· 

k 
П 

m 
П 

i=k+l 
с. = 

1 

aff 
1n 
П 

m 
П 
i=O 

relintC. i ф. 
1 

m 
П 

i=o 
С. = 

1 
i=o 

affC. , 
1 ,;i=k+l 

С. = 
1 i=k+1 

affC. , 
1 

k m 
.n У. i П У. pravci поsесiћ ravni skuрu\Та 

i=o 
1 i=k+l 

1 

m 
г\ С . _ Kako је 

i=k+l 
1 

k m m m k rn 

П У. 2 .' П У . , п У. Ј L (\ У. 

i=o 
1 

i=k+l Ј i=k+l 
1 

i=o ј=о Ј 
-Ј=О 

jti 
jti 
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т m k т т т 

I: П У. + I: П У. - п У. = Х, 
Ј Ј ~ 

Ј i=k+l ј=о i=o ј=о i=o ј=о 
jii jii jтfi 

је 

k т 

П У. + п У. х. 

i=o 1 i=k+1 
1 

k т 

teorerni skupovi г\ С. i П С. su neraz-
1 1 

ј ivi. • i=o i=k+l 

з.з. DUALNI KONUSI 

Razrnatracerno sarno konuse sa vrhovirna u nuli. Neka је К 

u euklidskorn prostoru Х. Dualni konus se definise sa 

К* = {Х*Е.Х*' (УХЕ.К) х*х ~ О}. 

Te6rerna З.З:1 . Neka su К, К 1, К 2 , ... 'Кт konusi u euklid-

. s}·.orn prostoru х. 

а) 
~., 

К* је zatvoren konveksan konus; 

" 

Ь) 

с) 

d) 

е) 

onda је 

К** = cconvKi 

т 

U 
i=1 

К. ) * = 
1 

т 

П 
i=l 

* К. ; 
1 

ako sU konusi К.; i=1,2, ... ,т, zatvoreni i konveksni, 
, 1 

т 

* 
in 

* П К. = cl :;: К. 

i=l 
1 

i=l 
1 

Dokaz. а) К* тo~e da se predstavi ka6 presek z~tvorenih 

POluprostora: -
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К* П {х* Е. Х* I х*'х ~ о} ~ 
ХЕК 

Ь) Neka је хЕ. К. Za svako х*Е: К* vazi nejednakost x*x~o. 

је х Е К**. Sledi да је K~ К**, а odavde, па osnovu а) ,da .је 

cconvK ~ К**. 

r~eka х f cconvK. Skupovi х i cconvK se mogu striktno razdvojiti. 

da је х*х<о. Sledi x~K**. Dakle, 
" " " 

zato postoj i х* Е. К* takvo 

К** ~ cconvK. 

с) 

* K
1 

= П {х* Е- х*1 x*x-~o}:;, 
, x~Kl 

п 
x~K2 

\ 

dY-·', 
п1 

U -К.) * = п {х* Е- хј 
i=l 1 

. " х,,-u К ... 
i.;a.i 

п1 

= П П {х* Е. х*[х*х ~ 

i=l x€:K. 
1 

{х* f. Х* I x*x~,o} 

х*х ~ о} 

rn 
о} = _П к* 

i=l i 

е) Neka su konusi К., i=1,2, ... ,m, konveksni i zatvore-
1 

ni. Tada је 

К, = cconv К. = к* * 
1 1- i 

'za i=l,2, ... ,П1. Zato је 

* 
m ** * 

К. ) 
1 

= П 
i=l 

К.) = 
1 

п1 

= cconv И 
i=l 

* К. = cl 
1 

m 
* К. 

i=l 1 

m 

U 
i=l 

• • 

* К. 
1 

** = 
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Primeri dualnih konusa: 

1 . Ako Је 

К = {ХЕ.х! х*х ~ О } , 

је х*Е Х*, х* t О, onda је 

К* .{Лх*! л ~ О} • 

2. Ako је 

К = {ХЕ. х! х*х = О } , 

је х* с:.. х*., ' х* t О, onda је 

К* = {лх* лео. R} . 

: \. 

3 • 4 • RAZDVOJIVOST KONVEKSNIH KONUSA 

Lerna 3.4.1. Neka suK., i=l, ... ,~, zatvoreni konusi u 
1 

rn 
!~~kiidskorn prostoru х. Ako konus· I 

i=l 
К. 

1 
nije zatvoren, onda 

~:postoje vektori a i Е. Ki , i=l, ... ,rn, takvi da је bar jedan od 

~: rn 
rrijih razli6it од nule i da је I 
,. i=l 

Dokaz. Neka 

.. ,. ,. 

ь с cl 
rn 

i=l 
К. 

1 

rn 
'- 1: К. 

i=l 
1 

а. = О. 
1 

,.Postoje nizovi vektora yr:E-К., i=1,2, ... ,rn, takvi da је 
1 1 

Neka је 

lirn 
п -+ со 

в 
п 

rn 
п 

I Yi 
i=l 

rnах 

1 ~ i~rn 

Ь. 

~Ne иrnапјије op§tost pretpostavka da је в > о za svako п Е. N. Lako 
п 



lim S " п 
п -+ оо 

п 
х. 

l 

lim 

= 

~J 

/ Ј • 

= +со 

1 

п 
Х. 

l 

п 
У. 

l 

п Svaki od nizova Х., i=1,2, ... ,т, је ogra
l 

pretp6~tavka da је svaki од njih 

i:za i=l, 2, ... ,т .. Како је konus К. zatvoren, а. Е К. za i=l, 2, .. 
I l l l 

[ ••• , rn • 

т 

L 
i=l 

а. = lim 
l 

п -+ оо 

т 
п 

L Y i 
i=l 

о .• \ 
·0 

Teor~ma 3.4.2. Konveksni konusi К., i=O,l, ... ,~, u euklid-
" l 

skom prostoru Х su razdvojivi ако i samo ако postojelinearni 

funkcionali X~E·K~,i=O,l, ... ,т, takvi da је bar jedan od njih 
l l 

razlicit od nule i da је 
т * 
I: 

i=o 
х: 

l 
= О. 

* Dokaz. Neka postojelinearni funkcinali Х*Е К., i=O,l, .. . i l 

fl m 
~ •. , т , takvi dar је L 

i=o 

imamo da је 

* х х ~ О • 
о 

m 
da ~.Za х Е.. П К. imamo 

i=l 
l 

* 
т 

х х 
,.. 
L. 

О i=l 

Sledi da hiperravan 

* 
х х 
о 

* * х. О, i da је npr. х 

"" 
О • Za ХЕ.К 

l о О 

је 

* 
х.х ~ о. 

l 

О} 



razdvaja konuse К i 
о 

т 

П 
i=1 

К .. 
1 
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Neka su konusi K
i

, i=O, 1, ... ,т, ra.zdvoj ivi. Ne wnanjuje 

op§tost pretpostavka оа su konusi К., i=1, ... ,т, nerazdvojivi, 
1 

m 
i да su konusi К 

о 
i П 

i= 1 
К. 

1 
razdvojivi. Prema teoremi 3~2.2 

т 

П 
i=1 

relint К. -+ п.,' 1 Т УЈ 

ра је, prema teoremi 3.1.3, 

m 
cl П 

i=1 
К. = 

'1 

т 

т 

П 
i=1 

cl К .. 
1 

.* 
Kako su konusi К 

о 
i П 

i=1 
К. razdVojiVi~ postoji x*L К , x*=I о, 

1 о 

takvo оа је 

m т 

-х * Е. ( П 
i=1 

К, ) * = 
1 

С П 
i=1 

К.)*** 
1 

т 

= cl I (cl К,)* = cl 
1 

i=l 

т 

т 

I 
i=1 

т 

(cl П 
i=1 

*** К. cl 
1 

К.) '* = 
1 

rn 
I 

i=1 

* К .• 
1 

m 
(nclK.)* 
i=1 1 

* ~ko је konus I К. 
i=1 1 

zatvoren, postoje linearni funkcionali 

* * к. Ес К. 
1 1 

i=I,2, ... ,m,takvi да је -х* 
т * 
L: х. 

i=1 1 

u tom slucaju 

linearni funkcionali x~ = х* i хl' i=I,2, .. ,т, nisu svi јеопа~ 

kinuli i zadovoljavaju uslov 
т 

* L х. 
1 

i=o 

т * 
О. Ako konus L К. nije 

i=1 1. 

zatvoren, preffia prethodnoj lemi postoje linearni funkcionali 

* * К. ~ К, , i=I,2, .. . /т, takvi оа је bar јеоап од njih razlicit од 
1 1 

nulei оа Је 
m 
L 

i=1 

* Х. 
1 

О. U еот slucaju linearni funkcionali 

ј,; 

l' 
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* * 
х = О i Х, 1 i = 1 1 . . . ,m, 
о 1. nisu svi jednaki nuli i va~~ 

m 
* I: х = о. • i=o 
i 

3.5. SATORI I LOKALNI SATORI 

Neka је Х euklidski prostor, М ~ Х ,а Е. М i К konveksan ko.· 

nus u Х. к је sator skupa М u tacki а ako postoje okolina nule ' 

U i neprekidna funkcija Ч:К П U -+ м takva да. ј,е lf (О) = а i 

<P~(O) = I. 

Napomen~: Prilikom definisanja jakog izvoda funkcije 

f:D -+ У u tacki а Ео. D obicno se pretpostavlja da је а unutraSnja· 

tacka skupa D. Medjutim, jak izvod se mo~e definisati i bez te 

pretpostavke. U tom slucaju, ,teoreme 1~2.1, 1.3.1 ~ 1.8.1 6е i 

da1je v-a~iti. 

Ako j~ konveksan konus К sator skupa м u tacki а, onda 

postoji neprekidna funkcija ф: К ,-+ М takva'da је ф(О} = а i 

Ф ~ (О) = I. Neka su U oko1ina пи1е i I.f: К (1 U -+ м neprekidna 

funkcija koja zadovo1java us10ve ~(O) = а i ч~(о) = I. Mo~emo 

pretpostaviti da је U = B[O,rJ " Neka је funkcija 7Г:к-+кn U defi

nisana. sa 

{ х х Екnи 

7Г(х)= 

r 
ХЕК"-И -- х, 

ll'x 11 ft 

Funkcija Ф = ~o 7г zadovo1java postav1jene us1ove. 

Neka је Х euk1idski prostor, M~ Х, а Е М i· К konveksan ko

nus u Х. К је loka1ni sator skupa М u tacki а ako za svaku tac

ku х Е. re1intK postoji sator К ~ К skupa М u tacki a,takav да је 
х 

х ЕО re1 irit Кх i affK
x 

= affK. 

Teorema 3.5.1. Neka su Х i У euk1idski prostori, М ~ Х i 

к loka1rii sator skupa М u tacki а. Da1je, neka је neprekidna 

funkcija f:H -+У diferencijabi1na u tacki а. Тада је f'(a)K 10-

kalni sator skupa f(M) u tacki f(a). 
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Dokazo Neka је 

у Е.. relint f '" (а) К = f" (а) relintKo 

Postoj i tacka Х 6. relintK takva da је f '" (а) х = у о Neka је К 4- К 
Х 

sator skupa м u tacki а koji zadovoljava uslove X~ relintK i 
х 

= affK; neka n~prekidna funkcija Ч:К ~ М zadovolj~va 
Х 

affК 
х 

uslove Ч(О) = а i ~-(O)= I o Kako је 

у Е. f'" (а) relintK = relint f "'(а) К , 
Х Х 

postoje linearno nezavisni vektori y.~ f"'Ca)K , i=1,2,ooo,m, 
1 х 

koj i generisu konveksan konus К , takav da је у Е. relint К i 
У . У 

affK = aff f"'(a)K = afff'" (а)К. Neka su vektori Х.Е.К, 
у Х· . 1 Х 

i=1,2,oo.,m, takvi da је f"'(a)x. = у., 1=1,2, • .. ,т, i neka је 
1 1 

А:К ~ К linearni dperator definisan sa Ау. = Х., i=1,2, . .. ,т. 
у Х \ 1 1 

Funkcija Ф = fo~oA ~~eslikava К Ь f(M), neprekidna је, dife-
у . 

rencijabilna је и nuli i zadovoljava uslove ~(O) = f(a) i 

ф"'СО) = I .• 
,ОО 

Teorema 3.5.2. Neka su M
i

, i=0,1, ... ,m, podskupovi euk-

m 
lidskog prostora Х, П М! = {а} i К i , i= 0,1, . . о,т, njihovi 

i=o 

lokalni satori и tacki а. Ako bar jedan od konusa К., i=O,I, .• 
1 

... ,т, nije ravan, onda su oni raz~vojivi. 

Dokaz. Pretpostavicemo da је а = О. То nесе umanjiti ор

stost dokaza. 

Pretpostavimo da su konusi К., i=O,I, ... ,т, nerazdvojivi. 
1 " 

Na osnovu teoreme 3.2.2 i definicije lokalnog satora zakljucu-

јето da jedovoljno razmatraii slucaj kada su К. satori skupo-
1 

va М. и tacki О, i=O,I, .•. ,m. 
1 

Neka је 

Z = {(x,x, ... ,x)!xtX} 

m+l 

м = 

к = 

, 

х М , 
т 

х К • 
m 
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m+l 
је podpros tor euklid skog pros tora Х М П Z =.' {О} .К је 

onveksan konusu xm+ 1
, К niJ·e .. ravan. Nekasu .ч. :К. ~ М. пе-

1'1 1 

rekidne funkcije koje zadovoljavaju uslove fi(O) = О i 

~(O) = 1. Funkcija ~:K ~ М- definisana sa 
1 

е neprekidna i zadovoljava uslove ~ (О) = О i r~(O) = 1. 

ledi аа је К sator skupa М u tacki о. 

Pretpostavimo аа su konus К i podprostorZ razdvojivi. 

ostoji linearn~ funkcional х* = ( * * * К* П z..I. Х ,x1, ... ,X)E 
о m 

. * * oji је razlicit оа nule. Linearni funkcionali х. Е. К., i=O,l"'.Jm, 
. 1 1 

isu svi jednaki nili i zadovoljavaju uslov 
\ 

. "' 

f[t 

[ 

i=o 

* Х. 
1 

= о. 

rema teoremi 3.4.2 konusi К., i=O,l, ... ,m, su razdvojivi, а 
1 

о је protivurecno pretpostavci. Zato su korius К i 'podprostor 

nerazdvojivi. Prema teoremr 3.2.2 postoje ta-cka z EZnrelintK 
о 

m+l podprostor У с. affK, takav аа је У -+- Z = х . Jasno је аа 
I 

О 1- У. 

Neka је p:r+ 1 ~ у operator projektovanja paralelnog роа

rostoru Z. Neka је В = B[O,rJ zatvorena kugl~ u У koja zado

oljava uslov zo+ В ~ К. Dalje, neka su Е,о i л pozitivni broje

i koji zadovljavaju uslove: 

Х Е. К, 

r 
Е < 1, 

ј!х 11 ~ О =9 ii .ИЈ (х) -х!1 ~ Е 

.0 

r+ iiz 11 
" 011 

unkcija f:B ~ у definisana sa 

f(y) = у 1 Р ([; (л (v+ z » 
), Ј Ј. О 

е neprekidna. 1z 



1 
Р (л (Y+Zo » il )., 
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iledi da је f(B) ~ В. Prerna Brouwerovoj teorerni а nepakretnoj 

:acki, pastaji УаЕ. В takvo аа,'је f(ya ) = Уа' tj. аа је 

~(Л(Уо+Zа» Е Z. Neka је Ха = ~(л(уо+zо». 1z' 

;ledi da је хо t: о. Kako је Xoc.Mf\Z={O}, to је хо = о. 

~ontradikcija! • 

3.6. PRIMERf LOKALNIH ~ATORA 

1. Neka је D f; х, а Е. intD i neka funkcija f: D -+ R zadovo

_java uslove f(a)=O i f/(a)~ О. Tada је 

к = {x~ хЈ f/{a)x ~ О} 

Lokalni sator skupa 

м = {х Е. D Ј f (х) < О} U { а} 

1 tacki а. 

Dokaz. Ne Uffiё?-пјнје opstost pretpostavka аа је а = О. Neka 

је z E..intK, tj. neka.je f/(O.)z< о. Neka је В zatvorena kugla 

:;а centrorn u tacki z koja le.zi u intK. Funkcija 11~11 f / (О) Х је 

1eprekidna па kugli В i uzirna па пјој iskljucivo negativne vred-

1osti. Z'ato postoji Е > О takvo da је f / (О) Х .:'S - E:lxll za svako 

<е В. Ovanejednakost vazi i па konveksnom konusu К kbji gene-z 
r-ise kugla В. Neka је U с.. D okolina nule, t.akva аа је 

za svako Х Е. U " { О}. Тада ј е za х Е. К П U, Х ~. О, z 
~(х)<f~(·О)Х+~:iХ'' .. -,!lХIII+,'I·ltv!: = О. 
........ ~ t_ ј''!' и' ..... li I -- ... ':0.. 1I 

Sleci аа је кzпu<;;,м- I 

.. 
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2. Neka D ~ Х, а Е: intD ineka funkc'iJ' е_ f. : D -+ R l' -о 1 1 ' -, ,.- .• 

. , .. ,т, _ zadovo1javaju us10ve f. (а) = О i f: (а) =ј: О. Ako su 10kal-
1 1 

ni satori 

skupova 

u tacki-a, 

sator skupa 

К. = {ХЕ X!f:(a)x {; о} 
1 1 

1'1. = {х Е. D I f . (х) < О} (Ј {а} 
1 - 1-

i=O,l, .•. ,m, nerazdvojivi, 

m 
г) 

i=o 
М. 

1 
u tacki а." 

m 

m 
onda је П 

i=o 
К. 10kalni 

1 

Dokaz. Prema teoremi 3.2.2 П _ intK
i 

=ј: ф, ра ј еЈ prema 
i=o 

m 
'teoremi 3.1. З, int П 

i=o 
К. = 

1 

ffi 

П 
i=o 

intK .. Osta tak dokaza ј е sli-
1 

сап dokazu prethodnogtvrdjehja. I 

з. Neka је D ~ Х, а Е. intD i neka је fj.lnkcija f: D -)о-. R stro

go.diferencijabilna u tacki а. Ako је f(a»)~ О i f~(a) =ј: О, on

da' је 

к = {xExlf~(a)x = О} 

sator skupa 

м = {x~ D!f(x) = О} 

u tacki а. 

Dokaz. Ne иmапјије opstost pretpostavka да је а ~ О. Та

kodje -mozemo pretposta'Jiti да је Х = У >< R ,i да ј"е f~(O,O)=(O,l) 

Prema teoremi о imp1icitnoj funkciji postoje okolina V nule u У, 

neprekidna funkcija g:V -+ R i pozitivan broj С, takvi да је 

f(y,g(y» = О, 

za s'Jako УЕ V. Funkcija Ч':V х {О} -+ м definisana sa <f(y,O) = 

::::(У,9(У» је neprekidna i zadovo~java uslo'\Te <-р(О,О) == О i 

<P~ ( О 1 О) = 1. I 

1 
, ! 
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'" 4. Neka Је D~X, аЕ:. intD, neka su fuпkсiје,fi:D-+R',i= 

'==0,1, • ~ • ,т, strogo diferencijaDilne u ta'cki а i neka zadovolja

vaju uslove f. (О) = О i [:(О) ~ О. Ako su §atori 
1 ' 1 

К. {xExlf'(a)x = О} 
1 

~:, 

skupova 

М. 
1 

{хЕ D! fi(x) ОЈ 

ь tacki а nerazdvojivi, onda је 

tacki а. 

т 

П 
i=o 

К. 
1 

§ator skupa 
т 

П 
i~ 

М. u 
1 

Dokaz. Neumanjuje opstost pretpostavka da је а = О. Na 

osnovu' teoreme 3.4.2 zakljucujemo да su f:(O), i=O,l, ... ,m, 
1 

linearno nezavisni. Stoga mozemo pretpostaviti da је X=YxRm+ 1 

i da је f'(O,O) = (0,1). Ostatak dokaza је slican dokazu pret

hodnog tvrdjenja. I 

5. Neka је D~X, aEintD, neka su funkcije fi:D -+ R, 

i=O~l, ... ,т, diferepcijabiln~ u tacki а za i=O,l; ... ,k, strogo 

diferencijabilne u tacki а za i=k+l, ... ,m, i neka zadovoljavaju 

uslove f. (а)=О i f:(a) ~ О. Ako su lokalni §atori 
1 1 

к = i 

К = i 

skupova 

М. = 
1 

М = i 

{xE.x!f:(a)x ~ О}, 
1 

{ х Е:- хl f : (а) х = О}, 
1 

i=O,l, ... ,k, 

i=k+l, ... ,m, 

{XEDlf.(x) < О} LJ {в}, 
1 

i=O,l, ... ,k, 

{XE.Dlf. (х) = О} 
1 . 

т 

i=k+l, ... ,m, 

1 tacki а nerazdvojivi, onda јеn 
.i=o 

К. 
1 

lokalni sator skupa 

т 

П 
i.=o 

. 1'1 . 
1 

u tacki а . 

Dokaz. Dovoljno је razmotriti slucaj O~ k<m,jer su pre

)~talislucajevi razmatrani u primerima 2 i 4. Као ± u prethod-

1im dokazima, i ovde mozemo p:retposta\ritida је а =0. Na osno

ти prethodnog tvrdjenja zakljucujemo da postoje okolina V nule 
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m m 

и П К. i neprekidna funkcija 
. l 
l=k+l 

I.f:V -+ П М. koja zadovoljava 
i=k+l l . 

m m 
<р(0)=0 i l.f ~ (о) =1. Neka ј е z Е: relint П К. = П relintK .• 

l l 
i=o i=o 

Ne иmапјиј е opstost pretpostavka da z Е V. Neka ј е В za tvorena 

k 
kugla ~a centrom u z koja le~i u V п П 

i=o 
intK. i neka је К 

l Z 
kon-

veksan konus generisanovom kuglorn. Funkcije ь f ~.(o) х, 
ilxl/ l 

i=O,l, ... ,k, su neprekidne па kugli В ~ па пјој uzimaju i~klju~ 

6ivo negativne vrednosti. Zato postoji Е > О takvo da је 

fi(O)x ~ -ЕIЈхl! , i=O,l, ... ,k, za svako XE:K z . Neka је U<;.V oko

lina nule, takva da је 

·.'.If. (<f(x»-f:(О)Х/<Е/lх:1 , 
'. l l 

i=O,l, ..• ·,k, XE.U "-{О}. Tada је za x~K П U, Х:/ о, 
.z 

.0> 

i="O,l, ... ,k. Sl·edi da ј е 

m 
<.р (х) Ео. П 

i=o 
М. 

l 
za svako ХЕ. К П U .• z 

~, ! 



4. NEOPHODNI USLOVI EKSTREMUMA U 

OPTIMALNOM UPRAVLJANJU 

4.1.DIFERENCIJALNEJEDNAeINE 

82. 

Neka је Е merljiv podskup realne prave, U topoloski pros

tor i и(.) funkcija koja preslikava Е u и. Funkcija и(.) је 

ogranlcena ako је skup и(Е) sadrzan u nekom kompaktnom podskupu 

С topoloskog p~ostora~. Funkcija и(') је merljiva ukoliko pos-
со 

toji niz merljivih podskupva Е skupa Е, takav da је m{E'U Е )= 
. п п=l п 

=0 i da је fUAkcija и(.) neprekidna па svakom od skupova Еп , 

Ako је U <;,: R
r

, prethodna definicija :rqerljivosti funkcije 
• ·0 

~(.) ekvivalentna је sa klasi~nom .. Neka ~~ funkcija и{.) merlji-

va u рrеthоdпоm smislu. Kako је 

... 
со оо 

u- 1 ([а,+ro[)=(u- 1 ([а,+0о[)n(Е,\U Еп » U U (и- 1 ([а,+:о[ nЕп», 
п=l п=l' 

-1 т- -
skup u (La,+:oL) је merljiv za svako aE.R, ра је funkcija"l,(') 

nerlj i va u klasi~nom smislu. Ako је funkcija ц ( •. ) merlj i va u 

clisi~nom srnislu, prema Luzinovoj teoremi, za svako n~ N postoji 
1 

пеrlјiv skup Епс. Е, takav da је m (Е'Еп ) < п i da је funkcija u (.) 

teprekidna па Е . Sledi da је funkcij'a u ( .) merljiva u novom smislu. 
r. П . . 

Funkcija u(·) је арrо}rsimаtivпо neprekidna u ta~ki те-Е 

lkb је za svaku okolinu V ta~ke и(т) 

lim 
t~ -+т 

t"-+T 
+ 

m(и -1 (V) П [t' ,t"J) 
t"-t' = 1. 

eka је funkcija и(') merljiva.Ako је T~E ta~ka zgusnjavanja _ п 

kupa Е , onda је funkcija и(.) aproksimativno neprekidna u ta~-
п 

i т. Kako је skoro s~aka ta~ka Skupa Еп ' njegova ta~ka zqusnja-

апја, funkcija ·и(·) је aproksimatvno neprekidna' u skoro svakoj 

a~ki skupa Е. 
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Neka је G otvoren skup u RxR
n 

i U topoloski prostor. Оа
Lje, пеКа је funkcija f(t;x,u) :GxU~Rn neprekidna i neprekidno 

3.iferencijabilna ро prornenljivoj х i пеКа је funkcija и(·) :Rc+-U 

)granicena i rnerljiva. Apsolutno nepre.~idna funkcija х(·) која 

Jreslikava interval 1 u prostQr R
n је resenje diferencijalne 

jednacine 

. 
х = f (t,x,u (t» 

з.kо је 

а) (t, х ~ t) ) Е. G za ~vako t Е. I, 

Ь) x(t) = f(t,x(t),u(t» za skoro svako tf..I. 

Teorerna 4. 1 .1. Neka ј е Ст, 1;;) Е. G. ~ostoj i resenj е.,. 

Г l П 
{(.): L т -6, ,+0 j~R (6)0) posrnatrane diferenc,ijalne jednacine, 

cojezadovoljava uslov х(т) = 1;;. 
. .. 

Dokaz. Neka је \"1 с. G kornpaktna okolina tacke (-;:, ~). f unk -

:ije fi f su ogranicene па skupu Wxu(R); zato postoji М>О, 
х 

:.akvoda је 

\f(t,x,u(t» \, \f (t,x,u(t»)] ~ М 
х 

;;:а svako (t,x) Е- W'flPostoje o,€ > О, takvi da је в[т,оЈ xE[I;;,€J~ 

~ W i 6< ~, ~ • Metficki prostor 

Х = с(в[ т,о ],в[ I;;,€ Ј) 

Је kompletan. Neka Је operato.:::- ::Ј:Х ~X definisan sa 

)a'Q(x('»EX 

t 
Q(x(·»(t) = ~ + f f(s,x(s),u(s»ds. 

т 

sledi iz 

i: Q(x(·» (t)~ 
11 

~ !: 
t 

~jJ l'lf(- х(-) "(s» ii ds! 
1 \ ,'.:::> , " "" ,lJ \ " 1 1 1 

1 

~ Мо <: €. 

",1' 

" , 

I 



eka х { . ) ,у ( .) Е: Х. 1 z 

t 
ii Q (х ( . ) ) (t) -Q (у ( . ) ) (t) 11 ~ I Ј \ 1 f ( s , х ( s) ,и (s) ) -

т 

-f(s,y(s) ,u(s»l!dsl 

t 

.84. 

~ I Ј м 11 х ( s)-у ( s ) I! d s I ~ м &d (х ( . ) ,у ( . ) ) 
т 

ledi da је 

d (Q (х ( • ) ) '9'( у ( . ) » ~ м о d (х ( .) ,у ( . » 

~kle, Q је kontrakcija. Nepokretna ta~ka х(·) Е Х operatora Q 

= resenje posmatrane diferencijalne jedna~ine koje zadovoljava 

slov х(т) = .;. I 

Teorema 4.1.2. Neka su х(·) ,у(.) :I-rRЛ dva resenja posmatra

= diferencijalne jedna~ine. Ako је ~(T)=Y(T) zaneko T~I,onda 

~ x(t) = y(t) za svak6 t Е I. 

Dokaz. Pretpostavimo да је skup {t Е 1ј х (t) ~ y(t)} nepra

~p. Mo~eтo pretpostaviti да ta~ka т pripada njegovom rubu. Neka 

= ~ = Х(Т) = У(Т). Dalje, neka su W,M,O,E, Х i Q uveden~ kao u 

rethodnom dokazu. Ako је 6 dovoljno malo, x(t) ,y(t) EB[~,EJza 

iТako t Е в СТ ~ о] Г\ I. Kako~kohtrakcija Q metri<::kog,." prostora Х 

~~e imati najvise jednu nepokretnu tабku, to је x(i) = y(t~ za 

iТako t Е. В [ т, б ] () I. Kontradikcij а! • 

Neka је (T,~) Е G. Prema teorerni 4.1.1, postoji bar jedno 

~senje posmatran~ diferencijalne jedna~ine koje zadovolj~vaus

iv Х(т) = f;., а prema teoremi 4.1.2, опа se mogu kombinovati. 

=kaje preslikavanje t-rХ(t,т,~) kombinovana funkcija familije 

~kvih resenja, а S(T,~) пјеп domen. Обiglеdпо је S(T,~) otvoren 

nterval а presl~kavanje t-rХ(t,т,~) ovog intervala u R
n res~nje 

~smatrane diferencijalne јеdпабiпе. Neka је 

:: ; 

i, 
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Funkciju X(t,T,~) rno~erno razrnatrati kao preslikavanje skupa S 
- п 

u prostor R . Nazivarno је rnaksirnalno re§enj~ diferencijalne 

jednacine. 

Nadalj~ 6еrnо razrnatrati svojstva rnaksirnalnog re§enja di

ferencijalne jednacine. Slede6e dve cinjenice se trivijalno do

kazuju: 

а) Х(Т,Т,О = ~, 

Ь) X(t,T~,X(T~,T,O) = X(t,T,~). 

Lerna 4.1.3. Neka su I interval, х ( .) : I -+ R nenegati.vna, iл

tegrabilna funkcija, а i Ь nenegativni realni brojevi i ~ t I. 

lI,.ko је 

t 
х (t) ~ а I f х (s) ds + Ь 

т 

z:a (skoro) svako t Е I I onda је 

X(t) ~ bea!t-T! 

~a (skoro). svako t f. I. 

Dokaz. Neka је 

t 
у (t) = аl f х (s) ds + Ь. 

т 

:'ada је 

. 
y(t) = ax(t)sgn(t-T) 

~a skoro svako t Е I, ра Ј е,! 

:а skoro svako t Е: 1. Sledi da је 



86. 

za svako t € I~ Kako је x(t) ~ y(t) za (skoro) svako t Е I, to 

је: 

x(t) ~ bealt-TI 

za (skoro) svako t Е I .• 

Teorerna 4.1.4. Neka је (~,€) Е G i I zatvoren podinterval 

intervala S(T,€) о Postoji р>О takvo да је Ie 5(T,I;) za (T,I;) Е 

~B]~,p [ xBJ~,p[ i X(t,T,I;) ravnornerno konver.gira х(t,'Т,~), ka-

da (т,';) tezi 
/' ",,' 

(т , 1;), ро t Е I. 

Dokazo Mozemo pretpostaviti да је ~ unutra§nja ta~ka inter

vala Io Neka је W kornpaktna okolina skupa {(t,x(t,T,~» It Е I} о 

~adalje datu diferencijalnu jedna~inu razmatramo па skupu .int~xUo 
. ~ \ 

postoji r>O, takvo а"а је 

о" 

~urikcije f(t,x,u) i fx(t,x,u) su ograni~ene па skupu Wx~(R) о Za

t:.o postoji realan broj М, takav да је 11 f (t,x,u (t» 11, 11 f
x 

(t,x,u(t)11 

~ м za (t,x) € W o Postoje 0,0: > О takvi да је B[T,C;]XB[t;,5] CW za 

. k ( )Е Од 0;:- о: 1 Р t OO Otk d' зvа о т,1; V 1. а Је u ~ М ' м. os ОЈ1. Р > . а vo а. Је 

""1"" r с о / Мт( 1) d о () k' ~ т,р L _ I, р ~ <5 1. Р ~ r е М+ ,g е Је m=m I о Ne а Је 

~ Е в]т , р [ i с;, Е: в 1 € , ~ [ о Kako је т Е 1 i 

\
' " л 11 " /\ 1\ 1\ т .,.. л I Е.: -х( т , т , Е.:) , • ~ Ј! Е.: - Е.: + х \ Т '.-::- , Е.:) - ~ \1 = 

т 

= 1 i Е.: - ~ 11 + 11 f f(s,x(s,-:r,~) ,u(s»dsll ~ 

т 

, , 
11 Е.: 

1" 11 ! Л! 

-Е.:iј+Мi Т - Т ! ;s (l+М) р ~ r, 

:0 (т I Е.:) Е- V, ра zato В {1 , о] ~ 5 (т, Е.:) о Sledi' да -:r Е:- 5 (т, Е.:) о Neka 

: ~ In 5 ( т, Е.:). т а,да ј е 

л 

т 

!! X(t,t,E;:)-Х(t,~,~) 11 ~ 11l;-~11 +11 Ј f(S,X(S;T,E;:) ,u(s'»dsil + 
t 

; i Ј (f ( s I Х ( S , т , t;) ,Ц ( s) ) - f ( s ,Х ( S , Т, ~) ,1Ј (s) ) ) d s 11 ~ 
т 

л 

т 
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Jdavde i iz prethodne leme sledi da је 

l' А. '" 1'· (1' /..11 1 "1 Mlt-~I IХ(t,т,~)-Х(t,т,Е;,) i ~ 11 Е;,-Е;, I +М т-т )е 

:<ako је 

( 11 Е;, - ~ 11 + м 1 т -т I ) е М 1 t - ~ 1 ~ (р + Мр ) е мт ~ r , 

to је (t,X(t,T,E;,) (V, ра је zato B(t,oJ CS(T,E;,). Sledi da је 

[c.S(T,';). Drugi deo tvrdjenja sledi iz nejednakosti 

~a svako t € 1, тЕ В] ~ ,Р [ i .; Е В Ј f ,р [ .• 

. \ 
Posledic~ prethodne teorerne је 

Teorerna 4.i.5. Skup S је otvoren podskup od RxRxRn , а funk-

;ija X(t,T,E;,) је neprekidna. 

Teorema 4~1.6. Funkcija X(t,T,E;,) је neprekidno diferenci-
л ~ Л 

;abilna ро pr'omenljivoj .; па skupu S. Ako је (t,T,';) t S, onda је 

л А 

= R(t,T), 

rde је R(t,T) rezolventa jednacine 
fl 

• - л л 

Х = f х ( t ,х. ( t, т , t;.), u ( t) ) х . 

Dokaz. Dokazacemo da је funkcija X(t,T,E;,) strogo diferen-
'" л л 

:ijabilna ро .; u tacki (t,T,';) i da је 

" feka ј е а > о. Neka ј е 1 za tvoren interval koj i sadr z i tacke t i 

u svojoj unutrasnjosti. Uvodirno W,V,r,rn,M,o,€ i р kao u dokazu 

.eoreme 4.1.4. Jos бето pretpostaviti da su r i р takvi a~ је 



88. 

11 f (t,x,u(t) )-f (t,X(t,T,€) ,U(t) )II~ 
х х 

о 

2Мт 
2rnе . 

~a svako (t,x) EV, B]t,p[ с 1 i 

11 R ( t , т) - R ( t , ~ ) 11 < 0/ 2 

~a svako T€BJT,P~ i tE.B] t,p(. Neka TE:B]T,P[,~,t,;~E B]€,p[. 
Jeka је funkcija у(.) :I~Rn definisana sa 

y(t) =·X(i;,t,t,;)-Х(t,т,t,;~)-R(t,т) (t,;-t,;~). 

~ada је 

1I~7(t)-f(t,х{t,т,f), u(t) )y(t) 11,= 

= iif(t,x(t,T,t.:) ,u(t))-f(t.,Х(t,т,t;"') ,u(t)-

- f (t/X(t,T,~),U(t» (X(t,t,O-Х(t,т,t,;~» 11 
х ' 

~ с 11 х (t , т , ~ ) -х ,( t , т , ~ ~) 11 
2 

2Мm 
rnе 

о 
~ 

2 
21'-lrn 

rnе 

eМrnI i ~ - t,; ,. i 1 = 

~a skoro svako t €-.I. Sledi da је 

о 

мт 
2rnе 

I\y(t) li ~ Иilу(t) 11 + °r-1rn11 ~-~,. 11 
2rnе 

11 ~-~., 11 

( 
'1 ., 11 • 

~a skoro\svako tE-I. Neka је z t) = liy,t)ii' Tada Је 

t t 
Ily(t)11 =llfy(s)ds 1: ~ jjz(s)dsl 

-,:; . 'G 

~a svako t Е 1, ра је 

\ ј' 

, 
1'. i 
, " 

I 

" 

. :11., 



t 
z(t) ~ мl Jz(s)ds 

т 

о" I ' 11 +ј I 1; -'1; , 

2 
мт 

rnе 

za skoro svako t е Т. Sledi аа је 

~a skoro svako t € I, а odavde da је 

, л [ 
:а svako t С I. Neka је t Е BJt,p . Тааа је 

!! Л. Л 11 Ilx(t,t,I;)-х(t,т,I;')-R(t,т) (1;-1;') 

~. 11 у (t) 11 + 11 R (t , т ) - R (t , ~) 11 I i 1; - 1; , 11 ~ а 11 1; - ~ ~ 11 . • 

89. 

Teorerna 4.1.7. Ako је (t,~,~) Е S i ako је funkcija и(·) 
л 

proksimativno neprekidna u ta~ki t, funkcija X(t,T,~) jedi-
л " Ао erencijabilna ро t u tacki (t,T,E;;) i 

Ллл .......... ЛАЛ Л 

xt(t",O = f(t,X(t,T,~), u(t» 

л 

Dokaz. Neka је 

akvi da је 

Е > О. Post.oj ео > О i okol~na V tacke u(t) 

1 Л Л Л Л Л. Л ~~........ !I 
iif(t,x(t,T,O ;u) -f(t,Х(t,т,(.) ,Lt(t»11 Е 

< -
2 

~ t Е BJt,o [i u f V. Takodje rnozerno pretpostaviti da је 

"1 
t - t I 

:1 svako t E:B]t,o [, gde је М takav realan broj, da је 

.f(t,x(t,~,~),u(t»!1 <М za svako t&E[t,6]. Ako је t~BJt,o[ , 

lda је 



t 
["< ~I ј i) f(S,X(S,T,~) ,u(s}}-f(t,x(t,'~,~)·,u(t})11 dsl~ 

t ~ ~ 

!' ~ 
Г:; .. Ј ;1 . л л - Л/'-./,,- А 
(\ lif(S,X(S,T,E;,) ,U(S»-f(t,Х(t,L,Е;,) 
. - -17) :t,tJnU \v 

,): Ј 11 f (5, Х (5, т , ~) , и (5) ) -f (t, х (t, т , €) ,и (t» I i- ds 
~t,tЈ"u-1(V) . . 

~ ~ I t-t ! + 2М • - 4€M I t -t 1· = € I t - t 1· • 

90. 

+ 

л л л 

Teorerna 4.1.8. Ako је (t,T,E;,) ~ S i ako је funkcija и(·) 

proksimativno neprekidna u ta~ki ~, funkcija X(t,T~t;.) је di

~rencijabilna ро т и ta~ki (t,T,~) i 
. \ 

•• .... 1 

х (t,T,~) = -R(t,~)f(;,-~,U(T», 
L 

." 
1е је R(t,T) rezQlventa jedna~ine 

х = f (t,X(t,T,g) ,u(t»x. 
х 

. Dokaz. -Kako је 

ft Л ЛА л/' 

X(t,T,E;,) = X(t,L, х (т,т,Е;,», 

Dvcljno је dokazati da је funkcija X(t,T,E;,) diferencijabilna 

ю т и tacki (~,~,~) i da jg 

х (T,T,~) - -f(т,(,u(~)) 
т -

Jeka· је € > о. Postoj е. 6 >0 i okolina V ta~ke и (Т) takvi da ј е 

1
1 л "Л" 11 € I f (t I Х ( t I Т , Е,) ,u-) - f (Т , Е;, , u ( т ) ) < 2 

za t,T Е. BJ:r,o [ i UE-V. Takodje rnozemo pretpostaviti da је 



Е: 
<-
4М 

T-ТI 

~a svako Т f.. вЈ т, б ['. gde је м takav realan broj, da је 

1 f (t, х (t, Т', ~) ,и (t) ) 11 ;:;:: м za svako t, т Е- В [Т ,о Ј. Ako ј е 
Е.. В Ј т , о [1 onda ј е 

11 
'" " -" '" л Л . Л 11 Х (Т , Т , Е;,) - Е;, + f (т , Е;, , u ( т ) ) (т - Т) '1 - ;:;:: 

т 

~ 1· f i 1 f (t , х (t, т , ~) ,и (t» - f (Т , ~ , u ( т ) ) 11 d t I ~ 
ло 

т 

Ј -1 ilf(t,x(t,T,€),U(t» -f(т,€,u(т))11 dt + 
[Т, Т Ј п u (V) 

.. ~ f -1 li f (t , х (t , т ,~) ,и (t» - f (~ , ~ , и( ;-) ) I! d t ~, 
LT I т Ј "и (V) 

\ 
'0 

~ ~ I т оо>? I + 2М 4Е:м Т - Т 1 = Е: 1 т - т 1. I 

, .. 
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Теотеrnа 4.1.9. Ako је Ct, ~,~) € S i ako је funkcija u (.) ар-' 
л л . 

-oksirnativno neprek~dna u ta6karna t i т, fuhkcija X(t,T,~) Је 
л л л 

liferencijabilna u ta6ki (t,T,E;,). 

Dokaz. Ovo tvrdjenje sledi iz teorerna ,4.1.6, 4.1.7, 4.1,8 

1.7.4 i 6injenice da је 

х (t , i , Е.:) = х (t , ~ ,х (т , т , Е.:) ) '. • 

4.2. КANONSKIPR08LH'1 OPTIMALNOG UPRAVLJANJA 

Neka је U topoloski prostor, Х otvoren skup ~ R
n 

i w otvo

'еп skup u R
n х RП • Neka је funkcija f (х,и) :Х х U -т R

n 
neprekidna 

neprekidnodiferertcijabilna popromenljivoj х i nekaje funk

:ija !G(xo'x
1

) :W-тRrn+ 1 neprekidno diferencijabilna. 

Upravljanje је funkcija koja preslikava zatvoreni interval 

l topoloski prostor О. Pod klasorn dopustivih up~avljanja D pod

'azurnevamo klasu upravljanja koja zadovoljava sledece uslove: 
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1. Dopustivo upravljanje је ograniceno i merljivo. 

2. D~o ро deo konstantno upravljanje је dopustivo. 

3. Ako је upravljanjeu(t),t Е:. [to,t1J, dopustivo, onda је 

tpravljanje u(t-h), t Е: [t
o 

+ h, t
1 

+ hJ, takodje dopustivo. 

4. А~б је upravljanje u(t) definisano па intervalu [t ,t1J . о 

topustivo,~onda је njegova restrikcija па proizvoljan zatvoren· 

>odinterval intervala [t ,t1J takodje dopustivo u~ravljanje: 
о . 

5. Ako su restrikcije upravljanj<;l u(t) ,t € [t
o
,t

1
J, па in

:ervale [to,TJ ~ [T,t1J dopu~tiva upravljanja, onda је ono do

)ustivo. 

Skup procesa Р је skup cetvorki (х(·) ,и(·) ,t
o
,t

1
) takvih 

....la је 

1. х(.) :[t
o
,t

1
J -+Х apsolutno neprekidna funkclja, 

2. Q(.):[t
o
,t

1
J -+U dopustivo upravljanje, .. 

Kanonski problem optimalnog upravljanja је sledeci ekstre

lalni problem па s.kupu Р: 

Q, (x(t ),x(t
1

» -+inf; 
о о 

Q" (x(t ) ,x(t
1

» ~ О, i = 1, ... ,k, 
1 о 

Q,. (x(t ) ,x(t
1

» = О, i = k+1, ... ,m, 
1 о 

х (t} = f (х (t) ,и (t) ) 

P~oces (~(.) ,б(·) '~O,11) 6 Р је optimalan ako је dopustivi 

ko postoj i Е > О takvo da је 

~. (x(t ).tX"·t.1» 
о о 

л л л Л 

~ Q. (x{t ),x(t
1

» 
о о 

а svaki dopustivi proces (х{·) ,и(·) ,to ,t 1 )е Р, koji zadovolja-
. 

а uslove 

• '1:, 

': .. 



9 З . 

11 x(t) - x(t) 11 < Е: 

Teorerna 4.2.1. 
. /" rn+ 1 * . 

........ л л ....... 
Ako" је proces (х'(·) ,и (.) ,to,t

1
) optirnalan, 

?ostoJe Л Е: R 1. apsolutrio neprek~dna funkcija ~(.): [lo,11J~ 
п* . 

+ R , takvida је 

'" л. ~ О, i=O,l, ... ,k 
1. 

,/' /' 

л.9.. = О, i=l, .... ,k 
1. 1. 

\ 

Р (t) 
АЛ [t

o
,11 ] '. 2 . = -р (t) f( t) za 

х 
s. s . t Е., ; 

р Ct ) АЛ p(t
1

) 
/' л 

= л9. -- -Л.Q. ; 
о хо Xl 

о" 

З. p(t}f(t) = sup р (t) f (х (t) ,и) za ·5.S. t (. [ '"' л 1 to,t1.J ; 

. U€U 
/' /'о 

4. sup p(t)f(x(t),u) = О 

uE:U 

4.3. IGLlcASTA VARIJACIJA 

Neka је u (.) : [f ,tlr~ U dopustivo upravl'janje. Produzirno 
о ~ л ." л . /' Л /'о Л 

Ја па celu realnu pravu' sa u (t) = u (t ) za t < t i u (t) = u (t 1 ) 
о о . 

л 

la t > t 1 • 

,,, л [ . Neka је Т skup tacaka iz intervalaJt
o
,t1 u kojirna Је ир-

r-avljanje u (.) aprOksiIllativno neprekidno. Dalje,neka је т G Т i neka su 

(т. ,и о) Е. Т х U, j=l, ... ,ч. Mozerno pretpostavi. ti da је т 1 ~ ... ~Tp~ 
Ј Ј . 

~T < Tp + 1 '::: ... ~ Т ч . Neka је а = (0.1" ~. ,00Ч)о q-:torka nenegativnih 

r-ealnih brojeva i Sf- R. Ako su o.l, ... ,o.q" [Вј dovoljno rnali, in

tervali 

I. = Jto+B-(ч-ј)о-о.., T.+B-(g-j)o],. 
Ј ~ Ј Ј Ј 
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j=l, ... ,q, а = Еа., 
Ј 

su disjunktnj... Funkcija u С·) :R -+ U, .defi·ni-

r u Ct) t i U1. , 
л 

6 , t ~ т + 
-Ј 

u (t) uCt-6), t I UI . , 
л 

= t > т + 6 
Ј 

и. t Е: I . 
Ј Ј 

• 

1aziva se igli~asta varijacija upravljanj~ аС·) 

Neka ј е х С .) : Lto , t
1 

Ј -+ х :resenj е diferencij alne jedna~ine 

х =f (х, и (t) ) . 

~eka se опо rnoze produziti па zatvoreni interval Т, [to,t1Jc 

~int~. Neka је х = x(t ) 
о о 

л л л 

i Х1 = x(t
1

} . 

Lerna 4.3.1. а) Ako su Ilxo-xoll, a 1 ,··. ,a
q

, I в t dovoljno mali, 

:auGhyev problern 

x=f(x,u(t»), 
А 

x(t ) = х 
о о 

Lrna resenje па intervalu I. Obelezavamo ga x{t,x ,а, В). 
о 

Ь) Ako 

lergira х (t) 

л 

Х -+ Х , а l' ••• ,а -+ О ,В -+ О, onda х (t,x ,а, В) kon-
о о q + о 

ravnomerno па Т. 

Ova lema moze da se dokaze па sli~an na~in ~ao st6 r je do

(azana teorerna 4.1.4. 

л 

Lerna 4.3.2. Funkcija x 1 (хо,а,В) = x{t
1 

+ е.,хо,а,В) је пе-

~reki~na u okolirii ta~ke (~ ,0,0) i diferencijabilna је u ta~
о 

(! (х ,0,0). Pri tom је 
о . 

л л а 

ах 
о 

= R(t1,t ), . о 

э " х 1 (Хо ' О , О ) = 
3а. 

Ј 

л . А 

R ( t 1 ' т Ј' ) (f О< (т . ),и .) - f (т . ) ) . Ј Ј Ј 

.::" 

, 
.1 
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Jde је R(t,'T) rezolvertta jedna~ine 

Dokaz. Neka је X(t/T,~) maksirnalno resenje diferencijalne 

jedna~ine 

• л 

Х = f (х, u (t) ) 

L neka su Х. (t,T/~) maksirnalna resenja diferencijalnih jedna-' 
Ј 

Sina 

х f(x,u.), 
Ј 

ј=l, ... ,q. Funkcija Х 1 (хо,а,в) 'rnoze da se predstavi kao 1<бтnроzi

;ija sledeceg niza funkcija: 

л 

Х (Т 1 + В - (q - 1) 0·- а l' t o , ха) 

. Х 1 (Т 1 +в- (q-1)0, Т 1 +в- (q-1)0-a
1
,·) 

х(т 2 +В- (q-2)0-a
2

, Т 1 +6- (q-l)o,.) 

х (Т +B-(q-р)о,т +B-(q-p)o-a
p
'.) 

р р . . р 

х(т+В, Т +S-(q-p)o,·) 
. р 

( ( 1) л .) х Т - ,q - р - о - а l' Т, / 
р+1 .. р+ 

х (Т (q-р-l)о,т .J-,-(q-p-l)o-a 1'·) 
р+1 р+1 р . .Ј.. р+ 

Х(Т - а, Т - о,·) 
. q q q 

х (Т т -а ,.) 
q q' q q 
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Iz ove cinjenice, па osnovu tearema 4.1.5, 4.1.6,- 4.1.7,4.1.8, 

А.1.9,1.З.1 i 1.7.4, sledi аа је funkcija x1(~a,a,B) ne~rekid

па и akolini tacke (х ,0,0) i аа је diferencijabilna и tacki 
о 

(х ,0,0). 
о 

а 
Х 1 (Х ,0,0) а {, .л 

= x(t
1
,t ,Х ) = 

аХ о аХа а о л 

о Х =х 
о о 

Х (t
1
,t ,Х) " "... , 

= = R(t
1
,t

a
), 

F;,' а о 

а x
1 
(Ха',О,о)- = 

аа, 
Ј 

= 
а л 

Х (t
1

-, т . - (q- ј ) а . , Х . (Т . - (q- ј) а . , т . - (q- ј + 1) а . , 
аа. Ј Ј Ј Ј 'Ј Ј Ј 

Ј \ - о, 

, ,- л "-
Х(т .-(g-j+l)a"t ,Х ») I -о' 

Ј ' 'Ј о а а·-
Ј 

л А, ,~ л 

= - (q- Ј' ) Х (t
1

, т . , Х (Т . » + Х (t
1
-, т . , Х (Т . ) ). 

, т Ј Ј Е, Ј Ј 

• (- (q- ј) f (:~ (т . ) , и . Ј + (q- ј + l)f (х (т . ) , и , ) - (q- ј + 1) Х (т., t , ~ » 
Ј Ј Ј Ј т Ј о о 

л А '" = R(t1,T
J
.) (f(X(t'.),u.)-f(т.», 

Ј Ј Ј 

э- " ,1\ л '" Л x(t1,T,X(T+B,t ,Х » = 
ЭБ о о 

л ,лЛл л/' /". Л/'· . 

= Х Е, (t 1 ' т , х ( т ) ) Х t (Т , t о ' Х О ) ~ R ( t 1 ' -r ) f (Т). • 

4.Ll,. DOKAZ PRINCIPA rI:AKSrr'1UMA ZA' KANONSKI PROBLEM 

OPTIMALNOG UPRAVLJANJA 

Pretpostavka аа је !l ех '~l) = О пе- umanjuje opstost raz
о а 

natranja. Ako је !l (х 1~1) =/= о, funkciju!l (х ,x 1,) mоzепlО zame-
а о о а 

liti funkcijom f (х ,X
1

) - 1 (~ '~l). тзkоdје mozemo pretposta-
а о о о 

Titi аа su sva оgrаПlсепја aktivna, tj. аа јеl. (х '~l) = О, 
1 О 

L=l, ... ,k. Ako је Q,i О<о'Х1 ) < о za neko i 1 1 ~ i ~ k, mozemo skup 
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zamen1t1 otvoren1m podskupom koj1 sadri1 t~~ku (~ '~1)' па 
. о 

Jme је fuп-kс1јi=l 9.1 (Хо 'Х1) negativna, а odgovarajuce ogranice-

је izbac1ti 1z razmatranja. 

. /",/ 

Ako ј е za- neko ј, О ~ Ј ~ т, 9.. = О, 
Ј л 

з.dоvоl,јепо. Dovoljno је uzeti da је л. 
1 

.=1 1 p(t)= О. Nadalje pretpostavljamo 
Ј 

Konveksni konusi 

Е. R
n х Rn л -

К. = { (х ,-х 1 ) п .1' ( - ) ~ А.. Х ,x
1 1 о . - 1 О 

К. { (Хо ' Х 1 ) ~ R
n х Rn /'>" ( = Q.. х ,X

1
) = 

1 1 О 

u lokalni satori skupova 

м = {(Хо 'Х 1 ) Е. ~V ј. 9.0 (Хо ' х 1) < О} IЈ { 
о 

М. = {(x
O

,x
1
)f WI 9.1 (Хо 'Х 1 ) ~ О} 

1 

М. = {(xo'x1 ) Е: w I 9.. (х ,х 1 ) = О} 
1 1 о 

tacki (}~O'X1). 

tvrdjenje teoreme је 

= O,i=O,l, ... ,m, i~j, 
Л;, -

da Ј'е 9..~0, i=O,l, . .. ,т. 1 - . 

О} , 1=0,1 , ... ,k, 

О} , i=k+1, .. ~ ,т, 

- \ .. , 

tXa"X1)}' 

," 
i=l, ... ,k, 

i=k+1, ... ,m, 

Neka је M~v-l skup parova (x(t
o

),x(t
1
», gde su (х(·),и(·), 

0,t
1

) proces1 koj1 zadovoljavaju d1ferenc1jalnu jednacinU 
ft 

x(t) = f(x(t),u(t»), 

_akv1 da Је 

I t - t 1, 
о о 

, -

I!x(t) - x(t)11 < Е 

Lema 4.4.1. 
п п Konveksan konus u R х R gener 1 san vek tor ima 
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л Л П 

(Х ,R(t
1
,t)x), х ER, 

о о .0 о 
л ,л Л. 

( О ,R (t
1 
,Т . ) (f (Х (т . ) , u . ) - f (т . ) ) ) ј = 1 , ••• ,ч 

. Ј Ј Ј Ј 
л л""л л лЛ" 

(0,R(t1,T)f(T», (0,-R(t 1 ,т)f{т»), 

је lokalni sator skupa М utacki (xO"X1 ) 

Dokaz. Prerna lerni 4.3.1, postoji б > О takvo аа funkcija 

Х 1 (Х ,а,В) preslikava Rnx [0,+00 [qХRlIв](х,О,о),б[ u М. Ista 
о . о· 

funkcija preslikava tacku (хо,О,О) u tacku (Xo,X
1
). Ocigledno 

је аа је Rnx [O,+oo[q'XR sator skupa Rnx [0,+00 [QxRnB[(Xo'O,O), 

б] u tacki !х ,0,0). Linearni operator x1~(x ,0,0) preslikavako-
о о . 

nus R
n Х [о, + оо [Ч Х R u kon\reksan konus opisan u forrnulacij i le-

те. Prerna teorerni 3~5.1 i lerni 4.3.2 , ovaj konus је lokalni Ба

tor skupa М u tacki (Хо ,Х 1 ) .• 

. п п Posledica 4.4.2. Konveksan konus К и R Х R generisan vek-

torima 

л Л 

(Х ,R(t
1
,t )Х ), 

о о о 

п 
Х Е. R , 
о 

-'\ /\ Л 

(0,R(t1,T) (f(X(T) ,u)-f(т))), (т,и) t: Т хп, 

л л л 

(0,-R(t 1 ,т)f{т») , 

је lokalni sator skupa Ми tacki 

Presek skupova М, М., i=O, 1 , ~ .. ,т, sadrz i sa.rno ј еапи . tacku : 
1 , л 

(Хо 'Х 1 )' Konveksni konusi K,K
i

, i=O,l, .. . ,т, su njihovi lokalni 

§atori и toj tacki.·K nije ravan. Prema teorerni 3.5.2 , konvek-
.' о 

sni konusi К, К., i=071, ... ,ffi, su razdvoji~i. Prema teorerni 
1 л~.. * . 

3.4.2 , postoJ'e linearni funkcionali Х.е К., i=O,.l, ... ,т, takvi 
~ 1 1 

da је bar jedan od njih razl~cit od nи~ i аа је 

т л* * л* 
L Х.ЕК.Х.= 

i=o 1 1 

... ,k. Ve-ktor )~ 

"" ...... / • .1' 

-Л.2., l=O,l, ... ,rn, gde је л. ~O za i=0,1,. 
l 1 1 

/'- . Л h т+1* = (), ,~. 1 ' . . . , л ) Е. R z а d о v о 1 ј а v а и s 1 о v 1. 
о m 



АЛ * 
Kako Ј е л 9,1 Е К , to ј е 

/' л А Л 

Л 9, R (t
1 

' Т) ( f (х (Т ) ,и) - f (Т )) ~ о, 
X

1 
(T,и)€·Txи, 

.л Л .л. л 

л9, R(t1,T)f(T) = о. 
X

1 

Neka је apsolutno neprekidna funkcija р(.): 

zadata sa 

Ona o~igledno zadovoljava uslove 

p(t) = 
л л 

p(t)f (t) 
Х 

za skoro svako t е [to,t1J ~ Sem toga је 

p(t ) 
о 

ра је zadovoljen uslov 2. 

Kako је 

л л 

~ P(T)f{T) 

za svako (T,U)€ Т.хи, zadovoljen је uslov 3. 

1z бiпј~пiсе da је 

SUp p(~)f(~(T) 1U)= p(-r)fСr) - о 
UE.U 

i sledece leme, sledi da је zadovoljen uslov 4 .• 

99 . 
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Lema 4.4.3. Neka је и(·): [to ,t
1

] -+U ogranlcena merljiva 
п* 

funkcija i neka su x(.):[t
o
,t

1
]-+x i p(.):[to,t1J-+R apsolut-

по neprekidne funkcije, takve da је 

x(t) = f(x(t),u(t» 

p(t) == -р (t) f
x 
(х (t) ,и (t) ) 

sup p(t)f(x(t) ,и) = p(t)f(x(t) ,u(t») 

UE.U 

za skoro svako t Е. [to,t1J. Tada је 

sup p(t)f(x(t),u) 
u€U 

'~\onstantan па [to , t 1] . 

Dokaz. Neka su funkcije g(t,,) ... 
-+R definisane sa 

g(t,,) = p(t)f(x(t),u(,», 

h(t) == sup g(t,,). 

'(.~o,tlJ 

Za fiksirano , funkcija g(t,,) је apsolutno neprekidna ро t i 

. pri tom је 

g t (t, ,) = - р (t) f х (х (t) .1 и ( t » f( х ( t) ,и ( т ) ) + 

+p(t)fx(x(t-~) ,u(,H.f(x(t) ,u(t» 

r ~ 

za skoro svako t~ Lto,t1J. Desna strana prethodne jednakosti је 

ogranicena funkcija dveju promenljivih. Stoga postoji realan. 

broj L takav da је 

"'1 
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!h(t) 

za t,t'E. [to,t1J. Funkcija h је apsolutno neprekidna. Neka је 

t tacka iz intervala ]to,t
1

[ u kojoj su zadovoljena sva tri 

uslova leme i u kojoj је funkcija h diferencijabilna. Za t > t 

imamo da је 

ра је 

h (t) -h (Е) 

t - t 
p(t)f(x(t) ,u(t) )-p(t)f (х(Е) ,и(Е» 

t - t 
, 

i~a slican nacin zakljucujemo da је h(t) ~ О. Dakle, h(t) = о. 
, \ 

Kako'je funkcija ћ', apsolutno neprekidna i kako јој 'је izvod skoro 

svuda jednak nul~, опа је konstantna. Neka је h(t) ~ С. 

.Funkcija 

м (t) 

," 

= sup p(t)f(x(t),u) 

UEU 

је poluneprekidna odozdo. Kako је M(t) ~ С za svako t € [to,t1J i 

kako је M(t) = с za skoro svako t € [to,t1J, to је M(t) == с. I 

4.5. OPsTI PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA 

Neka је G otvoren skup u R х R
n

, U topoloski prostor i W 
п п . п 

otvoren skup u R х R х Rx R • Neka su funkcije f\1:;,x,u):G х U,-+R 

i L (t,x,u) :G х U -+ R
ffi +1 

nef>rekidne i nep'rekidno diferencijabilne 
. m+l ' .. 

ро t i х i neka је funkcija Q (to,xo,t
1 

,x
1

) :W'-+ R neprekldno 

diferencijabilna. 

Neka је D klasa dopustivih upra~ljanja. Skup procesa Р је 

skup cetvorki (х(·) ,u(.),to,t
1
), takvih da је 

1 . aps.olutno neprekidna funkcij а i 



2. U ( • ) ': [t о ' t 1] -+ U ,d О'р и s t i v о и р r а v 1 ј а п ј е , 

З. (t,x (t» Е G za svako t € [to ,t1], 

4. (to;x(t
o

) ,t
1

,x(t
1

»E,W. 

102. 

Bolzin:h 'funkcionalni В.: Р -+ R, i=O, 1, ... ,m, definisu se 
1 

sa 

В, (х(·) ,и(·) ,t ,t
1

) -
l' О 

t
o 

L. (t ,х (t) ,и (t) ) dt + 2. (t ,х (t ),t1,x(t1». 
1 1 О О 

Qpsti,problem optimaInog upravljanja је slede6i ekstremal

ni problem па skupu Р: 

в . (х (- ) ,и ( . ) ,t , t ,,) ~ О , 
1 О' _ i=l, ... ,k, 

.. 
B.(x(-),u(·),t ,t

1
) = О 

1 , О 
i=k+l, ... ,m, 

x(t) = f(t,x(t),u(t» 

Proces (х(.) ,13(-) ,to,t1)EP је optimalan ako је dQpustiv i ako 

postoji Е: > О takvo da је 

л л л.л.. 

во(х(.) ,и(·) ,t
o
,t

1
):.; во(х(.) ,и(-) ,to,t

1
) 

.r: 

za svaki dopustivi proces {х(-) ,и(.) ,tojt
1

) ~ Р koji zadovolja

va uslove 

it " о 

\1 x(t) - ~(t) 11 < Е: 

za svako t Е: [i ,111 П {t ,t
1
1. 

о - L О ~ 

, п* m+1* п* 
Funkcije H:G>UxR xR ->-R i M:GxR х Rm + 1 * ->- R d е f i -

'"isu se sa 

Н(t,х,и,р,Л) = pf(t,x,u) - ЛL(t,х,и), 

м ( t , х ,p:;tJ = s и р Н (t , х I U I Р , ),) _ 
UE-U 
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Teorema 4.5.1.Ako је proce5 (~(.) '~(')'~O'~1) optirnalan, 
•• /> rn+1* 

p05toJe л f. R i ap501utnQ neprekidna __ funkcija р (.) : [t
o
,t

1
J---

R
n * k' d . ~ ta Vl а Је 

1. 
л 

:ј- О л ; 

А . . 
Л. ~ О , i=0,1, .. ,.,k; 

l 

1.9:. О, i="1, ... ,k; 
l l 

Р (t) 
л 

гл л Ј' 2 . = -Н (t) za s .5. t Е. L t o , t 1 " , 
Х 

л л лА Л Л /'- /'--

p(t ) = ля, р (t
1

) = -ля, . 
о ХО X

1 
, 

л л 

з. H(t) М (t) za 5.В. 

л 

4. M(t) Је ap501utno neprekidna funkcija; 

za 5.5. 

Dokaz. Slicno kao u varijacionorn racunu i ovde је dovolj

по izve5ti dokaz za 51ucaj L=O. 

Neka j~ 1 zatvoren interval koji 5adr~i [~O'~lJ u 5vojOj 

unutra§njo5ti, na.koji ве funkcije G(·) i ~(.) rnogu produ~iti 
ft 

tako da diferencijalna veza r 

х (t) 
л - л 

f (t,x (t) ,u (t») 

bude zadbvoljena za 5koro 5vako tf I. Neka је 6 5kup petorki 

(z('),x(o),u(·),to,t
1
), takvih da је 

1. z (. ) : 1 ~ R ap501utno neprekidna funkcija, 

п 2. х (.) : 1 -+ R ap501utno neprekidna funkcija', 

з. u(·):I-+U dopu5tivoupravljanje, 

, 
О, 

. .. 
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5. (z(t),x(t»f.G zasvakotEI, 

6. (z(t ) ,x(t ) ,z(t
1

) ,x(t1 » f. W. 
о О _ 

Neka ј е funkcij а z ( • ): 1 -r R def iriisana sa z (t) =t,. Moze da 

se doka~e~na sli~an na~in kao u dokazu teoreme 2.1.2, da је 

ta~ka (z (.) ,х(. )-,и(.) ,to't.
1

) Е 6 resenje ekstremalnog probl'e~a 

Q. (z(t ),x(t ),z(t
1
),x(t

1
» -inf,· 

о 0- о 

Q..(z(t ),x(t ),z(t
1
),x(t

1
» ~O, i:=l, ... ,k, 

1 о о 

2..(z(t ),x(t ),z(t1),x(t
1

» = О, i=k+1, .•. ,m, 
1 о о . 

z(t) = 1, x(t)=f(z(t),x(t),u(t» za s.s. tE.I, 

и sled~cem smrnlu: postoj i <5 > О takvo da ј е 

л л л /'о .,.. л Л/'" 

Q. (z(t ),x(t ),z(tl),x(tl»~Q. (z(t ),x(t ),z(t
1
),x(t1 » 

о о о о о о 

za svaku dopustivu tacku (z(.) ,х(·) ,и(.) ,t ,t
1

) f ~ koja zado-
. о 

voljava uslove 

I t o - t o !, 1 t 1 - t 1 I < б; 

:z(t)-z(t) ј, Ilx(t) -x(t) 11 < <5 

za svako t Е.. 1. 

Prethodni ekstremalni problem se posvojoj formi ne ra-
- . -

zlikuje od kanonskog problema optimalnog upravljanja. Razli~a 

је и definiciji skupa 'na kome se оп razmatra i definiciji lokal

nog resenja. Dokaz ptincipa maksimuma za kanonski problem opti

malnog upravljanja izveden је zapravo . za ovako formulisan eks

tremalni problem. Stoga па ovaj problem moze da s~ primeni te

orema 4.2.1. Ako se to uradi, dobice se teorema 4.5.1 .• 



4.6. PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA NA 

NЕОGRАNIёЕNОМ INTERVALU 

105. 

Neka је U topo1oski prostor i neka su Х i W otvoreni 

skupovi и R
n

. Neka su funkcije f (х,и) :Х х U ~ Rn i L (х,и) .:Х х U ~ R 

neprekidne i neprekidno diferencijabi1ne ро promenlj1voj х i··ne~ 

ka је funkcija 9. (х ):W ~ Rffi 
neprekidno diferencijabi1na. 

о . 

роа uprav1janjem ovoga puta podrazumevamo funkciju koja 

pres1i~ava interva1 (kona~an i1i beskona~an) u topo1oski pros

tor U. K1asu dopustivih uprav1janja definisemo па sli~an na~in 

kao u paragrafu 4.2.' Jedina bi tna raz1ika је u us10vu 1 koj i 

ovde treba аа glasi: 

Dopustivo uprav1janje је me~ljivo i ograni~eno па svakorn 
\ 

·:~опа~поrn podinterva1u svoga аоrnепа . 

. Skup procesa.P је skup parova (х(·) ,и(·», gde је 

... 
1 . х (. ) : [о, + оо [~X apso1utno neprekidna funJ<cij а па sva-

korn ograni~enorn podintervaiu interva1a [0,+ оо[ 

2. и(·): [O,+cq[-+U dopustivo uprav1janje, 

З. X(O)EW, 
+00. 

4. Ј L(x(t) ,u(t»dt konvergentanintegra1. 
о 

Razrnatra6erno slede6i ekstrerna1ni problern па skupu Р: 

+00 
f L(x(t),u(t»dt-+inf 
о 

Х'-.(Х(О» ~ О, i=l, •.. ,k 
1 

~ .. (x(o» 
1 

о, i=k+l, ... ,rn 

x(t) = f(x(t) ,u(t» za s.s. t t, [0,+ оо [ 

Proces (х(.) ,и(.» је optirnalanako је resenje prethodnog 

ekstremalnog problerna. 
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Teorema 4.6.1. Ako j~ proces (х(.) ,u(.)) 

Л Е. R, }, t. Rrn * i funkcija р (.) : [0,+ оо [-+ Rn * 
о 

по nepiekidna па svakom kona~nom podintervalu 

106. 

optirnalan, posto

koja је apsolut

intervala [0,+00[, 

takvi daje 

1. (Л ,Л) '1 О; 
о 

2 • 

л 

Л, :;;: О, 
1 

/' Л 

Л , Q, , = 
1 1 

л 

Р (t) = 

л 

р (О) = 

UE. U 

i=O,l, ... ,k; 

О, i=l, ... ,k; 

Ао. ..л /". "'" 
-р (t) f (t) +л L (t) 
хо х 

л " л Q, ~ ; 

za S.5. t (3; ГО,+со [ 
L . 

... 
4. sup(~(t)f{~(t) ,U)-~оL(~(t),u)) = О za svako tE[O,+oo[; 

UE.U 

Dokaz. Mo~emo.pre~postaviti да su sva ograni~enja aktivna, 
л л л . 

tj. da Је Q,i (Хо ) = о, i=l, ... ,k, gde је хо = х(О). Ako Је· 
л 

Q,. (х ) < о za neko i, 1 ~ i ~ k, mo~emo skup W. zarneni ti otvorenim 
1 о 

podskupom koji sadr~i ta~ku х , па korne је funkcija 9." (х ) пе-
о 1 о 

gativna, а odgovarajuce ograni~enje izbaciti iz razmatranja. 

л 

Ako -ј е z а neko ј, 1 ~ ј ~ m, 9., ~ 
Ј 

ta~no. Dovoljno је uzeti da је ~. = 
1 . 

Р (t) == О. Nadalje pretpostavljamo da 

= О, tvrdjerije teoreme је 
. . 1\ . 

О, i=C/~."" ,m, i'lj, л. =Ј: i 
л . Ј 

ј е 1 .. _. t- о, i == 1 , . . . ,m. 
1 

Neka su konusi К. r 
1 

i=l, ... ,m, definisani sa 

К. {х Е. Rnl /\ / 
~-o} , i=l, .. . ,k , = Х .• х 

1 1 

К. {х R
n

: 
"'/ 

О} , i=k+1, . = ( 9., .Х = . . ,m. 
1 1 . 

Akosu·oni raidvoj~~i,prema teoremi 3.4.2 postoje linearni fun-
'" * * kcionali Х. Е. К., i=1 '."' . ,т, takvi da је bar jedan od njih 

1 . 1 
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rn * 
razlicit od nule i da је L х. =0. 

i=l 1 

",,* ~ А Л/ 
Х - -л я., 

i - i i' i=l, ... ;т, gde 

л . л л л /\ rn* л _ 
ј е л i ) О z а i = 1 , ••• , k. Ako Ј е ЛО = О, Л = (л 1 '.' •• , лrn ) Е. R i Р ( t) = О , 

tvrdjenje teorerne је zadovoljeno. Nadalje pretp9stavljarnoda 

konusi К., i=l, ... ,rn, nisu razdvojivi. 
1 . 

Neka је Х = R х Xi neka је funkcija .. f (х,и) :Х х U -+ R х R
n 

definisana sa 

f (х, и) - (L (Х, и) ,f (х, и) ) , 

gde је х = (t,;,x). Neka· је funkcija х(.) [о,+оо[ -+ Х definisana sa 

x(t) = (2(t),x(t», gde је 

~ (t) 
t л . 1\ 

= f L(x(s) ,u(s) )ds. 
о 

Ocigledno је 

1\ "л 
x(t) = f(x(t),u(t» ... 

za skoro svako t t [0,+ со [ •. Oznacirno sa R(t,,) rezolventu jedna- . 

cine 

Neka је Т ~Jo,+oo[ skup tacaka u kojirna је upravljanje G(·) 

арrоksirnаиvпо neprekidno; т ЕТ. Neka -је К konveksari konus u 

R х R
n 

genet isan' vektorirna 

" /'о R(O,,)(:f(x(,),u) - :f(,», (т,и)Е. TxU,· 

. лЛл лЛ,л 

R(O,T)f(T), -R(О,т).:f(,), 

К. = {О} х К., i=l, ... ,т, i н =Ј '-со,ОЈ х·{О} ~ R х R
n

.', 
1 1 

rn 
. Lerna 4.6.2. К + Пк. i В su razdvojivi. 

1 i=l 

/' 

Na osnovu prethodne lerne postoje л (. R i 
о 

/' 

Po€ R 
п* 

(~), ,р) * .'"' л m * (-л ,р ) da је f Н ,. (Ло'-Ро) Е: (јК+ П К.) i 
о о i=l 1- о о 

takvi 

t= О • 1z 



(-;. ,р ) Е JН[*"sledi da је л 
о о о 

da је 

-р f ( 
о 

m * 
п К.) 

i=l 1 

rn * 
= cl L К. == 

i=l 1 

rn * 

rn * 
L К. 

i=l 1 
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sledi 

(Konveksni konus L К. је zatvoren zato §~o је generi~a~ ko
. 1 1 1= 

nacnirn skuporn vektora.) Stoga postoj е Л i f. R, i=l, ... ,rn, takvi 

da је Л i ~ О z а i = 1 , . . .,k i,' d а ј е р о = Је ~ " 9 d е'· ј е ). = (л 1 ' . . ~ , 

кп: ло i Л zadovoljavaju uslov 1 : Kako 'је СЛО'-:-Ро) € к*, 
л 

л ) f 
rn 

to је 

л л л.л 

(-л ,р )JR(O,T) (:f(X(T) ,U)-:f(т» ~ О, (т,и) Е- т х U 
0-0 ' 

.л л Л 

(-л ,р )R(О,'Т)r(Т') = о. 
о о 

.-'\ ~ п* 
Neka је funkcija р(.):[о,+оо L-+RхR 

definisana sa 

л Л " p(t) = с-л ,р )Ж(О,t). 
о о 

,1\ л л А 

Lako Је videti da је p(t) = (-л ,p(t}),. gde је р(.) funk~ 
о 

cija koja zadovoljava uslov 2. 

1z 

А Л Л 

Р ( тЈ ( :f (Х (Т ) , и) - f' ( т ) ) ~ О, ( т ., и) f Т х U , 

sledi da је 

А Л А А ..л 

р ( т ), f (х ( т ) , u ) - х L (х ( т ) , и) ~ р ( т ) f ( т ) - л L (L ) 
О О 

za svako (T,U) Е Т xu. Zadovoljen је uslov З. 

1z 

p(T):f(~(T) ,u) 
л л 

sup = p(T)f{T) 

UE-U 

za svako т Е. Т i' 

i. 
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. , ~ л л 1\ " /' . '" sup р{,) :fE(~{T) ,и) = Р(Т)Е(Т) = О, 
UEU 

па osnovu leme 4.4.3 zakljucujemo da је 

л л 

sup p{t) jf(x(t) ,и) :::: О 
UE-U 

za svako t t: [0,+ оо [ . Sledi da је 

А л Л' 1\ 

sup(p(t)f(x(t) ,и) - л L (х (t) , и) ) == о 
о 

UE.U 

za svako t t [0,+00 [ .• 

Dokaz leme 4.6.2. Neka su .( Т . , и. ) ЕТ х U, i= 1 r ••• , q. Do-
1 1 

v'oljno је dokazati 
'т 

nim konusom. П к, 
. 1 1 

da Sll kbnveksan konus О generisan konveks-

i vektorima 
1= 

л 

R(O,T.)(if(x(,.),u.) - :1Е(т 1.», 1 1 1 
i=1, ... ,q, 

лЛл . лЛл 

R(O,T)f'(T), -R(О,т)f(т), 

i poluprava Н razdvojivi. 

Na isti nacin kao u paragrafu 4.3fоrщirаmо iglicastu 

varijaciju и(·) upravljanja и(.). Neka је t
1 

realan broj veci 

od т i Т., ·i=l, ... ,q. Prema lemi 4.3.1 postoji б > О takvo da 
1 

Cauchy~v problem 

. 
х = f (х ,и (t) ), х (О) = 

18 I 
resenje па intervalu [о ,t1 + вЈ ' 

А л л /1. Л 

<·0 (хо = х(О), x
1 

= x(t
1
». Као 

. ft 

ako su \lх -х II,a
1

, ..... ,а , 
О О q 

iu paragrafu 4.3~ oznaci-

ima 

сето sa Х 1 (хо ,а,8) 
v л 

njegovu vrednost u tacki t
1

.+ 8. 

Neka је ~ == {о} х w, 

.хо == {х Е. W !е., . (х ) ~ О; i = 1 , • . . ,k; f.( х )= О, i == k + 1 , • . • ,т} • . о 1 О 1 О 

Oznacimo sa ~ skup vrednosti funkcije X1(X ,а,В) па skupu Х х 
о о 

х io,+co[Qx R п В] СХ ,0,0), 6 С. Konveksni konus А К, х [0,+ оо [q х 
, . о. . i==l 1 

>: R је sator 0\70g skupa u tacki (Ха' О, О). Prema teoremi 3.5.1 

i lemi 4.3.2 
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је lokalni sator skupa ~ u tacki X
1

. 

/\ -
Skup М i poluprava %1 + II imaju samo jednuzajednicku 
~ . . 

tacku: %1" U protivnom postojali bi ~glicasta varijacija и(·) 

upravljanja G(.) i apsolutno neprekidna funkcija х(·): [o,t
1 

+ 

+ в] -+ х takv i da је х ( о) t Х 0,1; (t 1) < ~ (t 1 ), х Ct
1 

+ в) = х 1 i 

'x(t) = :f(x(t) ,u(t» 

za skoro svako tE. [o,t
1 

+8 Ј. Dodefinisimo funkciju х(.), па 

[t1 + 6',+ оо[ sa x(t) =x(t - 8)" Tada је (х(.) ,и(·» dopustivi pro

ces za koji је 

< 

\ 
" " 

t 1 +8 +00 

Ј ' L (х (t) ,и ( t »)d t = Ј L(x(t),u(t»dt + f L(x(t) ,u(t) )dt'< 
о о 

.00 

л 

t 1 +00 
Ј ,L(x(t) ,u(t) )dt + Ј L(x(t) ,u(t) )dt = 
о t 1 

+00 
f L (х ( t) ,и ( t) ) d t' " 
о 

Ovo је protivno pretpostavci аа је proces (х(·) ,и(.» сфtimаlап. 

л 

Prema teoremi 3.5.2 konusi R(t 1 ,O)Q i .н su razdvojivi. 

Sledi dasu konusi Q, i R(O,t1)H = JВI razdvojivi .• 
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5. LINEARNI PROBLEM OPTIMALNOG UPRAVLJANJA 

5.1. FORMULAC 'ЈА PROBLEMA 

п Pod fazn:im prostororn Се.ТТlo роdгаzШТ\еvаti prostor Х= R . 

Neka је ufaznorn pro~toru Х dat konveksan kornpak:tan skup U. 

Zvacerno ga oblast upravljanja. Uргаvlјалје је fџпkсiја koja pre

slikava zatvoreni interval и oblast upravljanja u. Pod klasorn 

dopustivih upravljanja D ovde сеrnо роdгаzШТ\еvаti klasu upravlja-:-

пја koja sern uslova 1-5 (v. 4.2) zadovoljava: 

б. Ako sp upravljanja и~(·),и"(·) :[to,tlJ~ U dopustiva 1 

ako је 0<л<1, onda је upravljanje u(.)·:[to,t1J~ U def1n1sano sa 

и (t)' = ( 1- л ) и ' ( t) + л и 11 (t) 

\ takodjedopust1vo. оо 

Neka је А rnatr1ca reda п х п nad skuporn ~ealn1h brojeva. 

Apsoiutno neprek1dna'Tunkc1ja х(·) :[to,tlJ~ Х је trajektor1ja 

koja odgovara dopust1vorn upravlj~nju u(.):[to,tlJ~ u ako је 

x(t) = Ax(t)+u(t) 

za skoro svako t f [to ' t1J . 

Neka su u faznorn prostoru Х data dva konveksna zatvorena 

d1sjunktrta skupa: M~ 1 M1~ Zvacemo ih 1n1cijalni 1 terrn1naln1 

skup. Trajektor1ja x(.):[to,tlJ~ Х ostvaruje prevodjenje 1z 

skupa Мо и skup Mi'ako је x(to ) 6 Мо i x(t 1 ) 6. М 1 · Eroj t 1 -to 
је vreme prevodjenja. 

Dopust1vo upravljanje u(·) 1odgovarajuca'trajektorija 

~(.') su opt1maln1, ako trajektoi1ja ~(.) ostvaruje prevodjenje 

iz skupa Мо и skup М 1 za najkracevreme. 

5.2. NEOPHODAN USLOV OPTIMALNOSTI 

РОс! sferom dostizivosti I T , Т> О, podrazume\.Tamo skup ta

caka хо Е, Х za koje postoji trajektorija koja .ostvaruje prevo

djenjeiz tacke хо и SktlP 1\11 za vreme jednako Т. Zac1o\Toljen је 
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uslov stabilnosti ako је М1 ~ [ т za svako т> О. 

Lerna 5.2.1. Sfera dostizivosti [ т је konveksna za svako 

т > О. 

,Dokaz. Neka su х"' i х" dve tacke iz [ т i neka Ј" е х tac-
о о о . 

ka koja pripada duzi Ј х"', х" [. Kako х ~, х" Е. [ т ' postoje dopus-
о о о о 

tiva.upravljan3~ и~{'),и" (.): [o,TJ~ u kojirn~ odgovaraju· trajek-
. , . 

torije х"'(·) ,х" (.):[o,TJ~x takve da је x~(o) = x~ , x"(O)=x~ 

i х ~ (т), х" (т) Е. М 1 • Kako је хо ( Ј x~, x~ [, postoj i realan broj 

Л, О<Л<l, takav da је х = (l-Л)х~ + .Ј.Х" • Definisirno funkcije 
оо о 

и(·):[o,TJ~ U i x(·).:[o,TJ~ Х sa 

u(t) = (l-л)u~(t)+Лu" (t), 

x(t) = (l-Л)х~(t)+Лх"(t). 

\ . 
и(') је dopustivo upravljanje,a х(·) је trajektorija која ти 

odgovara. Kako је 

х (о) = (l-Л)х~(О)+лх"(О) = (l-Л.)х"' +\х" 
о о 

х(т) = (l-л)х~(Т)+Лх" (Т), 

ona ostvaruje prevodjenje iz tacke хо u skup М 1 • Zato ха f [ Т .• 

Lerna 5.2.2. Ako је zadovoljen uslov stabilnosti, onda је 

za O~'<T". 

ft 

Dokaz. Neka је хое [T~' postoj: dopustivo upravljanje 

u ~ (-) : [о, T~J ~u i trajektorija х' (-) : Со, т J~X koja . ти odgovara, takva 

Qa је х'(О)=Хо i х'('Г) Е ]\11' Kako је х' (Т'')Е: M1~ Ет",-т'" postoje 

dopustivo upravljanje и" (-): [T .... ,T"J~ u· i t;ajektorija. 

x"(.):ti",T"} ~ Х koja ти odgovara., takva da је х" (T~) = х'(Т') i 

х"(Т") t.M
1

• Definisimo fuпkсiје.u('):[О,Т"]-+ U i х(·):[о,т,,]->-х 

sa 

{ u .... (t), О ~t~T .... 

u"(t), Т'.( t~T", 

u(t)= 

x(t)= { х ~ (t) , O~t,;T~ 

; ~U {t) 1 T<t~T". 
\. 
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и(') је dopustivo upravljanje.a x(~) је trajektorija koja ти 

odgovara. Kako је х(О) = х"(О) = х. i х(Т") = XI(T")~Ml' to 
о . 

Lema 5.2.3. Neka је zadovoljen uslov stabilnosti. Ako .j~ 

Xo6relint L
T , postoji trajektorija koja ostvarujeprevodjenje 

iz tacke хо u skup M1 za vreme kr~ce od Т. 

Dokaz. Postoji simpleks S cija temena х., i=l, ... ,m+l 
о . 1 .. . 

(m=dimaff L
T

), pripadaju Е т , takav da је Xo~ relintS
o

' Za svako 

i=1, ... ,m+1, postoji trajeJ<:torija x
i

(·) :[O,tJ-+ Х koja ostvaruje 

prevodjenje iz. tacke X
i 

u ~kupM1. Za. dovoljno malo Т>О tacke 

х. (Т), i=l, ... ,ffi+l, su temena simpleksa S koj i sadrzi tacku 
1· Т . 

Хо' Тетепа simpleksa ST pripadaju sferi dostizivosti [ Т - Т • Zbog 

konveksnosti, sfera dostizivosti zajedno sa temenima sadrzi 

сео simpleks S . Zato х € Е т .• 
Т О-Т 

Lema 5.2.4. Ako је иС'): [t~,t1Ј-+ U dopustivo upravljanje, 

x(~): [to ,t 1 J-+.х trajektorija koja ти odgovara i р(.) :[to,t1]-+X* 

re~enje diferencijalne jednacine 

р = -рА, 
опаа је 

f 

.'" 

Dokaz. Za skoro svako t€.[to,t1J је 

Zato је-

d 
dt 

p(t)X(t) = ~(t)x(t)+P(t)~(t) 

= -р(t)Ах(t)+р(t) (Ax(t)+u(t» 

= p(t)u(t). 

t 1 1
t1 

t p(t)u(t)=p(t)x(t) It =p(ti)x(t1)-p(to)x{to ) 

о о 

• 
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Teorerna 5.2.5. Neka је zadovoljen usiov stabilnosti. Akd 

su ~(.): [10'~1J~ U i ~('):[~O,il]~ Х 'optirnalno upravljanje i 

optirnalna trajektorija koja ти odgovara, postojifunkcija 

~(.) :[~O,i1J~ X*~ re§enje diferencijalne jedna~ine 

. 
р = -рА, 

takva аа su -zadovoljeni 

1. uslov rnaksirnurna: 

/-, Л Л 

щах p(t)u = p(t)u(t) 
и Е. U 

2. uslov transverzalnosti и levom kraju: 

л л. л л ........ ~ 

rnах р (t ) х = р (t
o

) х (t
o

) ; 
ХЕ.М 

о 

о 

3. uslov transverzalnosti и desnorn kraju: 

л л "л. Л л.л 

rnin p(t
1

)x = p(t
1
)x(t

1
)· 

х Е: М 1 
/' А /' 

Dokaz. Neka је Т = t1-to ' Ха = 
л 

ј е х € М П L т' Р r еrnа 1 ет i 5. 2 . 3 м П 
о о о 

.. л 

tOJl РЬЕ Х* takvo da је 

р = -рА 

koje zadovoljava uslov p(t ) = 
о 

'" р . 
о 

А л .л /'о л 

x(t
o

) i Х 1 = x(t
1
). Tada 

relint Е т = ф. Zato pos-

Uslov transverzalnosti и levorn kraju jeocigledno zado

voljen. 

Neka је Х 1 (М 1 . Neka је х(·) :[to,t1J~ Х trajekt6rija ко

ја odgovara upiavljanju G(·) i zavr§ava se u tacki X 1 . Ozna~imo 

sa х njen pocetak.Prerna lerni 5.2.4 irnarno da је 
о t 

1 
r 

.Ј 

л л 

p(t)u(t)dt. 
t 
о 
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лА . ЛА /' л""'. 

1z хо [ [т sledi da jep(tO)xO ~ P(to )X6" Zato је P(t1)x 1 ~ 

"" А ~ P(t1)x
1

. Sledi da је zadovoljeh uslov transverzalnosti~ 

desnom kraju. 

Pretpostavimo da uslov mаksimШnа nije zadovoljen. 

Postoji u € U takvo да је тЕ > О, gde је 

Pretpostavimo suprotno.Ne,ka је {ukl k Е. N} svugde gust skup 'ta-:

~aka u U. Тада je.mE
k 

~ О, gde је 

Kako је 

,; 
to је', 

sup 
kEN 

p(t)U
k ~ 

" л [t ,t1J'- U p(t)u(t) , t f: 
о kEN 

л л 

p(t)u ГА А l ' U тах = р (t)u (t) , te L t ,t 1 Ј" . 

иЕ.Џ о, k€N 
, .. 

Kontradikcija! 

Postoji interval 1~ [to,t1J takav da је 

f(p(t)u-p(t)u(t»dt> о. 
1 

Pretpostavimo suprotno. Neka је 

/\ л _ Л 

f(p(t)u~p(t)u(t»dt = Е > о. 

Е 

Postoji о > о takvo da је 

: ј (р (t) u -р ( t) u ( t) ) dti < Е, 
6. 

E
k

, 

E k · 

ako је 6. ~ [t
o
,t

1
J, m,~ < о. Kako је skup Е merljiv, postoji 

~" '" l " u disjunktnih intervala 1k~ Lto,t1J , kE. N, takav da је Е ~ 
k€N 

г.16. < о, gde ј е 6. = U I
k 

'-.. Е. Tada ј'е 
,kE.N . 

А Л Л 

[ f (p(t)u-p(t)u(t»dt = 
k=l I

k 

niz 
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л л 1\ л Л л = J(p(t)u-p(t)u(t»dt+ J(p(t)u-p(t)u(t»dt > о. 
Е6 оо о 

Kqntraindikacija! 

Neka је u (.) : [t
o
,t

1
J -+ U dopustivo upra.vljanje definisano 

sa 

. u(t)= [u(t), 
l u , 

t ~ [to , t 1Ј " 1 

t f 1 , 

а x(.)":[t
o
,t

1
]+ х trajektorija koja ти odgovara i zavrsava se u 

tacki Х 1 . Prema lemi 5.2.4 imamo da је 

.... 
t 1 о 

л л 

Ј p(t)u(t)dt 
t 
о 

I 
оо 

p(t)u(t)dt 

Sledi da је о" 

л л л л....... л -~ л ~ 

(p(t)u(t)-p(t)u(t)dt = р (t ) Х -р (t ) Х (t ) 
о о - о О О 

= Ј(~(t)u-~(t)G(t»dt > о. 
1 

S druge strane imamo da је 

л л л ..... л ,.. 
p(t )х -p(t )x(t ) ~ О, 

о о о о 

/' 

zato sto x(t
o

) € [T~ Kontradikcija!-

Uslov mаksim~ща mora biti zadovoljen jer nas suprotna 

pretpostavka dovodi do kontradikcije. I 

5.3. TEOREMA EGZ I STEoNCI ЈЕ 

.Lema 5.3.1. Za tvoren konveksan skup С u euklidskom prosf.o

ru х тo~e da se predstavi kao pr~sek najvise prebrojive ~amidije 

iatvorenih poluprostora. 
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Dokaz. Neka је svugde gust skup tacaka и affC'C. 

Prema poznatoj teoremi, za svako k Е: N, postoji zatvoren polu

prostor P k , takav da је С f: P k i _da x
k 

</ P
k

. Dokazimo da је 

С = (affC) П П P
k 

.Ocigledno је С с. (affC) f) П P
k

. Neka 
kfN kEN 

х ~' С. Ako х 1 affC, jasno· ј е da х I (affC) /1 n- P
k

. Neka Х6 (affC)'-С. 
keN . 

Oznacimo sa C~ konveksan omotac skupa СИ {х}. Neka је a€.relintC. 
': . 

i neka је Ь _presek duzi Ја,х[ i relbdC. (relintC~) ,с је ne-

prazan skup, jer sadrzi duz Ј ь,х[. Ako x
k 

6 (relintC~)" С, onda 

х ~ P
k

. U protivnom bi bilo x
k 
с С ~s. P

k
. Sledi da -х Ј (affC) п П P k .-. r k~N 

Time је dokazana jednakostC = (affC) П П P
k

. Ostaje jo~ da se 
kfN 

primeti da se affC moze predstaviti kao presek konacno mnogo 

zatvorenih poluprostora .• 
\ 

-о 

Teo~eтa 5.3.2. Neka је klasa dopustivih upravljanja D 

maksimalna,tj. neka sad~zi sva merljiva upravlj~nja, i.neka 

је jedan od skupova Мо i M
1 

kompaktan. Ako postoje bar jedno 

dopustivo upravljanje i odgovarajuca trajektorija koji ostvaru

ји prevodjenje iz skupa М u skup M1 , onda postoje optimalno . о 

upravljanje i odgovarajuca optimalna traj~ktorija. 

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da је inicijalni skup М 
о 

kompaktan. 

л 

Neka је Т i"nfimum svih vremena prevodjenja iz skupa М 
о 

uskup M
1

. Postoji niz dopustivih upravljanja u k (·): [OiTkJ~ U 

i odgovarajucjh trajektorija X
k

: [O,TkJ~ Х koji.ostvarujupre-
""-

vodjenje iz skupa Мо u skup M1 , tako da T
k 

~ Т. Odgovarajuce 

trajektorije su date sa 

t . 1 
! ф (т) - U

k 
( т ) d т Ј ' 

о 

gde Је ф(.) funkcionalna matrica reda п хп koja zadovoljava 
-

diferencijalnu jednacinu Ф = АФ i pocetni uslov Ф(О) = I. 

Nizovi xk(O) i Xk(T k ) su ograniceni. Mozemo pretpostaviti 



da su konvergentni. Neka xk(O) 

по ј е d а х Е. М "! х 1 Е: М 1 • 
о о 

Kako је 

.... л 

to Xk(T) -+ 
л 

Х1 , k -+ Ш. Sledi da је Т > О. 
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Neka SUU
jk

(')' ј=l, ... ,п, komponente upravljanja u k ('), 

k Е N. Ako funkcije U'k(')' i=l, ... ,п, 'kc: N, razmatramo kao е-
Ј л 

lemente prostora L
2

[O,T], опе се pripadati zatvor:enoj kugli ovog 

prostora. Kako su zatvorene kugle u L 2 [O,T] slаtю kompaktne, 

песе итапј i ti opstost pretpostavka da za svako' ј =1, ... ,П niz 
л 

U jk(·) slabo konvergira. Neka Ujk~') ~ и ј (')' k -+ Ш, ј=l, ... ,п. 

Neka ј е funkcija u ( .) : [о, тЈ -+ х def inisana sa u (t) = (U1(t), -

. ;.,~ (t»T,'Ona је o6igledno merljiva. Doka~imo da је u(t) € U 
п 

za skoro" svako t Е: [о, тЈ. Kako ј е, рrеща prethodno ј lemi" s'kup U 

presek najvise prebrojive familije poluprostora, dovoljno је 

dokazati da је za s\Taki zatvoren poluprostor Р::::> U relacija 
1\ г Л

Ј и( t) 6 Р zadovolj епа zaskoro svako t Е, L О, Т , " Poluprostor Р то-

~e da se predstavi u obliku 

Р = {и Е:х!аи ~ а}, 

gde је а Е. х* i аЕ. R. Neka је 

r л l' '" 
Е л = {'~ € L О , Т Ј I а u ( t)?; л}, 

gde је л > а. Kako 

л " т .Т 
л 

f КЕ (t)auk(t)dt -+ 

о л -
f КЕ (t)au(t)dt, 
о л 

k -+ CD , 

i 
л 

т 

о 

Ј К (f)auk(t)dt = f аџk(t)dt ~ 
Е, -Е 

/1 _ !, 

пmЕ л , k 6 N, 



irnато da ј е 

т 
f КЕ (t) au (t) d t ~ атЕ л • 
о л 

S druge strane 

л 

т 

f КЕ (tJ a.u (t) d t 
о л 

. f au(t)dt ~ лтЕ л • 

Ел 
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Sledi оа је тЕл = Oza svako л>о. Kako relacija G(t) Е Р ne va-

zi sarno па skupu u Е 
1 

л+ k 

, ona је tacna za skoro svako 
kE:N 

t f [о, тЈ . 

Prornena vrednosti funkcije па skupu rnere nula nenarusava 

slabu konvergenciju. Za to rnozerno .pretpostavi ti da ј'е u Jt) Е. U 
r л Ј "-za svako t G; LO,T . Prerna tome, и(·) је dopu~tivo upravljanje. 

Neka је х(·): [o,TJ~ х trajektorija koja odgovara dopus-

tivom upravlja~ju а(·) 

predstaviti u obliku 

i imapocetak u tacki '" Х • опа se rnoze 
О 

х (t) 
t 

= Ф(t)[х +! ф(~)-lU(Т)dтЈ 
. о о 

Kako 

т -1 
f Ф (т ) U

k 
( т ). d т 

о 

л 

т 
-lл -+ f Ф(т~ u(T)dT J 

О 

k~CX), 

л Л Л '" 

to Xk(T) -+ х(Т), k -+ оо. Vec srno dokazali da Xk(T) k -+ оо . 

Sledi оа је ~('Г) = )(1. I 

5.4. TEOREMA JEDINOSTI 

Lerna 5.4.1. Neka је р(.) :[t
o
,t1J-+ х* netrivijalno resenje 

diferencijalne jednacine р = -рА i шikа је У podprostor faznog 

prostora х. Ako је p(t)Y = О za beskonacno· rnnogo vrednosti 

t ~ [to,t1J, podprostor У pripada pravom podprostortl p~ostora Х 

·invarijantnom u odnosu па operator А. 



Dokaz. Skup tac?ka inter'vala' [to ' t 1J 
irnа bar jednu tacku nagomilavanja. Neka је 

Neka је у f. У. Zbog'neprekidnosti funkclje 

р(т)у = о. Izvod funkcije p(t)y dat је sa 

d 
dt p(t)y = -р(t)Ау. 
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zakoje Је p(t)y. = о 

т jedna od njih. 

p(t)y, vazi jednakost 

Kako se izmedju svake dve nulediferencijabilne funkcije nalazi 

bar jedna nula njenog izvoda, funkcija p(t)~.-s€ anulira na'bes

konacnom podskupu intervala [to ' t1J, kojem је т tacka nagornila..; 

vanja. Zbog neprekidnosti vazi jednakost р(т)Ау = О. Nastavlja

пјет ovakvog rasudjivanja mozemo pokazati.daje p(T)Aky = O'za 

svako k€N. Kako је р(.) netrivijalno resenje homogene linear-

пе d~ferencijalne jednacine, to је р(т) f О. Sledi да svi vekto

r i obl ika А k y i gc;le ј е k=O,l, 2, . .. i У Е. У I pr ipadaj u h·iperpodpros

toruH = {X€.Xlp(T)X .. f' О}. Ovi vektori generisu podprostor Z 

faznog prostora х kojije invarijantan u odnosu па operator А i 

sadrzi у. Kako је Z~H, to је Z pravi podprostor od х .• 
• ОО 

Teorema 5.4.2. Neka postoji najvise prebrojivo mnog6 hi

perravni oslonc~ oblasti upr~vljanja U koje sa U imaju vise од 

jedne zajednicke tacke i neka njihovi pravci nisu: invarijantni 

u odnosu па operator А. Ako је р(') :[to,tlJ~ Х* netrivijalno 

resenje diferencijalne jednacine р = -рА, funkcija и('): [to,tlJ~; 

~ U је uslovom 

mах p(t)u = p(t)u(t) 
UEU 

jednoznacno odredjena u svim tackama intervala [to,t1J i izuzev 

u njih najvis~ prebrojivo mnogo. Fuhkcija и(') je"neprekidna u 

svim tackama jednoznacnosti. 

Dokaz .. Neka su H
k

, k==1,2, ... , pravci hiperravni о kojima 

је bilo reci u formulaciji teoreme. Prema'prethodnoj lemi, јед

nakos t Р (t) H
k 

= О ј е zad.ovol ј епа za konacno mnogo vrednQs ti . 

tE.[t
o
,t

1
J. Neka је p(T)H

k 
=1 О za svako k"€N. Funkcija и~p(T)и 

dostize mаksimшп па skupu U u jedinstvenoj tacki u Ст) ~ Neka је 
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. > о. F u nk с i ј а и -;. р ( Т) (и - и ( т ) ) 

!;и - и (т) 1I 

је neprekidna .~ R~gativna па 

ompaktnom skupu U"-.вЈu(т),([..zаtо postoji јЈ > о takvo даје 

(T)(и-и(T».~ -јЈllu-u(т)11 za svako ll€.U ....... B]u(T),([.pcstoji 6>0 

akvo да је lip(t)-р(т)11 < јЈ ako је It-тl<б. Neka је It-tl<6. 

а u Е, U " в] и ( т) , ( [ шато да ј е 

.p(t)u == (p(t)-р(т» (и-и(т»+р(т) (u--u(т»+р(t)u(т) 

< jJllu-u(т) lI-јЈllu-u(т) II+p(t)U(T) = p(t)u(1-). 

ako је u(t) ta~ka и kojoj funkcija u -;. p(t)u dosti~e maksimum 

а skupu U, to' је u(t) f в]и(т) ,([.1 

Napomene: 1. Ako је broj hiperravni oslonca oblasti и

ravljanja U koje sa U ·imaju vise odj~dne zajedni~ke ta~ke 

oГla~an, опда ј е broj ta~aka nejednozI1a~nosti takodj е k'ona~an. 

2.Ako је.дШ Х == 2, ondafunkcija и(·) и ta~kama пеједпо-

na~nosti ima prekide prve vrste. ~ 

Teorema 5.4.3. Neka postoji nijvise prebrojivo mnogb hi

.erravni o~loncaoblasti upravljanja U koje sa· U imaju vise 

)д jedne zajedni~ke ta~ke i neka njihovi pravci nisu invari-

antni и odnosu па operator А. Dalje, neka је zadovoljen 

:tabilnosti i neka-su G(~) :[lo,lIJ~ U i ~(.) :I~O'~I]-;' Х 

;" lalno upravljanje i odgovarajuCa орtiщаlпа- trajE:ktorija. 

uslov 

opti

Ako 

. ~pustivom upravljanju и(·) :I~0,11}+ U odgovara ~rajektorija 

;оја ostvarujeprevodjenjejz skupa Мо u ~kup M
1
,ondi је 

l (t) == u (t) za skoro svako t € [to ' t
1

'J . 

Dokaz. Neka је ~(.) :[lo,1
1
J+ Х* resenje diferencijalne 

jednacine р == -рА koje zadovQljava uslove 1,2 i 3 teoreme 

:; . 2 . 5. Kako ј е 

. .о, 

ј! 



to је 

. :t 
. 1 

Ј 
t. 
о 

" .' 

p(-t)u(t)dt = 

л '" p(t)u(t)dt ~ p(t)u(t)dt. 

Sem toga је 

p(t)u.(t) ~.p(t)u(t) 

za skoro svako t Е. [t.·o~tlJ. Sledi da је 

тах p(t)u = p(t)~(t) = p(t)u(t) 
u€.u 

122 . 

za skoro svako t Е. [t
o

, t1l ~ Na OSnovu prethodne teorerne zaklju

~иjemo da је u(t) = u(t) ia skoro sv.ako tf.[to,t1J.1 

.. 
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