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I'VIABA 1

YBom

Ilo3rato je ma ce eBoaynmja HEKOT (U3WUKOr CHCTeMa omnmcyje XaMWJITOHHjaHOM U JOa je
(a3HU IPOCTOP y KIACUYHO] MEXAHUI CUMIIJIEKTUYKa MHOTOCTPYyKOCcT. MoTuBucanu tTume na
ce cucteM Oe3 mejcTBa CHOJbANIHHUX cUia Kpehe mo reone3njcKkoj JIMHUJU Y OBOM pamxy hemo
onucaTy OCOOVHE reoe3mjCKUX JnHja y X0(hepoBOj METPUIM HA TPOCTOPY XaMUITOHOBUX
mudeomop purzama.

Y Apyroj riaBu cy JepUHHCAHE eole3Mjcke JuHUje y PUMaHOBO] METPUIM KOje MOKEMO Oa
BUIUMO KaO pellema cucTeMa MuPepeHNnjaJHnX jeTHAUNHA, KA0 KPUBE KOje MUHUMU3UPA]Y
pacTojame m3Meby Tauaka 1 Kao KpUTWUYHE Tadyke (QyHKIVOHAJa eHepruje. Y Tpehoj rinasum
je nepmHMCcaHa rpyna XaMUITOHOBUX nudpeoMoppusaMa Koja je IpUAPYREeHa CUMIIIIEKTUYKO]
MHOTOCTPYKOCT! 1 XO(epoBa METPUKA HA HO]. Y YEeTBPTOj I'JIaBU, KOja IIPENCTAB/bA [JIaBHU
neo paja, DeGUHUCAH je IojaM reole3njCKuX JuHuja y XopepoBoj Merpumu. lapbyoBa Teo-
peMa HAM Oaje OCOOUHY CUMIIJIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTHU Ja Ce OHE JIOKAJIHO MOHAIIAjy Kao
CTaHAAPIHNA CUMILICKTUYEN mpocTtop R?*™. Y mpBoM memxy deTBpTe TIaBe U3JIOEKEHE Cy OC-
00OMHe reoNe3njCKUX aK0 PaaAUMO ca IPynoM XaMUJITOHOBUX audeoMopdu3ama KOju I1ejCTBY]Y
Ha R?". HajOuTHMju 3aK/bydak OBOT Heja jecTe Ma PeryJapaH IyT MOEE OUTU IeoIe3’jcKa
caMO aKO je TeHepuCaH KBa3W-ayTOHOMHUM XaMWJITOHMjaHOM. Y OPYTrOM ey OBe TJiaBe
cy meduHHCaHe KOHjyrOoBaHe Tauyke M Bapujanuja reone3ujcke auauje. I[lokaszano je ma je
HeJereHepUuCcaHa Teoqe3njCKka Koja He Caap:ku KoHjyroBaHe tauke (°°-JOKAJIHO MUHUMAJHA
a OHa KOja CaIP/KM YHYTPAaIIlkhe KOHjyrOBaHE TaUyKe MOKE Ce CKPDATUTU MaJIOM BapUjalllljoOM.
Tpehu neo anamu3upa 3aTBOpEHE MHOTOCTPYKOCTHU UHKja je Apyra XOMOTOIICKA TPyIa TPUBU-
janna. Haben je XamuaronoB mudpeomopdusaM Ha TAaKBOj MHOIOCTPYKOCTU KOJU C€ HE MOKe
CHOJUTV MUHUMAJHOM I'e€OJe31jCKOM Ca UIAEHTUYKUM IIPECTUKABAHEM.

3axBaJsmyjem ce cBoM MeHTOPY ap lapry MunuakoBuhy Ha BeJUMKO] MOAPIIIN, PA3YyMEBAMY
1 moMohu mpu mucamy OBOT paga.



I'VIABA 2

I'eone3ujcke muHUIjE

2.1 Hepunumuja

OcHoBHU 00jeKTM y aKCMOMAaTCKMA 3aCHOBAHOj M€OMETPUjU Cy Tauka U mpaBa. ¥ AupepeH-
I1jaJIHO] TeOMEeTPUjU, KOja je MoBe3aHa ca aKCMOMATCKU 3aCHOBAHOM T'€OMETPUjOM, MOPaMO
Hahm yonmmTen.e mpaBe Tako Ia ce Ta JeGUHUNMja CIaske ca TUIUYHUM MOAEIUMA €yKINICKE
1 HeeyRJMICKE reoMeTpuje. ISHAMO Oa MpaBa JWHUja OpeacraB/ba Hajkpahe pacrojame
u3Mebhy aBe Tauke y paBHuU. MoO:keMO OBaj KpUTepujyM Hajkpaher pacTojama MCKOPUCTUTHU
3a nepUHUNMjY, &l Ha IPOOMU3BOJFHUM MHOTOCTPYKOCTHMA Taj YCJIOB Ce TEIIKO IPOBEpaBA.
Y MecTo Tora UMCKOpUCTUNEMO APYTY OCOOMHY KOja ce JIaKO M3pavyHaBa a KapaKTepUIle CBe

mpaBe: OPYIY W3BOJ MM je jemHak Hyau. MoskeMo MX BUAETU KaO pelrema audepeHnujarne

. 2 . .
jenHaYMHE ‘2727 = 0. IIpBy ocobuHy, Ka0 1 CBOjCTBO IIpaBe Ja je KPUTUYHA TadyKa ()yHKIXOHAJIA

eHepruje heMo u3BecTu u3 AePUHUIL]E.

lebmuunuja 2.1.1. PumanoBa meTpuka Ha MHOroctpykoctu M je nosme ¢ nmo3mTuBHO nedu-
HUTHUX OumnmHeapHux (™ KBagpaTHUX (OPMU, TO jeCT NIPECIUKaBam€e€ KOje CBaKOj TaUKU
P € M upunpy:xyje MO3UTUBHO AeGUHUTHY OuiInHeapHYy KBaapaTHy popMmy (-, -)p AePUHICAHY
Ha npoctopy 1pM koja je rmatka y ciaenehem cmucay: ako je ¢ : V C R® — U norkaana Kapra
oko Tauke P Tana cy (yHKIUje MATPpUYHUX ejeMeHaTa ¢;;(r) = <90*fva%i’ go*x%>@(x) kaace C™
Ha V.

3060r jeHOCTaABHUjUX O3HAKA TAHTEHTHE BEKTOPE % n3 1,R" hemo nuenTuduroBaT; ca TaH-
2

FeHTHUM BEKTOPUMa (,p*x£ u3 T, M. Oszmaummo ca X'(M) CKyn IIaTKAX BEKTOPCKUX MOJbA
7
Ha MHOroctpykoctu M.

Hepuaunuja 2.1.2. [loBezanoct Ha mupepeHnUjadbuIHOj MHOrOCTPYKOCTH M je mpeciuka-
Bame

YV X(M) x X(M) = X(M)

koje ozHauasamo ca (X,Y) — VxY u roje 3amoBomasa cnenehe ocobune:
(i) VixqgvZ = fVxZ +gVy Z,

(1)) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

(iid) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

3a cBako X,Y,Z € X(M) u f,g € C*(M).
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Kaskemo ma je mosesanoct V cumerpuuna ako 3a cBako X,Y € X (M) Baxu VyY — Vy X =
[X,Y] rme je ca [X,Y] o3HAUEH KOMYTATOD BEKTOPCKUX IOJbA.

HNepuaunmuja 2.1.3. Hera je X; € T, M BexkTopcko mome my:# kpuse ¢ : I — M. H3son
no/sa X Oy:K KPUBE C je BEKTOPCKO IOJbe

DX,
- cX .
TR
Axo je % = ( 3a cBako t € | KakeMO na je BEKTOPCKO IoJbe X IapajieJIHO Iy KPUBE C.

Hepuaunuja 2.1.4. Heka je M nmudepeHnmjadbmiiza MHOTOCTPYKOCT ca noBe3aHomhy V u
PumanoBom merpurom (-, -). Kaskemo na je moBe3aHOCT carjacHa ca METPUKOM aKO 32 CBAaKY
[JIATKY KPUBY € M BEKTODCKa mosba X u Y Koja cy mapasiesnna mysk kpuse ¢ Baxku: (X,Y) =
Const.

Hedunannuja 2.1.5. Heka je M muorocrpyroct ca nosesanomhy V. I'marka kpusa (t) je
reone3njcKka y OMHOCY Ha MOBE3aHOCT V aKO BayKU V%W(‘C%) =0.

Axo je [a,b] C T u v : I — M reomesujcka oHma ce peéTpMKqua reoie3anjCKe Y Ha MHTEPBAJ
la,b] Ha3uBa cermentT reomesujcke uameby Tagaka y(a) u y(b).

ITpumep 2.1.1. Kpusa y pasunu (z(t),y(t)) = (¢, at+0b) je reomesnjcka, nox kpusa (z(t),y(t))
(5, at® + b) HUje U ako 0Oe KpuBe MMajy UCTU HOCAU.

>l

IIperxonau npuMmep NMoOkKa3yje ma AeUHUNN]a TeOe3MjCKUX 3aBUCU O ITapaMeTpHU3alyje.

. dyy
3uajyhu Kako ce mepuHUIIE U3BOL BEKTOPCKOD MOJba OY:K KPUBE YCIOB V%(dt) = 0 MmoxxeMo

D (dy _ 0
dt \dt ] 7

. d d .
OJlaKJIe BUAMMO Ja je GI BeKTOPCKO MoJhe TIapaJiesTHo oy Kpubse 7. BexTop 7 ce jomr masusa
1 BEKTOp Op3uHE KpUBe 7.

[a TUIIEeMO U Y ODJIMKY:

Tepbeme 2.1.1. Bexkrop Op3uHe reome3ujcke mMa KOHCTAHTHY IyKUHY.

/loxas. Hera je v:1 — M reonesmjcka u fl—z BeH BeKTop Op3une. Tana je:

d/dy dy\ _,/Ddy dyN
dt \dt dt/ “\dtdt' dt/
O

Kopmcrehn oBy ocobmmy MoskeMo mpermocTaButn fa je |[2|| = ¢ # 0 umMe UCEBYUIyjeMo
TPUBHUjaJIHE Te€One3UjCKe JUHU]E.
Ilysxkuna KpuBe v oI HEeKe (ukcupane tayke, HOp. Y(ty) je mara ca

s(t) :/t:

Bumumo nma je mapamerap KOjuM je reone3ujcka mapaMeTPU30BaHA MTPOMOPIIMOHATAH Oy KUHU
JIYKA.

D )

T du = c(t — tp).
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Hedbuaumuja 2.1.6. Kaskemo na je reomesumjcka HOpMaJIM30BaHA aKO je MapaMeTpU30BaHA
IOyKUHOM JIYKa, ¢ = 1.

sRenuMo ma BuamMmo Koje jeqHAUYMHE 3300BOJbABAjY T'e€0He3UjCKe Y JOKAJIHUM KOODAUHATAMA.
Heka cy orko tauke v(t) mepumucanme sokasnue xkoopaunare (U,z), v(t) = (z1(t),...,z,(1)).
Tana je

n

dry " Py  dx; dz; 0
O: ~ _ e F__‘] -
Vi‘lt(dt) ;(w +2 T dt dt | oz’

2,j=1

k : 0
rue cy I, Kpucropenosu cumbomnm, a nmpencrasibajy KOOPAMHATE BEKTOPCKOL MOJbA V%%
1

y 6a3u aim, e a%' Tako ma HaM pememe cucreMa OUPEPEHINjaJTHIX je THAUNHA APYTOr pena
A’z " dx; dz;
+ F—=J -0, k=1,...,n 1
dt? Z Yodt dt (1)

Z?]:
naje reone3njCcKy JUHU]Y.

Tepbeme 2.1.2. Hera je p e M u X, € T,M. Tana nmocroju jenuHcTBeHa reome3ujcka 7(t),
rako na je v(0) = p, Z—Z(O) = X,.

/loxas. Er3mcreHnmja m jeIUHCTBEHOCT CJelle MUPEKTHO M3 TeOpeMe O MOCTOjamy U jeIVH-
CTBEHOCTHU pelllelha CUCTeMa MTUPEePEHIUjaJHUX jeIHAUNHA. U

Cucrem (1) roju ce cacroju ox n jenHaurHa OPYTOr Pela MOKEMO BUAETH KaO CHUCTEM OJ
2n jemHauwHA ajau MPBOT pena, camo y apyrom mpocrtopy. CBaka mudepeHnujabuina KpuBa
t — v(t) sa M nmedpunume Kpusy t — (7(75),?!—:(15)) y mpoctopy TM. Ako je v reome3ujcka,
OHJA KPUBA

dxq dx,

tes (21(), ...,z (t), —(1), ..., —=(t
(1), wal), 20, ()
Ha npoctopy TU = U x R" 3amoBo/baBa cucTeM jeqHAUMHA

dry _
GE=—2 i Uy, k=1,....n

y JIOKAJHUM KOODIMHATAMA (T1,...,Tn,Y1,--.,Yn) Ha TU. Bumumo na je (1) cucrem on 2n
jenHauMHA TIPBOT pena W Ia je eKBuBaJsieHTaH cucremy (1).

Jlema 2.1.1. Iloctoju jemuucTBEeHO BeKTOPCKO mosbe G Ha T'M uuje cy Tpajekropuje oOJIMKa

t— (y(t), Z—Z(t)), npuy yeMmy je vy reonesujcka Ha M.

Jloxas. Ilokas ciemu M3 er3uCTeHNNje U jeAMHCTBEHOCTHU pelnema cucrema (1'). U

Jepuaunmja 2.1.7. BekTopcko no/be ne@umHUCAHO Yy JIEMU Ce HA3WBa I'eOJe3MjCKO IOJbe Ha
TM, a meroB TOK ce Ha3WBa reone3ujcku Toxk Ha 1T'M.

OBe ocobuHEe MOKEMO YOIIITUTH.
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Tepbeme 2.1.3. Heka je p € M. Tana noctoju okonuna V Tauke p, OpojeBu 0, > (0 TakBu
na 3a ceako ¢ € V u X, € T,M, rne je | X,|| < ¢, mocroju jenquacrBena reome3ujcka y Koja je
dy

nepuuucana Ha mHTEpBay (—0,0) 1 Baxu ¥(0) = ¢ u F(0) = X,.

Osmaunmo ca v(t,q,X,) reomesumjcky u3 nperxontor tBpbema. Bumumo na ako je ||.X,| <
¢ omma reoge3smujcka (t,q,X,) mocroju y unrepBaxy (—0,0) u jeaquncrBeHa je. Y CTBapw,
MosxeMo noBehaTu Op3MHY reonesynjcke CMamUBameM NHTepBaJa 1e(UHICAHOCTI U OOPHY TO.

JIema 2.1.2. XomoreHoct reone3ujckux auHuja Ako je reonesujcka 7(t, ¢, X,) nepunucana
Ha mHTepBayy (—J,0), Taga je reomesujcka (t,q,aX,), a € (0,4+00), nepuHrCcana Ha MHTED-
Bary (—2,2%), u Bamu

a’

7({;7 q, an) = V(Gtv q, Xq)

Zoxas. Iepunnmumo xpusy h : (—2,2) — M, ca h(t) = vy(at,q,X,). Bumumo na Baxn

a’

4 (t) = a%(at, ¢, X,), ma je h(0) = ¢ u %©(0) = aX,. Hame je

dh o, Ay
V%E =a V%E = 0,

OIOHOCHO, h je reome3smjcka Op3uHe aX, Koja y TpeHyTKy ¢t = ( mpoJsa3m Kpo3 Taukxy ¢. Ha

OCHOBY jeIMHCTBEHOCTH OBakBe reomesujcke Baxkuhe h(t) = v(t,q,aX,), ma je v(t,q,aX,) =

v(at, g, X,). O

Ilocnemuma 2.1.1. 3a cBaky Tauky p € M mocroju okonuna U Tauke p, 6poj € > 0 u C™
npeciaukasame v @ (—2,2) xU - M, U = {(¢,X,) € TM |q € U, X, € T,M, || X,|| < ¢} raro
na je t — ~(t,q,X,) jenuncrBena reomesujcka Ha M koja 3amoBosmaBa ycuoBe (0) = ¢ u

4(0) = X,

Ha canuan HAUMH MOKEMO OP3UHY Ie€OAe3UjCKUX YUNHATU MPOU3BOJLHO BEJIUKOM Y OKOJWHU
Tayke p.

2.2 EKCHOHEHNUjaJHO MPECIUKABAE

[Tocaemumna 2.1.1 mam omoryhaBa ma yBemeMoO IIOjaM €KCIIOHEHIIUjAJHOT IpeCJrKaBamba Ha
cnenehu mauuu. Heka je p € M u U4 C T'M orBopen ckyn u3 mocaenute 2.1.1.

Hepuaunmja 2.2.1. [IpecaurkaBame exp : U — M nedunmcano ca

X

), (¢,X,) €U,
| Xl !

exp(q, Xq) =v(1, ¢, Xy) = (| X4l ¢,

Cce Ha3WBa EKCIIOHEHIjaJHO Ipec/IVKaBame Ha U.

[Ipema momMeHyTOj mOCIEAUIY IPECINKABakE Y MOMONY KOjer cMO Ie(UHUCATIN €KCIOHEHI-
jaJHO mpeciukaBame je mudepeHnnjaduano na he u exp outu nudepeHnmnjadbuITHO IPeCInKa-
Bame. Ropuctuhemo 1 pecTpurnujy oBOT IpeCIMKaBalmha Ha OTBOPEHY JONTY MOJIYIPEUYHUKA
ey T,M:

exp, : B(0,e) C T,M — M
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Koja je medummcana ca exp,(X,) = exp(q, Xy).

Ieomerpujcku, exp(q, X,) mpencraBmba Tauky Ha MHOTOCTPYKOCTH M y KOjy CTUIHEMO HAKOH
Bpemena t = 1 kpehyhu ce my:x reome3mjcke JuHUje aKO CMO y TpeHYTKY ¢ = (0 KpeHyau u3
Tayke ¢ 6p3mHOM X,.

Tepbeme 2.2.1. 3a cBaky Taury ¢ € M mocroju € > () Tako ma je mpecauKaBame exp, :
B.(0) c T,M — M mudeomopduszam sonre B.(0) Ha orBOpeH moackym y M.

Aoxas. ispauyrahemo demy je jeqnak m3BoM mpecimkaBama exp, y Taukn 0 € B (0):

d d d
A(exp,)o(Xy) = 5 ox0, (tX, im0 = 27(1,4,8X,) 1o =

dt %7&7 q, Xq)|t:0 == Xq-
Iakie, d(equ)o je UOEeHTUTEeT, ITa HA OCHOBY TeOPeMe O WHBEP3HO] (YHKIVjU 3aKJbydyjeMO
na je exp, JOKaJHu aupeoMopdusaMm y HEKO] oxoauHu Ttavke 0. U

3uajyhu OBy 0COOMHY €KCIOHEHIMjaJHOT TPECIUKABAHa MOKEMO Ia YBEIEeMO HEKe MOjMOBe
koju he mHaM O6uTu norpebHu y cienehem maparpady.

Hepuannmja 2.2.2. Axo je exp, mapeomopdusam orosune V tauke 0y T,M, onna ce U =

exp, V' HasmBa HOpMaJHA OKOJmHA OX p. Ako je B.(0) monta 3a kojy Bawm B.(0) C V omma
B.(p) = exp, B-(0) HazsuBaMO HOPMAJHOM JIONTOM (MJIM T'EOAE3WjCKOM JIONITOM) Ca INEeHTPOM Y
TAYKA p paaujyca €.

2.3 MusuMmmsanuja pacrojama

Beh cmo marsmacunu na mpaBa y paBHU IpeacTaBsba Hajkpahe pacrojame udMmely nBe Tauke.
Cama xohemo ma BuAMMO KOjy OCOOMHY MOCemyjy reomesujcke m3aMehy mBe Tadvke Ha HEKO]
MHOTOCTPYKOCTH.

Hepuaunmja 2.3.1. Ileo no neo nudepeHnmjaduiHa KPpUBA je HEIPEKUAHO NPECINKABAHE
¢ : [a,b] = M 3arBOpenor marepBana [a,b] C R ma M npu yemy Ba:ku: MOCTOJU MOJENA a4 =
to <ty < ...ty = b unrepBaa [a,b] TakBa ma je cBaka o1 pecTpurnuja ¢l 41, ¢ =0,..., k=1
nupepeHnumjabniHo npecankaBame. Kaskemo ma kpua c cmaja tauke c(a) u c¢(b). Taura c(t;)

dc dc
ce Ha3MBa BEPTEKC KpUBE ¢, a yrao udMehy TaHreTHuX BekTopa lim — m lim — ce Ha3uBa
t=tit dt =t dt

yrao BepTekca y Tadru c(t;).
3a ruaTtky kpuBy ¢ : [ — M KaxkeMmo na je peryiaapHa y Tadru to € I ako je %(tg) # 0. Kpusa
je peryirapHa ako je peryjapHa y CBaKO] TaYKU.

Hepuuannuja 2.3.2. Cerment reonpesumjcke v : [a,b] — M ce masuBa munuMu3mpajyhu ako je
I(7) < l(¢) 3a cBaky kpuBy ¢ KOja cuaja tauke y(a) u v(b), rme je ca l(c) o3naueHa my:kunHa
KpuBe C.

YBemhemo Heke mojmoBe KOju he HaMm OuTw MOTpPEeOHU y HADEAHUM TBPDemuma.

IHeouranmmja 2.3.3. Heka je A mosesan ckyn y R? mpu wemy Baxu U C A C U, 3a Hekn
orBopen ckyn U u Heka je rpanuna ckymna A, 0A, neo mo meo mudepeHnujadbuirHa KpuBa Uuju
BePTEKC yIJI0oBU HUCY jenHaku yray 7w. [lapamerpuszoBana nopm y M je nudepeHnmjadburHo
npecaukasame s : A — M.



I'VIABA 2. TEOIE3UJCKE JINHUJE 8

OBpne mudepeHjabuIHOCT O3HAUABA MOa MOCTOjU OTBOpeH ckyn V DO A Tako ma ce mpec-
JUKaBalk€e S MOKe NU(PepeHnrjabuIHo TPOLYKUTH Ha V), a YCJIOB Ia BEPTEKC YIJIOBU HUCY T
HaM 00e30ebhyje ma mudepeHnUjas npecankaBama S He 3aBUCHU O] HbeTOBOT IPOAYy:Kema. AKO
BEPTEKC yryioBu rpanune 0A HU y jeIHOj TaYKU HUCY 7, OHIa TAHTE€HTHU BEKTOPU HA KPUBY
Yy BepTeKcuMa pa3aluiby TAaHTeHTHY paBaH, Na je AudepeHnujall y IPOU3BOJLHOM IIPABILY
OeUHMCAH U HE 3aBUCHU OJ IPOLykKeHha QyHKINU]eE.

Hedwmuunuja 2.3.4. Bexkropcko nome X ay:x nospmuy M, s: A — M, je nupeciaukaBame KOje
cBaKoj Tauku ¢ € A nonemyje TanrentHu BekTop X (q) € Ty M u xoje je mudpepennnjabuiHo
y caenehem cmucay: ako je f mudepennujabumina ¢ynrnuja Ha M Tama je nmpeciukaBame
q+— X(q)f madpepennujadbuiso.

XoheMmo na medpuHMIIEMO KOBAPU)AHTHU M3BOJA BEKTOPCKOT II0/ba Mysk noBpmu. Heka cy (u,v)
IlexapToBe KoopauHaTte Ha R?. 3a pukcupano vy, npeciaukasame u — $(u, vp), Tae u Ipunaia
nosesanoj komnonentu ckyna AN {(u,vo)}, je kpusa y M u ds(:Z) je BeKTOpCKO mosbe Iy

OB€ KpUBE KOJe O3HavYaBaMO Ca gs Ha T&J Ha4vH ,I[e(bI/IHI/IH_IGMO BEKTOPCEKO IIOJbE & AYyE S 3a

cBako (u,v) € A. Ha cnuvan Haumn meduammenmo 28

Heka je X Berkropcko mosme nyx s : A — M. Ilepurumemo KOBapujaHTHU U3BOI DX u %
na caemehin maunmn. ZX(u,vy) je KOBapUjaHTHM M3BOA PECTPUKIMje BEKTOPCKOT no.ma X Iy oK
kpuBe u — s(u,vp). Tako mepuEmmenmo ZX(u,v) 3a cBaro (u,v) € A, m Ha ClIMYaH HauUMH

neguammenmo 2X (u, v).

Jlema 2.3.1. Heka je M nudepenujadbuiaa MHOTOCTPYKOCT Ca CUMETPUYHOM IMOBE3aHOIINY
u Heka je s: A — M mapamerpusoBana nospm wHa M. Tana je: %% = %%.

Jokas. Hera cy x: V C R" — M nokause koopauHare y OKoauHN Tauke s(u,v) € A. Mokemo

ux mucatu y obmury ' o s(u,v) = (z1(u,v),...,z,(u,v)). Tana je:
D " Ox;
%(811) 62;( au 8%)
Z 8 ZT; o ~ afL’ZV i
Jvou am, P 8u i1 = (9
8 xT; 8x, (9xj 8
Z o Orig, O
ovou 8@ = Oou Ov  3=z; O
Cnuumo,
D /0s “ 82xi 0 u 8fL‘Z 8xj 0
aulan) =2 auava—xﬁ 250 o Vi o,
B £~ Judv Ox; 81} ou o5 Ox;
Kako je moBeszanocT cumerpuyHa, V il % =V 2 ,—Ii, 3aKBbYUIyjeMO ma je %g—z = a%%' 0

Cana hemo tamrentu npocrop Ha 1,M y taukn X, € T,M unestuduxosatu ca T,M, Tj.
T,M ~ Tx, (T,M).
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Jlema 2.3.2. (T'aycosa sema) Hera je p € M u X, € T,M rtako na je nepurucano exp, X,, u
ueka je Y, € T,M ~ Tx (T,M). Tana je:

((dexp,)x, (Xp), (dexpy)x, (Yp)) = (X5, YVp).

. _ t n . t . .
Aoxas. Heka je Y, =Y, + Y rme je Y, koMnonenTa BeKTOpa Y, KOja je mapanenHa ca X, u

Y, kommonenTa HopmasnHa Ha X,. Kako je mudepennumjan nuneapro npeciukapame Bakmnhe:
(dexp,)x, (X,), (dexp,)x, (V) = (dexpy)x, (X), (dexp,)x, (V) +{(dexp,)x, (X,), (dexp,)x, (V7).

Mokaszahemo na je ((dexp,)x,(Xp), (dexp,)x, (Yy)) = (Xp, Y)) m ((dexp,)x,(X,), (dexp,)x, (Y,")) =
0 = (X, Y,)") unme hemo MOOUTH TPaKEHY jeTHAKOCT.

Kaxo je Bextop Y, mapasenan Bekropy X, Basxn Y, = AX,, 3a vexo A € R. Heka je a: [ — T,M

kpuBa narta ca a(t) = (t +1)X,. Ona sanoBomasa ycios ma je a(0) = X, u 2(0) = X,

Cnuuno, ako je mara xpusa [ : I — T,M ca [(t) = (At + 1)X, ora 3amoBOJbaBa ycCiIoBe

B(0) = X, m £(0) = A\X, = Y!. Tana je:

((dexp,)x, (X3), (dexp,)x, (Y;))

@

”

=
S

(1)l = exp, (3(0)) o)
v(1,p, (b)) le=o, %7(1,19, B(t))lt:o>

d
’7(]—7])7 (t + 1)Xp)|t:07 EV(LP, ()‘t + 1)Xp)|t:0>

B

d
’7(t + ]-ap) Xp)|t:07 %7()‘15 + 17pa Xp)|t:0>
dry
1), A—(1
AZH()

Gl

SES
ik
S~—

QU
3

I

Ca npyre ctpane je (X,,Y!) = A(X,, X,) = A 2(0)|]%, ma xako ce HOpMA TAHT€HTHOT BEKTOpa
Iy reonesujcke onpasa Baxkmuhe ((dexp,)x,(Xp), (dexp,)x,(Yy)) = (X, Y)).

expp

Cauxka 1.
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exp, X, je nobpo mepunucano, na nocroju € > () Tako Aa je exp,u AeQUHUCAHO 3a:

u=t-X(s),0<t<1l, —e<s<e

rae je X(s) kpusa y T,M ca ocobumama X (0) = X, 25(0) =Y,* u || X(s)|| = Const. Moxemo

nocmarpatu mapamerpusosany mospm f 1 A — M, A = {(t,s)|0 <t <1, —¢ < s < &}
nepurucany ca: f(t,s) = exp,(tX(s)). IIpumernmo nma cy kpuse t — f(t,s9) reomesmjcke.
Baku: <% 95Y(1,0) = ((dexp,)x,(Y)'), (dexp,)x,(X,)). 3a cBako (t,s) Basm:

Os’ Ot
o /0f Of of of of Dof
a<%7 §> = %@ a> + <$v %ﬁ'
of

[Tocnenmu WIAH y U3pasy Ca NeCHe CTPaHe je jelHak HyJH 33TO WTO jé 3 TAHTeHTHM BEKTOP
Ha reozxe3ujcky. V3 cumerpuje moBe3aHOCTH, MOKEMO M3BPIIUTU TPaHCHOPMAIM]y mM3pasa:

<2ﬁ %> _ <£ﬁ ﬁ> _ 13@ %> _
Otds’ ot/ \osot’ ot/ 20s\ot’ ot/
mocJeqiba je THAKOCT BayKU 3aTO IITO BEKTOP %—{ “Ma KOHCTAHTY Y:KUHY. 3aKbydyjeMo na
je % %, %> =0 ma <%, %> He 3aBucu on t. KRako je

li of (t,0) = lim(d )ex, (tY)) =0

iy i (1:0) = lnp(dexpy ), (37 =
crenu ma je <%, % (1,0) = 0, ommocuo ((dexp,)x,(Y,"), (dexp,)x,(Xp)) =0, a To cMO U xTemn
Ia TOKaKeMO. 0]

Ako ce cama ceTuMo Kako cMo meduHUCAIU HOpMaJHy gouty (medpununuja 2.2.2), us Faycose
JeMe MOKEMO 3aK/bYUUTU Ja je TPaHUIa HOPMAaJHe JonTe xurnepcdepa (mMoIMHOTOCTPYKOCT
koauMensuje 1) y M, u ma je oHa OPTOrOHAJIHA HA TeOIe3UjCKe KOje MOUUEY y TAUKU P.

Hedbuannmja 2.3.5. 'panuna sopmaasue jgounre B.(p) ce o3uauaBa ca S.(p) u Ha3uBa ce HOP-
MasHa cdepa (Uiam reome3ujcka cpepa) ca HEHTPOM y TAUKU p U MOJIyIpednka €. 1'eone3umjcke
y B.(p) Koje moummy y Tayky p ce HA3WUBA]y PaIUjajiHe I'eOne3ujCKe.

Cana hemo mokazary na reofe3mjCKe JOKAJIHO MUHUMU3UPA]Y PACTOjame.

Tepbeme 2.3.1. Heka je p € M, U wopmanua okojuna on p u B C U HOpMaJsHA JONOTA Ca
neaTpom y p. Heka je v:[0,1] — B cerment reomesujcke koja mosaszu u3 tauke p, v(0) = p.
Axko je ¢:[0,1] — M 6uso koja apyra meo no meo audepeHnujabuirHa KpuBa Koja claja Tauke
7(0) u y(1) ranma je I(y) < I(c). Axro jemmaroct Baku ouga je v([0,1]) = ¢([0,1]).

Zoxasz. Ilpso hemo pasmarparn cayuaj xazna je c([0,1]) C B. Kako je exp, mapeomoppusam
Ha U u B C U Mo&eMO Ia HAIUIIEMO:

c(t) = exp,(r(t) - X (1))
rae je t — X(t) kpusa y T,M koja 3amoBosbasa yciuos || X (f)|| =1ur:[0,1] = R je no3urnsua
neo mo meo raatka dysknuja. lupepenmmpajmo dymrmmajy f(r(t),t) = exp,(r(t) - X(t)):
de _0of " of

dt — Or (1) + ot
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3HamMo na je Hg—{” = || X(¢)|| =1, a u3 'aycose neme caemu na je <ﬁ 91y = 0, ma je:

(]{C

Kopucrehu oBy HejemHAKOCT BUAVMMO Na BaKU:

2
= |

=P+ 2 = e

1 1 1
d
l(c):/ de dt>/ \r/(t)|dt>/ H(t) dt = (1) — 1(0) = (7).
o hdt 0 0
[IpeTrxonHe HejeTHAKOCTU MOCTAjy jE€THAKOCTH aKO je H%—{H = 0. Tana je X(t) = Const u
I (t)|| = »'(t) > 0 ma je c(t) monoTona pemapamerpusanuja kpuse v, mro naje c([0,1]) =

~((0,1]).
Axo ¢([0,1]) muje cagpskano y B, yoummo npsy tauky t; € (0,1) 3a xojy Basku ma c(t;) € 0B.
Axo je § pamujyc reomesujcke yonre B Baxkuhe HejeTHAKOCTH:

I(c) = l(cljon)) =0 > 1(y).0

Oso tBpheme He Basku raobasiHo. JlesoBu BeIWKUX KPYyroBa Cy Treome3ujcke Ha chepu. AKO
reonesmjcka noja3dehu on jemue tauvke Ha chepu Ipobhe Kpo3 HO] AHTUIONANHY TAYKY OHA
rybu cBojcTBO Hajkpaher pacrojama udMeby Tadaka.

ITorkazahemo nma Baxkm 1 OOPHYTO, aKO €0 IO Ne0 NudepeHnujaduIHa KpUBa 1aje MUHIMAJIHO
pactojame m3mehy Tadyaka Tama je oHa reome3ujcka. 3a To he Ham OuTu moTpebHO TBphHeme
2.2.1 rme cMO mOKa3aaM er3ucTennujy Hopmasue okosauuae. Cama hemo moka3aru HemTO jade
CBOjCTBO.

Teopema 2.3.1. 3a cBako p € M mocroju okoauHa W tauke p u 6poj 6 > 0, Tako ma je 3a
cBaro q € W, exp, madeomopdusam na B;(0) C TuM w exp,(Bs(0)) D W, ma je W mopmamna
OKOJIMHA CBAKe H-EHE TAUKe.

Joxas. Hera cy € >0, U u U nedpunucanu y nocaemunu 2.1.1. JedpuHMmmuMo npecinkaBame
F:U— MxM ca: F(q,X,) = (q,exp, Xy). Bumamo ma je F(p,0) = (p,p). I[Mocmarpajmo
oko tauke (p,p) € M x M moranue koopmunare (U x U;x,z). Y TUM KOOpAMHATAMA MATPULA
npecaukasama dF(p,0) uma o6aukK:
11
1]

jep je (dexp,)o = 1. Mosemo 3akmyuntn fa je F' Tokanram mapeoMopdusam y OKOJUHEA TauKe
(p,0). 3maun, mocroju oronmaa U’ C U taure (p,0) y TM raxsa na F' mupeomopdrO cinka
U' na wery orouwmuy W' tauke (p,p) y M x M. U’ moxkemo npencraButu y OOIUKY

u = {(q,Xy) | q € U, X, € TyM, || X,]| < 6}

rae je U C U orkoauna tauke p y M. Cana omabepemo okonuny W tauke p y M, 3a xojy he
Bazkutu W x W C W',

[Torkazahemo ma oBako omabpanu 0 u W 3amoBomasajy ycioBe TBphema. Heka je ¢ € W
npownsBossHa Tauka u Bs(0) C T,M. Kako je F' mudpeomopdusam ua U’ Baskuhe:

{g} x W C F({q} x Bs(0)),

na Ha OCHOBY meduHmuuje npecaukasama F Bazm: W C exp,(Bs(0)). O
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Hanmomena 2.3.1. V3 nperxonuor tBphema 1 ocobuHe reone3ujCcKux 1a MUHUMU3UPA]Y pa-
cTojame, cJenu na 3a OMJIo Koje mBe Tauke p,q € W mocToju jeiMHCTBEHA MUHUMAJIHA T'e01e-
3UjCKa Y OYy:KMHE Mame OX 0 KOja UX chmaja. Y M0Ka3y BUIUMO 1a Y AuepeHnunjadbuiTHo
3aBucu on (p, q) Ha ciaenehu Haumu: 3a aBe mate Tauke (p,q) MOCTOJU jeMHCTBEHU TAHTE€HTHU
BexTop X, € T,M (mar ca F~*(p,q) = (p,X,)) Koju mupepennujabunno 3asucu ox (p,q) u

BaKU Cé—Z(O) =X,.

Hedbumuunuja 2.3.6. Orkonuna W uwuja je ersucrteHnuja moka3aHa y MIPETXOMHO] TEOPEMU Ce
30B€ MOTIIYHO HOpMAaJiHa OKOJUHA Tauka p € M.

ITocnemuma 2.3.1. Axo meo mo meo mupepennujabunna kpusa 7 : |a,b] — M, napamerpuso-
BaHa ITapaMeTpPOM KOjU je NPONOPIMOHAJAH AY:KUHU JIyKa, UMa LYyKWHY Maby WIN jeTHaKy
Iy:KUHU OMJIO KOje npyre KpuBe Koja cmaja tauke y(a) u y(b) omna je v reomesujcka. [locebuo,

v je peryJiapHa.

Jlokas. Hera t € [a,b] nponssomuo onabpano u W nornyHo HOpMaJiHa OKOJIWHA Tauke 7(1).
Tana nocroju 3aTBopenu uurepsaJt [ C [a,b], ca Hempa3HOM yHyTpaImIHOMNY, TAKO Aa BaKU
t € I uw~(l) C W. Pecrpukumja v; : I — W je meo nmo meo mupepenHnmjabuiiHa KpuBa
KOja cIaja ABe Tauke y HOpMaJHoj jsonTu. Ha ocHoBy TBpbhema 2.3.1 m mpeTmocTaBKU OBe
nocyenuie, [(7y) je jeAHAKO my:KUHU paaujaliHe Teole3njCcke Koja cmaja oBe ase tauke. Omer,
u3 TBphema 2.3.1 u ycaoBa na je 7y mapaMeTpru3oBaHa IapaMeTpPoOM KOjU je MPOMOPIMOHaJIaH
OYKUHU JyKa 3aKBbYyYyjEMO Ia je 7y reone3ujcka Ha [, OMHOCHO Oa je v%%(t) =0, ma je vy
reonesujcka Ha |a, b|. O

2.4 Bapujanuja emepruje

[Tokazanu cmMo ma reome3mwjcke JOKAJHO MUHUMU3UPA]y pacrojame. Y OBOM meiry hemo
reoe3mnjCKe BUIETU KAO pellelma BapUjaluoOHOT mpobJeMa.

Hedunuaunmja 2.4.1. Heka je ¢ : [0,1] — M neo no meo mudepenuujabunna kpusa Ha M u
0=ty <t <...<tpy1 =1 nonena uarepsaaa |[0,1] Ha momuuTepBase [t;,t;11] Ha KOjUMA je
¢ rnatka kpuBa. Henperkumnuo npecnukasame [ : (—e,e) X [0,1] — M takBo ma je cBaka of
pectpuknuja Ha (—¢,¢) X [t;, ;1] rnaTka u na je f(0,t) = c(t), t € [0, 1] HazuBa ce Bapujanrjom
KpUBE C.

Kaskemo nma je Bapujammja f Bapujammja ca ¢urcupanum kpajesuma ako je f(s,0) = ¢(0) u
f(s,1) =¢(1) 3a cBako s € (—¢,¢).

Axo je f nudepeHumjabuaHo IpecanKaBame KaKeMO 1a je Ta Bapujanuja audepeHnnjadbuiHa.
Bexkropcko mome X (t) = %(s,t)\szo IysK KPUBE ¢ Ha3UBAMO [IOJbeM Bapujaruje.

Tepbemwme 2.4.1. Heka je c¢:[0,1] - M nmeo mo meo mudepennujabuiana kpusa u X (t) meo mo
neo nudepennujabuiHo mobe my:k kpuse c. Tana mocroju Bapujauuja f: (—e,e) x [0,1] — M
kKpuBe ¢ TakBa na je X (t) mome Bapujanuje npeciaukaBama f. Aro je X(0) = X (1) =0 ounna
Bapujanujy f MoxkeMo na m3abepemo Tako na Oyme Bapujanmja ca QUKCUPAHUM KpajeBUMA.
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Cauka 2. Bapujanuja KpuBe u MoJbe Bapujaluje

Jokas. ¢([0,1]) C M je rkoMmmakran CkKym, a Mu hemo mokasatu na mocroju 0 > (0 TakBo ma
je exp.y X, t € [0,1], mobpo mepunucano 3a csaxo X € T,;yM axo je || X| < J. Hexra je 3a
csako c(t), t € [0,1], W, merosa HOpMasgHa OKOJUHA U §; OPOj KOjU CMO HOOUIM y TeopeMmu
2.3.1 Uepo) Wt je orBOpeno nokpusame rommartrOr ckyma c([0,1]), ma moxemo mzasojutn
KOHAUHO moanokpusamwe Wi, ... W,. ¥Yamemo § = min{dy,...d,}, rae je 6; > 0 6poj npuapyskex
oronuuau W;. Heka je N = ma% |X(@®)]|, e < £ u nedpunnmumo npeciukasame [ ca:

telo,
f(sa t) = ech(t)(SX(t))v s € <_57 g), te [07 1]

Bumumo ma je f no6po medunucano npeciukasame, ||sX(t)|| = |s|-[|[X ()] < 2 - N =4. Kako
je
exPe(ry (X (2)) = (1, c(t), s X (1))

u reonesujcka y(1,c(t),sX(t)) 3aBucu mudepeHnUjabUIHO OX MOYETHUX YCJIOBA, IIPECIUKa-
Bame f je meo mo meo mudepennujabunno. IIposepa maje f(0,t) = ¢(t). Ilome Bapujaunuje
npecaukaBama [ je

aof d

55 (011) = 2 (expe(yy (s X (1)) = (dexpep Jo X (t) = X(1).
Ako je X(0) = X(1) = 0 ouma je f(s,0) =¢(0) u f(s,1) = ¢(1) na he f 6Guru Bapujauuja ca
(UKCUPAHUM KpajeBUMA. [l

Ila GucMo ymopeomnu IY»KUAHY KPUBE ¢ Ca My:KMHAMA KPUBUX KOje HOOMjeMO BapujamujoMm
f:(=¢g,¢e) x[0,1] - M nepunucahemo ¢pyuruujy L : (—¢,e) — R ca:

o= [

aa—{(s,t)H dt.
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YBemhemo u ¢pyurnujy euepruje, E : (—¢, 5) — R, x0jy mepunmmemo ca:

P 2
E(s) = f( )| dt.
0
Kopucrehn H_[BapI_IOBy HejeTHAKOCT (fo ) fo f2(t)dt - f t) dt, cenujaJsaHo 32
dyuruuje f=1wu g(t) = H H nobujeMo penauﬂjy

vo=re=([ |5 <[ 1.dt./01“gu2dt:1.ﬂo>:E@,

rae cy ca L(c) m E(c) o3HadeHe nyskuHa U eHepruja KpuBe c¢. Y TOPH0j HEjeTHAKOCTU je .-
HAKOCT BaKM aKO Cy (GyHIUje [ 1 g IPOMOPIMOHATIHE, OMTHOCHO aKO je (yHKIMja ¢ KOHCTAHTHA,
mro he BaxkuUTH ako je mapamerap { IPONOPIMOHAJAH IYKUHU JIYKA.

Jlema 2.4.1. Heka cy tauke p,q € M u 7 : [0,1] = M munuMmasna reome3ujcka (reones3ujcka
HajMame My:KUHE) Koja chmaja Tauke p u ¢. Tama 3a cBaky kpusy c : [0,1] — M koja cnaja
TAYKe P U ¢ BAKU:

E(y) < E(c),
IpU YeMy jeTHAKOCT BayKM aKO M CaMO aKO jé ¢ MUHUMAJIHA T'e0e3UjCKa.

Jloxas. Tlokazanu cmo na je L(c)? < E(c) u 3maMo na je 7 reomesujcka ma Baske HejeTHAKOCTHU:
E(y) = L(v)? € L(c)* < E(c). Ako Basu jemmarxoct Tazna je L(c)?> = FE(c), na je kpusa c
napaMeTpr30BaHa apaMeTpPoOM KOjU je MPONOPUMOHAJAH Iy:KUHU JIyKa, u Baxku L(vy) = L(c),
OJaKJe 3aKBYUIyjeEMO Ha je ¢ MUHUMAJIHA T'eOIe31jCKa. ([l

Cama Hac MHTepecyje moHamame (QyHKIuje enepruje Bapujamuje, F(s). Heke mene ocobune
MOYKEMO 3HATU HA OCHOBY IPBOT U3BOMIA.

Tepbeme 2.4.2. Popmysnia npBe Bapujanuje eHepruje KpuBe
Heka je ¢ : [0,1] - M meo mo meo mudepenuujabunna kpusa u f : (—e,¢) x [0,1] — M
Bapujamuja kpuse c. Ako je I : (—5 ) x [0,1] — R emepruja Bapujanuje [ tana je:

T, ! D dc dc dc dc
320 = [ (X, 55%) @t - Z<X ) = S (6m)) = (X(0), T 0)) + (X(1), (1)
(2)
. . . de dc
rae je X(t) nome Bapujammje u F(t;£) = tlugni e
—
k tivr1
Uoxaz. Ilo nepunurnuju je F(s) :/ <%§ g]tt>dt Z/ <88{ 88];>dt Iudepennupamem
i=0 Yt

oI 3HAKOM WMHTerpaJia, Kopuctehum ocoOMHy MOBE3aHOCTHU Ma je CUMETPUYHA, JOOUjaMo:

d [t ,0f Of w1, DOf Of w1 DOf Of
ds (Gt ar) &= / (i o a>d’f=2/ti+ (zias 501 &

te g 0f Of ta of Dof
:2L+ dt<8s 8t>dt_2/ti+ (Bo dw )

U SUAREY B T
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I[a.fbe, Kaa IIPpOCyMHPpaMO IIO OBaAKBUM IIOAVHTEPBAJIMNMA.:

1
J -G - [ (GG ge

Cnenujasuo, 3a s = 0 mobujeMo OHO MITO je TpebaJsio MOKa3aTH. 0

ITocnemuma 2.4.1. Ileo no neo mudepenuujadbunna kpusa v : [0,1] — M je reomesumjcka ako u
caMoO aKO 3a CBaKy Bapujanujy ca (UKCHpaHUM KpajeBuMa [ KpUBe Y BaKWU Oa je _3(0) 0.

/okas. Axo je v reomesujcka u f Bapujanuja ca QUKCUpPAHUM KpajeBUMa, TAIA je %‘;—Z =0,
v je perynapua kpuBa u X (0) = X (1) = 0, na cy csu unanosu y (2) jemmaku 0. Twume he
BAKUTU 714 je —S(O) = 0.

OO6puyTO, HEKA Je (0) = () 3a cBaKy IpaBy Bapujalnujy meo o neo nudepeHnnjadurHe Kpuse
v. Hera je X(t) = g( )dt d'Z, rae je g : [0,1] = R meo mo meo mudpepenumjabunana (yHKIM)a
3a kojy Basku ¢(t) > 0 rama je t # t; u g(t;) = 0, ¢ = 0,1,...,k+ 1. Koucrpymumo cana

Bapujanujy Kpuse 7 4uje je mose Bapujaruje X (t ) Kaxo je

1dE ! Ddy Ddy
3ds V= —/0 9O dar) =
Ddy __

3akmpydyjemMo na je 91 =0 ma cBaxoMm mHTepBasy (t;,ti11), i =10,1,... k.

Tpeba jom nposepurn Aa 1 je 29 = 0 y Taukama t;. [locmaTpajMo Ipyro mose Bapujanmje
Y (t) rakso ma je Y(0) = Y(1) = 0 u Y(t;) = E@H‘) - ‘fl—;’(ti—), i =1,...,k. Kako je v

reone3mnjcka, Bakuhe:

=5 0 = =2 G = e, e = o) = =3[ e = e

=1 1=

2

3akmpydyjeMo ma je Z—Z(ti—l—) = B (t,—) y cBakoj rauwm t;, i = 1,...,k, na je xpusa v rxace C'

dt
y TUM TayKaMa, OAHOCHO, U Ty he BayKUTU %‘;Z = 0. Ilokazanau cMmo ma je 7y reone3ujcka Ha
narepsaiy (0,1). IIpema TeopeMu 0 je AMHCTBEHOCTHU pellemha AU(EPEHINjaTHIX jeTHAUMHA,

v je knace C™, na je ona reomesujcka Ha [0, 1]. O

Hanmomena 2.4.1. [IpumeTruMmo na u3 ycJioBa (gfg = 0 cmenu ma kpuBa vy jecte kiaace (',

nako je y gpopmynanuju Popmyiie npBe Bapujalyje eHepruje KpuBe JOBOJLHO MPETIOCTABUTHU
na je v meo mo geo C?. 3axTes ma 7 jecTe ekcTpeMaJa (GYHKIMOHAIA eHEPTHje HOBIAYN HeHY
raartkocT kiaace C°.

Canma reome3ujcke MOKEMO fa BUAUMO KAO KPUTUYHE Tadyke (YyHKIMOHAJIA €HEPruje Ha MPOC-
TOPY Bapujanuja KpuBe ca puxcupanHuM kpajeBuma. OcobuHA reone3mjcKux Oa Oajy MUHU-
MaJIHO pacTojame je Omia JOKajaHa, MOK je OBa OCOOMHA II0OAJIHOr KapaKTepa.



I'NIABA 3

XodepoBa MeTpuKa Ha rpynu XaMHUJITOHOBUX

mugeoMoppusama

3.1 TI'pyna XamunromoBux mudeomopduzama

Heka je M rmarka mMHOTOCTpyKOCT O€3 rpanune. 3a aupeomopduzam ¢ : M — M nedpun-
MIIEMO HeroB Hocau kao ckym supp(¢) = {x € M | ¢x # x}. Ca Diff(M) hemo o3zmauntn
rpyny mudeomopdusamMa ca KOMIAKTHAM HOCAUEM.

Hepuaumnmja 3.1.1. Heka je I C R unrepan. Ilyr mupeomopduzama je nmpecimxaBame
f:I— Diff(M), t — f;
ca CBOjCTBUMA:

e npecaukaBame M X I — M, xoje napy (z,t) nomemyje fir je TaaTKO

e nocToju KommnakTan nouckyn K C M koju canpsku HOcade supp(f;) 3a csako t € I.

OsakaB nyT mudpeomopduzama ozHadaBamo ca {f;}. Mosxkemo npuMeruTn na je Apyru ycioB
HA 3aTBOPEHUM MHOTOCTPYKOCTUMa (KOMIIAKTHA MHOTOCTPYKOCT, 0€3 IpaHuIle) ayTOMATCKU
3a,10BOJLEH.

Heduannuja 3.1.2. Hera je {f;} nyr mupeomopduzama. Pamumaujy BekTopckux mosma {&},
te€l, sa M, koja ce nmepuHUire ca

d
afﬂ? = ft(fﬂ) (1)

Ha3MBaMO BPEMEHCKMN 3aBMCHO BEKTOPCKO IIOJbE Ha M ca KOMIIAKTHUM HOCAQUEM.

OBa damumauja je riaaTka M MMa KOMOAkTaH Hocau jep je &(x) =0 3a cBako z € M\ K.

Besa kojy cmo ycmocraBunu m3meby myTta mupeomopduzama u OBAKBUX BEKTOPCKUX I0OJbA
nuje unjekrusHa. Caka Gpamunuja { fig} roe je g npoussoman enement u3 Diff(M) renepumme
UCTY BPEMEHCKU 3aBUCHY (GAMUJIN]Y BEKTOPCKUX MOJba. AKO HAMETHEMO NOMATHU YCJIOB, OBA
Be3a Moke OuTu mHjekTuBHa. Purcupajmo Heku 6poj s € I. Tana he nmocrojaTtu je mMHCTBEHU
oyt {f;} xroju remepume {¢;} u 3amoBosmasa momatuu ycuaos fs = Id. Taj myTt npencrasma
jemMHCTBEHO pememe mudpepennujanre jennaunne (1) ca moueruMm yciaosom fs = Id.

Ha mame hemo mpermocraButu ma 0 € 1.

16
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Heduanmmja 3.1.3. OBako koHCTpyucan myT mudpeomopdusama {f;} Koju 3amoBomaBa n0-
natHU ycioB fy = Id Ha3uBa ce TOK BPEMEHCKM 3aBUCHOI BEKTOPCKOr mosba {&}.

Hedmuumnmja 3.1.4. Cumnnektuyka Gpopma Ha TJIATKO] MHOrocTpykoctu M je mudepeHru-
jasmHa 2-opMa w Koja je

(1) Hemeremepucana, MTO 3HAYM 14 34 CBAKO X, € T,M mnocroju Y, € T,M TtaxBo ma je
w(Xp, Yy,) # 0,

(77) 3aTBOpena, Tj. dw = 0.

MHOTOCTPYKOCT Ha KO0jO] je meprHHCAHA CUMIIJIEKTUYKA (opMa 30Be Ce CUMIIJIEKTUYKA MHO-
TOCTPYKOCT.

Heka cy (Mj,w;) u (Ms,ws) IBE CUMIIIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH. KaskeMo ma je mpecimka-
Bame f : My — My cuMmnimekToMopur3aM ako BaKU [ ws = w.

1

n!

Heka je (M,w) cummiaektrura MHOTOCTpYKOCT. Popmy Vol =
sanpemuse Ha (M, w).

w" 30BEeMO KaHOHCKa (hopMma

Jepuaunmja 3.1.5. Hera je H ranarka ¢ysxnuja va M, H : M — R. Bexropcko noime £ HA
M ce maszsuBa XaMUJITOHOBO BEKTOPCKO IOJbe O H ako y CBAKO] TaukM BaxKH: l¢w = —dH.

Kako je w mHemerenepucana popma ¢ he yBek nocrojatu u 6uhe jenuacTBeHO. OBO BEKTOPCKO
nosme & hemo osmauasatu u ca £ = sgrad H (skew gradient).

ITpumep 3.1.1. [Tokazartu na y KAHOHCKUM JIOKAJHUM KoopauHatama (p,q) Ha M, 3a koje je

JIOKAJIHO W = dej A dg;j, Baxn sgrad H = (—%—IZ, %—Ig),

Jj=1

Pewewe. O3nauumo w = dez- ANdg; =dp Ndq, € = 518% + 528% nX = Xla% + Xga%. Tana je:
i=1

: _ _ _dp(§)  dg(§) | _ & & _

ZEW(X> - w(£7 X) — (dp A dq)(éa X) - ’dp(X) dq(X) - Xl X2 - £1X2 £2X1
B oH oH OH ., 0H

dH(X) = —dp(X) + —dg(X) = —X; + —X

3a cBako X € TM. Cagna uckopuctumo jennakoct iew(X) = —dH (X) u 3arbydyjeMo na Baxu
¢ = sgrad H = (€,6) = (— 2L, 21), A
[Tocmarpajmo caza R?™ ca cTapmapAHOM CUMIUIEKTHYKOM (OpMOM w = Y ., dp; A dg; rme cy
(P1s- -+, P> Qs - - - » Gn) JIOKaTHE KoopaunaTe Ha R?". IIpoctop R*™ MoxeMo uAeHTUPUKOBATU Ca

C". Ozmauumo ca VH rpanujert pyuknuje H y oqHOCY Ha CTaHOAPIHU CKAJAPHU IPOU3BOL!
(VH(z),v) = dH(x)v 3a cBako v € T,R*. Bumavo ma samu sgrad H(z) = (— 92, 91) —
i-VH(z)=1i- (%, 910) e T,C".

P q

ITpumep 3.1.2. Heka je ¢ : M — M cumnnexrromopduzam. [lokazatm na je tana:
sgrad(H o ¢~1) = ¢, sgrad H,

3a cBary ¢ymrnujy H ma M.



I'NTABA 3. XO®EPOBA METPUKA HA I'PYIIN HAM(M,w) 18
Pewewe. Hera je & =sgrad H u n = sgrad(H o ¢™1). Tana je i,w = —d(Ho ¢ ') u igw = —dH.
XoheMo na nmora:keMo ma Baxku: 1 = ¢.&. Bawku:
ipw=—d(Ho¢™") = —d((¢”") H) = —(¢~')"dH,
re mocJieiha HEejeTHAKOCT Basku 3aTo mTo pull-back m omepartop d komyTtupajy. llame je:
ipw = (¢~ 1) %iew.

Xohemo nma nokaskeMo na Bawn (¢ !)*iew = iy cw onakie nobujamo jemHaxoct 1 = ¢.&. Hera
je X mpou3BOJLHM TAHTeHTHU BeKTODP. Tana je:

(™) "iew(X) = iew((¢7):X)
= w(§, (97).X),

i¢*§w<X) = w<¢*fa X) = ((bil)*w(d)*f, X)

= w((¢7)up:l, (071)X)
w(§, (¢71).X),

Ipu YeMy ApyTa jeTHAKOCT Ba:kW jep je ¢, ma U ¢~ !, CUMIIEeKTOMOP(pu3amM. JAN

[Tpumernmo na medumunnuja omeparopa sgrad He 3aBUCHU OJ KOOPIMHATA Ha MHOIOCTPYKOCTH.
dazHy TpOCTOP y KIACUYHO] MEXaHUIM je jelHa CUMIIEKTUUYKa MHOroctpykoct (M,w). E=-
epruja cucreMa oapebyje meroBsy eBosmynujy. EHeprujy MoskeMo na BUIOVMO Kao (paMUIN]y
¢oyurnmja H; sa M, xoja he 3aBucuty om momaTHOr mapameTrpa, BpeMeHa t Koje je meduH-
ncano Ha HekoM mHTepBaJsy [. Ca apyre cTpaHe, €HEPTUjy MOKEMO Oa BUIUMO KAaO jemqHy
¢yuruujy, cama medpunucany ma M x I. Kopuctuhemo ozmaxe Hy(x) = H(t,z). Obaksa
¢yurnuja H ce Ha3mBa BPEMEHCKU 3aBUCHU XaMUJITOHU]AH.

YBemhemo jenan snuuaeapuu ¢ynkimmonasgunu npocrop H(M). Kanma je M 3arBopena MHO-
roctpykoct, H(M) ce nedpunuine kao mpocTop CBUX IIATKUX GyHKIMja Ha M uuja je cpenma
BPEIHOCT y OMHOCY Ha KAHOHCKY (opmy 3ampemune jemaka 0, H(M) ={f : M - R| f €
C>®(M), | fVol =0}. Axo je M orBopena muorocTpyroct, H(M) ce cacToju Ox CBUX TVIATKUX
¢yHKIMja ca KOMIAKTHUM HOCAYEM.

Hedmaumuja 3.1.6. Heka je I C R uarepBan. KakemMo ma je BpeMEHCKU 3aBUCAH XAaMUJII-
rouujan H wa M x [ mopmamuszoBan ako H; mpumana mpoctopy H(M) 3a cBako t € 1. Y
CIy4Yajy OTBOPEHE MHOTOCTPYKOCTH MOPa IMOCTOjaTy KOMIAKTAH NOACKYH on M Koju canp:ku
supp H; = {v € M | Hyx # 0} 3a cBako t € I.

Ha mame hemo mocmarpaTu camMoO HOpMaJu30BaHe XaMUITOHUjaHe. AKO paguMoO ca OTBOpe-
HUM MHOTOCTPYKOCTMMa MOPaMO yBECTU HEKe NOJaTHE IIPETIOCTAaBKE O IMOHAIIAHKY XaMUJI-
TOHUjaHa y OECKOHAYHOCTHU, Na Ou pemema XaMUJITOHOBUX jeqHAUYMHA Ouia modbpo meduH-
ucana. BpeMencku 3aBucHO XaMUITOHOBO BEKTOPCKO noJsve sgrad H; HopMain3zoBane XaMui-
TOHOBe (QyHENUje H mMa rkoMmMmakTaH HOocad. /[lasme, mpeciaukaBame KOje CBAKOj] (OYHKIUjU U3
H(M) nomemyje XaMUITOHOBO BEKTOPCKO IOJbE j€ MHjEKTUBHO. XaMUJITOHOBO BEKTODPCKO
nosse onpebyje onrosapajyhy ¢yHKIUjy m10 HA KOHCTAHTY. MWy cMO yCIOBOM HOpMAaJIU3aIyje
onpenuiau na Ta KoHCcTaHTa Oyme 0.
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Hedbmaumuja 3.1.7. Heka je H : M x I — R #HOpMasm30BaH BPEMEHCKUA 3aBUCAH XAaMUJII-
ToHujaH n Heka mHTepBaJs [ canpxku 0. Heka je {¢;} TOk BpeMeHCKM 3aBUCHOI BEKTOPCKOT
nosa sgrad Hy;. Kaxemo na je {¢;} Xamuaronos Tok renepucan Xamumiarornujanom H. Csaku
nojenmuHAYHU nudeoMopusam ¢,, a € I, OBOT TOKa ce Ha3MBa XaMUITOHOB IU(PEOMOPPU3aAM.

Y cnoB HOpMasnm3oBanocTu ¢yHEUUje H HaMm 00e30ebhyje ma XamuaToHOBU mudeoMophu3Mu
nMajy KOMIIAKTHE HOcCayve.
Osraunmo ca Ham(M,w) ckyn cBux XaMuiTOHOBUX AudeoMopdrzama.

Teopema 3.1.1. KapranoBa ¢opmyna
Hexa je a k-dpopma na M, ¢, : M — M rnaTka pammnmja npeciukasama 1 X (¢(z)) = Loy ().
Tana je:

%qs:a = ¢H(d(X 20) + X Jda).

oxas. Iloxkasz hemo m3Bectm mHAykKnujoMm mo k. 3a k = 0 mperxonHa ¢opmyiia nMma OOIUK
%(ﬁz‘f = ¢7df(X), mro je camo pedopmynanuja medunuimje nzBona ¢pyukuuje f y npasmy X.
Heka je f (k+ 1)-popma. Moskemo je zanucaru xao 5 = df A o, na kopucrehim MHIYKTUBHY
NPETHOCTABKY M OCOOMHE Mu(epeHInpPamha UMAMO

%@(df/\a)—dt@df/\qbtoz—i-qbtdf/\dt@&
= ¢, [d(X sdf) Na+df AN(X sda) +df ANd(X o)

Gi X sd(df Na) +d(X 2(df ANa))] =
=¢;[—X J(df Nda) +d(Xadf) N —df AN (X Sa))]
= @i [d(X 2df) Na+df ANX sda) +df ANd(X sa)].
0

IIpumep 3.1.3. Penapamerpu3aiuja TOKa
Heka je {¢:}, t € [0,a] XaMuaTOHOB TOK IeHEPHCAH HOPMAJIM30BAHUM XAaMUJITOHU]aHOM
H(z,t). Tlokazatu na je {¢u}, t € [0,1] Xamuaronos Tok, resepucan ¢pyuruujom aH (z,at).

Pewemwe. Hera je sgrad Hy = & u ueka je sgrad(aH (z,at)) = n; 1 03Ha4MMO ca ¢y = @gy. 3HAMO
na je ¢g = Id ma je m ¢y = Id. Bawn n %cbtx = &(¢ir) a Mu xoheMmo na mokamkeMo Ja Basku

L = (thy).

d

d d
%wt-r = %Qsatx = a%gbu-r‘u:at - aéu(¢ux)’u=at = asgrad Hat(¢atx) = Sgrad(aHat)(wt:E) = nt(wtx)

A 1O je m TpebaJsio MOKA3ATH. A

OsBaj mpuMep HaM MOKa3yje [a CBAaKUM XaMUJITOHOB Au(GeOoMOpP(PU3aM MOKEMO Oa BUIUMO KAO
¢1 Heror XaMuaTOHOBOT TOKa. Ha mame hemo mpernocrasutu na je [ = [0, 1].

Jlema 3.1.1. XaMunaToHoBU IueOMOPPU3IMU UYBAjy CUMINIEKTUUKY (HOPMY.

Joxas. Hexa je ¢ : M — M XamunronoB mudpeomopduzam. To 3HAUM ma TOCTOJU TOK
mapeomopdusama {¢;} remepucan Xamuaronujanom H(x,t), t € [0,1], Tako na Baxm
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¢o =1d, 1 = ¢ m Xy(¢y()) = Lu(x)

rae je X; = sgrad H;. [Ipema KapranoBoj ¢popmynu 3a cBaky k-(popMy & Ha MHOTOCTPYKOCTU
M Basku:

d
o= 9i(d(Xiaa) + X ada).

Croenujamuo 3a a = w gobujaMo ma Ba:Ku pesainuja:
d
0w = 0i(d(Xiaw) + Xy sdw) = ¢ (—ddH +0) = 0.

3armyuyjeMo na je ¢;w = Const, a 3Hajyhu na je ¢y = Id, omHocHo ¢jw = w mobujamo na je
¢jw = w 3a cBako t € [0,1] ma u cnenmjanaHo 38 P = . O

Tepbemwe 3.1.1. 3a cBaku nyr Xamwmaronujana {¢;}, ¢ € I, mOCTOju BpEMEHCKU 3aBUCAH
HOpMaJsin3oBaH Xamuiatonujan H : M x I — R Tako na Basku:

d
%Qﬁtl’ = sgrad Ht(thLU)
sacBako r € M utel.

/oxas. Tepbeme ce jemHocTaBHO HOKa3yje aKO MHOTOCTPYKOCT WMMa TPUBUJATHY IPBY 1€
PamoBy koxomousorujy ca kommakraHuM HocadueM, Hyp (M) = 0. O3mauummo ca & BEKTOPCKO
IIoJbe TeHepucaHo ca ¢,. Rako XaMuiToHOBU mqudeoMopPU3MU YyBajy CUMIIEKTUUKY POPMY
n3 Kapranose dpopmyse caemu na je d(& sw) =0, omnocHo & sw je 3aTBOpena popma. Kako
je Hip(M) =0 ¢dopma & sw he Guru m Tauyna. Ha ocHOBY Tora ciemu na mOCTOjU IIIaTKA
davunuja ¢pyurmmja Hy(z) € H(M) rako na Basku —dH; = & sw. Pymrnmja H(x,t) he Gurn
Xamunronujas koju remepumme {¢;}. Y ommrem ciydajy, kana je Hap (M) # 0, moka3 je
HeTpuBHjantaH u Moxke ce mahwm y [1], [3]. O

OBo tBpheme HaM mOKa3yje ma BEKTOPCKO IOJbe KOje ONroBapa TOKY XAaMWJITOHOBUX AU(EO-
Mop¢uzama jecte XaMUITOHOBO BEKTOPCKO IMOJLE.

Tepbeme 3.1.2. XamMuaTOHNjaH IPOU3BOOA

Heka cy ¢; u y; XaMUJITOHOBU IIyTEBU NeHEPUCAHU HOPMAJIU30BAHUM XAaMUITOHUjaHuMa H
u G. Tanma je mUX0OB mpousBOA ¥y = ¢yXy XAMUITOHOB IIYyT T'€HEPUCAH HOPMAJIU30BAHOM
XaMUJITOHOBOM (DYHKIIVjOM

F(x,t) = H(z,t) + G(¢; ', t).
Joxasz. 3uamo nma je %@ﬂf = sgrad H; u %th = sgrad G;. Tana je

d

%(QStXt)x = sgrad H; + ¢y sgrad Gy.

Y npumepy 3.1.2 cmo nokazaau ma je sgrad(G o ¢; ') = ¢y, sgrad Gy ma 3aKbydyjeMo ma Basku:

d
Ewtx = sgrad(H, + G o ¢; ') = sgrad F,.
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IMocnemuma 3.1.1. Cxyn XaMuiaToHOBUX audeoMopduzama je rpyna y OZHOCY Ha KOMIIO3U-
nujy.

Jloxas. Heka cy ¢ u x mBa Xamuaronosa mupeomopdusma. Tana mocroje myresu {¢;} u {x:},
t € [0,1], rakBu ma je ¢ = ¢ u x1 = x. IIpema nperxomuom tBpbhewmy myT {11} = {dx+}, he
takobe Outm XamMuiaToHOB, na he m aupeomopduzaMm ¢y = 1; Outm XaMUITOHOB, OIHOCHO
KoMIo3uimja nsa exeMmenrta rpyne Ham(M,w) ocraje y uctoj rpynu.

Hexka je cama ¢ mpouszBosman XaMUJITOHOB mudpeomopuzaM. Xohemo ma morakeMo na he um
madeomoppuzam ¢~ 6utu XamuaToHoB. Heka je ¢ = ¢, rae je {¢:}, t € [0,1], XamunToHoB
ToK remepucan ¢ymrmujom H(x,t). Xohemo ma mokasemo ma je {¢;'} XamMmaToHOB TOK
resepucas Xamuiaronujasom —H (¢ux,t). Osnauyumo ca G(z,t) XaMUITOHUjaH KOjU TeHEPUIIEe
TOK gb;l. AKO mocTynmuMo Kao y m0ka3y TBpbhema 3.1.2 u qudpepeHmmpamo no t IpeciuKaBame
¢; 0 ¢; * = 1d mobujemo:

d (¢y 0 ;1) = sgrad H(z,t) + ¢y, sgrad G(z,t) = sgrad(H (z,t) + G(z,t) o ¢; 1.

0= —
dt

Bamkyuayjemo na je H(x,t) + G(¢; 'z,t) = 0, ommocuo na je G(z,t) = —H(¢x,t). Bumamo,
nakge, na ce u ¢ ' Hasgasu y rpymu Ham(M,w). d

Tepbemwe 3.1.3. Ham(M,w) je HOpMaaHa 1 Iy THO MOBE3aHa MOArPYIAa IPYIe CUMILIEKTOMOD-
¢uzama Symp(M,w).

Loxas. Y nevmm 3.1.1 cmo nokazanu ga XaMUITOHOBU IU(GEOMOPPU3MU UyBa]y CUMIIEKTUIY
dopmy, y mociaemumm 3.1.1 cmo nmokaszanu na o umee rpyny, na Ham(M,w) jecte moarpyna
rpyme Symp(M,w).

[TyTHa moBe3aHOCT Cjequ M3 HAUMHA HA KOjU CMO meduuucanu enemente rpyne Ham(M, w),
CBU OHU CYy IIYTHO MOBE3aHU CA UIEHTUYHUM IPECIUKABAHEM.

Tpeba jom nokazaru na je Ham(M,w) mopmasna moarpyna. Heka cy ¢ € Ham(M,w) u f €
Symp(M,w) nponsBossan enementu. Ako je {¢;} Tork XamunronoBux mudeomoppuszama, ¢ =
¢, reaepucan Xamuntorujanom H tana je f~'o ¢, o f Tox XamunaTonosux aupeomopdusama
remepucan Xamunrorujagom Ho f. Ila he u f~logo f 6uru Xamunroros mudeomopdusan.]

3.2 JlujeBa anre6pa u rpyna Ham(M, w)

Hepuuannuja 3.2.1. I'pyna (G,:) kKoja je riarka MHOMOCTPYKOCT U y KOjO] Cy OIepanuje
:GxG—=Gu()': G — G rnatke masusa ce JlujeBoM rpymom.

Iepuaunmja 3.2.2. Bexkropcku npoctop V Han nomem K cHabneBen OmHaApHOM OUIMHEAPHOM
KOCOCHUMETPUYHOM ONEepaIujoM |-, -] koja 3am0BosmaBa JakoOUjeB UAEHTUTET, OIHOCHO 38 KOjy
BayKU:

(i) [aA+bB,C| =alA,C|+b[B,C], a,be K, A,B,C eV

(17) [A,B] = —[B,A], A,BeV

(1ii) 0 =[[A, B],C| + [[B,C], Al + [[C, A], B], A,B,C €V

HasuBa ce JlujeBoMm asredGpowm.
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Ako je {ei,...,e,} mpousBomua Ga3za amrebpe V tama je mpomsBox ABa 6a3HA €JIEMEHTA JIVH-
n

eapHa KOMOMHaIUja eleMeHaTa Daze: e;e; = E cfjek rie ce Koe(UuIujeHTHn cfj € K naszuBajy
k=1

CTPYKTYPHE KOHCTAHTE.

Hedbuanmmja 3.2.3. Jlujesa anrebpa L(G) Jlujese rpyme G je TAHMEHTHU TPOCTOP y je-

AUHUYHOM €JIEMEHTY, MIPU YeMy je KOMyTaTop oapeheH CTPYKTypPHUM KOHCTAHTAMA cfj KOOP-

AUHATHOT Da3uca KapTe ca KAHOHUYHUM KOODAWHATAMA.

On kopuctu he mam 6utu ma Ham(M,w) sugumo kao JlujeBy rpymy. 3amnpaso, Ham(M,w)
MOKEMO Ja mocMarpamo kao JlmjeBy moarpymny y rpynu cBux audeomMopdrsama Ha MHO-
rocrpykoctu M. JlujeBy anrebpy Jlujese rpyne Ham(M,w) he umanTm BekTrOpcka moma &
Ha M obnuka

d
{(z) = Eﬁﬁtﬂt:o,

rae je {¢;} rnanak nyr sa Ham(M,w) 3a xoju je ¢y = Id. CBako 0BakKBO BEKTOPCKO IOJLE je
Xamuaronoso. Basku, £ = sgrad Hy(x), rue je H(x,1) jequHCTBEHN HOPMAIU30BAaHU XAaMUJI-
TOHMjaH Koju remepume myT {¢;}. Ilpumerumo na Hy = H(-,0) € H(M). Moxe ma ce
ycmocTtaBu u oO6pHyTa Be3a. 3a cBaky ¢yurmujy H € H(M) Bexkropcko mosme sgrad H je mo
nepuannuju m3Bon y tavku t = (0 omrosapajyher XaMuaTOHOBOT TOKa. 3aKbydyjeMoO na
JlujeBy anrebpy rpymne Ham(M,w) mosxemo nnentuduroBatu ca H(M).

Hedbunaunuja 3.2.4. Jleso (mecuo) mejcrso Jlujese rpyne G Ha MHOrocTpykroct M je riaaTko
MPECINKABAHE
MxG— M, (x,9)—g-x

KOje 3a10BosbaBa ycioBe: e-x=x u g- (h-z) = (gh) -z (ogaocuo g - (h-z) = (hg) - x).

Capna xemumo na kKoHCTpywuieMo jenuo nejctBo JlujeBe rpyme Ha JlujeBy anrebpy. Hera je
f € Ham(M,w) u G enement Jlujese aarebpe H(M). Heka je {¢:}, go = Id nyT enemenara
JlujeBe rpyme koju je raunrentan Ha . To 3Hauwm na je HoOpMaau30BaH XaMUJITOHUjaAH KOjU
rerepume 1ok {¢;} y Tpenyrtry t = 0 jennak G. IlejcrBo enementa f Ha G je mo mepuHMImMju:

d
Ady G = %(fgtf_l)h:o-

HupepennupameM ce nobuje na je BEKTOPCKO MoJbe Ha necHoj crpanu f, sgrad G, tj. sgrad(Go
f71), ma je oBo mejcTBO y cTBapM:

Ad;G=Go ™"

Hejcrso rpyne Ham(M,w) uwa anrebpy H(M) je mejctBo mupeomopdusma Ha (GyHKIU]Y.

[Tpeocraje nam na medunumenmo Jlujese 3arpane wa anrebpu H(M). Heka cy F,G € H(M)
npousBoJbHU eneMeHTH U Heka je {f;}, fo = Id myr XamuaronoBux mupeomopduzama TaHreH-
ran Ha F' y tauku t = 0. Jlujesa 3arpana {F,G} ce nazusa Iloaconosa 3arpana u nepunuie
ce ca:

d
{F,G} = E(Adft G)li=o-

PauynameM m3pasza Ha MECHOj CTpaHU HOOUjEMO na BaKU:

{F,G} = —dG(sgrad F') = w(sgrad G, sgrad F').
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3.3 Ausrebapcke ocobune rpyime Ham(M , w)

Cana mac mHTepecyjy anarebapcke ocobuse rpymne Ham(M, w).

Teopema 3.3.1. Heka je (M,w) 3aTBOpeHa CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. Tazna je rpyma
Ham(M,w) mpocra.

Loxas. [1], [2]. O

Tepbemwe 3.3.1. Heka cy {¢;} u {x;} XaMUITOHOBM TOKOBM Ie€HEPUCAHU HOPMAJIM30BAHUM
BpeMEHCKU 3aBucHuUM Xamwuiarouujanuma H u G. Axo je ¢x; = xi¢¢ 3a cBako t € I Tana je

(H,G} =0.

Jloxas. VI3 jemnakocTm XaMUJITOHOBUX TOKOBA ()¢ W Xi(; CIEeOV je THAKOCT HUXOBUX HOP-
MaJIM30BAaHUX XAaMUJITOHU]jaHA Y CBAaKO] TAYKU U 3a CBAKO t:

H(z) + G(¢; ' (2)) = G(z) + H(xy ' (2)).
Hudepennupamem penanuje mo t modujamo:
dG(—sgrad H) = dH(—sgrad G)

omuocuo {H,G} = {G, H}. Kako je JlujeBa 3arpana aHTUKOMYTATUBHA, 3akpbyuyjemo {H, G} =
0. 0]

3uaMO0 na je AbGesoBa rpyma mpocTa aKO CBAKU €JIEMEHT I'e€HepPUIIe Iesly TPYIy, Ia je OHA
NUKJINYHA TPYyIa duju je pen npocT Opoj. Ilpocre rpyme ce, y ommreM ciay4dajy, pa3iuky]y
on AbGenosux. Cuenmehe TBpbheme Ham mokasyje ma ryma Ham(M,w) nuje AbGenoBa m naje
HaM HauuH na HaheMo Benuku OPOj ejieMeHATa KOju HE KOMYTHUDA]y.

Tepbemwe 3.3.2. Hera je (M,w) cumniertruka MEOroctpykoct nu U C M orBOopeH HempasaH
noxckyn. Tana mocroje ¢, x € Ham(M,w) raksu na je supp(¢),supp(x) C U u ¢x # xo.

Joxas. V3zabepumo npomsBomHy Tauky * € U m TanrentHe Bekrope &,7 € T, U TakBe ma je
w(&,n) # 0. Kopucrehu nokasse kKaHOHCKE KOOPIUHATE OKO TAadyKe T MOKeMO Hahu QyHKIUje
F u G 3a koje Bazku sgrad F'(z) = £ u sgrad G(z) = n. Ilpomysxkumo ose ¢yurmuje ca 0 Ban
ckyna U. Axko je M 3arBOpeHa MHOTOCTPYKOCT Tpeba HOJATH KOHCTAHTY OBUM (YHKIMjaMa
na 6u OHe 3aI0BOJbABAJIE YCIIOB Ja UM je cpeama Bpenaoct jennaka 0. Canma mam ¢ysrmnumje F
u G npunanajy H(M). Oue cy koucranTHe Ban ckyna U, ma oarosapajyhu mudeomoppuzmu
¢ m x; umajy mocaue y U. Kako je {F,G} # 0, npema mperxomaom TBpbhemy, 3a HEKO (
muheoMopPpU3MmI ¢ U X; HE KOMYTHDA]y. ([l

Teopema 3.3.2. Heka cy (M, w;) u (Ms,ws) 3aTBOpEHE CUMIIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTU YHje
cy rpyne XaMmMuiaTOHOBUX aupeomopdmzama m3omopeHe. Tama cy MHOTOCTPYKOCTH KOH-
GOPMHO CUMILIEKTOMOP(HE, OAHOCHO, mocToju mudpeomopousam f : My — My u 6poj ¢ # 0
TAKO Oa BaKWU f ws = cwy.

Loxas. [2] O

Anrebapcka CTPyKTypa rpyme XaMuITOHOBUX audpeomopduzama omapebyje cummiekTuuky
MHOTOCTPYKOCT IO Ha (haKTop.
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3.4 Xodeposa merpuka

Heka je L(G) JlujeBa anreGpa ronauno mumensuose Jlujese rpyne G. 3a wopmy |- | Ha L(G)
KayKeMO [a je MHBApUjaHTHA IpU AejcTBy rpyme G ako BaKu

€] =g~ "¢yl

3a cBako £ € L(G) u csako g € G. ¢ '&g ce nepunume kao mssBon kpuse R — G, t —
g lexp(tf) g y Taurkm t = 0. CBaka oBakBa HOpMa maje MeTpuky Ha G ca:

dlangn) = inf [ a0t

3a go, g1 € G. MHPuMmyw™m je y3er mo cBum myreBuMma ¢ : [0,1] — G roju mosesyjy go = ¢(0) u

g1 =g(1).
[Ipupoaso je mocraBuru murame koja ox Hopmu || - ||, Ha H(M), 1 < p < 0o, KOje cy mare ca

1
|2, = ([, |H|Pw")? nedurnme merpury ra Ham(M,w). Ilosurusan oarosop hie 6utn camo
y caydajy p = 00.
Jepuunmuja 3.4.1. Hera je F € H(M). Ha H(M) nedunumemo HOpMY ca:

| F'||cc = max F'(z) — min F.
xeM xeEM

Tepbeme 3.4.1. Hopma || - ||o 3am0BOMmaBA
1F 0™ oo = [1Fl
3a cBako F' € H(M), ¢ € Ham(M,w).

Jloxas. Kako je ¢ mapeomoppuzam cxynosu M u o' (M) cy jemnaxu ma Basku max F(y~lr) =
xe

max F(z) u min F(y)"'z) = min F(z). 13 oBux jemsaxoctu ciemu TBpheme. O
zeM zeM xeM

Hepunannuja 3.4.2. Hera je {h;}, t € [a,b], XaMUITOHOB IIyT reHEPUCAH HOPMAJIU30BAHUM
Xamunronujanom H(z,t). HberoBy my:kuny nedunumemo ca:

b
) = / | Hy | dt.

Kopuctrhemo n o3Hake 3a MO3UTMBAH U HETATWBAH NeO ILy:KUHE IIyTa:

1
L (B} = HH||+:/ max H, dt.
0

1
l_{ht} = ||H||_ = / minHt dt
0
Pacrojame namebhy na XammnronoBa mupeoMopdusMa ce neprHUIIE cCa:

d(¢, ) = inf I{h}

rae je HGUMyM y3eT 1m0 CBUM XaMUITOHOBUM myrteBuma {h;}, t € [a,b], 3a Koje Baku h, = ¢

I/Ihb:Qﬂ
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Hyxuaa XaMUITOHOBOT IIyTa HE 3aBUCU OJ TapaMeTpu3aluje ma MoxkeMo y3etu aa je a = 0,
b=1.
OsBako me¢puHMCAaHO pacTojame he 3amoBosbaBaTu cienehe ocobune:

o d(¢, ) =d(,¢)
o d(¢,0) < d(¢, ) +d(¢,0)
o d(¢,0) =0

Tepbeme 3.4.2. Pyurnuja d je OUMHBApPUjaHTHA, BaKU

d(¢,¢) = d(¢0, y0) = d(06,0¢)
3a cBako ¢,1,0 € Ham(M,w).

Joxas. 3uamo na aro je {h;} XamunronoB nyr y Ham(M,w) Trana je u {h;#} Xamunronos
oyt 3a cBako § € Ham(M,w). Hedmuumwunmo ckymoe X = {l{h}|h; € Ham(M,w), h, =
b by =0}, Y = {l{fi} | fi € Ham(M,w), f, = 60, f, — ¥0}. Bummio na je d(g,1) — inf X
u na je d(¢0,v0) = infY. Xohemo na mokaskemo na BaskM jeJHAKOCT CKymoBa X u Y umme
6ucmo nokazanu na je u d(¢, 1) = d(¢h,10). Heka je x € X npoussoman 6poj. Tama nocroju
Xamuaronos nyt {h;}, hy = &, hy = ¥, koju je renmepucan mekum Xamuiarornujanom H. Iyt
{fi} = {h0} hie 6urtn Xammaronos myT 3a kKoju Bawku f, = @b, f, = 0 u 6uhe remepucan
Xamuarouujauom F'= HO. Tlpu tome he BakuTu

b b b
15 = [ Wl dt= [ 1H0 8wt = [ ] dt =z

ITO 3HAUM Oa T npunana u ckymy Y. CiandHo, ako KpeHeMO O IPOU3BOJLHOT ejeMeHTa i € Y
KojeM oarosapa XaMuiaToHOB TyT {f;} u mepunumenmo pamunujy {h;} = {f; 0 07!} mobujamo
na je l{h;} =y omuocuo y nmpunaga u ckymy X. Tume cMO MOKA3aIM jeqHAKOCT CKymoBa X
un Y. Ha uctu Haumn ce mokasyje na Basxku jemHaxoct d(¢,v) = d(0¢,0v). O

OBako nmeduuucana ¢yuruuja d je jenna merpura xHa Ham(M,w). OBy Tteopemy je mocraBuo
n nokazao Xodep y [4] ropucrehim GeckoHAUHO OMMEH3MOHM BapujanuoHu Metonx. Y [5]
je Burepbo morazao oBy Teopemy 3a cayuaj M = R?* xopucrehwu remepumyhe ¢ynrnumje.
Y [6] je moraszaHa ToepeMma 3a BEJIUKY KJIACY CUMILUIEKTUYKAX MHOTOCTPYKOCTH KOj€ UMa]y
¢uHe ocobuue y OeckoHaunoctu. Taj mokas je 6a3mpan Ha ['poMoB/mmEBOj Teopuju mceyno-
xosoMop¢pHUX KpuBuX, [17]. Y [7] je Teopema mokaszana y ommreMm ciydajy momohy I'po-
MOBJHEBE TEOPUjeE.

[Ipuponuo je mocebHO pazMaTrpaTu MO3UTUBAH U HETATUBAH €0 MeTpuke d:

1
d.(1d, ¢) = inf/ max F} dt,
0

1
d_(1d, ¢) = inf/ (—min F}) dt,
0

rje cy MHGUMYyMU y3€TU [0 CBUM XAaMUJITOHOBUM TOKOBUMA {¢;} KOju Cy MeHepUCaHU HOD-
MaJan30BaHUM XaMuiaToHUjaHoM F'(z,t) Tako ma Baxku ¢ = ¢. OuurienHo je ma BaKy Hejel-
Haroct d(Id, ¢) > d,(Id, ¢) + d_(Id, ¢). Ila nmu yBek Ba:KM jeAHAKOCT je OTBOPEH IPOBIIEM.



I'VJIABA 4

I'eone3sujcke mmHMje y XodpepoBOoj MeTPUIU

4.1 IIlra ako je M = R?"

Y oBoj raasu hemo pamuru ca (R*™, wp) rae je wy cranmapaaa popma Ha R, wy = >0 | dp; A
dg; a (qi,...,GnsD1,---,Pn) Cy KOOpIuMHaTe Ha R?". 3majyhwm ma je mpsa gme PamoBa Koxo-
MmoJsioruja on R?" jemmaka 0, H;R(Rzn) = 0, MOKEMO 3aKBbYYUTH Oa je 2-popMa wy TadHa,
OMHOCHO ma mocToju l-popma A Ha R?" 3a Kojy je wy = dA. IIpoBepom ce BumM na Bazku
wo =d(> 1 pidg). Y oBom cayuajy H(R?") hemo naenrndurosaru ca Ci°(R*"). Hapemhemo
HeKe TeopeMe U neduHUNuje Koje he Ham Tpebatm y oBoM maparpady.

Teopema 4.1.1. JTapoy CBaka CUMIJIEKTUUYKA MHOTOCTPYKOCT j€ JIOKAJIHO CAUMIIJIEKTOMOD(HA
muoroctpykoctu (R* S dp; A dg;).

Zloxas. Heka je (M,w) mpon3BObHA CUMINIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. X0oheMo Ja MOKaKkeMo na
3a cBaky Tadky a € M mocroje nokasne koopauaare (U, @), a € U, npu dyeMy IpeCIUKaBaHe
© (@1, Gns D1y Dn) = b €U C M 3anoBomasa ycaos p(0) = a u p*w = wy. M3zabepumo
OKO Tauke @ MPOU3BOJLHE JokaiHe koopaunare (V1) y rojuma je 1(0) = a. Canma dpopmy w
JIOKAJIHO MOKEMO TTocMaTpaTé Kao 2-popmy Ha R?". Xohemo ma KoHCTpyumeMmMo mudeoMop-
¢uzam ¢ y orommHM HyJe 3a koju Baku ¢(0) =0 u p*'w = wp.

I[Tocmarpajmo pamminnjy dpopmu:

wr =wo+tlw—wp), 0<t<L L

Bumumo na je wy = wp 3at =0 u ma je w; = w. sRemumo na mabemo damwunujy mudpeomop-
puszama ' koju he 3anoBomasatu ycios ¢° = Id u jenmauuny

(P")wr=wo, 0<t<L. (1)

Hupeomoppuszam ¢ 3a t = 1 he butu Tpaskena pyurmuja. Ca X; 03HAUMMO BEKTOPCKO MOJbE
Koje remepume ' kKao ¢Boj Tok. Ilupepennmpamenm jemmauune (1) mo ¢ BUAMMO ma TAKBO
BEKTOPCKO MOJbe X; 3aI0BOJHABA UICHTUTET:

d

0= —
dt

d
(¢")'wy = (@t)*{LXtWt + %wt},

26
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rae cMo ca Ly o3naumnu Jlujes n3Bon BekTopckor nosba Y. Ropucrehu KapranoBy dopmymy
y ODJUKY:
LX IZ-Xod—l-dOZ'X

u U3 ynmenue na je dw; = 0 modbujamMo jemHAYNHY:
0= (") {d(X; sw;) + w —wo}.
Bekropcko nmome X; he 3amoBosmaBaTu jenHauMHY:
d( Xy swi) +w —wp = 0. (2)

Kako je d(w—wp) = 0 u Hyr(R*) = 0 moctojahie 1-popma 7 3a kojy je w —wy = dn u n(0) = 0.
Hame, n3 unmwenune na je wi(0) = wo(0) 2-popme w,; cy menerenepucane 3a 0 <t < 1y HEKO]
OTBOPEHOj OKOJIUHU HYJIEe Ma MOCTOjU je IMHCTBEHO BEKTOPCKO moJbe X; ompebheHo yciaoBoM

Xy awy = Wt(Xty ) = -1,

32 0 <t < 1. To BekTOpCKO mOJbe HaM maje pemene jennauwmue (2). Kako sasxu n(0) = 0
Baskuhe u X;(0) = 0 u mocTojahe oTBOpeHa OKOMMHA HyJe HA KOjO] TOK ¢’ om X; mocroju 3a
cako 0 < t < 1. Taj Tok he 3anosomasaTtu ycaos ¢° = Id u ¢'(0) = 0. Ako cama kpenemo
yHa3al, mpeMa HauuHy Ha KOjU CMO KOHCTpyucaau mudeomopdusme o' OHM 3aX0BOHABA]Y
jeqHaAuMHY:

4w, =0,3a0<t <1,

na je (¢")*w = (p°)*wo = wp 3a cBaro 0 <t < 1. O

Hera je M mpomsBosmHa MHOrocTpykocT u 7w : 1M — M HeHO KOTAHI€HTHO pacilojemne.
Tana
0(Xy) := p(m:X,)

nepuHume KaHOHCKY l-dopmy Ha 1M wOja ce 30Be JImyBummoBa dpopma. Popma
w = —df

je HemereHepucasa 2-¢gopma, ¥ JeGUHUIIE CTAHIAPIHY CUMIIIEKTUYKY CTPYKTYpYy Ha 1™*M.
Heka cy (Mj,w;) n (My,wy) cuvmmiiekTruke MEOrocTpykoctu. Ha M X My moxemo na medu-
HUNIEMO CUMIIEKTUYKY (OPMY Ca w = 7wy E£Tws Tae Cy T U Te npojexnuje my @ My x My — M,
u my : My x My — M,. Cnenujamuo, va M X M meduHUNIEMO CUMIIIEKTUUYKY (GOPMY ca
(X,Y) = w(m X, m.Y) — w(m. X, m,Y) kojy hemo oznauaBaru ca w @ (—w).

Heduannmja 4.1.1. Heka je (M,w) cuMmierruyka MHOTOCTPYKOCT. [lomMHOrOCTPYKROCT jI !
L — M ce 30Be JlarpamxeBa ako je dim L = %dimM u jiw=0.

Jlema 4.1.1. Tudpeomopduszam v : M — M je CUMIIIEKTUYKN aKO M CAMO aKO je H-eI'OB I'pafuK
I'={(p,¢(p))|p € M} Jlarpamxesa noamaOrocTpyKocT y M X M ca CUMIIEKTUYKOM (OPMOM
wP (—w).

Jokas. Jlema cnemu u3 jemnakoctu ji(w @ (—w)) = w — P*w. O
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Jlema 4.1.2. Heka je f: M — T*M 1-popma uwa M. Tana je (M) Jlarpamkesa moaMHO-
roctpykoct y T*M ako mu camo ako je [J 3aTBOpeHa (hopma.

Zoxas. Ilokazahemo ma je "0 = [ 3a 6umo rojy l-dpopmy [ ma M, rme je 6 JluyBumoa
popma. [* : QYT*M) — QY (M) na he $*0 6utu 1-popma ma M. 3a TPOU3BOBAH BEKTOD
X, € T,M Ba:xn:
B 0(p)(Xp) = 0(B-(p) Xp) = B(p) (5. (p) Xp)
= B(p)(Idrar X;) = B(p) X,

3a ceaxko p e M, X, € T,M.
Ako ca f osmaummo yramame ((M) y T*M a ca w cTanmapIHy CUMILUIEKTUYKY (OPMY Ha
T*M rana je:

fw = —p"dd = —dp*0 = —dp,

ma je f*w =0 ako u camo ako je df = 0 mTo HAM U KasKe OBa JeMa. O

4.1.1 Hedunraumnuja

Ha R?" mo:xeMo Ha 3aJaMO KOMILIEKCHEe KOODIAMHATE T = ¢ -+ ip TaKo [a je CUMIICKTUYKA
popma wy obnuka dpAdq. Pukcupajmo Eyknunosy merpuky Ha R*® 1 mocMaTpajMo TpousBo
npoctopa V = (R*" x R* wy & (—wp)). Hexra cy (x,X) xoopaunate Ha V u mera je A mu-
jaronasma y V. Tanma V moskeMO na maeHTUGUKYjeMO ca KOTAHIE€HTHUM paciojemeMm 1*A ca
CTaHIADIHOM CHUMILIEKTUYKOM CTPYKTYypoM. Ako cy (w,z) KaHOHCKe kKoopauHare Ha T*A y
KOjuMa CHUMIUIEKTHYKa (popma nma obnuk dw A dz, onma je mzomopuzam m3meby V u T*A
IaT je THAUYMHAMA!
w=1i(r—X)
r+ X
5
Heka je S € H(R?") npoussosmna ¢yskmuja. Ha ocmoBy sneme 4.1.2 crynm {w = VS(2)} je
Jlarpamxesa nomMuoroctpykoct y V. Iloctoju xomsekcna C?-okonuna tauke 0 y H(R?"),
kojy hemo oszmaumry ca S, tako ma je 3a cBako S € S mommuorocrpyroct {w = VS(z)}
rpaduk HEKOT cuMIIeKTOMOpdu3Ma ¢ Ha R?". OBaj CUMIIEKTOMOD(U3aM je AT jeTHAIMHOM:

T+ px
2

iz — px) = VS( ), z€eR™ (3)

Y ToMm ciydajy KaxkeMo na je S reHepumyha (QyHKIUja 33 .

Axo je mpecnukaBame ¢ : (z,y) — (§,1) = o(z,y) € R*" BIUCKO UACHTUYHOM HTPECIUKABAHY
” akKo je S merosa reHepuinyha ¢yHKIUja Tana he BakuTH:

0
0
n=y+8—55(£,y)-

Osznaunmo ca ® mpecaukaBame, ¢ : S — Ham(R?",wy), Koje cBakoj ¢pyHEIMju S momesmyje
onrosapajyhu cumniaekTudry audeomopuzam p. O3Haummo ca D ciauky npecaukaBama P
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koja je Cl-okonmuna mmenTuunor npeciukasama y Ham(R?*", wy). 3namo na cy D u S cuabue-
BeHr XO(pepoBUM pacTojameM U HOPMOM || - ||. Kacumje hemo moraszaru ma je oBakrBO
npeciukaBame $ mzomerpuja crkyma S Ha D.

Hepununuja 4.1.2. Hexa je I C R noBe3an noackym ca Hempa3HOM yHyTpamHuomhy. ['manak
nyt ¢ : [ — Ham(R?*", w,) je perynapan ako je ¢(t) # 0 3a cBako t € I.

Nedmaunumja 4.1.3. Heka je v : [ — Ham(R*",wy) raanak peryaapan myT. Tazna kakemo na
je:
(a) v MUHMMATHA Teone3MnjCcKa ako 3a CBako a,b € I, a < b, Bawku:

{(Yap) = d(v(a),y(b)).

(6) v reome3mjcka ako 3a cBako t € [ mocroju okosuua U C I, t € U, takBa ma je 7|y
MUHUMAJIHA T'€0IE31jCKa.

Tepbeme 4.1.1. Heka je H : [a,b] x R*® — R raaTka (QyHKIUja ca KOMIAKTHUM HOCAUEM.
Tanma cy cnenmeha TBphema ekBuBaJIeHTHA:

b b
) / | Hy|oo dt = H/ H(t,x) dtH , rie cMo ca Hy(r) ozmaumnu H(t,z).

(i1) TlocToje mBe Tauke r_,x, € R* takse ma je max Hi(z) = H(z4) m mIé? Hy(x) = Hy(x_)
reR=" eR=m
3a cBako t € [a,b).

Jokasz. Ounrnenso je na Bakwm (i) = (i). Ilokaxmmo cymporan cmep. Hera Basum (i).

Oszmaunmo ca K C R?" xoMmakTaH CKym Koju caip:xku Hocade on H; 3a cBako t. Hexra je

K, = {z € K| max Hy(y) = Hi(z)}. TBpmumo ma je ﬂ K, menpasan ckyn. Kaxro je K
yeRe te(a,b|

KOMIIAKTaH CKYIl JOBOJLHO je MPOBEPUTH [a JIX je 3a CBAKU KOHAUYaH HU3 ] < ... < ty IPecek

K, N...NK;, menpasan. I[IpernocraBuMo na 3a Hexu Hu3 t; < ... < ty Baku Ky, N...NK;, = 0.

Tana je:
N

max [H(t;,z) + ...+ H(ty,z)] < max H(t;,x) —¢
reR2n = 1CE€R2"’

3a HeKO € > (), ma mocroju orBopeH noackyn A C [a,b] Takas nma je:

/||Ht||oodt> H/thtH

Ca gpyre crpane, 3a noackyn B = [a,b]\ A Baxn:

/||Ht||oodt> H/thtH
B B S

Kana cabepemo oBe mBe HejemnakocTu, kopucrtehim HejemHakoCT TpOyraa 3a HOPMY || - [loos
nobujemo na je [, o l[Helloo dt > || [4 5 Hedt|os & 1O je xOHTPamMEmUIja ca (7). O

Hepuuannuja 4.1.4. Pyuruuja H koja 3amoBomasa yciaoB (i) wiu (ii) 13 IpeTxomaHe TeopemMe
ce Ha3WBa KBa3W-ayTOHOMHa. Kaskemo na je H nokajaHO KBa3u-ayTOHOMHA (YHKIMUja aKO 33
cBako t € I nmocroju okomuua U, U C I, tauke t TakBa na je ¢ymrmuja H : U x R* — R
KBa3U-ayTOHOMHA.
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4.1.2 Mwunrumasse reone3mjcke

Iepunncahemo crnexkrap nejcTBa M BUOETHU IITa je TO Oudypranmonu mujarpam. KRopucrehn
OBe TI0jMOBe Moka3zaheMo Koje ocoOmHe Mopa Aa 3aI0BOJbaBa TJIaldak MyT Ja Ou OMO MUHU-
MaJIHa TeOIe31jCKa.

Heka je ¢ € Ham(R*",wy) XamunaTonos mudpeomopdusam u Heka je g : [a,b] — Ham(R?*, wy)
raagak oyt koju cuaja Id m ¢. Hera je H(t,z) Xamunronujas koju resepumte g. O3HaumMo ca
Fix(p) ckyn ¢purcHUX Tauyaka IpeciuKaBama @, u 3a cBako x € Fix(y) oznaummo ¢, (t) = g(t)z.
Heka je A\ mpuMmuTuBHA opMa CUMIIEKTUUYKE (HOPME W.

Hepunannuja 4.1.5. IlejctBo ¢pukcue tauke = € Fix(p) ce mepunume ca:

b
Az, p) = / N~ H(t, g, (1)) dr.

Crnekrap nejcrBa o(yp) je cryn {A(z, ) | z € Fix(p)}.

Axo ca J o3HAUMMO MaTpUIly AUMEH3HUje 2n X 2n 0OJIUKa

ol

npumeTuMo na Baku: wo(r)(u,v) = (Ju,v) 3a cBako u,v € T,R*" = R?", rme je (-,-) o3naka 3a
crapgapaar EyKIMACKM CKaJapHU TPOU3BOA. 3HAMO Aa TPOU3BOJFHU XAaMUJITOHOB IU(DEO-
MoOp®du3aM ¢ 4yBa CUMIUIEKTUYKY GopMy ma je p*wy = wy. 1lo3HaTo je ma ¢* Ha IpOU3BOJLHY
2-popMmy menyje kKao:

(0™ )a (1, v) = Ny (@' (2)u, ' (2)0)
3a cBako ¥ € R*™ u u,v € T,R*. Osme ¢'(r) o3HaUaBa M3BOJ NMpECIUKABAA ( Y TAUKU T
penpe3eHToBaH JakoOUjeBOM MaTPUIIOM.
Ha moueTky riase CMO CIOMEHYIM Ha BaRU wy = d A rxe je A 1-popma nata ca A =", p;dg;.
Tana je d(A — ¢*\) =dX — " d\ = wy —wp = 0, ogHOCHO A — P*\ je 3aTBOpena popma. Kako
ce mamasumo y R?" moctojahe ¢ymrmumja F : R? — R 3a kojy Bagm: A — p*A =dF. Axo je
MPOM3BOJLHA OPUjEHTUCAHA 3aTBOPEHa KpuBa y R*", mmTerpas ¢popme A\ mo moj he butu:

/)\:/(w*)\—l—dF):/w*)\—i-/dF:/gp*)\:/ A
Y v Y v ¥ o(7)

Y mpermnociemmeM KOpaky cMO nckopuctuiaum CTOKCOBY TeopeMy M HpENLIM Ha WHTErpaJl
¢yurnuje F' mo rpaHWNIM KpWBe 7y KOja He CAOPKU HU jedHY Ta4dyKy jep je KpuBa 3aTBOPEHA.
Axo mocmarpamo popmy N = Y1 | ¢;dp; Bunumo nma Baxu wy = —d N ogrocHO d(A + N) = 0.
Kao un masio npe, moctojahe pynrnuja G 3a kojy je A+ N = dG ma je fv(/\+)‘/) = f7 dG = 0. Ako
KpuBy 7 mapamerpusyjemo mapamerpoM t: z(t) = (qi(t),...,qn(t),p1(t),...,pa(t)), 0 <t < 1,
Baskuhe cienehe jemmaxoctu:

LA:%(LA+LA) / / / sz ) dgi(t) Zqz dpi(t )

— %/0 ; (pi()di(t) — qi(t)pi(t)) dt = %/O (—Ja(t), 2(1)) dt.
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Kopucrehn npeTxonHO M3BeIEHO CBOjCTBO NEjCTBO (PUKCHE TaUKe MOMKEMO Ha NUIIEMO U Y

00NUKY:

1

A(x,cp)zé/ (—Jx'(t),x(t))dt—/ H(t,2(1)) di

rae cmo ca x(t) ozuaunau g(t)z.

Iepunnnuja nejcrBa He 3aBUCH ox m3bOopa myTta kKoju mosesyje Id m mpecnukaBame ¢ Beh
caMo oI ¢pukcHe Tade r u mudpeomoppusma ¢. IIpernocraBuhemo Ha mame na je a=0,b=1
u Heka cy g u f nBa myta y Ham(R*", wy) xoja mosesyjy Id u ¢. Osmaummo ca H(t,x) u F(t, )
XaMuUiITOHMjaHe KOju ux reHepumy. Heka je:

Anteoe) =5 [ (=T 0) dt = [ H(egu(0)
AF(m,gp):%/o (—fo(t),fm(t»dt—/o F(t, £.(0)) dt.

Iedurumumo neo 1o neo raaTky kpusy t+— ¢'(z) y Ham(R*™, wy), 0 <t < 2, ca:

iy gz, 0<t«l1
Wx)_{ fe—tr, 1<t<2”

Tana je 3a cBako r € R*™ npecaukasame t — ¢'(x) nerma jep je ¥°(z) = g(0)zr =1d(z) =z n
P?(x) = f(0)z =1d(x) = z. Ca A(x) o3maummo PyHKIU]y:

1

A(m):§/0 <—J:t(t),x(t))dt—/0 H(t,x(t))dt+/1 F(2—t, (1)) dt,

rae je z(t) = ¢'(z). lpecmurasame x — A(z) je raaTro U mudpepeHImpameM o T 100ujamo:

A')h = /0 (= Ji(t), di (2)h) di— /0 (VH(t, 6 (2)), dut ()Y di+ /1 (VEF(2—t, 0 (2))), o (z)1) dt.

Basgknhe A’(z)h = 0 jep je ¢' remepucan Xamunronujanom H ma [0,1] u Xamuaronujarom
—F(2—t,-) ma [1,2]. Kana je |z|| moBomuo Beauko Bazxkuhe u A(x) =0 jep u H u F nmajy
komnakTHe HOcave. [lakme, A(z) = 0. Onparie cienu na je:

A(QJ) = AH(x790> - AF(‘QZ?%O) =0,

omHocHO A(z, ) He 3aBucu on uzbopa myTa g.

Kako Xamunronujan H uma koMImakTad HOCAd 3a JOBOJLHO BeJUKO x| koje je ¢purcua Tauka
mupeomopdusma ¢ Baknhe A(z,¢) = 0 ma 0 € o(p). Wcnocrasma ce ma je ckym o(p) C R
KoMIakTaH n Hurge ryct ([8]).

IHMebunrunuja 4.1.6. Budypranuonnu aujarpam riaTkor myTa ¢ : |a, b] — Ham(R?™, wy) je ckyn

%(g) =A{(t,y) e R? |t € (a,b], y € a(g(t)g(a)™")}.
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[Tpumerumo ma je BpemuocT t = a uckmydeHa. KRpusa ['(t) = (¢,0) curypuo npumnana Gu-
G ypKAIMOHOM mujarpaMy 3aTO mMTO XaMUJITOHWjaH KOjU TEHEPUIIe MyT ¢ UMa KOMIAKTaH
HOCAU.

Heka je cana g : [a,b] — Ham(R?",w,) peryiaapan myT reHepucan KBa3u-ayTOHOMHUM X aMUJI-
touujanom H. Tlocrojahie mse pasmsojene ¢ukcHe Tauke r,,r_ € Fix(g(t)g(a)™!) 3a cBako
t € [a,b]. HejcTBa oBux Tauvaka cy GpyHRmUje vy,7v- : [a,b] = R roje mepunumenmo ca:

t t
Y4 (t) = —/ min H; ds, v (t) = —/ max H ds.

[Tpumerunmo na je v_(t) < 0 < v4(t). Omrosapajyhu rpaduuu 'y (t) = (¢,7+(t)) cy pasasojene,
HEIPEKUIHEe KPUBE Koje mpunanajy oudypranumonom aujarpamy %(g).

Nebuaunuja 4.1.7. Heka je g : [a,0] — Ham(R?",wy) perynapan myT reHepucas KBa3u-
AYTOHOMHMM XaMUJITOHUjaHOM. Kaskemo na je Oudypranmonu mujarpam (g) TPOCT AKO
cy 3amoBosbenu ciaenehu yciaosu:

(1) nu je v4(t) = 0 mnm 3a cBaKO T > a W 3a CBaKy Hempekumaay ¢yHruujy u : [7,0] — R
rakBy na je graph(u) C X(g) n u(7r) = v4(7) Basknm u(b) = v4(b).

(2) Unu je y_(t) = 0 uaim 3a cBAKO T > a W 3a CBaKy HENpPeKUIHY OyHKUUjy u : [7,b] — R
rakBy ga je graph(u) C X(g) u u(1) = v_(7) Bakn u(b) < y_(b).

Ha caumu 3. je mpukaszan npumep OGu@ypKamMoOHOT qujarpamMa KOju Huje mpocT (JIeBO) u
OprMep jeHOr TPOCTOr OudypKAIMOHOT aujarpama (IJecHO).

A S A S
'y

I

| .

Cnuka 3. Dudypranuonu nujarpaMu

Osmaumvo ca H cryn C3°([0,1] x R*") u 3a ceako H € H o3maummMo ca ¢y mmadpeoMoppusam
oxrosapajyhier XaMuiTOHOBOI TOKA.

Tepbeme 4.1.2. TlocToju Henpekunna Gyurimja v : H — [0, +00) ca ocobunama:
(1) Axo je pu = px Tama je v(H) = v(K).

(2) v(H) € 0(pg) 3a cBako H € H.

(3) Axo je H < K rana je v(H) > v(K).

(4) v(0) =0 m ako je H <0 u H # 0 rana je v(H) > 0.
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Cxuya dokasza. Objacanhiemo Kako ce meuHUIIE TPECIUKABAKLE 7Y & AETAJBAH NOKA3 Ce MOMKE
wahu y [8].
Osnaunmo ca E = HY?(S', R?") Xunbepros npocTop ¢yHKIM]a

E={zxel*(sY)] Y il < 0o}

JEZ.

rae je v = Zeﬂ”‘]t:cj, z; € R*™, ®ypujeos pen pynrmmje = koju komseprupa y L*(S'). Osaj
JEL

IPOCTOP ce pa3iaske HA OPTOTOHAJHY cymy B = E-®E@ET. Y E-, E°, Et he ce manasurn,

penoMm, OHUM eJeMeHTU T Koju mMajy PypujeoBe roedunmjente camo 3a j < 0, 57 =0, 7 > 0.

Crako = € E he ce pasznaratu Ha v = 1~ + 2° + 2. Jlepurummumo Ppynknuje:

1 1
a(w) = llz71° = Sl

/Htx ) dt,

GH( ) )—bH( )

Iedpuuucahemo jenuy rpymy G xomeomoppuszama Ha npoctopy F. Xomeomopduzam h mpu-
naza rpyma G axo h m h~! ciukajy orpaEmYeHe CKymOBe Ha OTpaHWYeHe cKymose. JlaJne,
HOTPEeOHO je Ma IOCTOje HempeKuIHa mpeciaumkaBama 7+ : F — R u k: E — E koja caukajy
OrpAHUUYEHE CKYNOBE y MPEKOMIIAKTHE CKYIOBe (3aTBODEH€ OBAKBUX CKYIOBA jé KOMIIAKTAH
ckym). IlorpeGuo je ma mocroju r = r(h) Tako ma cy 3amoBosbenu cienehu ycmoBu:

3a cBako ¢ € BT, ||z|| > r. HomarHOo, MOpa ma Baxku:
hz) =" @zt 420 + e @z 4 k()

3a cBako x € .
Hedpuanmmmvo pamuaujy F = {h(E™)|h € G}.

Cana nmpeciukaBame 7y Je(UHUIIEMO Ca:

H f
Y(H) = sup inf ap(z),

3a cBaxko H € H. O

[TpumeTuMo na Ha ocHOBY ocobune (1) v mrmykyje ¢pymrmujy sa Ham(R?*" w)) 3a kojy hemo
KODUCTUTK KCTYy O3HaKy. ¥ [8] je mokazano ma oBa (yHKIMja 3aBUCH CaMO OJ KJace KOH-
jyramaje cummiaextomopusma uz Ham(R?*™ wy) u ca XopepoBoM MeTpPUKOM je MOBe3aHa HA
canenehu mauun:

Tepbeme 4.1.3. 3a cpako 1 € Ham(R?*", wy) Bau:

d(Id, ) = y(¥) + (7).
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Cruua doxaza. ['naBHA mmeja oBae je mokaszaTu Ha 3a cBako o, € Ham(R*" w)) Basku Hejen-
nakoctT: Y(pov) < v(p) +d_(Id,¥). Ako je p = ¢k u 1 =k Tana je:

(o) = sup inf [ap(x) — /O Ko((0) " (@) ]

FeF =€l
1
<o)+ [ (-int K de < () +d-(1, )
0 X

Cnenujaano 3a ¢ = Id, snajyhu na je d,(Id, ) = d_(Id,¢~1), mobujamo:

() + () < d-(1d, ) + d_(Id, ™) = d_(1d,v) + d (1d, ) < d(1d, ).

Hleramu nokasa ce mory mahwm y [8]. O

Ha 6u Bumenn kakBa je (yHKIMja 7 u3pauyHallemMo meHe BPEIHOCTU Y HEKUM KOHKDET-
HUM ciaydajeBuMa. O3HaumMo ca R CKyI CBUX IJIATKUX, HEpACTyNuUX (YHKIUja CKOKA p :
[0, +00) — [0, 1] TakBux na je p=1ma [0,\] u p =0 va [A\+0, +00) 3a HEKO A, > 0. O3HAUNMO
ca Rys ckyn ¢pyHEIUja p m3 R Koje oarosapajy ¢umcmpaHuM BpenHocTuMa A u §. Heka je
U ckyn cBux raartkux ¢pysrmuja a : [0, 1] — (—o0,0] koje Hucy mmentuuku jenuake 0, u ca (a)
03HAUNMO BPEIHOCT — fol a(t)dt.

3aa€cl, pe R nepurumemo XaMUITOHUjAH:

Hap)(t, ) = (a(t) + 7z |*)p(|2]*).

Hame, 3a ¢yurmujy H € H osmaummo ca o (H) = inf{s € o(¢py)|s > 0}. Buamo ma je
inf() = +o0o0. Ilpumermmo ma ako je o_(H) womauno, omma o_(H) € o(py) jep je cmekrap
I€ejCTBa KOMIAKTaH.

Heka je ace U, A > %, 0 DOBOJPHO MaJIO U p € Ry ;.

JIema 4.1.3. Ilocroju damunuja as € U, ps € R, s € [0, 1], raksa na je:

(1) ay = a, p1 = p.
(2) Pyurmuja H,, ) je HEIO3UTUBHA 1 HUje UIACHTUYKN jeTHAKA HYJIN.

<3> Of(H(amps)) 2 <;_> > O
Jlema 4.1.4. Baxu mejennaxoct: o_(H,p) = (a).

Jlokasu. TlpernocraBumo na je § HOBOJBHO MAJO y OJHOCY Ha (a).

1. xopak: Ommc nedpopmanuje

Heka je A\; pacryha menpekugua ¢pyurnuja taxsa na je: A(0) = %)—5, A3) = %—1-25, A(l) = A
Opmabepumo HempekunHy paMuanjy ps € R Tako ma ps € Ry, s 3a cBako s. Omabepmmo m
HENPeKuIHy paMuanjy as € U TaxBy na je:

1

as(t) = —(a), 0<s< 5

au(t) = (25 — 2)(a@) + (25 — 1)a, % <s<l

N

HuperTHo mobujamo ma Baske ocobuse (1) u (2) u3 meme 4.1.3.
2. kopak: PauynHame cuekTpa mejcTBa
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Heka cy v € U u p € R npousBoibHe pyHENUje. [la OmcMO m3padyHaIN CIEKTap OejCTBAa OJ
vp 3a H = H,, yBeauMo QyHKIU]y:

f(t,7) = (u(t) + 77)p(7).
Xamuaronose jennauwnsue 3a H = H(t,p,q) cy: p= —%—ZI ug= %—I;, ITO HAM Jaje

& =2f(t,|z]?) - iz

rae Ha R*® mMaMo KOMIUIEKCHE KoopmuHaTe T = p+iq u f 03HAYaBa M3BOJ (QYHKIUjE TIO T.
3a cBako pememe umamo |z(t)|? = 7 = Const u TakBa pemema ce MOTY HANUACATU Y OOJIUKY:

z(t) = z(0) exp{Q/O f(z,7)dz - i}.

Bumumo na je x(t) mepuoanuna opObura ako M CaMO akKo je:

1
/ f'(z,7)dz=7k, keZ
0

OJOHOCHO, aKO je
wo(7) + p'(7)(n7 — (u)) = 7wk, k € Z.

[Tokazahemo ma je mompuHOC TakBe OpOUTE CHEKTPY MEjCTBa OO Yy AT Ca:

kT + p(7)({u) — 7). (4)

DO | —

Ao = [

<—J:i:(t),x(t))—/0 H(t,2(t)) dt
/0 (4 — pd) dt — / (ult) + la?)p(|2P?) dt

[aery

| — DN =

2 /0 {a(=2f'(t,7) - q—p-2f(t,7) - p}dt — p(7)(=(u)) — 77 - p(7)

. / PG+ p?) e+ p(r) () — 7r)

=7 i {u(t)p’(T) + 7p(7) + ﬂTp’(T)} dt + p(7)({u) — 77)

= ()T — () — 77p(r) + plr) ({u) — 77)
= —kr -+ p(r)({u) — 7).

3. kopak: PuHAIHN apryMeHT
[Ipeocraje mam ma mpoBepuMo ocobuny (3) u3 seme 4.1.3 m ga mOKaKEeMO na BasKU HEje .-
HakocT u3 jgeme 4.1.4. Ilpumerumo na je (as) = (a) 3a cBako s. (4) HaM nmaje na ce cBaka
TadKka CIIEKTpa JejCTBa CUMILIEKTOMOP(QU3Ma KOju je reHepucas ca H,, ,) MO&e HAIUCATU Y
00uKy

I =7kt + ps(7)({a) — 77)



I'NTABA 4. TEOIE3MJCKE JIMHUJE ¥ XO®PEPOBOJ METPUIINA 36

rae je 7 peleme jeIHaduHe
7ps(T) + pi(7) (7T — {(a)) = 7k, k € Z. (5)

Tpeba mokazaTm ga cBako IMO3UTWBHO [ 3a10BOoJbaBa HejemHAKOCT [ > % 3as<lwul>{a)
3a s = 1. Ha nmame hemo mpernocraButu na je I > 0. Moskemo ma pasiukyjeMO HEKOJUKO
caydJajeBa.

(i) Heka je s € [0, 3].

Axo je 7 = (a) Tana je I = w(k—1)7+ (1 — ps(7))77 + ps(7)(a) > 0. 3armyuyjemo na je k >0
na je I > (a).

Ako je (a) — ém < 77 < (a) Tagma Ha ocuoBy (5) Bumumo ma je k > 0, a Kako je 0 JOBOJHHO
MaJio gooujamo [ = 71 > %”)

Axo je 7 < (a) — dm onma je ps(17) =1, pL(7) = 0 ma je a ocuoBy (5) k= 1. Y oBom cayuajy
je I = {a).

(i7) Heka je s > 1.
Ako je w7 > (a) Tana je I > (a) ka0 U y IPETXOJHOM CIIyYajy.

Axko je 7 < (a) Tana je ps(1) =1, pl(1) =0 u [ = (a) va ocuoBy (5).

OBuM je mokas 3aBpIIeH. O

Tepbeme 4.1.4. Heka je A > {9y § nopomno mamo. Tana 3a cBako p € Rys BaEM:

1(Hap) 2 ().

Joxas. Osraunmo ca b(s) = v(H, ). b(s) je Hemperuana ¢pyHrnuja Taxksa ma je mau b(s) =0
unn je b(s) > 0_(H, ,,)) (ocobuna (2) n3 tBphema 4.1.2). Ha ocuoBy ocobune (4) u3 ucror
tBpbema u OCO6I/IHe (2) neme 4.1.3 Bazxu b(0) > 0. IHasme, b(s) > 0 3a cBaKO s Ha OCHOBY
cBojcrBa (3) m3 neme 4.1.3, ma je b(1) > (a) u3 neme 4.1.4. Tume je TBphewme nokazano. [

Tepbeme 4.1.5. Hexa je g : [0,1] — Ham(R?",wy) perynapan myt na Ham(R?",wy) remepucan
KBa3u-ayTOHOMHUM XamuiaronujasoMm H (t,z). IIpernocrasumo na je g(0) = Id. Tana mocroju
€ > (0 Tako ma je 3a cBako t < €:
t
—/ min H, ds.
0

Lloxas. PurcupajMo MOBOJLHO MaJjo € > (0 m 03HAUUMO Ca
F(t,x) =ecH(et,x), t €[0,1].

Ouwnrnenno F € H u pr = g(¢). Tpeba norazaru na je

1
—/ min F} dt.
0

Heka je je _ € R*" tauka TakBa ma je minF; = Fi(z_) 3a cBako t. IlpermoctaBumo, Ge3
ryburka ommroctu ga je r— = 0. Tana mocroju ¢pyHEnuja ckoka p € Ry (rme je A 10BOJBHO
BEJIMKO) TaKO 1A je

F(t,x) < [F(t,z-) +mlz’] p(Jz]),
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3a cBako t € [0,1], z € R? (oBme ¢cMO KOPUCTUIM YMHEHUITY Ja je € JOBOJLHO MaJjo). 3Hajyhn

1
na je v Mmonorona ¢yurnuja u3 tBphema 4.1.4 3armyuyjemo na je y(F) > —/ F(t,z_)dt.O
0

Canma hemo popmynucaTy u IOKa3aTU HAjBAXKHU]Y TEOPEMY OBE CEKIUje.

Teopema 4.1.2. Heka je g perynapan myT #wa Ham(R?" w)) remepucan KBa3u-ayTOHOMHUM
XamuarorujanoMm. IIpermocraBuMo na je Omdpypranuonu amjarpaMm on g unpoct. Tana je g
MUHUMaJHA Teonesujcka Ha Ham(R*™, wy).

Jloxas. Be3 ry0uTKa ONMIMITOCTU MOYKEMO MPETIOCTABUTA A j€ ¢ MapaMeTpPU30BAHO IapamMe-
tpoMm t € [0,1] u ma je go = Id. Tepaumo ma ako je GupypKanMoOHU mujarpam On ¢ IPOCT,
ouma je y(g1) = v+ (1). Pasamarpahemo mBa ciyuaja.

(1) Aro je v.(t) = 0 ranma je H(t,z) > 0 ma mam moHOTOHOCT Ox 7 maje Y(g:) = 0 nma je u
7(g1) = 0.

(2) Heka je v, (t) # 0. Ha ocuoBy tBphema 4.1.5 sBumumo na je v(g;) = v+ (t) 3a 10BOBHO MaAIO
t. IIpermocraBumo cynpotHo, na je v(g1) < v4(1). Tanma ¢ysruumja u(t) = min{y(g:), v+ ()},
Koja je medumuucana Ha [T, 1] 3a HEKO T, HApyIIaBA YMEHEHUIYY Oa je OU(ypPKALUOHU TUjarpam
¥(g) mpocr.

Haxkmne, tBpheme BaKuU.

Ha coumgan maumn ce mokasyje ma je v(g;') = —v_(1) jep je o(f) = —o(f7!) 3a cBaro f €
Ham(R?", wy). Hakme:

Y(gr) +7(gr") =74 (1) = v-(1).

Ha ocuoBy tBpbema 4.1.3 3akmyuyjemo:

Y(g1) +v(g7") < d(d, g1) < U(g) = v+(1) —y-(1).

Ose nejennarkoctu Ham najy d(Id, g;) = I(g), na je g MuHUMAJIHA Teone3ujCcKa. O

4.1.3 T'eone3ujcke

KRopucrehn remepumyhe ¢yurnmuje xoje cMo nepuHmcann paHuje nokaszahemo xoje ocobune
MOpa Oa 3aI0BOJbaBa HEKU MyT Aa Ou OMO reome3ujcka.

TBpbeme 4.1.6. Xamuaron-JakobujeBa jemHaumHa
Heka je ¢ = {¢;} rnamak oyt y D u mera je H,(xr) omrosapajyhu Xamuaronujan. Tana
renepumnyhe ¢yukmuje S; on ¢; 3a00BOJBABA]Y jeTHAUUHY:
0S; 1
—(y)=H e AVA!
ot (y) iy + 5" +(y))
3a cBako y € R?".
Jloxas. Hera je y = %. W3 nepuuunmje remepumyhe ¢yHKnuje 3axkmpydyjeMo na je y +
2iVS,(y) = pwr. IupepeHnupamem jemnHadmue (T — @ur) = VSt(x—’LQM) no t u xopucrehn

jemnaxoct %2t (z) = sgrad H(p:(z)) = —iVH(pi(x)) nobujamo:
S, 1 :
VH,(pr) = V) + LYYV Hilpa)),



I'NTABA 4. TEOIE3MJCKE JIMHUJE ¥ XO®PEPOBOJ METPUIINA 38

" oagaTiie aS 1
va—tt(y) = [l —5 VY8 (y)i]VHi(pr2).

Osmaunmo ca ry(y) = Hy(y + 3iVS,(y)). Taza je

Vro(y) = [I1d —|—%iVVSt(y)]*VHt(g0t:c)

= [ —%stt(y)]VHt(s@ta:)-

Iame je:
05;
V(o) —r =0.
(5 W) —7u(y)
Kako u S; u r; mocrajy jemnaxku 0 3a DOBOJBLHO BEJIMKO Y, 3aKLYyUyjeMO Oa je
05,
_ =7r
5 W) = 1(y)
a TO je TpebaJjo MOKa3aTHu. O

Xamuaron-JakoOujeBy jemHaunHy MOKeMO na mumemo u y obauky: H(t,&,n+ (%S(t,é,n)) =
&S (t,€,m).

Tepbeme 4.1.7. Heka cy Sy, S1 € S nBe renepumyhe ¢pyuruuje u mvera je S; = (1 —1)Sy + .5
JUMHEeapaH IIyT Koju ux crnaja. Tama Oudypramumonu nujarpam myta g = P(S;) uma obauk:

Y(g) = {(t,tw) | t € (0,1], w je kpuTnuna Tauka ox Sy — S1}.

Baxu un na je {g;} remepucan kBa3u-ayTOHOMHUM XAaMUJITOHUjAHOM U na je X(g) mpocTt am-
jarpam.

Jloxasz. XohemMo ma MOKa:KeMO na ¢yg, HeMa HEKOHCTAHTHUX MepUomudYHUX opbura. Heka
je (£,m) € R*™ ¢duxcua Tauka on ¢,g; = 3a mexo 0 < 7 < 1. Hexra je (£,1) = go(r,y) 3a Heko
(z,y) € R, Ymmenuna ma je (£,71) ¢ukcHA Tauyka TpPECIUKABAKA ¢,y j€ CKBUBAJCHTHA
YCJIOBY:

gﬁ(xvy> - gT(I,y) - (fﬂ?)

OBy pemanujy hemo canma mucatm y TepMUHUMA TeHEPUNTy NUX (GyHKIMja:

0 0

n=y+ (%ST(«S,?J) =y+ (%So(ﬁ,y)-
Omasne 3akmyuyjemo na je VS.(€,y) = VSy(€,y). Aro moriemaMo Kako CMO Oe(GUHUCAIN
¢yuruuje S; Bummmo nma Baxku: V.S, = (1 — 7)VSy + 7VS), ommocuo V(Sy — S1)(€,y) = 0.
Kopucrehu 1y jemmakoct Bumumo na je VS, = (1 —t)VSy +tV.S; = VS, 3a csako t € [0, 1].
Bpahajyhu ce ymazan mobujamo ma je g9, (£,1) = (£,1) 3a cBako t € [0,1]. Iokazamm cmo
na cy mepuomuvHa pemema on H y ’1-17 Be3m ca KpUTUYHUM Tauykama (QyHEuje Sy — Si.
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Takobe cMo TOKa3agu ma Cy Ta HePUOMMYHA PelleHma KOHCTAHTHA, OJHOCHO TOK (i, HEMa
HEKOHCTAHTHUX MEPUOJUYHUX OpOuTa.

Heka je H XamuntonujaH koju remepume nyT ¢g. M3 Xamunton-JaxkobujeBe jennaunse 3a-
Kby4dyjeMo na 3a Kputuuny taury (£,71) = go(x,y) Bamkn:

0 0

SESE) = 2 5(6y) = o ((

H(t,&n) = H(t,§y+ o

1 —1)S0 + t51)(8,y) = (51— So) (&, v)-
W3 oBux jemnakoctu ciaenu na je XaMUJITOHUjaH KBAa3W-ayTOHOMAH.

IlejctBO (ukcue Tauke (£,7) KOja oaroapa Kpuruunoj Bpeanoctu (£,y) om S; — Sy je maro
ca:

A((&), 995 ) / H(s, &,n)d /(51 So)(&:y) ds = —t(S1 — So) (&, )

Kako je ckyn KpuTWUYHUX BpeqHOCTH Ox S; — Sy HUrZe rycT, Oudypranuonu mujarpam >(g)
je mpocrt. 0]

Tepbemwme 4.1.8. [IpecauraBame ¢ : S — D je mzomerpuja, Tj. 3a cBako S, S € S Baku:

S0 = Sillec = d(®(Sp), P(51)).

Zoxas. Heka cy Sy, S1 € S npouszBosmue ¢pyurmuje. Crnojumo ux myrem S; = (1 —¢)Sy + t.57.
[Ipema nperxonaoMm tBpbhemy myT g = P(S;) 3an0BobaBa cBe nmpernocTaBke Teopeme 4.1.2 na
MUHUMU3UPA pacTojame uamehy gy n g;. I3 Xamunron-JakobujeBe jenHaUMHE 3aKJbY Iy jeMO
na je ||Hilloo = ||S1 — Solleo Tae je H Xamunrtonujas koju remepumie g;. lakie:

d(D(S0), (1)) = I(g) = / 1 Hy oo dt = 151 — Solls.

OIOHOCHO TIpeciuKkaBame P je mzomerpuja. 0

Tepbeme 4.1.9. Heka je g : [a,b] = D raanak nyrt remepucan Xamuaronujanom H. Heka cy
S; renepumyhe ¢yuruuje on g(t). Canemeha tBphema cy ekBuBasieHTHA:

(i) %t(z) je KBa3M-ayTOHOMAH

(ii) H(t,x) je kBa3u-ayTOHOMAH.

oxas. Ysemhemo nepuuunujy na je ¢yurumja K(t,2) (r_,x,)-KBa3M-ayTOHOMHA, aKO 3a
cBako ¢ Bawy ||K|| = Ky(zy) — Ki(z_). Tlokasahemo na je %t (z_,z.)-KBasu-ayTOHOMHA aKO
u camo ako je H, (z_, 24 )-KBasu-ayTOHOMHA IAe je 2y = Ty + 5iV.Sy(x4).

(1) = (171) Xohemo ma moraskemo ma ¢yurumja Si(x) — S,(x) mocTm:ke MAKCUMyM, OXHOCHO

MUHUMYM y TaykaMmMa Ty, ogHocHO x_. WHTerpanehu mejennakoctu

3& aSt 8St 8St
et S 2Pt et

KOj€e Baske 3a CBAKO X, y I'paHuiiaMa onx a mo t modbujamo To TBpheme Koje he HaM masbe gaTu
na je VSy(ry) = VS,(x+) 3a cBako t. U3 tBphema 4.1.6 3arkmyuyjemo na je

S

E(l&) = Hy(z1),
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u TuMe mobujamo (ii).

1) = (1 IoeT HaM TBpDEme 4.1.0 da)e Oa BaEW |75 ||co — t|loo 3@ CBAKO 1, IIa J€ OOBOJLHO
/i ) O b 4.1.6 naj o H t '
IIOKAa3aTU Oa BaKU: 85

o, (w2) = Hizs).

YcnoB (i) HaAM Kaske Ia MOCTOje TAdKe Uy,U_ TAaKBe Ha je Ui = 24 3a CBako t € [a,bl.
KoHKpeTHO BaKU QU4 = 24 = xi—i-%iVSa(xi). Ha ocuoBy nedununuje resepunryhe ¢yHuknmje

U4 +24 Ut +pru4

BN Tr = ——p =, Ha je 3 = ——5+ 3a cBako t. Ilakre, zi + %iVSt(q:i) = QU+ = zZ4 3a

cBako t. Ocobuna (i) canga cinemu nupextHo u3 TBphema 4.1.6. 0

Canma MoOkeMO fa HaMo MOTIyH onmc reomesujckux Ha Ham(R?™ wp).

Teopema 4.1.3. Hera je I C R nmoBe3an noackyn ca HenpaszuHoM yHyTpamuomhy. Perymapan
oyt 7 : I — Ham(R?*" w,) je reomesmjcka ako U CaMO aKO je TeHePUCAH KBA3U-ayTOHOMHUM
XaMUITOHU)AHOM.

Jloxas. Hera je v : (—1,1) — Ham(R?*", w,) peryaapan nyTt takas ga je v(0) = Id, u mekra je
H(t,z) Xamunronujaun koju ra resepume. Cnenmeha nsa tBpbhema cy ekBuBasieHTHA:

(i) Hocroju € > 0 Tako ma je H|[_..xgren KBA3K-ayTOHOMAH.

(it) Ilocroju € > 0 Tako Ha je gl MUHUMAJHA I'€OIE3MjCKA.

3 oBe exBuBasenTHOCTH cilemu TBpheme Teopeme. M3zabepumo € > 0 Tako ma g|—. opu-
nana D u Heka je Sy remepumyha ¢ymrmuja ox g(t). U3 tBpbema 4.1.8 cnemn na je g|[—c
MUHMMAJIHA TEONEe3UjCKa ako u camo ako P '(g|_..) MuHUMU3Mpa pacrojame y S, OIHOCHO

aKo je
€
[ 15

A oo tBpheme je exBuBaJieHTHO TOMe Ha je H_. i r2n KBA3U-ayTOHOMHO Y CMUCTY TBpbema
4.1.1 u tBpbema 4.1.9. OBuM je KOMIIETUPAH TOKA3. U

o5 dt = “SS - S—a”-

4.2 KonjyroBaHe Tauke HA I'e0Ne3WjCKIM

Y oBOM morsiaBby hieMo M3BeCTH BapujanroHy pauyH reoue3ujckux Ha Ham (M, w) koje mmajy
HEKe NOJaTHE OCOOWHE HENEereHepUCaHOCTH, Tpu 4YeMmy je M mpou3BObHA MHOTOCTPYKOCT.
N3semhiemo npyry Bapujanuony (Gpopmyry, ONUCATA KOHjyroBaHe Tauke U U3BemheMo morpe-
OHe u moBOJbHE yciaoBe 3a (C°-JOKAJHy MUHUMAJIHOCT TAKBUX reome3ujckmx. Ilorazahemo
IpUMEPOM HEAEreHePUCaHy TeONe3UjCKy KOoja HUje JIOKAJHO MUHUMAJHA y OKOJWHU CBOje
IpBe KOH]yrOBaHE TadKe.

4.2.1 Bapwujammmona Teopuja reone3mnjcKux

[Toncerumo ce ma je raanxak nyt ¢ : [0,1] — Ham(M,w) remepucan Xamuaronujanom H €
H(M) axo je p(t)p(0)~' = ¢4, 3a cBako t € [0,1], rme cMmo ca g% ozmaummu Tok omrosapajyher
XaMUITOHOBOT BEKTODPCKOT moJba &4 Koje 3amoBo/baBa jeIHAUNHY igg w = —dH;. Takrobe
3HAMO Ja XaMuaToHOBa jenHaumna y R*" mma o6k 4 gt (v) = iVH,(g}(z)) 3a cBako © € R*™.
Heka je ¢ : [0,1] - Ham(M,w) raanak oyt u [ C R uarepsaa koju canpsxu 0.
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Hedumanmmja 4.2.1. 3a raatko npeciukaBamwe ¢ : [ x [0,1] — Ham(M,w) rakemo ma je
Bapujanuja o  ako 3aM0BOJbaBa cienehe yciose:

(1) ®(0,t) = ¢(t) 3a cako t € [0, 1],

(2) ®(e,0) = ¢(0), ®(e,1) = (1) 3a cBako ¢ € I.

3a cBako ¢ € I ca &, hemo osnauasaru nyt O (t) = $(e,t), t € [0,1] u ca L(e) hemo o3naua-
Baru myxuny nyrta $.: L(e) = [(D.).

N axo je npeciukaBame O raarko, pyrrnuja L : [ — R je y onmreMm cirydajy camMo HEIPEKUIHA.
WNnak, mpu HEKMM NOAATHUM NPETIOCTaBKaMa HeAereHepPUCAHOCTU myTa ¢ ¢yukmuja L he
OuTy raaTra. Y OPETXOMHOM CEKIUjU CMO Ne(PUHUCAIN KBA3U-ayTOHOMHE XAaMUJITOHUjaHE.
Cana hemo mpomupuT Taj mojam.

Hedunuunmja 4.2.2. 3a dyurmujy H € H(M) raskeMo 1a je HeiereHeprucaHu KBa3u-ay TOHOMHU

XaMUITOHUjaH aKoO MOCTOje nBe Tauke T, ,r_ € M TakBe ma 3a cBako t € [0, 1] u cBako = # x4
2 .

Baxu H(t,x_) < H(t,z) < H(t,z;) n npeciurasame 24 (t,z1) je HemereHepuCcaHo 3a CBAKO

t €0,1].

Heka je H € H(M) HemereHepucaHU KBa3u-ayTOHOMHU XAMUJITOHUJAH CA MAKCUMYMOM WU
MUHMUMYMOM y TadykaMa T, U T_. KRako cy ri (QuUKCHpaHe Tauke TOKa (b JIMHEAPU30BaHY
XaMUITOHOBY jeIHAUUHY Y TadyKaMa Ty MUIMIEMO Kao:

d
%(g%)*xi = O:l:(t)(gf‘[)*l‘iﬂ 0<t <1,

rae je Cy(t) HemereHepucaHy JUHEADHU OLNEPATOD HA TAHIeHTHOM npoctopy T, M 3a cBako
t € [0,1]. Heka je Vi mpocrop cBux riarkux metswu y 1., M Koje mouummy M 3aBpHIaBajy ce
y O:

Vie={veC™(0,1;T,.M) | v(0) = v(1) = 0}.

Iepuuucahemo kBangpatuHe dpopme Q1 Ha Vi ca:

Q+(v) = —/O [w(CLM, D) + w(D,v)] dt.

Heka je ¢ : [0,1] — Ham(M,w) raamak myT KOju je TeHEPUCAH HeIETeHEPUCAHUM KBa3U-
AyTOHOMHMM XaMUIATOHUjaHOM u Heka je ® Bapujammja onm ¢. 3a cBako ¢ € I, t € [0,1]
oszHaymmo ca H. Xamumaronujas koju resepuire oyt O, u ca x4 (e,t), x_(¢,t) o3HAUNMO Tauke
MakcuMyMma u MuarMyMma oxn (H.);. Tana je:

Loe) = Lu(®.) = /0 Ho(t, 24(c,1)) dt.

3a MaJie BpeIHOCTU €, MpeMa TeOPEeMU O UMIUIANUTHO] QYHKIUju, Tauke r4(e,t) cy jenuH-
CTBEHO Ne(pUHUMCAHE U I'JIaTKO 3aBuce on € u t. [akme, L, je raaTka (yHKOUja y OKOJUHU
0. Ako OKO Tauaka T4 YBEIEMO CTaHAAPAHE CUMIIIEKTUYKE KOODIWHATE, MU(EePEHIMPAHEM
¢yuruuje Ly mobujemo:

L'i(e) = /0 [VHE(t,xi(a,t))T%xi(a,t)+%(t,xi(g,t)) dt.
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3a cBako ¢,t rauka r4(e,t) je kpurnuHa Tadka (GyHkmuje (H.);, OOZHOCHO BaKu:
VHa(t, :L':t(é-f, t)) = O,

mna je

L) = /0 a;f(t,xi(a,t))dt.

IudepennupameM IpeTXOnHe pejalyje joul jedaH IyT, JoOujaMo:

" 'r_OH. . O%H.,
Li(e):/o (VO (trale ) oale, )+ S g (e, 0)] b

Ako mabemo neBu u necuu usson jemnauwuue VH (t,r4(g,t)) = 0 monasumo m0 jeTHAKOCTHU:

0 OH,
V2H. (t,21(e,t))=as(e,t) + V——(t,22(g,1)) = 0.
9" Oe
3a mane Bpennoctu € marpuna V2H, (¢, z4(¢,t)) je Henerenepucana, na he BakuTu penanuja:
0 OH.
Saest) = ~ [ e, )] T (e, 0)

a omatTie

L) = [ L= vt e )] P Bt s e )V L (1 e ) + S (1 e 1) Y
0 Oe Oe Oe

Cruemnujasno, 3a ¢ = 0, suajyhu na je r4(0,t) = x4 3a cBako t € [0, 1], mobujamo:

10 = [ Sy
“(t,2s))| _y + 88}5 (t,x2)|__ }dt. (6)

L20) = [ {= VRt ) IV H )] V(G

BHs

Jlema 4.2.1. 3a pukcupano ¢ uHTErpaJ GpyHKNMje <= je KOHCTaHTaH Ha CBaKOj OpOUTHU TOKa

t .
9. : .

OH., -
g(tagm(ﬂﬁ))dt = k(e)

3a cBako r € M. Cueuujansno, ako je M oTBOpeHa MHOrOCTPYKOCT Tana Baxku k(e) = 0 3a
CBaKoO €.

0

/oxas. 3a cBako € hemo nmeduurcatu riatky GyHKuUjy Ha M ca KOMOAKTHUM HOCAUEM:

P /H dt+/ Ht, gly(x)) dt.

Osge je S.(r) cummiexruyuka noppmuna o M remepucana cBuM myTesuma gy () 3a 0 < 0 < e

- [ fw
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rae je D =[0,¢] x [0,1] CR* u f,(d,t) = g}, (r). Aro je cummaexTmdra popma TadHa Taja je
F.(z) = Az, H.)—A(z, H) rze je A(x, H) pyHKIMOHAI nejcTBa KOjU OAroBapa XaMUITOHU]aHY
H:

A@jn_[:*x H(t, go(t)) dt,
w=d\ n g(t) = gy (x).

KRopucrehn CrokcoBy ¢opmyny m XaMHITOHOBY jenHaumHy nodbujamo na Baxku dF. = 0.
Kako je M moBe3zana muOroctpykoct F. he Outy KOHCTaHTHA (QYHKIUja, Ta je:

OF. ' OH.
— | =={(t, g% (2))dt.
85( ) 0 85 ( gHE( ))
Axo je M orBOpeHa MHOrOCTPYROCT Tana je F. = (0 360r ycioBa HOpMaJmu3aIuje. U

Tepbeme 4.2.1. Hera je ¢ : [0,1] — Ham(M,w) rnanax myT reHepucaH HeIereHEPUCAHUM
KBa3U-ayTOHOMHUM XaMuiaToHujaHoM. Tanma je 3a cBaky Bapujamujy ® on ¢ ¢yHEIUja
nysuse L riatka y oxosnumu Hyae u Baxu L (0) = 0.

Jloxas. 3HaMO ma BayKU jeTHAKOCT

/ ' OH.

L, (0) = o ——(t,xy)|__, dt.
0

[Ipema mpeTXOmHO] JeMu TecHa cTpana je jemmara k(0) u y cayaajy L', (0) u y cayuaajy L_(0),

na je L'(0) = L', (0) — L"_(0) = 0. O

Hepuaunuja 4.2.3. Kopucrehn nperxonao tBpheme, myTeBe ¢ Koju 3a00BOJbABAjy YCIOBE
OBOT TBpDhema MOxKeMO Oa BUAVMMO KaO €KCTpeMaJie (YyHKIUOHAJA Ny:KWHE. TakBe IIyTeBe
HA3UBAMO HeIEeTreHEePUCAHUM Teome3ujckuM Ha Ham(M, w).

Tepbeme 4.2.2. Heka je ¢ : [0,1] — Ham(M,w) menerenepucana reonesmjcka sa Ham(M, w)
u ¢ Bapujanuja on ¢. Tana je npyru m3Bon ¢yHumje ny:xxmHe L nat ca:

L(0) = Q4 (vy) — Q- (v-)

roe cy vy € Vo mepuHMCaHU ca:

%[(D(@,t)@((])l(xi)] |, telo1].

Ui<t) = d

1
OH

Joxas. HudepennupameM peranuje / a—s(t,gqu(x))dt = k() uz neme 4.2.1 mobujamo na
o Oe

3a CBakKo T € M Baku:
Yr_OH., rd O*H., ,
| [Pt st )" b (@) + Gl ()] = K o).

Cnenujasuo, 3a ¢ =0 u r = r4 mobujamo:

. aa 2 -(t, xi)|g:0dt: _/0 [ a(;z (t, xi)‘ O}Tvi@t) dt + k'(0)
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rue je y d
va(t) = T [0 000 w2)] |y = 0002y

Kopucrehu dopmyay (6) 3a L. (0) nobujamo:
! 0H, T -1 0H,
L7(0) = — c AV2iH . £
L0) = = [ [Vt L) V)] [V

+ [V%(tv xi)Lzo]TUi(ﬂ} dt + K'(0).

(t’aji)ls:o}—i_

Oe
U3 Xamunaronose jemnaunse gt () = iVH.(t,gy.(z)), * € M nobujamo:
. _drd I O0H,
be(t) = —(Zoh(a2)) | =i[VHEaea(t) + V(G2 12| ) |-

YBemumo momatHy o3nary Bi(t) = V2H(t,zy). Ilpumerumo na je By(t) = B.(t)T. Y matum
O3HaKaMma je

V(%(t,xi)‘€:0> — 04 (t) — Be(t)vs(t)

u naJbe
L(0) = — /01 [(—ivx — Bivy)" Bil(—ite — Byvs) + (—ivx — Bevy) vi] dt + K'(0)
S /O 1 [01iBlivy + ldvy | dt + K'(0)
—_ /01 [(iBy vy, vs) + (ivg, vs)] dt + K'(0).

Y mamum o3narama je Cy(t) =iBy(t) n

Ll(O) = — /01 [w(C;li)i, Ui) + w(i)i, Ui)] dt + k,(())
:Qi(vi) + ]f/(O)

Ha xpajy mobujamo
L'(0) = LY(0) — " (0) = Q+ (1) — Q_(v-)

ITO je u Tpebdao MOKaA3aTH. U

Bumumo ma npyrm m3Bon QyHKNUje Ny:KUHE 3aBUCH CaMO OJ IeThU vy W v_. Bapujanujy
® onm ¢ hemo Ha3zBaTVM HETPUBUjAJIHOM aKO Oap jemHa Od METJHU Vi HUje UICHTUYKU jeTHAKA
HYJIN.

4.2.2 KoHjyroBame Tauke
Osznaunmo ca ‘Hy C H(M) nonckyn cBux XaMUITOHU]aHa KOju reHepunry netie y Ham(M, w):

Hy = {H € H(M) | g;; = 1d}.

WNcnocraBma ce ma ce cBaka MOBOJLHO MaJia metsba y M MOKe TpencTaBUTH KAao opoOuTta
HEKOT XaMUJITOHOBOT TOKa KOjU CIlaja UACHTUTET Ca CAMUM CODOOM.
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Jlema 4.2.2. Hera je zy Tauka ca mHOrocrpykoctu M u Hera je U Heka H-eHA OKOJUHA.
[Tpernocrasumo na je v : [0, 1] — M raanak nyrt koju 3amoBosbasa ycioB v(0) = v(1) = xg. Axo
je v MOBOJLHO OJM3Y TPUBHUjaJHO] IETHU ¥ T, y Cl-Tomomoruju, Tana moctoju X aMUITOHN]aH
H € H; rakas na je supp(H) C [0,1] x U u gk (x9) = v(t) 3a cBako t € [0,1]. Homaruo, H
MOKEMO 0JadpaTU TaKO & 3aBUCHU TJIATKO ON U U A TPUBUJAIHOj METHU U = Ty OATOBApa
myna Xamunaronujan H = (0. Ha kpajy, y HEKO] cTaHZApIHO] OKOJIMHU Ol T KOja HE 3aBUCU
on U, takBa ¢yHknuja H je mara m3pa3oM:

H(t,x) = —{(i0(t), x) + %/0 (10, v) dr.

/loxas. Karo oBa mema Bakm JIOKaJHO, kKopuctehu [lapOyoBy Teopemy, MOKEMO IIpeT-
nocrasutu na je (M,w) crammapmau cummiektuuku npoctop (R*™ wg). Tpaskenn Xamui-
TOHMjaH NheMO KOHCTPyuCaTU y ABA KOPakKa.

1. xopak: Hera je V orpannmdena OKOJNMHA Tayke Tg KOja 3al0BOJbABA yCJIOB V c U. Uzabe-
pumo ¢ € C§°(R?*™) Tako ma je Y|y = 1 m supp(¢)) C U. Hedpurnmumo H(t,z) = —ip(x){(iv(t), x).
Heka je V; moBesama okoamHA 01 *( TakBa na je V; C V. IlpermocTaBrMoO 1a IeTiba v 3a10-
BOJLABA YCJIOB max} o) < dist(Vy,R*\V), rzme je ca dist osmauena pasma/uHa IBa CKyTAa,

)

dist(A, B) = aeiAnbeB la —bl|. Tama sa cpaky Tauky x € Vi Bamm: ¢5(v) = 2 — o + v(t), 3a

cBako t € [0,1]. Opbura ox xy MoOUjeHA TEjCTBOM TOKA KOJU je T€HepUCaH ca H je meTma v.
Bunumo na je yuyrap V) l-nmpecaukaBame g}q jeTHAKO UAECHTUTETY.

2. kopak: AKO je mM3BOJ U MaJU OHIA je CUMINIEKTOMOD(dU3aM g% 63y Id y Cl-merpurmm
ma ce MOMKe NMPEICTABUTU KAO CPEeNma BPEIHOCT Heke reHepumnyhe ¢yukmuje S (mperxonHu
naparpad). Jlureapua medpopmanuja S; = tS, t € [0,1], naje uzoronujy mzmeby Id u g}? y
Ham(M,w) Csaka on oBux ¢gyurmuja S; je remepumyha ¢yHrmuja 3a Heru mupeomMopdusam
koju hemo osmaumTu ca g%, t €1[0,1]. Cana g%, t € 10,1], MmoskeMO nma BUAMMO KAO TOK HEKOT
Xammaromujaga H. Bawu 9y = 9y Y mosesaHoj okomuHm V) Tauke Io MPECIUKABAMme ¢
ce noknana ca ld, ma je Ty remepumyha ¢ynknuja S kouncranTHa. Kako je xy ¢pukcHa Tadka
IPeCINKABAA g}j Bask VS = 0 y Tauru zp ma je y toj tauku u V.S; = 0 3a cBako t € [0, 1].
OmnocHO, g he 6Ty PUKCHA Tadyka M30TOINja g% 3a 0 <t < 1. Xamuaronujan

H(t,x) = H(t,x) - H(t, g} o (95) " (@)

~! zamoBomasa ycnose H € H;, supp(H) C [0,1] x U u

g4 (o) =v(t) 3a t € [0,1]. H 3aBucH rIaTko OX ¥ U akKo je v = g taxa je H = 0.
Xohewmo na Bumumo kaxo mariena [ 0mm3y tauke ry. Pexnau cMmo na je remepumyha ¢yHEIUTja
S koucrantHa Ha V). Kopucrehu Xamuaron-JakobujeBy jennauuny (nmperxomnnu maparpad):

05,
ot

KOjU T'€HEPUIIE TOK gfq = g% © (g%)

3akmpydyjeMo na ce 3a csako t € [0, 1] dynrmmja ﬁt norJsiana ca S y V) ma je Ty u KOHCTAHTHA!
H(t,z)=C, z € V.

durcupajMo cama OKOIMHY Vs O o TakBy na je Vy C Vi. IIpermocraBuMo ma v 3aI0BOJbaBa,
yCJIIOB trél[aa)l(] |o(t)]| < dist(Vy, R*\V}). Tana 3a cako x € Vy Bamm: H(t,z) = —(iv(t),z) — C.
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Bamm H(t,z) = —(id(t), z) jep je gt (x) =i(t) mi- VH(t,x) = o(t).
Ila 6ucmo m3pauyraaun Bpeanoct C' mocMarpajMo (yHKIMOHAJ I€jCTBA:

A(x):/t (x))\—/olH(t,g}{(x))dt, veM

9u

rzue je A IpUMHUTHUBHA (opMa CUMIIEKTUYKe popMe w. [lokazano je makon nedpuunnuje 4.1.5
Ia OBa (YHKIMja HE 3aBUCU OJ yTa ¢, Beh 3aBucu camMo o pUKCHE TAuKe U MPECIUKABAHA
gy Koje je y oBoM cayuajy jemmako Id. Ilakme, A(x) je jemmako 0, ma je:

1
/ A= / H(t, g% (x)) dt 3a cBako x € M.
9Iu (@) 0
3a T = ry UHTErpaJl Ha JIEBO] CTPAHU MPEACTAB/HbA CUMIIJIEKTUYKY MOBPIIUHY TETIHE U

1 1
/ )\:——/ (i, v) dt.
gt (z0) 2 Jo

H

Unrerpanehu ¢pyrrnujy H no ¢ y taukn gl (zo) nobujamo na je —3 fol (iv,v) dt = — fol (i, v) dt—
C, 0mHOCHO
1 1
C= ——/ (10, v) dt
2 Jo
YyuMe je MOKa3 KOMIIJIETUPAaH. O

Hedbumuunuja 4.2.4. 3a Xavmunronujas H Koju 3a10BObaBa YCIOBE MIPETXOMHE JIEME KaKEeMO
Ia je cremnujaJiaH.

Jlema 4.2.3. 3a cBaky maty metsmy vy € Vo mocroju Bapujanuja ¢ onm ¢ Koja 3amoBOJhbaBa
YCIIOB:

d _
2212(e,t)(0) Hra)]lemo = va(t), t€[0,1].
Jlokas. Onpabepumo raartky pamunujy nermu v : [0, 1] — M koje 3amoBosbaBajy yciaose:

d
de
3a cBako t,e. Ilpema memm 4.2.2 3a ¢ y Hero] okoauam onx (0 mocToju riaaTka (aMuiInja
Xamunronujana Hf € H; raxBa na je

vi(0) =vi(l) =2y, i(t) =zs, —0i(t)|em0 = vs(t)

G (x2) = v(t), HL =0, supp(H:)Nsupp(H:) =10

3a cBako t,e. Hexra je H. = H{ + H® n mepumnmmumo P(e,t) = gy o p(t). @ je Tpamena
Bapujanuja o1 ¢. 0]

Hedomnuaunmja 4.2.5. Heka je ¢ : [0,1] — Ham(M,w) Hemerenepucana reoesmjcka. 3a TAdKy
T € [0,1] KaxkeMO ma je KOHjyroBaHa Tadyka IeONE3UjCKe ¢ aKO y jeIHO] OX Tadaka Ti,T_
nuneapuzoBanu Tok [0(t)p(0)7!], mMa mekoncTamTHY 3aTBOpeny opbuty 3a t = 7. To y
cTBapu 3HauM na je gy,& = & 3a Hexu TanrenTHr BekTop & # 0, rue je {¢%} Toxk Xamuaronosor
BEKTOPCKOT MOJba, & §b, JMHEAPDU3OBAHU TOK Ha T, , M wuT, M.
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Teopema 4.2.1. Heka je ¢ HemerenepucaHna reonesujcka. l[IpernocraBuMo na JimHeapu30BaHU
Tok [p(t)p(0)7!], y Taukama z,,7_ HeMa HEKOHCTAHTHMX 3aTBOpeHmx opbuta 3a ¢t < 1. Tana
je 3a cBaky HeTpUBUjaJIHy Bapujanujy o ¢ napyru u3son pysrmuje ayskune L”(0) mosurusas.
AKO y HEKOj TaukW, T, WU T_, OBaj TOK UMa HEKOHCTAHTHY 3aTBOPEHY opOuUTy 3a Heko t < 1
OHZa TOCTOjU Bapujanuja on ¢ Taksa ma je L”(0) meraTusHo.

Joxas. Ilpema tBphemy 4.2.2 npyru m3Bon ¢yHKIUje nyxuHe y Taduku 0 mMa OOIUK
L(0) = Q+(v4) — Q—(v-)

rae je vi(t) = £[®(e,1)p(0) ! (24)]|-=0, t € [0, 1].

[IpernocrasumMo na aunHeapusosBanu Tok [¢(t)e(0)7!], y Taukama x,,7_ HeMa HEKOHCTAHTHUX
s3arBOpenux opbura 3a t < 1. Xohemo na moraskemo na je L”(0) > 0 3a cBaky HeTpPUBUjaIHY
Bapujauujy ®. IloBossHO je mpoBepuTu na jau Baske HejemHaroctu Qy(vy) >0 wm Q_(v_) <0
3a cBaky Henyary nersmy vy € Vi. Ilokazahemo ma Baskm npBa Hejemnakoct. Kako je @)y
xoMmoreHa ¢yHknuja Ha Vi, Hejemmaroct ()4 (v) > 0 Baskm 3a csako v € V. \{0} ako u camo
aKo je TpuBMjadHA meTha U = () CTPUKTHO JOKAJHU (& TUMe M TI06aJIHU) MUHUMYM OX (). .
To moxkeMo 3ammcaTu Kao:

Q.(v) = /o L(t,v(t),0(t)) dt — min, v(0) =wv(1) =0. (7)

Osne je L xBamparHa (popmMa IPOMEHBUBUX v, U:

L(t,v,9) = —w(Cy (t) 19, 0) — w(v,v).

Ojnep-Jlarpamxkesa jemnaumna uma obmmk - [—2C (¢)7'0(t) + v(t)] = —o(t) mm L(C1'0) =
U ¥ OUMTIJIEHO U je pelleme OBe jeqHaumHe. 3a cBako t m3Bond Ly, = —2w(C.(t)71:) je
HO3UTUBHO Je(UHUTHA KBajapaTHa ¢opma Ha T, M. Kako je Jlarpamxujan L kBagpaTudan
JakobujeBa u Ojnep-Jlarpamwkesa jemmaumna cy umaeHTudvHe. HakoH mHTerpamnuje mobmjamo
Ci'% = v+ Const. Osmauasajyhu w = v + Const mobujamo C ' = w mmm w = CLw. Oso
je nuHeapm3oBaHa XaMWJITOHOBA jeqHaUYWHA y Tadyku . 1o Hamoj mpermocTaBnm 3a CBako
7 € [0,1] He MOCTOju HEKOHCTAHTHO peIIeme Koje 3am0Bosbasa rpanndnau yciaoB w(0) = w(7).
Iakne, JakoOujeBa jemHaunHa HeMa HEHYJTO PelIeH-€ KOoje 3a00BOJhaBa T'DAHUYHE YCJIOBE
v(0) = v(r) = 0. 3mauwm, 3aTBopenu uuTepBaJ [0, 1] He canpskm KoHjyroBane tauke. IIpema
TeopeMu BapujanuoHor pauyHa (Bumetru [10]) U jecTe CTPUKTHU MUHUMYM EKCTPEMAJHOT
npobaema (7) unMe CMO TOKa3ayu Haine TBpheme.

Cana npernocrasumo aa Tok [o(t)p(0)7!], y Tauku x, MMa HEKOHCTAHTHY 3aTBOPEHY OpOUTY
3a t < 1. Kao u mano npe, To ummiauiupa na orsoperu unrepsad (0, 1) canp:u KOHjyroBane
Tayke Ia U HUje MUHUMYM eKcTpeMaiHor npobisema (7). lakme mocroju v € V, tako na je

Q+(v) < 0. Hera je ® Bapujanmja ox ¢ TakBa na je:

Lieoso @ ={ P T

OsBakBa Bapwujamuja nocroju Ha ocHoBy jaeme 4.2.3. Tana je:

L'(0) = Q4 (v) < 0
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yuMe je OOKa3 3aBPIIEH. U

W3 oBe Teopeme ciienu na HeneTeHEPUCAHA Te0Ie3UjCKa KOja Caap:K U YHY TPAIIhe KOHjyTrOBaHe
TauyKe MOKe Ia Ce CKpaTu MAaJIOM BapujanujoM. AKO paamMO Ca ayTOHOMHOM T'€0Ie3UjCKOM
Ta Bapujanudja MOKe A ce KOHCTPYWUIIE Ha MPUPONAH HAYNH.

Tepbeme 4.2.3. Heka je ¢ Hemerenepucana reone3ujCcka TeHEPUCAHA ayTOHOMHUM XAaMUJII-
tonujanoM. IIpernocraBumo ma 3a meko T € (0,1) nuHeapuszoBana XaMUITOHOBA jeIHAUUHA
y TAYKU T, MMa HEKOHCTAHTHO pelIelme W Koje 3a10BoJbaBa rpaHudHun yciaoB w(0) = w(7).
Tana nerwa v € V, nedpunucana ca v(t) = w(rt) —w(0), t € [0, 1], maje HeraTuBHy BpeIHOCT
dymrmmje Q1 Qi (v) <0,

Jlokas. Tlpema mpermocraBum, w 3amoBosbaBa jennaumny w(t) = CLw(t), a kako je Xamumi-
touujan ayronoman (', He 3aBucu onx Bpemena. Tamna je:

Q+(v) =— /0 [w(CTM0(t),0(t)) + w(v,v(t))] dt
_ /0 (P2 (C i (rt), () + rw (b (rt), w(rt) — w(0))] dt
__ /0 [F2w(w(rt), i(rt)) + w(i(rt), w(rt) — w(0))] dt

:(72_T>/0 w(u’;(rt),w(ﬁ))dt—i—r/o wi(rt), w(0)) dt.

300T rpaHUYHUX YCJIOBA Ha W APYrA 4jaH je jemHak 0, ma je

Q.(v) = (12— 1) /0 W(Cow(rt), w(rt)) dt < 0

jep je dopma w(Cy+, ) MO3UTUBHO HePpUHUTHA. O

4.2.3 (*°-JjI0KaJIHAa MUHVMAJIHOCT I'€0I€3WjCKIX

Heka je ¢ : [0,1] - Ham(M,w) raamak nyr. OBaj myT MOKEMO Oa BUAMMO KAO €JIEMEHT
npocropa C*([0,1]; Ham(M,w)) wa rome mvmamo C*°-tomosorujy. Hera je mara okommua U
on ¢ y C*([0,1]; Ham(M,w)). Kaskemo ma je Bapujamumja ® : I x [0,1] - Ham(M,w) ox ¢
C>-baucka ¢ ako 3a cBako € € [ nyt ®. npunana orkonauHu U.

Hedunannuja 4.2.6. Kasxkemo na je ¢ moranno muauMmasina va Ham(M,w) ako 3a cBakry Bap-
njanujy ® roja je C*°-6uucka ¢ (3a meky orosuny) Baxku [(D.) > l(p) 3a cBako € € I.

Heka je ¢ meneremepucana C°°-joraqHO MUHUMAaJHA reonesujcka Ha Ham(M,w). Ipyrwm
U3BOJ (YHKIMje Oy:KUHE je HeHeTaTWBaH, Ia npeMma TeopeMu 4.2.1 myT ¢ HeMa YHYTPAIIBUX
KOHjyroBaHUX Tadaka. [lox momaTHuM mpermocTaBkaMa BayKU U OOPHYTO, IITO heMo BUIeTHU
y Teopemu 4.2.2.

Heka je ® : [ x [0,1] — Ham(M,w) Bapujanuja HemereHepucane reome3mjcke @ Koja HEMa
koHjyroBanux tavaka. Cana hemo Bapujanujy ¢ mpencraButm Ka0 KOMIO3UNU]Y ABA TVIATKA
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npeciaukaBawma ¥, x : I x [0,1] — Ham(M,w), ®(e,t) = x(&,t) o ¥(e,t), roe KoMmosunuja Ha
[EeCHO] CTPaHU IpeAcTaB/ba KOMIO3UNM]y XaMUJITOHOBUX mudeoMopdmzama. ¢ he Outm Ba-
pujamuja on ¢ Koja he 3am0BO/baBATU JONATHU YCJIOB:

(e, 1)p(0) H(w4) = Y ()Y (0) H(74) = w4

To 3maum na he cBaku on myTeBa ). OUTU NeHEPUCAH KBA3U-ayTOHOMHUM XAaMUITOHUjAHOM
KOJU Ma TavKe MUHUMYyMa U MakKCUMyMa y T+. Rako je Taj XaMUITOHUjaH HEeNETEHEPUCAH 34
e =0, To je XaMuJITOHUjAH KOjU TeHepUIe ¢, oHAa he m XaMUJITOHUjAHU KOJjU T€HEPUILY ).
6uTuy Henerenepucanu 3a Heko € > 0. CBaku on myTeBa . je neriba y Ham(M,w) koja nounme
u 3aBpmaBa ce y Id. Ilersme Y. cy Oaucke TpuBHjaJHUM MIeT/HhaMa Ia CYy HA OCHOBY JieMe
4.2.2 renepucane cuemujaaauM XamuiaronujanoM. leduunmmmo onepartope Ci(t), t € [0,1],
¥ QyHKIUOHAJEe ()1 HA WCTU HAUMH KAO HA IIOYETKY OBE CEKIUje.

Jlema 4.2.4. Bawm: 1o(0.) = 1o (¢) + 3Q+(vs) + O[] [04]? dt).

Jokas. Tyt ®. = x. o 1. je remepucan Xamuarorujanom L(t,z) = K(t,z) + H(t, (g% ) (z))
rae je K cnenujaman XaMUJITOHUjaH KOju reHepuine X.. KRopucrehum TejmopoBy dopmymy
MOYKEMO 2 TUMIEMO

H(t,) = H{t,22) + 3 (r — 2)" Ba(t)(x — 22) + O(fz — w2]")

rue je By(t) = V?H(t,z).
KRako je K cnenujaman XaMUJITOHUjAH Y OKOJUHU TadKe T4 j€ OAT U3PA30M

1

K(t,ZL’) = —<Z'1IJ:|:(t),I> + 5/0 <Z.?.J:|:,U:|:> dT,

rae je vi(t) = gh(z1), t € [0,1]. Bausy zy Baskn (g%) '(z) =z + v+ — v (t) ma je:

L(t,z) = —<i1)i(t),:€>+%/0 <i@i,?}i>dT—i—H(t,l‘i)—l—%(l‘—vi(t))TBi(t)<iL'—Ui(t»+O(’$—Ui(t)‘3)

VL(t,z) = —ivL(t) + BL(t)(x — vi(t)) + O(Jx — v (t)[?).

Osnaunmo ca T4 (t) Tauky exkcrpemyma on Ly 6musy xy.Kako je rpamujent ox L; jennak 0 Ha
T+(t), Mmoswemo mucaty T4(t) = va(t) + Bilive (t) + O(Jox(#)]?) u

Lt B (1)) = H(72) + (B (1) it (1), 0 () — (0 (1), v () + 5 / (64, 05) dr + O(5=()[").
Iakie,
Ehs =1+ 5 [ B s vbde =5 [ Gososar+ o [ osP ar)

le(D.) =14 (¢e) + %Qi(vi) + O</01 ’@i’:% dt)

JyuMe je JeMa JIOKa3aHa. O
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Teopema 4.2.2. Henerenepucana reome3ujcka ¢ 0e3 kKoHjyroBanux tavaka je (°°-j0KaIHO
muHnMaaaa y Ham(M,w).

Jloxas. Y mnokazy heMo KOPUCTUTH O3HAKE M3 OBE CEKIUje M MOKa3a mperxonne jgeme. llo
HAIIO] MPETIOCTABIM (p je HelereHepUCaHa reome3ujcka 0e3 KoHjyroBaHux tavarka. U ¢ m
X 3aBuce Henperunao on ® y C*°-romosoruju, ma ako je & C>°-6amcko ¢ OHIA je 3a CBAKO
€ € I 1. takobe Henerenepucana reonesujcka. JlogaTHo, MOKEMO IPETIOCTABUTHU 18 OKOJIMHA
U, KOjy CMO KOPUCTUIUN y NePUHUNUJU JOKAJIHO MUHUMAJHE I'eOle3NjCKe, He 3aBUCU OJ Ui .
MoskeMo y maTuM KoopauHaTaMa U WMAEHTU(GUKOBATH Cca OTBOPEHHMM IOACKymoM y R*, u
taureaTHU TpocTop Ty, M moxkemo muentudurosatu ca R*'. Cama mam je Q1 TPUpPOIHO
neUHUCAHO 3a CBe meTihe Ha U.

Cpakm myT 1. je HemeremepucaHa reonesujcka. Axo ¢uxkcupamo HEKO ¢y € [ m Ha TY
reone3njCcKy IpuUMeHUMO TBpbheme 4.2.1, mpu uemy Bapujanujy Kpuse )., YMHe KpuUBe 1.,
€ € (g0 — 00,0+ o), mobujemo ma je Ly(e)|.=., = 0 omrocro [(¢.) = l(¢) 3a cBako ¢ € I. Karo
¢ He caIp:KU KOHjyroBaHE TadvKe MOKEMO NMPETIOCTAaBUATU Oa HU jeJaH Oon ImyTeBa 1. Hehe
Ccanp:KaTU KOHjyrOBaHE TadKe.

Purcupajmo cana € € [ m mocmarpajmo nyt . = y. oy.. Xohemo ma moraskemo ma je
1(®.) > l(¢.) = l(p). IIpema reopemn 4.2.1 Baxu Q4 (v) > 0 n Q_(v) < 0 3a cBe merTibe v y
R?". Basu u jaue, 3a Heko € > () Baskuhe nejemmaroct @ > eF(v) u Q_(v) < —eE(v), rae je

E(v) = /01 10|% dt

eHepruja on v. 3awucTa, 3a vy Koje je moBospbHO Osnucko Id Xamunaronujan vH taxkobe 3amo-
BOoJbaBa mpetnocTaBke Teopeme 4.2.1. ITocmarpajyhu

Q+(v) = —/0 [wy™'CL, ) 4+ w(,v)] dt

nobujamo Q4 (v) = 0 n Q_(v) < 0 omakme mpeTXOmHE HejeaHakocTH u cieae. Kopucrelin
gemy 4.2.4 3akpydyjeMo ma 3a ImeTihe U, ,U_ Koje cy JoBOBHO Mase y Cl-mopmm Baskn
L (Pe) = 14 (Ye), 1-(P.) < 1-(¢¥). Harue, aro je & C*°-6mmsy ¢ tanma je (P.) > I(¢.) mro
CMO U XTEJM Oa IMOKAKEMO. O

OBy Teopemy MO:KeMO na (GOPMYJIUMIEMO U HA APYTradrju HAUWH: CBAKU CETMEHT HeIereHep-
rcaHe reole3ujCKe Ipe NpBe KOHjyroBaHe Tauke je C°°-joranno muHuMasad y Ham(M, w).
Axo ¢ uma KoOHjyroBaHy Tauky y t = 1 oHma HumTa He MOkeMO pehu. Y oBoM caydajy ¢
Moyke Outu C°°-JI0KaJITHO MUHMMAJIHA aJii 1 He Mopa. Bumehemo oba cayuyaja y Hapenna nsa
npuMepa y KojuMa IocMaTpaMoO CTAaHIApAHY CUMILIEKTUUYKY pasad (R? w).

ITpumep 4.2.1. Tahemo mpumep reome3ujcke koja je C'°°-JIOKaJIHO MUHUMAJIHA U KOja MMAa
KOHJyroBaHy Tauky y t = 1.
Heka je h: [0,400 — R) rnarka ¢ymrimmja koja 3a mHeko R > 0 3am0BosbaBa yCIoBe:

h'(0) =0, R"(0)=—2m
0 < h(r) < h(0), |W(r)] <2mr,r>0
h(r)=0,r>R
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Onabepumo mee Tauke Ty,r_ € R? Takse ma je |r, —x_| > 2R u mepuHUmMUMO ayTOHOMHU
Xamunrounjan H ca H(z) = h(|lz—zy|)—h(|z—2_|). ammpusum uzbopom ¢pyHEIUje h MOKEMO
00e30enuTu riatrkoct on H y taukama x,,r_. IlyT ¢ remepumcan Xamuartonujanom H mma
ocoOUMHe HaBeneHe Ha IOYETKY IIPUMeEpPA.

IIpumep 4.2.2. [IpBo hemo KOHCTpyUcaTu HeOEeT€HEPUCAHY T€ONE3UjCKY (¢ Ca KOHjyTOBaHOM
TaykoM y ¢ = 1 Tako ma mocToju HeTPUBHWjaJHA Bapujanuja Ol ¢ KOja OCTaB/ba HEHY IYKUHY
¢urcaoMm. Hakon Tora hemo masoMm n3amMeHOM Te reone3ujcke NOOUTYU HeleTeHePUCAHY I'e01e3-
UjCKy @ KOja MMa KOHjyroBany Tauky y t = 1 m koja uHumje (C°°-JOKAJIHO MUHUMAJIHA Y
Ham(R?, w).

Heka je H ayToHOMHM XaMHUATOHWjaH Ha R? ca KOMIAKTHUM HOCAYEM M HCKA WM e IUH-
CTBEHU MaKCUMyM X MUHUMYM y TaykaMmMa T,,Z_. lIpermocraBumMo na y OIM3MHM Tadyaka Ti
XaMUJITOHUjaH UMa OOJIUK

H(z) = H(zy) Frlz — 2%

Tana je XamunronoB Tok ox H nuHeapaH y OKOJUHU T4 U HETOBE OPOUTE CYy KOHIEHTPUUHE
KpysKHUIE ca MeHTpoM y 4. Omatie 3akmyuyjemo ma je myT ¢ y Ham(R? w) remepucan ca
H menmeremepucana reomesmjcka Koja mMa KoHjyroBany taury y t = 1. Cama hemo 3a cBako
e € R mocmarpatu nerme v y R? medunucane ca

v (t) =21 +e(e™™ 1), 0<t< 1.

Heka je K. cmemujasan XaMUJITOHMjaH KOjU IeHepulle IeTsbe vS,ve.

°. Ilpema medunnnmjn
cuenujagHor XaMMJITOHUjaHa, QyHKIMja K. je y HEeKOj OKOJIMHU OJl T4, KOja He 3aBUCHU O] €,

OaTa N3pa30M:

1
K (t,z) = —(ivi.(t), x) —i—%/ (107, v%.) dr.
0

3a cBako ¢ Xamunronujan L.(t,x) = K.(t,z) + H(t,(9%.) "' (x)) remepume Tox g = gf._ o

g%, m Ha Taj HaumH avMuauja XamuaToHujaHa L. mepunume Bapujanujy P reomesmjcke

. Osmaummo ca x5 (t) Tauke exkcrpemyma ox (L.); y Ouusunan xy. Ilpumernmo na Basku
penamuja:

i05.(t)

2T

vy =vi(t) F

Jlakie Baxxu:

1
g 1 g g
[Lell+ = /0 L.(t, 23 (t) dt = || Hl+ £ —E(v3) + 5(v})

rae cMo ca F o3HauMIu eHeprujy a ca S CUMIIeKTUUYKY HoBpmuHY mersmu y R Hauun Ha
KOju CMO OedpuHuCcaan merise v HaMm naje na je E(vg) = F4nS(vy). Hawne ||L.||+ = ||H| =
ninu [(P.) = () na je & merpuBMjadHa Bapujanuja ol ¢ KOja He MeHa HeHY IY:KUHY.
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I[TocmaTpajmo canga ayToHOMHM XaMUJITOHUjaH H KOju mMa je IMHCTBEHUW MaKCUMyM U MUHU-
MyM y UCTUM Tavykama T.,T_ Kao u H u 3a mero 0 > () 3amoBOsbaBa pesamnuje:

H(zs) = H(zy), V?H(zy) = V?H(zy),
H(z) < H(z), 0<|z—x.] <34,
H(z) > H(z), 0< |z —x_| <é.

Kako ce Xecujanu onq H m H mokjamnajy y oy, HeIereHEpUCaHa IeoNe3UjCKa @ TeHepUCcaHa
ca H rakobe uma koujyroBany maury y t = 1. OuuriaemHo ¢ uma UCTy AYKUHY KAO U (.
Pamuimja XaMUITOHU]aHA

L.(t,x) = K.(t,x) + H(t, (gk.) " (z))

neuamme Bapujamujy ® on . Bamm L.(t,v5(t)) = L.(t,v5(t)) 3a cako ¢ € [0,1]. Axko je e
JOBOJBHO MaJo Taza he y Hekoj okomuuw on x, Basutu L.(t,z) < L.(t,x) 3a csaxo ¢ € [0,1],
r # v, (t) m y Hexoj oxonuuu ox x_ he BamuTu L.(t,z) > L.(t,z) 3a cBaro t € [0,1], z # v° ().
N3 (8) caenm nma ce 3a cBako t € [0, 1] Taure 29 (t) u vi(t) pasaukyjy. lakie:

L.(t,2%.(t)) < Le(t,25.(t)) = max L.(t, x),

zeR?2

Lo(t, 25 (1) > L(t, 2 () = min L.(, 7).

zeR?2

Saxayayjeno |l < Ll [T > L] na je UB.) < 1(®.) = () = 1(?) 3a cnaxo & £ 0,
Hakne, reonesujcka @ Huje C°-nokanno MuanMansa y Ham(M, w).

OcHoBHa paziuka usMeby oBa nBa mpumepa je y TOHamlamy XaMuUITOHUjaHa OJIU3Y He-
rOBUX Tadaka eKcTpeMyMa: (yHEnuja H neprnHMCaHA y IPETXOTHOM IPUMEPY Opike omana
Hero oaronapajyhu kBagpatuyam XaMUITOHU]aH, JOK XaMUWJITOHUjaH Y TPBOM IPUMEPY UMa
CHOPUjU Maa y OJHOCY Ha KBALPATUYHU.

4.3 Acdepuyne MHOTOCTPYKOCTH

Hepunnmnmja 4.3.1. Achepuyne MHOrOCTPYKOCTHU CY 3aTBOpEHE MHOrOCTpykocTr M 3a Koje
je ’/T2<M) = 0.

Ha name hemo nmpernocraButu na je M achepudna MHOTOCTPYKOCT. Y OBOM IIOIJIaBJbY heMo
ynopebyjyhu XodepoBy Merpumky Ha mpocTtopy XaMWUJITOHOBUX AudeoMopdrzamMa U IPOC-
Topy JlarpamxeBruX mOAMHOIOCTPYKOCTU nONM IO 3akjbydka na HOCTOju maupeoMopduzam y
Ham(M,w) Koju ce He MOMkKe CIOJUTU MUHUMAJIHOM Te0e3UjCKOM Ca UICHTUYHUM IIPEeCIuKa-
BameM.

Heka je (M, w) 3aTBOpEHA CUMIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. [locMaTpajMo CUMIIIEKTUYKY MHO-
roctpykoct (M x M, —w & w). Hujaromama A = {(z,z)|x € M} C M x M je 3arBOpeHa
JlarpamskeBa nomMmuorocrpykoct. I[locmarpajmo raartky ¢avmunujy o = {L;}, t € [0,1], Jla-
rPamKEeBUX TOAMHOTOCTPYKOCTH TAaKO na je cBako L, mudpeomopduo ca A. Kaxkemo ma je «
TavaH myT Koju cnaja Lo u Lj, ako moctoju raaTko npecaukasame Vi A X [0,1] = M x M
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Tako 1a je 3a cBako t, V(A x{t}) = L; u Bazku V*(—w Xw) = dH; Adt 3a HeRy raaTky GyHKIA]Y
H: A x[0,1] —» R. XodepoBa mykrHa TAYHOT IyTa (v je nedUHUCAHA Ca

FASYAN

/ { max H(z,t) — min H(z,t) }dt.
zeEA

Jlako ce mpoBepaBa ma je oBako neduHHCaHA Ay:KMHaA NOOpo mepumHucanHa. O3HaUMMO ca
L(M x M, N) npoctop cBux Jlarpamkesux nmoanmuoroctpykoctu ox M x M koje ce ca A mory
cmojutu TavyHUM myTeM. 3a ase Jlarpamkese mommuoroctpykoctu Li, Le € L(M x M,A)
nepuaMmemMo XogepoBo pacrojame p ca: p(Ly, Ls) = inf I(a) e je maGuMyM y3er 1o cBUM
rayauM nytesuma Ha L(M x M,A) xoju cuajajy Ly u Lo.

Teopema 4.3.1. Hera je (M, w) 3aTBOpeHA CUMIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT 3a KOjy je mo(M) =
0. Tama nocroju pammauja {¢:}, t € [0,4+00), y Ham(M,w) n KOHCTAHTA ¢ TAKO A BasKU:

1. d(Id, ¢;) — oo ram t — oo,

2. p(graph(ld), graph(y:)) = ¢

Ckuya doxasa. TloTnyn moka3 ose Teopeme ce moxke Hahm y pany Japoua Octposepa, [9], a
MM heMO eKCHJIUIUTHO KOHCTPpyucaTu audeoMopusMe p; U3 IPETXOTHE TeOPEME.

ITocmarpajmo orBopen ckyn B C M. IlpermocraBuMo ma moctoju XaMHUITOHOB AU(PEOMOP-
dusam h Takas ma je h(B)N B = (). Magom meprypb6amujom IpecamkaBama i MOKEMO TpeT-
HOCTABUTU Ja Cy CBe (ukcupane tauke ox h memeremepucane. Heka je F(t,z), rome x € M,
t € [0,1], XamuaronoBa ¢yurmmja takBa xa je F(z,t) < ¢y 3a cBako z € M\B, t € [0,1].

Hexka je F' 1 HopMaJu30BaH 3a CBakKo t, F(t, ) w" = 0. Hedpurnmmumo pavmuaujy p; = hfy,

M
rae je {f;} Xammaronos tok remepucan ca F(t,x). OBako medumHMCaHU THEOMOPPUIMUA )y
3a7I0BOJbABAjY YCJIOBE MPETXOTHE TEOPEME. 0

Kopucrehu oBy Teopemy Mo:keMO ma m3BeaeMO HEKe ajrebapcke ocobuue rpyie XaMUITOHO-
Bux mudeomopduszama. Y raname rpymne Ham(M,w) y L(M x M, ) wuje nuzomerpuja. MumHu-
masaH myT usMmebhy nBa rpadura XamunatoHoBuUX mudeomopduzama y L(M x M,A) moxe na
npobe kpo3 Taune JlarpamxeBe OIMHOTOCTPYKOCTH KOj€e HUCY Tpaduy HU jeTHOT X aMUIITO-
HOBOr mupeomopdusma. Takobe, kao mociemuiy oBe Teopeme, Bumumo na rpyma Ham(M,w)
3aTBOPEHE CUMILIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH 3a KOjy je mo(M) = 0 mma HGeckoHavaH nujamerap
y omHOCY Ha XO(EepOoBY METPUKY.

Jlema 4.3.1. Heka je © : A x [0,1] - M x M rauna JlarpamxeBa uzoronuja y L(M x M, )
u Hera je ©: M x M — M x M XamuatoHoB mudpeomopousam. Tana je;

{0} =l{P o 6O}.
3a cBako Ly, Ly € L(M x M, A) Bawu: p(Ly, La) = p(®(Ly), P(Ls)).

N3 oBe neme cienn na XaMUJITOHOBU OU(GEOMOPPU3MU I€jCTBY]Y KaO N30METPHUje Ha IPOCTO-
v (LM x M, 2),p).

Cana hemo mocmarparu Tauny mzoronujy Jlarpamkesux yramama W : A x [0,00) = M x M,

U(z,t) = (z,p(r)). O3naunhemo ca L, = V(A x{t}) rpadpur npecrurasama @, = hf; y M x M.
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Tepbemwme 4.3.1. 3a caro t € [0,00) nmocroju Xamuaronosa uzoronuja {Ps}, s € [0,t], oxn
M x M, rakBa ma je ®4(Lg) = Ls 3a cBako s u ga je O4(A) = A.

Ckuya doxasza. Buhie oGjammeno kako ce koucrpywuie nsoronuja {P,} a meraman mokras ce
moske Hahim y [9]. U3 nedununmje npecankaBama ¢; caequ na je Fix(p;) = Fix(h) 3a cBako t.
Ilakne, L; ceue mujaronany /A y UCTUM TadkaMa 3a CBako t. Kako cMo mpermocTaBuiIm ma cy
cBe ¢urcHe Tauke on h Henerenepucane L, he tpancBepsanno cehim nujaronany. Ilocrojahe
CUMIIJIEKTUYKA UIeHTUPUKAIja Majle neBacte okosmue on Ly v M x M, mexo U, m ueBacte
OKOJIMHE HYJTOT Cedela y KOTAaHTeHTHOM paciojemy 1%L, nexko V. Iloctojahe u Heru pe-
asau 6pojesu 0 = (s, Us) Tako na Baxu Ly C U 3a cBako §' 3a xoje je |’ —s| < §,. Crynosu
I, = (s — 05,5+ 65) N [0,1] he unanT OTBOpEHO mOKpUBame nuHTepBaia [0,t] ma he mocrojarn
KOHAYHO noTnokpusame [0,t] = UL I;,. O3raunmo ckyn S = {s; < ... < S, } 1 IPETIOCTABIMO
na je I, NIy, , = (). Ba cBaro s € S ca f[s 03HAYMMO XAaMUJITOHOBE (YHKIH]je I:js Us - R
TakBe na oxrosapajyhm XamuiatonoBu TokoBu maisy L, y Ly 3a s € I, u ocraBmajy au-
jaronasny muBapujanTHOM. l'1aTkmMm cnajameM XaMUITOHOBUX TOKOBa Ha mpecery [ N,
nobujamo XamuarornoBy uzoronujy {P}. O

N3 osor tBpbema m mperxomHe seme 3akmbydyjemo na dammauja {¢}, t € [0,00), 3amo0-
Bo/maBa Apyru yciaos teopeme 4.3.1 rme je koucranra ¢ = p(A\, Ly).

Teopema 4.3.2. Hera je (M,w) 3aTBOpeHA CUMINIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT 3a KOjy je mo(M) =
0. Tana nocroju XamuntouoB nudeomopduszam ¢ € Ham(M,w) koju ce HEe MOke CIOjUTH ca
UIEHTUTETOM MUHUMAJHOM Te0I€3M)CKOM.

Jokas. Beh cmo mnepunucann dpamunnjy mupeomopduszama {¢;} Koja 3amT0BOBABA YCIOBE
teopeme 4.3.1. Ilorazahemo ma 3a HEKO 1y HE MOCTOjU MUHUMAJHA T'e€ONE3WjCKa KOja CIaja
V1, 1 UOEHTUYHO IPECINKABAHE.

[IpeTnocTaBUMO CyIpPOTHO, 3a CBAKO ¢ MOCTOjU MUHUMAJHA Teomesujcka y Ham(M,w) koja
cunaja mpenturer ca ;. Purcupajmo Hero ty € [0,00). Tama mocroju XaMUITOHOB IIyT
a={fs}, s€l0,1], y Ham(M,w) rakas na je:

dy, = d(Id, ) = l().

Uckazano y tepmuanma Jlarpamkesux noamuorocrpykoctu, W = {graph(fs)}, s € [0,1], je
ravan iyt y M X M woju cnaja mujaronamsy ca graph(y ). Ilpema tBphemy 4.3.1 mocroju
Xamuaronosa uzoronuja ® taksa ma je 3a csaro t, ®;(graph(py,)) = graph(p;) m &(A) = A.
Onabpahewmo t; noBosHO 6U3Y t) Ka 6ucmo 06e36emuau na vHam Py, (graph(fs)), s € [0, 1] Gy e
rpa¢uk Hegor Xamumiarorosor myta vy y Ham(M,w). I'padpur Xamunronosor myra v = {¢;} je
damunuja yranama cauke on M y M x M koje ce medpunume ca (x,t) — (z, ¢y(x)). Tepaumo
cnenehe:

dy, < U(7) = l(graph(v)) = l(graph(e)) = l(a) = dj,.

Yranawe f — graph(f) uysa XodepoBy myskuny a u3 geme 4.3.1 3armyuyjemo [{graph(«a)} =
I{graph(v)}. Ilorazamu cmo ma 3a cBako ty mocroju £ > 0 Tako ma ako je |t —tg| < & Tana
je di < dy,. Kaxro je d; menmpermzana ¢(yHKIUja 3akbydyjeMo ga je oHa u kKoHcTaHTHa. Ca
npyre crpate npema teopemu 4.3.1 Basku d; = d(Id, p;) — o0 kan t — co. Tume cmo mobOunm
KOHTPAAUKIN]Y Ta TPETIOCTABKA HA BAYKU. O
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