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GLAVA 1

Uvod

Poznato je da se evolucija nekog fiziqkog sistema opisuje Hamiltonijanom i da je
fazni prostor u klasiqnoj mehanici simplektiqka mnogostrukost. Motivisani time da
se sistem bez dejstva spoǉaxǌnih sila kre�e po geodezijskoj liniji u ovom radu �emo
opisati osobine geodezijskih linija u Hoferovoj metrici na prostoru Hamiltonovih
difeomorfizama.
U drugoj glavi su definisane geodezijske linije u Rimanovoj metrici koje mo�emo da
vidimo kao rexeǌa sistema diferencijalnih jednaqina, kao krive koje minimiziraju
rastojaǌe izme�u taqaka i kao kritiqne taqke funkcionala energije. U tre�oj glavi
je definisana grupa Hamiltonovih difeomorfizama koja je pridru�ena simplektiqkoj
mnogostrukosti i Hoferova metrika na ǌoj. U qetvrtoj glavi, koja predstavǉa glavni
deo rada, definisan je pojam geodezijskih linija u Hoferovoj metrici. Darbuova teo-
rema nam daje osobinu simplektiqkih mnogostrukosti da se one lokalno ponaxaju kao
standardni simplektiqki prostor R2n. U prvom delu qetvrte glave izlo�ene su os-
obine geodezijskih ako radimo sa grupom Hamiltonovih difeomorfizama koji dejstvuju
na R2n. Najbitniji zakǉuqak ovog dela jeste da regularan put mo�e biti geodezijska
samo ako je generisan kvazi-autonomnim Hamiltonijanom. U drugom delu ove glave
su definisane konjugovane taqke i varijacija geodezijske linije. Pokazano je da je
nedegenerisana geodezijska koja ne sadr�i konjugovane taqke C∞-lokalno minimalna
a ona koja sadr�i unutraxǌe konjugovane taqke mo�e se skratiti malom varijacijom.
Tre�i deo analizira zatvorene mnogostrukosti qija je druga homotopska grupa trivi-
jalna. Na�en je Hamiltonov difeomorfizam na takvoj mnogostrukosti koji se ne mo�e
spojiti minimalnom geodezijskom sa identiqkim preslikavaǌem.

Zahvaǉujem se svom mentoru dr Darku Milinkovi�u na velikoj podrxci, razumevaǌu
i pomo�i pri pisaǌu ovog rada.



GLAVA 2

Geodezijske linije

2.1 Definicija

Osnovni objekti u aksiomatski zasnovanoj geometriji su taqka i prava. U diferen-
cijalnoj geometriji, koja je povezana sa aksiomatski zasnovanom geometrijom, moramo
na�i uopxteǌe prave tako da se ta definicija sla�e sa tipiqnim modelima euklidske
i neeuklidske geometrije. Znamo da prava linija predstavǉa najkra�e rastojaǌe
izme�u dve taqke u ravni. Mo�emo ovaj kriterijum najkra�eg rastojaǌa iskoristiti
za definiciju, ali na prooizvoǉnim mnogostrukostima taj uslov se texko proverava.
Umesto toga iskoristi�emo drugu osobinu koja se lako izraqunava a karakterixe sve
prave: drugi izvod im je jednak nuli. Mo�emo ih videti kao rexeǌa diferencijalne
jednaqine d2γ

dt2
= 0. Prvu osobinu, kao i svojstvo prave da je kritiqna taqka funkcionala

energije �emo izvesti iz definicije.

Definicija 2.1.1. Rimanova metrika na mnogostrukosti M je poǉe Φ pozitivno defi-
nitnih bilinearnih C∞ kvadratnih formi, to jest preslikavaǌe koje svakoj taqki
P ∈M pridru�uje pozitivno definitnu bilinearnu kvadratnu formu 〈·, ·〉P definisanu
na prostoru TPM koja je glatka u slede�em smislu: ako je ϕ : V ⊂ Rn → U lokalna karta
oko taqke P tada su funkcije matriqnih elemenata gij(x) =

〈
ϕ∗x

∂
∂xi
, ϕ∗x

∂
∂xj

〉
ϕ(x)

klase C∞

na V .

Zbog jednostavnijih oznaka tangentne vektore ∂
∂xi

iz TxRn �emo identifikovati sa tan-
gentnim vektorima ϕ∗x

∂
∂xi

iz Tϕ(x)M . Oznaqimo sa X (M) skup glatkih vektorskih poǉa
na mnogostrukosti M .

Definicija 2.1.2. Povezanost na diferencijabilnoj mnogostrukosti M je preslika-
vaǌe

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

koje oznaqavamo sa (X, Y ) 7→ ∇XY i koje zadovoǉava slede�e osobine:
(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,
(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,
za svako X, Y, Z ∈ X (M) i f, g ∈ C∞(M).

3
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Ka�emo da je povezanost ∇ simetriqna ako za svako X, Y ∈ X (M) va�i ∇XY −∇YX =
[X, Y ] gde je sa [X, Y ] oznaqen komutator vektorskih poǉa.

Definicija 2.1.3. Neka je Xt ∈ Tc(t)M vektorsko poǉe du� krive c : I → M . Izvod
poǉa X du� krive c je vektorsko poǉe

DXt

dt
= ∇ dc

dt
Xt.

Ako je DX
dt

= 0 za svako t ∈ I ka�emo da je vektorsko poǉe X paralelno du� krive c.

Definicija 2.1.4. Neka je M diferencijabilna mnogostrukost sa povezanox�u ∇ i
Rimanovom metrikom 〈·, ·〉. Ka�emo da je povezanost saglasna sa metrikom ako za svaku
glatku krivu c i vektorska poǉa X i Y koja su paralelna du� krive c va�i: 〈X, Y 〉 =
Const.

Definicija 2.1.5. Neka je M mnogostrukost sa povezanox�u ∇. Glatka kriva γ(t) je
geodezijska u odnosu na povezanost ∇ ako va�i ∇ dγ

dt
(dγ
dt

) = 0.
Ako je [a, b] ⊂ I i γ : I → M geodezijska onda se restrikcija geodezijske γ na interval
[a, b] naziva segment geodezijske izme�u taqaka γ(a) i γ(b).

Primer 2.1.1. Kriva u ravni (x(t), y(t)) = (t, at+b) je geodezijska, dok kriva (x(t), y(t)) =
(t5, at5 + b) nije i ako obe krive imaju isti nosaq. 4

Prethodni primer pokazuje da definicija geodezijskih zavisi od parametrizacije.

Znaju�i kako se definixe izvod vektorskog poǉa du� krive uslov ∇ dγ
dt

(dγ
dt

) = 0 mo�emo
da pixemo i u obliku:

D

dt

(
dγ

dt

)
= 0,

odakle vidimo da je dγ
dt

vektorsko poǉe paralelno du� krive γ. Vektor dγ
dt

se jox naziva
i vektor brzine krive γ.

Tvr�eǌe 2.1.1. Vektor brzine geodezijske ima konstantnu du�inu.

Dokaz. Neka je γ : I →M geodezijska i dγ
dt

ǌen vektor brzine. Tada je:

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt

dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 0.

�
Koriste�i ovu osobinu mo�emo pretpostaviti da je ‖dγ

dt
‖ = c 6= 0 qime iskǉuqujemo

trivijalne geodezijske linije.
Du�ina krive γ od neke fiksirane taqke, npr. γ(t0) je data sa

s(t) =

∫ t

t0

∥∥∥∥dγdu(u)

∥∥∥∥ du = c(t− t0).

Vidimo da je parametar kojim je geodezijska parametrizovana proporcionalan du�ini
luka.
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Definicija 2.1.6. Ka�emo da je geodezijska normalizovana ako je parametrizovana
du�inom luka, c = 1.

�elimo da vidimo koje jednaqine zadovoǉavaju geodezijske u lokalnim koordinatama.
Neka su oko taqke γ(t) definisane lokalne koordinate (U, x), γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).
Tada je

0 = ∇ dγ
dt

(
dγ

dt

)
=

n∑
k=1

(
d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

)
∂

∂xk
,

gde su Γkij Kristofelovi simboli, a predstavǉaju koordinate vektorskog poǉa ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

u bazi ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
. Tako da nam rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina drugog reda

d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0, k = 1, . . . , n (1)

daje geodezijsku liniju.

Tvr�eǌe 2.1.2. Neka je p ∈ M i Xp ∈ TpM . Tada postoji jedinstvena geodezijska γ(t),
tako da je γ(0) = p, dγ

dt
(0) = Xp.

Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost slede direktno iz teoreme o postojaǌu i jedin-
stvenosti rexeǌa sistema diferencijalnih jednaqina. �

Sistem (1) koji se sastoji od n jednaqina drugog reda mo�emo videti kao sistem od
2n jednaqina ali prvog reda, samo u drugom prostoru. Svaka diferencijabilna kriva
t 7→ γ(t) na M definixe krivu t 7→ (γ(t), dγ

dt
(t)) u prostoru TM . Ako je γ geodezijska,

onda kriva

t 7→ (x1(t), . . . , xn(t),
dx1

dt
(t), . . . ,

dxn
dt

(t))

na prostoru TU = U × Rn zadovoǉava sistem jednaqina{
dxk
dt

= yk
dyk
dt

= −
∑n

i,j=1 Γkijyiyj, k = 1, . . . , n
(1′)

u lokalnim koordinatama (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) na TU . Vidimo da je (1′) sistem od 2n
jednaqina prvog reda i da je ekvivalentan sistemu (1).

Lema 2.1.1. Postoji jedinstveno vektorsko poǉe G na TM qije su trajektorije oblika
t→ (γ(t), dγ

dt
(t)), pri qemu je γ geodezijska na M .

Dokaz. Dokaz sledi iz egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa sistema (1′). �

Definicija 2.1.7. Vektorsko poǉe definisano u lemi se naziva geodezijsko poǉe na
TM , a ǌegov tok se naziva geodezijski tok na TM .

Ove osobine mo�emo uopxtiti.
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Tvr�eǌe 2.1.3. Neka je p ∈ M . Tada postoji okolina V taqke p, brojevi δ, ε > 0 takvi
da za svako q ∈ V i Xq ∈ TqM , gde je ‖Xq‖ < ε, postoji jedinstvena geodezijska γ koja je
definisana na intervalu (−δ, δ) i va�i γ(0) = q i dγ

dt
(0) = Xq.

Oznaqimo sa γ(t, q,Xq) geodezijsku iz prethodnog tvr�eǌa. Vidimo da ako je ‖Xq‖ <
ε onda geodezijska γ(t, q,Xq) postoji u intervalu (−δ, δ) i jedinstvena je. U stvari,
mo�emo pove�ati brzinu geodezijske smaǌivaǌem intervala definisanosti i obrnuto.

Lema 2.1.2. Homogenost geodezijskih linija Ako je geodezijska γ(t, q,Xq) definisana
na intervalu (−δ, δ), tada je geodezijska γ(t, q, aXq), a ∈ (0,+∞), definisana na inter-
valu (− δ

a
, δ
a
), i va�i

γ(t, q, aXq) = γ(at, q,Xq).

Dokaz. Definiximo krivu h : (− δ
a
, δ
a
) → M , sa h(t) = γ(at, q,Xq). Vidimo da va�i

dh
dt

(t) = adγ
dt

(at, q,Xq), pa je h(0) = q i dh
dt

(0) = aXq. Daǉe je

∇ dh
dt

dh

dt
= a2∇ dγ

dt

dγ

dt
= 0,

odnosno, h je geodezijska brzine aXq koja u trenutku t = 0 prolazi kroz taqku q. Na
osnovu jedinstvenosti ovakve geodezijske va�i�e h(t) = γ(t, q, aXq), pa je γ(t, q, aXq) =
γ(at, q,Xq). �

Posledica 2.1.1. Za svaku taqku p ∈ M postoji okolina U taqke p, broj ε > 0 i C∞

preslikavaǌe γ : (−2, 2) × U → M , U = {(q,Xq) ∈ TM | q ∈ U, Xq ∈ TqM, ‖Xq‖ < ε} tako
da je t → γ(t, q,Xq) jedinstvena geodezijska na M koja zadovoǉava uslove γ(0) = q i
dγ
dt

(0) = Xq.

Na sliqan naqin mo�emo brzinu geodezijskih uqiniti proizvoǉno velikom u okolini
taqke p.

2.2 Eksponencijalno preslikavaǌe

Posledica 2.1.1 nam omogu�ava da uvedemo pojam eksponencijalnog preslikavaǌa na
slede�i naqin. Neka je p ∈M i U ⊂ TM otvoren skup iz posledice 2.1.1.

Definicija 2.2.1. Preslikavaǌe exp : U →M definisano sa

exp(q,Xq) = γ(1, q,Xq) = γ(‖Xq‖, q,
Xq

‖Xq‖
), (q,Xq) ∈ U ,

se naziva eksponencijalno preslikavaǌe na U .

Prema pomenutoj posledici preslikavaǌe γ pomo�u kojeg smo definisali eksponenci-
jalno preslikavaǌe je diferencijabilno pa �e i exp biti diferencijabilno preslika-
vaǌe. Koristi�emo i restrikciju ovog preslikavaǌa na otvorenu loptu polupreqnika
ε u TqM :

expq : B(0, ε) ⊂ TqM →M
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koja je definisana sa expq(Xq) = exp(q,Xq).
Geometrijski, exp(q,Xq) predstavǉa taqku na mnogostrukosti M u koju stignemo nakon
vremena t = 1 kre�u�i se du� geodezijske linije ako smo u trenutku t = 0 krenuli iz
taqke q brzinom Xq.

Tvr�eǌe 2.2.1. Za svaku taqku q ∈ M postoji ε > 0 tako da je preslikavaǌe expq :
Bε(0) ⊂ TqM →M difeomorfizam lopte Bε(0) na otvoren podskup u M .

Dokaz. Izraquna�emo qemu je jednak izvod preslikavaǌa expq u taqki 0 ∈ Bε(0):

d(expq)0(Xq) =
d

dt
expq(tXq)|t=0 =

d

dt
γ(1, q, tXq)|t=0 =

d

dt
γ(t, q,Xq)|t=0 = Xq.

Dakle, d(expq)0 je identitet, pa na osnovu teoreme o inverznoj funkciji zakǉuqujemo
da je expq lokalni difeomorfizam u nekoj okolini taqke 0. �

Znaju�i ovu osobinu eksponencijalnog preslikavaǌa mo�emo da uvedemo neke pojmove
koji �e nam biti potrebni u slede�em paragrafu.

Definicija 2.2.2. Ako je expp difeomorfizam okoline V taqke 0 u TpM , onda se U =

expp V naziva normalna okolina od p. Ako je Bε(0) lopta za koju va�i Bε(0) ⊂ V onda
Bε(p) = exppBε(0) nazivamo normalnom loptom (ili geodezijskom loptom) sa centrom u
taqki p radijusa ε.

2.3 Minimizacija rastojaǌa

Ve� smo naglasili da prava u ravni predstavǉa najkra�e rastojaǌe izme�u dve taqke.
Sada ho�emo da vidimo koju osobinu poseduju geodezijske izme�u dve taqke na nekoj
mnogostrukosti.

Definicija 2.3.1. Deo po deo diferencijabilna kriva je neprekidno preslikavaǌe
c : [a, b] → M zatvorenog intervala [a, b] ⊂ R na M pri qemu va�i: postoji podela a =
t0 < t1 < . . . tk = b intervala [a, b] takva da je svaka od restrikcija c|[ti,ti+1], i = 0, . . . , k− 1
diferencijabilno preslikavaǌe. Ka�emo da kriva c spaja taqke c(a) i c(b). Taqka c(ti)

se naziva verteks krive c, a ugao izme�u tangetnih vektora lim
t→ti+

dc

dt
i lim

t→ti−

dc

dt
se naziva

ugao verteksa u taqki c(ti).
Za glatku krivu c : I →M ka�emo da je regularna u taqki t0 ∈ I ako je dc

dt
(t0) 6= 0. Kriva

je regularna ako je regularna u svakoj taqki.

Definicija 2.3.2. Segment geodezijske γ : [a, b]→ M se naziva minimiziraju�i ako je
l(γ) 6 l(c) za svaku krivu c koja spaja taqke γ(a) i γ(b), gde je sa l(c) oznaqena du�ina
krive c.

Uvex�emo neke pojmove koji �e nam biti potrebni u narednim tvr�eǌima.

Definicija 2.3.3. Neka je A povezan skup u R2 pri qemu va�i U ⊂ A ⊂ Ū , za neki
otvoren skup U i neka je granica skupa A, ∂A, deo po deo diferencijabilna kriva qiji
verteks uglovi nisu jednaki uglu π. Parametrizovana povrx u M je diferencijabilno
preslikavaǌe s : A→M .
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Ovde diferencijabilnost oznaqava da postoji otvoren skup V ⊃ A tako da se pres-
likavaǌe s mo�e diferencijabilno produ�iti na V, a uslov da verteks uglovi nisu π
nam obezbe�uje da diferencijal preslikavaǌa s ne zavisi od ǌegovog produ�eǌa. Ako
verteks uglovi granice ∂A ni u jednoj taqki nisu π, onda tangentni vektori na krivu
u verteksima razapiǌu tangentnu ravan, pa je diferencijal u proizvoǉnom pravcu
definisan i ne zavisi od produ�eǌa funkcije.

Definicija 2.3.4. Vektorsko poǉe X du� povrxi u M , s : A→M , je preslikavaǌe koje
svakoj taqki q ∈ A dodeǉuje tangentni vektor X(q) ∈ Ts(q)M i koje je diferencijabilno
u slede�em smislu: ako je f diferencijabilna funkcija na M tada je preslikavaǌe
q 7→ X(q)f diferencijabilno.

Ho�emo da definixemo kovarijantni izvod vektorskog poǉa du� povrxi. Neka su (u, v)
Dekartove koordinate na R2. Za fiksirano v0, preslikavaǌe u 7→ s(u, v0), gde u pripada
povezanoj komponenti skupa A ∩ {(u, v0)}, je kriva u M i ds( ∂

∂u
) je vektorsko poǉe du�

ove krive koje oznaqavamo sa ∂s
∂u
. Na taj naqin definixemo vektorsko poǉe ∂s

∂u
du� s za

svako (u, v) ∈ A. Na sliqan naqin definixemo ∂s
∂v
.

Neka je X vektorsko poǉe du� s : A → M . Definixemo kovarijantni izvod DX
∂u

i DX
∂v

na slede�i naqin. DX
∂u

(u, v0) je kovarijantni izvod restrikcije vektorskog poǉa X du�
krive u 7→ s(u, v0). Tako definixemo DX

∂u
(u, v) za svako (u, v) ∈ A, i na sliqan naqin

definixemo DX
∂v

(u, v).

Lema 2.3.1. Neka je M diferencijabilna mnogostrukost sa simetriqnom povezanox�u
i neka je s : A→M parametrizovana povrx na M . Tada je: D

∂v
∂s
∂u

= D
∂u

∂s
∂v
.

Dokaz. Neka su x : V ⊂ Rn →M lokalne koordinate u okolini taqke s(u, v) ∈ A. Mo�emo
ih pisati u obliku x−1 ◦ s(u, v) = (x1(u, v), . . . , xn(u, v)). Tada je:

D

∂v

(∂s
∂u

)
=
D

∂v

( n∑
i=1

∂xi
∂u

∂

∂xi

)
=

n∑
i=1

∂2xi
∂v∂u

∂

∂xi
+

n∑
i=1

∂xi
∂u
∇∑n

j=1

∂xj
∂v

∂
∂xj

∂

∂xi

=
n∑
i=1

∂2xi
∂v∂u

∂

∂xi
+

n∑
i,j=1

∂xi
∂u

∂xj
∂v
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
.

Sliqno,
D

∂u

(∂s
∂v

)
=

n∑
i=1

∂2xi
∂u∂v

∂

∂xi
+

n∑
i,j=1

∂xi
∂v

∂xj
∂u
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

=
n∑
i=1

∂2xi
∂u∂v

∂

∂xi
+

n∑
i,j=1

∂xj
∂v

∂xi
∂u
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
.

Kako je povezanost simetriqna, ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

= ∇ ∂
∂xj

∂
∂xi

, zakǉuqujemo da je D
∂v

∂s
∂u

= D
∂u

∂s
∂v
. �

Sada �emo tangentni prostor na TpM u taqki Xp ∈ TpM identifikovati sa TpM , tj.
TpM ≈ TXp(TpM).
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Lema 2.3.2. (Gausova lema) Neka je p ∈M i Xp ∈ TpM tako da je definisano exppXp, i
neka je Yp ∈ TpM ≈ TXp(TpM). Tada je:

〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Yp)〉 = 〈Xp, Yp〉.

Dokaz. Neka je Yp = Y t
p + Y n

p , gde je Y t
p komponenta vektora Yp koja je paralelna sa Xp i

Y n
p komponenta normalna na Xp. Kako je diferencijal linearno preslikavaǌe va�i�e:

〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Yp)〉 = 〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y
t
p )〉+〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y

n
p )〉.

Pokaza�emo da je 〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y
t
p )〉 = 〈Xp, Y

t
p 〉 i 〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y

n
p )〉 =

0 = 〈Xp, Y
n
p 〉 qime �emo dobiti tra�enu jednakost.

Kako je vektor Y t
p paralelan vektoru Xp va�i Y t

p = λXp za neko λ ∈ R. Neka je α : I → TpM

kriva data sa α(t) = (t + 1)Xp. Ona zadovoǉava uslov da je α(0) = Xp i dα
dt

(0) = Xp.
Sliqno, ako je data kriva β : I → TpM sa β(t) = (λt + 1)Xp ona zadovoǉava uslove
β(0) = Xp i dβ

dt
(0) = λXp = Y t

p . Tada je:

〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y
t
p )〉 =

〈 d
dt

expp(α(t))|t=0,
d

dt
expp(β(t))|t=0

〉
=
〈 d
dt
γ(1, p, α(t))|t=0,

d

dt
γ(1, p, β(t))|t=0

〉
=
〈 d
dt
γ(1, p, (t+ 1)Xp)|t=0,

d

dt
γ(1, p, (λt+ 1)Xp)|t=0

〉
=
〈 d
dt
γ(t+ 1, p,Xp)|t=0,

d

dt
γ(λt+ 1, p,Xp)|t=0

〉
=
〈dγ
dt

(1), λ
dγ

dt
(1)
〉

= λ
∥∥∥dγ
dt

(1)
∥∥∥2

.

Sa druge strane je 〈Xp, Y
t
p 〉 = λ〈Xp, Xp〉 = λ‖dγ

dt
(0)‖2, pa kako se norma tangentnog vektora

du� geodezijske odr�ava va�i�e 〈(d expp)Xp(Xp), (d expp)Xp(Y
t
p )〉 = 〈Xp, Y

t
p 〉.

Slika 1.
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exppXp je dobro definisano, pa postoji ε > 0 tako da je expp u definisano za:

u = t ·X(s), 0 6 t 6 1, −ε < s < ε

gde je X(s) kriva u TpM sa osobinama X(0) = Xp, dX
ds

(0) = Y n
p i ‖X(s)‖ = Const. Mo�emo

posmatrati parametrizovanu povrx f : A → M , A = {(t, s) | 0 6 t 6 1, −ε < s < ε}
definisanu sa: f(t, s) = expp(tX(s)). Primetimo da su krive t 7→ f(t, s0) geodezijske.
Va�i:

〈
∂f
∂s
, ∂f
∂t

〉
(1, 0) = 〈(d expp)Xp(Y

n
p ), (d expp)Xp(Xp)〉. Za svako (t, s) va�i:

∂

∂t

〈∂f
∂s
,
∂f

∂t

〉
=
〈D
∂t

∂f

∂s
,
∂f

∂t

〉
+
〈∂f
∂s
,
D

∂t

∂f

∂t

〉
.

Posledǌi qlan u izrazu sa desne strane je jednak nuli zato xto je ∂f
∂t

tangentni vektor
na geodezijsku. Iz simetrije povezanosti, mo�emo izvrxiti transformaciju izraza:〈D

∂t

∂f

∂s
,
∂f

∂t

〉
=
〈D
∂s

∂f

∂t
,
∂f

∂t

〉
=

1

2

∂

∂s

〈∂f
∂t
,
∂f

∂t

〉
= 0,

posledǌa jednakost va�i zato xto vektor ∂f
∂t

ima konstantu du�inu. Zakǉuqujemo da
je ∂

∂t

〈
∂f
∂s
, ∂f
∂t

〉
= 0 pa

〈
∂f
∂s
, ∂f
∂t

〉
ne zavisi od t. Kako je

lim
t→0

∂f

∂s
(t, 0) = lim

t→0
(d expp)tXp(tY

n
p ) = 0

sledi da je
〈
∂f
∂s
, ∂f
∂t

〉
(1, 0) = 0, odnosno 〈(d expp)Xp(Y

n
p ), (d expp)Xp(Xp)〉 = 0, a to smo i hteli

da poka�emo. �

Ako se sada setimo kako smo definisali normalnu loptu (definicija 2.2.2), iz Gausove
leme mo�emo zakǉuqiti da je granica normalne lopte hipersfera (podmnogostrukost
kodimenzije 1) u M , i da je ona ortogonalna na geodezijske koje poqiǌu u taqki p.

Definicija 2.3.5. Granica normalne lopte Bε(p) se oznaqava sa Sε(p) i naziva se nor-
malna sfera (ili geodezijska sfera) sa centrom u taqki p i polupreqika ε. Geodezijske
u Bε(p) koje poqiǌu u taqki p se nazivaju radijalne geodezijske.

Sada �emo pokazati da geodezijske lokalno minimiziraju rastojaǌe.

Tvr�eǌe 2.3.1. Neka je p ∈ M , U normalna okolina od p i B ⊂ U normalna lopta sa
centrom u p. Neka je γ : [0, 1] → B segment geodezijske koja polazi iz taqke p, γ(0) = p.
Ako je c : [0, 1]→M bilo koja druga deo po deo diferencijabilna kriva koja spaja taqke
γ(0) i γ(1) tada je l(γ) 6 l(c). Ako jednakost va�i onda je γ([0, 1]) = c([0, 1]).

Dokaz. Prvo �emo razmatrati sluqaj kada je c([0, 1]) ⊂ B. Kako je expp difeomorfizam
na U i B ⊂ U mo�emo da napixemo:

c(t) = expp(r(t) ·X(t))

gde je t 7→ X(t) kriva u TpM koja zadovoǉava uslov ‖X(t)‖ = 1 i r : [0, 1]→ R je pozitivna
deo po deo glatka funkcija. Diferencirajmo funkciju f(r(t), t) = expp(r(t) ·X(t)):

dc

dt
=
∂f

∂r
· r′(t) +

∂f

∂t
.
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Znamo da je
∥∥∂f
∂r

∥∥ = ‖X(t)‖ = 1, a iz Gausove leme sledi da je
〈
∂f
∂r
, ∂f
∂t

〉
= 0, pa je:∥∥∥dc

dt

∥∥∥2

= |r′(t)|2 +
∥∥∥∂f
∂t

∥∥∥2

> |r′(t)|2.

Koriste�i ovu nejednakost vidimo da va�i:

l(c) =

∫ 1

0

∥∥∥dc
dt

∥∥∥ dt > ∫ 1

0

|r′(t)| dt >
∫ 1

0

r′(t) dt = r(1)− r(0) = l(γ).

Prethodne nejednakosti postaju jednakosti ako je
∥∥∂f
∂t

∥∥ = 0. Tada je X(t) = Const i
‖r′(t)‖ = r′(t) > 0 pa je c(t) monotona reparametrizacija krive γ, xto daje c([0, 1]) =
γ([0, 1]).
Ako c([0, 1]) nije sadr�ano u B, uoqimo prvu taqku t1 ∈ (0, 1) za koju va�i da c(t1) ∈ ∂B.
Ako je δ radijus geodezijske lopte B va�i�e nejednakosti:

l(c) > l(c|[0,t1]) > δ > l(γ).�

Ovo tvr�eǌe ne va�i globalno. Delovi velikih krugova su geodezijske na sferi. Ako
geodezijska polaze�i od jedne taqke na sferi pro�e kroz ǌoj antipodalnu taqku ona
gubi svojstvo najkra�eg rastojaǌa izme�u taqaka.
Pokaza�emo da va�i i obrnuto, ako deo po deo diferencijabilna kriva daje minimalno
rastojaǌe izme�u taqaka tada je ona geodezijska. Za to �e nam biti potrebno tvr�eǌe
2.2.1 gde smo pokazali egzistenciju normalne okoline. Sada �emo pokazati nexto jaqe
svojstvo.

Teorema 2.3.1. Za svako p ∈ M postoji okolina W taqke p i broj δ > 0, tako da je za
svako q ∈ W , expq difeomorfizam na Bδ(0) ⊂ TqM i expq(Bδ(0)) ⊃ W , pa je W normalna
okolina svake ǌene taqke.

Dokaz. Neka su ε > 0, U i U definisani u posledici 2.1.1. Definiximo preslikavaǌe
F : U → M ×M sa: F (q,Xq) = (q, expqXq). Vidimo da je F (p, 0) = (p, p). Posmatrajmo
oko taqke (p, p) ∈M ×M lokalne koordinate (U ×U ;x, x). U tim koordinatama matrica
preslikavaǌa dF (p, 0) ima oblik: [

1 1
0 1

]
jer je (d expp)0 = 1. Mo�emo zakǉuqiti da je F lokalni difeomorfizam u okolini taqke
(p, 0). Znaqi, postoji okolina U ′ ⊂ U taqke (p, 0) u TM takva da F difeomorfno slika
U ′ na neku okolinu W ′ taqke (p, p) u M ×M . U ′ mo�emo predstaviti u obliku

U ′ = {(q,Xq) | q ∈ U ′, Xq ∈ TqM, ‖Xq‖ < δ}

gde je U ′ ⊂ U okolina taqke p u M . Sada odaberemo okolinu W taqke p u M , za koju �e
va�iti W ×W ⊂ W ′.
Pokaza�emo da ovako odabrani δ i W zadovoǉavaju uslove tvr�eǌa. Neka je q ∈ W
proizvoǉna taqka i Bδ(0) ⊂ TqM . Kako je F difeomorfizam na U ′ va�i�e:

{q} ×W ⊂ F ({q} ×Bδ(0)),

pa na osnovu definicije preslikavaǌa F va�i: W ⊂ expq(Bδ(0)). �
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Napomena 2.3.1. Iz prethodnog tvr�eǌa i osobine geodezijskih da minimiziraju ra-
stojaǌe, sledi da za bilo koje dve taqke p, q ∈ W postoji jedinstvena minimalna geode-
zijska γ du�ine maǌe od δ koja ih spaja. U dokazu vidimo da γ diferencijabilno
zavisi od (p, q) na slede�i naqin: za dve date taqke (p, q) postoji jedinstveni tangentni
vektor Xp ∈ TpM (dat sa F−1(p, q) = (p,Xp)) koji diferencijabilno zavisi od (p, q) i
va�i dγ

dt
(0) = Xp.

Definicija 2.3.6. Okolina W qija je egzistencija pokazana u prethodnoj teoremi se
zove potpuno normalna okolina taqka p ∈M .

Posledica 2.3.1. Ako deo po deo diferencijabilna kriva γ : [a, b] → M , parametrizo-
vana parametrom koji je proporcionalan du�ini luka, ima du�inu maǌu ili jednaku
du�ini bilo koje druge krive koja spaja taqke γ(a) i γ(b) onda je γ geodezijska. Posebno,
γ je regularna.

Dokaz. Neka t ∈ [a, b] proizvoǉno odabrano i W potpuno normalna okolina taqke γ(t).
Tada postoji zatvoreni interval I ⊂ [a, b], sa nepraznom unutraxnox�u, tako da va�i
t ∈ I i γ(I) ⊂ W . Restrikcija γI : I → W je deo po deo diferencijabilna kriva
koja spaja dve taqke u normalnoj lopti. Na osnovu tvr�eǌa 2.3.1 i pretpostavki ove
posledice, l(γI) je jednako du�ini radijalne geodezijske koja spaja ove dve taqke. Opet,
iz tvr�eǌa 2.3.1 i uslova da je γI parametrizovana parametrom koji je proporcionalan
du�ini luka zakǉuqujemo da je γI geodezijska na I, odnosno da je ∇ dγ

dt

dγ
dt

(t) = 0, pa je γ
geodezijska na [a, b]. �

2.4 Varijacija energije

Pokazali smo da geodezijske lokalno minimiziraju rastojaǌe. U ovom delu �emo
geodezijske videti kao rexeǌa varijacionog problema.

Definicija 2.4.1. Neka je c : [0, 1] → M deo po deo diferencijabilna kriva na M i
0 = t0 < t1 < . . . < tk+1 = 1 podela intervala [0, 1] na podintervale [ti, ti+1] na kojima je
c glatka kriva. Neprekidno preslikavaǌe f : (−ε, ε) × [0, 1] → M takvo da je svaka od
restrikcija na (−ε, ε)× [ti, ti+1] glatka i da je f(0, t) = c(t), t ∈ [0, 1] naziva se varijacijom
krive c.
Ka�emo da je varijacija f varijacija sa fiksiranim krajevima ako je f(s, 0) = c(0) i
f(s, 1) = c(1) za svako s ∈ (−ε, ε).
Ako je f diferencijabilno preslikavaǌe ka�emo da je ta varijacija diferencijabilna.
Vektorsko poǉe X(t) = ∂f

∂s
(s, t)|s=0 du� krive c nazivamo poǉem varijacije.

Tvr�eǌe 2.4.1. Neka je c : [0, 1]→ M deo po deo diferencijabilna kriva i X(t) deo po
deo diferencijabilno poǉe du� krive c. Tada postoji varijacija f : (−ε, ε)× [0, 1]→M
krive c takva da je X(t) poǉe varijacije preslikavaǌa f . Ako je X(0) = X(1) = 0 onda
varijaciju f mo�emo da izaberemo tako da bude varijacija sa fiksiranim krajevima.
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Slika 2. Varijacija krive i poǉe varijacije

Dokaz. c([0, 1]) ⊂ M je kompaktan skup, a mi �emo pokazati da postoji δ > 0 takvo da
je expc(t) X, t ∈ [0, 1], dobro definisano za svako X ∈ Tc(t)M ako je ‖X‖ < δ. Neka je za
svako c(t), t ∈ [0, 1], Wt ǌegova normalna okolina i δt broj koji smo dobili u teoremi
2.3.1

⋃
t∈[0,1]Wt je otvoreno pokrivaǌe kompaktnog skupa c([0, 1]), pa mo�emo izdvojiti

konaqno podpokrivaǌe W1, . . .Wn. Uzmemo δ = min{δ1, . . . δn}, gde je δi > 0 broj pridru�en
okolini Wi. Neka je N = max

t∈[0,1]
‖X(t)‖, ε < δ

N
i definiximo preslikavaǌe f sa:

f(s, t) = expc(t)(sX(t)), s ∈ (−ε, ε), t ∈ [0, 1].

Vidimo da je f dobro definisano preslikavaǌe, ‖sX(t)‖ = |s| · ‖X(t)‖ < δ
N
·N = δ. Kako

je
expc(t)(sX(t)) = γ(1, c(t), sX(t))

i geodezijska γ(1, c(t), sX(t)) zavisi diferencijabilno od poqetnih uslova, preslika-
vaǌe f je deo po deo diferencijabilno. Provera daje f(0, t) = c(t). Poǉe varijacije
preslikavaǌa f je

∂f

∂s
(0, t) =

d

ds
(expc(t)(sX(t))) = (d expc(t))0X(t) = X(t).

Ako je X(0) = X(1) = 0 onda je f(s, 0) = c(0) i f(s, 1) = c(1) pa �e f biti varijacija sa
fiksiranim krajevima. �

Da bismo uporedili du�inu krive c sa du�inama krivih koje dobijemo varijacijom
f : (−ε, ε)× [0, 1]→M definisa�emo funkciju L : (−ε, ε)→ R sa:

L(s) =

∫ 1

0

∥∥∥∂f
∂t

(s, t)
∥∥∥ dt.
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Uvex�emo i funkciju energije, E : (−ε, ε)→ R, koju definixemo sa:

E(s) =

∫ 1

0

∥∥∥∂f
∂t

(s, t)
∥∥∥2

dt.

Koriste�i Xvarcovu nejednakost
( ∫ 1

0
f(t) · g(t) dt

)2
6
∫ 1

0
f 2(t) dt ·

∫ 1

0
g2(t) dt, specijalno za

funkcije f ≡ 1 i g(t) =
∥∥dc
dt

∥∥, dobijemo relaciju:

L2(0) = L2(c) =
(∫ 1

0

∥∥∥dc
dt

∥∥∥ dt)2

6
∫ 1

0

1 · dt ·
∫ 1

0

∥∥∥dc
dt

∥∥∥2

dt = 1 · E(0) = E(c),

gde su sa L(c) i E(c) oznaqene du�ina i energija krive c. U gorǌoj nejednakosti jed-
nakost va�i ako su funcije f i g proporcionalne, odnosno ako je funkcija g konstantna,
xto �e va�iti ako je parametar t proporcionalan du�ini luka.

Lema 2.4.1. Neka su taqke p, q ∈ M i γ : [0, 1] → M minimalna geodezijska (geodezijska
najmaǌe du�ine) koja spaja taqke p i q. Tada za svaku krivu c : [0, 1] → M koja spaja
taqke p i q va�i:

E(γ) 6 E(c),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je c minimalna geodezijska.

Dokaz. Pokazali smo da je L(c)2 6 E(c) i znamo da je γ geodezijska pa va�e nejednakosti:
E(γ) = L(γ)2 6 L(c)2 6 E(c). Ako va�i jednakost tada je L(c)2 = E(c), pa je kriva c
parametrizovana parametrom koji je proporcionalan du�ini luka, i va�i L(γ) = L(c),
odakle zakǉuqujemo da je c minimalna geodezijska. �

Sada nas interesuje ponaxaǌe funkcije energije varijacije, E(s). Neke ǌene osobine
mo�emo znati na osnovu prvog izvoda.

Tvr�eǌe 2.4.2. Formula prve varijacije energije krive
Neka je c : [0, 1] → M deo po deo diferencijabilna kriva i f : (−ε, ε) × [0, 1] → M
varijacija krive c. Ako je E : (−ε, ε)× [0, 1]→ R energija varijacije f tada je:

1

2
E ′(0) = −

∫ 1

0

〈
X(t),

D

dt

dc

dt

〉
dt−

k∑
i=1

〈
X(ti),

dc

dt
(ti+)− dc

dt
(ti−)

〉
−
〈
X(0),

dc

dt
(0)
〉

+
〈
X(1),

dc

dt
(1)
〉

(2)

gde je X(t) poǉe varijacije i dc
dt

(ti±) = lim
t→ti±

dc

dt
.

Dokaz. Po definiciji je E(s) =

∫ 1

0

〈∂f
∂t
,
∂f

∂t

〉
dt =

k∑
i=0

∫ ti+1

ti

〈∂f
∂t
,
∂f

∂t

〉
dt. Diferenciraǌem

pod znakom integrala, koriste�i osobinu povezanosti da je simetriqna, dobijamo:

d

ds

∫ ti+1

ti

〈∂f
∂t
,
∂f

∂t

〉
dt =2

∫ ti+1

ti

〈D
ds

∂f

∂t
,
∂f

∂t

〉
dt = 2

∫ ti+1

ti

〈D
dt

∂f

∂s
,
∂f

∂t

〉
dt

=2

∫ ti+1

ti

d

dt

〈∂f
∂s
,
∂f

∂t

〉
dt− 2

∫ ti+1

ti

〈∂f
∂s
,
D

dt

∂f

∂t

〉
dt

=2
〈∂f
∂s
,
∂f

∂t

〉
|ti+1

ti − 2

∫ ti+1

ti

〈∂f
∂s
,
D

dt

∂f

∂t

〉
dt.
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Daǉe, kada prosumiramo po ovakvim podintervalima:

1

2

dE

ds
=

k∑
i=0

〈∂f
∂s
,
∂f

∂t

〉
|ti+1

ti −
∫ 1

0

〈∂f
∂s
,
D

dt

∂f

∂t

〉
dt.

Specijalno, za s = 0 dobijemo ono xto je trebalo pokazati. �

Posledica 2.4.1. Deo po deo diferencijabilna kriva γ : [0, 1]→M je geodezijska ako i
samo ako za svaku varijaciju sa fiksiranim krajevima f krive γ va�i da je dE

ds
(0) = 0.

Dokaz. Ako je γ geodezijska i f varijacija sa fiksiranim krajevima, tada je D
dt
dγ
dt

= 0,
γ je regularna kriva i X(0) = X(1) = 0, pa su svi qlanovi u (2) jednaki 0. Time �e
va�iti da je dE

ds
(0) = 0.

Obrnuto, neka je dE
ds

(0) = 0 za svaku pravu varijaciju deo po deo diferencijabilne krive
γ. Neka je X(t) = g(t)D

dt
dγ
dt
, gde je g : [0, 1] → R deo po deo diferencijabilna funkcija

za koju va�i g(t) > 0 kada je t 6= ti i g(ti) = 0, i = 0, 1, . . . , k + 1. Konstruximo sada
varijaciju krive γ qije je poǉe varijacije X(t). Kako je

1

2

dE

ds
(0) = −

∫ 1

0

g(t)
〈D
dt

dγ

dt
,
D

dt

dγ

dt

〉
dt = 0

zakǉuqujemo da je D
dt
dγ
dt

= 0 na svakom intervalu (ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , k.
Treba jox proveriti da li je D

dt
dγ
dt

= 0 u taqkama ti. Posmatrajmo drugo poǉe varijacije
Y (t) takvo da je Y (0) = Y (1) = 0 i Y (ti) = dγ

dt
(ti+) − dγ

dt
(ti−), i = 1, . . . , k. Kako je γ

geodezijska, va�i�e:

0 =
1

2

dE

ds
(0) = −

k∑
i=1

〈dγ
dt

(ti+)− dγ

dt
(ti−),

dγ

dt
(ti+)− dγ

dt
(ti−)

〉
= −

k∑
i=1

∥∥∥dγ
dt

(ti+)− dγ

dt
(ti−)

∥∥∥2

.

Zakǉuqujemo da je dγ
dt

(ti+) = dγ
dt

(ti−) u svakoj taqi ti, i = 1, . . . , k, pa je kriva γ klase C1

u tim taqkama, odnosno, i tu �e va�iti D
dt
dγ
dt

= 0. Pokazali smo da je γ geodezijska na
intervalu (0, 1). Prema teoremi o jedinstvenosti rexeǌa diferencijalnih jednaqina
γ je klase C∞, pa je ona geodezijska na [0, 1]. �

Napomena 2.4.1. Primetimo da iz uslova D
dt
dγ
dt

= 0 sledi da kriva γ jeste klase C∞,
iako je u formulaciji Formule prve varijacije energije krive dovoǉno pretpostaviti
da je γ deo po deo C2. Zahtev da γ jeste ekstremala funkcionala energije povlaqi ǌenu
glatkost klase C∞.

Sada geodezijske mo�emo da vidimo kao kritiqne taqke funkcionala energije na pros-
toru varijacija krive sa fiksiranim krajevima. Osobina geodezijskih da daju mini-
malno rastojaǌe je bila lokalna, dok je ova osobina globalnog karaktera.



GLAVA 3

Hoferova metrika na grupi Hamiltonovih

difeomorfizama

3.1 Grupa Hamiltonovih difeomorfizama

Neka je M glatka mnogostrukost bez granice. Za difeomorfizam φ : M → M defin-
ixemo ǌegov nosaq kao skup supp(φ) = {x ∈M | φx 6= x}. Sa Diffc(M) �emo oznaqiti
grupu difeomorfizama sa kompaktnim nosaqem.

Definicija 3.1.1. Neka je I ⊂ R interval. Put difeomorfizama je preslikavaǌe

f : I → Diffc(M), t 7→ ft

sa svojstvima:

• preslikavaǌe M × I →M , koje paru (x, t) dodeǉuje ftx je glatko

• postoji kompaktan podskup K ⊂M koji sadr�i nosaqe supp(ft) za svako t ∈ I.
Ovakav put difeomorfizama oznaqavamo sa {ft}. Mo�emo primetiti da je drugi uslov
na zatvorenim mnogostrukostima (kompaktna mnogostrukost, bez granice) automatski
zadovoǉen.

Definicija 3.1.2. Neka je {ft} put difeomorfizama. Familiju vektorskih poǉa {ξt},
t ∈ I, na M , koja se definixe sa

d

dt
ftx = ξt(ftx) (1)

nazivamo vremenski zavisno vektorsko poǉe na M sa kompaktnim nosaqem.

Ova familija je glatka i ima kompaktan nosaq jer je ξt(x) = 0 za svako x ∈M\K.
Veza koju smo uspostavili izme�u puta difeomorfizama i ovakvih vektorskih poǉa
nije injektivna. Svaka familija {ftg} gde je g proizvoǉan element iz Diffc(M) generixe
istu vremenski zavisnu familiju vektorskih poǉa. Ako nametnemo dodatni uslov, ova
veza mo�e biti injektivna. Fiksirajmo neki broj s ∈ I. Tada �e postojati jedinstveni
put {ft} koji generixe {ξt} i zadovoǉava dodatni uslov fs = Id. Taj put predstavǉa
jedinstveno rexeǌe diferencijalne jednaqine (1) sa poqetnim uslovom fs = Id.
Na daǉe �emo pretpostaviti da 0 ∈ I.

16
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Definicija 3.1.3. Ovako konstruisan put difeomorfizama {ft} koji zadovoǉava do-
datni uslov f0 = Id naziva se tok vremenski zavisnog vektorskog poǉa {ξt}.

Definicija 3.1.4. Simplektiqka forma na glatkoj mnogostrukosti M je diferenci-
jalna 2-forma ω koja je
(i) nedegenerisana, xto znaqi da za svako Xp ∈ TpM postoji Yp ∈ TpM takvo da je
ω(Xp, Yp) 6= 0,
(ii) zatvorena, tj. dω = 0.
Mnogostrukost na kojoj je definisana simplektiqka forma zove se simplektiqka mno-
gostrukost.
Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) dve simplektiqke mnogostrukosti. Ka�emo da je preslika-
vaǌe f : M1 →M2 simplektomorfizam ako va�i f ∗ω2 = ω1.

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Formu Vol = 1
n!
ωn zovemo kanonska forma

zapremine na (M,ω).

Definicija 3.1.5. Neka je H glatka funkcija na M , H : M → R. Vektorsko poǉe ξ na
M se naziva Hamiltonovo vektorsko poǉe od H ako u svakoj taqki va�i: iξω = −dH.

Kako je ω nedegenerisana forma ξ �e uvek postojati i bi�e jedinstveno. Ovo vektorsko
poǉe ξ �emo oznaqavati i sa ξ = sgradH (skew gradient).

Primer 3.1.1. Pokazati da u kanonskim lokalnim koordinatama (p, q) na M , za koje je

lokalno ω =
n∑
j=1

dpj ∧ dqj, va�i sgradH = (−∂H
∂q
, ∂H
∂p

).

Rexeǌe. Oznaqimo ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi = dp ∧ dq, ξ = ξ1
∂
∂p

+ ξ2
∂
∂q

i X = X1
∂
∂p

+X2
∂
∂q
. Tada je:

iξω(X) = ω(ξ,X) = (dp ∧ dq)(ξ,X) =

∣∣∣∣ dp(ξ) dq(ξ)
dp(X) dq(X)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ξ1 ξ2

X1 X2

∣∣∣∣ = ξ1X2 − ξ2X1

i
dH(X) =

∂H

∂p
dp(X) +

∂H

∂q
dq(X) =

∂H

∂p
X1 +

∂H

∂q
X2

za svako X ∈ TM . Sada iskoristimo jednakost iξω(X) = −dH(X) i zakǉuqujemo da va�i
ξ = sgradH = (ξ1, ξ2) = (−∂H

∂q
, ∂H
∂p

). 4
Posmatrajmo sada R2n sa standardnom simplektiqkom formom ω =

∑n
i=1 dpj ∧ dqj gde su

(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) lokalne koordinate na R2n. Prostor R2n mo�emo identifikovati sa
Cn. Oznaqimo sa ∇H gradijent funkcije H u odnosu na standardni skalarni proizvod:
〈∇H(x), v〉 = dH(x)v za svako v ∈ TxR2n. Vidimo da va�i sgradH(x) =

(
− ∂H

∂q
, ∂H
∂p

)
=

i · ∇H(x) = i ·
(
∂H
∂p
, ∂H
∂q

)
∈ TxCn.

Primer 3.1.2. Neka je φ : M →M simplektomorfizam. Pokazati da je tada:

sgrad(H ◦ φ−1) = φ∗ sgradH,

za svaku funkciju H na M .
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Rexeǌe. Neka je ξ = sgradH i η = sgrad(H ◦ φ−1). Tada je iηω = −d(H ◦ φ−1) i iξω = −dH.
Ho�emo da poka�emo da va�i: η = φ∗ξ. Va�i:

iηω = −d(H ◦ φ−1) = −d((φ−1)∗H) = −(φ−1)∗dH,

gde posledǌa nejednakost va�i zato xto pull-back i operator d komutiraju. Daǉe je:

iηω = (φ−1)∗iξω.

Ho�emo da poka�emo da va�i (φ−1)∗iξω = iφ∗ξω odakle dobijamo jednakost η = φ∗ξ. Neka
je X proizvoǉni tangentni vektor. Tada je:

(φ−1)∗iξω(X) = iξω((φ−1)∗X)

= ω(ξ, (φ−1)∗X),

iφ∗ξω(X) = ω(φ∗ξ,X) = (φ−1)∗ω(φ∗ξ,X)

= ω((φ−1)∗φ∗ξ, (φ
−1)∗X)

= ω(ξ, (φ−1)∗X),

pri qemu druga jednakost va�i jer je φ, pa i φ−1, simplektomorfizam. 4

Primetimo da definicija operatora sgrad ne zavisi od koordinata na mnogostrukosti.
Fazni prostor u klasiqnoj mehanici je jedna simplektiqka mnogostrukost (M,ω). En-
ergija sistema odre�uje ǌegovu evoluciju. Energiju mo�emo da vidimo kao familiju
funkcija Ht na M , koja �e zavisiti od dodatnog parametra, vremena t koje je defin-
isano na nekom intervalu I. Sa druge strane, energiju mo�emo da vidimo kao jednu
funkciju, sada definisanu na M × I. Koristi�emo oznake Ht(x) = H(t, x). Ovakva
funkcija H se naziva vremenski zavisni Hamiltonijan.

Uvex�emo jedan linearni funkcionalni prostor H(M). Kada je M zatvorena mno-
gostrukost, H(M) se definixe kao prostor svih glatkih funkcija na M qija je sredǌa
vrednost u odnosu na kanonsku formu zapremine jednaka 0, H(M) = {f : M → R | f ∈
C∞(M),

∫
f Vol = 0}. Ako jeM otvorena mnogostrukost, H(M) se sastoji od svih glatkih

funkcija sa kompaktnim nosaqem.

Definicija 3.1.6. Neka je I ⊂ R interval. Ka�emo da je vremenski zavisan Hamil-
tonijan H na M × I normalizovan ako Ht pripada prostoru H(M) za svako t ∈ I. U
sluqaju otvorene mnogostrukosti mora postojati kompaktan podskup od M koji sadr�i
suppHt = {x ∈M |Htx 6= 0} za svako t ∈ I.

Na daǉe �emo posmatrati samo normalizovane Hamiltonijane. Ako radimo sa otvore-
nim mnogostrukostima moramo uvesti neke dodatne pretpostavke o ponaxaǌu Hamil-
tonijana u beskonaqnosti, da bi rexeǌa Hamiltonovih jednaqina bila dobro defin-
isana. Vremenski zavisno Hamiltonovo vektorsko poǉe sgradHt normalizovane Hamil-
tonove funkcije H ima kompaktan nosaq. Daǉe, preslikavaǌe koje svakoj funkciji iz
H(M) dodeǉuje Hamiltonovo vektorsko poǉe je injektivno. Hamiltonovo vektorsko
poǉe odre�uje odgovaraju�u funkciju do na konstantu. Mi smo uslovom normalizacije
odredili da ta konstanta bude 0.
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Definicija 3.1.7. Neka je H : M × I → R normalizovan vremenski zavisan Hamil-
tonijan i neka interval I sadr�i 0. Neka je {φt} tok vremenski zavisnog vektorskog
poǉa sgradHt. Ka�emo da je {φt} Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom H. Svaki
pojedinaqni difeomorfizam φa, a ∈ I, ovog toka se naziva Hamiltonov difeomorfizam.

Uslov normalizovanosti funkcije H nam obezbe�uje da Hamiltonovi difeomorfizmi
imaju kompaktne nosaqe.
Oznaqimo sa Ham(M,ω) skup svih Hamiltonovih difeomorfizama.

Teorema 3.1.1. Kartanova formula
Neka je α k-forma na M , φt : M →M glatka familija preslikavaǌa i X(φt(x)) = d

dt
φt(x).

Tada je:
d

dt
φ∗tα = φ∗t (d(X yα) +X y dα).

Dokaz. Dokaz �emo izvesti indukcijom po k. Za k = 0 prethodna formula ima oblik
d
dt
φ∗tf = φ∗tdf(X), xto je samo reformulacija definicije izvoda funkcije f u pravcu X.

Neka je β (k + 1)-forma. Mo�emo je zapisati kao β = df ∧ α, pa koriste�i induktivnu
pretpostavku i osobine diferenciraǌa imamo

d

dt
φ∗t (df ∧ α) =

d

dt
φ∗tdf ∧ φ∗tα + φ∗tdf ∧

d

dt
φ∗tα

= φ∗t [d(X y df) ∧ α + df ∧ (X y dα) + df ∧ d(X yα)]

i
φ∗t [X y d(df ∧ α) + d(X y (df ∧ α))] =

= φ∗t [−X y (df ∧ dα) + d((Xydf) ∧ α− df ∧ (X yα))]

= φ∗t [d(X y df) ∧ α + df ∧ (X y dα) + df ∧ d(X yα)].

�

Primer 3.1.3. Reparametrizacija toka
Neka je {φt}, t ∈ [0, a] Hamiltonov tok generisan normalizovanim Hamiltonijanom
H(x, t). Pokazati da je {φat}, t ∈ [0, 1] Hamiltonov tok, generisan funkcijom aH(x, at).

Rexeǌe. Neka je sgradHt = ξt i neka je sgrad(aH(x, at)) = ηt i oznaqimo sa ψt = φat. Znamo
da je φ0 = Id pa je i ψ0 = Id. Va�i i d

dt
φtx = ξt(φtx) a mi ho�emo da poka�emo da va�i

d
dt
ψtx = ηt(ψtx).

d

dt
ψtx =

d

dt
φatx = a

d

du
φux|u=at = aξu(φux)|u=at = a sgradHat(φatx) = sgrad(aHat)(ψtx) = ηt(ψtx).

A to je i trebalo pokazati. 4

Ovaj primer nam pokazuje da svaki Hamiltonov difeomorfizam mo�emo da vidimo kao
φ1 nekog Hamiltonovog toka. Na daǉe �emo pretpostaviti da je I = [0, 1].

Lema 3.1.1. Hamiltonovi difeomorfizmi quvaju simplektiqku formu.

Dokaz. Neka je φ : M → M Hamiltonov difeomorfizam. To znaqi da postoji tok
difeomorfizama {φt} generisan Hamiltonijanom H(x, t), t ∈ [0, 1], tako da va�i



GLAVA 3. HOFEROVA METRIKA NA GRUPI HAM(M,ω) 20

φ0 = Id, φ1 = φ i Xt(φt(x)) = d
dt
φt(x)

gde je Xt = sgradHt. Prema Kartanovoj formuli za svaku k-formu α na mnogostrukosti
M va�i:

d

dt
φ∗tα = φ∗t (d(Xt yα) +Xt y dα).

Specijalno za α = ω dobijamo da va�i relacija:

d

dt
φ∗tω = φ∗t (d(Xt yω) +Xt y dω) = φ∗t (−ddH + 0) = 0.

Zakǉuqujemo da je φ∗tω = Const, a znaju�i da je φ0 = Id, odnosno φ∗0ω = ω dobijamo da je
φ∗tω = ω za svako t ∈ [0, 1] pa i specijalno za φ1 = φ. �

Tvr�eǌe 3.1.1. Za svaki put Hamiltonijana {φt}, t ∈ I, postoji vremenski zavisan
normalizovan Hamiltonijan H : M × I → R tako da va�i:

d

dt
φtx = sgradHt(φtx)

za svako x ∈M i t ∈ I.

Dokaz. Tvr�eǌe se jednostavno dokazuje ako mnogostrukost ima trivijalnu prvu de
Ramovu kohomologiju sa kompaktnim nosaqem, HdR,c(M) = 0. Oznaqimo sa ξt vektorsko
poǉe generisano sa φt. Kako Hamiltonovi difeomorfizmi quvaju simplektiqku formu
iz Kartanove formule sledi da je d(ξt yω) = 0, odnosno ξt yω je zatvorena forma. Kako
je HdR,c(M) = 0 forma ξt yω �e biti i taqna. Na osnovu toga sledi da postoji glatka
familija funkcija Ht(x) ∈ H(M) tako da va�i −dHt = ξt yω. Funkcija H(x, t) �e biti
Hamiltonijan koji generixe {φt}. U opxtem sluqaju, kada je HdR,c(M) 6= 0, dokaz je
netrivijalan i mo�e se na�i u [1], [3]. �

Ovo tvr�eǌe nam pokazuje da vektorsko poǉe koje odgovara toku Hamiltonovih difeo-
morfizama jeste Hamiltonovo vektorsko poǉe.

Tvr�eǌe 3.1.2. Hamiltonijan proizvoda
Neka su φt i χt Hamiltonovi putevi generisani normalizovanim Hamiltonijanima H
i G. Tada je ǌihov proizvod ψt = φtχt Hamiltonov put generisan normalizovanom
Hamiltonovom funkcijom

F (x, t) = H(x, t) +G(φ−1
t x, t).

Dokaz. Znamo da je d
dt
φtx = sgradHt i d

dt
χtx = sgradGt. Tada je

d

dt
(φtχt)x = sgradHt + φt∗ sgradGt.

U primeru 3.1.2 smo pokazali da je sgrad(G ◦ φ−1
t ) = φt∗ sgradGt pa zakǉuqujemo da va�i:

d

dt
ψtx = sgrad(Ht +G ◦ φ−1

t ) = sgradFt.

�
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Posledica 3.1.1. Skup Hamiltonovih difeomorfizama je grupa u odnosu na kompozi-
ciju.

Dokaz. Neka su φ i χ dva Hamiltonova difeomorfizma. Tada postoje putevi {φt} i {χt},
t ∈ [0, 1], takvi da je φ1 = φ i χ1 = χ. Prema prethodnom tvr�eǌu put {ψt} = {φtχt}, �e
tako�e biti Hamiltonov, pa �e i difeomorfizam φχ = ψ1 biti Hamiltonov, odnosno
kompozicija dva elementa grupe Ham(M,ω) ostaje u istoj grupi.
Neka je sada φ proizvoǉan Hamiltonov difeomorfizam. Ho�emo da poka�emo da �e i
difeomorfizam φ−1 biti Hamiltonov. Neka je φ = φ1, gde je {φt}, t ∈ [0, 1], Hamiltonov
tok generisan funkcijom H(x, t). Ho�emo da poka�emo da je {φ−1

t } Hamiltonov tok
generisan Hamiltonijanom −H(φtx, t). Oznaqimo sa G(x, t) Hamiltonijan koji generixe
tok φ−1

t . Ako postupimo kao u dokazu tvr�eǌa 3.1.2 i diferenciramo po t preslikavaǌe
φt ◦ φ−1

t = Id dobijemo:

0 =
d

dt
(φt ◦ φ−1

t )x = sgradH(x, t) + φt∗ sgradG(x, t) = sgrad(H(x, t) +G(x, t) ◦ φ−1
t ).

Zaǉkuqujemo da je H(x, t) + G(φ−1
t x, t) = 0, odnosno da je G(x, t) = −H(φtx, t). Vidimo,

dakle, da se i φ−1 nalazi u grupi Ham(M,ω). �

Tvr�eǌe 3.1.3. Ham(M,ω) je normalna i putno povezana podgrupa grupe simplektomor-
fizama Symp(M,ω).

Dokaz. U lemi 3.1.1 smo pokazali da Hamiltonovi difeomorfizmi quvaju simplektiqu
formu, u posledici 3.1.1 smo pokazali da oni qine grupu, pa Ham(M,ω) jeste podgrupa
grupe Symp(M,ω).
Putna povezanost sledi iz naqina na koji smo definisali elemente grupe Ham(M,ω),
svi oni su putno povezani sa identiqnim preslikavaǌem.
Treba jox pokazati da je Ham(M,ω) normalna podgrupa. Neka su φ ∈ Ham(M,ω) i f ∈
Symp(M,ω) proizvoǉni elementi. Ako je {φt} tok Hamiltonovih difeomorfizama, φ1 =
φ, generisan Hamiltonijanom H tada je f−1 ◦ φt ◦ f tok Hamiltonovih difeomorfizama
generisan Hamiltonijanom H ◦f . Pa �e i f−1◦φ◦f biti Hamiltonov difeomorfizam.�

3.2 Lijeva algebra i grupa Ham(M,ω)

Definicija 3.2.1. Grupa (G, ·) koja je glatka mnogostrukost i u kojoj su operacije
· : G×G→ G i (·)−1 : G→ G glatke naziva se Lijevom grupom.

Definicija 3.2.2. Vektorski prostor V nad poǉem K snabdeven binarnom bilinearnom
kososimetriqnom operacijom [·, ·] koja zadovoǉava Jakobijev identitet, odnosno za koju
va�i:
(i) [aA+ bB,C] = a[A,C] + b[B,C], a, b ∈ K, A,B,C ∈ V
(ii) [A,B] = −[B,A], A,B ∈ V
(iii) 0 = [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B], A,B,C ∈ V
naziva se Lijevom algebrom.
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Ako je {e1, . . . , en} proizvoǉna baza algebre V tada je proizvod dva bazna elementa lin-

earna kombinacija elemenata baze: ei ej =
n∑
k=1

ckijek gde se koeficijenti ckij ∈ K nazivaju

strukturne konstante.

Definicija 3.2.3. Lijeva algebra L(G) Lijeve grupe G je tangentni prostor u je-
diniqnom elementu, pri qemu je komutator odre�en strukturnim konstantama ckij koor-
dinatnog bazisa karte sa kanoniqnim koordinatama.

Od koristi �e nam biti da Ham(M,ω) vidimo kao Lijevu grupu. Zapravo, Ham(M,ω)
mo�emo da posmatramo kao Lijevu podgrupu u grupi svih difeomorfizama na mno-
gostrukosti M . Lijevu algebru Lijeve grupe Ham(M,ω) �e qiniti vektorska poǉa ξ
na M oblika

ξ(x) =
d

dt
φtx|t=0,

gde je {φt} gladak put na Ham(M,ω) za koji je φ0 = Id. Svako ovakvo vektorsko poǉe je
Hamiltonovo. Va�i, ξ = sgradH0(x), gde je H(x, t) jedinstveni normalizovani Hamil-
tonijan koji generixe put {φt}. Primetimo da H0 = H(·, 0) ∈ H(M). Mo�e da se
uspostavi i obrnuta veza. Za svaku funkciju H ∈ H(M) vektorsko poǉe sgradH je po
definiciji izvod u taqki t = 0 odgovaraju�eg Hamiltonovog toka. Zakǉuqujemo da
Lijevu algebru grupe Ham(M,ω) mo�emo identifikovati sa H(M).

Definicija 3.2.4. Levo (desno) dejstvo Lijeve grupe G na mnogostrukost M je glatko
preslikavaǌe

M ×G→M, (x, g) 7→ g · x
koje zadovoǉava uslove: e · x = x i g · (h · x) = (gh) · x (odnosno g · (h · x) = (hg) · x).
Sada �elimo da konstruixemo jedno dejstvo Lijeve grupe na Lijevu algebru. Neka je
f ∈ Ham(M,ω) i G element Lijeve algebre H(M). Neka je {gt}, g0 = Id put elemenata
Lijeve grupe koji je tangentan na G. To znaqi da je normalizovan Hamiltonijan koji
generixe tok {gt} u trenutku t = 0 jednak G. Dejstvo elementa f na G je po definiciji:

Adf G =
d

dt
(fgtf

−1)|t=0.

Diferenciraǌem se dobije da je vektorsko poǉe na desnoj strani f∗ sgradG, tj. sgrad(G◦
f−1), pa je ovo dejstvo u stvari:

Adf G = G ◦ f−1.

Dejstvo grupe Ham(M,ω) na algebru H(M) je dejstvo difeomorfizma na funkciju.

Preostaje nam da definixemo Lijeve zagrade na algebri H(M). Neka su F,G ∈ H(M)
proizvoǉni elementi i neka je {ft}, f0 = Id put Hamiltonovih difeomorfizama tangen-
tan na F u taqki t = 0. Lijeva zagrada {F,G} se naziva Poasonova zagrada i definixe
se sa:

{F,G} =
d

dt
(Adft G)|t=0.

Raqunaǌem izraza na desnoj strani dobijemo da va�i:

{F,G} = −dG(sgradF ) = ω(sgradG, sgradF ).
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3.3 Algebarske osobine grupe Ham(M,ω)

Sada nas interesuju algebarske osobine grupe Ham(M,ω).

Teorema 3.3.1. Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost. Tada je grupa
Ham(M,ω) prosta.

Dokaz. [1], [2]. �

Tvr�eǌe 3.3.1. Neka su {φt} i {χt} Hamiltonovi tokovi generisani normalizovanim
vremenski zavisnim Hamiltonijanima H i G. Ako je φtχt = χtφt za svako t ∈ I tada je
{H,G} = 0.

Dokaz. Iz jednakosti Hamiltonovih tokova φtχt i χtφt sledi jednakost ǌihovih nor-
malizovanih Hamiltonijana u svakoj taqki i za svako t:

H(x) +G(φ−1
t (x)) = G(x) +H(χ−1

t (x)).

Diferenciraǌem relacije po t dobijamo:

dG(− sgradH) = dH(− sgradG)

odnosno {H,G} = {G,H}. Kako je Lijeva zagrada antikomutativna, zakǉuqujemo {H,G} =
0. �

Znamo da je Abelova grupa prosta ako svaki element generixe celu grupu, pa je ona
cikliqna grupa qiji je red prost broj. Proste grupe se, u opxtem sluqaju, razlikuju
od Abelovih. Slede�e tvr�eǌe nam pokazuje da gupa Ham(M,ω) nije Abelova i daje
nam naqin da na�emo veliki broj elemenata koji ne komutiraju.

Tvr�eǌe 3.3.2. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i U ⊂M otvoren neprazan
podskup. Tada postoje φ, χ ∈ Ham(M,ω) takvi da je supp(φ), supp(χ) ⊂ U i φχ 6= χφ.

Dokaz. Izaberimo proizvoǉnu taqku x ∈ U i tangentne vektore ξ, η ∈ TxU takve da je
ω(ξ, η) 6= 0. Koriste�i lokalne kanonske koordinate oko taqke x mo�emo na�i funkcije
F i G za koje va�i sgradF (x) = ξ i sgradG(x) = η. Produ�imo ove funkcije sa 0 van
skupa U . Ako je M zatvorena mnogostrukost treba dodati konstantu ovim funkcijama
da bi one zadovoǉavale uslov da im je sredǌa vrednost jednaka 0. Sada nam funkcije F
i G pripadaju H(M). One su konstantne van skupa U , pa odgovaraju�i difeomorfizmi
φt i χt imaju nosaqe u U . Kako je {F,G} 6= 0, prema prethodnom tvr�eǌu, za neko t
difeomorfizmi φt i χt ne komutiraju. �

Teorema 3.3.2. Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) zatvorene simplektiqke mnogostrukosti qije
su grupe Hamiltonovih difeomorfizama izomorfne. Tada su mnogostrukosti kon-
formno simplektomorfne, odnosno, postoji difeomorfizam f : M1 → M2 i broj c 6= 0
tako da va�i f ∗ω2 = c ω1.

Dokaz. [2] �

Algebarska struktura grupe Hamiltonovih difeomorfizama odre�uje simplektiqku
mnogostrukost do na faktor.
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3.4 Hoferova metrika

Neka je L(G) Lijeva algebra konaqno dimenzione Lijeve grupe G. Za normu | · | na L(G)
ka�emo da je invarijantna pri dejstvu grupe G ako va�i

|ξ| = |g−1ξg|

za svako ξ ∈ L(G) i svako g ∈ G. g−1ξg se definixe kao izvod krive R → G, t 7→
g−1 exp(tξ) g u taqki t = 0. Svaka ovakva norma daje metriku na G sa:

d(g0, g1) = inf
g

∫ 1

0

|ġ(t)g(t)−1| dt

za g0, g1 ∈ G. Infimum je uzet po svim putevima g : [0, 1] → G koji povezuju g0 = g(0) i
g1 = g(1).
Prirodno je postaviti pitaǌe koja od normi ‖ · ‖p na H(M), 1 6 p 6∞, koje su date sa

‖H‖p =
( ∫

M
|H|p ωn

) 1
p definixe metriku na Ham(M,ω). Pozitivan odgovor �e biti samo

u sluqaju p =∞.

Definicija 3.4.1. Neka je F ∈ H(M). Na H(M) definixemo normu sa:

‖F‖∞ = max
x∈M

F (x)−min
x∈M

F.

Tvr�eǌe 3.4.1. Norma ‖ · ‖∞ zadovoǉava

‖F ◦ ψ−1‖∞ = ‖F‖∞

za svako F ∈ H(M), ψ ∈ Ham(M,ω).

Dokaz. Kako je ψ difeomorfizam skupovi M i ψ−1(M) su jednaki pa va�i max
x∈M

F (ψ−1x) =

max
x∈M

F (x) i min
x∈M

F (ψ−1x) = min
x∈M

F (x). Iz ovih jednakosti sledi tvr�eǌe. �

Definicija 3.4.2. Neka je {ht}, t ∈ [a, b], Hamiltonov put generisan normalizovanim
Hamiltonijanom H(x, t). ǋegovu du�inu definixemo sa:

l{ht} =

∫ b

a

‖Ht‖∞ dt.

Koristi�emo i oznake za pozitivan i negativan deo du�ine puta:

l+{ht} = ‖H‖+ =

∫ 1

0

maxHt dt,

l−{ht} = ‖H‖− =

∫ 1

0

minHt dt.

Rastojaǌe izme�u dva Hamiltonova difeomorfizma se definixe sa:

d(φ, ψ) = inf l{ht}

gde je infimum uzet po svim Hamiltonovim putevima {ht}, t ∈ [a, b], za koje va�i ha = φ
i hb = ψ.



GLAVA 3. HOFEROVA METRIKA NA GRUPI HAM(M,ω) 25

Du�ina Hamiltonovog puta ne zavisi od parametrizacije pa mo�emo uzeti da je a = 0,
b = 1.
Ovako definisano rastojaǌe �e zadovoǉavati slede�e osobine:

• d(φ, ψ) = d(ψ, φ)

• d(φ, θ) 6 d(φ, ψ) + d(ψ, θ)

• d(φ, ψ) > 0

Tvr�eǌe 3.4.2. Funkcija d je biinvarijantna, va�i

d(φ, ψ) = d(φθ, ψθ) = d(θφ, θψ)

za svako φ, ψ, θ ∈ Ham(M,ω).

Dokaz. Znamo da ako je {ht} Hamiltonov put u Ham(M,ω) tada je i {htθ} Hamiltonov
put za svako θ ∈ Ham(M,ω). Definiximo skupove X = { l{ht} | ht ∈ Ham(M,ω), ha =
φ, hb = ψ }, Y = { l{ft} | ft ∈ Ham(M,ω), fa = φθ, fb = ψθ }. Vidimo da je d(φ, ψ) = inf X
i da je d(φθ, ψθ) = inf Y . Ho�emo da poka�emo da va�i jednakost skupova X i Y qime
bismo pokazali da je i d(φ, ψ) = d(φθ, ψθ). Neka je x ∈ X proizvoǉan broj. Tada postoji
Hamiltonov put {ht}, ha = φ, hb = ψ, koji je generisan nekim Hamiltonijanom H. Put
{ft} = {htθ} �e biti Hamiltonov put za koji va�i fa = φθ, fb = ψθ i bi�e generisan
Hamiltonijanom F = Hθ. Pri tome �e va�iti

l{ft} =

∫ b

a

||Ft||∞ dt =

∫ b

a

||Ht ◦ θ||∞ dt =

∫ b

a

||Ht||∞ dt = x

xto znaqi da x pripada i skupu Y . Sliqno, ako krenemo od proizvoǉnog elementa y ∈ Y
kojem odgovara Hamiltonov put {ft} i definixemo familiju {ht} = {ft ◦ θ−1} dobijamo
da je l{ht} = y odnosno y pripada i skupu X. Time smo pokazali jednakost skupova X
i Y . Na isti naqin se pokazuje da va�i jednakost d(φ, ψ) = d(θφ, θψ). �

Ovako definisana funkcija d je jedna metrika na Ham(M,ω). Ovu teoremu je postavio
i dokazao Hofer u [4] koriste�i beskonaqno dimenzioni varijacioni metod. U [5]
je Viterbo dokazao ovu teoremu za sluqaj M = R2n koriste�i generixu�e funkcije.
U [6] je dokazana toerema za veliku klasu simplektiqkih mnogostrukosti koje imaju
fine osobine u beskonaqnosti. Taj dokaz je baziran na Gromovǉevoj teoriji pseudo-
holomorfnih krivih, [17]. U [7] je teorema dokazana u opxtem sluqaju pomo�u Gro-
movǉeve teorije.

Prirodno je posebno razmatrati pozitivan i negativan deo metrike d:

d+(Id, φ) = inf

∫ 1

0

maxFt dt,

d−(Id, φ) = inf

∫ 1

0

(−minFt) dt,

gde su infimumi uzeti po svim Hamiltonovim tokovima {φt} koji su generisani nor-
malizovanim Hamiltonijanom F (x, t) tako da va�i φ1 = φ. Oqigledno je da va�i nejed-
nakost d(Id, φ) > d+(Id, φ) + d−(Id, φ). Da li uvek va�i jednakost je otvoren problem.
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Geodezijske linije u Hoferovoj metrici

4.1 Xta ako je M = R2n

U ovoj glavi �emo raditi sa (R2n, ω0) gde je ω0 standardna forma na R2n, ω0 =
∑n

i=1 dpi∧
dqi a (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) su koordinate na R2n. Znaju�i da je prva de Ramova koho-
mologija od R2n jednaka 0, H1

dR(R2n) = 0, mo�emo zakǉuqiti da je 2-forma ω0 taqna,
odnosno da postoji 1-forma λ na R2n za koju je ω0 = d λ. Proverom se vidi da va�i
ω0 = d(

∑n
i=1 pidqi). U ovom sluqaju H(R2n) �emo identifikovati sa C∞0 (R2n). Navex�emo

neke teoreme i definicije koje �e nam trebati u ovom paragrafu.

Teorema 4.1.1. Darbu Svaka simplektiqka mnogostrukost je lokalno simplektomorfna
mnogostrukosti (R2n,

∑
dpi ∧ dqi).

Dokaz. Neka je (M,ω) proizvoǉna simplektiqka mnogostrukost. Ho�emo da poka�emo da
za svaku taqku a ∈M postoje lokalne koordinate (U,ϕ), a ∈ U , pri qemu preslikavaǌe
ϕ : (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) 7→ b ∈ U ⊂ M zadovoǉava uslov ϕ(0) = a i ϕ∗ω = ω0. Izaberimo
oko taqke a proizvoǉne lokalne koordinate (V, ψ) u kojima je ψ(0) = a. Sada formu ω
lokalno mo�emo posmatrati kao 2-formu na R2n. Ho�emo da konstruixemo difeomor-
fizam ϕ u okolini nule za koji va�i ϕ(0) = 0 i ϕ∗ω = ω0.
Posmatrajmo familiju formi:

ωt = ω0 + t(ω − ω0), 0 6 t 6 1.

Vidimo da je ωt = ω0 za t = 0 i da je ω1 = ω. �elimo da na�emo familiju difeomor-
fizama ϕt koji �e zadovoǉavati uslov ϕ0 = Id i jednaqinu

(ϕt)∗ωt = ω0, 0 6 t 6 1. (1)

Difeomorfizam ϕt za t = 1 �e biti tra�ena funkcija. Sa Xt oznaqimo vektorsko poǉe
koje generixe ϕt kao svoj tok. Diferenciraǌem jednaqine (1) po t vidimo da takvo
vektorsko poǉe Xt zadovoǉava identitet:

0 =
d

dt
(ϕt)∗ωt = (ϕt)∗

{
LXtωt +

d

dt
ωt

}
,

26
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gde smo sa LY oznaqili Lijev izvod vektorskog poǉa Y . Koriste�i Kartanovu formulu
u obliku:

LX = iX ◦ d+ d ◦ iX
i iz qiǌenice da je dωt = 0 dobijamo jednaqinu:

0 = (ϕt)∗
{
d(Xt yωt) + ω − ω0

}
.

Vektorsko poǉe Xt �e zadovoǉavati jednaqinu:

d(Xt yωt) + ω − ω0 = 0. (2)

Kako je d(ω−ω0) = 0 i HdR(R2n) = 0 postoja�e 1-forma η za koju je ω−ω0 = d η i η(0) = 0.
Daǉe, iz qiǌenice da je ωt(0) = ω0(0) 2-forme ωt su nedegenerisane za 0 6 t 6 1 u nekoj
otvorenoj okolini nule pa postoji jedinstveno vektorsko poǉe Xt odre�eno uslovom

Xt yωt = ωt(Xt, ·) = −η,

za 0 6 t 6 1. To vektorsko poǉe nam daje rexeǌe jednaqine (2). Kako va�i η(0) = 0
va�i�e i Xt(0) = 0 i postoja�e otvorena okolina nule na kojoj tok ϕt od Xt postoji za
svako 0 6 t 6 1. Taj tok �e zadovoǉavati uslov ϕ0 = Id i ϕt(0) = 0. Ako sada krenemo
unazad, prema naqinu na koji smo konstruisali difeomorfizme ϕt oni zadovoǉavaju
jednaqinu:

d
dt

(ϕt)∗ωt = 0, za 0 6 t 6 1,

pa je (ϕt)∗ωt = (ϕ0)∗ω0 = ω0 za svako 0 6 t 6 1. �

Neka je M proizvoǉna mnogostrukost i π : T ∗M → M ǌeno kotangentno raslojeǌe.
Tada

θ(Xp) := p(π∗Xp)

definixe kanonsku 1-formu na T ∗M koja se zove Liuvilova forma. Forma

ω := −dθ

je nedegenerisana 2-forma, i definixe standardnu simplektiqku strukturu na T ∗M .
Neka su (M1, ω1) i (M2, ω2) simplektiqke mnogostrukosti. Na M1 ×M2 mo�emo da defi-
nixemo simplektiqku formu sa ω = π∗1ω1±π∗2ω2 gde su π1 i π2 projekcije π1 : M1×M2 →M1

i π2 : M1 × M2 → M2. Specijalno, na M × M definixemo simplektiqku formu sa
(X, Y ) 7→ ω(π1∗X, π1∗Y )− ω(π2∗X, π2∗Y ) koju �emo oznaqavati sa ω ⊕ (−ω).

Definicija 4.1.1. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Podmnogostrukost jL :
L ↪→M se zove Lagran�eva ako je dimL = 1

2
dimM i j∗Lω = 0.

Lema 4.1.1. Difeomorfizam ψ : M →M je simplektiqki ako i samo ako je ǌegov grafik
Γ = { (p, ψ(p)) | p ∈M } Lagran�eva podmnogostrukost u M×M sa simplektiqkom formom
ω ⊕ (−ω).

Dokaz. Lema sledi iz jednakosti j∗Γ(ω ⊕ (−ω)) = ω − ψ∗ω. �
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Lema 4.1.2. Neka je β : M → T ∗M 1-forma na M . Tada je β(M) Lagran�eva podmno-
gostrukost u T ∗M ako i samo ako je β zatvorena forma.

Dokaz. Pokaza�emo da je β∗θ = β za bilo koju 1-formu β na M , gde je θ Liuvilova
forma. β∗ : Ω1(T ∗M) → Ω1(M) pa �e β∗θ biti 1-forma na M . Za proizvoǉan vektor
Xp ∈ TpM va�i:

β∗θ(p)(Xp) = θ(β∗(p)Xp) = β(p)(π∗β∗(p)Xp)

= β(p)(IdTM Xp) = β(p)Xp,

za svako p ∈M , Xp ∈ TpM .
Ako sa β oznaqimo utapaǌe β(M) u T ∗M a sa ω standardnu simplektiqku formu na
T ∗M tada je:

β∗ω = −β∗dθ = −dβ∗θ = −dβ,

pa je β∗ω = 0 ako i samo ako je dβ = 0 xto nam i ka�e ova lema. �

4.1.1 Definicija
Na R2n mo�emo da zadamo kompleksne koordinate x = q + ip tako da je simplektiqka
forma ω0 oblika dp∧dq. Fiksirajmo Euklidovu metriku na R2n i posmatrajmo proizvod
prostora V = (R2n × R2n, ω0 ⊕ (−ω0)). Neka su (x,X) koordinate na V i neka je ∆ di-
jagonala u V . Tada V mo�emo da identifikujemo sa kotangentnim raslojeǌem T ∗∆ sa
standardnom simplektiqkom strukturom. Ako su (w, z) kanonske koordinate na T ∗∆ u
kojima simplektiqka forma ima oblik dw ∧ dz, onda je izomorfizam izme�u V i T ∗∆
dat jednaqinama:

w = i(x−X)

z =
x+X

2
.

Neka je S ∈ H(R2n) proizvoǉna funkcija. Na osnovu leme 4.1.2 skup {w = ∇S(z) } je
Lagran�eva podmnogostrukost u V . Postoji konveksna C2-okolina taqke 0 u H(R2n),
koju �emo oznaqiti sa S, tako da je za svako S ∈ S podmnogostrukost {w = ∇S(z) }
grafik nekog simplektomorfizma ϕ na R2n. Ovaj simplektomorfizam je dat jednaqinom:

i(x− ϕx) = ∇S
(x+ ϕx

2

)
, x ∈ R2n. (3)

U tom sluqaju ka�emo da je S generixu�a funkcija za ϕ.
Ako je preslikavaǌe ϕ : (x, y) 7→ (ξ, η) = ϕ(x, y) ∈ R2n blisko identiqnom preslikavaǌu
i ako je S ǌegova generixu�a funkcija tada �e va�iti:

x = ξ +
∂

∂y
S(ξ, y)

η = y +
∂

∂ξ
S(ξ, y).

Oznaqimo sa Φ preslikavaǌe, Φ : S → Ham(R2n, ω0), koje svakoj funkciji S dodeǉuje
odgovaraju�i simplektiqki difeomorfizam ϕ. Oznaqimo sa D sliku preslikavaǌa Φ
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koja je C1-okolina identiqnog preslikavaǌa u Ham(R2n, ω0). Znamo da su D i S snabde-
veni Hoferovim rastojaǌem i normom || · ||∞. Kasnije �emo pokazati da je ovakvo
preslikavaǌe Φ izometrija skupa S na D.

Definicija 4.1.2. Neka je I ⊂ R povezan podskup sa nepraznom unutraxnox�u. Gladak
put c : I → Ham(R2n, ω0) je regularan ako je ċ(t) 6= 0 za svako t ∈ I.

Definicija 4.1.3. Neka je γ : I → Ham(R2n, ω0) gladak regularan put. Tada ka�emo da
je:
(a) γ minimalna geodezijska ako za svako a, b ∈ I, a < b, va�i:

l(γ|[a,b]) = d(γ(a), γ(b)).

(b) γ geodezijska ako za svako t ∈ I postoji okolina U ⊂ I, t ∈ U , takva da je γ|U
minimalna geodezijska.

Tvr�eǌe 4.1.1. Neka je H : [a, b] × R2n → R glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem.
Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(i)
∫ b

a

‖Ht‖∞ dt =
∥∥∥∫ b

a

H(t, x) dt
∥∥∥
∞
, gde smo sa Ht(x) oznaqili H(t, x).

(ii) Postoje dve taqke x−, x+ ∈ R2n takve da je max
x∈R2n

Ht(x) = Ht(x+) i min
x∈R2n

Ht(x) = Ht(x−)

za svako t ∈ [a, b].

Dokaz. Oqigledno je da va�i (ii) ⇒ (i). Doka�imo suprotan smer. Neka va�i (i).
Oznaqimo sa K ⊂ R2n kompaktan skup koji sadr�i nosaqe od Ht za svako t. Neka je
Kt = {x ∈ K | max

y∈R2n
Ht(y) = Ht(x)}. Tvrdimo da je

⋂
t∈[a,b]

Kt neprazan skup. Kako je Kt

kompaktan skup dovoǉno je proveriti da li je za svaki konaqan niz t1 < . . . < tN presek
Kt1∩. . .∩KtN neprazan. Pretpostavimo da za neki niz t1 < . . . < tN va�i Kt1∩. . .∩KtN = ∅.
Tada je:

max
x∈R2n

[H(t1, x) + . . .+H(tN , x)] <
N∑
j=1

max
x∈R2n

H(tj, x)− ε

za neko ε > 0, pa postoji otvoren podskup A ⊂ [a, b] takav da je:∫
A

‖Ht‖∞ dt >
∥∥∥∫

A

Ht dt
∥∥∥
∞
.

Sa druge strane, za podskup B = [a, b]\A va�i:∫
B

‖Ht‖∞ dt >
∥∥∥∫

B

Ht dt
∥∥∥
∞
.

Kada saberemo ove dve nejednakosti, koriste�i nejednakost trougla za normu ‖ · ‖∞,
dobijemo da je

∫
A∪B ‖Ht‖∞ dt > ‖

∫
A∪BHt dt‖∞ a to je kontradikcija sa (i). �

Definicija 4.1.4. Funkcija H koja zadovoǉava uslov (i) ili (ii) iz prethodne teoreme
se naziva kvazi-autonomna. Ka�emo da je H lokalno kvazi-autonomna funkcija ako za
svako t ∈ I postoji okolina U , U ⊂ I, taqke t takva da je funkcija H : U × R2n → R
kvazi-autonomna.
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4.1.2 Minimalne geodezijske
Definisa�emo spektar dejstva i videti xta je to bifurkacioni dijagram. Koriste�i
ove pojmove pokaza�emo koje osobine mora da zadovoǉava gladak put da bi bio mini-
malna geodezijska.
Neka je ϕ ∈ Ham(R2n, ω0) Hamiltonov difeomorfizam i neka je g : [a, b] → Ham(R2n, ω0)
gladak put koji spaja Id i ϕ. Neka je H(t, x) Hamiltonijan koji generixe g. Oznaqimo sa
Fix(ϕ) skup fiksnih taqaka preslikavaǌa ϕ, i za svako x ∈ Fix(ϕ) oznaqimo gx(t) = g(t)x.
Neka je λ primitivna forma simplektiqke forme ω.

Definicija 4.1.5. Dejstvo fiksne taqke x ∈ Fix(ϕ) se definixe sa:

A(x, ϕ) =

∫ b

a

g∗xλ−H(t, gx(t)) dt.

Spektar dejstva σ(ϕ) je skup {A(x, ϕ) | x ∈ Fix(ϕ)}.

Ako sa J oznaqimo matricu dimenzije 2n× 2n oblika[
0 1
−1 0

]
primetimo da va�i: ω0(x)(u, v) = 〈Ju, v〉 za svako u, v ∈ TxR2n = R2n, gde je 〈·, ·〉 oznaka za
standardni Euklidski skalarni proizvod. Znamo da proizvoǉni Hamiltonov difeo-
morfizam ϕ quva simplektiqku formu pa je ϕ∗ω0 = ω0. Poznato je da ϕ∗ na proizvoǉnu
2-formu deluje kao:

(ϕ∗η)x(u, v) = ηϕ(x)(ϕ
′(x)u, ϕ′(x)v)

za svako x ∈ R2n i u, v ∈ TxR2n. Ovde ϕ′(x) oznaqava izvod preslikavaǌa ϕ u taqki x
reprezentovan Jakobijevom matricom.
Na poqetku glave smo spomenuli da va�i ω0 = d λ gde je λ 1-forma data sa λ =

∑n
i=1 pi dqi.

Tada je d(λ− ϕ∗λ) = d λ− ϕ∗ dλ = ω0 − ω0 = 0, odnosno λ− ϕ∗λ je zatvorena forma. Kako
se nalazimo u R2n postoja�e funkcija F : R2n → R za koju va�i: λ− ϕ∗λ = dF . Ako je γ
proizvoǉna orijentisana zatvorena kriva u R2n, integral forme λ po ǌoj �e biti:∫

γ

λ =

∫
γ

(ϕ∗λ+ dF ) =

∫
γ

ϕ∗λ+

∫
γ

dF =

∫
γ

ϕ∗λ =

∫
ϕ(γ)

λ.

U pretposledǌem koraku smo iskoristili Stoksovu teoremu i prexli na integral
funkcije F po granici krive γ koja ne sadr�i ni jednu taqku jer je kriva zatvorena.
Ako posmatramo formu λ′ =

∑n
i=1 qi dpi vidimo da va�i ω0 = −d λ′ odnosno d(λ + λ′) = 0.

Kao i malo pre, postoja�e funkcija G za koju je λ+λ′ = dG pa je
∫
γ
(λ+λ′) =

∫
γ
dG = 0. Ako

krivu γ parametrizujemo parametrom t: x(t) = (q1(t), . . . , qn(t), p1(t), . . . , pn(t)), 0 6 t 6 1,
va�i�e slede�e jednakosti:∫

γ

λ =
1

2

( ∫
γ

λ+

∫
γ

λ
)

=
1

2

( ∫
γ

λ−
∫
γ

λ′
)

=
1

2

∫ 1

0

( n∑
i=1

pi(t) dqi(t)−
n∑
i=1

qi(t) dpi(t)
)

=
1

2

∫ 1

0

n∑
i=1

(
pi(t)q̇i(t)− qi(t)ṗi(t)

)
dt =

1

2

∫ 1

0

〈−Jẋ(t), x(t)〉 dt.
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Koriste�i prethodno izvedeno svojstvo dejstvo fiksne taqke mo�emo da pixemo i u
obliku:

A(x, ϕ) =
1

2

∫ b

a

〈−Jẋ(t), x(t)〉 dt−
∫ b

a

H(t, x(t)) dt

gde smo sa x(t) oznaqili g(t)x.
Definicija dejstva ne zavisi od izbora puta koji povezuje Id i preslikavaǌe ϕ ve�
samo od fiksne taqe x i difeomorfizma ϕ. Pretpostavi�emo na daǉe da je a = 0, b = 1
i neka su g i f dva puta u Ham(R2n, ω0) koja povezuju Id i ϕ. Oznaqimo sa H(t, x) i F (t, x)
Hamiltonijane koji ih generixu. Neka je:

AH(x, ϕ) =
1

2

∫ 1

0

〈−Jġx(t), gx(t)〉 dt−
∫ 1

0

H(t, gx(t)) dt,

AF (x, ϕ) =
1

2

∫ 1

0

〈−Jḟx(t), fx(t)〉 dt−
∫ 1

0

F (t, fx(t)) dt.

Definiximo deo po deo glatku krivu t 7→ ψt(x) u Ham(R2n, ω0), 0 6 t 6 2, sa:

ψt(x) =

{
g(t)x, 0 6 t 6 1
f(2− t)x, 1 6 t 6 2

.

Tada je za svako x ∈ R2n preslikavaǌe t 7→ ψt(x) petǉa jer je ψ0(x) = g(0)x = Id(x) = x i
ψ2(x) = f(0)x = Id(x) = x. Sa ∆(x) oznaqimo funkciju:

∆(x) =
1

2

∫ 2

0

〈−Jẋ(t), x(t)〉 dt−
∫ 1

0

H(t, x(t)) dt+

∫ 2

1

F (2− t, x(t)) dt,

gde je x(t) = ψt(x). Preslikavaǌe x 7→ ∆(x) je glatko i diferenciraǌem po x dobijamo:

∆′(x)h =

∫ 2

0

〈−Jẋ(t), dψt(x)h〉 dt−
∫ 1

0

〈∇H(t, ψt(x)), dψt(x)h〉 dt+
∫ 2

1

〈∇F (2−t, ψt(x))〉, dψt(x)h〉 dt.

Va�i�e ∆′(x)h ≡ 0 jer je ψt generisan Hamiltonijanom H na [0, 1] i Hamiltonijanom
−F (2 − t, ·) na [1, 2]. Kada je ‖x‖ dovoǉno veliko va�i�e i ∆(x) = 0 jer i H i F imaju
kompaktne nosaqe. Dakle, ∆(x) ≡ 0. Odatle sledi da je:

∆(x) = AH(x, ϕ)−AF (x, ϕ) = 0,

odnosno A(x, ϕ) ne zavisi od izbora puta g.
Kako Hamiltonijan H ima kompaktan nosaq za dovoǉno veliko ‖x‖ koje je fiksna taqka
difeomorfizma ϕ va�i�e A(x, ϕ) = 0 pa 0 ∈ σ(ϕ). Ispostavǉa se da je skup σ(ϕ) ⊂ R
kompaktan i nigde gust ([8]).

Definicija 4.1.6. Bifurkacioni dijagram glatkog puta g : [a, b]→ Ham(R2n, ω0) je skup

Σ(g) = {(t, y) ∈ R2 | t ∈ (a, b], y ∈ σ(g(t)g(a)−1)}.
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Primetimo da je vrednost t = a iskǉuqena. Kriva Γ(t) = (t, 0) sigurno pripada bi-
furkacionom dijagramu zato xto Hamiltonijan koji generixe put g ima kompaktan
nosaq.
Neka je sada g : [a, b]→ Ham(R2n, ω0) regularan put generisan kvazi-autonomnim Hamil-
tonijanom H. Postoja�e dve razdvojene fiksne taqke x+, x− ∈ Fix(g(t)g(a)−1) za svako
t ∈ [a, b]. Dejstva ovih taqaka su funkcije γ+, γ− : [a, b]→ R koje definixemo sa:

γ+(t) = −
∫ t

a

min
x
Hs ds, γ−(t) = −

∫ t

a

max
x

Hs ds.

Primetimo da je γ−(t) 6 0 6 γ+(t). Odgovaraju�i grafici Γ±(t) = (t, γ±(t)) su razdvojene,
neprekidne krive koje pripadaju bifurkacionom dijagramu Σ(g).

Definicija 4.1.7. Neka je g : [a, b] → Ham(R2n, ω0) regularan put generisan kvazi-
autonomnim Hamiltonijanom. Ka�emo da je bifurkacioni dijagram Σ(g) prost ako
su zadovoǉeni slede�i uslovi:
(1) Ili je γ+(t) ≡ 0 ili za svako τ > a i za svaku neprekidnu funkciju u : [τ, b] → R
takvu da je graph(u) ⊂ Σ(g) i u(τ) = γ+(τ) va�i u(b) > γ+(b).
(2) Ili je γ−(t) ≡ 0 ili za svako τ > a i za svaku neprekidnu funkciju u : [τ, b] → R
takvu da je graph(u) ⊂ Σ(g) i u(τ) = γ−(τ) va�i u(b) 6 γ−(b).

Na slici 3. je prikazan primer bifurkacionog dijagrama koji nije prost (levo) i
primer jednog prostog bifurkacionog dijagrama (desno).

Slika 3. Bifurkacioni dijagrami

Oznaqimo sa H skup C∞0 ([0, 1] × R2n) i za svako H ∈ H oznaqimo sa ϕH difeomorfizam
odgovaraju�eg Hamiltonovog toka.

Tvr�eǌe 4.1.2. Postoji neprekidna funkcija γ : H → [0,+∞) sa osobinama:
(1) Ako je ϕH = ϕK tada je γ(H) = γ(K).
(2) γ(H) ∈ σ(ϕH) za svako H ∈ H.
(3) Ako je H 6 K tada je γ(H) > γ(K).
(4) γ(0) = 0 i ako je H 6 0 i H 6= 0 tada je γ(H) > 0.
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Skica dokaza. Objasni�emo kako se definixe preslikavaǌe γ a detaǉan dokaz se mo�e
na�i u [8].
Oznaqimo sa E = H1/2(S1,R2n) Hilbertov prostor funkcija

E =
{
x ∈ L2(S1) |

∑
j∈Z

|j| · |xj|2 <∞
}

gde je x =
∑
j∈Z

ej2πJtxj, xj ∈ R2n, Furijeov red funkcije x koji konvergira u L2(S1). Ovaj

prostor se razla�e na ortogonalnu sumu E = E−⊕E0⊕E+. U E−, E0, E+ �e se nalaziti,
redom, oni elementi x koji imaju Furijeove koeficijente samo za j < 0, j = 0, j > 0.
Svako x ∈ E �e se razlagati na x = x− + x0 + x+. Definiximo funkcije:

a(x) =
1

2
‖x+‖2 − 1

2
‖x−‖2,

bH(x) =

∫ 1

0

H(t, x(t)) dt,

aH(x) = a(x)− bH(x).

Definisa�emo jednu grupu G homeomorfizama na prostoru E. Homeomorfizam h pri-
pada grupi G ako h i h−1 slikaju ograniqene skupove na ograniqene skupove. Daǉe,
potrebno je da postoje neprekidna preslikavaǌa γ± : E → R i k : E → E koja slikaju
ograniqene skupove u prekompaktne skupove (zatvoreǌe ovakvih skupova je kompaktan
skup). Potrebno je da postoji r = r(h) tako da su zadovoǉeni slede�i uslovi:

k(x) = 0, γ±(x) = 0

za svako x ∈ E+, ‖x‖ > r. Dodatno, mora da va�i:

h(x) = eγ
+(x)x+ + x0 + eγ

−(x)x− + k(x)

za svako x ∈ E.
Definiximo familiju F = {h(E+) |h ∈ G}.
Sada preslikavaǌe γ definixemo sa:

γ(H) = sup
F∈F

inf
x∈F

aH(x),

za svako H ∈ H. �

Primetimo da na osnovu osobine (1) γ indukuje funkciju na Ham(R2n, ω0) za koju �emo
koristiti istu oznaku. U [8] je pokazano da ova funkcija zavisi samo od klase kon-
jugacije simplektomorfizma iz Ham(R2n, ω0) i sa Hoferovom metrikom je povezana na
slede�i naqin:

Tvr�eǌe 4.1.3. Za svako ψ ∈ Ham(R2n, ω0) va�i:

d(Id, ψ) > γ(ψ) + γ(ψ−1).
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Skica dokaza. Glavna ideja ovde je pokazati da za svako ϕ, ψ ∈ Ham(R2n, ω0) va�i nejed-
nakost: γ(ϕ ◦ ψ) 6 γ(ϕ) + d−(Id, ψ). Ako je ϕ = ϕ1

H i ψ = ψ1
K tada je:

γ(ϕ ◦ ψ) = sup
F∈F

inf
x∈F

[
aH(x)−

∫ 1

0

Kt((ϕ
t
H)−1(x)) dt

]
6 γ(ϕ) +

∫ 1

0

(− inf
x
Kt) dt 6 γ(ϕ) + d−(Id, ψ).

Specijalno za ϕ = Id, znaju�i da je d+(Id, ψ) = d−(Id, ψ−1), dobijamo:

γ(ψ) + γ(ψ−1) 6 d−(Id, ψ) + d−(Id, ψ−1) = d−(Id, ψ) + d+(Id, ψ) 6 d(Id, ψ).

Detaǉi dokaza se mogu na�i u [8]. �

Da bi videli kakva je funkcija γ izraquna�emo ǌene vrednosti u nekim konkret-
nim sluqajevima. Oznaqimo sa R skup svih glatkih, nerastu�ih funkcija skoka ρ :
[0,+∞)→ [0, 1] takvih da je ρ ≡ 1 na [0, λ] i ρ ≡ 0 na [λ+δ,+∞) za neko λ, δ > 0. Oznaqimo
sa Rλ,δ skup funkcija ρ iz R koje odgovaraju fiksiranim vrednostima λ i δ. Neka je
U skup svih glatkih funkcija a : [0, 1]→ (−∞, 0] koje nisu identiqki jednake 0, i sa 〈a〉
oznaqimo vrednost −

∫ 1

0
a(t) dt.

Za a ∈ U , ρ ∈ R definixemo Hamiltonijan:

H(a,ρ)(t, x) = (a(t) + π|x|2)ρ(|x|2).

Daǉe, za funkciju H ∈ H oznaqimo sa σ−(H) = inf {s ∈ σ(ϕH) | s > 0}. Znamo da je
inf ∅ = +∞. Primetimo da ako je σ−(H) konaqno, onda σ−(H) ∈ σ(ϕH) jer je spektar
dejstva kompaktan.
Neka je a ∈ U , λ > 〈a〉

π
, δ dovoǉno malo i ρ ∈ Rλ,δ.

Lema 4.1.3. Postoji familija as ∈ U , ρs ∈ R, s ∈ [0, 1], takva da je:
(1) a1 = a, ρ1 = ρ.
(2) Funkcija H(a0,ρ0) je nepozitivna i nije identiqki jednaka nuli.
(3) σ−(H(as,ρs)) >

〈a〉
2
> 0.

Lema 4.1.4. Va�i nejednakost: σ−(H(a,ρ)) > 〈a〉.

Dokazi. Pretpostavimo da je δ dovoǉno malo u odnosu na 〈a〉.
1. korak: Opis deformacije
Neka je λs rastu�a neprekidna funkcija takva da je: λ(0) = 〈a〉

π
−δ, λ(1

2
) = 〈a〉

π
+2δ, λ(1) = λ.

Odaberimo neprekidnu familiju ρs ∈ R tako da ρs ∈ Rλs,δ za svako s. Odaberimo i
neprekidnu familiju as ∈ U takvu da je:

as(t) = −〈a〉, 0 6 s 6
1

2

as(t) = (2s− 2)〈a〉+ (2s− 1)a,
1

2
6 s 6 1.

Direktno dobijamo da va�e osobine (1) i (2) iz leme 4.1.3.
2. korak: Raqunaǌe spektra dejstva
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Neka su u ∈ U i ρ ∈ R proizvoǉne funkcije. Da bismo izraqunali spektar dejstva od
ϕH za H = H(u,ρ) uvedimo funkciju:

f(t, τ) = (u(t) + πτ)ρ(τ).

Hamiltonove jednaqine za H = H(t, p, q) su: ṗ = −∂H
∂q

i q̇ = ∂H
∂p
, xto nam daje

ẋ = 2f ′(t, |x|2) · ix

gde na R2n imamo kompleksne koordinate x = p + iq i f ′ oznaqava izvod funkcije po τ .
Za svako rexeǌe imamo |x(t)|2 = τ = Const i takva rexeǌa se mogu napisati u obliku:

x(t) = x(0) exp{2
∫ t

0

f ′(z, τ) dz · i}.

Vidimo da je x(t) periodiqna orbita ako i samo ako je:∫ 1

0

f ′(z, τ) dz = πk, k ∈ Z

odnosno, ako je
πρ(τ) + ρ′(τ)(πτ − 〈u〉) = πk, k ∈ Z.

Pokaza�emo da je doprinos takve orbite spektru dejstva od ϕH dat sa:

πkτ + ρ(τ)(〈u〉 − πτ). (4)

A(x, ϕH) =

∫ 1

0

1

2
〈−Jẋ(t), x(t)〉 −

∫ 1

0

H(t, x(t)) dt

=
1

2

∫ 1

0

(qṗ− pq̇) dt−
∫ 1

0

(u(t) + π|x|2)ρ(|x|2) dt

=
1

2

∫ 1

0

{
q(−2f ′(t, τ) · q − p · 2f ′(t, τ) · p

}
dt− ρ(τ)(−〈u〉)− πτ · ρ(τ)

= −
∫ 1

0

f ′(t, τ)(q2 + p2) dt+ ρ(τ)(〈u〉 − πτ)

= −τ
∫ 1

0

{
u(t)ρ′(τ) + πρ(τ) + πτρ′(τ)

}
dt+ ρ(τ)(〈u〉 − πτ)

= −τρ′(τ)(πτ − 〈u〉)− πτρ(τ) + ρ(τ)(〈u〉 − πτ)

= −kπτ + ρ(τ)(〈u〉 − πτ).

3. korak: Finalni argument
Preostaje nam da proverimo osobinu (3) iz leme 4.1.3 i da poka�emo da va�i nejed-
nakost iz leme 4.1.4. Primetimo da je 〈as〉 = 〈a〉 za svako s. (4) nam daje da se svaka
taqka spektra dejstva simplektomorfizma koji je generisan sa H(as,ρs) mo�e napisati u
obliku

I = πkτ + ρs(τ)(〈a〉 − πτ)
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gde je τ rexeǌe jednaqine

πρs(τ) + ρ′s(τ)(πτ − 〈a〉) = πk, k ∈ Z. (5)

Treba pokazati da svako pozitivno I zadovoǉava nejednakost I > 〈a〉
2

za s < 1 i I > 〈a〉
za s = 1. Na daǉe �emo pretpostaviti da je I > 0. Mo�emo da razlikujemo nekoliko
sluqajeva.
(i) Neka je s ∈ [0, 1

2
].

Ako je πτ > 〈a〉 tada je I = π(k− 1)τ + (1− ρs(τ))πτ + ρs(τ)〈a〉 > 0. Zakǉuqujemo da je k > 0
pa je I > 〈a〉.
Ako je 〈a〉 − δπ < πτ < 〈a〉 tada na osnovu (5) vidimo da je k > 0, a kako je δ dovoǉno
malo dobijamo I > πτ > 〈a〉

2
.

Ako je πτ 6 〈a〉− δπ onda je ρs(τ) = 1, ρ′s(τ) = 0 pa je na osnovu (5) k = 1. U ovom sluqaju
je I = 〈a〉.
(ii) Neka je s > 1

2
.

Ako je πτ > 〈a〉 tada je I > 〈a〉 kao i u prethodnom sluqaju.
Ako je πτ 6 〈a〉 tada je ρs(τ) = 1, ρ′s(τ) = 0 i I = 〈a〉 na osnovu (5).
Ovim je dokaz zavrxen. �

Tvr�eǌe 4.1.4. Neka je λ > 〈a〉
π

i δ dovoǉno malo. Tada za svako ρ ∈ Rλ,δ va�i:

γ(H(a,ρ)) > 〈a〉.

Dokaz. Oznaqimo sa b(s) = γ(H(as,ρs)). b(s) je neprekidna funkcija takva da je ili b(s) = 0
ili je b(s) > σ−(H(as,ρs)) (osobina (2) iz tvr�eǌa 4.1.2). Na osnovu osobine (4) iz istog
tvr�eǌa i osobine (2) leme 4.1.3 va�i b(0) > 0. Daǉe, b(s) > 0 za svako s na osnovu
svojstva (3) iz leme 4.1.3, pa je b(1) > 〈a〉 iz leme 4.1.4. Time je tvr�eǌe dokazano. �

Tvr�eǌe 4.1.5. Neka je g : [0, 1]→ Ham(R2n, ω0) regularan put na Ham(R2n, ω0) generisan
kvazi-autonomnim Hamiltonijanom H(t, x). Pretpostavimo da je g(0) = Id. Tada postoji
ε > 0 tako da je za svako t < ε:

γ(g(t)) > −
∫ t

0

minHs ds.

Dokaz. Fiksirajmo dovoǉno malo ε > 0 i oznaqimo sa

F (t, x) = εH(εt, x), t ∈ [0, 1].

Oqigledno F ∈ H i ϕF = g(ε). Treba dokazati da je

γ(F ) > −
∫ 1

0

minFt dt.

Neka je je x− ∈ R2n taqka takva da je minFt = Ft(x−) za svako t. Pretpostavimo, bez
gubitka opxtosti da je x− = 0. Tada postoji funkcija skoka ρ ∈ Rλ,δ (gde je λ dovoǉno
veliko) tako da je

F (t, x) 6 [F (t, x−) + π|x|2] ρ(|x|2),
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za svako t ∈ [0, 1], x ∈ R2n (ovde smo koristili qiǌenicu da je ε dovoǉno malo). Znaju�i

da je γ monotona funkcija iz tvr�eǌa 4.1.4 zakǉuqujemo da je γ(F ) > −
∫ 1

0

F (t, x−) dt.�

Sada �emo formulisati i pokazati najva�niju teoremu ove sekcije.

Teorema 4.1.2. Neka je g regularan put na Ham(R2n, ω0) generisan kvazi-autonomnim
Hamiltonijanom. Pretpostavimo da je bifurkacioni dijagram od g prost. Tada je g
minimalna geodezijska na Ham(R2n, ω0).

Dokaz. Bez gubitka opxtosti mo�emo pretpostaviti da je g parametrizovano parame-
trom t ∈ [0, 1] i da je g0 = Id. Tvrdimo da ako je bifurkacioni dijagram od g prost,
onda je γ(g1) > γ+(1). Razmatra�emo dva sluqaja.
(1) Ako je γ+(t) ≡ 0 tada je H(t, x) > 0 pa nam monotonost od γ daje γ(gt) ≡ 0 pa je i
γ(g1) = 0.
(2) Neka je γ+(t) 6= 0. Na osnovu tvr�eǌa 4.1.5 vidimo da je γ(gt) > γ+(t) za dovoǉno malo
t. Pretpostavimo suprotno, da je γ(g1) < γ+(1). Tada funkcija u(t) = min{γ(gt), γ+(t)},
koja je definisana na [τ, 1] za neko τ , naruxava qiǌenicu da je bifurkacioni dijagram
Σ(g) prost.
Dakle, tvr�eǌe va�i.
Na sliqan naqin se pokazuje da je γ(g−1

1 ) > −γ−(1) jer je σ(f) = −σ(f−1) za svako f ∈
Ham(R2n, ω0). Dakle:

γ(g1) + γ(g−1
1 ) > γ+(1)− γ−(1).

Na osnovu tvr�eǌa 4.1.3 zakǉuqujemo:

γ(g1) + γ(g−1
1 ) 6 d(Id, g1) 6 l(g) = γ+(1)− γ−(1).

Ove nejednakosti nam daju d(Id, g1) = l(g), pa je g minimalna geodezijska. �

4.1.3 Geodezijske
Koriste�i generixu�e funkcije koje smo definisali ranije pokaza�emo koje osobine
mora da zadovoǉava neki put da bi bio geodezijska.

Tvr�eǌe 4.1.6. Hamilton-Jakobijeva jednaqina
Neka je ϕ = {ϕt} gladak put u D i neka je Ht(x) odgovaraju�i Hamiltonijan. Tada
generixu�e funkcije St od ϕt zadovoǉavaju jednaqinu:

∂St
∂t

(y) = Ht(y +
1

2
i∇St(y))

za svako y ∈ R2n.

Dokaz. Neka je y = x+ϕtx
2

. Iz definicije generixu�e funkcije zakǉuqujemo da je y +
1
2
i∇St(y) = ϕtx. Diferenciraǌem jednaqine i(x − ϕtx) = ∇St(x+ϕtx

2
) po t i koriste�i

jednakost dϕt
dt

(x) = sgradH(ϕt(x)) = −i∇H(ϕt(x)) dobijamo:

∇Ht(ϕtx) = ∇∂St
∂t

(y) +
1

2
∇∇St(y)(i∇Ht(ϕtx)),
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i odatle
∇∂St
∂t

(y) = [Id−1

2
∇∇St(y)i]∇Ht(ϕtx).

Oznaqimo sa rt(y) = Ht(y + 1
2
i∇St(y)). Tada je

∇rt(y) = [Id +
1

2
i∇∇St(y)]∗∇Ht(ϕtx)

= [Id−1

2
i∇∇St(y)]∇Ht(ϕtx).

Daǉe je:

∇(
∂St
∂t

(y)− rt(y)) ≡ 0.

Kako i St i rt postaju jednaki 0 za dovoǉno veliko y, zakǉuqujemo da je

∂St
∂t

(y) = rt(y)

a to je trebalo pokazati. �

Hamilton-Jakobijevu jednaqinu mo�emo da pixemo i u obliku: H(t, ξ, η + ∂
∂ξ
S(t, ξ, η)) =

∂
∂t
S(t, ξ, η).

Tvr�eǌe 4.1.7. Neka su S0, S1 ∈ S dve generixu�e funkcije i neka je St = (1− t)S0 + tS1

linearan put koji ih spaja. Tada bifurkacioni dijagram puta gt = Φ(St) ima oblik:

Σ(g) = {(t, tw) | t ∈ (0, 1], w je kritiqna taqka od S0 − S1}.

Va�i i da je {gt} generisan kvazi-autonomnim Hamiltonijanom i da je Σ(g) prost di-
jagram.

Dokaz. Ho�emo da poka�emo da gtg
−1
0 nema nekonstantnih periodiqnih orbita. Neka

je (ξ, η) ∈ R2n fiksna taqka od gτg
−1
0 za neko 0 < τ 6 1. Neka je (ξ, η) = g0(x, y) za neko

(x, y) ∈ R2n. Qiǌenica da je (ξ, η) fiksna taqka preslikavaǌa gτg
−1
0 je ekvivalentna

uslovu:
g0(x, y) = gτ (x, y) = (ξ, η).

Ovu relaciju �emo sada pisati u terminima generixu�ih funkcija:

x = ξ +
∂

∂y
Sτ (ξ, y) = ξ +

∂

∂y
S0(ξ, y),

η = y +
∂

∂ξ
Sτ (ξ, y) = y +

∂

∂ξ
S0(ξ, y).

Odavde zakǉuqujemo da je ∇Sτ (ξ, y) = ∇S0(ξ, y). Ako pogledamo kako smo definisali
funkcije St vidimo da va�i: ∇Sτ = (1 − τ)∇S0 + τ∇S1, odnosno ∇(S0 − S1)(ξ, y) = 0.
Koriste�i tu jednakost vidimo da je ∇St = (1 − t)∇S0 + t∇S1 = ∇S0 za svako t ∈ [0, 1].
Vra�aju�i se unazad dobijamo da je gtg−1

0 (ξ, η) = (ξ, η) za svako t ∈ [0, 1]. Pokazali smo
da su periodiqna rexeǌa od H u ’1-1’ vezi sa kritiqnim taqkama funkcije S0 − S1.
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Tako�e smo pokazali da su ta periodiqna rexeǌa konstantna, odnosno tok gtg−1
0 nema

nekonstantnih periodiqnih orbita.
Neka je H Hamiltonijan koji generixe put g. Iz Hamilton-Jakobijeve jednaqine za-
kǉuqujemo da za kritiqnu taqku (ξ, η) = g0(x, y) va�i:

H(t, ξ, η) = H(t, ξ, y +
∂

∂ξ
S0(ξ, y)) =

∂

∂t
S(t, ξ, y) =

∂

∂t
((1− t)S0 + tS1)(ξ, y) = (S1 − S0)(ξ, y).

Iz ovih jednakosti sledi da je Hamiltonijan kvazi-autonoman.
Dejstvo fiksne taqke (ξ, η) koja odgovara kritiqnoj vrednosti (ξ, y) od S1 − S0 je dato
sa:

A((ξ, η), gtg
−1
0 ) = −

∫ t

0

H(s, ξ, η) ds = −
∫ t

0

(S1 − S0)(ξ, y) ds = −t(S1 − S0)(ξ, η).

Kako je skup kritiqnih vrednosti od S1 − S0 nigde gust, bifurkacioni dijagram Σ(g)
je prost. �

Tvr�eǌe 4.1.8. Preslikavaǌe Φ : S → D je izometrija, tj. za svako S0, S1 ∈ S va�i:
‖S0 − S1‖∞ = d(Φ(S0),Φ(S1)).

Dokaz. Neka su S0, S1 ∈ S proizvoǉne funkcije. Spojimo ih putem St = (1 − t)S0 + tS1.
Prema prethodnom tvr�eǌu put gt = Φ(St) zadovoǉava sve pretpostavke teoreme 4.1.2 pa
minimizira rastojaǌe izme�u g0 i g1. Iz Hamilton-Jakobijeve jednaqine zakǉuqujemo
da je ‖Ht‖∞ = ‖S1 − S0‖∞ gde je H Hamiltonijan koji generixe gt. Dakle:

d(Φ(S0),Φ(S1)) = l(g) =

∫ 1

0

‖Ht‖∞ dt = ‖S1 − S0‖∞,

odnosno preslikavaǌe Φ je izometrija. �

Tvr�eǌe 4.1.9. Neka je g : [a, b]→ D gladak put generisan Hamiltonijanom H. Neka su
St generixu�e funkcije od g(t). Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:
(i) ∂St

∂t
(x) je kvazi-autonoman

(ii) H(t, x) je kvazi-autonoman.

Dokaz. Uvex�emo definiciju da je funkcija K(t, z) (x−, x+)-kvazi-autonomna ako za
svako t va�i ‖Kt‖ = Kt(x+)−Kt(x−). Pokaza�emo da je ∂St

∂t
(x−, x+)-kvazi-autonomna ako

i samo ako je Ht (z−, z+)-kvazi-autonomna gde je z± = x± + 1
2
i∇Sa(x±).

(i) ⇒ (ii) Ho�emo da poka�emo da funkcija St(x) − Sa(x) dosti�e maksimum, odnosno
minimum u taqkama x+, odnosno x−. Integrale�i nejednakosti

∂St
∂t

(x+) >
∂St
∂t

(x),
∂St
∂t

(x−) 6
∂St
∂t

(x),

koje va�e za svako x, u granicama od a do t dobijamo to tvr�eǌe koje �e nam daǉe dati
da je ∇St(x±) = ∇Sa(x±) za svako t. Iz tvr�eǌa 4.1.6 zakǉuqujemo da je

∂St
∂t

(x±) = Ht(z±),
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i time dobijamo (ii).
(ii)⇒ (i) Opet nam tvr�eǌe 4.1.6 daje da va�i ‖∂St

∂t
‖∞ = ‖Ht‖∞ za svako t, pa je dovoǉno

pokazati da va�i:
∂St
∂t

(x±) = Ht(z±).

Uslov (ii) nam ka�e da postoje taqke u+, u− takve da je ϕtu± = z± za svako t ∈ [a, b].
Konkretno va�i ϕau± = z± = x±+ 1

2
i∇Sa(x±). Na osnovu definicije generixu�e funkcije

va�i x± = u±+z±
2

, pa je x± = u±+ϕtu±
2

za svako t. Dakle, x± + 1
2
i∇St(x±) = ϕtu± = z± za

svako t. Osobina (i) sada sledi direktno iz tvr�eǌa 4.1.6. �

Sada mo�emo da damo potpun opis geodezijskih na Ham(R2n, ω0).

Teorema 4.1.3. Neka je I ⊂ R povezan podskup sa nepraznom unutraxnox�u. Regularan
put γ : I → Ham(R2n, ω0) je geodezijska ako i samo ako je generisan kvazi-autonomnim
Hamiltonijanom.

Dokaz. Neka je γ : (−1, 1) → Ham(R2n, ω0) regularan put takav da je γ(0) = Id, i neka je
H(t, x) Hamiltonijan koji ga generixe. Slede�a dva tvr�eǌa su ekvivalentna:
(i) Postoji ε > 0 tako da je H|[−ε,ε]×R2n kvazi-autonoman.
(ii) Postoji ε > 0 tako da je g|[−ε,ε] minimalna geodezijska.
Iz ove ekvivalentnosti sledi tvr�eǌe teoreme. Izaberimo ε > 0 tako da g|[−ε,ε] pri-
pada D i neka je St generixu�a funkcija od g(t). Iz tvr�eǌa 4.1.8 sledi da je g|[−ε,ε]
minimalna geodezijska ako i samo ako Φ−1(g|[−ε,ε]) minimizira rastojaǌe u S, odnosno
ako je ∫ ε

−ε

∥∥∥∂St
∂t

∥∥∥dt = ‖Sε − S−ε‖.

A ovo tvr�eǌe je ekvivalentno tome da je H[−ε,ε]×R2n kvazi-autonomno u smislu tvr�eǌa
4.1.1 i tvr�eǌa 4.1.9. Ovim je kompletiran dokaz. �

4.2 Konjugovane taqke na geodezijskim

U ovom poglavǉu �emo izvesti varijacioni raqun geodezijskih na Ham(M,ω) koje imaju
neke dodatne osobine nedegenerisanosti, pri qemu je M proizvoǉna mnogostrukost.
Izvex�emo drugu varijacionu formulu, opisati konjugovane taqke i izvex�emo potre-
bne i dovoǉne uslove za C∞-lokalnu minimalnost takvih geodezijskih. Pokaza�emo
primerom nedegenerisanu geodezijsku koja nije lokalno minimalna u okolini svoje
prve konjugovane taqke.

4.2.1 Varijaciona teorija geodezijskih
Podsetimo se da je gladak put ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) generisan Hamiltonijanom H ∈
H(M) ako je ϕ(t)ϕ(0)−1 = gtH za svako t ∈ [0, 1], gde smo sa gtH oznaqili tok odgovaraju�eg
Hamiltonovog vektorskog poǉa ξtH koje zadovoǉava jednaqinu iξtHω = −dHt. Tako�e
znamo da Hamiltonova jednaqina u R2n ima oblik d

dt
gtH(x) = i∇Ht(g

t
H(x)) za svako x ∈ R2n.

Neka je ϕ : [0, 1]→ Ham(M,ω) gladak put i I ⊂ R interval koji sadr�i 0.
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Definicija 4.2.1. Za glatko preslikavaǌe Φ : I × [0, 1] → Ham(M,ω) ka�emo da je
varijacija od ϕ ako zadovoǉava slede�e uslove:
(1) Φ(0, t) = ϕ(t) za svako t ∈ [0, 1],
(2) Φ(ε, 0) = ϕ(0), Φ(ε, 1) = ϕ(1) za svako ε ∈ I.

Za svako ε ∈ I sa Φε �emo oznaqavati put Φε(t) = Φ(ε, t), t ∈ [0, 1] i sa L(ε) �emo oznaqa-
vati du�inu puta Φε: L(ε) = l(Φε).
I ako je preslikavaǌe Φ glatko, funkcija L : I → R je u opxtem sluqaju samo neprekidna.
Ipak, pri nekim dodatnim pretpostavkama nedegenerisanosti puta ϕ funkcija L �e
biti glatka. U prethodnom sekciji smo definisali kvazi-autonomne Hamiltonijane.
Sada �emo proxiriti taj pojam.

Definicija 4.2.2. Za funkciju H ∈ H(M) ka�emo da je nedegenerisani kvazi-autonomni
Hamiltonijan ako postoje dve taqke x+, x− ∈M takve da za svako t ∈ [0, 1] i svako x 6= x±
va�i H(t, x−) < H(t, x) < H(t, x+) i preslikavaǌe ∂2H

∂x2
(t, x±) je nedegenerisano za svako

t ∈ [0, 1].

Neka je H ∈ H(M) nedegenerisani kvazi-autonomni Hamiltonijan sa maksimumom i
minimumom u taqkama x+ i x−. Kako su x± fiksirane taqke toka gtH linearizovanu
Hamiltonovu jednaqinu u taqkama x± pixemo kao:

d

dt
(gtH)∗x± = C±(t)(gtH)∗x± , 0 6 t 6 1,

gde je C±(t) nedegenerisani linearni operator na tangentnom prostoru Tx±M za svako
t ∈ [0, 1]. Neka je V± prostor svih glatkih petǉi u Tx±M koje poqiǌu i zavrxavaju se
u 0:

V± = {v ∈ C∞([0, 1];Tx±M) | v(0) = v(1) = 0}.

Definisa�emo kvadratne forme Q± na V± sa:

Q±(v) = −
∫ 1

0

[ω(C−1
± v̇, v̇) + ω(v̇, v)] dt.

Neka je ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) gladak put koji je generisan nedegenerisanim kvazi-
autonomnim Hamiltonijanom i neka je Φ varijacija od ϕ. Za svako ε ∈ I, t ∈ [0, 1]
oznaqimo sa Hε Hamiltonijan koji generixe put Φε i sa x+(ε, t), x−(ε, t) oznaqimo taqke
maksimuma i minimuma od (Hε)t. Tada je:

L±(ε) = l±(Φε) =

∫ 1

0

Hε(t, x±(ε, t)) dt.

Za male vrednosti ε, prema teoremi o implicitnoj funkciji, taqke x±(ε, t) su jedin-
stveno definisane i glatko zavise od ε i t. Dakle, L± je glatka funkcija u okolini
0. Ako oko taqaka x± uvedemo standardne simplektiqke koordinate, diferenciraǌem
funkcije L± dobijemo:

L
′

±(ε) =

∫ 1

0

[
∇Hε(t, x±(ε, t))T

∂

∂ε
x±(ε, t) +

∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t))

]
dt.
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Za svako ε, t taqka x±(ε, t) je kritiqna taqka funkcije (Hε)t, odnosno va�i:

∇Hε(t, x±(ε, t)) = 0,

pa je

L
′

±(ε) =

∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t)) dt.

Diferenciraǌem prethodne relacije jox jedan put, dobijamo:

L
′′

±(ε) =

∫ 1

0

[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t))T

∂

∂ε
x±(ε, t) +

∂2Hε

∂ε2
(t, x±(ε, t))

]
dt.

Ako na�emo levi i desni izvod jednaqine ∇Hε(t, x±(ε, t)) = 0 dolazimo do jednakosti:

∇2Hε(t, x±(ε, t))
∂

∂ε
x±(ε, t) +∇∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t)) = 0.

Za male vrednosti ε matrica ∇2Hε(t, x±(ε, t)) je nedegenerisana, pa �e va�iti relacija:

∂

∂ε
x±(ε, t) = −[∇2Hε(t, x±(ε, t))]−1∇∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t))

a odatle

L
′′

±(ε) =

∫ 1

0

{
−
[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t))

]T
[∇2Hε(t, x±(ε, t))]−1∇∂Hε

∂ε
(t, x±(ε, t)) +

∂2Hε

∂ε2
(t, x±(ε, t))

}
dt.

Specijalno, za ε = 0, znaju�i da je x±(0, t) = x± za svako t ∈ [0, 1], dobijamo:

L
′

±(0) =

∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

dt

L
′′

±(0) =

∫ 1

0

{
−
[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

]T
[∇2H(t, x±)]−1∇(

∂Hε

∂ε
(t, x±))

∣∣
ε=0

+
∂2Hε

∂ε2
(t, x±)

∣∣
ε=0

}
dt. (6)

Lema 4.2.1. Za fiksirano ε integral funkcije ∂Hε
∂ε

je konstantan na svakoj orbiti toka
gtHε: ∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, gtHε(x)) dt = k(ε)

za svako x ∈ M . Specijalno, ako je M otvorena mnogostrukost tada va�i k(ε) = 0 za
svako ε.

Dokaz. Za svako ε �emo definisati glatku funkciju na M sa kompaktnim nosaqem:

Fε(x) = Sε(x)−
∫ 1

0

Hε(t, g
t
Hε(x)) dt+

∫ 1

0

H(t, gtH(x)) dt.

Ovde je Sε(x) simplektiqka povrxina odM generisana svim putevima gtHδ(x) za 0 6 δ 6 ε:

Sε(x) =

∫
D

f ∗xω,
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gde je D = [0, ε]× [0, 1] ⊂ R2 i fx(δ, t) = gtHδ(x). Ako je simplektiqka forma taqna tada je
Fε(x) = A(x,Hε)−A(x,H) gde je A(x,H) funkcional dejstva koji odgovara Hamiltonijanu
H:

A(x,H) =

∫ 1

0

g∗xλ−H(t, gx(t)) dt,

ω = dλ i gx(t) = gtH(x).
Koriste�i Stoksovu formulu i Hamiltonovu jednaqinu dobijamo da va�i dFε = 0.
Kako je M povezana mnogostrukost Fε �e biti konstantna funkcija, pa je:

∂Fε
∂ε

(x) = −
∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, gtHε(x)) dt.

Ako je M otvorena mnogostrukost tada je Fε = 0 zbog uslova normalizacije. �

Tvr�eǌe 4.2.1. Neka je ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) gladak put generisan nedegenerisanim
kvazi-autonomnim Hamiltonijanom. Tada je za svaku varijaciju Φ od ϕ funkcija
du�ine L glatka u okolini nule i va�i L

′
(0) = 0.

Dokaz. Znamo da va�i jednakost

L
′

±(0) =

∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

dt.

Prema prethodnoj lemi desna strana je jednaka k(0) i u sluqaju L
′
+(0) i u sluqaju L

′
−(0),

pa je L
′
(0) = L

′
+(0)− L′−(0) = 0. �

Definicija 4.2.3. Koriste�i prethodno tvr�eǌe, puteve ϕ koji zadovoǉavaju uslove
ovog tvr�eǌa mo�emo da vidimo kao ekstremale funkcionala du�ine. Takve puteve
nazivamo nedegenerisanim geodezijskim na Ham(M,ω).

Tvr�eǌe 4.2.2. Neka je ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) nedegenerisana geodezijska na Ham(M,ω)
i Φ varijacija od ϕ. Tada je drugi izvod funcije du�ine L dat sa:

L′′(0) = Q+(v+)−Q−(v−)

gde su v± ∈ V± definisani sa:

v±(t) =
d

dε

[
Φ(ε, t)ϕ(0)−1(x±)

]∣∣
ε=0

, t ∈ [0, 1].

Dokaz. Diferenciraǌem relacije
∫ 1

0

∂Hε

∂ε
(t, gtHε(x)) dt = k(ε) iz leme 4.2.1 dobijamo da

za svako x ∈M va�i:∫ 1

0

[
∇∂Hε

∂ε
(t, gtHε(x))T

d

dε
gtHε(x) +

∂2Hε

∂ε2
(t, gtHε(x))

]
dt = k′(ε).

Specijalno, za ε = 0 i x = x± dobijamo:∫ 1

0

∂2Hε

∂ε2
(t, x±)

∣∣
ε=0

dt = −
∫ 1

0

[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

]T
v±(t) dt+ k′(0)
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gde je

v±(t) =
d

dε

[
Φ(ε, t)ϕ(0)−1(x±)

]∣∣
ε=0

=
d

dε
gtHε(x±)

∣∣
ε=0

.

Koriste�i formulu (6) za L′′±(0) dobijamo:

L′′±(0) = −
∫ 1

0

{[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

]T ·[∇2H(t, x±)
]−1 ·

[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

]
+

+
[
∇∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

]T
v±(t)

}
dt+ k′(0).

Iz Hamiltonove jednaqine d
dt
gtHε(x) = i∇Hε(t, gHε(x)), x ∈M dobijamo:

v̇±(t) =
d

dε

( d
dt
gtHε(x±)

)∣∣∣
ε=0

= i
[
∇2H(t, x±)v±(t) +∇

(∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

)]
.

Uvedimo dodatnu oznaku B±(t) = ∇2H(t, x±). Primetimo da je B±(t) = B±(t)T . U datim
oznakama je

∇
(∂Hε

∂ε
(t, x±)

∣∣
ε=0

)
= −iv̇±(t)−B±(t)v±(t)

i daǉe

L′′±(0) =−
∫ 1

0

[
(−iv̇± −B±v±)TB−1

± (−iv̇± −B±v±) + (−iv̇± −B±v±)Tv±
]
dt+ k′(0)

=−
∫ 1

0

[
v̇T±iB

−1
± iv̇± + v̇T±iv±

]
dt+ k′(0)

=−
∫ 1

0

[
〈iB−1

± iv̇±, v̇±〉+ 〈iv̇±, v±〉
]
dt+ k′(0).

U naxim oznakama je C±(t) = iB±(t) i

L′′±(0) =−
∫ 1

0

[
ω(C−1

± v̇±, v̇±) + ω(v̇±, v±)
]
dt+ k′(0)

=Q±(v±) + k′(0).

Na kraju dobijamo
L′′(0) = L′′+(0)− L′′−(0) = Q+(v+)−Q−(v−)

xto je i trebalo pokazati. �

Vidimo da drugi izvod funkcije du�ine zavisi samo od petǉi v+ i v−. Varijaciju
Φ od ϕ �emo nazvati netrivijalnom ako bar jedna od petǉi v± nije identiqki jednaka
nuli.

4.2.2 Konjugovane taqke
Oznaqimo sa H1 ⊂ H(M) podskup svih Hamiltonijana koji generixu petǉe u Ham(M,ω):

H1 = {H ∈ H(M) | g1
H = Id}.

Ispostavǉa se da se svaka dovoǉno mala petǉa u M mo�e predstaviti kao orbita
nekog Hamiltonovog toka koji spaja identitet sa samim sobom.
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Lema 4.2.2. Neka je x0 taqka sa mnogostrukosti M i neka je U neka ǌena okolina.
Pretpostavimo da je v : [0, 1]→M gladak put koji zadovoǉava uslov v(0) = v(1) = x0. Ako
je v dovoǉno blizu trivijalnoj petǉi u x0, u C1-topologiji, tada postoji Hamiltonijan
H ∈ H1 takav da je supp(H) ⊂ [0, 1] × U i gtH(x0) = v(t) za svako t ∈ [0, 1]. Dodatno, H
mo�emo odabrati tako da zavisi glatko od v i da trivijalnoj petǉi v ≡ x0 odgovara
nula Hamiltonijan H ≡ 0. Na kraju, u nekoj standardnoj okolini od x0 koja ne zavisi
od U , takva funkcija H je data izrazom:

H(t, x) = −〈iv̇(t), x〉+
1

2

∫ 1

0

〈iv̇, v〉 dτ.

Dokaz. Kako ova lema va�i lokalno, koriste�i Darbuovu teoremu, mo�emo pret-
postaviti da je (M,ω) standardni simplektiqki prostor (R2n, ω0). Tra�eni Hamil-
tonijan �emo konstruisati u dva koraka.
1. korak: Neka je V ograniqena okolina taqke x0 koja zadovoǉava uslov V ⊂ U . Izabe-
rimo ψ ∈ C∞0 (R2n) tako da je ψ|V = 1 i supp(ψ) ⊂ U . Definiximo H̃(t, x) = −ψ(x)〈iv̇(t), x〉.
Neka je V1 povezana okolina od x0 takva da je V 1 ⊂ V . Pretpostavimo da petǉa v zado-
voǉava uslov max

t∈[0,1]
‖v̇(t)‖ 6 dist(V1,R2n\V ), gde je sa dist oznaqena razdaǉina dva skupa,

dist(A,B) = inf
a∈A,b∈B

‖a − b‖. Tada za svaku taqku x ∈ V1 va�i: gt
H̃

(x) = x − x0 + v(t), za

svako t ∈ [0, 1]. Orbita od x0 dobijena dejstvom toka koji je generisan sa H̃ je petǉa v.
Vidimo da je unutar V1 1-preslikavaǌe g1

H̃
jednako identitetu.

2. korak: Ako je izvod v̇ mali onda je simplektomorfizam g1
H̃

blizu Id u C1-metrici
pa se mo�e predstaviti kao sredǌa vrednost neke generixu�e funkcije S (prethodni
paragraf). Linearna deformacija St = tS, t ∈ [0, 1], daje izotopiju izme�u Id i g1

H̃
u

Ham(M,ω) Svaka od ovih funkcija St je generixu�a funkcija za neki difeomorfizam
koji �emo oznaqiti sa gt

Ĥ
, t ∈ [0, 1]. Sada gt

Ĥ
, t ∈ [0, 1], mo�emo da vidimo kao tok nekog

Hamiltonijana Ĥ. Va�i g1
H̃

= g1
Ĥ
. U povezanoj okolini V1 taqke x0 preslikavaǌe g1

H̃
se poklapa sa Id, pa je tu generixu�a funkcija S konstantna. Kako je x0 fiksna taqka
preslikavaǌa g1

H̃
va�i ∇S = 0 u taqki x0 pa je u toj taqki i ∇St = 0 za svako t ∈ [0, 1].

Odnosno, x0 �e biti fiksna taqka izotopija gt
Ĥ
za 0 6 t 6 1. Hamiltonijan

H(t, x) = H̃(t, x)− Ĥ(t, gt
Ĥ
◦ (gt

H̃
)−1(x))

koji generixe tok gtH = gt
H̃
◦ (gt

Ĥ
)−1 zadovoǉava uslove H ∈ H1, supp(H) ⊂ [0, 1] × U i

gtH(x0) = v(t) za t ∈ [0, 1]. H zavisi glatko od v i ako je v ≡ x0 tada je H ≡ 0.
Ho�emo da vidimo kako izgleda H blizu taqke x0. Rekli smo da je generixu�a funkcija
S konstantna na V1. Koriste�i Hamilton-Jakobijevu jednaqinu (prethodni paragraf):

∂St
∂t

(x) = Ĥt(x+
1

2
i∇St(x)), x ∈ R2n

zakǉuqujemo da se za svako t ∈ [0, 1] funkcija Ĥt poklapa sa S u V1 pa je tu i konstantna:
Ĥ(t, x) = C, x ∈ V1.
Fiksirajmo sada okolinu V2 od x0 takvu da je V 2 ⊂ V1. Pretpostavimo da v zadovoǉava
uslov max

t∈[0,1]
‖v̇(t)‖ 6 dist(V2,R2n\V1). Tada za svako x ∈ V2 va�i: H(t, x) = −〈iv̇(t), x〉 − C.
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Va�i H̃(t, x) = −〈iv̇(t), x〉 jer je d
dt
gt
H̃

(x) = v̇(t) i i · ∇H̃(t, x) = v̇(t).
Da bismo izraqunali vrednost C posmatrajmo funkcional dejstva:

A(x) =

∫
gtH(x)

λ−
∫ 1

0

H(t, gtH(x)) dt, x ∈M

gde je λ primitivna forma simplektiqke forme ω. Pokazano je nakon definicije 4.1.5
da ova funkcija ne zavisi od puta gtH, ve� zavisi samo od fiksne taqke i preslikavaǌa
g1
H koje je u ovom sluqaju jednako Id. Dakle, A(x) je jednako 0, pa je:∫

gtH(x)

λ =

∫ 1

0

H(t, gtH(x)) dt za svako x ∈M .

Za x = x0 integral na levoj strani predstavǉa simplektiqku povrxinu petǉe v∫
gtH(x0)

λ = −1

2

∫ 1

0

〈iv̇, v〉 dt.

Integrale�i funkciju H po t u taqki gtH(x0) dobijamo da je −1
2

∫ 1

0
〈iv̇, v〉 dt = −

∫ 1

0
〈iv̇, v〉 dt−

C, odnosno

C = −1

2

∫ 1

0

〈iv̇, v〉 dt

qime je dokaz kompletiran. �

Definicija 4.2.4. Za Hamiltonijan H koji zadovoǉava uslove prethodne leme ka�emo
da je specijalan.

Lema 4.2.3. Za svaku datu petǉu v± ∈ V± postoji varijacija Φ od ϕ koja zadovoǉava
uslov:

d

dε
[Φ(ε, t)ϕ(0)−1(x±)]|ε=0 = v±(t), t ∈ [0, 1].

Dokaz. Odaberimo glatku familiju petǉi vε± : [0, 1]→M koje zadovoǉavaju uslove:

vε±(0) = vε±(1) = x±, v0
±(t) = x±,

d

dε
vε±(t)|ε=0 = v±(t)

za svako t, ε. Prema lemi 4.2.2 za ε u nekoj okolini od 0 postoji glatka familija
Hamiltonijana Hε

± ∈ H1 takva da je

gtHε
±

(x±) = vε±(t), H0
± ≡ 0, supp(Hε

+) ∩ supp(Hε
−) = ∅

za svako t, ε. Neka je Hε = Hε
+ + Hε

− i definiximo Φ(ε, t) = gtHε ◦ ϕ(t). Φ je tra�ena
varijacija od ϕ. �

Definicija 4.2.5. Neka je ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) nedegenerisana geodezijska. Za taqku
τ ∈ [0, 1] ka�emo da je konjugovana taqka geodezijske ϕ ako u jednoj od taqaka x+, x−
linearizovani tok [ϕ(t)ϕ(0)−1]∗ ima nekonstantnu zatvorenu orbitu za t = τ . To u
stvari znaqi da je gτH∗ξ = ξ za neki tangentni vektor ξ 6= 0, gde je {gtH} tok Hamiltonovog
vektorskog poǉa, a gtH∗ linearizovani tok na Tx+M i Tx−M .
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Teorema 4.2.1. Neka je ϕ nedegenerisana geodezijska. Pretpostavimo da linearizovani
tok [ϕ(t)ϕ(0)−1]∗ u taqkama x+, x− nema nekonstantnih zatvorenih orbita za t 6 1. Tada
je za svaku netrivijalnu varijaciju od ϕ drugi izvod funkcije du�ine L′′(0) pozitivan.
Ako u nekoj taqki, x+ ili x−, ovaj tok ima nekonstantnu zatvorenu orbitu za neko t < 1
onda postoji varijacija od ϕ takva da je L′′(0) negativno.

Dokaz. Prema tvr�eǌu 4.2.2 drugi izvod funkcije du�ine u taqki 0 ima oblik

L′′(0) = Q+(v+)−Q−(v−)

gde je v±(t) = d
dε

[Φ(ε, t)ϕ(0)−1(x±)]|ε=0, t ∈ [0, 1].
Pretpostavimo da linearizovani tok [ϕ(t)ϕ(0)−1]∗ u taqkama x+, x− nema nekonstantnih
zatvorenih orbita za t 6 1. Ho�emo da poka�emo da je L′′(0) > 0 za svaku netrivijalnu
varijaciju Φ. Dovoǉno je proveriti da li va�e nejednakosti Q+(v+) > 0 i Q−(v−) < 0
za svaku nenultu petǉu v± ∈ V±. Pokaza�emo da va�i prva nejednakost. Kako je Q+

homogena funkcija na V+, nejednakost Q+(v) > 0 va�i za svako v ∈ V+\{0} ako i samo
ako je trivijalna petǉa v̂ ≡ 0 striktno lokalni (a time i globalni) minimum od Q+.
To mo�emo zapisati kao:

Q+(v) =

∫ 1

0

L(t, v(t), v̇(t)) dt→ min, v(0) = v(1) = 0. (7)

Ovde je L kvadratna forma promenǉivih v, v̇:

L(t, v, v̇) = −ω(C+(t)−1v̇, v̇)− ω(v̇, v).

Ojler-Lagran�eva jednaqina ima oblik d
dt

[−2C+(t)−1v̇(t) + v(t)] = −v̇(t) ili d
dt

(C−1
+ v̇) =

v̇ i oqigledno v̂ je rexeǌe ove jednaqine. Za svako t izvod Lv̇v̇ = −2ω(C+(t)−1·, ·) je
pozitivno definitna kvadratna forma na Tx+M . Kako je Lagran�ijan L kvadratiqan
Jakobijeva i Ojler-Lagran�eva jednaqina su identiqne. Nakon integracije dobijamo
C−1

+ v̇ = v + Const. Oznaqavaju�i w = v + Const dobijamo C−1
+ ẇ = w ili ẇ = C+w. Ovo

je linearizovana Hamiltonova jednaqina u taqki x+. Po naxoj pretpostavci za svako
τ ∈ [0, 1] ne postoji nekonstantno rexeǌe koje zadovoǉava graniqni uslov w(0) = w(τ).
Dakle, Jakobijeva jednaqina nema nenulto rexeǌe koje zadovoǉava graniqne uslove
v(0) = v(τ) = 0. Znaqi, zatvoreni interval [0, 1] ne sadr�i konjugovane taqke. Prema
teoremi varijacionog raquna (videti [10]) v̂ jeste striktni minimum ekstremalnog
problema (7) qime smo pokazali naxe tvr�eǌe.
Sada pretpostavimo da tok [ϕ(t)ϕ(0)−1]∗ u taqki x+ ima nekonstantnu zatvorenu orbitu
za t < 1. Kao i malo pre, to implicira da otvoreni interval (0, 1) sadr�i konjugovane
taqke pa v̂ nije minimum ekstremalnog problema (7). Dakle postoji v ∈ V+ tako da je
Q+(v) < 0. Neka je Φ varijacija od ϕ takva da je:

d

dε
[Φ(ε, t)ϕ(0)−1(x)] =

{
v(t), x = x+

0, x = x−
.

Ovakva varijacija postoji na osnovu leme 4.2.3. Tada je:

L′′(0) = Q+(v) < 0
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qime je dokaz zavrxen. �

Iz ove teoreme sledi da nedegenerisana geodezijska koja sadr�i unutraxǌe konjugovane
taqke mo�e da se skrati malom varijacijom. Ako radimo sa autonomnom geodezijskom
ta varijacija mo�e da se konstruixe na prirodan naqin.

Tvr�eǌe 4.2.3. Neka je ϕ nedegenerisana geodezijska generisana autonomnim Hamil-
tonijanom. Pretpostavimo da za neko τ ∈ (0, 1) linearizovana Hamiltonova jednaqina
u taqki x+ ima nekonstantno rexeǌe w koje zadovoǉava graniqni uslov w(0) = w(τ).
Tada petǉa v ∈ V+ definisana sa v(t) = w(τt) − w(0), t ∈ [0, 1], daje negativnu vrednost
funkcije Q+: Q+(v) < 0.

Dokaz. Prema pretpostavci, w zadovoǉava jednaqinu ẇ(t) = C+w(t), a kako je Hamil-
tonijan autonoman C+ ne zavisi od vremena. Tada je:

Q+(v) =−
∫ 1

0

[
ω(C−1

+ v̇(t), v̇(t)) + ω(v̇, v(t))
]
dt

=−
∫ 1

0

[
τ 2ω(C−1

+ ẇ(τt), ẇ(τt)) + τω(ẇ(τt), w(τt)− w(0))
]
dt

=−
∫ 1

0

[
τ 2ω(w(τt), ẇ(τt)) + τω(ẇ(τt), w(τt)− w(0))

]
dt

=(τ 2 − τ)

∫ 1

0

ω(ẇ(τt), w(τt)) dt+ τ

∫ 1

0

ω(ẇ(τt), w(0)) dt.

Zbog graniqnih uslova na w drugi qlan je jednak 0, pa je

Q+(v) = (τ 2 − τ)

∫ 1

0

ω(C+w(τt), w(τt)) dt < 0

jer je forma ω(C+·, ·) pozitivno definitna. �

4.2.3 C∞-lokalna minimalnost geodezijskih
Neka je ϕ : [0, 1] → Ham(M,ω) gladak put. Ovaj put mo�emo da vidimo kao element
prostora C∞([0, 1]; Ham(M,ω)) na kome imamo C∞-topologiju. Neka je data okolina U
od ϕ u C∞([0, 1]; Ham(M,ω)). Ka�emo da je varijacija Φ : I × [0, 1] → Ham(M,ω) od ϕ
C∞-bliska ϕ ako za svako ε ∈ I put Φε pripada okolini U .

Definicija 4.2.6. Ka�emo da je ϕ lokalno minimalna na Ham(M,ω) ako za svaku var-
ijaciju Φ koja je C∞-bliska ϕ (za neku okolinu) va�i l(Φε) > l(ϕ) za svako ε ∈ I.

Neka je ϕ nedegenerisana C∞-lokalno minimalna geodezijska na Ham(M,ω). Drugi
izvod funkcije du�ine je nenegativan, pa prema teoremi 4.2.1 put ϕ nema unutraxǌih
konjugovanih taqaka. Pod dodatnim pretpostavkama va�i i obrnuto, xto �emo videti
u teoremi 4.2.2.
Neka je Φ : I × [0, 1] → Ham(M,ω) varijacija nedegenerisane geodezijske ϕ koja nema
konjugovanih taqaka. Sada �emo varijaciju Φ predstaviti kao kompoziciju dva glatka
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preslikavaǌa ψ, χ : I × [0, 1] → Ham(M,ω), Φ(ε, t) = χ(ε, t) ◦ ψ(ε, t), gde kompozicija na
desnoj strani predstavǉa kompoziciju Hamiltonovih difeomorfizama. ψ �e biti va-
rijacija od ϕ koja �e zadovoǉavati dodatni uslov:

ψ(ε, t)ϕ(0)−1(x±) = ψε(t)ψε(0)−1(x±) ≡ x±.

To znaqi da �e svaki od puteva ψε biti generisan kvazi-autonomnim Hamiltonijanom
koji ima taqke minimuma i maksimuma u x±. Kako je taj Hamiltonijan nedegenerisan za
ε = 0, to je Hamiltonijan koji generixe ϕ, onda �e i Hamiltonijani koji generixu ψε
biti nedegenerisani za neko ε > 0. Svaki od puteva χε je petǉa u Ham(M,ω) koja poqiǌe
i zavrxava se u Id. Petǉe χε su bliske trivijalnim petǉama pa su na osnovu leme
4.2.2 generisane specijalnim Hamiltonijanom. Definiximo operatore C±(t), t ∈ [0, 1],
i funkcionale Q± na isti naqin kao na poqetku ove sekcije.

Lema 4.2.4. Va�i: l±(Φε) = l±(ψε) + 1
2
Q±(v±) +O(

∫ 1

0
|v̇±|3 dt).

Dokaz. Put Φε = χε ◦ ψε je generisan Hamiltonijanom L(t, x) = K(t, x) + H(t, (gtK)−1(x))
gde je K specijalan Hamiltonijan koji generixe χε. Koriste�i Tejlorovu formulu
mo�emo da pixemo

H(t, x) = H(t, x±) +
1

2
(x− x±)TB±(t)(x− x±) +O(|x− x±|3),

gde je B±(t) = ∇2H(t, x±).
Kako je K specijalan Hamiltonijan u okolini taqke x± je dat izrazom

K(t, x) = −〈iv̇±(t), x〉+
1

2

∫ 1

0

〈iv̇±, v±〉 dτ,

gde je v±(t) = gtK(x±), t ∈ [0, 1]. Blizu x± va�i (gtK)−1(x) = x+ x± − v±(t) pa je:

L(t, x) = −〈iv̇±(t), x〉+ 1

2

∫ 1

0

〈iv̇±, v±〉 dτ+H(t, x±)+
1

2
(x−v±(t))TB±(t)(x−v±(t))+O(|x−v±(t)|3)

i
∇L(t, x) = −iv̇±(t) +B±(t)(x− v±(t)) +O(|x− v±(t)|2).

Oznaqimo sa x̂±(t) taqku ekstremuma od Lt blizu x±.Kako je gradijent od Lt jednak 0 na
x̂±(t), mo�emo pisati x̂±(t) = v±(t) +B−1

± iv̇±(t) +O(|v̇±(t)|2) i

L(t, x̂±(t)) = H(t, x±) +
1

2
〈iB±(t)−1iv̇±(t), v̇±(t)〉 − 〈iv̇±(t), v±(t)〉+

1

2

∫ 1

0

〈iv̇±, v±〉 dτ +O(|v̇±(t)|3).

Dakle,

‖L‖± = ‖H‖± +
1

2

∫ 1

0

〈iB−1
± iv̇±, v̇±〉 dt−

1

2

∫ 1

0

〈iv̇±, v±〉 dt+O
(∫ 1

0

|v̇±|3 dt
)

ili

l±(Φε) = l±(ψε) +
1

2
Q±(v±) +O

(∫ 1

0

|v̇±|3 dt
)

qime je lema dokazana. �
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Teorema 4.2.2. Nedegenerisana geodezijska ϕ bez konjugovanih taqaka je C∞-lokalno
minimalna u Ham(M,ω).

Dokaz. U dokazu �emo koristiti oznake iz ove sekcije i dokaza prethodne leme. Po
naxoj pretpostavci ϕ je nedegenerisana geodezijska bez konjugovanih taqaka. I ψ i
χ zavise neprekidno od Φ u C∞-topologiji, pa ako je Φ C∞-blisko ϕ onda je za svako
ε ∈ I ψε tako�e nedegenerisana geodezijska. Dodatno, mo�emo pretpostaviti da okolina
U , koju smo koristili u definiciji lokalno minimalne geodezijske, ne zavisi od v±.
Mo�emo u datim koordinatama U identifikovati sa otvorenim podskupom u R2n, i
tangentni prostor Tx±M mo�emo identifikovati sa R2n. Sada nam je Q± prirodno
definisano za sve petǉe na U .
Svaki put ψε je nedegenerisana geodezijska. Ako fiksiramo neko ε0 ∈ I i na tu
geodezijsku primenimo tvr�eǌe 4.2.1, pri qemu varijaciju krive ψε0 qine krive ψε,
ε ∈ (ε0− δ0, ε0 + δ0), dobijemo da je Lψ(ε)′|ε=ε0 = 0 odnosno l(ψε) = l(ϕ) za svako ε ∈ I. Kako
ϕ ne sadr�i konjugovane taqke mo�emo pretpostaviti da ni jedan od puteva ψε ne�e
sadr�ati konjugovane taqke.
Fiksirajmo sada ε ∈ I i posmatrajmo put Φε = χε ◦ ψε. Ho�emo da poka�emo da je
l(Φε) > l(ψε) = l(ϕ). Prema teoremi 4.2.1 va�i Q+(v) > 0 i Q−(v) 6 0 za sve petǉe v u
R2n. Va�i i jaqe, za neko ε > 0 va�i�e nejednakost Q+ > εE(v) i Q−(v) 6 −εE(v), gde je

E(v) =

∫ 1

0

|v̇|2 dt

energija od v. Zaista, za γ koje je dovoǉno blisko Id Hamiltonijan γH tako�e zado-
voǉava pretpostavke teoreme 4.2.1. Posmatraju�i

Q̃±(v) = −
∫ 1

0

[
ω(γ−1C−1

± v̇, v̇) + ω(v̇, v)
]
dt

dobijamo Q̃+(v) > 0 i Q̃−(v) 6 0 odakle prethodne nejednakosti i slede. Koriste�i
lemu 4.2.4 zakǉuqujemo da za petǉe v+, v− koje su dovoǉno male u C1-normi va�i
l+(Φε) > l+(ψε), l−(Φε) 6 l−(ψε). Dakle, ako je Φ C∞-blizu ϕ tada je l(Φε) > l(ψε) xto
smo i hteli da poka�emo. �

Ovu teoremu mo�emo da formulixemo i na drugaqiji naqin: svaki segment nedegener-
isane geodezijske pre prve konjugovane taqke je C∞-lokalno minimalan u Ham(M,ω).
Ako ϕ ima konjugovanu taqku u t = 1 onda nixta ne mo�emo re�i. U ovom sluqaju ϕ
mo�e biti C∞-lokalno minimalna ali i ne mora. Vide�emo oba sluqaja u naredna dva
primera u kojima posmatramo standardnu simplektiqku ravan (R2, ω).

Primer 4.2.1. Da�emo primer geodezijske koja je C∞-lokalno minimalna i koja ima
konjugovanu taqku u t = 1.
Neka je h : [0,+∞→ R) glatka funkcija koja za neko R > 0 zadovoǉava uslove:

h′(0) = 0, h′′(0) = −2π

0 6 h(r) < h(0), |h′(r)| < 2πr, r > 0

h(r) = 0, r > R
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Odaberimo dve taqke x+, x− ∈ R2 takve da je |x+ − x−| > 2R i definiximo autonomni
Hamiltonijan H sa H(x) = h(|x−x+|)−h(|x−x−|). Pa�ǉivim izborom funkcije h mo�emo
obezbediti glatkost od H u taqkama x+, x−. Put ϕ generisan Hamiltonijanom H ima
osobine navedene na poqetku primera.

Primer 4.2.2. Prvo �emo konstruisati nedegenerisanu geodezijsku ϕ sa konjugovanom
taqkom u t = 1 tako da postoji netrivijalna varijacija od ϕ koja ostavǉa ǌenu du�inu
fiksnom. Nakon toga �emo malom izmenom te geodezijske dobiti nedegenerisanu geodez-
ijsku ϕ̃ koja ima konjugovanu taqku u t = 1 i koja nije C∞-lokalno minimalna u
Ham(R2, ω).
Neka je H autonomni Hamiltonijan na R2 sa kompaktnim nosaqem i neka ima jedin-
stveni maksimum i minimum u taqkama x+, x−. Pretpostavimo da u blizini taqaka x±
Hamiltonijan ima oblik

H(x) = H(x±)∓ π|x− x±|2.

Tada je Hamiltonov tok od H linearan u okolini x± i ǌegove orbite su koncentriqne
kru�nice sa centrom u x±. Odatle zakǉuqujemo da je put ϕ u Ham(R2, ω) generisan sa
H nedegenerisana geodezijska koja ima konjugovanu taqku u t = 1. Sada �emo za svako
ε ∈ R posmatrati petǉe vε± u R2 definisane sa

vε±(t) = x± + ε(e∓2πit − 1), 0 6 t 6 1.

Neka je Kε specijalan Hamiltonijan koji generixe petǉe vε+, v
ε
−. Prema definiciji

specijalnog Hamiltonijana, funkcija Kε je u nekoj okolini od x±, koja ne zavisi od ε,
data izrazom:

Kε(t, x) = −〈iv̇ε±(t), x〉+
1

2

∫ 1

0

〈iv̇ε±, vε±〉 dτ.

Za svako ε Hamiltonijan Lε(t, x) = Kε(t, x) + H(t, (gtKε)
−1(x)) generixe tok gtLε = gtKε ◦

gtH, i na taj naqin familija Hamiltonijana Lε definixe varijaciju Φ geodezijske
ϕ. Oznaqimo sa xε±(t) taqke ekstremuma od (Lε)t u blizini x±. Primetimo da va�i
relacija:

xε± = vε±(t)∓
iv̇ε±(t)

2π
. (8)

Dakle va�i:

Lε(t, x
ε
±(t)) = H(x±) +

1

4π
|v̇ε±(t)|2 − 〈iv̇ε±(t), vε±(t)〉+

1

2

∫ 1

0

〈iv̇ε±, vε±〉 dτ

i

‖Lε‖± =

∫ 1

0

Lε(t, x
ε
±(t)) dt = ‖H‖± ±

1

4π
E(vε±) + S(vε±)

gde smo sa E oznaqili energiju a sa S simplektiqku povrxinu petǉi u R2. Naqin na
koji smo definisali petǉe vε± nam daje da je E(vε±) = ∓4πS(vε±). Dakle ‖Lε‖± ≡ ‖H‖±
ili l(Φε) = l(ϕ) pa je Φ netrivijalna varijacija od ϕ koja ne meǌa ǌenu du�inu.
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Posmatrajmo sada autonomni Hamiltonijan H̃ koji ima jedinstveni maksimum i mini-
mum u istim taqkama x+, x− kao i H i za neko δ > 0 zadovoǉava relacije:

H̃(x±) = H(x±), ∇2H̃(x±) = ∇2H(x±),

H̃(x) < H(x), 0 < |x− x+| < δ,

H̃(x) > H(x), 0 < |x− x−| < δ.

Kako se Hesijani od H i H̃ poklapaju u x±, nedegenerisana geodezijska ϕ̃ generisana
sa H̃ tako�e ima konjugovanu taqku u t = 1. Oqigledno ϕ̃ ima istu du�inu kao i ϕ.
Familija Hamiltonijana

L̃ε(t, x) = Kε(t, x) + H̃(t, (gtKε)
−1(x))

definixe varijaciju Φ̃ od ϕ̃. Va�i L̃ε(t, v
ε
±(t)) = Lε(t, v

ε
±(t)) za svako t ∈ [0, 1]. Ako je ε

dovoǉno malo tada �e u nekoj okolini od x+ va�iti L̃ε(t, x) < Lε(t, x) za svako t ∈ [0, 1],
x 6= vε+(t) i u nekoj okolini od x− �e va�iti L̃ε(t, x) > Lε(t, x) za svako t ∈ [0, 1], x 6= vε−(t).
Iz (8) sledi da se za svako t ∈ [0, 1] taqke xε±(t) i vε±(t) razlikuju. Dakle:

L̃ε(t, x
ε
+(t)) < Lε(t, x

ε
+(t)) = max

x∈R2
Lε(t, x),

L̃ε(t, x
ε
−(t)) > Lε(t, x

ε
−(t)) = min

x∈R2
Lε(t, x).

Zakǉuqujemo ‖L̃ε‖+ < ‖Lε‖+, ‖L̃ε‖− > ‖Lε‖− pa je l(Φ̃ε) < l(Φε) = l(ϕ) = l(ϕ̃) za svako ε 6= 0.
Dakle, geodezijska ϕ̃ nije C∞-lokalno minimalna u Ham(M,ω).

Osnovna razlika izme�u ova dva primera je u ponaxaǌu Hamiltonijana blizu ǌe-
govih taqaka ekstremuma: funkcija H̃ definisana u prethodnom primeru br�e opada
nego odgovaraju�i kvadratiqni Hamiltonijan, dok Hamiltonijan u prvom primeru ima
sporiji pad u odnosu na kvadratiqni.

4.3 Asferiqne mnogostrukosti

Definicija 4.3.1. Asferiqne mnogostrukosti su zatvorene mnogostrukosti M za koje
je π2(M) = 0.

Na daǉe �emo pretpostaviti da je M asferiqna mnogostrukost. U ovom poglavǉu �emo
upore�uju�i Hoferovu metriku na prostoru Hamiltonovih difeomorfizama i pros-
toru Lagran�evih podmnogostrukosti do�i do zakǉuqka da postoji difeomorfizam u
Ham(M,ω) koji se ne mo�e spojiti minimalnom geodezijskom sa identiqnim preslika-
vaǌem.
Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost. Posmatrajmo simplektiqku mno-
gostrukost (M × M,−ω ⊕ ω). Dijagonala 4 = {(x, x)| x ∈ M} ⊂ M × M je zatvorena
Lagran�eva podmnogostrukost. Posmatrajmo glatku familiju α = {Lt}, t ∈ [0, 1], La-
gran�evih podmnogostrukosti tako da je svako Lt difeomorfno sa 4. Ka�emo da je α
taqan put koji spaja L0 i L1, ako postoji glatko preslikavaǌe Ψ : 4× [0, 1] → M ×M
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tako da je za svako t, Ψ(4×{t}) = Lt i va�i Ψ∗(−ω×ω) = dHt∧dt za neku glatku funkciju
H : 4× [0, 1]→ R. Hoferova du�ina taqnog puta α je definisana sa

l(α) =

∫ 1

0

{
max
x∈4

H(x, t)−min
x∈4

H(x, t)
}
dt.

Lako se proverava da je ovako definisana du�ina dobro definisana. Oznaqimo sa
L(M×M,4) prostor svih Lagran�evih podmnogostrukosti od M×M koje se sa 4 mogu
spojiti taqnim putem. Za dve Lagran�eve podmnogostrukosti L1, L2 ∈ L(M × M,4)
definixemo Hoferovo rastojaǌe ρ sa: ρ(L1, L2) = inf l(α) gde je infimum uzet po svim
taqnim putevima na L(M ×M,4) koji spajaju L1 i L2.

Teorema 4.3.1. Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost za koju je π2(M) =
0. Tada postoji familija {ϕt}, t ∈ [0,+∞), u Ham(M,ω) i konstanta c tako da va�i:

1. d(Id, ϕt)→∞ kad t→∞,

2. ρ(graph(Id), graph(ϕt)) = c.

Skica dokaza. Potpun dokaz ove teoreme se mo�e na�i u radu Jarona Ostrovera, [9], a
mi �emo eksplicitno konstruisati difeomorfizme ϕt iz prethodne teoreme.
Posmatrajmo otvoren skup B ⊂ M . Pretpostavimo da postoji Hamiltonov difeomor-
fizam h takav da je h(B) ∩B = ∅. Malom perturbacijom preslikavaǌa h mo�emo pret-
postaviti da su sve fiksirane taqke od h nedegenerisane. Neka je F (t, x), gde x ∈ M ,
t ∈ [0, 1], Hamiltonova funkcija takva da je F (x, t) < c0 za svako x ∈ M\B, t ∈ [0, 1].

Neka je F i normalizovan za svako t,
∫
M

F (t, ·)ωn = 0. Definiximo familiju ϕt = hft,

gde je {ft} Hamiltonov tok generisan sa F (t, x). Ovako definisani difeomorfizmi ϕt
zadovoǉavaju uslove prethodne teoreme. �

Koriste�i ovu teoremu mo�emo da izvedemo neke algebarske osobine grupe Hamiltono-
vih difeomorfizama. Utapaǌe grupe Ham(M,ω) u L(M ×M,4) nije izometrija. Mini-
malan put izme�u dva grafika Hamiltonovih difeomorfizama u L(M ×M,4) mo�e da
pro�e kroz taqne Lagran�eve podmnogostrukosti koje nisu grafici ni jednog Hamilto-
novog difeomorfizma. Tako�e, kao posledicu ove teoreme, vidimo da grupa Ham(M,ω)
zatvorene simplektiqke mnogostrukosti za koju je π2(M) = 0 ima beskonaqan dijametar
u odnosu na Hoferovu metriku.

Lema 4.3.1. Neka je Θ : 4× [0, 1]→M ×M taqna Lagran�eva izotopija u L(M ×M,4)
i neka je Φ : M ×M →M ×M Hamiltonov difeomorfizam. Tada je;

l{Θ} = l{Φ ◦Θ}.

Za svako L1, L2 ∈ L(M ×M,4) va�i: ρ(L1, L2) = ρ(Φ(L1),Φ(L2)).

Iz ove leme sledi da Hamiltonovi difeomorfizmi dejstvuju kao izometrije na prosto-
ru (L(M ×M,4), ρ).
Sada �emo posmatrati taqnu izotopiju Lagran�evih utapaǌa Ψ : 4× [0,∞)→M ×M ,
Ψ(x, t) = (x, ϕt(x)). Oznaqi�emo sa Lt = Ψ(4×{t}) grafik preslikavaǌa ϕt = hft u M×M .
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Tvr�eǌe 4.3.1. Za svako t ∈ [0,∞) postoji Hamiltonova izotopija {Φs}, s ∈ [0, t], od
M ×M , takva da je Φs(L0) = Ls za svako s i da je Φs(4) = 4.

Skica dokaza. Bi�e objaxǌeno kako se konstruixe izotopija {Φs} a detaǉan dokaz se
mo�e na�i u [9]. Iz definicije preslikavaǌa ϕt sledi da je Fix(ϕt) = Fix(h) za svako t.
Dakle, Lt seqe dijagonalu 4 u istim taqkama za svako t. Kako smo pretpostavili da su
sve fiksne taqke od h nedegenerisane Lt �e transverzalno se�i dijagonalu. Postoja�e
simplektiqka identifikacija male cevaste okoline od Ls u M ×M , neko Us, i cevaste
okoline nultog seqeǌa u kotangentnom raslojeǌu T ∗Ls, neko Vs. Postoja�e i neki re-
alni brojevi δs = δ(s, Us) tako da va�i Ls′ ⊂ Us za svako s′ za koje je |s′−s| 6 δs. Skupovi
Is = (s− δs, s+ δs) ∩ [0, 1] �e qiniti otvoreno pokrivaǌe intervala [0, t] pa �e postojati
konaqno potpokrivaǌe [0, t] = ∪ni=1Isi. Oznaqimo skup S = {s1 < . . . < sn} i pretpostavimo
da je Isj ∩ Isj+2

= ∅. Za svako s ∈ S sa H̃s oznaqimo Hamiltonove funkcije H̃s : Us → R
takve da odgovaraju�i Hamiltonovi tokovi xaǉu Ls u Ls′ za s′ ∈ Is i ostavǉaju di-
jagonalu invarijantnom. Glatkim spajaǌem Hamiltonovih tokova na preseku Isj ∩ Isj+1

dobijamo Hamiltonovu izotopiju {Φs}. �

Iz ovog tvr�eǌa i prethodne leme zakǉuqujemo da familija {ϕt}, t ∈ [0,∞), zado-
voǉava drugi uslov teoreme 4.3.1 gde je konstanta c = ρ(4, L0).

Teorema 4.3.2. Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost za koju je π2(M) =
0. Tada postoji Hamiltonov difeomorfizam ϕ ∈ Ham(M,ω) koji se ne mo�e spojiti sa
identitetom minimalnom geodezijskom.

Dokaz. Ve� smo definisali familiju difeomorfizama {ϕt} koja zadovoǉava uslove
teoreme 4.3.1. Pokaza�emo da za neko t0 ne postoji minimalna geodezijska koja spaja
ϕt0 i identiqno preslikavaǌe.
Pretpostavimo suprotno, za svako t postoji minimalna geodezijska u Ham(M,ω) koja
spaja identitet sa ϕt. Fiksirajmo neko t0 ∈ [0,∞). Tada postoji Hamiltonov put
α = {fs}, s ∈ [0, 1], u Ham(M,ω) takav da je:

dt0 := d(Id, ϕt0) = l(α).

Iskazano u terminima Lagran�evih podmnogostrukosti, Ψ = {graph(fs)}, s ∈ [0, 1], je
taqan put u M ×M koji spaja dijagonalu sa graph(ϕt0). Prema tvr�eǌu 4.3.1 postoji
Hamiltonova izotopija Φ takva da je za svako t, Φt(graph(ϕt0)) = graph(ϕt) i Φt(4) = 4.
Odabra�emo t1 dovoǉno blizu t0 da bismo obezbedili da nam Φt1(graph(fs)), s ∈ [0, 1] bude
grafik nekog Hamiltonovog puta γ u Ham(M,ω). Grafik Hamiltonovog puta γ = {φt} je
familija utapaǌa slike od M u M ×M koje se definixe sa (x, t) 7→ (x, φt(x)). Tvrdimo
slede�e:

dt1 6 l(γ) = l(graph(γ)) = l(graph(α)) = l(α) = dt0 .

Utapaǌe f 7→ graph(f) quva Hoferovu du�inu a iz leme 4.3.1 zakǉuqujemo l{graph(α)} =
l{graph(γ)}. Pokazali smo da za svako t0 postoji ε > 0 tako da ako je |t − t0| 6 ε tada
je dt 6 dt0. Kako je dt neprekidna funkcija zakǉuqujemo da je ona i konstantna. Sa
druge strane prema teoremi 4.3.1 va�i dt = d(Id, ϕt)→∞ kad t→∞. Time smo dobili
kontradikciju pa pretpostavka na va�i. �



Literatura

[1] A. Banyaga Sur la structure du groupe des difféomorphismes qui préservent une forme symplec-
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