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STACIONARNI RAVANSKI LAMINARNI GRANICNI SLOJ NENJUTNOVSKE
TEENOSTI SA STEPENOM REOLOSKOM JEDNACINOM STANJA

Pregled upotrebljenih oznaka:

Tij - tenzor napona,

- pritisak,

- kronekerov delta simbol,

é,. - tenzor brzine deformisanja,

. — tenzor deformacije,

Y = brzina deformisanja jednodimenzionog struianja

T - tangencijalni napon jednodimenziocnog strujanja

k - koeficijent konzistencije stepene tednosti?¥ _

n - parametar nenjutnovskog ponasSanja stepene teénosti,

x,y - uobiajene koordinate grani&nog sloja,

u,v - projekcije brzine u pravcima x i y osa,

t - vreme,

p - gustina tecnosti.,

v - brzina na spoljasnjoj granici grani¢nog sloja,

X,YstsNseess = kao donji indeks oznadavaju parcijalni
izvod po odnosnoj promenljivoj,

u - zadati profil brzine u nekom odredjenom preseku gra-
ni¢&nog sloja x = x_,

(o)
strujna funkcija,

< €
{

-~ konstanta (= %)'

'V, ‘= brzina jednolike struje u beskona&nosti,

Lo -~ karakteristi&na duZina tela,

Re - uopSten Rejnoldsov broj za stepenu teénost,
6* = debljina istiskivanja grani¢nog sloja,

¥

Napomena: U ovom radu, nenjutnovske tednosti sa stepenom
reoloSkom jedna¢inom stanja, odnosno te&nosti
sa stepenom zavisno$éu tenzora napona od tenzo-
ra brzine deformisanja, zvade se kratko stepene
tednosti.
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§** - debljina gubitka impulsa grani¢nog sloja,
£ - parametar oblika grani¢nog sloja stepene te&nosti
(fafl)p

L - LagranZeva gustina,
- funkcional, akcioni integral.

-

Pregled ostalih oznaka je dat u samom tekstu.
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Zbog sve Sire primene novih materijala u tehni-
ci (preradjevine nafte, polimeri, plasti&ne mase itd.),

a takodje i zbog povecanog interesa za izufavanje struja-
nja razli¢itih neprekidnih sredina (krv, limfa itd.), u
sadasnje doba, sve vecdi znadaj dobija proufavanje zakoni-
tostli formiranja reolosSkih jedna¢ina stanja i zakona kre-
tanja raznih nenjutnovskih te&nosti.

Ako se od reologa preuzme veé formiran matematid-
ki model te&nosti, onda se prouCavanjem strujanja nenjutnov-
skih te&nosti dolazi do fundamentalnih informacija, o osobi-
nama tih tednosti u kretaniu

Jedna¢ine kretanja nenjutnovsklh te¢nosti je mogu-
e rediti samo u najprostijim sluéajevima strujanja. Kod pro-
utavanja strujanja nenjutnovske te&nosti, kao i kod proudava-
nja strujanja njutnovskih te&nosti, javlja se hipoteza grani&-
nog sloja, kao vrlo perspektivna i plodna metoda za resavanije
¢itavog niza problema hidrodinamike.

U ovom radu ¢e se izuCavati stacionarni laminarni
ravanski grani¢ni sloj nenjutnovske te&nosti sa stepenom reo-
loskom jedhaéinom stanja
| n-1
+k‘l e \ 2 éij-

ij 2 ®ms®sm

‘Tijg‘ -pé.

U prvom delu rada bice izvedena univerzalna dife-
rencijalna jednadina takvih grani&nih slojeva, re3ide se jed-
noparametarsko pribliZenje univerzalne jednadine i to reSenije
primeniti na konkretne probleme. U drugcii delu rada, bic¢e da-
ta pribliZna metoda za resSavanje ovih grani¢nih slojeva, koja-
je zasnovana na varijacionom principu Hamiltonovog tipa za ove
grani&ne SIOjeve. I ona ¢e se primeniti na konkretne probleme
strujanja stepene te&nosti. '
| U primerima, koji ¢e biti reSeni, teZiste proudava-
nja bide u posmatranju uticaja parametara reolodke jednadine
stanja stepene teénoéti, na karakteristidne velidine grani&nog
sloja (tac¢ka odvajanja, debljina grani&nog sloJa, koeficijent

trenja, itd.).

e st



1.1 UVODNA RAZMATRANJA

Pri proucavanju strujanja te&nosti, kako njutnov-
skih, tako i nenjutnovskih, najveéu te3koéu predstavlija re-
Zavanje nelinearnih diferencijalnih jednadina kretanja. Za
razliku od diferencijalaih jednadina kretanja njutnovske ted-
nosti, gde se nelinearnost javljala samo preko inercionih &la-
nova u diferencijalnim jednadinama kretanja, kod nenjutnovskih
tec¢nosti, sile viskoznog trenja imaju takodje nelinearan karak-
ter. Nelinearnost viskoznih sila trenja, jo$ viSe otefava reSa-
vanje diferencijalnih jednadina kretanja nenjutriovskih te&nos-
ti.

Strujanje nenjutnovskih tedénosti, kroz cevi i kanale,
je prou¢avano u radovima [36-_\, [35], [6} i [2] . U pomenutim ra-~
dovima je dobijena uopStena formula Poaselja za pad pritiska u
cevi. Dobro poklapanje teorijskih rezultata iz ovih radova
se eksperimentalnim je bilo vaZno sa stanovista opravdanosti
reoloskih jedna¢ina stanja odgovarajuéih nenjutnovskih te&nosti.

‘ Poznato je, da je hipoteza grani¢nog sloja prvobitno
formulisana za proucavanje strujanja njutnovskog fluida. Kasni-
je je ona primenjena i na dinamiku sledeéih reoloskih modela
nenjutnovske tednosti: viskoplasti&nog materijala, Eyringovog
fluida, stepene te&nosti i "izvesne" klase nenjutnovskih fluida.

U radu [?{1 su date jednac¢ine grani¢énog sloja Eyringo-
vog fluida i proudavana sliéna reSenja tih jédnaéina. U radu
[}i} je primenjena hipoteza granicnog sloja na viskoplastic¢an
materijal, ali nije resSen ni jedan konkretan problem. "Izvesna"
klasa nenjutnovskih grani&nih slojeva teé&nosti,koja je defini-
sana sledefom vezom tenzora napona i tenzora brzine deformisa-
nja

Tij=_PGij+uleij+u2eikekj+"3eikeksesj+"'""'
gde su Wy (i=1, 2, 3,....), konstantne karakteristike fluida,
je prouavana u radu [?i]. U tom radu su date jednadine granidé-
nog sloja i ispitana sli&na reSenja tih jedna&ina, 'a takodje
- nije resSen ni jedan konkretan sluaj strujanja.
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. 0d svih reolo$kih modela nenjutnovske teénosti, hi-
poteza grani&nog sloja je najviSe koriséena pri prou€avanju
strujanja stepene tecnosti, pre svega zbog toga, 5to je reo-
lo3ka jednadina stanja stepenih teé&nosti prili¢no jednostav-
na, a ona istovremeno obuhvata Siroku klasu realnih ted&nosti.
Diferencijalne jednaéine grani¢nog sloja stepene te&nosti iz-
veo - je Showalter1l960. godine u radu [33] . Ispitivanja, pri
kojim spoljasnjim potencijalnim strujanjima postoje slidna
reSenja jednadina grani&nog sloja stepene te&nosti, vr¥ena
su u radovima [33], [243 i [3]. Numerifka reSenja diferenci-
jalne jednac¢ine sli&nih reSenja, za slufaj spoljasnje potenci-
jalne brzine oblika V = mem, postoje samo u monografiji [3]

i tozam=o; %; 1. Granic¢ni sloj stepene te&nosti na rav-
noj plodi je proufavan u radovima {17], |16}, Y.IS] i [3].
Strujanje ovih te&nosti u okolini zaustavne talke je reSeno
u [17] i [3], a grani¢ni sloj na ravnoj plo¢i pri ravnomernom
usisivanju grani&nog sloja u radu [3]. ReSenja za dvodimenzio-
no strujanje stepene tefnosti u mlazu postoje u radovima [3],
[_25] i [26]. U raqu_Z?a je eksperimentalno prouc¢avano strujanje
stepene te&nosti u grani&nom sloju oko sfere, a u [3] je raz-
matran jedan jednostavan problem nestacionarnog graniénog
sloja iste te&nosti. U radu [7] Djordjevié je dao metodu
Gortlera [15] i metodu Lojcjanskog [1] za ove granic¢ne slo-
jeve, ali on nije resio ni jednu diferencijalnu jedna&inu tih
metoda, a samim tim ni jedan konkretan primer strujanja stepe-
ne te&nosti. -

| PribliZne metode za reSavanje graniénog sloja stepe-
ne tednosti su razvijane u radovima (31], [-_16] ' [_18] ,124], [31, _
[_28] i [20]. U radu [181 je metodom Karman-Pohlhauzena, sralu-
nat grani¢éni sloj na ravnoj ploé¢i. Poredjenjem svojih rezultata
sa onim iz rada \—}7—], autori rada [18] izvlacde zakljutak da su
rezultati Karman—-Pohlhauzenove metode za grani&ni sloj stepene
te&nosti vrlo skromni. Na osnovu njihovih rezultata vidi se da
je pribliZna integral'na metoda primenljiva sa zadovoljavajucom
tednoséu samo na nenjutnovske stepene te&nosti vrlo bliske njut—
novskoj te¢nosti. U radu [31] je metodom Karman-Pohlhauzena



sratunat grani&ni sloj stepene te&nosti u pravom kanalu. U
radu [?é] je preneta varijanta Holsteina i Bohlena Ci] inte-
gralne metode njutnovskog grani¢nog sloja na graniéni sloj
stepene tednosti. Iznenadjujuéi je zakljufak tog rada da se
ta metoda moZe primeniti samo za ogranidenu oblast stepenog
reolo3kog zakona; naime za n { 1 za ravansko strujanje i za
0,7356 { n { 1 pri osnosimetrifnom strujanju. U tom radu je
analiziran graniéni sloj na sferi, pri femu je pokazano da
se sa porastom parametra n reoloske jednadine stanja stepene
teCnosti tacka odvajanja grani¢nog sloja pomera uzvodno.
Acrivos je u radu [}é} dao jednu pribliZnu metodu za odredji-
vanje tacdke odvajanja granicénog sloja stepene te&nosti i tan-
gencijalnog napona na telu proizvoljnog oblika. Treba napome-
nuti da je ta metoda bila prvobitno razvijena za njutnovsku
te&nost [}i} i da je za taj sluCaj dala vrlo dobre rezultate.
Metoda Acrivosa, pri razmatranju grani&nog sloja stepene tel-
nosti na ravnoj plo&i i u okolini zaustavne tadke takodje je
dala odli¢ne rezultate, ali nije Sire primenjivana na razno-
vrsnije probleme ovih graniénih slojeva. PribliZna metoda
‘-Lojcjanskog {§il + 2za re3avanje stacionarnog grani¢nog sloja
njutnovske tednosti, je u monografiji [il uopS8tena za srafuna-
vanje grani¢nog sloja stepene te&nosti. Ovom metodom u monogra-
fiji [i] , nije reSen ni jedan konkretan problem, pa o afikas-
nosti i tadnosti te metode ne moZe nista da se kaZe. U 1970
godini Dorfman i VisSnjevski su u radu [2&] dali jednu pribliZ-
nu metodu za proradun ovih grani¢nih slojeva, zasnovanu na li-
nearizaciji diferencijalnih jednadina pomocu sli&nih resenija.
Autori ponovo nisu resSili ni jednu diferencijalnu jednadinu
te metode, ni jedan primer, pa se ni o toj metodi ne moZe nista
viSe reci. |

Na osnovu navedene literature iz teorije granid&nog
sloja nenjutnovske stepene teénosti vidi se da se dobijeni re-
zultati, sem onih u radu [?él + odnose na sli&na reSenja ovih
granidnih slojeva. Sli¥na re3enja ovih grani&nih slojeva nisu
detaljno prouena kao 8to je to sludaj kod grani&nih slojeva:
njutnovske te&nosti. Takoreéi sve metode, koje su razvijane u
teoriji grani&nog sloja njutnovske te&nosti, mogu se formalno
preneti i na graniéne slojeve stepene te&nosti. O njihovoj efi-
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kasnosti i tafnosti ne moZe se ni¥ta refi sve dok se tom me-
todom ne proudi klasa konkretnih problema i razmoiri realnost
dobijenih rezultata. Pri formalnom prenoSenju neke metode nju-
tnovskog grani&nog sloja na nenjutnovski, nema nekih veéih
teskoda. Tefkofe se pojavljuju kada se pristupi reSavanju di-
ferencijalnih jednad¢ina te metode. Recimo metoda Karman—-Pohl-
hauzena je pokazala svoju ogranidenost primene na granilne slo-
jeve stepene tefnosti samo za odredjeni inter#al parametra n
reolodke veze stepene tednosti, zato $to su se u diferencijal-
nojjednadini- te metode neolekivano pojavile singularne tadke

i onemoguéili njeno resSavanje.

Diferencijalne jednacine grani¢nog sloja stepene
tednosti sadrZe parametar n reoloSke jednadine stanja stepene
tednosti. On se iz njih ne moZe eliminisati,; pa je te jednadi-
ne potrebno resavati za razne vrednosti tog parametra.

Osnovni zadatak ovog rada, bide prouCavanie kretanja
stepene teénosti u grani&nom sloju na telima proizvolinog obli-
ka. Detaljna resSenja razlic¢itih konkretnih problema dade nam
predstavu o fizic¢kim osobinama grani€nog sloja nenjutnovske
stepene te¢nosti. Ovaj rad je teorijskog karaktera, ali fe se
u njemu naéi i konkretnih rezultata potrebnih praktidaru.

Treba jo$ da se napomene da su dosada3nji rezultati
postignuti u teoriji grani®nog sloja stepene te&nosti vrlo
skromni u odnosu na rezultate kojim je raspoliagala teorija gra-
ni&nog sloja njutnovske teénosti oko 194¢c. godine.

1.2 KLASIFIKACIJA NENJUTNOVSXIH TECNOSTI

Klasi&na mehanika viskozne nestisljive izotropne
te&nosti, zasniva se na Njutnovoj hipotezi da je tenzor napo-
na direktno proporcionalan tenzoru brzine deformisanja. Tak-
va te¢nost tzv. njutnovska, je svestrano proufavana sa meha-
nidke tadke gledista. U njutnovske tecnosti se ubrajaju svi
gasovi i tednosti niske molekularne teZine. Kod njutnovskih
te&nosti koeficijent proporcionalnosti izmedju tenzora napona
i tenzora brzine deformisanja je u opStem sluc¢aju funkcija tem-—
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perature i pritiska, ali se u najvedem broju sludajeva moZe
opravdano usvojiti da je on konstantan.

Medjutim, mnos$tvo realnih fluida (emulzije, sus-
penzije, plasti¢ne mase, itd.), pokazuju pri svom kretanju
nelinearnu anomalnu viskoznost i joS mnoge osobine (plastié&-
nost, visoku elasti¢nost, itd.), koje njutnovska te&nost nije
imala. Prouavanje anomalnih te&nosti spada u oblast reologi-
je.

Osnovni zadatak reologije predstavlja formiranje re-
oloZke jednagine stanja materije, tj. uspostavljanja funkcio-

nalne zavisnosti tenzora napona Ty tenzora deformacije eij’

- 4
i tenzora brzine deformisanja éij.JUspostavljanje 8to realni-
je reolosSke jednadine stanja neke telnosti je vaZno, jer se

tek na osnovu jedne takve stvarne reoloske veze moZe dodi do
korektnih jednadina kretanja te te&nosti, tj. do uopitenih
Navije-Stoksovih jednadina. _

Realne nenjutnovske teCnosti, s& ne mogu obuhvatiti
jednom univerzalnom reoloSkom jedna&inom stanja, zato postoji
dosta raznovrsnih jednac¢ina stanja, tzv. modela nenjutnovskih
tednosti. Svaka od tih jednaina stanja sadrZi izvestan broj
empirijskih parametara, koji se odredjuju u zavisnosti od fi-
zilkih osobina deformisanog stanja tec¢nosti, (napon, gradijent
brzine) i od termodinamic¢kih karakteristika (pritisak, tempera-
tura, sastav itd.). Stvarno ponaSanje materijala, okarakterisa-
nno je éitavim nizom osobina, pa je svaki reolosSki model izves-
na idealizacija realnog ponaSanja te&nosti pri kretanju.

f Postoji visSe klasifikacija nenjutnovskih sistema. Sve
te klasifikacije su uslovne i u izvesnoj meri proizvolijne. Naj-
jednostavnija je klasifikacija Dodga [37] , koji je izvr#io
podelu nenjutnovskih te&nosti prema karakteru krive tedenja,
tj. prema obliku jednadine T4 Tij(éij)' pri Zemu je sve
nenjutnovske tecnosti podelio na tri osnovne grupe:

1. Viskozne tednosti, kod kojih brzina deformisanja
u makojoj tacki predstavlja neku funkciju samo ::od napona.. de-
formisanja u toj tadki. ,

2. Materijali kod kojih veza izmedju napona i brzine
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deformisanja zavisi i1 od vremena dejstva napona ili od pret-
hodndg stanja materijala.
| 3. Materijali koji poseduju i svojstva elasticénog
tela i tednost.

1. VISKOZNE TECNOSTI

U ovoj grupli se razlikuju sledeci Sistemi:

a/ Njutnovska telnost sa linearnom krivom tede-

nja,.

ObeleZimo sa u projekciju brzine jednodimenzionog
strujanja u éravcu X ose, a sa y popre&nu koordinatu. Onda
je brzina deformisanja ovog strujanja

du

V=T (1.1)

Odgovarajuca reolo3ka jednacina stanja glasi

ST = MY, (1.2)

pri &emu dinamic¢ki koeficijent viskoznosti u ne zavisi od
brzine deformisanja Y.

b/ Vviskoplasti&no telo (Bingamovo telo).

Kriva telenja za te materijale je predstavljena
pravom linijom, koja preseca osu napona deformisanja na ras-
tojaniju Ty od njenog podetka. Velidina Ty, nazvana grani-
com telenja, karakteriSe plastifna svojstva materijala. Te-
genje Bingamovog tela je moguée samo ako tangencijalni na-
poni postanu veéi od Ty.

Reoloska jednadina stanja Bingamovog tela ima ob-

1lik -
_— = P . - y . .
iy pdi3 {up \}l . ' } 5 (1.3)
N7 ®m®mk

pri :

%(Tij.Tji)>T§,

e..= o Fi E(T, ieTa.)<T2 (1.4)

ij P 2 115791 Ty .



‘ Ovde Jje up plasti¢na viskoznost i kao kod njutnov-
ske teénosti ona ne zavisi od tenzora napona i tenzora brzine
deformisanja. |

Mnoge te&nosti su po svom ponafanju vrlo bliske Bim~
gamovom telu. To su naprimer glinasti rastvori, paste, kreme,
pulpe, vodene suspenzije oksida urana i torija itd. Brojne
vrednosti za parametre T, i T_ nekih Bimgamovih tela mogu se

Y P
naéi u monografiji [i].

¢/ Anomalno-viskozni sistemi.

Ovi sistemi su okarakterxisani krivom tecéenja koja
prolazi kroz koordinatni poletak i koja nema oblik prave lini-
je. U zavisnosti od oblika krive tedenja u ravni 1,y razliku-
jemo dva tipa anomalno-viskozne tecCnosti. Tefnosti kod kojih

: 2 2
je g;% < o0 nazivaju se pseudoplastiCne,a one sa é—% > o dila-
ay : ay

tantne. Reoloska jednalina stanja anomalno-viskozne tedénosti
moZe se dati u obliku

3

T =Ua-Y1 ' (1.5)

gde efektivna viskoznost My, zavisi od tenzora brzine defor-
misanja. Efektivna viskoznost u, se kod pseudoplasti&nog
strujanja smanjuje, a kod dilatantnog povedava sa porastom
brzine deformisanja. Kriva tedenja anomalno-viskoznih te&no-
sti ima linearan karakter pri malim brzinama deformisanja,
tj. tada se materijal ponas$a kao njutnovska te&nost. Efektiv-
na viskoznost u toj oblasti brzina deformisanja se naziva:
"viskoznost pri nultoj deformaciji". Kriva tecenja anomalno-
viskozne te&nosti ima linearan karakter i pri vrlo velikim
brzinama deformisanija. _

Skoro sve anomalno-viskozne telnosti se sastoje
iz dve 1ili viZe komponenti 1li faza. U obi&noj EBematsko]
predstavi, jedna od faza se naziva neprekidnom sredinom, a
druga se sastoji iz diskretnih &estica.

Dilatantne te&nosti, su obi&no suspenzije sa znat-
nim sadrZajem inertne &vrste faze, ili inertnih diskretnih
destica. Pri manjim brzinama deformisanja te&na faza igra



ulogu maziva i smanjuje trenje Cestice o Cesticu. Naponi su
u tom sludaju mali. Pri velikim brzinama deformisanja rav-
nomerna raspodela &vrste faze u te¢noj se narudava, a dimen-
zije tecne faze se povefavaju. Tada tednost gubi svoju ulogu
maziva za &vrstu fazu, $to dovodi do znati.og trenja Cestica
medju sobom i do velikog porasta napona trenia.

Postoli nekoliko razlic¢itih £izidkih ovjadnjenja
modela pseudoplasti&ne tednosti, vezanih za proufavanje mikro-
reologije ovih tefnosti. 2bog razliditosti ovih objasnjenja iz-
gleda da ni jedno nije jo¥ potpuno opravdano i wealno [3], (2]}

(6] .

lagane su izmedju ostalih i sledefe empirijske jednadine sta-

Za anomalno-viskozne pseudopliasti&ne tednosti pred-

nja:

Prandtl

T = A arc sin (%)' | (1.6)
Eyring

T = % + ¢ sin (%), (1.7)
Powell-Eyring

T = Ay+B arc sh(cy), (1.8)
Williamson

T = %‘:—T_:.(— +HLY . (1.9)

Ovde su A, B, ¢ i y_reolodki koeficijenti, koji se odredju-

ju za svaku konkretnu tecnost.
Model Elisa definisan je slededom jedna&inom

a=-1
. . . - z » . )
T35= PO g luirugle e nl T ey (1.10)

odnosno '
v o= Cegrvylc|F e, (1.11)
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Iz reoloske jednaéine stanja Elisa (1.l1l0), koja sadrZi tri
parametravui, “5 i o, dobija se za a = 1 njutnovska tedlnost.
zakon (l.lo) sadrZi u sebi i dilatantnu te&nost (a>1l) i

pseudoplastiénu (a<l).

Model Rajner-rFilipova odredjen jednadinom

CHgTHy,

O

(1.12)

Ti4= P8 4 lugt ©ij

2
l+o,5|rkm.rmk|/10

sadrZzi tri parametra U u i T koji se posebno odredjuiu

'
za pojedine telnosti. ©
Vrednosti parametara u{, ug.i 6, odnosno 3, %5
i Va Elisovog modela i HorHe i To modela Rajner - Filipova
mogu se naéi za neke konkretne te&nosti u monografiji (3].
Model Ostvalda (stepena tecnost) odredien jeéna-

¢inom n-1

. l"ﬁ—

€. - (1.13)

— L.

Tij
definiSe takozvanu stepenu anomalno-viskoznu tedénost [é].
Reolo3ki model anomalne-viskozne stepene tenosti je inte-
resantan, jer je sa matematic¢ke strane relativno jednosta-
van, a istovremeno obuhvata Siroku klasu realnih tecdnosti.

Sto je te&nost manje tedna, to je koeficijent
konzistencije teénosti, parametar k, vefi. Drugi parametar
jednadine (1.13) n pokazuje stepen nenjutnovskog ponafanija
tenosti. Zan = 1 iz (1.13) se dobija reolofki model njut-
-novske ted&nosti. Efektivna viskoznost stepene te&nosti se
definisSe izrazom '

n-1
w=k|3é .8 | 2 o (1.14)

Za n<l se efektivna viskoznost ua'smanjuje sa porastom
brzine deformisanja a za n>l povedava. Ranije je redeno, da
se anomalno viskozne tefnosti na osnovu te osobine efektiv-~
ne viskoznosti dele na pseudoplasticne i dilatantne. Za
n<l stepena.teénost je pseudoplasti¢éna a za n>1l dilatantna.
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Stepeni zakoni, sa promenljivim eksponentom se ne
sreéﬁ samo u reologiji,nego se Cesto javlijaju i u eksperimen-
talnoj hidrodinamici i termodinamici. Oni su vrlo pogodni
zbog svoje opStosti i jednostavnosti, ali istovremeno imaju
izvesnih nedostataka koji ogranifavaju njihovu primenu.Efek-
tivna viskoznost (1.14) pri malim brzinama deformisanja teZi
nuli za n>1l a za n<l beskona¢nosti. Eksperimenti pokazuju da
se kod realnih te&nosti tako ekstremni rezultati ne pojavlju-
ju. To govori da se u rezultate srafunavanja grani¢nog sloja
u blizini granice granic¢nog sloja i u blizini prednje kxriti&-
ne tadke, gde je éij’* o, moZe opravdano sumnjati. Zbog toga
postoje i miSljenja pojedinih autora, koja ne govore u prilog
stepenog zakona, kao na primer Reiner—-a u radu [}é}.

Za stepeni zakon je takodje pokazano da on ne moZe
dobro da interpretira osobine vrlo viskoelasti¢nih materijala
ili materijala koji poseduju Wajzenbergov efekf (}i}. ‘

U opsStem slucaju kod realne telnosti parametyi k i
n su funkcije od temperature, poloiaja.pa Cak i od tenzora
brzine deformisanja. Predpostavidemo da k i n ne zavise cd
poloZaja, .To je mogude uc¢initi, uvek kad je oblast strujanja
stepene tednosti ogranifena. Kako je pri razmatranju nekog
- problema oblast promene brzine deformisanja takodje ocgrani-
Cena, to se moZe uzeti da k i n ne zavise ni od tenzora brzi-
ne deformisanja. Ako temperaturske razlike za vreme strujania,
ne prelaze'30 - 50° onda se mo¥e usvojiti da parametri k i n
ne zavise od temperature, kao Sto je to obrazloZeno u Cﬂ.

U ovom radu e se smatrati da su uvek ispunjeni po-
menuti uslovi pri kojim su parametri k i n konstantni.

Parametri k i n se odredjuju eksperimentalno. Opis
eksperimenata pri odredjivanju karakteristika nenjutnovskih
tednosti i odgovarajud¢ih viskozimetara mogu se nadi u [}é},
Bal , [21), [23], [6], (2] i¢a.

' U sledeéoj tablici date su, na osnovu [i], vrednosti
konstanti k i n za neke stepene tednosti,



— --*i\.-“ -

Toblreca [
Koncen d-z:g ax. K
Stepera tecdnosi ~fracfa| ofgr’ n Kos?
Y% | s m?
Lepak od Stirka 154 + ~ | 0952|0003
—_— 201 | _~ | 0926 | 0004
—_] — 289 | _~ | 0794|0035
Vodeni rastvor KMC® | 009 |10%10" 072 | 0044
—_l]— 022 | 10-10% 079 | 0os1
— ] — ~{]- 10°10° 0,63 | 0302
—]— 035 [10%10%| 0,66 | 9259
—l— —— | 10°10°| 058 | 0429
Pulpa za hartiju 40 | ~ | 0575|2002
Napalm u keroziau 10,0 / 05201 4,28
Kredno testo 230 7~ | o178 | 743
Rastvorvogd(::ne u 330 _~ | o | 72
Pasleor cemerivag, | 9 |~ |asss | 251
Smesa Ment 4 | e | o | | 7

- *KMC - karboksimetilceluloza
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Sem tednosti 1z tablice 1, koje se ponasaju kao
stepene, postoji jo$ niz drugih teénosti (polietilen,poli-
stirol, te&ni pleksiglas, polistirol-kaufuk, itd.), &ije
se ponaSanje moZe predstaviti izrazom (1.13).

Iako se zna da mnoge dvofazne sredine poseduju
osobine dilatantnih stepenih te¢nosti, ipak za njih ima
relativno malo eksperimentalnih rezultata. Razlog za to,
je nepostojanje pogodnih viskozimetara za merenje karakte-
ristika tih tec¢nosti.

‘ Na slici 1, je prikazan oblik krivih tedenja
1=t (Y) za razne reoloske modele nenjutnovskih te¢nosti,
prema kojima je Dodge i izvrsSio klasifikaciju.

Slika br 1

ReolosSke jednac¢ine stanja nenjutnovskih ted&nosti
mogu se predstaviti po Rajneru i Rivlinu [23], modelom uop=-
Ztene nenjutnovske nestiSljive izotropne tec&nosti.

Tij=_paij+uleij+u2eimemj' , (1.15)

gde je My < efektivna viskoznqst deformabilnog telenja, a
Ugy koeficijent popre&ne viskoznosti.
Koeficijenti My i Uy Su u opS$tem slud¢aju funkcije
od invarijanti I;, I, 1 I3 tenzora brzine deformisanja.
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Invarijanta Il

I,= éii' (1.16)

odredjuje brzinu relativnog povecanja zapremine tednosti.
Za nesti3ljivu teCnost je I;= o.
Invarijanta I2 je data u obliku

IZ= eij eji' (1.17)
dok je invarijanta 13 definisana izrazom

I3= emi'eis'esm' q . (1.18)

Za izotropnu nestisljivu sredinu I, predstavlja
disipativnu funkciju, a I3 karakterise viskgzne efekte,
pri zapreminskom tecenju sredine.

Za nestisljiv fluid viskoznosti 1'% i uy, su funkci-
je samo od invarijanti I2 i I3. O parametru Uy i o uticaju
invarijante 13 na u; malo se zna. Eksperimentalni rezultati
iz rada [zil,dobijeni pri ispitivanju strujanja karboksime-
tilceluloze oko sfere, pokazuju da je uticaj I3 na koefici-
jent Wy vrlo mali, a da se poprefna viskoznost Uy moZe ta-
kodje zanemariti. Za takva strujanja su stepena reolosSka
veza i1 Elisov model vrlo bliski stvarnoj krivi te&enja.

Ako se, na osnovu pomenutih eksperimentalnih re-
zultata iz rada [?3], usvoji da je U, = o i da jenul=ul(12)
onda se iz (1.15) dobijaju razli&iti reolo$ki modeli za raz-
li&ite zakonitosti ul(Iz). Naprimerx

Bingamoﬁo telo (1.3)

T
= - S AN
za Y {up . },
iJ?‘Iz
Powell-Eyringov model (1.8)
g & 1,)/?]
arc sh[_ao(z 32) )
1 1/2 ’
30(7 IZ)

za ul=-kl{1-
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gde su kl' o i Bo parametri,

o
' 'Model Elisa (l.1l0)
oa—-1

T3
za wy={uy+u¥|I,| “ 1},

Stepena telnost
n—-1

za ;= kl% I, 2 itd.

1.3 JEDNACINE RAVANSKOG LAMINARNOG GRANICNOG SLOJA NENJUT-
NOVSKE STEPENE TECNOSTI

Ta&na reSenja diferencijalnih jedna&ina kretanija,
kako njutnovskih tako i nenjutnovskih tec&nosti, mogude je
naéi samo u vrlo jednostavnim problemima strujanja. U Zelji,
da se diferencijalnim jedna¢inama kretanja njutnovske te&-
nosti da $ira moguénost primene, Prandtl je 1904 godine,
uveo koncepciju grani¢nog sloja njutnovske te¢nosti. Prema
toj koncepciji u blizini tela postoji granicéni sloj (viskoz-
na njutnovska teénost), a izvan te oblasti se nalazi savrSe-
na tednost.

Pri stvaranju koncepcije granifnog sloja kod ste-

pene teénosti, postojao je predlog [}i] da Sema graniénog
| sloja bude sledecda: nenjutnovska teénost pored samog tela,
onda njutnovska te&nost pa savrSena te€nost, ali je na
kraju kroz radove [16], [17].,118],{20],(28),(32),(33], 1 (3]
preovladala ideja za sledeéi poredak nenjutnovska te&nost -
savr3ena teénost.

U ovom radu bicfe koriscena Sema grani&nog sloja
stepene telnosti: stepena telnost - savrSena te&nost. Sma-
trade se da se brzina spoljasnjog strujanja na granici
graninog sloja dobija iz reéénja strujanja savr3ene te&no-
sti oko istog tela. U prilog tome, govore i rezultati rada
[30] o vrlo dobtom slaganju izmerenihi teorijskih vrednosti
pritiska na kruZnom cilindru u struji stepene te&nosti.

Pokazano je u radu [35|, da se strujanja veéine
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nenjutnovskih tefnosti mogu smatrati laminarnim, ako uops-
‘teni Rejnoldsov broj ne prelazi 2000. Smatrade se preéutno,
da je taj uslov uvek ispunjen.

U ovom radu e se uzimati, da je za kretanije ste-
pene te&nosti oko nepokretne tvrde granice tela opravdan
grani¢ni uslov prianjanja. To i potvrdjuju rezultati eks-
perimenata izvr3enih u radu [}].

Za problem ravanskog laminarnog nestacionarnog
grani&nog sloja stepene te&nosti (1.13) Schowalter [33]
je izveo slede€i sistem diferencijalnih jednadina

k n
+ = +VV + =
u,+uu_+vu \4 «F p{(uy) }y (1.19)

t Y t

ux+vy

sa grani&nim i podetnim uslovima

=0, (1.20)

u=v =0 Yy = 0O t>o,

u = Vi(x,t) Yy =® t > o,

u=u, (y,t) X = X t > o, (1,21)
u = Vix,t), VvV =0 Y =0 t = o.

Za korektno formulisanje grani¢nog problema di-
ferencijalnih jednadina graniénog sloja (1.19) i (l1.20),
vaZan je trec¢i grani¢éni uslov (1.21) o zadatom profilu

brzine u u nekom odredjenom preseku grani¢nog sloja X=X
Treba napomenuti da se do pojave univerzalnih jednac¢ina
grani®nog sloja ovaj graniéni uslov nije spominjao. Sa
pojavom univerzalnih Jjednadina se medjutim videlo da Jje
on neophodan za korektno resSavanje tih jedna&ina na radun-
skoj masini.

Ako posredstvom veza

u =Y v ==y (1.22)

Y x )
uvedemo strujnu funkciju. ¥, onda je jednaina kontinui-
teta (1.20) identi&ki zadovoljena, dok se jedna&ina (1.19)
grani&éni i po&etni uslovi (1.21) dovode nha sledeéi oblik:
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+ - = V_+VV_+ n .
Yoty ¥uy ¥u¥yy™ VetV vy, )71, (1.23)
WY=WX= o Y = O t > Oy,
?Y=V(x,t) y = o t > o,
(1.24)
Wy=uo(y,t) X = X t > o,
wy=V(x.t) ¥ =0 y =o t = o,
pri Cemu je uvedena oznaka
=k
Y S - (1.25)

Razmatrane jednafine grani&nog sloja stepene
teénosti,su asimptotske jednadine osnovnih punih jednad&i-
na kretanja pod uslovom da za uop3teni Rejnoldsov broj Re
zadat izrazom

R, = T ) (1.26)

gde je Ld - karakteristid&na duZina, vaZi

R >> 1. (1.27)

Analizirajuéi Rejnoldsov broj stepene teénosti
i uslov formiranja grani¢nog sloja (1.27), mogu se izvuci
sledeéi zakljuéci:

l. Ako je n < 2, onda je Rejnoldsov broj monoto-
no rastuéa funkcija brzine V_. Iz ovoga sledi da za n< 2,
do formiranja grani&nog sloja dolazi pri velikim brzinama
V_, Jer je tada i Rejnoldsov broj dovoljno velik. U tom
1sluéaju strujanje u grani¢nom sloju je asimptotsko pribli-—-
Yenje stvarnom laminarnom strujanju za velike vrednosti
Ve .
' 2. Ako je n > 2 i brzina V_ w¥rlo velika onda je
Rejnoldsov broj jako mali i ne dolazi do formiranja granidé-

nog sloja. Zbog malih vrednosti Rejnoldsovog broja tada se



u jednadinama kretanja mogu zanemariti inercijalni &lano-
vi i dobija se Stoksovo strujanje.

Za n > 2 i pri vrlo sporim strujanjima, tj. kada
je brzina V_ o, Rejnoldsov broj postaje beskona&no velik.
Kako su u tom sluc¢aju brzine strujanja male to je i uticaj
inercionih sila u jednac¢inama kretanja vrlo mali. U tom slu-
&aju ponovo se moZe primeniti Stoksova Sema strujanja. Znadi
ni u slu¢aju malih vrednosti brzine V_, iako je ispunjen us-
lov (1.27), ne dolazi do formiranja granidnog sloja.

Vidi se da za n > 2 i pri strujanju stepene te&no-
sti sa vrlo malim, ili vrlo velikim brzinama V_, ne dolazi
do formiranja grani&nog sloja, veé se tada mogu za posmatra-
nje strujanja koristi Stoksove jednadine.

Za n > 2, grani&ni sloj stepené te&nosti e se for-
mirati, samo pri srednjim vrednostima brzine V_, ako je uslov
(1.27) ispunjen zahvaljujuéi velikim vrednostima gustine p,
karakteristi&ne duZine L, i malim vrednostima parametra k.

Potrebno je takodje da se napomene da za n > 2
strujanje u Qraniénom sloju nije asimptotsko pribliZenije
stvarnom laminarnom strujanju za velike vrednosti brzine V_,
kao %to je to bio slutaj kod strujanja njutnovske telnosti.

1.4 OPSTA TRANSFORMACIJA DIFERENCIJALNE JEDNACINE RAVANSKOG
GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI

U ovom delu bide izvedena univerzalna jednadina za
problem ravanskog stacionarnog laminarnog granifnog sloja ste-
pehe te&nosti, na nadin kako je odgovarajuéu jedna&inu, za
sluc¢aj njutnovske teéhosti, izveo i analizirao Saljnikov u
radu [41.

| Za razmatranje ovih grani&nih slajeva uvesS€e se
umesto promenljivih x i y nove nezavisno promenljive £. i n
E =£(x); n = h(x) —Y-Q—‘ﬁ—/-z—.y . (1.28)
vy 2§

Ovde je a proizvoljan prirodan broj,a h proizvolj-

na funkcija promenljive x. Pretpostavife se da su nove pro-
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menljive £ i n neprekidne funkcije promenlijivih x i y.
' Umesto strujne funkcije ¥ uvodi se bezdimen-
ziona strujna funkcija F '
vVZ 5

W(XIY)— V( )
h(x)

OF(E'n)' (1.29)
Dalje se uvode poznate veli&ine grani&nog slo-
ja:

debljina istiskivanja

> u
§* = [(1~ gy | (1.30)

i debljina gubitka impulsa

8

S** -{ v (1 V)dy. (1.31)
Parametar oblika grani&nog sloja stepene te&-

nosti,koji karakteriSe razvijanje brzinskog polja u grani&-

nom sloju u produZnom pravcu, ima prema (3] sledeéi oblik

£ =- .
{3Y1 {fayl)-}}yl=0 ’ (1-32)

gde je bezdimenziona brzina

= 2
i bezdimenziona koordinata y,

Y1= TRy !

a §(x) neka karakteristika debljine grani&nog sloja.

vidi se, da je parametar oblika ustvari jednak negativnoj
vrednosti bezdimenzione viskozne sile na konturi tela.Ako
se u jednadini (1l.19) stavi da je za y =0 u = v = 0 onda
se dobija sledeéa jednacina '



wer Bl 3 =o. (1.33)
' Y y=o

Kombinacijom gornjih izraza dobija se parametar oblika gra-

niénog sloja stepene telnosti

5 n+l
f = EL—“—_ -.V d (1034)
kv P 1 X
Izraz (1.34), predstavlja uop3tenje parametra
oblika njutnovskog granic¢nog sloja [}é] i zan=1on se na
njega i svodi.
Posredstvom (1.28) i (1.29) izrazi (l1.30) i
(1.31) postaju

ek J
Sr= X A; A(x)= | (1-F_)dn (1.35)
hv? 5 n
i -
_ vw\N2¢ . = -

Primetimo da iz (1.28) 1 (1.36) sledi i ovaj
izraz za novo promenljivu n

Usvajajuéi da je karakteristi®na debljina gra-
ni¢nog sloja 8 =§**, dobija se iz (1.34),uvodjenjem (1.36)
i (1.25) parametar oblika

n+l
n+l n 2 (n+1)
Frkmpe Vy (28) _ o Vy (1.37)
hn+lva(n+l)/2+n—T vvn—l

Posredstvom zadatih transformacija (1.28) i
(1.29) i izraza (1.37) diferencijalna jednadina (1.23) se
dovodi na sledeéi oblik '

£ , 2-n-f

(F_ )" + (l-F ) 4+ { e ( ) 4 } FF =
L nn 12 l n+1 n+1 v, x (n+1)Bn+1 nn




£

=V . £ -F
=g Bn+1 gx(Fnan F%FQH)' (1.38)
Pri tome odgovarajuéi grani¢éni -slovi (1l.24) postaju
- = o =
%iz Fn + 1; Fn anqi za & Eol (1.39)
- a a
1- = BT 1- 5
“2 2 2 2
Fn= o; (XE_E v )xF+ 23—3 v Eng=o Zza n = o.

1.5 UOP3STENA JEDNACINA GORTLERA ZA GRANICNI SLOJ STEPENE
TECNOSTI

Ako se pretpostavi da je proizvoljna funkcija
h(x) u zakonu transformacije (1.28)

h(x) = conét., (l.40)

da je nova promenljiva E zadata izrazom

h

2
n+l J¥ 2(1+n)+n—2 .n+l

£ = %{%(n+l) Vv (x)? dx} , (1.41)

n
v [
gde je b neka konstanta, i ako se uvede sledeéa oznaka za

uopstenu "glavnu funkciju"

£

)
Bn+l

B(x) = (1.42)

onda se posredstvom (l1.40), (1.41) i (1.42) dobija iz (1.38)
slededa diferencijalna jednadina

| n w2 b _ aj -
[F 0] 4800 Fn)+[7 +6 (1 2)} FF,
= bE(FnFHE-FEan)' (1.43)

Grani¢ni uslovi (l1.39) sada glase



limF -+ 1 : za n= o ,
'n-*@
— o - —
Fn— FT\ (n) za ¢§ —Eo y (1.44)

Fn= o; pEFE+{§- +8(1- %)15‘ = 0 zan = 0.

Ako se usvoji da su konstante

a=2, b =2 i h=1 (1.45)

onda se iz (1.43) i (l1l.44) dobija sledefa diferencijalna
jedna&ina

n -2y = -
Ban) }? +FF, 48 (1-F2) = 26(F,F, ~F.F ), . {1.46)

sa odgovarajuéim grani&nim uslovima

>0 n ’

g o —
Fn :Fn(n) | za £ = Eo y (1.47)
Fn= 0; 2£Fg+ F=o0 | Za n = O.

Posredstvom (1.45), (1.42), (1.41), (1.37), (1.29) i (1.28)
dobijaju se za taj specijalni sluaj promenljive

X 2
= Vix)y . \ - —
NNz & o= zEL KV(x)2n tax)n+t (1.48)
\’ o
strujna funkcija
Y = VJZE-F(Epn): (1.49)
’ . x
i glavna funkcija on-1
(n+l)V._ V(%) -dx
A (1.50)
B(x) = 2

V(x)2n
koji se poklapaju sa odgovarajuéim izrazima u radu Djordje-
viéa [j}, uvedenim pri generalizaciji Gortler-ove metode{}ﬁ],
na ravanski stacionarni grani¢éni sloj stepene te&nosti.
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1.6 UNIVERZALNA JEDNACINA RAVANSKOG STACIONARNOG GRANICENOG
SLOJA STEPENE TECNOSTI TIPA SALJNIKOVA - OKE

Diferencijalna jednadina GOrtler-ovog tipa
(L.46), moZe da posluZi kao osnova za dobijanje univerzal-
ne jednadine grani¢nih slojeva stepene tednosti tipa Salj-
nikova i Oke [51.

Iz (1.46) vidimo da je reSenje te diferencijal-
ne jednadine funkcija promenljivih n i &, funkcija parametra
nenjutnovskog ponaSanja te¢nosti n i funcional funkcije B

F = F(,n,{B8},n). ° (1.51)

Umesto promenljive £ se uvodi beskonadan skup nezavisno pro-

menljivih

gk
a8

B, (E)= -€

k d'E'E

Kk =0,1,2,00.2), (1.52}

koji se za k = o svodi na glavnu funkciju

B =8 (£). (1.53)

Strujna funkcija je sada
F(,n,{B},n) = F(n,BoiBl,...., n),. (1.54)
Na osnovu (1.52) moZe lako da se pokaZe veza

kao i veza parcijalnih izvoda po £ i po novim promenljivim

BO'B].'.....'

e

k

i~ 8

S8 _ 1. d
5% =% % %75 - (1.56)

Posredstvom (l.54) i (1.56), diferencijalna jednad¢ina (l1.46)
i graniéni uslovi (1.47), dovode se na sledeci oblik
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«an) )?+3(1 F ) +FF 2 L O (F F F__F )'(1.57)

nn n ne, nn B,
lim F -+ 1 za n = ®
F_= FO(n) za B, =Bo(£_) (k = o0,1,2 ) (1.58)
n n k k o) ) re reee ®
Fn= O; F+2 kéo GkFBK= o za n = oO.

Po3to se u diferencijalnoj jednadini (1.57) i u grani&nim
uslovima (1.58), viSe ne pojavlijuju podaci nekog specijalnog
problema, ta se jednadina prema Lojcjanskom [l] r 2ZOVe univer-
zalna jednadina ravanskih laminarnih stacionarnih graniénih
slojeva stepene te&nosti. Uticaj raspodele spoljasnje brzine,
na granici grani¢nog sloja, u toj jednadini izraZen je preko
parametara Bk' koji preuzimaju ulogu poduZne koordinate &.

. Za vrednost parametra n = 1, odnosno za njutnov-
sku teénosty(l.S?) se svodi na univerzalnu jednadinu Saljni-
kova-Oke [ﬁ] r1zvedenu za stacionaran ravanski grani¢éni sloj
njutnovske nestisSljive tecnosti.

Kad se uzme da su svi parametri skupa B8 k (1.52),
poCev od k = 1 jednaki nuli, a samo Bo razlié¢ito od nule

BO=B; Bl=82=....=8k= o (1.59)

onda se iz (1.55) dobija .
eo=el=.......=ek= O. (1.60)

Tada iz (1.57) i (1.58) dobijamo univerzalnu jed-
na&inu u jednoparametarskom pribliZenju i njene grani&ne us-

}ove

S '{(Féi)’n}n+F(1)Féi)¥B£1'(Fél))z} - o (1.61)
#12 Fél)+ 1, za n = o,
Fi=rsm), za B8 = B° (1.62)
F(l)., o.,‘ F(1)= o za n = O.

n
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Diferencijalnu jedna¢inu (1.61l) smo nazvali jednopa-
rametafskom zato %5to u njoj figuriSe samo jedan parametar | |
Bo=Bﬁskupa parametara - promenljivih Bk {i]. Napominjem,
da u jedna&ini (1.61) figuriSe i parametar nenjutnovskog
pona3anja stepene teCnosti n i tu jednadinu bi trebalo re-
favati za razne vrednosti, kako parametra - promenljive /3
tako i parametra n. U graniénom uslovu (1.62) je sa Fé(n)
oznaden zadati profil brzine za neku vrednost parametra
B=B°, odnosno za neki odredjeni presék grani&nog sloja.

Diferencijalna jednad¢ina (1.61), se ppklapa sa
" uops$tenom jednadinom Falkner-Skana, koju je dobio Schowalter
u radu [33] proudavajuéi sli¥na re¥fenja ravanskih stacionarnih
grani&nih slojeva nenjutnovske stepene ted&nosti.

Iako je jedna¢ina (1.61), ustvari obiéno diferen-
cijalna jednacdina sa parametfima B i n, ipak je ona, zbog svo-
je nmelinearnosti, neobiéno sloZ¥ena za reSavanje. Do sad su je-
dino u radu [i] data numericka resenja te diferencijalne jed-
nadine, ali naZalost samo za tri vrednosti parametra g od ko-
jih B = o odgovara grani¢nom sloju na ravnoj plodi.

ReSavajuéi univerzalnu diferencijalnu jedna&inu
(L.57) u jedno, dvoparametarskom,......, pribliZenju mi bi
mogli da dobijemo reSenje grani&nog sloja stepene tednosti
za sSve probleme ravanskog strujanja.

Za n = 1, odnosno za njutnovsku tednost, resSenja
te jedna®ine je detaljno proutavao Saljnikov i ona se mogu na-
¢éi u monografiji [56}. Rezultati, koja su davala resSenja te
jednacine, nisu bili dovolijno ta¢ni u odnosu na druge metode
grani&nog sloja, zbog toga sto se skup paramétara Bx (1.52)

. pokazao kao nedovoljno konvergentan, naro&ito u blizini tad-
ke odvajanja grani¢nog sloja. Na osnovu ovoga moZe se sa ve-
likom sigurnoséu ocekivati da ni refenja jedna&ine (1.57)
nebi dala zadovoljavajufe rezultate za probleme grani&nog
sloja stepene te&nosti.
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1.7 O UNIVERZALNIM JEDNACINAMA GRANICNOG SLOJA

U teoriji grani¢nog sloja se teZi da se diferen-
cijalne jednad¢ine grani¢nog sloja i odgovarajuéi grani&ni us-
lovi, uine nezavisnim od brzine spoljasnjeg potencijalnog
strujanja na granici granicénog sloja, odnosno nezavisnim od
oblika tela na kome se proutava graniéni sloj. S obzirom na
ovu tendenciju, moZemo u sadasnje doba da razlikujemo dva
pravca u dobijanju univerzalnih jednadina grani&nog sloja.

Prvi pravac potife jos od Blazijusa {?], pa pre-
ko Hiemenza, Howarth-a i drugih autora postiZe u radu Gortlera
[}5] svoj vrhunac. Sve metode tog pravca su zasnovane na trans-
formaciji promenljivih u diferencijalnim jednadinama graniénog
sloja i razvijanjem reSenja tih jednafina u redove, bilo po
stepenima od poduZne koordinate, odnosno transformisane poduZ-
ne koordinate, bilo po parametrima koji su uvek zavisili samo
od karaktera spoljasnje brzine na granici grani&nog sloja. Po
tim metodama matematicki problem graniéhog sloja se svodio na
redavanje rekurzivnog sistema obi&nih diferencijalnih jednacdi-
na, za odredjivanje koeficijenata u pomenutim redovima. U samim
tim jednadinama, kao i u odgovarajuéim grani&nim uslovima nisu
figurisali uslovi nekog specijalnog problema, pa su ti sistemi
rekurzivnih jedna®ina bili univerzalni. Tim metodama, univer-
zalnost problema grani®nog sloja se postizala tek razvojem re-
Senja u red, a time se matematiZki problem grani&nog sloja, ne-
minovno svodio na reSavanje rekurzivnog sistema obi&nih diferen-
cijalnih jedna&ina. ' , '

| Temélje drugog pravca u dobijanju univerzalnih jed-
na¥ina grani&nog sloja postavio je Lojcjanskitu radu [i]. Po
metodi iz tog rada, univerzalnost diferencijalne jednacine i
grani¢nih uslova graniénog sloja se postiZe transformacijom
popredne koordinate grani&nog sloja i uvodjenjem beskonacnog
skupa parametara - promenljivih umesto poduZne koordinate gra-
niénog sloja. Na taj nadin se poletna diferencijalna jednadi-
na gréniénog sloja, sa nepoznatom funkcijom dveju nezavisno
promenljivih, svodi na univerzalnu parcijalnu diferencijalnu
jedna&inu nepoznate funkcije beskonano mnogo nezavisno'pro-
menljivih. Po metodi Lojcjanskog', univerzalnost se postiZe
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direktno u samoj diferencijalnoj jednadini grani&nog sloja.
Prema ranijim metodama ona se postizala veé pomenutim raz-
vojima u redove. Univerzalna jednac¢ina metode ILojcjanskog:,
se moZe resavati kao parcijalna diferencijalna Sednaéina,

u svojim parametarskim pribliZenjima sa kona&nim brojem ne-
zavisno promen131v1h - parametara, ili razvojem u redove,
po tim parametrima - promen131v1m, ali ni jedan od ova dva
nadina resavanja nije ni¢im unapred odredjen. VaZno je 3to
se pomenuti skup parametara - promenljivih Lojcjanskog moZe
izabrati na racionalan nac¢in i %to ti parametri obezbedjuju
vrlo brzu konvergenciju parametarskih pribliZenja pune uni-
verzalne diferencijalne jednadine granicnog sloja.

' Metoda !Lojcjanskog' je do sad primenjivana na
sledece probleme laminarnog stacionarnog grani&nog sloja
njutnovske te&nosti: ravanske nesti3ljive ted&nosti [i], ne-
stisljive elektroprovodne tefnosti u magnetnom polju {fi],
prostorni granic¢ni sloj [76], grani¢ni sloj na poroznoj povr-
Sini [7i1 i na granidni sloj gasa pri velikim brzinama [72}.
U svim tim problemima diferencijalne jednadine parametarskih
pribliZenja univerzalne jednadine su reSavane numeridki i ti
rezultatilprimenjivani na razne konkretne probleme graniénog
sloja. Dobijeni rezultati su uvek bili tako reéi istovetni
sa rezultatima dobijenim pri reSavanju istih tih problema i
to direktno posredstvom pocetne diferencijalne jednadine
grani&énog sloja.

Metodu Logc;anskog je preneo na probleme granid-
nog sloga stepene tecnosti Djordjevié u radu []} On je iz~
veo univerzalnu jedna€inu grani¢nog sloja ne ulazedi u njeno
feéavanje.

U radu[}] Saljnikov je izveo univerzalnu jedna-
¢inu laminarnog stacionarnog grani&nog sloja njutnovske nestis-
ljive te&nosti, koja predstavlja uopstenje univerzalne jedna-
éine:Lojéjanskog"}] i u specijalnom sludaju ona se na nju i
svodi.



1.8 O IMPULSNOJ JEDNAZINI GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI
Jedna¢ina impulsa ravanskog laminarnog stacio-

narnog grani&nog sloja stepene te&nosti se mo%e, prema [3],
napisati u slededem obliku

. v v
& = F oo X g, (1.63)
X

gde je parametar oblika f dat sa (1.34), odnosno posle tran-—
sformacija(1.28) i (1.29) sa (1.33%).
Ovde je, prema [3] , uvedena oznaka <¥ za funkci-

ju |
| ¢ = (n+l) (g~ (2+H+ Do) £}, (1.64)
gde je : "
- 3 ()
E =\N\——
a.(—g%;) yo
i . :
: 8
H = **.
s
Posredstvom izraza (1.35) i (1.36) imamo slededi izraz za H
=4
H = 3. (1.65)

Uvodjenjem op¥te transformacije koordinata u obliku (1.28)
ili u obiiku (l.36a), veza (1.29) i (l1l.22) dobija se

¢ =B BFM)“}“=O : (1.66)

Ako umesto nepoznatog parametra oblika £ u impulsnoj jedna-
€ini (1.63) uvedemo nepoznatu funkciju

£
ZRE = e (1.67)
VX |

ondé se impulsna jednadina moZe napisati kao

:

dzk* g ) '
ax e . (1.68)
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zbog (1.37) izraz (1.67) se moZe napisati i u obliku
z** = ———, V . ' (1-69)

1.9 AFINA SLICNOST I PARAMETRI OBLIKA GRANICNOG SLOJA
STEPENE TECNOSTI

Pojam afine sli¢nosti i racionalan izbor para-
metara oblika grani®nog sloja njutnovske nestisljive te&no-
sti, koje je razmatrao Lojcjanski u [ﬁ], mogu se kao 8Sto
e dalje biti pokazano lako preneti i na problem stacionar-
nog grani&énog sloja stepene te&nosti.

Neka se bezdimenzioni profil brzine u u grani&-
nom sloju moZe dati u obliku

-\7}%)_(-5- =LP(—g-X(;{-—)- ’ fl(X)' fz(X)'--o)' (1070)

gde je g(x) razmera za poprec¢nu koordinatu y (neka karakte-
ristika debljine grani¢nog sloja)i gde su fl' f2""' para-
metri funkcije koordinate x.

Profili brzine (l.70) bicfe afino sli&ni ako za
dva bilo koja preseka jednoga graniénog sloja X=X, i X=X,
parametri fl' fz,....., imaju iste vrednosti

£ (x))= £1(xy);  £,(x))=F, (x,), (1.71)

Kako se parametri fl’ fz,....., menjaju od pre-
seka do preseka grani&nog sloja to uslov afine sli&nosti pro-
fila brzine (1.71) u opStem sluCaju nede biti ispunjen. Tada
se, prema . Lojcjanskom’ izraz (l.70) moZe smatrati kao izraz
uopstene afine siiénosti profila brzine u presecima grani&nog
sloja, a bezdimenzione velicine %, %, fl, f2""" odgovara-
juéim koordinatima i parametrima te uopstene afine sli&nosti.
Parametri fl’ f,/..., koji karakterilSu osobine oblika profi-
la brzine u razli¢itim presecima grani¢nog sloja, mogu se
‘nazvati parametrima oblika grani¢énog sloja.
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Problem graniénog 5103a je definisan diferenci-
jalnlm jedna¢inama (1.19) i (1l.20) i grani®nim uslovima (1.21).
ReSenje tog problema je funkcija brzine spoljasnjeg potenci-
jalnog strujanja V(x) i zadatog profila brzine uo(y) u nekom

odredjenom preseku grani&nog sloja x = x_. Ako refenje prob-

lema grani&nog sloja zadovoljava uslov ugp§tene afine slicdé-
nosti (l1.70), onda to reSenje nije viSe funkcija brzine spo-
ljasSnjeg strujanja veé je funkcija skupa parametara oblika
grani&nog sloja.

Ako se uvede oznaka za bezdimenzionu promenljivu

n = ¥z (1.72)

i ako je zadovoljen uslov uop3tene afine sli&nosti (l.70)
onda se iz

| | w= Tty .
moZe dobiti oblik strujne funkcije ¥ u slucaju uop3tene afi-
ne sli&nosti.

3 ' .
\l.’ =J‘udy= V(X)g(X) ojgp(ﬂ' fl,fz, PR .)dn

ili u obliku
= g(X)V(X)F(n'flpr'o.oo)c (1.73)

Korisc¢enjem impulsne jednafine (l1.63) moZe se
pokazati da ie izbor parametara oblika fl' fz,...., granic-
nog sloja stepene teénosti univerzalan i nezavistan od ob-
lika brzine spoljasnjeg potencijalnog strujanja V(x) na gra-
nici éraniénog sloja.

Ako selnaime za karakteristiku debljine granicnog
- sloja usvoji debljina gubitka impulsa 6** i u svojstvu prvog
parametra f1 ranije odredjen parametar oblika (1.37), koji
posredstvom (1.69) dobija oblik

f,=£f = Vv_z** 1.74
1 - 'x 3 ( )
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onda se jednadina impulsa grani¢nog sloja stepene te&nos-
ti (1.63), posle uvodjenja (1.67), moZe napisati u obliku

v

df X 2
= +VV %* %
Vfl(¢fl xx2 )

ax

1

Ako se kao drugi parametar oblika usvoji

£,= vaxz**z' (1.75)

onda se gornja jednacina svodi na

dfl Vx .
dx_ = vfl(¢f1+f2)- (1.76)

Diferenciranjem izraza (1.75) po x i uvodjenjem (1.74) i
(1.75) dobija se

v af

2 _ ' 2 2
—v; fl T fz(fl+2¢)+v Vxxxz** ’ (L.77)

odnosno posle uvrstavanja tredeg parametra u obliku

— 2
f£a=V Vxxxz** ’ (1.78)
sleduje jednadina
v df2
Vx fl o = (f1+2¢)f2+f3. (1.79)

Ako bi se ovaj postupak na slic¢an na¢in i dalje nastavio
dobilo bi se da su parametri oblika grani¢nog sloja odredje-
ni sa ’

.k
£, = vk~1 2 X(z**)k (k=1,2,3,0...) (1.80)
X

i da zadovoljavaju rekurentnu vezu

af

£, = {(k=1)£ +k¢}E, +£

13 (1.80)

V L4
v, k+1




Uvodjenjem oznake

0 ={(k=1) £ +k¢ }E +E ) (1.82)
rekurentna veza (1.81l) postaje
daf
\' k _
V;hhaw T % (1.83)

Interesantno je primetiti, da je struktura para-
metara oblika grani¢nog sloja stepene tedénosti potpuno ista
kao i struktura parametara oblika graniéncg sloja njutnov-
ske telnosti. Ista je i rekurentna veza (1.81), ali se iz-
razi za ¢ (1.64),z (1.66), kao i veza izmedju velidina §**,
v , V i parametra fl grani®nog sloja stepene te&nosti raz-
likuju od odgovarajucéih izraza grani¢nog sloja njutnovske
teédnosti. Ovo razmatranje namecde eventualni zakljiudak da
su parametri oblika stacionarnog grani¢nog sloia zavisni sa-
mo od spoljasnje brzine na granici graniénog sloja i karak-
teristike debljine grani¢nog sloja z**, a da su invarijantni
u odnosu na reolos$ku jednadinu stanja tefnosti €iji se gra-
ni¢éni sloj posmatra.

U svim parametrima oblika se posredstvom velidi-
ne z**, odnosno njenih stepena, pojavljuje u integralnom ob-
liku uticaj predistorije kretanja u grani¢nom sloju. Prvi
parametar oblika fl (L.74) izraZava uticaj lokalnog nagiba
krive rasporeda brzine V(x). Pozitivnim vrednostima fl odgo-
vara ubrzano strujanje a negativnim usporeno. Drugi parame-
tar f2 nosi u sebi uticaj krivine krive V(x). Parametri vi-
$eg reda medjutim nemaju o&igledno geometrijsko tumacenije,
ali se mo¥e reéi da je njihov uticaj i zna&aj utoliko veéi
ukoliko vi8i izvodi brzine spoljasnjeg strujanja V(x) ima-
ju vede vrednosti u posmatranom intervalu promenljive x.

Kako je funkcija V(x) potpuno proizvoljna, ne-
prekidna i potreban broj puta diferencijabilna, to parame-
tri fk (k =1,2,....) sadinjavaju skup nezavisnih funkcija

promenljive x.
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1. lO UNIVERZALNA JEDNACINA RAVANSKOG LAMINARNOG STACIONAR-
NOG GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI U FORMI SALJNIKOVA -
LOJCJANSKOG

Kao osnova za izvodjenje univerzalne jednadi-
ne grani¢nog sloja stepene tefnosti u formi Saljnikova -
Lojcjanskog !, posluZie rezultati dobijeni u paragrafu 1.4
prilikom opéte transformacije jednac¢ine grani&nog sloja
stepene teénosti.

Koriste€i jednadinu impulsa graniénog sloja ste-
pene te&nosti (1.63) i imajudéi u vidu da je velidina B (1.36)
funkcija promenljive x, dobija se veza

V'( £ ) £v Bx
n+l'_n+l X
B Vx -

= $ -

(n+1)Bn+l Vx Bn+2

Posredstvom prethodnog izraza diferencijalna
jedna&ina (1.38) se transformiSe na sledeéi oblik

(E ™+ ¢+2n- £

£ 2 =
FFnn+ —BTI-"-'-I(I Fn)

n (n+1)Bn+l
B
_ £ v ar B o

Treba napomenuti da se do gornje diferencijalne
jedna&ine do3lo, sa jo$ ne definisanim zakonom transformaci-
je promenljive x i jo$ uvek neodredjenom funkcijom h(x) u
izrazima (1.28).

~ Univerzalizacija jednadine (1.84) moZe se izvr-
giti na razlic¢ite nac¢ine. Za svaki definisani zakon trans-
formacije & = £(x), moZe se umesto promenljive £ uvesti ne-
ki beskonadan skup parametara, koji diferencijalnu jednadi-
nu (1.84) dovodi na univerzalan oblik. Ako se recimo za ko-
ordinatu £ usvoji zakon transformacije (1.48), onda se jéd-
naéina (1.84) svodi na
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)n} + __Qigg;£~_ FF + f (1‘F§) =

{(F
nn n (n+1) Bn+l nn Bn+l
Be. -
= 26 (gh FF_ +F F ~F¢F ). : (1.85)

Ova jednadina Gortlerovog tipa se transformise
na oblik (1.46), ako se koristi jednac¢ina impulsa (1.63),
uvede oznaka (l1.42) i za vrednost funkcije h usvoji h=l.
Diferencijalna jednacdina (1.85) je opStija od diferencijal-
ne jednadine (1.46), jer ona u transformacijama (1.28) i
(1.29) sadrZzi neodredjenu funkciju h(x). Diferencijalna
jednadina (1.85) se moZe dovesti na univerzalan oblik,ako
se umesto promenljive £ uvede beskonadan skup parametara
(1.52), koji u sluCaju grani¢nog sloja njutnovske tecnosti
nije pokazao zadovoljavajuce rezultate.

Razmatrajuéi razlic¢ite mogucde oblike transfor-
macije £ (x), nije tesko pokazati da se prirodno i racio-
nalno dobijen skup parametara oblika grani&nog sloja stepe-
ne tednosti (l1l.80) moZe uvesti samo ako je

E = Xo (1.86)

U tom sluCaju reSenje diferencijalne jednadine
(1.84), je funkcija promenljivih x i n funkcional od V(x)
i funkcija parametra nenjutnovskog ponasanja stepene tel-

nosti n
F = F(Xrﬂr{v(x)}rn). (1.87)

Ako se umesto promenljive x uvede beskonadan
skup nezavisno promenljivih - parametara (l1.80), onda je

F(x,n.,{V}l,n)= F(n,n,fl,fz,....). (1.88)

Za funkciju F ¢fe se pretpostaviti da je neprekid-
na funkcija svih promenljivih i da je diferencijabilna po svim
promenljivim.

Koristecdi se izrazom (1.83), nije --teSko pokazati
sledecu vezu parcijalnih izvoda po staroj promenljivoj x i po
novim promenljivim fl’ fz,.....;, '
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oY% T .
_—= == LI 0, ==, (1.89)
ox Vfl k=1 k afk

gde je fl= £f1i ek dato sa (1.82).
Posredstvom (1.86), (1.88) i (1.89) diferenci-
jalna jednadina (1.84) dobija konaan univerzalan oblik

¢(fk)+2nfi fl

2
+ - =
(n+l)Bn+l Fan Bn-l—I(l Fn)

n
{(an) }_+

1 ® 1
——, L 0, (F_F -F F. + =B
Bn+l k=1 k'Y'n nfk nn fk B °f

kFan). (1.90)

Uvodjenjem jednac¢ine impulsa (1.63) i veza (1.88) i (1.83)
grani&ni uslovi (1.39) postaju ' '

lim F_+>1 za n =%,
peee M
= - = . 8 3
Fn Fo(n) za fk fko' (1.91)
2nfl+¢ . 1
F_ = o; —_— F+ ¥ 0, (F. — =B, F)=0 =za n= o.
n . n+l k=1 k fk B fk.

PoSto se u nelinearnoj parcijalnoj diferencijal-
noj jednadini (1.90) kao i u odgovarajuéim graniénim uslovi-
ma (1.91), ne pojavljuje brzina spoljasnjeg potencijalnog
strujanja na granici grani¢nog sloja,to je ovo univerzalna
diferencijalna jednad¢ina stacionarnih ravanskih laminarnih
graniénih slojeva nenjutnovske stepene teénosti.

; Funkcija Fo(n) u grani¢nim uslovima (1.91) se
bira, tako da se za vrednost parametara fk= fko jednadina
(1.90) svodi na bilo koju jednad¢inu sliénih reSenja.

U prostoru promenljivih £, f2,...., tacka
f1= f2= eeees= O predstavlja singularnu tacdku jedna&ine
(1L.90). Za fl= f2= eeeee= 0 iz (1.82) se ima da je i
el=62= eeeese= 0., U toj taCki se naprimer moZe zahtevati
da se jednadina (1.90) poklapa sa sledefom jednadinom gra-
ni®nog sloja za poduZno opstrujavanje plofe sa stepenom

tegnoséu [17], [16], [18],[3].
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ryN=1 -
n(Fé) Fg +F FY = o, (1592)
FO(O)= o, FO(O)= O, Fo(m)::l.

Ovo je medjutim moguée samo ako je ispunjen

uslov
n+l

(n+l)Bo

=¢o= (n+ldg . (1.93)

Potsetimo se, da je univerzalna diferencijalna
jednadina (l1.90) dobijena posredstvom transformacija (1.86),
(1.28) i (1.29)

ar’?
E = x, n = h(x) —‘Lﬁl&;———.y (1.94)
. vV

1- <

vY2€ 2 .
ﬁ-\/(x) F(E:n)- (1.95)

Korigéenjem (1.29), (1.28) i (1.36), moZe se
pokazati da u ovom radu, za celo vreme transformacija jed-

23
"

na¢ina granié¢nog sloja stepene telnosti, promenljiva n i
strujna funkcija ¥ imaju i ovaj oblik

n = 3§§§§%.y, (1.96)
i
ek
y =8 B(i) V(x) FCE,n). ' (1.97)

Ako se karakteristika debljine granidnog sloja
defini3e posredstvom izraza

. 8%¥%(x)

g(x) = B’ (1.98)
onda se iz (1.72) i (1.73) dobija promenljiva n i strujna
funkcija ¥ uop3tene afine sliénosti

n = SeEEyY (1.99)

- G*ft(x)

5 0) V(x) F(n, fl’ fz,......). (l.1l00)
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Univerzalna jednafina tipa Saljnikova - Oke
(1.57) dobijena je uvodjenjem skupa parametara Bx (1.52)
i funkcije
| F = F(neBgrByreeseccs)y (1.101)

dok je univerzalna jednadina tipa Saljnikova - !Lojcjanskog
(1.90) rezultat uvodjenja skupa parametara oblika (l1.80) i
zavisnosti

F=F(8, £1, £5,-0..)a (1.102)

Vidi se da je u sluaju univerzalne jednacine
u obliku Saljnikova - Lojcjanskog! ispunjen uslov . uopStene
afine sli¢nosti (l.loo), dok u slufaju univerzalne jedna&i-
ne tipa Saljnikova - Oke, on nije ispunjen, zbog nejednako-
sti parametara By sa.parametrima oblika grani¢nog sloja ste-
pene te&nosti fk'

Ako se nova promenljiva pn posmatra u obliku
(1.94), koji je potpuno ekvivalentan sa (1.96), onda se vi-~-
di da u tom zakonu transformacije figurife jo$ jedna neodre-
djena funkcija h(x).

Usvajanjem te funkcije u obliku

o 61" 2 (n+1)-n+l K%I
h(x):.-B (X)\)n+l (25)1/2 V(x) . ¢l T , (l.103)
¢° SV(x) - dx

gde su ¢o i ¢1 prirodni brojevi, iz (1.37) i (1.94) se dobi-
jaju slede€¢i izrazi za parametar oblika i novu promenljivu n

¢l-l
¢0Vx(x).‘J.V(x) dx

£ = o - , (1.104)
. v L
¢l+1-n |
n+l '
B(x) - V(x) ' . (1.105)

. = $,-L T Y
(vq)o g‘v(x) dx)Fﬁ:I



Kasnije fe se pokazati da (l.lo4), ustvari
predstavlja reSenje linearizovane jedna&ine impulsa (1.63),
koja se integrali tek ' posle nalaZenja reSenja univerzalne
jedna&ine (1.90).

Poredjenjem izraza (l1.105) i (1.48), se vidi
da nova promenljiva ? ima oblik uopStene promenljive GOrtle-
ra,

Sva ovde izneta razmatranja predstavljaju ustva-
ri uopstavanje rezultata Saljnikova dobijenih u radu I}],
pri proudavanju graniénih slojeva njutnovske tenosti. Pore-
djenjem zakljuctaka iz ovog rada sa onim iz E@] vidi se da
naéin pristupanja prouavanju grani&nih slojeva njutnovske
te&nosti ostaje potpuno ofuvan pri proudavanju grani&nih slo-
jeva nenjutnovske stepene tenosti.

Za n = 1, tj. za njutnovsku te¢nost, univerzalna
jedna&ina (l1.90) grani¢nih slojeva stepene tecnosti, se svodi
na univerzalnu jednad¢inu Saljnikova [@] granic¢nih slojeva njut-
novske te&nosti. Isto to se dogadja i sa svim ostalim izrazima
upotrebljenim prilikom izvodjenja diferencijalne jedna&ine (1.90).
~ Ako se uyini pretpostavka.da je funkcija B (1.36)
konstantna, tj. '

B = const,

onda se (1.90) svodi na univerzalnu jedna&inu, koju je Djor-
djevié izveo u radu [i] pri uopstavanju metode .Lojcjanskog:
[i] na graniéni sloj stepene tednosti.

Mo¥%e se postaviti pitanje o mogucnosti elimlna-
cije parametra nenjutnovskog ponaSanja stepene tecnosti n iz
univerzalne jednadéine (l1.90)? Svi pokusSaji u tom pravcu udinje-
ni u toku mojih istraZivanja nisu urodili plodom. S dbzirom da
je veli&ina n karakteristika reoloske jednaline stanja stepene
tednosti, tj. fizidka karakteristika koja definiSe fizilko sta-
‘'nje posmatranog fluida, ¢ini mi se da bi bilo mesto predpostav-
ci da se taj parametar ne moZe uopSte eliminisati iz univerzalne
jedna&ine (1.90).
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1.11 REZAVANJE UNIVERZALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Prema tome problem stacionarnih ravanskih lami-
narnih grani&nih slojeva stepene tec¢nosti se sveo na reSavanje
univerzalne diferencijalne jedna®ine (1.90). Ta diferencijal-
na jedna¥ina je nelinearna, parcijalna jedna&ina tredeg reda.
Nepoznata funkcija F je funkcija beskona&no mnogo nezavisno
promenljivih n, fl’ f2""""’ Odredjivanje funkcije F u za-
visnosti od svih tih promenljivih predstavlja sloZen za sada
neresiv matemati&ki problem.Ako bi se mogla naéi takva funkci-
ja F, onda bi ona bila ta¢no reSenje svih problema grani&nih
slojeva stepene tecnosti.

Ako se u univerzalnoj jednadini (1.90) usvoji
da su k promenljivih - parametara skupa fk (1.80) razlid&iti
od nule a svi ostali jednaki nuli, onda se dobija k-to para-
metarsko pribliZenje pune univerzalne jednadine. U diferenci-
jalnoj jedna&ini k—-tog parametarskog pribliZenja, uvek figuri-
Se jo3 jedan parametar. rarametar n nenjutnovskog ponaZanja
stepene tefnosti. Ako s u jednad¢ini (l1.90) zadrZi k promenlji-
vih skupa fk' a odbaci parcijalan izvod po k-tom parametru
na desnoj strani jednac¢ine (l.90) onda se dobija lokalizovano
- k=to parametarsko pribliZenje univerzalne jednadine. Vidi se
da postoji &itava klasa pribliZnih - parametarskih reXenja pu-
ne univerzalne diferencijalne jednadine (l.90). .

Nije tesSko pokazati da se razmatranja Karjakina [iil,
koja se odnose na univerzalne jedna&ine u obliku Lojcjanskog.
graninog sloja njutnovske tednosti, mogu preneti i na univer-
zalnu jedna&inu (1.90). Zato se citira samo zakljulak iz tog
rada, koji se odnosi na k-to parametarsko pribliZenje univer-
zalne jednadine. Prema tome zakljucku naime k-to parametarsko
pribliZenje univerzalne jedna&ine, predstavlja ta&no reSenje
graniéhog sloja na telu ostre ivice, za koje je brzina spoljas-
nje struje V(x) data u vidu proizvoljnog polinoma k-tog stepe-
na promenljive x, tj.

k
Vix)= I a
i=o

.xi, a,= const,

i i
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U daljem radu €fe se razmatrati jedno-parametar-
sko pribliZenje univerzalne diferencijalne jednadine (1.90).
Ono se dobija ako se usvoji da su svi parametri f, sem prvog
jednaki nuli

Iz= f3=...«Q..'=.o. (1.106)
Tada iz (1.82) sleduje

el‘-'-‘ fl¢(fl); 92=93= esevee=0, (1.107)

Uvodjenjem (1.l107) u (1.90), dobija se jednopa-
rametarsko pribliZenje univerzalne jednadine

(1)
o't (£ )42n. £ £
(1 1 LW, 1 ¢ 1)y2;,
nn n (n+1)(B(1))n+l nn (B(l) n+l
a®
R W S ) @M (1)_.”.,(1)15.(1)_,r e (g 4y, a.108)
(s (17,1 1 gy £, T g) !

dok iz (1.91) sieduju odgovarajuéi graniéni uslovi

(1) =
Fn =] zZa n .
FiD=rom) za £=£, = o, | (1.109)
(1) .
¢ -7 (£,)+2nf
L, 4. 1 1 (1) (1) (1)_ _1 1) (l) - =

gde je Fo(n) reSenje sistema (1.92).

Diferencijalna jedna&ina jednoparametarskog pribli-
Zenja (1.1lo08), se resava zajedno sa izrazima (1.64), (1.65),(1.66),
(L.35) 1 (1.36))koji u jednqparametarskom pribliZenju glase

<o

Y- j(l-Frfl’)dn ; B(”=JF,““ (1-F ) an,

(1) |
(Lv__a=) (1) (p(1) (1) n ‘
H Y T {B (F )ngo}, (1L.110)

1)

¢(l)é(n+l){ Mo 24u D)y E%%) £,}.
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Istovremenim reSavanjem sistema jedna&ina (l1.lo8),
(1.109), (1.92) i (1.1lo) dobilo bi se reSenje za sve probleme
ravanskog grani&nog sloja stepene te&nosti u jednoparametarskom
pribliZenju. Pri numeri&kom reSavanju ovih jedna&ina dolazi se
do zakljulka, da je reS$enje tog sistema nestabilno i viSeznal-
no. Ovom problemu, grani&nog sloja njutnovske tec€nosti (n=1l),
su u poslednje vreme posvetili paZnju Lusius M. i Saljnikov V.
u svom jo3 neobjavljenom radu. Oni su pokazali da univerzalna
diferencijalna jednadina oblika Saljnikova - Lojcjanskog sa-
drZi viSeznacna reSenja, ako se funkcija h(x) ne definise una-
pred pre reSavanja sistema. Prema (l.lo3), je vidljivo da se
ta viSezna&nost moZe izbecfi i ako se pre resSavanja sistema jed-
na&ina, umesto funkcije h(x) usvoji funkcija B(l)(fl).

Najjednostavnije je, usvojiti funkciju B(l)(fl),
na osnovu sli¢nih resenja jedna&ina graniénog sloja. Kod re3a-
vanja pomenutog sistema, moglo bi se onda primeniti i slededi

(1), Naime, prvo se usvoji funk-

postupak ' iteracija funkcije B
cija B(l)(fl) na osnovu sliénih resenja re$i ceo sistem i na
kraju ponovo izraduna funkcija B{l)(fl).Ta funkcija B{l)(fl)
bi bila polazna za ponovno reSavanje celog sistema jednadina,
i sradunavanje Bél)(fl). Ceo postupak - {teracija bi se ponav-
ljao sve dok se iz dve susedne iteracije nebi dobilQ pribliZno
ista kriva B(l)(fl). Taj postupak bi zahtevao mnogo vremena i
rada na radunskoj mas$ini, te stoga on u ovom radu nede biti
obradijen, veé ce se us#ojiti funkcija B(l)(fl), na osnovu slid&-
nih reZenja jednadina grani¢nog sloja stepene te&nosti na rav-
noj ploc¢i.

[ za taj sludaj je

B = g (1) (£,) = const. (1.111)

v Potrebno je napomenuti, da Lojcjanskivuzima ovu pret-
postavku veé na samom podetku razmatranja,pri izvodjenju svojih
univerzalnih jednadina grani¢nog sloja njutnovske te&nosti [i].
Nije tesko da se proveri, da je oblik univerzalne jednadine ne-
zavisan od toga, u kojoj se fazi njenog izvodjenja u&ini pret-
postavka (l.1ll). Medjutim, ako se ta pretpostavka shvati kao
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aproksimacija kompletno postavljenog problema grani&nog slo-
ja u ovom radu, onda se prethodni postupak iteracija velid&i-
(l)(fl), moZe smatrati kao moguéi put za poboljsZanije te
aproksimacije, a samim tim i metode Lojcjanskog-.

Uvod ewnjem pretpostavke (1.111) iz (1.l08) i

(L.109), se dobija diferencijalna jednadina

(1)
. £,)+2nf f
(1).n, , ¢ {5 1 (L) (), (1) 2.
(Fan VT =y @ © Bg+1“ SR
(1)
B L L R S I
Bn+l nfl nn 1
: o
sa grani&nim uslovima (A41i)
Fél)= 1l za n = «,
Fél)a F;(n) za f1= o,
(1) |
2nf, +¢ (£.)
Fél)=°" i+l 1 F(1)+fl¢(l)(fl)F(i)= O za n= o, S

gde je F, (n) reSenje sistema (1.92).
Sistem (l.llo) sada postaje

S~(1 F‘l’)dn- BO=B(1)==gFél)(l—Fél))dn =const,

H (1.113)

L 1)

a (1)
(1) _ (1)_ ,n (1),n

1}

oM = a1y (g P-@eun P4 B2y£, 3,

Kako je za grani&ni sloj na ravnoj plo¢i parametar oblika
f;=o0 1 F(i)= F;(n), to je tada iz (1.113)

n ny 3 '
8,= By {(FO T} oy (1.114)
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a iz (1.93)
E wyDy
Bo= {(Fo) }n=0- (1.115)

Zna&i, vrednost konstante B, se odredjuje po-
sle nalaZenja funkcije For odnosno posle refavanja sistema
(1.92) granic¢nog sloja stepene tec¢nosti na ravnoj ploéi.

Postoje dva ta¢na reSenja diferencijalne jed-
na&ine (1.92) i jedno pribliZno dobijeno metodom Karman-
Polhauzena {}é}. Kao oénova za reSavanje jednoparametarske
univerzalne jednadine (1.112) i sistema (1.113), za odredji-
vanje konstante B, mora se poznavati vrednost F"(o) i to za
razlicite vrednostl parametra n. Tacne vrednosti za F”(o) iz
rada Suljmana i Berkovskog [3] i ta¢ne vrednosti za F"(o) iz
rada Acrivosa I}é], bitno se razlikuju. To nije teéko konsta-
tovati, ako se pogledaju tablica 1 rada [;El i tablice na
kraju monografije (ﬁ].Za n =1, tj. za njutnovsku te&nost
vrednosti su iste, dok je za n = o,1 naprimer, vrednost
F"(o) prema [é] oko 8,2 puta manja od one date u radu [}Q}

Za n = 2 vrednost F“(o) prema radu [ﬁ] je za 1,27 puta veca
od iste prema radu [lé] Karman—-Polhauzenova metoda [}é} daje
bliske vrednosti za Fg(o) sa onim iz rada {}é}.

Pre nego Sto su u ovom radu usvojene vrednosti
za Fg(o), koje predstavljaju osnovu za reSavanje jednopara-
metarske jednaline, izradunato je Fg(o) na novi detvrti qaéin
primenom varijacionog principa. Ovaj nac¢in ¢e biti detaljnije
izloZen u drugom delu rada. Dobijene pribliZne vrednosti za
Fggo) su bile bliZe vrednostima Fg(o) iz rada [}é& nego one
po metodi Karman-Polhauzena. Medjutim, treba istaéi da su
sve tri vrednosti za razno n, medju sobom vrlo bliske. Zato
je usvojeno kao tacno re3enje graniénog sloja stepene te&no-
sti na ravnoj plo¢i ono objavljeno u radu [ié]

' Potrebne vrednosti za F"(o), iz rada [}é] date
su u tablici 2.
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Tablica 2
n 05 1 15 2 25 3 4 5
f',"a) 0434102 1046961 C515258 05766 | 06788 06540 | 07036 | 07741
Ako se posmatra jednoparametarska univerzalna
jednadina ({l1.112) zajedno sa izrazima {1.113), koji se svi

moraju resavati simultano, onda je jasno da o traZenju ne-

kog analiti&kog resSenja tog problema nema ni govora.Medju-

tim, zahvaljujuéi razvijenim metodama numerike integraci-

je nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadina mate-
[76},18],{9) ita.) i moénim digi-

matidke fizike (naprimer

talnim raCunskim maSinama, mogufe je da se pridje reSavaniju
sistema (1.112),
Na Katedri aerohidromehanike Politehnidkog In-

(1.113).

stituta u Lenjingradu je razvijena metoda numerilke integra-

cije parcijalnih nelinearnih diferencijalnih jednadina - pa-

rametarskih pribliZenja univerzalnih jednadina teorije gra-
ni¢nog sloja [ll] ’ Y_lZ],Y;Lﬂ . Prema toj metodi numerifka in-
tegracija k—-to parametarskih pribliZenja univerzalnih jed-

na¢ina grani&nog sloja,se vr3i na taj nafin §to se te jed-

nad¢ine svedu na sistem tzv. implicitnih (nejavnih) algebarskih

jednadina, zamenom diferencijala sa konadnim razlikama. Ti al-

gebarski sistemi nelinearnih jednadina se linearizuju i resa-

vaju iterativno metodom napred’- nazad (progonke)[]él. Ta me-
toda refavanja je prilagodjena za reSavanje sistema jedna&ina
(L.112), (1.113) i (1.115), pri &emu su vrednosti Fg(o)' uzi=+

mane za razno n iz tablice 2. ReSavanje je uradjeno na radun-
'skoj masini IBM - 360 Model 44, Matematidkog instituta u Beo-

gradu.

novskog ponaSanja stepene teénosti n = 0,5; 1;
4 i 5.

3;

ReSenja su nadjena za vrednosti parametra nenjut-

Re3enje za n =

1,5;

2;

2,5;

1, za njutnovsku te&nost, se poklapa

sa reSenjem iz rada [i], pa se ovde neée ni navoditi. ReSenje

zan =1 je sluZilo za testiranje celog programa. Za n < 0,5
dobijena re3enja su pokazivala nestabilnost u okolini tadke
odvajanja grani&nog sloja, : iako su uslovi stabilnosti metode
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napred - nazad (progonke) bili ispunjeni. Ova nestabilna
reSenja su imala nelogi@an tok u oblasti bliskoj tadki od-
vajanja grani&nog sloja, pa se zato ovde nefe ni navoditi.
Za n > 0,5 koraci pon i fl su se smanjivali sve dok rese-
nje vise nije trpelo nikakvu promenu pri daljem smanjenju
koraka. Za n < 0,5 taj proces izgleda nije konvergentan,
jer se broj iteracija beskona¢no povecava pri smanjivaniju
koraka. Pitanje nestabilnosti reSenja u ovoj oblasti bide
predmet jednog naknadnog istraZivanja. S obzirom da se iz
reSenja dobijenih za druge vrednosti parametxa n,mogu izve-
sti kvalitativni zakljuéci koji se odnose i na podruc¢je
n < 0,5, na dobijanju ovih resenja u nestabilnoj oblasti
sé u ovom radu nije insistiralo.

sratunate funkeije ¢ (£, B (g 1 W (£
date su za razno n, naime za n = o0,5; 1,5;, 2; 2,5; 3; 41 5
na dijagramima br. 2 do 8, i za karakteristi&ne vrednosti
parametra fl u tablicama br. 1 do 7 priloga I.

(1)
n

za iste vrednosti parametra n i karakteristi¢ne vrednosti

- iy u .
Profili brzine vy = (n,n, fl) dati su

n 1 fl na dijagramima br. 9 do 15 i u tablicama br. 8 do
14 priloga II. Na tim dijagramima je sa N obeleZena vrednost
koordinate n za koju je zadovoljen grani&ni uslov

(1) _ _
Fn = 1 za n Ny

- Tatka odvajanja grani®nog stoja stepene te&nosti,
se nalazi na onom mestu konture tela gde tangencijalan napon
postaje ravan nuli, odnosno gde jJje

C(l) (nl fl) = 60 (1.116)

Vrednosti parametra f; u tadki odvajanja su obeleZene sa

£ i za razno n date u tablici br. 3.

lodv
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Tablica br 3

n 05 1 [1] 15 2 25 3 4 5

302185 | 04408 022497 | Q007 | 0052537 | 0024737  |050982-10°°| 02506310

¢ =T +4467 | +57139 | +7638 +952 +11344 +1302 16675 | 2204

3, 3931 60188 2432 72001 204 63241 43744 6475

fodv. -02512 | -00852 | -Q0376  [-00162  |-Q006835 |-0002925 - |-0000495 |-02068-10°

£ max 022391 00854 003286 | 00128 0005105 | goo212 | goooxs | g13-103
<= Lleds 0314 01935 01675 01472 Q1301 o8 00971 00824
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Vrednosti parame! ra fl u zaustavnoj tacki, tj.

za koje je zadovoljen uslov & Jje

M, £ - o (1.117)

obeleZene su sa £ i takodije date u tablici br. 3 za

lmax
razno n.

Numeri¢ka integracija jednoparametarske univer-
zalne jednacine je, kao i kod njutnovske teénostifizvréena

u intervalu flodv < fl g £ Integraciju izvan tadke od-

Imax*®
vajanja, tj. za fl < flodv' nemoguée je izvrsiti, jer za

fl= flodv univerzalna diferencijalna jednadina poseduje
singularitet.
" U daljem radu bic¢e potrebne vrednosti veli&ine
£
s = - —iedv (1.118)
%0

pa su i one date u tablici br. 3.
Isto tako ¢€e biti potrebne i vrednosti konstan-

(l)(n,

ti ¢,, ¢ 1 ¢, razvoja funkcije ¢ £f,) u red po stepe-

nima od parametra fl

o) (n,£0= om0y F+ 0y (£ %40 iuun (1.119)

One su sracunate, na osnovu tablica br. 1 do 7 iz priloga I,
i za razno n date u tablici br. 3.

Ne resavajucéi jos$ nijedan konkretan primer granic-
nog sloja stepene tefnosti ve¢ se mogu, na osnovu ovih rezulta-
taknumeriéke integracije, izvesti neki zakljucci o fizidkim
osobinama ravanskih laminarnih stacionarnih grani&nih slojeva
stepene teénosti.

Iz dijagrama br. 2 do 8 se naime, vide osobine
funkeija ¢, B 1 o) op1lik krive ¢ (V)
viSe odstupa od linearnog zakona, dok se sa porastom n, ta

kriva sve viSe pribliZava obliku prave linije. Krive H(l) i

za n = 0,5, naj-

¢(l) imaju nelinearan karakter za svako n u blizini tacdke
- odvajanja grani&nog sloja. Odstupanje od pravolinijskog ka-
raktera krive H 1) opada sa porastom parametra n.



- 64 -

Sa dijagrama br. 9 do 15, vidi se da se profil
. u % o . -
brzine Vxy za razlicite vrednosti parametra flf najvise

deformisfe za pseudoplasti¢:: teénost, tj. za n = o0,5. Sa
porastom parametra n, te < :rormacije su sve manje, tako
da su zan =5 (vrlo dila!:atna tednost), neznatne. Ispu-

njenje grani¢énog uslova za Y je kod pseudoplastilne te&-
nosti (n = 0,5) asimptotsk®, dok za 1 < n (dilatantna te&-
nost), to nije slucaj. Ova osobina profila brzine posmatra-
nih grani&nih slojeva je veé zapaZena u radovima {}{},{}i]
i [}é],ali samo u sludaju grani¢nog sloja na ravnoj ploéi.
Iz tablice br. 3 se vidi, da se sa porastom
n od o,5 do 5 flodv menja od -0,2512 do-0,0002068. Na osno-
vu toga, se veé sada moZe recfi da se sa porastom parametra
n tac¢ka odvajanja graniénog sloja na nekom telu pomera uz-

vodno.

1.12 O INTEGRACIJI IMPULSNE JEDNACINE GRANICNOG SLOJA
STEPENE TECNOSTI

Posle odredjivanja reSenja univerzalne diferen-

'cijalne jednadine, tj. funkcije F 1) (n,

fl,n), potrebno je
da se za reSavanje pojedinih konkretnih problema teorije
ravanskog laminarnog grani¢nog sloja stepene te¢nosti, na-
dje zavisnost velic¢ina z**(x) ili fl(x). Medjutim, u tom
cilju potrebno je reSiti obiénu nelinearnu diferencijalnu
jednaéinﬁ{pmvog reda, odnosno jednadinu impulsa u obliku

(1.63)

df v \Y

o= = & 6 (n, £)) + FX £ (1.120)
X
zZa X = X fl= flo'
ili u obliku (1.68)
az** _ o) (n v, z%%) -
dx Vv ) (1.121)
za X = X z** = gk*,

o o
Ako tadka x = o odgovara prednjoj zaustavnoj
tadki tela u kojoj je V = o, onda je to singularna tadka u
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kojoj je takodje i ¢(l)(n, f;) = o. Prema (1.117), vred-
nosti parametra fl' za koje je zadovoljen taj uslov obe-
leZene su sa flmax i date u tablici 3 za razlidite vred-
nosti n. Prema tome podetne viednosti za numericéku inte-

graciju jednac¢ine (1.120) odnosno (l1.121) su

£
= - = . ko _1MAX
za X o: f1 flmax' z% V;TBT . (1.122)

Ako se razmatra telo sa o3trom prednjom ivi-
com ili profil sa nultim nagibom pri vrhu, onda je u toj
tadki V # o i grani¢ni uslovi su, zbog 6;*= 0, slededi:

za X = O: f1= 0o; zg*= 0. (L.123)

U opStem sluaju ako je V # o za neko Xx=x_ > O
onda je po&etni uslov dat sa

za X = X, > O: zZ = 23* > O. (1.124)
Primetimo da veli&ina z}X* = vl-n

izraZava u pribliZnoj formi predistoriju ran1tka graniénog
sloja na intervalu o ¢ X g X, e

Integracija nelinearne jedna¢ine (i1.120), odno-
sno jednadine (1.121), se moZe izvr3iti metodom "korak po
korak", koju je predloZio Lojcjanski (il.

U ovom radu de se ta jedna¥ina u linearizo-
vanom obliku reSiti obic¢nom kvadraturom. Ranije je dat oblik
reda za funkciju ¢(l)(n, £,) (1.119). Ako se u tom redu zane-
mate svi &lanovi koji sadrZe stepene fl vece od (f ) ', onda

se dobija linearizovana funkcija

¢, £) = o ) - oy (IE. (1.125)

Ova aproksimacija se moZe opravdati veé ranije
spomenutom &injenicom da funkcija ¢(l) ima pribliZno linearan
karakter na celom intervalu promenljive fl’ sem u blizini tac&-
ke odvajanja grani&nog sloja.

Ako se linearizovan oblik funkcije ¢(1) (1.125)
uvrsti u (l.20), onda se dobija diferencijalna jednacina |



dfl v Vxx

- X . - ‘4 XX
ax =T (om0 fpit v f

l'
¢ije je op3te refenje
Pamr
‘¢0in vi{x) dx v
£1= = + ¢ X,
o ¢y 1
V(x)

Iz uslova da je na telima sa prednjom zaustav-

nom tadkom za x = 0 V = o0 i da, prema (L.122), fl mora da
bude konac¢no, sleduje da je konstanta integracije C = o.
Posto je na telima sa o3trom prednjom ivicom za x =0 V # o, a
prema (l1.123) je fl= o, te Jje ponovo C = o.
Znac¢i, za tela sa prednjom zaustavnom talkom
i za tela sa ostrom prednjom ivicom, reéenje linearizovane

impulsne jednacine glasi X
¢1—1
¢ovx(x)_§ V(t) ‘l dt
£, (x) = °¢1 . (1.126)
V(x)

Resavanije lmpulsne jednaéine u nelinearnom obli-
ku pomenutom metodom:LOJCJanskog' , ne predstavlja sloZen pro-
blem., Takvo resenje daje tadnije rezultate u blizini tadke od-
vajanja i taéniji poloZaj aame tadke odVajanja graniénog slo-
ja. Medjutim, kako je jedan od osnowvnih ciljeva ovog rada pro-
udavanje fizidkih osobina grani&nih slojeva stepene te&nosti,
a ne poboljSanje veé postojeéih rezultata, to e u tom cilju
reSenje (1.126) posluZiti na zadovoljavajuéi nadin.

Ako se uporede izrazi (1.126) i (l.lo4), onda
se vidi da su ti izrazi za parametar oblika fl potpuno isti
(f = f1)° Zna¢i, ako nova promenljiva n pri izvodjenju uni-
verzalne diferencijalne jednaline (l.90), ima oblik (l.1l05),
onda se parametar oblika u novim promenljivim !poklapa sa re-
Senjem linearizovane impulsne jednadine grani&nog sloja Stepe—
ne teénosti.

Koristeéi resSenja univerzalne diferencijalhe jed-

(L) (1) g1 (@)

nac¢ine F , tablice i dijagrame za funkcije ¢
i refenje linearizovane jedna&ine impulsa mogu se sada resavati
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svi specijalni slufajevi laminarnih ravanskih stacionarnih
grani&nih slojeva stepene tednosti za vrednosti parametra
nenjutnovskog ponasSanja stepene tefnosti u intervalu

0,5 ¢n € 5. A

1.13 PRIMERI

U ovom delu, razmatrace se nekoliko konkret-
nih problema ravanskog stacionarnog grani¢nog sloja stepe-
ne nenjutnovske tednosti. Treba da se napomene, da sem
problema sli¢nih reSenja, ni jedan od narednih problema
nije reSavan u postojedoj literaturi. Veé na poletku je re-
¢eno da su i slidna resSenja samo delimi&no obradjena u mo-
nografiji [51. Poredjenje dobijenih rezultata sa poznatim
i ta¢nim je zato moguce samo za n = 1, tj. za njutnovski
graniéni sloj.

U daljem tekstu, sve veliline sa donjim indek-
som 1 bide bezdimenzione. Naprimer, bezdimenziona koordi-
nata x, bice obeleZena sa Xy itd. Sa donjim indeksom s bide
oznafene vrednosti velidina u tacki odvajanja graniénog slo-
ja. Naprimer1 Xqg je vrednost bezdimenzione koordinate x u
tadki odvajanja grani¢nog sloja.

Iz (1.126))ima se vrednost parametra oblika f1
u tadki odvajanja granicnog sloja

XA
V. (x_) S‘V(t)¢l-l at
X S o

lodv % ¢q *
V(xs)

£

Posredstvom (1.118) i uvodjenjem bezdimenzionih wvelid&ina,

prethodni izraz se transformiSe na oblik
Xis
lel(xls) Vl(t)
S — = -8, (1.127)

2]
Vi (xy4)

dt

gde su vrednosti za ¢; i1 S date u tablici 3.



il/ Sli¢na resenia

Slic¢na reSenja jednadina ravanskog stacionar-
nog granifnog sloja stepene tednosti postoje, kao i kod
njutnovske te&nosti, pri strujanju oko klina[?i}. Pri to-
me je brzina spoljasSnjeg strujanja data sa

dok je ugao otvora klina

gde je p prirodan broj.
. | Ako se izraz za Vl uvrsti u (1.127), onda se
posle integracije i sredjivanja dobija

S
145 (¢;-1)

P = - (1.128)

Zbog ispunjenja uslova odvajanja grani&nog slo-
ja (1.127), tangencijalan napon na povr3ini klina je pri ovoj

vrednosti'ps ravan nuli. Koristeéi (1.128) i tabli&ne vred-

nosti za S i iz tablice 3, izracunate su vrednosti za p
1 ' s

za razno n i date u tablici 4.

- Tablica 4
n | 0§ 11] 15 2 25 3 4 5
R |-01505 |-01012 -00794 {-00653 {~-Q05S5 -00488 {-00385 1-00319

Ovde je oznakom (i] naznac€eno da je, za sludaj

izra&unato na osnovu rezulta-

njutnovske te&nosti (n = 1), Py

ta Lojcjanskog [El

Tadno reSenje ovog problema za n = 1,
novsku te&nost ,je dao Hartree [7%1
iznosi =-o0,091l.

tj.
i njegova odgovarajuéa

za njut-

vrednost za Pg
Iz tablice 4 se vidi da se sa porastom n od o,5
do 5 povecava i Pg i pribliZava nuli. Na osnovu ovoga se mo-

' %e zakljuditi da se usporenje strujanja pri kome grani&ni sloj
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jo% uvek naleZe na telo smanjuje sa porastom parametra n

reolo¥ke jednadine stanja stepene tecnosti.

i2/ Konvergentno — divergentni kanal

Neka je brzina potencijalnog strujanja data

sa

V =V -~ bx. (1.129)

Ovo strujanje se moZe interpretirati kao stru-
janje kroz kanal, koji se sastoji od dela sa paralelnim zi-—-
dovima (brzina Vm) i konvergentnog (b < o) odnosno divergen-
tnog dela (b > 0). ,

Ako se uvedW bezdimenziona brzina i bezdimenzio-

na koordinata x

= Y . = X
Vl— Vm ; X —\7;75—- ) (1.130)
onda se iz (1.129) dobija
V= 1- Xq - (1.131)

Posredstvom (1.129) iz (1.127) se dobija tadka
odvajanja grani®nog sloja
= ] - 1 -

— (1.132)
(1+S¢ )P0

xls

KoriSc€enjem tablice 3 izradunate su vrednosti
apscise tacke odvajanja, za razne vrednosti parametra:n,i
date u tablici 5.

 7ablica 5
n 05 ] | 15 2 25 3 4 5
e | 0179 | 0723 | 0103 | o905 | 00761 | 0069 | 00575 | Q047
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Prema Leigh—tu {]{]. zan =1, tj. za njutnov-
sku tednost, ta&na vrednost za X1g iznosi Xig = 0,1198. Iz
tablice se vidi da se sa porastom parametra n tacka odvaja-
nja graniénog sloja pomera uzvodno. Pri povedanju parametra
n od 0,5 do 5 apscisa ta¢ke odvajanja se naime smanjuje za
oko 3,8 puta. '

Ako se uvede bezdimenziona debljina gubitka

impulsa
6** _ 6**

1 v,_/b
i iskoriste izrazi (1.129), (1.1l30), (1.126) i (1.37), onda
se dobija

-1 017\ 1
n+1l ¢O[l-(l-xl) ] n+l -
5** = R . (1.133)
1 e ¢.+l=-n )
gde je uopSteni Rejnoldsov broj
V2R (v_/p)"
R = hnd . (10134)

e v

Na dijagramu br. 16 je, posredstvom tablice 3,
data raspodela bezdimenzione debljine gubitka impulsa (1.133)
za vrednost uop3tenog Rejnoldsovog broja Re= 300 i razlidite
vrednosti parametra n.

Sa dijagrama 16 se vidi da bezdimenziona deblji-
na gubitka impulsa Gi* +» Pri istim vrednostima uop&tenog Rej-
noldsovog broja i apscise Xq0 raste sa porastom parametra n.

Ako se ovaj zakljulak poveZe sa zakljulkom o
ta&ki odvajanja grani&nog sloja, onda se moZe uoditi sledeca
fizi&ka osobina grani¢nih slojeva stepene te&nosti.

. Za pseudoplastiénu stepenu tecnost, tj. za
n < 1, sa opadanjem parametra n debljina gubitka impulsa
grani&nog sloja se smanjuje, dok se tafka odvajanja granid-
nog sloja pomera nizvodno u divergentnom delu kanala.

Kod dilatantne stepene te&nosti, tj. zan > 1,
sa porastom parametra nenjutnovskog ponaSanja stepene tecno-
sti n, debljina grani®nog sloja naglo raste, a apscisa taclke
odvajanja se pribliZava samom podetku divergentnog dela kanala.
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Ovi zakljufci su potpuno u saglasnosti sa poz-
natim osobinama granicnog sloja, da je moguénost pojave od-
vajanja grani¢nog sloja veéa ukoliko je on deblji.

13/'Usporena strujanja sa rasporedom potencijalne brzine
oblika V;= (1 :;xl)m zam , 1. |

Ovde su dati poloZaji tafke odvajanja granid&-
nog sloja stepene teCnosti za nekoliko usporenih strujanja.
Rezultati su sredjeni u tablicama br. 6 do 9.

/,:-'//*Xy)_, X,c*Ql59 za n={ [15] 7ablica 6
05 1[1] 15 2 25 3 4 S

| 0,263 0157 0,125 0,104 0,089 0078 0062 0052

-2
Ir,;-{nx,) | X =QA7T8 xa n=1 [15] Tablica 7

0,5 101 1,5 .2 25 3 4 . 5

o8 | ooes | o595 | gosor | 0043 | 0038 | 0osos | 00254

— \
0,5 1] 15 | 2 25 3 4 5

0307 | 0220 | 0186 | o164 | Q144 | o131 | gro6 | 00895

-

N, =[1-%)%  x,6-0067 za n=f [15] rerblice 9
05 1[1] 15 2 25 3 4 5
| 0096 | 0065 | Q0502 | 0045 | 00392 | 0036 0024

Iznad svake tablice, je dat poloZaj tacke odva-
janja grani&nog sloja njutnovske te&nosti,tj. za n = 1,koji
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je dobio Gortler u radu Y}é].

S Iz ovih tablica se vidi da seﬁpri porastu pa-
rametra n, kod svih posmatranih usporenih strujanja, apsci-
sa tadke odvajanja grani®nog sloja stepene te&nosti smanju-
je, odnosno da se tadka odvajanja grani¢nog sloja pomera
uzvodno. Na prosSlim primerima je ova oéobina grani¢nih slo-
jeva stepene te&nosti veé primedena a ovde je na novim pri-
merima i potvrdjena.

i4/ Graniéni sloj na kruZnom cilindru

Brzina potencijalnog strujanja oko kruZnog ci-
lindra polupreénika R je data izrazom

V(x) =2 Vgsin ¥ , (1.135)
ili u bezdimenzionom obliku
vy= 2 sin xi. (1.135a)

Da bi se dobio poloZaj tadke odvajanja granicnog
sloja na kruZnom cilindru, potrebno je da se (l1.135a) uvrsti
u (1.127} i da se u tom izrazu izvrEi numerifka integracija
za.svako n i odgovarajuce vrednosti za ¢l i S iz tablice br.
3. Vrednosti apscise tadke odvajanja (xls= xs/R) za razlici-
to n, su sredjene u tablici br. lo.

Tadlica 10
n 05 1[1] 15 2
x), [rad] | 1863 1796 e 1782 1774
Xe[°] | 1070 1031 102,2 101,6
n 25 3 4 5
Xse[rad] | 1762 1754 17408 1726
X6 [°] 1011 1007 9987 9907
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Tafan poloZaj taCke odvajanja za njutnovski
grani&ni sloj (n = 1) na kruZnom cilindru je, prema
Terril-u [14], odredjen uglom X1 4= lo4,5°.

Ponovo se moZe zakljuc¢iti da i na kruZnom
cilindru povecdanje parametra n, utife na smanjenje apsci-
se tadke odvajanja granicnog sloja stepene telnosti.

Za sluCajeve n > 1, tacka odvajanja se sa po-
rastom n pomera}ka ta¢ki najvede brzine (x1= 90°) na kruz-
nom cilindru, Z2a slucajeve n < 1 tafka odvajanja se sa sma-
njivanjem n pomera ka zadnjoj kriti¢noj tadki na kruZnom ci-

lindru. .
Za dalja razmatranja se uvode bezdimenzione ve-
li&ine
= X . =V . =3 .
1™ R 1T av i W= v
1 1 (1.136)
= O** n+l 4 n+l
gde je uopSteni Rejnoldsov broj
(2v_)*™, r?
Re™ To— | (1.137)
Korisdenjem (1.136) se dobija da je
V,= sin x;. (1.138)

Posredstvom (1.138), (1.136) i (1.37) se dobija
parametar oblika granicnog sloja u formi

f1=cos xl(sin xl)l_n(di*)n+l (1.139)

Sa druge strane, kori3éenjem (1.136), (1.137), (1.138),(1.99),
(l.1lo0) 1 (1.22) se dobija bezdimenziona veliéina -
.aul n : Vi n _
{(sy—) } = (317) Cs ' (1.140)
1 y,=o 1

gde je gy dato sa (l1.66).

. Prema radu [1@], tangencijalni napon na povr-
8ini tela je dat sa
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_ g edun?
T = k{(g;) }y=o'

o)

Uvodeéi izraze (1.136) i (1.137) u ovaj definicioni izraz

dobija se koeficijent trenja

To - n + 1 301 n
Ce= = R {(5z==) '} (1.141)
f quZ e Byl .
o yl-O

i ’
Posredstvom izraza (1.139), (1.138), (1.140),

(1.141), tablica za funkciju Z, i numeridkog reZavanja inte-
grala u izrazu (1.126), dobija se raspodela bezdimenzione ve-
li¢ine (l.1l40) i koeficijent trenia Cf (1.141), pri strujanju
stepene nenjutnovske tednosti oko kruZnog cilindra. Te vred-
nosti su prikazane u obliku krivih na dijagramima br. 17 i 18.
Koeficijent trenja Cf je izradunat pri vrednosti uop$tenog
Rejnoldsovog broja Re=600. Za njutonovsku tedénost, tj. za

n = 1, koridéeni su rezultati Lojcjanskog iz rada [i].

Sa dijagrama 18 se vidi, da se sa porastom parame-
tra stepene tenosti n od 0,5 do 5 koeficijent trenja na kru-
Znom cilindru poveéava. Kako otpor trenja kruZnog cilindra
sigurno zavisi o©d povr3ine ogranidene krivom szcf(xl) i
ose Xq to se moZe zakljuliti da se sa porastom parametra n
otpor trenja kruZnog cilindra povedava.

Za pseudoplastiénu te&nost (n<l) otpor trenja kru-
Znog cilindra je manji od otpora trenja istog cilindra u stru-
ji njutnovske te&nosti. Smanjenje stepena n reocloske jednadi-
ne stanja smanjuje i otpor trenja kruZnog cilindra.

Za dilatantnu stepenu te&nost (n>1l), je otpor tre-
‘'nja kruZnog cilindra veéi od otpora istog cilindra u struji

njutnovske tednosti.
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ZadrZimo se sada na analizi debljine gubitka
impulsa grani&nog sloja stepene te&nosti u okolini prednje
zaustavne tadke na kruZnom cilindru.

Iz (1.139) sleduje da je bezdimenziona deblji-
na gubitka impulsa na kruZnom cilindru | ‘

n-1 ._.‘1.'...

*k f. (x,) (sin x.) n+l

61" =| L1 1 . (1.142)

- cos X *

1
Kada Xy * 0, onda se iz izraza (1.126) i (1.142)
vidi da je '
£. (0) = 12
| 1 ¢1 |

neka kona¢na velidina, dok 6{* + o0 zan > 1 (dilatantna ted&-
nost), a 5i*+w za n < 1 (pseudoplasti&na te&nost).

| U paragrafu 1.2 data je reoloska jedna¥ina sta-
nja stepene tefnosti (1.13)

Ti4= POy tu, €540

gde je efektivna viskoznost imala oblik
' , n~-1
1. . | 2

Ha= k| 3 °mp pm

a

U blizini prednje zaustavne tacke na kruZnom
cilindru je éij‘° o, pa se vidi da zan>1 yu_,+ o0 a za
n<y1 Uy > @ .

: Iz ovog razmatranja se moZe izvuéi sledeéi
zakljudak: _
a/ Iz analize efektivne viskoznosti i poznate
¢injenice, da je debljina graniénog sloja proporcionalna sa.
viskozno8éu, moglo se odmah pretpostaviti da bi debljina gra-
ni&nog sloja trebalo da bude beskona&no velika tamo gde je
i viskoznost beskona¢no velika, i da je ona ravna nuli kada
je viskoznost nula. Ta pretpostavka je prethodnom analizom
i potvrdjena. Za n > 1 (dilatantna te&nost) efektivna vis-
koznost i 6{* u prednjoj kriti¢noj tacki teZe ka nuli. Za |
n < 1 (pseudoplasti&na stepena teénost)’u prednjoj zaustav-
noj tadki g © sto izaziva porast debljine grani&nog sloja
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u toj tacki, tj. Gi**m.

‘ b/ Medjutim, pri stvarnom strujanju stepene
tednosti oko kruZnog cilindra sigurno necde postojati u pred-
njoj zaustavnoj tacdki te ekstremne vrednosti debljine gra-
ni&nog sloja (Gi* =0 ili § i*= ®) ,

Prema tome u oblastima teenja gde je éija=o
dolazi do izraZaja nepogodnost i nerealnost reoloskog mode-
la stepene nenjutnovske teénosti.Ova razmatranja potvrdjuju
pretpostavke Reinera I}é}.

1.14 PRIMEDBE O PRIMENLJIVOSTI JEDNOPARAMETARSKOG RESENJA
UNIVERZALNE JEDNACINE GRANICNOG SLOJA STEPENE TEGNOSTI

Kao Sto je ve¢ napomenuto, dobijeni rezultati
u ovom radu, ~pri sradunavanju graniénog sloja za konkretne
probleme strujanja stepene tecnosti, ne mogu se porediti sa
nekim drugim rezultatima, ta¢nim ili pribliZnim, zato Sto u
raspoloZivoj literaturi oni ne postoje.
. Poredjenje rezultata je moguée samo u sludaju
grani¢énog sloja njutnovske te&nosti, tj. za n = 1. Ta pore-
djenja pokazuju, kod svi razmotrenih primera, vrlo dobro
slaganje rezultata iz ovog rada sa rezultatima drugih autora.

Kako je pokazao Lojcjanski Ei],predstava o
tadnosti jednoparametarskog pribliZenja univerzalne jednadi-
ne, moZe da se dobije analizom parametara oblika viSeg reda
u intervalu promenljive x o< x< xg.Ako su naime, ispunjeni
us%ovi da je za svako x 6_[9, xé]

| £3 lnax << € | £

2|max ? << €

3|max

gde je
| e =] fl'méx'
onda je opravdano zanemarivanje parametara oblika f2, f3,....

u univerzalnoj jednadini i jednoparametarsko pribliZenje je
vrlo blisko taZnom reSenju tog problema.
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Ova detaljna analiza bi mogla da se sprovede
za svaki konkretan problem strujanja. Naprimer, u sludaju
strujanja stepene te&nosti oko kruZnog cilindra parametri
oblika viZeg reda glase:

o 2 2, .2 3

Posmatranjem krivih fl(xl), fz(xl) i f3(x1),
za razne vrednosti parametra n, dolazi se do zakljucka da
je karakter tih krivih isti kao kod Lojcjanskog [i] za
n =1, tj. za grani&ni sloj njutnovske te&nosti. U tadki
odvajanja grani¢nog sloja na kruZnom cilindru, parametri
f2 i f3 imaju karakteristi&ne vrednosti. Pri porastu n od
0,5 do 5, parametri f2 i f; se u tacki odvajanja po apsolut-
noj vrednosti smanjuju, tj. f2 se menja od vrednosti -o0,675
do -o,l7olo—5, a parametar f3 od 0,169 do'o,356910-9.Mo§e
se zakljuditi da je jednoparametarsko reSenje za n > 1 bli-
sko ta&nom, dok je ono za n < 1 manje ta¢no, jer su u tom
sludaju vrednosti za f2 i f3 u tac¢ki odvajanja ne bas pot-
puno zanemarljive. Znac¢i da bi se, pri daljim istraZivanji-
"'ma u oblasti pseudoplastiénih stepenih te&nosti, ako se Zele
ta&niji rezultati, trebalo iéi na dvoparametarsko pribliZenje

univerzalne jednadine.

1.15 O FIZICKIM OSOBINAMA GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI
I NJENOJ REOLOZKOJ JEDNACINI STANJA

Na osnovu obradjenih problema, mogu se izvesti
neki zaklju€ci o fizidékim osobinama graniénih slojeva stepe-
ne te&nosti i njenoj reoloskoj jednadini stanja. Ovo je bio,
i jedan od osnovnih ciljeva rada. Ti zakljufci su sledecéi:

'a/ Pri povedanju parametra n reolo3ke jednadine stanja ste-
pene tedénosti, dolazi do smanjenja apscise Xg tacke odva-
janja grani&nog sloja na nekom telu. Ovu osobinu je ekspe-
rimentalno opazio i Slattery [?é] pri proudavaniju granié-
nog sloja stepene te¢nosti na sferi. U radu [?gl, on je
tu osobinu dokazao i teorijski ispitujuéi grani&ni sloj



b/

c/

da/
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na sferi u intervalu parametra n o0,7356 { n é.l.

Pri istoj vrednosti uopsStenog Rejnoldsovog broja, sa
porastom parametra stepene tefnosti n, dolazi do zadeb-
ljanja grani¢nog sloja na nekom telu. Ova osobina je ra-
nije zapaZena pri proudavanju grani¢nog sloja na ravnoj

plodi [3].
Sa povedanjem parametra n stepene te&nosti, dolazi do
povecdanja otpora trenja tela koje se kredfe kroz stepenu

te¥nost. Ova osobina je i ranije zapaZena u rezultatu te-
orijskog razmatranja grani¢nog sloja na ravnoj plo&i [?].

Osim toga je zapaZeno u istom radu [3], da sa dodavanjem

karboksimetilceluloze vodi, dolazi do smanjenja otpora
trenja u kanalima. Iz tablice 1, se vidi da povecanije
KMC u vodi smanjuje parametar n stepene te&nosti. Znadi
ovaj eksperimentalan zakljufak je u saglasnosti sa teo-
rijskim zakljuc¢kom iz ovog rada.

Ako se ova tri zaklju¥ka poveZu, onda se vidi da pri po-
vedanju parametra n reolo3ke veze stepene tednosti, do-
lazi do zadebljanja grani&nog sloja, do povedanja otpora
tranja i do skra¢ivanja apscise taclke odvajanja granid&nog
sloja na nekom telu.

Ovaj zakljuéak o fizif¢kim osobinama grani&nog sloja stepe-
ne tednosti je u potpunoj saglasnosti sa opStim osobinama
grani®nog sloja. Naime, ovaj zakljulak se slaZe sa pozna-
tom &injenicom da povefanje debljine grani&nog sloja iza-
ziva veéi otpor trenja i manju apscisu tatke odvajanja gra-
ni&nog sloja.

Realndst osobina granifnog sloja stepene te&nosti, govori
istovremeno i o realnosti reolofke jednadine stanja stepe-
ne te&nosti, izuzev u sluajevima koji su ranije bili po-

‘sebno razmotreni (éi.ae-o).

J
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2. APROKSIMATIVNA VARIJACIONA METODA ZA SRACUNAVANJE
RAVANSKIH LAMINARNIH GRANICNIH SLOJEVA STEPENE TECNOSTI

U drugom delu rada izlaZ%e se jedna pribli¥na
metoda, za reSavanje razliCitih problema grani&nog sloja ne-
njutnovske stepene teCnosti. Cilj je da se pokaZfe varijaci-
ona formulacija problema grani®nog sloja stepene te&nosti i
da se ta formulacija iskoristi za dobijanje aproksimativnih
resenja. '

U uvodnom delu, je veé bilo re&eno da pribliZ%-
na metoda Karman—-Polhauzena nije dala u sludaju grani&nih
'slojeva stepene te&nosti, zadovoljavajuée rezultate, kako
u pqgledu tadnosti (sludaj ravne plode), tako i u pogledu
oblasti primenljivosti.

Sem metode Karman-Polhauzena u literaturi jo3
postoji za reSavanje problema grani&nih slojeva stepene teé&-
nosti, ranije takodje citirana intuitivna pribliZna metoda
Acrivosa [16] . .

Ovo bi bila, prema raspoloZivoj literaturi,
treca pribliZna metods =za sradunavanje granifnog sloja ste-
pene tednosti, koja ¢e biti razvijena do kraja, odnosno po-
‘modu koje e se moéi relavati konkretni problemi.

Cinjenica da se rezultati i po jednoj i po dru-
goj metodi rada dobro slaZu, ulvrstife naSe uverenje, da su
obe metode dovolijno pouzdane i da je ta®*no reSenje blisko do-
bijenim rezultatima.

2.1 O VARTIJACIONIM PRINCIPIMA U MEHANICI KONTINUMA

Naporedo sa razvojem svih oblasti fizike u
nauci se teZi da se razni fizifki procesi opisu na jedan je-
dinstven na¢in. U vezi sa ovim, varijacioni aspekti mehanike
dobijaju sve znac¢ajnije mesto u savremenoj fizici.

Varijacioni principi i njihova primena'imaju
dvojak znadaj. Prvo, za filozofsko-teorijskog aspekta, jer
se pokazalo da gotovo svi konzervativni procesi fizike, mo-
gu da se izucavaju na jedinstven nadin kao ekstremalno svoj-
stvo jednog karakteristifnog integrala (akcije), koji definiSe
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proces. I drugo, sa aspekta praktié¢ne pg&qﬁgﬁgﬁger varija-
cioni principi mehanike mogu da se iskoriste¥kako ta¢nih
tako i aproksimativnih reSenja za onu klasu problema za

koju postoji wvarijaciona formulacija. Ova druga osobina
varijacionih principa postaje sve znafajnija, kada su u
pitanju nelinearni problemi, ¢iju individualnost i matema-
ticke teSkoce nije lako prevaziéi klasidnim aparatom mate-
matitke analize. NaZalost, znaCaj varijacione metode u fi-
zici je umanjen &injenicom da za mnoge procese, ta&na vari-
jaciona f<rmulacija za sada ne postoji. Poslednjih nekoli-
ko godina varijacionom prilazu mnogih procesa fizike se pri-
daje veliki znagaj. Tako je naprimer u sada3nje vreme zapa-
¥Yen intenzivan razvoj varijacionih prilaza problemima irever-
zibilne termodinamike.

Dobro je poznato da se jednadine mehanike kon-
tinuma ne mogu izvesti iz Hamiltonovog varijacionog principa.
Do nepremostivih teSkoda se dolazi naro&ito, ako se za raz-
matranje kretanja fluida upotrebi Ojlerova koncepcija polja.
Pri varijacionoj formulaciji mehanike kontinuma u Ojlerovoij
koncepciji, giavnu te8kodéu pric¢injavaju &lanovi lokalnog
i konvektivnog ubrzanja u jednadinama kretanja neprekidne
sredine.

Postoje razli&iti nadini za varijaciono opisi-
‘vanje procesa mehanike kontinuma, odnosno za izvodjenje jed-
na&ina procesa iz varijacionog principa. U sadasnje vreme mo-
gu se uwoliti slede¢i varijacioni principi ove oblasti fizike:

a/ "Klasi¢ni" varijacioni principi.

Kod ovih principa mehanike fluida, upotreblja-
vaju se klasi®na pravila varijacionog raduna. Medjutim, oni
imaju manu, da se viZe od polovine jednadina procesa koriste
kao pomoéni uslovi, dok se ostale diferencijalne jednadine
izvode iz varijacionog principa. U ovu grupu varijacionih
principa spadaju i oni principi kod kojih se, pri variranju
akcionog integrala, koriste posebna ograni&enja za varijaci-
je generalisanih koordinata na granicama oblasti kretanija
fluida. Pregled literature ovih varijacionih prilaza mehanici
fluida mo%e se nadi u radovima [4&2] v [46] ’ B‘I:l .
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b/ Hidrodinami¢ki wvarijacioni princip,

Ovaj varijacioni princip je najpre formulisan
od strane Drajdena, Marnagana i Bejtmana (}31, a zatim dalje
razvijan u radovima ‘}Q],[ﬁé},{§i]. Po ovom principu se sva-
kom fizickom sistemu pridruZuje jedan imaginaran sistem. Iz
varijacionog principa se dobijaju diferencijalne jednadine
stvarnog i imaginarnog procesa. Imaginarni sistem nema nikak-
vo fizidko znaCenje i o njemu se ni%ta ne zna. Zbog toga ne
postoji nikakav na¢in da se za imaginarni sistem izaberu gra-
ni¢ni i podetni uslovi, a samim tim je prakti&na primenljivost
ovog principa svedena na minimum.

c/. Princip lokalnog pote_ncijala [52] ’ [53] R [41] v [42] ’ Elol ' [64] .

Ovaj varijacioni princip se razlikuje, od uobi-
¢ajenih varijacionih principa klasine mehanike po tome 3to
se njime, kako sleduje iz daljeg izlaganja, grubo narusava-
~ju pravila varijacionog raduna.

Prema varijacionom principu lokalnog potencija=-
la, postoje dve vrste - =ickih promenijivih (temperatura T,
brzina v, pritisak p, itd.). Jednu vrstu ¢ine tzv. termodina-
mi¢ke promenlijive, koje se variraju u procesu varijacije in-
tegrala akcije. Drugu vrstu promenljivih,&ine promenlijive
istog tipa (T, Por vd, itd.), koje u procesu variranja osta-
ju konstantne. To su tzv. "smrznute" promenljive. Posle vari-
ranja ova dvolic¢nost promenljivih nestaje postupkom "odmrza-
vanja". Posle variranja se stavlja da je To= T, Vo=V, Po= P
itd., 3to dovodi do tadnih diferencijalnih jednacdina proce-
sa koji se razmatra. Prema tome, d "smrzavanju" koordinata
prilikom procesa variranja, leZi spomenuto naruSavanje pra-
vila varijacionog raduna.

Ovaj princip je primenjivan, na niz praktié&nih
problema termodinamike, hidrodinamike i drugih oblasti fizike,
‘u monografiji [40]. |

d/ Biot-ov wvarijacioni princip. , .
Ovaj princip je prvobitno formulisan u radovi=

ma [_54],[55] , za probleme prenoSenja toplote i ima specijalnu
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strukturu =3 obzirom na uv iene koncepcije toplotnog poten-
cijalé, disipativne funkc: ;- i generalisanih toplotnih sila.
Kako za ovaj varijacioni ;i incip ne postoji LagranZian, to
ovaj princip nema Hamiltonovu strukturu, kao ranije pomenu-
ti principi. On je povezan sa mehanikom fluida samo zato
$to je primenjivan na probleme provodjenja toplote kroz gra-
ni¢ni sloj, i to samo na energijsku jednadinu grani&nog slo-
ja.
' 0d svih nabrojanih principa u teoriji grani&nog
sloja 1 to na osnovnu dinami¢ku jednac¢inu, je primenjivan sa-
mo princip lokalnog potencijala c¢/. U [Bé] je posredstvom tog
principa sradunat granicni éloj’njutnovske te¢nosti na ravnoj
plo&i.

U radu [22] je formulisan varijacioni princip
za klasu nenjutnovskih tecnosti u slufaju stacionarnih i vrlo
sporih strujanja. Kako pri tim strujanjima u jedna&inama kre-
tanja otpadaju ¢lanovi konvektivnog i lokalnog ubrzanja, to
taj varijacioni princip ﬁije od nekog vedeg znacaja.

2.2 VARIJACIONI PRINCTP

U ovom radu se na probleme grani&nog sloja
stepene tednosti primenjuje varijacioni princip, prvobitno
formulisan od strane Vujanovicda u radu [?é]za probleme pro-
vodjenja toplote. Taj varijacioni princip je kasnije prosi-
ren i uop3ten za primenu u opsStoj teoriji polja [Sé], dok
je u radovima Y_57] ’ [58] ' {60__\ ’ [61] iY_GZ] on upotrebljen za
dobijanje aproksimativnih reSenja niza melinearnih proble-
ma provodjenja toplote, difuzije i teorije grani&nog sloja
~njutnovske te&nosti. U svim prouéenim problemima dobijena
pribliZna re§enja su bila vrlo bliska sa tac¢nim.

Osnovna ideja ovog varijacionog principa je
da se pomoéu njega dobijaju sloZenije jednaline, od di feren-
cijalnih jednadina posmatranog procesa. U tim sloZenijim di-
ferencijalnim jednacd¢inama, kao i u LagranZijanu problema, me-
edjutim figuriSe jedan parametaf. Kada taj parametar teZi nu-
li, onda se iz tih sloZenijih jedna&ina dobijaju tacne dife-
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rencijalne jednaline razmatranog procesa.

Neka su vi(i= 1,2,..;.n) realne promenlijive
polja (brzina, pritisak, itd.), Xj (3 = 1,2,3) prostorne
promenljive i t vreme. Promenljive polja su vi=vi(xj,t).
Neka je LagranZeva gustina L, funkcija prostornih promen-
1ljivih xj, vremena t, generalisanih koordinata - promenlji-
vih polja Vi parcijalnog izvoda avi/at i parcijalnih iz-
voda proizvoljnog reda promenlijivih polja V4 Po prostornim
" promenljivim x..

J
Odnosno u matemati¢koj formulaciji neka je

S 2.
avi aVi Vl

a
N 4 r 14 r .oooooo).
i’ st axj axz

L= Lxg,t,v (2.1)

.

Za LagranZevu gustinu (2.1) se definiZe funk-
cional ili akcioni integral u obliku

+,
I = g J Lavdt, (2.2)
it YV
gde je to -+ tl proizvoljan interval vremena i dV= II dxj

j=1
element zapremine geometrijskog prostora.

U sluaju da su varijacije generalisanih koor-
dinata vy jednake nuli, u svakom trenutku vremena, na grani-
ci oblasti V ' '

| 8vy|y=©or

i da su te varijacije jednake nuli svuda u oblasti V u tre-
nutcima to i tl

§v,|, = 6v.|,. = o,
? Fo i ti
onda je uslov ekstremalnosti dejstva (2.2)
I = o

ekvivalentan sa Ojler-LagranZevim jednacinama, datim na pri-
mer u [§€], za generalisane koordinate vy




L _ 8 _ 8L _ 3 ® L,
v, T 3T ov, jo3 WSt BV
| a(at ) a(ax.)
J
3 2 3 k
vz 28 s e-nFr 2 3L = c.(2.3)
. 2 2 . " K k
j=1 3xj ] vy j=1 axj 9 vy
'] ('—'z‘—) o ( K ]
ij ij

Neka je LagranZeva gustina (2.1) data u obliku

-{m(—u(u ) +vuxuy+u u,.-

n+l, _x/m {2.4)

Y

-u(V"'VV))"Tj,T(u) } e

gde je m konstantan parametar, koji fe posle variranja te-
Ziti nuli.

Dejstvo, za slu¢aj LagranZiana datog u oblii-
ku (2.4), glasi

L oxal
[‘ j‘ _g Ldxdydt. (2.5)

U LagranZianu (2.4) se za generalisanu koor-
dinatu usvaja komponenta brzine u. Pretpostavide se da je
brzina u potpuno odredjena na svim granicama oblasti, sem
na 'krivoj x = I. Da bi za LagranZevu gustinu (2.4), Ojler-
LagranZeve jednad¢ine (2.3) stvarno predstavljale uslov
ekstremalnosti funkcionala (2.5) na toj granici mora da bu~-
de zadovoljen, za proizvoljnu varijaciju generalisane koor-
dinate u na toj granici, prirodan grani®ni uslov u sledeéem
obliku -

L su = o. (2.6)

Ju I _
9 (-5‘;(' _ x=7
Uvodeéi (2.4) u (2.6) dobija se

- - = 1y
m(uux+vuy+ut Ve va)dul %=1 O. (2.7)
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Kada se pusti da parametar m *o, onda se iz
(2.7) vidi. sa je uslov transverzalnosti (2.6) automatski
zadovoljen, : da je upotreba Ojler-LagranZevih jedna&ina
(2.3) opravdana.

Xada on (ie4) uvrsti u (2.3} i u usvoiji za
generalisanu koordinatu, onda se posle delenja sa ex/m' do-
bija sledeca jednaéina

ut+uux+vuy+m Kut+uux+vuy)x+(vux)y- %(ux)z} =

t—Vt—VVx)X. (2.8)

= £ %n -
vt+vvx+v{ (uy, }y m(u

Ako se u duhu varijacionog principa 0[56]-}[62]
pusti da parametar m + o, onda se (2.8) svedi na jedna¥inu

u, tuu, tvu = Vt+VVx+v{(uy)n} " (2.9)
koja ustvari predstavlja diferencijalnu jednac¢inu ra-
vanskog laminarnog nestacionarnog grani¢nog sloja nenjutnov-
ske st one te&nosti (1.19), gde je vy = §,. Prema tome je
pokaz:s:+ - se ideja pomenutog varijacionog principa moZe
primeni'® : na grani&ne slojeve stepene telnosti.

_ TeSko je da se za parametar m da neko fizicko
objasnjenje u slucaju LagranZeve gustine (2.4) grani¢nog slo-
ja stepene tedénosti. U varijacionoj formulaciji provodjenja
toplote medjutim, taj parametar je imao svoje fizi&ko tuma-
_éenje.[?é].

( Treba primetiti da ovim varijacionim principom
' nijé obuhvadena jednadina kontinuiteta (l1.20). Kasnije ¢e
se medjutim ppkazati da se u teoriji grani&nog sloja jednadi-
na kontinuiteta moZe razmatrati kao neholonomna veza.

PoSto varijacioni princip ne sadrZi granicéne
uslove, to je kod prakti&ne primene ovog principa zato - neop-
hodno, da se re3enja biraju tako da ona veé unapred identicki
zadovoljavaju grani&ne uslove.
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2.3 MEY i:A APROKSIMATIVNOG SRACUNAVANJA GRANICNOG SLOJA
STEr! & TEGNOSTI -

Formulisani varijacioni princip za granié&ni
sloj stépene tednosti iskoristide se za neposredno pribliZ-
no srac¢unavanje ovih grani¢nih slojeva. PribliZno reZenije
e se naime dobiti iz direktnog prouavanja akcionog inte-
grala (2.5) sa LagraZevom gustinom (2.4).

Primenice se koncepcija o grani&nom sloju ko-
nagne debljine & (x,t). Tada grani&ni uslovi (1.21) glase

u=v =0 Yy =0

’ (2.10)
u = Vix,t) y = 8§(x,t). .
Da bi se dobilo aproksimativno reSenje granicnog sloja ste-

pene te&nosti uvodi se profil brzine u u obliku
u(x,y,t) = vix,t)¢ (1), (2.11)

gde je ¢ poznata funkcijé nove promenljive A\

A= 5%, T (2.12)

sa zasada nepoznatom funkcijom 6(x,t).
Pretpostavlja se da komponenta brzine v ima
oblik
vi{x,y.t) = g(x,t)s(A)-p(x,t)R(A). (2.13)

f U izrazima (2.11) i (2.13) funkcije 6, g i p
imaju ulogu generalisanih koordinata, a zavisnosti ¢)S-iR
moraju biti takve da su grani&ni uslovi (2.lo) i jednadina
kontinuiteta (1.20) identidki zadovoljeni.

Ako se (2.11) i (2.13) uvrsti u izraz (2.5),
a ovaj zatim integrali po y u granicama od o do y1=6, onda
se posredstvom (2.4) i (2.12) dobija dejstvo
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t, £ 2
2 2 v3s Ve
I 1 Am(VVgsA _+VV & AL+ ——3—.A + VV A+ —5= A+
t, °
v, .6
+ V v 6A5 VV ) A +VV’6 A + -——3———-A ) -
1 4, £
iy x/m |
-V 5 Ag} e / dxdt = L(5,5x¢5t,x,t,m) dxdt, (2.14)
t,°
gde su uv '2ne sledece oznake
o 1 2
A= S (3 ¢7-0)dr; A=/ A (1-6%)ar;
o o

Ay= PA ~5R 13

1
A= [ Ap$’ AN ;
O

»

1l
= 2,49 2 .

1
1 oyn+1 .
A9— vy é (v 7) dA;

1
Aj=J (g2¢¢ "~pRo¢ 7)dA;
o

A_= é (¢2—¢)dl;
(2.14%)

1 [ §
Aq= A . (1-9)ar;
lo]
Fre RO “24A
Alo” ! ¢RP““dAr;

1
- =ht 2 o

i pfi Yemu je sa prim oznaden izvod po A.
Treba napomenuti da je ovde primenjeni postu-

pak smanjivanija reda integrala jua ak01onom 1nteqralu poznat-

‘pod imenom direktne metode’ Kaforovida {§§]
Nepoznata funkcija 6 (x,t) u funkcionalu
(2.14) treba da se izabere tako da za nju akcioni integral

(2.14) bude ekstreman.

U tom cilju mora da bude zadovolje-

na Ojler-LagranZeva jednadina (2.3) za LagranZevu funkciju

(2.14) i za generalisanu koordinatu $



5

L 9 L 9 oL .
-, & - = 22 = o, (2.16)
ot 6t A X (Sx

(=3
o
[+¥]
Q

Ako se u (2.16) uvrsti (2.14), izvr3i delje-
r 1 u duhu formulisanog varijacionog principa

/m

ponovo pusti posle variranja da parametar m teZi nuli,
onda se dobija '

. X
nje sa e

3 ]
2 v \'/
v VxAl'l' -5— GXA2+ 8— A4+VvtA7 +
2
A _ +1
vO¢ v
Yy ReTVMAg oET T O (2.17)

$

U cilju dobijanja dopunske veze izmedju genera-
lisanih koordinata 6§, p i g uvodi se (2.11) i (2.13) u
jednadinu kontinuiteta (l1.20). Iz uslova da ova jedna&ina
mora da bude identicki zadovoljena za svako 6§, p i g sle-
duju veze

g = Vs _; P=Ves, (2.18)
1 .
dz a
"R =5 o = (2.19)

Uzimajuéi u obzir izraze (2.18) i (2.15) dife-
rencijalna jednac¢ina (2.17) dobija oblik

l-n 3z 2-n 3z l-n 3V aV/at, . _
MV 5t +V 3% + (NV™ 5% +a )z'b, (2.20)
gde je v n+1l
Z= 5\, , (2.21)

A A, +A
i) 1l ""lo
M= 5—3—; N = (n+l) 5=—5=
AyA; Ay~Ay’
A
o A . A .
a=(n+l) e . _ 9



ReSavanjem diferencijalne jednadine (2.20)
dobija so z(x,t), odnosno debijina grani¢nog sloja §&(x,t).
Za n = 1 (njutnovska telnecst) jednadina (2.20) se po obli-
ku svodi na jednadiny Tavga (?5], koju je on dobio na drugi
nadin prilikom prouZavanja grani&nog sloja njutnovske ted&-
nosti. '

Pretpostav!jajuéi da je profil brzine oblika

u = ——7'*)<3k-k )y (2.23)
iz (2.11) sleduje
o) =3 (3a-aY), (2.24)
a iz (2.19) se dobija
4 4
g = 32(0%- A, R = 7(32%- &), (2.25)

Nije tesko proveriti, posredstvom (2.23),
(2.25), (2.13) i (2.12) da su sa ovim oblicima funkcija
¢, £ i R granicéni uslovi (2.lo) zadovoljeni.
| Ako se (2.24), (2.25) uvrsti u (2.15) i izvr-
$i integracija po A onda se za konstante (2.22) diferenci-
jalne jednaéine (2.20), za sluCaj profila brzine (2.23),
dobijaju sledec¢e vrednosti

M= 2,612; a = (n+l)1,795J
N = (n+l)3,72, (2.26)
2
_ n. e+l I”(n+2)

pri Cemu je sa T ovde obeleZena gama funkcija. Vrednosti
ovih konstanti za razne vrednosti parametra n stepene ted&-
nosti su date u tablici br. 11l.




Tablics ¢

or 102 [ 03 |04 o5 Jos 27 |08 |a9 1 2 3 4

57 | 305 {3225 | 341 | 359 |5375 | 716 | 896 |1977

S

19745 12154 | 233 | 251 | 2,69

4085 [4457 14828 5202 {5444 1594316314 |6685 | 7057 | 7428 | 1115 1485 | 1857 12228

1831 | 471 | 9401 | #7102 | 3200

155 | 299 | 476 | 647 |822 191 |1205 |1395 | 161

2612
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2.4 O NEHOLONOMNOJ STRUKTURI PROBLEMA GRANIGNOG SLOJA
. STEPENE TECNOSTI

Ovde <e hiti izloZena diskusiia o neholonomnoj
strukturi jednadina graniCnog sloja stepene te&nosti (1.19)
i (l.20), slic¢na diskusiji datoj u radu [bé]za jednadine
grani¢nog sloja njutnovske tedlnosti.

Pokazade se naime da zahvaljujuéi postojanju pot-
pune LagranZeve formulacije za problem graniénog sloja, re-
zultujuée jednadine varijacionog principa formiraju potpuni
skup neholonomnih jednaéina u odnosu na generalisane koox-
dinate § i g.

‘ Da bi izlaganje bilo Sto prostije posmatrade
se stacionaran graniéni sloj stepene te&nosti na ravnoj plo-
&¢i. U tom sludaju je

Vx= o; Vt= o; 5t= o3 p=o. (2.27)

Posredstvom prethodnih izraza se iz (2.14) dobi-

ja LagranZeva gustina ovog problema u obliku
V35)2<. : VZ(SX +1 .
L={m(—2-8- AZ- —-g—- gAll)-v 6n A9} e (2.28)

Uvode€i odgovarajufe profile (2.11) i (2.13) u
jedna&inu kontinuiteta (l1.20) i koristedéi (2.27) i (2.19)
dobija se

a116x+a12gx+ a;= o, (2.29)
gde je

= V; a,,= 0; a;= -g. (2.30)

a1 12

Jasno je da se jednadina (2.29), moZe posmatra-
ti kao neholonomna veza. Naime, prema dobro poznatim pravili-
ma neholonomne mehanike [ﬁé], diferencijalne jedna&ine "kre-
tanja" u odnosu na generalisane koordinate 6§ i g za Lagran-
Zevu gustinu (2.28) i neholonomnu vezu (2.29) glase

(2.31)
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gde je uy LagranZev mnoZitelj.

Uvodeéi LagranZevu gustinu (2.28) u (2.31) i
koristeci (2.30) dobija se

vTs 2 n+l
X a -V cny Y = =x/m
; Ay 3 Aq nvén+l A9+m(....) u, Ve ,
2
VTe, (2.32)

m —%— B11= u3-0 = o.

Ovim jednad¢inama treba dodati i jednadinu neho-
lonomne veze (2.29)’koja posredstvom (2.30) postaje

Vs~ g = o. (2.33)

Diferencijalne jedna¢ine (2.32) i (2.33) pose-
duju oc¢igledno u smislu klasi¢ne mehanike neholonomnu struk-
turu. Problem je da se iz ove tri jednacine nadju nepoznate
funkcije § i g i nepoznat LagranZev mnoZitelj Uy Kako u du-
hu formulisanog varijacionog principa posle variranja, odnos-
no posle primene "LagranZevih jedna&ina druge vrste" (2.31),
parametar m te¥i nuli to se iz izraza (2.32) i (2.33) dobi-
jaju jednadine za odredjivanje § i g

v>s 2 +1
\ vt
5 B~ T 9BAp17Vnhy

6n+1 = °»

V6.~ 9= o, (2-34)

a LagranZev mnoZitelj ostaje neodredjen. Kombinujuéi gornje
dve jedna®ine i uvodeéi oznake (2.21) i (2.22), dobija se
ranije izvedena jedna¢ina (2.20) za sluaj stacionarnog gra-
ni&%nog sloja na ravnoj ploé&i.

Iz ove diskusije proizlazi, da jednadina konti-
nuiteta u teoriji graniénog sloja predstavlja neholohomnu
vezu u smislu klasi¢ne mehanike. Iz klasiéne mehanike je
medjutim poznato da akcioni integral gubi svoj smisao, ako
se u njega uvede neholonomna veza. Uzimajuéi u obzir tu
osobinu akcionog integrala i neholonomnost jednadine konti-
nuiteta, postaje jasniji postupak iz proSlog poglavlja za



dobijanje pribliZnog resenja. Tamo je za komponentu u
usvojen profil (2.11) sa jednom generalisanom koordinatom
8. Pri tome je komponenta brzine v uzeta u obliku (2.13)
sa druge dve generalisane koordinate g i p. Uvodjenjem iz-
raza za u i v u jednac¢inu kontinuiteta, mogle su odmah da
se dobiju veze izmedju 6, g i p (2.18). Posto te veze
poti¢u iz jednadine kontinuiteta, tj. iz neholonomne veze,
to njihovim direktnim zamenjivanjem u akcioni integral,
(2.14) on gubi svoj smisao. Sprovodjenjem ovog postupka
moZe se pokazati da dobijena aproksimativna refenja nema-
ju u tom slucaju skoro nikakvog smisla. Postupakdat u ovom
radu je ve¢ ranije uspesSno koriséen pri sradunavanju granid-
nog sloja njutnovsike tecnosti u radu (}@].

IzloZenu diskusiju o jednadini kontinuiteta tre-
ba shvatiti, kao objasnjenje postupka dobijanja aproksimativ-
nog reSenja u proSlom poglavlju i kao polaznu ideju za neki
stroZiji dokaz o njenoj neholonomnosti.

2.5 ODREDJIVANJE TACKE ODVAJANJA GRANICNOG SLOJA STEPENE , |
TECNOSTI é

Kako je pretpostavljeni profil brzine u (2.11)
vrlo jednostavan, tj. ne sadrZi u sebi parametar oblika gra-
ni¢nog sloja, to je jasno da se posredstvom njega ne moZe
odrediti poloZaj tacke odvajanja graniénog sloja. Stoga se
ova pribliZna metoda za reSavanje granidénih slojeva stepene
te¢nosti dalje kombinuje sa metodom Targa [7{], koju je on
rézvid za grani¢éni sloj njutnovske tecnosti. Naime, varija-
cioni princip sluZi za dobijanje debljine granic¢nog sloja
(reSenje diferencijalne jednad¢ine (2.20)), a Targova meto-

da se koristi za odredjivanje tac¢ke odvajanja grani&nog slo-

ja.

Kombinujudi jedna&ine (4.19) i (l.20) i vodedi

raduna o oznaci (l1.25) dobija se |
\

|
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_v{(u ) } —VV i +uux—u .‘[ u dx. (2.35)

Ako se u desnu stranu gornje jednaline uvede
pribliZan profil brzine u oblika (2.23), integrali zatim
leva i desna strana tako dobijene jednacdine po y, a inte-
graciona konstanta odredi iz grani¢nog uslova

%% =0 za y =06 (x,t),

v v 7
u,n_ t_ ,3,2_ 1,4_ 3 X 366 3, A" _ 3,5
3x) = Viggz GAT- AT-20+ I+ 35 z2(F35 —16AH6A T+ 5~ = £ A7)+
7

3 v 26 _ .13 . 7 ,5_ A
*t ToonaT Zx (35 T 22T v 3 AT w4
y) 4
3 1 _ A A
*Tmey T T ) (2.36)

gde je z dato sa (2.21)-i A sa (2.12).

Za njutnovsku teénost, tj. za n =1, (2.36) se
poklapa sa odgovarajuéim izrazom Targa [75l'

Prema Targovoj metodi, za njutnovski graniéni
sloj’da bi se dobila diferencijalna jedna®ina za odredjiva-
nje debljine grani¢nog sloja 6 treba izraz (2.36) da se joS
jedanput integrali po y. Posto je o¢igledno da se izraz
(2.36) ne moZ%e integraliti po y, jer to onemogucdava ¢lan
na levoj strani (2.36), to se u slucaju granicénog sloja
stepene tednosti, Targova metoda ne moZe sprovesti do kra-
ja. Zato je u ovom radu i iskoriSéen varijacioni princip
za odredjivanje deblijine grani&nog sloja stepene teCnosti §.

Prema tome jednadina (2.36) se koristi za odre-
djivanje tadke odvajanja grani¢nog sloja stepene telnosti.
0d ranije je poznato, da se poloZaj tadke odvajanja grani&-
nog sloja stepene tednosti odredjuje iz uslova



Uvodjenjem prethodnog izraza u (2.36) i
zamenom u tako dobiijenu jednacinu parcijalnog izvoda z,
iz jednadine (2.20), koja je dobijena posredstvom vari-
jacionog principa, dobija s2 jednagina za odredjivanie
tadke odvajanja graniénog sloja stepene te&nosti
1 A\

= payn—dl_n £t _
szs— AV B 57— Zg D(zt)s, (2.37)

gde su konstante A,B i D date izrazima

A= 13-b . B = 35(n+l)-13a
= H = v
61 (n+1)-13N

61 (n+1)-13N

35-13M (2.38)

4
61 (n+1)—-13N

i gde su sa donjim indeksom s oznacene vrednosti velicina
u tadki odvajanja graniénog sloja.

Sva dosadasSnja izvodjenja su obuhvatala kako
stacionarne tako i nestacionarne granic¢ne slojeve stepene
tenosti. Medjutim, u sluC¢aju stacionarnog strujanja je

V = V(x) i z = z(x), (2.39)

pa se u tom slucaju (2.20) svodi na obi¢nu diferencijalnu

jednadinu
v 4z i &V, o, (2.40)
ReSenje gornje diferencijalne jednadine, uz gra-
niéni uslov z(o) = o, glasi
_ X
b. fV(x)N-'-n-zdx
z(x) = 2 5 . (2.41)
V (x)

Zamenom (2.41) u (2.37), pod pretpostavkom
ﬂ2;39), dobija se sledec¢i uslov za brzinu na granidi gra-
ni¢nog sloja u tadki odvajanja granicnog sloja stepene ted-
nosti
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xs
dv j‘ +T-1
(.CT}—(- . V(x)" dx.
S = - 2

V(x‘s)T

) (2.42)

u kome su, s obzirom na (2.38) i (2.26), uvedene sledede
oznake

N = (n+l1)3,72; T=N+n-1 )
1,022 (2.43)
Sn) = =9~

U tabeli br. 12 date su, za slufaj profila brzine u u obli-

ku (2.23), vrednosti za T i S u zavisnosti od parametra n
stepene tecnosti.

Tablica 12

n or 102 |03 |04 |05 | o6 |07
5nl} 093 | 0852078710732} 0682| 0638 0,603
T (n) 3185 | 3,657 | 4128 | 4601 | 4944 | 5543 | 6014

n 08 | 09 | 1 2 3 | 4 | 5
5(n) 0568 | 0539| 0511 | 0341 | 0,257 | 02045 Q1705
Tn) | 6485 ) 6957 | 7428 | 1215 | 1685 | 21,57 2628

IzloZena pribliZna metoda za redavanije grani®nih
nlojava nlapana Ladnostl mofa uada da ne prbmand v ju e
pltivanja njeno taéno:-xti,nu razne konkretne probleme struja-
nja. Vidi se da je metoda primenljiva za svako o< n <:n1,
a3 mhkupa poalbiyrympih privodnih bhrodjeva, Po@itse Bt pyvion daln
rada reSenja sradunata za vrednosti parametra n,y do n1=5, to
e se i primeri u ovom delu rada obraditi 'u toj istoj oblasti.
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2.6 PRIMERI

Ovde ¢e biti razmotreno nekoliko primera struja-
nja, koji su veé bili razmatrani i u prvom delu rada. Posto
su tamo na nizu konkretnih problema veé bile detaljno proucle-
ne fizi&ke osobine grani®nih slojeva stepene te&nosti, to je
nepotrebno da se ovde ponovo reSavaju ti isti primeri tako
detaljno i opSirno. Primeri izneti ovde imaju prvenstveno za
cilj da pokaZu tadnost ove pribliZne metode a da usput potvr-
de osobine grani¢nih slojeva stepene tednosti konstatovane u
prvom delu rada.

a/ Grani®ni sloj stepene tednosti na ravnoj ploéi

U sluCaju strujanja duZ ravne plole je

V = const.

tako da iz (2.41) i (2.21) sleduje
1

§ =(wbv 2x) BFL (2.44)

Obzirom na ranije navedeni definicioni obrazac za tangen-
cijalan napon na telu
_ n
o= K Lu)"Y o _or

dobija se posredstvom izraza (2.23), (2.12), (2.44) i uslo-
va da je V = const, formula za izracunavanje tangencijalnog
napona na plo&i, odnosno koeficijenta trenja,

_
To l+n
Ce= —5— = C(n) R , (2.45)
Vo :
gde je . n
Cc(n) = —iélél—— , (2.46)
b n+1l
a
2-n_ n
R =4 __X (2.47)

ex v
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predstavlja lokalni Rejnoldsov broj.
k Posredstvom (2.46) i tablice 11 izradunate su

vrednosti za C(n) i sredjene u tablici br. l2a.

7ablica 12a

n | o1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
cmi| 101 | 09005 | o7es | o689 | q6075 | 05375
n| o8 1 2 3 4 5

Cm)| 0435 0351 0,173 0,1119 00822 | 00617

Na dijagramu br. 19, je uporedjena kriva za
C(n), koja jo sraCtunata prema metodi iz ovog rada, sa tad-
nim reSenjima iz rada [}é} i pribliZnim rezultatima Kar-
man-Polhauzenove metode [18].

Sa tog dijagrama se vidi da su za dilatantne
stepene tednosti (n > 1) rezultati i prema Karman-Polhauze-
novoj i prema varijacionoj metodi vrlo bliski tac¢nim rese-
njima. '

za pseudoplasti&ne te&nosti (n < 1), je'oéigled-
no da,pribliZna varijaciona metoda daje, naro&ito za vrlo ma-
lo n, bolje'rezultate od pribliZne metode KarmanmPoihauzena.

Otstupanje rezultata varijacione metode od tad&-
nih reSenja je za ceo interval parametra n manji od 6%.
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b/ Sludaj sliénih resenija

Za slufaj sli¢nih reSenja granicnog sloja ste-—
pene tednosti, tj. za strujanje oko tela oblika klina, br-
zina potencijalnog strujanja je odredjena izrazom

o0

vV =V_ xP, (2.48)

gde p pripaas skupu prirodnih brojeva.

Ako se (2.48) uvrsti u uslov za odvajanje gra-
ni¢énog sloja (2.42)‘onda se dobija ona vrednost za eksponent
p za koji je lokalni tangencijalni napon duZ cele konture te-
la jednak nuli. Za vrednosti iz tablice br. 12 i za n iz in-
tervala 0,1 ¢ n € 5 te vrednosti parametra p su sraunate
i sredjéne u tablici br. 13. Na dijagramu br. 20 su te pri-
bliZne vrednosti uporedjeﬁe sa rezultatima dobijenim posred-
stvom jednoparametarskog reSenja univerzalne jednadine iz
prvog dela ovog rada. (tablica br. 4).

Treba podvucéi da su pomocu pribliZne varijacio-
ne metode dobijeni rezultati i u intervalu za n < o,5, za
koji nije bilo mogude nac¢i stabilno reSenje jednoparametar-
skog pribliZenja univerzalne diferencijalne jednadine granid&-
nog sloja stepene telnosti.

ZakljuCak o uticaju parametra n na Py je ovde
isti kao pri obradi posmatranog problema u prvom delu rada,
pa se zato on ovde ne navodi.

Za dilatantne stepene tecnosti (n > 1), rezul-
tati jednoparametarskog pribliZenja univerzalne jednacine i
rezultati ove pribliZne metode su vrlo bliski. Za n > 3
naprimer razlike skoro i nema.

Zza pseudoplasti&nu stepenu teénost (n < 1) re-
zultati tih dveju metoda medjutim se sve visSe razilaze sa

smanjivanjem parametra n.
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o 02 03 04 05 06 07
-Py 0307 | 0262 | 0227 | 0201 |Qmf Q1638 | 01495
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\ 08 09 ! 2 J 4 5
% 01385 | 0128 | QN9S | Q071 100506 [ Q0393 | Q0322
g s
/chmacmna meteda ’
v Jednoparametarsto prle
/  univerzalne jednadine
0,2 \ /
/N
o/ \\
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Slika br. 20
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¢/ Graniéni sloj stepene tecnosti na kruZnom cilindru

U ovom sluCaju brzina potencijalnog strujanija
ima, kao S$to je poznato, oblik
X

vV =2V sin-ﬁ, (2.49)

gde je R poluprenik cilindra.

Tatka odvajanija graniénog sloja stepene te&no-
sti na kruinom cilindru se dobija, kada se (2.49) uvrsti u
(2.42) i izveSi numeridka integracija tako dobijene jedna-
&ine za svako T i S iz tablice br. 12. %

' PoloZaji tatke odvajanja Xy g~ ﬁg, za razne vred-
nosti paxametra stepene tefnosti n su date u tablici br. 14.
Na dijagramu br. 21 su uporedjene vrednosti apscise talke
odvajanja granifnog --sloja sralunate varijacionom metodom,
sa odgovarajudim rezultatima jednoparametarskog pribliZenija
univerzalne jednadine (tablica br. lo). Rezultati ove vari-
jacione metode su ponovo dobijene i za oblast n < 0,5, u ko-
joj nije mogio da se nadje stabilno reSenje u prvom delu
rada.

Osobina da se tacka odvajanja grani&nog sloja
pomera sa promenom parametra n, moZe ovde lepo da se potvrdi
1 to ne samo posmatranijem rezultata tablice br. 14, veé i
na sledec¢i nacin.

Zamenom bezdimenzione brzine potencijalnog
strujanja oko kruZnog cilindra Vl= sin Xy u (2.42) dobija
se, posredstvom (2.43), sledefi izraz:

AS

X
. T-1
cos X4 X (sin xl)

dxl
o : .. _ 1,022
T > - n+l' L4 (2'50)
(sin xls)

Ako se pretpostavi da n + «» onda desna strana
(2.50) teZi ka nuli. Ovome slucaju medjutim odgovara vred-
nost X1g = m/2, odnosno odvajanje grani&nog sloja nastupa
u tadki najvede brzine spoljasnjeg strujanja. Sa druge strane



Tabb‘cabr./lr
n o 02 04 05 07 09
i s lrod]| 2084 | 2065 | 2029 | 2012 | 1982 | 1955
120 ,
- . ]| 196 1185 | 1
\ _Variaciona _metoda %s [ | 118, 163 54 37 122
n ! 2 3 4 5
\ T
\\ X,s [red]| 1947 1877 184 1808 1,786
< , ,
. \\ | X [°] 1117 1077 1056 1039 1025
\
\\\
\ \\
“‘*‘“-{m»__
100° S —
\ Jednoparametarsko  pripl.
umiverzalre jednatine
90° L
! 2 3 4 5

Slika br. 21
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kada n » o, desna strana izraza (2.50) teZi vrednosti 1.022.
Iz poznatih osobina izraza sa leve strane (2.50), proizlazi
prema tome da tafka odvajanja granifnog sloja teZi ka nekom

Xig= Xor ZA koide vaZi uslov da je /2 < x

o.

Tako se ponovo dolazi do zakljucka da sa poras-
tom parametra n reolosSke jednafine stanja stepene tecnosti,
dolazi do swmanjenja apscise tacdke odvajanja granic¢nog sloja

na kruZnom cilindru.

2.7 ZAKLJUCCI O PRIBLIZNOJ VARIJACIONOJ METODI GRANIENOG
SLOJA STEPENE TECNOSTI

a/ Ovaj pribliZni postupak koristi varijacioni
princip za sradunavanije debljine granidnog sloja a Targovu
metodu za odredjivanje talke odvajanja granidnog sloja.

b/ U sludaju ravanskog strujanja, ova pribliZ-
na metoda Jje primenljiva, kako za pseudoplasti¢nu stepenu
te¢nost (n< 1), tako i za dilatantnu (n > 1), dok je meto-
-da Karman ~ Polhauzena {?é} bila primenljiva samo za n < 1.

¢/ Za jedini slucaj, za koji postoji tadno re-
Senje graﬁiénog sloja stepene tednosti na ravnoj ploé&i, ova
metoda daje bolje rezultate od Karman-Polhauzenove metode.

d/ U obradjenim primerima rezultati ove metode
su u punoj saglasnosti sa rezultatima iz prvog dela ovog
rada, koji su dobijeni na osnovu jednoparametarskog pribli-
Zenja univerzalne diferencijalne ' -jednadine.

e/ Metoda je vrlo jednostavna i lako primen-
ljiva na konkretne probleme graniénog‘sloja stepene tednosti.
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