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STACIONARNI RAVANSKI LAМINARNI GRANICNI SLOJ NENJUТNOVSKE 

TECNOSTI SA STEPENOM REOLOSKOM JEDNACINOM STANJA 

preqled upotrebljenih oznaka: 

Т. • ten zor napona, 
1.Ј 

Р - pritisak, 

0i. kronekerov delta simЬol, 
• Ј 
e ij tenzor brzine deformisanja, 

e ij tenzor deformacije, 

у brzina deformisanja jednodimenzionog strujanja 

т tanqencijalni napon jednodimenzionog strujanja 

k koeficijent konzistencije stepene tecnosti' 

п - parametar nenjutnovskog ponasanja stepene tecnosti, 

х,у - uobicajene koordinate granicnog sloja, 

u,v projekcije brzine u pravcima х i у osa, 

t vreme, 

р gustina te~nosti~, 

V - brzina па spoljasnjoj qranici granicnoq sloja, 

x,y,t,~, •••• - kao donji indeks oznacavaju parcijalni 

izvod ро odnosnoj promenljivoj, 

U o - zadati profil brzine u nekom odredjenom preseku gra-

nicnog sloja х = Хо' 
~ strujna funkcija, 

v konstanta (= ~)' 
V

oo 
:- brzina jednolike struje u beskonacnost1, 

Lo karakteristicna duzina tela, 

Re uopsten Rejnoldsov broj za stepenu tecnost, 

0* debljina 1st1skivanja gran1cnog sloja, .. 
Napomena: U ovom radu, nenjutnovske tecnosti sa stepenom 

reoloskom jednacinom stanja, odnosno tecnosti 
sa stepenom zavisnoscu tenzora napona od tenzo
ra brzine deformisanja, zvace se kratko stepene 
tecnosti. 
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~** - debljina gubitka impulsa grani~nog sloja, 

f - parametar oblika grani~nog sloja stepene te~nosti 

(f~fl)' 

L Lagranzeva gustina, 

1 - funkcional, akcioni integral. 

Pregled ostalih oznaka је dat u samom tekstu. 



з 

zbog sve sire primene novih materija1a u tehni

с! (preradjevine nafte, po1imeri, p1asticne mase itd.), 

а takodje i zbog povecanog interesa za izucavanje struja

nја raz1icitih neprekidnih sredina (krv, 1imfa itd.), u 

sadasnje doba, sve veci znacaj dobija proucavanje zakoni

tosti formiranja reo1oskih jednac~na stanja i zakona kre

tanja raznih nenjutnovski~ tecnosti. 

Ako se od reo1oga preuzme vec formiran matematic

ki mode1 tecnosti, onda se proucavanjem strujanja nenjutnov

skih tecnosti do1azi do fundamenta1nih informacija, о osobi

паша tih tecnosti u kretanju 

Jednacine kretanja nenjutnovskih tecnosti је mogu

се resiti samo u najprostijim s1ucajevima strujanja. Kod pro

ucavanja strujanja nenjutnovske tecnosti, kao i kod proucav~

nја strujanja njutnovskih tecnosti,jav1ja se hipoteza granic

nоч s1oja, kao vr10 perspektivna i plodna metoda za resavanje 

с! tavog niza problema hidrO~E:.~ke. 

U ovom radu се se izucavati stacionarni laminarni 

ravanski granicni sloj nenjutnovske tecnosti sa stepenom reo-

1oskom jednacinom stanja 

. n-1 . \1. . \-Г. T i ,= -рб. ,+k 2 е е e
i

, . -. Ј з. Ј ms sm Ј . 

U prvom delu rada Ысе izveden& univerza1na dife

rencija1na jednacina takvih granicnih s1ojeva, resice se jed

noparametarsko priblizenje univerzalne jednacine i to resenje 

primeniti па konkretne probleme. U drugobl delu rada, Ысе da

ta priblizna metodaz~ resavanje ovih granicnih slojeva, koja· 

је zasnovana па varijacionom principu Hami1tonovog tipa za ove 

granicne s1ojeve. 1 оnа се зе primeniti па konkretrie probleme 

strujanja stepene tecnosti. 

U primerima, koji се biti reseni, teziste proucava

nја Ысе u posmatranju uticaja parametara reo1oske jednacine 

stanja stepene tecnosti, па karakteristicne ve1icine' granicnog 

в1оја (tacka odvajanja, deb1jina granicnog в1оја, koeficijent 

trenja, i td.) • 



1.1 UVODNA RAZМATRANJA 

Pr1 proucavanju strujanja tecnost1, kako njutnov

skih, tako 1 nenjutnovsk1h, najvecu teskocu predstav1ja re

savanje ne1inearn1h d1ferencija1nih jednacina kretanja. Za 

raz11ku od diferencija1nih jednacina kretanja njutnovske tec

nost1, gde se ne1inearnost jav1jala saтo preko 1nerc1onih с1а

nova u d1ferencija1n1m jednac1nama kretanja, kod nenjutnovskih 

tecnost1, s11e viskoznog trenja 1maju takodje ne11nearan karak

ter. Ne11nearnost viskozmb si1a trenja, јоз vise otezava resa

vanje d1ferencijalnih jednac1na kretanja nenjutnovskih tecnos

ti. 

Strujanje nenjutnovskih tecnost1, kroz cevi 1 kanale, 

је proucavano u radovima [361, (351, (61 1 [2]. U poruenutim ra

dovima је dobijen~ uopstena formula Poase1ja za pad pr1tiska u 

cevi •. Dobro pok1apanje teor1jsk1h rezu1tata iz ovih radova 

se eksper1menta1n1m је bi10 vazno sa stanovista opravdanosti 

reo1oskih jednacina stanja odgovarajuc1h nenjutnovskih tecnosti. 

Poznato је, da је hipoteza gran1cnog s10ja prvobitno 

for.mu1isana za proucavanje strujanja njutnovskog f1uida. Kasni

је је ona primenjena i па dinam1ku sledecih reoloskih modela 

nenjutnovske tecnosti: viskoplast1cnog mater1ja1a, Eyringovog 

fluida, stepene tecnosti i "1zvesne" klase nenjutnovskih f1uida. 

U radu [2~ su date jednacine granicnog sloja Eyr1ngo

vog flu1da i proucavana s1icna resenja tih jednacina. U radu 

[19] је primenjena h1poteza granicnog sloja па viskop1astican 

materijal, а1! nije resen ni jedan konkretan problem. "Izvesna" 

k1asa nenjutnovskih granicnih slojeva tecnosti)koja је def1ni

sana sledecom vezom tenzora napona i tenzo~a brzine deformisa

nja 

Тiј=-рбiј+џ1ёiј+џ2еikеkј+џзеikёksеsј+·······, 

gde su џ! (1 = 1, 2, з, •••• ), konstantne karakteristike f1u1da, 

је proucavana u radu [27]. U tom radu su date jednacine granic

nog sloja i ispitana s1icna resenja tih jednacina, 'а takodje 

nije resen ni jedan konkretan slucaj strujanja. 
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Od svih reoloskih modela nenjutnovske tecnosti, hi

poteza granicnog 'sloja је najvise koriscena pri proucavanju 

strujanja stepene tecnosti, pre svega zbog toga, sto је reo

loska jednacina stanja stepenih tecnosti prilicno jednostav

па, а ona istovremeno obuhvata siroku klasu rea1nih tecnosti. 

Diferencijalne jednacine granicnog sloja stepene tecnosti iz

veo .. је Showa1ter1960. godine u radu [33] • Ispitivanja, pr1 

kojim sp01jasnjim potenc1ja1nim strujanjima postoje slicna 

resenja jednacina granicnog sloja stepene tecnosti, vrsena 

su u radovima [ззЈ, (24Ј i \)). Numericka resenja diferenci

ja1ne jednacine slicnih resenja, za slucaj spoljasnje potenci

jalne brzine obl1ka V = vфхm , postoje зато u monografiji [3] 

i to za m = О; ~; 1. Granicni sloj stepene tecnosti па rav

пој ploci је proucavan u radovima [1 Ћ , \!6ј, \,.lЩ i [з1. 

Strujanje ovih tecnosti u ok01ini zaustavne tacke је reseno 

u [17Ј i [3], а granicni s10j па ravnoj р10с! pri ravnomernom 

usisivanju granicnog s10ja u radu [3]. Resenja za dvodimenzio

по strujanje stepene tecnosti u m1azu postoje u radov1ma[3], 

[2~ i [2БЈ. џ radu 133] је eksperimentalno proucavano strujanje 

stepene tecnosti u granicnom sloju oko sfere, а u (3] је raz

matran jedan jednostavan problem nestacionarnog granicnog 

з1оја iste teCnosti. U radu [7] Djordjevic је dao metodu 

Gort1era [15] 1 metodu Lojcjanskog' '[1Ј za ove granicne s10-
jeve, а1! оп nije resio ni jednu diferenc1ja1nu jednacinu tih 

metoda, а samim tim ni jedan konkretan pr1mer strujanja stepe

ne tecnosti. 
PriЫizne metode za resavanje granicnog s10ja stepe

ne tecnosti su razvijane u radovima [зц, u.БЈ , {Ј8] , [24], (зЈ, 

... 
.Ј 

[28Ј i [20]. U radu [181 је metodom Karman-Pohlhauzena, sracu

nat granicni з1ој па ravnoj p1oci. Poredjenjem svojih rezu1tata 

sa onim iz rada Th 71, autori rada ~8) izv1ace zak1jucak da su 

rezu1tati Karman-Poh1hauzenove metode za gran1cni s10j stepene 

tecnosti vr10 skromni. Na osnovu njihovih rezu1tata vidi se da 

је pr1bl1zn~ 1ntegra1na metoda pr1men1jiva sa zadovo1javajucom 

tecnoscu samo па nenjutnovske stepene tecnost1 vr10 bliske njut

novskoj tecnost1. U radu [3]] је metodom Karman-Poh1hauzena 
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sracunat qranicni slqj stepene tecnosti u pravom kana1u. U 

radu [28Ј је preneta varijanta Holsteina i. Bohlena (9Ј inte

gralne metode njutnovskoq qranicnog sloja па qranicni sloj 

stepene tecnosti. Iznenadjujuci је zakljucak tog rada da se 

ta metoda moze primeniti samo za ogranicenu oЫast stepenoq 

reoloskoq zakona; naime za п , 1 za ravansko strujanje i za 

0,7356 , п ~ 1 pri osnosimetricnom strujanju. U tom radu је 

analiziran granicni sloj па sferi, pri сети је pokazano da 

se sa porastom parametra п reoloske jednacine stanja stepene 

tecnosti tacka odvajanja qranicnog sloja pomera uzvodno. 

Acrivos је u radu [16] dao jednu pribliznu metodu za odredji

vanje tacke odvajanja qranicnoq sloja stepene tecnosti i tan

gencijalnog napona па telu proizvoljnoq oblika. Treba napome

nuti da је ta metoda bila prvobitno razvijena za njutnovsku 

tecnost [з2] i. da је za taj slucaj dala vrlo dobre rezul tate. 

Metoda Acrivosa, pri razmatranju qranicnoq sloja stepene tec

nosti па ravnoj ploci i u okolini zaustavne tacke takodje је 

dala odlicne rezultate, ali nije sire primenjivana па razno

vrsnije probleme ovih qranicnih slojeva. PriЫizn~metoda 

:Lojcjanskog r?7J , za resavanje stacionarnog qranicnoq sloja 

njutnovske tecnosti, је u monoqrafiji [з1 uopstena za sracuna

vanje qranicnog sloja stepene tecnosti. Ovom metodom u monogra

fiji [3] , nije resen ni jedan konkretan proЫem, ра о afikas

nosti i tacnosti te metode nе moze nista da se kaze. U 1970 

godini Dorfman i Visnjevski su u radu [20Ј da1i jednu priЫiz

nu metodu za proracun ovih granicnih slojeva, zasnovanu па 1i

nearizaciji diferencija1nih jednacina pomocu s1icnih resenja. 

Autori ponovo nisu resili ni jednu diferencija1nu jednacinu 

te metode, n! jedan primer, ра зе n! о toj metodi nе moze nista 

vise reci. 

Na osnovu navedene 1iterature iz teorije qranicnoq 

sloja nenjutnovske stepene tecnosti vidi se da se dobijeni re

zu1tati, sem onih u radu ~8J , qdnose па s1icna resenja ovih 

qranicnih s1ojeva. S1icna resenja ovih granicnih s10jeva nisu 

detaljno proucena kao sto је to s1ucaj kod qranicnih slojeva: 

njutnovske tecnosti. Takoreci sve metode, koje su razvijane u 

teoriji granicnog sloja njutnovske tecnosti, mочu se for.malno 

preneti i па qranicne slojeve stepene tecnosti. О njihovoj efi-
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kasnosti i tacnosti ne moze se n~sta re6i sve dok se torn rnе

todorn ne prouci klasa konkretnih problema i razmo~ri realnost 

dobijenih rezultata. Pri formalnom prenosenju neke metode nju

tnovskog granicnog s10ja па nenjutnovski, nema nekih vecih 

teskoca. Teskoce se pojav1juju kada se pristupi resavanju di

ferencija1nih jednacina te metode. Recimo metoda Kar.man-Pohl

hauzena је pokazala svoju ogranicenost p~imene па granicne s10-

jeve stepene tecnosti saтo za odredjeni interval pararnetra п 

re010ske veze stepene tecnosti, zato sto su se u diferencijal

пој jednacini te metode neocekivano pojavile sin.S'u;larrle tacke 

i onemogu6ili njeno resavanje. 

Diferencijalne jednacine granicnog sloja stepene 

tecnosti sadrze parametar п reoloske jednacine stanja stepene 

tecnosti. Оп se iz njih ne moze eliminisati, ра је te jednaci

ne potrebno resavati za razne vrednosti tog parametra. 

Osnovni zadatak ovog rada, bi6e proucavanje kretanj~ 

stepene tecnosti u granicnom sloju па telima proizvoljnog obli

ka. Detaljna resenja razlicitih konkretnih problema dace narn 

predstavu о fizickim osobinama granicnog sloja nenjutnovske 

stepene tecnosti. Ovaj rad је teorijskog karaktera, ali се se 

u njemu na6i i konkretnih rezultata potrebnih prakticaru. 

Treba јоз da se napomene da su dosadasnji rezultati 

postignuti u teoriji granicnog sloja stepene tecnosti vrlo 

skromni u odnosu па rezultate kojim је raspolaga1a teorija gra

nicnog s10ja njutnovske tecnosti oko 1940. godine. 

1.2 KLASIFIKACIJA NENJUTNOVSKIH TE~NOSTI 

K1asicna mehanika viskozne nestis1jive izotropne 

tecnosti, zasniva se па Njutnovoj hipotezi da је tenzor napo

па direktno proporciona1an tenzoru brzine deformisanja. Tak

va tecnost tzv. njutnovska, је svestrano proucavana sa mеЬа

nicke tacke g1edista. U njutnovske tecnosti se ubrajaju svi 

gasovi i tecnosti niske mo1ekularne tezine. Kod njutnovskih 

tecnosti koeficijent proporciona1nosti izmedju tenzora napona 

i tenzora brzine deformisanja је u opstem s1ucaju funkcija tem-



8 

perature i pritiska, ali se u najvecem broju slucajeva moze 

opravdano usvojiti da је оп konstantan. 

Medjutim, mnostvo realnih fluida (emulzije, sus

penzije, plasticne mase, itd.), pOkazuju pri svom kretanju 

nelinearnu anomalnu viskoznost i јоэ mnoge osobine (plast1c

nost, visoku elasticnost, itd.), koje njutnovska tecnost nije 

imala. Proucavanje anomalnih tecnost1 spada u oblast reolog1-

је. 

Osnovni zadatak reologije predstavlja formiranje re

oloske jednacine stanja materi~e, tj. uspostavljanja funkcio

nalne zavisnosti tenzora napona 1"ij' tenzora deformacije e ij , 

i tenzora brzine deformisanja ё ..• Uspostavljanje sto realni-
3.Ј 

је reoloske jednacine stanja neke tecnosti је vazno, jer se 

tek па osnovu jedne takve stvarne reoloske veze moze doci do 

korektnih jednacina kretanja te tecnosti, tj. до uopstenih 

Navije-Stoksovih je~~acina. 

Realne nenjutnovske tecnosti, sa ne точи obuhvatiti 

jednom univerzalnom reoloskom jednacinom st&~ja, zato postoji 

dosta raznovrsnih jednacina stanja, tzv. modela nenjutnovskih 

tecnosti. Svaka od tih jednacina stanja sadrzi ~~vestan broj 

empirijskih parametara, koji se odredjuju u zavisnosti od fi

zickih osobina deformisanog stanja tecnosti, (napon, gradijent 

brzine) i od ter.modinamickih karakteristika (pritisak, tempera

tura, sastav itd.). Stvarno ponasanje materijala, okarakterisa

по је citavim nizom osobina, ра је svaki reoloski model izves

па idealizacija realnog ponasanja tecnosti pri kretanju. 

Postoji vise klasifikacija nenjutnovskih sistema. Sve 

te klasifikacije su uslovne i u izvesnoj meri proizvoljne. Naj

jednostavnija је klasifikacija Dodga [37] , koji је izvrsio 

podelu nenjutnovskih tecnosti prema karakteru krive tecenja, 

tj. prema obl1ku jednacine 1"i)= 1"ij(eij ), pri сети је sve 

nenjutnovske tecnosti podelio па tri osnovne grupe: 

1. Viskozne tecnosti, kod kojih brzina defo~sanja 

u makojoj tacki p~edstavlja neku funkciju samo >od napona.. de

formisanja u toj tacki. 

2. Materijali kod kojih veza izmedju napona i brzine 
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defor.misanja zavisi i od vremena dejstva napona i1i od pret

hodnoq stanja materijala. 

з. Materija1i koji poseduju i svojstva e1asticnoq 

te1a i tecnost. 

1. VISKOZNE TECNOSTI 

u ovoj qrupi эе razlikuju s1edeci sistemi: 

а/ Njutnovska tecnost sa 1inearnom krivom tece

nja. 

Obe1ezimo sa u projekciju brzine jednodimenzionoq 

strujanja u pravcu х·оэе, а sa у poprecnu koordinatu. Onda 

је brzina deformisanja ovoq strujanja 

du 
У = dy (1.1) 

Odqovarajuca reo1oska jednacina stanja qlasi 

. 
т = џ у, (1.2) 

pri cemu dinamicki koeficijent viskoznosti џ ne zavisi od 

brzine defor.misanja у. 

Ь/ Viskoplasticno telo (Binqamovo telo). 

Kriva tecenja za te materijale је predstavljena 

pravom 1inijom, koja preseca osu napona deformisanja па ras

tojanju Ту od njenoq pocetka. Velicina Ту' nazvana qrani

сот tecenja, karakterise plasticna svojstva materija1a. Те

cenje Binqamovoq tela је moguce samo ako tanqencija1ni na

poni postanu veci od Ту. 

Reo1oska jednacina stanja Bingamovog te1a ima оЬ-

lik 

(1.3) 

pri 
1 2 
",,(Ti,·T .. »T, 
~ Ј Јз. У 

• 
е .= о 
iJ 

(1.4) 
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Ovde је ~p p1ast1cna viskoznost i kao kod njutnov

ske tecnosti ona ne zavisi od tenzora napona i tenzora brzine 

deform1sanja. 

мnоче tecnosti su ро svom ponasanju vr10 bl1ske Bim

чarnоуот te1u. То su naprirner g1inast1 rastvori, paste, kreme, 

pu1pe, vodene suspenzije oksida urana i tor1ja 1td. Brojne 

vrednost1 za parametre Ту i Тр nek1h Bimgamovih te1a mogu se 

naci u monografiji [з]. 

с/ Anoma1no-viskozni sistemi. 

Оу! sistemi su okarakterisani krivom tecenja koja 

pro1az1 k~oz koordinatn1 pocetak i koja nema obl1k prave 1ini

је. U zav1snosti od oblika krive tecenja u ravni Т,у raz1iku

јето dva t1pa anoma1no-viskozne tecnosti. Tecnosti kod kojih 

. d 2
T d 2

T 
Је ---2 < о nazivaju se pseudop1ast1cne)a one sa ---2 > о dila-

dy dy 
tantne. Reo10ska jednac1na stanja anoma1no-viskozne tecnosti 

moze se dati u obliku 
. 

т =~a.Y' (1.5) 

gde efekt1vna v1skoznost ~a' zavisi od tenzora brzine defor

m1sanja. Efekt1vna v1skoznost ~a se kod pseudop1asticnog 

strujanja smanjuje, а kod di1atantnog povecava sa porastom 

brz1ne deformi$anja. Kriva tecenja anoma1no-viskoznih tecno

sti 1та 11nearan karakter pr1 ma1im brz1nama deform1sanja, 

tj. tada se materija1.ponasa kao njutnovska tecnost. Efektiv

па v1skoznost u toj oblast.i brz1na deform1sanja se naziva: 

"v1skoznost pri nu1toj deformacij1". Kr1va tecenja anoma1no

v1skozne tecnosti ima 1inearan karakter 1 pr1 vr10 ve11k1m 

brz1nama deform1sanja. 

Skoro sve anoma1no-viskozne tecnost1 se sastoje 

iz dve 111 v1se komponenti 11! faza. U obicnoj ~ematskoj 

predstavi, jedna od faza se naz1va neprek1dnom sredinom, а 

druga se sastoji iz diskretnih cestica. 

D11atantne tecnost1, su obicno suspenzije sa znat

nim sadrzajem 1nertne cvrste faze, 111 1nertnih d1skretnih 

cest1ca. Pr1 manj1m brzinama deformisanja tecna faza igra 
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и1очи maziva i smanjuje trenj~ cestice о cesticu. Naponi su 

и tom s1ucaju ma1i. Pri velikim brzinama deforrnisanja rav

nomerna raspode1a cvrste faze u tecnoj S~ narusava, а dimen

zije tecne faze se poyecayajи~ Tada tecnost gubi svoju ulogu 

maziva za cvrstu fazu, sto dovodi до znat; .. vg trenja cestica 

medju sobom i до velikog porasta napona trenja. 

Postoji nekoliko :cazlici tih fizickih 01::.·:) азnјеnј а 

mode1a pseudoplasticne tecnosti, vezw~ih za proucavanje mikro

reo1ogije ovih tecnosti. Zbog razlicitosti ovih оЬјазnјеnја iz

ч1еда да n! једnО nije јоз potpuno .:>pravdano i ::ealno [зЈ, (2) 
[6] • 

Za anomalno-viskozne pseudoplasticne tecnosti p~e~

lagane su izmedju osta1ih i sledece empirijske jednacine sta

nја: 

Prandtl 

L = А arc sin (~) 1 (1.6) 

Eyring . 
L = t + с sin (~) Ј (1.7) 

Powe11-Eyring 

L = Ау+В arc sh(cy) , (1.8) 

Wi11iamson 

(1.9) 

ОУде su А, В, с i ~wreoloski koeficijenti, koji se odredju

ји za svaku konkretnu tecnost. 

Моде1 E1isa definisan је sledecom jednacinom 

.а-1 

Lij= -Р6iј-{~!+~~lёmk·ёkml~} eij Ј (1.10) 

odnosno 

у - {~o + "11 L 113-
1

}L • (1.11) 
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Iz re010ske jednacine stanja Elisa (1.10), koja 'sadrzi tri 

parametra~!, ~2 i а, dobija se za а = 1 njutnovska tecnost. 

Zakon (1.10) sadrzi u sebi i di1atantnu tecnost (а>1) i 

pseudoplasticnu (a<l). 

Mode1 Rajner-Filipova odredjen jednacinom 

~o -~co • 

Tij=-РОiј-{~со+ 2}eij 
1+0,5 I Tkm.Tmkl/To ' 

(1.12) 

sadrzi tri parametra ~o' ~coi То' koji se posebno odredjuju 

za pojedine tecnosti. 

Vrednosti parametara ~i' ~~.! а, odnosno S, ~o 

i ~l E1isovog mode1a i ~o'~co i То mode1a Rajner - Filipova 

точи se naci za neke konkretne tecnosti u monografiji [зЈ. 

Mode1 Ostva1da (stepena tecnost) odredje~ jedna-

cinom 

(1.13} 

definise takozvanu stepenu anoma1no-viskoznu tecnost [6Ј. 
Re010ski mode1 anoma1ne-viskozne stepene tecnosti је inte

resantan, jer је sa maternaticke strane relativno jednosta

van, а istovremeno obuhvata siroku klasu rea1nih tecnosti. 

sto је tecnost тanје tecna, to је koeficijent 

konzistencije tecnosti, parametar k, veci. Drugi parametar 

jednacine (1.13) п pokazuje stepen nenjutnovskog ponasanja 

tecnosti. Za п = 1 iz (1.13) sedobija re010ski mode1 njut

--novske tecnosti. Efektivna viskoznost stepene tecnosti se 

definise izrazom 

(1.14 ) 

Za n<l se efektivna viskoznost ~a smanjuje sa porastom 

brzine defor.misanja а za n>1 povecava. Ranije је receno, da 

зе anoma1no viskozne tecnosti па osnovu te osobine efektiv

ne viskoznosti dele па pseudoplasticne i di1atantne. Za 

n<1 stepena tecnost је pseudop1asticna а za n>l dilatan.tna. 
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Stepeni zakoni, sa promenljivirn eksponentorn se ne 

srecu saтo u reologiji,nego se cesto javljaju i u eksperirnen

ta1noj hidrodinarnici i terrnodinamici. Oni su vr10 pogodni 

zbog svoje opstosti i jednostaVТiosti, a1i istovrerneno imaju 

izvesnih nedostataka koji ogra.nicavaju nji~ovu primenu.Efek

tivna viskoznost (1.14) pri rnalirn brzinarna deforrnisanja tezi 

nu1i za n~l а za n<l beskonacnosti. Eksperimenti pokazuju da 

se kod realnih tecnosti tako ekstrernni rezultati ne pojavlju

ји. То govori da se u rezu1tate sracunavanja granicnog sloja 

u blizini granice granicnog sloja i u blizini prednje kritic

ne tacke, gde је eij ~ о, moze opravdano sumnjati. Zbog toga 

postoje i ~sljenja pojedinih autora, koja ne govore u prilog 

stepenog zakona, kao па primer Reiner-a u radu [З8]. 
Za stepeni zakon је takodje pokazano da оп ne moze 

dobro da interpretira osobine vrlo viskoelasticnih materijala 

i1i rnaterija1a koji poseduju Wajzenbergov efekt t;з9]. 
U opstern slucaju kod realne tecnosti parametri k i 

п su funkcije od temperature, polozaja ра cak i od tenzora 

brzine deforrnisanja. predpostavicemo da k i п ne zavise оа 

polozaja •. То је точисе uciniti, uvek kad је oblast strujanja 

stepene tecnosti ogranicena. Kako је pri razmatranju nekog 

. problema oblast promene brzine deformisanja takodje ograni

cena, to se moze uzeti da k i п ne zavise ni od tenzora brzi

ne deformisanja. Ako temperaturske razlike za vreme strujanja, 

ne prelaze30 - 500 onda se rnoze usvojiti da pararnetri k i п 

ne zavise od temperature, kao sto је to obrazlozeno u (з]. 

u ovom radu се se smatrati da su uvek ispunjeni ро

menuti uslovi pri kojim su parametri k i п konstantni. 

Paraтetri k i п se odredjuju eksperimentalno. Opis 

eksperimenata pri odredjivanju karakteristika nenjutnovskih 

tecnosti 1 odgovarajucih viskoz1metara mogu se naci u D-8J, 
@01 ' (?ij , ~зЈ, [6], [21itd. 

u sledecoj tabl1c1 date su, па osnovu [зЈ, vrednosti 

konstanti k 1 п za neke stepene tecnosti. 
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Sem tecnosti iz tablice 1, koje se ponasaju kao 

stepene, postoji јоз niz drugih tecnosti (po1ieti1en,po1i.

stiro1, tecni p1eksig1as, po1istirol-kaucuk, itd.), cije 

se ponasanje moze predstaviti izrazom (1.13). 

Iako se zna da mnoge dvofazne sredine poseduju 

osobine dilatantnih stepenih tecnosti, ipak za njih ima 

re1ativno malo eksperimentalnih rezultata. Raz10g za to, 

је nepostojanje pogodnih viskozimetara za merenje karakte

ristika tih tecnosti. 

Na s1ici 1, је prikazan oblik krivih tecenja 

т=т(у) za razne reoloske mode1e nenjutnovskih tecnosti, 

prema kojima је Dodge i izvrsio klasifikaciju • 

• • 
1f" ~ 

5l'"a hJ: 1 

Reo1oske jednacine stanja nenjutnovskih tecnosti 

mogu se predstaviti ро Rajneru i Rivlinu ~:П' mode1om uop

stene nenjutnovske nestis1jive izotropne tecnosti. 

т .. =-р6. '+~1ei'+~2ei е ., 
~J ~J Ј m тЈ 

(1.15 ) 

gde је ~1 - efektivna viskoznost deformabilnog tecenja, а 

Џ2 koeficijent poprecne viskoznosti. 

Koeficijenti ~l i ~2 su u opstem s1ucaju funkcije 

od invarijanti I 1 , I 2 i I з tenzora brzine deformisanja. 
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1nvarijanta I 1 . 
11= e ii , (1.16) 

odredjuje brzinu re1ativnog povecanja zaprem1ne tecnosti. 

Za nest1s1jivu tecnost је I 1 = о. 

Invarijanta I 2 је data u obliku 

. . 
12= e ij e ji , 

dok је 1nvar1janta I з def1nisana izrazom 

. . . 
е .• е .• е 

mз.. ~s sm 

(1.17) 

(1.18 ) 

Za izotropnu nestis1jivu sredinu 12 predstav1ja 

disipat1vnu funkciju, а I з karakterise v1skozne efekte, 

pri zapreminskom tecenju sredine. 

Za nestis1jiv f1uid viskoznosti ~1 i ~2 su funkci

је samo od invarijant± 12 i I з • О parametru ~2 i о uticaju 

invarijani:.e 1з па ~1 та10 se zna. Eksper1mentalni rezu1tati 

iz rada [23])dobijeni pri 1spitivanju strujanja karboksime

ti1ce1u1oze oko sfere, pokazuju da је uticaj I з па koefici

jent ~1 vr10 ma1i, а da se poprecna viskoznost ~2 moze ta

kodje zanemariti. Za takva strujanja su stepena reo1oska 

veza i E1isov mode1 vr10 bliski stvarnoj krivi tecenja. 

Ako se, па osnovu pomenutih eksperimenta1nih re

zu1tata iz rada [23), usvoji da је ~2 = о i da je11~1=~1 (I2 ) 

onda se iz (1.15) dobijaju raz1ic1ti reoloski mode1i za raz-

1icite zakonitosti ~1(12). Naprimer 

Bingamovo telo (1.3) 

"[' 

.у }, 

±~ ~12 
za 

Powe11-Eyringov model (1.8) 

arc sh L-<x (1 1 ) 1/2Ј 
za . ~ =-k {1- о 2 2 } 

1 1 ~ (1 1 )1/2 ' 
022 
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gdesu k 1 , ао i So parametri, 

Mode1 E1isa (1.10) 

za 

Stepena tecnost 

n-1 

za ~1= klj I21~ itd. 

1.3 JEDNACINE RAVANSKOG LAМINARNOG GRANICNOG SLOJA NENJUT

NOVSKE STEPENE TE~NOSTI 

Tacna resenja diferencija1nih jednac1na kretanja, 

kako njutnovskih tako i nenjutnovsk1h tecnosti, moguce је 

naci samo u vr10 jednostavnim problemima strujanja. U ze1j1, 

da se diferencija1nim jednacinama kretanja njutnovske tec

nost1 da sira mogucnost primene, Prandt1 је 1904 godine, 

uveo koncepc1ju granicnog s10ja njutnovske tecnost1. Prema 

toj koncepcij1 u blizini te1a postoji gran1cni s10j (viskoz

па njutnoyska tecnost), а izvan te oblasti se na1azi savrse

па tecnost. 

Pri stvaranju konoepc1je gran1cnog s10ja kod ste

репе tecnosti, postojao је pred10g [27] da sema granicnog 

s10ja bude s1edeca: nenjutnovska tecnost pored samog te1a, 

onda njutnovska tecnost ра savrsena tecnost, а1! је па 

kraju kroz radove V-6}, [17} , ~18} , [201 , ~)81, [з2} , [33], i [3] 

preov1ada1a ideja za s1edeci poredak nenjutnovska tecnost -

savrsena tecnost. 

U ovom radu Ысе koriscena sema gran1cnog s10ja 

stepene tecnosti: stepena tecnost - savrsena tecnost. Sma

trace se da se brzina sp01jasnjog strujanja па granici 

granicnog s10ja dobija iz resenja s~rujanja savriene tecno

st1 oko 1stog te1a. U pri10g tome, govore i rezulta.ti rada 

~01 о vrlo dobrom slaganju 1 zmerenih1 teorijskih vrednosti 

pr1t1ska па kruznom c111ndru u struj1 stepene tecnosti. 

Pokazano је u radu [35Ј, da se strujanja vec1ne 
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nenjutnovskih tecnosti mogu smatrati 1aminarnim, ako иорз

teni Rejn01dsov broj nе pre1azi 2000. Smatrace se precutno, 

da је taj us10v uvek ispunjen. 

U ovom radu се se uzimati, da је za kretanje ste

репе tecnosti oko nepokretne tvrde granice te1a opravdan 

granicni us10v prianjanja. То i potvrdjuju rezu1tati eks

perimenata izvrsenih u radu [6]. 

Za problem ravanskog 1aminarnog nestacionarnog 

granicnog s10ja stepene tecnosti (1.13) Sahowa1ter t}~ 

је izveo s1edeci sistem diferencija1nih jednacina 

(1.19) 

ux+vy = 01 (1.20) 

sa granicnim i pocetnim us10vima 

u .= v - о у = о t > о, 

u = V (x,t) У = оо t > о, 

u = uo (y,t) х = хо t > о, 
(1,.21) 

u = V(x,t)/ v = о.·· у = о t = о. 

Za korektno formu1isanje granicnog problema di

ferencija1nih jednacina granicnog s10ja (1.19) i (1.20), 

vazan је treci granicni us10v (1.21) о zadatom profi1u 

brzine u u nekom odredjenom preseku granicnog s10ja х=хо • 

Treba napomenuti da se do pojave univerza1nih jednacina 

granicnog s10ja ovaj granicni us10v nije spominjao. Sa 

pojavom univerza1nih jednacina se medjutim vide10 da је 

оп neophodan za korektno resavanje tih jednacina па racun

skoj masini. 

Ako posredstvom veza 

u =Ч' 
У 

v = - ч' 
х Ј 

(1.22) 

uvedemo strujnu funkciju, Ч', onda је jednacina kontinui

teta (1.20) identickizadov01jena, dok зе jednacina (1.19) 

granicni i pocetni us10vi (1.21) dovode па s1edeci oblik: 
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(1.23) 

'1' ='1' = о 
У х 

У = о t > о, 

'1'y=V(x,t) у = оо t > о, 

(1.24) 

'1' у=ио (у, t) х = хо t > о, 

'1' =V (х, t) '1' =0 У = о t = о, 
У х 

pr~ сети је uvedena oznaka 

k v = - • 
р 

(1.25) 

Razmatrane jednaci'ne granicnog s10ja stepene 

tecnosti,su asimptotske jednacine osnovnih punih jednaci

па kretanja pod us10vom da za uopsteni Rejn01dsov broj Re 
zadat ~zrazom 

gde је L . - karakteristicna duzina, vazi 
о 

R » 1. 
е 

(1.26) 

(1.27) 

Ana1izirajuci Rejn01dsov broj stepene tecnosti 

i us10v formiranja granicnog s10ja (1.27), тОСЈи se izvuci 

s1edeci zak1jucci: 

1. Ako је п < 2, onda је Rejnoldsov broj monoto

по rastuca fUnkcija brzine V • Iz ovoga sledi da za n< 2, 
оо 

do formiranja granicnog s10ja d01azi pri ve1ikim brzinama 

V
oo

' jer је tada i Rejn01dsov broj dov01jno ve1ik. U tom 

s1ucaju strujanje u granicnom s10ju је asimptotsko pribl~

zenje stvarnom 1aminarnom strujanju za ve1ike vrednosti 

2. Ako је п > 2 i brzina V
oo 

vrlo ve1ika onda је 

Rejn01dsov broj jako та1! i ne d01azi do formiranja granic

nog s10ja. Zbog ma1ih vrednosti Rejnoldsovog broja tada se 
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u jednacinama kretanja точи zanemariti inercija1ni c1ano

vi idobija se Stoksovo strujanje. 

Za п > 2 i pri vr10 spor1m strujanjima, tj. kada 

је brzina Voo о, Rejnoldsov)b'roj postaje beskonacno ve1ik. 

Kako su u tom s1ucaju brzine strujanja та1е to је i uticaj 

inercionih si1a u jednacinama kretanja vr10 mali. U tom slu

саји ponovo se moze primeniti Stoksova вета strujanja. Znaci 

n! u s1ucaju ma1ih vrednosti brzine Voo ' iako је ispunjen us

lov (1.27), nе dolazi до fOrmiranja granicnog sloja. 

Vidi se da za п > 2 i pri strujanju stepene tecno

sti sa vr10 malim, i1i vr10 ve1ikim brzinaтa Voo ' ne dolazi 

do for.miranja granicnog sloja, vec se tada точи za posmatra

nje strujanja koristi Stoksove jednacine. 

Za п > 2, granicni з1ој stepene tecnosti се se for

mirati, saтo pri srednjim vrednostima brzine Voo ' ako је uslov 

(1.27) ispunjen zahva1jujuci ve1ikim vrednostima gustine р, 

karakteristicne duzine L o i malim vrednostima parametra k. 

Potrebno је takodje da se napomene da za п > 2 

strujanje u granicnom s10ju nije asimptotsko priblizenje 

stvarnom ,laminarnom strujanju za velike vrednosti brzine V , 
оо 

kao sto је to Ыо s1ucaj kod strujanja njutnovske tecnosti. 

1.4 ОРвТА TRANSFORМACIJA DIFERENCIJALNE JEDNA~INE RAVANSKOG 

GRANI~NOG SLOJA' STEPENE TE~NOSTI 

u ovom de1u Ысе izvedena univerzalna jednacina za 

problem ravanskog stacionarnog laminarnog granicnog s10ja ste

репе tecnosti, па nacin kako је odgovarajucu jednacinu, za 

s1ucaj njutnovske tecnosti, izveo i ana1izirao Sa1jnikov u 

radu [41. 
Za razmatranje ovih granicnih s10jeva uvesce se 

umesto promen1jivih х i У nove nezavisno promen1jive t.: i 11 

V(x)a/2 
,r::-::- • у • 

\.Iv2t 
11 = h (х) (1.28) 

Ov~e је а proizv01jan prirodan broj,a h proizvolj

па funkcija promen1jive х. Pretpostavice se da su nove pro-
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men1jive t 1 П neprek1dne funkcije promen1j1v1h х 1 у. 

Umesto strujne funkc1je ~ uvod1 зе bezd1men

ziona strujna funkc1ja F 

а 
'Ј-.гц: 1-"2 

~(x,y)= .. У(х) .F(~,n). 
h(x) 

(1.29) 

Da1je se uvode poznate ve11c1ne gran1cnog s10-

ја: 

deblj1na istisk1vanja 

оо 

U 
б* = 1(1- -)dy 

о V 
(1.30) 

1 debljina gub1tka impu1sa 

оо 

б ** ={ ~ (1-· ~)dY. (1.31) 

Parametaroblika granicnog s10ja stepene tec

nostitkoj1 karakter1se razvijanje brz1nskog ро1ја u gran1c

nom s10ju u produznom pravcu, ima prema [3] s1ede61 oblik 

f = _{.....L r (ЗU1 ) П]} 
ЗУ1 ~ЭУ1 У1=О 

gde је bezd1menz10na brz1na 

U 
U 1 = V Ј 

1 bezd1menz10nakoordinata y~ 

) 

а б(х) neka karakteristika deblj1ne gran1cnog з1оја. 

(1.32) 

V1d1 se, da је parametar oblika ustvar1 jednak neqat1vnoj 

vrednosti bezd1menzione v1skozne s11e па kontur1 te1a.Ako 

зе U jednac1n1 (1.19) stav1 da је za у - о u = v = о onda 

зе dobija s1edeca jednac1na 



22 

(1.33) . 

Kombinacijom qornjih izraza dobija se parametar oыkaa qra

nicnoq sloja stepene tecnosti 

15 n+1 
f = Р .v 

kV n-1 х 
(1.34) 

Izraz (1.34), predstav1ja uopstenje parametra 

oblika njutnovskog granicnoq sloja [10] i za п = 1 оп se па 
nj.eqa i svodi. 

Posredstvom (1.28) i (1.29) izrazi (1.30) i 

(1.31) postaju 

со 

<5 *-' "щ А; А{х)= S (l-F )d1"l 
- hVa / 2 1"1' 

о 

(1.35) 

i .... 
Q**-"Щ Б; Б(х)= SF (l-F )d1"l. 

- ьуа/2 . 1"1 1"1 
10 

(1.36) 

Primetimo da iz (1.28) i (1.36) sledi i ovaj 

izraz za novo promen1jivu 1"1 

1"1 = Б (х) 0'1Ci: (х) • (l.36а) 

Usvajajuci da је karakteristicna debljina gra

nicnog sloja 0·'=0**, dobija se iz (l.34),UVOdjenjem (1.36) 

i ('1.25), parametar oblika 

f**=f= 

n+l 
Бn+\'nVх (2l;;)-2-

h n +1Va (n+1)/2+n-I -

c$**(n+1)V 
х 

,,~-1 
(1.37) 

• 

Posredstvom zadatih transformaci,ja (1.28) i 

(1.29) i izraza (1.37) diferencija1na jednacina (1.23) se 

dovodi па sledeci oblik 

~()nl f (1 F 2 ) { v ( f ) 2-n-f } FF = 
~F 1"11"1 .l'l. + Бn+1 - 1"1 + n+r Бn+1vх . х I (n+1) Bn +1 1"11"1 
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V f 
= V . 1 f,: (F F c--F ~F ). 

х вn + х 11 11 <:. '7 ~n 
(1.38) 

Pri tome odgovarajuci granicn:i · ·'.10vi (1.24) postaju 

1im F + 1; о f,: =f,:o, (1.39) F = F ро za 
11~ 11 11 11 

а а 

("~2; V 
1-

2) F+ 
~ 1--

F = О; V 2' V 2f,: F =0 za 11 = о. 
11 h х h х f,: 

1.5 UOPSTENA JEDNACINA GORTLERA ZA GRANICNI SLOJ STEPENE 

ТECNOS'TI 

Ako se pretpostavi da је proizv01jna funkcija 

h(x) u zakonu transformacije (1.28) 

h(x) = const., (1.40) 

da је nova promen1jiva ~ zadata izrazom 

f а .2... 
1 Ь h n +1 2 (1+n)+n-2 ,n+1 

~ = 2.{2 (n+1) п . V(x) . dx} ) 

" о 
(1.41) 

gde је Ь neka konstanta, i ako зе uvede s1ede6a oznaka za 

uopstenu "g1avnu funkciju" 

8(х) = f 
n+1 ) 

В 

(1.42) 

onda se posredstvom (1.40), (1.41) i (1.42) dobija iz (1.38) 

s1edeca diferencija1na jednacina 

(1.43) 

Granicni us10vi (1.39) sada ч1азе 



F = О; 
11 

-24-

1im F .... 1 
11+00 11 

F 11= F~(11) 

Ako зе usvoji da su konstante 

а = 2, 

za 11= оо I 

(1.44) 

za 11 = о. 

ь = 2 i h = 1 (1.45) 

onda ве iz (1.43) i (1.44) dobija s1edeca diferencija1na 

jednacina 

~F )n) +FF +B(1-F2 ) = 2E;(F F r-FrF ), L. 1111 J~. 1111 11 '1 11., ., '111 
(1.46) 

ва odqovarajucim granicnim us10vima 

1im F 
11+00 11 

.... 1, za '1 = оо а 

F11=.F~(11) za Е; = Е;о ) (1.47) 

F =- о· 
'1 • 

2E;FE;+ F = о za '1 = о. 

Posredstvo~ (1.45). (1.42), (1.41), (1.37), (1.29) i (1.28) 

dobijaju se za taj specija1ni s1ucaj promen1jive 

11 = V(x)y 
vЩ; 

strujna funkcija 

i g1avna funkcija 

(1.48) 

'i' = V~.F(E;,Т1), (1.49) 

х 

(n+1)V
x 

5V(X)2n-1 
о 

В(х) = --------~V~(-X-)~2~n~-------1 

dx 
(1.50) 

koji ве pok1apaju ва odgovarajucim i~razima u radu Djordje

vica [7], uvеdеniщ pri genera1izaciji Gort1er-ove metode [15Ј 1 

па ravanski stacionarni granicni в10ј stepene tecnosti. 



25 

1.6 UNIVERZALNA JEDNACINA RAVANSKOG STACIONARNOG GRANICNOG 

SLOJA STEPENE TECNOSTI TIPA SALJNIKOVA - ОКЕ 

Diferencija1na jednacina Gort1er-ovog tipa 

(1.46), moze da pos1uzikao osnova za dobijanje univerza1-

ne jednacine granicnih s10jeva stepene tecnosti tipa Sa1j

nikova i Oke L51. 
Iz (1.46) vidimo da је resenje te diferencija1-

ne jednacine funkcija promen1jivih п i ~,funkcija parametra 

nenjutnovskoq ponasanja tecnosti п i funciona1 funkcije ~ 

F = F(E;,n,{~},n). (1.51) 

Umesto promen1jive ~ se uvodi beskonacan skup nezavisno pro

men1jivih 

k 
~k(~)= ~.~k (k = 0,1,2, •••• ), 

d~r;. 

koji se za k = о svodi па q1avnu funkciju 

Strujna funkcija је sada 

Na O$nOVU (1.52) moze 1ako da se pokaze veza 

(1.52) 

(1.53) 

(1.54) 

(1.55) 

kao i veza parcija1nih izvoda ро ~ i ро novim promen1jivim 

~o'Sl'·····' 
оо 

1 ',''r' е Э 
= ~ k~o -k Э ~k • 

(1.56) 

Posredstvom (1.54) i (1.56), diferencija1na jednacina (1.46) 

i, qranicni us10vi (1.47), dovode se па s1edeci oblik 
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~F )n} +B(1-F2 )+FF = 2 k~O 6 k (F F Q -F F Q ) (1.57) 
пп " ? п пп п np~ пп р,< Ј . 

11т F + 1 za П = со 

n +01) 
п 

F - F~(n) za Bk=B~ (~o) ,(k -0,1,2, ••• ) (1.58) 
П 

оо 

F - О; F+2 kk:o ekF
B 

= о za П = о. 
П t< 

Posto se u d1ferenc1ja1noj jednac1n1 (1.57) 1 u gran1cnim 

us10vima (1.58), v1se nе pojav1juju podac1 nekog specija1nog 

problema, ta se jednac1na prema Lojcjanskom [lЈ , zove univer

za1na jednac1na ravanskih 1aminarnih stac1onarn1h granicnih 

slojeva stepene tecnosti. Ut1caj raspode1e spo1jasnje brz1ne, 

па gran1c1 granicnog sloja, u toj jednac1n1 1zrazen је preko 

parametara Bk , koj1 preuzimaju u10gu poduzne koord1nate ~. 

Za vrednost parametra п = 1, odnosno za njutnov

sku tecnost
J 

(1.57) se svod1 па univerza1nu jednacinu Sa1jni

kova-Oke [5] ,izvedenu za stacionaran ravansk1 granicni sloj 

njutnovske. nestis1j1ve tecnost1. 

Kad se uzme da su svi parametri skupa В k (1.52), 

pocev od k = 1 jednak1 nu1i, а вато ~o raz11c1to od nu1e 

(1.59) 

onda se 1z (1.55) dobija 

eo=e1= ••• ~ •• =ek= о. (1.60) 

Tada iz (1.57) i (1.58) dobijamo univerza1nu jed

nac1nu u jednoparametarskom pr1bl1zenju 1 njene granicne us

love 

. , {(F(l»n} +F(l)F(1)+B{1-(F(1)i2} (1.61) = о 
'1 '1 '1 П '1 П 

11т F(l)+ 1 za П = со 

П ' 
, 

n +оо 
F (1) -р ... (п) . za В = вО .. (1.62) 
п о ' ) 

р(l). 
П 

о, 
F(l)_ о za т\ =~ о. 
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Diferencija1nu jednacinu (1.61) smo nazva1ijednopa

rametarskom zato sto u пјој figurise samo jedan parametar 

l3o =/3'"iskupa parametara - promen1jivih 13k (1]. Napominjem, 

da u jednacini (1.61) figurise i parametar nenjutnovskog 

ропазanја stepene tecnosti п i tu jednacinu Ь! treЬa10 re

savati za razne vrednosti, kako parametra - promen1jive ~ 

ta~o i parametra п. U granicnom us10vu (1.62) је sa F~(n) 

oznacen zadat1 profi1 Ьrzineza neku vrednost parametra 

/3=130, odnosno za neki odredjeni presek granicnog s10ja. 

Diferencija1na jednacina (1.61), se ppk1apa sa 

uopstenom jednacinom Fa1kner-Skana, koju је dobio Schowa1ter 

u radu [3~ proucav~juci s1icna resenja ravanskih stacionarnih 

granicn1h s10jeva nenjutnovske stepene tecnosti. 

Iako је jednac1na (1.61), ustvari obicn~d1feren

cija1na jednacina sa parametrima 13 i п, 1pak је ona, zЬog svo

је пе1iпеаrnоst1, neobicno s10zena za resavanje. Do sad su је

di.no u radu [3] data numericka resenja te diferencija1ne jed

nacine, а1! naza10st samo za tri vrednosti parametra 13 od ko

jih /3 - о odgovara granicnom s10ju па ravnoj p1oci. 

Resavajuci univerza1nu diferencija1nu jednacinu 

(1.57) u jedno, dvoparametarskom, •••••• , priblizenju т! Ы 

точ1! da doЬ1jemo resenje granicnog s10ja stepene tecnosti 

za sve probleme ravanskog strujanja. 

Za п = 1, odnosno za njutnovsku tecnost, resenja 

te jednacine је deta1jno proucavao Sa1jnikov i ona se mogu na

с! u monoqrafij1 [68Ј. Rezu1 tati, koja. su dava1a resenjate 

jednacine, nisu Ы1! dov01jno tacni u odnosu па druge metode 

granicnog s1oja, zЬog toqa sto se skup parametara I3k (1.52) 

pokazao kao nedovo1jno konvergentan, narocito u blizini tac

ke odvajanja granicnog s1oj"a. Na osnovu ovoga moze ве sa ve-

1ikoM sigurnoscu ocekivati da ni resenja jednacine (1.57) 

nebi da1a zadovo1javajuce rezu1tate za probleme gran1cnoq 

sloja stepene tecnosti. 
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1.7 О UNIVERZALNIM JEDNACINAМA GRANICNOG SLOJA 

u teoriji granicnog s10ja se tezi da se diferen

cija1ne jednacine granicnog s10ja i odgovarajuci granicni us-

1ovi, ucine nezavisnim од brzine spo1jasnjeg potencija1nog 

strujanja па granici granicnog s1oja, odnosno nezavisnim od 

oblika te1a па kome se proucava granicni s1oj. S obzirom па 

ovu tendenciju, mozemo u sadasnje doba da raz1ikujemo dva 

pravca u dobijanju univerza1nih jednacina granicnog s1oja. 

Prvi pravac potice јоз od Blazijusa ~], ра pre-

ko Hiemenza, Howarth-a i drugih autora postize u radu Gortlera 

[15] svoj vrhunac. Sve metode tog pravca su zasnovane па trans

formaciji promen1jivih u diferencija1nim jednacinama granicnog 

s10ja i razvijanjem resenja tih jednacina u redove, Ы10 ро 

stepenima od poduzne koordinate, odnosno transformisane poduz

ne koordinate, Ы10 ро parametrima koji su uvek zavisi1i samo 

od karaktera spo1jasnje brzine па granic~ granicnog s1oja. Ро 

tim metodama matematicki problem granicnog s10ja se svodio па 

resavanje rekurzivnog sistema obicnih diferencija1nih jednaci

па, za odredjivanje koeficijenata u pomenutim redovima. U samim 

tim jednac'inama, kao i u odgovarajucim granicnim us10vima nisu· 

figurisa1i us10vi nekog specija1nog problema, ра su ti sistemi 

rekurzivnih jednacina bi1i univerza1ni. Tim metodama, univer

za1nost problema granicnog s10ja se postiza1a tek razvojem re

senja u red, а time se matemati~ki problem granicnog s1oja, ne

minovno svodio па resavanje rekurzivnog sistema oЫcnih diferen

cija1nih jednacina. 

Тете1је drugog pravca u dobijanju univerza1nih jed

nacina gran,CSnog s10ja postavio је Lojcjanski "u radu (1Ј. Ро 
metodi iz tog rada, univerza1nost diferencija1ne jednacine i 

granicni~ us10va granicnog s10ja se postize transformacijom 

poprecne koordinate granicnog s10ja i uvodjenjem beskonacnog 

skupa parametara - promen1jivih umesto poduzne koordinate gra

nicnog s1oja. Na taj nacin se pocetna diferencija1na jednaci

па granicnog s1oja, sa nepoznatom funkcijom dveju nezavisno 

promen1jivih, svodi па univerza1nu parcija1nu diferencija1nu 

jednacinu nepoznate funkcije beskonacno mnogo nezavisno pro

men1j1. vih. Ро metodi Loj cj'anSKog', un1. verzainost se postize 
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direk"tno и samoj diferencija1noj jednacini granicnog s1oja. 

Prema ranij1m metodarna onase postiza1a vec pornenut1m raz

vojima и redove. Univerza1na jednacina metode Lojcjanskog~, 

se moze resavati kao parcija1na diferencija1na "jednac1na, 

и svojim parametarskim priblizenjima sa konacnim brojem пе

zavisno promen1jivih - parametara, i11 razvojem и redove, 

ро tim parametrima ~ promen1jivim, а1! п! jedan od ova dva 

пас1па resavanja nije nicim unapred odredjen. Vazno је sto 

se pomenut1 skup parametara - promen1jivih Lojcjanskog moze 

izaЬrati па raciona1an nacin i sto t1 parametr1 obezbedjuju 

vr10 brzu konvergenciju parametarsk1h priblizenja рипе uni

verza1ne diferencija1ne jednacine granicriog s1oja. 

Metoda :Lojcjanskog' је do sad primenjivana па 

s1edece probleme 1aminarnog stacionarnog gran1cnog s10ja 

njutnovske tecnosti: ravanske nestis1jive tecnosti (јЈ, ne

st1s1jive e1ektroprovodne tecnosti и magnetnom р01ји [69], 
prostorni granicni s10j (70], granicni s10j па poroznoj povr

sini УЈ1] i па granicni s10j gasa pri ve1ikim brzinama (72)
U svim t1m problemima diferencija1ne jednac1ne parametarskih 

pr1blizenja un1verza1ne jednacine su resavane numericki i ti 

rezu1tati pr1menjivani па razne konkretne probleme granicnog 

s1oja. Dobijen1 rezultati зu uvek bili tako rec1 1stovetn1 

sa rezultat1ma dobijenim pri resavanju 1st1h t1h problema i 

to d1rektno posredstvom pocetne d1ferenc1ja1ne jednac1ne 

gran1cnog s1oja. 

Metodu Lojcjanskog је preneo па probleme granic

поч s10ja stepene tecnosti Djordjevic и radu [7]. Оп је iz

veo univerzalnu jednacinu granicnog s10ja ne ulazeci u пјепо 

resavanje. 

U radu[4J Saljnikov је 1zveo univerzalnu jedna

cinu lam1narnog stacionarnog granicnog sloja njutnovske nest1s-

1j1ve tecnost1, koja predstavlja uopstenje un1verzalne jedna

cine :Lojcjanskog! [1] 1 u specijalnom slucaju опа se па nju 1 

svod1. 
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1.8 Р IMPULSNOJ JEDNACINI GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI 

Jednacina impu1sa ravanskog 1aminarnog stacio

narnog granicnog s10ja stepene tecnosti se moze, prema [3], 

napisati u s1ede6em obliku 

df V .V 
= ~ ф+ ~ f (1.63) 

ах V Vx ' 

gde је parametar oblika f dat sa (1.34), odnosno pos1e tran

sfor.macija(1.28) i (1.29) sa (1.3,). 

Ovde је, pr.ema (3]., uvedena oznaka Ф za funkci-

ju 

gde је 

ф = (n+1){~-(2+H+ ~:t)f}, 

t На (~) Ј'" } . 
-"\[а (c5~*)] '1-0 

0* 
н = ........ 

о 

(1.64) 

Posredstvom izraza (1.35) i (1.36) 1тато s1ede6i izraz za Н 

.. А 
Н = в. (1.65) 

Uvodjenjem opste transformac1je koordinata u obliku (1.28) 

11! u ob~1ku (1.36а), veza (1.29) 1 (1.22) dobija se 

(1.66) 

Лkо umesto nepoznatog parametra oblika f u 1mpu1snoj jedna

cin1 (1.63) uvedemo nepoznatu funkciju 

Z ** = ..1-. V 
х 

onda se 1mpu1sna jednacina moze napisat1 kao 

dz** Ф == dx V· 

(1.67) 

(1.68) 
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zЬog (1.37) izraz (1.67) se moze napisati i u obliku 

z** = 6** (n+1) • v1- n • ' 
v 

1.9 AFINA SLICNOST 1 PARAМETRI OBLIКA GRANICNOG SLOJA 

STEPENE TECNOSTI 

(1.69) 

Ројаm afine s1icnosti i racionalan izЬor para

metara oblika granicnog s10ja njutnovske nestisljive tecno

st1, koje је razmatrao Lojcjanski u [8], mogu se kao sto 

се da1je biti pokazano 1ako preneti 1 па problem stac10nar

nog granicnog s'10ja stepene tecnost1. 

Neka se Ьezd1menzioni prof11 Ьrz1ne u u granic

nот s10ju moze dati u obliku 

(1.70) 

gde је ч(х) razmera za poprecnu koord1natu у (neka karakte

ristika debljine granicnog s10ja)i gde su f 1 , f 2 , ••• , para

metr1 fu~c1jekoordinate х. 

Prof11i Ьrzine (1.70) Ысе afino s1icn1 ако za 

dva Ы10 koja preseka jednoga gran1cnog sloja Х=Х1 1 Х=Х2 
parametri f 1 , f 2 , ••••• , imaju lste vrednosti 

(1.71) 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

Kako se parametri f 1 , f 2 , ••••• , menjaju od pre

seka do preseka granicnog s10ja to us10v afine slicnost1 pro

fi1a Ьrzine (1.71) u opstem s1ucaju nece bit1 1spunjen. Tada 

se, prema : Lojcjanskom·, 1zraz (1.70) moze smatrati kao izraz 

uopstene af1ne slicnosti profila brz1ne u presecima granicnog 

s10ja, а bezaimenzione ve1icine ~,~, f 1 , f 2 , •••• , odgovara

jucim koordinatima i parametrima te uopstene afine slicnosti. 

Parametr1 f 1 , f 2 , •••• , koji karakterisu osobine obl1ka prof1-

1а brzine u raz1icitim presecima granicnog s10ja, mogu se 

nazvat1 parametrima oblika granicnog sloja. 



32 

Problem granicnog s10ja је definisan diferenci

ja1nim jednacinama (1.19) i (1.20) i granicnim us10vima (1.21). 

Resenje tog problema је funkcija brzine sp01jasnjeg potenci

ja1nog strujanja V(x) i zadatog profi1a brzine ио(у) u nekom 

odredjenom preseku granicnog s10ja х = хо. Ako resenje prob-

1ета granicnog s10ja zadovo1java us10v uopstene afine s1ic

nosti (1.70), onda to resenje nije vise funkcija brzine spo-

1jasnjeg strujanja vec је funkcija skupa parametara oblika 

granicnog з10ја. 

Ako se uvede oznaka za bezdimenzionu promen1jivu 

(1.72) 

i ako је zadov01jen us10v uopstene afine s1icnosti (1.70) 

onda se iz 

u = 'Уу '\ 

moze dobiti oblik strujne funkcije 'IJf u s1ucaju uopstene afi

ne s1icnosti. 
~ . ~ , 

'IJf =[ .. ~\1dY= V(X)g(x).S~(n,f1,f2, •••• )dn 

о 

i1i u obliku 

Koriscenjem impu1sne jednacine (1.63) moze se 

pokazati da је izbor parametara oblika f 1 , f 2 , •••• , granic

nog з10ја stepene tecnosti univerza1an i nezavistan od оЬ-

1ika brzine sp01jasnjeg potencija1nog strujanja V(x) па gra

nici granicnog з10ја. 

Ako зе ·naime za karakteristiku debljine granicnog 

з10ја usvoji debljina gubitka impu1sa б** i u svojstvu prvog 

parametra f 1 ranije odredjen parametar oblika (1.37), koji 

posredstvom (1.69) dobija oblik 

V z** 
х , (1.74) 



, .... 

зз 

onda se jednacina irnpu1sa granicnog s10ja stepene tecnos-

t:i.' (1.63), pos1e uvodjenja (1.67), moze napisati u obliku 

df V 
--1 = ~(фf +VV z**2) 
dx Vf1 1 хх 

Ako se kao drugi parametar oblika usvoji 

f = VV z**2 
2 хх ' 

(1.75) 

onda se gornja jednacina svodi па 

(1.76) 

Diferenciranjem izraza (1.75) ро х i uvodjenjem (1.74) i 

(1.75) dobija se 

V df2 2 2 
--- f --- = f2 (f1+2ф)+V Vxxxz** , Vx 1 dx 

odnosno pos1e uvrstavanja tre6eg parametra u obliku 

f V2v z**2 
З= , 

ххх 

s1eduje jednacina 

(1.77) 

(1.78) 

(1. 79) 

Ako Ь! se ovaj postupak па slican nacin i da1je nastavio 
r 

dobi10 Ы se da su parametri oblika granicnog sloja odredje-

ni sa 
.0 '~ 

(k=1,2,3, ••• ) (1.80) 

i da zadovo1javaju rekurentnu vezu 

(1.80) 
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uvodjenjem oznake 

(1.82) 

rekurentna veza (1.81) postaje 

(1.83) 

Interesantno је primeti ti·, da је struktura para

metara oblika granicnog sloja stepene tecnosti potpuno ista 

kao i struktura parametara oblika granicnog sloja njutnov

ske tecnosti. Ista је i rekurentna veza (1.81), а1! se iz

razi za Ф (1.64),~ (1.66), kao i veza izmedju ve1icina 0**, 

v ~ V i parametra f 1 granicnog sloja stepene tecnosti raz-

1ikuju od odgovarajucih izraza granlcnog sloja njutnovske 

tecnosti. Ovo razmatranje namece eventualni zakljucak da 

su parametri oblika stacionarnog granicnog sloja zavisni sa

то od spo1jasnje brzine па granici granicnog sloja i karak

teristike debljine granicnog sloja z**, а da su invarijantni 

u odnosu па reo1osku jednacinu stanja tecnosti ciji se gra

nicni sloj posroatra. 

U svim parametrima oblika se posredstvom ve1ici

ne z**, odnosno njenih stepena, pojav1juje u integra1nom оЬ

liku uticaj predistorije kretanja u granicnom sloju. Prvi 

parametar oblika f 1 (1.74) izrazava uticaj loka1nog nagiba 

krive rasporeda brzine V(x). Pozitivnim vrednostima f 1 odgo

vara ubrzano strujanje а negatiVnim usporeno. Drugi parame

tar f 2 nosi u sebi uticaj krivine krive V(x). Parametri vi

зеч reda medjutim nemaju ocig1edno geometrijsko tumacenje, 

а1! se moze reci da је njihov uticaj i znacaj uto1iko veci 

uko1iko visi izvodi brzine spo1jasnjeg strujanja V(x) ima

ји vece vrednosti и posmatranom interva1u promen1jive х. 

Kako је funkcija V(x) potpuno proizvo1jna, ne

prekidna i potreban broj puta diferencijabilna, to parame

tri f k (k = 1,2, •••• ) sacinjavaju skup nezavisnih funkcija 

promen1jive х. 
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1.10 UNlVERZALNA JEDNACINA RAVANSKOG LAМINARNOG STACIONAR-

NOG GRANICNOG SLOJA SТEPENE TECNOSTI U FORМI SALJNIKOVA -

LOJCJANSI<OG 

Као osnova za izvodjenje univerza1ne jednaci

ne granicnog s10ja stepene tecnosti u formi Sa1jnikova -

Lojcjan·skog:, pos1uzice rezu1tati dobijeni u paragrafu 1.4 

pri1ikom opste transformacije jednacine granicnog sloja 

stepene tecnosti. 

Koristeci jednacinu impu1sa granicnog s10ja ste

репе tecnosti (1.63) i imajuci u vidu da је ve1icina В (1.36) 

funkcija promen1jive х, dobija se veza 

Posredstvom prethodnog izraza diferencija1na 

jednacina (1.38)se transformise па s1edeci oblik 

{(F )n} + ф+2n·f FFnn+ 
пп п (n+1) Bn +1 

f 2 
n+1(1-F n)= 
В 

(1.84) 

Treba napomenuti da se do gornje diferencija1ne 

jednacine dos10, sa јоз ne definisanim zakonom transformaci

је promen1jive х i јоз uvek neodredjenom funkcijom h(x) u 

izrazima (1.28). 

Univerza1izacija jednacine (1.84) moze se izvr

siti па raz1icite nacine. Za svaki definisani zakon trans

formacije ~ = ~(x), moze se џmestо promen1jive ~ uvesti ne

ki·beskonacan skup parametara, koji diferencija1nu jednaci

nu (1.84) dovodi па univerza1an oblik. Ako se recimo za ko

ordinatu ~ usvoji zakon transformacije (1.48), onda se jed

nacina (1.84) svodi па 
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(1.85) 

Ova jednacina Gort1erovog tipa se transformise 

па oblik (1.46), ako se koristi jednacina impu1sa (1.63), 

uvede oznaka (1.42) i za vrednost funkcije h usvoji h=l. 

Diferencija1na jednacina (1.85) је opstija od diferencija1-

nе jednacine (1.46), jer оnа u transformacijama (1.28) i 

(1.29) sadrzi neodredjenu funkciju ћ(х). Diferencija1na 

jednacina (1.85) semoze dovesti па univerza1an oblik,ako 

se umesto promen1jive ~ uvede beskonacan skup parametara 

(1.52), koji u slucaju granicnog sloja njutnovske tecnosti 

nije pokazao zadovo1javajuce rezu1tate. 

Razmatrajuci raz1icite moguce oblike transfor

macije ~ (х), nije tesko pokazati da se prirodno i racio

na1no dobijen skup parametara oblika granicnog sloja stepe

nе tecnosti (1.80) moze uvesti samo ako је 

~ = x.~ (1.86) 

u tom slucaju resenje diferencija1ne jednacine 

(1.84), је funkcija promen1jivih х i п funkciona1 od V(x) 

i funkcija parametra nenjutnovskog ponasanja stepene tec

nosti п 

F = F(x,n,{V(x)},n). (1.87) 

Ako se umesto promen1jive х uvede beskonacan 

skup nezavisno promen1jivih - parametara (1.80), onda је 

(1.88) 

Za funkсiјџ F се se pretpostaviti da је neprekid

па funkcija svih promen1jivih i da је diferencijabi1na ро svim 

promen1jivim. 

KQristeci se izrazom (1.83), nije '·tesko pokazati 

sledecu vezu parcija1nih izvoda ро staroj promen1jivoj х i ро 

I novim promenlji vim f l' f 2' • • • • • .• , 

1 t: 
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(1.89) 

gde је f 1= f i 6k dato sa (1.82). 

Posredstvom (1.86), (1.88) i (1.89) diferenci

ја1nа jednacina (1.84) dobija konacan univerza1an oblik 

= (1.90) 

Uvodjenjem jednacine impu1sa (1.63) i veza (1.88) i (1.83) 

granicnius10vi (1.39) postaju 

1im F1') + 1 za 1') ::оо , 

1')+00 

F = 1') F~(1') za f k = f ko , {1.91} 

2nf1+Ф оо 1 F = О; n+1 F+ Е 6k (Ff - BB f F)=o za 1')= о. 
11 k=1 k k 

Posto se u ne1inearnoj parcija1noj diferencija1-

пој jednacini (1.90) kao i u odgovaraju6im granicnim us10vi

та (1.91), ne pojav1juje brzina sp01jasnjeg potencija1nog 

strujanja па granici granicnog s10ja,to је ovo univerza1na 

diferencija1na jednacina stacionarnih ravanskih laminarnih 

granicnih s10jeva nenjutnovske stepene tecno~ti. 

Funkcija F o (11) u granicnim us10vima (1.91) se 

bira, tako da se za vrednost parametara f k = f ko jednacina 

(1.90) svodi па Ы10 koju jednacinu s1icnih resenja. 

U prostoru promen1jivih f 1 , f 2 , •••• , tacka 

f 1 = f 2= •••• = о predstav1ja singu1arnu tacku jednacine 

(1.90). Za f 1 = f 2 = ." •••• = о iz (1.82) se ima da је i 

61=62= ••••• = о. U toj tacki se naprimer moze zahtevati 

da se jednacina (1.90) poklapa sa s1ede60m jednacinom gra

nicnog s10ja'za poduzno opstrujavanje р10се за stepenom 

tecnos6u [17], [16Ј ' [18}, [з 1 . 
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п ( р" ) п -1 F ". + F F 11 = о, 
О О О О 

F (0)= о, 
о 

р'(о)= о, 
о 

(1.92) 

Оуо је medjutim mogu6e samo ako је ispunjen 

(1.93) 

Potsetimo se, da је univerza1na diferencija1na 

jednacina (1.90) dobijena posredstvom transformacija (1.86), 

(1.28) i (1.29) 

~ = х, = h(x) 
V(x)a/2 

(1.94) п .у 

а 
,,~ 

"l2 S .V(X) 
1- 2" 

'i' = F(f;,n)· (1.95) h х) 

Koris6enjem (1.29), (1.28) i (1.36), moze se 

pokazati da u оуот radu, za се10 Угете transformacija jed

nacina granicnog s10ja stepene tecnosti, promen1jiva П i 

strujna funkcija 'i' imaju i оуај oblik 

Б(х) 
п = б*iс(х)·У' (1.96) 

i 

'i' - б**(х) V(x) F(f;,n). - в(х) (1.97) 

Ako se karakteristika debljine granicnog s10ja 

definise posredstvom izraza 

(1.98) 

onda se iz (1.72) i (1.73) dobija promen1jiva П i strujna 

funkcija 'i' uopstene afine s1icnosti 

11 = 
Б(х) 

б ,'o'f (х) .у (1.99) 

'1' 
б"О't(х) 

V(x) F(n, f 1 , f 2 ,······)· (1.100) = Б(х) 
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Univerza1na jednacina tipa Sa1jnikova - Oke 

(1.57) dobijena је uvodjenjem skupa parametara f3k (1.52) 

i funkcije 

dok је univerza1na jednacina tipa Sa1jnikova !Lojcjanskog 

(1.90) rezu1tat uvodjenja skupa parametara oblika (1.80) i 

zavisnosti 

(1.102) 

Vidi se da је u s1ucaju univerza1ne jednacine 

u obliku Sa1jnikova - L,ojcjanskog r ispunjen us10v uopstene 

afine s1icnosti (1.100), dok u s1ucaju univer~a1ne jednaci

nе tipa Sa1jnikova - Oke, оп nije ispunjen, zbog nejednako

sti parametara 8k за parametrima oblika granicnog s10ja ste

репе tecnosti f k • 

Ako se nova promen1jiva п posmatra u obliku 

(1.94), koji је potpuno ekviva1entan sа(1.9б), onda зе vi

di da u tom zakonu transformacije figurise јоз jedna neodre

djena funkcija h(x). 

Usvajanjem te fUnkcije u obliku 

п 

h(Х)=Б(х)vn+1(2~)1/2 

а 
Ф1- 2'(n+1)-n+l 

V (х) 
х Ф1-1 

ФО ~ V(x) . dx 
о 

1 
пп 

) 
(1.103) 

gde su ФО i Ф1 prirodni brojevi, iz (1.37) i (1.94) зе dobi

jaju sledeci izrazi za parametar oblika i novu promenljivu п 

" Ј 
Ф -1 

фоVх(Х). V(x)l dx 

f = о (1.104) 

Ф1+1-n 

.' 
Б(х) V(x) n+1 

п = --~~--t--~Ф~-~1----~1--·У • 

( Vфо 1 V(x) 1 cik) n+l 

(1.105') 
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Kasnije се se pokazati da (1.104)1, ustvari 

predstav1ja resenje 1inearizovane jednacine impu1sa (1.63)~ 

koja se integra1i tek . pos1e na1azenja resenja univerza1ne 

jednacine (1.90). 

Poredjenjem izraza (1.105) i (1.48), se vidi 

da nova promen1jiva ~ ima oblik uopstene promen1jive Gort1e

ra. 

Sva ovde izneta razmatranja predstav1jaju ustva

ri uopstavanje rezu1tata Sa1jnikova dobijenih u radu [4], 

pri proucavanju granicnih s10jeva njutnovske tecnosti. Pore

djenjem zak1jucaka iz ovog rada sa onim iz (4] vidi se da 

nacin pristupanja proucavanju granicnih s10jeva njutnovske 

tecnosti ostaje potpuno ocuvan pri proucavanju granicnih s10-

jeva nenjutnovske stepene tecnosti. 

Za п = 1, tj. za njutnovsku tecnost, univerzalna 

jednacina (1.90) granicnih s10jeva stepene tecnosti, se svodi 

па univerza1nu jednacinu Sa1jnikova (4) granicnih slojeva njut

novske tecnosti. Isto to se dogadja i sa svim osta1im izrazima 

upotrebljenim pri1ikom izvodjenja diferencija1ne jednacine (1.90). 

Ako se цсini pretpostavka.da је funkcija В (1.36) 

konstantna, tj. 

в = const, 

onda зе (1.90) svodi па univerza1nu jednacinu, koju је Djor

djevic izveo 'u radu (7), pri uopstavanju metodeLojcjanskog' 

(1) па granicni s10j stepene tecnosti. 
Ј . 

Moze se postaviti pitanje о mogucnosti e1imina-

cije'parametra nenjutnovskog ponasanja stepene tecnosti п iz 

univerza1ne jednacine (1.90)? Svi pokusaji u tom pravcu ucinje

ni u toku mojih istrazivanja nisu urodili plodom. S 6bzirom da 

је ve1icina п karakteristika reoloske jednacine stanja stepene 

tecnosti, tj. fizicka karakteristika koja definise fizicko sta-

'nje posmatranog f1uida, cini mi se da Ы Ы10 mesto predpostav

с! da se taj parametar ne mozeuopste e1iminisati iz univerza1ne 

jednacine (1.90). 
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1.11 RESЛVANЈЕ UNIVERZALNE DJFERENCIJALNE JEDNACINE 

Prema tome problem stacionarnih ravanskih 1ami

narnih granicnih s10jeva stepene tecnosti se sveo па resavanje 

univerza1ne diferencijalne jednacine (1.90). Та diferencija1-

па jednacina је ne1inearna, parcija1na jednacina treceg reda. 

Nepoznata funkcija F је funkcija beskonacno mnogo nezavisno 

promen1jivih П, f 1 , f 2 , •••••• ,. Odredjivanje funkcije F u za

visnosti od svih tih promen1jivih predstav1ja s10zen za sada 

nerestv matematicki problem.Ako Ы se mog1a naci tukva funkci

ја F, onda Ы ona Ы1а tacno resenje svih problema granicnih 

s10jeva stepene tecnosti. 

Ako se u univerza1noj jednacini (1.90) usvoji 

da su k promen1jivih - parametara skupa f k (1.80) raz1iciti 

od nu1e а svi osta1i jednaki nu1i, onda se dobija k-to para

metarsko priblizenje pune univerza1ne jednacine. U diferenci

ja1noj jednacini k-tog parametarskog priblizenja, uvek figuri

зе јоз jedan parametar. parametar.n nenjutnovskog ponasanja 

stepene tecnosti. Ako s" u jednacini (1.90) zadrzi k promen1ji

vih skupa f k , а odbaci parcija1an izvod ро k-tom parametru 

па desnoj strani jednacine (1.90) onda se dobija 10ka1izovano 

k-to parametarsko priblizenje univerza1ne jednacine. Vidi se 

da postoji ~itava k1asa pribliznih - parametarskih resenja pu

ne univerza1ne diferencija1ne jednacine (1.90). 

Nije tesko pokazati da se razmatranja Karjakina [1:il r 

koja se odnose па univerza1ne jednacine u obliku Lojcjanskog\. 

granicnog s10ja njutnovske tecnosti, mogu preneti i па univer

za1nu jednacinu (1.90). Zato se citira вато zak1jucak iz tog 

rada, koji se odnosi па k-to parametarsko priblizenje univer

za1ne jednacine. Prema tome zak1jucku naime k-to parametarsko 

priblizenje univerza1ne jednacine, predstav1ja tacno resenje 

granicnog s10ja па te1u ostre ivice, za koje је brzina sp01jas

nje struje V(x) dat~ u vidu proizv01jnog p01inoma k-tog stepe-

па promen1jive х, tj. 

k i 
V(x)= L а1· х , 

i=o 
а1= const. 
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U da1jem radu се se razmatrati jedno-parametar

sko priblizenje univerza1ne diferencija1ne jednacine (1.90). 

Ono se dobija ako se usvoji da su svi parametri f k sem prvog 

jednaki nu1i 

f 2= f з= •• е· •••• =, о. (1.106) 

Tada iz (1.82) sleduje 

(1.107) 

Uvodjenjem (1.107) u (1.90), dobija se jednopa

rametarsko priblizenje univerza1ne jednacine 

dok iz (1.91) sleduju 9dgovarajuci granicni uslovi 

za Т\ = оо, 

(1.109) 

gde је Fо(т\) resenje sistema (1.92). 

=0, 

Diferencija1na jednacina jednoparametarskog pribli

zenja (1.108), se resava zajedno sa izrazima (1.64), (1.65),(1.66), 

(1.35) i (1.36») koji u jednoparametarskom priblizenju glase 
_ CID 

А (1) = S (l-F (1) ) d." r в (1) = S FТ\(l) (l-FТ\(l) ) dТ\, 
о Т\ о 

Н (1) ~ А :~: r r; (1) = {В (1) (F (1) ) }n (1.1110) 
в Т\Т\ 11=0 , 
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Istоvrещеnirn resavanjern sisterna jednacina (1.108), 

(1.109), (1.92) i (1.110) dobi10 ы se resenje za sve problerne 

ravanskog granicnog sloja stepene tecnosti u jednopararnetarskom 

priblizenju. Pri nrimerickorn resavanju ovih jednacina d01azi se 

do zak1jucka, da је resenje tog sisterna nestabi1no i viseznac

по. Ovorn problernu, granicnog s10ja njutnovske tecnosti (n=1), 

su u pos1ednje vrerne posveti1i paznju Lusius М. i Sa1jnikov v. 
u svorn јоз neobjav1jenorn radu. Оn! su pokaza1i da univerzalna 

diferencija1na jednacina oblika Sa1jnikova - :Lojcjanskog sa

drzi viseznacna resenja, ako se funkcija h(x) nе definise una

pred pre resavanja sisterna. Prerna (1.103), је vid1jivo da se 

ta viseznacnost rnoze izbeci i ako se pre resavanja sisterna jed

naCSina, umesto funkcije· h (х) usvoji funkcija В (1) (f1 ) • 

Najjednostavnije је, usvojiti funkciju B(1)(f
1
), 

па osnovu s1icnih resenja jednacina grarticnog s10ja. Kod resa

vanja pornenutog sisterna, rnоч10 Ы se onda prirneniti i s1edeci 

postupak '. iteracija funkcije В (1). Nairne, prvo se usvoji funk

cija в (1,) (f1 ) па osnovu slicnih resenja resi сео sistern i па 
kraju ponovo izracuna funkcija Bi1 ) (f1 ) .Та funkcija Bi1 ) (f1 ) 

Ы Ы1а p01azna za ponovno resavanje се10ч sisterna jednacina, 

i sracunavanje B~1) (f1 ). Сео postupak :', tteracija Ы se ponav-

1јао sve dok se iz dve susedne iteracije nebi dobi10 priblizno 

ista kriva в(1) (f1 ). Тај postupak Ы zahtevao rnnочо vrernena i 

rada па racunskoj rnasini, te stoga оп u ovorn radu nece biti 

obradjen, vec се se usvojiti funkcija в(1) (f1 ), па osnovu s1ic

nih resenja jednacina granicnog s10ja stepene tecnosti па rav

пој р10С1. 

Za taj s1ucaj је 

(1.111) 

Potrebno је napornenut1, da Lojcjanski uzirna ovu pret

postavku vec па sarnorn pocetku razrnatranjaJpri izvodjenju svojih 

uni verza1nih jednacina granicnog s10j а nj utnovske tecnosti u.]. 
Nije teskoda se proveri, da је oblik univerza1ne jednacine nе

zavisan od toga, ukojoj se fazi njenog izvodjenja ucini pret

postavka (1.111). Medjutirn, ako se ta pretpostavka shvat1 kao 
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aproksimacija komp1etno postav1jenog problema granicnog s10-

ја u ovom radu, onda se prethodni postupak iteracija ve1ici

ne в(1) (f1 ), moze smatrati kao moguci put za pob01jsanje te 

aproksimacije, а sarnim tim i metode :Lojcjanskog:. 

uvodje-vyjem pretJ?ostavke (1.111) iz (1.108) i 

(1.109), se dobija diferencijalna jednacina 

(1) 
(1) .ф (f,,)+2nf1 (1) (1) f 1 (1) 2 

{ (F )n} + ~.. F F + {1- (F )}= 
пп п (n~1) B~+1 пп B~+1 п 

f Ф (1) (f ) 
1 1 

Bn +1 
о 

= 

за granicnim 

F(1). 1 
П 

F(1). F'(n) 
п о 

us10vima 

za П = оо, 

za f 1= о, 

qde је Fo(n) resenje sistema (1.92). 

Sistem (1.110) sada postaje 

со со 

А (1). S (1-F~1) )dn; В =В (1) = r F (1) (1-F (1) )d11 =const, 
о ~ П 11 

о 

н (1) = А (1) ; 

Во 

о 

ф (1) = (n+1) {' (1) - (2+Н (1) + ~:i) f
1

}. 

(1.11~) 

Kako је za granicni s10j па ravnoj р10с! parametar oblika 

f 1= о i F(~)= F~(n), to је tada iz (1.113) 

(1.114) 

(А.412) 
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а J.z (1.93) 
в = {(F")nJ 
о о 11=0. 

(1.115) 

Znaci, vrednost konstante Во se odredjuje ро

sle nalazenja funkcije Fo ' odnosno pos1e resavanja sistema 

(1.92) granicnog sloja stepene tecnosti па ravnoj p10ci. 

Postoje dva tacna resenja diferencija1ne jed

nacine (1.92) i jedno priblizno dobijeno metodom Каrшап

Po1hauzena [18]. Као o~nova za resavanje jednoparametarske 

univerza1ne јеdnаСЈ.пе (1.112) i sistema (1.113), za odredji

vanje konstante Во mora se poznavati vrednost F~(o) i to za 

razlicite vrednosti parametra п. Таспе vrednost1 za F~(O) iz 

rada Su1jmana i Berkovskog [з] 1 tacne vrednost1 za F~(O) iz 

rada Acrivosa '[1EI1, Ыtnо se raz1ikuju. То nije tesko konsta

tovati, ako se pog1edaju tablica 1 rada (1~ i t~blice па 
kraju monografije [3]. Za п = 1, tj. za njutnovsku tecnost, 

vrednosti su iste, dok је za п = 0,1 naprimer, vrednost 

F~(O) prema [3] oko 8,2 puta тапја od опе date и radu [16Ј. 
Za п = 2 vrednost F~ (о) prema radu [3] је za 1,27 puta veca 

od iste prema radu [16Ј. Karman-Po1hauzenova metoda [18] daje 

bliske vr~dnosti za F~ (о) sa onim iz rada [1~. 
Pre печо sto su u ovom radu usvojene vrednosti 

za F~(O), koje predstav1jaju osnovu za resavanje jednopara

metarske jednacine, izracunato је F,r(o) па novi cetvrti nacin , , о _ 
primenom varijacionog principa. Ovaj nac1n се bit1 deta1jn1je 

iz10zen u drugom delu rada. Dobijene priblizne vrednosti za 

F~~O) зи Ы1е blize vrednostima F~(O) 1z rada [1~ печо опе 
ро metodi Karman-Po1hauzena. Medjutim, treba istaci da su 

sve tri vrednosti za razno п, medju зоЬот vr10 bliske. Zato 

је usvojeno kao tacno resenje granicnog sloja stepene tecno

st1 па ravnoj р10с! опо objav1jeno u radu [l~. 
Potrebne vrednosti za F~(O), iz rada (}~ date 

su u taыlc11 2. 
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1QbliCQ 2 

п 0.5 t 1S 2 2,5 3 ~ 5 

" 0/tз~t02 0,.f.6961 05258 0,5766 0,6188 0,65'0 0,70&6 O,77.f.t /;'(0) I 

Лkо se posmatra jednoparamet~rska univerza1na 

jednacina (1.112) zajedno sa izrazima (1.113), koji se svi 

moraju resavati simu1tano, onda је jasno da о trazenju пе

kog ana1itickog resenja tog problema пета ni govora.Medju

tim, zahva1jujuci razvijenim metodama numericke integraci

је ne1inearnih parcija1nih diferencija1nih jednacina mate

maticke fizike (naprimer (76) , (8], L9] i td.) i mocnim digi

ta1nim racunskim masinama, moguce је da se pridje resavanju 

sistema (1.112), (1.113). 

Na Katedri aerohidrornehanike Po1itehnickog In

stituta u Lenjingradu је razvijena metoda numericke integra~ 

cije parcija1nih ne1inearnih diferencija1nih jednacina - ра

rametarskih priblizenja univerza1nih jednacina teorije gra

nicnog sloja [1:i], [121 ' u.3J. Prema toj metodi numericka in

tegracija k-to parametarskih priblizenja univerza1nih jed

nacina granicnog s1oja.se vrsi па taj nacin sto se te jed

nacine svedu па sistem tzv. imp1icitnih (nejavnih) algebarskih 

jednacina, zamenom diferencija1a sa konacnim raz1ikama. Ti а1-

gebarski sistemi ne1inearnih jednacina se 1inearizuju i resa

vaju iterativno metodom napred - nazad (progonke) [76Ј. Та те
toda resavanja је pri1agodjena za resavanje sistema jednacina 

(1.112), ·(1.113) i (1.115), pri cemu su vrednosti F~(O) uzi~ 

тапе za razno п iz tablice 2. Resavanje је u~adjeno па racun

skoj masini IBM - 360 Mode1 44, Matematickog instituta u Вео

gradu. 

Resenja su nadjena za vrednosti parametra nenjut

novskog ponasanja stepene tecnosti п = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 

3; 4 i 5. Resenjeza п = 1, za njutnovsku t:ecnost} se pok1apa 

sa resenjem iz rada [3], ра se ovde nece ni navodi ti. Resenje 

za п = 1 је s1uzi10 za testiranje се10ч programa. Za п < 0,5 

dobijena resenja su pokaziva1a nestabi1nost u oko1ini tacke 

odvajanja granicnog s1oja, .~~ iako su uslovi stabi1nosti metode 
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napred - nazad (progonke) bi1i ispunjeni. Qva nestabi1na 

resen'ja su ima1a ne10gican tok u oblasti bliskoj tacki od

vajanja granicnog sloja, ра se zato ovde песе ni navoditi. 

Za п > 0,5 koraci ро п i f 1 su ве smanjiva1i sve dok rese

пје vise nije trpe10 nikakvu promenu pri da1jem smanjenju 

koraka. Za п < 0,5 taj proces izg1eda nije konvergentan, 

jer se broj iteracija beskonacno povecava pri smanjivanju 

koraka. Pitanje nestabi1nosti resenja и ovoj oblasti Ысе 

predmet jednog naknadnog istrazivanja. S obzirom da se iz 

resenja dobijenih za druge vrednosti parametra п)точи izve

sti kva1itativni zak1jucci koji se odnose i па podrucje 

п < 0,5, па dobijanju ovih resenja и nestabi1noj oblasti 

se и ovom radu nije insistira10. 
Sracunate funkcije r; (1) (f

1
), и(l) (f

1
) i Ф (1) (f

1
) 

date su za razno п, naime za п = 0,5; 1,5;, 2; 2,5; З; 4 i 5 

па dijagramima br. 2 do 8, i za karakteristicne vrednosti 

parametra f 1 u tablicama br. 1 do 7 pri10ga I. 

и (1) . 
Profi1i. brzine V(x) = F

n 
(n,n, f 1 ) dat~ su 

za iste v~ednosti parametra п i karakteristicne vrednosti 

п i f 1 па dijagramima br. 9 do 15 i u tablicama br. 8 do 

14 priloga II. Na tim dijagramima је sa ;.Ј1т obelezena vrednost 

koordinate п za koju је zadov01jen granicni us10v 

Tacka odvajanja granicnog stoja stepene tecnosti, 

se na1azi па onom mestu konture te1a gde tangencija1an napon 

postaje ravan nu1i, odnosno gde је 

(1.116) 

Vrednosti parametra f 1 и tacki odvajanja su obe1ezene sa 

f 10dv i za razno п date u tablici br. З. 
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Vrednosti раrапк"; ('а f 1 u zaustavnoj tacki, tj. 

za koje је zadovo1jen us10v д·; је 

(1.117) 

obe1ezene su sa f 1 i takc";"J'e date u tablici br. З za 
тах " 

razno n. 

Numericka integracija jednopararoetarske univer

za1ne jednacine је, kao i kod njutnovske tecnosti,:izvrsena 

u interva1u f 10dv , f 1 , f 1max• Integraciju izvan tacke od

vajanja, tj. za f 1 < f 10dv ' nemoguce је izvrsiti, jer za 

f 1= f 10dv univerza1na diferericija1na jednacina poseduje 

singu1aritet • 

. U da1jem radu Ысе potrebne vrednosti ve1icine 

f 
S - _ 10dv 

- Фо' 
(1.118) 

ра su i one date u tablici br. з. 

Isto tako се biti potrebne i vrednosti konstan

ti Фо' Ф1 i Ф2 razvoja funkcije ф(l) (n,f1 ) u red ро stepe

nima od parametra f 1 

(1.119) 

One su sracunate, па osnovu taЬ1ica br. 1 do 7 iz pri10ga I, 

i za razno п date u tablici br. з. 

Ne resavajuci јоз nijedan konkretan primer granic

nog sloja stepene tecnosti vec se точи, па osnovu ovih rezu1ta

ta numericke integracije, izvesti neki zak1jucci о fizickim 

osobinama ravanskih 1aminarnih stacionarnih 9ranicnih s10jeva 

stepene tecnosti. 

Iz dijagrama br. 2 do 8 se naime, vide osobine 
funkcija ~(1), н(l) i ф(l). Oblik krive ~(1) za п = 0,5, naj-

vise odstupa od 1inearnog zakona, dok se sa porastom п, ta 

kriva sve vise priblizava obliku prave 1inije. Krive н(l) i 

ф(1) imaju ne1inearan karakter za svako п u ~lizini tacke 

odvajanja 9ranicnog sloja. Odstupanje od pravo1inijskog ka

raktera krive н(1) opada sa porastom parametra n. 
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Sa dijagrama br" 9 do 15, vidi se da se profi.1 

brzine V ех) za raz1ici te v1"~dnosti parametra f 1 , najvise 

deformise za pseudop1astic'; '1 tecnost, tj. za п = 0,5. Sa 

porastom parametra п, te {.' Jormacije su sve manje, tako 

da su za п = 5 (vr10 di1a! ;';It:na tecnost), neznatne. Ispu

njenje granicnog uslova Z"'l '1 , је kod pseudop1asticne tec-m 
nosti (п = 0,5) asimptotsk(', dok za 1 < п (di1atantna tec-

nost), to nije slucaj. Ova osobina profi1a brzine posmatra

nih granicnih s10jeva' је ve6 zapazena u radovima [lEU, [17Ј 
i [18]) а1!. samo u s 1исај u granicnog sloj а па ravnoj p10Ci. 

Iz tablice br. 3 se vidi, da se sa porastom 

п od 0,5 do 5 f 10dv menja od -0,2512 do~0,0002068. Na osno

vu toga, se ve6 sada moze re6i da se sa porastom parametra 

п tacka odvajanja granicnog s10ja па nekom te1u pomera uz

vodno. 

1.12 О INTEGRACIJI IМPULSNE JEDNACINE GRANICNOG SLOJA 

SТEPENE TECNOSTI 

Pos1e odredjivanja resenja univerza1ne diferen

cija1ne jednacine, tj. funkcije F(l) (п, f 1 ,n), potrebno је 
da se za resavanje pojedinih konkretnih problema teorije 

ravanskog 1aminarnog granicnog sloja stepene tecnosti, na

dje zavisnost ve1icina z**(x) i1i f 1 (x). Medjutim, u tom 

ci1ju potrebno је resit1 obicnu ne1inearnu diferencija1nu 

jednacinu~ prvog reda, odnosno jednacinu 1mpu1sa u obliku 

(1.63) 

za х = х 
о 

111. u obliku (1.68) 

dz** = Ф (1) (n,Vx z**) 
dx V 

za х = z** 

(1.120) 

(1.121) 

= z**. 
О 

Ako tacka х = о odgovara prednjoj zaustavnoj 

tacki te1a u kojoj је V = о, onda је to singu1arnatacka u 
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kojoj је takodje i ф(l) (п, f 1 ) = о. Prema (1.117), vred

nosti parametra f 1 , za koje је zadovo1jen taj us10v оЬе-

1ezene su sa f 1 i date и tab1ici З za raz1icite vred-
mах 

nosti n. Prema tome pocetne vrednosti za numericku inte-

graciju jednacine (1.120) odnosno (1.121) su 

za Х = о: 
f 

z**= 1mах 
о V (о) • 

Х· 

(1.122) 

Ako se razmatra te10 sa ostrom prednjom ivi

сот 11! profi1 sa nu1tim nagibom pri vrhu, onda је u toj 

tacki V ~ о i granicni us10vi su, zbog 6**= о, sledeci: 
о 

za Х = о: z**= о 
о • (1.12 З) 

u opstem slucaju ako је V ~ о za neko Х=Хо> о 
onda је pocetni us10v dat sa 

za Х = Х > о: 
О 

z = z** > о. 
о 

(1.124) 

6 ** (n+1) 
Primetimo da ve1icina z** = о ~-n 

о v о 

izrazava u pribliznoj formi pred1storiju razvitka granicnog 

sloja па interva1u о ". Х ~ Хо • 

Integracija ne1inearne jednacine (1.120), odno

sno jednac1ne (1.121), se moze 1zvrs1t1 metodom"korak ро 

korak", koju је pred10zio Lojcjanski [1]. 

U ovom radu се se ta jednacina u 11nearizo

vanom obl1ku res1ti obicnom kvadraturom. Ranije је dat oblik 
reda za funkciju ф(1) (п, f 1 ) (1.119). Ako se u tom redu zane

maie svi c1anovi koji sadrze stepene f 1 vece od (f1 ) ., onda 

se dobija 1inearizovana funkcija 

(1.125) 

Ova aproksimacija se moze opravdati vec ran1je 

spomenutom cinjenicom da funkcija ф(1) ima priblizno 1inearan 

karakter па се10m interva1u promen1jive f 1 , sem u blizini tac

ke odvajanja granicnog s10ja. 

Мо se 1inear1zovan oblik funkcije ф(1) (1.125) 

uvrsti u (1.20), onda se dobija diferencija1na jednacina 
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Iz us10va da је па te11ma sa prednjom zaustav

пот tackorn za х = о V = о i da, prema (1.122), f 1 mora da 

bude konacno, sleduje da је konstanta 1ntegrac1je С = о. 
Posto је 'na te11ma sa ostrom prednjom 1v1corn za х = о V ~ о, а 

prema (1.123) је f 1= о, te је ponovo С = о. 

Znac1, za tela sa prednjom zaustavnom tackom 

i za te1a sa ostrom prednjom iv1com, resenje 11nearizovane 

impu1sne jednac1ne glasi ~ r ф -1 
фоvх(х) Ј V(t) 1 dt 

__________ ~O~ ___________ • 

v(х)Ф1 
(1.126) 

Resavanje 1rnpu1sne jednacine u ne11nearnom obli

ku pomenutorn metodomLojcjanskog·, ne predstav1ja slozen pro-• • 
Ыет. Takvo resenje daje tacn1je rezu1tate u bliz1n1 tacke od-

vajanja i tacn1j1 po10zaj вате tacke odvajanja granicnog slo

ја. Medjutim, kako је jedan od osnovnih ciljeva ovog rada pro

ucavanje f1z1ckih osobina granicn1h slojeva stepene tecnosti, 

а ne pobo1jsanje vec postojec1h rezu1tata, to се u tom с11ји 

resenje (1.126) pos1uz1ti па zadovo1javajuc1 nac1n. 

Ako se uporede 1zraz1 (1.126) 1 (1.104), onda 

se vid1 da su ti izraz1 za parametar obl1ka f 1 potpuno ist1 

(f :: f 1 ). Znac1, ako nova promen1j1va 11 pr1 1zvodjenju un1-

verza1ne diferencija1ne jednac1ne (1.90), ima oblik (1.105), 

onda se parametar obl1ka u nov1m promen1j1vim :pok1apa sa re

senjem 11nearizovane impu1sne jednacine granicnog sloja stepe

ne tecnosti. 

Koristeci resenja univerza1ne diferenc1jalne jed
nacine F(l), tablice i dijagrame za funkcije ,(1), и(l)i ф(l) 
i resenje 1inearizovane jednacine 1mpulsa moguse sada resavati 
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svi specija1ni s1ucajevi 1aminarnih ravanskih stacionarnih 

granicnih s10jeva stepene tecnosti za vrednosti parametra 

nenjutnovskog ponasanja stepene tecnosti u interva1u 

0,5 ~ п ~ 5. 

1.13 PRIМERI 

u ovom de1u, razmatrace se nek01iko konkret

nih problema ravanskog stacionarnog granicnog s10ja stepe

ne nenjutnovske tecnosti. Treba da se napomene, da sem 

problema s1icnih resenja, ni jedan od narednih problema 

nije resavan u postojecoj 1iteraturi. Vec па pocetku је re

ceno da su i s1icna resenja samo de1imicno obradjena u то

nografiji [з1. poredjenje dobijenih rezu1tata sa poznatim 

i tacnim је zato moguce samo za п = 1, tj. za njutnovski 

granicni s10j. 

U da1jem tekstu, sve ve1icine sa donjim indek

som 1 Ысе bezdimenzione. Naprimer, bezdimenziona koordi

nata х, Ысе obe1ezena sa Х1 itd. Sa donjim indeksom s Ысе 

oznacene vrednosti ve1icina u tacki odvajanja granicnog slo

ја. Naprimer', x 1s је vrednost bezёiimenzione koordinate Х u 

tacki odvajanja granicnog sloja. 

Iz (1.126»ima se vrednost parametra oblika f 1 
u tacki odvajanja granicnog s10ja 

S~ ф-1 
Vx(xs ) oV(t) 1 dt 

f 1odv= фо Ф • 
V(x ) 1 

s 

Posredstvom (1.118) i uvodjenjem bezdimenzionih ve1icina, 

prethodni izraz se transformise па oblik 
Х 

S
"'S Ф1-1 

V1x (x1s ) V1 (t) dt 
",1, , 

о 

Ф1 
V

1
(x1s ) 

= -S, 

gde su vrednosti za Ф1 i S date u tablici 3. 

(1.127) 
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11/ S1icna resenja 

S1icna resenja jednacina ravanskog stacionar

nog gran1cnog s10ja stepene tecnosti postoje, kao i kod 

njutnovske tecnosti, pri strujanju oko k1inа~зЈ. Pri to

те је brzina sp01jasnjeg strujanja data sa 

dok је ugao otvora k1ina 

gde је р prirodan broj. 

V = х р 
11' 

а = ~ 'П', 
1+р 

Ako se izraz za V1 uvrsti u (1.127), onda se 

pos1e integracije i sredjivanja dobija 

S 
р = - • 

s 1+8 (Ф1-1) 
(1.128) 

Zbog ispunjenja us10va odvajanja gran1cnog s10-

ја (1.127), tangencija1an napon па povrsini k1ina је pri ovoj 

vrednosti'ps ravan nu1i. Koristeci (1.128) i tab1icne vred

nosti za 8 i Ф1 iz tablice 3, izracunate su vrednosti za Ps 

za razno п i date u tablici 4. 

0,5 I[1Ј 1,5 2 2.5 З 4- 5 

-0,1505 -0,1012 -q0794- -q065З -q055 -0,0488 -0,0385 -0,0319 

Ovde је oznakom (ј1 naznaceno da је, za s1ucaj 

njutnovske tecnosti (п = 1), Ps izracunato па osnovu rezu1ta

ta Lojcjanskog [1]. 

, Tacno resenje ovog problema za п = 1, tj. za njut-

novskutecnost, је dao Hartree [7зЈ, i njegova odgovarajuca 

vrednost za Ps iznosi -0,091. 

Iz tab1ice 4 se vidi da se sa porastom п od 0,5 

do 5 povecava i р i priblizava nuli. Na osnovu ovoga зе то-s , 
ze zak1juciti da зе usporenje strujanja pri kome gran1cni sloj 
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јов uvek na1eze па te10 sщаnјuје sa porastom parametra п 

re010ske jednacine stanja stepene tecnosti. 

i 2 / Konvergentno - divergentni kana1 

Neka је brzina potencija1nog strujanja data 

sa 

v = v - Ьх. 
оо 

(1.129) 

Ovo strujanje se moze interpretirati kao stru

janje kroz kana1, koji se sastoji od de1a sa para1e1nim zi

dovima (brzina V ) i konvergen'tnog (Ь < о) odnosno diver-gen-
оо 

tnog de1a (Ь > о). 

Ako se uvеdц bezdimenziona brzina i bezdimenzio

па koordinata х 

V = v х -v ; х = 
V /Ь 

. 
) 1 1 

оо оо 

(1.130) 

onda se iz (1.129) dobija 

V1= 1 - Х1 • (1.131) 

Posredstvom (1.129) iz (1.127) se dobija tacka 

odvajanja granicnog sloja 

х = 1 -1s 
1 

----~-:---- 8 

(1+SФ1 )<\>", 

(1.132) 

Koriscenjem tab1ice З izracunate su vrednosti 

apscise tacke odvajanja, za razne vrednosti paramet~a~n,i 

date u tab1ici 5. 

;оЫlсо. 5 

q5 1[IЈ 1,5 2 2,5 3 4- 5 

0,179 0,123 0,103 Q090S 0,0761 0,069 0,0575 0,0'7 
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Prema Leigh-tu \?~, za п = 1, tj~ za njutnov

sku tecnost, tacna vrednost za x 1s iznosi x1s = 0,1198. Iz 

tab1ice se vidi da se sa porastom parametra п tacka odvaja

nja granicnog s10ja pomera uzvodno. Pri pove6anju parametra 

п od 0,5 do 5 apscisa tacke odvajanja se naime smanjuje za 

oko 3,8 puta. 

Мо se uvede bezdimenziona debljina gubitka 

impu1sa 
.r** 0** = u 

1 VooIЬ 

i iskoriste izrazi· (1.129), (1.130), (1.126) i (1.37), onda 

se dobija 

- -L {l Ф1Ј }.--L n+1 Ф 1-(1-x1 ) n+1 
0** = R о . 

1 е Ф (1-х )Фl+1-n ) 
1 1 

(1.133) 

gde је .:uopsteni Rejn01dsov broj 

V2- n (V /b)n 
оо оо 

v 
(1.134) -------. 

Na dijagramu br. 16 је, posredstvom tab1ice З, 

data raspode1a bezdimenzione debljine gubitka impulsa (1.133) 

za vrednost uopstenog Rejn01dsovog broja Re = 300 i raz1icite 

vrednosti parametra n. 

Sa dijagrama 16 se vidi da bezdimenziona deЫji

па gubitka impu1sa о!* , pri istim vrednostima uopstenog Rej

n01dsovog broja i apscise Х1 ' raste sa porastom parametra n. 

: Мо se ovaj zak1jucak poveze sa zak1juckom о 

tacki odvajanja granicnog s10ja, onda se moze uociti s1ede6a 

fizicka osobina granicnih s10jeva stepene tecnosti. 

Za pseudop1asticnu stepenu tecnost, tj. za 

п < 1, sa opadanjem parametra п debljina gubitka impu1sa 

gran1cnog s10ja se smanjuje, dok se tacka odvajanjagranic

nog sloja pomera nizvodno u d1vergentnom delu kanala. 

Kod di1atantne stepene tecnosti, tj. za п > 1, 

sa porastom parametra nenjutnovskog ponasanja stepene tecno

st1 п, deblj1na granicnog s10ja nag10 raste, а арвс1ва tacke 

odvajanja зе priblizava затот pocetku divergentnog de1a kana1a. 
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Ovi zak1jucci su potpuno и sag1asnosti sa poz

natim osobinama granicnog sloja, da је mogucnost pojave od

vajanja granicnog sloja veca uko1iko је оп deblji. 

1з/ Usporena strujanja sa rasporedom potencija1ne brzine 

oblika V1= (1 ± Х1 )т za m ~ 1. 

Ovde su dati polozaji tacke odvajanja granic

nog sloja stepene tecnosti za nekoliko usporenih strujanja. 

Rezu1tati su sredjeni и tablicama br. б do 9. 

Ta6/lca 6 

0,5 .' [t] 1.5 2 2,5 З 4 S 

0,263 0,157 0.125 0,10+ 0,089 q078 0.062 0.052 

; .. -................ -

0,5 1 ВЈ 1,5 2 2,5 3 4 5 

0,tt8 ор 8') 0.0595 0.0501 0,043 0.038 0.0305 0,0254 

х,.,0,223 zca n.rl L 15] ЉЬIIt:a 8 

0,5 1Рl '.5 2 2,5 3 4 5 

0,З07 0.220 0,186 0,164- 0.'~4- 0,1З1 0.106 0.0895 

IOhl/t'O. 9 

0,5 1[1] 1,5 2 2,5 3 4- 5 

0,096 0.065 0.0502 0,045 0.0З92 0,036 '0.024 

Iznad svake tablice, је dat po1ozaj tacke odva

janja qran1cnog sloja njutnovske tecnost1,tj. za п =l,koji 
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је dobio Gort1er u radu 1}.![1. 
Iz ovih tablica se vidi da se .. pri porastu ра

rametra п, kod svih posmatranih usporenih strujanja, apsci

sa tacke odvajanja granicnog sloja stepene tecnosti smanju

је, odnosno da se tacka odvajanja granicnog sloja pomera 

uzvodno. Na pros1im primerirna је ova osobina granicnih slo

jeva stepene tecnosti vec prirnecena а ovde је па novim pri

rnerima i potvrdjena. 

i 4/ Granicni sloj па kruznorn ci1indru 

Brzina potencija1nog strujanja oko kruznog ci-

1indra po1uprecnika R је data izrazom 

х 
v(x) = 2 V~sin R ' 

11! u bezdimenzionorn obliku 

(1.135) 

(1.135а) 

Da Ь! ве dobio po10zaj tacke odvajanja granicnog 

s10ja па kruznom ci1indru, ~otrebno је da ве (1.135а) uvrsti 

u (1.127)' 1 da se u torn izrazu izvrsi numericka 1ntegracija 

za svako п i odgovarajuce vrednosti za Фl i S iz tablice br. 

з. Vrednosti apscise tacke odvajanja (X1S= Xs/R) za razlic1-

to п, su sredjene и tablici br. 10. 

ЮЫ/С'о. 10 

п 0,5 1/1] I 1,5 2 
~'''''''.~ _.~ 

I ...... -
X/1 [гаt:lЈ 1,863 ',796 ',782 ',174-

Х/6 [ОЈ 107,0 '03,' '02.2 101,6 

п 2,5 3 4- 5 

X,,[rat:lj ',762 '.754- '.74-08 ' .. 726 

Х/В {О 1 ,0,., 100.7 99,87 99,07 
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Tacan p010zaj tacke odvajanja za njutnovski. 

granicni s10j (п = 1) па kruznom ci1indru је, prema 

Terri1-u [14Ј, odredjen ug10m x1s= 104,50. 

Ponovo se moze zak1juciti da i па kruznom 

ci1indru povecanje parametra п, utice па smanjenje apsci

se tacke odvajanja granicnog s10ja stepene tecnosti. 

Za s1ucajeve п > 1, tacka odvajanja se sa ро

rastom п pomera ka tacki najvece brz1ne (Х1= 900) па kruz

nom ci11ndru, Za s1ucajeve п < 1 tacka odvajanja se sa sma

nj1vanjem п pomera ka zadnjoj krit1cnoj tacki па kruznom с1-

11ndru. 

Za da1ja razmatranja se uvode bezdimenzione ve-

iicine 

1 

.1'**= o**(R )ii+Т 
u1 R е ; 

1 
= l..(R )n+l 

У1 R е ' 

gde је uopsten1 Rejn01dsov broj 

(2V )2-n. Rn 
R = со 
е v • 

Koriscenjem (1.136) se dobija da је 

(1.136) 

(1.137) 

(1.138) 

Posredstvom (1.138), (1.136) i (1.37) se dobija 

parametar oblika granicnog s10ja u form1 

f (! Х1) 1-n (.1'1**)n.+1 1=cos Х1 s п U (1.139) 

Sa druge strane, kor1scenjem (1.136), (1.137), (1.138), (1.99), 

(1.100) i (1.22) se dobija bezd1menziona ve1icina 

.au1 п . V1 п 
{(аУ1 )} = (6**) с, 

У1=0 1 
(1.140) 

gde је l; dato sa (1.66). 

Prema radu [18], tangenc1jalni napon па povr-

sini te1a је dat sa 
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ОО () п 

= k{{()~) }у=о. 

Uvodeci izraze (1.136) i (1.137) и ovaj definicioni izraz 

dobija ве koeficijent trenja 

R 
е 

у =0 
1 

(1.141) 

Posredstvom izraza (1.139), (1.138), (1.140), 

(1.141), tablica za funkciju ~, i numerickog resavanja inte

gra1a и izrazu (1.126), dobija se raspode1a bezdimenzione ve-

1icine (1.14о),! koeficijent trenja Cf (1.141), рг! strujanju 

stepene nenjutnovske tecnosti oko kruznog ci1indra. Те vred

nosti su prikazane u obliku krivih па dijagramima Ьг. 17 i 18. 

Koeficijent trenja Cf је izracunat pri vrednosti uopstenog 

Rejnoldsovog Ьгоја R =600. Za njutonovsku tecnost, tj. za 
е 

п = 1, korisceni su rezu1tati Lojcjanskog iz rada [lЈ. 
Sa dijagrama 18 ве vidi, да se sa porastom рагате

tra stepene tecnosti п od 0,5 do 5 koeficijent trenja па kru

znom cilindru pove6ava. Kako otpor trenja kruznog ~ilindra 

sigurno zavisi ~d povrsine ogranicene krivom Cf =Cf (x1 ) i 

ose Х1 to ве moze zak1juciti da se ва porastom parametra п 

otpor trenja kruznog ci1indra pove6ava. 

Za pseudop1asticnu tecnost (n<l) otpor trenja kru

znog ci1indra је manji od otpora trenjq ,qtog ci1indra u stz·u

ј! nju~novske tecnosti. Smanjenje stepena п reo1oske jednaci

пе stanja втапјије i otpor trenja kruznog ci1indra. 

Za dilatantnu stepenu tecnost (n>l), је otpor tre

о nja kruznog ci1indra ve6i од otpora istog ci1indra u struji 

njutnovske tecnosti. 
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Zadrzimo se sada па ana1izi debljine gubitka 

impulsa granicnog s10ja stepene tecnosti u ok01ini prednje 

zaustavne tacke па kruznom ci1indru. 

Iz (1.139) s1eduje da је bezdimenziona deblji

па gubitka impu1sa па kruznom ci1indru 

• (1.142) 

vidi da је 

Kada Х1 ~ о, onda se iz izraza (1.126) i (1.1~2) 

Фо 
f 1 (0) = Ф:i" 

neka konacna ve1icina, dok бi* + о za п > 1 (di1atantna tec

nost), а бi*+w za п < 1 (pseudop1asticna tecnost). 

U paragrafu 1.2 data је re010ska jednacina sta

nja stepene tecnosti (1.13) 

. 
Т •• = -Рбi '+ll e ij , 
~J Ј а 

gde је efektivna viskoznost imala oЫik 

n-l 
1· . -r 

ll а= kl 2 етр ерт I • 

u Ыizini prednje zaustavne tacke па kruznom 

cilindru је eij ~ о, ра se vidi da za п > 1 }Ја + о а za 

п < 1 оо • 

Iz ovog razmatranja se moze izvuci sledeci 

zakljucak: 

а/ Iz ana1ize efektivne viskoznosti i poznate 

cinjenice, da је deЫjina granicnog sloja proporciona1na sa· 
I 

viskoznoscu, точ10 se odmah pretpostaviti da Ы debljina gra-

nicnog s10ja trebalo da bude beskonacno ve1ika tamo gde је 

i viskoznost beskonacno velika, i da је ona ravna nuli kada 

је viskoznost nula. Та pretpostavka је prethodnom analizom 

i potvrdjena. Za п > 1 (dilatantna tecnost) efektivna vis

koznost i б!* u prednjoj kriticnoj tacki teze ka nuli. Za 

п < 1 (pseudoplasticna stepena tecnost») u prednjoj zaustav

пој tacki }Ја+ оо sto izaziva porast debljine granicnog s10ja 
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. x.k· t' ~** u tOJ ta",,~, Ј. ul -+-ОО. 
,. 

Ь/ Medjutim, pri stvarnom strujanju stepene 

tecnosti oko kruznog cilindra sigurno nесе postojati u pred

nјој zaustavnoj tacki te ekstremne vrednosti debljine gra

nicnog sloja (oi* = о i1i о i*= оо) • 

Prema tome u oblastima tecenja gde је ё .. ~ о 
~J 

d01azi do izrazaja nepogodnost i nerea1nost re010skog mode-

la stepene nenjutnovske tecnosti.Ova razmatranja potvrdjuju 

pretpostavke Reinera [38Ј. 

1.14 PRIМEDBE О PRIМENLJIVOSTI JEDNOPARAМETARSKOG RESENJA 

UNIVERZALNE JEDNACINE GRANICNOG SLOJA STEPENE TECNOSTI 

Као sto је vec napomenuto, dobijeni rezu1tati 

u ovom radu,'pri sracunavanju granicnog э10ја za konkretne 

probleme strujanja stepene tecnosti, ne mочи эе porediti sa 

nekim drugim rezu1tatima, tacnim i1i pribliznim, zato sto u 

rasp010zivoj 1iteraturi oni ne postoje. 

Poredjenje rezu1tata је точисе samo u s1ucaju 

granicnog э10ја njutnovske tecnosti, tj. za п = 1. Та pore

djenja pOkazuju, kod $''; ~I razmotrenih primera, vr10 dobro 

s1aganje rezu1tata iz ovog rada sa rezu1tatima drugih autora. 

Kako је pokazao Lojcjanski [1],predstava о 
ta~nosti jednoparametarskog priblizenja univerza1ne jednaci-

па, moze da зе dobije ana1izom parametara oblika viseg reda 

u i.n.terva.1u promen1ji.ve х о <' Х < xs.Ako su naime, ispunjeni 

us10vi da је za svako х Е [о, x s] 

f 2 I «е: 
тах 1 f 3 Imax < < е: ) 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

gde је 

-1 f 1 ' е: -. 1 тах' 

onda је opravdano zanemarivanje parametara oblika f 2 , f 3 , •••• 

u univerzalnoj jednacini i jednoparametarsko priblizenje је 

vrlo bli.sko tacnom resenju tog problema. 
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Ova deta1jna ana1iza Ы точ1а da se sprovede 

za svaki konkretan problem strujanja. Naprimer~ u s1ucaju 

strujanja stepene tecnosti oko kruznog c111ndra parametr1 

oblika v1seg reda glase: 

• • • е· • • • • • • •• • • • • е. • • • • • • 

Posmatranjem kr1v1h f 1 (x1 ), f 2 (x1 ) i f з (х1 ), 
za razne vrednosti parametra п, d01azi se do zak1jucka da 

је karakter t1h kr1 vih 1st1 kao kod Loj cjanskog [1] za 

п = 1, tj. za gran1cn1 s10j njutnovske tecnosti. U tacki 

odvajanja granicnog s10ja па kruznom ci11ndru, parametri 

f 2 i f з imaju karakter1st1cne vrednosti. Pri porastu п od 

0,5 do 5, parametri f 2 1 f з se u tack1 odvajanja ро aps01ut

пој vrednost1 smanjuju, tj. f 2 se menja od vrednosti -0,675 
-5 -9 do -0,17.10 , а parametar f з od 0,169 do 0,З56.10 • Moze 

se zak1juc1ti da је jednoparametarsko resenje za п > 1 bli

sko tacnom, dok је ono za п < 1 manje tacno, jer su u tom 

s1ucaju vrednosti za f 2 i f з u tacki odvajanja ne Ьаз pot

puno zanemar1jive. Znaci da Ы se, pr1 da1jim istraz1vanji

та u oblasti pseudoplasticnih stepenih tecnosti; ako se ze1e 

tacniji rezu1tati, treba10 161 па dvoparametarsko priblizenje 

un1verza1ne jednac1ne. 

1.15 О FIZICKIM OSOBINAМA GRANICNOG SLOJA SТEPENE TECNOSTI 

I NJENOJ REOLOSKOJ JEDNACINI STANJA 

Na osnovu obradjen1h problema, m~gu se 1zvest1 

neki zak1jucc1 о fizickim osobinama granicnih s10jeva stepe

ne tecnost1 i njenoj re010skoj jednacini stanja. Ovo је ыо, 

i jedan od osnovnih c11jeva rada. Т1 zakljucci su s1ede6i: 

а/ Pri pove6anju parametra п reoloske jednac1ne stanja ste

репе tecnosti, d01az1 do smanjenja apscise X s tacke odva

janja granicnog sloja па nekom te1u. Ovu osobinu је ekspe

rimenta1no opaz10 1 Slattery [?:il, pr1 proucavanju gran1c

nog sloj а stepene tecnost1 па sfer1. U radu [2~ , оп је 
tu osobinu dokazao 1 teor1jsk1 1sp1tuju6i gran1cni s10j 
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па sferi и interva1u parametra п 0,7356 ~ п '1. 

Ь/ Pri istoj vrednosti uopstenog Rejno1dsovog broja, sa 

porastom parametra stepene tecnosti п, do1azi по zadeb-

1janja granicnog sloja па nekom te1u. Ova osobina је ra

nije zapazena pri proucavanju granicnog зlоја па ravnoj 

р10с! [зЈ. 

с/ Ба povecanjem parametra п stepene tecnosti, do1azi do 

povecanja otpora trenja te1a koje se krece kroz stepenu 

tecnost. Ova osobina је i ranije zapazena и rezu1tatu te

orijskog razmatranja granicnog sloja па ravnoj p10ci [3]. 

'Osim toga је zapazeno u istom radu [зЈ, da sa dodavanjem 

karboksimeti1ce1u10ze vodi, do1azi do smanjenja otpora 

trenja и kana1iroa. Iz tablice 1, se vidi da povecanje 

КИС и vodi smanjuje parametar п stepene tecnosti. Znaci 

ovaj eksperimenta1an zak1jucak је и sag1asnosti sa teo

rijskim zak1juckom iz ovog rada. 

d/ Ako se ova tri zak1jucka povezu, onda se vidi da pri ро

vecanju parametra п reo10ske veze stepene tecnosti, do-

1azi do zadebljanja granicnog sloja, do povecanja otpora 

tranja i do skracivanja apscise tacke odvajanja granicnog 

sloja па nekom telu. 

Ovaj zak1jucak о fizickirn osobinama granicnog sloja stepe

ne tecnosti је и potpunoj sag1asnosti sa opstim osobinama 

granicnog sloja. Naime, ovaj zak1jucak se slaze sa pozna

tom cinjenicorn da povecanje debljine granicnog sloja iza

ziva veci otpor trenja i manju apscisu tacke odvajanja gra

nicnog sloja. 

е/ Rea1nost osobina granicnog sloja stepene tecnosti, govori 

istovremeno i о rea1nosti reo10ske jednacine stanja stepe

ne tecnosti, izuzev и slucajevima koji su ranije bili ро

'sebno razmotreni (eij ~ о). 
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2. APROKSIМATIVNA VARIJACIONA МETODA ZA SRACm~AVANJE 

RAVANSKIH LAМINARNIH GRANICNIH SLOJEVA SТEPENE TECNOSTI 

U drugom delu rada izlaze se jedna priblizna 

metoda, za resavanje razlicitih problema granicnog s10ja ne

njutnovske stepene tecnosti. Ci1j је da se pokaze varijaci

ona formu1acija problema granicnog s10ja stepene tecnosti i 

da se ta formu1acija iskoristi za dobijanje aproksimativnih 

resenja. 

u uvodnom delu, је vec bilo receno da pribliz

па metoda Karman-Polhauzena nije dala и slucaju granicnih 

s10jeva stepene tecnosti, zadovo1javajuce rezu1tate, kako 

и p~g1edu tacnosti (slucaj ravne ploce), tako i и pog1edu 

oblasti primenljivosti. 

Sem metode Karman-Po1hauzena и 1iteraturi јов 

postoji za resavanje problema granicnih s10jeva stepene tec

nosti, ranije takodje citirana intuitivna priblizna metoda 

Acrivosa [16]. 

Ovo Ы bila, prema raspolozivoj literaturi, 

treca prib~izna metodn ~a sracunavanje granicnog sloja ste

репе tecnosti, koja се biti razvijena do kraja, odnosno ро

тоси koje бе se тос! resavati konkretni problemi. 

cinjenica da se rezu1tati i ро jednoj i ро dru

чој metodi rada dobro slazu, ucvrstice nase uverenje, da su 

оЬе metode dovo1jno pouzdane i da је tacno resenje blisko do

bijenim rezultatima. 

2.1 О VARIJACIONIM PRINCIPIМA U МEНANICI KONTINUМA 

Naporedo sa razvojem svih oblasti fizike и 

паис! se tezi da se razni fizicki procesi opisu па jedan је

dinstven nacin. U vezi sa ovim, varijacioni aspekti mehanike 

dobijaju sve znacajnije mesto и savremenoj fizici. 

Varijacioni principi i njihova primena imaju 

dvojak znacaj. Prvo, za filozofsko-teorijskog aspekta, jer 

se pokaza10 da gotovo svi konzervativni procesi fizike, то

чи da se izucavaju па jedinstven nacin kao ekstremalno svoj

stvo jednog karakteristicnog integrala (akcije»koji definise 
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proces. I drugo, sa aspekta prakticne prirnen~,.jer varija-
za. oo~a..Тl1e 

cioniprincipi rnehanike rnочи da se iskoriste kako tacnih 

tako i aproksirnativnih resenja za onu klasu problema za 

koju postoji varijaciona forrnulacija. Оуа druga osobina 

varijacionih principa postaje sve znacajnija, kada su u 

pitanju nelinearni problerni, ciju individualnost i rnatema

ticke teskoce nije lako prevazici klasicnirn aparatom mate

rnaticke analize. Nazalost, znacaj varijacione metode u fi

zici је umanjen cinjenicom da za mnоче procese, tacna vari

jaciona Г"ПШl1асiја za sada ne postoji. Poslednjih nekoli-

ko godina varijacionom prilazu mnogih procesa fizike se pri

daje veliki znaCaj. Tako је naprirner u sadasnje vrerne zapa

zen intenzivan razvoj varijacionih prilaza problemima irever

zibilne termodinamike. 

Dobro је poznato da se jednacine mehanike kon

tinurna ne rnочи izvesti iz Hamiltonovog varijacionog principa. 

Do nepremostivih teskoca ве dolazi narocito, ako se za raz

matranje kretanja fluida upotrebi Ojlerova koncepcija polja. 

Pri varijacionoj forrnulaciji rnehanike kontinurna и Ojlerovoj 

koncepciji! glavnu teskocu pricinjavaju clanovi lokalnog 

i konvektivnog ubrzanja u jednacinama kretanja neprekidne 

sredine. 

Postoje razliciti nacini za varijaciono opisi

уanје procesa mehanike kontinuma, odnosno za izvodjenje jed

nacina procesa iz varijacionog principa. U sadasnje vrerne mо

чи se uociti sledeci varijacioni principi оуе oblasti fizike: 

а/ "Klasicni" varijacioni principi. 

Kod ovih principa mehanike fluida, upotreblja

уаји se klasicna pravila varijacionog racuna. Medjutirn, oni 

imaju manu, da ве vise od polovine jednacina procesa koriste 

kao pomocni uslovi, dok se ostale diferencijalne jednacine 

izvode iz varijacionog principa. U оуи grupu varijacionih 

principa spadaju i oni principi kod kojih se, pri variranju 

akcionog integrala, koriste posebna ogranicenja za varijaci

је generalisanih koordinata па granicama oblasti kretanja 

fluida. Pregled literature ovih varijacionih prilaza mehanici 

fluida moze se naci и radovima [4!f], [46], ~'й. 
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Ь/ Hidrodinamicki varijacioni princip. 

ovaj varijacioni princip је najpre formu1isan 

od strane Drajdena, Marnagana i Bejtmana ~8], а zatim da1je 

razvijan и radovima [49Ј, [50Ј ' (5Ј]. Ро ovom principu se sva

kom fizickom sistemu pridruzuje jedan imaginaran sistem. Iz 

varijacionog principa se dobijaju diferencija1ne jednacine 

stvarnog i imaginarnog procesa. Imaginarni sistem nema nikak

vo fizicko znacenje i о njemu se nista nе zna. Zbog toga nе 

postoj~ nik~kav nacin da se za imaginarni sistem izaberu gra

nicni i pocetni us10vi~ а samim tim је prakticna primen1jivost 

ovog principa svedena па minimum. 

с/ Princip 10ka1nog potencija1a (52], [5i} , Vl] , (42] , ~01 ' [64] • 

Ovaj varijacioni princip se raz1ikuje, od иоЫ

cajenih varijacionih principa k1asicne mehanike ро tome sto 

se njime, kako sleduje iz da1jeg iz1aganja, grubo narusava

ји pravi1a varijacion?g racuna. 

Prema ,';,,-i jacionom principu 10ka1nog potencija-

1а, postoj~ dve vrste ;. ·~H=kih promen1jivih (temperatura Т, 

brzina v, pritisak р, itd.). Jednu vrstu cine tzv. termodina

micke promenljive, koje se variraju u procesu varijacije in

tegra1a akcije. Drugu vrstu promen1jivih,cine promenljive 

istog tipa (То' Ро' v o ' itd.), koje u procesu variranja osta

ju konstantne. То su tzv. "smrznute" promen1jive. Pos1e vari

ranja ova dvo1icnost promen1jivih nestaje postupkom "odmrza

vanja". Pos1e variranja se stav1ja da је То= Т, v o = v, ро= р 

itd., sto dovodi do tacnih diferencija1nih jednacina proce

sa koji se razmatra. Prema tome, u "smrzavanju" koordinata 

prilikom procesa variranja, 1ezi spomenuto narusavanje pra

vi1a varijacionog racuna. 

Ovaj princip је primenjivan, па niz prakticnih 

problema termodinamike, hidrodinamike i drugih oыstii fizike, 

u monografiji [40]. 

d/ Biot-ov varijacioni princip • 

. Ovaj princip је prvobitno formu1isan u radovi~ 

та (54], [s~, za probleme prenosenja toplote i ima specijalnu 

\ 
" 



strukturl l ',(\ obzirom па uv', ;Qne koncepcije toplotnog poten

cijala, dis:ipativne funkc! ," i generalisanih toplotnih sila. 

Kako za ovaj varijacioni I' i i ncip ne postoji Lagranzian, to 

ovaj princip пета Hamiltonovu strukturu, kao ranije pomenu

tl prlnclpl. Оп је povezan sa rnehanikom fluida samo zato 

sto је primenjivan па probleme provodjenja toplote kroz gra

nlcnl а10ј, 1 to samo па energijsku jednacinu granicnog s10-

ја. 

Од svih nabrojanih principa и teorlji granicnog 

s10ja i to па osnovnu dinamicku jednacinu, је primenjivan sa

то princip 10ka1nog potencijala с/. U ~oJ је posredstvom tog 

principa -sracunat granicni э10ј njutnovske tecnostl па ravnoj 

p10ci. 

U radu [2~ је formu1isan varljacloni prlncip 

za klasu nenjutnovskih tecnosti u slucaju stacionarnih 1 vrlo 

sporih strujanja. Kako pri tim strujanjima и jednacinama kre

tanja otpadaju c1anovi konvektivnog i 10ka1nog ubrzanja, to 

taj varljacioni princip nlje од nekog ve6eg znacaja. 

2.2 VARIJACIONI PRINCT~ 

u ovom radu ве па probleme granicnog sloja 

stepene tecnostl primenjuje varljacioni princip, prvob1tno 

formu11san od strane Vujanovica и radu (l>~ za probleme pro

vodjenja top1ote. Тај varijacioni princlp је kasnlje prosl

ren i uopsten za prlmenu и opstoj teoriji pOlja [59Ј, dok 

је и; radovima [57], [s8J ' [60] , [61] i t,62] оп upotrebljen za 

dobijanje aproksimativnih resenja niza ~e11nearnlh proble

та provodjenja toplote, difuzije i teorije granicnog s10ja 

, njutnovske tecnosti. U svim proucenim problemlma dobijena 

priblizna resenja su bila vr10 bliska sa tacnlm. 

Osnovna ideja ovog varijacionog prlnclpa је 

da se роmоси njega доЬ1јаји s10zenije jednaclne, od diferen

cijalnih jednacina posrnatranog procesa. U tim slozenljlm дl

ferencljalnim jednacinama, kao i и Lagranzljanu problema, те

edjutim flgurise jedan parametar. Kada taj parametar tezl nи-

11, onda ае 1z t1h s10zenijlh jednacina dobijaju tacne dlfe-
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rencija1ne jednacine. razmatranog procesa. 

Neka su vi(i= 1,2, •••• n) rea1ne promen1jive 

ро1ја (brzina, pritisak, itd.), Хј (ј = 1,2,3) prostorne 

promen1jive i t vreme. Promen1jive ро1ја su v.=vi(x.,t). 
~ Ј 

Neka је Lagranzeva gustina L, funkcija prostornih promen-

1jivih Хј ' vremena t, genera1isanih koordinata - promen1ji

vih ро1ја v i ' parcija1nog izvoda Эvi/эt i parcija1nih iz

voda proizv01jnog reda promen1jivih р01ја v i ро prostornim 

. promen1jiv1m Хј • 

Odnosno и matematickoj formu1aciji neka је 

....... -) . (2.1) 

Za Lagranzevu gustinu (2.1) se def1nise funk

c10na1 111 akc10ni integra1 u obliku 
~А 

1 = ~ 1 LdVdt. 
-Lo V 

gde је t o ~ t 1 proizv01jan interva1 

(2';2) 

3 
vremena i dVr. П dx. 

ј=1 Ј 
e1ement zapremine geometrijskog prostora. 

U s1ucaju da su varijacije genera1isanih koor

d1nata v 1 jednёike nu1i, u svakom trenutku vremena, па grani

с! oblasti V 

бvilv= о, 

1 da su te varijacije jednake nu1i svuda u oblasti V u tre

nutc1ma t o i t 1 

бvilt = бv11t = о, 
.. о 1. 

onda је us10v ekstrem~nosti dejstva (2.2) 

БI = о 

ekv1va1entan sa Oj1er-Lagranzevim jednacinama, dat1m па pr1-

mer u [65Ј, za genera1isane koordinate v 1 



з 

+ L 
j=l 

Neka је 

Э dL 
.= -Э-t "-""Э-v-.

~ 
Э (эt") 

з 
1: 

ј=l 
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э 2 ЭL + •••• +(_ljk 
З 
Е 2' 2 

Эх. Э v i j=l 
Ј Э( 2 ) 

Эх. 
Ј 

Lagranzeva gustina (2.1) 

L =~m(~U(Ux)2+vuXUy+uxUt-

эk ЭL 
.. k эkv ox~ 

Ј " ( i·, 
(ј k Ј 

ЭХј 

data u obliku 

( . "n+l х/т 
- Ux Vt+VVx »- (n+lr(uy ) } е ) 

(2 .. \ = Со. .:') 

gde је т konstantan parametar, koji се posle variranja te

ziti nuli. 

D~jstvo, za slucaj Lagranz~ana datog u obli

ku (2.4), glasi 

-4:." х.Ј.. ~ .. 

I - I S S Ldxdydt. (2.5) 

~o о о 

u Lagranzianu (2.4) se za generalisanu koor

dinatu usvaja komponenta brzine и. Pretpostavice se da је 

brzina u potpuno o~redjena па svim granicama oblasti, sem 

na.krivoj х = Z. Оа Ы za Lagranzevu gustinu (2.4), Ojler

Lagranzeve jednacine (2.З) stvarno predstavljale uslov 

ekstremalnosti funkcionala (2.5) па toj granici mora da bu

de zadovoljen, za proizvoljnu varijaciju generalisane koor

dinate u па toj granici, prirodan granicni uslov u sledecem 

obliku . 

ЭL 
.бu 

\x=Z = о. 

Uvodeci (2.4) u (2.6) dobija se 

m<UUx+VUy+Ut-Vt-VVх)БU/ x=Z = о. 

(2.6) 

(2.7) 
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Kada se pusti da parametar m +0, onda se iz 

(2.7) .vidi" 1'ја је us10v transverza1nosti (2.6) automatski 

zadovoJ.jen~ , da је upotreba Oj1er-Lagranzevih jednacina 

(2. З) opravdana. 

genera1isanu 

bija s1ede6a 

~~аб.а ..:~.;.~ ,: .. 4) UVХ·З\.::.;:' u (2 .. Зј i u usvoji za 
x/m koordinatu, onda ве роз1е de1enja sa е , do-

jednacina 

(2.8) 

Ako se u duhu varijacionog principa ' [?6Ј .;. [62] 

pusti da parametar m + о, onda se (2.8) svodi па jednacinu 

(2.9) 

koja ustvari predstav1ja diferencija1nu jednacinu ra-

vanskog 1aminarnog nest~cionarnog granicnog 

ske si'" ',"1'1"" tecnosti (1.19), gde је v = ~ • 

зе ideja pomenutog varijacionog 

s10ja nenjutnov

Prema tome је 

principa :noze роkаzп ~. 

primen1 } !)а granicne s10jeve stepene teCnosti. 

Tesko је da se za parametar m da neko fizicko 

objasnjenje u s1ucaju Lagranzeve gustine (2.4) granicnog s10-

ја stepene tecnosti. U varijacionoj formu1aciji provodjenja 

top10te medjutim, taj parametar је imao svoje fizicko tuma

cenje (56]. 
Treba primetiti da ovim varijacionim principom 

nije obuhva6ena jednacina kontinuiteta (1.20). Kasnije се 

se medjutim ppkazati da se u teoriji granicnog s10ja jednaci

па kontinuiteta moze razmatrati kao neh010nomna veza. 

Posto varijacioni princip ne sadrzi granicne 

us10ve, to је kod prakticne primene ovog principa zato neop

hodno,da se resenja biraju tako da ona уе6 unapred identicki 

zadov01javaju granicne us10ve. 
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2.3 МЕТ' i.!\ АРRОКSIИАТIVNОG SRACUNAVANJA GRANICNOQ SLOJA 

SТЕГ 1 ;,:;~ TECNOSTI· 

Formulisani varijacioni princip za granicni 

sloj stepene tecnosti iskoristice ве za neposredno pribliz

по sracunavanje ovih granicnih slojeva. Priblizno resenje 

бе se naime dobiti iz direktnog proucavanja akcionog inte

gra1a (2.5) sa Lagrazevom gustinom (2.4). 

Primenice se koncepcija о granicnom sloju ko

nacne debljine 6(x,t). Tada granicni us10vi (1.21) glase 

и = v = о 
(2.10 ) 

u = V(x,t) у = 6(x,t). 

Dа Ы se dobi10 aproksimativno resenje granicnog sloja ste

репе tecnosti uvodi se profi1 brzine u u obliku 

u(x,y,t) = V(х,t)ф (л), (2.11) 

gde је Ф poznata funkcija nove promen1jive л 

л = у 
6(x,t) (2.12 ) 

sa zasada nepoznatom funkcijom 6(x,t). 

Pretpostav1ja se da komponenta brzine v ima 

obl1.k 

v(x,y,t) = g(х,t)Е(Л}-р(х,t}R(Л). (2.13) 

u izrazima (2.11) i (2.13) funkcije 6, 9 i Р 

i'maju u10gu genera1isanih koordinata, а zavisnosti Ф) Е i R 

moraju biti takve da ви granicni us10vi (2.10) i jednacina 

kont1.nu1.teta (1.20) identicki zadov01jeni. 

Лkо se (2.11) 1. (2.13) uvrst1. u izraz (2.5), 

а ovaj zatim 1.ntegra1i ро у u granicama od о do Y1=cS,. onda 

зе posredstvom (2.4) i (2.12) dobija dejstvo 
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gde su '!~ .. ' sledece 

Ао= ~ l~ ф:'t_ф)dЛ; 
о . 

90 -, 

=ff L(cS ,cSx~cSt,x,t,m) dxdt, 

t. о 
о 

oznake 

1 
лФ'(1-ф 2) dл ; А = f 1 

о 

1 
А = f (gЕфф "-рRфф .. ) dл; 
З о 

1 
(ф2_ф ) dЛ ; А = f 

5 о 

1 
А7 = f л Ф (. (1-Ф ) dЛ ; 

о 

i pri ~eти је sa prim ozna~en izvod ро Л. 

(2.14 ) 

(2. -\5) 

Treba napomenuti da је ovde primenjeni postu-

pak 

'pod 

smanjivanja reda integra1a Ј u akcionom integra1u poznat·· 
. "-. -

imenomdirektne _ metode . KafQt"ovica ~5J. 
Nepoznata funkcija cs (x,t) u funkciona1u 

(2.14) treba da se izabere tako da za nји akcioni integra1 

(2.14) budeekstreman. U tom ci1ju mora da bude zadovo1je

па Oj1er~Lagranzeva jednacina (2.З) za Lagranzevu funkciju 

(2.14) i za genera1isanu koordinatu cs 
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ЭL --Э6 
= о. (2.16) 

Ako se u (2.16) uVfsti (2.14), izvrsi de1je

nje sa ех/т, i u duhu formu1i~~og varijacionog principa 

ponovo pusti pos1e variranja a~ parametar m tezi nu1i, 

onda se dobi ј а 

3 2 
у.... 6 А + у... A

4
+W

t
A

7 
+ 

6 х 2 6 

= о. (2.17) 

U ci1ju dobijanja dopunske veze izmedju genera-

1isanih koordinata 6, р i 9 uvodi se (2.11) i (2.13) u 

jednacinu kontinuiteta (1.20). Iz us10va da ova jednacina 

mora da bude identicki zadovo1jena za svako 6, Р i 9 sle-

duju veze 

9 - V6 • р = V ·6 х' х } (2.18 ) 

i 

л * 
d::;, dR 

=ф. = di ; 
dл 

(2.19 ) 

Uzimajuci u obzir izraze (2.18) i (2.15) dife

rencija1na jednacina (2.17) dobija oblik 

(2.20) 

gde је 

, (2.21 ) 

а konstante imaju vrednosti 

М = 
Ав 

N (n+1) 
А1+А10 

; = ; 
А2-А11 А2-А11 

а=_(n+1) 
~7 А9 

A2-Ail Ь n (n+1) (2.22) ; = . A2-A11 
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Resavanjem difer~ncija1ne jednacine (2.20) 

dobija БН z(x,t), odnosno (ieb1jina granicnog зlоја cS(x,t). 

Za п = 1 (njutnovska tеСђо~t) jednacina (2.20) зе ро obli

ku svodi па јеdпасinц Ta~qa [75Ј, koju је оп dobio па drugi 

nacin pri1ikom pro,!~a:v'д.nja granicnog зlоја njutnovske tec

nosti. 

Pretpos'ti.}V t ј a.juci da је profi1 brzine oblika. 

(2.23 ) 

iz (2.11) sleduje 

ф(л) = ~ (зл-л 3 ) Ј (2.24 ) 

а iz (2.19) se dobija 

- {(л2_ л 4 1 2 л 4 (2.25 ) : = 2") ; R = -(3л - 2") • 4 . 

Nije te5ko proveriti, posredstvom (2.23), 

(2.25) , (2.13 ) i (2.12) da su sa ovirn oblicima funkcija 

ф, = i R granicni us10vi (2.10) zadovo1jeni. 

Ako se (2.24), (2.25) uvrsti u (2.15) i izvr-

5i integracija ро л onda зе za kpnstante (2.22) diferenci

jalne jednacine (2.20), za з1исај profila brzine (2.23), 

dobijaju s1edec~ vrednosti 

м = 2,612; а = (П+1)1,795 Ј 
N = (п+1)3,72, (2.26) 

= 15,25'n.6n +1 г 2 (П+2) Ь r (2n+ii)' 

pri сети је sa r ovde obe1ezena gama funkcija. Vrednosti 

ovih konstanti za razne vrednosti parametra п stepene tec

nosti зu date u tab1ici br. 11. 



ТаЫјСIJ 
г-

П q1 Q2 0,3 0,4- 0,5 O~ ),7 0,8 0,9 , 2 3 '" 5 • I 

,.. .,..,.., 3,4-1 3,59 5375 ~18 
I 

CI 1,974-5 ~'54 2,33 2,51 2,69 ,.v/ 3,05 ~225 895 10, 77 
I , 

t , ,. 

N 4;085 4;457 ~828 5,202 s,Џ4- 5,943 6,314 6,685 7,057 7,428 IЏ5 1485 1857 22,28 , I 

Ь 1,55 2,99 4176 6,47 ~22 10, 1 12,05 13,95 1~1 18,31 47,' 9",01 t-7Z02 32~O 

Н 2,612 
-_._--- _._- -
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2.4 О NEHOLONOМNOJ STRUKTURI PROBLEМA GRANICNOG SLOJA 

STEPENE TECNOSTI 

Ovde се ~iti iz10zena diskusija о nећо10nоmnој 

strukturi jednacina granicnog sloja stepene tecnosti (1.19) 

i (1.20), slicna diskusiji datoj u radu [60] za jednacine 

granicnog sloja njutnovske tecnosti. 

Pokazace se naime da zahva1jujuci postojanju pot

pune Lagranzeve formu1acije za problem granicnog sloja, re

zu1tujuce jednacine varijacionog principa formiraju potpuni 

skup neho10nomnih jednacina u odnosu па genera1isane koor

dinate о i ч. 

Da Ы izlaganje Ы10 sto prostije posmatrace 

se stacionaran granicni sloj stepene tecnosti па ravnoj plo

ci. U tom slucaju је 

v = о; 
Х 

v = о; t о = о; t р=о. (2.27) 

Роsrеdstvощ prethodnih izraza se iz (2.14) dobi

ја Lagranzeva gustina оуоч problema u obliku 

V 30 2 . v 2 0 
Х· х 

L={m( 20 А2- о (2.28) 

Uvodeci odgovarajuce profi1e (2.11) i (2.13) u 

jednacinu kontinuiteta (1.20) i koristeci (2.27) i (2.19) 

dobija se 
(2.29 ) 

gde је 
(2.30 ) 

Jasno је da se jednacina (2.29), moze posmatra

ti kao neholonomna veza. Naime, prema dobro poznatim pravi1i

ma neho1onomne mehanike [66Ј, diferencija1ne jednacine "kre

tanja" u odnosu па genera1isane koordinate о i g za Lagran

zevu gustinu (2.28) i neho10nomnu vezu (2.29) glase 

d ЭL ЭL 
ах- аг -- = 1l1а11' ЭО 

х 

d ЭL ЭL 
(2 е 31) 

<IX e -- Эg 
= }Ј1а12' ЭgХ 
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gde је Џ1 Lagranzev mnozitelj. 

Uvodeci Lagranzevu gustinu (2.28) u (2.31) i 

koristeci (2.30) dobija se 

(2.32 ) 

Ovim jednacinama treba dodati i jednacinu neho-

1onomne veze (2.29) koja posredstvom (2.30) postaje , 
(2.33 ) 

Diferencija1ne jednacine (2.32) i (2.33) pose

duju ocig1edno u smis1u k1asicne mehanike neh010nomnu struk

turu. Problem је da se iz оуе tri jednacine nadju nepoznate 

funkcije о i g i nepoznat Lagranzev mnozite1j Џ1. Kako u du

hu formu1isanog varijaqionog principa pos1e variranja, odnos

'no pos1e primene "Lagranzevih jednacina druge vrste" (2.31), 

parametar m tezi nu1i to se iz izraza (2.32) i (2.33) dobi

jaju jednacine za odredjivanje о i g 

VO x- g= о, 
(2.34 ) 

а fLagranzev mnozite1j ostaje neodredjen. Kombinujuci gornje 

dve jednacine i uvodeci oznake (2.21) i (2.22), dobija se 

ranije izvedena jednacina (2.20) za s1ucaj stacionarnog gra

nicnog s10ja па ravnoj p10ci. 

Iz ove diskusije proiz1azi, da jednacina konti

nuiteta u teoriji granicnog s10ja predstav1ja neh010nomnu 

vezu u sm1s1u k1asicne mehanike. Iz k1asicne mehanike је 

medjutim poznato da akcioni integra1 gubi svoj smisao, ako 

se u njega uvede neh010nomna veza. Uzimajuci u obzir tu 

osobinu akcionog integra1a i neh010nomnost jednacine konti

nuiteta, postaje jasniji postupak iz pro~10g pog1av1ja za 
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dobijanje pribliznog resenja. Тато је za komponentu u 

usvojen profi1 (2.11) sa jednom genera1isanom koordinatom 

о. Pri tome је komponenta brzine v uzeta u oыkuu (2.13) 

sa druge dve genera1isane koordinate g i р. Uvodjenjem iz

raza za u i v u jednacinu kontinuiteta, точ1е su odmah da 

se dobiju veze izmedju о, g i Р (2.18). Posto te veze 

poticu iz jednacine kontinuiteta, tj. iz neho1onomne veze, 

to njihovim direktnim zamenjivanjem u akcioni integra1, 

(2.14) оп чиЫ svoj smisao. Sprovodjenjem ovog postupka 

moze se pOkazati da dobijena aproksimativna resenja nema-

ји u tom slucaju skoro nikakvog smis1a. Postupakdat u ovom 

radu је vec ranije uspesno koriscen pri sracunavanju granic

nоч s10ja njutnovsl:.e tecnosti u radu [?оЈ. 
Iz10zenu diskusiju о jednacini kontinuiteta tre

Ьа shvatiti, kao оЬјазnјеnје postupka dobijanja aproksimativ

nog resenja u pros1om pog1av1ju i kao po1aznu ideju za neki 

strozijl dokaz о njenoj neho1onomnosti. 

2.5 ODREDJIVANJE Т.АСКЕ ODVAJANJA GRANICNOG SLOJA STEPENE 

TECNO~TI 

Kako је pretpostav1jeni profi1 brzine u (2.11) 

vr10 jednostavan, tj. ne sadrzi u sebi parametar oыkaa gra

nicnog sloja, to је jasno da se posredstvom njega ne moze 

odrediti po10zaj tacke odvajanja granicnog sloja. Stoga se 

ova priblizna metoda za resavanje granicnih slojeva stepene 

te,cnosti da1je kombinuje sa metodom Targa [75], koju је оп 
razvio za granicni sloj njutnovske tecnosti. Naime, varija

cioni princip sluzi za dobijanje deыinee granicnog sloja 

(resenje diferencija1ne jednacine (2.20», а Targova meto-

da se koristi za odredjivanje tacke odvajanja granicnog slo

ја. 

Kombinujuci jednacine (1.19) i (1.20) i vodeci 

racuna о oznaci (1.25) dobija se 
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'а 

V{(Uy)n}y= -Vt-VVх+Ut+UUх-Uу. S uxdx. 
о 

(2.35) 

Ako se u desnu stranu gornje jednacine uvede 

priblizan profil brzine u oblika (2.23), integra1i zatirn 

1eva i desna strana tako dobijene jednacine ро у, а inte

graciona konstanta odredi iz granicnog us10va 

Эu 
гу = о za у =0 (x,t) , 

onda se' dobija 

Э Vt 3 2 1 4 3 Vx (~)n= V{--z(-л - -л -2л+ )+ {ЈЛ 2V 2 4 4" 16 

7 
+ 1~.n~1 zx(~~ - 2л 3 

+ ~ л 5_ ; )+ 

2 4 3 1 л л 
+ 2(п+1) Zt(4 - ~ + ~)}, (2.36) 

gde је z dato sa (2.21)· i л sa (2.12). 

Za njutnovsku tecnost, tj. za п = 1, (2.36) se 

pok1apa sa odgovarajucirn izrazorn Targa [75Ј. 
Prema Targovoj rnetodi, za njutnovski granicni 

sloj,da bi se dobi1a diferencijalna jednacina za odredjiva

пје debljine granicnog s10ja о treba izraz (2.36) da se јоз 

jedanput integrali ро у. Розtо је ocig1edno da se izraz 

(2.36) пе rnoze integra1iti ро у, jer to onernogucava с1ап 

па 1evoj strani (2.36), to se u s1ucaju granicnog s10ja 

stepene tecnosti, Targova rnetoda ne rnoze sprovesti do kra

ја. Zato је u ovom radu i iskоriзсеп varijacioni princip 

za odredjivanje debljine granicnog s10ja stepene tecnosti о. 

Prema tome jednacina (2.36) se koristi za odre

djivanje tacke odvajanja granicnog s10ja stepene tecnosti. 

Od ranije је poznato, da se po1ozaj tacke odvajanja granic

поч sloja ~tepene tecnosti odredjuje iz us10va 

п 

(Эu) = о. 
Эу у=о 
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Uvodjetljem pretho~~og izraza и (2~36) i 

zarnenom и tako dobijenu jednacinu parcija1nog izvoda Zx 

iz jednacine (2.20), koja је dobijena posredstvom vari

jacionog principa, dobija зе jednacina za odredjivanje 

tacke odvajanja granicnog sloja stepene tecnosti 

gde su konstante А,В i D date izrazima 

А = 

D = 

13·b 

61 (n+1)-13N 

35-13И --.-.;....;;...----, 
61 (n+l)-13N 

; В = 35 (n+1)-13a, 

61 (n+1)-13N 

(2.37 ) 

(2.38) 

i gde su sa donjirn indeksorn s oznacene vrednosti ve1icina 

и tacki odvajanja granicnog s10ja. 

Sva dosadasnja izvodjenja su obuhvatala kako 

stacionarne tako i nest~cionarne granicne s10jeve stepene 

tecnosti •. Medjutim, u slucaju stacionarnog strujanja је 

. v = v (х) i z = z{x), (2.39 ) 

ра se и tom slucaju (2.20) svodi па obicnu diferencijalnu 

jednacinu 

(2.40) 

Resenje gornje diferencija1ne jednacine, uz gra

nlcni us10v z(o) = о, glasi 

\ 

)( 

Ь. Ј V(x)N+n-2dх 
о 

z (х) = -~--~.:---- • 
V(x)N 

(2.41) 

Zamenom (2.41) и (2.37), pod pretpostavkom 

(2.39), dobija se sledeci us10v za brzinu па granici gra-

nicnog s10ja u tacki odvajanja granicnog sloja stepene tec-

nosti 
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s = 

><s 

(~~) . SV (х) T-l 
s о 

dx· 

) (2.42 ) 

и kome ви, s obzirom па (2.38) i (2.26), uvedene sledece 

oznake 

N = (n+l)3,72; T=N+n-l 
1 

S ( ) = 1,022 
п n+1 • 

(2.43) 

u tabeli br. 12 date ви, za slucaj profila brzine и и obli

ku (2.23), vrednosti za Т i S и zavisnosti od parametra п 

stepene tecnosti. 

ТаЫ;са 12 

п 0,1 q2 0,3 O,~ 0,5 0,6 0,7 

S(n} 0,93 q852 0,787' 0,732 0.682 0,638 0,603 

Т (nЈ· 3.185 3,657 ~,128 40601 ',9'~ 5.5.3 6,01. 

п 0,8 0.9 1 2 З 4-
'о'/> 

5 

S{n) ~S68 0,539 0,511 О.Ј" 0,257 0.20.5 qt705 

Т{n) 6.485 6,957 7,428 12,15 16,85 21,57 Z~28 

Izlozena priblizna mctoda ~n rorinvnnjn чrnпi6niћ 

t11.o.\ovt\ "t:t"Ч"''''~ t:.,)i':!HOIII~,I, IIЮ~О 1.I(,.(ln (1 .... tl'''' '" 1"'''111,11 ,,11 ји 1,.'" 

pitiVltl'\ja нјшш L:.l\6ao:It.:.1.,nu rQ:,Ш.U k(,mk.t:~tHH рrО}Јlшно Btruja

nja. Vidi ве da је metoda primenljiva za svako 0< п < n 1 , 
J~ R}';';IIL'~ t·I'1~JI,·I,~rn:th рr:l,rl"нlлiћ }tЈ:'niрvя. ~·I·IQ,·,. qH н LH:~"",t .1101" 

rada resenja sracunata za vrednosti parametra n 1 do n 1=5, to 

се ве i primeri и ovom delu rada obraditi ·u toj istoj oЫasti • 

... 

. 1· 
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2.6 PRIМERI 

Ovde се biti razmotreno neko1iko primera struja

nja, koji su уес bi1i razmatrani i u prvom de1u rada. Posto 

su tamo па nizu konkretnih problema vec bi1e deta1jno prouce

ne fizicke osobine granicnil1. slojeva stepene tecnosti, to је 

nepotrebno d~ зе ovde роnоуо resavaju ti isti primeri tako 

detaljno i opsirno. Primeri izneti ovde irnaju prvenstveno za 

ci1j da pokazu tacnost оуе priblizne metode а da usput potvr

de osobiIle grfu"1icnih slojeva stepene tecnosti konstatovane u 

prvom de1u rada. 

а/ Granicni sloj stepene tecnosti па ravnoj р1ос! 

u s1ucaju strujanja duz ravne р1осе је 

V = const. 

tako da iz (2.41) i (2.~1) s1eduje 

1 

о = (vьVn-2х) n+r. (2.44) 

Obzirom па ranije navedeni definicioni obrazac za t~"1gen

cijalan napon па telu 

Т о= k {(Uy)n} у=о' 

dobija se.posredstvom izraza (2.23), (2.12), (2.44) i uslo

уа da је V = const, formula za izracunavanje tangencija1nog 

napona па p1oci, odnosno koeficijenta trenja, 

1 
т 1+n 

Cf = о C(n) Rex = ·2 , 
V р 

(2.45) 

C(n) = 
(3/2)n 

n· 
, 

gde је 
(2.46 ) 

Ь n+1 
а 

(2.47) 
2-n п 

Rex= V х 

v 
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predstav1ja 10ka1ni Rejno1dsov broj. 

Posredstvom (2.46) i tab1ice 11 izracunate su 

vrednosti za С(n) i sredjene u tab1ici br. 12а. 

ТаЫ/са 12а 

п ОЈ 0,2 0,3 0,4- 0,5 0,6 

С{n) 1,01 0,9005 0,786 0,689 0.6075 0,5375 

п 0,8 1 2 3 4- 5 

С(n) 0,435 0.351 0,173 0,1119 0,0822 0,0617 

Na dijagramu br. 19, је uporedjena kriva za 

С(n), Јсоја ја srucun.:\ta prcm<l motodi i.z оуоч rada, ва tac

ni.m resenj~ma iz rada [ја] i pribliznim rezultatima Kar

man-Po1hauzenove metode [18Ј. 

Sa tog dijagrama se vidi da su za di1atantne 

stepene tecnosti (п > 1) rezu1tati i prema Karman-Po1hauze

novoj i prema varijacionoj metodi vr10 bl1sk1 tacnim rese

njima. 

Za pseudop1asticne tecnosti (п < 1), је ocig1ed

по da!pr1blizna varijaciona metoda daje, narocito za vr10 mа-

10 п, Ьо1је rezu1tate od priblizne metode Karman-·Po1hauzena. 

Otstupanje rezu1tata varijacione metode od tac

nih,resenja је za сео interva1 parametra п manji od 6%. 
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Ь/ Slu~aj sli~nih re§enja 

Za slucaj slicnih resenja granicnog s10ja ste

репе tecnosti, tj. za strujanje oko tela oblika klina, br

zina potencijalnog strujanja је odredjena izrazom 

v = v хР , 
оо 

(2.48) 

gde р pripa('ia skiJ.pu prirodnih brojeva. 

Лkо 5е (2.48) uvrsti u us10v za odvajanje gra

nicnog sloja (2.42},onda se аоЫја опа vrednost za eksponent 

р za koji jt) lokalni tangencija1ni пароп duz cele konture te-

1а jedna,k ппli. Za vrednosti iz tablice br. 12 i za п iz in

terva1a 0,1 ~ п ~ 5 te vrednosti parametra р su sra~unate 

i sredjene u, tablici br. 13. Na dijagramu br. 20 su te pri

Ыizne vrednosti uporedjene sa rezultatima dobijenim posred

stvom jednoparametarskog resenja univerza1ne jedna~ine iz 

prvog dela оуоч rada. (tablica br. 4). 

Treba роБУиС! ба su роmоси priЫizne varijacio

пе metoae dobijeni rezultati i и interva1u za п < 0,5, za 

koji nije ,bilo moguce пас! stabi1no resenje jednoparametar

skog priblizenja univerza1ne diferencija1ne jedna~ine grani~

nog sloja stepene tecnosti. 

Zak1jucak о uticaju parametra п па Ps' је ovde 

isti kao pri obradi posmatranog proЫema и prvom de1u rada, 

ра se zato оп ovde пе navodi. 

Za di1atantne stepene te~nosti (п > 1), rezul

tati jednoparametarskog priblizenja univerza1ne jednacine i 

rezu1tati ove priblizne metode su vr10 bliski. Za п > З 

naprimer raz1ike skoro i пета. 

Za pseudop1asticnu stepenu tecnost (п < 1) re

zu1tati tih dveju metoda medjutim se sve vise razi1aze sa 

smanjivanjem parametra п. 



-~ 

а 
\ ,3 

\ 
\ Variiaciona metod.o 

V 
v 

\ ./ 

~ 
,/ 

/ ЈеdnораrQ.mсtагsИо ргЈbI 
unNarzo{r;~ J'adnaёolne 

2 \ / 
о. 

'\ 1/ 
·1\' N , 
~K i !N I 

I , 
I 

I~, I 
I 

I f I i ~ 
о. 

--t-=::: 
ј F:::: f:::::: 

, 2 

1'1 QI 0,2 0.3 

-Ps 0,307 0262 • 0221 • 

п 0.8 0,9 1 

-~ q1З85 0,128 0,1195 

!:::::-- r-- -

3 " Slika br.20 

Q~ 0,5 

Q201 0,181 

2 3 

q071t 0,0506 

5 

7ёthllca hr.13 

0,6 

0,1638 

~ 

qо.з93 

П 

( 0,1 

( 0,1+95 

5 

q q0322 

>
() 
r 
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с/ Granicni sloj stepene tecnosti па kruznom cilindru 

u оvоП1 slucaju brzina potencijalnog strujanja 

ima, kao sto је poznato, oblik 

х 
V =2Voo sin R' 

gde је R polupre~nik cilindra. 

(2.49 ) 

Tacka odvajanja granicnog sloja stepene tecno

sti па kru~nom cilindru se dobija, kada se (2.49) uvrsti и 

(2.42) i izv:csi numericka integracija tako dobijene јеdnа

cine za svako Т i S iz tablice br. 12. 
X

S Polozaji tacke odvaj~ja x1s= ~, za razne vred-

nosti раrfuЋеtrа stepene tecnosti п su date и tablici br. 14. 

Na dijagramu br. 21 Би uporedjene vrednosti apscisetacke 

odvajanja granicnog . ·sloja sracunate varijacionom metodom, 

sa odgovarajucim rezu1tatima jednoparametarskog priblizenja 

univerzalne jednacine (tablica br. 10). Rezultati оуе vari-

jacione metode su ponovo dobijene i za oblast п < 0,5, u ko

јој nije moglo da. se nadje stabi1no resenje u prvom de1u 

rada. 

Osobina аа se tacka odvajanja granicnog sloja 

pomera sa рrошеПОl1\ parametra п, moze ovde lepo da se potvrdi 

i to ne saтo posmatranjem rezultata tablice br. 14, Уео i 

па slede6i nacin. 

Zamenom bezdimenzione brzine potencija1nog 

strujanja oko kruznog cilindra V1 = sin Х1 u (2.42) dobija 

se, posredstvom (2 .• 43), slede6i izraz: 

Х"!> 
cos x

1s 
~ (sin Х1 ) T-1dХ1 
о 

т (sin X1s ) 

= -
1,022 

n+1 • 
(2.50) 

Лkо se pretpostavi da п + оо onda desna strana 

(2.50) tezi ka nuli. Оуоте slucaju medjutim odgovara vred

nost x 1s = п/2, odnosno odvajanje granicnog sloja nastupa 

u tacki najveoe brzine spo1jasnjeg strujanja. Sa druge strane 
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kada п ~ о, desna strana izraza (2.50) tezi vrednosti 1.022. 

Iz poznatih osobina izraza sa leve strane (2.50), proizlazi 

prema tОlПе с1а tacka odvajanja granicnog s10ja tezi ka nekom 

x1s= Хо' za Јсоје vazi uslov da је 1Т/2 < Хо. 

Tako зе ponovo dolazi do zakljucka da sa poras

tom parametra п reoloske jednacine stanja stepene tecnosti, 

dolazi до sшаnјеnја apscise tacke odvajanja granicnog sloja 

па kruznom cilindru. 

2.7 ZAKLJUCCI О PRIBLIZNOJ VARIJACIONOJ МETODI GRk~ICNOG 

SLOJA S7EPENE TECNOSTI 

а/ Ovaj priblizni postupak koristi varijacioni 

princip za sracunavanje debljine granicnog sloja а Targovu 

metodu za odredjivanje tacke odvajanja granicnog sloja. 

Ь/ U slucaju ravar~skog strujanja, ova pribliz

па metoda је priraen1jiva, ЈсаЈсо za pseudoplasticnu stepenu 

tecnost (п < 1), tako i za dilatantnu (п > 1), dok је meto

'da Karman - Polhauzena l281 bi1a primenljiva samo za п < 1. 

с/ Za jedini slucaj, za koji postoji tacno re

senje granicnog sloja stepene tecnosti па ravnoj ploci, ova 

metoda daje bolje rezultate od Karman-Polhauzenove metode. 

d/ U obradjenim primerima rezultati ove metode 

su u punoj saglasnosti sa rezultatima iz prvog dela ovog 

rada, koji su dobijeni па osnovu jednoparametarskog pribli

zenja univerza1ne diferencijalne . -jednacine. 

е/ l-1.etoda је vrlo jednostavna i lako primen

ljiva па konkretne probleme granicnog sloja stepene tecnosti. 
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