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P R ED G OV OR

Osnovni cilj ovog rada jé, kao Sto i sam naslov kaZe,
ispitivanje multipliciteta slucajnog procesa metodom Hilberto-
vih prostora reprpdukujuéih jezgri. Ovaj metod formulisan je
odiHide [9] 1 dalje razvijen radovima Siraje [17] i [18] i
Hitsude [10]. .

Rad je podeljen u pet glave. U prvoj glavi .dati su
izvodi iz istoimene glave monografije [1l]. U drugoj glavi aati
su osnovﬁi pojmovi sludajne mere i stohastickog integrala kao
izvodi iz [8]. U trecoj glavi detaljno se opisuju prostori‘slu—
¢ajnog procesa i prostori njegove'kovariﬁénsne funkcije, koji
se ilustruju sa dovolijnim brojem primera. Zatim sevizlaée poz-—
~nata teorija multipliciteta slﬁéajnog pfé%esa i njegova kano-
nic¢ka reprezentacija. Jedini.moj aoprinos u ovoj glavi su neko-
liko primera i teorema 3.1. U ovoj teoremi, znajudi jedan inova-
cioni proces datog sluajnog procesa, pomocu pojma nosioca spek-
tralne mere komponenata inovacionong procesa, odredijuje se multi-
pl%pitet datog procesa. U fetvrtoj glavi razmatra se multiplici-

tetrsluéajnog procesa X_(t) = X (£) + F(E)X, () +... + Fn_l(t)Xn(tf

gde je-n = 2 i procesi Xi(t), i=1, 2, ..., n su ortogonalni,

sa strukturnim funkcijama koje su funkcije skoka, sa skokom u
jednoj tacki ili, skokom u tackama jednog konvergentnog niza, sa

izuzetkom procesavxl(t) koji'se pretpostavlja nekad da je Vine-

rov. Formulisao sam nekoliko teorema zavisno od prirode neslu-
cajne funkcije F(t), koje sam dokaza® metodom Hilbertovih pro-
stora reprodukujuéih jezgra. U petoj glavi pokuSao sam da rasve='

tlim ¢injenicu da se Vinerov proces, za koji je poznato da ima
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spektralni multiplicitet jedan, aproksimira po volji ta¢no u
srednje kvadratnom otsedcima njegovog ortogonalnog razvoja,
koji imaju multiplicitet n, n je duiina odseclka.

Na kraju navodim da su numerisane tokom ovog rada
samo one teoreme koje su moj aéprinos. Za pozajmljene primere

i definicije uvek se oznac¢ava rad odakle su uzeti.

Prijatna mi je duznost da ovom érilikom izrazim
svoju zahvalnost Institutu za matematiku; mehaniku i astro-
nomiju Prirodno - matematickog fakulteta u Beogradu, na kome
sam obavio specijalizaciju 1976; godine; i koji mi je odobrito
rad na ovoj doktorskoj disertaciji.

Posebnu»zahvalnost dugujem érofesoru dr Zoranu
Ivkoviéu, rukovodiocu u izradi ove disertacije, koj mi je svo-
jim uputstvima i sugestijama pruZio dragocenu pomo¢ u toku

njene izrade.

Prigtina

Marta, 1982,
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SPEKTRALNA ANALIZA SAMOADJUNGOVANIH OPERATORA

1. UVODNE NAPOMENE.- Neka je Hl podprostor Hilber-~

tovog prostora H. Sa PH oznacimo operator projekcije pros-
1

. 5 _ e )
tora H na njegov podprostor Hl’ t3., Pth hl’ hl Hl' h € H

Neka je t jedan realan parametar, t € (-, +«). Oznadimo sa

Ht familiju podprostora prostora H, koja je neopadajuda po t,

£5., |
H, CH_, t,<t,,
tl t2 1 2
i za koju je:
H_, = lim H_ = 0 (nul elmenat) ,
> —oo . ’
i
H, = lim H_ = H.
+ oo g ©

Zatim sa Pt oznac¢imo projekcioni operator prostora H na odgo-

varajudi podprostor Ht' Familija projekcionih operatora Pt’

koja zavisi od jednog parametra t € (==, +=) naziva se razla-

ganje jedinice ako ispunjava sledecde uslove:



1. Pu P =P s = min(u, v);

2. U smislu sr,.kv,. konvergencije (5o . memt )

3. p__=0, P, =1I.
Funkcija ©6(t) = (Pth, h), h €H, jeste jedna funk-

cija raspodele. Pomocdu ove funkcije moZe se konstruisati
mera analogna meri Lebegovoj i ona se od nje razlikuje time
Sto se kao duZina intervala [a, b] ne uzima broj b-a, nego
broj 6(b+0) -~ 6 (a). Na taj nadin sada neke tadke mogu ima-
ti duZinu razliditu od nule (tadke skoka funkcije &(t)) i
neki intervali du¥inu jednaku nuli (intervali kénstantnosti
funcije G(t)). Ovako uvodjenu duZinu nazivamo & - duzinomj
pomodu nje konstruise se 6 - mera; S - merljive funkcije 1
integral Lebega-Stiltjesa. Zatim se definisSe linearni prostor
svih © - merljivih funkcija f(t), za koje postoji integral
iLebega—Stiltjesa |

+°° ‘
[ 2 a 6.
Uvodjenijem metrike u ovaj linearni prostor pomocéu skalarnog
proizvoda
.
(£, g) =4 £(t)glt)a G(x)

-—0

pokaZe se da on postaje kompletan, tj. Hilbertov prostor, 1

- 2
oznacava se sa 1‘6 .



2. OPERATORNI INTEGRALI LEBEGA-STILTJESA.~- Uzmimo

bilo koje razlaganje jedinice Pt u konac¢nom ili beskonac¢nom

intervalu [a, f#]. Pomoéu tog razlaganja jedinice pridruZimo

bilo kon’tnvektoru he.H funkciju raspodele 6 (t) = (Pth, h), i

znadi i 6 - meru, koja omogudava da se konstruiu integrali
Lebega-Stiltjesa. Ako se bilo koji uslovi ispunjavaju u odno
sSu na sve (5;-mere, generirane razliditim elementima h € H,
tada kaZemo da se oni ispunjavaju u odnosu na operatornu meru

Pt.
Prelazecdi sada na funkcije Y¥(t) za‘koje mi Zelimo
definisati operatorne integrale, zahtevamo da su te funkcije

I

definisane i konac¢ne skoro. svuda u odnosu na operatornu meru

p i osim toga u odnosu na P, da su merljive. Odavde sledi

t’ t

da funkcija ¥ (t) ne moZe biti beskona&na u nekoj tacki tO

( a <t _<pB ), ako u toj tacdki makar za jedan elemenat heH

o]

funkcija'(Pth, h) ima skok.

Naj jednostavniji slucaj jeste kad je Y (t) ograni-

¢ena. U tom slucaju za bilo koje h&€H ima smisla integral
Lebega-Stiltjesa

oo
J ¥t) dp h, hy,

-0

zatim isto-tako i

g —m—
f (P(t) d(Pthr ‘l’f.)l h, feH
a .



Za fiksno h ovaj integral pretstavlja linearnu funksionelu
od f. Po teoremi F. Ricca, postoji takav elemenat Th zavisan

od h da

—_—

Y(t) d(p h,£) = (£, Th)

ili

- ™

¢ (t) d(P.h, f) (Th, f) (1)

(¢4

MoZe se dokazati da je T linearan operator i pri tom i ogra-

L
-

ni¢en. Adjungovani operator T* definiSe formulom

p
S P(t) (P £, h) = (T*f, h). L@,

«

Sada mozZzemo definisati integrale

B 8 |
T =[%(t) dPt : (3) i T* = Jf®(t) dp (4)
o [t &

kao operatore, koji odgovaraju bilinearnim funksionelama (1)
i (2) gde h, f su bilo koji elementi iz H.

Kada se odustéje od uslova ogranicenosti funkcije
¥ (t), uz neke dodatne uslove, moZe se pokazati da operator-
ni integrali (3) i (4) imaju isti oblik.

Iz gore navedenog mozZe se zakljuditi da svakom

razlaganju jedinice Pt (= = <t <+ o) odgovara potpuné odre~

djeni samoadjungovani operator

-+ oo

a =/ft ap (5)

-— OO



Oblast definisanosti DA tog operatora je skﬁp svih vektora h,

za koje se ispunjava nejednakost
teo
J t d(Pth, h) < 4o, - s

— OO

i leva strana te nejednakosti je HAfHZ.

Isto tako se moZe dokazati da va%i i obrnuto:
Sfakom samoadjungovanom operatoru A pripada jedno razlaganje
jedinice. Spektralno razlaganje operatora A daje se integra-
lom (5).

3. SPEKTARlSAMOADJUNGOVANOG OPERATORA;~ Neka je Pt
neko razlaganje jedinice na t €(- e, +o ). Ako je t €[«a,f]

razli¢itom od cele ose tada moZemo staviti van tog interva-

la Pt =TI zat =8 3iP, =0 2za t < a.

Tac¢ku t nazvademo tacdkom konstantnosti razlaganja

jedinice,'ako postoji takav 98> 0, da P = 0, i

t+a ~ Fr-p
tacdkom rasta u protivnom slucaju. Prirodne je dalje taégu t
smatrati tacdkom skoka (prekida), ako je P i

0
gvo " Pe 7O 2

tackom neprekidnosti ako Jje Pt+0 - Pt = 0:

MoZe se dokazati da, ako je Pt jedno razlaganje je-

dinice. samoadjungovanog operatora A, tada:

a) realan broj ¥ je regularna tacka operatora A
tada i samo tada, kada je A tacka konstantnosti razlaganja
Jedinice;

b) realan broj'AN je sobstvena vrednost operatora

A u tom i samo tom slucaju, kada je AN tacdka skoka razlagania
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B

jedinice.

4, PROSTI SPEKTAR.- U.linearnoj algebri i teoriji
integralnih jednac¢ina spektar operatora naziva se prostim,
ako viSestrukost svake sobstvene vrednosti tog operatora Jje
jednaka jedinici. Ova se definicija ne prénosi na proizvolj-
ne operatore u prdstoru Hilberta, jer u opste govoredéi, uku-
pnost sobstvenih vrednosti jednog operatora ne iscrpi njegov
spektar.

Spektar samoadjungovanog operatora naziva sSe pros-

tim ako postoji takav vektor g €H (generirajudéi vektor), za

“ koji envelopa skupa vektora P(A)g je gusta u H, gde interval

A prelazi skup svih intervala na brojnoj osi.
Ako je A samoadjungovani operator s prostim spek-

trom, g - bilo koji generirajudi elemenat iG5(t) = (P.g. g)

tada vazi formula:

+ 00
L f = J £(t) dp_ g,

- O

. . e 2 . - '
koja svakoj funkciji f(t) €L g (-, +%°) pridruzZuje vektor
fgH, 1 ovo pridruzivanje je izometrijsko preslikavanje

2 . , )
L (-, +*) na H. Tada elementu Af odgovara funkcija t f(t),

t7.
+00
2 2
tarll® = J e fee)l“ac(e).
5. O SPEKTRALNIM TIPOVIMA.- Napominjemo da, funk-

cijom raspodele nazivamo bilo koju funkciju ako je neprekid-



na sleva, neopadajuéa 1 ogranilene varijacije, koja je data
na celoj brojnoj osi. Ako je 6 (t) takva funkcija, tada

G () =6(t") -~ 6(t7), (£" i t" su krajevi intervala A) Jje

aditivna funkcija intervala A (mi se drZimo naziva funkcija
raspodele i za funkciju 6 (A) ).

KaZe se da je funkcija raspodele G(t) poddinjena
funkciji raspodele ?(t), - c(t) < ?(t), ako 6(t) je.apso—
lutno neprekidna u odnosu na ?(t), tj. ako za bilo koje

A C (-, +%) je

S(A) = f w(t)‘df(t),
A o

~gde je ¥(t) - ¢ - merljiva nenegativna funkcija.
Ako je istovremeno i”
p () < S(t),
ty. @Tt) poddinjena funkciji.d(t), tada funkcije raspodele

p(t) i 6(t) kaZe se da imaju isti spektralni tip.

Neka je A bilo koji samoadjungovani operator i Pt

njegova spektralna funkcija. Funkcija (P h, h) za svako h €H,

oCigledno je jedna funkcija raspodele. Spektralni tip funk-
cije (Pth, h) naziva se spektralnim tipom elementa h (u od-
nosu na operator A). Za spektralne tipove elemenata h €H

kaZze se da pripadaju operatoru A. Ako medju elementima h €H,
postoji elemenat maksimalnog spektralnog tipa u odnosu na A

(tj. takav elemenat g €H, za kgjije (P, h, h) < (Ptg, g) za

svako h €H), tada se ovaj spektralni tip pripisuje operato-

ru A, tj., operator A ima spektralni tip (Ptg, g).




Ako je A samoadjungovani operator sa prostim spek-

trom, tada postoje elementi maksimalnog spektralnog tipa u
odnosu na A. Zatim, Ako je O(t) data funkcija raspodele sa

tipom koji ne prelazi spektralni tip operatora A, tada pos-

toji vek%or h €H, koji generise ovu funkciju raspodele tj.,

6c(t) = (Pth’ h).

6. VISESTRUKI SPEKTAR.- Ako je linearha envelopa
skupa svih sopstvenih vektora samoadjungovanog operatora gu-
sta u prostoru H, tada pod pojmom viéestrukosti.(multiplici—
teta) spektra tog operatora prirodno je podrazumevati maksi-
malnu viSestrukost njegovih sopstvenih vrednoé%i.

Pre nego s$to se definige multiplicitet (vigestruk-
ost) spektra proizvoljnog samoadjungovanog ope;étora u H,
uvodi se pojam generirajudeqg podprostora.

Podprostor ije generirajudi podprostor samoadjun-

govanog operatora A sa spektralnom funkcijom Pt' ako adhere-

ncija linearne envelope skupa P(A)G, gde AN prelazi skup svih

intervala realne ose, podudara se sa H.

~
LR

bbd visestrukosdéu (multiplicitetom) spektra samo-
adjungovanog operatora A naziva se minimalna dimenzija gene-
rirajudeg podprostora tog'operatora. Ako za éperatdr A ne
postoji konadnodimenzioni generirajuéi podprostor, tada se
multiplicitet spektra tog operatora smatra beskonacnim.

Kod viSestrukog spektra samoadjungovanog operato-
ra A, mesto generirajuéeg elementa g i spektralnog tipa
operatora sa prostim spektrom, govori se o generirajudoj

bazivgl, Tor seve 90 i o matricénoj funkciji raspodele

. - o T



n
s(t) = [C., (t) 1] .
1k i, k=1
Ako je : A samo adjungovani operator sa n—-tostru-
kim spektrom (sa spektrom multipliciteta n); Iyir Ipr ---r 9,
bilo koji generirajuéi bazis i S(t) = [S, ()" , tada
i, k=1

postoji izometrijsko preslikavanje prostora H na prostor

L5 (¢) (- #) vektor funkeija He) ={f;(e), £(6), ..., £, (0)

pri ¢emu oblasti definisanosti D, operatora A u H i D ope-

A Q

2

S(—“, +e) predju jedna u drugu i ele-

ratora mnozZenja Q u L

~mentu Af odgovara vektor funkcija Qf(t), ako elementu f €H

2

odgovara vektor funkcija  f£(t) €L g° Formula kojom se uspos-—

tavlja ova korespondencija je

+
f =

. fi(t) dPtgi'

w3

8. > 8

1

Za vektor Af nadje se da je

+ R I
y:4
Af —i i,t fi(t) d P, g,

RVE-

1

7. UNITARNE INVARIANTE SAMOADJUNGOVANIH OPERATORA.-

i A, koji dejstvuju respektivno u Hil-

t . A
Operatora 1 2

bertovim prostorima Hl i H2, nazivaju se izomorfnim (ili uni-

tarno ekvivalentnim), ako postoji takvo izometrijsko presli-

kavanje V prostora H, na H tako da

1 2

D =V D ) (1)
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A =V A v ., (2)

gde Je sa DA oznac¢en domen operatora Ai'
i

Ako je operator A, samoadjungovani, tada njemu izo-

1

morfni operator A, takodje je samoadjungovani, S$to neposred-

2

no sledi iz (1) i (2).

Spektri izomorfnih samoadjungovanih operatora se

podudaraju, jer iz (1) i (2) sledi da

_ _ - -1 -1 _
AA2 —ar = (A, ?\I)DAZ = (v a,v AV V )DA2

= V(A, - AI)DA = V A AT" (3)

1 1 1
Iz ovih jednakosti sledi, ne samo podudarnost spek-
tra u celosti, nego i svaki njihov deo (diskretni i neprekid-

ni) je unitarno invarijantan, tj., ne menjaju se pri prelazu

od operatora Al k njemu izomorfnom operatoru A2.'

Ogranid¢imo se ovde na nekim napomenama u odnosu na
unitarnu ekvivalentnost samoadjungovanih operatora.

Neka je Plt razlaganje jedinice operatora Al.»Sta—

vimo

=vop., v - (4

Pot 1t

Ova formula definiSe neku familiju ogranicenih samoadjungova-

57 i lako se pbkazuje da P2t jeste razlaga-

nih operatora u H
nje jedinice u prostoru H,. PokaZimo na primer da

2u P2v - PZS’

-1 -1 _ -1 _ -1
V v PlV Vv =V PluPlV A% =V P v =P

P s = min/u, v/,

P =V P

2u Py 1u
- PokaZimo sada da P2t jeste razlaganje jedinice operatora A, -

rs
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U tom cilju uzmimo . integralno pretstavljanje

+oo

Stavljajuéi sada

-1 -1

fl =V le gl =V g2l

dobija se

-1 *oe -1

(v ALV TE,, g2) = _fbot a(v Py V 7f,, g2),
ili
+oo

koji je osHovni momenat u dokazu stava.

Iz relacije (4) sledi, da multiplicitet spektra
takodje je‘%nitarna invarijanta samoadjungovanog operaﬁora.

Ako linearna envelopa niza svih sopstvenih vektora
samoadjungovancg operatora je gusta u H, tada spektar opera-
tofa i multiplicitet spektra u svakoj tacki pretstavljaju
potpun sistem unitarnih invarijanata operatora, tj., svi
takyvi operatori. sa podudarnim spektrima i jednakim multipli-
citetom spektra u svakoj tacki su izomorfni.

U slucaju samoadjungovanih operatora sa proizvolj-
nim prostim spektrom takodje nije tesko ukazati potpuni sis-
tem unitarnih invarijanti.

Neka su A, i A2 -~ dva unitarno ekvivalentna samo-

1

adjungovana operatora sa prostim spektrom, koji dejstvuju u

prostorima Hl i H, respektivno.
Jednakosti
(P, £, £,) = (P, VY, vie) =
272" T2 1t 27 2
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pokazﬁju da spektralni tipovi elemenata fl u odnosu na Al i

f2 = Vfl u odnosu na A2 jesu podudarni. Odvde sledi pocdudar-

nost spektralnih tipova oOperatora Al i Az.

Iz ovoga éledi da spektar i1 multiplicitet spektra
u svakoj tacki, u opstem slucaju, ne pretstavljaju potpuni
sistem-unitarnih invarijanti.

Tako, na primer,'operatori mnozZenja Q<Si u

del(o, 1) i de u dezto, 1) za 6, (8) = ¢, i

1+ t, (> D)

o (t = 0)
imaju spektre multiplicitetqﬁjedan, ali nisu izomorfni, jer>

spektralni tipovi funkcija raspodele--dl(t) i dz(t) nisu

podudarni mes= .

S druge strane dva operatora s prostim spektrom 1i
jednakim spektralnim tipovima jesu izomorfni, jer su oba izo-
morfna jednom te istom operatoru mnoZenja. .

Pri prelazu od slucaja prostog spektra ka opéteﬁ
slucaju visSestrukog spektra raspravljanje o potpunom sistemu
unitarnih invarijanti postaje komplikovanije. Pitanje o pot-
punom sistemu ﬁnitarnih invarijantisamoadjungovanog operato- . .
ra sa viSestrukim spektrom ne mo¥e biti refeno prostim raz-
laganjem takvog operatora u ortogonalan zbir operatora sa
prostim spektrom jer se takvo razlaganje ne odfedjuje jedno-

znacno. *)

*¥) Bili su to izvodi iz istoimenog poglavlja u [1].
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Za reSenje ovog zadatka u opStem sludaju treba raz-

lagati operator A u ortogonélnu sumu operatora sa prostim
spektrom tako da odgovarajuci spektralni tipovi su uredjeni
u odnosu na relaciju pod&injenosti.

Na sledecem primeéﬁ ¢e se pokazati da ako je H se-
parabilan prostor i A samoadjungovan operator tada se prostor
~H moZe pretstaviti kao ortogonalna suma podprosﬁora koji svode
 operator A na operatore sa prostim spektrom, &iji spektralni |
tipovi su uredjeni u odnosu na relaciju podcéinjenosti.

P r imer 1. 1. Neka je dat samoadjungovani ope-

rator A sa spektralnom funkcijom P+ koji separabilan Hilber-
tov prostor H preslikava na samog sebe, Oznadimo sa hll bilo
koji elemenat iz H, hll'# 0., AkKO linearna envelopa skupa

‘P(A)h; gde A prlazi sve intervale realne ose (mesto P(A)hq4-

.
L

A ..., moZe se napisati Pthll’ ~= < t < +<), je svuda gusta u

H} tada je hll elemenat maksimalnog spektralnog tipa u odnosu

na operator A 1 spektar operdtora A je prost. Medjutim ako

envelopa skupa P h,,, t < #*°, nije gusta u H vedé u nekom nje-

govom podprostoru Hyq, © Hy tada iz podprostera H © Hy, uzme-
mo bilo kbji elemenat h12 # 0. Ako linearna envelopa skupa

P h, o t < #, nije gusta u H © Hyqe veé je gusta u jednom nje-

govom podprostoru H,, @ H O Hy,, tada produZimo dalje sa izvla-

cenjem elemenata, i ovaj proces trajade do izvlalenja elementa L

HLMl’ kada ¢e linearna envelopa skupa Ptthl’ t < oo, pretpo~ A'

stavimo, obzirom na separabilnost prostora H, biti svuda gusta .
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My

u podprostoru H @[ & Hli]' Broj My moZze biti i beskonadan.
i=1 :

O¢igledno odgovarajudi spektralni tipovi P11 = (Pthli, hli)’

i=1, 2, ..., Ml’ u opStem slucaju su neuporedivi u odnosu

a
¥

~

na relaciju poddinjenosti.

Oznadimo sa zq zbir

l .
= 2 2
h = z ali ”hli” < oo,

ali 15 1r tako da

-
M =R
™8

1 i=1

O¢igledno elemenat zq € H je maksimalnog spektralnog

tipa u odnosu na operator A. Ako je linearna envelopa skupa

Ptzl' t < +, gusta u H, tada je spektar operatora A prost 1

elemenat 2y je generirajuéi elemenat prostora H u odnosu na A.

U protivnom envelopa skupa Ptzl' t < 4+, je gusta u nekom pod-rv

prostoru H, C H, za koji se kaZe da svodi operator A na opera-

1
tor sa prostim spektrom. U ovom slucdaju multiplicitet spektra

operatora A je N = 2.
r

Elemenat z, € H © H;, konstruife se sli&no kao i z,

pomocu odgovarajuceg zbira

2

2554

M
z5 = '2

j=1
’ _ ' ’ My
gde th-e H 6 Hl' h2M2 e[ (He® Hl) e jfl szl.

Elemenat z., je maksimalan u podprostoru H © H njegov spek-

2 1’

tralni tip nije vedi od tipa elementa =z Ako linearna enve-—

1"

lopa skupa P, =z t < +», je gusta u H © Hl’ tada je spektar ope-

t727



ratora A multipliciteta 2 i baza generirajudeg podprostora

G je {zl, 22}. InaCe envelopa skupa PtZZ je svuda gusta u

Na sli&an nalin se produZuje proces konstruisanja

elemenata: Z3r Zyr o ccer Zyr kao maksimalni elementi odgovara-

juéih podprostora. Elemenat Zy je maksimalni elemenat podpro-

N

stora H, = H © & H, . Podprostor G sa bazom z
N k=1 k

A

1> =27 =7 "N

ima minimalnu dimenziju i on je generirajudi podprostor samo-
adjungovanog operatora A. Zato moZe se redéi da je multiplici+:
tet,séektra ovog operatora jednakiN. Iz izloZenog se dalje
moZ?e zakljuditi da se prostor H moZe pretstaviti u obliku
ortogonalnog zbira:

H=H, ®H. ®H, ® ... ® H

1 2 3 N’

i da odgovarajudi spektralni tipovi Gl(t), 62(t), Gy (t),
..y 6N(t), gde je Gk(t) = (Ptzk’ zk), stoje u relaciji:
S, (t) > G, (t) > Sy (E)> ... >6N(t). (*)

Tzraz (*) naziva se spektralni tip operatora A sa vifestrukim
spektrom.

| Pojmovi razjasSnjeni ovim primerom omoguduju da se
fprmuliée isti stav o izomorfnosti dva samoadjungované_opera—
tora sa viSestrukim spektrom kao onaj o izomorfnosti dva ope-
ratora sa prostim spektrom, tj.:

Dva samoadjungovana operatora Al i A2 definisana na:

Separabilnim prostorima Hl i H2 respektivno, su izomorfna ako-

i samo ako imaju iste spektralne tipove [ 11].
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STOHASTICKA MERA | INTEGRALI

1. UVODNE NAPOMENE.- Neka je X slucajna promenljiva

definisana na.datom prostoru verovatnoéa (2, @, P) sa osobinom
E X = O, E X2 < oo ~ (1)

Skup svih s\lucajnih promenljivih X definisanih na
istom prostoru verovatnoda (; @, P), koje zadovoijavaju (1),
¢ine Hilbertov prostoz H = L2(ﬂ, ®, P) ako su skalarni proiz-
vod i norma definisani kao:

(X, Y¥) = E X%, ixi2 = mlx 2.

Dve sluééjne promenljive X i Y kaZe se da su orto-
gonalne ako je ’
| (X, Y) = E XY = O.

Ako dve sludajne promenlijive X i Y su takve da je

IXx - YI? = BlX - v12 = o0,

B4

smatrademo ih identidénim tj., X = Y.

Familija sludajnih promenljivih X(t), gde je t €T
realan parametar, T = (-, +*), i X(t) €H za svako t, naziva
se jednodimehzionalni slucdajni proces sa neprekidnim parame-
trom t. Proces X(t) koji ispunjava uslov E[X(t)[2< +°° za sva-
ko t zove se proces sa konadnim momentima drugog reda.

Funkcija kovarijanse slufajnog procesa X(t) Ije
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E X(t) X(s) = I"(t, s).
prema Svarcovoj nejednakosti je
LT(t, s)1°2 < EIX(0)12 BIX(s)] %< +oe.
Svaka funkcija kovarijanse ima fundamentalnu osobi~-"
nu da bude nen%bativno‘definitne forme u sledecdem smislu:

Neka je tl’ t2, e ey tn’ bilo koji konac¢ni skup vrednosti iz

T i neka su Zyr Zos o eees Zoy proizvoljni kompleksni brojevi.

Tada forma Hermita

n
n n
| — — — 2
> M., +,) z.z = B[ Z X(t.) X(t,) z.z,.]=EI 2 X(t.)z.l™>.0
j,k I k3K 5,k J kD ok i,k 33

1
%

je uvek realna i nenegativna.

Proces X(t) je neprekidan u srednje kvadratnom

£

(g. m) u tacki to

X(t) g.'_.m__L—))((to)

ako

2 .
Elx(t) - x(to)l —>0, kad ¢t ——»to.

ako je ovo ispunjeno za sve taéke.to u nekom intervalu (a, b),
y.4

tada se za X(t)'kaée da je sr. kv. neprekidan u (a, b).
Proces X(t) je sa ortogonalnim prirastajima ako

je za svako

1 2 3 4
E (X(t4) - X(t3)][X(t2) - X(tl)] = 0.
2. STOHASTICKE MERE I INTEGRALI.- [ 8] U nizu pita-

nja vaznu ulogu igraju integrali koji se pisu u obliku

b
[ OE(t) ax(t), (1)
; |
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gde f(t) je data neslucajna funkcija, dok X(t) je sludajni
proces. Realizacije procesa X(t); u opste releno, su funkci-
' je neogranicene varijacije, i integral (1) ne moZe se shvati-
ti ka Stiltjesov ili Lebeg-Stiltjesov integral, koji ima smi-
sla za skoro sve realizacije pro;esa X(t). Ipak integral (1)
moguce je definisati na taj nac¢in da on poseduje svojstva
obi¢nog integrala. o -

Ovde ¢e se dati definicija i razmatrati svojstva
integrala koja odgowvaraju intégraciji po sluéajnoj'meri. Tak-
vi integrali nazivaju se stohasticdki.

Neka je (2, o, ?), prostor verovatnoda, neka
H = Lz(n, ®, P) oznacava Hilbertov prostor slucfajnih promen-—
ljivih sa konalnim momentima drugog reda, R je neki skup, i
® je 6 - algebra podskupova od R. Pretpostavimo da svakom po-
dskupu A € & pridruZena je slucajna velidina X (4), kojghzado—
voljava sledecde uslove:

1. xe) er?,  x(@) = o0;

2. X (A U A2) = X(Al) +.X(A2) (mod pP)

1
ako je AlrﬁAg = @;

I

3. E X(B,) X(D,) = 5(Alﬂ AZ),-

gde je ©(A) neka funkcija skupa definisa-
na na 8. |
Familija slucdajnih velicdina X(A), A € & , koje za-
dovoljavaju uslove 1., -~ 3., naziva se ortogonalna stohastid-
ka mera, a ©(4A) njegova strukturna funkcija.
Svojstvo ortogonalnosti stohasticke mere izraZava

se uslovom 3.: ako je Alfﬁ A2 = @ , tada velidine X(Al) i
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x(a,) su ortogonalne.

Iz definicije funkcije &(A) sledi da je ona nene-

“gativna:

Ga) = E (X(A)12 >0, S(8) = 0,-

2

%ﬁ:éditivna: ako A;N A = @, tada

S(A; U A, = BIX(A]) + X(b,)| 7
= 6(8;) + S(a,) + 2 (a0 A,)
= G(Al) + S(Az).

‘Na taj nadin G(A) pretstavlja jednu meru na &.

Oznadimo sa L(R) klasu svih prostih funkcija f(x):

n
f(x) = % ¢ & (x), A €& k=1,2, ..., n (2)

gde je n proizvoljan broj i 8A(x) - indikator skupa A.

Stohastidki integral funkcije f(x) € L(&) po orto-
gonalnoj stohastickoj meri X(A) definisSe se formulom
n
Y = [f(x) X(dx) = Z ¢ X{(4.). (3)
. _ k k' , _
k=1
Kako je ® G~ algebra skupova, svaki par funkcija
u L(R) moZe se pretstaviti kao linearna kombinacija indika-

tora jednih te istih skupova iz ®. Prema tome, ako su £, g

€ L(R), mi pretpostavimo da je f(x) data formulom (2) i

g(x) = 4, 8, (x), gde je b n A= @zak # x.
N |

I Rs]

k=1

Iz ortogonalnosti mere X sledi, da
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E[ff(x) X(dx) - fg(x) X(@Ax)]=

™3

. Crdy 6(Ak)' (4?

1
Primeﬁimo da L(®) jeste linearni podskup Hilberto-
yog prostora L2(5) = Lz(R, &, ), dok L2(6) - adherencijé od
L(R) u topologiji generiranoj skalarnim proizvodom
(£, g) = [£(x) g(x) ©(dx). (5)

. Sada relacija (4) moZe biti napisana u slededem

obliku:

E[f £(x) X(dx) [ §E) K@= f £(x) (X 6(ax) (6)
za svaki par‘funkcija £F(x), g(x) iz L2 (). "

. anaéimo sa L(X) linearnu envelopu familije sludaj-
nih‘véliéina {X(A), A 6 ﬁ} tj., skup sludajnih velidina, koje
se moguﬁpretstavljati u obliku (3), i sa L2(X)_prostor koji
je adherencija od L(X) u Hilbertovom prostoru sludajnih veli-
¢ina Lz(n, ®, P). Primetimo da relacija (3) pretstavlja izo-
metfijsko preslikavanje Y = V(f) medju L(R) i L(X). Ovo pre-
slikavanje moZe biti produZeno do izometrijskog presiikava—
nja v izmedju L’(®) i L°(X). Ako je Y = V(£), £ € L°(®), tada
po definiciji stavimo- » -
“ Y = V(£) = [£(x) X(dx) (7)

i nazivamo Sluéaﬁﬁu veli&inu ¥ stohastiékim-integralom funk-
cije f£(x) po meri X. Otud slede ove osobine:
a) Za prostu funkciju (2) stohasti&ki integral se
daje formulom (3); o |
b) za bilo kojevfunkcijé f(x) i g(x) iz L2 (6) vazi
jednakost (6);

c) Jl*E£(x)+ Fg(x)1X(dx) = a [E(x)X(dx)+ B fg(x)X(Ax} 3
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d) Za proizvoljni niz funkcija f _(x) € L2(6)

tako da

JIE(x) = £ ()17 6(dx)—> 0, n—s +e=, (8)

vazi relacija
Jf(x) X(dx) = lim. sr. kv.ffh(x) X (dx) .

Navodimo sada neke napomeﬁe u vezi sa definicijom
stohastic¢kog integrala na intervalu prave. w

Neka je X(t) (a < t < b) - proces sa ortogonalnim
prirastajima, neprekidan u sr. kv. s leva:

El X(t) - X(s)I° —0 kad s 7t.

Stavimo |

8(t) = BIX(t) - X(a)l 2.

" Iz ortogonalnosti prirastaja procesa X(t) sledi za t2 > t1

6 (t,) = EIX(t,)) - X(t]) + X(t;) - x(a)l”
= 6(tl) + ElX(t,) - X(tl)lz,
da je
- 6(t2) >6(ty) 1 4(t) = lim 6(s). Tako, moZe se
- s7 t
'reéi‘da je funkcija ©&(t) - monotono heopadajuéa i neprekid-

na s leva. Neka je ® klasa svih poluintervala A =[tl, tz);

a <t; <t, <b; X([ty, t;)) = X(ty) = X(t)); O([ty, t,)) =

1
="6(t2) - 6(t1). Tada je

AN = n
E X(4)) X(&)) = 6(a; M Ay,

X(A) Je ortogonalna stohasticka mera, dok je G(A) strukturna

funkcija. Na taj nacdin mogucde je definisati stohastidki integral
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Stiltjesa pomocu jednakosti
b b
S OE(t) dX(t) = s £(t) X(dt),
a a

u kome je X(t) proces sa ortogonalnim priraStajima. Ovaj in-

‘tegral postoji zéaproiZVOljnu Borelovsku funkciju f(t),

t € [a, b) za koju je

b

SLE(E)? B(dt) < +o,
A

gde- 6(dt) Je ﬁera, koja odgovara monotonoj funkciji S(t).
Analogno se definiSe stohastic¢ki integral na celoj realnoj

osi.
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SPEKTRALN]| MULTIPLICITET SLUCAJNOG PROCESA -

1. PROSTORI SLUCAJNOG PROCESA I NJEGOVE KOVARIJANSNE
FUNKCIJE.- Neka je H Hilbertov prostor gvih slu-

¢ajnih promenljivih X sa E X = 0 i EIXI2 < oo,

Dati sludajni proces X(t), sa E X(t) = 0 i ElX(t)l2
< +eo0, neprekidnim vremenom t € T = (-«, +w), za svako fiksno
t €T pretstavlja jednu sludajnu promenljivu - jednu tadku u
Hilbertovom prostoru H. Kada t prelazi vrednostima nekog inter-
vala iz T, proces X(t) opisuje jednu krivu u Hilbertovom pros-
toru H. |

Definisac¢emo odredjene podprostore od H koje ?ridru—

Zujemo krivoj I1i procesu X(t):

H(X) = s{X(t), -= < t < +o}

A

H (X) = SIX(s), —= < t < +=}

H _(X) = N H,_(X).
—_ £ +

Ovde smo sa S{- - -} oznadili podprostor od H repro-
dukovan slucajnim promenljivima oznacdenih unutar zagrada.

U ovom radu bicde razmatrani jedino slucdajni procesi
X(t), koji ispunjavaju sledeca dva uslova:

(A) Proces X(t) je regularah, tj., podprostor H__(X)

sadrzZi samo nul elemenat od H;

(B) Za svako t postoje limesi X({t %0) i X(t - 0) =
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= X(t). Iz uslova (B) sledi da su prostori Ht(X) separabilni,
jer linearna envelopa skupa X(tk) , gde tk su racionalni bro-
jevi, ty < t, je svuda gusta-u Ht(X).

Poznato je da funkcija kovarijanse [ (s, t) svakog
sluCajnog procesa X(t), kao nenegativno definitna funkcija,
reprodukuije jedan Hilbertov prostor, koji femo oznac&iti sa
H(r). Prostor H([") ima sledede osobine:

1. [(s, t) € H([') kao funkcija od s, za svako t € T;

2., Skalarni proizvod <g(s), [(s, t)}= g(t) za sva-

ko g € H([). '

Funkcija kovarijanse [(s, t), s, t € T, naziva se
reprodukujude jezgro prostora H([).

Podprostori Ht(P) C H([") reprodukujudéeg jezgra

(s, t) definisu se analogno prostorima Ht(X) procesa X(t):

S{T(s, &), ~= <t <t}

H, (M)
H__ (M) =N H (D).
- & t

I za podprostore Ht(F) reprodukujuéeg jezgra [ (s, t’') pretpo-

stavidemo da ispunjavaju oba uslova: (A) i (B).
Postoji izometrijsko preslikavanje podprostora

Ht(X) na podprostor Ht(r). Ovo preslikavanje definise se ko-

N \ Y

respondencijom X(t’)‘%4—+ ffé,pt’),ﬁé’ Sft((§iai[9] TITI;4.).
| Ovde c¢emo navesti nekoliko primera u kojima se po-

kazuje kako se iz datog sludajnog procesa X(t) i njgove kova-

rijansne funkcije»F(s, t), konstruisSe familija podprostora

H (X)) 4 H (),
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P r imer 3., 1. Neka je dat sludajni proces X(t):

Or t € (—mr 0]
X(t) =<-F(t)Y, t € (0, 1)
F(L)Y, tefrl, +=

gde je F(t) nesluajna funkcija, dok Y je slufajna promenlji-

2 \
va sa EJYl = 1, Podprostori He (X) su:

= 3 = < t < too
= — 00 < -

odgovarajudi podprostofi\Ht(C) bide:

i " g(s) = <g(u),[(u, s)> =E X(s) h(u) = E F(s)Y cY =
Ht(r) =.,qg: = c F(s), 0 <u, s < t < +oo,
I 0, - < min / u, s / < 0.
P r imer 3. 2. (vidi [14] str. 512). Neka je X(t)
slu¢ajni proces, definisan za svako t € T = tl’ t2, ... Sa

funkcijom kovarijanse (kovarijansnom matricom) F(ti, tj):

r(ti, t.) =

l 1 za j = i,
: |

O za j # i

Oznac¢imo sa H(X) prostor slucdajnog procesa X(t):

— 1. _ e e 2 R
H(X) = {h: h = ? g(t,) x(ti), ? lg(t )% <+ }

Skalarni proizvod dva elementa hl i h2 prostora H(X) je:

(hy, h,) = E hlﬁz = E[ingti) x(t;) Z Ez(tj) f(tj)] =

J
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= i ? g, (t;) gz(tj) m(t,, tj) = 2 g(ty) g, (k).

Prostor svih nizova g(t) = (g(tl), g(tz), e--) i

njihovih grani¢nih vrednosti u sr. kv. sa skalarnim proizvo-

dom <gl(t)’ 92(t)>= z gl(ti) Ez(ti) je izometridan prostoru
s i

H(X). MoZe se lako pokazati da je: funkcija kovarijanse

r(ti, t) jedna tacdka pomenutog prostora nizova za svako od-
redjeno ti' i da je r(ti, t) reprodukujude jezgro OvVOog pros-

tora, koji ¢emo zbog toga cznaciti sa H(M) . Zaista, kako je

P(tl, t) = (1, O,nO, ...); tada je skalqrni proizvod

t), , t.)> = E h X(t.) = p> . . t.
<g (t) m(t tj)> E (tj) E [i g(tl) X(tl) X(tj)]

s

z glt;) r(e,, tj) = g(tj). *)

i
P r imer 3. 3. Neka je X(t) proces sa ortogonal-
nim prirastajima definisan na skupu T = R. Hilbertov prostor

H(X) je prostor tafaka h pretstavlijenih u obliku stohastickog

integrala:
~ .
t ' 5" € 2
h(t) = sf(s) dX(s), t < +~, £ € L'g (==, t), tj. Sl L£(s)I dé(s) <+ee.

S druge strane kovarijansna funkcija [ (s, t) sludajnog proce-

‘sa X (t) reprodukuje prostor H([) koji je izometrifan prostoru
H(X). Familiji podprostora:

H, (X) =-<h: h(s) = ? f(u) dX(u), f(u) € L%5(—w, s), s <t,}

—co

*) Bio je to primer iz [14] str. 512 u izmenjenom i

dopunjenom obliku.
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odgovara u ovoj izometriji familija podprostora:

S S S

Ht(r-) ={g: g(s) = E h X(s) = E[S f(u) ax(u) f dX(v)¥=f f(u)dé(u)}.

P r i m’e r 3. 4. (vidi [14] str. 512 i [17])str. 158.)
Neka je T = R (realna prava), i néka je Y(t) stacionaran pro-
ces definisan na T, drugog reda i neprekidan u sr. kv.. Kao
Sto je poznato ovaj proces se moZe pretstaviti stohastickim
integralom

+oo .
Y(t) = feltX

“ oo

dx (x),

gde X(t) Jje proces sa ortogonalnim prirastajima sa kovarijan-

snom funkcijom FX(S, t) i funkcijom raspodele (strukturnom

funkcijom) E[X(t)]2 = G(t) monotono neopadajudom.Kovarijansna

| funkcija procesa Y (t) je

. _ +° - )
ry(s, t) = B Y(s) Y(t) = J ils= t

-0

dé(x) .

Familija podprostora Ht(Y) je:
S

H (¥) ={h: h(s) =/ £(u) dAX(W), s,<t < +=, £(u) € L2 (~eo, t&.

—00

Odgovarajucda familija podprostora Ht(FY) je:

- +oo + oo .
He (My) = {g: g(s) = E h Y(s) = E[S f(u) dx(u) s e "% ax(x)]

oo

= f e 159 £(4) Ad(u), s < t <o)

oo

P r imer 3. 5. Neka je W(t) jedan Vinerov proces
definisan za t € [ 0, T]. Zna se da je to proces sa ortogonal-

nim prirastajima i da je njegova kovarijansna funkcija M (s, t)
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= min/ s, t /. Ovaj proces definife jednu ortogonalnu stohas-

ticdku meru W(Adt), i njegova strukturna funkcija (funcija ras-
2 . .

podele) 6(t) = ELW(t)L” = t definise Lebegovu meru dt.

Podprostori Ht(W) sli¢no kao u primeru 3. 3. su:

a
¥

Sl ' )
H (W) = {h . h(s) = ff(u) aw(uw), £(u) € L32[ 0, I, s < e},
0 |

Odgovarajucda familija podprostora Ht(r) izometric¢nih sa Ht(W)

Jje:
T : s s

H (M) = {g: g(s) = E h W(s) = E[/f(u) dW(u) f aw(v)l= /£ (u)du,
0 0 0

s S t<orT, AEL W ()] 2 = dt}.
P imer 3. 6. (Prostori H(W), H(FW), H(Fw) 1
H(PFW).) Neka je W(t) jedan Vinerov proces, F(t) jedna neslu-

¢ajna funkcija, definisana u intervalu [ 0, T]gde zadovoljava
uslov 0 < m < [F(t)l < M. Sludajni proces F(t) W(t) generira

familiju podprostora H

t(FW), koja je identicna sa Ht(W), jer je:

S
H, (FW) ={h: h(s) =/ £(u) aw(u), £(uw) e’ o, ¢, s < t},
o

gradjena isto kao i familija H_ (W) (vidi primer 3.5). Medjutim

t
familije podprostora HG‘W) i H(rFW) ni kao skupovi funkcija
ne moraju biti identidni jer je:
s \ 5
H (M) ={g: g(s) = B W(s) h = fwau, £(w) € LT0, t, s < t}
0

i

S
F(s) ff(u)du, s < t},

T ={ng gp(s) = E F(s) W(s) h i

t  F

¢ak, Sta viSe, pod nekim uslovima za F(t), oni mogu imati je-

dino nul funkciju kao zajednicki elemenat.
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2. PROCESI SA SPEKTRALNIM MULTIPLICITETOM JEDAN. -

Familija podprostora Ht(X) slud¢ajnog procesa X(t) Jje neopada-

L3 Pl . C . )
juc¢a po t, tj., Htl(X) - th(X) ako je tl<i t2.

Pretpostavimo da je odredjena tadka s takva da za

+O‘(X). Tada svaki vremenski in-—

svako a@ > 0 imamo H (X) # H
S- o S
terval s—-a < u < s+« sadrZi najmanje jedan X(u) koji ne pri- =~

pada prostoru Hs_a(X), i kaZe se da u intervalu (s-¢, s+q)

proces dobijavjedan nov impuls; ili inovaciju. Skup svih ovak-
vih tacdaka nazvat c¢e se spektar inovacije sludajnog procesa
x(t). (vidi [5]).

Pretpostavimo da dati sludajni proces X(t) ispunja-

va uslove (A) i (B). Sa L oznac¢imo familiju projekcionih ope-

ratora definisanih na H{(X) sa rangom Ht(X). Iz osobina famili-
ja podprostora Ht(X) sledi da projektori P, definiSu jedno
razlaganje jedinice. Oigledno je da se familija Pt jednoznad-

no definise datim procesom X(t). (vidi [5]).

Primer 3. 7. Neka je X(t) = Y sin Zt, 0 <t< T,
2

gde je Y jedna slucajna promenljiva. Za ovaj proces je HO(X)=
= 0, za t = +0 proces dobija jednu inovaciju, tako da je

H+O(X) = HT(X) = H(X). Ako sa P oznac¢imo projektore od H({X)

na podprostore Ht(X), tada je za dati proces X(t): Pt=0 = 0,

P,g =Pp =P, =1I.

Neka je Z e H(X). PFamilija slucdajnih promenljivih

koja se dobija projekcijama elementa Z na Ht(X), ti., P.Z =
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= Z(t) je jedan proces‘éa ortoéonalnim priraétajimé, ¢iji spe-
ktar inovacije je parcifalni spektar inovacije procesa X(t).
Proces Z(t) je parcijalni inovacioni proces procesa X(t). 0Od-
govarajudéa funkcija raspodele (strukturna funkcija) Gz(t),

. 2 s .
6Z(t) = (PtZ, z) = (PtZ, PtZ) = Elz(t)!l”, (vidi [5]), defi-

niSe meru déz(t). Prostor L2 sa tom merom oznadidem sa L26 .
. Z

Ako proces sa ortogonalnim prirasStajima Z(t), ispunjéva uslov:

H (X) = H_(Z) za svako t € (-, +),

tada je on inovacioni proces za X(t). Za proces X!'t) kaZe se
da ima spektralni multiplicitet N = 1. Funkcija 5Z(t) naziva
se spektralni tip procesa X(t).

Stohastidki integral

S 5
h(s) = f £(u) dz(u), £(u) € L°g , s < t,
—c0 . VA

defini8e za svako s < t, jednu slucajnu promenlijivu h(s) €

Ht(Z).'Prostor H*t(Z) svih sludajnih promenlijivih h(s), zado-

voljava uvek relaciju

H*t(Z) < H (2),

ali obzirom da proces X(t) zadovoljava uslov (B), tada prosto-

ri H*t(Z) i Ht(Z) su identic¢ni, jer i proces Z(t) zadavoljava

uslov (B) (Vidi H. Cramer [4]). . .
U svom poznatom radu T. Hida [ 9] dvojku (dZ(t),

£(t, u)) ili trojku (dZ(t), f£(t, u), Ht(ﬁi) naziva reprezenta-—

cijom procesa X(t) ako je:
1. z(t) proces sa ortogonalnim prirastajima (Z(t)

je slucdajna ortogonalna mera);
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2. f(t, u) je é% merljiva funkcija od u, koja se

. . . 2
anulira za u > t 1 pripada prostoru L s i

VA
~ t
3. X¢t) = [f(t, u) dZ(u) je jedna verzija od X(t);
0

~

4. Ht(}) je zatvorena envelopa generirana sa
é{}(s), s < q; Fuﬁkcija f(t, u) naziva se jed-
no jezgro reprezentacije.
T. Hida u [ 9] daje =sledeci primer . Levia:
P r imerzr 3. 8. Neka je W(t), 0 < t < +e jedan
Vinerov proces, tada za svako pozitivno n, mogu se'adrediti
konstante Cor Cq1r Cps e--r €y tako ‘da

PEEEEEN

W(t) = 2

[c_ + ¢ i, B+ ... +c (E)n]dw(t)
o 1 £ 2 £ n .

o™t

je opet Winerov proces. To pokazuje da W(t) ima beskonalno
mnogo reprezentacija.

U [9] dalje T. Hida definiSe jednu uZu klasu repre?
zentacija: =~ .

D e £ in i c i 37 a 3. 1. Repfezentacija (dz(t),
f{(t, u)) naziva se:

I. kanonickom, ako je

S

CP_X(t) = [  f(ty w) dz(u), s < t, (1)

-—0
~gde f(t, u) je kanoniclko jezgro; 1
IT. ¢isto kanonickom ako pored (1) vazi 1

Ht(X) = Ht(Z) (2)

f(t, u) sada se zove Cisto kanoniéko jezgro.
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Zatim se dokaZe ([9] T. I. 7.) da je reprezentacija (dz(t),

f(t, u)) &isto kanonicka ako i samo ako, za svako fiksno tO €

(—-oo’ +°°) r

. | B

J £(t, u) Y¥(u) d6(u) = 0, za svako t < tos
implicira

Y(u) = 0 skoro svuda po meri 6Z na (-, tg) -

P rimeozr 3. 9. (r. Hida [9]). Neka su xl(t) i

X2(t) dati sa

+ _
(2t - u) dWl(u),
0

X, (£)

t ,
f (=3t + 4u) dW2(u),
0

it

Xz(t)
gde Wl(t) i_WZ(t) su Vinerovi procesi. Koristedi teoremu [ 9]
T. I. 7. moZe se dokazati da je (dWl(t),IZt - u) jedna d&ista
kanonicka reprezentacija od Xl(t). Medjutim slucajna promeh—

ljiva

ct

0 z

h = uzdfw2 (w)

o

je ortogonalna sa svakom sludajnom promenljivom Xz(t) (t < to),

Sto dokazuje da reprezentacija (AW, (t), -3t + 4u) nije &Zisto

R

kanonicka,.

N apomemna 3. 1. Ovde demo pokazati na osnovu
teoreme [ 91 T. T. 7. da postoji familija funkcija ¥(t) = 3Ct2,
gde je C >0 proizvoljna konstanta za koju sluajne promenlji-

ve
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t
0
h = f 3Cu sz(u),
0

su ortogonalne sa svakom X2(t), (t < to).

Zaista prema pomenuto] teoremi, reSavanjem jednacine |

t
J (=3t + 4u) ¥(u) du =0
0
imamo -
t t
= 3t 5 ¥Y(u) du + 4 fu P(u) du =0
0 0
t t
- 3t(g(t) = g(0)) + 4u g(u) V' = 4 g(u) du = 0,
' 0 0

gde sa g(t) oznadili smo jednu primitivnu funkciju od ¥ (t),
- dalje imamo

t
tg(t) + 3t g(o) - 4 f g(u) du = 0,

0

diferenciranjem po t dobija se

t g’ (t) + g(t) + 3g({D) - 4g(t) = 0

g(t) - g(0) ¢
1n-9(8) = a0 _ 50
ks 3 N r
t
odavde dobijamo
2

P(t) = g’ (t) = 3Ct™.

Kao posebno reZenje YP(t) dobija se funkcija;iz %a£S§‘primera

W(t) = £2.

3. PROCESI SPEKTRALNOG MULTIPLICITETA N.- Neka su

sluCajne promenljive h,,, k =1, 2, ..., M, izyvulene iz pro-

stora H(X) na isti nacin kao u primeru 1l. 1. Proces P hiy

Al
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(t) ima ortogonalne priraStaje, jer je P - P,h L Ht(x)

hoy t+s” Felik

za s > 0.Dva ovakva procesa hlk(t) i hlj(t), k # Jj su ortogo-
nalna obzirom da podprostori H(hlk) i H(hlj) su invarijantni
u odnosu na familiju projekcionih operatora P- Ako je (vidi

primer 1.1.)

) = H(X)

) = H_(X) (1)

) y 1
Videdimenzioni sludajni proces /hlk(tU sa ortogonalnim
3 .

Komponentams fee < £ < poo L ! :
komponentama hlj(t), t +°, (hlj(s) hlk(t), za j # k

i s, t < +=) gde svaka komponenta pretstavlja jedan proces sa
ortogonalnim priradtajima, ako ispunjava uslov (1), naziva se
inovacioni proces za sludajni proces x(t) ([ 16]lstr. 8). Zavis-

no od medjusobnog odnosa funkcija raspodele

M
Ml : y 1
{?Ik(t)} inovacionog procesa {hlk(t)f ,
1 -1
N
mogude je pokazati da postoji IiInovacioni proces {Zk(tﬁ sa
' 1

najmanjim brojem dimenzija N koji ispunjava uslov 1 < N < Ml'
Tadke rasta funkcije flk(S) su tadke rasta podpro-

stora Ht(h < t. Sa A oznac¢imo skup tacdaka rasta funk-'-

1x)r S 1k

cije Plk(t). Skup Aik zqve se nosilac mere d?lk(t)' Dve mere
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mogu biti ortogonalne d?li(t) L dPlj(t) (kada su nosioci dis-
» 3 . ~ m —~ — . 3 . —
junktni, tj., Ali Alj @), ili ne ortogonalne (kada je Ali
N Alj # @P). Podéinjenost mere d?lj(t) od d?li(t) kao i njihova

r*ekvivalentnost su posebni slucajevi ne ortogonalnosti. Multi-

plicitet N procesa X(t) zavisi od pomenutih medjusobnih odno-

My

sa mera {d?Lk(tJ . Razmotricemo sledecda tri slulaja:
7

1. Ako su mere d?li(t)' d?lj(t) ortogonalne za i # j,

i, 3 =1, 2, ..., Ml’ tada nijedno s < t nije istovremeno tad-

ka rasta za oba podprostora Ht(hli) i:Ht(hlj)' Multiplicitet

u ovom slucaju je N = 1, jer postoji elemenat Z € H(X), koji

. generide prostor H(Z) i za koji vaZi Ht(z) = Ht(X), tj., z2(t) =

Pt(Z) je inovacioni proces. Elemenat Z mogao bi na primer bi-

M,
ti Z2 = ? alkhlk’ gde alk su takvi realni brojevi da red (za

oo

M, = +e), EIZIZ = 3 2 2
”

| Elhlkl < 4o, Strukturna funkcija

a
1 1 1k

M, 2

procesa Z(t) je dZ(t) = i lalkl Qlk(t), nosilac mere dJ,(t)

My
je U A

1 1k

2. U razmatraniju op$teg slucaja ne ortogonalnosti
mera, pretpostavimo prvo da je {hll(t), hlz(t)} jedan inova-
cioni proces za proces-X{(t), tj., H (X) =.H_ (h;,) ® Ht(hlz),

takav da su mere de,,(t) i de,,(t) ne ortogonalne, znali

A NA, 7 ®. i ne potéinjene, tj., Aj; ¥ Aié_# D i
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A

12\ A | # @. Pokazademo da ne postoji proces Z, (t) = P Z,

1 t

Zl € H(X), koji bi bio inovacioni za proces X(t). Drugim re-

¢ima, multiplicitet procesa X(t) ne moZe biti jedan, on je

N = 2.

. D
¥

Postoji elemenat Zl € H(X) koji je maksimalnog

spektralnog tipa u H(X). Elemenat Zq moZe biti na primer

Zl = hll +.h12. Njegov spektralni tip je ddi(t) = dpll(t) +

dPlZ(t) i nosilac mere dél(t) je skup A4 U'A12' Prostor
v H(Zl) je prav podprostor od H(X), H(Zl).c H(X) = H(hll) ®
H(h;,). Ako je s € Kll \ A,,, s je tacka rasta podprostora

Ht(hll) i tacdka kqnstantnosti podprostora Ht(hlZ)' Zato po-

stoji al > 0, tako da Ps+alh12 - Psh12 = 0, i za sve o« > 0,
@ < @3, 38 Pgye?y T Pg?p T PgyePyy 7 PP i
Hs+a(X) e HS(X) = Hs+a(Zl) IS HS(Zl) = Hs+a(hll) e Hs(hll). (1)

Isto tako ako je s € A, \ Ajqr s Je tacka rasta za H(hy,)

-

i tacka konstantnosti za Ht(hll). Zato postoji 62 > 0, tako

da Ps+62hll - Pshll = 0, i za sve «a > 0, « <_a2 je
Ps+azl - PSZl = Ps+ah12 - PshlZ’ 1
H ,,(X) © H_(X) = Hs+a(zl) © H_(Z,) = H_, (h;,) © Hs(hlz)' (2)

Relacije (1) i (2) mogli bismo izraziti skupa na ovaj nad&in:

Za svako s € (All \ Alz) U (A12 \ All)’ postoje al' 82 > 0,
tako da za svako ¢ > 0O, i a < min/ai, 62/ vaZi jednakost:
= ' - (3
Hs+a(zl) e HS(Zl) Hs+a(X) S HS(X). (3)
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Medjutim za talke s € Xll N A;,, koje su talke rasta
za oba prostora Ht(hll) l_Ht(hlZ)' zbog Pthll 1 PthlZ’ tacka
s je isto tako tacdka rasta za Ht(zl)’ ali podprostor Hs+a(x) e
- T D]
e HS(X) [Hs+a(hll) ® Hs+a(h12)] e {Hs(hll) ® Hs(hlz)]
- [Hs+a(hll+ h12) © Hs(hll + hlZ)] = Hs+a(zl) © Hs(zl)'
Odavde sledi da je H(Zl) C H(X). Postoji Z2 E[H(X) © H(Zl)L,

koji je maksimalnog spektralnog tiva u H(X) © H(Zl). Kako je

za s € A N A

11 12 i za svako « > 0,

[H_,, (X) © H_(X)]2[H_, ()  H_(z)],

sledi da je takav s tadka rasta prostora Ht(ZZ)’ tako da je

11 N KlZ nosilac mere ddéz(t) i zato je dézz(t) < dGZl(t).

>

Zatim elemenat Z, je generirajudi za prostor H(X) © H(Zl),
tj., H(Z2) = H(X) eH(Zl), jer ako je H(ZZ) C[H(X) © H(Zl)],

tada bi postojala neka tacka s € Kll N XlZ’ koja bi bila
) ”

rastuda 2za H(Z3) gde je Z3 maksimalan elemenat U’ prostoru

b Z

H(X) © [H(Zl) ® H(ZZ)} tj., prirastaji Ps+azl - P2

B

- P 2 Pili bi ortogonalni za 3\

Ps+aZZ s 2

s+a23
svako « > 0, suprotno prvobitno]j pretpostavci da postoje
najvise dva ortogonalna prirasStaja u svakoj tadki s, tj.,

Ps+ahll - Pshll A Ps+ah12 - Pshlz’ koji su # 0. Ovime smo po-

kazali da postoji inovacioni proces {Zl(t), Zz(t& sa dqi (t) >
1

> ddz (t) sa najmanjim brojem N = 2, komponenata, %to znadli
5 ,
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da multiplicitet datog procesa X(t) je N = 2.

3. Pretpostavimo da je sada {hll(t), hlz(t)' hl3(tﬂ

" jedan inovacioni proces za X(t). Neka nosioci mera ispune

“‘jJednu od sledec¢ih dveju mogucnosti:

a) (Ayjy NA3,) U ( Ay N-Ay3) U (A, NAg) # ¢ 4

ili

b) Aj; N Ay, N AL # D

U sluc¢aju a) multiplicitet sludajnog procesa je
"N = 2, jer u svakoj tacki s postoje najvise dva ortogonalna

" prirastaja i u smislu diskusije tac¢ke 2., inovacioni proces

ﬂf{zl(t), Zz(t)} je onaj sa najmanjim brojem komponenata i od-

- govarajude mere d¢, (t) i dSZ (t) su u relaciji dGZ (t) >

1 2 1
> de, (t).
Z
2
o U slucaju b) multiplicitet slucajnog procesa X (t)
Je N = 3. Jer u ovom sludaju, shodno diskusiji tacke 2., dosS-

- 1i bismo do zakljudka da u sVakoj tacdki s € (=, +4+) postoje
najvife tri ortogonalna priraétaja.
Na osnovu razmatranja u tackama l;, 2. 1 3., moZemo

postaviti slededu teoremu:
T e or ema 3. 1. Ako je {hlk(t)} jedan inova
1

-

cioni proces za X(t), tada multiplicitet procesa X(t) je naj-

veci broj n za koji vazZi:

N
=
N

My,

n—-—
nNAa,. .#49, 1
j=1 |

1k .
aJ
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gde Alk

. 2
su nosioci mera dflk , 1 fﬁk (t) = E[hlk (e}l 7.
j J g j

J

D e £finliocdi ja 3. 2. Reprezentacija {dzn(t),

N
fn(t, u& datog procesa X(t) naziva se kanonicka Hide -
1

Kramera (vidi [ 18} ) ako je:

N t . . -
1. X(t) = 2 J fn(t; u) dZn(u) verzija od X(t),
N n=1 -
2. 6 > 6 » ... >» &8 spektralni tip od X(t),
VA Z Z

1 2 N

_ N‘ N
3. Ht(X) = ?“Ht(zn) = Ht(X), gde {Zn(t)}l su orto-

gonalni procesi sa ortoggnalnim prirastajima, funkcije fn(t, u)

su szn merljive i -i}fn(t, u)l 2 dg, (u) < 4.

U [5] T. 2. dokaZe se da’se_spektralni tip (prema
tome i multiplicitet) datog procesa X(t) odredjuje jednozna-
¢no njegovom funkcijom kovarijanse [N (s, t). O¢igledno ova
teorema se svodi na teoremu o postojanju izometrijskog presli-

kavanja V: X(t) <Yl (s, t) prostora H,(X) na H_(M) ( vidi

[9] T. I. 4.).

Naroditi interes za problem multipliciteta sludaj-
nog procesa probudio je primer H. Kramera u [5]: " da je mo-
gude nadi proces koji ima bilo koji dati spektralni tip",znaci

unapred dati multiplicitet.

Primeor 3. 10. Proces iz primera 3.2. je diskre-

.

tan i kao takav prema [3] ima multiplicitet N = 1.



P rimeor 3. 11. Proces X(t) sa ortogonalnim pri-
réétajima ima multiplicitet N = 1, jer svaka slulajna promen-

ljiva iz prostora Ht(X) ima pretstavljanije

L t :
h(s) = [ f(u) dX(u), s < t.

~ oo :

Primeuxr 3. 12. Neka je Y(t) stacionaran kao u

primeru 3.4, Takav proces ima reprezentaciju

Foo Ly :
v(t) = J erT ax(u),

oo

gde je X(t) proces sa ortogonalnim priraStajima. Proces Y(t)

ima spektralni multiplicitet N = 1, jeftiz gornje reprezenta-

cije sledi H_(¥) = H_(X).

B

P r imezr 3. 13. ([9]1). Neka su Wl(t) i Wz(t),

0 <t <+, dva ortogonalna Vinerova procesa. Definifimo

[ W, (t), ako je t racionalan

X(t)

{ Wz(t), ako je t iracionalan

Njegova kanonicka reprezentacija je

-

t t
X(t) = ff(t, u) dw, (u) + fI1 - £(t, u)ldw, (u)
, 0 : 1 0 2
gde je
1, ako je t racionalan
f(t, ) = ' »
0, ako je t iracionalan.

N apomena 3. 2. U poslednjem primeru inova-

cioni proces procesa X(t) je {wlﬁﬂ, ﬁb(t@ , Jer je H_(Q) =
=I%JW1)+-HtW5) . Odgovarajude funkcije distribucije su Gl(t)

ﬁ=t='dzwh umodasuSQKUahwrmﬂad%ﬁm,d%ﬁﬂ ekvivalentne, tj.,
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nosioci spektralnih mera su identi¢ni. Na osnovu teoreme 3. 1. multiplici-

tet procesa X(t) je N = 2,



MULTIPLICITET ZBIRA ORTOGONALNIH SLUCAJUNIH PROCESA

1. ZBIR DVA ORTOGONALNA SLUCAJNA PROCESA.- Neka su

Xl(t) i Xz(t) dva ortogonalna slucajna proéesa svaki sa multi-
plicitetom N = 1. Njihov ortogonalni zbir oznacimo sa Xo(t),

Xo(t) = Xl(t) + X, (t).

2

O¢igledno familija podprostora Ht(XO) moZ¥e ispuniti jednu od
sledec¢ih dveju relacija:

a) H_ (X)) ¢C Ht(Xl) + H (X,),
ili

b) Ht(XO) = Ht(xl) + %It(xz) .

Problem multipliciteta slucajnog é}ocesakxo(t), koji

ispunjava uslov a), nijé poznato da je refen u op3tem sludaju.
Multiplicitet moZe biti jedan ili dva.

U ispitivaniju slﬁéaja b) oznacimo sa hl(t) i hz(t)
inovacione procése”Za Xl(t) i Xz(t) rg&pektivno.wTada.proces
«ahl(t), hz(t)} je inovacioni za X_(t). Sa dp;(t), dp,(t) ozna-

¢imo odgovarajude spektralne-smere OvVOg inovacionog procesa, 1

sa Al, Kz nosioce ovih mera. Na osnovu teoreme 3.1. moZemo za-

kljuciti da ako je Xl N Kz = @, tj., ako su mere de, (£) i
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d?z(t) ortogonalne, tada je multiplicitet N = 1 za Xo(t);

medjutim ako je A, N Kz # @, tj., odgovarajude mere ne orto-

1

gonalne, tada multiplicitet za Xo(t) je N = 2, i jedan od ge-

e

nerirajucih elemenata je Zl = hl + h2, sa spektralnom merom
ddl(t) = dgl(t) + dez(t), a drugi generirajudi elemenat Z, Jje
maksimalnog spektralnog tipé u prostoru H(XO) <) H(Zl)’ sa spe-
ktralnom merom d62(t). O¢igledno je ddl(t) > déz(t).

Ako je linearno mnostvo H(rl) N H(rz) = 0 (nul funk-
ciia)tada je Ht(Xo) == Ht(Xl) + Ht(XZ) (vidi [17] 7. 1.). Ovom

teoremom Siraje, otkriva se slu&aj pod b).
* U [ 10] je Hitsuda ispitao multiplicitet slucdajnog pro-
cesa

Xo(t) = Wl(t) + F(t) Wz(t),
u zavisnosti od prirode funkcije F(t), kada su Wl(t) i W2(t)

ortogonalni Vinerovi procesi. Mi cemo ispitati multiplicitet
procesa

Xy (£) = Wy (8) + F(t) X,,

gde je X2 jedna slucdajna promenljiva ortogonalna sa Wl(t), i

F(t) X2 = 0 za t < 0,

T e o r e:ﬁAé'4. 1. Ako je F(t) apsolutno neprekidna
. . , 2 , L. s
funkcija ali F’(t) ne pripada L (0, m) za bilo koji interval
(0, m); ili pak ako je F(t) funkcija neogranicdene varijacdije

skoro svuda po meri dt u intervalu (0, m)}, tada je proces Xo(t)

= Wl(t) + F(t) X multipliciteta N = 2,

2
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D o k a z : Rako je
S 2

H (My) = {g9y: g;(s) = foE () du, £y (w) € L0, T, s < k<
i

H (T,) = {g,: 9,(s) = B[F(s) X, ¢ X,] = cF(s), c € R, s < t}.

dg, (s)
Ako budemo pretpostavili da Jje gl(s) = g2(s) tada bi —— =
ds
dg; (s) _
cF’ (s) bilo jednako sa — = fl(s) samo za c = 0, jer je
ds ;

fl S L2 dok F’ (s) to nije. Iz ovoga sledi‘da je za gz(s) =

0-F(s) = 0 jedino mogude da je 9, = 9,. Prema tome skup

\
S

H(Fl) N H(Fz) sadr¥i samo.nul funkciju i na osnovu [17]T. 1.

Jje H(XO) = H(Wl) QsH(FXZ). Kako je déwl =dt, £t > 0, i

d62(+0) # 0, inace déz(t) = 0, sledi da su mere neortogonalne,

tadnije, sledi da je déw (t) > dé,(t), i multiplicitet za Xo(t)
1

je N = 2.
Uzmemo li da je F{t) funkcija neogranifene varijaci-

je skoro svuda u (0, m), tada ocigledno prostori H(Fl) i H(FZ),

kao skupovi funkcija imaju kao zajednicku samo nul funkciju,

jer je H(Fl) prostor apsolutno neprekidnih funkcija, dok H(F2)=

= cF(t) je prostor funkcije sa neogréniéenom varijacijom pa

je H(Xp) = H@wl) @ H(FX,). Kako je opet ddwl(t) > ddz(t),

sledi da je N = 2,
Razmotridemo sada multiplicitet sludajnog procesa

X, (t) = Xy () + F(£) X, (£)

gde Jje
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Z ],

~ r

0 <t <+, i =1, 2,

Xi(t)={
0, -=<t <O0,

a z; i Z, su ortogonalne slufajne promenljive, i funkcija F(t)

je ne slucajnag, F(t) # 0, za t € (0, c).
T eeor ema 4. 2. Ako je F(t) # const. na (0, c)
tada proces Xo(t) ima multiplicitet N = 2.
D o k a z:
H(M)) = {g,: gy (s) = E[2Z, az;]= a’ €R, 0 < s},
H(T,) ={9,: g,(s) = E[F(s)Z, bZ,]= b’F(s), b’ € R, 0 < s}.
Kao 3to se vidi prostor H(Fl) je realna prava dok j;

H(FZ) = b’'F(t). Funkcija F(t) ne pripada prostoru ngl) obzi-

‘rom da nije konstanta na (0, c). Odavde je ofigledno da je

H(XO) = H(Xl) ® H(Xz) (vidi [17] T. 1.). Uslov F(t) # O na ne-

kom intervalu (0, c) je bitan jer spektralne mere su tada neor-

togonalne, tadnije, spektralne mere za Xl(t) i F(t) X2(t) su
ekvivalentne, - d62(+0) = m d61(+0). Otud proces Xo(t) ima mul-

tiplicitet N = 2.
2. INOVACIONI PROCESI I SPEKTRALNO.  ORTOGONALNI
PROCESI.—- D e f i n i ¢ i j a 4. 2. ([18]). Slucajni procesi

Xl(t), X2(t), ey Xn(t)' svaki sa multiplicitetom N = 1, su

spektralno ortogonalni, ako za slucdajni proces
n
Xo(t) = ? Xi(t),

za svako t wvazi
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Primetimo da za n = 2, ovoj definiciji odgovara slucaj b) u
prethodnom paragrafu.

Poznato je da za svaki proces Xi(t) sa multiplicite-

tom N = 1, postoji elemenat hi € H(Xi)’ koji ima maksimalan

A
¥

spektralni tip, tako da Pthi'57bi(t) je inovacioni proces za

X.(t).
I

Ako su Xl(t)’ X2(t), .. Xn(t) spektralno ortogonal-
ni 1 hl(t), h2(t), e, hn(t) njihovi inovacioni procesi, tada

vazi slededa teorema:

: n
T e o r e m & 4. 3. l?. Proces {hi(t)} je jedan
1

. .0 . .
inovacioni procés za X, (t); i 2 . Multiplicitet procesa Xo(t)

0

N —
je najvedéi broj N < n za koji je presek O A, # ¢, gde A,

. i i

k=1 k k
. . 2
je nosilac mere dP, (t) = dElh. | .
' 1k Tk

Dok a z: 1°. Iz X, (t) L X (t), i # 3, sledi

”
: "h, = P -
Ht(XO) i Ht(Xi)

'

P h=h(t)r
1 A

tako da je Pthiv= hi(t) jedan parcijalni inovacioni proces

za X, (t). Zatim iz

0

&5
o
5

I
hes

o

=

H, (X,) = L)

! i
n

sledi da je {hi(t)} jedan inovacioni proces za Xo(t).
1

2°. Dokaz ovog dela teoreme sledi iz teoreme 3. 1.

prethodne glave. (vidi [18]).
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Za Vinerov proces W(t) = = X gin(k + 1/2)nt, raz-

k

da njegov odsedak X(t) = X Xy sin(k + 1/2)rt ima multiplici-

_ n N
tet n. Mi ¢emo posmatrati proces X, (t) =2 X F, (t), te [0, T,
0 k=1 k "k

‘(Xk Fk(t) = 0 za t <‘O, X (t) = Xk Fk(T) za t < T,), gde

k Fx

X k=1, 2, ..., n, su ortogonalne slucajne promenljive, a

kl
Fk(t) su nesluc¢ajne funkcije. Multiplicitet slufajnog procesa

Xo(t) zavisi od prirode funkcija Fk(t).

o]

T e or e ma 4. 4. 1. Ako su funkcije Fk(t),

'k =1, 2, ..., n, linearno nezavisne na intervalu (a, b) C
(e, 1, i Fk(t) = 0 za t < a, tada: spektralne mere dék(t) su
kvi ; ] R ' -
ekvivalentne; procesi XlFl(t)' X2F2(t), XnFn(t) su spek

tralno ortogonalni i multiplicitet slucdajnog procesa Xét) je n.

2°. Medjutim,ako su funkcije F (t), k =1, 2, ..., n,

razliéite od nule na intervalu (ak, bk)' ai # aj, (ak, bk)‘C

o, T 41 Fk(t) = 0 'za t < a

X’ tada spektralne mere ddk(t) su

ortogonalne, slucajni procesi X Fl(t), X F2(t), ey XnFn(t)’

A 2

su spektralno ortogonalni 1 multiplicitet procesa XO(t) je N =1.
Dok az : 1°. Familija podprostora procesa Xka(t)
Jes

Ht(Xka)
Ha+O(Xka) = cka , £t > a, cy € R.
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a njegov spektralni tip

s 0, t < a,
k(€)= {

6k(a+0) = const. > 0, t > a.

Familije podprostora, reprodukovanih kovariansnom funkcijom

rk(u’ v) = Fk(u) Fk(v) su:

He (M) = {gk: 9y (s) = E[XFy (s) ckxk]= o Fi(s), s <Mt, c, € R};

Sada ¢emo pokazati da su dati procesi XlFl(t),_.

-

X2F2(t), ...; XnFn(t) spektralno ortégonalni.‘U tom cilju uze-

- J
c¢emo slucajnu promenljivu X = Z ciXi' =2, 3, ..., n. Ofi~-
‘ n _
gledno promenljiva X € & Ht(XiFi)’ t > a. Ako X ne bi pripada-
S i:l .

la prostoru Ht(xg' tada bi X 1 Xét),fi skalarni proizvod

M.

E[Xés) X} =0, s < t, tj., E[XiFi(s) ciXi] = 0, odavde

i=1

sledi jednakost

M.

ciFi(s) 0, koja va¥i jedino ako su koe-

ficijenti ci =0, i=1, 2, ..., j, obzirom da su funkcije F,,

F Fn linearno nezavisne. 8to znadi da je X = 0, i da su

2’ LR Y 4
dati procesi spektralno ortogonalni. Kako oni imaju i ekviva-

lentne spektralne'mere ddk(t), na osnovu teoreme 4.3. sledi

da multiplicitet procesa %ét) je N = n.

.29, Familija podprostora sludajnog procesa Xka(t)
Jes
O r t = ak’
H, +O(Xka) = Cc X ., t > ay . c, € R,
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i spektralni tip ovog procesa je

O, t < ak’
6, (t)=

5k(ak+0) = const. > 0, t > ay s
tako da odgovarajude spektralne mere d6i(t), déj(t), i # 3,
sﬁ ortogonélne, obzirom da je a; # aj, otud multiplicitet pro-

cesa Xd(t) je N = 1.

P rimezr 4. 1. [12]. Regularni neprekidni proces

n-1 .
X, (t) = 3 X, sin(k+ 1/2)nt, 0 £t <1,
0 k
k=0
(Xy(t) = 0 za t <0, X (t) =X,(1) za t >1),
gde je
1
X =1 W(t) sin{k+ 1/2)at, W(t) je Vinerov proces.
0 ,

U [12] je pokazano da proCeS'XO(t) ima multiplicitet N = n.

Isti zakljucCak o multiplicitetu ovog procesa moZe se doneti i

na osnovu teoreme 4.4.10, jer funkcije Fk(t)zsin(k+ 1/2) nt,

k=20, 1, ..., n-1 su-dinearno nezavisne u intervalu (0, 1),
o)

i time se ispunjavaju uslovi teoreme 4.4.1%.

P r imer>r 4. 2. Neka su funkcije Fk(t), k=1, 2,

..., n, definisane kao

Fk(t) = 5 2 2

0, inace,

i neka su X, ortogonalne slud¢ajne promenljive. Sludajni proces

Xo(t) = Fl(t)Xl + Fz(t)X2+ <.t Fn(t)Xn,
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ima multiplicitet N = 1 obzirom da funkcije Fi(t) ispunjavaju

uslove teoreme 4.4.20.

3. KONSTRUISANJE PROCESA SA UNAPRED DATIM MULTIPLI-

CITETOM. ~ Prvo dc¢emo definisati slucdajne procese Xi(t)' i =1,
2, ..., n, na-;ledeéi nacin:
0, _ o t <1/2,
Wi(l/2), 1/2 < t < 2/3,
Wi(2/3), 2/3 < t < 3/4,
Xi(t) = T e e e e e e e e e e e e e e e

Wi(k/k+l), k/k+1 < t < (k+1)/k+2,

Wi(l), _ 1 < t, .
i
gde su sa Wi(t) oznac¢eni ortogonalni Vinerovi procesi, i = 1,

2, ..., n., Procesi Xi(t) su ortogonalni sa ortogonalnim priras-

tajima. Njihove kovarijansne funkcije su:

0, . min/ s, t / < 1/2,
11/2, 1/2 < min/ s, t / < 2/3,
ri(s, t) = <
1, min/ s, t '/ > 1.

Odgovarajudi podprostori Ht(Xi) i Ht(ri) opisuju se kao:
0, t < 1/2,

a.(l)'w.(l/Z), 1/2 < t < 2/3,
H (X)) = < -t t

- (1) : (2)
L a., Wi(1/2) + aj

1 W, (2/3), 2/3 <t < 3/4,
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i 0, t< 1/2,

E X, (s) ai(l)Wi(l/Z) =1/2 a, M, 1/2< < 273,

Ht(ri) = ,g,(s):

1 (1)

(2)
1/2 a;

+2/3 a7, 2/3< t< 3/4,

Y
7

- . .7 ~

(k)

ade a; su proizvoljne konstante. Oc¢igledno je da za k/k+1 <

< t < (k+l)/k+2, prostor Ht(ri) pretstavlja k - dimenzionalni

Euklidski prostor. Z2a t > 1, prostor Ht(ri) pretstavlja prostor

~+co
12 svih beskonadnih nizova ako je ispunjeno Z |a
k=1

)2 < e,

2°. sada demo konstruisati proces Xo(t) kao

n-1

Xo(t) = Xl(t) + F(t) Xz(t) + ... + F (t) Xn(t),

koji u zavisnosti od prirode funkcije F(t) moZe imati unapred
dati multiplicitet. Ovu ¢injenicu izrazimo slededom teoremom:

(k) ()
14 2 r

.« o o g

T e or ema 4. 5. Tackama t = ll

lm(k) delimo vremeni interval (k/k+1, (k+1)/k+2] na m+l delova.

”

. , . v . k
Ako funkcija F(t) ima konstantne razlicdite -vrednosti |C (k)

2

(k)], .. lc (k)

ICZ . 3 I; 7 < m < n, na prvih j podintervala za

svako k = 1, 2, ..., dok na (j+1) podintervalu ne konstantnu

vrednost, tj., na (lj, ak) je F(t) # const. (i neprekidna je na

primer), gde je ak < (k+1)/k+2, tada multiplicitet procesa

Xo(t) je N = n-j. Tako da za j = n-1, multiplicitet je N = 1;

i za j = 0, lO = k/k+1, multiplicitet je N = n.

D o k a z: a) Neka je j = n-1, tada je



52

*F(tl) —1cl(k)l = Py tl € (k/k+1, 11]’
F(tz)'—[cz(k)l = Py t, € (14, 1,1,

B G
?(tn—l) e, N e e A 1,
'F(tn) = neprekidna # const., tn € (ln—l; akl.

g

Primetimo da za ovaj slucaj (j=n-1)sve jedno je dali cemo pret-
postaviti da je funkcija F(t) na n-tom podintervalu konstantna
ili nekonstantna (i neprekidna). -Glavno je uoditi da se mozZe

nadi t_ € (2 )
n

Lh-1¢ 8y) za koje je F(t ) #p,, 1 =1, 2, ..., n-1.

Odgovarajucde sludajne promenljive XO(tl), Xolt,), oeny

Xo(t 1) 1 Xy(t),

_ n-1
XO(tl) = Xl(tl) + pX, (ty) + ... + p; X (t9),
_ n-1
Ky (ty) = Xq(ty) + pyX,(ty) + oo+ p,n X (£,),
_ _ n-1 i
Koltpoy) = X6y q) + P X8y g) + - v Py "X (8 0)y
N .

- -1 '
: Xo(tn)_— Xl(tn) + F(tn)xz(tn) + ... + F (tn)Xngtn),

su linearno nezavisne. Ovo sledi iz &injenice da je gornji sis-

#em jednacina (Xi(tl) = Xi(tZ) = ,,, = Xi(tn), i=1, 2, ..., n)

nezavisan jer je determinanta sistema A # 0,

"n—-1
1 - Py » - - Py
- n—-2
.L p2 . - - p2
l. - - - » - - . = A
n-1
1 Pn—l pn—-sl
1 Fl(t) Fn"l(tn)
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Slucajne promenljive Xo(tl), Xo(tz), e ey XO(tn) nisu ortogo-

nalne, ali one se mogu ortogonalizirati, obzirom da su linear-

no nezavisne, tako da se moZe rec¢i da slucajni proces Xo(t)

prima n inovacija i to na pocCetku svakog podintervala po jednu,
ali multiplicitet ovog procesa je N = 1 u intervalu (k/k+1, Eil],
k+2

jer mere tih inovacija su ortogonalne. Ako se funkcija F(t) po-
naSa na gore pomenuti nadin za svako k =1, 2, ..., tada multi-
plicitet procesa Xo(t) je N = 1.

b) Neka je sada 0 < j < n-1, tada je

]

& (k)

ey =py, t=1t; € (k/ktl, 1]
(k), _ —
sl1Cy, 1 = py,  t=t, € (15, 1,]
" F(t) = < - . - - L} - . . - - - - - - - -
(k) _
C. = ., t = . € 1. , 1.
'Cy = Py 5 € (yopr 14l
" F(t) neprekid. i # const., t € (lj, ak].

Primetimo da na podintervalu (lj, ak]’ obzirom na

prirodu funkcije F(t), (F(t) neprekidna i # const.,), za svako

t € (lj, 0 se mogu naci brojevi t tn takvi da

X G+17 Ey40r o

jes 1j < tj+l < tj+2 < ... <t <t ida lF(tj+l)l # lF(tj+2)l#...

AI1F(E )L, i lF(tr')l:;f p;» J <r<mn, 1<ic<j.
Sludajne promenljive XO(tl)’ Xo(tz), ..oy Xo(tj),

X, (t

o Xy (t,), su isto tako linerno nezavisne, jer je

j+l)' LR 4
determinanta odgovarajucdeg sistema linernih jednadina razlidita

od nule (A # 0). OCigledno je da proces X 4(t) na pocetku svakog
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od prvih j podintervala prima po Jjednu inovaciju, dok na poletku

podintervala (lj, 0 na lj+0, prima ostalih n-3j inovacija. Me-

k]’

re prvih j inovacija su ortogonalne i zato proces Xo(t) na in-
tervalu (k/k+1, lj], ima multiplicitet N=1. Medjutim mere sle-
de¢ih n-j inovacija su heortogonalne. Treba pokazati da Xo(t)

na (lj, 9,1 ima multiplicitet N=n-j. Dokaz d¢emo izvesti za j=2

k

in> 2. U tu svrhu odredjujemo a;; 1 ayy tako da XO{t)—allXO(tl)=

Y O(t) 1 xo(tl), i Xo(tz)—azlxo(tl) =Y O-(»tz) 1 XO(tl), t €

(12, ak], i nalazimo da je: (videti primer 4.3. na strani 57),
n-1

7
Yo' (£) = py
i=0

21 n

— r 14 - 2 r .

/lp-F(B)]= Y, "+F (L)Y, +. . .+F ()Y " 1
n-1 o4

’ - . = ’ r ’

Yo' (ty) iiopl /PPyl = Y, '+ py YiT 4.t pyt TY T

2’, Y3’, ..y Yn’ sl. promenljivih, posle ortogonaliza-

cije oznacdavamo sa Y Y

Sistem Y

or Yar eees Yn' i zatim stavimo: Y2+ F(t)Y3+
S on=2 _ _ . ' n-2 _
+...+ F (£)Y_ = Yo(£) 1 Y,+ p,Yo+...+ p,0 Y = Y (t,).

Odredjujemo sada a tako da Yo(t)—aZZYO(t2)= ZO (t) 1L Yo(tz):

22
’ 2 - — ’ ’ ' n-3 ’
Zo' (E)VEIY ()1 “/lp,-F(t)]= Zy"+F(t)2, '+.. .+ F (£)z_ ",

n-3
(t) Zn.

i slic¢no kao malo pre stavimo Zo(t) = Z3+F(t)Z4+...+F
Na osnovu teoreme 4.2. i njenog uopsStavanija za n > 2, proces

Zo(t) ima multiplicitet N=n-2 na (12, 6k]. Kako se lako moZe

Ve - . 0 » - - = * — *
uociti (vidi primer 4.3.) da za A (12, ék] i HA(*) Haé ) Hlé ),
je: HA(XO) = HA(YO') = HA(YO)'= HA(ZO_) = HA(ZO)’ sledi da i

multiplicitet procesa Xo(t) na (12, ak] je N=n-2.

c) Neka je j=0. U ovom slucaju je F(t) neprekidno i

# const., na intervalu (k/k+1, 3 Prostor Ht(FO) je:

kl’

He (M) = {gg(s) = (ag, @y, -.p @) + F(s)(by, by, .euy b) +

[
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+ ... 4 Fn“l(ul, Uyp eeer w) X<k, s S t.}
Iz go(s) = 0 sledi
a; + biF(s) + ... + uiFn—l(s) =0, i=1, 2, ..., &,

medjutim za r = k, (tadaije t > k/k+1), i k/k+1 < s < t je

F(s) neprekidna i # const., tako da leva strana gornje jednakosti

. je, kao polinom po stepenima od F(s), identifki jednaka nuli
jedino za a; = bi = ... =u; = 0, t3., ako su: gl(s) = gz(s) =
= ... = gn(s) = 0. To znadi da su procesi: Xl(t), Xz(t), .oy

Xn(t) spektralno ortogonalni. Kako su i mere inovacija Xl(S)’ o

X2(s), . ey Xn(s),koje prima proces Xo(t) za s= . +0, neorto-

k+1

gonalne, sledi da multiplicitet procesa Xo(t) je N = n.

O

3°. U [10] je Hitsuda ispitao multiplicitet slucaj-

Wi(t) Fl—l(t), ade Wi(t) su ortogonalni
i _

s

nog procesa XO(t) =
i

Vinerovi procesi a F(t) je neslucdajna funkcija. Mi femo ispi-

tati sluc¢ajni proces P

-

_ ' n-1
Xo(t) = wl(_t) + F(t) Xz(t) + ... + F

(t) xn(t),

gde procesi Xi(t) su definisani u tacki lO ovog paragrafa, dok

Wl(t) je Vinerov i ortogonalan sa Xi(t), i=2,3, ..., n.
T e o r ema 4. 6. lO. Ako je funkcija F(t) apso-

, . . . 2., , .
lutno neprekidna, ali F’(t) nije L™ integrabilna na intervalu

(k/k+1, 3.1 za bar jedno k, tada je multiplicitet od X,(t) N=n;

0 . . :
2 . Ako je funkcija F(t) skoro svuda neogranidene
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varijacije na intervalu (k/k+l, 93,] za bar jedno k, tada proces

XO(t) ima isto tako multiplicitet N = n.

O

Dok acz : 17. Podprostori Ht(ro) su:

2
¥

~

S B
Ht(FO) = {go(s) = é_f(u) du + (bl' b2,'..., bj) F(s) +

2 _
+ (cl, Cor wnvey cj) Fo°(s) + ... + (ul, Usr wiey uj)-

J+1

<S<3‘;—2—,j:l,2, ...,f(u)EL}.

__l y
.Fn (S) , S S t, -3—'3_;']—_
Ako pokazemo da uslov go(s) = 0, povlacdi: gl(s) = gz(s) = L..=

= gn(s) = 0, identicdki po s, time smo dokazali da su odgovara- : ‘i

juci procesi spektralno ortogonalni. Naime:

znaci
S 2 n—-1
(1) S £f(u) du + b, F(s) + c,F ' (s) + ... + u, F (s) = 0
0 M 'k k k
i
2 n-1 .
(2) biF(s) + CiF (s) + ... + uiF (s), i=1, 2,...,k~-1,
oz
(uzeli smo j = k obzirom da na intervalu (k/k+1, ak] znamo

kakve prirode je funkcija F(s)).

Diferenciranjem Jjednakosti (1) dobijamo
f(s) + F' (s) [bk + 2 dkF(s) + ... + (n-1) uan_z(s)] =0,

obzirom da F' (s) ne pripada prostoru L2 dok f(s) pripada, gornja

jednakost je ispunjena jedino za f(s) = 0 ib, + 2 F(s) + ...
+ (n-1) uan—Z(s) = 0. Ovaj polinom po stepenima od F(s) je
nula jedino za b, = Cp = -+ = Y = 0, zatim iz f(s) = 0 sledi
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S -
sledi f f(u) du = 0 i time je ispunjena jednakost (1l). Jedna-

0
kost (2) je isto tako ispunjena jedino za bi =Cc; = ... = ui’= 0.

Odavde sledi spektralna ortogonalnost procesa: Wl(t), Xz(t), ceny

Xn(t). Kako su i odgovarajucde mere neortogonalne, moZe se zaklju-—
¢iti da multiplicitet procesa Xo(t) je N = n.
o

27. Iz jednakosti go(s) = 0, sledi:

S

(1) J £(u) du + b F(s) + csz(s) oL uan‘l(s) =0
o
. .
2 n-1 . ‘
(2) biF(s) + ciF (s) + ... + uiF (s) =0, i=1, 2, ..., k-1.
S

*Kako je funkcija F(s) neogranicene varijacije a [f(u)du ':

0

je apsolutno neprekidna funkcija, jednakost (1) je ispunjena

S . —
jedino za f f(u) du =0 i b F(s) + c F2(s) +...+ wF 1(s)= 0,
A K K K

znaci za bk =Cp = ... =u = 0. Isto tako i jednakost (2) Ije

ispunjena za bi = Cc, = ... = u, = 0. Odavde sledi gl(s) = gz(s)=
= ... = g_(s) = 0, tj., spektralna ortogonalnost procesa: Wl(t),

X2(t), ey Xn(t). Kako su spektralne mere pomenutih procesa

neortogonalne, moZe se zakljuditi da multiplicitet sludajnog

procesa Xo(t) je N = n.

P r imezr 4. 3. U teoremi 4.5., za slucaj kad je
0 <3j <n-1, uzecemo da je j =1, n = 3, tada proces
_ 2
Xg(t) = X (8) + F(t) X,(t) + F7(t) X;(t),

ima multiplicitet N = 2 na intervalu (ll’ ak]. Da bismo to po-
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kazali mi ¢emo ortogonalizirati sludajnu promenljivu (odnosno

slucajni proces) Xo(t) u odnosu na sluajnu promenlijivu Xo(tl)=
2 v .

= Xl(tl) + p Xz(tl) + p X3(tl). Slucajna promenljiva Xo(t)-—

- a XO(tl) je 1 na XO(tl) ako je E[Xo(t) - a Xo(tl)]XO(tl) = 0,

odavde nalazimo da je

ElXp(t1) X801 1 4 pe) + p2F2 (1)

a = a(t) =

E on(t) 1+ p2 + p?
Oznaéimo sa Y, (t) = X, (t) - a Xo(tl), i sa Hy (%) pod-
prostor Hb(*) © Ha(*) = HA(*), A = (a, b]. Ofigledno je
HA(YO) = HA(XO)’ A = (ll’ ak].
Dalje je -
Y (8) = (1 = a) X, (£) + [F(t) - p alX,(t) + [F°(£) - p°al X, (t) .

Oznac¢imo sa Gl(t) =1 - a; G2(t), F(t) - p a; G3(t)= Fz(t)- p2a-

G.(t) = 1 — 1l +p F(t) + DZFZ(t) _ 1+ 92 + p4 -[1 +p F(t)+p2F%tX
1
1+ p? +pt 1+ p” + ol
. L [p - F()][p + p°(p + F(£))] |
1 + p2 + p4
- 1+ p F(t) + poF2(t) _ Lp = F(t)][p°F(t) - 1]
G,(t) = F(t) - p ‘ T4 = 2, 4 ’
1 +p~ +p 1 +p° +p
22 2
Sy D piF”( ~F (t +F (£) +p“F (t
G3(t) i, Fz(t) - p2»l + o F(t; +4P4F (t): Ip ( ?][DZF( Z P ( )].
1 +p +p 1 +p'+p

Zatim iz

Yo(t) = Gl(t) Xl(t) + G2(t) X2(t) + G3(t) X3(t)

sledi dalje
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v () = BEEE pp s p? e+ F())IX () + (TF(E) - L)X, () -

I + p2+ P
~(p + F(£) + p°F(£))X, (t)]
=22 BE o+ phx (0) - X, (8) - p X (8)] +
1l +p+p

+F ()P X () + P X, () = (L + p2)X ()] .

~

Oznadéimo sa Zo(t), Zz(t), Y3(t) sledecde slulajne procese:

Zy(t) = Z,(t) + F(t) Ya(t); t € (14, ak],‘ak < (k+1) /k+2,
Z,(t) = (p + P )X, (t) - X, (£) = p Xy (t);
Y, (t) = 2x (t) + 3X (t) - (1 + 2)X (t)

3 - P& b a5t ; P /43 .

1 S i B = =
Proces Zo(t) je 1 Xo(tl), = (k/k+1, ll] i HA(XO) HA(YO)

= HA(ZO), A = (1 ] Ostaje da se oceni multiplicitet proce-

1 Ol

sa Zo(t), t € (1 0 Oc¢igledno on nije vedéi od dva, obzirom

1r 23~
da su Zz(t) i Y3(t) svaki sa multiplicitetom jedan. Sludajne
promenlijive Z,(t) i Y,(t), t € (1 kii] nisu ortogonalne ali
2 3 50 17 k+2
su linearno nezavisne. Oznac¢imo sa Z3(t) = Y3(t) - b Zz(t),
gde se b gdredjuje iz uslova da je Z3 L z,. Kako je F(t) # const.
onda je Ht(ZO) = Ht(Z2 + F(t) Z3), i na osnovu teoreme 4f2. je

»H (z, + F(t) Z3) = Ht(ZZ) ® Ht(Z3).

t 72

Kako su i spektralne mere za Zz(t) i ZB(t) neortogonalne, sle-.
di da proces Z,(t) = Z,(t) + F(£) Y (t) ima multiplicitet N=2
na intervalu (ll, ak] ; tako da proces Xo(t) na interwvalu

(k/k+1, (k+1)/k+2] ima multiplicitet N = 2.



ORTOGONALNIT RAZVOJ | MULTIPLICITET SLUCAJNOG PROCESA

1. ORTOGONALNI RAZVOJ KARHUNEN - LOJEVA.- Ako Jje slu-
¢ajni proces X(t) neprekidan u sr. k&., tada je i njegova kova-
rijansna funkcija neprekidna po argumentima s i t. Poznato je
da se neprekidan proces X(t), i njegova kovarijansna funkcija
M(s, t) mogu razviti u odgovaréjuée redove:

X(t) =E knYnfn(t), i

- X _
M(s, £)=ZIA I “£ (£)E (s)
. _ _ i, m = ﬁ - - .
gde je E Y Y =0 __ _{, , SE (8) F()at=o_-;
{0, m # n I

I?\nl2 su karakteristiéni brojevi, a neprekidne funkcije fn(t)

~

su karakteristi&ne funkcijé kovarijansne funkcije (s, t) i od-

redjuju se redenjem integralne jednaline

_ 2 -
&ﬁ(S, t) fn(s) ds = Iknl fn(t).
Iz

(£)1/£

X(t) =E[Kk Yk fk 7 n

k
integracijom dobija se

SX(t) T (t) dt = 2_ Y
T . n

Zatim iz jednakosti
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il

X (t) E[Ak Yy fk(t)]/-Yn

k

dobija se

E X(t) Yn = 7\n fn(t)

Ppr imezxr 5. 1. ([8]). Vinerov proces W(t) razviti
u red po karakteristiénim funkcijama njegove kovarijansne funk-
cije (s, ) = @ min/ s, t/ u intervalu [0, l].'
ReSava se integralna jednacina
1 2
J amin/ s, t / £_(s) ds = A £ {t), a > 0,
0 n n n
t 1 L2
/ amin/ s, t / fn(s) ds + f amin/ s, t / fq(s) ds = A f_(t)
0 t -
1

vas‘fn(s) ds + at L fn(s) ds = Kn

2
£(t),

o>t

diferenciranjem poslednje jednakosti po promenljivoj t dobija se

1 |
_ 2 ., .
« t £_(t) + ai £(s) ds —a £ £ (8) =2 % £ (6), 1
—a £ (t) = A 2 £" (t).
n n n

S

Diferencijalna jednacdina

o
2
n

£ o (8) + £ (8) =90

ima opste resSenje

fn(bJ = A COSs %é-t‘+ B sin
n

5 TR

Iz granic¢nih uslova imamo:

za t = 0, O=fn(0)=A+B-O=> A =0

i iz jednakosti
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1 2
a f fn(s) ds = kn £ n(t)
t
za t = 1 je
_ 2 ., _ 2 Ve
0 = Kn f n(l) = ln T B ccs N
n n
odakle sledi
A 2 = z 2 27 "Z'\‘Tl = \/a .
n (n + 1/2)° = (n + 1/2)«

znaci

fn(t) = B sin (n + 1/2)nt.

Konstanta B odredjuje se iz uslova

1
g fn(t) fn(t) dt = 1,

“koiji za nadjeno fn(t) ima oblik

2 1 2
B f sin“(n + 1/2)nt-.dt =1
0

B2 1/2 = 1, => B = v2, tj.,

£.(t) = V2 sin(n + 1/2)7t.
Odavde sledi ortogonalni raZvoj procesa W(t)

VA

o (84
w(t) =2 2 o + 1/2)7%

n=0

Y sin(n + 1/2)nt,

i njegove kovarijansne funkcije

[44

M(s, t) =a min/ s, t / =2 32 sin (n+ %)ﬂt sin (n+ %)ﬂs

n=0<n + 1/2)2ﬂ

2
N apomemna 5. 1. Iz ortogonalnog razvoja Vine-—
rovog procesa W(t) moZe se zakljuciti da jedna baza Hilbertovog

prostora H (W), koji se generiSe procesom W(t), je

t=1
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o0

|
R (w) ‘\Yn}o
Isto tako jedna baza Hilbertovog prostora Ht:l(r), koji se ge-

neride kovarijansnom funkcijom MN(s, t) = amin/ s, t / je

o0

RH(F) ={v2 sin(n + 1/2)ﬂt}o

2. TEOREMA O SKALARNOM PROIZVODU .U PROSTORU H([).-
Neka je X(t) proces sa ortogonalnim prirastajima, M(s, t) nje-
gova kovarijansna funkcija. U primeru 3.3. videli smo da se tacd-

ka h € H(X) i odgovarajucda tacdka g € H(IM) su

h = f(u) dxX(u) i g = f(u) d&(u).

O =n
O R ()

Ako strukturna funkcija 6(t) ima gustinu «(t) tada se elemenat

- g(s) moZe napisati u obliku
S

g(s) = f f(u)a(u) du.
a

T e o r e m a 5. 1. Ako strukturna funkcija oS(t) Jje
apsolutno neprekidna i ima gustinu @(t) tada skalarni proizvod
(gl(t), gz(t)) dvaju elemenata Hilbertovog prostora H(I") je:

t g, (u) g,” (u)

(g, (t), g2(t)> = J dc(u)
a «(u) a (u)

Dokaz je oligledan. Zaista kako je:

, _ g, (&)
97 (t) = fl(t)a(t), sledi fl(t) = = i
a ()
: g," (t)
g, (t) = £f,(t)a(t), sledi fo(t) = —~——, tada je
: 2 2 o (t)

t
(gltt), g2(t)) = E hl(t) h2(t) = ffl(u) f2(u) dé (u)
"
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14

t g, () g,’(u)
=y L 2 s (u) .
a «o{u) a (u)

N apomemna 5. 2. Ako je proces X(t) Vinerov,
tada je njegova strukturna funkcija t, tj., a(t) = 1, tako da
sﬁalarni proizvod dva elementa (dve talke odgovarajudeg pros-—

tora Ht(r) moZe se izraziti u obliku

(_t.

(gi(t), g, (t)) = g gy’ (u) g," (u) du.

Primer 5. 2. Prostoru H(W) izometri&an je pros-
tor H(7), gde je (s, t) = amin/ s, t /. U toj izometriji tacki

v € H(W), odgovara ta&ka [v2 sin(n+1/2)7s] /(n+l/2)7 €H(), t3j.,

(n+l/2)n =

vy - o Sinmtl/2)rs
n

Zaista iz gornje napomene za skalarni proizvod dve funkcije iz

H({) bice:
=3 - -~ 3 l
(v2 Binatl/2)ms = sin(ntl/2)ws y _ ¢ 5 cog? (n+l/2)ns ds = 1.
(n+1/2)nw (n+1/2)7 0
S druge strane je
V.
. 1 11 ,
E Yr1 Yn = B -7—\——-2- _g {) W(s) W(t) fn(S) fn(t) ds dt
n
1 11 ‘ .
== f f emin/ s, t / fn(s) fn(t) ds dt
AT 00
n
1 1 2A '
= —= /A T f (8) £ (¥) dt =1, £ () = V2 sin(n+l/2)nt.
A 0 ‘
n

P r imeor 5. 3. U vezi sa primerom 3.6. pokazace-
mo da: Ako je F(t) apsolutno neprekidna i F’(t)ie Lz[o, 11,

tada svaka funkcija prostora H(FFW) je element skupa funkcija

H(HW). Dokaz se izvodi na osnovu .teoreme 5.1.:
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1
{min/s, t/, F(s) g(s)) = (min/s,t/)’ (F(s) g(s))’ ds =
’ 0

.t 1
=f (s)' ' (F(s) g(s))’ ds + J (t)'(F(s) g(s))’ ds
0 _ t

t . L :
=J (F(s) gts))’ ds = F(t) g(t), (§)' =1, (t)" = 0.
0 ,
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