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р R Е D G О V о R 

Osnovni ci1j ovog rada је, kao sto i sam nas10v kaze, 

ispitivanje mu1tip1iciteta slucajnog procesa metodom Hi1berto-

vih prostora reprodukujucih jezgri. Ovaj metod formu1isan је 
, 

od ,Hide [9] i da1je razvijen radovima Siraje [17] i [18Ј i 

Hitsude [10]. 

Rad је pode1jen u pet glave. U prvoj glavi.dati su 

izvodi iz istoimene glave monografije [1]. U drugoj glavi dati 

su osnovni pojmovi slucajne mere i stohastickog integra1a kao 

izvodi iz [8]. u trecoj glavi deta1jno se opisuju prostori slu-

cajnog procesa i prostori njegove'kovarij~nsne funkcije, koji 

se i1ustruju sa dovo1jnim brojem primera. Zatim se iz1aze poz­

nata teorija mu1tip1iciteta slucajnog procesa i njegova kano-

nicka reprezentacija. Jedini тој doprinos u ovoj glavi su neko-

1iko primera i tеоrеща 3.1. U ovoj teoremi, znajuci jedan inova-

cioni proces datog slucajnog procesa, ротоси ројта nosioca spek-

tra1ne mere komponenata inovacionog procesa, odredjuje se multi-

p1icitet datbg procesa. U cetvrtoj glavi razmatra se 
ft 

tet slucajnog procesa Xo(t) = X1 (t) + F(t)X2 (t) + ... 

mu1tiplici-

+ F n - 1 (t) х (t: 
п 

gde је-п> 2 i procesi х. (t), i 
l 

1, 2, ... , п su ortogona1ni, 

sa strukturnim funkcijama koje su funkcije skoka,sa skokom u 

jednoj tacki i1i,skokom u tackama jednog konvergentnog niza, sa 

izuzetkom procesa X
1

(t) koji.se pretpostav1ja n~kad da је Vine-

rov. Formulisao sam neko1iko teorema zavisno od prirode neslu-

cajne funkcije F (t), koje sam dokazao metodom Hi1bertovih pro-

stora reprodukujucih jezgra. U petoj glavi pokusao sam da rasve~· 

t1im cinjenicu da se Vinerov proces, za koji је poznato da ima 
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spektra1ni mu1tip1icitet jedan, aproksimira ро vo1ji tacno u 

srednje kvadratnom otseccima njegovog ortogona1nog razvoja, 

koji imaju mu1tip1icitet п, п је duzina odsecka. 

Na kraju navodim da su numerisane tokom ovog rada 

samo one teoreme koje su тој d;prinos. Za pozajm1jene primere 

i definicije uvek se oznacava rad odakle su uzeti. 

Prijatna mi је duznost da ovom pri1ikom izrazim 

svoju zahva1nost Institutu za matematiku, mehaniku i astro-

nomiju Prirodno -matematickog faku1teta u Beogradu, па kome 

sam obavio specija1izaciju 1976. godine, i koji т! је odbbtto 

rad па ovoj doktorskoj disertaciji . . 
Posebnu zahva1nost dugujem profesoru dr Zoranu 

Ivkovicu, rukovodiocu u izradi ove disertacije, ko~mi је svo-

jim uputstv~a i sugestijama pruzio dragocenu ротос u toku 

njene izrade. 

Pristina 

Marta, 1982~ 
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SPEKTRALNA ANALIZA SAMOADJUNGOVANIH OPERATORA 

1. UVODNE NAPOMENE.- Neka је Н1 podprostor Hi1ber-

tovog prostora Н. Sa РН oznacimo operator projekcije pros-
1 

tora Н па njegov podprostor Н1 , tj., Рн h = h
1

, h
1 

Е н1 , h Е Н. 
1 

Neka је t jedan rea1an parametarj t Е (-~, +~). Oznacimo sa 

Ht fami1iju podprostora prostora Н, koja j~ neopadaju6a ро t, 

tj. , 

i za koju је: 

i 

н_оо = 1im Ht = о 
t+ -ОО 

н = 1im Н = н. +00 t 
t++~ 

(пи1 elmenat) 
1, 

Zatim sa P t oznacimo projekcioni operator prostora А па odgo-

varaju6i podprostor Ht . Familija projekcionih operatora P
t

, 

koja zavisi od jednog parametra t Е (_оо, +~) naziva se razla-

ganje jedinice ako ispunjava slede6e us1ove: 
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1. Р Р = Р 
u v s 

s = rnin(u, v); 

2. и smislu s~-k~ konvergencije ',::; O.:-:·~ 

О, Р+ОО = I. 

- оо <t <+ ао • , 

Funkcija б(t) = (Pth, h), h ЕН, jeste jedna funk-

cija raspodele. Роrnо6и ove funkcije rnoze se konstruisati 

тета analogna meri Lebegovoj i опа se od пје raz1ikuje tirne 

~to se kao duzina interva1a [а, ЬЈ пе uzirna broj Ь-а, nego 

broj б(Ь+О)':~ 6(а). Na taj nacin sada neke tacke rnogu irna-

ti duzinu raz1icitu od пи1е (tacke skoka funkcije б(t» i 

neki interva1i duzinu jednaku nu1i (intervali konstantnosti 

funcije б (t)). Ovako uvodjenu duzinu nazivarno б - duzinom; 

роrnо6и пје konstrui~e se б - тета, б - merljive funkcije i 

integral Lebega-Stiltjesa. Zatirn se defini~e1inearni prostor 

svih б - rner1jivih funkcija f(t), za koje postoji integra1 

Lebega-sti1tjesa 

+00 
f !f (t)l 2 d 6 (t) . 

-оо 

Uvodjenjern metrike u ovaj 1inearni prostor роmоси ska1arnog 

proizvoda 

+.00 
(f, g) = Ј f (t) g: .. ( t) d б (t) 

-оо 

pokaze se da оп postaje kornp1etan, tj. Hi1bertov prostor, i 

oznacava se sa L2б 
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2. OPERATORNI INTEGRALI LEBEGA-STILTJESA.- Uzmimo 

bi10 koje razlaganje jedinice P
t 

u konacnom i1i beskonacnom 

interva1u [а, 11]. Роmоси tog raz1aganja jedinice pridruzimo 

bi10 korn vektoru h ЕН funkciju raspodele б(t) = (Pth, h), i 

znaci i б - meru, koja omogucava da se konstruisu integra1i 

Lebega-Stiltjesa. Ako se bilo koji us10vi ispunjavaju u odno 

su па sve 6 - mere, generirane raz1icitim e1ementima h Е Н, 

tada kazemo da se oni ispunjavaju u odnosu па operatornu meru 

Pre1azecisada па funkcije ~(t) za koje mi ze1imo 

definisati operatorne integra1e, zahtevamo da su te funkcije 

definisane i konacne skoro- svuda u odnosu па operatornu meru 

P
t

, i osim toga u odnosu,na P
t 

da su merljiv~. Odavde sledi 

da funkcija ~ (t) nе moze biti beskonacna u nekoj tacki t o 

( а ~ t ~(3 ), ako u toj tacki makar za jedan e1emenat h Е Н 
О 

funkcija",(pth, h) ima skok. 

Naj jednostavniji slucaj jeste kad је ~(t) ograni­

Сеnа. U tom slucaju za bi10 koje h Е Н ima smisla integra1 

Lebega-Sti1tjesa 

zatim ist~~ako i 

+ot> 
Ј <.p(t) d(Pth,'h), 

-оо 

~ 
Ј 
а 

h, f Е Н 
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Za fiksno h ovaj integra1 pretstav1ja 1inearnu funksione1u 

od f. Ро teoremi Р. Ricca, postoji takav e1emenat Th zavisan 

od h da 

(3 

Ј t{J,(t) d(Pth,f) = (f , Th) 
а 

i1i 

(3 

Ј ч' (t) d(Pth, f) = (Th, f) (1) 
а 

Moze se dokazati da је Т 1inearan operator i pri tom i ogra-

nicen. Adjungovani operator Т* definise formu1om \ .. , 

(3 

Ј Ч'(t) d(Ptf, h) = (T*f, h). ( 2 ) 
а 

Sada mozemo definisati integra1e 

f3 
т = Ј 10 ( t ) dP t (3) i Т* ( 4 ) 

а а 

kao operatore, koji odgovaraju bi1inearnim funksione1ama (1) 

i (2) gde h, f su Ы10 koji e1ementi iz Н. 

Kada se odustaje od us10va ogranicenosti funkcije 

~(t), uz neke dodatne us1ove, rnoze se pokazati da operator-

ni integra1i (3) i (4) imaju isti oblik. 

Iz gore navedenog moze se zak1juciti dёi svakom 

razlaganju jedinice P
t 

(- оо <t <+ оо) odgovara potpuno одте-

djeni samoadjungovani operator 

+ оо 

А = Ј t dP t (5) 
_ оо 
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Oblast definisanosti ОА tog operatora је skup svih vektora h, 

za koje se ispunjava nejednakost 

< +00 , 
-оо 

i leva strana te nejednakosti је IIAfIl 2
• 

Isto tako se moze dokazati da vazi i obrnuto: 

Svakom samoadjungovanom operatoru А ртјрада једпо razlaganje 

једјпјсе. Spektralno razlaganje operatora А daje se integra-

lom (5). 

з. SPEKTAR SAMOADJUNGOVANOG OPERATORA.- Neka је P
t 

neko razlaganje jedinice па t Е(- оо, +00 ). Ako је t Е[а,РЈ 

razlicitom od cele ose tada mozemo staviti van tog interva-

la P t = I za t ~ Р i P t = О za t < а. 

Tacku t nazvacemo tackom konstantnosti razlaganja 

једјпјсе, ako postoji takav а> О, da P t +a - P t - a = О, i 

tackom rasta u protivnom slucaju. Prirodne је dalje tac~u t 

smatrati tackom sko'ka (prekida), ako је P t +
O 

- P t =1 о i 

tackom neprekidnosti ako је P t +
O 

Moze se dokazati da, ako је P t јэdпо razlaganje је-

дјпјсе. samoadjungovanog operatora А, tada: 

а) теаlап Ьтој ~ је regularna tacka operatora А 

tada i samo tada,. kada је ~ tacka konstantnosti razlaganja 

једјпјсе; 

Ь) теаlап Ьтој 1"1\ је sobstvena vrednost operatora 

А u tom i samo tom slцСајu,. kii.da је Л tacka s~lca razlaganja 
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јеајпјсе. 

4. PROSTI SPEKTAR.- U.linearnoj algebri i teoriji 

integralnih jednacina spektar operatora naziva se prostim, 

ako visestrukost svake sobstvene vrednosti tog operatora је 

jednaka jedinici. Qva se definicija пе prenosi па proizvolj-

пе operatore u prostoru Hilberta, jer u opste: govore6i, uku-

pnost sobstvenih vrednosti jednog operatora пе iscrpi njegov 

spektar. 

Spektar samoadjungovanog operatora naziva se pros-

tim ako postoji takav vektor g ЕН (generirajuci vektor), za 

\ 

'о koji envelopa skupa vektora p(6.)g је gusta u Н, gde interval 

6. prelazi skup svih intervala па brojnoj osi . 

. " Ako је А samoadjungovani operator s prostim spek-

t r о тп r g - ы 1 о k о ј i g е п е r i r а ј u с i е 1 е m е п а t i,б( t ) = ( Р t g , g) 

tada vazi formula: 

_ОО 

2 
koja svakoj funkciji f(t) Е L б (_оо, +00) pridruzuje vektor 

fEH, i ovo pridruzivanje је izometrijsko preslikavanje 

2 
L б (_оо, +(0) па Н. Тааа elementu Af odgovara funkcija t f(t}, 

tj. 

11 Afl1
2 f I t f(t)!2 d б(t). 

_ОО 

5. О SPEKTRALNIM TIPOVIMA.- Napominjemo da, funk-

cijorn raspodele nazivamo bilo koju funkciju ako је neprekid-
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па sleva, neopadajuca i ogranicene varijacije, koja је data 

па celoj brojnoj osi. Ako је 6(t) takva funkcija, tada 

б (6)= <:) (t") ~ б (t '"), (t' i t" su krajevi intervala 6) је 

aditivna funkcija intervala 6(m! se drzimo naziva funkcija 

raspodele i za funkciju б (6) ). 

Kqze $е d q је fипkсiјq rqspodele б(t) podcinjena 

fипkсiјi raspodele p(t), - б(t) ~ ?(t), ako 6(t) је apso­

lиtпо neprekidna. и оdпоsи па ~(t), tj. ako za bil0 koje 

6 С (_ОО, +00) ј е 

gde је ~(t) - ? - merljiva nenegativna fипkсiја. 

Ako је istovremeno i~ 

~ (t) ~ б(t) , 

tj. ~(t) podcinjena funkciji б(t), tada funkcije raspodele 

f(t) i 6(t) kaze se da imaju isti spektralni tip. 

Neka је А bilo koji samoadjungovani operator i P t 

njegova $pektralna fипkсiја. Funkcija (Pth, h) za svako Ь. Е Н, 

ocigledno је jedna funkcija raspodele. Spektralni tip funk-

cije (Pth, h) naziva se spektralnim tipo~ elementa h (и od­

nosu па operator А). Za spektralne tipove elemenata h Ен 

ka.ze se da рriраdаји ореrаtоrи А. Ako mеdји elementima h ЕН, 

ро:зtојi eleJI}enat ma.ksima.lnog spektra.lnog tipa. и оdпоsи па А 

svako h ЕН), tada se ovaj spektralni tip рriрisије operato-

rи А, tj., opera.tor А ima. spektralni tip (Ptg, g). 
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Ako је А samoadjungovani operator sa prostim spek-

trom, tada postoje elementi maksimalnog spektralnog tipa и 

odnosu па А. Zatim, Ako је 6(t) data funkcija raspodele sa 

tipom koji пе prelazi spektralni tip operatora А, tada pos-

, 
toji vektor h Ен, koji generise ovu funkciju raspodele tj., 

6(t) 

6. VISESTRUKI SPEKTAR.- Ako је linearna envelopa 

skupa svih sopstvenih vektora sarnoadjungovanog operatora gu-

sta u prostoru Н, tada pod ројrnоrn visestrukosti (multiplici-

teta) spektra tog operatora pri~odno је podrazurnevati rnaksi-
" \ 

rnalnu visestrukost njegovih sopstvenih vrednosti. 

Pre nego sto se definise multiplicitet (visestruk-
ft 

ost) spektra proizvoljnog sarnoadjungovanog operatora u Н, 

uvodi se ројаrn generirajuceg podprostora. 

-- Podprostor G је generiraju6i podprostor samoadjun-

govanog operatora А sa spektralnom funkcijom P
t

, ako adhere-

псјја lјпеахпе envelope skupa P(~)G, gde ~ prelazi skup svih 

interval~ realne ose, родuдаха se sa н. 

Род visestrukoscu (multiplicitetom) spektra samo-

adjungovanog operatora А naziva se minimalna dimenzija gene-" 

rirajuceg podprostora tog operatora. Ako za operator А пе 

postoji konacnodimenzioni generirajuci podprostor, tada se 

multiplicitet spektra tog operatora smatra beskonacnim. 

Kod visestrukog spektra sarnoadjungovanog operato-

ra А, rnesto generirajuceg elernenta g i spektralnog tipa 

operatora sa prosti~ spektrorn, govori se о generirajucoj 

baz~ Ql' Q2' - •• , gn, i о matricnoj funkciji raspodele 
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п 

S(t) ] 
i,k=l 

Ako је : А samo adjungovani operator sa n-tostru-

kim spektrom (sa spektrom multipliciteta п); gl' g2' ... , g 
п 

bilo koji generiraju6i bazis i S(t) = [б: k' (t)ln , tada 
Ј:; i,k=l 

postoji izometrijsko preslikavanje prostora Н па prostor 

L
2

S (t) (-ООЈ +00) vektor funkcija ~t) ={f1(t), f 2 (t), ... , fn(t)} 

pri сети oblasti definisanosti D
A 

operatora А u Н i D
Q 

оре-

2 ratora mnozenja Q u L s{-oo, +00) predju jedna u drugu i ele-

mentu Af odgovara vektor funkcija Qf (t), ako elementu f Е Н 
... 2 

odgovara vektor funkcija . f(t) EL S. Formula kojom se uspos-

tavlja ova korespondencija је 

п +00 
f = ~ Ј f, (t) dPtg l,· '1 l l= 

-оо 

Za vektor Af nadje se da је 

п +00 
r. 

Af =.); Ј t f, (t) d РtЧl, .. 
'1' l l= оо 

7. UNITARNE INVARIANTE SAMOADJUNGOVANIH OPERATORA.-

Operatori А 1 i А 2 , koji dejstvuju respektivno и Hi1-

bertovim prostorima Н1 i Н2 , nazivaju se izomorfnim (i1i uni-

tarno ekviva1entnim), ako postoji takvo izometrijsko pres1i-

kavanje V prostora Н1 па Н2 , tako аа 

(1) 

i 



gde је sa DA . 
l 
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-1 
V , 

oznacen dornen operatora А .• 
l 

(2) 

Ako је oper~~or А 1 $~mo~djungov~nir ~~д~ пјеmи izo-

morfni oper~~or А 2 ~~kodje је s~mo~djungov~ni, s~o neppsred-

по s1edi iz (1) i (2). 

$pek~ri izomorfnih $~mo~djungov~nih oper~~or~ se 

podudaraju, jer iz (1) i (2) $1едЈ da 

дА - t...I 
2 

(А 2 - лI)D 
А 2 

(V А V- 1 - лv V- 1 )D
7I 

= 
1 п 2 

= V (А 1 - лI ) D А = V D. _ лI' ( з ) 
1 А 1 

Iz ovih jednakosti sledi, пе sarno podudarnost spek-

tra u celosti, nego i svaki пј ihov deo (diskrE:tni i neprekid-

ni) је unitarno invarijantan, tj., пе rnепјаји se pri prelazu 

od operatora A1 k пјеrnи izornorfnorn operatoru А2 . 

Ogranicirno se ovde па neklrn пароrnепаrnа u odnosu па 

unitarnu ekvivalentnost sarnoadjungovanih operatora. 
" 

r. 
Neka је P1t razlaganje jedinice operatora A1.r Sta-

vimo 

(4) 

Qva forrnula definise neku farniliju ogranicenih scmoadjungova-

nih operatora u Н 2 , i lako Бе pokazuje da P 2t jeste razlaga-

пје једЈпЈсе u prostoru Н2 0 Pokazirno па prirner da 

s = rn in I u , v / ' 

Pokazimo sada да P 2t jeste raz1aganje jedinice operatora А2 . 
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u tom ci1ju uzmimo.integra1no pretstav1janje 

+00 
= Ј 

Stav1jajuci sada 

-1 
= v f 2 , 

-1 
= v g2' 

dobija se 

Ј 
- оо 

i1i 
+= 

(A2 f 2 , g2) = Ј t d(P2t f 2' g2)' 
-оо 

\ 

koji је osnovni momenat u dokazu stava. 

Iz relacije (4) sledi, аа multiplicitet spektra 

takodje је ~nitarna invarijanta samoadjungovanog operatora. 

Ako linearna envelopa niza svih sopstvenih vektora 

samoadjungovanog operatora је gusta и Н, tada spektar ореха-

tora i multiplicitet spektra и svakoj tacki pretstavljaju 

potpun sistem unitarnih invarijanata operatora, tj., svi 

t~kvj operat6ri. ва podudarnim spektrima i jednakim multipli-

citetom spektra и svakoj tacki ви izomorfni. 

u slucaju samoadjungovanih operatora sa proizvo1j­

nim prostim spektrom takodje nije tesko ukazati potpuni sis-

tem unitarnih invarijanti. 

Neka su А1 i А2 - dva unitarno ekviva1entna samo-

adjungovana operatora sa prostim spektrom, koji dejstvuju u 

prostorima Н1 i Н2 respektivno. 

Jednakosti 

= 
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pokazuju da spektra1ni tipovi e1emenata f 1 u odnosu па А1 i 

f 2 = Vf1 u odnosu па А2 jesu podudarni. Odvde sledi podudar-

nost spektralnih tipova operatora А1 i А2 • 

Iz ovoga sledi да spektar i multiplicitet spektra 

и svakoj tacki, и opstem slucaju, пе pretstavljaju potpuni 

sistem unitarnih invarijanti. 

Tako, па primer, operatori mnozenja 

2 
u L CS (0,1) 

2 
za 6 1 (t) = t, i 

(t > .о) 

(t = О) 

Q.-!, U vi 

imaju spektre mu1tip1iciteta jedan, a1i nisu izomorfni, jer 
- ,.'\!:i 

spektra1ni tipovi funkcija raspode1e б1(t) i d 2 (t) nisu 

podudarni .-"~' 

S druge strane dva operatora s prostim spektrom i 

jednakim spektralnim tipovima јеви izomorfni, јеу ви оЬа izo-

morfna једпоm te istom operatoru mnozenja. 

Pri pre1azu od slucaja prostog spektra ka opstern 

slucaju visestrukog spektra rasprav1janje о potpunom sistemu 

unitarnih invarijanti postaje komp1ikovanije. Pitanje о pot-

punom sistemu unitarnih invarijantisamoadjungovanog operato-

ra sa visestrukim spektrom ne moze biti reseno prostim raz-

1aganjem takvog operatora u ortogona1an zbir operatora sa 

prostim spektrom jer se takvo raz1aganje ne odredjuje jedno-

znaCno. *) 

*) Bi1i su to izvodi iz istoimenog pog1av1ja u [ 1] . 
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Za resenje ovog zadatka u opstem slucaju treba raz-

1agati operator А u ortogona1nu sumu operatora sa prostim 

spektrom tako da odgovarajuci spektra1ni tipovi su uredjeni 

u odnosu па re1aciju podcinjenosti. 

Na sledecem primeru се se pokazati da ako је Н se-

parabilan prostor i А samoadjungovan operator tada se prostor 

н moze pretstaviti kao ortogona1na suma podprostora koji svode 

operator А па operatore sa prostim spektrom, ciji spektra1ni 

tipovi su uredjeni u odnosu па re1aciju podcinjenosti. 

Р r i т е r 1. 1. Neka је dat samoadjungovani оре-· 

rator А sa spektr~lnom funkcijom P
t

, koji separabi1an Hi1ber-

tov prostor Н pres1ikava па samog sebe. Oznacimo sa ћ11 Ы10 

koji e1emenat iz Н, h 11 # О. Ako line~rna envelop~ skupa 

'P(~)hllr gde ~ prlazi sve interva1e уеа1пе ose (mesto P(~)ћ11' 
1 

~ ..• , moze se napisati P t h 11 , -= < t < +=), је svuda gusta u 

Н, ta.da је h1..l. e1emenat mаksiщаlпоg spektralnog tipa u odnosu 

па operator А i spekta.r oper'J;.tor~ А је prost. Hedjutim ako 

envelop~ skup~ pth
11

, t < +=, nije gusta u Н ve6 u nekom nj~-

govom podprostoru Н11 С Н, tada iz podprost0ra Н g H11 uzme-

то bi10 koji e1emenat ~2 # о. Лkо linea.rna envelopa skupa 

Pth~2r t ~. +=, nije gusta. u Н G H11 , ve6 је gusta u jednom пје-

govom podprostoru H1? с н е H11 , ta.da. produzimo da.1je sa izv1a-

сепјещ е1е;щепа.tаr i оуа.ј proces tra.ja.ce do izv1a.cenja. e1ementa 

Н1М r ka.da. се 1iлеаrпа епуе1ора. skupa. Рthш f t < +=, pretpo-
1 1 

stavimo, obzirom па sepa.ra.Oi1nost prostora. Н, biti svuda gusta 
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М1 
u podprostoru Н G [ ffi H1i]. Broj М1 rnoze biti i beskonacan. 

i=l 

Ocig1edno odgovaraju6i spektra1ni tipovi f1i = (P t h 1i , h 1i ), 

i = 1, 2, 000' М1 , u opstern s~ucaju su neuporedivi u odnosu 

па re1aciju podcinjenostio 

Oznacirno sa zl zbir 

М1 
L 0lih 1i = zl' 

i=l 
tako da 

оо 

2 2 
L а 1 i "h 1 i" < +00. 

i=l 

Ocig1edno e1ernenat Zl Е Н је maksimalnog spektralnog 

tipa u odnosu па operator Ао Ako је 1inearna enve10pa skupa 

P t z 1 , t < +00, gusta u Н, tada је spektar operatora А prost i 

e1ernenat zl је generiraju6i e1ernenat prostora Н u odnosu па А. 

u protivnorn enve10pa skupa p t z 1", t < +00, је gusta u nekorn POd~'~ 

prostoru Н 1 С Н, za koji se kaze da svodi operator А па opera-

tor sa prostirn spektrorno u ovom slucaju mu1tip1icitet spektra 

operatora А је N > 2. 

Е1ещепаt z2 Е Н е н1 , konstruise se slicno kao i zl 

роrnо6и odgovaraju6eg zbira 

E1emenat z2 је maksima1an и podprostoru Н е H
1

, njegov spek-

tra1ni tip nije veci od tipa e1emenLa zl" Ako 1inearna enve-

lopa skupa P t z 2 , t < +00, је gusta u Е е H1 , tada је spektar оре-
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ratora А multipliciteta 2 i baza generirajuceg podprostora 

G је {zl' Z2)' Inace enve10pa skupa P t z 2 је svuda gusta u 

Na slican nacin se produzuje proces konstruisanja 

e1emenata: zз' z4' ... , zN' kao maksima1ni e1ernenti odgovara-

jucih podprostora. E1emenat zN је maksimalni elemenat podpro-

N ':, 
stora HN = Н е ® Hk • Podprostor G sa bazorn zl' z2' ... , zN 

. k=l 

ima rninirna1nu dimenziju i оп је generirajuci podprostor sarno-

adjupgovanog operatora А. Zato rnoze se reci da је multip1ici':"~ 

tet spektra ovog operatora jednak N. I~ iz1ozenog Бе da1je 

rnoze ~k1juciti da se prostor Н rnoze pretstaviti u obliku 

ortogona1nog zbira: 

i da odgovarajuci spektra1ni tipovi б1(t), 6 2 (t), бз(t), 

(*) 

Izraz (*) naziva se spektra1ni tip operatora А sa visestrukirn 

spektrom. 

Pojmovi razjasnjeni ovirn prirnerorn ornogucuju da se 

formu1ise isti stav о izomorfnosti dva s{3.rnoadjungovana opera-

tora sa visestrukim spektrorn kao опај о izornorfnosti dva оре-

ratora sa prostirn spektrorn, tj.: 

Dva samoadjungovana operatora A
1 

i А 2 definisana па 

separabi1nim prostorima H
1 

i Н2 respektivno, su izomorfna akd 

1. samo ako imaju iste spektr'a1ne tipove [11] . 



II 

SТОНАSТlёКА MERA INTEGRALI 

1. UVODNE NAPOMENE.- Neka је Х slucajna promen1jiva 

definisana nadatom prostoru verovatnoca (п, Ф, p)'sa osobinom 

Е Х = О, Е I ХI 2 < +00 (1) 

Skup svih ~~ucajnih promen1jivih Х definisanih па 

istom prostoru verovatnoca (п; Ф, Р), koje zadovoljavaju (1), 

2 
сјпе Hi1bertov prosto~ Н = L (п, Ф, Р) ako su ska1arni proiz-

vod i похта definisani kao: 

(Х, У) = Е ХУ, 11 ХII 2 = ЕI ХI 2. 

Dve slucajne promen1jive Х i у kaze se da su orto-

gona1ne ako је 

(х, У) = Е ХУ о. 

Ako dve slucajne promen1jive Х t У su takve da је 

IIХ - УII 2 = ЕI х _ YI
2 = О, 

sm~tra6emo ih identicnim tj., Х = У. 

РатЈ1Јја slucajnih promen1jivih x(t), gde је t Е Т 

хеа1ап parametar, Т = (_оо, +(0), i X(t) Ен za svako t, naziva 

se jednodimenziona1ni slucajni proces sa neprekidnim parame-

trom t. 
2 

Proces X,(t) koji ispunjava uslov E[X(t)[ < +00 za sva-

ko t zove se proces sa konacnim momentima drugog reda. 

Funkcija kovarijanse slucajnog procesa X(t) је 
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Е X(t) X(s) = Г(t, s)" 

Prema svarcovoj nejednakosti је 

tГ(t, s)1
2 < EIX(t)1

2 
EIX(sI12< +00 

Svaka funkcija kovarijanse ima fundamenta1nu osobi­

nu da bude nen~gativno definitne forme u slede6em srnis1u: 

"""' t , Ы10 koji kona~ni skup vrednosti iz 
п 

т i neka su zl' z2' . . . , z , proizvo1jni komp1eksni brojevi. 
п 

Tada forma Hermita 

п 

Е[ L 
ј, k 

п 

X(t
J
.) X(t

k
) zJ,Zk]= ЕI 2:: X(t.)z.1 2>-.O 

ј, k Ј Ј 

је uvek rea1na i nenegativna. 

Proces X(t) је neprekidan u srednje kvadratnom .. 
(ч· т) u tacki t o 

ako 

X(t) q. m'''''X(t ) 
о 

2 
ЕI X(t) - x(t)1 ~(J, kad t -----..t . 

о о 

Ako је ovo ispunjeno za sve ta~ke t u nekom interva1u (а, Ь), 
о 

о' 

tada se za XCt) kaze ~a је sr. kv. neprekidan u Са, Ь) 

Proces X(t) је sa ortogonalnim prirastajima ako 

је za svako 

2. STOHASTICKE MERE I INTEGRALI.- [8] U nizu pita-

пја vaznu u10gu igraju integra1i koji se pisu u obliku 

Ь 
Ј f (t) dX С t) r 
а 

(1) 
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gde f(t) је data nes1ucajna funkcija, dok X(t) је slucajni 

proces. Rea1izacije procesa X(t), u opste receno, su funkci-

је neogranicene varijacije, i integra1 (1) ne moze se shvati-

ti ka Sti1tjesov i1i Lebeg-Sti1tjesov integra1, koji ima smi-

sla za skoro sve rea1izacije procesa x(t). Ipak integra1 (1) 

moguce је definisati па taj nacin da оп poseduje svojstva 

obicnog integra1a. 

Ovde се se dati definicija i razmatrati svojstva 

integra1a koja odgovaraju integraciji ро slucajnoj meri. Tak-

y~ integrali nazivaju se stohasticki. 

Neka је (п,. Ф, Р), prostor verovatnoca, neka 

2 
Н = L (п, Ф, Р) oznacava Hi1bertov prostor slucajnih promen-

1jivih sa konacnim momentima drugog reda, R је neki skup, i 

~ је б- a1gebra podskupova od R. Pretpostavimo da svakom ро-
<~.::. 

dskupu ~ 6 ~ pridruzena је slucajna ve1icina X(~), koja zado-

vo1java sledece us1ove: 

1. X(~} 
2 

х(ф} eL , = О; 

2. X(~1 и ~2} X(~l} + X(~2} (mod Р) 

ako је ~1 n~ = ф; 
2 r 

З. Е X(~l} X(~2} б (b. 1 f1 ~2)' 

gde је б(~} neka funkcija skupa definisa-

па па tR. 

Fami1ija s1ucajnih velicina x(~), ~ е ~ , koje za-

dovoljavaju uslove 1. ~ З., naziva se ortogona1na stohastic-

ka mera, а б(ь.) njegova strukturna funkcija. 

Svojstvo ortogona1nosti stohasticke mere izrazava 

se us1ovom 3.: ako је ~l п ~2 = ср , tada ve1icine X(~l) i 
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'~~(Д2) su ortogona1ne. 
~~:~~ ; 

Iz definicije funkcije 6(д) sledi da је опа пепе-

'%ativna : 

бед) = Е IХ(Д)1 2 ~ О, б(ф), = О,' 

~. aditivna: ako д 1 П д 2 = ф, tada 

б (д 1 U д 2) = Е' Х (д 1) + Х (д 2) I 2 

= б(Д1) + 0(д2) + 2 6(д 1 О б;) 

= б(l-.l) + б(Д2)· 

.Na taj na6in бед) pretstav1ja jednu mехи па В. 

Oznacimo sa L(R) k1asu svih prostih funkcija f(x): 

п 

f(x) = L c
k 

~д (х), дk € В, k = 1,2, ... , п (2) 
k=l k 

gde је п proizvo1jan broj i ~A(X) - indikator skupa А. 

Stohasticki integral funkcije f(x) € L(R) ро orto-

gona1noj stohastickoj meri Х(Д} definise se formulom 

п 

у = jf(x) X(dx) = L СkХ(Дk). 
k=l 

(3) 

Kako је R б - a1gebra skupova, svaki par funkcija 

u L(R) moze se pretstaviti kao 1inearna kombinacija indika-

tora jednih te istih skupova iz В. Prema tome, ako эи f, g 

6 L(~)r mi pretpostavimo da је f(x) data formu1Qm (2) i 

п 

g(x) = k~l d k ~Дk (х), gde је дk О дr = ф~а k t r. 

Iz ortogona1nosti mere Х sledi, da 
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п 

Е [Ј f (х) Х (dx) . Ј 9 (х) Х (dx) ] = L с k d k 6 (t, k) . r 2l ) 
k=l 

Ј?r,i;щеt,irnо da L{IR) jeste linearni podskup Hilberto-

2 б 2· 2 r.1 • 
уос; prostora L ( ) = L (R, IR, б ), dok L (u) - adherencija od 

L(IR) u topologiji generiranoj skalarnirn proizvodom 

(f, g) =Jf(x) g{x) б(dХ). (5) 

Sada relacija (4) rnoze biti napisanau sledecem 

obliku; 
.. 

Е[Ј ;f;(x) X(dx) Ј g(x) X(dx)]= Ј f(x) g(x) 6(dx) (6) 
! 

z~ ~vaki par funkcija f(x), g(x) iz L 2
(6). 

\ >, 
Qznacirno sa L(X) linearnu envelopu familije slucaj­

n~h velicina {X(t,), t, 6 IR} tj., skup slucajnih velicina, koje 

se rnogu~pretstavljati u obliku (3), i sa L 2 (X) prostor koji 

је adherencija od L(X) u Hilbertovom prostoru slucajnih veli­

cina L
2

(n, Ф, Р). Prirnetimo da relacija (3) pretstavlja izo-

rnetrijsko preslikavanje У = V(f) medju L(~) i L(X). Ovo pre-

slikavanje rnoze biti produzeno do izometrijskog preslikava­

пја V izщеdјu L 2 (1R) i L
2

(x). Ako је У = V(f), f Е L 2 (1R), tada 

ро defin,iciji stavirno 

у = V(f) = Jf(x) X(dx) (7) 

i nazivarno slucajnu velicinu У stohastickim integralom funk-

c,ije ;f;(x) ро rneri Х. Otud slede ove osobine: 

а) Za prostu funkciju (2) stohasticki iritegral se 

daje ;f;orrnulorn (3); 

Ь) Za bilo koje funkcije f(x) i g(x) iz L 2
(6) vazi 

jednakost (6); 

с) Ј [а f (х) + {3 9 (х)] Х (dx) = а Jf (х) Х (dx) + f3 Jg (х) Х (dx) ; 
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d) Za proizvo1jni niz funkcija f (х) € L 2
(6) 

,п 

tako da 

Ј I f (х) - f (х) I 2 б (dx) ___ О, п- +00 , 
п 

vazi re1acija , -

ff(x) X(dx) = lim. sr. kv.ff (х) X(dx). 
п 

(8) 

Ravodimo sada neke пароmепе u vezi sa definicijom 

stohasti~kog integra1a па intervalu prave. 

Neka је X(t) (а < t < Ь) - pro~es ва ortogonalnim 

prirastajima, nep1:'ekidan u sr. kv. s le'iТa: 

ЕI Х (t) - Х (s) I 2 -+ О kad s 1 t . 
• ·'1 

Stavimo 

б (t) = Е' X(t) - Х.(а)1 2",. 

Iz ortogona1nosti prirastaja procesa X(t) sledi za t
2 

> t
1 

da је 

6(t
2

) = EIX(t
2

) - X(t
1

) + X(t
1

) - X(a)1 2 

= 6 (t
1

) + ЕI X(t
2

) - X(t
1

) 12, 

б(t) = lim 6(s). Tako, moze se 
sl t 

reci da је funkcija 6(t) - monotono neopadajuca i neprekid-

па s leva. Neka је ~ k1asa svih poluintervala Ь =[t
1

, t
2
); 

а < t
1 

< t 2 < Ь; X([t1 , t 2 » = X(t 2 ) - X(t
1
); 6([t

1
, t

2
» = 

= 6{t
2

) - б(t1 ). Tada је 

Е X(lll) Х(Ь2 ) = 6(Ь1 п Ь2 ), 

Х(д) је ortogonalna stohasti~ka mera, dok је О(Ь) strukturna 

funkcija. Na taj na~in moguce је definisati stohasti~ki integral 
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stiltjesa роrnоси jednakosti 

ь Ь 

f f (t) dX (t) = f f (t) Х ( d t) , 
а а 

u korne је X(t) proces sa ortogonalnirn prirastajirna. Ovaj in­

tegral postoji za'proizvoljnu Borelovsku funkciju f(t), 

t е [а, Ь) za koju је 

Ь 

f I f (t) I 26 ( d t ) < +00, 
а 

gde б(dt) је rnera, koja odgovara rnonotonoj funkciji б(t). 

Analogno se definise stohasticki integral па celoj realnoj 
.\ 

osi. 



III 

SPEKTRAl~1 MULTIPLICITET SLUCAJNOG PROCESA 

1. PROSTORI SLU~AJNOG PROCESA I NJEGOVE KOVARIJANSNE 

FUNKCIJE.- Neka је Н Hilbertov prostor svih slu­

cajnih promenljivih Х sa Е Х = О i EIXI 2 < +=. 

Dati slucajni proces X(t), sa Е X(t) = О i ЕI x(t)1 2 

< +=, neprekidnim vremenom t Е Т = (-=, +=), za svako fiksno 

t ЕТ pretstavlja јед.nu slucajnu promenljivu - jednu tacku u 

Hilbertovom prostoru Н. Kada t prelazi vrednostima nekog inter-

vala iz Т, proces X(t) opisuje jednu krivu u Hilbertovom pros-

toru Н. 

Definisacemo odredjene podprostore od Н koje pridru-

zujemo krivoj lLi procesu X(t}: 

Н(Х) = SiX(t), -= < t < +=} 

Ht(X) = S{x(s), -= < t < +=} 

Н_=(Х) = п Ht(X). 
t 

Ovde smo sa S{· . ~ oznacili podprostor od Н repro-

dukovan slucajnim promen~jivima oznacenih unutar zagrada. 

u ovom radu Ысе razmatrani jedino slucajni procesi 

X(t), koji ispunjavaju sledeca dva uslova: 

(А) Proces X(t) је regularan, tj., podprostor Н_=(Х) 

sadrzi samo nul elemenat od Н; 

(В) Za svako t postoje limesi X(t ±О) i X(t О) = 
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= x(t). 1z uslova (В) sledi аа Би prostori Ht(X) separabilni, 

jer linearna envelopa skupa X(tk ) , gde t k Би racionalni bro-

jevi, t
k 

< t, је svuda gusta и Ht(X). 

Poznato је da funkcija kovarijanse Г(s, t) svakog 

slu~ajnog procesa X(t}, kao nenegativno definitna funkcija, 

reprodukuje jedan Hilbertov prostor, koji сето oznaciti sa 

н(Г). Prostor н(г) ima sledece osobine: 

1. r(s, t) в Н(Г) kao funkcija оа s, za svako t В Т; 

2. Skalarni proizvod <g(s), r(s, t»= g(t) za sva-

ko g в Н(Г). 

runkcija kovark4anse r(s, t), s, t е Т, naziva se 

reprodukujuce jezgro prostora Н(Г). 

Podprostori Ht(r) ~ Н(Г) reprodukujuceg jezgra 

r(s, t) defini~u se ana1ogno prostorima Ht(X) procesa X(t): 

н (Г) = S<rCs t') -= < t' ~ t} t . \' , 

н_=(г) = п Ht(r) • 
t 

х Za podprostore HtCr) reprodukujuceg jezgra r(s, t') pretpo-

stavicemo da ispunjavaju оЬа uslova: (А) i (В). 

postoji izometrijsko preslikavanje POdpTostora 

Ht(X) Па podprostor Ht(rJ. Qvo pres1ikavanje defini~e se ko-

Ј _1..,' .'_ , 

r е s р о П d е п с i ј о т х ( t') ~ г ($, . t' Ј ,. t ' ~ t' (v id i [ 9] 'Г ~ 1. 4 . ) . 

Ovde сето navesti nekolikoprimera и kojima se ро-

kazuje kako se iz datog slu~ajnog procesa X(t) i njgove kova-

rijansne funkcije r(s, t), konstruise familija podprostora 
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? ~ ј т е ~ З. 1. Neka је dat slucajni proces x(t): 

О, t е (-оо , О] 

Х (t) =<-Ј: (t) У, t е (О, 1) 

tF(l)Y r t е [ 1, +00) 

gde је F (t) nes1ucajna funkcija, dok У је slucajna promen1ji-

уа sa. Е' yl2 - 1. Podprostori Ht(X) su: 

H
t 
(Х) h: 

h = О, -оо < t
kn 

~ О. 

- \ 

Odgovaraju6i podprostor±: Ht(~) bi6e: 

I 
9 (s) = <g (и) ,.~ (и , s» = Е Х (s) h(u) = Е F(s)Y сУ = 

H
t 
(Г) F (s) , О < и, < t < +00, =,g: = С S 

О, -оо < min / и, s / ~ О. 

р r i т е r З. 2. (vidi [14] str. 512). Neka је X(t) 

slucajni proces, definisan za svako t е т = t
1

, t
2

, ... sa 

funkcijom kovarijanse (kovarijansnom matricom) r(t., t.): 
1 Ј 

1 za ј = i, 
г(t., t.) = 

1 Ј 
i, ј = 1, 2, '" 

О za ј =1- i 

Oznacimo sa Н(Х) prostor slucajnog procesa x(t): 

( 

н (Х) =. L h: h = ~ 9 (t .) Х (t . ),. ~., 9 (t . ) I 2 < +oo.~ 
i 1 1 i 1 ) 

Ska1arni proizvod dva e1ementa h
1 

i h 2 prostora н(х) је: 
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= ~ ~ gl(ti ) g2(t j ) I(ti , t j ) = f gl(ti ) g2(t i )· 
l Ј 

Prostor svih nizova g(t) = (g(t
1
), g(t

2
), ... ) i 

njihovih granicnih vrednosti и БТ. kv. sa ska1arnim proizvo-

dom <gl(t), g2(t»= ~ gl(ti ) g2(t i ) је izometrican prostoru 
, l 

Н(Х). Moze Бе lako pokazati da је: funkcija kovarijanse 

r(t., t) jedna tacka pomenutog prostora nizova za svako od­
l 

redjeno t., i da је r(t., t) reprodukujuce jezgro ovog pros-
l. l 

tora, koji сето zbog toga oznaciti sa Н(Г). Zaista, kako је 

I(t1 , t) = (1, О, О, ... ); tada је ska1qrni proizvod 

<g (t), г' ( t , t.) > = Е h Х (t .) = Е [k g (t .) Х ( t .) Х (t . ) ] 
Ј Ј i l l Ј 

." 
.= k g(t.) г(t., t.) = g(t.). *) 

i l l Ј Ј 

р r i т е r з. з. Neka је X(t) proces sa ortogonal-

nim prirastajima definisan па skupu Т = R. Hi1bertov prostor 

Н(Х) је prostor tacaka h pretstav1jenih и obliku stohastickog 

integra1a: 

'" 
t 2- t 2 

h ( t ) = Ј f ( s ) dX ( s), t < +00, f е L 6 (_оо, t), t ј. f I f (s) I d 6 ( s ) < +00 • 
-~ -~ 

S druge strane kovarijansna funkcija r(s, t) slucajnog proce-

sa X(t) reprodukuje prostor Н(П koji је izometrican prostoru 

Н(Х). Familiji podprostora: 

s 
H

t 
(х) = {h: h(s) = Ј f (и) dX(u), f (и) е L26 (-оо, s), s ~t,} 

-оо 

*) B~o је to рriщеr iz [14] str. 512 и izmenjenorn i 

dopunjenorn obl~kи~ 
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odgovara и ovoj izornetriji farni1ija podprostora: 

s s s 
= Е h X(s) = E~!a f(u) dX(u) _~ dX(V)t:~ f(U)d6(u)}. 

р r i т е r з. 4. (Vidi [14] str. 512 i [17Jstr. 158.) 

Neka је Т = R (rea1na prava), i neka је y(t) stacionaran pro-

ces definisan па Т, drugog reda i neprekidan и sr. kv .. Као 

sto је poznato ovaj proces se rnoze pretstaviti stohastickirn 

integra10rn 

y(t) = 
+00 . t 

f e l х dX (х) , 

gde X(t) је proces sa or~ogonalnim priras~ajima sa kovarijan-

snorn funkcijorn rx(S, t) i funkcijorn raspodele (s~ruk~urnom 

funkcijom) E[X(t)]2 = б(t) rnonotono neopadajucorn.Kovarijansna 

funkcija procesa Y(t) је 

ry(s, t) = Е Y(s) y(t) 
-оо 

Farni1ija podprostora Ht(Y) је: 

s 
Н t (У) = { h: h ( s ) = f f (и) dX (и), s "'~ t < + оо, f (и) е L 2 (- оо, t )}. 

-оо 

Odgovarajuca familija podprostora Нt(Гу ) је: 

= {g: g(s) = Е h Y(s) 
+00' +00 . 

= Е[! f(u) dX(u) f e-lSХ dX(x)] 
_ОО 

+00 
-isu = Ј. е 

оо 

f (и) d6 (и), s ~ t <+оо.} 

р r i т е r з. 5. Neka је W(t) jedan Vinerov proces 

definisan za t € О, ~ . Zna se da је to proces sa or~ogonal-

nim priras~ajima i da је njegova kovarijansna funkcija г(s, t) 
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= minj s, t /. Ovaj proces definise jednu ortogonalnu stohas-

ticku mети W(dt), i njegova strukturna funkcija '(funcija ras­

podele) б(t) = ELW(t)L
2 = t definise Lebegovu mети dt. 

Podprostori Ht(W) slicno kao u primeru 3. 3. su: 

H
t 

(W) = {h : 
s 

h(s) =ff(u) dW(u), f(u) Е L 2[0, t]', s<tt. 
О Ј 

Odgovarajuca familija podprostora Ht(r) izometricnih sa Ht(W) 

је: 

т s s 
H

t 
(Г) = { g: g (s) = Е h W (s) = Е[ f f (и) dW(u) f dv-l(v)] = Ј f (u)du, 

О а о 

Р .~ i т е r 3. 6. 

s ~ t ~ т, dEl w (t) [ 2 = d t} . 

(Prostori H(W), н(Г ), H(FW) i 
W 

H(r
FW

).) Neka је W(t) jedan Vinerov proces, F(t) jedna neslu-

сајпа funkcija, definisana u intervalu [O~ T]gde zadovoljava 

uslov О < m < LF(t)t <·М. Slucajni proces F(t) W(t) generira 

familiju podprostora Ht(FW), koja је identicna sa Ht(W), jer је: 

н t (FW) = ~ h: h ( s ) 
s 
Ј f(u) dW(u), f(u) EL

2
[ О, t], s < t}, 

о 

~ 

gradjena isto kao i familija Ht(W) (vidi primer 3.5). Medjutim 

familije podprostora Н(Г W) i Н(Г ри ) ni kao skupovi funkcija 

пе moraju biti identicni jer је: 

i 

s 
Е W (s) h = Ј f (и) дл, f (и) Е L 2[ О, t] , s < t} 

О 

Н t (Г FW) = { g F: g F (s ) = Е F (s) W ( s ) h 
s 

F(s) Ј f(u)du, s < t}, 
о 

cak, sta vise, pod nekim uslovima za F(t) r oni mogu imati је-

dino nul funkciju kao zajednicki еlещеnаt. 
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2. PROCESI SA SPEKTRALNIM MULTIPLICITETOM JEDAN.-

Familija podprostora Ht(X) slucajnog procesa X(t) је neopada-

јиса ро t, tj., H
t 

(Х) 

1 
с H

t 
(Х) ako је t

1 
< 

2 

Pretpostavimo da је odredjena tacka s takva da za 

svako а > О imamo Н (Х) ~ Н + (Х). Tada svaki vremenski in~ s- а S а 

terval s-a < u < s+a sadrzi пајтапје jedan Х(и) koji пе pri~ 

pada prostoru Н (Х), i kaze se da u intervalu (s-a, S+a) s- а 

proces dobija jedan nov impuls, ili inovaciju. Skup svih ovak-

vih tacaka nazvat се se spektar inovacije slucajnog procesa 
\ 

Х (t). (Vidi [5] ) . 

Pretpostavimo da dati slucajni proces X(t) ispunja-
... 

va uslove СА) i (В). Sa P t oznacimo familiju projekcionih оре-

ratora definisanih па Н(Х) sa rangom Ht(X). Iz osobina famili-

ја podprostora Ht(X) sledi da projektori P t definisu jedno 

razlaganje jedinice. Ocigledno је da se familija Pt jednoznac-

по definise datim procesom X(t). (Vidi [5]). 

Р r ~ т е r 3. 7. Neka је X(t) = у sin ~t, О <t< Т, 
2 

gde је У jedna slucajna promenljiva. Za ovaj proces је НО(Х)= 

= о, za t = +0 proces dobija jednu inovaciju, tako da је 

Н+о(Х) = НТ(Х) = Н(Х). Ako sa P t oznacimo projektore od Н(Х) 

па podprostore Ht(X), tada је za dati proces X(t): Pt=o о, 

РТ = Р = I. +00 

Neka је Z Е Н(Х). Familija slucajnih promenljivih 

kbja se dobija projekcijama elementa Z па Ht(X), tj., PtZ = 
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= Z(t) је јеаап proces sa ortogona1nim prirastajima, ciji spe-

ktar inovacije је parcija1ni spektar inovacije procesa X(t). 

Proces Z(t) је parcija1ni inovacioni proces procesa X(t). Оа-

govarajuca funkcija raspodele (strukturna funkcija) 6 z (t), 

Elz(t)1
2

, (vidi [5]), defi-

2 2 
hise meru d6z Ct). Prostor L sa tom merom oznacicem sa L б. . 

z 

Ako proces sa ortogona1nim prirastajima Z(t), ispunjava us1ov: 

н (Z) 
t 

za svako t Е (_оо, +00), 

tada је оп inovacioni proces za X(t). Za proces X(t) kaze se 

аа ima spektra1ni mU1tiR1icitet N = 1. Funkcija 6 Z (t) naziva 

se spektra1ni tip procesa X(t). 

Stohasticki integral 

s 
h (s) f f (и) dZ (и) , 

-ео 

definise za svako s ~ t, јеапи slucajnu promenljivu h(s) Е 

Ht(Z). Prostor H*t(Z) svih slucajnih promenljivih h(s), zado-

voljava uvek relaciju 

ali obzirom аа proces X(t) zadovoljava us10v (В), tada prosto-

ri H*t(Z) i Ht(Z) su identicni, jer i proces Z(t) zadavo1java 

uslov СВ) (Vidi Н. Cramer r 4] ) . 

U svom poznatom radu Т. Hida [91 dvojku (dZ(~), 

f(t, и» i1i trojku (dZ(t), f(t, и), Ht(X» naziva reprezenta-

сiјощ procesa x(t) ako је; 

1. Z(t) proces sa ortogona1nim prirastajima (Z(t) 

је $lиcajn~ ortogon~lna mera); 
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2. f(t, и) је 6z mer1jiva funkcija оа и, koja se 

anu1ira za и > t i 

t 

2 
pripada prostoru L 6 ; 

Z 

3. Xft) = ff(t, и) dZ(u) је јеапа verzija оа X(t); 
о 

4. Ht(X) је zatvorena enve10pa generirana sa 

S{;(S), s < q. Funkcija f(t, и) naziva se јеа-

по jezgro reprezentacije. 

Т. Hida u [9] daje sledeci prirner Р. Levia: 

р r i т е r 3. 8. Neka је w(t), о < t < += jedan 
\ 

Vinerov proces, tada za svako pozitivno п, rnogu se 6'drediti 

" . . , 

w(t) 

с tako da 
п 

+ ... + с 
п 

је opet Winerov proces. То pokazuje da W(t) irna beskonacno 

mnogo reprezentacija. 

u [9] dalje Т. Hida definise jednu uzu klasu repre-

zentacij а: Ј!' 

D е f i п i с i ј а 3. 1. Reprezentacija (dZ(t), 

f(t, и)) naziva se: 

Х. kanonickom, ako је 

s 
р X(t) = f 

s -= 
f (t~" и') d Z (иЈ , 

-чае f(t, и) је kanonicko jezgro; i 

s < t, 

ХХ. cisto kanonickom ako pored (1) vazi i 

н (Х) = н (Z) 
t t 

f(t~ и) sada ве zove cisto kanonicko jezgro. 

( 1 ) 

(2Ј 
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Zatim se doka~e ([ 9] Т. 1. 7.) da је reprezentacija (dZ(t), 

f(t, и» cisto kanonicka ako i samo ako, za svako fiksno t o Е 

( -оо , +00), 

t 
Ј f(t, и) ~(и) d~(u) = о, za svako t < t o' 
-оо 

implicira 

~(и) = О skoro svuda ро meri 6 z па (-оо, t o). 

р r i т е r 3. 9. (Т. Hida [9] Ј. Neka su X1(t) i 

X
2

(t) dati sa 
t 

= Ј (2t - и) dW
1 
(и) , 

о 

t 
Х2 (t) = f (-3t + 4и) dV'J2 (и), 

О 

gde W1(t) i W2 (t) su Vinerovi procesi. Koriste6i teore~ti [9] 

Т. 1. 7. moze se dokazati da је (dW1.(t), 2t - и) jedna cista 

kanonicka reprezentacija od X1(t). Medjutim slucajna prornen-

ljiva 

t o 
h = Ј 

о 

2 r 

~ dW2 (и) 

је ortogonalna sa svakom slucajnom promenljivorn X2 (t) (t ~ t ), 
о 

sto dokazuje da reprezentacija (dW2 (t), -3t + 4и) nije cisto 

kanonicka. 

N а р о т е п а 3. 1. Ovde 6ето pokazati па osnovu 

teoreme [ 9] т. 1. 7. da postoji familija funkcija f_P(t) = зсt 2 , 

gde је С >0 proizvoljna konstanta za koju slucajne prornenlji-

уе 
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t
O 

h = f зсu2 
dW2 {и) 7 

О 

su ortogona1ne sa svakom X2 (t), (t ~ t o). 

imamo 

Zaista prema pomenutoj teoremi, resavanjem jednacine , 

t 
f (-3t + 4и) f(u) du = О 
О 

t t 
. - 3t f Lp(u) du + 4 f u tp (и) du = О 

О О 

t t 
- 3t(g(t) - g(O» + 4и g(u) l' - 4 f g(u) du = О, 

О О 

gde sa g(t) oznaci1i smo jednu primitivnu funk~iju od ~(t), 

da1je imamo 
t 

tg(t) + 3t ст(о) - 4 f g(u) du = О, 
{) 

diferenciranjem ро t dobija se 

t g' (t) + g(t) + 3giD) - 4g(t) = О 

g'(t) 3=0 

g(t) - g(O) t 

1п g(t) - СТ(О) = 
t 3 1пС, 

odavde dobijamo 

\.fJ(t) = g' (t) = ЗСt 2 • 
",-

Као posebno resenje lp(t) dobija se funkcija iz datog primera 

2, 
~(t) = t . 

3. PROCESX SPEKTRALNOG MULTIPLICXTETA N.- Neka su 

slucajne promen1jive h 1k , k = 1, 2, .•. , И1 ' izvucene iz pro-

stora н(х) па isti nacin kao u primeru 1. 1. Proces P
t

h
1k 
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с, 

za s > O.Dva ovakva procesa h 1k (t) i h
1j

(t), k ~ ј su ortogo-

na1na obzirorn da podprostori H(h1k ) i H(h
1j

) su invarijantni 

u odnosu па farni1iju projekcionih operatora P
t

. Ako је (vidi 

prirner 1.1.) 

М1 
Ф H(h

1k
) = Б(Х) 

1 

tada. је [ 16] str. 9) i 

\ 

М1 , о, 
Ф H

t
(h

1k
) H

t 
(х) (1) = 

1 

, И1 
Vis:dimenzioni slucajni proces (h

1k
(t)j 1 sa ortogona1nim 

i s, t < +~) gde svaka komponenta pretstav1ja jedan proces sa 

ortogona1nim prirastajima, ako ispunjava us10v (1), naziva se 

inovacioni proces za slucajni proces X(t) ([ 16] str. 8)" Zavis-

по od medjusobnog odnosa funkcijaraspode1e 

и ' 

{~lk(t)J 1 inovacionog procesa 
1 

moguce је pokazati da postoji inovacioni proces {Zk(t)}: sa 

пајmапјјm Ьтојеm dimenzija N koji ispunjava us10v 1 < N < И1 " 

Tacke rasta funkcije ~lk(S) su tacke rasta podpro-

stora Ht (h
1k

) r s ~ t. Sa A1k oznacimo skup tacaka rasta funk-: 

cije P1k(t). Skup Aik zove se nosi1ac mете d?lk(t)" Dve mете 
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mogu biti ortogonalne df>li (t) 1 df>lj (t) (kada su nosioci dis-

junktni, tj., А1! П А1ј = ф), i1i пе ortogonalne (kada је А1! 

п А1ј f ~). Pod6injenost тете d~lj(t) od dp1i(t) kao i njihova 

'"ekvivalentnost su posebni slu~ajevi пе ortogonalnosti. Multi-

plicitet N procesa X(t) zavisi od pomenutih medjusobnih оапо-

И1 
sa тета {dflk (t)} 1 . Razmotricemo sledeca tri slu~aja: 

1. Ako su тете d~li(t), dPlj(t) ortogonalne za i f ј, 

i, ј = 1, 2, ... , М1 , tada nijedno s < t nije istovrerneno tac-
\ 

ka rasta za оЬа podprostora H
t

{h
1i

) ј: H
t

(h
1j

). Multiplicitet 

и ovom slu~aju је N = 1, jer postoji e1emenat Z Е Н{Х), koji 
." 

. generise prostor H{Z) i za koji vazi Ht(Z) = Ht(X), tj., Z(t) = 

Pt{Z) је inovacioni proces. Elemenat Z mogao Ы па primer ы-

М1 
ti Z = ~ a

1k
h

1k
, gde a

1k 
su takvi rea1ni brojevi da red (za 

1 

~1 = +(0), Е' ZI 2 
r. 

procesa Z(t) је 

М1 
је u A

1k
. 

1 

оо 

2 2 
= 2:1 a

1k
l Е' h 1k, < +00. Strukturna funkcija 

1 

М1 2 
= 2: ,a1k, ~lk (t), nosilac тете d-:5z (t) 1 

2. U razmatranju opsteg slucaja пе ortogona1nosti 

mera, pretpostavimo prvo da је 1h11(t), h 12 (t)} jedan inova-

takav da su теуе dPll (t) 1 dr:;12(t) пе ortogonalne, znaci 

-А]l П A12 i ф, i пе potcinjene, tj., А11 ~. А12 f Ф i 
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А12 \ А11 f~. Pokazacerno da пе postoji proces Zl(t) = P
t

Z
1

, 

Zl Е Н(Х), koji bi bio ~novacioni za proces X(t). Drugirn re-

cirna, multiplicitet procesa X(t) пе rnoze biti jedan, оп је 

N = 2. 

Postoji e1ernenat Zl Е Н(Х) koji је rnaksirna1nog 

spektra1nog tipa u Н(Х). E1ernenat Zl rnoze biti па prirner 

H(Zl) је pr~v podprostor od Н(Х), H(Zl) с Н(Х) = H(h
1
!) m 

". -'1 

H(h12 ). Ako је s Е A
11 

\ A12 , s је tacka ras~a podp~ostora 

Isto tako ako j~s Е А12 \ А11 , s је tacka rasta za Ht (h12 ) 

i tacka konstantnosti za Ht(h11 ). Zato postoji Э 2 > О, tako 

Relacije (1) i (2) rnogli bisrno izraziti skup~ па ovaj nacin: 

Za svako s Е (A11 \ A12 ) u (А12 \ A11 ), postoje Э 1 ' Э 2 > О, 

tako da za svako а > О, i а < rniп/Э 1 , Э 2 / vazi jednakost: 

= Н + (Х) е Н (Х). s а S 
(3 ) 
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Medjutim za ta~ke s Е A11 п A12 , koje su ta~ke rasta 

s је isto tako ta~ka r~sta za Ht(Zl)' ali podprostor Hs +a (Х) е 

е H
s 
(Х) == [H

s
+a (h11 ) Е9 H

s
+a (h

12
)] е [Hs (h11 ) ЕВ ~.~ (h12 )] => 

=> [Hs+a(h11+ h 12 ) е Hs(h11 + h 12 )] = Hs+a(Zl) е Hs(Zl). 

Odavde sledi da је H(Zl) с Н(Х). Postoji Z2 Е[Н(Х) е H(Zl)1, 

koji је rnaksimalnog spektralnog tipa и Н(Х) е H(Zl). Kako је 

za s Е A11 п A12 i za svako ~ > О, 

sledi da је takav s tacka rasta prostora Ht (Z2)' tako da је 

A
11 

п A
12 

nosilac mеге d6
z 

(t) i zato је d6z (t) ~ d6
z 

(t). 
221 

Zatim elemenat Z2 је generirajuci za prostor Н(Х) е H(Zl)' 

tada Ы postojala neka tacka s Е A11 п A12 , koja Ы bila 

rastuca za Н(ZЗ) gde је Zз maksimalan elemenat u'prostoru 

svako а > О, suprotno prvobitnoj pretpostavci da postoje 

najvise dva ortogonalna prirastaja и svakoj tacki s, tj., 

Ps+ah11 - Psh11 i P s + a h 12 - P s h 12 , koji su I о. Ovime smo ро­

kazali da postoji inovacioni proces {Zl(t), Z2(t)} sa d~z (t) ~ 
1 

.~ dбz (t) sa najmanjirn brojem N = 2, "kornponenata, sto znaci 
2 
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аа multiplicitet datog procesa" X(t) је N = 2. 

3. Pretpostavimo da је sada {h11 (t), h 12 (t), h 1з (t)} 

jedan inovacioni proces za x(t). Neka nosioci mera ispune 

'jednu od s1ede6ih dveju mogu6nosti: 

i1i 

u s1u6aju а) multip1icit~t s1u6ajnog procesa је 

o~ = 2, jer u svakoj ta6ki s postoje najvi~e dva ortogonalna 

оо prirastaja i u smis1u diskusije ta6ke 2., inovacioni proces 

{Z1(t), Z2(t)} је опај sa najmanjim brojem komponenatai od-

govaraju6e mere d6z (t) 
1 

i d6z (t) su u re1aciji dб z (t) ~ 
2 1 

u slu6aju Ь) mu1tip1icitet s1u6ajnog procesa X(t' 

је N = 3. Jer u ovom s1u6aju, shodno diskusiji ta6ke 2., dos-

1i bismo do zaklju6ka da u svakoj ta6ki s Е (-=, +=) postoje 

hajvi~e tri ortogona1na prirastaja. 

Na osnovu razmatranja u ta6kama 1., 2. i 3., mozemo 

postaviti s1ede6u teoremu: 
м' 

т е о r е т а 3. 1. Ako је (h1k(t~11jedan inova 

~ioni рхосев za X(t), tada multiplicitet рхосева X(t) је пај-

veci Ьхој п za koji vaii: 

п 

П A 1k : f Ф, 
ј=1 Ј 



gde A 1k . 

f (t, 
п 

Ј 
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su nosioci mey~ df1k.' 
Ј 

i f1k.(t) 
Ј 

2 
E[h

1k
.(t)1 

Ј 

D е f i п i с i ј а 3. 2. Reprezentacija 1dZn(t), 

datog procesa X(t) nazi va se kanonicka Нјае -

Куаmеуа (vidi [18]) ako је: 

1 . Х (t) = 

2. б ~ 
z1 

3. 

N t 
L f f (t, и) dZ (и) verzija оа х (t) , 

п=1 оо 
п п -

6 ~ . .. ~ 6 spektra1ni tip оа х (t) , 
z2 Z 

N 

N 
\ 

m:~ (Z ) = Ht(X), gde 
1 t п 

N 

{z (t)} su orto-
п 1 

gona1ni procesi sa ortogona1nim prirastajima, funkcije f (t, и) 
ft п 

su БZ mer1jive i 
п 

t 2 
f I f ( t, u ) I d d Z ( и) < +00 • 

_ОО П - П 

u [5] Т. 2. dokaze se da se spektra1ni tip (prema 

tоще i mu1tip1icitet) datog procesa X(t) odredjuje jednozna-

спо njegovom funkcijom kovarijanse r(s, t). Ocig1edno ova 

teorema se svodi па teoremu о postojanju izometrijskog pres1i­

kavanja V: X(t) ~+r(s, t) prostora Ht(X) па Ht(r) (vidi 

[9] Т. I. 4.). 

Narociti interes za problem mu1tip1iciteta slucaj-

nog procesa probudio је primer Н. Куатеуа u [5]: " аа је mо-

gu6e па6ј proces koji ima Ы10 koji dati spektralni tip",znaci 

unapred dati mu1tip1icitet. 

р r i т е r 3. 10. Proces iz' primera 3.2. је diskre-

tan ~ kao takav руета [3] ima mu1tip1icitet N = 1. 
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р r i т е r З. 11. Proces X(t) sa ortogona1nirn pri-

rastajirnairna rnu1tip1icitet N = 1, jer svaka slucajna prornen-

1jiva iz prostora Ht(X) ~rna pretstavljanje 

, , 
, 

.' 

h(s) -
t 
f f (и) dX (и) r s ~ t. 

р r i т е r З. 12. Neka је y(t) stacio?aran kao u 

prirneru 3.4. Takav proces irna reprezentaciju 

у (t) 
+00 . t 

f еЈ. u dX(u), 

gde је X(t) proces sa ortogona1nirn prirastajirna. Proces Y(t) 
\ -, 

irna spektra1ni rnu1tip1icitet N = 1, je~' iz gornje reprezenta-

." 
р r i т е r 3. 13. ( [ 9] ). Neka su W 1 (t) i W 2 (t) , 

о ~ t < +00, dva ortogona1na Vinerova procesa. Definisirno 

X{t) = 
{W1 (t), ako је t racionalan 

\ W
2

(t), ako је t iraciona1an 

Njegova kanonicka reprezentacija је 

gde је 

t t 
X(t) = Jf(t, и) dW1 (u) + J[l 

О О 

f (t, и)] dW 2 (и) 

{

1, ako је t racionalan 
f(t, и) = 

О, ako је t iracionalan. 

N а р о т е п а З. 2. U pos1ednjern primeru inova-

cioni proces procesa X(t) је {W1{t) ,1fJ2 (t)} , jer је Ht(X) = 

== H
t 

(W
1

) + H
t 

(W
2

) . Odgovarajuce funkcije distribucije su 61 (t) 

== t =.' б (t) tako da su' spektralne rnere d6 (t), d6 (t) ekviva1entne, tj., 
2 ' - 1 2 
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nosioci spektralnih mera su identiCni. Na osnovu teoreme 3. 1. mu1 tip1ici -

tet procesa X(t) је N = 2. 



/V 

MULT/PL/CfTET ZBfRA ORTOGONALNfH SLUCAJNfH PROCESA 

1. ZBIR DVA ORTOGONALNA SLUCAJNA PROCESA. - Neka su 

X
1

(t) i X
2

(t) dva ortogona1na s1u~ajna procesa svaki sa rnu1ti-

p1icitetom N = 1. Njihov ortogona1ni zbir oznacimo sa Xo(t), 

O~ig1edno fami1ija podprostora Ht(X
O

) moze ispuniti jednu od 

sledecih dveju relacija: 

i1i 

ft 

Problem mu1tip1iciteta s1u~ajnog procesa Xo(t), koji 

ispunjava us10v а), nije poznato da је resen u opstem slucaju. 

Mu1tip1icitet moze biti jedan i1i dva. 

U ispitivanju slucaja Ь) oznacirno sa h
1

(t) i h 2 (t) 

inovacione procese za X1 (t) i X
2

(t) r~ektivno."Tada.proces 

cimo odgovarajuce spektralne-~ere ovog inovacionog procesa, i 

sa А1 , А2 nosioce ovih mera. Na osnovu teoreme 3.1. mozemo za-

k1ju~iti da akoje A1 п А2 = ~, tj., ako su rnere d?1(t) i 
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df2(t) ortogona1ne, tada је mu1tip1icitet N = 1 za XO(t); 

medjutim ako је A 1 п А2 f ф, tj., odgovarajuce mere пе orto-

gona1ne, tada mu1tip1icitet za XO(t) је N = 2, i jedan od ge­
/ 

nerirajucih e1emenata је Zl = h 1 + h 2 , sa spektra1nom merom 

d61 (t) = d~l(t) + d~2(t), а drugi generirajuci e1emenat Z2 је 

maksima1nog spektra1nog tipa u prostoru Н(Хо ) е H(Zl)' sa spe-

ktra1nom merom d6
2

(t). Ocig1edno је d6
1

(t) ~ d6
2

(t). 

Ako је 1inearno mnostvo Н(Г 1 ) п Н(Г 2 ) = О (пи1 funk-

ieoremom Siraje r otkriva se slucaj роа Ь). 

u [10]је Hitsuda ispitao mu1tip1icitet slucajnog pro-

cesa 

u zavisnosti od prirode funkcije F(t), kada su W
1

(t) i W
2

(t) 

ortogona1ni Vinerovi procesi. Mi сето ispitati mu1tip1i~itet 

procesa 

gde је Х 2 jedna slucajna promen1jiva ortogona1na sa W
1

(t) 7 i 

F(t) Х2 = о za t ~ О. 

т е о r е т а 4. 1. Ako је F(t) apso1utno neprekidna 

2 
funkcija a1i р' (t) пе pripada L (О, т) za bi10 koji interval 

(О, т); i1i pak ako је F(t) funkcija neogranicene varija~Jje 

skoro svuda ро meri dt и interva1u (О, т), tada је proces Х (t) 
о 

W
1
(t) + F(t) Х2 mu1tip1iciteta N 2. 
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D о k а z: Kako је 

s 2 
= Ј f 1 (и) d u , f 1 (и) Е L [ о, Т] r S ~ t ~ Т} 

О 

i 

с Х2 ] = сР (s) 1 С Е R, s :о;;;; t1· 

Ako budemo pretpostavi1i da је g 1 (s) g 2 (s) tada bi 
dg 2 (s) 

= 
ds 

сР' (5) bi10 jednako sa 
dg

1
{s) 

= f 1 (s) samo za с = О, jer је 
ds 

f 1 Е L
2 dok Р' (s) to nije. Iz ovoga sledi аа је za g2(s) = 

o·P(s) = о jedino moguce da је gl = g2. Prema tome skup 

Н(Г 1 ) п Н(Г 2 ) sadr~i samo.nu1 funkciju i па osnovu [l~T. 1. 

је Н(Хо ) = H(W1 ) ~~H(PX2). Kako је d6w = dt, t > О, i 
1 

= 

d62 (+0) f О, inace d6
2

(t) = О, sledi аа su mere neortogona1ne, 

tacnije,' sledi da је d6~7 (t) }> d6 2 (t), i mu1tip1icitet za Х О (t) 
1 

је N = 2. 

Uzmemo 1i da је P{t) funkcija neogranicene varijaci-

је skoro svuda u (О, т), tada ocig1edno prostori Н(Г 1 ) i н(г 2 ), 

kao skupovi funkcija imaju kao zajednicku samo пи1 funkciju, 

jer је Н(Г 1 ) prostor apso1utno neprekidnih funkcija, dok Н(Г 2 )= 

= cF(t) је prostor funkcije sa neogranicenom varijacijom ра 

је 

sledi d q је N = 2. 

Razmotricemo sada mu1tiplicitet slucajnog procesa 

gde је 
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1
2 . 

Xi(t)= ~, 

О, 

О < t < +00, i = 1, 2, 

~oo<t~O, 

а 21 i 22 su ortogona1ne slucajne promen1jive, i funkcija F(t) 

је пе slucajnq, F(t) f О, za t Е (О, с). , 

т е;о r е т а 4. 2. Ako је F(t) f const. па (о, с) 

tada proceS Xo(t) ima mu1tip1icitet N = 2. 

D о k а z: 

Као sto se vidi prostor H(r1 ) је rea1na prava dok је 

Н(Г2 ) = b'p(t). Funkcija F(t) пе pripada prostoru H!r
1

) obzi-

rom da nije konstanta па (О, с). Odavde је ocig1edno da је 

Н(ХО ) = H(X1 ) @ Н(Х2 ) (vidi [17] Т. 1.). Us10v F(t) f о па пе-

kom interva1u (О, с) је bitan jer spektra1ne mere Би tada neor-

togona1ne, tacnije, spektra1ne mere za X
1

(t) i F(t) X
2

(t) su 

ekviv a1entne, fl d62 (+0) = m d61 (+0). Otud proces XO(t) ima ти1-

tip1icitet N = 2. 

2. INOVACIONI PROCE$I I SPEKTRALNO.ORTOGONALNI 

PROCESI.- D е f i п i с i ј а 4. 2. ([ 18]). Slucajni procesi 

... , х (t), svaki sa mu1tip1icitetom N = 1, su 
п 

spektralno ortogona1ni, ako za slucajni proces 

z а ::; vako tV?1.Z ј 

п 

@ 

i=l 

п 

X.(t), 
~ 

Ht(X
O

) = ® Ht(X.). 
i=l ~ 
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Prirnetirno аа za п = 2, ovoj definiciji odgovara slu~aj Ь) u 

prethodnorn paragrafu. 

Poznato је аа za syaki proces Х. (t) sa rnu1tip1icite-
1. 

torn N = 1, postoji e~ernenat h. Е Н(Х.), koji irna maksima1an 
1. 1. 
v .0 

spektra1ni tip, tako da р h .. ' h. (t) је inovacioni proces za 
t ~ ~ 

x.(t). 
~ 

. ... .. , 

... , х (t) spektra1no ortogona1-
п . 

h (t) njihovi inovacioni procesl, 
п 

tada 

vaii sledeca teorema: 

т е о r е т а 4. 3. је jedan 

inovacioni proces za XO(t); i 20. Mu1tip1icitet procesa XO(t) 

N 
је najve6i broj N < п za koji је ~resek П 

k=l 
А. 1= Ф, gdeA. 
~k ~k 

је nosi1ac mere 
2 

do. (t) = dElh. I 
J~k 2 k 

D о k а z: 10. Iz x.(t) 1 x.(t), i 1= ј, sledi 
~ Ј 

h.(t), 
~ 

= h. (t) 
1. 

јеаап parcija1ni inovacioni proces 

za Xo(t). Zatirn iz 

п п 

= $ Ht(Xi ) = ~ Ht(hi ), 
i=l i=l 

п 

sledi da је {hi(t)} 1 jedan inovacioni proces za xo(t). 

20. Dokaz ovog ае1а teorerne sledi iz teorerne 3. 1. 

prethodne glave. (Vidi [18}). 
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оо 

Za Vinerov proces W(t) = ~ X
k 

sin(k + 1/2)~t, raz-
k=O 

vijen u ortogona1ni red па interva1u (О, 1), pokaze se u [12] 

п-1 

da njegov odsecak X(t) ~ Xk sin(k + 1/2)~t ima mu1tip1ici­
k=O 

п , 
tet п. Mi беmо posmatrati proces XO(t) = ~ X

k 
Fk(t), t Е [О, ~, 

k=l 

Xk ' k = 1, 2, ... , п, su ortogona1ne slucajne promen1jive, а 

Fk(t) su neslucajne funkcije. Multiplicitet slucajnog procesa 

XO(t) zavisi od prirode funkcija Fk(t). 

Т е о r е т а 4. 4. Ako su funkcije Fk(tJ, 

k = 1, 2, ... , п, 1inearno nezavisne па interva1u (а, Ь) С 

[О, Т], i Fk(t) = о za t ~ а, tada: spektra1ne mеге d6
k

(t) su 

.... , х F (t) 
п п 

su spek-

tra1no ortogona1ni i mu1tip1icitet slucajnog procesa X~t) је п. 

20. Medjutim,ako su funkcije Fk(t), k = 1, 2, ... , п, 

raz1icite od пи1е па interva1u а ., 
Ј 

[О, ТЈ i Fk(t) = О 'za t ~ a k , tada spektra1ne mеге d6k~t) su 

...... , х F (t), 
п п 

su spektra1no ortogona1ni i mu1tip1icitet procesa XO(t) је ~ =1. 

D о k а z : 10. Fащi1iја podprostora procesa XkFk(t) 

је: 

t ~ а, 

.-
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а njegov spektralni tip 

i О, 6
k 

(t) = 
6

k
(a+0) = const. 

t < а, 

> О, t > а. 

Familije podprostora, reprodukovanih kovariansnom funkcijom 

rk(u, v) = Fk(u) Fk(V) su: 

Ht(rk ) = {gk: gk(s) = E[XkFk(S) ckXk ] = CkFk(S), s <_t, C k Е R}~ 

Sada сето pokazati da 5и dati proce5i X1F1(t), 

. . . , Х F (t) 5pektralno ortogonalni. U tom cilju uze­
п п 

ј 

сето 51ucajnu promenljivu Х = ~ 
~\ 1=1 

с. Х. , 
1 1 

ј = 2, 3, ... , п. Oci-

п 

gledno promenljiva Х Е ffi Ht(x.F.), t > а. Ako Х пе Ы pripada-
." . 1 1 1 1= 

la pr05toru Ht(X), tada Ы Х 1 Xcit) ,i 5kalarni proizvod 
о. 

Е[ Х (5) Х] = О, 5 < t, tj., 
о 

ј 
~ 

i=l 
Е[Х.Р. (5) с.Х.] = О, odavde 

1 1 1 1 

51edi jednakost 
ј 
~ 

i=l 
С.Р. (5) = О, koja vazi jedino ako su koe-

1 1 

ficijenti c
i 

= О, i = 1, 2, ... , ј, cbzirom da 5и funkcije F
1

, 

~ .. , F 1inearno nezavi5ne. sto znaci da је Х = О, i da 5и 
п 

dati proce5i spektralno ortogonalni. Kako orii imaju i ekviva-

lentne 5pektralne mere d6
k

(t), па 05nOVU teoreme 4.3. 51edi 

da multip1icitet proce5a X(t) је N = п. .. о . 

20. Fami1ija podprostoraslucajnog proce5a XkFk(t) 

је: 
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i spektra1ni tip ovog procesa је 

~ako da odgovarajuce spektra1ne mere dб. (t), dб. (t), i I ј, 
l Ј 

su ortogona1ne, obzirom da је а. I а., otud mu1tip1icitet pro-
l Ј 

cesa XO(t) је N 1. 

р r i т е r 4. 1. [12]. Regu1arni neprekidni proces 

n-1 
ХА (t) = ~ Xk sin(k+ 1/2)1I"t, О ~t ~ 1, 

k=O 
\ 

. ". 
(Ха (t) = О za t < о, Xo(t) Х о (l) za t > 1) , 

gde је ... 
1 

Х = f W(t) sin{k+ 1/2}1I"t, W(t) је Vinerov proces. 
k О 

u [12] је pokazano da proces XO(t) ima mu1tip1icitet N = n. 

Isti zak1jucak о mu1tip1icitetu ovog procesa moze se doneti i 

па osnovu teoreme 4.4.10, jer funkcije Fk(t)=sin(k+ 1/2) 1I"t, 

го 

k ,= О, 1, ... , n-1 su-J.inearno nezavisne u interva1u (О, 1), 

'·i tim~ se ispunjavaju us10vi teoreme 4.4.10. 

р r i т е r 4. 2. Neka su funkcije Fk(t}, k = 1, 2, 

... , п, definisane kao 

t Е ( 
1 -----, 1 

2 n - k +1 

С, inace, 

i neka su X k ortogona1ne slucajne promen1jive. Slucajni proces 

... + F (t)X , 
п п 
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ima mu1tip1icitet N = 1 obzirom da funkcije Fk(t) ispunjavaju 

. о 

us10ve teoreme 4.4.2 . 

з. KONSTRUISANJE PROCESA SA UNAPRED DATIM MULTIPLI-

CITETOM.- Prva сета definis~ti sluc~jne pracese X.(t), i = 1, 
~ 

2, ... , п, па sledeci nacin: 

х. (t) = 
1. 

О, 

W.(1/2), 
1. 

W.(2/3), 
1. 

t .;;;; 1/2, 

1/2 < t .;;;; 2/3, 

2/3< t ~ 3/4, 

w. (k/k+1), k/k+1 < t ~ (k+1)/h+2, 
1. 

W.(l), 
1. 

1 < t, 

gde su sa w. (t) oznaceni ortogona1ni Vinerovi procesi, i = 1, 
1. 

2, . . . , п. Procesi х. (t) 
• 1. 

su ortogona1ni sa ortogona1nim priras-

tajima. Njihove kovarijansne funkcije su: 

i 

Г.(s, t) = 
l 

H
t 

(X
i

) = < 

О, 

1/2, 

1, 

О, 

а. 
(1) 

1. 

а. 
(1 ) 

1. 

min/ S, t / .;;;; 1/2, 

1/2 < min/ s, t / ~ 2/3, 

min/ s, t '/ > 1. 

t ~ 

W.(1/2), 1/2 < t ~ 
1. 

W. (1/2) + а. 
(2) 

УЈ. (2/3), 2/3 < t ~ 
1. 1. 1. 

. . 

1/2, 

2/3, 

3/4, 
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I 
о, t< 1/2, 

Е х. (s) а. (l)W. (1/2) = 1/2 а. 
(1) 

1/2< t~ 2/3, 
l l l l 

, 
Ht (Г i) g.(s): 

l (1) (2) 
1/2 а. + 2/3 а. 2/3< t< 3/4, 

l l 
, 

. , 
ade а. (k) su proizvoljne konstante. O~ig1edno је аа za k/k+1 < 

l 

< t < (k+1)/k+2, prostor Нt(Г i ) pretstav1ja k - dimenziona1ni 

Euk1idski prostor. Za t ~ 1, prostor Нt(Г i ) pretstav1ja prostor 

+00 
12 svih beskona~nih nizova ako је ispunjeno L' а. (k), 2 < +00. 

k=l l 

о 2 . Sada сето konstruisati proces XO(t) kao 

koji u zavisnosti оа prirode funkcije F(t) rnoze irnati unapred 

dati rnu1tip1icitet. Ovu ~injenicu izrazirno sledecorn teoremorn: 

т е о r е т а 4. 5. Ta~karna t = 11 (k), 12 (k), ... , 

1 (k) de1irno vrerneni interva1 (k/k+1, (k+1)/k+2] па т+1 de1ova. 
т 

fl 

k f k ., ()' k 1'·' d ,,(k), А о ип C~Ja F t ~ma onstantne raz ~c~te ~re nost~ С1 ' 

(k) .. .. _, ,С. " ј < т < п, па prvih ј podinterva1a za 
Ј 

svako k = 1, 2, ... , dok па (ј+1) podinterva1u пе konstantnu 

vrednost, tj., па (1.( a
k

) је F(t) =1 const. 
Ј . 

(Ј neprekidna је па 

primer), gde је a
k 
~ (k+1)/k+2, tada mu1tip1icitet procesa 

Xo(t) је N = п-ј. Tako da za ј = п-1, mu1tip1icitet је N = 1; 

i za ј = о, 1 = k/k+1, mu1tip1icitet је ~. = п. 
о 

D о k а z: а) Neka је ј n-1, tada је 
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'F (t
1

) -[ с (k) L = - 1 

":f (t) = " . " ~ . .. " . . 

" ' , '. 'i 

Primetimo da za ovaj slucaj (j=n-l)sve jedno је dali сето pret-

postaviti da је funkcija F(t) па n-tom podintervalu konstantna 

ili nekonstantna (i neprekidna). -Glavno је uociti da se тo~e 

Odgovarajuce slucajne promenlj ive Xo'(t
1
), Хо (t

2
), ... , 

XO(t1 ) = X1(t1 ) + P 1 X2 (t1 ) + 

XO (t2 ) = X
1

(t2 ) + P 2X2 (t2 ) + ... 

n-l 
+ Pl Xn(t1)r 

n-l + Р2 Xn (t2 ), 

.. • • • .. .. '!' .. • .. • .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

Х (t ) Х (t ) + Х (t ) + + n-lx (t ) 
О n-l = 1 n-l P n -12 n-l ... Pn-l r.n -n-l ' 

n-l r 

Ха (t
n

) = X
1 

(t ) + F (t ) Х2 (t ) + •.. + F (t) Х (t ), 
п п п п п' п 

su linearno nezavisne. Ovo sledi iz cinjenic~ da је gornji sis-

nezavisan jer је determinanta sistema ~ f о, 

1 

1 

I = ~ . 'tt· . • . . . . . 
1 

n-l 
Pn-l Pn~l 

1 F(t ) F1"l-1 (t ) 
п п 



53 

Пц 1пе, q1i опе se щоgи ortogonq1izirqti, obzirom da su 1inear-

по nezqvisne, tqko d q se щоzе reci da slucajni proces XO(t) 

рriща. п inovqcijq i to па pocetku svakog podinterva1a ро jednu, 

q1i щи1tiр1iсitеt ovog procesq је N = 1 и interva1u (k/k+1, k+1] , 
k+2 

jer щеrе tih inoVqcijq su ortogona1ne. Ako se funkcija F(t) ро-

nqsq па gore рощепиti nqcin za svako k = 1, 2, ___ , tada mu1ti-

p1icitet proceSq XO(t) је N 1. 

Ь) Nekq је sqda О < ј < п-1, tada је 

t = t 1 
Е (k/k+1, 11] 

t = t 2 
Е (11' 1 2 Ј 

\F(t) = <, . . . . . . 

t = t. Е (1. l' 1. ] 
Ј Ј- Ј 

! с. (k) ! 
Ј = Рј' 

'. F (t) neprekid.. i t const., t Е (l ј , д k J 

Primetimo da па podinterva1u (l ј , JkJ, obzirom па 

prirodu funkcije F(t), (F(t) neprekidna i t const.,), za svako 

t Е se щоgи naci brojevi t j + 1 ,-t j + 2 , ... , t
n 

takvi da 

је: lj < t j +1 < t j +2 < ... < t n < t i da ! F(t j +1 )! 1- I F(t j +2 )! 1- ••• 

1- I F (tn ) 1, i ! F (t r ) I i- Pi' ј <, r < п, 1 < i < ј. 

xo <t j + 1 ), ,,_, XO(tn ), su isto tako 1inerno nezavisne, jer је 

dеtеrщiпапtц odgovqrajuceg sistеща 1inernih jednacina raz1icita 

od пи1е (~ t- o)~ Ocig1edno је da proces XO(t) па pocetku svakog 
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od prvih ј podinterva1a prima ро jednu inovaciju, dok па pocetku 

podinterva1a (1., a
k
], па 1.+0, prima osta1ih п-ј inovacija. Ме-

Ј Ј 

re prvih ј inovacija su ortogona1ne i zato proces XO(t) па in-

terva1u (k/k+1, 1.], ima mu1tip1icitet N=l. Medjutim mere sle-
Ј 

decih п-ј inovacija su neortogona1ne. Treba pokazati da XO(t) 

па (l ј , a
k

] ima mu1tip1icitet N=n-j. Dokaz сето izvesti za ј=2 

i п > 2. U tu svrhu odredjujemo а11 i а21 tako da хО~t)-а11хО(t1)= 

Y'O(t) 1 XO (t1 ), i XO(t2)-а21ХО(t1) = Y'0~t2) 1 XO(t1 ), t Е 

(12' a
k

], i na1azimo da је: (videti primer 4.З. па strani 57), 

п-1 2i 2 
у о' (t) . 1; р 1 ј[ Р 1 - F (t) ] = у 2 ' + F (t) У З ' + ... + F

n 
- ( t ) Уп' i 

l:C<O 
\ ., 

п-1 2i 2 
Уо' (t 2 ) 1; Р1 /[Р1-Р2] = У2 '+ Р2 Уз' + ... + Р2П- Уп'· 

i=O 

Sistem У2 ', Уз', ... , Уп' sl. promen1jivih, pos1e ortogona1iza-

cije oznacavamo sa У2 ' уз' •.. , Уп' i zatim stavimo: У 2+ F(t)Уз + 

п-2 
+ ... + F (t)Yn = YO{t) i 

Odredjujemo sada а 22 tako da YO(t)-а22УО(t2 )= ZO' (t) 1 Yo (t 2 ): 

Z о' (t) Е I у О (t 2 ) I 2 ј[ Р 2 - F (t) ] = Z З ' + F (t) Z 4 ' + ... + F
n 

- З (t) Z п' , 

i slicno kao та10 pre stavimo 

Na osnovu teoreme 4.2. i njenog uopstavanja za п > 2, proces 
. 

ZO(t) ima mu1tip1icitet N=n-2 па (12' a
k
]. Kako se 1ako moze 

uociti (vidi primer 4.3.) da za ~ = (12' a
k

] i Н (*)=Н (*)-Н (*), 
6 ak 12 

mu1tip1icitet procesa XO(t) па (12' ak ] је N=n-2. 

с) Neka је ј=О. U ovom slucaju је F(t) neprekidno i 

=f const., па interva1u (k/k-!-J,.J akJ. Prostor Ht(r O) је: 

а 2' ... , .... , ь ) + 
r 
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+ ..• + pn~l(и - - l' и 2 r ... , и ) 
r 

, r ~ k, 

Iz gO(s) = о sledi 

b.F(s) 
п-1 

а. + + ... + и.Р (s) = 
Ј.. Ј.. Ј.. 

. 
rnedjutirn za r = k, (tada је t > k/k+1) , 

О, i = 1, 2, ... , t:, 

i k/k+1 < s ,,;;; t је 

F(s) neprekidna i # const., tako da 1eva strana gornje jednakosti 

1_ -~,e, kao po1inorn ро stepenirna od F (s), identicki jednaka nu1i 

jedino za а. = Ь. = 
Ј.. Ј.. 

- и -. .. - .-
Ј.. 

= = gn(s)- = о. То znaci da su procesi:_ X
1
(t), X

2
(t), ... , 

Xn(t) spektra1no ortogona1ni. Kako su i rnere inovacija X
1

(s), 

k ... , Xn(s),koje prirna proces XO(t) za s= +0, neorto-
k+1 

gona1ne, sledi da rnu1tip1icitet procesa XO(t) је N = п. 

зО. u [10] је Hitsuda ispitao rnu1tip1icitet slucaj-

nog procesa X{)(t) = 
п i-1 
L W. (t) F (t) , ~de W. (t) su ortogona1ni 

• . Ј.. Ј.. 
Ј..=Ј.. 

Vinerovi procesi а F(t) је nes1ucajna funkcija. М! сеrnо ispi-

tati slucajni pr~ces 

gde procesi Х. (t) Би definisani и tacki 1° ovog paragrafa, dok 
Ј.. 

W1 (t) је Vinerov i ortogona1an sa Xi(t), i = 2, З, ... , п. 

т е о r е т а 4. 6. 10. Ako је funkcija F(t)apso-

lutno neprekidna, а1ј F'(t) nije L
2 

integrabilna па intervalu 

(k/k+l, д k] za Ьах једпо k, tada је multiplicitet од Xo(t) N=n; 

20. Ako је funkcija F(t) skoro svuda neogranicene 

.. 
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varijacije па intervalu (k/k+l, 0k] za bar јеапо k, tada proces 

Xo(t) ima isto tako multiplicitet N = п. 

D о k а z : 10. Podprostori ~(Гo) su: 

s 
= ~. f(u) ди + (Ь1 , Ь2 , . . . , Ь.) F(s) + 

Ј 

+ (С 1 ' С 2 ' . . . , С .) F 2 (s) + ... + (и 1 ' и 2 , . .. , 
Ј 

·Fn - 1 (S) s < t, -.L < s < ј+1 ј = 1, 2, , 
ј+1 ј+2' 

. . . , 

и . ) • 
Ј 

f (и) Е L
2

]. 

= 

= gn(s) = О, identicki ро s, time smo dokaza1i да su odgovara~ 

ju6i procesi spektra1no ortogona1ni~ Naime: 

znaci 

(1) 
s 2 п-1 
Ј f(u) ди + bkF(S) + CkF (s) + ... + tikF (s) = О 
О 

i 

(2) 
2 п-1. 

Ь.F(s) + С.Р (s) + ... + ti.F (s), l=l, 2, ... ,k-l, 
l l l 

(uze1i smo ј = k obzirom да па interva1u r(k/k+1, д k] znamo 

kakve prirode је funk~ija F(s». 

Diferenciranjem jednakosti (1) dobijamo 

п-2 
f(s) + F' (s) [b

k 
+ 2 CkF(S) + ... + (п-1) tikF (s)] = о, 

2 
obzirom да F' (s) пе pripada prostoru L dok f(s) pripada, gornja 

jednakost је ispunjena jeд~o za f(s) = О ib
k 

+ 2 CkF(S) + 

п-2 + (п-1) ukF (s) = о. Ovaj po1inom ро stepenima од F(s} је 

пи1а jedino za b k = c
k 

= ••• = ti
k 

= О, zatim iz f(s) = о sledi 
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s 
sledi Ј f(u) ди = О i time је ispunjena jednakost (1). Једпа­

О 

kost (2) је isto tako ispunjena jedino za Ь. = с. = •.. = и. = о. 
111 

ОдаУде sledi spektra1na ortogona1nost procesa: W
1

(t), X
2

(t), ... , 

xn(t). Kako su i odgovarajuce mere neortogona1ne, moze se zak1ju-

citi да mu1tip1icitet procesa XO(t) је N = п. 

20. Iz jednakosti gO(s) = о, sledi: 

(1) + ... 

I i 

(2) 
2 п-1 

b.F(s) + c.F (s) + ... + u.F (s) = о, i = 1, 2, ... , k-1. 
111 

s 
-Kako је funkcija F(s) neogranicene varijacije а Jf(u)du 

О 

је apso1utno neprekidna funkcija, jednakost (1) је ispunjena 

s 
jedino za Ј f(u) ди = О i 

О 

znaci za b k = c
k = = u k = О. Isto tako i jednakost (2) је 

ispunjena za Ь. = с. = 
1 1 

= .. : = gn(s) = о, tj., spektra1na ortogona1nost procesa: W1 (t), 

... , х (t). Kako su spektra1ne mere pomenutih procesa 
п 

neortogona1ne, moze se zak1juciti да mu1tip1icitet slucajnog 

procesa XO(t) је N = п. 

р r i т е r 4. 3. U teoremi 4.5., za slucaj kad је 

о < ј < п-1, uzecemo да је ј = 1, п = З, tada proces 

XO(t) = Х1 (t) + F(t) X
2

(t) + F 2 (t) Хз(t), 

ima mu1tip1icitet N = 2 па interva1u (11' д k J • Da bismo to ро-
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k~z~l~ Щ~ 6ещо o~togon~lizir~t~ slucajnu promenljivu (odnosno 

sluca,jni proces) XO(t) u odnosu па slucajnu promenljivu Xo(tl)= 

2 
+ Р X 2 (t1 ) + р хз(t1 )· Slucajnapromen1jiva XO(t~-

odavde na1azimo da је 

а = a(t) = 
E[X O(t1 ) Xo(t)]= 1 + р F(t) + p2p 2(t) 

Е X
0

2 (t) 1 + р2 + р4 

prostor НЬ (*) Q На (*) = Н6 (*), 6 = (а, Ь]. Ocig1edno је 
\ 

'0 

Da1je је ... 
уо (t) = (1 - а) Х1 (t) + [р (t) - р а] Х2 (t) + [р2 (t) - р2а] Х з (t) . 

Oznacimo sa G1 (t) = 1 а; G
2

(t). = P(t) 
2 2 

- Р а; Gз(t)= F (t)- р а. 

= 1 _ 1 + Р p(t) + p2p 2(t) 

1 + р2 + р4 

= 1 + р2 + р4 -[ 1 + Р P(t)+p2F~tl 

1 + р2 + р4 

F(t)][p 
2 + F(t»] [р - + р (р 

.:> - ; 

1 + Р 
2 

+ Р 
4 

1 + Е F (t) + p2p 2(t) [ Р -- Р (t) ] [ Е З F (t) - 1] . 
G

2 
(t) F (t) = = - р 2 4 2 4 

, 
1 + Р + Р 1 + р + р 

Gз (t) р2 (t) 2 1 + р F (t) +. E/F 2 
(t) [ p-F (t)] [ p+F (t) +E

2
F (t) 1. 

= - р 2 4 - '2+ 4 . 
1 + р + р 1 + р р 

Zatim iz 

sledi dalje 
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. -F (t) 2 З = Р 4 [ Ср + р Ср + FCt» )X
1

Ct) + Ср F(t) - 1)Х 2 (t) 
1 + р2+ Р 

= р- F (t) 

1 + р2+ р4 
з 

[ (р + р )Х1 (t) -X
2

(t) -рХз(t)] + 

+ F (t)[ р2Х1 (t) + рЗХ2 (t) (1 + р2)Хз (t)1 

Oznacimo sa zo(t), Z2(t), уз(t) sledece slucajne procese: 

= (р + рЗ) Х1 (t) - Х2 (t) - Р Хз (t) ; 

2 З 2 = Р X
1

(t) + р X2 (t) - (1 + Р )Хз(t). 

" 
Proces ZO(t) је 1 Xo (t1 ), t 1 Е (k/k+1, 11] i ~~(XO) = H~(Yo) = 

= H~(ZO)' ~ = (11' ak ]· Ostaje да se oceni mu1t}p1icitet proce-

sa ZO(t) r t Е (11' a
k

]. Ocig1edno оп nije veci од dva, obzirom 

да su Z2(t) i Уз(t) svaki sa mu1tip1icitetom једап. Slucajne 

promen1jive Z2(t) k+1 
i Уз(t), t Е (11' k+2 J nisu ortogona1ne a1i 

su 1inearno nezavisne. Oznacimo sa Zз(t) = Уз(t) - ь Z2(t), 

ft 

gde se Ь odredjuje iz us10va да је Zз 1 Z2' Kako је F(t) t const. 

Kako su i spektra1ne mere za Z2(t) i Zз(t) neortogona1ne, sle-
-"",. '\" _. 

di да proces ZO(t) = Z2(t) + F(t) Уз(t) ima mu1tip1icitet N=2 

па interva1u (11' akJ ; tako да proces Xo(t) па interva1u 

(k/k+1, (k+1)/k+21 ima mu1tip1icitet N = 2. 
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ORTOGONALNJ ,RAZVOJ I MULTIPLICITET SLUCAJNOG PROCESA 

1. ORTOGONALNI RAZVOJ KARHUNEN - LOJEVA.- Ako је slu­

cajni proces X(t) neprekidan u sr. kv., tada jei njegova kova-

rijansna funkcija neprekidna ро argumentima s i t. Poznato је 

аа se neprekidan proces x(t), i' njegova kovarijansna funkcija 

r(s, t) mogu razviti u odgovaraju6e redove: 

gde је Е У У m п 

х (t) =L "л. У f (t), i 
п п п п 

г (s, t) = L I"л. I 2 f ( t) f ' (s) 
п п п п 

= а 
mп 

={1, m = п, 
\0, m i п 

Jf (t) f (t)d'c= а -
I m п mn' 

I л I 2 su karakteristicni brojevi, а neprekidne funkcije f (t) 
п п 

su karakteristicne funkcij~ kovarijansne funkcije r(s, t) i oa~ 

redjuju se resenjem integralne jednacine 

Jr(s, t) f (s) ds = Iл 12 f (t). 
I п п п 

Iz 

integracijom dobija se 

Jx(t) f (t) dt 
I . п (о'п УП 

Zatim iz jednakosti 
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Е X{t) У 
п 
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л f (t) 
п п 

р r i т е r 5. 1. ([ 8]). Vinerov proces W~t) razviti 

u red ро karakteristicnirn funkcijarna njegove kovarijansne funk-

cije Г (s, t) = а rnin/" s, t/ u interva1u [О, 1]. 

Resava se integra1na jednacina 

1 
f arnin/ s, t Ј f (s) ds = 
О п 

л 2 f (t), 
п п 

а > О, 

t 1 
f arnin/ s, t / f (s) ds + f arnin/ s, t / f (s) ds = 

п п 
О t 

л 2 f (t) 
п п 

t 1 
fas f "(s) ds"+ r~t f f (s) ds = 
О п t п 

л 2 f (t), 
п п 

diferenciranjern pos1ednje jednakosti ро prornen1jivoj t dobija se 

1 
а t f ( t ) + а f f ( s ) d s -а t f ( t ) 

п t п п 

f (t) л 
2 f" (t). -а = 

п П п 

Diferencija1na jednacina 

f" (t) 
а 

f (t) о + --2 = 
п 

л 
п 

п 

irna opste resenje 

f (~ 
п 

...ја ...ја = А cos л- t + В sin х- t_ 
п п 

Iz granicnih us10va irnamo: 

za t = О, О = f (О) = А + в·О => А = О 
п 

i iz jednakosti 

i 
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1 2 
а Ј f (s) ds л f' (t) 

t п п п 

za t 1 је 

О л 
2 

f' (1) л 
2 .уа 

В 
.уа 

= = г ccs Г п п п 
п п 

odak1e sledi 

л 
2 а 

л 
.уа 

= = 2' п 
(п + 1/2)2 

.-"'tl 
(п 1/2)rr rr + 

Znaci 

f (t) = в sin (п + 1/2)rrt. 
п 

Konstanta В odredjuje se iz us10va 

1 
Ј f (t) f (t) dt = 1, 
О п п 

koji za nadjeno f (t) ima oblik 
п 

1 
в 2 Ј sin2 (n + 1/2)rrt.dt = 1 

О 

в 2 1/2 = 1, => В = у2, tj., 

f (t) = у2 sin(n + 1/2)rrt. 
п 

Odavde sledi ortogona1ni razvoj procesa W(t) 

оо 

W(t) 
уа 

= у2 ~ (п + 1/2)п у sin(n + -1/2)rrt, 
п=О п 

i njegove kovarijansne funkcije 

оо 

Г(s, t) =а min/ s, t / = 2 ~ а sin(n+ ~)rrt sin(n+ ~)rrs 
п=О(п + 1/2)2rr 2 

N а р о т е п а 5. 1. Iz ortogonalnog razvoja Vine-

rovog procesa W(t) moze se zak1juciti da jedna baza Hilbertovog 

prostora H
t
=l (W), koj i se generise procesom \лј' (t), је 
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оо 

6z = ~ уп}о н (W) t 

Isto tako једпа baza Hilbertovog prostora нt=l(г)' koji se ge-

nerise kovarijansnom funkcijorn Г(s, t) = arnin/ s, t / је 

оо 

БZн (г) ={V2 sin(n + 1/2)пt} 
о 

2. TEOREMA О SKALARNOM PROIZVODU, И PROSTORU н(г).-

Neka је X(t) proces sa ortogonalnirn prirastajima, Г(5, t) пје-

gova kovarijansna funkcija. U prirneru З.З. videli 5mо да 5е tac-

ka h Е н(х) i odgovarajuca tacka 9 Е Н(Г)su 

5 s 
h = f f(u) дХ(и) .:~ 9 = f f(u) d6(u). 

а а 

Ako strukturna funkcija б(t) irna gU5tinu a(t) tada 5е elernenat 
." 

g(5) rnoze napi5ati u obliku 

5 

g(5) = f f(u)a(u) du. 
а 

т е о r е т а 5. 1. Ako strukturna funkcija d(t) је 

apsolutno neprekidna i ima gustinu a(t) tada skalarni proizvod 

{gl(f:.J, g2(tJ} dvaju elemenata Hi1bertovog prostora н(Г) је: 

а а (и) а (иЈ 

Dokaz је ocigledan. Zai5ta kako је: 

9 l' (t) f1(t)a(t), 51edi f 1 (t) 
gl'(t) 

= = , 
а (t) 

9 2' (t) f
2 

(t)a(t), 51edi f 2 (t) 
9 2' (t) 

= = 
а (t) 

t 
(gl(''t), g2(t)} = Е h1(t) h 2 (t) = Jf1(u) f

2
(u) dб(u) 

а 

i 

tada је 
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t g l' (u) g2'(u) 
= Ј а6 (u) . 

а а (u) а (u) 

N а р о т е п а 5 . 2. Ako је proces X(t) Vinerov, 

tada је njegova strukturna funkcija t, tj . , а (t) = 1, tako da 
. 

s~a1arni proizvod dva e1ementa (dve tacke odgovarajuceg pros-

tora Нt(Г) moze se izraziti u obliku 

t 
= Ј gl'(u) g2'(u) du. 

о 

р r i т е r 5. 2. Prostoru H(W) izometrican је pros-

tor Н(Г), gde је Г(s, t) = amin/ s, t /. U toj izornetriji tacki 
... \ 

у Е Н (W), odgovara tacka [.у2 sin (п+1/2}1ТБ] / (п+1/2) 1т ЕН (Г), tj., 
п 

V у 
п 

= .у2 sin(n+1/2)ns 

(п+1/2)1Т 

Zaista iz gornje napomene za ska1arni proizvod dve funkcije iz 

Н(Г) bice: 

1 
<.у2 sin(~+1/2)ns, .у2 si~(n+1/2)ns,)= Ј 2 cos 2 (n+1/2)ns ds = 1. 

s 

Е 

(п+1/2)1Т (п+1/2)1Т о 

druge 

ft 

У У 
п п 

strane је 

1 1 
= Е Ј 

л 
2 

О 
п 

1 1 1 
= Ј,Ј 

л 
2 

О О 
п 

1 
Ј W (s) W (t) 
О 

amin/ s, t 

f (s) 
п 

/ f (s) 
п 

f (t) ds dt 
п 

f (t) ds dt 
п 

112 
= -- Ј л f (t) f (t) dt = 1, f (t) =.у2 sin(n+1/2)wt. 
л20 п п ,п п 
п 

р r i т е r 5. З. U vezi sa primerom 3.б. pokazace-

2 що d q : Ako је F(t) qpso1utno neprekidna i Р' (t) Е L [О, 1], 

tadq svaka funkcija prostora H(r
FW

) је e1ement skupa funkcija 

Н (ПW ) . Dokaz se izvodi па osnovu,teoreme 5.1.: 
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1 
(min/s, t/, F(s) g(s» = f (min/s,t/)' (F(s) g(s»' ds = 

О 

t 1 
= f (s)'(F(s) g(s»' ds + f (t)'(F(s) g(s»' ds 

О t 

t 
=! (F(s}~s»' ds=F(t) g(t), (~)' =1, (t)' =0. 

О 
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Integra1na jednacina 60, 61 
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Lebegova 2 
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operatorna 3 
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operatora 11 
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operatora 7 
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Tacka konstantnosti funkcije raspode1e 2, 5, 36 
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regu1arna 
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Teorerna Siraje 43 
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Unitarno ekviva1entni operatori 9, 10, 11 
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