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u V о D 

Као sto је poznato u najraz1icitijim oblastima savre

mene nauke i tehnike sve севсе se nai1azi па matematicke zadatke 

cija se tacna resenja ne mogu dobiti k1asicnim metodama. Zbog to

ga se u pos1ednje vreme pok1anja ve1ika paznja numerickoj ana1izi, 

oblasti matematike ciji је (izmedju osta1og) zadataka да razradju

је metode koje dovode до pribliznih resenja takvih zadataka. 

Specija1no se mnogi zadaci mehanike, astronomije, teh

nike, bio1ogije, medicine itd. opisuju izvesnim diferencija1nim 

jednacinama i1i sistemima diferencija1nih jednacina. Nasa~ost та1! 

је broj tih jednacina cija se resenja mogu naci роmоси kvadratura. 

Та cinjenica је utica1a да se stvori i razvije citav niz ana1iti

ckih i numerickih metoda za na1azenje prib1iznih resenja takvih 

jednacina. Razvoj savremene e1ektronske racunske tehnike је pove

сао znacaj 'numerickih metoda za na1azenje pribliznih resenja di-· 

ferencija1nih jednacina i sistema diferencija1nih jednacina, а1! 

se tim ne umanjuje znacaj metoda primenom kojih se dobijaju pri

blizna resenja u obliku ana1itickih funkcija. 

Ovaj rad је posvecen proucavanju metoda za na1azenje 

pribliznih resenja diferencija1nih jednacina i sistema diferenci

ja1nih jednacina. Kroz rad se prov1ace dve osnovne ideje: 

1) Da se даји neke nove metode za diferencija1nu jed-

nacinu 

(1) у' = f (х,у) 

sa zadatim pocetnim us1ovom 

. (2) У (хо ) = уо 

(takodje i да se ukaze па primene tih metoda pri na1azenju pribli

znih resenja Kosijevog 'zadatka za sisteme diferencija1nih jednaci

па) primenom kojih se brze dobija~u priblizna resenja (sa istom 
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tacnos6u) nego primenom poznatih metoda; 

2) Da se daju neke nove metode za specija1ne diferenci

ja1ne jednacine (npr. и" + f (x,u) = о 111 U1f+p{X)u' + q(x)u = r(x) 

i sisteme diferencija1nih jednacina oblika 

(3) {У' = 
z' = 

f(x,z) 

~(x,y) 

sa zadatirn pocetnirn us10virna 

(4) у(хо ) = Уо' z(xo)=Zo 

primenorn kojih se br~e dobija priblizno resenje nego prirnenorn poz

natih (njima slicnih) metoda. 

Medju metodama koje se u radu pred1azu ima i ana1iti

ckih i numerickih. Za diferencijalne jednacine i sisteme diferenci

ja1nih jednacina koje se u radu pominju se pretpostav1ja da zado

voljavaju neki od skupa uslova koji obezbedjuju egzistenciju i је

dinstvenost resenja Kosijevog zadatka. 

Rad је podeljen па tri glave. Glava I sadrzi neke 

poznate metode za na1azenje pribliznih resenja diferencija1nih 

jednacina i sisterna diferencija1nih jednaCina. Те rnetode SB ' .. izlo.zene 

radi kornparacija sa rnetodirna koje se predlazu u glavi II i glavi 

III. 

U glavi II se predlaze niz novih metoda za resavanje 

zadatka (1) - (2). 8уе metode koje se predlazu irnaju izvesnih slic

nosti sa nekirn poznatim metodama za na1azenje pribliznih resenja 

diferencija1nih jednacina npr. Ојlеr-Коsшјеvоm metodorn, Adansovom 

rnetodorn, Milnovorn metodorn itd. Osnovna inspiracija autoru za kon

strukciju tih metoda је dчоstrukа. 

Prvi blok rnetoda u svojoj sustini sadrzi linearnu 

interpolaciju i inspirisan је jednim ubrzanim postupkom za nalaze-
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nje pri.bli.Zni.h resenja a~gebar~kih i. t;ж;-аns.сеdеntnih.јеdnаСi.nа 

(videti. [16Ј). 'r'aj postupak ьз.. u najki~cim crtama m09ao b!t1 

i.z1ozen па sledeci nacin. Neka је data jednacina 

(5) t = 'e(t) 

с1је pr1bl1zno resenje treba nac1. 

Pod pretpostavkom da se znaju koord1nate dve tacke 

Mn - 1 [tn - 1 , 'e~tn-1 ~ 1 Mn [tn ' 'e(tn~ (to se zna, а t 1 se izracuna, 
recimo,metodom obicne iteracije) moze se kroz te dve tacke kon

stru1sati prava i naci njen presek sa pravom п = t (videti sl.1). 

Apscisa te tacke se uzima za t n +1 • 

u. 

s t.1 ,. 
Bice dak1e 

ра se odat1e dobija 
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tj. do.bij а se formula koj а se nalazi и. glavi II (oznacena ј е, и 

prilagodjenoj formi, sa ах_ 3) ). :J?okazuje se da ovako formiran niz 

{tn +1 ) Ьrze konvergira ka' resenju jednaci.ne (5) od niza koji se 

formira kod obi.cne iteracije (videti [16Ј ). Drugi blok metoda је 
takodje inspirisan jednim uЬrzanim postupkom za nalazenje pribliz

nih resenja algeЬarskih i transcedentnih jednacina. Тај postupak 

se naziva Stefensenov, а sustina ти је и transformaci~i Aitkena 

za ubrzanje konvergencije nizova i redova (videti [16Ј i [~~ 

u toj metodi za nalazenje pribliznog resenja zadatka (5) 

se najpre (z.naju6i t o) izracuna metodom оЫсnе itera'c;::ije t 1=ce(t
O

} 

i t 2 =~(tl) 1 zatim se па ta tri Ьroja primeni Aitkenova transfor

macija 

t 2 t o - t~ 
t 2 - 2t1+ t o 

(toj formuli odgovara и prilagodjenom obliku formula (II.35)). 

Time је zavrsen jedan korak metode Stefensena.~olaze6i 

od t 1 = t 1 , dalje se PQstupak moze produziti. 

Niz {tn +1}na ovaj nacin dobijen brze konvertira ka re

аеnји jednacine (5) od n1za koji se formira kod obicne interacije 

(videti [16] i [7]). Metode predlozene и glavi II su korisne za 

pr1menu pri sporijoj konvergaciji nizova koji se dobijaju (pri 

resavanju zadataka (1) - (2) и, njima, slicnim metodama (videti 

II.1'.3., II.1.7., II.1.7. Napomena 2.itd.). 

Glava III је, pretezno, posve6ena nalazenju pribliznih 

resenja zadatka (3) - (4) i sadrzi takodje niz novih metoda za re

savanje tog zadatka. Sve metode koje sepredlazu imaju izvesnih 

slienosti sa nekim poznatim analitickim i ~umerickim metodama za 

nalazenje pr~bliznih resenja zadatka (3) - (4) (Pikarova metoda, 

Pikar (varijanti Orlova) metoda, Ojler-~osijeva metoda, Levi-Bag

~ova metoda itd.}, а takodje i sa Sajdlovom metodom za nalazenje 



s 

pribliznih resenja sistema 1inearnih a1gebarskih jednacina. Poka

zuje se (videti III.~.2., III.2.З., III.З.З., III.4.З., III.4.4. 

itd.) da ве primenom pred10zenih metoda brze dobijaju priblizna 

resenja zadatka (З) - (4) nego primenom poznatih (njima slicnih) 

metoda sto је bitna karakteristika svih tih metoda. 

Metode koje se navode и glavi II i glavi III ве mogu 

primeniti i па sisteme od Гndiferencija1nih jednacina prvog reda, 

а samim tim i па diferencija1nu' јеdinасinић1-tоg reda. Forma mе

toda и tim slucajevima se i1ustruje kroz neko1iko metoda (pog1av-

1ја II.26 i III.12), а па ana1ogan'nacin se mogu i osta1e metode 

pri1agoditi za na1azenje pribliznih resenja sistema diferencija-

1nih jednacina i diferencija1nih jednacina viseg reda. 

u glavi II i glavi III se prezentira re1ativno ve1iki 

broj novih metoda, ра је autor imao izvesnih teskoca da svim tim 

metodama da':nazive. Od1ucio se da se u nazivima tih metoda na1aze 

imena autora slicnih metoda, а takodje i da se,ko1iko је bi10 mogu

се i u naslovu istaknu karakteristike tih metoda. Tako ве npr~ do

в10 do naziva: Oj1er-Kosijeva interpo1aciona metoda, Stefensen-Adam

sova iterativna metoda, Pikar (varijanta Orlova)- Sajdlova metoda 

itd. Autor ве nada da се kod poznavaoca metoda za na1azenje pribli

znih resenja diferencijalnih jednacina ovi nazivi dovoljno jasno 

oznacavati razliku tih metoda u odnosu па Oj1er-Kosijevu metodu, 

Adamsovu metodu, Pikar (varijanti Or1ova) metodu itd. 

Neke od metoda iz10zenih и оуот radu autor је publiko

уао u Matematickom vesniku br. 2 (15) (За), а nek,e se na1aze и rado

vima cije publikovanje је и toku. 

Autor smatra svojom prijatnom duznoscu da izraii zah

va1nost svim profesorima i ko1egama koji su па neki nacin utica1i 

па oform1jenje koncepta rada kao i svim onim ko1egama koji su ти 

da1i nih korisnih sugestija u toku izrade rada. Та zahva1nost se 

najvise odnosi па profesore M.Berto1ina i mentora K.Orlova kao i 

па kolege R.Mi1osevica, D.Georgijevica i V.Mi6i6a. 
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G LA УА 1 

NEKE POZNATE МETODE 'ZA NALAZ'ENJE 'PRIBLTZNIH 'RESENJADIFERENCI

JALNIH JEDNACINA I SISTEМA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

I.1. Ojler-Kosijeva (Leonard Euler, 1707-1783; Augustin Louis 

Cauchy, 1789-1857) iterativna metoda 

(1.1 ) 

(! • 2) 

(1.3) 

1.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) najpre se izabere dovoljno 

malo h>O i formira niz {xi }koriste6i se jednakoscu 

х = х + ih i о 
(! = 0,1,2, ••• ). 

Zatim se izracunava niz vrednosti{Yi+1}(i = 0,1,2, ••• ), 

pri.cemu se svako Yi+1 racuna ~oriscenjem niza pribliza

vanja odredjenih for.mulom 

(i = 0,1,2, ••• ) 

i formu~om 

(i,k = 0,1,2, ••• ) 

1,2', ·Niz iteracija se produzava dok se ро dve uzastopne vred-
(т) (т+1) . 

nosti Yi+1 i Yi+1 (т = 0,1,2, ••• ) ne poklope medJu-

sobno I1a:odgovaraj uci broj dekadnih znakova. Kada ј е to 

postignuto stavi se da је Yi+1=Yi+1' gde је Yi+1 zajedni-

(т) (т+ 1 ) ( . [Ј [ ]) cki deo priblizavanja Yi+1 i Yi+1 videt~ 1 i 2 • 

1.3. Lako se pokazuje da ako funkcija f(x,y) zadovoljava za 

ХЕ-[Х ',4Lipsicov (Lipschitz, 1831-1904) uslov sa kon-
о 

stantom L> О, tada је uslov za konv~rgenciju niza 



(I.4) 

(I. 5) 
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{У i~l1 (formiran~g роmоси formule (I .3» da se h izabe-
. L . 

re takvo da bude h < '2 • 1?okaz imo to • 

Kako је 
. 

yi~11)= Yil~ [f(Xi'Yi) + f(Xi+1,yi~itl. 

. bice iz ( I .4) i (I. З) 

yi~~1~- yl~i = ~ [f{Xi+1,yl~i) - f(Xi+1,yl~~1)~ • 

Da1je је 

\у (k+1) _ (k) ' . .с::. hL I (k) (k-1) I 
i+1 Yi+1 -:2 У1+1 - У1+1 • 

Sl1cno је i 

[y
(k) _ {k-1)'~hL I (k-1) {k-2)1 
1+1 У1+1 -""2 У1+1 - У1+1 ' 

ра је 

Iy 
(k + 1 ) _ У (k) \<: (hL) 2 lу (k-1 ) _ У (k- 2 ) \ 
1+1 1+1 - 2 1+1 1+1· 

Ana1ogno predhodnom se dobija 

\y (k+1)_ (k)l~(hL)k' (1) _ у(о) 1· , 
i+1 Yi+l -... 2 Yi+1 i+1 

ра za1sta· ako se izabere h takvo da је 2 
h <L" niz 

{ (k)} k . Yi+1 onverg~ra. 

1.4. Nekada se pri na1azenju pribl1zn1h resenja zadatka (1)-(2) 

a1gor1tam Oj1er-Kos1jeve metodemod1fikuje. Najcesce 

dve mod1f1kac1je su da se umesto prediktora (" nultog 

priblizavanja") (I.2) u svojstvu pred1ktora uz1ma formula 

(r = 0,1,2, ••• ) 111 formu1a 
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(о) 
Y~+l - Y~_~ + 2hfif f .;.=.;f ех. (у. ) .... ~ ~ 

(~ = ~,2, З , ••• ) 

Pri tome korektor u оЬе modif~kovane metode ostaje for

mula (I.З), tj. u tш mod~f~kovan~m metodama se "nulta 

vrednost" pr~bl~lnog re~enja па (1+1) -vom koraku ra~u-

па kor~scenjem formula (I.5) ~l~ (I.6) (и -;' oba;;.-",;\"-:-c~:" slu-

~aj« је neophodno, pored poznate vrednosti у , nekom od 
о 

postojecih metoda za nalalenje pribl11nog resenja zadatka 

(1)-(2) izra~unati vrednost У1)' а sledece vrednosti se 

dobijaju upotrebom formule (I. 3) (v1deti [3]>. Niz pribli

lavanja se produlava kao i u Ojler-Kosijevoj metodi dok 

se ро dve uzastopne vrednosti nе poklope па odgovarajuci 

broj dekadnih znakova. 

1.5. Ojler-Kosijeva iberativna metoda (kao i nјеnе modifiko

vane varijante u odnosu па .prediktor) se mole primeniti 

па sisteme diferencijalnih jednacina, а samim tim i па 

diferencijalne jedna~ine viseg reda. 

"1.2. Runge-Kuta (Runge, 1856-1927; Kutta, 1863-1944) metoda 

(I.7) 

2.1. Metod~.je prezentiran krajem proslog stoleca od strane 

Rungea (1894), а usavrsavali su ga, kasnije, Kuta (1901), 

najvise, Најnе, Zil, Hjuit, Kertis i drugi matematicar~ 

( [4Ј, [5Ј i [6Ј ). 

2.2. Ideja 1 оЬјазnјеnје metoda. 

Neka је data d1ferenc1jalna jednacina (1) sa zadat1m 

po~etn1m uslovom (2). Za funkciju f(x,y) se pretpostavlja 

da u'posmatranoj oblasti ima neprekidne parcijalne 

izvode do nekog reda s. Tada се traleno resenje imati 

neprekidne izvode .do reda s + 1 ([7Ј) i mole se zapisa

t1 pri izabranom dovoljno malom h u obliku 

h 2 
Ау=у (x+h) - у (х') = hy' (х) + 2т у" (х) + ••• + 

·hs .+1 (s+1) 
(s±4)1 у (х) • 



(I.8) 

. (I.9) 

(I.10) 

Lako se иосауа da za izracunavanje.D.y (za neko fiksirano 

х) sv~ izvod~ koji ulaze u .desnu stranu jednakost~ (I.7) 

mочи biti fakt~cki nadjeni. 

11· df . 'Of 
Npr. y'=f (x,y}=f, у -ох + f· Oy~ f 1 1~~~ 

Prema ~geovoj ideji diferencijalna jednac1na (1) se 

najpre zapise u integralnoj form1 

x+h 
у (х + h) = у (х) + Ј f [t, у (t>] dt. 

х 

Dalje је 

x+h 
ДУ = Ј f [t,y (t)] dt 

х 

= h f f [х + cl. h , У (х + ~.h)J d 0(,. 
о 

Za priblizno izracunavanje integrala u formuli (I.8) 

uvodi se tri skupa parametara 

d...2' cl..З' ••• , c(r 

[321, 

Г3 з1 , I1З2, 

• •• ••• ••• 

I1 r 1, I'3 r 2, ••• , f'3 rr-1 

р 1. ~ р,2.' ••• , p~ 

(С() 

<1'3 } 

(р) • 

Роmо6и parametra <~> i <1'3) sastave se velicine 

k 1 = hf(x,y} 

k 2 = hf[~+~2n; у +1'321 k 1J 

kЗ = hf[x +С(Зh ; У + I'3 з1k 1 + Г3З2k2Ј 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 



(I.11) 

(I.12) 

(I.1 З) 

"I.14) 
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Лkо ,su. parame.tri (О() i СfЗ) izabrani tada se. veli.cina k
i 

(i. = ~,r)m~gu i.zraCunati. 

Da:ljeje (imaju6~ uvidu integral (I. 8) ) 

r 
6.у:.;: L 

i=l 
p.k .• 
~ ~ 

Izbor konstanti' р. ,cL. i 6.. se izvodi tako da se razla-
~ ~ '. ~J 

ganja (I. 7) i (! .11) ро stepenima h poklapaju do. sto 

visih stepena h, pri proizvoljnoj funkciji f'(x,y) i pro

izvoljnom koraku h. 

Prema tome funkcija 

r -ј 

~r(h) =6.у -.L Piki ( = [, 
h s+1 lp(s+l) 

h j (ј) '(0) + с... (8'Т) a<€ (,о (s+1)1 r. ~, 

1=1 ј-1 
j1 l r 

(greska priblizne jednakosti (I.11» 

pri pogodnom izboru (~), (~), i (р) treba 

da је 

da bude takva 

'e~ s) (о) = о (ј = 0,1,2, ••• , s) i lo(s+l)~ О 
c...r • 

Pri tome је greska formule (I.11) reda h S + 1 , tj. 

h8+1 (8+1) , 
<er(h) == (8+1) 1 ~r (6h) • 

Primedba 1. Zapi8 u opstem obliku 8i8tema jednacina za 

odredjivanje (~), (П) i (р) је komplikovan. Ilu8trujmo, 

zbog toga, metodu па nekim specijalnim slucajevima. 

2.2.1. Metod prvog reda tacn08ti (r=l). 

Pri r=l f.ormula (I.11) postaje 

6y~ P1k1 = P1hf(x,y) • 

Dalje је. (I.12) 

~'l.~h:)= 6у - Р1 k 1 - У Cx+h) - у (х) - hP1 f (х ,у) • 



(1.15) 

(I.16) 
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D~ferenc~ranjem posl~dnj~ j~dnakosti se d~~~~Q 

I 
~1 (h)= у' (x+h) ..,. p~ f (х,у") 

i 
~:;. (ћ) = у" (x+h) • 

Velicina ~l(o) = у"(х) ne zavisi od uvedenog parametra 

Р1 i ne moze biti jednaka nuli za neki njegov izbor. 

velicina~l(o) = у'(х) - P1f(x,y) =(1-P 1)f(x,y) је za 

proizvoljnu funkciju f(x,y) jednaka nuli pri Р1= 1. 

Dakle Р1 = 1 i (1.11) pri r = 1 postaje Ш -;:; hf (х,у) • 

Greska te formule је prema (1.14) 
2 h2 

<е1 (h) = h2 <е.l (eh) = -т- у" (x+eh) о<е<l. 

2.2.2. Metod drugog reda tacnosti (r=2). 

Pri r = 2 formula (1.11) postaje 

Da bi se izabralo ~2' ~21' Р1 i Р2 najpre se razlozi 

6у i P1k 1+ P2k2 ро stepenirna h. 

Dobija se 

+ Q(h
4

) = 

fy(fx+ffy~+O(~ 

Za linearnu komЬinaciju P1k1 + P2k2 moze se dati slede6a 

reprezentacija. 

P1k 1" + P2~=hP1f(x,y)ihP2f ~+o<.2h; уЉ f321f(X,y~ = 

... != 



(I.17) 

12 

Dalje se zahteya poklapanje razlaganja (I.15) i (I.~б) 

do clanova sa sto је moguce, 'visim stepenom h. Као rezul

tat uporedjivanja u tim razlaganj~a koeficijenata uz 

hf, h2fх ,ћ2ffу dohijaju se tri jednacine 

P 1 + Р2 = 1 
1 

Р2 о{'2 = '2 .' 

Р2 ГЗ21 = 
1 
'2 

Resenja predhodnog sistema ima beskonacno mnogo. 
1 1 Npr. za Р2-2- > 6Y~2 (k1 +k2 ) , 

pri Сети је 

gde је 

1td. 

Primedba 2. Sa povisenjem tacnosti kod RUnge-Кutа metode 

se pojavljuje sve vise ogranicenja па parametre (kojih 

је takodje sve vise). Naprimer za r=4 se dobija sistem 

Рl+Р2+РЗ+Р4=1 
1 

'Р2~2+РЗ~З+Р4~4~ 

'2 2 2 1 
Р2«2 +рзо(з + P4ol 4 - З 

з з з 1 
Р2 cl..2 +рзо(з + P4~4 = '4 

РЗnЗ2Ј2 + Р4ГЗ42~2 + 
1 

Р4 fЗ4Зс(4= б 



(I.17) 

р з11320(2 :1- Р411 42оС4о(2 

2 
Рзf332оС 2 + 2 

Р4 1142о(2 

.* 
1 

Р 4(14З [3320(2 = 24 

1141 +1142 +1143 =~4 

f3 З1 +1132 =rJ.3 

f3 21 =:"0(2 

:1-

Ј.3 

:1- Р41143о(4с(3 
~ - 8' 

2 .. ~ 
Р4f343оСз =-. Ј.2 

Jedno resenje tog sistema је 

Odgovarajuce formu1e su formu1e Runge-Kuta cetvrtog reda 

tacnosti (greska је O(h5». Те formu1e se najcesce upot

rebljavaju u praksi i оnе se,obicno,nazivaju u 1iteraturi 

metodom Runge-Kuta bez naznacavanja tipa i1i reda. U 

svim primerima u kojima se u ovom radu koristi metoda 

Runge-Kuta koristi se metoda cetvrtog reda, а naziva se 

samo metodom Runge-Kuta. Оnа se prema prethodno izlozenom 

opisuje s1edecim formulama 

gde је 

= hf(x+h, У + kз ) • 



Nарощеnа ~. rz s~stеща (I.~7) se точи dobiti i druge for

щulе Runge ~ Kuta cetvrtog .reda. U cestoj upotrebi su i 

fоrщulе 

gde su 

k 1 - hf(x,y) 

2.2.З. Na slican nacin se dobijaju formule Runge - Kuta 

visih redova tacnosti. Ilustracije radi za ~=8 зе dobija 

metod Runge - Kuta sestog reda tacnosti (O(h7». 
Те formule su slede6e 

gde su 

k 1 = hf (х.јУ) 

k 2 hf(x 1 1 
= + gh, у + gk1 ) 

kз hf(x + 1 k 1 +Зk2 ) = '6h , у + 24 

1 k - Зk2 + 4kз 
k 4 hf(x 

1 ) = + з~, у + 
6 

1 .. -5k1 + 27k2 - 24kз + 6k4 
k S - hf(x + "2h , У + 8 

) 
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2 
k 6 =- hf(x + зh, 

221k.l -98.lk2 +'867kз - ,102k4 .+ k S 
у + ) 

9 

5 
- hf(x + 6ћ, 

.:"':7.8 Зk.1+678k2 -.4 72kз-·66k 4+8.0ks+Зk6 
У + ) 

48 

= hf(x + h, 
761k1-2079k2+1002kз+8З4k4-4S4ks-9k6+72k7 

У + ) 
82 

I.3. Adarnsove (Adarns, John Cauch, 1819-1892) metode· 

3.1. Neka је data d~ferenc~jalna jednac~na (1) sa zadat~rn ро

cetn~rn uslovorn (2). Dalje se u ovoj rnetod~ pretpostavlja 

da је, па bilo koj~ nac~n, nadjeno pr~blizno resenje 

zadatka (1)-(2) u tackama х., х. l' X~_2' ••• х. k 
~ ~-. ~-

(I.18) 

(х. .=х. -J'h') i neka su to vrednost~ у (х.) =у .• Ako ве 
~-J ~ Ј Ј 

uvede oznaka f.=f(x"y.), lako se uocava da ~majuci 
Ј Ј Ј 

f~, f i - 1 , .••• , f i - k , se moze konstruisati neka predstava 

funkcije f[x,y(x)] u vidu funkcije koja se lako integrali • 

. Neka је to ~(x). Tada је priblizno 

Xi.,+1 

Yi+l = Yi-1 *~ r<x) dx. 

Xi-j 

Na taj nacin se pomera tablica vrednosti у{х) za jedan 

korak. Navedeni nacin se moze ponovo primeniti, izracuna

ti slede6a vrednost у(х) itd. Da bi se mочао zapoceti ovaj 

postupak neophodno је znati osim pocetne vrednosti уо 

jos i vrednosti У1' У2' ••• , Yk u tackama х1 ' х 2 ' ••• , 

x k • Те vrednosti se mogu racunati па bilo ko~i nacin, 

naprimer metodom Runge - Kuta. 



(I.19) 

(I.20) 

(I.21) 

~6 

Jedan od najprostijih na~ina priblilnog predstavljanja 

funkcije f[x,yCx~ је pomo6u nekog interpolacionog poli

noma. Ako se oznaci sa Li,k(X) interpolacioni polinom 

koji и tackama х., х. l' ••• , Х! k ima vrednosti f., 1.. 1..- - 1.. 

f i - 1 , ••• ~ f i - k Ы6е 

:к 

L. k (Х) = ~ f. . 'О. (Х) , 1.., ~ 1..-J~J 

gde ?ј (Х) ne zavisi od ~'. 

Neka је dalje 

Х - Х! = th. 

Tada ~j<X) prelazi и polinom Qj<t), stepna k, а taj poli

nom ne zavisi ni od h ni od i. 

Na taj nacin se dobija 

Х 1+1 

У 1+1 = У i-j + S L i ,k (х) dx - У i-j + fllLrз", fi,-s, 
Xi-j daO 

gde је 

1 

IЗ s = Ј О· (t)dt, 
. Ј 

-Ј 

tj. rз su konstante koje ne zavise ni od, f ni od i, 
6 

ni od ћ. 

Biraju6i razne vrednosti ј i razlicite interpolacione 

polinome, dobijaju se razne diferencne formule za 

nalalenjepriblilnog resenja .diferencijalne jednacine. Те 

.fom1u1e:-.s=e nazivaju ekstrapolacione jer su dobijene putem· 

integracije interpolacionog polinoma, ekstrapoliranog 

па intervalu [Xi , Xi +1] <videti [7] i [8]). 



\ . 

(I.22) 

~7 

~ri konstrukciji interpo1aciono9 po1inoma moze эе iskori

stiti. os.im f i , ;f;i.~1' ••• , f i -.k jos i nepoznata vrednost 

fi+i8 Ponovivsi predhodna rasudjivanja do1azi se do for

mu1e 

k 

Yi+1= Yi-j + hL ~s·fi-s· 
-ј= -1, 

Pri tome i u ·.levoj i u desnoj strani jednakosti se pojav-

1juje nepoznata vrednost Yi+1. Dak1e za trazenje Yi+1 

treba resiti a1gebarsku i1i transcedentnu jednacinu. 

Obicno se to cini metodom niza priblizavanja. Za konvergen

ciju takvog postupka је potrebno da bude ispunjen us10v 

h.I·~_1IM1<1, gde је М1 = sup/;~/u posmatranoj oblasti 
(!okaz slican dokazu I.13.). 

Formu1e tipa (I.22) se nazivaju interpo1acionim. Poznato 

је, iz teorije interpo1acija, da je,obicno, tacnost 

ekstrapo1acije manja od tacnosti interpo1acije, ра se i 

formu1e tipa (I.22) tacnije od formu1a (I.20) ([7Ј). 

3.2. Neke ekstrapo1acione formu1e za integraciju diferencija1-

nih jednacina prvog reda. 

Razmotrimo neke specija1ne slucajeve diferencnih formu1a. 

3.2.1. Neka је ј=О i ako se L. k(x) zapise u vidu Njutnovog 
~, 

(Newton Isaac, 1642-1727) interpo1acionog po1inoma za 

kraj tablice 

(I.23) ••• 
+ t(t+1) ••• (t+k-1)~ k 

kl ~2 

f2 = ~2Э+1 ".' f 12S-1, ••• ) s _ .. -..-.. 
2' 2 



(I.24) 

(I.25) 

(I.26) 

(I.27) 

bi.ce . 
Xl+l 

\ L. k ех) dx = h Ј ~, . 
ра је 

qdakle је definitivno 

gde је 

1 

a
1 

= \ tdt = 1 
Ј '2 ' 
о 

1 

а2 = St{t+l)dt = 5 
о 2 П ' 

1 

аз = S t(t+l~(t+2}dt = i ' 
о 

1 

а4 а S t (t+l) ~~+2) (t+З)Jt, ;~~ 

1 

jLi,k (Xi+i'?~ dt, 
о 

Sledece vrednosti koeficijenta а. (1= 5,6,7 ••• ) 
~ 

su 

Na taj nacin formula (I.24) postaje 

· ··Ј . 



(I.28) 

1.9 

.Nakada se и razmatranje uvode velicine ч.= h;f(x.y.). 
Ј Ј Ј 

Tada se ;formula О:: .. 27 )moze zapisa ti и obliku 

+ ••• • 

Formule (I.27) i (I.28) nose naziv ekstrap~lacionih for

mula Adamsa. 

Shema za izracunavanje~Yi i Yi+l prema Adamsovoj eks

trapolacionoj formuli izgleda: 

Х У 6У 

. . . . . . • • • 

Хi-з Уi-З 
ь:. У i-З 

x i - 2 Yi-2 

Х. 2 
~- Yi - 1 

ь:'У. 2 
~-

x i Yi 
ь:' Уi-l 

Yi + 1 
6Yi 

ч=hf 
1 

q 

• • • • • • .Ј 

Чi-З 
1 5 

Чi-_ 2 
qi-2 

ч~ З 
~--

qi-l 2 

Чi 
1 1 

Чi-_ 2 

2 
Ч 

••• 

з 
ч 

• • • 

З. з 
Чi--

2 

Pretpostavimo da su tre6e razlike medjusobno skoro jed-

nake. Tada se, prilikom primene Adamsove ekstrapolacione 

formule, mogu od formule (I.28) zadrzati вата prva cetiri 

clana. 



(I. 29) 

(I.ЗQ) 
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Ako su vr.ednosti у i-3' Yi ..,.2 f '.l i .... 1 ~ У i poznate tada se 

najpre nadju vrednosti qi .... з' qi-2' qi""~ i qi. Zatirn se 
ро formuli Adamsa nadje vrednost 6у. i potom izracuna 

~ 

Yi+l. Postupak se, dalje, па isti nacin nastavlja. 

Nekada је celishodnije izraziti vrednostiAy neposredno' 

kroz yi = f i • Da Ь! se to ucinilo najpre se izraze razli

ke koje ulaze и formule (I.27) i (I.28) preko Yi. Tada' 

se dobija 

, 
Уi-З) + ••• , 

i1i и obliku 

Зh . 
+ --п- (f . - Зf. 1 + Зf. 2 - f. з) + ••• • 

о ~ ~- ~- ~-

Ako se и poslednjoj formuli uzme эато jedan clan desnog 

dela jednakost dobija se, poznata Qjlerova formula 

Dva prva clana desnog de1a daju 

Tri prva clana desnog dela daju 
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Uz~aju6i cetir1 prva clana formule (I.30) dobija se 

1td. 

3.2.2. Neka је ј = 1 1 neka је ponovo uocen drug1 Njutnov 

1nterpolac1on1 pol1nom. Tada se dob1ja 

(I.31) 

(I.32) 

У1+1-У1-1= 
t(t+1) 2 

2 f 1 - 1+ • •• + 

1 
+ t (t + 1 ) k i .. ( t + k -1 ) f~ k Ј dx = 

~--2 

h ([f 1 +tf 1 1 + 
Ј 1--

-1 2 

tj •. 

gde su 

1 

+ t(t+1) f2 + 
-0 2 1-1 

ао = 5 dt = 2 
-1 

1 

а 1 = Ј tdt = О 

а2 = 1 t(t;l) qj: = ; 
-1 

1 

аз = S 
-1 

t(t+1) (t+2)dt _ 1 
6 '3 

. . . + t(t+1) ••• (t+k-1) fk Ј dt 
k! .; k .-'2 . 

29 28 1822935424 
а4 = 90' а5 - "gQ' а6 = 60480" а7 - 12096' • • • 



(I.33) 
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Bice dakle definitiyno 

Ako se u formuli (I~33) uzme samo jedan'clan desnog dela 

jednakosti dobija se 

Dva clana desnog dela jednakosti (I.33) daju 

Tri prva clana desnog dela formule (I.33) daju 

Ako se zaustavimo па razlikama cetvrtog reda 

u svojstvu koeficijenta pri cetvrtoj razlici 

i uzmemo u 
29 

umesto 90 

Ь . 30 1 t" i t' k fi " t rOJ 90 = З' Ј· xzmen то' аЈ ое c~Jen samo za 

98 dobija se formula 

Na slican nacin se mogu dobiti i druge formule visih 

redova. 

3.3. Neke interpolacione formule za integraciju deferencijal

nih jednacina prvog reda. 

3.3.1. Ako se иос! drugi Njutnov interpolacioni polinom i za 

pocetnu tacku uzme x i +1 bice 



(I.34) 

(I.35) 
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L. kCx) - ;f';+.l+ t O ;fl +t'(t+l) ;f.2 
3.., ..... • ~ 2 ~ + • о. + 

3.. 2 

+ 't: ('t:+T) ••• (t+k~ '1 ) k ' 
f~+l_;k ' 3.. _. 

2 k! 

Neka је dalj,e ј = о. Bice tada 
)(i--I-1 

~Yi = Yi+1-Yi = S [ f i + 1 + tf1 t(t+1) f~ .~ + 2 
Xi. ~ 2 3.. 

+ t (t + 1) • • • (t + k -1 ) f~ k Ј dx = 
k! 3..+1-2 

+ • о • + 

+ t(t+1) f2 
2 i + ••• + t(t+1) ••• (t+k-1) k Ј = 

kl fi+l-~ dt 

Pri tome је 
о 

ао = ј dt = 1 
-1 
о 

a 1 = ј tdt = -~ 
-1. 
О 

а2 =jt(t+1)dt = 
-1. 2 

о 

аз =ј t(t+l) (t+2)dt = 

-1 6 

33953 
ав = - 3628800' ••• 

1 
- 24 

+ ••• + 

863 
= -60480" а7 

275 = -24195' 



(1.36) 
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ра В.е dobij а Adamsova interpolaciona formula 

. '19 4 
~i.-;"1 + ••• 

Formula (I.36) moze biti koriscena za kontrolu izracuna

vanja izvedenih prema ekstrapolacionim formulama. Pri tom 

se moze koristiti ista shema kao i za ekstrapolacionu 

formulu Adamsa. U tom slucaju se najpre nadje priblizna 

vrednost У.+1 . Zatim se izracunaju q'+l' q1 1 2 
~ ~ i~' qi' 

q~ l' ••• Koristeci se tim velicinama ротоси Adamsove 
~-2 

interpolacione formule (I.Зб) se nadje 

1 
Zatim зе isprave vrednosti Qi+1' q. l' 

~+i. 

nadje ро Adamsovoj interpolacionoj formuli Yi+1. Оуај 

postupak se produzava dok se ne postigne odgovarajuca 

tacnost. 

Takodje se 

је Yi i Yl 
tom ako se 

moze~y. predstaviti u vidu linearne kornbinaci
~ 

= f., а potom izvoditi niz priblizavanja. Pri 
~ 

u formuli (I.3б) uzme зато prvi clan dobija зе 

Sa dva clana је 

.Sa tri clana зе dobija 
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Cetiri clana daju 

Sa pet clanova se dobija 

itd. 

3.3.2. Neka је u svojstvu Li,k{x) uocen Stirlinov interpola

cioni polinom 

i neka је ј = 1. 

Integracijom se dobija 
xi.+1 

. . . 

S 
2 2 2 2 

у [f.;+ tf~ + ~ f2 + t{t -l)fЗ + t (t -1)f4 +. Ј& 
У i+1- i-1 = • ~ 2 i б i 24 i ••• 

XL-1 

1 

h)[fi + 
2 2 2 2 

= tf~ + ~':f~ + t(t -1)fЗ + t (~4-1)fi+ 
~ б i 

. -1 

h[aofi 
1 2 З 4 · · · Ј, = + a 1 f i + a 2 f i + аз fi + a 4 f i + 

gde је 

ао =о; dt = 2 

'а 1 = ) tdt = О 
-1 

а2 =S~2dt = ~ 
аз =)t<t:-l)dt = о 

-1 
1 

а4 =-90' .•• 

••• Jdt= 
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ра је definitivno 

'~ 4 Ј 
90 f i + ••• • 

Ako se u poslednjoj formuli izraze razlike preko f
i 

do

bija se redom 

У . +1 - у. '1 = hз гf -1 +1 + 4 f -1 + f -1-Ј " :1.. :1..- t".... ... ... 

itd. 

Ocigledno је da ve6 poslednja formula nije pogodna za 

upotrebu jer је pri racunanju vrednosti Yi+1 potrebno ra

cunanje vrednosti f i + 2 = f(xi +2 , Yi+2). 

I.4. Milnova (William Edmund Milne) metoda 

4.1. Resavaj uci zada tak (1) - (2) najpre se formira niz { Х! } 
koriste6i se formulom (I.1). Zatim se nekorn od postoje-

6ih metoda za nalazenje pribliznog resenja zadatka 

(1)-(2) izracunaju vrednosti У1'У2 i У3 kao i odgovara

ји6е vre'dnosti f. = f(x. ,у.) (! = 1,2,3). Dalje је 
:1.. :1..:1.. 

(I.37) 
(! = 3,4,5, ••• ). 

Potom se izracuna vrednost 

f (l) f( (1» 
i+1 = x i + 1 ' Yi+l 

i nalazi "drugo priblizavanje" 



(I.38) 

(I.39) 
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(~ = з ( 4 ( 5 , • • • ) 

(2) 
Mi1n је pokazao da је apso1utna greska vrednosti Yi+l 

priblizno 

ра prema tome ako је C'+l~E, gde је ~ gюаniса zadane 
(..Д (2) 

greske, onda је Yi+l ~ Yi+l i postupak se da1je produ-

zava. Ako је E:i+l >f," ... tada treba smanjiti h (pocevsi 

od izvesnog mesta). Pri tom se srecemo sa neprijatnom 

neophodnoscu ponovnog racunanja odgovarajuceg "pocetnog 

odsecka" ." [2 Ј. 

4.2. Izvodjenje formu1a Mi1na ([9Ј, [21. 

(I.40) 

Ako se uoci Njutnov interpo1acioni po1inom, sa raz1ikama 

do tre6eg reda, koji је napisan za у' u oko1ini X k bice 

i1i u obliku 

gde је 

~ - Xk 
q = h • 

Ako se stavi da је 

(I.40) u granicama 

xi.+1. :х Lf1 5 y,'dx = ~ [ Уi-з+ 
Xi-~ х «'-3 

k = i -
od х. 3 

~-

qAYi-з+ 

3 i integra1i jednakosti 

do x i +1 dobija se 
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odakle, posle smene чћ_ = ..х ..... ..хi ...... З ( hdq = ах, Се biti 

(I • 41) 
4 ц " 

Yi+l -Уi-З = h{S Уi.-зdq + 5с6.уI .... Зqdq + 5ду.f-з· ~ч + 
- 2 
о о о 

4 
(' З, з з 2 '2 + j~ у q ','- q. + q 

i-З б 
о 

Kako је dalje 

~у.1-з = У.1-2 - у.1-з' 

i 

лЗу:_з = y~ - Зу~ + Зу! - у' 
~ • ~ ~-1 ~-2 i-З 

zamenom u formulu (I.41) dobija se 

odakle se dobija prva Milnova formula, (I.З7), u obliku 
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Za izvodjenje druse Milnove formule se moze staviti 

k = i - .1 u ;formulu (I. 4 О) .'. Bi6e tada 

2 

S y'dx = 

о 

1 3 2 3 '} + 6'(q -3q +2q) А yi.-l..Ј dq 

ра se 'odatle dobija 

а dalje, imaju6i u vidu da је 

.6.YI-l = У ! - у! 
~ ~-l 

i 2, 
А Yi - 1 = 

druga Milnova formula, (I.38), u obliku 

4.3. Greska Milnove rnetode 

(1 ) 
Ako se ocene glavni clanovi greski ~i+l 

(2) 
i ei+l prve i 

druge forrnule Milna dobija se 

4 

ei~i = hS2~(q4_6q3 + llq2 
4 28h 4 , 

6q) .6. Уi-зdq = 90 АУ i-3 i 
о 

2 

ti;i = hS2~(q4 - 6q3 + llq2 - 6q)A
4
Yi._l d q,= -9~~Yi-l· 

о 

Odatle, smatraju6i da su cetvrte razlike .6.4y~ konstantne 
Ј 

па intervalu duzine 4h, se dobij~ 
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с (Д) - ... 28eo{L~~ • 
vi+~ .... ::г~ 

Kako је 

Y(Xi + 1 ) 
(1) + Е(l) (1) - 28Ei~i = Yi+1" i+1 - Yi+1 i 

У (Xi + 1 ) = (2) + Е(2) 
Yi+1 i+1 

bi6e 

,(2) 1 (1) (2)' 
c.-i+1 - 29 (У i+1- У 1+1 ;~ , 

ра је 

\
' (1) (2) 

=Jc~2) 1= Yi+1- Yi+1 
~i+1 C~+l 29 

1.5. Levi-Bagotova (H.Levi, E.A.Baggot) metoda 

5.1. Prilikom resavanja zadatka (1)-(2) najpre se ([10Ј, [lЈ) 
formira niz {Хi}kоristебi se formulom (I.1). Zatim se 

nekom od роstојебih metoda za nalazenje pribliznog rese

nja zadatka (1)-(2) iz!acunaju vrednosti У1 i У2 • Saglasno 

metodi niz vrednosti { У i+1) (i = 0,1,2, ••• ) se racuna па 
taj nacin da se svako Y i +1 racuna kоrisбеnјеm niza pribli

zavanja odredjenih formulom 

(i = 2,3,4, ••• ), 

(r = 0,1,2, ••• ) 

kao i formulom 
I 



f (k) 
1+1 

3~ 

(k - ~ t 2 , 3, ••• ) 

5.2. Као 1 kod svih slicnih metoda niz iteracija se produzava 

d k d t d t · (т). (т+ 1) ( - о 1 2 
о se ро ve uzas opne vre nos ~ Yi +1 ~ Yi+1 m - , , ••• 

ne poklope nаоdgоvаrајuбi broj dekadnih znakova. Kada је 

to postignuto stavi se da је Yi+1 = ~i+1' gde је Yi+1 za-

jednicki deo priblizavanja yJ~i i yJ~i~) • 

Primedba. Metoda Runge-Kuta, Adamsove metode' i metoda 

Levi-Bagot se mogu primeniti па sisteme diferencijalnih 

jednacina, а samim tim i па diferencijalne jednacine v1-

seg reda. 

I.6. Pikarova (Picard Emil, 1856-1941) metoda 

6.1. Neka је data diferencijalna jednacina (1) sa zadatim ро

cetnim uslovom (2). Prema Pikarovoj metodi sukcesivnih 

aproks1macija diferencijlna jednacina (1) se najpre za

pise и integralnom obliku. 

(I.42) 

(I.43) 

х 

у (х) = у о + S f (х, у ( х) ) dx , 
хо 

а zatim se formiraju nizovi uzastopnih pribliznih rese

nja kоristебi se formulom 

х 

у i( х) = у о + 5 f (х , у 1 -1 (х) ) dx 
хо 

( 1... =:'. 1 , 2 , 3 , • • .) • 

Pod pretpostavkom da funkcija f(x,y) zadovoljava uslove 

Kosi-Pikarove teoreme (и oblasti 

~= { (х,у) ,Ix - xol~a, Iy - Yol'Sb} а,Ь = const) lako 
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se dokazuju sledeca tvrdjenja (videti [-1-1Ј i [-12Ј); 

а) Sve funkcije niza {YiCx)} (1 = ~,2,3, ••• ) definisane 

su ~ neprekidne za Iх - xol~h i nalaze se u 

'J(h=min (a,~), I f (х,у) I~M za (х,у) G~) ; 

Ь) Niz neprekidnih funkcija uniformno konvergira za 

Ix - xol~h, ра је i granicna funkcija у = у(х) neprekidna 

па pomenutom intervalu; 

с} Granicna funkcija у(х) nalazi se u oblasti ~za 

Iх - Xol~h; 
d) Resenje diferencijalne jednacine (1) у = у(х) koje 

zadovoljava pocetni uslov (2) је jedinstveno 

е) V.azi осеnа 

I x ,...\i+l 
\ 

М L i +1 х - ., у (х) - у i (х)\ ~ L ~ 
(i+1) ! 

Dokazimo tvrdjenje"pod е) 

Ako se uvede oznaka &! (х) =1 у(х) - У1 (х>\ ' tada се biti, 

imajuci u vidu (I.42) i (I.43), 

х 

е i = \ у ( х) - у i (х) \ = \ S [ f (х ,у (х> - f ( х) , у i -1 (х) Ј dx I · 
хо 

Dalje је za х /x~x + h, koriste6i se cinjenicom da 
o~ о 

funkcija f(x,y) zadovoljava Lipsi90V (Lipschitz,1831-1904) 

uslov, 
х 

е i (Х) ~ L 5 Е..! -1 (Х) dx • 
Ха 

Kako је prema (I.42) 

х х 

fo(x) =\у(х) - Yo(X)}~ 1 Slf«X,y(X»! dxl~MISdxl, 
х ХО 
о 
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dobija se 

ео (Х) ~ м \х-хо \. 
Dalje је prema (I.44) 

х 
L 2 \x-x o 12 

е 1 (Х) ~ LM ~Ix - Xo\dX 
М = L , 

21 
><0 

2 L3pc-хо \З )( \ Х-Х \. 
м е 2 (Х) ~ ~ 2 5 L о dx = L , 

xg 21 31 

itd. 

Ocigledno је da se, matematickom indukcijom lako pokazu

је da vazi осеnа pod е) • 

6.2. Na isti nacin se dokazuje da ako је dat sistem diferen

cijalnih jednacina 

(I.45) 

(I.46) 

(А) 

(i = i"m) 

sa zadanim pocetnim uslovima 

(i = l,m) 

pri сети su sve funkcije f i (X'Yl" ••• , уn/.: neprekidne 

funkcije od svojih argumenata и oblasti 

(one su tada i ogranicene u oblasti (А), tj. 

i u (А) zadovoljavaju Lipsicov uslov, tj. 
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L{~\\i - Yi 1) (i - 1, т), 

и .. 1. 

vaze zak1jucci koji odgovaraju zak1juccima pod а), Ь), 

с) i d), а takodje vazi i procena 

Specijalno za m = 2 se dobija 

(i = 1,2) 

(videti [lзЈ). 

Primedba 1. Nesto bolja procena za greske se moze dobiti 

primenom Pikarove rnetode па sistern diferencija1nih jed

nacina (3), sa zadanirn pocetnim us10vima (4), sto се bi

ti pokazano u glavi III. 

Prirnedba 2. Od bitnijih karakteristika Pikarove rnetode rnogu' 

se istaci sledece: а) Pikarova metoda se rnoze prirneniti 

па siroke klase diferencijalnih jednacina (1) i sisterna 

diferencija1nih jednacina (I.45). 

(pri tome nije potrebna analiticnost funkcija f(x,y) i 

f i (x'Y1' ••• , ут); Ь) Osnovni problem prirnene te rnetode 

је taj sto se rea1izujuci је, nekada, moze doci do veoma 

komp1ikovanih (i1i neresivih) tipova integrala. Tada se' 

za resavanje zadatka (1)-(2) i1i (I.45)-(I.46) rnora upot

rebiti neka druga rnetoda npr. Pikar (varijanta Orlova) 

metoda koja је izlozena u I.7. 
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1.7. pikar (varijanta Orlova) metoda) 

7.~. Neka је data diferencijalna jedna~ina (1) sa po~etnim 

uslovom (2). Priblizno resenje diferencijalne jedna~ine 

(1) sa zadatim uslovom (2) se nalazi, saglasno ovoj те

todi (videti [14Ј i [6] koris6enjem nizova priblizavanja 

odredjenih formulom 

(I.47) (i = 1,2,3, ••• ), 

* L. 
gde simbol f(x'Yi_1(x» oznacava да odgovaraju6u funkci-

* ји f(x'Yi_1{x» treba razviti и Tejlorov (Taylor Brook, 

1685-1731) red ро (х-хо) i zadrzati i prvih ~lanova tog 

razvitka. 

7.2. Karakteristike ove metode su slede6e: 

а) Metod se moze primeniti kada је funkcija f(x,y) 

analiticka funkcija и blizini Х = Х , У = У • 
о о 

Ь) Uzдstорnе aproksimacije su polinomi sve ve6eg stepena. 

с) Svi ti polionomi su delimi~ni zbirovi Tejlorovog reda 

- integrala date jedna~ine za Х = Хо' у = Уо' tako da ova 

metoda ustvari predstavlja metodu integracije рото6и 

Tejlorovog reda. 

d) Aproksimacije Бе uvek mogu izvoditi do та koje grani

се zeljene ta~nosti. 

е) Ra~unske tesko6e prilikom izra~unavanja daljih aprok

simacija nе pove6avaju Бе osetno u odnosu па prve aprok

simacije. 

f) Metoda Бе lako generalise па sistem od п deferenci

jalne jedna~ine prvog reda, pri torn obirn ra~unanja raste 

otprilike Ба n. 

g) Samim tim metod Бе moze p~imeniti i па diferencijalne 

jedna~ine viseg reda. 
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h) U slucaju kada је tra~en:l Cauchy·.,.jev integral poli

nоrn rnoze se dob1ti tacno resenje 

Prirnedba 1. Tvrdjenja pod Ь) i с) su dokazana u [14Ј, а 
па jedan drugi nacin u [1~ . 

Prirnedba 2. Za ovaj rad su narocito interesantne karak

teristike navedene pod f) i g). Lako је uociti da се se 

npr. za sistern diferencijalnih jednacina oblika 

{ у' = f(x,y,z) 

z' - ~( х ,у , z ) 

sa zadatirn pocetnirn uslovirna 

koristi ti nizovi priblizavanj а odredj.eni forrnularna 

= z 
о 

хо 

sto се biti korisceno u glavi III. 
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G L А У А rl 

. ' NEКE .NOVE' NUМЕRI'С:КЕМЕТОПЕ 'Z'A NAL'AZENJE PRrBLTZNIH 'RESENJE' 'ОТРЕ

RENCIJALNIH 'JEDNA'C'INA 

II.1. Oj1er-Kosijeva interpo1aciona metoda 

~, 1.1. Pri1ikom resavanja zadatka (1)-(2) najpre se izabere do-

~: 

~. (II.1) 

(II. 2) 

(II. З) 

(I1. 4) 

vo1jno mа10 h>O i formira niz {Х! 1 koriste6i se jedna

kos6u (I.1). Zatim se izra~unava niz vrednosti {Yi+1} 

(! = 0,1,2, ••• ), pri ~emи se svako Yi+1 ra~una koris6e

njem niza priblizavanja odredjenih formu1a 

(i = 0,1,2, ••• ) 

i 

yl~i= Yi + ~[fCXi'Yi) + fCxi+1,yl~i)J (i = .0,1,2, ••• ), 

kao i formu1om 

Y
(k+2)_ 
1+1 '-

gde је 

(k) '" (k+l) (k+1) (л (k) 
У i+1 • с,(у i+1 ) - У i+1 • С.(У i+1 ) 

~(y(k+1»_y(k+1)_ ~(y(k» + y(k) 
~ i+1 i+1 i+1 i+1 

{i,k = 0,1,2, ••• >, 

(1,k = 0,1,2, ••• : 

1.2. Niz iteracija se produzava dok se dve uzastopne vrednosti 
(.е,), (-2+1)'1' с.е+1) , ис (1+.1). '1' (е+1), (У.;(ј+ 1» Yi+1 ~ Yi+1 ~ ~ Yi+1 ~ ~ Yi+1,1 ~ ~ Yi +1 ~ ~ 

(е= 0,1,2, ••• ) ne pok1ope medjusobno па odgovaraju6i broj 

dekadnih znakova. Kada је to postignuto stavi se da је 
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.... ..... 
Yi+~ - Yi+~' gde је Yi+~ zajednicki deo рrз..Й.Lз..zаvаnЈа 

(l) 
i 

(е +~) 
:t:1i Cl+~) 

i е( (~+~) 11i (!+l) 
Yi+l Yi+~ Yi+~ Yi+~ Yi+~ i 

1.3. Niztyl~~ldefinisan forrnularna (II.1), (II.2), (II.3) i 

(II. 4) kQn'{~~~~fa br~e od -~~z~ {У ~:i }p'fi cernu ј е 

(II. 5) 

(II.6) 

i 

-(s) 
Yi+1 

'." ... : ,-

_ (в, = '1. ~ 2 , ~ , , ~~ ) 
.... "" ". !. . , '.' 

.'.~' ~. 

" 

С .; = О 1 2 ... . ... ". , .... ; 

tj.~ ~d p~za'~oji s~ ~orrnira ~ Oj~~r-Ko~ij~vo~ ~terativnoj 
rnetodi,'p~'j~ ocigledno da Ojler-Ko~ijevu iriter~olacionu 
rnetodu treba kori~ti~i pri spqr1jpj konver~enciji niza 

definisanog forrnuiam~ (I1. 5) Г (I~,~ 6) .D~k;,zi~·: predhodno 

. tvrdjenje se relativno iako' ~~y~4i,. (vi9-~t~ (+6Ј) ~~Q~sta
tuje е.е da је za Ojler-Ko~ij~~u ii:.~ra~l:Yn~ :Ф~tРр.u:' 

.' ~ ~". " ., .- .: ., .. - " 

En= y{xi + 1 ) - yl~i = KiEn-1' а z~;'Ој1еr-+SОS~јеVU,intеrро-
: (п)'· . , '..' " ..-' 

G - У (х ) - У' ' = к f с gde Ј' е lacionu rnetodu с. n- i+1 . з..+t., .?_ I1.'::!сn-2 ." 
.:", .' ,.,.' .~~.~'" .~~,'. 

У (xi .+1 ) tacno resenja zadatka (1)-(2) z~;x= :Xi+1' а К1 
К2 , kons~.~~.~e. koj е se racunaj ~: ~:>c~~o6и h,/ fY 'i . 

I,a (k+1) (k+1)_ V7( (k) + (k) , 
1.4. !zraz L(Yi+1 ) - Yi+~ ~ Yi+l Yi+1' koji Је irneni-

lac, forrnule (II.3), је rna1i za ve1iko k, ра na1azenje 
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(k+2) 
vrednosti Yk:J-~ treba izyoditi. ва vise znacajnih cifa-

(о (k:f-l-) lo (k) 
ra predhodno dobijenih yrednosti ~(Yi:f-~ ), '(Yi:J-~ ), 

(k:f-l) Ck) 
Yi.+1 1 У 1:Ј-1 • 

1.5. Algoritam izlozene metode moze se nekada izmeniti i to 

па nekoliko nacina: 

( r) 
а) Vrednosti Yi+1 se racunaju рото6и formula (II.5) i 

(II.6) do izvesnog ro, а zatim koris6enjem formula (II.2), 

(II.3) i (II.4); 

Ь) Vrednosti Yl~~ se racunaju do izvesnog r 1 upotreblja

vajuci formule (II.1), (II.2), (II.3) i (II.4), а za 

r >r1 se koristi formula (II.6); 

с) Vrednosti y{~i se racunaju kombinujuci а) i Ь). Ко
risnost izmene predlozenog algoritmau konkretnim prime

rima је jasna. 

1.6. Napomena 1. Sve sto је receno u tackama 1.2., 1.3., 1.4. 

i 1.5. odnosi se, bez izmena (samo se u formulacijama 

upotrebljavaju druge formule) па sve metode koje se dobi

јаји koris6enjem linearne interpolacije,a koje се u da

ljem tekstu biti prezentirane. 

1.7. Primer. 

Neka је data diferencijalna jednacina 

У' = х2 + у2, у(2) = 2, h = 0,1. 

Ojler-Kosijevom iterativom i Ojler-Kosijevom metodom 

dobijenom koris6enjem linearne interpolacije naci у(2.1) 

па cetiri decimale. 

а) Ojler-Kosijevom interpolacionom metodom se dobija 
оо 
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3(0742578, 

y(1)~(y(2» _ у(2) .~(y(1) 
1 1 1 1 

VJ(y(2» _ y(2)_~(y(1» + у(1) 
с.. 1 1, 1 1 

3,1014377 

i 

ра је, па cetiri decirnale У1 = 3,1014. 

Ь) Ojler-Kosijevorn iterativnorn rnetodorn se dobija 

-(0)_ 
У1 - 2,8, 

-(1) 
У1 = 3,0125, - (2) 

У1 = 3,0742578, 

- (3);' = 3,093053, 
-(4) 

У1 У = 1 3,0988488, - (5) 
У1 = 3,1006431, 

-(6) 
3,1011993, - (7) 3,101378 i y18)= 3,1014253. У1 - У = 1 

Dobija se, dakle, isti rezultat, ali sa vise racunanja. 

с -5 . ',," Г:Nароrnеnа 2. Isti zadatak, sa v= 1 О i zahtevorn da se 

nadje у(2,2), је realizovan па racunaru IBM 360/44. Тоrn 

prilikorn је dobijeno da је У2 = 5,62941 Ojler-Kosijevorn 

rnetodorn sa koris6enjern linearne interpolacije i to u 

7 iteracija. Ojler-Kosijevorn iterativnorn rnetodorn је 

dobijeno У2' = 5,62940 u 21-voj iteraciji sto jasno ilu

struje razlicitu efikasnost rnetoda. 



II. 2.' ОЈl'еr"'КО's'iЈеV'а'iћtеr'Р'о'l'аС'~Оћа' 'Il1e:toda '(rn:о'd'it'ikо'Vаћа' 'V'a'ri'jan't:a 

, 'U 'o'dn'os'u 'па 'pre'd'ikt'or) 

2.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) najpre se formira niz {Xi~ 

koris6enjem formule (1.1). Zatim se izracuna У1 nekom od 

postojecih metoda za nalazenje pribliznih resenja dife

rencijalnih jednacina. 

(II. 7) 

Dalje је 

(! = 1,2,3, ••• ), fr=f(x~~) 

(r = 0,1,2, ••• ) 

а yi~i se racuna koris6enjem formule (11.2). Sledeca 

priblizavanja se racunaju ротоси formula (1I.з) i (11.4) 

(pri сети ј е i = 1,2,3, ••• ). 

2.2. Sve konstatacije tacaka 1.2, 1.4. i 1.5. vaze bez izmene. 

Takodje vazi i konstatacija analogna konstataciji tacke 

1.3., tj. niz {yi~i) dobijen ротоси formula (11.~), 
(II.2), (II.3) i (II.4) konvergira brze od niza{Yl:~} , 

-(о) 
pri сети se Yi+1 dobija realizacijom formule 

(i=1,2,3, ••• ) , 

(r = 0,1,2, ••• ), а sledece 

vrednosti se dobijaju korisqenjem formule (11.6) (videti 

[ 3 Ј i U-6]). 

Il.3. Ojler-Kosijeva interpolaciona metoda (druga modlfikacij~u 

odnosu па prediktor) 

3.1. Resavaju6i zadatak (1)-{2) najpre se formira niz {Xi } 

koristeci se formulom (1.1). Zatim se, nekom od 
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postojec1h rnetoda za nalazenje pribl1zn1h resenja zada

tka (1) ... (2), izracuna vrednost Yl. 

Dalje је 

{о) 
Yi+1 = У1-1 + 2hf1 , f 1 = f(x1 'Y1) (1 = 1,2,3, ••• ), 

а sledece vrednost1 se racunaju koristec1 se forrnulama 

(II.2), (II.3) 1 (II.4). 

3.2. Sve konstatac1je.tacaka 1'.2,1.3.,1.4. i 1.5. vaze. 

4.1. 

(II.9) 

(II.10) 

Adamsove 1nterpolacione metode 

Metoda II.4. 

Pr1 resavanju zadatka (1)-(2) izabere se, najpre, dovoljno 

malo h i formira niz tXi~ koristeci se formulom (I.1). 

Za primenu Metode II.4. је potrebno da se, nekom od posto

jec1h metoda za nalazenje pribliznih resenja d1ferencijal

n1h jednac1na, 1zracunaju vrednost1 У1 1 У28 Kada је to 

uc1njeno, dalje је 

У {о) = У1 + h ~23! 16f' + ~f Ј 1+1 12 L 1 - 1-1 ~ 1-2 

(1 = 2,3,4, ••• ), f~ = f{x~,y~) (r = 0,1,2, ••• ) 

i 

f(o) 
1+1 

(i = 2,3,4, ••• ), 

(r = 0,1,1, ••• ) , 

(1 = 2,3,4, ••• ), а sledeca pr1bl1-

zavanja se racunaju koriscenjem for.mule (II.3), gde је 
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(k) 
= f(x i + 1 'Yi+1 ) (i - 2,3,4, ••• ), (k = 0,1,2, ••• ). 

4.2. Sve konstatacije tacaka 1.2., ,1.3., 1.4. i 1.5. vaze i 

za Metodu II.4. 

4.3. Primer 

Neka је data diferencijalna jednacina 

У' = х2 + у2 - 7, у(2) = 2, h = 0.1. 

Neka је, dalje, metodom Runge-Kuta nadjeno У1 = 2,1469066 

i У2 = 2,4262318. 

Treba naci, priblizno, у(2,3) Metodom II.4. i odgovaraju

com Adamsovom rnetodorn. 

Metodorn II.4. se dobija 

i 

'е.(уј2)> = У2 + l~ [Sfj2>+8f2 -. f1J= 2,9489336, 

ра је Уз = 2,9489 па cetiri decirnale. 



44 

?~~ova;raju60m Аdащsоуот щеtоdот se dobija 

- (о) ...,. C~) _. у-зс.2} 
У з = 2, 9~ 2 9357, У З - 2, 9 4 O~ 4 48 , _. 2,9.467805, 

2,9488079, уј5)= 2,9489062 i 

ра је УЗ = 2,9489 па cetiri decimale. 

Metoda II.5 

5.1. Resavajuci zadatak (1)-(2) kao i kod predhodne, Metode 

II.4., se najpre formira niz {x~, а potom se izracunaju, 

priblizno, У1 i У2. 

(II.12) 

Dalje је 

(i = 2,3,4, ••• ), 

(r = 0,1,2, ••• ), 

а sledeca priblizavanja se racunaju koristeci se formula

та (II.10), (II.3) i (II.11). 

5.2. Konstatacije 1.2., 1.3., 1.4. i 1.5. vaze i za Metodu 

II.5. 

5.3. Greska prediktora (II.12) је manja od greske prediktora 

(II.9), pri istom h (videti [7Ј), ра је racunanje, prib

liznih resenja diferencijalnih jednacina, koriscenjem 

formula (II.12), (II.10), (II.3) :l (II.11) pogodnije od 

racunanja рот06и formula (II.9)i, (II.10), (II.3) i (II.11). 
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. Metoda: ТТ .. 6 

6.1. Resavajuci zadatak (1)-(2) па ranije navedeni nacin se 

formira niz {X i }. Zatim se, nekom od postojecih metoda 

za nalazenje pribliznih resenja diferencijalnih jednaci-

(II.13) 

··(II.14) 

(II. 15) 

па izracuna У1' У2 i У3" 

Dalje је 

(! = 3,4,5, ••• ), 

а sledece vrednosti se racunaju ko~1stec1 se formulom 

(т = 1,2, З, ••• ). , 

(1 = 3,4,5, ••• ) 

1 formulom (II.3), gde је 

f
(o) 
1+1 

f(k) = f(x y(k» 
1+1 1+1, 1+1 (1 = 3,4,5, ••• ), (k = 0,1,2, ••• ). 

6.2. Konstatac1je 1zrecene za ran1je prezent1rane metode vaze 

1 za Metodu II.6. 
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7.1. Pri. resavanju zadatka (1)'~ (2) se najpre formira niZ{ Xir 

i izracunaju vrednosti y~, У2 i Уз 

(II.16) 

Dalje је 

а sledeca pr1bl1zavanja se dob1jaju kor1stec1 se formula

та (II.14), (II.3) 1 (II.15). 

7.2. Konstatac1je 1.2., 1.3., 1.4. 1 1.5. vaze 1 za Metodu II.7. 

7.3. Greska pred1ktora (II.13) је manja od greske prediktora 

(II .16) (v1deti [ 7 Ј, ра је racunanje vrednost1 pr1bliznog 
resenja zadatka (1)-(2) Metodom II.6. pOCJodn1je n~go:me~o
dom II.7. 

Metoda II.8. 

8.1. Resavajuc1 zadatak (1)-(2), па ran1je navedeni nacin, se 

for.mira n1z {Х1 }. Zat1m se, kao kod Metode II.7. i Metode 

II.8., izracunaju vrednost1 У1 , У2 1 уз. 

(II.17) 

Dalje se "nulto priblizavanje" za i +;.1 -v1 korak racuna 

kor1scenjem formule (II.13), а sledeca priblizavanja se 

racunaju ротоси formule 

(т = 1, 2 , 3 , ••• ) , 

(1 = 3,4,5, ••• ) 

(1 = 3,4,5, ••• ), 

f(o) 
i+1 

(о) 
- f (xi + 1 ,y 1+1) 
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i ;formule (II.:.3)', gde је 

f(k) = 
i+1 

(k) 
f (xi + 1 ,y i+1) (! = 

(i - З, 4 , 5 , ••• ) , 

З,4,5, ••• ), (k = 0,1,2, ••• ). 

8.2. Konstatacije 1.2., 1.3, 1.4. i 1.5. vaze i za Metodu II.3. 

8.3. Greska for.mule (II.17) је manja od greske formule (II.14) 

( [7 Ј ), ра ј е Metoda II. 8. pogodnij а za primenu od Meto

deII.6. 

Metoda II.9. 

9.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) па ranije navedeni nacin 

se formira niz {Xi } i izracunaju vrednosti У1'У2 i уз. 

Dalje se "nulto priblizavanje za i + 1 - vi korak racuna 

upotrebom formule (11.16), а sledeca priblizavanja se 

racunaju koristeci se formulama (1I.17), (II.3) i (1I.18) • 

. 9.2. Konstatacije 1.2., 1.З., 1.4. i 1.5. vaze i za Metodu 

11.9. 

9.З. Metoda I1.9. је pogodnija za primenu od Metode II.7. zbog 

manjeg broja racunanja vrednosti funkcije f(x,y). 

Metoda II.10. 

10.1. Navedimo јоs jednu Adamsovu interpolacionu metodu koja 

se moze upotrebljavati za nalazenje pribliznog resenja 

zadatka (1)-(2). 
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Najpre se, u ovoj metodi, па ran~Je navedeni nacin formi

ra niz {XiJ' а potom, nакот od postojecih metoda za nа
lazenje pr~lizn~g resenja diferencijalnih jednacina, se 

izracuna У1 'У2,уз i У4. 

Dalje је 

(r = 0,1,2, ••• ), 

а sledeca priblizavanja se dobijaju koristeci se formulom 

У.;(+ll) =' У.;,+ 7h20 Г-251f ,;(О+1) + 646f -264f +106f - 19f Ј 
~ ~ L ~ . i i-1 i-2 i-3 

(i = 4,5,6, ••• ), (т = 1,2,3, ••• ), 

f(O) = 
i+1 

(о) 
f(x i +1 'Yi+1) (i == 4,5,6, ••• ) 

1 formulom (II.3), gde је 

(1 = 4,5,6, ••• ), 

(k = 0,1,2, ••• ). 

f(k) _ 
1+1 

(k) 
f(x1 + 1 , У1+1) (1 = 4,5,6, ••• ), 

10.2. Konstatacije 1.2., 1.3., 1.4. i 1.5. vaze i za Metodu 

II.10. 

II.11. M11nova interpolac1ona metoda 

11.1. Resavajuci zadatak (1)-{2) najpre se formira n1z {xit 

kor1stec1 se formulom (I.1). Zat~ se nekom od postojecih 
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metoda za nalazenje prib.ljJ~nih resenj,a zadatka (Д)-(2) 

~zracunaju vrednosti Y~(Y2 ~. Уз· 

Dalje је 

У(О) 
1+1 = У1-3+ 4h[ З 2fi _ 2- f. 1+ 2f1 Ј (1 3,4,5, ••• ), -

~-

f = 
т 

f(xm,ym) (т = 

i 

У (1) 
i+1 -

f(o) = 
i+1 

У i-1 + ~ [fi - 1 

(о) ) 
f(xi + 1 'Yi+1 

1,2,3, ••• ) 

(о) Ј + 4fi + f i + 1 (i = 3,4,5, ••• ), 

(i = 3,4,5, ••• ). 

АЈсо је 2~ Iy i;i - У i~i I>f' gde је f zadana granica tac

nosti tada se sledeca priblizavanja racunaju koristeci 

se formulom (II.3), gde је 

(i = 3,4,5, ••• ), 

(k = 0,1,2, ••• ). 

11.2. Sve konstatacije tacaka 1.2, 1.4. i 1.5. vaze 

уи interpolacionu metodu, а takodje vazi i da 

i za Milno-

niz{y l~iJ 

(I1.25) 

dobijen 

(II.24) 

- (1) 
1 У1+1 

i 

koriscenjem formula (II.22), (1I.23), (11.3) 1 

k . Ь V d' -(s) pr~ Хети se У-1(О+' 1) onverg~ra rze о n~za Yi+1 ~ ~ 

dobijaju ротоси formula 

(i=3,4,5, ••• ), 

-(т = 1,2,3, ••• ), УО - Уо 



(11.26) 

(1I.27) 

5а 

(1.=- З,4 f 5, ••• ) l' 

(1 = 3,4,5, ••• ), 

а sledece vrednost1 se dob1jaju kor1scenjern forrnule 

"- (s) 
Yi+1 

(s = 1,2,3, ••• ), 

(v1deti [9 Ј i [16Ј). 

(1 = 3,4,5, ••• ), 

(s =0, 1 , 2 , • • • ) 

11.4. Prirner 

Neka је data d1ferenc1jalna jedna~ina 

Х2 2 + 4 2 У'= _ у ху + 
х2 

Miliovorn 1 Milnovorn interpolacionorn rnetodorn nас! у(0,9) 

па cetiri decirnale sa h = 0,1. 

Pocetne vrednosti se rnogu izracuna-:t1 rnetodorn Runge-Ku ta. 

Dobija se 

- - -
У 1=У1= -4,2029098, У2=У2= -3,8095345 i Уз=Уз= -3,5526396. 

Dalje је 

f 1=f1=4,7993925, f2=f2=з,1745826 1 fз=fз=2,016950. 

M11novorn rnetodorn se dobija 

у(2ь у- + ЬГf + 4f +f(1)1 = -3,3986172, f
4
(2)= 1,0851375, 

4 2 ~2 3 4 Ј 
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1. 

ра је У4 = 3,3986 па cetiri decimale. 

Milnovom interpolacionom metodom se dobija 

f~1)= 1~1~ ~(y~o» = ~~1), ~(y~l» = ~~2~ 

y~O)~(y~1» _ y~1)te(y~O) 
y~2)= ~~~~~ __ ~~~ __ ~~ __ ~ __ =-3,3986077, 

'e(y~1) ~ _ y~1)_ <t:(y~o) )+y~o) 

i 

ра је dobijeno poklapanje i па pet decimala, а па cetiri 

decimale је У4 = -3,3986. 

Interesantno је napomenuti da је tacno resenje polazne 

Rikatijeve (ЈасоЬо Riccati, 1676-1754) jednacine 

у = 3,5 - х ,ра је у(0,9) =-3,3987 па cetiri decimale. 
х (х-1', 75) 

II.12. Levi-Bagotova (H.Levy, E.A.Baggot) interpolaci611a metoda 

12.1. Prilikom resavanja zadatka (1)-(2) najpre se ([10Ј i 

[ 1Ј) naranije navedeni nacin formira niz. {Xi}i izracu

. "naju vrednosti Yl i У2. Dalje је 
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(r - 0,.1,2, ••• ), 

(1) 
а Yi+1 se racuna upotrebom formule (II.23). 

Sledece vrednosti priЫiznog resenja se dobijaju korisce

njem for.mule (II.3), gde se ~(yl~i) racuna preko formule 

(II.24) • 

Niz priblizavanja se produzava dok se ро dve uzastopne 

vrednosti ne poklope па odgovarajuci broj dekadnih znako-

va. 

12.2. Konstatacije 1.2, 1.3., 1.4. i 1.5. vaze i za Levi-Bagoto

vu metodu. 

II.13. Neke napomene u vezi sa generalizacijama izlozenih metoda 

13.1. Sve navedene metode se mogu primeniti i па sisteme od~ 
diferencijalnih jednacina prvog reda (samim tim i па di

ferencijlnu jednacinu ~-tog reda. Npr. za sistem 

(II.29) 

(I1.30) 

[ У' = 
z' = 

f(x,y,z) 

'e(x,y,z) 

(! = О, 1', 2 , ••• ) u 

Ojler-Kosijevoj interpolacionoj metodi se doЫjaju kori

scenjem formula 

(ј. - 0,1,2, ••• ) 

i 
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kao 1 formu1a 

(k) в (k+1) (k+1) В (k) 
(k+2)~ z1+1 1+1 - zi+1 '~+1 

z1+1 

gde је 

A(k) 
1+1 

'(k) 
В '. :1.+1 

(1, k=O ,1,2, ••• ) , 

( 1 ,k=O , 1 , 2 , ••• ) • 

13.2. N1zov1 1terac1je 
vrednost1 y(:t> 1 

1+1 

зе produzavaju dok зе ро dve uzastopne 

У (t+1> 111 у{'() 1 А (е+1) 111 У (!.+1) i 
1+1 1+1 1+1 1+1 

A~") kao 1 z(.f> 
"1+1 .. . 1+1 

1 <.[+t) 111 z (-t) 1 в «+1) 111 z-\(l++l1) 
z1+1 1+1 1+1 ~ 

1 ~l;i jednovremeno ne pok1ope па odgovarajuc1 broj dekad

n1h znakova. 

13.3. Pr1mer 

Neka је dat s1stem d1ferenc1ja1n1h jednac1na 

{ у' х + у + з - z 

z' = 2х2+ у2+ z y(l)=z(l) = 1, h = 0,1. 
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~jler-Kosijevorn iterativom i Ojler-Kosijevorn interpola~ 

cinorn metodom naci y(~,~) 1· z(lt~) па cetiri decimale. 

Ojler-Kosijevom iterativnom metodorn se dobija 

-(о) 
У1 = 1,3, 

y~1) _ 1,4072 

yi 2 ) - 1,4359755 

- (3) 
У1 - 1,443460, 

yi 4 ) - 1,4455151, 

yi 5 ) = 1,4460656, 

yI6) = 1,4462158, 

y~7) = 1,4462563, 

yi 8 ) = 1,4462673, 

-(о) 
z1 - 1,4, 

-(1) 
z1 - 1,4755, 

zi 2 ) = 1,4937855, 

Z~3) = 1,4987905, 

Z~4) = 1,5001183, 

zi 5 ) - 1,5004816, 

zi 6 ) = 1,5005793, 

-(7) 1,5006059, z1 = 

zi 8 ) = 1,5006131, 

ра је У1 = 1,4463 i z1 = 1,5006. 

Ojler-Kosijevom interpolacionorn metodom se dobija (ako 

se preskoci Y~O) i zio~ videti t~cku 1,5) 

(3) y~1) Ai 2 ) y~2) A~1) 
У - 1,4460898, 

1 - А ( 2 ) _ ( 2 ) -А ( 1 ) + ( 1 ) 
1 У1 1 У1 

(1)в(2) (2)в(1) 
(3) z1 1 - zl 1 z _. - 1,5006814, 
1 - в(2)_ .z(2)_ B{l)+ z(l) 

1·1 '.1 1 
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в (3)= ~ + ~rl,O + (о (3~_ 1 5005928 
1 о ~Llo ~1]Г' , 

yi 4 ) 
yi 2 ) • 

А (3)_ У(3)А(2) 
1 1 1 

1,446·3496 i - -
А (3)_ yi 3 ) А(2)+ у(2) 

1 1 1 

Z(4)= 
z(2)B(3)_ z(3)B(2) 

1 1 1 1 1,5005693 = 1 
в(3)_ z(3)_ в(2)+ Z(2) 
111 1 

ра је dobijen isti rezultat, ali sa manje racunanja. 

13.4. Na analogan nacin se mogu i druge predlozene metode pri

lagoditi za nalazenje pribliznih resenja sistema diferen

cijalnih jednacina i diferencijalnih jednacina viseg reda. 

II.14. Stefensen-Ojler-Kosijeva iterativna metoda 

14.1. Prilikom resavanja zadatka (1)-(2) najpre se izabere do

voljno malo Ь>О i formira se {xi}'koristeci se jednako

вси (I.1). Zatim se izracunava niz vrednosti {Yi+1} 

(i = 0,1,2, ••• ), pri сети se svako Yi+1 racuna (ako је 

izracunato У.) iterativnim putem. Pri tome se najpre ra

cuna vrednos~ У l~l,o preko formule 

(II.3З) 

а sledece vrednosti pribliznog resenja Yi+1 se racunaju 

koriste6i se for.mulama 
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(II.34) 

i 

(II.35) 
• ( 2 ) • (о) г.' (1) Ј 2 

yl~{,k+1= _'У_i_+_1~,_k ___ '_У_i~+ __ I~,_k_-~~~У-~i~+~1~,~k __ _ 

(2) (1) (о) 
Yi+1,k 2Yi+1,k+ Yi+1,k (k = 0,1,2, ••• ), 

d . f (в) _ ( (в» 
g е Је i+1,k- f x i + 1 'Y-i+1,k ( в=О , 1; k = 0,1,2, ••• ) • 

14.2. Niz iteracija ве produzava dok ве dve uzastopne vrednosti 

У (2) (о) (о) (1) 
i+1,m i Yi+1,m+1 i1i Yi+1,m+1 i Yi+1,m+1 i1i 

( 1 ) 
i1i Yi+1,m i 

(2) 
Yi+1,m (т = 0,1,2, ••• ) ne pok10pe medju-

sobno па odgovarajuci broj dekadnih znakova. Kada је to 

postignuto B~avi se da је У1+1 = Yi+1' gde је У1+1 zajed-

n1cki deo priblizavanja yi:i,m 1 Yil~~m+1 11! Yil~~m+1 

1 у(1) 
1+1,т+.1 

(1) 
i1i Yi+1,m i 

(2) 
Yi+1,m· 

14.3. Niz {Yil~~k} definisan formu1ama (II.33), (II.34) i 

(II.35) konvergira brze od niza koji ве formira u iterati

vnoj Oj1er-Kosijevoj metodi formu1e (II.5) 1 (II.6), vi

deti [16Ј • 

(2) (1) (о) 
14.4. Izraz Yi+1,k - 2Yi+1,k+ Yi+1,k .. koji је imenilac 

formu1e (II.35) је та11 za ve1iko k, ра na1azenje vred-

(о) х f nosti Yi + 1 ,k+1 trebaizvoditi ва vise zna\,;ajnih с! ara 
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Ь ј h. 
(2) (;1) . 

prethodno do i eni vrednosti у у 
,i+-~ ,k f i+~ ,k 

(о) 
i Yi+l,k. 

14.5. A1goritam iz10zene metode moze se nekada izmeniti i to па 

nek01iko nacina: 

(s) 
а) Vrednosti Yi+1,0 se racunaju роmобu formu1a (II.5) i 

(II.6) do izvesnog So' а zatim kоrisбеnјеm formu1a (II.34) 
i (II.35);' 

Ь) Vrednosti yl:i,r se do izvesnih r=r1 i s=sl racunaju 
upotrebljavaju6i formu1e (II.33), (II.34) i (II.35), а za 

r> r 1 (i1i r = r 1 i s> sl) se koristi formu1a (II.6); 
(s) 

с) Vrednosti Yi+i,r se racunaju komЬinuju6i а) i Ь). Kori-, . 
snost izmene pred1ozenog a1goritma u konkretnim primeri

ma је jasna. 

14.6. Sve sto је receno u tackama 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. 

odnosi se, bez izmena (samo se u formu1acijama upotreblja

vaju druge formu1e) па sve metode koje autor pred1aze do 

kraja druge g1ave. 

14.7. Primer 

Neka је data diferencija1na jednacina 

у'=4 + 2х2 + 1,5у2 , у(l) = 1,1; h = 0,1. 

Oj1er-Kosijevom iterativnom i Stefensen-Oj1er-Kosijevom 

iterativnom metodom nабi у(l,l,) па cetiri decima1e. 

Oj1er-Kosijevom iterativnom metodom se dobija 
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- (2) "" . h[- ! (~)J =- 2 f .l353735 f Y~ - У'о+ '2 f o + ~ -о 

.... (3) 
У + h[f + .... (2)Ј 

2t~537364, У1 - f 1 = 
о 2 о 

-(4) 
= У + h[! + fi з )Ј = 2,1596435, . У1 о 2 о 

- (7) 
У + h[f + fi 6 )] = 2,1623746, У1 = 
о 2 о 

- (8) 
У + h[f + fi 7 )J = 2,1624397, У1 = 
о 2 о 

-(9) 
У + ~ [fO + fi 8)Ј = 2,1624609 У1 = 
о 

i 

ра је, па cetiri decimale У 1 ~ 2,1625. 

stefensen-Ojler-Kosijevom iterativnom metodom se dobija 

У {о) = У + hf = У-{О)= 1 8815 
1 1 " ,0 о о _ 



(о) , 
(о) -.: 'Y'l' о· - { 

Y~ ~-
( 

у(о) = 
1,2 

(о) 
У1 ,0 

... 

У (о). 1 ,1 • 
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(2) - [X(~) Ј2 
.y~ о- . ~{o . { - 2,159.9169 f 
2у (Ј.) i- (2) 

~.}.{O 1.,О 

(2) ~ (1)Ј2 
У - У 1,1( 1,1 = 2,1624378, 

Dob1ja ве da је У1 = 2,1625, dakle 1st1 rezultat, a11 ва 

manje racunica. 

11.15. Stefensen-Ojler-Kosijeva iterat1vna metoda (mod1fikovana 

varijanta u odnosu па prediktor) 

.15.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) najpre ве formira niz {Xi ) 

koris6enjem formule (1.1). Zatim ве izracuna У1 nekom 

(II.36) 

od postoje6ih metoda za nalazenje pribl1znih resenja 

diferencijalnih jednac1na. 

Dalje је 

у.(о) = у.+ h~3f f Ј 
~+1,0 ~ 2t 1- 1-1 

а slede6a priblizavanja ве racunaju koris6enjem formula 

(I1.34) 1 (II.35). 
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~5.2. Sve konstatacije. tacaka -.l4.2. f .14.4. i .14.5. vaze bez 

.i.zmene. Takodje ya~! i. konstataci.ja analogna konstataci.ji 

tacke 14 -.з., tj. ni.z {У i.';'~) k 1 dobijen pomocu formula 

(II.36), (II.34) i (II.35) 'konvergira brze od n1za {yi~i1,-
kod koga ве у(О) dobiJ'a realizaciJ'om fo r.mul е , i+1 

(! = 1,2,3, ••• ) , 

(r = 0,1,2 ••• ) 

а sledece vrednosti se dob1jaju koriscenjem formule (II.6) 

(v1deti [3 Ј i. [16Ј). 

15.3. Pr1mer 

Neka је data diferenc1jalna jednacina 

i neka је h = 0,1. Treba naci, pr1blizno у(2.2) па cetiri 

decimale Ojler-Kosijevom iterativnom i Stefenben-Ојlеr

-Kosijevom iterativnom metodom (~odifikovana varijanta 

u odnosu па prediktor). Ako se najpre nadje, metodom 

Runge-Kuta у(2,1) dobija ве da је у(2,1) = 2,2680. 

Dole је Ojler-Kos1jevom iterativnom metodom 

-(о) 
У2 = 2,6233824, - (1) 

У2 = 2,7317979, 

- (2) 
У1 = 2,7608271, 

-(3) 
У1 = 2,7687995, 

-(4) 
У1 = 2,7710037, 

':"(5) 
У1 = 2,7716142, 
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у 1 б ) - 2, 7 7Ј. 7834 i 

ра је па ~etiri decirnale . У2' ~ 2,77Ј.8. 

Stefensen-Ojler-Kosijevorn rnetodorn (rnodifikovanom vari

jantom u odnosu па prediktor) se dobija 

У (о) = У1+ h ~f _ foJ= 2,7010736, 2,0 2 1 

У (1) 
2,0 = У1+ ~ [f1 

+ f(o)]= 
2,0 2,7524811, 

У (2) h ~ (1)Ј 2,7664988, = У1+ 2 f 1 + f 2 о = 2,0 , , 

У(О) (2) [ (1) Ј2 
у(О) = 

2,0· У2,о- Y2t;0 
= 2,7717559 2,1 у(О)_ 2.у(1)+ у(2) 

2,0 2,0 2,0 

i 

ра se dobijen isti rezultat, ali sa tri racunanja manje 

nego Ojler-Kosijevom iterativnom metodom. 

II.16. Stefensen-Ojler-Kosijeva iterativna metoda (druga modifi

kacija u odnosu па prediktor) 

16.1. Resavaju6i zadatak (1)-(2) najpre se formira niz {Xi } 

koriste6i se formulom (I.1). Zatim se, nekom od postoje-

6ih metoda za nalazenje pribliznih resenja zadatka 

(1)-(2) izracuna vrednost У1. 

(II.37) 

Dalje је 

(о) _ 
Yi+1;0- Yi-1+ 2hfi , 

а slede6a priblizavanja se racunaju koris6enjem formula 

(II.34) i (II.35). 
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16.2. Sve konstatacije tacaka ~4 .• 2,14.3. t ~4.4. !.1. 14.5. vaze. 

Stefensen-Adamsove iterativne metode 

Metoda II.17. 

17.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) izabere se, najpre, dovo

ljno malo h i formira niz {Х! }koristeci se formulom 

(I.1). Za primenu metode II.4. је potrebno da se, nekom 

od postojecih metoda za nalazenje p·ribliznih resenja di

ferencijalnih jednacina, izracunaju vrednosti Yl i У2. 

Kada је to ucinjeno, dalje је 

(II.38) 

а sledeca priblizavanja.se racunaju koriscenjem for.mula 

(II.39) 

(k = 0,1,2, ••• ) 

kao i formule (II.35). 

17.2. Sve konstatacije tacaka 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaze 

i za Metodu II.17. 

Metoda II.18. 

18.1. Resavajuci zadatak (1)-(2) kao i kod predhodne, Metode 

II .17, se najpre for.mira niz { X i }, а potom se izracunaju, 

priblizno, У1 1 У2· 



(11.4Q) 

б3 

Dalje је 

'а, sTedeca priblizavanja se racunaju koristeci se formu

l~ma ~II.39} i (II.35). 

l~!~. ~O~.~.~.O~j. 14.2_, 14.3., 14.4. 1 14.5, У ••• 1 •• М._о-
4~ iI.1S . 

.. ' . 

18.З. Greskaprediktora (II.40) је manja (~h4) od greske pre

~iktora (I1.38) (ih4 ) , pri istom h, ра је racunanje pri

Ыiznih resenja diferencijalnih jednacina koris6enjem 

~o:rmula (I1.40), (I1.39)' i (11.З5) poqodnije od racunanja 

pomo6u formula (11. З8), (11. 39) i (11.35). 

Metoda 11.19. 

19.1. Resavajuci zadatak (1)-(2) па ranije navedeni naein se 

formira niz {Х! 1. Zatim se nekom od postojecih metoda za 

nalazenje pribliznih resenja diferencijalnih jednacina 

izracuna У1'У2 i Уз· 

Dalje је 

(11.'41) 

,q"s~e~ece,i Vfep.nos,:t~ s~ ,+~~"tp~~u.,J,t?~t,~:t.~~i se formulama 
" с >:",' ,'!~ .. ,'" ,с': .''>~; ;';/ :~~.,";' );'е;, ,. '~'" : "" :' 

уПii'" У1+ ~~~:Jt~~~t ~~+1- 5f i _ 1+ f i - 2] 

(II.42) 

У (2) - у + ....h~9f(1) + 19f - 5f + f Ј (k = 0,1,2, ••• ) 
1+~~- i 24~ i+1,k i 1-1 i-2 

i formulom(II.35). 
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~9..2. Кonstataci.Je izrecene za. rani.je prezentirane metode vaze 

i za Metodu II. ~ 9 .• 

Metoda II.20. 

20.1. Prilikom resavanja zadatka (1)-(2) па ranije navedeni 

nacin se formira niz [Xi)i izracunaju vrednosti У1' У2 
i Уз. 

(II.4З) 

Dalje је 

yl~i,o = Yi-1+ ~~fi - 5fi_1+ 4fi _ 2- fi- з], 

а sledeca priblizavanja se racunaju koristeci se formu

lama (II.42) i (II.З5). 

20.2.· Konstatacije 14.2., 14. з., 14.4. i 14.5. vaze i za Metodu 

II.20. 

20.З. Greska prediktora (II.41) је manja (9~~h5) od greske 

prediktora (II.43) k0ja је(- 29h 5)pri istom h, ра је 
зо 

.rаC\шanје koriscenjem Metode II .19. pogodnijp.' nego upot-

rebom Metode II.20. 

Metoda II.21. 

21.1. Resavajuci zadatak (1)-(2) па ranije navedeni nacin se 

formira niz {xi 1. Zatim se kao kod Metode II.19. i Metode 

II.20. izracunaju vrednosti У1 'У2 i уз. 



(II.44) 
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Dalje ве "nulto pri.blizavanje" (y.~~) ) za (i+1J-vi 
. ~::r-L tO 

korak racuna kor1.scenjem formule (II.4~), а sledeca 

pri.bli.zavanja ве racunaju роmоси formula 

i formule (II.35), 

21.2. Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaze i za Meto

du II.21. 

21.3. Greska korektora (II.44) је -9~b5, а greska korektora 

(II.42) је - 7~8 ь 5 • Racunanje роm06и formule (II.44) 

ве realizuje ва jednim racunanjem manje vrednosti funkci

је f(x,y) nego racunanje preko formule (II.42), ра ј'е" 

zbog вуеча toga Metoda II.21 pogodnija za primenu od 

Metode II.19. 

Metoda II.22 

22.1. Pri resavanju zadatka (1)-(2) па ranije naveden~ nacin 

ве formira niz {Xi } i izracunaju vrednosti У1' У2 i уз. 

Dalje ве "nulto priblizavanje rl za (i+]) -у! korak racuna 

upotrebom formule (II.43), а slede6a priblizavanja ве 

racunaju koris6enjem formula (II.44) i (II.35). 

22.2 Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaze 1. za 

Metodu II.22. 
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22.3. Metoda I.I..22. jep~9'odn:j..ja: za pr1m.enu·od Metode I.I..20. 

zbog manjegbroj.a ra<Sunanja vrednost1 ;funkcije f (х,у) • 

Metoda II.23. 

23.1. Naved1mo јов jednu Stefensen-Adamsovu 1terat1vnu metodu 

koja se moze kor1st1t1 za nalazenje pr1bl1zn1h resenja 

zadatka (1) - (2). Najpre se u ovoj. metod1, па ran1je 

naveden1 nac1n form1ra n1z { Х1 } , а potom, nekom od 

postoje61h metoda za nalazenje pribliznih resenja d1fe

renc1jaln1h jednac1na, se 1zracuna У1'У2'УЗ i У4. 

Dalje је 

; (II.45) 

а sledeca pr1bl1zavanja se racunaju kor1stec1 se formulama 

. (II.4б) 

1 formulom (II.35). 

23.2. Konstatac1je 14.2., 14.3., 14.4. 1 14.5. vaze 1 za Metodu 

II.23. 
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24 ~l. Resavajuci zadatak (Ј.) - (2) najpre se formira niz {Xi } 

koristeci se formulom (I .1). Zati,m se nekom od postoje

cih metoda za nalazenje pribliznih resenja zadatka 

(1)-(2) izracunaju vrednosti У1'У2 i УЗ. 

(II.48) 

(11.49) 

Dalje је 

а sledeca priblizavanja se racunaju koristeci se rormu

lama 

(1) 
У i+1,k 

(k = О, 1 , 2 , ••• ) 

i formulom (II.35). 

24.2. Sve konstatacije tackama 14.2., 14.3., 14.4. i 14.5. vaze 

i za Stefensen-Milnovu iterativnu metodu. 

24.3. Primer 

Stefensen-Milnovom imrativnom metodom naci priblizno 

resenje diferencijalne jednacine 

у2Х3+(Х+2)У 
у'= - х(х+1) 

, 

па cetiri decimale, uzimajuci za h = 0,1. 

Pocetne vrednosti se mogu izracunati Runge-Kuta metodom. 

Dobija se 

У2= -4,336858 i уз= - 4,0180138. 
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Dalje је 

ра је 

У ~~~= УО + 4~ ~f1- f 2+ 2fзl= ~3 ,9331L87, 

f~~~= f(X4'Y~~~) = 0,0753258, 

у4(1)= У2+ ~[f(o)+ 4f + f
2
J= -3,9107156, 

,о 3 4,0 3 

(о) . 
У4 = ,1 = - 3,9093939, 

0,1144283 

i 

Dobija se, dakle, da је па cetiri decimale У4= -3,9094. 

.Za polaznu ј ednacinu moze 
. х + '1 . 

se da је Y(X)~--~~~---
х2 (х-1,5) 

је у(0,9)= -3,9094650. 

se naci tacno resenje. Dobija 

to trazeno resenje, odakle 
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25.1. Prilikom resavanja zadatka (1)-(2) najpre'se ([10Ј 1[lЈ) 
па ranije naveden1 nac1n form1ra niz {х11 1 1zracunaju 

vrednosti У1 1 У2. 

(II.50) 

Dalje је 

У (о) = У';-1+ ~h7f - 2f + f Ј 1+1,0 • ј ~ 1 1-1 1-2' 

а sledece vrednost1 pr1bliznog resenja se dobijaju kor1-

scenjem formula (II.49) 1 (II.35). 

25.2. Konstatacije 14.2., 14.3., 14.4. 1 14.5. vaze 1 za Ste

fensen-Lev1-Bagotovu 1terat1vnu metodu. 

II.26. Napomene о genera11zac1jama metoda II.14. do II. 25. 

26.1. Sve metode (od II.14. do II.25.) se mogu primeniti i па 

s1steme od n\d1ferencijalnih jednac1na prvog reda, а sa

т1т t1m 1 па d1ferenc1jalnu jednac1nu~-tog reda. Npr. 

za s1stem 

(II.52) 

у'= f(x,y,z) 

z ' = 'е( х , У , z ) 

n1zov1 vrednost1 {Yi+11 i {zi+l}, (1 = 0,1,2, ••• ) u 

Stefensen-Ojler-Kosijevoj iterativnoj metodi se dobijaju 

kor1scenjem formula 

(о) 
Yi+1,o = У1+ Ы! 



(II.53) 

(II.54) 
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kao i. forrnu1a 

(l) 
Yi+l,k = у {:Iо ~~i.~ (о) Ј 

fi.+1,k 

" 
(1) 

Z1+1,k = zi.+ h[~ (о) Ј 
'2.i.+'ei + 1 ,k 

(2) 
Y1+1,k = h Q (1) Ј Yi+ '2 f 1 + f 1 + 1 ,k 

(2) . 
= zi+1,k z.+ 

~ 
hC (1) Ј '2 ~i + ~i"+l ,k (k = 0,1,2, ••• ) . 

(s = 0,1) 

1 forrnu1a 

(2) 
Yi+1,k· 

(о) г: (1) 12 
У i+1 ,k - L.Y i+1 ,k Ј 

(k = 0,1,2, ••• ) 

26.2. Nizov1 iteracija se produzavaju dok se ро dve uzastopne 
(2) (о) (о) (1) 

vrednosti У1+1,rn 1 У1+1,rn+1 111 Yi+1,rn+1 1 У1+1,rn+1 

11i (1) (2) (2) 
У1+1,rn i Yi+1,rn (rn = 0,1,2, ••• ) kao i Zi+1,rn i 

Z (о) 111 z 'Q~ 
i+1,rn+1 i.+1;rn+1 

1 (1) (1) (2) 
z1+~,rn+1 111 z1+1,rn 1 zi+1,rn 

jednovrerneno ne pok10pe па odgovaraju6i broj dekadn1h 

znakova. 
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26.3. Konstatac~je ~4.3., ~4.4. i ~4.5. vaze i za ovu metodu 

primenjenu па s~stem: d~fere:n:cijaln1h jednacina (II.51). 

26.4. Hrimer 

Neka је dat sistem diferencijaln1h jednacina 

y(l),=z(l) = 1, h = 0,1. 

Ojler-Kosijevom iterativnom i Stefensen-Ojler-Kosijevom 

iterativnom metodom naciy(1,1) i z(1,1) па cetiri de

cimale. 

Ojler-Kosijevom iterat1vnom metodom se dobija 

y~o)= 1,4718281, 

у(2)= 1,6027769, 
1 

У-1(3)_- 1,6131291, 

У-1(4)_- 1,6165437, 

yi 5 )= 1,6176541, 

yi6 )= 1,6180183, 

У-1(7)_- 1,6181375, 

У-1(8)_- 1,6181765, 

i 

-(о) 
z1 = 1,3, 

-z (1) __ 
1 ,1,4033138, 

z(2)= 1,4321409, 
1 

z(4)= 1,4445048, 
1 

z(5)= 1,4454903, 
1 

-z(8)_-1 1,4459523, 
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ра је, па cetir:Ldecima~e, y~ = ~, 6~82 :L zl = ~,4460. 
Stefensen-ојlеr~Коsiјеvоm ~terativnom metodom se dobija, 
uzevsi za уСо) =y~(~) yC~) _ у(2) у_(2) = _(3) 

1,0 l' 1,0 l' 1,0 У 1 ' 

(2) 
у(о) = Y1t:0· 

1,1 (2) 
У 1 ,0-

z (2) 

z(o) = 1,0· 

1,1 z(2)_ 
1,0 

у{о> _[у<1>Ј2 
1,0 1 о 

2у(1) + y~o) 
1,0 1,0 

z (о) _ [z (1) Ј2 
1,0 1,0 

2z(1)+ 
1,0 

z (о) 
1,0 

= 

= 

z 1( 2 ) = Уl( 3) (tacka 14. 5 • ) , 
,0 

1,6178136, 

1,4459891, 

Koriscenjem izmene algoritma (tacka 14.5) se dalje dobija 

ра је, па cetiri decimale, dobijen isti rezultat, ali sa 

dva racunanja manje. 

26.5. Na analogan nacin se mogu i ostale metode, od II.15. do 

II.25., prilagoditi za nalazenje pribliznih resenja sistema 

diferencijalnih jednacina i diferencijalnih jednacina viseg 

reda. 
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G L А У А 111 

NEKE NOVE МETODE ZA NALAZENJE PRIBLIZNIH RESENJA KOSIJEVOG ZADATКA 

1ZVESNIH SISTEМA D1FERENC1JALN1H JEDNACINA 

u ovoj g1avi se ug1avnom rasmatra zadatak (3)-(4) i daje 

neko1iko ana1itickih i numerickih metoda za na1azenje 

, pribliznog resenja tog zadatka. Sve metode koje se pred-

1azu mogu se (kako је u uvodu receno) primeniti i па 

diferencija1ne jednacine drugog reda oblika u"+ р(х)и'+ 

q (х) u = r(x) i1i pak oblika z"=~(x.,z). Prednost metoda 

koje se pred1azu u odnosu па njima s1icne metode је u 

brzem dobijanju pribliznog resenja sa istom tacnos6u. 

III.1. Pikar-Sajd1ova metoda 

1.1. Neka је dat sistem diferencija1nih jednacina (3) sa za

datim~.I.us1ovima (4). 

111.1) 

Prema Pikar-Sajd1ovoj metodi sistem diferencija1n1h jed

nacina (3) se, najpre zapise u integra1nom obliku 
х 

у = у 0+ S f (х, z) dx 
·11<0 

)( 

z = Zo + 5 t(x,y) dx, 

~ 
а zatim se formiraju nizovi uzastopnih pribliznih resenja 
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1.2. 
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)( 

х 

y~ (Х) .. = :)[0+ ) ;t;(.x,zo)dx, z-1 (х) =ZOT S 'e.(x,y~ (x»)dx, 

)(0 

х . х 

у 2 (х) = у о +/ S f .( х, z 1 (х »)dx , z2 (x)=zo+ S <е,<Х'У2 (X»)dX,' 
:;. ... 

:<:! :':'.:' .. ~;.~ .. 

.... ·~·1 ~ • • • • • • • • ,- • • • .'. • • • • • • • • • • • • • • • • • •••••••••••••••• х . х 

УП (х) -Уа + S f (х ,.liIn':'i (х»4:К, :z'n (g) -:10'" S~O( 'Уп (x»)dx, 
" Х' х О, ,oJ;I, О 

.,. '. ~'~..:" : .• :<-...... ,~. '.: [.,.... • :::" • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
" , 

.~. , 

,Pod pr~tpostavkom da funkcije f(x,z) i ~(x,y) zadovolja

vaju uslove Kbsi-P1karove teoreme u oblast1 

\!={<x,:y,z)llx-xol$a, I у-уоl,ь, 'IZ-Zo~b t (a,~'= conet.) 

lako sed~kazujU (npr. [12Ј, [1зЈ i [17Ј) slede6a tvrdjenja: 

а) Sve fu~~c;:J.je 
defin1sane"su u 

, Ь 

(ћ = min (а,м), 

ni~ova { у i (х) ~ i {Zi ск) \ 
n~prekidne za \X-Xol~h .1 

\ fkM 1 I te.1~M ~a., (x,y,z) 

(! = 1,2,3, ••• ) 

nalaze se u ~ 

~) ; 

Ь) Nizovi neprekidnih funkcija uniformno konvergiraju za 

l х - xol~h, ра su i g.ran1cne funkcije у = у (х) i z=z (х) 
neprek1dne па pomenutom intervalu;~ 

с) Granicne funkcije у(х) i z(x) nalaze se u oblasti ~ 

za \х - xol~h; 

d) Resenje sistema (3), у = у(х), z = z(x) sa pocetnim 

uslovima у(х )=у , z(x ) = z је jedinstveno. Nacin do-
о ~.9 с Q: о , ' о , 

~~~~~v:~лј~, F'tt;4j~pja .ё!.) ~ oJ~), 9)_~ .,d) је j.stj. )tao u Kosi-
.... / .• :. ',"," ~ о •• ". '::', • ", . 't'- ' .. " о,'"' . . • ,';'.' ~:.' ,,". '.~" • 

-f~~!F~vQј t~o~~mi. 
~ , .. ,,>! '{;::,:.:\,'" '~1"' :',' ': 

џ;~рЈi { Yi' (х) 1:1- {~i (х) 1 (i = !, 2, З ••• ) qobijeni Pikar

-Sajdlovom metodom konvergiraju brze ka resenju zadatka 

(3)-(4) od nizova {Y~(X>}i {zZ(x>\ (i = 1,2,3, ••• > do-

bijen1h Pikarovom metodom i vaze procene 

.~. 
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Iy(x) 
'L.2.nl \2n 

~-..xp 

(2n) 1 

~ 

\z (х) 
2n+l ~n+~ 

'м . ,L , . 'lx-:Xol ... 
zn (x)l~ L· (2n+1) ! (п = 1,2,3, ••• ), 

gde је L Lipsicova konstanta za funkcije f(x,z) i ~(x,y) 

u oblasti r;J. 
Za dokazivanje nejednakosti (II.3) uvedimo najpre oznake 

1 

В16е tada, prema (IIL1) iIII.2) 

х Х 

En=! ~[t(X,Z) - f(x,zn_1 (х) )Jdx~IS \ f(x,z)- - f(x,zn_1 (х» 'dX'~ 
хо ХО 

х х 

~L Slz (х) -zn-l (х) I dx 
){о 

= LSdn-1d~ 
)(0' 

i slicno 
Х 

Sn= i ~~(x,y) 
х 

'e(x'Yn (х»] dX\~L 5fцdХ • 

Kako је 
х х х 

Е.о=\ у- Уо\ =\Sf(х,Z)dХИ~ I f(x,z) >\ dX\~M\ S dX\= м\х-хо l= 
~ ~ ~ 

м - L \Х-Хо \ = _. i 
L 11 

)( 

до= \z-zol =\ S <t (х,у) dx \~~ • 

dalje se 
Х 

S 
м ' 

с '- L -. (.,1- L 
хо 

dobi ј а ........ " ., .' ~", ~': .. ,.- , 

L I Х-'Хо \ м ~ L 2.lx-xol 2 
11 dX=L 21 ' 
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х 
L 2.\ х .... .хо\ 2 . М L 3. 1.x .... X

o
. ј 3 

SJ.~L S ~ dx, • 21 = L 31 ,Ј 
ХА 

Х 
L З \Х-'ХО'\ 3 

4 4 

E.2~L S ~. dx М L .IX-xo \ 

31 = L 4.1 ,) 

ХА 

Х L
4 \X_Xo I 4 

L5lx-xol5 

д2~ S ~. dx М = L 41 51 
)(0 

itd. 

Ocigledno је da se 

da za мf.Лf vazi 

lako pokazuje, matematickom indukcijom, 

М L2n \X-Хо\ 2n 

En~L (2n)! 
i 

L
2n+ 1 I 2n+1 

Ix-x; ~~, 

~ 
м ," .0 

n~L ) 
( 2n+1')! 

cime su dobijene осеnе za greske (III.)3) ~ 

1.3. Primenom Pikarove metode па sistem diferencijalnih jed

nacina (3), pri сети se odgovaraju6i nizovi pribliznih 

resenja dobijaju pomo6uformula 

'" У: (х) = :1~ + S f (х, z: -1 (х) ) dx 

1'-0 

)( 

z ~ ( х) - z ~ + S е( х , у ~ 1 (х» dx (п = 1, 2 , 3 , • • • ) 

~ 

* * (у.о= Уо' zo= zo)' 

dobijaju se formule za greske (videti I.6.2 i I.6.2. pri

medba 1) 
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n±Jc_ I n+~ 
.*. \ \ . м .L .. r"'"..xo· ... \. = z (х) ... z . ех) 4( -L" . 
Оп . п - (n+.:l) 1 

па bazi nejednakosti 

t.~,t S~-1 dx i 
* )( * 

ь п t: 1; ~En-1 dx 
Ха 

kao i nejednakosti 

* м L Ix-xol , ~- --..;;. 
(.,o-L 11 

i 

Dalje se vidi da је 

L:h-1 \ х-х \ n-1 
E.At. = о· с:::. 
Ed. (:h+2) (:h+3 • •• (2Ь) 

ра је 

L 1 ** 
Еь ~ M·-т,ntn-2· En • 

Slicno је 

\" < L 1 
О п м· =2-ffl.;-;+-'='"'1 

><0 

n-1 1. 101-1 L х-х 
о 

(n-1) 1 (2n) 
, 

sto jasno govori о brzini konvergencije nizova formira

nih u Pikar-Sajdlovoj metodi (Е; i ~ teze nuli kada 
ј -)~). 

1.4. Ocigledno је, iz tacke 1.2., da su za isto ~velizine En 
i дп razlicite, ра sa aspekta primene nij.e,~.v;~j.edno u 

kom redosledu se zapisuju jednacine y'=f(x,z) i z'=~x,y) 
sto treba im.ati u vidu prili.kom resavanja zadatka (3) - (4) 

Pikar-Sajdlovom metodom. 
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1.5.· Karakteristike Pikar-Sajdlove metode su iste Cizuzev brzi

nе konvergencije) kao i Pikarove metode, sto znaci i da 

se npr. Pikar-Sajdlova metoda moze primeniti па siroke 

klase sistema diferencijalnih jednacina oblika (3) (pri 
, 

tome nije neophodna analiticnost funkcija f(x,z) i ~(x,y», 

а takodje i da је osnovni problem primene te metode taj 

sto se realizujuci је nekada moze doci do veoma kompliko

vanih (ili neresivih) tipova integrala. U takvim slucaje

vima se za resavanje zadatka (3)-(4). rnora upotrebiti nе-

ka druga rnetoda npr. Pikar (varijanta Orlova)-Sajdlova 

rnetoda koja се biti izlozena kasnije. 

1.6. Primer 1. 

Dat је sistem diferencijalnih jednacina 

2 2 

{
у' = 2z -х 

z' = y+2X 3-1 у(0)=1, z(O)=O 

Pikarovorn i Pikar Sajdlovom metodom naci nekoliko uzas

topnih aproksimacija (pribliznih reSenja). 

Pikarovom metodorn se dobija 

х х 
3 

* * ~ * + 5 (_х2 ) х 
Уl (х) = Уо + f(x,zo) dx = 1 dx = 1 - З 

, 
)(" х о 

>( 

=52X
3

dX z; (х) z~+ ~ ~(x,y~) dx 
1 4 = = "2Х 

)(0 О Х 

* * s * 5 1 8 2 
3 1 9 

= уо+ f(x,zl(x»dx = 1+ ('!х -х ) dx = 1~ + ПХ , 
У2 (х) 3 

х"о о 

i 
х 

= z;+ ~ ~(X'Y; (х) dx 
хо 
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Slicno је dalje 

* 
З 9 25 :ј 4 1 10 

узех) - 1 - ~+ 9.72~ Zз(Х)= 1 .. јХ + Т'8'QX з I 
~. 

* 
З 

25 9 1 15 
У4 (х) = 1 - ~ + 9.72Х + 9.12.15Х + З 

* 5 4 5 10 
z4(x) = 12Х + 18.72 х itd. 

Pikar-Sajdlovorn metodom se dobija 

Х 3 

У1(Х) = УО+ ) f(x,zo}dx = 1-~ , 
ХО 

х х 

= Zo + ~ 'е(Х'У1 (хђdх = S ~хзdх = 
ХО о 

2 

(180)2.21 

5 4 
·-х 12 

х 

I 

21 , 

х х 

S (' 25 8 2 х З 25 9 
У 2 (х) = у о + f (х) ,Z 1 (х) ) dx = 1 + ј (i2X - х ) dx= 1-3' I 9 • 72 х , 

Ха О 

itd. 

х 

= Z о + S 'с' ( х , у 2 (х) ) dx 

)(0 

х 

= s 
о 

* * * Ocigledno је da је У 1 (х) = Уl (х), z1 (х)= Z2(X)' У2(Х)=УЗ(Х)' 

z2(X) = z~(x), tj. do istog rezultata se dolazi Pikar-Saj

dlovom metodom kao i Pikarovom metodom sa dva puta mаnје 

racunanja. 

Primer 2. 

Neka је dat sis;tem diferencijalnih j,:~dnacina 

{
У'= л+ xz 

z I = 1 + s" х -- х 2 + у у (О) =0 , z (о) =0, л ,rER. 
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Treba nабi tri priblizna resenja Pikarovom i Pikar··Saj

dlovom metodom i proceniti greske tih pribliznih resenja 

u oblasti 

d з = {( Х, У , z ) \ \ Х \ ~ ~ , I у I~ 1, I z I L l~} 

pri л.=fi = 1. 

Pikarovom metodom se dobija 

* Yl (Х) =Ах, 

* }. 1 з..м 4 1 5 
У2(Х) =.I'\.x~x +аХ +ЕХ , 

* ( ) _}. ~ з+ I\.~ 4+ 1 5 ~ 
У З Х - Ј'\.Х јХ -в-Х ЕХ .... 

Pikar-Sajdlovom metodom se dobija 

Y1(X) =Ах, z 1 (Х) 

= Х + А+јЦ 2 -rl. з . 
-2-Х зХ ' 

Л+ЈЧ. 2 1 з 
= х+ -т-х + ЗХ 

= Х + ~ 2 + ! з 1 4 + Л+ јЧ 5 + 1 6 
2 Х .зХ + 12x 4ОХ 9ОХ 

~ 1 З )-..+Ј'"'! 4 1 5 + 1 6 Л+.f'! 7 1 8 
УЗ(Х) =~X~X + ~X + Т5Х 72Х + 28йХ '720Х ' 

ра је za )...=.f'= 1 

*( 1 З 1 4 1 5 * 2 1 З 1 4 1 5 6 
УЗ Х)=Х + ,!Х +:rX -+тs"X i zз (Х)= х+х ~ + ~ + 41fX + ~ kao i 
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zз (х) 
2 . ~ з .. ~ 4 ' ,. 15 ' , .~ 6 . ':1 7···.1 8 ~ 9 

- x:l-x :1- -:!Х + иХ :1- 2 аХ :1- 'чQ.Х :1- ~.x +ll2o..x + 6480 х . 

Lako se izracuna da su 

L == 1, м = ч i h 

ра је za lxl<.yf 

Takodje је i 

\z(x) - z;(x)I ~0,002. 

Greske za Уз(Х)i zз(х) su 

I . \ м Lбh6 
У (х) - УЗ (х) ~y; 6 1 ~ 0,000007 

1. 

\ \ 
м L 7h 7 

z (х) - zз (х) ~E 71 ~ 0,0000003 

odakle је ocigledno da је Pikar-Sajdlovom metodom pos

t1.gnuta dosta veca tacnost nечо P1karovom metodom. 

II~.2. P1.kar (var1.janta Orlova) - Sajdlova metoda 

2.1. Neka је dat sistem diferenc1jaln1h jednac1na (3) ва ро-

cetnim uslovima (4). Priblizno resenje sistema diferenci

jaln1h jednacina (3) ва zаdаti:I\l •. цs,lоvimа (4) ве nalazi 

kor1.SCenjem nizova pribl1.zavanja odredjenih sledeC1.m 

:formu;Lama 



У 1 еХ) 

У2(Х) 
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х 

= У 0+ 5 f (х, z о) ~, 
ХО 

х 

= у о + S f (х , z 1 (х) :х , 
хо 

z + 
о 

z + 
о 

х :4 5 'е ( Х , У 2 (х) ) dx , 

хо 

(III.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
)( 

5 ------2n-1 
yn(z} = уо+ f(x'Zn_1(x»dx, 

ХО 

х 
(' ------2n 

z п (х) = 'Zo + Ј 'е( х, у 11 (х» dx, 
)(0 . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2s-1 
gde simЬoli f(x,z l(Х) s-

-----2s 
i t(x,ys(x) ( s= 1 ,2 , З , ••• ) 

oznacavaju da odgovaraju6e funkcije treba razviti и Теј

lorov red ро (х-хо ) i zadrzati respektivno 2s-1 odnosno 

2s prvih clanova tih redova. 

2.2. Sve karakteristike Pikarove (varijanta Orlova) metode 

[14Ј i [6] prenose se i па Pikar (varijanti Orlova) - Saj

dlovu metodu tj.: 

1) Metoda se moze primeniti kada su funkcije f(x,z) i 

~(x,y) analiticke и blizini tacke Mo(Xo,yo,zo); 

2) Uzastopne aproksimacije su polinomi sve ve6eg stepena; 

З) Svi ti polinorni su delirnicni zbirovi Tejlorovih redova 

(integrala datog sisterna) za Х = Хо' у = Уо' z = Zo tako 

da ova rnetoda predstavlja rnetodu integracije роrnо6и Tejlo

rovog reda; 

4) Aproksimacije se uvek rnogu izvoditi do rnа koje zeljene 

tacnosti. 



83 

2.3. Ako se uporedi Pikar Cvarijanta Orlova) - Sajdlova metoda 

sa Pikarovom Cvarijanta Orlova) metodom koja је odredje

па formulama (glava I, poglavlje I.7) 

(III.б) 

2.4. 

х 1 

= Y~ + ~ f(x,Z:dX, 
)(0 

yi (х) 
)( 2 

= У: + ~ f (х , Z ~( х) dx , 
хо 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Y~(X) = у* 
о 

Z*(x) = z* 
tn о 

х 

+ S f-( х-, -Z-ri-_-1-(-X )ix , 
ХО • 

х I'YL. 

+ 5 'е ( х , У ~-1 (:к) d~ , 
Ха 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
у* = У z* = Z 
о о' о ,о 

---------~~ ~ 

(gde simboli f(s,z:_l(x) i~(x'Y:_i~x) imaju 

isti smisao kao u formulama(iII.5) moze se uociti da је 

Ут(Х) = У2т-1 (Х) i Zm(x). = z2m(x) (т = 1,2,3, ••• ), tj. 

za dobijanje polinoma istih stepena Pikar (varijanta 

Orlova) - Sajdlovom metodom је potrebno dva puta manje 

. racunanja nego Pikarovorn (varijanta Orlova) metodom, sto 

је osnovni kvalitet te metode. 

Primer. 

Neka је dat sistem diferencijalnih jednacina 

{ у'= 1 + 2х + sinz 

z'= 1 + 2 + х У 

sa zadatim pocetnim uslovima уСО) = о, z(O) = О. 
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Pikarovom lvarijanta Orlova) i Pikar (varijanta Orlova) 

- Sajdlovom metodom treba naci priыlznoo resenje do poli

noma petog i sestog stepena. Pikarovom Cvarijanta Orlova) 

metodom эе dobija 
\ 

у* + 
о 

х 1 

S f(x,z~dx 
хо 

z* 
о 

)( 1 

+ 5 ~(x,y~) dx 
хо 

х ~ х 

= ~ (1 + 2 х) dx = ~ dx = х, 
о о 

х 

= 5dX = х, 
о 

х х 

У2 (х) = у* + 
о 

х . 2-

S f (х , z i (х) dx = S (1+2x+sinx) ~x= 5 (~T2x+x) dx == 

3 2 
=х + -х 2 

, 

z*(x) = z* 
2 о 

)(0 

i 

х 2-
+ S ~(x,yt (х) dx 

)(0 

о о 

х х 

= ~ (1+x2 +x) ~x =) (l+x) dx = 
о о 

2 
х 

x~ 

Analogni.m postupkom dalje эе dobija 

2 
*() х+ ~ + 5 З z3 х = 2 6Х ' 

3 4 
lx2+ Х ·Х y~(x) = х + 2 6 + 6 ' 

2 З 4 
~ + .sx х z~(x) = х + 2 ~ + 74 ' 

3 х4 5 2 3 4 5 
ys (х) x-rlx2+ ~ :+ х z*5(x) х+ ~ + .5х + х + х - , = 24 за 2 6 6 24' 2 6 

3 4 5 6 
y~ (х) х+1х2+ ~ + 

х х х ~: 
i - 6 - '24- ii 

·2 5 3 . 4 5 6 
z6 (х) + ~ + ~+ х + х х • - х 24 - - 144 2 6 30 

, 
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Pikar (varijanta Orlova)-Sajdlovom metodom ве dobija 

Х 1 

у 1 (х) - у о + ~ f ех ( z о) dx = Х, 
Ха 

х 2-
z о + 5 'е( х , у 1 (х) dx 

.,х о 

х 2 Х 
= ~ -(y-+-x~2-+-x) dx = 5 (l+х) dx = 

о о 

х 

= ~ (l+Зх I ~2) dx= 
о 

х х 

Zo +~ ~(X"Y2 (х) ) ~x S 1+х2+ З 
Z2 (х) = = х + lx2+ ~. ) dx = 2 6 

ХО . о 

2 5 З х4 

= х + ~ + 6"Х + 24 . 

Dalje ве dobija da је 

~2 
З 4 5 

уз(х} +2L + х х i = х 2 Х 6- 24 6 , , 

2 
~хз+ 

4 х5 х6 
zз(х) х + ~ + х + = 24 за 144 • 2 б 

Ocigledno је da је уз(х) = yg(x) i zз(х) ~ Z6(X)' tj. 

dob~ja ве isti rezultat, ali dosta lak~e ~~~st integracija 

i ~est razvijanja funkcija u Tejlorov red таnје) Pikar 

(varijanta Orlova)-Sajdlovom metodom nечо Pikarovom 

(varinta·Orlova) metodom. 

2.5. Primedba 1. Primena Pikarove metode pri re~avanju ovog 

zadatka bila Ь! prakticno nеточи6а. 

2.6. Primedba 2. Pikar-Sajdlova i Pikar (varijanta Orlova)-Saj

dlova metoda se,na ocigledan nacin, точи primeniti i za 

nalazenje priblizno~ re~enja sistema diferencijalih jed

nacina oblika 



{
у' = f (х I У , z ) 

z' = eCx,y,z) 
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а takodje i па sisteme od п jedna~ina prvog reda (potp~ne 

i1i ne). Samim tim se mogu primeniti i па diferencija1ne 

jedna~ine viseg reda. 

2.7. rrimedba 3. Diferencija1na jedna~ina u"+p(x)u'+q(x)u=r(x) 

-S~ dx 
se, poznatom, smenom и(х) = е z(x) svodi па di-

ferencija1nu jednacinu oblika z"=ol(x,z), а ova da1je 

smenom z'= у se prevodi па sistern diferencija1nih jedna

~ina (3), ра se оЬе pred10zene rnetode (takodje i sve mе

tode koje се biti pr~d1ozene do kraja rada) mogu bretira

ti kao metode za na1azenje Kosijevog resenja diferencijal

nih jedna~ina drugog reda u"+p(x)u'+q(x)u=~(x) i z"=.L(x,:.:: 

III.3. Oj1er-Kosi-Sajdlova metoda 

3.1. Neka је dat sistern diferencijalnih jedna~ina (3) sa zada

tirn uslovirna (4). 

(III.7) 

Metoda Ojler-Kosi-Sajdl se sastoji u torne da se najpre 

izabere dovoljno rnalo h>O i forrnira niz {xi } koriste6~ 

se jednakoscu (I.1). Vrednosti Yi+1 i zi+1 {i = О,1,2, ••• ј 

se izra~unavaju koristeci se forrnularna 
I 
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kao" 1. formulama 

(III.8) 

{! = 0,1,2, ••• }, 

gde је 

(k = 1,2,3, ••• ). 

3.2. Niz iteracija se produzava dok se ро dve uzastopne vred-
(т) (т+1) . (т) {т+1}. 

nosti Yi+1 i Yi+1 kao ~ zi+1 i zi+1 {т = о.,1,2, ••• } 
jednovremeno ne poklope medjusobno па odgovarajuci broj 

dekadnih znakova. Kada је 
-

Yi+1=Yi+1 i zi+1= zi+1' 
(т) 

delovi priblizavanja Yi+1 

to postignuto stavi se da је 

gde su Yi+1 i zi+1 zajednicki 
(т+1)· . (т). (т+1) 

i Yi+1 kao ~ zi+1 ~ zi+1 • 

3.3. Ako se uporedi Ojler-Kosi-Sajdlova metoda saOjler-Коsi

jevom metodom (glava I, poglavlje I.1) kod koje se vred

nosti Yi+1 i zi+1 dobijaju pomocu formula 

(III.9) 
f.;= f{x.,z.) .... ~ ~ 

(! = 0,1,2, ••• ) i formula 

(III.10) - (k) = - + !;[~ + Ii {k -1 } Ј 
zi+1 zi 2ti ~j. ' 

(k = 1,2,3, ••• ) 
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moze se konstatovati ца је za i = 0,1,2, ••• 

(о) -(о) 
Yi+1 - Yi.+1 i 

kao i da је 

У (т) = - (2т-1) 
i+1 Yi+1 i Z 

(щ) = -z ( 2т) 
i+1 i+1 (т = 1,2,3, ••• ), 

tj. da је za dostizanje iste tacnosti iterativnom 

Oj1er-Коsi~Sајd10vоm metodom potrebno oko dva puta manje 

racunanja nego Oj1er-Kosijevom metodom • 
• 

Takodje је jasno da su us10vi 
-(k) 
zi+1 

- (k) 
ciju nizova Yi+1 

konvergencije nizova 

i 

(k) 
Yi+1 i 

koji obezbedjuju konvergen

dovoljni za obezbedjenje 

Z{~~ (koji se dobijaju 

koriscenjem formula (III.7) i (III.8). 

3.4. Formule za iterativnu Ojler-Kosi-Sajdlovu metodu se mogu 

unekoliko modifikovati. U tim modifikovanim varijantama 

se umesto prediktora (III.7) u svojstvu prediktora mogu 

koristiti.formule 

(III.11) 

(i = 1,2,3, ••• ), 

(т = о, 1, 2 , ••• ) 

i1i formu1e 

(III.12) 

Z (o) = z + 2hl,# 
i+1 i-1 c...i 

(glava I, poglav1je I.1, tacke I.5 i I.б). 
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u оЬе оуе modifikaci~e se mora najpre izracunati Y~ i zl 

nekom od postoje6ih.metodaza nalazen~e p;ribliznih rese

nja sistema diferencijalnih'jednacina, npr. metodom 

Runge-Kuta. 

3.5. Napomena. Racunanje prediktora yi~i i zi~i upotrebom 

forrnule (III.12) је lakse (samo jednom se racunaju vre

dnosti funkcija f(x,z) i ~(x,y»)nego racunanje prediktora 
\ 

koriscenjem formule (III.11), ра је Ojler-Kosi-Sajdlova 

metoda sa prediktorom (III.12) pogodnija za primenu od 

metode sa prediktorom (III.11). 

3.6. Primer 

Neka је dat sistem diferencijalnih jednacina 

{
у'= 1 + 

z'= 2 + Х + у у(о) = o,z(o) = о 

i neka је izabrano h = 0,1. Treba naci у(0,1) i z(O,1), 

па pet dесiщаlа, Ojler-Kosijevom i Ojler-Kosi-Sajdlovom 

metodorn. 

Ojler-Kosijevom metodom se dobija 

yio )= уо+ hf(xo'zo) = 0,1, 

- (о) - h tc.(xo ,у о) = 0,2, z = Zo + 1 

- (1) - h ~ - f(X1 ,ziO »]= 0,103, У1 = уо + "2 f(xo'zo) + 

z (1) = -Zo + 1 
h[~ -"2 (Хо'Уо) + ~(x1 ,yiO

) Ј = 0,21, 

- (2) - h~ - - (1)] 
У1 = уо + "2 f(xo'zo) + f(x1 ,z1 = 0,10320, 

- (2) -
+ ~ ['е(хо 'Уо) ~ -(1) Q z = Zo + (Х1 'У1 ) = 0,21016, 1 
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- (3) - h[ ~ .,.. (2) Ј 
У1 -- УО :t- - ;t:;(x z-) + f (xi' z l ) - Q ,lQ32l, 2 о' о 

- (3) - ~[Ie.(XO'Yo) 'е .... (2) Ј z = Zo + + (xl'Yl ) - о ,2l0~6 1. 

- (4) - ћ~ ..- -(3) Ј 
У1 = УО + -f(x z-) + f(x1 ,zl ) = 0,10321, <', 

2 о' о 

ра је, imajuci u vidu da је ii 4 )= 0,21016, ovom metodom 

dobijeno da је У 1= 0,10321 i z1 = 0,21016. 

Ojler-Kosi-Sajdlovom metodom se dobija 

У- 1(1)= о 103 , , 

ра је (imajuci u vidu da је yi 3 )= yi 2 ) dobijen isti re

zultat za У 1 i z1' ali sa manje ~acunanja. 

Adams-Sajdlove metode 

Navedimo nekoliko Adams-Sajdlovih metoda za resavanje 

zadatka (3)-(4). Sve te metode imaca izvesnih slicnosti 

sa Adamsovim metodama, (glava I, poglavlje I.3) а tako

dje i sa, vec prezentiranom, Ojler-Kosi-Sajdlovom metodom. 

; 
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Met'o'da: TIT. 4 • 

4.1. Pr1 re§avanju zadatka (3)-(4) 1zabere se, najpre, dovo~ 

ljno malo h 1 form1ra n1z {Х1 1 koristeci se formulom 

(I.1). Za primenu metode је potrebno dalje da se (nekom 

od postoje6ih metoda za nalazenje pribliznih re§enja si

stema diferencijalnih jednacina) izracunaju vrednosti 

Yl'Y2'Zl i Z2. Kada је to ucinjeno dalje 6е biti 

(III.13) 

(i = 2,3,4, ••• ), 

(m = 0,1,2, ••• ), а 

slede6a priblizavanja se racunaju koris6enjem formula 

, 

Y (k) = У.+ ~[5fk-1)+ 8f~ - f Ј 
1+1 ~ 12 i+1 • i-1 

(III.14) 
(k) = ћ[' ~(k) \,о \о Ј 

zi+1 zi+ 12 5Li+1 + 8~i - ~i-1 (i=2,3,4, ••• ; k=1,2,3, ••• 

k = 1,2,3, ••• ). 

4.2. Niz priblizavanja se produzava, kao i u predhodno izloze

пој metod1, dok se ро dve uzastopne vrednosti ne poklope 

па odgovaraju6i broj dekadn1h znakova. 

4.3. Ako se upored1 Adams-Sajdlova metoda III.4. sa, njoj, 

korespodentnom Adamsovom metodom kod koje је prediktor 

odredjen formulama 
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- (о) - ћ["- ~бf. i + 5f. 2 Ј у = У1'+ 12 23f1 
.... 

1+1 ~- ~..,. 

- (о) 
Zi +' '1~[23~i -

St
1

_
2

] Zi+1 - ..,... ~6~i;""l+ (1 - 2,3,4, ••• ) 

(т = 0,1,2, ••• : 

а korektor forrnularna 

gde је 

(k=l ,2,3, ••. 

lako se konstatuje da је 

(о) 

У1+1 = 
-(о) 

У1+1 1 Z(O) -(о) 

1+1 = z1+1 

kao 1 da је 

(т) 
-(2т-1) z (т) -(2т) у = 
Yi+1 1 = z1+1 (т = 1,2,3, ••• ) i+1 1+1 

tj. da је za dost1zanje 1ste tacnost1 Adarns-Sajdlovorn 

rnetodorn III.4. potrebno oko dva puta таnје ~acunanja nе

чо, nјој, odgovaraju60rn Adarnsovorn rnetodorn. 

Uslov1 koj1 obezbedjuju . {-(k)l konvergenc1ju n~zova У1+1) 

. {-Ck)1. 
~ z1+1J 

va{y I~i) 

su dovoljn1 za obezbedjenje konvergeneije nizo-

1 tzl~i), (koji se dobijaju u Adarns-Sajdlovoj 

metod1 III.4). 
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4.4. Ove dve vazne primedbe-cevaziti. i. za sve ostale metode 

koje се biti izloze.riedo цаја rada. 

4.5. Pri.mer 

Data је diferencijalna jednacina 

z"=z2+ 3х, z (о) = о, z' (о) = 5. 

Adarns-Sajdlovom metodorn III.4. i korespodentnorn Adamsovorn 

metodom naci priblizno resenje date jednacine za х·= 0,3 
па pet decirnala. 

Ako se u polaznu jednacinu· uvede srnena 
2 z' = ~ + х + 1, dobija se 

Ј у' = х + 

l z, = 1 + у(о) = 4, z(Q) = о. 

Metodom Runge-Ku ta, sa h = 0,1, se dobij а , 

Dalje је 

f o = 0,f1=0,3507105, f2=1,213847б, 

~o= о, ~1=5,02335 i ~2=5,12712. 

Adamsovom metodorn se dobija (imајuбi u vidu da је 

у.= Yi' Z.= z. (! = 1,2) i f.= f. i ~ј=iз ~ ~ ~ Ј Ј (ј = 0,1,2» 

-(о) 
У3 = У2 + h [ -12 2Зf2 - 1бf 1 + 5fo J= 4,2730127, 
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ij1)= 2,6418352, y~1) = 5,3649225, 

-z(2)= - h[ ;(1) - Ј 3 z2+ 12 5~з + 8~2 - ~1 = 1,530385, 

- (2) 
f з = 2,6420785, ~ (2)_ 

~3 - 5,365197, 

-(3) 
~3 = 5,3652071 

- (4) - h [ - (3) 8f - f 1J= 4,2752086 Уз = У2+ 12 5f з + 2 

i 

z(4)= - h[: -(3) - - 'ё1Ј= z2+ 12 5 'е 3 + 8't:2 
1,530397, 

3 

ра је па pet decimala 

У(0,3) = 4,27521 i Z(0,3) = 1,53040 
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Adams .... Sajdlovom mеtоdощ 111.4. se dobi.ja 

Dalje је 

'еј 1 ) = 5 , 3649225 , 

у(2)_ 
У2 + 

h{j (1) 8f - f 1J= 4,2752071, 3 - 12 ~f.3· + 2 
tп(2) 
СЗ =5,3652071, 

z(2)- + -.Е.[ 5 't' ( 2 ) + 8t: - се1 ]= 1,530397, 
3 - z2 12 3 2 

i 

У (3)_ 
3 - У2 + -.Е. [5f (2) + 8f -

12 3 2 f 1J= 4,2752087, 

ра је Уз = 4,27521 i zз = 1,53040, tj. do istog rezul

tata 'z (0,3) se dolazi, ali sa manje racunanja. 

Ocigledno је, takodje, da је 

(1) - (1) 
У3 = У3 ' Z

(l)- -z(2) 
3 - 3 ' 

(2) -(3) 
-уз = Уз itd. 

Metoda 1'11'.'5. 

5.1. Resavaju6i zadatak (3)-(4), kao i. kod predhodne metode, 

najpre se formi.ra ni.z {Xi}i izracunaju vrednosti У 1 , 

У2' zl i z2· 
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Dalje је 

(III.15) А 

(i = 2,3,4, ••• ) 

а sledeca priblizavanja se dobijaju koristeci se formu

lama (III.14). 

5.2. Niz priblizavanja se produzava dok se ро dve uzastopne 

vrednostine poklope па odgovaraju6i broj dekadnih znakova. 

Metoda III.6. 

6.1. Resavajuci zadatak (3)-(4) па ranije navedeni nacin se 

formira niz {xi 1. Zatim se, nekom od postojecih metoda 

izracunaju vrednosti Уl'У2'УЗ' zl,z2 i zз· 

(III.16) 

Dalje је 

(о) 
zi+l 

t = 'е(х ,у ), 
m· m m 

(i=3 ,4,5, ••• ) , 

m = 0,1,2, ••• ), 

а slede6a priblizavanja se dobijaju koris6enjem formula 
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У (k) , 'h[ (k.....I . . Ј 
'+1 =- у; + 24 9-~ '-L' ::1- ~9...;f; ,~5;f, -, + ;Е, 2 
~. ~ ~~~ ~ ~~~ ~-

(III.17) 

(! = 3,4,5, ••• ; k = 1,2,3, ••• ), 

(! = 3,4,5, ••• ; k = 1,2,3, ••• ). 

6.2. Niz priblizavanja se produzava dok se ро dve uzastopne 

vrednosti ne poklope па odgovaraju6i broj dekadnih zna

kova. 

Metoda III.7. 

7.1. Pri resavanju zadatka (3)-(4) па ran1je navedeni nacin 

se form1ra niz tXi~ i izracunaju vrednost1 У1'У2'УЗ'Zl' 

z2 i zз. 

(III.18) 

Dalje је 

(т=О ,1,2, ••• ) ) , 

а slede6a priblizavanja se racunaju koristeci se formu

lama -(III.17). 
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7.2. Niz pribliiavanja se produiava dok se ро dve uzastopne 

vrednosti ne. poklope па o~g.ovaraju6i broj dekadnih zna

kova. 

Metoda III.8. 

8.1. Resavaju6i zadatak (3)-(4) najpre se for.mira niz {X i }. 

(III.19) 

Zatim se kao kod Metode III.б. i Metode III.7. izracuna

ји vrednosti У1'У2'УЗ'Z1'Z2 i zз.Dаlје se "nulto pribli

iavanje" (prediktor) za {i+1)-~i korak racuna роmо6и for

mula (III.1б), а sledeca priЫiiavanja se dobijaju kori

s6enjem formula 

(k) 
zi+1 

gde је 

(k = 1,2,3, ••• ). 

(i = 3,4,5, ••• ), 

8.2. Niz priblizavanja se produzava dok se po(~ uzastopne 

vrednosti ne poklope па odgovarajuci broj dekadnih znakova. 

Metoda III.9. 

9.1. Pri resavanju zadatka (3)-(4) najpre se formira niz {xi~ 

i izracunaju vrednosti У1'У2'УЗ'Z1'Z2 i Z3. Dalje se 
"nulto pribliiavanje" za (1 + 1)-~1 korak racuna upotre

Ьот formula (III.18), а slede6a priblizavanja se racunaju 

koris6enjem formula (III.19). 



9.2. Niz priblizavanj а па taj naci,n dobЗ_j еn f ве produzava dok 

ве ро dve uzastopne v rednosti nе poklope па odgovaraju6i 

broj dekadnih znakova. 

Metoda III.10. 

9.1. Рюеzеntirајmо јов jednu Adams-Sajdlovu metodu za-resava

nје zadatka (3)-(4). Najpre ве i u ОУОј metodi formira 

niz {xi }., а potom, nekom od postoje6ih metoda za nalaze

nје pribliznih resenja sistema diferencijalnih jednacina 

(III.20) 

(III.21) 

izracunaju У1'У2'УЗ'У4'Zl'Z2'ZЗ i z4. 

Dalje се b~ti prediktor 

(о) 
Yi+1 

а slede6a priblizavanja ве racunaju koristeci se formulama 

(i = 4,5,6, ••• ) 

i = 4,5,6, ••• ; k = 1,2,3, ••• ). 
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Niz priblizavanja se produzava dok se ро dve 't:lzastopne 

vrednosti ne. poklope па odg.ovarajuci. broj dekadnih znako

va. Kada је to posti.gnuto stavi se da је Yi+~ i zi+1 

(i = 4,5,6, ••• ) zajednicki deo tih priblizavanja. 

9.3. Napomena. Koristeci se Adamsovim for.mulama viseg reda 

mogu se, па analogan nacin, konstruisati odgovarajuce 

Adams-Sajdlove metode. 

III.10. Miln-Sajdlova metoda 

10.1. Prilikom resavanja zadatka (З)-{4) najpre se па navede

ni nacin for.mira niz {xiJ i izracunaju vrednosti У1'У2' 
УЗ'Zl'Z2 i zз (glava I, poglavlje I.4). Sledece vredno-

(III.22) 

(III.2З) 

sti pribliznih resenja racunaju se koristeci se formulama 

1 formulama 

(k) 
z1+1 

i. = З,4,5, ••• ~ k = 2,3,4, ••• ). 

(i = 3,4,5, ••• ) 

m = 1,2,3, ••• ) 



.10.2. Ni.z i.teracija se produ~ava dok S.e Ј?О dve vrednosti. Y~~ 
C.m+ ~ ) • C.m) Crn+:l. 

i Yi+.1 kao з.. zi+J. i zi.+1 istovreroeno ne poklope, 

medjusobno, па odgovaraju6i broj dekadnih znakova. Kada 

је to postignuto stavi se da је Y i +1-Yi+1 i Zi+1=zi+1 

gde su Yi+1 i zi+1 zajednicki delovi priblizavanja yi~i 
(т+1) . (т) (т+1) v 

i Yi+1 kao з.. zi+1 i zi+1 • Dobivsi па ovaj nacin 

Yi+1 i zi+1 dalje ве analogno nastavlja racunanje slede

cih vrednosti. 

III.11. Levi-Bagot-Sajdlova metoda 

11.1. Prilikom resavanja zadatka (3)-(4)· najpre ве (glava I, 

poglavlje I.5) па ranije navedeni nacin formira niz {Xi } 

i izracunaju vrednosti Y1'Y2,zl i z2. 

(III.24) 

Dalje је prediktor 

m = 0,1,2, ••• ), 

а sledece vrednosti pribliznog resenja ве dobijaju ko

riscenjem formula (III.23). 

,11.2. Niz priblizavanja ве produzava dok ве ро dve uzastopne 

vrednosti ne poklope па odgovarajuci broj dekadnih znakova. 

11.3. Primer 

Dat је sistem diferencijalnih jednacina 
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2 2 
у'= х =*" Z -7 

Z'= -2 + х + у 

sa pocetnim uslovima у(2) = 2, z(2) = 2. 

Levi-Bagotovom i Levi-Bagot-Sajdlovom metodom naci pri

blizno у(2,3) i z(2,3) па pet decimala. 

Metodom Runge-Kuta se dobija 

- -
У1 = У 1 = 2,1633282, У2 = У2= 2,4.696906, 

- -
z1 = z1 = 2,2120767 i z2 = z2= 2,4574099. 

Dalje је 

f o - f o = 1, f 1 = f = 2,3032833, f = f 2= 3,878863, 1 2 

t'~ 
- =t;= ~o = = 2, 'С 1 = 't' = 2,2633282, ~2 2,6696906. 1 

Dalje је Levi-Bagotovom metodom 

у (1)_ 
3 - У 1+ 

h[ -З 7f2 - 2f1 + foJ= 2,9481773, 

-(1)_ - (1) 5,856804, 
-(1 ) L(x у(1» 3,2481773, f - f(Хз ,zз ) - ~3 = -3 3, 3 

- (2) 
У1+ 

h[f(1)+ 4f2+ f 1J= 2,952512~, Уз = З 3 

- (2) - + .h[i(1) + -
'ё1Ј= 4r2 + 2,7517522, Z = z1 3 3 З 
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. ~ ( 2 ) \tI ... (2) 
= 5,862140, Lз = L.(Хз,У'з ) = 3t2525~28, 

-(4) - + h[f'(3)+ 4f2 + f 1 ]= УЗ = У1 3 3 2,9527172, 

i(4)= - + h[f(3)+ 4 t;+ t~J= 3 zl 3 3 2,7519027, 

f(4)- -(4) 
= 5,862968, ij 4) = ~ (ХЗ ' У ј 4) ) 3 - f(хз ,zз ) 

у(5)= 
3 I 

у + h[f(4)+ 
1 3 З 

4_f2 + f 1J= 2,9527183 

- (5) . 
ZЗ = - h [-( 4) . f - Ј zl+ З ~3 + ~ 2+ t 1 = 2,7519036 

Levi-Bagot-Sajdlovom metodom se dobija y~l)= 

Z(l)= z(l) i fз(l)= iз(~) Dalje је 
3 . 3 

У (2)_ у + h[f(~)+ 4f + f Ј= у-(2)_ 2,9525128, 
3 - 1 3 3 2 1 3-

( 2) (2) -(2) 
~3 = ~(Хз,Уз ) = ~3 = 3,2525128, 

f (2):f( (2» - -fз(3) - ·5,862935, 3 = хз ,Zз 

= 3,2527172, 

- (1) 
уз ,. 
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i 

уз(4)= У1+ h[f(З)+ 4f + f Ј- у-(б)_ 2 9527184 
З З 21- З - , 

ра је па pet decimala dobijen isti rezultat (уз=2,95272, 

Zз=2,71519) , ali sa mаnје racunanja. 

III.12. Napomene о generalizacijama metoda III.з.dо III.11. 

12.1. Sve metode (od III.З. do III.l1.) se mogu primeniti i 

па sisteme od ~diferencijalnih jednacina prvog reda, а 

samim tim i па diferencijalnu jednacinu ~-tog reda. 

Npr. za sistem (II.51) nizovi vrednosti {Yi+1I i {zi+11 
(! = 0,1,2, ••• ) u Ojler-Kosi-Sajdlovoj metodi se doЬi-

јаји 'Ю.оr:ЬSСеnјеm formula 

(о) 

Yi+1 = Yi+ hfi 

(III.25) 
(о) 

zi+1 = z.+ 
:L h~i fi=f(xi'.Yi,zi) , 't i ='C(xi 'Yi,z1) (1=0,1,2, ••• 

' . 

" 
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kao :l formula 

(III.2б) 

(! = 0,1,2, ••• ), 

gde је 

(k-1,k-l)_ (k-1) (k-1) 
f i + 1 - f (Xi + 1 ,Y i+1 ' Zi+1 .) i 

(i=O,1,2, ••• i k=I,2,3, ••• ). 

1~.2. Nizovi iteracija se produ~avaju dok se ро dve uиаstорnе 
(т) (т+1) (т) i (т+l) 

vrednosti Yi+1 i Yi+l kao i zi+l zi+l (т=0,1,2, ••• ) 

jednovremeno ne poklope medjusobno па odgovaraju6i broj 

dekadnih znakova. Kada је to postignuto stavi se da је 

Yi+l=Yi+l i zi+l=Zi+l' gde su Yi+l i Zi+l zajednicki de-
(т) (т+l) (т) (т+1) 

lovi priblizavanja Yi+l i Y.i+l kao i zi+l i zi+l • 

12.3. Na analo~an nacin 5е mogu i o5tale metode, od III.4. do 

III.ll., prilagoditi za na~azenje pribliznih resenja 5i5-

tema diferencijalnih jednacina i diferencijalnhh jednaci

па viseg reda. 

12.4. Neka је dat 5i5tem diferencijalnih jednacina 

{ у'= е
Х+ у + z3 

, ...... ,.._~.'i:.!·.-'.~~~ .... ~.~~ ., 

z'= х2+ у2+ 2 
у(l)=l, z(l)=l, h=O,l z 
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Ojler-Kosijevom iterativnom i Ojler .... Kosi-Sајdlоvоm meto. 

dom nабi у (1 (1) i z (:1, ~) nacetiri decimale. 

Оуај zadatak је uradjen и glavi II, poglavlje II.26. ta

cka 26.4. Ojler-Kosijevom iterativnom i Stefensen-Ojler

-Kosijevom- iterativnom metodom. Ojler-Kosijevom iterati

vnom metodom se dobilo da је па cetiri decimale У1=1,6182 

i Z1=1,4460 u devet iteracija. 

Ojler-Kosi-Sajdlovom metodom se dobija 

yio ) = Уо+ hf(xo'yo'zo) = 1,4718281, 

z(o)-
1 - zo+ hE(xo'yo'zo) = 1,3, 

yi 1 )= у + ~[f(Xo'yo'Zo) + 
(о) z iO)~= 1,5695636, f(x 1 'Y1 ' о 

z(1)-
1 - zo+ ~[} (xo,yo,zo) 

t (1) 
+ (Х1 'У1 ' zio ) )Ј= 1,4181764 

yi 2 )= ~[f(Xo'yo'zo) (1 ) 
zi 1»] = 1,607214, У + + f(x'Y1 ' о 

z(2)= 
1 zo+ ~[e (xo'Yo'zo) + 'с (2) 

(Х1 'У1 ' z(~»J= 1,440218, 

(3) ~ [f(Xo'yo'zo) + 
(2) 

zi
2

> >Ј= 1,61585, У1 = У + f(x 1 'Y1 , 
о 

z(3)= ~['C.(Xo'y о,' zo) 
(3) z(2»J= 1,4447599, z + + 'е (Х1 'У1 ' 1 . о 1 . 

yi 4 )= ~[f<Xo'yo'zo) 
(3) 

zi
3
»J= 1,6176994, у + +,-···f (Х1 ,у 1 ' 

о 

z (4)_ 
1 - zo+ ~[~<xo,yo,zo) .t< (4) 

+ Х1 'У1 ' ,zi3 ) )Ј= 1,4457141, 
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(5) 
у + ~[;f (хо,у о' zo) + (4 ) (4) Ј 

y~ - ;f(x~,y~ , z~ . ) = ~t6~80908, 
о 

z(s)= 
1 z + 

о 
~[r (хо,у о' zo) + t' (5) 

(х1 ,у 1 ' 
(4) Ј zl ) = 1,4459~53, 

yi 6 )= у + ~[f{Xo'Yo'ZO) (5) 
Zi 5 ) )Ј= '1,6181734, + Х{Х 1 'У 1 ' о 

z(6)= ~ [~(Xo'Yo' zo) 
(6) 

Zi 5 ) )Ј= 1,4459578, 1 zo+ + 'е(Х 1 'У 1 ' 

у(7)= 
1 у + 

о ~ [~(Xo'Y о' zo) + f( . (6) 
Х1 'У1 , zi

6
»]= 1,6181909 

i 

ра је па cetiri decimale dobijen isti rezultat kao sa 

Ojler-Kosijevom iterativnom metodom ali sa manje racuna

nja. 

. ! 1 
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