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\ЈП 

PHE.DGOVOR 

Pojava ovoga rada ЬЦа jeinicirana tekucim potrebama u praksi proracuna 

slozenih tankozidnih sistema, kao sto su konstrukcije aviona, brodova i sl. 

Tradiciona1ne inzenjerske aproksimacije ·koje se uspesno koriste pri prora­

cunu ovakvih konstrukcija, cesto podrazumevaju pretpostavke membranske 

teorije. 

Uvodjenje metode konacnih e1emenata omogucilto је deta1jno tretiranje vr10 

slozenih konstrukcija ove vrste. Medjutim, istovremeno su porasli zahtevi 

u smis1u korektnosti osnovnih postavki. 

Automatizovana obrada inzenjerskih podataka zahteva obiman rad па razvo­

ји i odrzavanju programa, pripremi i korekcijama ulaznih podataka, kao i 

interpretaciji rezultata, koji se za slozene konstrukcije iskazuje u desetina­

та covek- godina, dok se cena obrade па racunaru penje па nekoliko milio­

па ND. 

Samo 1etimican pog1ed па ove cifre ukazuje da је opravdan svaki парог па 

pob61jsanju teorijskih OSn0va koji moze da doprinese kvalitetu tako skupoce­

nih rezulta ta. 

U toku pisanja ovoga rada veliko ohrabrenje su mi pruzali korisni rezulta ti 

dobijeni sa do sada realizovanim produkcionim programima za proracun 

а vionskih kons trukcija metodom konacnih elemena ta u Vazduhoplovnotehnic­

kom institutu u Zarkovu, kao i postojani interes za teorijske osnove metode 

konacnih e1emenata pokazan па Institutu za mehaniku Prirodno - matematic- ft 

kog fakulteta u Beogradu. 

, I ~ ...... \ 1. ; ~ ) • ... ~ • 
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1, - UVOD 

U teorijskim razmatranjima тетЬгапе se gotovo redovno tretiraju kao spe­

cijalan slucaj ljuski. "Medjutim, dok se teorija ljuski 5, oslanja bilo па kon­

cept povrsi Cosserata, bilo па trodimenzionalni kontinuum, teorija тетЬга­

па moze da se shvati kao teorija obicnog dvodimenziona~og kontinuuma 8, i 

kao takva da se posmatraosamostalnoo 

Sa prakticne tacke gledista, zanimljivo је citirati Novozilova 9: 

11 Zbog svoje male debljine, ljuske nisu dobro prilagodjene savijanju, Relativ­

по mali momenti savijanja izazivaju velike паропе i ugibe. 

Savijanje је ргета tome opasno i nepogodno sa tehnicke tacke gledista. Ova­

kvo stanje тога svakako da se izbegne odgovarajucim izborom oblika ljuske, 

па~inа oslanjanja, i ponekad uvodjenjem dodatnih oslonaca ..... 

Nasuprot tome, membransko stanje п·аропа, и kome је ljuska ravnomerno 
I 

opterecena ро celoj debljihi, а spoljnje opterecenje se prenosi па oslonce па 

najracionalniji nacin, najpogodnije је satehnicke tacke glediSta ... о" 

... 
и pogledu uslova koje ljuska treba da zadovolji kako Ы membranska teorija 

mogla da se primeni, tesko је reci ЬНо sta novo o Postoji :eitav niz izvanred­

пЉ studija о ovoj temi, posebno sovjetske
19 

i holandske
10 

skole. 

Medjutim, primena membranske teorije је sira nego sto Ы to moglo da se 

zakljuci iz klasicnih rezultata teorije ljuski, Tankozidne konstrukcije, neza­

obilazne u tehnickim oblastima u kojima su ustede па materijalu ili па tezini 

konstrukcije od primarnog znacaja, predstavljaju u sustini sisteme тетЬга­

па (Slika 1). 

Cilindricne i konicne tankozidne konstrukcije uspesno se'analiziraju ротоси 
О' k'd 'h~ 20,21,7 teor1Je tan OZl П1 stapova Pretpostavke ove t eorije cesto podrazu-

mevaju membransko stanje паропа. Kako kaze Obrazcov (7 str, 51)" ... 

prihvatamo, da s.e naponsko stanje ljuske, kao i и bezmomentnoj teoriji, пе 

тепја ро debljini ove" . 

u okviru ove teorije moguca su i dalja ирговсепја - и smislu da se повепје 

normalnih паропа poveri uzduznim i poprecnim ojacanjima, dok delovi тет­

Ьгапа 'izmedju ovih ојасапја nose samo smicuce паропе21 , Makoliko ova pret­

postavka bila gruba, опа p()s~duje jedan znacajan kvalitet и tome sto је k011-

tinualni ргоЫет ljuske preyeden u diskretni ргоЫет sistema ~tа:rэоvа i 
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$lika 1 

. ' ,Slozena membranska kons trukcija 

.(idealizacija segmenta avionskog 

trupa) 

\ 
" 

теmЬгапа, Тегеп za ројаУи metode konacnih elemenata bio је pripremljen. 

Na bazi ovakvog modela, Argyris
22 је razvio slozenu ali sistematsku apara­

turu za ргогасип avionske konstrukcije " meto dom sila ll 
, Vec tom prilikom 

pojavio se naizgled marginalni problem cetvorougaonog elementa mетЬга-

ne opterecenog cistim smicanjem, pravih ivica, аН sa cvorovima koji ne le­

Ј!' ze u istoj ravni. Problem је resen posmatranjem globalne ravnoteze konac-
r 

nog elementa, uz dopunsku pretpostavku о konstantnom паропи unutar ele-

t 22, 24 К ,,2 З bl . ~ ь d . . t d men а . aSnlJe ,рго ет Је resen ez uvo ЈеПЈ':' pomenu е opuns-

ke pretpostavke, Poslednja dostignuca iz ove oblasti publikovao је Robin-
24 

son 

Pojavom metode konacnih elemenata u пјепоm savremenom obliku
25

, ото­
gLlceno је pokrivanje proizvoljne membranske povrsi skupom trouglova. Ako 

se radi о Pl~ostornom cetvorougaonom elementu membrane, ovaj moze da 

Бе zameni sa dva, ili сеtiгi trougla (kao kod elementa QDMEM iz pozna-
26 

tog paketa programa NASTRAN ). Pohrusavajuci .da zamene relativno neefi-
27 

kasne trougaone elementE;, izvesni аи tori kori-stili su ravne cetvorouglove, 

dozvolja vajuci diskontinuitete konture па mestima Cvorova. Medju tim, Haf-



з 

tka i Robinson 28 pиblikovali sи poda tke о velikom rasipanjи rezиlta ta и tak­

vim sitиacijama .. 

Sa drиge strane, nekiaиtori sи, па osnovu odredjenih statickih i kinemats­
i 

k:ih razmatranja, pakиsali da modificiraju ravne e1emente kako bi ovi mog1i 
I 

'd ~ ~ 1 ~ . 24,29 О k·· ·1 . ·1' . 1 . а poslиze и opstem s исаЈи . уа Vl prl aZl sи ро pravl и pracenl g 0-

~aznim izvodjenjima, ograniceni sи па specijalne slucajeve, i nije zapaze-
1 

il.о da ви pl,lblikovani та kakvi numericki_r;ezultati. 

u oblasti konacnih e1emenata tankih ljиski prilaz је ООО teorijski korektniji. 
I 

jrako Oden 57 nacelno razmatra primenu materija1nih krivolinijskih koordi-

hata, dok vVilson 39 prakticno koristi ovakav prilaz~ Prvi autor rasmatrao је 
i membranske e1emente 3, аН iskljucivo u ravnom slucaju. Korektne formu­

iacije za membranske e1emente u opstem slucaju prvi је dao, ргета Iron-

81,1 58, Ahmad. Medjиtim pomenuti prilaz је 000 prilicno glomazan, posto se 
I 

autori sluze 10ka1nim koordinatnim sistemima u tangencija1noj ravni .. Sem 
I . 
toga, оуај mode1 koristili su вато kao osnovu za razvoj konacnih elemena-

ta tankih 1ju?ki. 

Prilaz izabran u оуоm radи podrazumevao је da se рге svega formиlisu kine­

matske re1acije, jednacine ро1ја i konstitutivne re1acije cvrstih membrana 

па nacin korektan sa gledista savremene щеhапikе kontinuuma, а istovre­

rneno pogodan za resavanje metodom konacnih elemenata. Pokazalo se da 
I 
ovakav pristup potencijalno sadrzi velike mog'Ucnosti иopstavanja, u smislu 

I 
I 

koriscenja 
I 
lema. 
! 
i 

konacnih elemenata pri resavanju slozenih termomehanickih ргоЬ-

Takodje, и slucaju najjednostavnijih ali i najcescih primena па linearno е1а-
I . 
~ticne ргоЫеmе, pred10zeni prilaz omogucиje jednostavnu nиmerickи ргосе­
i 
~luru i daje logicne i upotrebljive rezultate. 
! 
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~. - NE;,<.E OSNOVNE RELACIJE TEORIJE lVIElVIBRANA 

i 
Teorija тетЬгапа ј е svakako klasicna disciplina - dobro pozna ta kao spe-

i . 

c:i.ialan slucaj teorije >tankih ljuski. Ргета tome, сйј ovog poglavlja' nije iz-
I . 

Цч~;апје novih rezultata, vec registrovanje nekih osnovnih relacija тешЈ'"ЈГап-

ske teorij е па nacin i u obimu neophodnom za dalji rad. Pri usvajanju termi­

l1

i

olog'ije i oznaka korisceni su uglavnom radovi Naghdija 5 i Odena З 

2.1. - Kinematika теmЬгапа 

. 
Materijalne tacke теmЬгапе, kao dvodimenzionalnog kопtil1'.шmа,zаuzimа-

ји oblast definisanu srednjom povrsi mеmЬгапе S i пјепоm konturom С. Ро­

lozaj materijalne tacke u oblasti odredjen је materijalnim krivolinijskim 

koordina tama 

cl = 1, 2 (2.1.1) 

Polozaj ove tacke u prostoru i vremenu odredicemo parametars~im jednaci­

пата povrsi S 

x i = xi 
( ~a , t) (2.1.2) 

gde su 
i 

х , i = 1, 2, З 

Descartesove koordinate tacke t:Clu trenutku t. 

Бгziпu i ubrzanje materijalrie tacke t: Cl odredicemo diferenciranjem (2) 

ро vremenu 

. i i 
х='дхј Эt; 

... i 2 i
j 

2 
х = Э х Э t 

Bazni vektori definisani su izrazom 

i 
х 

cl 
= 

Kvadrat dl1zine linijskog elementa dat је poznatom relacijom 

2 
ds = <5 .. dx

i 
dx

j 

1Ј 

Zamenom (4)11 (5) dobicemo da је 

i 
О .. х 

1Ј а 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

(2.1.7) 
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OSl1ovl1i metricki tel1zor u trel1utku t. 

Elemel1t povrsil1e па membranskoj povrsi dat је izrazom p'oznatim iz dife­

rencijalne geometrije 

dS= га d ~1 d~~ (2.1.8) 

, gde је 

а = deta (2,1.9) 
аfЗ 

Registrujmo' odmah da su kопtгаvагiјапtпе koordinateosnov.!].og m~~ric~og, 

tel1zora а аl3 

12 2122 ' 
а =а, =-а ја; а =а ја ' ,"12 11 (2.1.10) 

polozaj materijalne tack~ u referentnoj konfigиraciji Ысе' 

i i " 
х = х ( ~a , t

o 
) 

gde је t pocetni trenutak vremena. Sledstveno tome j osnovni metricki ten-
",\ о, '" 

zor u referentnoj konfiguraciji је 

А 
i 

Q =0 " х 
a~ lJ а 

Sada mozemo definisati tenzor relativne deforma.cije 

1 
= 2' С а а!3, - Аав 

kao i Ьгziпu deformacije 

. i 
х 
а 

2. 2, - о Sl10vne termomehanickevellcil1e 

(2.1.11) 

(2.1.12) 

(2.1.13) 

u ovom odeljku definisacemo osnovne termomehanicke velicine membranske 
. Ь' ..., 1.2,3,4,5,6 

teorije, а па пасш ио icajenusavremenoJ mеhаЩСl kопtlдuumа ' " 

2.2. 1,- Мава 

Masa је l1enega tivl1a, aditivna i nepromenlji'{a osobina kOl1tinuuma. Postuli­

га se egzistencija kontinualne mеге mase р , nazvane gustina mase, ili kra-
, ' 

се g'ustina; koja РГЩlstаV~јаmаsu ро jedil1icizapremine kопtiдuum:;:.. 

, " 
U teoriji mеmЬгапа gustil1a se definise ka'o ,masa'po jedinici povrsine mеm-

branske povrsi, i oZl1acicemo је sa 

р = р d (2,.2.1) 
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gde је d debljina membrane, Ukupna masa membrane М data је izra-

м = Ј - dS р . (2.2.2) 
S ., 

g·de Бе integracija proteze ро materijalnoj povrsi membrane. 

2.2.2. - Mehanicka snaga (efekt rada) 

Had spoljnih .sila koje .deluju na'membranu је skalarni proizvod ovih sila i 

pomeranja njihovih napadnih tacaka, 

(2.2.3) 

Ovde su F
i 

spoljnje Бйе ро jedinici mase membrane, а N
i 

spoljnje Бйе ро 
jedinici duzine konture membranske povrsi. 

\ 

2, 2. 3. - Unu trasnja .ener gija':: 

Pod unutrasnjom energijom U podrazumeva se sposobnost ипи trasnjih sila 

da vrse rad. Umehanici kontin'"uuma postulira Бе egzistencija gustine unutra­

snje energije Е, koja predstavlja unutrasnju energiju ро jedinici mase, ра 

је 

U = Ј р e:d S (2.2.4) 
S 

2,2.4. - Kineticka energija 

Kako је to uobicajeno u mehanici kontinuuma. kineticku energiju membrane 

definisacemo izrazom 

1 
V = -

2 

. i .ј 
Jpo.,xxdS 
S lJ 

2.2.5. - Toplotna energija 

(2,2.5) 

Pored гаБmа tranja cis to mehanickih velicina, danas ј е kako u teoriji, tako 

i u praksi, tesko izbeci rasmatranje toplotnih velicina i veze izmedju toplot­

nih i mehanickih veliCina. 

Toplotll.a energija koju membrana prima ili otpusta u jedinici vremena sasto­

ji se od toplotnog fluksa q ро jedinici duziпe kont'Llre i .toplotnog izvora r ро 

jeclil1ici гnase тетЬгапе: 

Q= JprdS+ Ј qds 
S С 

(2.2.6) 
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2. 2. 6. Entropija 

Епtгорiја Н је fundamentalna оsоЫџа kontinuuma ... Postuliracemo da је Н 

kontinualna u odn'osu па masu i aditivna: 

н = Јр т) d S . (2.2.7) 
S 

Ovde је т)' specificna entropija ро jedinici mase. Ukupna proizvodnja entro­

pije u jedinici угетепа Ы~.e 
'. 

г = 
dH 
dt 

- r 
.f Р' е dS-
S 

Ј t- ds 
С 

(2.2.8) 

gde su r / е i оје izvor i fluks entropij.e respektivno, dok је е apsolutna 

tempera tщ:·а·. 

2. 2. 7. Slobodna energija 

U t eoriji toploprovodnih materijala uvodi se ројаm specificne slоЬоф1е епуг-

ро ј edi.rlicimase: 

, 
ч' - Е: т) е 

2, З.. Glo balni zakoni balansa 

2. З, 1. Zakon. о осиуапји energije 

. 4 
Ish.Llst:vo ukazuje da su sve energije sistemaaditivne, i da se sve рготепе 

energije i rada uг;з.vпоtеZuјuuпutгаSпјоm energijom. Оуај zakon осиуапја е­

nergije postulira se k~o fundamentalni aksiom mehanike: 

Materijalna brzina 6ргот;пе kineticke i unutraSnj: energije jednaka је efektu 

mehanickog rada i promeni sv.ih ostalih energija sistema. u jedinici угеmепа, 

"V+u =W+ (2.3.1) 

Tacka ovde' oznacava рготепи u jedinici угетепа, dok Е predstavlja meha­
сх 

nicki ekvivalent рготепе cx··-te vrste energije u jedinici угетепа (прг.· toplot:.. 

пе, elektricne, hemijske energije). 

U studiji termomehanickih fenomena·.rasmatramo mehanicke i toplotne епег­
\. 

gije, ра је 

V+U=W+Q 



,T'!.raz (2.3. 2)predstavlja uslvari prvi zakon termodinamike, Ako zamenimo 

(2.4), (2.5) i (2.6) \.1(2) dobicemo prvi zakon termodinamike u razvijenom 

obliku 

d 
dt 

f р ( Е: +' ~ 6 о. ·х i хј ) dS 
S 1Ј 

= f р 

S с 

Ј ('6 о' N
i ~j + q) d S 

1Ј 
(2.3.3) 

Kada Бе posluzimo uslovima invarijantnostipr,i superponiranim krutim kre-

(3) d Ь " 5 tanjima iz о lJamo : 

2,3.2. Zakon о balansu momenta kolicine kretanja 

d 
dt 

f 
S 

- [k ·i] 
Р х х dS:= Ј р х [k F i] dS + 

S 

2, 3. 3, Zakon 'о balansu kolicine kretanja 

d 
dt 

- . i 
,јр х dS = 
S 

! pFidS+ 
S 

2. 3. 4. Zakon о ocuvanju mase 

d 
dt 

·fpdS=O 
S 

2.4. Drugi zakon termodinamike 

(2,3.4) 

(2. 3, 5) 

(2.3.6) 

Ukupna proizvodnja .entropije u jedinici vremena uvek је veca ili jednaka 

nuli. 

г ::: О 

Sleds tveno (2, 8) 

-:,., f -- р 

S. 
~ dS + Ј 

С 

2. 5. Lokalni zakoni balansa 

3.ds 
е 

2. 5 о 1., Zakon о ocuvanju mase 

Pod pretpos ta vkom da (3. 6) vazi ia svaku 

(2.4.1) 

(2.4.'2) 

( 

podelu
o 

S ,а imajuci u vi-
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du (1.8), dobicemoda је 

(2.5.1) 

2. 5. 2. " Za1l::0n о bala118ukolicine k'retanja 

5 8 
РгiП1С110rn (:3.5) i (:3.:3) rш elementar:ni trougao membranske povrsi' do.-

Ыјато da је 
.~ .. 

i i 6 
N = N \) 

В 
(2,5.2) 

N i = N i( В) , I ' а13 S ~q в'', - (6) г:вв = q' а ' 

Velicine N i 6i q Snazvacem6 vektorima membranskihsi1a i fluksa re8pek­

ti Vl~O. Velicine N i( в) i q ( В), s~ fizic~.e koordina te membranskih sila i fluk­

sa ро jedinici duzine koordinatne linije t;S , d.ok је \)6 ' vektor normale па 
konturu, sa koordinatama 

d 8(2) 
= -,...--:--=-

ds 
1 ,1 

(2.5,3) 

gde su 

dS(l) :·/а11 d t; 1.;; dS(2) -/ а 2 '2 d ~ 2 (2.5.4) 

1 2 " , ',', 
elementi koordinatnih Йпiја t; , t; , respektivno., 

Tenzor membranskih эНа N a6 ' је уеНblпа cijom kont~akcijo:m sa bazriim 

v"ektorima dobijamo vektor'e 'membranskih sila: 

(2.5.5) 

оуо је tenzor и povrsi, u odnosu па transformacije koordinata povrSi{5 str. 

498 ). 

Zamenom (5) u (2) dobicemo 

N 
i i 

- х 
а 

(2.5.6) 

granicne щЙо.vе za тетЬгапи. Zamenom 'N
i 

iz (6)и (3.5), jednacina balan-

sa kolicine kretanja postaje 

d 
dt 

·i 
Ј р х dS = 

S 
f р F

1 
d S + 

S 

\ 

(2.5.7} 
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Diferenciranj ет integrala па levoj s trani, uzimajuci u obzir (1), i prime­

nom teoreme о divergenciji па drugi integral desne strane, dobicemo da је 

f [( X~ N аВ) I в +р ( F i 
- -/) ] dS = О 

S 

odakle slede lokalne jednacine kretanja 

i а!З ," - i __ oi 
( х а N ') 8 + р F = рх. 

(2.·5.8) 

(2. 5.9) 

Као sto се sekasnije videti, ovakav oblik Ca,uch.yevih jednacina izuzetno је 

pogodan za primene u metodi konacnih elemenata. 

2, 5, з. - Zakon о balansu momenta kolicine kretanja. 

Posmatrajmo (з'. 4). Diferenciranjem',int€gr~lla па levoj strani, uzimajuci u 

obzir (1), i primenom teoreme о diver'genciji па drugi integral desne strane, 

а zatim koriscenjem (9) dobijamo da је 

f 
[k 

Х 8 

S 

i Ј аВ 
Ха ,~~N ' d S =' о (2.5.10) 

Dekompozicijom o.vog izraza i zamenom mestariemih indeksa d i 8 , do­

Ысеmо 

N аВ = N !за (2.5.11) 

uslov simetrijetenzora membranskih sila, щinоsпо drugi Сацсhуеу zakon 

za membranu. 

2.5,4. - Zakon о ocuvanju energije 

Na osnovu (2.3), а imajuci u vidu (1), dobicemo da је 

-u = Jp€ d S 

S 

Na slican nacin, iz (2,4) i(l) dobijamo 

-V z:: Јро .' 
lJ 

S 

··i . ј 
Х Х d S 

(2.5.12) 

(2.5.13) 

Imajuci u vidu (2) i (6), drugi integral па d'esnoj strani (3.3) moze se trans-

formisa ti u integral ро povrsini membrarie 

f 
S 

\ 



Ј · [6 • ј. i N·o. B + 6 ... ~j (xi :'N 0.(5).·.1 + -q.~··1 ] d S'. .. х Q Х'" . . . IV.L ,. I (.i ., Q . 1Ј џ ~ . 1Ј : ~ ~ ~ 
..... ,;.':' 

lmajuci u vidu (1.13) (8)i (11) izraz (3.3) svоШ вена 

-. '. 13' . 1 
. Р (E:-h) - <1"/".,. ~2 
.р. 

No.S~~= О 
. аВ·. . 

. -' ... 

11 

(2.5.14) 

(2.5,'15) 

. " ".~ ':'~ .' "о:'"'· '., ОО .: ".' .::';' >. : ... 

Uvbdj епјет Helml101'tzove slobodne. energij'e ч' ) 'I?rema (2. 9) оуај. izraz 

moze da $'е napiseu obliku jednac'ine balansa energije 

- pr - а = О 
':.: 

gde·je ' .. 

а· .. :: -21 N a6 a 
0.!3 

P('~+ll в) .. · 

unutr'asnja disipacija 3) 4 

. '. " 

2.6 .. ~. Nejednacina Сlаusiџs -DUhеmа' 

U lokalnom obliku drugi zakon. termodinamike(4. 1) postaje 
; . . . , 

. '..... "~" " ~. ': : .... i .;. 
"0"';' ".:.: . .,: .• 

1 
qS 1 . - р r + - q.o. е·'.;:: О' 
. В· е ·а 

gde је 
.. ", о '" 

··е = а е: /Эd' '. 
а 

Ako ве posluzi;rno. izra,z0!ll (16) dobicemo da Је 

а·+ 
1 
е 

q а. е ~o' 
,. СХ:. . . . .... 

'", ,'," 

;', 

,ј' 

,', .~. 

',"' о" 

.~ .. 

• ' •• о' • ;'.~ ',: 0'._ .••• ' . . . 

. " + 

'О'" ,,',::.'.: :"', 

" 

.. \" 

(2.5 .. 16) 

(2.5.17) 

(2. 5. 18) 

(2. 5, 19) 

(2. '5,20) 

'., . '., " .. ':' 

\ . 

~'. " 
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г) 

.).- KONSTITUTIVN Е Ј EDNACIN Е 

U ovoгn poglavlju Ысе rasmotrene konstitutivne jepnacine membrana. Ovo 

је neophodno, posto se u literaturi konstitu~ivne jednacine daju bilo za tro­

dimenzionalna t,ela', bilo za ljuske 5" а i to u obliku ~oji nije posebno pogo­

dan za koriscenje u ovom radu. Pri (oгn'e сета se zadrza.ti па termomeha­

пiсki јеdпоstаvпim materijalima"u smislu u kome ih definise No1l
3

. U sva­

l(om slucaju ova је klasa,dovoljno si,roka i moze da reprezentuje niznajraz­

licitijih inzenjerskih materijala~ 

3.1. - TermoIpehanicki jednostavan materijal 

Лku k:.10 kол.sLiLuLiVl1С рrоr.псл.lјivе u,svojimo' istorijc oSllovrlOg rnctrickog 

lC,Ilzora i apsolutne temperature, i tekuci gradijent 'Lemperalure 0dt), kon­

stitutivnefunkcionalemozemo napisati u obliku 

,ОО 

I{J = I{J [а (t- s ), е (t-s); ао. б (t) , е '. (t), 8 Ј t) ] 
о.б 

8=0 
со 

N о. (3= No.B[a 0.6 (t- 81, е (t-s); а0. 6 (t), 8 (t),8 (t) Ј 
о. 

s=O 
(3.1.1) 

со 

11 = 11 [а о.б (t- s ), е (t-s);ao.(3 (t), 8 (t) ,8 (t) Ј 
s=O 

о. 

со 

О. = qo. [а (t-s), 8 (t-s); а о.б (t), е (t),8 (t) Ј ' q 
о.В 

s=O 
' ' о. 

Ovde је sa t oznacen tekuci trenu tak vremena, а sa s neki trenutak u 

proslosti. Da Ы navedeni funkc)onali bili dopustivi, t.reba da budu zado­

voljeni fizicki zakoni koji opisu]u termomehanicko ponasanje. Ra8motri­

то zakon о ocuvanju energije (2.5.16) i nejednacinu Clausius. - Duhema 

(2.5.20). Zamenom (2.5.17) u (2. 5.20) dobicemo relaciju 

_. • 1 0.' 
-р(Ifi+11 6 )+е q ео. ,;?;о 

I 

(3.1.2) 

Definisimo sada izvod funkcionala slobodne ener.gije povremenu
3 

. 
+6De Ifi + (3.1,.3) 

\ -, 

.~ 
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u ovom izrazu је 

со 

= 01' 
8=0 

[аа.rз (t-s) е (t-s); аа.fЗ (t), е (t)e а. (t) I аа.rз (t-s),6 (t-s)] 

(3,1.4) 

Frechetov diferenc.ijal, linearan ро аа.8. (t-s) i tЭ(t-s),Орегаtоге D ) 
аа.В 

D е i D е mozemo da shvatimo kao parcijalne izvode ро а 8' е i е 
а. . а. а. 

Zamenom (3) u (2) dobicemo 

(.! rfB . 
D е ljI ) ё -рD ljI)a s - р (Т1+ 

2 а а. 
а.В 

. 
De 

1 
- р е ljI + 

е а. 
а. 

Da Ы izraz (5) vazio za proizvoljne vrednosti 

- Р 61ј1 

qa. е 
а. 

-

"=0 (3.1,5) 

ё iЁJ , neophodno 
а. 

је da ве koeficijenti uz оуе velieine апиНгаји, а da preostali Clanovi budu 

pozitivni) ра је 

тј =-Dе Ч1 

D е ljI ::: О 
а. 

_ р 61' + 1 а. е ~ о 
е q а. 

Uporedjenj ет (9) i (2.5,20) dobicemo da је unutrasnja disipacija 

а = - р оЧ1 

(3. 1. 6) 

(3,1.7) 

(3.1,8) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 
'" 

Saglasno izrazima (6) (7) i (8) ) termomehanieki jednostavni materijali 

okarakterisani su sa svega dva konstitutivna funkcionala~ jednim koji opisu­

је slobodnu energiju 
со 

ljI = if [аа.В (t-s), e(t-s); аа.В (t), е (t)] , 
s=O 

(3, 1. 11) 

i drugim koji opisuj е toplotni fluks 

со 

а. а 1 q = q [а а.(3 (t-s), е (t-s); аа.В (t), е (t),8a. (t) 
s=o 

(3,1,12) 

РгоЫет ве sada svodi па eksplicitno izrazavanje konstitutivnih funkcionala 

slobodne energij е i toplotnog fluksa za odredjene та terijale koji se koriste 

u praksi. РопаБапје inzenjerskih materijala оЫепо se opisuje kao kombina-
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cija elasticnil1,plasticnih i viskоzпil1 karakteristika. Nacelno, konstitutivni 

funkcionali za ovakve та terijale mogu da se prikazu па nacin koji su pred­

lozili Valanis i drugi 30. Опо sto preostaje ј es te eksperimentalno odredji уа­
пје konstitutivnil1 koefic~jenata z.a pojedinematerijaie. 

U svojstvu primera, ·и оуоm radu 6еmо rasmotriti konstitutivne jednacine 

linearl1e izotropl1.e termoelasticnememb.rane, cijisu koeficijenti po~nate fi-

ziCi-::е kOl1stante, 

3,. 2. - Termoelastican materijal 

Za terrnoelastican materijal, funkcional slobodne energije.(3.1.11) ро jecli­

nici povriEne referentne povrs.i svodi se па funkciju 

р '±' = Р. '±' (а Q (t), е (t) Ј 
о о a~ . . 

(3.2.1) 

gde је р о referentnagustina. 

Razvijmo ovaj izraz u stepeni red ро а аiЗ i е ,ра је 

'±' с + с aS ааб + с е . + са.бх 1/Ј а + саве а е+ с 8е е 2 
ро = е а + 

a~ XI/J ав 

+ clanovi visega reda ро а 
aG 

i е (3.2.2. ), 

Uobicajeno је da se linearizacija konstitutivnil1 jednacina izvodi zadrzava­

пјет па clanovima reda Ље veceg oddrugog. Medjutim, primeceno је da 0-
• • • о'" • 

vakav postupak dovodi do rezultata kbji nisu u skladusa klasicnom teorijom 

termoelasticnog materijala (3 str. 365). ~~ko bi se izbegle ove inkonzisten­

cije,pr.imenicemo postupakslican опоте koji је koristio Nowacki12 , za tro­

dimenzionalan ma~erijal. 

Za konstitutivno linearan termoelastican materijal smatracemo da se а 

аб 
пе pojavljuje u clanovima reda veceg od drugog. Sve clanove reda nezavisne 

od а ар grupisacemo u funkciju ~ ( е), 'ра је 

р 
о 

'±' = са б а + с а бх 1/Ј а '" . + са S е а е +" ( е) 
аб аб с. Х Ф . а В '* (3,2.3) 

Sledstveno (1.7),· entropija ро jedinici povrsine Ыее 

- d Ф / d е (3.2,4) 

Saglasno N owackom 12, specificnu toplotu ро jedinici povrsine pri konstant­

пој deformaciji definisemo kao 
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DC - е 

,до" п 
О ." 

а е 
(3.2.5) 

gde је D debljina тетЬгапе u referentnoj konfiguraciji, а -с specificna 

toplota ро jedinici: zapremine. 1z (4у' sada' sledl da j~ 
. 2 2 

DC = -8 d q I d t , . (3.2.6) 

Dvostrukom integracijom Oyog iz'raza, uz uslov da јеи referentnoj konfigu­

raciji ТЈ = О, е = б . dobicen1.o da је' 

р If = с + с 0.13 а + с aS.~ Ф а а + а в е (~o - А ) е ' 
о о о.fЗ . а(3 Х Ф с '.' ""р al3 

+ CD е (1 - ln ~ 
.' б 

(3.2.7) 

З. 2. 1. I%otropan linearan termoe1as ti6an та lerijal 

Saglasno гаsIrщ,tгапјimа Na~hdija5, koeficijenti konstitutivnih funkcija za 

izotropnu mетЬгапи пiогаји biti homogene Нпеагпе funkcije proizvoda od 
.' . ~ \ . 

0.8 ,О 
А ,ра Је 

р 
о 

lfI + Аа8 = со с 1 А Х Ф + с А схх А13 Ф)а а 
, 3 аl3 Х Ф 

. + с 4 А 0.13' (а 0.13 - А а13 ) е + CD .е( 1- ln ~) (3.2.8) 

РгоЫеm koji sesada postavlja jeste da se uspostavi veza izmedju koefici­

jenata со - С4 i tehnickih konstanti materija1a. 

1z uslova da је u referentnoj konfiguraciji If = О, sledi da је 

с = - 2с -4с -2с -CD ( 
01' 2 3 ' 

(3.2.9) 

Saglasno (1. 6) i '(2. 5.1 )membranske, sile cebiti 

+2(с лаВ АХ Ф + с А ct( Аf3Ф 
. 2 3 )а 

Х Ф 

] (3.2.10) 

1z uslova da је u referentnoj konfiguraciji 

N о. В = о , sl е di da ј е 

(3.2.11) 
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Ako (1 О) resimo ро tenzoru rela tivne deformacije УХ Ф (2. 1. 12) dobicemo 

;da је 
! 

, 

s . ,: 
хФ 

1 
А Х Ф S- "4 2С 2 +с з Ах. Ф т 

(3.2.12) 

'gde је S Х Ф kovarijantni oblik tenzora membranskih sila svedenog па refe­
i 
rentnu konfiguraciju: 

S х ф = Ассх. . А B~ (3,2.13) 

dok је 

т = е - € (3.2.14) 
, 
relativna temperatura. Saglasno (12). termicki deo deformacije је 

т (3.2.15) 

, 

Imajuci u vidu da ј е u linearnoj termoelasticnosti \ '. 
т 

i Ух Ф = а А Х Ф т (3,2,16) 

§~de је а koeficijent temperaturskog sirenja. Ысе 

1 С 4 
4 2С 2 + с з 

а = (3,2,17) 

Sa druge strane. cisto mehanicki deo membranske sПе је, saglasno (10). 

(:11) i (2.1,12): 
I 
! 

(3.2.18) 

I~orisce?jem tehnickih konstanti pri infinitezimalnim deformacijama е Х Ф) 

mеmЬгапskеsП·е mog-u da se prikazu u obliku (5 str. 581): 

= 2]Ј D[ \) А а.В Й Ф 
1- v 

(3~ 2 .. 19) 

gde је]Ј moduo smicanja а v Poissonov koeficijent. Uporedjenjem (19) i 

(18) pri istim uslovima, dobijamo da ј е 

с =~]JD v 
2 4 1- \) 

1 
с = - u D 

3 4' 
(3.2,20) 

Za:menom (20) u (17) dobicemo da је 

1 + \) 
1 - \) 

(3.2.21) 

Zamenom (21) i (20) u (11) dobicemo da је 
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с = 
1 

2:.;JD 
2 

1 + v 
1 _ v (2 CI.,f'-l) 

Копаспо, iz (22); (20) i (9) sledi da је 

,с = ЈЈ D 
о 2 

1 + v _ (2 D 
1 - v IЈ , 

1 +\) 
-:-----"-- CI. 
1 - v 

(3,2.22) 

+сЬ} 8 (3.2.23) 

Sada vise пета ргоЫеmа da konstitutivne jednaCine (2.2), (2.10) i (2.4) iz-' 

razimo preko tehnickih konstanti, ра su 

Slobodna energija 

\f I-ID 1 + v 
-( 2 ЈЈ' D 

1 + v 
CD) ( Р =--' CI. + -

о 2 1 - v 1 - 'Ј, 

јЈ D 1 +'.) 
( 1 - 2 Cl.Е ) А Cl.В 1 + v 

+CD)e + 
2 ~ _ v а 

Cl.IЗ 
,+(2јЈ D 
. 1 - v 

1 
+ -

4 

- ЈЈ, D 

jJD [ v А Cl.В 
1 - v 

1 + v 
1 - v 

А~Ф 

Membranske sile 

щЗ 
N = 2 1-1 D { .; А/а 

1 - v 

+ (1-

1 +'.) 
2 

'Ј)А CI.',( ~Ф 

- CD е ln ~ 
€ 

] а 
Cl.В 

( 2 CI. Е 1 ) А Cl.В 

а 
х1јЈ 

(3.2.24) 

+ 

1 [ v АCl.В 
+ 2" +(1- 'Ј)А С1Х. 

u inverznom ,'oblikU Ысе 

а Х. 1јЈ 
= .ј. а/А 

1-1 D 1 + v 

+ (i + 2 CI. е )А ,/. 
Х '1' 

,- Entrop'ija 

- ( 1'+ \) ) CI. А Cl.В е } 

[ (1-N ) А 
С1Х. 

- 2 CI. (: А 
х1јЈ 

р о 11 = DJJ ~ ~ ~ CI. ( 2 - А Cl.В а Cl.В" + CD ln вЕ 

(3.2.25),' 

(3.2.26) 

+ 

Sve navedene konstitutivne funkcije mоgи dase izraze i preko relativnih рго­

menljivih у Cl.в i Т, ра ви 
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-2fl Da 
1 + \) 
1 - \) 
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Т+ 

+ CD Е. [ т/с - (1 + Т / е') ln ( 1 + Т / € . ) ] (3.2.27) 

- Membranske sile 

АХ 1/Ј + (1 _ \) )АсУК 

- (1 + \) ) а АаfЗ Т} 
i 
Inverzijom ovog izraza dobijamo 
I 

= .; а/А 
2 f.I D 

- Entropija 

1 + \) аfЗ 
р о 11 = 2 fl D а 1 _ \) А У а S . + CD ln (1 + Т / 6 ) 

- Toplotni fluks 

(3.2.28) 

А аl3 ]:rf13 + Ах 1/ЈТ 
(3.2.29) 

(3.2.30) 

Sto se tice konstitutivnih jednacina za toplotni fluks, zadrzacemo se па 

Fourrierovom zakonu, ра za izotropnu membranu dobijamo 

(3. 2. З 1) 

g'de је к koeficijent toplotne provodljivosti za trodimenzionalan materijal. 

, 

I 
i 
I 
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4. - KONACNI ELEMENTI MEMBRANA 

Da Ы uveli ројаm konacnih e1emenata, citiracemo iscrpnu definiciju Odena 59: 

IIMetoda konacnih e1emenata је prvenstveno sistematska.i уеоmа mоспа mе­

toda interpolacije. Njene najprivlacnije crte su sledece: prvo, proces inter­

po1acije moze da ne zavisi od geometrije posmatranog domena. Sledstveno, 

1ako је interpo1irati funkcije па neregu1arnim, ра i visestruko povezanim do­

menima. Drugo, interpo1ant konacnih elemenata omogucuje da se па siste­

matski nacin zadovolje granicni uslovi. Копаспо, posto su koncepti interpo­

lacije i aproksimacije blisko povezani, ројат konacnih elemenata dovodi nas 

do уеота тоспе metode za priblizno resavanje granicnih problema ll
• 

4.1. - Podela membrane па konacne elemente 

Aproksimirajmo membranu skupom medjusobno povezanih e1emenata, Ele-
. I 

menti su povezani na~'ivicama, i ostaju povezani u toku kretanja. Svakom ро-

jedinom elementu asociracemo materijalne koordinate f.C1. , с1. = 1, 2. Pros­

torni Descarteso.v koordinatni sistem х i, i = 1, 2, 3, zajednicki је za sve 

elemente (Sl, 2). 

Slika 2 
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U praksi, membranski sistem delimo па konacne elemente u skladu sa ро­

s toj есот fizickom podelom posma trane strukture. Pri tome broj еlешепа ta 

i i kompleksnost sva~og ·pojedinog zavisi od zeljene tacnosti resenja datog pro­

Ыета. 

4. 2. - Kinema tika elemena ta 

Pogodnim izborom interpolacionih funkcija рК ( f polozaj proizvoljne 

tacke rr..э. kog elementa mozemo prikazati Descartesovim koordinatama оуе 

а i 
~ ) ХК (t) ј к = 1, ... Ј П (4.2.1) 

U оуот izrazu X~ (t) . su koordinate cvorova~, promenljive u toku vreme­

па, dok је п ukupan broj cvorova, Funkcije рК unutar jednog elementa 

uzimaju vrednosti razlicite od nule samo za cvorove К koji .: pripadaju to-. 

те elementu. 
I 

'о 

Posto smo u izrazu (1 ~ razdelili prom~nljiveJ lako је odrediti brzine i ubr-. 

zanja proizvoljne tacke membrane: 

.. i К 
х = Р 

." 

(4.2.2) 

i 

i • i i / d ·x·
K
i -_ d2 Х Ki / dt2 

I Х = d ХК t 

I к 
(4.2.3) 

\ brzine i ubrzanja cvornih ·taCaka. 

i Takodje је lako izracunati i koordinate baznih vektora 

: Х i _ Р К i Р К = а Р к / а /;'а 
! а - а Х К ; а <" 

(4.2.4) 

1 
I 

Юsпоvпi metricki tenzor се па osnovu (2,1.7) da bude 

11 ;а аВ =0 ijPa
K P~ X~ xL (4.2.5) 

dok је brzina deformacije 

1 . KL i • ј 
УаВ = - а = о в аВ Х К x

L 2 аВ ij 
(4.2.6) 

gde је 

B KL . ];.(р К P~+ ·L рК) = Р 
аВ 2 а а S 

(4,2.7) 



"" 

21 

4. 3. - Raspored tempera ture 

Nema prepreka da se apsolutna temperaturaaproksimira уес usvojenim sis­

temom interpolacionih funkcija, ра је 

е (4.3.1)' 

ё = рК ё' 
К 

(4.3.2) 

" 

е = р I~ е 
а а К 

(4.3.3) 

4. :1', - ,JCdll:.l6iI,1C krсtапја sistсгпа kопа6пill сlсmеrшLа 

U mcLodi Gаlегk±па 4 slabo геsепје jednacina (2,5.9) aproksimiramo skupom 

liпеагпо nezavisnih Ьаzпih funkcija.Za. tu s vrhu upotrebicemo vec uvеdепе 

interpolacione funkcije рК ( ~a) iz '(2. i). ~oeficijente uz оуе funkcije - u pos-
, , 

matranom slucaju polozaje cvornih tacaka, odredicemo iz jednacine 

Е Ј, (X~NaS )113 +P'(Fi_·x·i ) pL dS '= О (4.4.1) 

е S 
U ovom izrazu integralimo unutar svakog pojedinog elementa, а sumira-
то рс svim elementima s~s tema. Prvi clan jednacine (1) mozemo prika­
za ti u obliku 

Е f (x~ N аВ ),1 s pL dS = Е J(x~WB P~)I BdS~ l: f X~NaBp~ dS 

е S ,eS е S 

'Saglasno teoremi о divergenciji i granicnim uslQvima (2,5.2), prvi integral 
" ,Ј!! ' 

па desnoj strani postaje 

Е Ј(х ~ N аВр L)! В dS= Е Ј xi'ifBpL\) ds = Е. f N i Р L ds 
а В 

е S е С е С 

Ako sada upotrebimo relacije (2.2) ·i. (2.3) dobicemo jednacine kretanja u 

obliku 

M
KL • oi 

Х к + SKL i 
Х к 

= R Li (4,4.2) 

gde su, 

M
KL К L 

= Е f рр Р dS (4, 4,3) 

е 
Q 
u 
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clal1o\r. та trice masa sistema, а 

SKL = N aS рК pL .dS 
а S (4.4.4) 

е S 

Cial1ov'imatrice sila sistema. 

Dalje је 

R Li= L f N i Р L ds (4.4.5) 

S е с 

vektor gel1eralisal1ih sila sis tema. 

ТгсЬа zapaziti da jcdnacine (2) - (5) vaze za proizvoljan sistem membran­

ski11 elemenata, bez obzira па materijal od kojega su ovi nacinjeni. Sta vise, 

moze se pokazati da jednacina' (2) vazi iza trodimenziona1ne, kao i za linij­

ske kOl1acne elemente. Izvesno, u ova poslednja dva slucaja railikovace se 

domeni integracije od опф u izrazima (3) - (5). 

Svakako, clanovi matrice sila sistema (4) zavisice od konstitutivnih jed-

nacina. Tako је ia termomehanicki jednostavan materija1, sag1asno (3.1.6) 

SKL = ч' dS (4.4.6) 

е 

4.5. - Jednacine provodjenja toplote u sistemu konacnih elemenata 

N еmа prepreke da slabo resenj е ј ednacina (2. 6. 2U) aproksimiramo vec uve­

denim funkcijama (2.3). Koeficijente uz ove funkcije odre;dicemo iz jednaci-

пе 

f ( .~ е· -В I ,,\ Р L dS О р Тl-q s-pr-d j = (4.5,1) 

е S 

Drugi clan ovog izraza napisacemo u obliku 

f qS I р L dS = 2: 
В 

f ( q в р L) I dS':' 2: 
S 

е S е S е S 

(4. 5.2) 

Saglasno teoremi о divergenciji i granicnim uslovima (2.5.2), prvi integral 

desne strane postaje 
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L r -5 
pL)1 t3 dS =: L: Ј 

L-(3 
L: Ј pLq dS Ј (q Р q \) dS =: 

В 

с S е С е С 

(4 ~ '.)' • "О. ~) 

Definitivl10 је jednacina provodjenja toplote 

О KL Ок + G L _ Q L _ а L оо О (4.5.4) 

Ovde је 

OKL оо L: Ј р тipKpL dS (4.5.5) 

е S 

matrica promene entropije u jedinici vremena, dok је 

L 
G =: L Ј qS pL dS 

S 
(4.5.6)-

. ~ ' . е S 

. vektor toplotnog fluksa, а 

." L _ L 
Q оо L Ј р r Р dS + L 

е S е 

Ј q pL dS 

С 

generalisani fluks (zadani) u cvoru L, i 

d L=: Ј .р L а dS 

е S 

diskretna vrednost disipacije u cvoru L 

(4.5.7) 

(4,5.8) 

.Jedl1acine provodjenja toplote koje sunacelno oblika (4) prvi је izveo Oden
3 

. 
. 

Ove jednacine su veoma opste, i ne zavise od materijala. Medjutim, sa gle-

-dista efektivnog racunanja jednacine (4) nisu narocito prakticne, posto рго-

menu tempera ture u jedinici vremena sadrze implicitno. 

4.5.1. - .Jednacine pro\Todjenja topJote za termomehanicki jednostavan 

materijal 

s obzirom па (3.1.3), (3.1,7) i (3.1.11), mozemo napisati da је 

=: - о D 11 - а D а D е 'I' - ё D
2
e \f 

е х Ф х 1јЈ 
(4.5.9) 



IшајuCi dalje u vidu (2.1.13), i siшеtгiјu izraza D 11, saglasno 
а, I 

(3,1.6), jednacine (4) шоgll se napisati па sledeCi па~{п: 

DKiL·x· + U KL е* "+ JKL e ·L QL _ "1 L'= О Ki К К + G - о ( 4. 5, 1 О ) 

gde је 

D KiL = _ 2 

U
KL = - 2: 

е 

KL . 
Ј = - 2: 

е 

Takodje је, 

L 
а =_ 

е 

f р е рК pL D 2 
е 

S 

f р рК pL D . е 
о 

S 

saglasno ( 3.1.10) 

f 

е S 

I 

-- "'L 
р р <5 11 dS 

(4.5.11) 

11 dS (4.5.12) 

11 dS (4.5.13) 

(4.5.14) 

Jeclnacine (10) prvi put su izvedene u оvош radu. Njihova prednost је u tоше 

sto eksplicitno sadrze brzinu ргошепе tешрегаtuге. Qvo је od kljucnog zna­

саја za пuшегiсkо resavanje jednaCina provodjenja toplote. 
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5. - HESA\fANJE JEpNAC1NA KRETANJA 1 PROVODJENJA TOPLOTE 

5.1. - Opste паротепе 

ч svakom slucaju, jednacine (4.4.2) i (4.5.10) resavaju se nekim od postu-
i 15 

paka za resavanje sistema obicnih diferencijalnih jednacina. 

Medjutim, s obzirom па prirodu ргоЫета, ove jednacine imaju niz specific­

l1:osti, cije uzimanje u obzir znatno olaksava numeri.cki postupak. 

Al.;:o korist'imo eksplicitne procedure, (4.4.2) i (4.5.10) resavaju se direktno, 

u,z koris6enje odgovaraju6ih diferentnih Бета u vremenu. Za slucaj jednacine 

(4.4.2) ovakav postupak resavanja dao је Belytschko
18

. Za specijalni slucaj 
3 

nelinearnog termoelas ЩSпоg та terijala drugoga reda, Oden ј е resavao simul-

tani sistem (4.4.2) i (4.5.4) metodom Runge-Kutta-Gill. 

Medjutim, ako zelimo da koristimo implicitne procedure, neophodna је pret­

h'odna 1inearizacija jednacina (4.4.2) i (4.5.10). Ako se radi о jednaCinama 
" \ 

(4.4.2), ovakva linearizacija moze da se sprovede bilo formiranjem "inkre_ 

'0 • d ~. k' . 3,31 Ь'l' 1" 16 
т:_ о. Је пасша TetanJa' , 1 О lmp lCltno 

.. 
u оуот radu razlozicemo jednaCine (4.4.2) i (4.5.10) u red Taylora ро vre­

~enи, i zadrzati linearne c1anove. Na slic~n nacin је Као 32 resavao znatno 

ј ~dnosta vniji s ta ticki пеliпеагап ргоЫет, pri сети је razvitak Ыо, razume 

sf=, ро pomeranjima. 

5~ 2. - Linearizacija jednacina kretanja 

Fiгерisiшо jednaCine kretanja (4.4.2) u obliku 
I .f!' 

ћ Јј _ 1\:IЈ ~lJj , SIJ Ј R Jj - О 
о " ~ lv.L Х1 т Х1 - - (5.2.1) 

k!)ji se odnosi па stапје sistema и trenutkL1 t . 

S::anje u trenu tku t+h odredicemo razvitkom Taylora 

. Јј 
ј) = 

h 

Ј . 1Ј' . 1Ј' 1Ј' . р Ј + М (. оЈ _ 'ХЈ ) +h Q Х Ј + S (х Ј _ Х Ј ) _ 
хљ 1 u 1 - Ih 1 

- R~j + R
Jj 

+ Clanovi visega reda ро t =0 (5.2.2) 

Ovde ј е h mali 'period' vгеmепа, а indeksom h oznacene su velicine и Н'е­

пutkи t+11. Kada efektivno odredimo izvod SIJ ро vгешепи, imaju6i u vidu 

(2.5.1), (3.1.3) i (3.1.11), i па izrazu (2) obavimo veci Ьгој еlешепtагпih 
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operacija tenzorske algebre, uz zanemarivanje clanova visega reda ра t, 

dobicemo konacno linearizovane ј ednacine kretanja: 

+ к IiJj Х + L 1Јј е _ h ;: R Јј . 
1i 1 \) 

: u ovom izrazu је 

M1i Јј = L: 
Е; 

: к Ii Јј = 4 L: 
е 

: S Ii Јј = 2 L: 
е 

<5 R Јј = 2 L: 
е 

Ј р <5 ~j Р 1 Р Ј dS 
S 

i 
Х Ј р х ј рЈ рI D 

S 
а Х В 1);' а' 

аВ 

оо 1 Ј 
Ј р б 1Ј Р' Р D 'f' 
S а В, ааВ 

, Ј 

Ј р х Ј р D б'f' dS 
S 

а В ааВ 

h 
е = 

1 

D 
а 
х 1); 

dS 

, L 1 Јј = 2 Ј р х ј Р Ј р1 D 
S а В а аВ De 'f' dS 

е 

'Velicine R~j i R Јј definisane su izrazom (4,4.5). 

: 5.2. - Linearizacija jednacina provodjenja toplote 
, 

i 
Prepisimo jednacine (4.5.10) u obliku 

, 

: ( Ј = D IiJ ic + u 1Ј 
! Ii.· 

(5.2.3) 

'f' dS 

(5,2,4) 

(5.3,1) 

koji se odnosi па stanje sistema u trenutku t, Stanje u ~renutku t+h odredi­

СЕ:ШО razvitkom Taylora 

~ Ј = ~, Ј + h D НЈ + D IiJ ( ~ h _ х ) + 
h x Ii . Ii Ii 

+ h U 1Ј е 1 + U 1Ј ( ё h 

1 

+ h 'Ј 1Ј е + Ј 1Ј 
1 

ё ) + 
1 

+ h d Ј : _ (Q~ _. Q Ј ) _ h а Ј + 

+ Clanovi visega reda ро t = О ( ::: '~ ')) 
џ. џ • .;.,.ј 
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Каа3. efektivno оdгеdimо izvode pojedinih velicina ро vremenu, i па izrazu 

(2) obavimo obimne ali jednostavne algebarske operacije, uz zanemari.vanje 

clanova visega reda,po ·t, dobicemo konacno linearizovane jednacine provo­

djenja toplote: 

= Q ~ + F Ii Ј х Ii + Н 1Ј е 1 - G Ј + а Ј + h I:l Ј (5.3 . З) • ' 

Ovde је 

D 1iJ = _ 2L: f - ех i р Ј р1 D D '±' dS 
S 

р Х Ф а 

хФ 
е 

е 

(5. 3. 4) 

F
IiJ 

=-2 L: .f 
. i рЈ pI D De '±' dS р е х 

е S Х . Ф ах Ф 

-2 Е f 
• i рЈ р1 D D ,±,dS р ех 
х Ф а е 

е S хФ 

-2 Е f - е х 
i рЈ р1 D D е 0/ dS р 

S х Ф а 
хФ е 

-2 L: f р- е х 
i рЈ pI D D e o\f dS 

е S Х Ф ах Ф 

+2 L: f - х\рЈ р: D о ч' .р 

S 
а 

Х Ф е 

dS 

+2 L: f 
i рЈ pI D -13 

х q 
Х 13 Ф а 

е S Х J.i; 

dS 

U 1Ј = _ L: f р- е plpJ 2 
D e ч' dS 

е S 
(5,3.5) 

_,IЈ - . pl p J D 2 
г-'- = Е· f р е 't dS . е 

е S 

Е f р- е pI ,J J D 2 
~ dS .с е 

е S 

L: f -
е pI рЈ D2 o't dS р 

S е 
е 

+ l: f р 
pI РЈ D 6 0\]1 dS 

е S 

pI p~ " 
f De 

--;:> 
dS С1 

<ё: S Р 

". 
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, I Ј р1 рЈ De 
-5 dS т q 

О. S 
е S о. 

(5.3. 6) 

Ј 1Ј = Z f р 
p1 p J. D 61' dS . е 

е S 

QJ L f р Ј 
L f Ј -= р r dS + Р q ds (5. З. 3) 

е S е С 

Ј 
L f рЈ 01' а =_ р dS (5.3.9) 
е S 

G
J = L: f рЈ -8 q dS (5.3.10) 

е S 

llJ L f 
Ј 02 l' dS = р еР D е 

е S 

, 
L: Ј р 

рЈ 02 l' dS т 

е S 

:\ 
р Ј о -5 + L f cif dS 

В 
е S 

(5.3.11) 

5.4. - Linearizovane jednacine kretanja za linearan termoelastican mаtегiјаl 

U svojstvu primera, rasmotri6emo jednacine kretanja za linearan termoe­

lastican materijal, imaju6i u vidu da su u tome slucaju konstitutivni l(oefici­

jell.ti dobro pozll.ate fizicke kOll.stante. 

Zараziшо da ј е, saglasll.o (2. 2. 1) 

-о = р D . о о 
( 5 ·1 1 \ 

. ':i. I 

gde је Р referentna gustina odgovaraju6eg tгоdimЕшziОll.аlпоg materijala, 
о 

kao i сја ј е, prema (2. 1. 8), element membranske povrsi u refel~entll.oj kon-

figUl~aciji 

dS = IЧа dS 
о 

l, sledstveno(2. 5.1) 

р ,1'3:'::: р IА 
о 

(5.4.2) 

(
- .1 .,\ ;). ~. Ј) 

Zamenom izraza za slobodnu energiju (3. 2. 24) u integrale (1. 4), а imaju6i 

'Ll vidu (1), (2), i (3), dobi6emo da је 
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В Ф ~ . 
А Ј а\ ;ј; 

(5.4.4) 

v)A Щ. р!) 1J;]dS 
о 

Sledstveno tome, linearizovane jednacine kretanja za linearan termoel<lsti­

сан шutегiјаl i8te su kao i za opsti slucaj termomehanicki jednostavHog' Ш<l­

terijala (1. З) , s tim sto otpada relaksacioni clan h cs R Јј . ТгеЬа zapaziti 

.f.' da и izrazima (4.4) il1tegralimo ро referel1tl1oj povrsi, zahvaljujuCi cil1jel1i­

ci da S11 kOl1stitutivl1e jedl1acine (3.2.24) dobijene razvijanjem и red и okoli­

l1i referentne konfigllracij е о' 

5.5. - Linearizovane jednacine provodjel1ja toplote za linearan termoelas­

tican та terijal 

Slicno kao kod jednacina kretanja, zamenom funkcije slobodne energije 

(3.2.24) i toplotnog fluksa (3.2.30) i (2.5)-(2.11) dobijamo da su 
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D1i Ј 2 1: f е 
1 Ј 1 1 + \! АХ Ф dS = Х Р Рф а ~ D 
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Х 1- \! О 
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о 

F 1iJ 2 Е' , f ё i Р Ј pI D 
' 1 + \! й ф dS = Х а ]Ј + 

S х Ф 1- \! О 
е 
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f 
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S 
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е 
о 

H
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1: f р1 рЈ D аВ dS 
(5.5.1) 

= к'А, 

S 
а В о 

е 
о 

QJ Е f рЈ D rdS Е f 
Ј _ 

= р + р q ds 
S 

о о 
С 

о \ 
е ' е " 

о о 

G
J 

'2:; f е рЈ D аВ 
d S = кА 

а S о 
.е S '" 

о 

Sag1asll.o tome, jednacine provodjenja top1ote Ысе iste kao i za opsti slucaj 

termomehanicki jednostavno.g niaterija1a (5.2,3), sem sto otpadaju re1aksa:" 

, l' ~,' Ј 1Ј '\ Ј , h' "Ј Clone ve lClne . ,О 1 .LJ. • 

5.6. Matricni oblik jednacina kretanja i pro~odjenja toplote.· 

Prepisimo ne1inearne jednacine kre tanja (4, 4. 1) 
r. 

(5. 6,1) 

Kompozicijom sa r ij r 
U U ki dobicemo sistem 

M
1i Јј 

ХН 
1i Ј' Јј + S . Ј x

Ii 
- R = О (5,6.2) 

Sli-cno postupkuuvodjenja Hertzovih ozna.ka u analitickoj mehanici, uvesce­

то nove indekse, koji С.е umesto па cvorove i pravce, da se odnose па stepe­

ne slobode sistema. 1ndekse zamenjujemo prema sledecoj semi: 
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I 

Е, Јј + г л = , 

r ,Л = 1, ... , 3 п 
i 
I 

31 - 2, 

31 - 1, 

31 

з1 

3Ј-2 ako је i, ј = 1 

3Ј-1 ako је i, ј = 2 (5.6.3) 

3Ј ako је i, ј = 3 

. frimenom (3) па (2), (4.5,.10), (1.3) i (2.3) respektivno, dobicemo nelinear-

~1e i linearizovane jednacine kl'etanja izrazene роmоси velicina drugog i рг-
I 
vog reda: 
I 

м гл гл 
Х Г + S ХГ - R Л = О 

м гл ХГh+(КГЛ+SГЛ )ХГh+LIЛељ= 

Г Ј о ГЈ 
D Х + F' rh 

Ј ГЈ IJ Ј Ј 
= Qh + F Х Г + Н е I - GJ + а + h !.l 

(5.6.4) 

(5.6.5) 

(5.6.6) 

= 

(5.6.7) 

Prostim izostavljanjem indeksa, jednacine (4) - (7) mogu da se napisu u 

uоЫсајепоm mаtгiспоm obliku: 

Мх
О 

+ S Х - R = :0 .( 5. 6. 8) 

D ~ + U 8+ Ј 8+ G - Q - а = О (5.6.9) 

м ~~ + [ к + s ] xh + L е h = Rh 
(5.6.10) 

P~h +Fxh +U 8 h +[Н+Ј) 8
h 

=Qh (5.6.11) 

gde је 

R = R + К Х + L е.- h б R 
h h 

(5,6,12) 

Qh = ~ + F Х + Н е - G + d + h 6. (5.6.13) 

U tгепutku t , јеdпасiпе (10) i (11) postaju 

. . 
Мх + [ к + S Ј јХ! + L. 8 =1ЈВ: 

. " •. Ј ., ( . (5.6.14) 
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. . 
D Х + F Х + U е + [Н +. Ј ] е =' Q (5.6.15) 

Jednacine (14) i (15) mozemo svest~, па sistem 1inearnih diferencijalnih jed­

l'1acina sa kOl'1stantl'1im koeficijentima. 

у =Ау+Ь (5.6.16) 

gde је 

. ... 
у={ Х Х 

. 
е } 

y=C~ Х 8Ј (5.6.17) 

Ь = tm- 1R о п- 1 
Q } 

А= 
[ 

-1] О -М [K+S 

1 О ; 

_U- 1D _U- 1F 

(5 .. 6.18) 

5.7. Implicitni postupak resavanja 

Linearl'1i sistem (16) moz,emo direktno integraliti implicitno, па Vlse пасша. 

Posluzicemo se prvom parnom kombinacijom Padeovih aproksimacija 14, t. ј. 
trapeznim pravilom, koje se smatra veoma pogodnim za ovu svrh1..i, Ьаг ka­

da јегес о cisto dinamickim jednacinama
16, 'ilio cisto termickim jednaci­

nama (procedura Crank - Nicholsona). 

Na osnovu pomenutih aproksimacija; resenje u trenutku t + h 

у = 
h 

{ x
h 

x
h 8 h } (5.7.1) 

nalazimo iz izraza 

[ 1 -
h 
А] У = [ 1 + h 

А ] У 
h 

{Ь + Ь } -- + -
2 h, 2 2 ,h (5.7.2) 

gde' је 

ь = (м- 1 Н 
h h 

о 
-1 -

U Qh} (5.7.3) 

Koriscenjem izraza (6. 8) - (6.18) konacno dobijamo sis tem linearnih jedna­

cina 

[ 4] 4 • [4 Ј h 2 M+K+S x h +L 8 h =Rh +R+ h Мх +, ~2 M+K-S x+L 8 -h8Ћ (5.7.4) 



[~ D+F]x
h 
+J~U+H+J 1 еh:=Qh+Q+[~D+F]х+[~u+Н-Ј]е(5.7.5) 

-2G+2 d+h Ь. 

Х 
h 

- ~ [Х - Х } .- ~ 
h h 

Ove је jednacine lako svesti па inkrementalni oblik 

. 4 
R +R + - м х -2Sx- h б R 

h h 

4 I 

М + K+S Lj U 
h

2 
:= 

~ D + F " Б U~H+J т Qh +Q-2J е -2G+2 d + h Ь. 

2 
х:= U - Х 

h h 

gde је 

u 

т 

... 

(5.7.6) 

(5.7.7) 

.(5. 7. 8) 

(5.7.9) 

зз 

Ocigledno је da је spregnuti termomehanicki ргоЫет mogu6e resiti i impli­

citnom procedurorn, mada numericki postupak nije narocito privlacan, pos­

to је matrica sistema (7) dimenzija 4nx4n, i nesimetri Cna. 

Rasmotrimo sada neke specijalne slucajeve 

5. 7. 1. Dinamicki slucaj 

Jednacina (5.7.7) svodi se па 

i [М + к + s] и:= R + R + 4 М х - 2S Х - h б R 
.h2 h h 

(5.7.10) 

Ovaj izraz slaze se sa 6dgovaraju6im izrazom za metodu Newmarka 31 pri 

а := 1/4. Ako se izuzmu razlike u oznacavanju i grupisanju clanova desne 

stгапе, neslaganje је samo u relaksacionom clanu hБR , posto se u роте­

nutom radu ne tretiraju materijali sa naslednim osobinama. 

5, 7. 2. Sta ticki slucaj 

." 

ImajuCi u vidu (6.8), u odsustvu inercijalnih sila (7.10) svodi se па 

[К + sJu:= R - S Х - h б R 
h 

(5.7.11) 
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zetkom pos1ednjeg Clana, koji medjutim moze Ја se nadje u odgovarajucoj 
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.Ako se radi о ша1im pomeranjima i о linearno е1аstiспош materija1u, izraz 

(11) svodi se па 

к u = R ( h 7 1')\ '-'. . ~) 

• Ova re1acija nas1a је Јо sada najsiru mogucu primenu, posto па zadovo1java­

juci nacin resava niz inzenj erskih ргоЫета. 

5.7.3. Nestacionarno provodjenje top1ote 

Ako zanemarimo re1aksacione c1anove, jednacina za krute provodnike па os" 

novu (7) postaje 

[ ~ u + н ] -r = Q + Q - 2С 
h h 

(5.7.13) 

Qvo ustvari nije nista drugo nego jednacina ргосеЈиге Crank-Nicho1sona 34. 

5. 7 . .4. Stacionarno provodjenje top1ote 

U stacionarnom slucaju, jednacina (13) svodi se па opste poznati izraz 

:...~ Т = Q (5. 7. 14) 

Iшајuсi u vidu da specija1ni slucajevi ovde izvedenih jednacina (7) implicitne 

procedure resavanja spregnutog termomehanickog ргоЫета predstav1jaju iz­

rrraze poznate u metodi konacnill elemenata, zаklјuсuјешо da, Ьаг sa te tacke 

gledista, ne podleze sumnji korektnost ovih ј ednaCina. 

5.8. Eksp1icitni postupak resavanja 

Direktnim resavanjem (7.2) ро Y
h 

dоЫсешо resenje odgovarajuce tacnosti 

iskljuCivo ako Бе radi о 1iпеагпiш diferencija1nim jednacinama sa konstant­

пiш kоеfiсiјепtiша. U suprotnom slucaju va1ja da (7.2) otvorimo
17 

i da iteri­

гашо. О tvorena relacija (7. 2) glasi 

h h 
У h = У + 2 {bh + Ь } + 2 А [у + У h } (5. 8. 1) 

Когisсепјеш re1acija (6.17), (6.18), (6.10), (6.11), (6.14) i (6.15) svodi-

Ш.О (1) па rekurentne оЬгавсе 



З5 

h [ о; +~ ~h } х = х + 2 h 

x
h 

= х + 
h 

'2''-
{ ,~+ ~ '. h 

} (5.8.2) 

8 е 
'11 { 'ё + ~} = + 

h 2 

о· 

Vгеdпоsti х 
h 

odredicemo direktno iz nelinearnih jednacina (6.8) i 

.( 6. 9): 

(5,8.З) 

• -1 
8 h = U {Qh + Э h - В11 -'- Ј h е h - Dh 

, 
.~ko za pocetne vrednosti u trenutku t+h usvojimo 

ё = ё 
h 

(5.8.4) 

Пlоzеmо da iteriramo, koristeci (2) i (3), sve dok se dve uzastopne vrednos-

1i x
h 

i е h пе sloze u zadovoljavajucoj meri. Ovde tгеЬа napomeriuti da se 
I 
matrice М i U mogu, bez osetnog gubitka па tacnosti, posebno kada је гес 

lk ' t' d" l' bl'k35 ,36 U l~' ~, о ve i im Slstemima, sves 1 па 1Jagona П1 о 1 . tome s исаЈи se Cl-

tava procedura prakticnosvodi па operacije sa n-dimenzionalnim vekt orima, 
. ' . 

uшеstо sa шаtгiсаша, sto dгашаtiспо poboljsav.a ' situaciju kada је гес о 

realizaciji postupka па гаСипаги. 

5.8.1, Postupak Belytschka 

Ako se radi о diпашiсkiш problemima realisticnih razmera, prakticno jedi­

пе ['ezultate do sada је publikovao Belytschko
18

, Njegova procedura,izve­

dena sаsviш dгugiш рutеш, u sustini predstavlja skracivanje iterativnog ро­

stupka (2), (3) па јеdnи iteraciju unutar koraka, 

Zаmепош (4а) u (2a),i (2а) u (2Ь) dobicemo vektor polozaja 

, ? 
о h.:.J. •• 

Х =x+hx+ 2 Х h . 

• о 

(5.8. 5) 

Ubrzanje хь dоЫсешо iz (За) а brzinu ~, 
.. п 

iz (2а), а zatim prelazimo па 

sledeci korak. 
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Posto ova procedura unutar jednog уrешепskоg koraka sadrzi sашо jedno 

izracuna vanj е ubrzanja, (3а), koje је naj skuplja operacija, шоzешоје sша­

trati vеоша ргivlаспош sa numt;ricke tacke gledistp.. Sta vise, рriшегi sa 

јеdпiш stерепош slobodeukazuju па visolru tacnost ovog postupka.· 
. , 

l\IIеdјutiш, u ргоЫе:miша sa vесiш IЈrојеш stepeni рriш.еСепо је da se visi 

11armonici r'ese'~ja, cija је tacnost~ala, v-rlo slabo prigusuju, dajuci rese­

. пјiшаlаzпо oscilatoran karakter . .' 

'Ovaj рrоЫеш Belytschko 18 resava uvodjenjem v~stac~OgViSkoznog prigu­

~епја u fazu (За) svojeprocedure.·. 
, 

Qvakavprilaz деizЬеzпо роуе6ауа оЫт proracuna, а sem toga se postavlja 

pitanje ka:ko razlikovati uticaj stv;3.rnog i artj..ficijelnog prigusenja· па rese-

nje. 

Оуо је Ыо razlog sto је detaljnije rasmotren postupak kompletne trapezne , 
iteracije, koji konvergira ka vгеdnоstiша p:4ocedure Nеwшаrkа (7.10). Re-

zultati па primerima sa jedp.im stерепош slcbode su priguseniji ali i manje 

tacni od rezultata dobijenih me'todom Belytschka. 

5.8.2. - Povecanje tacnosti iterativnog postupka 

А}:о rasmotrimo metode пuшеriсkе integracije koje koriste vrednosti prvog 
37 

i drugog izvoda . videcemo da је malomkorekcijom izraza (2Ь) шоguсе 

postici znatno povecanjetachosti: 

(5.8.6) 

Sa gledis ta numericke realizacij е, ОУО је jeftina operacija, РОБ to podrazume­

уа ро jedno satiranje, oduzimanje i mnozenje sa konsfantom vektora koji se 

уес ionako nalaze u memoriji racunara. 

Numericki primer sa jednim stepenom slobode ukazuje da procedura (4) i 

procedura (2), modificirana sa (6) daju rezultate prakticno iste tacnosti. 

Pri tome је medjutim resenje procedurom, (4) ро ашрlitudi pojacano u odno­

su па analiticko resenje, dok је геБепје modificil'anom procedurom (2) pri­

g-useno, kao uostalom i resenje originalnom ргосеdurош (2), u јОБ уесој 

шеri. 

Sa шеhапiсkе tacke gledista, interesantno је da. (6) moze da se dobije iz 
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pretpostavke о Нпеагпој promeni.~brzanja unutar korak,a 48, 49 а takodje 

sledi iz druge рагпе Padeove aproksimacije
14

. геБепја dinamickqg ргоЫе-
та. 

Medjutim, numericki primeri sa'vecim Ьгојеш s.tepeni slobode pokazali su 

·da iterativne procedure nisu u prednosti u odnosu па pr?ceduru Belytschka, 

posto deluju samo u smislu snianjenja ucestanosti а пе i amplitude parazitnog 

dela re.senja .. 

5.8.3. - РгеdЦсtог - korektor Бета 

Dalji numericki eksperimenti па primerima ва vecim Ьгојет stepeni slobo­

. de ukazali su da neocekivano dobre rezultate u smislu prigusenja parazitnog 

dela resenja daje sledeca jednostavna· РЕС Sema:· 

Prediktor 

. . . 
x

h 
= Х + h Х 

\ . :.' 
h· • 

Х =х+ -(Х +х) 
. h 2. h. 

- Evaluacija 

Ргета (3) 

- Korektor 

Ргета (2) 

(5. 8. 7) 

Dalje poboljsanje rezultata, koje jemedjutim marginalno, dobija se ako 

umesto (2Ь) koristimo (6). Ovu semu zvacemo РЕС modificirana. 

Ako rasmotrimo dinamicki deo оуе Бете,· videcemo da se od Belytschkove 

razlikuje .samo dodatnim izra<Sunavanjem (2Ь) ili (6), dakle vrlo jeftinim 

operacijama~ Drugim recima', procedura Belytschka predstavlja nekomplet­

пи РЕС вети. 

Druga је prednost pr.edlozene РЕС seme u 10те sto nedvosmisleno ukazuje 

па nacin resavanja spregnutog ргоЫета, koji је diskutabilan kod nekomplet-

nog postupka. 

Sustinu izvanrednih rezu1tata dobijenih koriscenjem РЕС Бете treba traziti 

u osobinama trapez;ne integracije, koja fi1trira vise harmonike37 
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Sa gledista primene eksplicitne numericke iI1;tegracij е па dinamicke ргоЫе­

те, osnovna prednost predlozenog postupka је eliminacija lazne oscilator­

пе komponente resenja J koja је do sada sma trana 18 neizbez~im рга tiocem 
;: . 

eksplicitne procedure. 

5. 9. lteracij е kod implicitne procedure 

ТгеЬа zapaziti da jednacine (7. 7) i (7. 8) predstavljaju nista drugo nego арго­

ksimacije nelinearnih јеdnасinа (6.8) i (6.9). Ргета tome, potrebno јеу 

svakom koraku iterirati, sve dok jednacine (6.8) i (6.9) пе budu zadovolje­

пе u granicama zadanih tolerancija. lterira6emo modificiranom metodom 

Newtona - Raphsona. U tome slucaju, matrica sistema ostaje ista kao i u 

(7.7), а па desnoj strani Бе pojavljuju debalansi nelinearnih јеdnасinа (6.8) 

i (6. 9) 

Г 4 
M+K+S 

lI
ьu l L 

I h
2 

I 
. '''''1 = 

l 
2 

I -
L h 

D+F ~U+H+J 
h .<> 

ј l Ьт dh+Qh-Вh-Јh е h- U h8h -Dh ХћЈ 
(5.9.1) 

Velicine u tr enu tku h, po~rebne па desnoj strani ј ednacine, odredi6emo iz 

(7.8), (7.9) i (8.2), ра је 

х = 
h 

х+ u 

2 
х = 

h h 
,и -

4 
х = - u -

h h2 

х 

4 • 
х - х 

h 

е = 
h 

е + l' 

. 2 . 
е = 

h h 
1'- е 

Posle svake iteracij е, menjamo vrednos ti u i l' ргета: 

u = и+6.и l' = 1'+ 6.1' 

(5.9.2) 

(5.9.3) 

Ako se radi о cisto dinamickom ргоЫеmи, izrazi (1), (2) i (3) svode se па 

! t' 1 ~ , t ~ "t .. 16,31 l10zna 1 s исаЈ ravno ezne 1 eraclJe 

Osnovna precL"1ost implicitne procedure nad eksplicitnom је u tome sto Бе 
; ~ . 15,16 

moze pokazatl da, kako za linearne, tako i za veliki broj nelinearnih 

рсоЫета, numericka stabilnost пе zavisi od duzine koraka. Qvo opravdava 
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primenu implicitne procedure i kod odredjenih dinamickih ргоЫеша, i pored 

toga sto potreban Ьгој racunskih operacija za jedan korak kod implicitne рго­

cedure za oko dvar~da 'velicine nadmasuje onaj kod ekspliCitne
18

, 

Medjutim, kako је Hughes
16 

zapazio а Park
40 

pokazao, implicitna procedu­

га је nestabilna ako se sistem ропава kao opruga koja omeksava. Ргета to­

те , primena implicitne procedure za11teva odredjenu opreznost,i пе moze 

se preporuciti u opstem slucaju. Svakako, ako se radi о statickom ргоЫе­

ти (7.12) ili о stacionarnom provodjenju toplote (7.14), implicitna procedu­

га је jedino mog-uca. 

,5.10. Stabilnost numericke procedure 
I 
I 

iZa diskretni algoritam гевауапја jednacina (6.16) kazemo da је stabi1an
16 

ako postoje pozitivne konstante С 1 i С 2 takve da za pocetne uslove z i z , 
I О О 

;odgovarajuca гевепја z i z respektivno,zadovoljavaju 11 z - z 11 ~ с 
I 2 
, 11 Zo - Zo 11, za sve h < С 1 . 

:Као sto је napomenuto u prethodnom odeljku, za implicitni postupak se то­

;ze pokazati da je'Za neke klase ргоЫета bezuslovno stabilan .. .. 
iSto se tice eksplicitnog postupka, оуај је numericki stabilan ako је15 , 17 

i 
;O<h <2/1>-.. 

1 
i = 1 , .. k (5.10.1) 

gde su .\ . svojstvene vrednosti matrice 
1 . 

А (6.18). 

Ako se radi о elasticnom materijalu, u prakticnim primenama izraz (1) то-

~ d N k't .. 18 ze da se sve е rw von еитаппоу Tl erlJum 

h < min 
1 

а (- ) 
с 

(5.10.2) 

gde је 1 jedna dimenzija konacnog elementa dok је с brzina prostiranja 
i 
i normalnog udarnog talasa. Dalje , 0.2 <а < 0,9 је empirijski redukcioni 
! 

faktor, neophodan da Ы se eliminisali destabilizirajuci efekti gresaka za-

okruzavanja. 

Poznato је da је brzina prostiranja talasa za trodimenzionalan linearno ela­

stican та terijal 

2 2ц 
с = 

р 

о 

1 - v 
1-2 v 

(5.10. З) 
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Brzil1a prostiranja talasa kroz membranu moze Бе odrediti па nacin slical1 

опоте koji је Eril1gen2 upotrebio za trodimenzionalan materijal J ра se do­

Ыја da је 

2 
с = 

2ц 

р 

1 
1 - \1 

о 

Za slucaj stapa J dobicemo poznatu relaciju 

2 Е 
с == 

Ро 

gde је Е moduo ela s ticno s ti. 

(5.10.4) 

(5.10.5) 



6. - EFEKTIVNO IZRACUNAVANJE VELICINA POVEZANIH SA 

Ј EDNACINAlVIA KRETANJA 
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Koeficijenti jednacina kretanja su posredstvom transformacija (5.6.3) for­

n'lalno izrazeni u matricnom obliku. Da Ы se omogucilo.programiranje, 

neop11odno је ove velicine i efektivno prikazati matricnim izrazima. 

6. 1. О snovni metricki tenzor 

Koriscenjem шаtгiспih oznaka, koordinate fиndamentalnog metrickog ten­

zora (4.2.5)postaju
41 

222 
а =х +у +zl 11 1 1 

U ovim izrazima 

Т- Т-
Х1 = Р Х' У1 = Р1 У 1 Ј 

Т- Т-
Х2 = Р2 х , У2 = Р2 У 

su skalarni proizvodi izvoda 

vektora interpolacionih funkcija 

эа vektorima koordina ta _ cvorova 

1 
х = х 

К 

2 
У = х 

К 
z = х 

(6,1.1) 

Т-
z1 = Р1 z 

(6.1.2) 
Т-

z2 = Р z· 
2 

(6.1.3) 

(6.1.4) 

3 
К 

(6.1.5) 

Primera radi, rasmotrimo cetvorougaoni membranski element prikazan па 

Sl.3, cija эи cetiri cvora proizvoljno rasporedjena u prostoru. Za ovaj ele­

ment usvojicemo materija1ni koordinatni sistem cije эи koordil1atne linije 



+ 
E~ Ј Г! = C.011S t pra УС, i za ~ ) rl = 1 poklapaju Бе Ба iviсаша elcmeHatCJ.. 

u оvош slucaju koordinatne linije opisuju pravoizvodnu роуг!.;; koja шоzе Ја 

~e clct'inise Ыliпеагпiш iпtегроlасiопiш fuпkсiјаша 

1 
I р = - [ (1- Е;, ) (1 - п) (1+ Е;, ) (1- 1l ) 1(1+ Е;,) (1 +Т1 ) ј(l-Е;, )(1+ 1l ) } 

4 

(6.1.6) 

i koordina tama cvorova 

Х = 
К 

{ ХЈ x
L ХМ 

Х 
N } 

~~ = { УЈ YL УМ YN } (6.1.7) 
ћ. 

z = { zJ zL ZM '7 } 
К 

~N 

оУ-а шаtгiса definisana је izrazima (5.1.4) i (5.4.4) . 

Ako'<se radi о сеtvогоugаопош еlешепtu, sa kОогdinаtпiш sistешоm defi­
! 

nisanim u prethodnom odeljku, clanove matrice masa odredicemo iz izra-

za 

L 
е 

1 1 

Ј Ј (6,2.1) 
-1 -1 

Koriscenjem пuшегiсkе integracije, izraz (1) moze da se prepise kao 

М= 
т 

L Р m Р 
е 

(6, 2. 2) 

п оуогй izrazu р' је matrica koja kao kolone ima vektpre interpolacionih 

f"unkcija u pojedinim tackama integracije 1 koje se nalaze unutar posmatra­

IlOg elementa, 

1 . 
Р = [Р , . , . ~ 

t 
, •• Ј Р Ј [ 3n xt :1 (6.2.3) 

I 
~'de је t ukupaIl Ьгој integracionil1 tacaka elemel1ta. Вгој vrsta шаtгiсе 

р је 3n, ali su razlicite od nule samo vrste koje odgovaraju cvorovima 

posmatral1og elemel1ta. Clanovi ovih vrsta nisu nista drugo nego vrednosti 
, 

i:l1terpolacionih funkcija Р .(1.6) u оdgоvагајuсiш tасkаша integracije. 
, , 

Sa m .~e oznacena dijagonalna matrica гаzшега txt 



11'1 -- r ( н D р о /1-\)1 Ј (6.2.4) 

'о' 

gde је П шегпi koeficijent formule numericke kvadrature. Ostale su veli-

cil1e poznate i nacelno mogu da budu razlicite za svaku pojedinu tacku inte-

gracije. 

Ako koristimo eksplicitni postupak resavanja sistema (5.6'.1) ротоси reku­

rentnih obrazaca (5.8.2) i (5.8.3), matricu М mozemo izvesti iz izvornog 

kondenzovanog oblika (4 о 4 2). U tome slucaju iz izraza (1) otpada clap 

, б ij. 1zrazi (2) i (3) ostaju formalno isti alise njihove razmere svode па 
:пхп, odnosno 11.xt respektivno posto umesto ро tri identicne vrednosti funk-
I .. 
!clJe za svaki cvor, ulazi samo ро jedna, Dalje, kondel1zovana matrica М 

:moze se svesti па dijagonalnu. U dostupnoj literaturi predlozena su dva па­

!cinao Jedan se svodi па jednostavno sabiranje clanova svake pojedine vrste 

Imatrice М i njihovo koncentrisanjE{ и dijagonalnom clanu
36

, а drugi и izbo-
: . 'о 

!ru takvih integracionih formula da 'se tacke numericke integracije poklope 
! 

;sa cvorovima elementa 35. Dalja diskusija ovih postupaka odvela Ы nas su-
, ~ 

:vise daleko, ali valja zapaziti da о'Ьа imaju mnogo zajednickog sa trc;dicio-
I 

!nalnim inzenjerskim prilazom koncentrisanih (lumped) masa. 
i 

bcigledno је da se sada matrica м- 1 
iz (5.8.3) svodi па п reciprocnih 

;vrednosti clanova dijagonalne matrice Мо Takodje treba imati и vidu da се 
. .. .. 

Х, Х, Х, Xh ' X h ' ХЬ ' Rh i Sh xh iz (5.8.2 i 3) da budu matrice razmera 

пхЗ . 

. 6, 3. Ма trica sila 

:Sag'lasno (5.4,4) оуи matricu, za cetvoroug.aone elemente, mozemo napisa­

ti и obliku 

е 

1 

f 
-1 

1 

f 
-1 

gdeje, prema (3,2.13) i (3.1,6) 
I 

saS =.WS/a/A=2 р D 'r 
о аа(3 

(6.3.1) 

(6.3.2) 

fZa slucaj linearnog termOelasticnog materijala N aS se odredjuje iz 

(3.2.25), odnosl1o (3. 2,'.'?7~,~Гi~tеПјеПl numericke integracije, izraz 
i 
(6. 3. 1) moze da Бе prepise и obliku 
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S = L: [ Рl 
11 Т 12 Т 21 Т 22· Т 

] s р 1 + Р1 s Р2 + Р2 s Р 1 + Р2 s Р2 
е 

~~. 
.(6. 3. 3) 

,gde su· 

р = 
1 

[ 1:)1 
Ј: 1 , р1 

1 
, . . ) 

pt 
1 

] 3 п х t 

(6.3.4) 
1 t 

. . ., Р2 ' . . . Ј Р2 ] '3 п х t 

Struktura matrica Р1 i Р2 ista је kao i struktura matrice р (2.3), sem sto 

Jse umesto vrednosti funkcija р (1,6) kao clanovi pojavljuju vrednosti пјЉо­

!vih izvoda (1. 3). Dijagonalne та trice, 
) 

. t х t (6.3.5) 

I , . 

:imaju ро jedan skalarni clan u svakoj tacki numericke integracije. 

'1 ., . . d· d' 21 12 Ь .' t .. N ci. S . ~(\ 2 5 11) (3) m о z~ е maJucl u Vl u а Је s = s Ј Z og Slme rlJe . ., Ј 

ida se prepise u obliku pogodnijem za numericko гасипапје: 
I 
I 
I 

i 
I 
I 

i ,gde 
I 

S = 
т 

L: q s q 
е 

i 1 1 
iq = [Q , ... , Q , 
I 

!ima ро jednu Зп :i{ 3 submatricu 
I 

QA=fp 
r - 1 

р р р]1 
2 + 1 . 2 

.<> 

(6.3.6) 

(6. 3, 7) 

(6,3.8) 

iza svaku tacku numericke integracije. Matrice Q1 imaju ро tri identicne 

JVrste razlicite od nule za svaki cvor u kome је element vezan. Matrica s 

:ј е dij а gona1na , 

- 1 
s = I s , . 

1 
s , . t Ј ... , s 3t (6. З. 9) • • Ј 

iima ро jedan dijagonalni blok od ро tri clana 

1 r 11 12 I 12 22 12 Ј' s == s -8 8 S -8 з (6.3.10) 

za svaku tacku numericke in tegracije . 

. i\ko kor-istimo ek8p1icitll.i p08tupak resavanja si8tema (5.6.1), matricu S 
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i ~ 
.'шоzеmо izvesti iz izvornog kondenzovanog oblika (4.4.4). U tоше slucaju, , 
slicno kao kod шаtгiсе шаsа, iz izraza (1) otpada Ыап <5 ij. Izrazi (3) i (4)' 

pstaju formalno isti~:: s tim sto se njihove razmere svode па п х п i 

'; п х 3t ,posto umesto ро tri identicne yrednosti izvoda interpolacionih 

funkcija za svaki cvor, ula zi samo ро ј edna. 

Ovde treba zapaziti jos jednu znacajllu okolnost. Naime, iz (5.8.3) је evi­

dentno da пат kod eksplicitne procedure matrica S nije potrebna" vec пат . 
је potrebna matrica S х, koja ustvari predstavlja skup tri vektor,a, Kako 

bismo је furmi,rali, uzecemo matricu S razvijenu u obliku (3)" imnoziti је 

sa desna па levo vektorima koordinata cvorova (6.1.5). Qvo omogucuje znat-

пе ustede u memoriji i radnom vremenu racunara, 

6. 4. Ма trica kru tos ti 

Као sto smo videli u poglavlju 5. , ova matrica se pojavljuje kod implicit­

nih metoda resavanja, i neizbezna је kod statickih ргоЫеmа. Као takva, to 

је hronoloski prva matrica rasma trana u metodi konacnih e,lemenata, mada 

ni izdalel<a nije najjednosta vnija. 

Ргета (5.4.4) оУи matricu, za cetvorougaone elemente, mozemo napisati u 

оblilш 

1 1 
K1i Јј = L: f f 

е -1 -1 

gde је, saglasno (5.1.4) 

=4Р 
о 

хј 
х 

а 

D 
а 

i рЈ 

Х S 

Х 1Ј; 

pI 
ф 
Е аfЗx Ф ГAd ~d1l 

Za homogeni linearno elastican materijal је, ргета (5.4.4) 

арх 1Ј; 
Е = 2:,1 D [ v А аiЗ АХ 1Ј; + ( 1 _ v ) А Щ ~ 1Ј; Ј 

1 _ v 

Numericka kvadratura svodi iz~az(6. 4. 1) па 

К= Z bkb
T 

е 

gde 

ь = ... в t Ј" 

(6.4.1) 

(6.4.2) 

(6.4.3) 

(6.4.4) 

(6.4,5) 

ima kao clanove submatrice B
1 (Зп х 3), ро jednu za svaku tacku numeric-

kc :i.l1tegracije. 
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Matrice 
1 ' .. 

в imaju za svaki суог u kome је e1ement vezan ро jedan blok di-

menzija 3х3, oblika 

I Х 1 Р 1 Х 1 Р 2 + Х 2 Р 1 Х2 Р2 
1 

B
1 

У1 Р 2 + У2 Р 1" (6.4,6) = l Уј Р ј Ј2 Р 2 К 

. zl Р 1 ' z~ Р2 + z:z Рl z:2 Р2' К 

'. I i' 

Slicnost strukture matrica В (5), (6) i matrica Q (3,8) 'oтo~cиje da se 

za njihovo fогшiгапје u гасипаги koriste gotovo'identicni postupci', Da1je . ' . 

ГА 
1 

f€.4.7} 

је kvazidijagona1na matrica, koja ima ро jednu submatricu razmera 3х3 

l';a svaku tacku integracije. Razume se, Е је ovde matrica l<onstitutivnih 
. . 1 

kucficijcnata utacki integraciJe 1. Za slucajlincarno elasti(:nog materijala, 

E
1 

је ustvari i~raz (3) napisan и rnatricnom obliku, uz koriscenje relacija 

(2,1.10). 

SYM 

1- v 
2 

6.4.1. МеmЬгапе izlozene cistom smicanju 

(6.4.8) 

u odredjenim primenama inzenjerske pr,akse koristi se" pretpostavka da su 
, . 21 

tanke тетЬгапе 'sposobne da prime iskljucivo smicanje (schubfeldschema ). 

Treba zapaziti da је оуој ekvivalentna pretpostavka о savrsenoj kompresi­

bilnostimate:rijala Е = О , Imajuci и vidu poznatu' relaciju 

Е = 2)Ј (1 + v) (6.4.8) 

sledi da је, za тетЬгапе izlozene cisLom smicanju 

v = _ 1 (6.4.9) 

Zanimljivo је da је оуа vrednost v па granici fizicke dopustivosti2 , 
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Sledstvel10 tоше шоguсе је, suprotl1o иоЫсајеl1ој praksi, ргоgгаше za opste 

шешЬгаl1е koristiti i и slucaju membral1a opterecenih cistim smicanjem, 

иvоdјепјеш V = - ~ kao ulaznog podatka. Numericki primeri (poglavlje 7) 

pokazuju da је ovaka;~ prilaz prakticno upotrebljiv. 

6.4.2, Cetvorougaoni e1ement sa cetiri cvora 

Do sada izvedeni izrazi и ovom poglav1ju vaze za та kako prostorno zakriv­

ijeni cetvorougaoni element, Zbog prakticne vaznosti matrice krutosti, ras-

1?otricemo neke jednostavne specijalne slucajeve, kakvi mogu da se ргiше­

nе и problemima tipa prikazanog па Sl. 1, E1ement је prikazan па 81.3, in­

terpolacione funk~ije date su izrazom (1, 6) а koordinate cvorova izrazom 
I 

(1. 7). 

~asno је da се za ovakve elemente biti zadovoljeni uslovi kompatibilnosti, 

posto su ротегапја ivica 'linearna i jednoznacno odredjena pomeranjima za-
; 

jednickih cvorova dvaju susednih elemenata. 
, . ~ \ 

Da bi se obezbedil~ kODyergencija 38 za elemente sa linearnim pomeranjima 

dovoljl1a је jedna tacka, l; = 11= 
," 

оуој tacki је 

Qla "! su 

i: t, d. 

1 
[ -1 1 

4 
1 - 1] Ј 

О, Gau.ssove numericke integracije. U 

1 
[ - 1 -1 

4 
1 1 Ј (6.4.10) 

(6,4.11) 

Matrica Ь (5) se и ovom slucaju svodi па svega jedan blok tipa B
1

, sastav­

lJen od cetiri bloka tipa B
1 

(6). Matrica k је sada razmera 3х3 
К 

k=H Е IA 
о о о 

(6.4.12) 

gde је Н = 4, dok su Е i А. vrednosti E
1 

(8) i А (2,1.12) и posmatra-
о о о, . 

noj!acki integra'cije, Као sto је иоЫсајепо и primel1ama metode konacnih 

elemenata, za dalje pozivanje па јеdnот definisan element koristic:mo та­

пј е - vise proizvoljnll skracenicu, и ovom slucaju МЕМ 41, Pored уеота 

privlacne jednostavnosti, numericka integracija и jedl10j tacki''ima i svoje ......... -"'_..- . 



43 

I1cclo~ la tkc. Naime, ako elimjnisemo slepene slobode kru tog tcla, роsго'-t tra-

lli. elcment imace 4хЗ- 6 = 6 spoljasnjih stepeni slobode (роmегапја cvorova) 

па svega tri unutrasnja stepena slobode (deformacije u tacki integracijc). 

Slcclstveno tome, ele"Inent se sam ро sebi ponasa kao kinematizam, sto do­

vodi сl0 toga da pouzdanos t rezulta ta ргогасuпа zavisi od. globalnih vcza koj с 

еlегt1епtimа namece posmatrana konstrukcija. U odredjenim primenama 
18 . . 

(ravl1a deformacija ) ovakav prilaz se pokazao kaQ dosta pouzdan. Medju-

tim, kao sto сето videti па primerima,. rezultati za membrane nisu naroci-

to ohrabrujuci, 

Ovo је Ыо razlog sto је rasmotren i pouzdaniji prilaz, za cetiri Gaussove 

tacke numericke integracije. Као sto је poznato, koordinate ovih tacaka и­

zimaju vrednosti С тl = -+- .гз; 3 . Element је u ovom slucaju oznacen sa . 
МЕМ 44. Numericki rezultati su u ovom slucaju logicni, i uporedivi, pod 

istim uslovim~, sa rezultatima za poznate pouzdane elemente, Razume se, 

оЫт racunanja pri formiranju matrica elementa је oko cetiri puta veci ne-
. '. 

go u prethodnom slucaju. 

Vredna је paznje jos jedna mogucnost numericke integracije, а to је gene-
." 

ralisano trapezno pravilo pri kome se integracione tacke poklapaju sa cvo­

rovima elementa. Za razlikuod Gaussove integracije sa cetiri tacke, koja 

tacno integrali polinome do treceg stepena ро .; i Тl, ova poslednja tacno 

integrali samo polinome linearne ро Е;, i Тl, kao i pravilo srednje tacke. 

Medjutim, videli smo da је ova tacnost potpuno dovoljna za konvergenciju. 

Puni smisao ovaj prilaz ima u dinamickim problemima, posto generise di-

jagonalnu matricu masa. 

6, 4 _ З. С etvorou g-aoni elemen t sa о sam cvorova 

Ovakavelement, prikazan па Sl,4, dozvoljava adekvatnije modeliranje рго­

storno zakrivljene membrane, uz koriscenje slozenijih interpolacionih fun-

1 •. 42 . t 
i(C1Ja ,1 о 

1 2 + рК :: "2 (1 + Е, Е;, к ) (1 - тl ) za .; К :: - 1 (6. 4, 1 З) тl :: О 
К 

D К 1 (1 Е 2) ( 1 ) :: О. Ј.. ="2 -, + тl тј К za (к ' 
+ 

тl = 1 
К 

si ovim elementom obavljeni su numericki eksperimenti vrlo ogranicenog' 
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obima llZ koriscenje cetiri Gallssove tacke numericke integracije, H\~,:ultati 

Sll dosta diskutabilni, sto nije сиdnО ako se ima u vidu 8хЗ-6=18 spoljasnjih 

stepeni slobode, uz svega 12 unutrasnjih. Ро podacima iz literature, za rav­

;l1е problcme је uspe:sno koriscena Gaussova Ејета 2х2, medjutim, tu је broj 

,spoljasnjill stepeni slobode svega 'Вх2-3 = 13. 

Za slucaj membrane, pouzdani rezultati mogu se ocekivati ва 9 tacaka Саи-
i 

:ssove ili ini:egracije ро cvorovima. 

,6.5. Ostale matrice 

Formiranjem matrica М, S i К dobili smo sve potrebne elemente za resa­

vanje cisto dinamickih problema. Matrice za spregnute termomehanicke i 

probleme provodjenja toplote mogll da se odrede па slican nacin. 

Imajuci u vidll da resavanje spregnutih problema implicitnom procedurom 
! 

(odeljak 6,4) nije narocito praktican postupak, kao interesantne ostaju mat­

rice U (5.2,5) i Н (5,2.6), Evidentno је medjutim da prva od njih ima struk­

;curu idечtiспu matrici М, dok, bar za linearno termoelastican materijal i 

krute provodnike, struktura druge odgovara matrici S. Prema tome, matri­

се U i Н mogu u vecini primena da se formiraju uz ротос postojeclh prog­

гата za formiranje matrica М i S. 

~;, 6. Tenzor deformacije 

Tenzor deformacije definisan је izrazom (2.1.12), koji је pogodan i za nu-, 
i 

r;oericko racunanje, posebno ako se radi о velikim deformacijama i ekspli-
! 
citnim postupcima resavanja jednacina kretanja. 
! ft 

Nledjutim, kod implicitnih procedura (5 .. 7.7) umesto sa vektorima polozaja 
I 

~ogodnije је operisanje ва njihovim inkrementima, oznacenim matricnim 

simlJolom и. Pojedini clanovi matrice-kolone u (5,7.9) nisu nista drug'o 

nego koordina te vektora pomeranja, ako konfiguraciju u trenu tku t pri угеmе­

l~O shvatimo kao referentnu, а utrenutku t+h kao tekucu. 
i 

U svakom slucaju, ukuрап vektor, pomeranja иј tacke х odredjen је u od-

nosu· па referentne koordinate X
1 

pozna tom relacijom 

x
i 

= X
i + о ij u ј (6. 6. 1) 

I:::;t3. relacija vazi i za cvorne tacke, dakle 

X
i 

-L 
.1. I( Ј u Кј (6.6,2) 



Zamel10m (2) II (4.2. 5)i (4.2.5) и (2.1.12) definitivno dobijamo da је 

и јК ) и iL (6.6.3) 

Zaslucaj malih pomeranja, relacija (3} svodi se па 

(6.6.4) 

.Ovaj izraz moze jednostavno da se svede па matricni oblik 

и (6.6.5) 

gde је 

е = {е11 е + е 12 . 21 (6.6.6) 

Za cetvorougaoni konacni element sa cetiri cvora . 

. 
pri сети imamo ро jednu matricu oblika (4.6) za svaki cvor. Vrednosti 

interpolacionih funkcija и matricama ВК odgovaraju tacki и kojoj posma­

tramo deformaciju. Sa и је и (5) oznacena matrica-kolona De'scartesovih 

>olneranja cvorova elementa. 

6.7. Tenzor membranskih sila 

Nacelno, tenzor membranskih sila odredicemo iz konstitutivnih jednacina, 

saglasno (3. 1, 6). Za specijalni slucaj homogenog linearno termoelas ticnog 

materijala, koristicemo relacije (3,2.25), odnosno (3.2.27). 

6.7.1. Homogen 1inearno elastican materijal 

Za Ъоmоgеп lil1earno elastican та terijal, tenzor membranskih sila pove­

zan је sa tenzorom relativne deformacije jednostavnim izrazom 

у х Ф (6.7.1) 

gde је ЕСХв'< Ф dato relacijom (4.3). ImajuCi и vidu (3,2,13), tenz.or тет-

b:::'anskih sila sveden па referentl1ti konfiguraciju Ысе 
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(6. 7. 2) 

Ako ви dеfогшасiје шаlе, sto је вlисај kod vecine konstruktivnih шаtегiја­

la, РГОПlСll.а шеtгikе'је zапешагlјivа, ра је S аrз ~ N aB . 

(f slucaju шаlih рошегапја, (6,7.2) svodi se па 

S аб = Е аВх Ф 
е 
~< ф 

(6.7.3) 

gde је tenzor deformacije 

sati u шаtгiспоm obliku 

с dat геlасiјош (6.4). Izraz (3) lako је prepi-
Х Ф 

s= Е е (6.7.4) 

gde је 

(6.7. 5) 

~ektor шешЬгапskih sila svedenih па referentnu konfiguraciju, 

6,. 7; -2. Gla vne шешЬгапskе sile 

МешЬгапskе sile mоzешо da predstavimo u obliku (5) bez obzira па koji su 

nacin"odredjene. U svakom slucaju SaS moze da se odredi prema (3.2), 

i 
I~ada su membranske sile u nekoj realnoj konstrukciji па ЬЙ0 koji nacin od-

i 
yo:edjene, sa inzenjerske је tacke gledista potrebno utvrditi da li se ove nala-

z.e u granicama dozvoljenim za posmatrani шаtегiјаl, Membranske sile date 

sp. u materijalnim lшогdiпаtаmа r.,a, Da Ы ih uporedili sa dozvoljenim vred-
i 

поstimа, treba da ih prevedemo u neki lоkаlпi Descartesov kоогdiпаtпi sis­

U;Ш u kome mеmЬгапskе sile iшајu uobicajene dimenzije, sile ро jedinici 

dL1zine. Pogodan za оуи svrhu је sistem glavnih ова шешЬгапskih sila. 

Glavil.e vrednosti mешЬгапskih sila ви svojstvene vгеdпоsti I ргоblеша 

I:SU.P_L:Au.S]na=oB (6.7.6) 

gde је Па vektor pravca glavne sile I Ј dok је ор nula-vektor. Konacno ве 
. . 39 

dobija da su glavne sile 

+ 
I 

s 

gde је 

1 

L' = ..L 

S 2 
[ ( s CI. р А ) 2 _ 4А d е t S а S ] 1 / 2 

ав 

(6.7.7) 

(6.7 8) 

с. ,~~;зiIп:.:lпа smicuca sila. Gla vne napone i maksimalni smi.cL1ci пароп dobi-
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сето delcnjcm (7) i (8) sa debljinom memJJrane u referentnoj konfiguraciji 

D. 

6. 7. 3. Gla vni рга v~i 

1 
Gl<lvnc pravce odredicemo preko sinusa i cosinusa ugla rp izmedju ose r: 

i рга vca g'la vne sile 

sin <р = 

cos rp = а а.tз = ех = 

Ovde је 

, 1 а. / = б 

jedinicni vektor ose ,[.1, dok је 

~a. N 
а. 

/ 
.; А а.В п ='n а. n S , а. 

\ . '~.' 

(6.7.9) 

(6.7.10) 

,(6.7.,11) 

(6.'7.12) 

ј edinicni vektor рга vca gla vne sile Е l' Sto' se tice vektora рга vca п , , а. 

ovaj је do konstantnog mnozioca оdгеdјеп kao vt'sta ili kolona adjungovane 

та trice sistema (6), odnosno kao linearna kombinacija vrsta ili kolona ро­

menute matrice. Ako se posluzimo prostom linearnom kombinacijom, zbi­

гот kolona ili vrsta, dobicemo da је' 

п = S 22 _ S 12 _ S (А 2 2 _ А 12 ) 
1 

П2 = S11 _ S~21 _ S (А11 _ А21 ) 
(6. 7, 13) 

~ Zamenom (13), (12) i (11) i (9) i (10), i delenjem (9) ва (10) definitivno do­

Ыјато da је 

S А (S·22_ S 12)_A (S11_ S 12) 
+ 12 11 

tg <р = 
S (А + А ) -А (S 22 _ S 12 ) 

11 12 . 

(6.7.14) 

Ako је referentni koordinatni sistem Descartesov, gornji izraz svodi ве па 

S _S11+ S 12 

tg rp = (6.7.15) 

ciju је korektnost lako proveri ti. 
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7. - NUMERICKI PRIMERI 

Сйј ovog pog1av1ja:"je da se kroz numericke primere ilustruju pri1azi i РОБ-

tupci opisani u o'vom radu, 

7. 1. Sistem dvaju stapova 

Ovaj је primer Ц~аЬгап posto omogucuje da se па najjednostavniji nacin mo-, ' 

delira geometrijski nelinearJ;lO ponasanje membrane. ZahvaljuJu~i јеclnОБ-' 

tavnosti primera, moguce .је das.e izrazi za c1anove pojedinih matrica me­

tode konacnih e1emenata dobiju u zatvorenom obliku, i па taj nacin stekne 

uvid u njihov fizicki smisao. Sem toga, rezultujuce jednacine kretanja i 

provodjenja top1ote su dostupne analitickom resavanju, ра mogu da se иро­

rede numericka i analiticka resenja. ' 

Medjutim, izbor ovog primera zahtevao је da se, u najkracem о bliku , iz-
\ 

loze i neke osnovne re1acije teorije aksijalno napregnutih stapova, sto је 

i ucinjeno u okviru pog1av1ja DODATAK 1. 

.0; 

Geometrijske karakteristike posmatranog primera u trenutku t prikazane 

su па Sl. 5, 

L 

1 ~ 
~. 

'.-,;----

w 
х 

Slika 5. 

7.1. 1. Granicni us1ovi' . 

Pretposta vka је da ј е sistem simetrican i simetricno ор terecen sops tvenOn1 

tezinom. U tackama 2 i 3 stapovi su zglobno vezani sa masivnim krutim te­

lош, tako da su granicni us10vi ро pomeranjima 



х = х = О 
2 3 

њ ро temperaturama 

, 

с· 
С· 
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(7.1.1) 
= о 

(7,1.2) 

gde је €- temperatura masivnog tela, dok u tacki 1 imam6 'granicni uslov 

ро toplo tnom fluksu 

1. 2. Pocetni uslovi 

Pretpostavicemo da је u referentnoj konfigиraciji 
i . 
! 

х = х = О 
1 

х = о 
1 

; е 1 = е = 

7.1.3, Konacni elementi 

е 

(7.1.3) 

(7,1.4) 

Smatracemo da svaki stap za sebe predstavlja konacni element. Zbog sime­

trije, dovoljno је da po.smatramo stap 12. 

Ako pretpostavimo da је vektor polozaja svake pojedine tacke elementa Нпе­

агџа funkcija koordinata суогоуа 1 i 2, kao i da је temperatura svake роје-
. ft 

dine tacke elementa takodje linearna funkcija temperatura u rcvorovima 1 i 

2, interpolacione funkcije се biti 

1 + ~ ] (7,1.5) 

dok su njihovi izvodi 

pI = 1 [_ 1 . 1 Ј 
~ 2 

(7,1·.6) 

Saglasno (D. 1, 3) i (4, 2.4) bazni vektor је 

Хј = pI хј 

Е;, ;; 1 
(7,1.7) 

sa koordina tama 
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(7. 1. 8) 
2 __ р1 1 [ 1 

х Е: ; У1 '="2 - } = L/2 

Na osnovu.(4.2.5) i (D,l,6) osnovni metricki tenzor.je 

(7.1.9) 

(7.1.10) 

u referentnoj konfiguraciji, dok је raspored temperature u stapu . 

е 
1 . 1 

=р е·= - [(1- ;)6 +(1+ ;) €] 
1 2 . 1 

(7.1.11) 

7,1.4. Vrednosti .pojedinih matrica 

Ove velicineizracunacemo saglasnoizrazima (D. 8. 1-11) .Zbog uproscenos­

ti primera, matrice se svode па 1:>0 jedan clan, а integralimo u zatvorenom 

obliku. Tako је relevantni clan matrice masa 

та trice sila 
.. ~ 

р в L/3 
оо о 

(7.1.12) 

1 

S1111 = Ј 11 1 2 l' -3/2 
Q (р;) БВ .l 2 (а-А)- а А ( е -. €)] А d ; 

-1 о 

= Е В [xi - а Т 1 L 2 ] / 2 L З 

та tTice .kru tos ti 
1 

. к1111 = 

i vektora spoljnih 'sila 
1 

f р о:в р1 g L d Е.. = ~ р о В L g 
-1 . 

(7.1.13) 

(7.1.14) 

(7.1.15) 



g'dc је g' uurzanje zemljine teze. 

Na slican l1acin dobicemo Папоуе povezane sa toplotnim velicinama 
1 

U
11 

= f 
-1 

1 

н11 = f 
-1 

1 

f 
-1 

:: 

(р1)2 св IAd~ =CBL/3 (7. 1. 16) 

(7.1.17) 

kBA- 1/ 2 d ~ = кВ ( е - е ) / L 
, 1 

(7. 1. 18) 

kao i Ыапоуе koji opisuju medjusobni uticaj toplotnih i mehanickih velicina 

L 111 =; 

1 

f ex\~ p1~ р1 ЕВ aA-
1
!2 d ~ -- ЕВ x

1
/2L 

-1 

(7.1.19) 

1 

f е х 1~ .р ~ р 1 Е В а А -1/2 d ~ = ~B а х 1 (2 е 1 + G ) / G L 
-1 

1 

f 
-1 

(7.1.20) 

• 1 .1 1 1 -1/2 
ex~+e x~)p~ Р ЕВ аА d ~= 

= ЕВ а [ 2 ё 1 Х1 + (2 е 1 + е ) ~1 ] / 6 L (7.1.21) 

Da Ы ргоЫет mogao l1umericki da se resi J potrebno је poznavati'vrednos­

ti fizickih konstanti koje se pojavljuju u pojedinim izrazima. 

Ako pretpostavimo da је materijalstapa celik J prosecne vrednosti konstan­
,.43 Ј 44 ь ·, 
tl lce: 

з з 
р = 7. 88 х 1 О kg / m 

о 



10 2 
Е = ') х 10 N ј m ~. 

С = 502 Ј 
а 

/kg. К 

а 
к = 50.2 Ј /т s К 

-6 а 
ci. = 11.7х10 ј К 

Takadje usvajama da је 

2 
g=9,81mjs 

7.1.6. Jedl1acil1e kretanja i pravadjenja taplate 

(7.1.22) 

:Pasmatrajma nelinearne jednacine (5.6.8) i (5.6.9). Aka i njih uvrstima 

'vredl1asti pasmatranag prable:rm dabi6ema sistem ad dve jednacine 

~ р •• ЕВ 
'3 а Ћ L Х 1 + 2L 3 

\ ..... 
(7.1.23) 

ЕВа. 

GL 
• кВ 
6 1 + L (61 - €) = О 

. 1. 7. Analiticka resenj е 

Resiti cak i avaka jednastavan sistem u zatvarenam abliku је sve sama ne 

laka. М edjutim, aka pretpastavima da su prirastajitemperature 

т = 6 - Е mali, sistem se raspada па dve nezavisne jednacine 
i 1 1 

1 Е 3 1 
L Р L. х + Х 1 = - р g 

3 а 1 2 L 3 3 а 

(7.1.24) 
Е а. 

Е 
CL . 

х Х_ + 6 = О 
2 L 1 1 3 1 

pre nega stapredjema па resavanje sistema (23) adnasna (24), rasmotrima 
I 

~tacianaran slucaj Х 1 = О, ~1 = 0,81 = О. 1z druge jednacine sada dabija­
! 
УlO . е 1 = СЈ, а iz prve 

4 1/3 
у - I 2 р L g/ 3Е) ·1 - \ а (7.1.25) 

~зtа :1ije Hista druga nega staticki ugib pasmatranag sistema usled sapstvene 

i:ezil1e, 



,. 

Jedl1acina (24 а) moze da se геЫ kvаdгаtuгаl11а preko еliрtiспiћ funkcijd, 

s to ј е zџ.l11еtап posaoali izvodljiv РОl110СН nekih poznatih tгапsfОГl1.l.асiја11 ,lЗ 
Hesenje је 

1 - сп u 
(7.1.26) 

гз + 1 + ( 13 -1 ) сп u 

Ovde је 

е = (" L4 / """"") 1/3 о р g.)J:!.; 
О 

u = (2'g l3/e)1/2 t 
(7.1.2·7) 

gde је t vгеl11е, U pocetnom trenutku t = О, с пи= 1 ра је Х1 = О i rese­

пје evidentno zadovoljava pocetne uslove. Funkcija сп u је periodicna, ра 

tako i resenje (26), koje maksimalnu vrednost Х 1 = е uzima za сп u = -1. 

Ako .duzinu stapa L u referentnoj kопfigl.lгасiјi usvojimo tako da је е= 1, 

maksil11alni dinamicki ugib prema (16) Ысе Х 1 = 1 m а staticki, prema 

(25), Х 1 = .629 96052 m , 

Za poredjenje analitickog resenja Ба numerickim vrednostima od iпtегеsа 

је jos period koji za funkciju cnu iznosi 4К. Zanas slucaj је . 
к = 1.598142005 . Saglasno tome, za .u = 4К i е = 1 iz (27) dobijamo da је 

period oscilovanja funkcije Х1 (t) 

т .= 
4К 

=1.096593185 s (7.1.28) 

.; 2g ;-g 
Rаzmоtгiшо sada jednacinu (24 Ь), Ova takodje moze da se resi kvadratura-

та, i rezultat је 

т 1 = - з Е ci. Е X~ /4 CL 2 (7.1.29) 

Za usvojenu vrednost е = 1 dobijamo iz (27) da је 

, 
I 

L = 31.617 759 1 m 

U svojimo za геfегепtпu temperaturu 

т 1 = - .137 140 136 Х ~ 

о 
€ = 300 К, ра је, saglasno (22) 

(7.1.30) 

Izracunata vrednost је stvarno mala u odnosu па геfегепtш.l temperatarll, 
I 

ра је prema tome isрuпјепа pretpostavka па ОSПОVll koje smo fогшiгаli jed-

,Ш (; il1 е (34). 

... 
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7.1.8. Numericka resenja dinamickog problema 

Dinamicki deo posmatranog problema resavan је implicitnom (Odeljak 5.7) 

i ротоси tri varijanteeksplicitne procedure (О deljak 5. 8). Uporedni rezul-

ta ti da ti:o ,",С tablici Т -1, 

u svojc;~~ ._., .. -.~ 'pri integraciji .Ыо је Т /40 gde је Т period oscilovanja. Kri­

ticna dllzilla koraka moze da se izracuna saglasno (5.10.1) i iZllosi u ovom 

slucaju h
c 

=5.95 Т/40 Х 1 . Numericki primer је tako podesell da је maksi­

таlnа vrednos t Х 1 = 1, ра се zaviSllO o.d polozaja па putanji dozvoljena vred­

post koraka biti h ::5.95 Т /40. Stvarno se pokazalo da trapezna iteracija 

konvergira za h = 7Т /40, а divergira za h = 7. 5 Т /40. 
i 
, 

kod linearnih problema kriticna duzina koraka је nezavisna od polozaja па 

putanji, ра se naprimer za· harmonijski oscilator dobija iz (5.10.1) da је 

]1 =T/тr. 
С. , 

~to se tice implicitne procedure, numericka racunica је pokazala da ova 

].{onvergira, za posmatrani primer, nezavisno od koraka, 

Poredjelljem l1umerickih rezultata iz Т-1 mozemo da zakljucimo da 
I 
I 

- trapezna iteracija daj е rezulta te prakticno identicne implicitnoj procedu­

ri, а prigl1sene u odnosu па analiticko resenj е 

pl'ocedura -Беlуtsсhkа daje nesto tacnije vrednosti od prethodlle dve, ~йi 

pojacane u odnosu па analiticko resenj е 

modificirana trapezna iteracija daje rezultate prakticno iste tacnos ti kao 

'" procedura Беlуtsсhkа, ali је, kao i trapezna~ mada u manjoj meri, pri-

Q;usena u odl1oSU па analitiCko resellje. 

ВНо Ы svakako preuranjeno davati ocenu predlozenih postupaka па osnovu 

jednog elementarnog primera. ОllО sto moze da se zakljuci jeste da su svi 

rasmatrani postupci sa numericke tacke gledista korektni, i da ima OSl1ove 

da se tгареzпа i modificil~ana trapezna iteracija dalj е is trazuju па realis tic­

nim- primerima, imajuci posebno u vidu pozeljal1 priguseni karakter rese-

пја. ТгеЬа takodje napomenuti da su sve navedene procedure primenjene i 

па slucaj hагmопiјskоg oscilatora, gde је ponasanje rezultata bilo slic110 

lшо i u posma tyoa11om slucaju, 

113..c1i 1.1vida u ponasal1je пumегiсkе ргосеduге ргi уесеш broju koraka, modi-

i'iсi.гапс. trapezna ргосеduга ј е, za korak Т /80, pri.m'enjena па r.а(';uда;·u u 
. -



, 
" 

... 

1600 koraka. Rezultati prikazani па 31.6 ukazuju па stabilno ропаЕјапје пи-

шегiсkоg procesa. 

7,1.9. Numericka геЕјепја spregnutog ргоЫета 

3pregnuti ргоЫет је, za h = Т /40 resavan prvo trape'znom procedurom 

(5.8.2 i 3). Iz T~l vidi se da se rezultati ро koordinati Х1 'samo margi­

Ш1.lnо razlikuju od cisto dinamickog slucaja, u smislu smanjenja, Qvo је i 

razum1jivo, zbog hladjenja stapova pri izduzivanju, Sto se tice рготепе 

temperature, ova se za maksima1nu vrednost Х 1 razlih."11je od ana1iticki 

ргосепјепе vrednosti (7.1.30) za тапје od 0.50/0. 

РгоЫет је resavan i па гасипаги modificiranom trapeznom procedllroЦl, 

sa 1600 koraka h = Т /80 i rezu1tati su prikazani па 31.7. Numericko геБе­

пје se ропаБа stabi1no, slicno kao u dinamickom slucaju. 

Ргеша tome, moze da se zakljuci da predlozena procedura resavanja spreg­

l1utog' ргоЫета, posebno s obzirom па svoju jednostavnostJ zas1uzuje odre­

djenu paznju . 

Poznato је da u slucaju velikih gradijenata temperature, kakvi se ројэ.,v1јudu 

прг. prilikom oscilovanja greda, makrotermoe1asticno prigusenj е predsta v-
45 46 

1jaod1ucujuci deo prigusenja uopste, pri сети postoji, ргета Zeneru ' , 

odlicno slaganje numerickih i eksperimenta1nih rezu1tata. Da Ы simulira1i 

o~akvu situaciju па posmatranom primeru, koji se inace odlikuje ma1im gra­

dij entima tempera ture,pomnozicemo specificnu toplotu С, koeficijent top1ot­

nog sireil.ja а i koeficijent top1otne ppovodljivosti к faktorima 10-1, 10 i 

: 105 respektivno. Rezultati su prikazani па 31,8 i logicni su sa fizicke tacke 

gledista. Evidentan је prigllseni karakter геБепјаро ko<?rdinati Х1 koja kon­

vergira ka statickoj vrednosti (Х 1 = 0.63), dok temperatura konvergira ka 

referentnoj vrednosti. 



ТАБЈ--,IСА Т-1 

3 3.31790-2 3.31778-2 
-- ---

-т-
4 5,89817-2 -.506883-3 I 5.89807-2 

5 9.21513-2 9.21474-2 - .121102·-2 .--1 

6 1.32668-1 

7 1.80485-1 -----

_[L_ 2.35492-1 

9 2.97472-1 
-----, 

10 3.66025-1 

1,32674-1 1, 32li5'l-1 1 __ -'~~~_?_2~)."._2.-=-11 
-.455648-2 

--
-. fl71840.,.2 I 

1

'--:--12 2-70-8--1 ---ј 

-,185240-1 1 
11 4.40472-1 

2 5.19726-1 

13 6.02155-1 -.49'7854~1 

14 6,95455-1 

15 7.66568-1 -.803590··1 
-
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7.2. Vitoperena h."Utija 

Уеота је та10 publiko.Vanih rezultata о performansama membranskih е1е­

menata u nep1anarnim konfiguracijama, cak i kada se radi о linearnom sta-
28 

tickom problemu, U radu Haftke ,koji је posvecen upravo ovom proble-

ти, rasmatrani su samo ravni cetvorougaoni e1ementi, i uporedjeni Би sa 

NASTRAN
26 

Q DMEM elementima. Primer iz pomenutog rada је takozva­

па kutijasta konzo1a, prikazana па ,Sl. 9, inасе uproscena tipicna sета kon­

strukcije avionskog krila, Konstrukcija је simetricna u odnosu па ravan ху, 

i па crtezu је prikazan samo gornji simetricni deo. Opterecenje је spreg u 

ravrii ZX, dak1e antisimetricno u odnosu па ravan ху, i mozemo ga zamenit:i: 

kon.centrisanom silom F u tacki Ј " 

U tackama Ј i N pretpostav1jene su krute vert ikale. Radi poredjenja sa re­

Z1..йtаtimа iz navedenog rada, ponov1jen је numericki racun sa e1ementima 

1 Q DMEM, koji ustvari predstavljaju substrukture sastavljene od ро cetiri 

troug1a dobijena deljenjem cetvorougla dijagonalama. Ova Ејета prikazana 

је па S1, 10. Treba zapaziti da se u nep1anarnom s1ucaju dijagona1e ne seku, 

sto је kod ovog e1ementa pretpostavka i u planarnom s1ucaju, tako da u sus­

tini e1ement sacinjavaju dva nezavisna s10ja od ро dva troug1a. Rezultati za 

ovaj s1ucaj prikazani su donjom punom linijom dijagrama па Sl. 13. OYde 

d01azi do izrazaja prekomerna krutost trougaonih e1emenata u ovakvim si­

tuacijama. Uobicajeno lecenje ovog nedostatka kod primena па avionske kon­

strukcije 47 jeste idealizacija bocnih p10ca e1ementima napregnutim isk1j1.1ci­

УО па smicanje (Ode1jak 6.4.1), Uz ovakvupretpostavku, posmatrana struk­

tura postaje znatno fleksibilnija. Odgovarajuci rezultati prikazani su donjom 

isprekidanom linijom dijagrama па S1.13, i u potpunos ti se s1azu sa rezu1-
28 

tatima iz literature 

Napomenimo jos jednom da је u ovom primeru analiziran samo staticki 1i­

nearan s1ucaj, zbog poredjenja ва postojecim rezultatima. ТгеЬа med]utim 

imati u vidu da ovaj s1ucaj obuhvata najs10zeniju matricu metode konacnih 

elemenata -matricu krutosti, а вет toga ima i veliki prakticni znacaj, ра 

је razum1jivo da se kod analize performansi konacnih e1emenata podje od 

njega. 
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7.2.1. Ispitivanje konvergencije 

Konvergencija e1emenata МЕМ 41 i МЕМ 44 opisanih u ode1jku 6.4.1 ispi- , 

tivana ј е koriscenj ет razlicitih mreza, Pode1e gornje р1осе bile su ехе, 

а bocnih р1оса ех1, gde је е=l, 2, 4~ 8 Ыо broj e1emenatc: ро ivici, 

Radi poredjenja, probni primer Ыо је racunat i роmоси verova tno najbo-

l ' t " ~ t v 1 t ", "h' Ь 'd 5~ 2 7 Jeg pos oJeceg се vorocvornog е еmеп а za ravno naprezanJe, 1 r1 nog 

e1ementa nazvanog Н21, koji је autor ovoga rada ispitao па niz najrazliciti­

јЉ statickih i dinamickih problema, uz dobroslaganje sa sopstvenim i tu­

djim analitickim, numeric kim i eksperimentalnim 52, 53 rezulta tima. Ele­

ment Н21 ima komp1etnu linearnu ravnoteznu raspodelu пар оп а , i konver-
, 27 

gira kvadratno 

Poredjenje је obav1jeno па Sl. 11, posmatranjemvertikalnog ugiba u tacki 

Ј. Ako se rezultati za e1ement Н21 uzmu kao pouzdani, moze se zakljuciti 

da pri~enom elementa МЕМ 41 konstrukcija po.staj е previse fleksibi1na. 

Konvergencija је prema ocekivanju za ovaj tip elementa (nekomp1etne line­

arne deformacije) priblizno linearna, ali rezultati teze ka vrednosti koja је 
," 

ocigledno znatno visa od predvidj ene pomocue1ementa Н21 .. U svakom Бlи­

саји ovo је pos1edica integracije u јеdnој tacki, i kinematskih stepeni slobo­

de e1ementa sa time u vezi (Ode1jak 6.4.1), 

Primenom cetiri tacke numericke integracije (МЕМ 44), situacija se popra-, 
:е 

v1ja, i rezultati su vrlo bliski rezultatima sa elementom Н21. 

Za sluca,j jednog elementa, numericki test је izvrsen i za e1ement МЕМ 84 

(Ode1jak 6.4.2), Rezultati ponovo ukazuju па preteranu fleksipilnost e1emen­

ta, 

Na slican nacin uporedjeni su i naponi u tezistu gornjeg panela konstrukcije. 

Rezulta ti za element МЕМ 41 ukazuju da konvergencija ро naponima u sv~kom 

slucaju nije monotona, i da se rezultati skokovito menjaju sa gustiпоП?- тге­

ze. Sto se tice e1ementa МЕМ 44, konvergencija ро naponima је ocig1edno , 

monotona, i rezultati su opet veoma uporedivi sa Н21. 

ђеzultаti su lJporedjeni i sa resenjima dobijenim роmоси inzenjerskih for­

~l.u1a za kutijaste tankozidne nosace 54 Dobijeno је dobro slaganje ро napo­

nima, dok rezultati ро ugibima ukazuju па nedovo1jnu pouzdanost prirucnih 

o'brazaca. 
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7.2.2. Efekti vitoperenosti' 

U radu Haftke, ef"ekti vitoperenosti ispitivani su ротоси ravnih e1emenata 

sa ЫНпеагпот ra.sI>Odeiom ротегапја, па kakve se u sustini svodi i e1ement 

posmatran u оуот radu, kada ти sve cetiri tacke 1eze u jednoj ravni. Mode­

liranje је оЬаУ1јепо tako da је ravan e1ementa sukcesivn'o prov1acena kroz ро 

tri tacke od tacaka Ј> L, N, М, prikazanih па Sl. 9. Rasturanje rezultata, 
. . 

prikazano эгаћгапот povrsinom па Sl. 13, па velo је autore па zakljucak da 
.. .!'I • 

primena r,avnih cetvorougaonih e1emenata пета nikakvog ,smis1a ako пер1а­

narnost posmatranog polja konstrukcije prelazi vrednosth/l = 0.05 .. 

iSto se tice e1ementa МЕМ 41, Sl.13 ропоуо ukazuje па njegovu preteranu 
I . 

[ПеksiЫlnоst, а uz to па neosetljivost па vitoperenje. Sta vise, dobija se пе-
I , 

,1ogican rezultat da је vitoperena konstrukcija fleksibilnija od nevitoperene. 
i 
IE1ement МЕМ 84 је јоэ gipkiji, аН uz logicanodnos ugiba u vitoperenom i 

Inevitoperenom slucaju. 

Medjutim, primenom e1ementa МЕМ 44 dobijamo veoma ohrabrujuce rezu1-

tate. Za p1anarni slucaj, vrednosti se slazu sa podacima za e1ement QMC
28

, 
оо 

dok " <г .. пагпiш situacijama element ропаэа stabilno i logicno, slicno 

e1emel1tu QDMEM, аН povo1jnije u smis1u fleksibilnosti. Za razliku od 

QDMEM, efekat opterecivanja Ьосnш р1оса iskljucivo smicanjem је zane­

'mar1jiv, ра otpada jedna od tema za razmis1janje prilikom postavljanja od­

геdјепЉ inzenjerskih ргоЫета. 

Na osnovu iz1ozenog rr:oze se zak1juciti da је membranski e1ement МЕМ 44 

,vf'edan paznje kada se геэауаји konstrukcije sa neplanarnim povrsima . 
, r 

, (Sl. 1). 

7. 3. МетЬгапа' oblika hiperbolicnog parabo1oida (hipara) 

Da Ы se ispita1oponasanje predlozenih konac:hih e1emenata i u k1asicnim 

membranskim situacijama, rasmotren је slucaj hiperbolicnog parabo1oida 

opterecenog 'konstanJnirri, ' kontinua1nim opterecenjem, za koji u linearnom 

sl';caju postoji ana1iticko геэепје 55. Konfiguracija probnog primera (Вl.14) 
i, uzeta је iz rada 56, u kome su dati rezultati ргогасипа metodom konacnih 

razlika, kao i eksperimenta1ne vrednosti. 

S 1 1 " 55 ag asno F u.ggeu ,mernbrana је Щipгеgnutа. cistim smicanjem pri сети 

ј е intenzitet smicuce sile 
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Za l1umericke vrednasti sa Sl,14dabijama da је N = 34.39 kN/m . ' . s 
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Rezultati praracuna metadam kanacnih elemenatadabra se slazu sa analitic-. 
kim vrednastima, sem,za elemeIlteu,ug19V:~Цla ~anstrukcije, Оуа је i razum-

"', " I 

1jiva,pasta Би granicnim uslavima fik~irana pa'tri cvara ugaanih e1emenata . . 
Interesantna је da ра napan~Џla got()yo dane,ma razlike izmedju rezultata do-

", . .. 

bijenih elementimaMEM41 i МЕМ 4'4. Оуо. је pas1edica cinjenice da u avam 

specija1nam slucaju pameranja .cvarov а konacnih e1emenata пе uk1jucuju ste:.. 

peneslabade kaji se neaqekvatna,numericki':integrale pravilam jednetacke. 
, , 

. . 

Za uparedjivanje kvaliteta resenja pogadna' је unutrasnja energija, kao ska-

1arna veliCina, S,obziromda su membranskesile'konstantne, unutrasnju 

energiju laka је izracunatiiz paznatog izra~a 

. . 

u = N
2 

S /2 G t s .'. (7.3.2) 

Ovde је S ukupna pavrsina membrane, kaju па asnavu (2.1.8) mozema da 

izra.cunama prema 

l' 1 

s= Ј (7.3.3) 
-1 -1 

gde ј е ~ Ј 11 = 
+ + 1 'za Х, у = a.lzraCunata vrednast energije prikaza-

\ ". 

па је isprekid~nam linijam dijagrama па Sl, 15. Rezultati ро energiji. za raz­

licite gustine mreze kanacn(h e1emenata prikazani suu istam dijagramu. Vi­

di seda vrednasti dabijene metadam kanac.nih e1emenata brza kanvergiraju 

. ka tacnam resenju. Greska kaja pastoji је u sust'ini pas1edica уес pamenute 

neadekvatne defarmacije ugaanih e1emenata. 

Опа sta је pasebna intere'santna kad avog primera, i sta је izazva1a adredje-:­

пе diskusij~ p.tilikam iz1aganja rada;~l па Svetskam kangresu jesteda e1e­

menti МЕМ 44 иауаm slucaju daju fleksibil;niju strukturu nega e1ementi sa 

reduciranam integracijam МЕМ 41, sta'protiyureci svim dasadasnjim ,ара-

zanjima u slicnim situacijama~ \ 

Objasnjenje 1eziu cinjenici da ве radi а kanstrukciji ва 'j:<anstantriim парапащ, 
, . ~ . 

za kaju се та kakav tip e1ementa da da pr~kticna tacna resenje. Greska.nas­

tupa sama kad ugaanih e1emenata, unutar kajih pravila integracije sa cet:iri 
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tacke adekva tnij е integrali energiju, 

u svаkош i31ucaju, ovaj kao i prethodni ргiшег ukazuju da su neophodne od­

redjene rezerve ргеща reduciranoj integraciji, koja se u ројеdiпiш radovi­

ша vrlo cenjenil1 auto'ra
18

, 50, а па osnovu odlicnih rezultata u ројеdiпiш 
ргiшегiша, уеоша ргерогисиј е. 



!7.4 Prostiranje ta1asa brzine u stapu 
I 
I 
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I 
'u cilju provere pre?loz~nih postupaka ца dinamickim pre1aznim (transient) 

;fenomenima, rasmo:tricemo ovaj jednostavni primer, a1i uz koriscenje ге­

'a1isticnog Ьгоја stepeni slobode. Sema problema prikazana је па Sl. 16. 
: . -

iTip e1ementa isti је kao i u primeru 7.1, sem sto su mase, sag1asno razma­

:tral1jima и ode1jcima 5.8 i 6.2, redukovane па cvorove ра је matrica masa 
i 

isistema diјаgопа1ца. Radi 1akseg uporedjiva.nja res'enja sa postojecim пите-

'rickim i ana1itickim r~zultatima 18, koji su dati и ang1osaksonskim jedinica­

та, mere n"isu prevodjene уес samo zamenjene metrickim. 

Brzina prostiranja ta1asa se analiticki 1ako odredjuje iz (5.10. 5) а odgovara­

juci vremenski korak iz(5. 10.2). Za posmatrani primer ивуојеп је reduk­

cioni faktor а. = о. 5. i . . 
I 

! 
iNa Sl.16 uporedno su prikazani rezu1tati za vise metoda, а sa istim Ьгојет 
I .• ~ 
~lemenata. Numericke vrednosti svakako пе mogu da prate ana1iticko гезе­
I 
hje па frontu ta1asa, . gde imamo diskontinuitet brzine. Као pos1edicu imace-

60 odredjeno iskakanje rezultata iznct'd v = 10 m/s. Kod metode Be1yts~hka 
руај porast ргасеп је blago prigusenom oscilatornom komponentom геЗепја. 
i 
Trapezna iteracija daje resenje sa јоз vecim skokom и okolini fronta, uz ta-

kodje итегепо prigusenje. Primetno је medjutim тапја ucestanost oscila­

rorne komponente resenja. Slicna је situacija sa :m.odificiranom trapeznom 

brocedurom, koja је ро ucestanosti izmedju prethodne dve. 

primenom РЕС procedure situacija se vidno PQbo1jsava. Oscilacije гезепја 

su snazno pr.igusene, а ucestanost odgovara trapeznoj iteraciji. РЕС mQdi­

ficirana procedura daje slicne rezultate, uz ucestanost koja odgovara modi- '. 

ficiranoj trapeznoj iteraciji. 

Radi deta1jnijeg uvida и ponasanje posmatranih postupaka, primer је resavan 

sa razlicitim gllstinama mreze, за, 60 i 120 e1emenata, а геzultаЦ su pri­

kazani па Sl.17, 18 i 19. Ocig1edne su prednosti РЕС procedura и odn9su па 
i -postupak Be1ytschka. Medjutim, izmedju dveju РЕС procedura raz1ike su 

suptilnije. Deta1jniji uvid и numericke rezultate ukazuje па margina1no уеси 

tacnost РЕС modificirane, sto uz nesto strmiji front ta1asa opravdava raz­

matranje eventua1ne buduce upotrebe оуе metode и produkcionim . programi-

lna. 
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8. - DISKUSIJA 1 ZAKLJUCCI 

Cilj ovog' rada Ыо је da ?~ razviju kO:lacni elementi тетЬгапа upotrebljivi u 

svim situacijama u kojima је membranska aproksimacija opravdana .. Postav­

ljeni ргоЫет zahtevao је рге svega da se osnovne relacije mеmЬгал.skе teori­

је postave па nacin pogodan za resavanje metodom konacnih elemenata (pog­

.lavlje 2). U poglavlju .з formulisane su konstitutivne jednacine za cvrste ter­

mоmећапiсki jednostavne тетЬгапе, i detaljno је analiziran slucaj [~гтoe­

las ticnog та terijala. 

Aproksimaciji тетЬгапа konacnim elementima posveceno је poglavlje 4. U 

ovom poglavlju pokaz,ano је i da se,za termomehanicki jednostavan materijal, 

brzina рготепе temperature eksplicitno pojavljuje u jednacinama provodjenja 

topiote (4.5.10), sto је od kljucne vaznosti zа-пumегiсkо resavanje. 

Poglavlje 5 posveceno је linearizaciji i resavanju jednacina kretanja i provo­

djenjatoplote sistema konacnih elemenata. Razmotreno је simultano resava­

пје ovih jednacina implicitnim i eksplicitnim postupkom, i pokazano j~ da р го­

cedure koje Бе dаш3.s Ба uspehom koriste u metodi konacnih elemenata preds­

tavljaju specijalne slucajeve predlozenih postupaka. 

Imajuci u vidu da је metoda konacnih elemenata nezamisliva bez primene racu­

пага, neophodno је sistematizovati izracunavanje pojedinih velicina koje ulaze 

u jednacine kretanja, daQi Бе omogucilo programiranje. Takodj е је neophodno 

da se па odgovarajuCi nacin interpretiraju rezultati ргогасипа (ротегапја, 

membranske sile, itd.). Ova рНапја dotaknuta БU u poglavlju 6. 

u poglavlju 7 rasmotreni su numericki primeri. Pokazana је korektnost pred-. 
lozenih postupaka poredjenjem sa analitickim i numeric~im resenjima ротоси 

poznatih procedura. Takodje је konstatovano regularno ропаБапје predlozenih 

membranskih elemenata u nekim tipicnim situасiјщnа. Numericki rezultati па 

primei~ima Ба realisticniill Ьгојет stepeni slobode ukazuju па znacajne pred­

nosti predlozene predikto.r-korektor metode pri resavanju prelaznih dinamic-. 

kih problema. 

Konacno, kako zbog prakticne primene kao ојасапја membranskih k:onstrukci­

ја, tako i zbogpogodnosti koje pruzaju pri postavljanju probnih primera, u do­

da tku su ukra tko rasmotreni aksijalno napregnuti stapovi. 
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D О D А Т А К - AKSIJALNO NAPREGNUTI STAPOVI 

U tehnickoj praksi uobicajeno је da se membranske konstrukcije ојасауаји 

uzdllznim elementima, 'koje Џlozemo tretirati kao aksijalno napregnllte sta­

роуе. Sem toga, rasmatranje ponasanja nekih jed.nosta vnih sistema ~tapova 

moze da da kvalitativni uvid u odredjen~' membranska stanja. Оуо је razlog 

sto се u оуот poglavlju biti rasmotrene neke osnovne relacije teorije aksi­

jalno napregnutih stapova. 

D. 1 Kinema tika stapa 

Materijalne tacke stapa, kao jednodimenzionalnog kontinuuma) zauzimaju оЬ­

last definisanu srednjom linijom stapa L. Polozaj materijalne tacke u oblas­

ti odredjen је materijalnom krivolinijskom koordinatom ~ 

~olozaj оуе tacke u prostoru i угетепи odredicemoparam:etarskim jedna­

'cinal11a linij е L 
i i 

х ::; х 

gde su 
i 

х , i::; 1, 2, 3 ... 

(D.1.1) 

. Descartesove koordinate tacke ~ u trenutku t, Brzinu i ubrzanje tacke od­

iredicemo diferenciranjem {1) ро угеmепи: 
I 
! 

i 
! 
I 

1. 

• i i х = а х / а t, 

IВэ.zпi vektor definisan је izrazom 

i i 
X~= ах /a~ 

!Kvadrat duzine linijskog elementa dat је kao i uvek relacijom 

2 
ds = <5 .. d x

i 
dx

j 
lJ 

.c'-.ajuci u vidu (1) i (3)' оуај izraz mozemo prepisati u obliku: 

gde 
i ј 

• а ~ ~ = <5 ij х Е;, х ~. 

(D. 1. 2) 

(D. 1. 3) 

(D. 1,4) 

(D. 1. 5) 

(D, 1. 6) 

!odredjuje metriku stapa u trenutku t . Zapazimo da se u slucaju aksijalno 
! . • 
I 
jnapregnutog stapa osnovni metricki tenzor sveo па skalarnu velicinu а . 
I .• (( 

~ontravarijantni oblik velicine а Е;,Е;, nije nista drugo nego recipro~na vred­
I post ove: 

а 
Е,С: 

::; 1 / а ~~ (D, 1. 7) 



. Polozaj materijalne tac~e u referentnoj konfiguraciji Ысе 

(D.l.8) 

gde ј е t pocetni tг.еш.наk vremena. Sledstveno tome Ј osnovni metricki 
о 

tenzor u referentnoj konfiguraciji ј е 

А Xi хј 
-с: =6 .. с: с: 

. 1:, '" lJ '" '" 
(D. 1 .. 9) 

Sada је tenzor relativne deformacije 

80 

1 
- А ~~) (D. 1. 1 О) = 

2 
,dok ј е brzina deformacije 

1. 1 = - а.· = 
. 2 ~ ~ 2 

i ој .i ј 
о ij (х ~X ~ + х ~ х ~ ) (D.1.bl) 

D.2 Osnovne termomehanicke velicine 

u ovom odeljku opisacemo osnovne termomehanicke velicine teorije stapo­

va, slicno kao sto је to u odeljku 2,2 ucinjeno za teoriju тетЬгапа. 
\ 

. '0 

D,2.1 Masa 

U teoriji stapova gustina se definise K~o masa ро jedinici duzine linije stapa 

i oznacicemo је sa 

р = р ь (D, 2.1) 

gde је Ь povrsina poprecnog preseka Stapa. Ukupl1a masa stapa М Ысе 

м = f р ds 
L 

g'de integralimo duz materija1ne linije stapa. 

D. 3-, 2 Mehanicka snaga ( efekt rada) 

(D.2.2) 

Rad spoljnih sila koje deluju па .stap ј е skalarni proizvod ovih sila i ротега­

пја njil10vih napadnih tacaka, 

Pod mehanickoin snagom i3tapa podrazumevacemo rad spoljnih sila u jedil1ici 

vremena 

w =-= f р 

L 
+ о .. 

lJ 

i • ј i.j 
П х Ј + П Х К 
Ј К 

(D. 2. З) 

Ovcle su F
i 

spoljnje sile ро jedinici IЩ.i.sе stapa, dok su [1 1. 
i П 1. 

ј 
"- -r/ 

1':.>.. 
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. fizicke koordinate spoljnih sila koje deluju па krejevima stapa Ј i К . 
i 

D. 2.3 Unutrasnja energija 

Unutrasnja energija stapa dat~ је izrazom 

U :: Ј р Е: d s . (D. 2. 4) 
L 

gde је Е unutrasnja energija ро jedinici mase' Stapa. . ' 
D. 2,4 Kineticka energija 

Kinetickuenergiju stapa defihisa6emo па uobicajeni nacin 

1 
V = -

2 
Ј р 

L 

·i . ј o .. xxds 
1Ј 

D. 2, 5 Toplotna energija 

(D. 2. 5) 

Toplotna energija k~jU stap prima ili otpusta и jedinici угеmепа sastoji se 

od toplotnog fluksa QJ' i. Cl
K 

па krajevima stapa, i toplotnog izvora r ро 

jedinici mase stapa: -

Q = Ј р r d' s + qJ: + % 
L 

D. 2,6 Entropija 

Slicno kao za mетЬгапu, napi.§a6emo da је 

н :: Ј р 11 ds 
L 

Ukupna proizvodnja entropije Ы6е 

г 
dH 

:: -- - Ј 
dt 

L 
р 

r 
в 

ds -

" 

gde su е 
Ј 

i вк apsolutne temperature и tackama Ј i К , 

(D. 2.6) 

(D. 2. 7) 

(D.2.8) 
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D.3 .Globalni· zakoni balansa 

D. 3.1 Zakon о ocuvanju energije 

Identicno kao kodmcmbrana, . aksi'om о осиуапји energije napisacemo u оЬ­

liku 

V+ U =W+Q (D.3.1) 

Zamenom (2.4), (2.5) i(2. 6) u (l)dobicemo da·je· ~. 

d 1" • i ј . Ј р (Е: + -2 б ~.~ )d s -
dt L ij 

Kada ве posluzimo uslovi:i:na iпvагiјапtпоsti pri superponiranim krutim kre-. 
tanjima, iz (2) dobijamo; 

D .. 3.2 . Zakon о balansu morrientakolicine kretanja 

d 
dt Ј 

L 

[k • i] 
х х d s = 

,;,. :' [k' .' i] ". [k' ] [k i] 
Ј р х F.ds+x п 1 +хкпк 
L 

D. 3, 3 Zakono balansu kolicine kretanja 

d 
dt 

D. 3.4 

d 
dt 

Ј р 

L 

Zakon 

Ј 
.L 

. , 

i . 
х d s = Ј р 

L 

i i. i 
Fd s +. п Ј + П К. 

'0 ocuvanju mase 

р d s = О 

D. 4 Drugi zakon termodinamike;'; 
-

qJ 
. . q . . r К 

Н = Ј р -8 d s + + 
L' ВЈ : .. , Вк 

Ј Ј 

(D. 3, 3) 

(D. 3.4) 

(D. 3, 5) 

(D.4.1) 
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D. 5 Lokalni zakoni balansa 

Lokalni zakoni balansa zaaksijalno napregnute stapove mogu da se izvedu 

па slican nacinkao za membran.e, а dobijeni i'zrazi su takodje slicni, tako 

da сето ih samo registrovati u ~aljem tekstu.· 

D. 5. 1 Zakon о осиуапји inаве 

\ . 

(D.5.1) 

D. 5. 2. Zakon о balansu kolicine kretanja 

Primenom (D. 3, 4)па elem~nt stapa, ёоЫјато granicne uslove za stap 

i' i 
п-х' 

, ~ 

, i jednacine kretanja 

(D. 5. 2) 

(D. 5. 3)', 

... u ovim izrazi~a је', П ~ ~ 'tenzoraks.ijalne sile. koji је ва fizickom aksijal-

пот silom П' pbvezan relacijom 

,П = .а ~ ~ , п ~ ~ (D. 5.4) , 

D. 5, З Zakon ' о balansu momenta kolicine kretanja 
• ",. ОО , • 

Za slucaj aksijalno napregnutog stapa, оуај aksiom је lokalno identicki za.-

dovoljen. "",'" . 

D, 5,4 Zakon q.ocuvanju energij~ 

Slicno kao kodmembrane, ovaj "zakon m.oze da se sv~~ па jeclnacinu Ьа­

lansa entropije 

, \. 

, gde је 

а :: 1 
2 

,(~ .'. , 

п a~'~ 

-: . р h .Э = о ': 

- р, ( 'f + ТЈ' '6 

unutrasnja disipacija . 

D. 6 N ejednacina tlausius - DCihema, 

=~! р е 11 - q '~ 
- 1 --t" 

- Р h +,:е q '-:.e~ = о 

(D. 5, 5) 

(D.5,6) 

" -\ 

(D. 6.1) 



Na OSnOVLl (5) dobijamo da је 

а 
1 

+ -
е 

D.7 Konstitutivne jednacine 

D, 7.1 Termome11anicki jednostavan mat,erijal 
i 
I 
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(D. 8.2) 

E.onstitutivne jednacine za stapove mog-u da se izvedu па isti nacin kao Ба 

~nembral1e, tako da se moze pokazati da је aksijalna sila 

пt,;~ = 2 -р- D '±' 
а ~~ 

i '-;,'-;, 

(D. 7, 1) 

~ entropija 

(D, 7, 2) 

i 

:dok је unutrasnja disipacija 
I 
I 

! 
а = -р б '±' \ ." О, (D. 7. З) 

Opet analogno membranskom slucaju J imacemo dva konstitutivna funkclona":' 
.. 

la, slobodne energij е 

оо 

(t-S)J е (t-s); а t;,~ (t), е (t)] (D.7.4) 

toplotnog fluksa 
оо 

~o; =чСХ [а ~~ (t-s), е (t-s); at;,~(t), е (t),e~ (t)] 
! s=O '-;, <" '-;, '-;, 

(D. 7 . 5) 

I 

i 
1D: 7,2 Linearan izotropan termoelastican materijal 

I 

iMoze se pokazati da је za posmatrani materijal slobodna energija 

р '±' = 
о 

В [ 
1 

Е -
1 

схЕ) - С Е G + 
8 2 

Еа 
(2аЕ: 1 ) + 

1 2 
+ - - Е ( а / А) 

4А 8 

1 
+ - Е а ( 1 - а / А ) е + с е ( 1 - 1п е / е ) Ј 

2 

dok је vektor toplotnog fluksa, ргеmа Fourrierovom zakonu. 

=Е: q = _.BKAt:t;, 

i povezal1 је sa fizickim toplotnim fluksom q relacijom 

{D.7.6) 

(D. 7.7) 
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Radi konciznosti u .izra~u za slobodnu energiju,i dalje,koristimo oznake 
:.". ". 

А = А ~~ а = (D.7.8) 

D, 8 Konacni elementi' stapova 

Konacni еlеПlE;r:t stapa se lako definise kao segment izmedju dva susedna рге­

seka Stapa. 

Jednacine kretanja i pro vodjenja toplote izvode se i геэауаји па isti nacin 

kao i za тетЬгапе, 

Dз. Ы izbegli ponavljanje, registrovacemo samo izraze za pojedine та trice 

metode konacnih elemenata, а za Нпеагпо termoelastican materijal, koje 

се пат biti potrebne pri геэауапји ilustrativnih:primera : 

. IJj 
L 

= 

= 

= 

= 

е 

! 
L. 
о 

е. L 
о 

е 

! 
L 
о 

r ! 
е L 

о 

~} t . 
о 

r ! . 
е L 

о 

р . в 
о 

.. 

(D.8.1) 

ЕВ [ .!. ( а-А)- (ХА{ е - е ) ] .fA d ~ 
А 2· 2 

ј i Ј рl 
X~ х Е;, рЕ;, Е;, 

i рЈ 
х 

~ Е;. 

d~ 

d .~ 

рЈ р . в r ГА d ~ + 
о . r 

е 

=Ј 
q 

IA d~ + r п 
е 

(D. 8. 2) 

(D. 8.3) 

(D. 8,4) 

(D. 8,5) 

Јј 
(D. 8. 6 ) 



. 26 

G
J = L f е Е, рЈ В к / ГА d Е, t; 

е L 
о 

:. ' 

U
IJ 

= L Ј pI рЈ С В ГА d'E, (D. 8. 8 ) 
е L 

о 

D
IiJ 

= L Ј е 
i pI рЈ ЕВ 

ГА .d Е, ХЕ,; Е, А" ,а 
е L 

(D. 8. 9) 

о 

F
1iJ = L f 

. i pI рЈ Ева/ rAd Е, е Х t,;. + 
Е, 

е L 
(D. 8.10) 

о 

L ·Ј е • i pI рЈ Е В а / ГА d Е, + ХЕ, Е, 
е L 

о 

иIЈ 
= l: Ј pI Ј 

/ IA"" d Е, РЕ,; в к 
е L .~ 

(D. 8·Н) 

о 

u ovim izrazima В је poprecni presek stapa u referentnoj konfiguraciji. 
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