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VIl
PREDGOVOR

Pojava ovoga rada bila je inicirana tekuéim potrebama u praksi proracuna

sloZenih tankozidnih sistema, kao Sto su konstrukcije aviona, brodova i sl.

Tradicionalne inZenjerske aproksimacije koje se uspesSno koriste pri prora-
¢unu ovakvih konstrukecija, Zesto podrazumevaju pretpostavke membranske

teorije,

Uvodjenje metode kona&nih elemenata omoguc¢ilp je detaljno tretiranje vrlo
sloZenlh konstrukcija ove vrste. Medjutim, istovremeno su porasli zahtevi

u smislu korektnosti osnovnih postavki,

Automatizovana obrada inZenjerskih podataka zahteva obiman rad na razvo-
ju i odrZavanju programa, pripremi i korekcijama ulaznih podataka, kao i
interpretaciji rezultata, koji se za sloZene konstrukcije iskazuje u desetina-
ma dovek-godina, dok se cena obrade na racunaru penje na nekoliko milio-

na ND.

Samo letimi¢an pogled na ove cifre ukazuje da je opravdan svaki napor na
poboljdanju teorijskih osneva koji moZe da doprinese kvalitetu tako skupoce-

nih rezultata.

U toku pisanja ovoga rada veliko ohrabrenje su mi pruzali korisni rezultati
dobijeni sa do sada realizovanim produkcionim programima za proradun
avionskih konstrukcija metodom kona&nih elemenata u Vazduhoplovnotehnic-

kom institutu u Zarkovu, kao i postojani interes za teorijske osnove metode

konaénih elemenata pokazan na Institutu za mehaniku Prirodno - matematié- ~#

kog fakulteta u Beogradu.

-



1.- UVOD

U teorijskim razmatranjima membrane se gotovo redovno tretiraju kao spe-
cijalan sluéaj ljuski.,"'Me‘djutifn, dok se teorija 1jusk'15, oslanja bilo na kon-
cept povréi Cosserata, bilo na trbdimenzionalni kontinuum, teorija membra-
na moze da se shvati kao teorija obiénog dvodimenzionalnog kontinuumaB,i

kao takva da se posmatra.samostalno,
: NS . e _. 9
Sa praktiéne tacke gledisSta, zanimljivo je citirati NovoZilova

""Zbog svoje male debljine, ljuske nisu dobro prilagodjene savijanju, Relativ-

no mali momenti savijanja izazivaju velike napone i ugibe.

Savijanje je prema tome opasno 1 nepogodno sa tehnic¢ke tadke gledista. Ova-
kvo stanje mora svakako da se izbegne odgovarajuéim izborom oblika ljuske,

" nagina oslanjanja, i1 ponekad uvodjenjem dodatnih oslonaca,....

Nasuprot tome, membransko stanje napona, u kome je ljuska ravnomerno

1

opteredena po celoj deblj‘i"‘r‘li, a spoljnje optereenje se prenosi na oslonce na

najracionalniji nagin, najpogodnije je sa tehnitke talke gledista...."

U pogledu uslova koje ljuéiza treba da zadovolji kako bi membranska teorija
mogla da se priméni, teSko je reéi bilo Sta novo. Postoji £itav niz izvanred-

nih studija o ovoj temi, posebno sovjetske19 i holandske10 skole,

Medjutim, primena membranske teorije je Sira nego §to bi to moglo da se
zakljuéi iz klasiénih rezultata teorije ljuski., Tankozidne konstrukcije, neza-
‘obilazne u tehni&kim oblastima u kojima su usStede na materijalu ili na teZini
konstrukcije od primarnog znacaja, predstavljaju u sustini sisteme membra-
na (Slika 1).

Cilindriéne i koni¢ne tankozidne konstrukcije uspesno se’analiziraju pomodu

20,21, 7
0.2, . Pretpostavke ove teorije Cesto podrazu-

teorije tankozidnih Stapova
mevaju membransko stanje napona. Kako kaZe Obrazcov (7str_. 51)". ..
prihvatamo, da se néponsko stanje ljuske, kao 1 u bezmomentnoj teoriji, ne

menja po debljini ove''.

U okviru ove teorije mogudca su i dalja uproscenja - u smislu da se noSenje
normalnih napona poveri uzduZnim i popreénim ojaganjima, dok delovi mem-
. : . e N : 21 . o
brana izmedju ovih ojaCanja nose samo smicuce napone , Makoliko ova pret-
postavka bila gruba, ona poseduje jedan znacajan kvalitet u tome Sto je kon-

tinualni problem ljuske preveden u diskretni problem sistema $tapeva i

PP



Slika 1

Slozena membranska konstrukcija
(idealizacija segmenta avionskog

trupa)

membrana. Teren za pojavu metode konadnih elemenata bio je pripremljen. =
. . 22, o o
Na bazi ovakvog modela, Argyris  je razvio sloZenu ali sistematsku apara-

"metodom sila'', Veé tom prilikom

turu za proracun avionske konstrukcije
pojavio se naizgled marginalni problem &etvorougaonog elementa membra-
ne opteredenog Cistim smicanjem, pravih ivica, ali sa ¢vorovima koji ne le-
- “Ze u istoj ravni. Problem je reSen posmatranjem globalne ravnoteZe konaé-
nog elementa, uz dopunsku' pretpostavku o konstantnom naponu unutar ele-

22,24

2 « o
menta Kasnije 3, problem je reSen bez uvodjenja pomenute dopuns-

ke pretpostavke, Poslednja dostignuéa iz ove oblasti publikovao je Robin-

24
son .,

g o . 25
Pojavom metode konadénih elemenata u njenom savremenom obliku ~,  omo-
guceno je pokrivanje proizvoljne membranske povrSi skupom trouglova. Ako
se radi o prostornom éetvdrougaonom elementu membrane, ovaj moze da
se zameni sa dva, ili Cetiri trougla (kao kod elementa QDMEM iz pozna-

26
tog paketa programa NASTRAN ). PokuSavajuéi.da zamene relativno neefi-

27 . . . L ias .
kasne  trougaone elementg, izvesni autori koristili su ravne Cetvorouglove,

dozvoljavajulli diskontinuitete konture na mestima &vorova. Medjutim, Haf-

JOo



2
tka 1 Robinson 8 publikovali su podatke o velikom rasipanju rezultata u tak-
vim situacijama.
Sa druge strane, neki autori su, na osnovu odredjenih stati¢kih i kinemats-~ -
, :
kih razmatranja, paku$ali da modificiraju ravne elemente kako bi ovi mogli

3

. < . . 2 9 L ) . f
da posluZe u opStem sludaju . Ovakvi prilazi su po pravilu prac¢eni glo-
maznim izvodjenjima, ograniceni su na specijalne slucajeve, i nije zapaze-

ho da su publikovani ma kakvi numericki rezultati.

U oblasti konac¢nih elemenata tankih lju'sk\i prilaz je bio teorijski korektniji.
%Iako Oden57 nacelno razmatra primenu materijalnih krivolinijskih koordi-
Jinata, dok Wilson39 prakti€no koristi ovakav prilaz. Prvi autor rasmatrao je
i membranske elementeS, ali iskljudivo u ravnom sludaju. Korektne formu-
iacije za membranske elemente u opStem sludaju prvi je dao, prema Iron-
=lsu58, Ahmad. Medjutim pomenuti prilaz je bio priliéno glomazan, poSto se
éutori sluze lokalnim koordinatnim sistemima u tangencijalnoj ravni. Sem
toga, ovaj model koristili su samo kao osnovu za razvo]j konadénih elemena-

ta tankih ljuski.

Prilaz izabran u ovom radu podrazumevao je da se pre svega formulisu kine-
,

matske relacije, jednaine polja i konstitutivne relacije ¢vrstih membrana
na nadin korektan sa glediSta savremene mehanike kontinuuma, a istovre-
rjneno pogodan za reSavanje metodom konacnih elemenata. Pokazalo se da
ovakav pristup potencijalno sadrzi velike mogucénosti uopStavanja, u smislu

llxorlscenja konacénih elemenata pri reSavanju sloZenih termomehani&kih prob-

lema. ' "

| -
’Fa codje, u slucaju najjednostavnijih ali i najées¢ih primena na linearno ela-
sticne probleme, predloZeni prilaz omogudéuje Jednostavnu numeriéku proce-

1uru i daje logi¢ne i upotrebljive rezultate.

SRR ¢ PRSI ¢ M



3 - NEXKE OSNOVNE RELACIJE TEORIJE MEMBRANA

Teorija membrana je svakako klasi¢na disciplina - dobro poznata kao spe-

I i . ’
ciijalan slucaj teorije-tankih ljuski. Prema tome, cilj ovog poglavlja nije iz-
laganje novih rezultata, vec¢ registrovanje nekih osnovnih relacija mermbran-
ske teorije na naé&in i u obimu neophodnom za dalji rad. Pri usvajanju termi-
x

nologije i oznaka korisSéeni su uglavnom radovi Naghdija i Odena .

Y
¥

2.1.- Kinematika membrana

Materijalne tacke membrane, kao dvodimenzionalnog kontinuuma,zauzima -
ju oblast definisanu srednjom povrsSi membrane S i njenom konturom C. Po-
loZaj materijalne tadke u oblasti odredjen je materijalnim krivolinijskim

k_oordinatama
£ @ =1, 2 (2.1.1)

PoloZaj ove taCke u prostoru i vremenu odredidemo parametarskim jednaci-

nama povrsi S
x =x (€%, 1) (2.1.2)

gde'su

Descartesove koordinate tacke g_au trenutku t.

Brzinu i ubrzanje materijalne tacke £%  odredi¢emo d'iferenciranjem (2)

po vremenu

2 : -

'.. - ‘D. 2 - ‘
Keox'/ oty X =37x/ 0t T (2.1.3)

Bazni vektori definisarii’éu izrazom
x; = ax/ 3E® (2.1.4)

Kvadrat duZine linijskog elementa dat je poznatom relacijom

ds® = §. dx dg’ (2.1.5)

i]

Zamenom (4)u (5) dobi¢emo da je

2
ds” = a g a®  agb (2.1.6)

gde je

w S Fa ¥



osnovni metridki tenzor u trenutku t..

Element povrSine na membranskoj povrsi dat je izrazom poznatim iz dife-

rencijalne geome.trije. , - .
dS= va dg&g dg- o . (2.1.8)
-gde je S . . g
' a = det a ‘ ' ‘ ' o 0 (2.1.9)

Registrujmo * odmah da su kontravarijantne koordinate osrnovnog metrickog.
o aB o '

tenzoré a S . S
11 _ /a"alz=a21= a‘/a. 22
a22 ] ‘ @ . - 12 3y a ‘

- a '=all/’a‘ (2.1.10)

Polozaj materijalne tadke u referentnoj konfigliragiji biée
X =X (g, ¢t )
o . .
gde je to pééetni'trenu,tak‘vremena‘. Sledstveno tome; osnovni metri¢ki ten-

zor u referentnoj konfiguraciji je

. A a8 _-6. i3 ch XB | | (2.1,11)
Sada moZemo definisati tenzor r.evlativneidefOrrhaci'je
Yop 50348 =~ &g ) (2.1,12)
kao 1 brzinu defo'rmacije
o . . ,»l. - .- . . . . B B ‘, )
Yag = % a_ , = 56 i (xl Do ) (2.1.13)

aB j T a B a B

2.2, - Osnovne termomehanidke velidine

U ovom odeljku definisa¢emo osnovne termomehanike véli¢ine membranske
.. - PR . X T . « - 112)32415:6

teorije, a na nacin uobicajen u-savremenoj mehanici kontinuuma : T

2,2.1.- Masa |

Masa je nenegativna, aditivna i nepromenljiva osobina kontinuuma, Postuli-

ra se egzistencija kontinualne mere mase p , nazvane gustina mase, ili kra-

¢e gustina,; koja predstavlja fm'asu.po‘ jedinici zapremine kontinuums, -
U teoriji membrana gustina se defini%e kao masa po jedinici povrSine mem-
branske povrs$i, i oznadidemo je sa o

- -

5o-pd o (221



(o

gde je d debljina membrane, Ukupna masa membrane M data je izra-
zom .

|

M= [p dS . T (2.2.2)

t S
gde se integracija proteze po materijalnoj povrsi membrane,

2.2,2.- MchaniCka snaga (efekt rada)

Rad spoljnih sila koje deluju na'membranu je skalarni proizvod ovih sila i

pomeranja njithovih napadnih tacaka,

Podimehani¢kom snagom membrane pddrazumevaéemo rad Spoljnjfh sila u
jedinici vremena ‘
- . — ’ l . J . i J
W= [ pé§..F xdS+ [ §.N x" ds (2.2.3)
- 1) 1)
S C
Ovde su F spoljnje sile po jedinici mase membrane, a N spoljnje sile po

jedinici duZine konture membranske povrsi.

i}

2,2.3.- Unutra$nja energija *

Pod unutrasnjom ene\r;gijosz podrazumeva se sposobnost unutrasnjih sila
da vrSe rad.U mehanici Kontinuuma postulira se egzistencija gustine unutra-
snje energije €, koja prédstavlja unutrasnju energiju po jedinici mase, pa
e .o

U? [ o edS - (2.2.4)
S ) .

2.2.4. - Kineti¢ka energija

Kako ‘je to uobiéajenou mehanici kontinuuma, kinetié¢ku ener'giju membrane
definisaéemo izrazom '
v=2X sr5s %idds | (2.2.5)
2 3 ij :

2.2.5.- Toplotna energija

Pored rasmatranja ¢isto mehanickih veli¢ina, danas je kako u teoriji, tako
iu praksvi, tefko izbeéi rasmatranje toplotnih veli¢ina i veze izmedju toplot-
-nih 1 mehanickih velicina.

Toplotna energija koju membrana prima ili otpusta u jedinici vremena sasto-
ji se od toplotnog fluksa q po jedinici duZine konture i toplotnog izvora r po
jedihnici mase membrane:

Q= [ orasS+

/ gqgds (2.2.6)
S - C



2.2.6. Entropija
Entropija H je fundamentalna osobina kontinuuma_ Postuliraéerno da je H
kontinualna u odnosu na masu i aditivna: N |
 H= fondsS’ [ (2.2.7)
S : .

Ovde je n  specifi¢na entropija po jedinici m'ase. Ukupna proizvodnja entro-

. pije u jedinici vremena biée

@l

ods (2.2.8)

Ql

dH
~dt

I =

ke

@

- f ds - .S
S - c

gde su r/8 i g/e  izvor i fluks entropije respektivno, dok je 8 apsolutna

temperatura--

2.2.7. Slobodna energija

U teoriji toploprovodnih materijala uvodi se'pojam spécifiéne slobodne ener-

gije ¥ , po jedinici mase:

Y

tH

€ = ne (2,2.49)

2,3. Globalni zakoni balansa
2.3.,1. Zakon . o oguvanju energije
Iskustvo ukazuje4 da su sve energije sistema aditivne, i da se sve promene
energije i rada ur{avnoteiuju'un'ut‘raénjom' energijom. Ovaj zakon oCuvanja e-
nergije postﬁlira‘s‘e kao fuhdamentalni aksiom mehanike: | |
. .6 NI S o L

Materijalna brzina promene kinetiCke i unutrasnje energije jednaka je efektu
mehanic¢kog rada i promeni svih ostalih energija sistema u jedinici vremena.

V+U =W+ ¢ E . (2.3.1)

. a o ‘1‘i' i : ) Co. :

Tacka ovde'oznacava p'romenu u jedinici vremena,  dok Ea predstavlja meha-
nicki ekvivalent'promene a'.-te vrste energije u jedinici vremena (npr. toplot-

ne, elektridne, hemijske energije).
U studiji termomehani&kih fenomena rasmatramo mehanigke i toplotne ener-
gije, pa je | '

V+U=WwW+Q




.
9

Izraz (2.3.2) predstavlja ustvari prvi zakon termodinamike, Ako zamenimo |

(2.4), (2.5)1(2.6) u(2) dobiéemo prv.i'zékon termodinamike u razvijenom

obliku R T
d — ., 1 c i
— Fo= X
o ép(&: 5 8 i x" x") dS

= S (s, . FXrryds+ S(s. . NX+q)ds (2.3.3)
S N c N :

P

Kada se posluZimo uslovima invarijantnosti pri superponiranim krutim kre-

tanjima iz (3) dobijamos:'

2.3.2, Zakon o balansu momenta koli&ine kretanja

—g—t I .Ex_[kx.l]‘de. ! Ex[;kFi‘]_ s+ s xf ntlas
S S o s . |
A (2.3.°4)
2,3.3, Zakon .o balansu kolidine kretanja -
%E Jfpx'ds= S PF ds+ s N'ds C (2.3.5)
.S S c - - ’ '
2,3.4, Zakon o oduvanju mase
a . _ : . : o
— [ pdS=0 - (2.3.6)
a g P -

2.4, Drugi zakon termodinamike v
v , . |

Ulkupna proizvodnja entropije u jedinici vreména uvek je vedéa ili jednaka .

nuli, o s

T ' (2.4.1)

Sledstveno (‘21, 8)

H =77 ‘g as + as ' (2.4.2)

ol

.
C ' 1
2.5. Lokalni zakoni balansa

2.5.1. Zakon o oCuvanju mase-

Pod pretpostavkom da (3. 6) vazi za svaku podelu’ S , a imajuc¢i u vi-

+



du (1.8), dobi¢emo da je
d = a =0 i A | » o .
ap Y EEO e (2.5.1)

2.5.2.  Zakon o balansu koli&ine kretanja

) , . . ‘ X . ’ L o : 5 8
Primenom (3.5) i (3.3) na elementarni trougao membranske pov_réi')’ , do-
bijamo da je | B ' |

N =Ny me=gPe, ‘ - (2.5.2)
Nl =N1<B)Va68 f; '-élB:'—q(B) »Vaﬂg

- Veli&ine NiBi q Bn'a'zv.ac’:emo' vektorima membranskih sila i fluksa respek-
tivio. Velicine N8 § o(8) su fizitke koordinate membranskih sila 1 fluk-
sa po jedinici duzine koordinafne linije §B , dok je Vg vektor normale na
konturu, sa koordinatama v | o - |

ds ’ : . ds

. %) 1 ¢ ) R
gde su
dsyy = Yagdely dsy = Vagaet (259

' 4 1 2 .
elementi koordinatnih linija § , & , respektivno..

‘Tenzor ‘fnem'branski_h sila 'chB - je velidina &ijom kontrakcijom sa baznim

vektorima dobijamo vektore membranskih sila:
WSl wes 2:5:5)

Ovo je tenzor u povrSi, u odnosu na transformacije koordinata povrsSi(  str.

498).

Zamenom (5)u (2) dobiéemo

i i oGeB L R - .
N" - x o N, Vg O o SR - (2.5.6)
graniéne u$io,ve za membranu. Zamenom Nt iz (6)u (3.5), jednaéiné balan- -
sa kolic¢ine kretanja'pos'taje o S N
dt [ e x dS= [ p F dS+ S x'N%*® oy o ds (2.5.17)
-8 s N :
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Diferenciranjem integrala na levoj strani, uzimajuéi u obzir (1), i prime-

nom teoreme o divergenciji na drugi integral desne strane, dobidemo da je

SNy (F ) ] ds=o0 - (2.5.8)
o B : : : , _ -
odakle slede lokalne jednadine kretanja .
(' N+ pEt s B o (2.5.9)

Kao Sto ¢e se kasm]e v1det1 ovakav obhk Cauchyevih Jednacma izuzetno Je

ponodan za primene u metod1 konacmh elemenata

. 2.5,3.- Zakon o balansu momenta koli¢ine kretanja

Posmatrajmo (3' 4). Diferenciranj'emizi'ntégréla na levoj strani, uzimajuéi u
obzir (1), 1 primenom teoreme o dlvergencul na drugl 1ntegra1 desne strane,

a zatim korisSéenjem (9) doblgamo da je

x[k o ‘\ANO‘B ds=«o . -" o (2.5,10)

vf B8 o

S

Dekompozmljom c;vog 1zraza i zamenom mesta remih indeksa a ip , do-

blcemo '

N ¢ B . (2.5.11)
uslov s1metr13e tenzora membransklh sﬂa odnosno drugi Cau chyev zakon
za membranu,

2.9,4. - Zak'on o oduvanju energije

“Na osnovu (2. 3),' a imajuéi u vidu (1), dobi¢emo da je

U= JpEds B : . ' - (2.5.12)
Na sli¢an nadin, (2 4) (1) dobijamo

. _ . _— .. -i oj ’ ’ : ) B

V = fpdijx x* dS SR ‘ o (2.5,13)
Imajuéi u vidu (2) i (6), drugi integral na desnoj-strani (3. 3) moZe se trans-
formisati u integral po povr§ini membrane. \\\ ,

: s w8 , S -
f(chlJXJxa’._N +q8){8ds=
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e g N8, Alp las (2519

‘Tmajuéi u vidu (1.18), (8) i (11) izraz (3.3) svodi se na

P (é-h) - q—ﬁ?[_n‘ —é— _N"fB_':é aE0 T (2.5,15)
UvodJenJem Helmholtzove slobodne energlJe ‘Y. ,l‘p'r"‘erﬁa (2'.. .9'), oK}aj izraz »
moZe da se naplse u obllku Jednacme balansa energlje .

B

?.6n- qB.lgi Pz -0 (2.5.186)

it
F o

gde-‘-j‘é |

3'.

m

3 NP A mR () (251

v 3,4
unutra_snga.d1s1pac13a.
2.6 .:’—‘.Neje.driaé'iria'Clausiu,s Q'Dt‘ihemai"“"‘ o

U lokalnom obllku dru‘rl zakon termodmamlke (4 l) pd_sfaje. '

'x

Boh - qﬁls; -Frtga (2.5.18)

gdeje T IR
Ako se posluzimo izrazom (16) dobi¢emo da je . =~

- (2.5,20)




3. . KONSTITUTIVNE JEDNACINE

U ovom poglavlju bice rasmotrene konstitutivne jednacine membrana. Ovo
je neophodno, poSto se u literaturi konstitutivne jednadine daju bilo za tro-
dimenzionalna tela, bilo za ljuske , a i to u obliku koji nije posebno pogo-

dan za kori3c¢enje u ovom radu. Pri tome éemo se zadrZati na termomeha-

ni¢ki jednostavnim materijalima, u smislu u kome ih definise Noll .U sva-

kom sludaju ova je klasa-dovoljno $iroka i mo%e da reprezentuje niz najraz-
liditijih inZenjerskih materijala.

3.1.- Termomehanicki jednostavan materijal

AkO kao konstitulivne promenljive usvojimo istorije osnovnog metrickog
tenzora i apsolutne temperature, i tekuéi gradijent temperature Ga(t), kon-

stitutivne funkcionale moZemo napisati u obliku

v = ;’O[a s (8) 0 (=) agy (81,0 (B8]
N N (es), 6 (t-s)a, (0,8 (06 (1)]
s=0
(3.1.1)
nos g (t-5), 8 (t-sha g (1) e (e ()]
a* = Sq:“()[a Q'B'.(t-sx'e (-e);2 g (0 (W8 (0]

Ovde je sa t oznalen tekuéi trenutak vremena, ‘asa s nleki trenutak u
proé&losti. Da bi navedeni funkc,ionali_ bili dopustivi, treba dabudu zado-
voljeni fiziZki zakoni koji opisu‘iu termomehani&ko vponaéanje. Rasmotri-
mo zaan o oduvanju energije (2.5.16) i»nleje‘dnaéinu Clausius, - Dithema

(2.5.20). Zamenom (2.5.17) u (2.5.20) dobiemo relaciju

1 af
'2‘ N aaB |

___ . . 1 . ’
-5 (¥ 8+ 5q%0, =0 (3.1.2)

‘DefiniSimo sada izvod funkcionala slobodne energije po.vremenu

Y- 6% +a . D ¥ +6D. Y + & .D. v o (3.1.3)
0 a 6

aB aaB L . v. - Pa

%



13

U ovom izrazu je

(t)| & , (t-s),6 (t-s)]
(3.1.4)

Frechetov diferencijal, linearan po édB_(t-s) i é(t-s)..- Operatore Da ,
: : aB
Dg i Dy mozemo da shvatimo kao parcijalne izvode po a ag g i ea .
a .

Zamenom (3)u(2) dobiéemo

1 B = . — .
(37 -BD, ¥)d -5 (0 Dgv)é -5 ey -

e 1 4 ’
- + - = .1,
P8, De\y 6qe 0 (3.1.5)

Da bi izraz (5) vaZio za proizvoljne vrednosti a , , 8 i Iéa’ neophodno

| ap
je da se koeficijenti uz ove velidine anuliraju, a da preostali &lanovi budu

‘pozitivni, pa je

N o7 D, ¢ " (3.1.6)

' aB . ,

n =-D,¥ | (3,.1.7)

Dy ¥ =0 | (3.1,8)
- p 8Y +% q® 0, = 0 (3.1.9)

Uporedjenjem (9) i (2.5,20) dobi¢emo da je unutrasnja disipacija

3 = - p &Y (3.1.10)
. ”

-

Saglasno izrazima (6), (7)1 (8) , termomehanigki jednostavni materijali
okarakterisani su sa svega dva konstitutivna funkcionala, jednim koji opisu—

je Slobovdnu energiju
Y o=y - -s): ‘ 1.
S:‘O[ach (t-s), 8(t-s)a q(t), 6 (], | (3.1.11)

i' drugifn koji opisuje toplotni fluks

q" =S:%“[a ap (t-5), 8 (t=s)ia o (t), 8 (tho  (t)] (3.1, 12)

Problem se sada svodi na eksplicitno izraZavanje konstitutivnih funkcionala = -

slobodne energije i toplotnog fluksa za odredjen'é materijale kojl se koriste

u praksi, PonaSanje inZenjerskih materijala obi¢no se opisuje kao kombina-
I : P
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cija elastiénih,pla'stiénih i viskoznih karak‘_teris'tika'. Nadelna, konstitutivni

- funkcionali za 6vakve materijale 'Imogﬁ da sbe prika’Zu na nacin kojl su pred-
loZzili Valanis i drugigo. Ono Sto pre_oétaje jeste eksperimentalno odredjiva-
nje konstitutivnih koeficije.r‘la'ta za ;ﬁojedine{maté'rijaie'.

U svojstvu primera, u ovom radu ¢emo rasmotriti konstitutivne jednadine

linearne izotropne termoelasti¢ne membrane, &iji su koeficijenti poznate fi-

ziCtke konstante.

3,2.- Termoelastidan materijal
Za tér‘moelastiéan materijal, funkcional slobodne energije (3.1.11) po jedi-;

nici povrsSine referentne povrsi svodi se na funkciju

Fo ¥ Bt lagg ol IRCIERY

gde je Eo réferentna'égu‘stihaf
"Razvijmo ovaj izraz u stepeni red po a.,pto , paje
+ B0 5 8662 +

g+ c

c®Ba 48 g @Y, 4
B

o | af _ ol Xy

. + &lanovi viSega reda po a5 ig (3.2.2,).
. . ) ] .

Uobiéajeno. je da se linearizacija konstitutivnih jednacina izvodi zadrzava-
njem na ¢lanovima reda n..e- veleg od drugog. Medjutim, primeceno je da o-
vakév.post upak d'ovodiv do rezultata_k'(»)ji nisu u skladu '_sa klasiénom.teor‘ijom
termoelasti¢nog matérijzila (3 str. 365). Kako bi se izbegle ove inkonzisten-

12

cije, primeniéemo postupak slian onome koji je koristio Nowacki*“, za tro-

dimenzionalan materijal.

Za konstitutivno linearan termoelastian materijal smatrad¢emo da se a
’ : a

ne pojavljuje u &lanovima reda veéeg od drugog. Sve &lanove reda nezavisne

od a aB grupisaéemo u funkciju ¢ (8), 'pa_je

o Y= af .OCB,‘(‘\]J,‘ a ) aBs ._ o
DO T ='C ”aag + c ’ aOLB ~,)M)Jrc'_ ..aaee +¢(0) (3.2.3)

- Sledstveno (1. 7), entfopija po jedinici povrine bice

pon=- e —defae (3.2, 4)

12 . PP < .
Saglasno Nowackom —, specifiénu toplotu po jedinici povrSine pri konstant-

noj deformaciji defini§emo kao



[ak)
o
=

Q>
@j O -

DC = (3.2.5) .

i
>

gde Je D debljma membrane u referentnOJ konflgurac:131 a C specifiéna
toplota po jedinici‘zapremine. Iz (4_) sada sled1 da je -

DC=—6d2<I/dt - . R (3.2.6)

Dvoatruhom mteg,r'amjom ovog 1Ara4a uz uslov da Je u referentnOJ konflgu—

C

racijin= 0,6 = € doblcemo da Je _ .
- oy B - a&(ll) ‘ OLBG o
Y= o + o + -
Oo 'C,O_ __C, an tc | aB aX‘P . '(a‘o‘B | AOL_B )8
+CD 8 (1 ‘-_-m—8 y T 3.2

3.2.1. IzétrOpan'linearani termoelastic¢an materijal
Saglasno rasmatranjlma Naghdlja , koeficijentl konstitutivnih funkcua za

izotropnu membranu moraju biti homogene linearne funkcije pr01zvoda od
aB '

A ,paJeA ‘
po cofclA . aaB‘ (c2A A 4:-03A A g )aaB aX‘P
re A% @ A )Je+cCD e(1-1n &) (3.2.8)
: 4" aB afB ' e

Problem koji se sada postavlja jeste da se uspostavi veza _izmédju koefici-
jenata c_-c, 1 tehniékih konstanti mat‘el'r-'ijala’.v ' '
" 1z uslova da je u referentnoj kohfigurac_ij‘i'_ y = O. , sledi da je

c, = - 2cl-.402-2<:3—CD ‘E C S : | (3.2.9)

Saglasno (1. 6) (2.5.1) membranské‘bsile ée biti.

N % oy Aa[cAaB +2(c, A%P axy + oy AN ABY )a"F
/A POANT AT e

tc, A% ] . (3.2.10)

Iz uslova da je u reféreritnbj 'konfiguraciji
T I L |
N =0 , sledi da je-

¢, = j4c2 —203_-'04@, e o | (3.2.11)
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Ako (10) reSimo po tenzoru relativne deformacije Y. (2.1.12) dobiéemo

| Xl,’)
da je
5 : c ¢
1 TR 1 2 1 4
| Y | = S ’ T A S'— - P I T
| XV ' 803 Xy 8<:3 1 2c2 *cg X ¥ 4 202+03AX Y
| .

(3.2.12)

i .

igde je SX U kovarijantni oblik tenzora membranskih sila svedenog na refe-

}entnu konfiguraciju:

E)
¥

S. =A A NoB 3 3,2,13

I /alA ( )
dok je

T- 8. ¢ | (3.2, 14)

relativna temperatura. Saglasno (12), termidki deo deformacije je

' C

T 1 %

| N .

Ty i Zo,tey Ave T (3.2,15)

Imajuéi u vidu da je u linearnoj termoelastinosti -

T . . .

. = o * 3r 2.' 16
C v Axy T ( )
gde je a koeficijent temperaturskog Sirenja, bice ~

. c |

e = ;l; S Tt o Z_L._ (3.2.17)
: ¢yt ey

Sa druge strane, Zisto mehanilki deo membranske sile je, saglasno (10),

(}11) i(2.1,12):

!

' ab _ aB  AxX V¥ a  ABY
N 8 VA3 (c,A A e A A )wa (3,2.18)

I\iioriééé'njem tehnic¢kih konstanti pri infinitezimalnim deformacijama e X U
membrénské'sil'e mogﬁ da se prikaZu u obliku (5 str., 581):

NP o= Ze=

2 v AP &Y iy )a% BV g (352.19)

} X ¥
gde je 1 moduo smicanja a y Poissonov koeficijent. Uporedjenjem (19)i

(18) pri istim uslovima, dbbijamo da je

1
0D s cg= g uD : (3.2.20)

Zamenom (20) u (17) dobi¢emo da je

_ 1+ v
04——-(11.1 D -i'—:—r (3221)

Zamenom (21) i (20) u (11) dobi¢emo da je
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1 1 +v 3
= — 2 .E‘ _ .
ClA 5 o D, 1 _V ( (1 1) (32 22)
Konagno, iz (22), (20) i (9) sledi da je ;
D 14y 1+ .
= = Yo - - + €
e T Ty T (2p D T Y CD)- ¢ (3_2__23)

‘Sada viSe nema problema da konstitutivne jednagine (2. 2), (2.10) 1 (2. 4) iz--
razimo preko tehniCkih konstanti, pa su

- Slobodna enefgija ‘

v
aOLB -jl-(2-u D v +CD)e +
1 uD- aB A XY A X . By
1Ty [vA A + (1- v)A A ] a8 axw -
1+ J ’ »
4D Y o A% a2 g - cDemE (3.2. 24)
1- . aB : €
- - Membranske sile = .
o+ -% [ v a*®

AV - v)a™ aBYy,
' ' . XY
L o(r+v)a A% gy

(3.2,25).
U inverznom obliku bi‘ée". - e

: _ a/A 1 . ) | afB

Bxy TTT D TE o LARIAG Bgy - v AL AN A

- Entropija

14y : aB ' ‘ 5 :
,“l_v_a(Zv-A aasz)—kCD 1n,_E o (3.2.26)

- - D
Py nl iy

Sve navedene konstitutivne funkcije mog‘u da se izraze i preko relativnih pro-
liivih . T a ’ o . .
men’31v1 _ YCLB 17T, pa sp
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- Slobodna energija

Py = “]:)\)[_\)A_OLB AX Y +(1- ) A% aAbB¥VT

o 1- oB YX‘P
-2y Da T_“z A%f Yog TH
+CD €[T/€ -(1+T/ €)ln(1+T/€-)] (3.2.27)

- Membranske sile

N o TETE 2 ([vAP &Y v afY Yo, -

~(l+v)a A T} (3.2.28)
|
Inverzijom ovog izraza dobijamo

i v ajA 1 8
! = . 1+ v)A -V +
% TTu b Tl OTVIAy Bgy - VAL, Bog 1N+ AT
. » . - (3.2.29)
| .- Entropija
i — _ 1 + v G_B ‘ ‘ -
i pon—2pDal_v A YaB+CDln(l+':/C) (3.2, 30)
- Toplotni fluks
|
Sto se tige konstitutivnih jved.naéina‘za toplotni fluks, zadrzZademo se na -
N . ~

Fourrierovom zakonu, pa za izotropnu membranu dobijamo E

T =D « A% 9 — (3.2.31)

gde je « koeficijent toplotne provodljivosti za trodimenzionalan materijal.
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4. - KONACNI ELEMENTI MEMBRANA

- Da bi uveli pojam kona&nih elemena'ta, citiraéemo iscrphu definiciju Odena59

""Metoda konaénih elemenata je prvenstveno sistematska 1 veoma mo¢na rhe-
toda interpolacije, Njene najprivlaénije c'rte su sledece: prvo, proces inter-
polacije moZe da ne zavisl od geometrije posmatranog domena, Sledstveno,
lako je interpolirati funkcije na neregularnim, pa i viSestruko povezanim do-
menima. Drugo, interpolant konaénih elemenata omoguéuje da se na siste-
matski nalin zadovolje grani&ni uslovi, Konalno, posSto su koncepti interpo-
lacije i aproksimacije blisko povezani, pojam konaclnih elemenata dovodi nas

do veoma moéne metode za pribliZno reSavanje grani&nih problema'’,

4.1.- Podela membrane na konacne elemente

Aproksimirajmo membranu skupom medjusobno povezanih elemenata, Ele-
menti su povezani né"-“ivicama, i ostaju povezani u toku kretanja, Svakom po-
jedinom elementu asocira¢emo materijalne koordinate Ea , a=1, 2, Pros-
torni Descartesov koordinatni sistem x l, i=1, 2, 3, zajednicki je za sve

elemente (S1.2), ‘ ‘ .

Slika 2
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U praksi, membranski sistem delimo na konacne elemente u skladu sa po-
stojeCom fizi€¢kom podelom posmatrane strukture. Pri tome broj elemenata
i 1 kompleksnost svakog pojedinog zavisi od Zeljene tacnosti reSenja datog pro-

| blema.
|

I
!

4,2, - Kinematika. elemenata

Pogodnim izborom interpolacionih fljnkcija_ PK ( Ea ) polozZaj proizvolpne

tacke ma kog elementa moZemo prikazati Descartesovim koordinatama ove

(); K=1, ..., n | o (4.2.1)

. i . - .
U ovom izrazu Xp (t) “su koordinate &vorova K, promenljive u toku vreme-
X oy s K .
na, dok je n ukupan broj &¢vorova, Funkcije P~ unutar jednog elementa
uzimaju vrednosti razlidite od nule samo za &vorove K koji ,pripadaju to-

me elementu,

oo
ERV S

Posto smo u izrazu (1) razdelili promenljive, lako je odrediti brzine i ubr-

'zanja proizvoljne tadke membrane:
i . K-

el K oei . ed K od

i = = : . 2
x =P Xp x. P X | (4.2.2)
gde su
e d i .o 2 i, .2

) . n 4.2,
X de/dt . d XK/dt (4.2.3)

brzine i ubrzanja ¢vornih-tacaka,
Takodje je lako izracunati i koordinate baznih vektora

! i_ K l . K _ K o ‘
B P oXp P 3P | 3¢ (4.2, 4)

Osnovni metriéki tenzor ¢e na osnovu (2.1.7) da bude

idok je brzina deformacije

e 1. KL i +j '
Yag T3 %ap T %45 Boag Fxr L (4.2.6)
gde je
KL. 1,_K _L_ L _K
= L 2.1
Bag 2(Pa P5+ P PB) (4.2.7)
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4.3, - Raspored temperature

Nema prepreka da se apsolutna temperatura aproksnmra veé usvojenim sis-

temom mteroolacmmh funk013a pa je

L o | 3 o | N
8 =P8 | - 4.3.1)-

LK o. | S - |

b =P by ST A | (4.3.2)

60. -_P& e.K, S R o (4.3.3)

4, 4, - Jednacine kretanja sistema ko‘nué'nih"Ql(}n'uﬁna La.
U metodi Galerkina  slabo reSenje jednacina (2, 5.9) aproksimiramo skupom .
11nearno nezamsmh baznih funkcija.Za tu s vrhu upotreblcemo vel uvedene
K

1nterpola01one funkcue P ( Ea) (2 1) hoeflcljente uz ove funkc13e -1 pos—
matranom slucaju pOlOZ&]e cvormh tacaka odredlcemo iz jednadine '

. . i oLB

z : :
Jo(x o N

e S

U ovom izrazu integralimo unutar svakog pojedinog elementa, ‘a sumira-
mo po svim elementima sistema. Prvi ¢lan jednaline (1) moZemo prika-

zati u obliku . ‘
g0 (x Ny plass 1 7 (x N"‘B les- £ s x;.N"‘SP[I; ds
e S - R e S . es

Jo <3 Prate

"Saglasno teoremi o divérgenciji i graniénim uslovima (2.5.2), prvi integral

-~

na desnoj strani postaje

L f{(ixll\ro‘B’PL)lB ds= 1 J ‘xlO.LNaBPL\)B ds= I. fF N'pPlds

e S ' e C . e C

Ako sada upotrebimo relacije (2.2) 1 (2.3) dbobiléemo jednadine kretanja u

obliku »
KL -+ KL i - _Li - S : -
+ = . . .
I\/I‘ X "S X R’_ ‘f | ) (4.4.2)
ode su !
M "= £ fpP P dS (4,4,3)
-e"S ' |



¢lanov: matrice masa sistema, a

KL K L .. . . : '
stz oy N8 P! P’ ds o (4.4.4)
e S ' . '
¢lanovimatrice sila sistema .
Dalje je
rM- ¢ sFrpiplas+ @ osxteplas . (4.4.5)

vektor generalisanih sila sistema.

Treba zapaziti da jednacine (2) - (5) vaZe za proizvoljan sistem membran-
skih elemenata, bez obzira na materijal od kojega su ovi nacinjeni. Sta vige,
moZe se pokazati da jedna&ina-(2) vaii'ilza trodimenzionalne, kao i za linij-
ske konaéne elemente., Izvesno, u ova poslednja dva sludaja razlikovadée se

domeni integracije od onih u jzrazima (3) - (5).

Svakako, &lanovi matrice sila  sistema (4) zavisiée od konstitutivnih jed-

nagina, Tako je za termomehanidki jednostavan materijal, saglasno (3.1, 6)

s7= . fPP_P.D - ¥ds S - (4.4.6)

4,5, - Jednacline provodjenja toplote u sistemu konaclnih elemenata

Nema prepreke da slabo reéenjé jednadina (2. 6.2U) aproksimiramo veé uve-
denim funkcijama (2.3), Koeficijente uz ove funkcije odrediéemo iz jednadi-

ne

-pPX-3)P dS=0 . - (4.5.1)

Drugi ¢lan ovog izraza napisaéemo u obliku
—f ' — o — L
T qu[BPL,dS? Z.f(qB PI_")-[BdS-- T qu.3 P’B ds
e S - e S .. e s |
(4.5.2)

Saglasno teoremi o divergenciji i graniénim uslovima (2. 5. 2), prvi integral

desne-strane postaje’



_ L ~
DI (qB PL)IB iS= I J P qB\)B S= I J PLq &
C S e C . c
(4.5.3)
Definitivno je jednadina provodjenja toplote
o “x £G7-Q7- 3 -0 | - (4.5, 4)
Ovde je
oft - ¢ rgap¥plas ' @55
e. S

matrica promene entropije u jedinicl vremena, dok je

I, o
¢t= & s3° PBL s |  (4.5.6)
) . e S . - |

- vektor toploinog fluksa, a

B ’ _ L .
QF= 1 ssrptas+ ¢ srgPYas (4.5.7)
e S e C
generalisani fluks (zadani) u évoru L, i
3= ¢ s P"5ads (4. 5.8)
. _

diskretna vrednost disipacije u ¢voru L

. L . - . C e , 3
Jednadine provodjenja toplote koje sunacelno oblika (4) prvi je izveo Oden .
Ove jednacine su veoma opSte, i1 ne zavise od materijala'. Medjutim, sa gle-
‘digta efektivnog racunanja je.dnaéine (4) nisu narodito praktiéne, posto pro-

menu temperature u jedinici vremena sadrZe implicitno.

4.5.1, - Jedna&ine provodjenja topIote za termomehanidki jednostavan

mate'rijal
S obzirom na (3.1.3), (3.1.7)i(3.1.11), moZemo napisati da je
. L3 2
- _ o uo 9
n §D a v Da D 5 Y-8 D 5 ¥ (4.5,9)



[\

Imajuci dalje u vidu (2.1.13), i simetriju izraza D Y , saglasno
. . L. N XV
(3.1.6), jednacine (4) mogu se napisati na sledeéi nadin:

KL «  _KL

Kil, « L L I, 4
D Cr + + + _ _ = 4
| .}.Ki U eK J eK G7-Q 3 0 (4.5,10)
.gdeje
p™E oo 3 76 x PLPE)* D, D, v dS (4.5.11)
v il
e s XV
UKL: - [Dp QPKPL‘ 132e ¥ ds (4.5.12)
e S
J}\‘L?-' I [ o PKPLDe‘d ¥y ds (4.5.13)
e S

Takodje je, saglasno (13.1.10)

2. 1 5 FPY s vyads . (4.5.14)
e S

-

Jednaéine (10) prvi put su izvedene u ovom radu. Njihova prednost je u tome

Sto eksplicitno sadrZe brzinu promene temperature. Ovo je od kljuCnog zna- =~

¢aja za numericko reSavanje jednadina provodjenja toplote.
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.- RESAVANJE JEDNACINA KRETANJA I PROVODJENJA TOPLOTE
5.1.- OpSte napomene '

U svakom sluaju, jednaline (4.4.2) 1 (4.5.10) reSavaju se nekim od postu-

i 15 o : . i e aiv s -
paka za reSavanje sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Medjutim, s obzirom na prirodu problema, ove jednacline imaju niz specifi¢-

nosti, &ije uzimanje u obzir znatno olak§ava numeri&ki postupak.

3
¥

Ako koristimo eksplicitne procedure, (4.4.2) i (4.5.10) reSavaju se direkwno,
uz korisScenje odgovarajuéih diferentnih Sema u vremenu. Za slu€aj jednacine
(4.4.2) ovakav poétupak reSavanja dao je BelytschkolS. Za specijalni sluéaj
n%elinearnog termoelasti¢nog materijala drugoga reda, Oden3 jeresavao simul-

tani sistem (4.4.2) 1 (4.5.4) metodom Runge-Kutta-Gill.

Medjutim, ako Zelimo da koristimo implicitne procedure, neophodna je pret-

hodna linearizacija jednadina (4.4.2) 1 (4.5.10). Ako se radi o jednaginama

(4.4.2), ovakva linearizacija moZe da se sprovede bilo formiranjem "inkre-

3,

me " jednacdina kretanja , bilo 1mpllcltn016

£

U ovom radu razloZidemo jednacdine (4.4.2) 1 (4.5.10) u red Taylora po vre-
‘ ) e s o ixe v 32 .

menu, 1 zadrzZati linearne ¢lanove. Na sliéan nacin je Kao resavao znatno

jednostavniji static¢ki nelinearan problem, pri emu je razvitak bio, razume

$e, po pomeranjima.
5. 2. - Linearizacija jednadina kretanja

Hrepiéirno jednaline kretanja (4. 4. 2) u obliku

| ”
BRI MIJ§%+SIJX%-RJJ=O (5.2.1)

|
{
kojl se odnosi na stanje sistema u trenutku t .

Stanje u trenutku t+h odredi¢emo razvitkom Taylora

I
]; Ji Ji 13 o] SRR SR j

B - ; + °°j _ - - o _
by 7Y+ M (xIh _XI) +h S I+S (hlh xI)
J Ji L ,
Rh + R + Clanovi viSega redapot =0 (5.2.2)

Ovde je h mali period vremena, a indeksom h oznadene su velidine u tire-
' . . g . 1J : s .
nutku t+h. Kada efektivno odredimo izvod S° po vremenu, imajuéi u vidu

(2.5.1), (3.1.3)1 (3.1.11), ina izrazu (2) obavimo veéi broj elementarnih



o
[on

operacija tenzorske algebre, uz zanemarivanje ¢lanova viSega reda pa t

. dobi¢emo konacno linearizovane jednacdine kretanja:

‘ Mll I eh ( 'KAIJ.:._J] i SIl JJ )xh. 4 LIJ] 6h _
Ii Ii I
B B R R N SR
h Ii I
U ovom izrazu je
MP o s s sUpledgs

e S -
x®y 5 g Exgx x* Pg p! D, D ¥ds
‘ e S X afB X ¥
sHly 5 s se¥pipd D v oas
: ‘ a B a
] e S aB
{
} . .
sr% -2 3 IBXJGP‘é D, &Y dS

S o

Ly o se et plp b ovas
: a” B a 6
; e S aB

Velidine R%9 i RYJ definisane su izrazom (4, 4.5).

h

15.2.- Linearizacija jedna&ina provodjenja toplote

i

Prepifimo jednadine (4. 5.10) u obliku

L Iid J -
L4 T = + +
& I X U 0; J 1

kojl se odnosi na stanje sistema u trenutku t. Stanje u trenutku t+h odredi-

¢emo razvitkom Taylora

J J = 1iJ - IiJ «h
¢ = ¢ ; c + -

h +h D in.D (in
T A T T AL

I
I

R e?_ .
o J .
+n a? -(Qh—QJ)—ha

xp) f
) +
) o+
Iy
0

—~
(@3

(@)

oo

2

12

Do
~
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Kada efektivno odredimo izvode pojedinih veli€ina po vremenu, i na izrazu
(2) obavimo obimne ali jednostavne algebarske operacije, uz zanemarivanje
glanova viSega reda po t, dobifemo konadno linearizovane jednacdine provo-

djenja toplote:

g i J 1J . NS S & SO
: + . + + + =
D Xp T F Xpp FUT O FIHT I T e
=QJ +FIle. +HIJe -GJ+a +hAJ (5.3.3),
h ‘1 I
Ovde je
p™ .25 sFex' pY P! D, D_vds (5.3.4)
e S X ooy 8
rld 0 s bt PJP;:JDa D, ¥ dS
e S ' XV
2% [7ex’ PJP’I D, Dy vds
e S v XV
— J 1
2% /®oex P P D, D, ¥ds
| e S XV
_ J I
i -2 S poex P P‘# Da De §¥ dS
e S XV
21 55 x PP D § ¥ dS
: e S X v axw
i .
| w2 3 5 x'pd pl op %+ ds
X B Yy oa
e S Xy ”~
_ 2
vl 5 sr5eplp? D ¥ds (5.3. 5)
S .
Ve L rsséeledn? voas
' e S
-t s5e Ppi D2 ¥ oas
. 6
e S
- L [ %8 PIPJDZQ sv ds
e 5 .
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| I _J —8 - \
+ I J .PaPB De q das (2.3.6)
e S o
sMal prI:PJ-Dew ds (5.3.7)
S
QJ= z f'p"Pers+ L J P‘Tc‘fds (5.2.8)
e S e L
39 - _ 3 IEPchdS (5.2.9)
S
c?= t 5 pd P as (5. 3.10)
e S
£7-_ 1 s5ep? D 5% as
8
S
e S
R fPJcS&B ds . (5.3.11)
B :
e S

R

5,4,- Linearizovane jednadine kretanja za linearan termoelastidan materijal
U svojstvu primera, rasmotri¢emo jednacine kretanja za linearan termoe-
lastican materijal, imajuéi u vidu da su u tome sluéaju konstitutivni koefici-
jenti dobro poznate fizic¢ke konstante.

Zapazimo da je, saglasno (2.2.1)

o =p D ' (5.4.1)

gde je 'Oo referentna gustina odgovarajuéeg trodimenzionalnog materijala,
kao i da je, prema (2,1.8), element membranske povrSiu referentnoj kon-

figuraciji

ds = YE/a ds (5.4.2)

O

i, sledstveno (2,5.1)

o V7E = oy oy ' (5.4.3)

Zamenom lizraza za slobodnu energiju (3. 2, 24) u integrale (1, 4), a imajuci

u vidu (1), (2), i (3), dobi¢emo da je



MLIJ]: S p'o élJDPIPJdSO
e S '
O
sl oz o7 sUpl pd WD ya®® XV g ya® aB¥ya
. o bl_\) \’\P
e S -
(o]
;. aB L -
~(1+Vv)[1+2a( 6 €) A }dsO (5.4. 4
1iJj | j i _J_I1uD LB ax U - ox B e
K 2 LI J x* x| PyP, —, [VA~" A +(1- VAT ATT]dS
e S -
(o]
IJj__ : J J I . A+ v afB
L =~ 2 z fS XO(.PBP auD m A dSO
O
r¥- 2 s PYp DFIas + z s PIN)das
h : o h e} h o
e S e .G
o} 0
r7¥- s PV DFIas + 5 PInias
o o o o
e S e C -
O (o] :
s % ¢

Sledstveno tome, linearizovane jednacine kretanja za linearan termoelasti-
Can materijal iste su kao i za opSti slucaj termomehanidki jednostavnog ma-

J
terijala (1.3), s tim Sto otpada relaksacioni &lanh ¢ R J

. Treba zapaziti
da u izrazima (4.4) integralimo po referentnoj povrsi, zahvaljujuéi &injeni-
ci da su konstitutivne jednacine (3. 2, 24) dobijene razvijanjem u red u okoli-

ni referentne konfiguracije,
5.5. - Linearizovane jednacine provodjenja toplote za linearan termoelas-
tican materijal

Sliéno kao kod jednaéin'a kretanja, zamenom funkcije slobodne energije

(3.2.24) i toplotnog fluksa (3.2.30) 1 (2.5)-(2.11) dobijamo da su
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] i +
pPIog 5 ore kP pdplaup Y AXY gs
Y 1-v o
e S .
o A
] . i -+ \ .
Rar AP P S S PlauD ItV &b gs 4
X 1 1-v
e S
[0}
PO . 1+ N
w2 I S oo % pIplgup 1TV aXV 4
: X v 1-v :
e 5
O
Yoo g f_PI I bcas
O
e S
o ,
I . o _ 1
g - 1 s el Pl b A gs (5.5.1)
a R .
e S :
O R
Q@ =t 5 pY o pDras+ x s P gas
. .O . .0 . E O \
e S . e C
O . (@)
gy = 756 pPlpka* gs
. S a 8 . 0 -
(o]

Saglasno tome, jednadine provodjenja toplote biée iste kao i za op3ti sludaj
termomehanicki jednostavnog materijala (5.2.3), sem $to otpadaju relaksa-

cione veli&ine ~JIJ_,. 37 i nad .

5.6. Ma trigni oblik jednadina kretanja i provodjenja toplote

PrepiSimo nelinearne jednagine kretanja (4,4.1)

-

A A S S R o (5.6.1)
Kompozicijom sa & 8, dobidemo sistem
MET Y e g BRI -0 - (5.6.2)
Ii 11 : _ :

Sli¢no postupku-uvodjenja Hertzovih oznaka u analiti€koj mehanici, uvesce-
mo nove indekse, koji ¢e umesto na &vorove i pravce, da se odnose na stepe-

ne slobode sistema. Indekse zamenjujemo prema sledec¢oj Semi:
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v 31 - 2, 3J-2 ako je i,j =
IL,Jj ~ T, A= 31 - 1, 3J-1 ako je i,]

1
2 (5.6.3)
- 31, 3J ako je i,7= 3

1!
r A =1,,,.,3n
|
|

Primenom (3) na (2), (4.5.10), (1.3)1 (2.3) respektivno, dobi¢emo nelinear-
Iiie i linearizovane jednadine kretanja izrazZene pomod¢u veli€ina drugog i pr-
| :

\:fogreda: : ~
" TA -- TA A . '
M xp +8 xp - R© =0 | (5. 6. 4)
! r . . . .
'’ xP+UIJGI+JIJGI—AGJ-QJ-3J=O (5.6. 5)
oM Thoy (g TA LgTh N O S
Th Th - Ih

A IA IA A '

—Rh+K xr+L eI—hGR (5,6.8)

ry .« T3 17 1317 i

D hrh+F X 1y +U elh+(H +J )elh =

g rJ 1J J J

-Qh+F XF+H eI—GJﬂ-a +h A (5.6.17)

Prostim izostavljanjem indeksa, jednaline (4) - (7) mogu da se napiSu u

uobicajenom matriénom obliku:

MX+Sx -R =0 . (5.8, 8)
® - | -~
Dx +U 6+ JB+G-Q- 3 =0 - (5.6,9)
Mxh+LK+5]Xh+L eh:Rh . (5.6,10)
th+Fxh+U8h+.LH+J]eh =Qh (5.6.11)
gde je
Rh=Rh+ Kx+L#8-hdé R ' (5.6.12)
Q= Q+* Fx+HO-G+3 +h A (5.6,13)

U trenutku t , jednacine (10)1i (11) postaju

Mx+{K.+S_]KI+'L18Jﬂ.Jﬁ SR (5.6.14)

| i
i



Dx+Fx+UbB+[H+J]68=0Q ‘(5.6.15)

Jednadine (14) i (15) moZemo svesti na sistem linearnih diferencijalnih jed-

nacina. sa konstantnim koeficijentima .

3

3, =Ay+b . R B (5.6.16)
gde je
el % 8
y=Ilx x 08} (5.6.17)
b= IME O Ul @,
| -1 1
O -M[K+S] -M L
A=| I . O o) (5.6.18)
,‘_1 : -1 : . -1 . .
U'D -UF “UT[HAT ]

5. 7. Implicitni postupak resSavanja

Linearni sistem (16) moZemo diréektno integraliti implicitno, na vise nadina.
Posluziéemo sé prvom parhom kombin_acijbih Padéovih aproksimacijal4, t, 3.
trapeznim pravilom, koje se smatra veoma pogodnim za ovu svrhu, bar ka-
da je rec¢ o Cisto divna'mi.ékim jédnaéin‘axﬂa‘-lﬁ, 'ilio éisto termicdkim jednaci-
nama (procedura Crank - Nicholsona). |

Na osnovu pomenutih aproksimacija; resenje u‘trenutk‘u t+h

Yy © {>Xh X, 6y} : o _ (5.7.1)

nalazimo iz izraza

h  h h —_—
[1- T‘Z—A]yh_:[u~2-A]y + 5 {b +b } (5.7.2)
gdeje
. 1 : o
b= (M "R O U Q. 31 , (5.17.3)

KoriS¢enjem izraza (6.8) - (6. ‘1.8) konadno dbb_ijamo sistem linearnih jedna-
¢ina '

[ 4 M+K+S ]x, +L 8 .=R'+R+é Mx +[ M+K-S ]x+L ¢-h&R  (5.7.4)
hz h ™~ "h "h h :

4
2
h

w -



— — + = — — -
[ D+F |x +\[ U+H+J ] 8 =Q +Q+[] D+F]x+[ U+H J]G(S.’Z. 5)

-2G+2 3+ h A

{x “x}-x - (5.7.6)

X, = N

h

jnd BV

Ove je jednacdine lako svesti na inkrementalni oblik

'_'

4 M + K+S L{|uf R+R+3M;‘<-st._h6R

R h h
2 ~9 " i (5.7.7)
g A D+F ﬁU-i-H.JrJ T| Qh+Q-2J 6-2G+2 9 +h A

X = 2 u-k (5.17.8)

h no - X

gde je

u =Xh—X ! (5 7 9)

T = eh— 6

B

Oé'igledno je da je spregnuti termomehanicki problem moguce resSiti i impli-
citnom procedirom, mada numerilki postupak nije narodito privladan, pos-

to je matrica sistema (7) dimenzija 4nx4n, i nesimetriéna,

Rasmotrimo sada neke specijalne slucajeve

5.,7.1, Dinamicki slucaj

Jednadina (5.7.7) svodi se na

A‘ -
+R+ﬁ_Mx—ZSx—hdR_ (5.7.10)

r . -
2LM+§+S]u Rh

e

. . 3 e e ' 31 .
Ovaj izraz slaZe se sa odgovarajulim izrazom za metodu Newmarka = pri
& = 1/4. Ako se izuzmu razlike u oznalavanju i grupisanju ¢lanova desne
strane, neslaganje je samo u relaksacionom &lanu h6R | poSto se u pome-

nutom radu ne tretiraju materijall sa naslednim osobinama,

5.7.2. Staticki slucdaj
Imajuéi u vidu (6.8), u odsustvu inéfcijéiﬁih sila {7.10) svodi se na

[K+s}u:Rh-Sx-h6R ‘ (5.7.11)



Ovo je dobro poznat izraz'u teoriji 1 primenama konaénih elemenata, sa izu-
_ zetkom poslednjeg ¢lana, koji medjutim moZe da se nadje u odgovarajucoj
jednacini kod Besse’alinga3
Ako se radi o malim pomeranjima i o linearno elasti¢nom materijalu, izraz

i

(11) svodi se na

w

Ku =R ' - (5.7.12)

» Ova relacija nasla je do sada najsiru mogudéu primenu, poSto na zadovoljava-

~

jucl nacin resSava niz inZenjerskih problema.

'5.7.3. Nestacionarno provodjenje toplote

Ako zanemarimo relaksacione ¢lanove, jednacina za krute provodnike na os-

novu (7) postaje

U+H]T=Qh+Q—2G | | (5.7.13)

PR
3

C i . o : . 3
Ovo ustvari nije nista drugo nego jednadina procedure Crank-Nicholsona 4

5.7.4. Stacionarno provodjenje toplote

U stacionarnom siuéaju, jednadina (13) svodi se na opSte poznati izraz
2T =Q ' (5.7.14)

Imajuéi u vidu da specijalni slulajevi ovde izvedenih jednaéina (7) implicitne
procedure reSavanja spregnutog termomehanic¢kog problema predstavljaju iz-
"rraze poznate u metodi konadnih elemenata, zakljudujemo da, bar sa te talke

gledista, ne podleZe sumnji korektnost ovih jednacina.

[

5. 6. Eksplicitni postupak resSavanja

Direkinim regavanjem (7.2) po Yy, dobiéemo resSenje odgovarajuée talnosti
iskljuivo ako se radi o linearnim diferencijalnim jednacinama sa konstant-

: e o . 17, o
nim koeficijentima. U suprotnom sludaju valja da (7.2) otvorimo™ 1 da iteri-

ramo, Otvorena relacija (7.2) glasi

Yy, =y F {b +b}+ A{y+yh} (5.8.1)

2
KoriSéenjem relacija (6.17), (6.18), (6.10), (6.11), (6.14)1i (6.15) svodi-

mo (1) na rekurenine obrasce



2 ® h ¢ O 9 ° .’
= = + '
x =x + 5 { x x,
x cx + 2 {k+% } (5.8.2)
h PN h | -
8 =0 + 2 (5 + &}
h ' 2 .
Vrednosti °>Eh i éh odrediéemo direktno iz nelinearnih jednadina (6.8) i
(6.9): _ ‘ e
o x=wmt@mo-s x )
h h ™ ®h”h -
' ' ‘ (5.8.3)
% . -1 .
. 8 = - - -
p=UQ +s,-B =J 6, -D X}
| .
.;Ako za pocetne vrednosti u trenutku tth usvojimo
x,o=x; 8,= 58 - (5.8.4)

moZemo da iteriramo, koristeéi (2)1i (3), sve dok se dve uzastopne vrednos-

ti ox, i Gh ne sloze u zadovoljavajuéoj meri, Ovde treba napomenuti da se

h
matrice M i U mogu, bez osetnog gubitka na taénosti, posebno kada je rec
' . . . : .. 35,36 “ .
o velikim sistemima, svesti na dijagonalni oblik 3 . U tome slucdaju se &i-

tava procedura prakti¢nosvodi na operacije sa n-dimenzionalnim vekiorima,
umesto sa matricama, Sto dramatiéno poboljSava . situaciju kada je rec o

realizaciji postupka na racdunaru. : : .

5.8.1. Postupak Belytschka . -

Ako se radi o dinamickim problemima realisti¢nih razmera, prakti¢no jedi-
} 18 ) L )

ne rezultate do sada je publikovao Belytschko . Njegova procedura, izve-

dena sasvim drugim putem, u suStini predstavlja skraéivanje iterativnog po-

stupka (2), (3) na jednu iteraciju unutar koraka.

Zamenom (4a)u (2a) i (2a) u (2b) dobié¢emo vektor polozaja

1
pol 5
IN)

X (5.8.5)

. ® o . - . « M - - -
Ubrzanje X, dobié¢emo iz (3a) a brzinu x, iz (2a), a zatim prelazimo na

slededéi korak,
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Posto ova procedura unutar Jednog vremenskog koraka sadrzi samo Jedno
izradunavanje ubrzanja, (3a), koje je najskuplja operacija, moZemo je sma-
trati veoma privlainom sa numericke tadke gledista. Sta viSe, primeri sa

jednim stepenom slobode ukazuju na Visokﬁx talnost ovog postupka.

'Medjutim, u problemima sa veéim brojem stepeni primedéeno je da se visi
harmonici reSenja, &ija je tadnost mala, vrlo slabo priguguju, dajuéi rege- .

- njimd laZno oscilatoran karakter.,

a
¥

' 18 . T :
Ovaj problem Belytschko "~ reSava uvodjenjem ve$talkog viskoznog prigu-
Senja u fazu (3a) svoje procedure.. - | e
Ovakav’pr‘il_ai neizbeZno povééava obim proraduna, a sem toga se postavlja
pitanje kako razlikovati uticaj stvarnogi apﬁjficijelnog prigusenja na rede-

-

nje.

Ovo je bio razlog sto jé detaljnije rasmotren postupak kompletne trapezne
iteracije, koji konvergira ka vrednostima procedure Newmarka (7.10). Re-
zultati na pmmemma sa jédnim stepenom slobode su prlgusenljl ah 1 manje

taéni od rezultata dobijenih metodom Belytschka

©5.8.2.- Poveéanje taCnosti iterativnog postupka

Ako rasmotrimo metode numeriék:é integracije koje koriste vrednosti prvog
31 . s - s . - .

i drugog izvoda vide¢emo da je malomr korekcijom izraza (2b) mogudée

postiéi znatno poveéanje tadhosti: '

2

h L d - h v.. .
= ¥ — -+ —
X X + 5 ( x+x )+ i

h h (5.8.6)

)

-
v

Sa gledista numerlcke reallzac:lje ovo je Jeftma operac13a posto podrazume-
va po jedno sabiranje, odummanje i mnoZenje sa konstantom vektora koji se

" vedé ionako nalaze u memorljl radunara.

- Numericki primer sa Jedmm stepenom slobode ukazuje da procedura (4) 1

proceduwa (2) mod1f1c1rana sa (6) daju rezultate praktiéno iste tacnosti.

Pri tome je medjutim reSenje procedurom (4) po amplitudi pojadano u odno-
su na analiti€ko redenje, dok je reSenje modificiranom procedurom (2) pri-
gudeno, kao uostalom i refenje originalnom procedurom (2), u jo§ veéoj

meri.

Sa mechaniCke tacke gledista, interesantno je da. (6) moZe da se dobije iz
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48, 49

pretpostavke o linearnoj promeni ubrzanja unutar koraka , a takodje

. : oo 1e .
sledi iz druge parne Padeove aproksimacije ~ reSenja dinamickog proble-

-

ma.

Medjﬁ-tim, numericki primeri_ sa"_veéim brojem stepeni slobode pokazali su |
da iterativne procedure nisu u prednosti u odnosu na prgce'duru Belytschka,
_poé’to deluju samo u smislu smanjenja ucestanosti a ne i amplitude parazitnog _

dela resenja.’

5.8.3.- Prediktor - korektor Sema

Dalji numeri&ki eksperimenti na primerima sa veéim brojem stepeni slobo-
de ukazali su da neo&ekivano dobre rezultate u smislu prigu$enja parazitnog

dela resenja daje sledeéa jednostavna  PEC Sema::

- Prediktor
x, =x+hx
) Xh=x+_,(’;hf}z) (5.8.7)
8 p = +h 6
- Evaluacija

Prema (3)

- Korektor
. Prema (2)

‘Dalje poboljSanje rezultata, koje je.medjutim marginalno, dobija se ako -

umesto (2b) koristimo (6). Ovu §emu zvaéemo PEC modificirana.

Ako-rasmotrimo dinamicki deo ove Seme, videédemo da se od Belytschkove
razlikuje samo dodatnim izradunavanjem (2b) ili (6), dakle vrlo jeftinim
operacijama, Drugim reéyimaA, procedura’ Belytschka predétavlja nekomplejt—
nu PEC Semu. ' |

Druga je prednost predloZene PE'C Seme u tome §t'£_> nedvosmisléno ukazuje

na naéin reSavanja spregnutog pr.oblem_a,v koji. je diskutabilan kod nekomplet- .
“nog postupka. . B

Sustinu izvanrednih rezultata dobijenih koriséenjem PEC §eme treba traZiti °
u osobinama trapezne integracije, koja filtrira viéeharmbnike37.

o
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[@b]

Sa glediSta primene eksplicitne numeriéke integracije na dinamicke proble-

me, osnovna prednost predloZenog postupka je eliminacija laZne oscilator-
: o o 18 . L

ne komponente resenja, koja je do sada smatrana’ ~ neizbeZnim pratiocem

eksplicitne procedure.

5.9. Iteracije kod implicitne procedure '

Treba zapaziti da jednacine (7.7) i (7.8) pf‘edstavljaju nista drugo nego apro-
ksimacije nelinearnih jednadina (6.8) 1 (6.9)., Prema tome, potrebno je u
svakom koraku iterirati, sve dok jednadine (6.8) 1 (6.9)ne budu zadovolje-
ne u granicama zadanih tolérancija. Iteriraé¢emo modificiranom metodom
Newtona - Raphsona. U tome sludaju, matrica sistema ostaje ista kao iu

(7.7), a na desnoj strani se pojavljuju debalansi nelinearnih jednacina (6. 8)

i(6.9)
~ e - _ -
4 1, 1l Au R -S x -MY¥
—g M+EK+S L ' n""n *n h
h . )
2 pw EII;H+J AT 3.+Q -B. -J. 8 -USb -D X
L h | h o 1% A " h™"h " k" nh ThTh |

(5.9.1)

Veli€ine u trenutku h, potrebne na desnoj strani jednadine, odredié¢emo iz

(7.8), (7.9)1 (8.2), pa je

c o= oy § =
};h X+ u " 8 + T

:_2 b . _2 . _92
hh-gu—x Bh—-ﬁ'r—e (5 )
wo= 2 ER

h h h

Posle svake iteracije, menjamo vrednosti- u i T prema:
i
U = u+du ;T = T+ AT (5.9.3)

Ako se radi o Cisto dinamic¢kom problemu, izrazi (1), (2) i (3) svode se na

! . s - . .. 16,31
poznati slucaj ravnoteZne iteracije .

Osnovna prednost implicitne procedure nad eksplicitnom je u tome Sto se

. . 15,16 . . . : :
moze pokazati =’ da, kako za linearne, tako i za veliki broj nelinearnih

L

problema, numericka stabilnost ne zavisi od duZine koraka. Ovo opravdava

b



primenu implicitne procedure i kod odredjenih dinamickih problema, i pored
toga §to potreban broj radunskih operacija za jedan korak kod implicitne pro-

Ny . . ... 18
cedure za oko dva reda veli¢ine nadmasSuje onaj kod eksplicitne™ ~,

Medjutim, kako je Hughes16 zapazio a Park40 pokazao, implicitna procedu-
ra je nestabilna ako se sistem ponasa kao opruga. koja omek§ava, Prema to-
me , primena implicitne procedure zahteva odredjenu opreznost i ne mozZe
se preporuditi u opstem sluéaj.u‘ Svakako, ako se radio statitkom proble-
mu (7.12) ili o ngacionarnorh provodjenju toplote (7.14), implicitna procedu-

ra je jedino moguéa.

;5. 10. Stabilnost numericke procedure
{
1
{

|Za diskretni algoritam redavanja jednadina (6, 16) kaZemo da je stabilan

iako postoje pozitivne konstante 4 i cy takve da za poletne uslove z i._z'o,

odgovarajuc¢a reenja z iz respektivno,zadovoljavaju |z -Z | “c,

, zasve h <c, . .
O O 1 !

;Kao Sto je napomenuto u prethodnom odeljku, za implicitni postupak se mo-

;:Ze pokazati da je za neke klase problema bezuslovno stabilan.

&

I 15,17 .
|

Sto se ti¢e eksplicitnog postupka, o‘vaj je numericéki stabilan ako je

i
1
i
i
I
i
)

o<h<2/{xi | ; i=1., ..k (5.10.1)

|
! . ' _
 gde su A ; svojstvene vrednosti matrice A (6.18).

"~ Ako se radi o elastinom materijalu, u praktiénim primenama izraz (1) mo-

ze da se svede na von Neumannov Kkriterijum

-

h < min o

0l

) " : (5.10. 2)
- gde je 1 jedna dimenzija konacnog elementa dok je ¢ brzina prostiranja

normalnog udarnog talasa. Dalje, 0.2 <a < 0,9 je empirijski redukcioni

faktor, neophodan da bi se eliminisali destabilizirajuéi efekti gresaka za-

okruZavanja.

| Poznato je da je brzina prostiranja talasa za trodimenzionalan linearno ela-

sti¢an materijal

| 2 ! - . .
| 2. 2u 12v : (5.10.3)



Brzina prostiranja talasa kroz membranu moZe se odreditl na nacin sli¢an

onome kojli je Er’mgenz upotrebio za trodimenzionalan materijal, pa se do-
bija da je -
2 2u 1 . ]
¢ F Ty : (5.10.4)

P}
¥

c? e = (5.10.5)
O A . :

gde jé E moduo elasti€nosti.



6.- EFEKTIVNO IZRACUNAVANJE VELICINA POVEZANIH SA

JEDNACINAMA KRETANJA

Koeficijenti jednaéiha kretanja su posredstvom transformacija (5.6, 3) for-

malno izraZeni u matrié¢nom obliku, Da bi se omogudilo.programiranje,

neophodno je ove velidine i efektivno prikazati matriénim izrazima.

+.8.1. Osnovni metricki tenzor

KoriSéenjem matri¢nih oznaka, koordinate fundamentalnog metric¢kog ten-

zora (4.2.5) postajulj:1

211 7 %4

2 2 2
+ +
A T |

819 TX; Xyt Y1 Yy T2 2

2 2 2
X +y2+z

899 T % 2

U ovim izrazima

o T= P A
¥ TP VZ1TER Y5
_ST= _ T =
x2~P2x, y2-P2y s 2,
su skalarni proizvodi izvoda
P.=3P/23 &, Py=3 P/[an

vektora interpolacionih funkcija

K
P=P (&, n)

sa vektorima koordinata. évorova

S
K’

2

y:XK; K

(6,1.1)
P;P_z

(6.1.2)
Przr_z-

(6.1.3)

(6.1.4)

(6.1.5)

Primera radi, rasmotrimo Cetvorougaoni membranski element prikazan na

S1.3, ¢ija su Eetiri &vora proizvoljno rasporedjena u prostoru. Za ovaj ele-

ment usvojicemo materijalni koordinatni sistem ¢€ije su koordinatne linije



. . + . .
& , n=constprave, iza § , n =- 1 poklapaju se sa ivicama clermenate .

U ovom slulaju koordinatne linije opisuju pravoizvodnu povrs koja moze da

se definiSe bilinearnim interpolacionim funkcijama

.

1 .
P=20-8)a-m [ @+e)@-n)a+g) @ +n)j1-g)1+n) }

(6.1.86)
i ;coordinatama évorova
S s T
(6.1.7)

I3
—~
8
N
N

N

Ova matrica definisana je izrazima (5.1.4)1 (5.4.4) .
|

Ako*se radi o Eetvorougaonom elementu, sa koordinatnim sistemom defi-

nisanim u prethodnom odeljku, ¢lanove matrice masa odredi¢emo iz izra-

ba
| 713 o1 ij 1.7
Yt T S S poD53PP VEdE dn (6.2.1)
S1o-1 . -

i
i
;
;

KoriS¢enjem numericke integracije, izraz (1) moZe da se prepiSe kao

. M= Ipmop (6.2.2)
| - | |

U ovom izrazu ' p je matrica koja kao kolone ima vektore interpolacionih
funkcija u pojedinim tackama integracije I koje se nalaze unutar posmatra-

nog elementa,

1 £ o :
p':[P,‘.,.,PI,,..,P] [ 3n xt | (6.2.3)

1 J
gde je t ukupan broj integracionih taaka elementa, Broj vrsta matrice

p j& 3n, alil su razliCite od nule samo vrste koje odgovaraju ¢vorovima

posmairanog elementa, Clanovi ovih vrsta nisu niSta drugo nego vrednosti

J . .. P o . ..
interpolacionih funkcija P (1.6) u odgovarajuéim takama integracije.

i
|

Sa m le oznalena dijagonalna matrica razmera txt



>
[N

m= [ (HD o, VE), | (6.2.4)

gde je II merni koeficijent formule numericke kvadrature. Ostale su veli-
¢ine poznate 1 naCelno mogu da budu razlicite za svaku pojedinu tacku inte-

gracije.

Ako koristimo eksplicitni postupak refavanja sistema (5.6.1) pomoéu reku-
rentnih obrazaca (5.8.2) 1 (5.8.3), matricu M moZemo izvesti iz izvornog
kondenzovanog oblika (4.4 2). U tome sluéaju iz izraza (1) otpada Clan

8 ij. Izrazi (2) i (3) ostaju formalno isti ali‘se njihove razmere svode na
nxn, odnosnonxt respektivno posto umesto po tri identiéne vrednosti funk-
~.clje za svaki ¢vor, ulazi samo po jedna, Dalje, kondenzovana matrica M
moZe se svesti na dijagonalnu. U dostupnoj literaturi predloZena su dva na-
¢ina, Jedan se svodi na jednostavno sabiranje ¢lanova svake pojedine vrste
matrice M i njihovo koncentrisanjg u dijagonalnom élanu36, a drugi u izbo-

ru takvih integracionih formula da se tadke numerike integracije poklope

sa &vorovima elementa 5. Dalja diskusija ovih postupaka odvela bi nas su-
vise daleko, ali valja zapaziti da o“f)a imaju mnogo zajedniZkog sa tradicio-
nalnim inZenjerskim prilazom koncentrisanih (lumped) masa.

|
Otigledno je da se sada matrica Mg (5.8.3) svodi na n reciproé&nih

Evrednosti Clanova dijagonalne matrice M. Takodje treba imati uvidu da ¢e

I ; . . 8 . .
_x X, X, Xp, X, X, Rh i Sh x, iz (5.8.2 1'3) da budu matrice razmera

hx3.
6. 3. Matrica sila

Saglasno (5.4.4) ovu matricu, za Cetvorougaone elemente, moZemo napisa-

ti u obliku

| 1 1

x o N |
oMl sy s Pl pd B E gy (6.3.1)
: Q B

| -1 -1

cde je, prema (3,2.13) 1 (3.1,6)

| N

s - w®vErE-2 0 D v (6.3.2)
i . aB

Za slucaj linearnog termoelastiénog materijala N8 e odredjuje iz

(3.2.25), odnosno (3.2,27) - Reoriséenjem numeridke integracije, izraz
i .
{6.3.1) moZe da se prepiSe u obliku



11 T - 12 7T 21 T 22 T
= I + ~

-8 e[pls Py TPy S Py * Pys PyItPys py ]
_% B (6.3.3)
gde su-
| !l I t :

pl—[ll: :Pl; ' ,Pl] 31’1Xt

L I . | (6.3.4)

} = '
| P, [Pz,.-.,PZ,...,PZ] Snxt

Struktura matrica Pq ip2 ista je kao i struktura matrice p (23), sem Sto

se umesto vrednosti funkcija p (1,6) kao élahovi'pojavljuju vrednosti njiho-

vih izvoda (1.3). Dijagonalne matrice,

s @B - [(HSOLB'/_Y_X)IJ txt (6.3.5)

iimaju po jedan skalarni &lan u svakoj tadki numeridke integracije, |

21 1 -
21 12 8

‘Imajﬁéi u vidu da je s, zbog simetrije N ¢ (2.5,11), (3) moze

da se prepiSe u obliku pogodnijem za numeridko ragunanje:

W5

S= I gs qF (6.3.6)
e
gde _
a=1a, . ...qL . ..Q" ] | (6.3, 7)

]
|
I
|
i

l
l
:
!
;
|
!
|
|
i

éima po jednu 3n x 3 submatricu

I

i

& =[p. P.+P. P

. 3.8
. 1 2 1 2] <6'3f )

|

'za svaku tacku numericke integracije, Matrice Q imaju po tri identicne

vrste razli¢ite od nule za svaki &vor u kome je element vezan., Matrica s
je dijagonalna,

ro 1 I -t ,

S ce., s | 3t (6.3.9)

-s s s7Y s ] 3 (6,3.10)

za svaku tadku numericke integracije,

Ako koristimo eksplicitni postupak reSavanja sistema (5.6,1), matricu S
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.%moiemo izvestl iz izvornog kondenzovanog oblika (4.4.4). U tome sludaju,

L . . . ij . _ .
sliéno kao kod matrice masa, iz izraza (1) otpada &lan ¢ I lzrazi (3)1 (4)
ostaju formalno isti, s tim Sto se njihove razmere svodena nxn i

'n x 3t , poSto umesto po tri identiéne vrednosti izvoda interpolacionih

funkcija za svaki ¢vor, ulazi samo po jedna.

deevtreba zapaziti jo§ jednu znalajnu okolnost. Naime, iz (5.8.3) je evi-

dentno da nam kod eksplicitne procedure matrica S nije potrebna, veé nam

a
¥

je potrebna matrica S x, koja ustvari predstavlja skup tri vektora, Kako
bismo je formirali, uzeéemo matricu S razvijenu u obliku (3), i mnoZiti je
sa desna na levo vektorima koordinata gvorova (6.1.5). Ovo omoguéuje znat-

ne usStede u memoriji i radnom vremenu racdunara,

6.4. Matrica krutosti

Kao 5to smo .videli u poglavlju 5. , ova matrica se pojavljuje kod‘implicit—
nih metoda resavanja, 1 neizbeZna je kod stati¢kih problema. Kao takva, to
je hronolo8ki prva ﬁatrica rasmatrana u metodi konaénih elemenata, mada
ni izdaleka nije najjednostavnija.

Prema (5. 4. 4) ovu matricy, za Cetvorougaone elemente, moZemo napisati u

bbliku

1
P s s s e Pl B g ean (6.4.1)
o Tx B Ty .
e -1 -1
gde je, saglasno (5.1, 4)
Y =45 D D ¥ = (6.4.2)
af XY -

Za homogeni linearno elasti¢an materijal je, prema (5. 4. 4)

JaBfxv 24 D
E = TV

[va® AV w(1-v)aX BV ] (543

Numeri&ka kvadratura svodi izraz (6.4.1) na

K= I bkb~ | - (6.4, 4)
gde
T - R - U - (6. 4. 5)

) . . I . o o
ima kaoe ¢lanove submatrice B (3n x 3), po jednu za svaku taku numeri& -
ke integracije,

=
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Matrice B imaju za svaki ¢vor u kome je element vezan po jedan blok di-

‘menzija 3x3, oblika

T o 11
X Py X Pyrx, P Pyt

K VP Y Pty Py vy Py L (6.4.6)
Py Pyt P Z‘;z‘?zj K

a

© Sliénost strukture matrica B (5),»_' ('6) i'métrica Q (3..'8)_'omogiéuje da se

za njihovo fbr_m;ranje u rafunaru koriste gotovo'identiéni postupci. Dalje
k=" E YA - . ©.4.7)

je lc_vazidijagonaina matrica, koja ima po jednu ‘submatriqu razmera 3x3

73 svak_u taéku. integ:r'acij‘e. "R‘azurhe'lse, EI je 'ovde matrica konstitutivnih
koeficijdnata u tacki integrécijé 1.. Za slucCaj linearno elasti¢nog materijala,
El je ustvari ig_raz (3‘) napisan u matriénom< obliku, uz koriééenje'relacija

(2.1.10).

prn 2 ! “ : N . . ‘ | 2 __.‘
Aoy ~Ayg Ao VA At VIAL,
. 1 2uD | ‘ -
[ | I-v 1ty 2 ,
=V . -
UG T A faet o Ay A B
SYM | | A’
] . ) N v . O - . vll
(6.4.8)

~

6.4.1. Membrane izloZene ¢istom smicanju

U odre'djen.im p.rimenama ihienjeféke pr'aks‘e korisfi se pretpostavka da su
tanke membrane 's'pos_obné da prime iskljuéivo‘. smicanje (Schubfeldschemazyl).
Treba zapaziti da je ovoj ek\}ivalentna pr"etpbstavka o0 savrsenoj komp'resi—
bilnosti materijala E = 0 , Imajuéi u vidu poznatﬁ- relaciju

E=2u (1+v) = ' »(6.4.8)‘.

sledi da je, za membrane izloZene &istom s’inicanju
vo=_1 - | (6.4.9)

Zanimljivo je da je ova vrednost V na granici fizi¢ke dOpuStiVOStiz,

-
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Sledstveno tome mogucée je, suprotno uobicajenoj praksi, programe za opste
membrane koristiti 1 u slu¢aju membrana opteredenih ¢istim smicanjem,
uvodjenjem V = - 1 kao ulaznog podatka. Numerigki primeri (poglavlje 7)

pokazuju da je ovakav prilaz praktiéno upotrebljiv,

6.4.2, Cetvorougaoni element sa &etiri &vora

Do sada izvedeni izrazi u ovom poglavlju vaZe za ma kako prostorno zakriv-
ijeni ¢etvorougaoni element. Zbog praktiéne vaZnosti matrice krutosti, ras-
motri¢emo neke jednostavne specijalne sludajeve, kakvi mogu da se prime-
ne u problemima tipa prikazanog na Sl,1, Element je prikazan na Sl.3, in-

terpolacione funkcije date su izrazom (1, 6) a koordinate &vorova izrazom
I

(1.7).

‘:Jasno je da ¢ée za ‘ovékve elemente biti zadovoljeni uslovi kompatibilnosti,

poSto su pomeranja ivica-linearna i jednoznaéno odredjena pomeranjima za-

jednig&kih &vorova dvaju susednih elemenata.
. Lo

o o -1 . . y
Da bi se obezbedila konvergencija ~ za elemente sa linearnim pomeranjima
dovoljna je jedna tacka, £ = n = 0 , Gaussove numericke integracije. U

ovoj tadki je

o L
p=gl-111-1], Py=31[-1-11 1] (6410

pEasu

! % —v-l-( x_ +x_ +x ), X_. = l( X +x_ _+x_)

‘i 1T TR T A TN KT TR P T Xy

i, (6,4.11)

15t,.d.

Nsztrica b (5) se u ovom sluéaju svodi na svega jedan blok tipa BI, sastav-
ljen od &etiri bloka tipa Bi{ (6). Matrica k je sada razmera 3x3

' k= E VK - | (6.4.12)
: (o] 0 [¢]

gde je HO = 4, dok su Eo i AO vrednosti E_ (8) 1A (2.1.12)u posmatra-

: A 1
~ nojtacki integracije. Kao &to je uobidajeno u primenama metode konadnih

elemenata, za dalje pozivanje na jednom definisan element koristi¢emo ma-

nje - viSe proizvoljnu skraéenicu, u ovom sludaju MEM 41, Pored veoma
privlaéne jednostavnosti, numericka integracija u jednoj tacki<ima i svoje
- - Lo B ’

o
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nedostatke, Naime, ako eliminisemo stepene slobode krutog tela, posmatra-
ni element imadée 4x3-6 = 6 spoljasnjih stepeni slobode (pomeranja ¢vorova)
na svega tri unutrasnja stepena slobode (deformacije u tacki integracije).
Sledstveno tome, .el-é"rrient se sam po sebi ponasa kao kinematizam, Sto do-
vodli do toga da pbuzdanost rezultata proraduna zavisi od globalnih veza koje
elementima namece posmatrana konstrukcija, U odredjenim primenama
(ravna deformacija18) ovakav prilaz se pokazao kao dosta poﬁzdan. Medju-
tim, kao léto ¢emo videtl na primerima,. rezultati za membrane nisu narodéi-

to ohrabrujuéi, -

Ovo je bio razlog Sto jé rasmotren i pouzdaniji prilaz, za Cetiri Gaussove
tacke numericke integracije. Kao Sto je poznato, koordinate ovih tacaka u-
zimajﬁ vrednosti &, N =+ /_3—/3 . Element je u ovom slucaju oznacen sa
MEM 44. Numericki rezultati su u ovom sluéafu logi¢ni, i uporedivi, pod
istim uslovima, sa rezultatima za poznate pouzdane elemente, Razume se,
obim racunanja pri formiranju matrica elementa je oko Cetiri puta veci ne-

go u prethodnom slugaju.

Vredna je paZnje jos j;zdna moguénost numericke integracije, a to je gene-
ralisano trapezno pravilo pri kome se integracione tatke poklapaju sa ¢vo-
rovima elementa, Za razliku od Gaussove integracije sa cetiri tacke, koja
tz¢no integrali polinome do treéeg stepena po £ 1 n, ova poslednja tacno
integrali samo polinome linearne po § i n., kao 1 pravilo srednje.taéke.
Medjutim, videli smo da jé ova tadnost potpuno dovoljna za konvergenciju.
Puni smisao ovaj prilaz ima u dinamickim problemima, posSto generise di-

jagonalnu matricu masa.

3

G.4.3, Cetvorougaoni element sa osam &vorova

Ovakav element, prikazan na Sl, 4, dozvoljava adekvatnije modeliranje pro-

storno zakrivljene membrane, uz koriSc¢enje sloZenijih interpolacionih fun-

42
keija  , 1to
PR=L(1+ e )1+ ) (EE_+ 1) za & =+1
-4 N > & I< nnK = K nn I{" Z K,n I< -
K_1 . 2, . _to B} |
P 5@ BB )(l-nT) za g =T15 0 =0 (6.4,13)
p Ll e s za £ =0 =T
B L) ( nn K) £ 0 Ny

S2 ovim elementom obavljeni su numericki eksperimenti vrlo ogranicenocg
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obima uz koriScenje Cetiri Gaussove tacke numericke integracije. Rousultati
su dosta diskutabilni, $to nije Cudno ako se ima u vidu 8x3-6=18 spoljaénjih
vstepeni slobode, uz svega 12 unutrasdnjih. Po podacima iz literature, za rav-
;ne probleme je uspezério koriS¢ena Gaussova Sema 2x2, medjutim, tu je broj

;spoljaénjih stepeni slobode svega 8x2-3 = 13,

Za slucaj] membrane, pouzdani rezultati mogu se odekivati sa 9 tacaka Gau-
ssove ili integracije po &vorovima,
!

a
¥

6.5, Ostale matrice

i
'

Formiranjem matrica M, S1K dobili smo sve potrebne elemente za reda-
& :

vanje Cisto dinamickih problema, Matrice za spregnute termomehanicke i

~

jprobleime provodjenja toplote mogu da se odrede na sli¢an nacin.

'

li“tmajuéi u vidu da resSavanje spregnutih problema implicitnom procedurom
i(odeljak 6.4) nije narolito praktian postupak, kao interesantne ostaju mat-
rice U (5.2.5)1H (5,2.6). Evidentno je medjutim da prva od njih ima struk-
"~ furu identicnu matfici M, dok, bar za linearno terfnoelastiéan materijal i
krute provodnike, struktura druge odgovara matrici S. Prema tome, métri;
ce UiH mogu u veéini primena da se formiraju uz pomoé postojeéih prog-

rama za formiranje matrica M i S.

66 Tenzor deformacije

";L“enzor deformacije definisan je izrazom (2.1,12), koji je pogodan i za nu-

“ - . . . . -
meric¢ko radunanje, posebno ako se radi o velikim deformacijama i ekspli-
|
citnim postupcima resSavanja jednadina kretanja.
1 o

-

f/Le_djutim, kod implicitnih procedura (5.7, 7) umesto sa vektorima polozZaja
p"{ogodnije je operisanje sa njihoVim inkrementima, oznacenim matriénim
siimbolom u . Pojedini ¢lanovi matrice-kolone u (5.7.9) nisu nista drugo
nego koordinate vektora pomeranja, ako konfiguraciju u trenutku t privreme-
nfo shvatimo kao referentnu, a u trenutku t+th kao tekudéu.

L svakom sluéaju, ukupan,'vektor poméranja uj tacke xi odredjen je u od-
nosu'na referentné koordinate X' poznatom relacijom

LD R uj' (6.6.1)

Ista relacija vaZii za &évorne tacke, dakle : .

IR P & “
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Zamenom (2) u (4.2.5)1 (4.2.5)u (2.1.12) definitivno dobijamo da je

KL i 1 _K _L . ij
= .+ —
Yog = Bog Xt 5 Py P8 U Ju o (6.6.3)
Za sludaj malih pomeranja, relacija (3) svodi se na
_ KL i
Ovaj izraz moZe jednostavno da se svede na matriéni oblik
e=BT u - | (6.6.5)
gde je
e = {e e, . +e e } ' (6.6.86)

11 “12 21 C22

Za &etvorougaoni konadni element sa Zetiri &vora

— -

o~

W W
Z =2

— s

pri demu imamo po jednu matricu oblika (4. 6) za svaki &vor. Vrednosti

interpolacionih funkcija u matricama B, odgovaraju tacki u kojoj posma-

K
tramo deformaciju. Sa u jeu (5) oznadena matrica-kolona Descartesovih

omeranja ¢vorova elementa.

6.7. Tenzor membranskih sila

Nadelno, tenzor membranskih sila odredié¢emo iz konstitutivnih jednaéina,"
~saglasno (3.1,6). Za specijalni slu¢aj homogenog linearno termoelasti¢nog -

materijala, koristi¢emo relacije (3.2,25), odnosno (3.2, 27).

6.7.1. Homogen linearno elastidan materijal

Za homogen linearno elastidan materijal, tenzor membranskih sila pove-

zan je sa tenzorom relativne deformacije jednostavnim izrazom

x v
‘ gde je EOLB'( v dato relacijom (4.3). Imajuéiu vidu (3.2.13), tenzor mem-

branskih sila sveden na referentnu konfiguraciju bice

4

y P
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Ll al( P , o
S = Ig YXIP ) (6-7-2‘)

Ako su deformacije male, Sto je slu€aj kod vecine konstruktivnih materija-

la, promena metrike:.je zanemarljiva, pa je SOLB X NOL6
U sluc¢aju malih pomeranja, (6.7.2) svodi se na
| aB :
s* - p oV (6.7.3)

X

gde je tenzor deformacije e‘( " dat relacijom (6. 4). Izraz (3) lako je prepi-

'
l

sati u matridnom obliku

S=E e , _ (6. 7. 4)
gde je

- 29 | |

S = { s11 512 S } (6,7.5)

vektor membranskih sila svedenih na referentnu konfiguraciju,

6 7:2. Glavne membranske sile

Mémbranske sile moZemo da predstavimo u obliku (5) bez obzira na koji su

n:aéi‘n%odredjen‘e, U svakom sludaju SOtB moze da se odredi prema (3, 2),

Iiada su membranske sile u nekoj realnoj konstrukciji na bilo koji nacin od-
r-%edjene, sa inienjeréke je tagke glediSta potrebno utvrditi da 1i se ove nala-
z:e u granicama dozvoljenim za posmatrani materijal, Membranske sile date
su u materijalnim koordinatama E;OL . Da biih uporediii sa dozvoljenim vred-
nostima, treba da ih prevebdefno u neki lokalni Descartesov koordinatni sis-
tem u kome membranske sile imaju uobitajene dimenzije, sile po jedinici

duzine. Pogodan za ovu svrhu je sistem glavnih osa membranskih sila.

Glavne vrednosti membranskih sila su svojstvene vrednosti ¥ problema

o

(s .z a®]n =08 (6.7.6)

gde je n vektor pravca glavne gile &, dok je 0B nula-vektor, Konacno se.

dobija da su glavne sile39

T - L ogqaB o, F
Ely 5 S Alg - I (6.7.7)
gde je
1 < n ’
zéf';-[(sa3 A, )2_4Adets°‘b]1/2 (6.7 8)

sradesimalna smiduca sila. Glavne napone 1 maksimalni smic¢uéi napon dobi-
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¢emo delenjem (7)1 (8) sa debljinom membrane u referentnoj konfiguraciji

D.
6.7.3. Glavni pravei

Glavne pravcece odredi¢emo preko sinusa i cosinusa ugla ¢ izmedju ose ¢

i pravca glavne sile I

1 ' .
sin ¢ = € 2% NP ‘ (679)
ap | &
cose =a 3% NB = z%x (6.7.10)
aB Ta : _
Ovde je
2 - ety A (6.7.11)
~ jediniéni vektor ose 'El, dok je
- v . aB .
N, =n a/ A n, ng e (6.7.12)

~

-

jediniéni vektor pravca glavne sile I Sto se tiGe vektora pravca n 0

1
ovaj je do konstantnog mnozioca odredjen kao vesta ili kolona adjungovane
matrice ‘sistema (6), odnosno kao linearna kombinacija vrsta ili kolona po-
menute matrice, Ako se posluéimo prostom linearnom kombinacijom, zbi-
rom kolona ili vrsta, dobiéemob da je- .

2
1=S“2-812-S (122_ ,12)

21 11 21

st s @attoa?h

=S
1y

Zamenom (13), (12)1i (11)1i (9)1i (10), i delenjem (9) sa (10) definitivno do-
bijamo da je

5 +A12(S'22_S12) -a (s” i 812) :
tg @ = P/-K (6,7,14)

S (A, +A ) -A s22 _gt?)

12

Ako je referentni koordinatni sistem Descartesov, gornji izraz svodi se na

g -Sll+512
tg ¢ = (6.7.15)

S - S,22 + S’12

¢iju je korektnost lako proveriti.
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7. - NUMERICKI PRIMERI

Cilj ovog poglavljé”jé da se kroz numericke primere ilustruju prilazi i pos-

tupci opisani u ovom radu,

7.1, Sistem dvaju Stapova

Ovaj je priﬁér igzabran poSto omogucuje da se na najjednostavniji naéi‘n mo-
delira geometrijski nelinearno ponasSanje membrane. Zahvaljujué¢l jednos-
tavnosti primera,moguée je da se izrazi za &lanove pojedinih matrica me-
tode konaénih elemenata dobiju u zat_vorenofn obliku, i na taj nacéin stekne
uvid u njihov fizi¢ki smisao, Sem toga, rezultujule jednadine kretanja i

provodjenja toplote su dostupne analitickom reSavanju, pa mogu da se upo-

rede numericka i analiti¢ka reSenja,

Medjutim, izbor ovog primera zahtevao je da se, u najkracem obliku, iz-
Eat . )
loZze i neke osnovne relacije teorije aksijalno napregnutih Stapova, Sto je

i u€injeno u okviru poglavlija DODATAK 1.

Geometrijske karakteristike posmatranog primera u trenutku t p'rikazane

su na Sl. 5,

4
7
Z

Slika 5.

7.1.1. Graniéni uslovi

Pretpostavka je da je sistem simetric¢an 1 simetrié¢no opterecen sopstvenom

teZinom. U talkama 2 i 3 Stapovi su zglobno vezani sa masivnim krutim te-

lom, tako da su graniéni uslovi po pomeranjima



i

L Xy T XgE 0
| (7.1.1)
B =
a po temperaturama
6,= 6, € o (7.1.2)

gﬁe je € temperatura masivnog tela, dok u tadki 1 imamé grani&ni uslov

~

po toplotnom fluksu

|
|

q1=0. ’ . (7.1.3)

7.1.2. Poletni uslovi

Pretpostaviéemo da je u referentnoj konfiguraciji

x, =x=0:08_,=06 = © (7,1.4)

1 1
x1=0

|
!
{
|
E
|
|
|

7.1.3, Konaéni elementi

Smatraé¢emo da svaki Stap za sebe predstavlja konaéni element, Zbog sime-

tfije, dovoljno je da posmatramo Stap 12,

Ako pretpostavimo da je vektor poloZaja svake pojedine tacke elementa line-
arna funkcija koordinata évor_pva 112, "kao i da je temperatura sval;e poje-
dine tadke elementa takodje linearna funkcija temperatura uﬂ,évorovima 11
2, interpolacione funkcije ée biti

1

PP == [1-¢8 1+¢] - (1.1.9)

ol

dok su njihovi izvodi

L |
Pgp=g -1 1] . (7.1:9)

Saglasno (D.1.3) 1 (4.2.4) bazni vektor je

X = PIE < ‘ - (7.1.7)

- sa koordinatama
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1 1 : .
Xg _PE X = 5[“_1' 1] ¢ xl»_x2 }_-‘—bxl/Z.’ o
| (7.1.8)
2 I 1 S ' . _
Na osnovu.(4,2.5) i (D, l 6) osnov_nvi‘me'triéki‘tenzor je '
1., .2, 2. . o o
asg (Lexl) (7.1.9) .
odnosno » .
5 _ - -
A= L4 | (7.1.10)

u referentnoj konfiguraciji, dok je faSpored temperature u Stapu

o =P o =3 [(1-8)e +(1+ g)¢] (7.1.11)
7.1.4, erdnosti .pojedinih matrica

Ove velitine izradunaéemo saglasno izrazima (D.8.1-11). Zbog upro$cenos-
ti primera, matrice se svode na pd jedan &lan, a integralimo u zatvorenom

obliku, Tako je relevantni &lan matrice masa

1 2 :
M 111 = [ b OB 61.1 (Plv) /'Kdg = pOBL/3 (7.1.12)
_ o1 o o
matrice sila ,
1111 11,12 1, -3/2 :
ST s s el EBfearane- 18P ey
. —1 ) . ) v " . -
-EB [x - a1, L' ] /2L’ (7.1.13)
matrice krutosti
1 : : :
: ) o t 5 g
PLLL LN '(xlg_)z (Plg 12 BEBA 3/_2_d £ = EBx/ 3 o
B TS R SR “ (7.1.14)
i vektora .spol-jnih;sila '
111 - 1 co 1 ‘ ' '
R 3 s o o_BP ngd g"‘E'poBLg (7.1.15)



gde je g ubrzanje zemljine teze.

Na sli¢an nacin dobi¢emo ¢lanove povezane sa toplotnim velié¢inama

1 L
utl- s (Pl)2CB vAd§ =CBL/3 (7.1.16)
-1 A '
gt s (131“E )2 K BA'l/2d £ = kB/L ' (7,1.17)
-1 4
al= s o, P «BaY%d = B(6. -06)/L
4 ¢ 3 . 1
' (7.1.18)
Q' = 0

 kao i &lanove koji opisuju medjusobni uticaj toplotnih i mehaniZkih veli&ina

U
Bt I exlg Plg PPEBaa %4 ——EB x, /2L
-1 :
= (7.1.19)
- 1
p e s ot P PlEB o a2 e=EBa x (26,46 )/6L
. £ e : 1Y 71
(7.1.20)
1
. . .1 1 -
Flll: S (6x1+6x)P.P1EB aAl/zdg=
9 3 £/ ¢
- » . » O‘ i ‘)
EB o [ 2 elxl+(2 81+O)xl]/6L (7.1.21)

'7.1.5. Fizicke konstante

Da bi problem mogao numeri¢ki da se resi, potrebno je poznavati*vrednos-
ti fizidkih konstanti koje se pojavljuju u pojedinim izrazima.

Ako pretpostavimo da je materijal Stapa &elik, proseéne vrednosti konstan-
ti43’ 44 : o

bice:

o =7.88x 10° kg/m°



-

S0

: 10 2
E=2 x10 N /m

C=502 J /kg K ..

. (7.1.22)
K=50.2J /ms K
a=11,7x10'6/oK

Takodje usvajamo da je

g=19,81 m/sz

7.1.6. Jednaline kretanja i provodjenja toplote

Posmatrajmo nelinearne jednagine (5.6.8) 1 (5.6.9). Ako i njih uvrstimo

vrednosti posmatranog problema dobiéemo sistem od dve jednadine

1 . .o EB 2 | 2 1
—_— -+ — '< - - PR
3°,BLx 3 [x-a(8 C)L]xl s o, BLg
| - (7.1.23)
EBa . CBL - «B
2 o] - : =
Neud ( 61+C)X1x1+ 3 61+ T (el €) 0

7.1.7. Analititko reSenje
Resiti ¢ak 1 ovako jednostavan sistem u zatvorenom obliku je sve samo ne

lako, M edjutim, ako pretpostavimo da su prirasStaji temperature

‘Tl = Gl - € mali, sistem se raspada na dve nezavisne jednadine
1 .. E 3 1
- 0o L. x, + X. = = p L g
3 o 1 9 LB 1 3 o
(7.1.24)
E o . CL =
[ - s + e =
7T 1 %1 5 ¢, 70
E
?re nego Sto predjemo na resavanje sistema (23) odnosno (24), rasmotrimo
étacionaran slucaj .X.l = 0, ;:1 = 0, él = 0, Iz druge jednacine sada dobija-
| ,
mo-@lz ¢, aiz prve
. 4 smi/3 , :
,- 2, = (20 L g/ 3E) (7.1.25)

5to nije niSta drugo nego stati¢ki ugib posmatranog sistema usled sopsivene

teZine,
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Jednadina (24 a) moZe da se resi kvadraturama preko elipti¢nih funkcija,
L , - . . . . .. 11,13
gto je zametan posao alil izvodljiv pomodcu nekih poznatih transformacuef .
ReSenje je

1 - ecnu

X, 7 e - (7.1.26)
Y3+1+(V3-1)enu
Ovde je '
1
e=(8poL4g/3E) /3
SR (7.1.27)
u=(2g/§/e)1/2t"
gde je t vreme, U pocletnom trenutku t = O,-c nu=1 paje x, =0 ircSe-

1
nje evidentno zadovoljava podetne uslove. Funkcija cnu je periodi&na, pa

tako 1 reSenje (26), koje maksimalnu vrednost x, = e uzima za cnu = -1.

Ako duzinu Stapa L u referentnoj konfiguraciji usvojimo tako da je e=1,
maksimalni dinamidki ugib prema (16) bide x. = 1 m a stati¢ki, prema
(25), X, = .629 96052 m .

Za poredjenje analiti¢kog reSenja sa numerilkim vrednostima od interesa

1

je jos period koji za funkciju cnu iznosi 4K. Za.na$ slucaj je
K = 1.598142005 . Saglasno tome, za u = 4K i e = 1 iz (27) dobijamo da je

period oscilovanja funkcije X, (t)

T - 28 .1 096593185 s | | (7.1.28)

2¢ V3

Razmotrimo sada jednalinu (24 b), Ova takodje moZe da se resi kvadratura-

ma, i rezultat je ”

4

T, =-3Ed Ele /.4 cL? | (7.1.29)

Za usvojenu vrednost e = 1 dobijamo iz (27) da je

B I.,=31,617759 1 m

Usvojimo za referentnu temperaturu € = SOOOK, pa je, saglasno (22)

| T, = --137 140 136 x21 °x (7.1.30)

Izradunata vrednost je stvarno mala u odnosu na referentnu temperaturu,

|

pa je prema tome ispunjena pretpostavka na osnovu koje smo formirali jed-

nacéine (24).



7.1.8. Numeri¢ka reSenja dinamiékog problema

Dinamigki deo posmatranog problema redavan je implicitnom {(Odeljak 5. 7)
i pomodu tri Varijaﬁté ‘eksplicitne procedure (Odeljak 5.8). Uporedni rezul-

tati dati = u tablici T-1.

Usvojeri: wu.-u priintegraciji bio je T/40 gde je T period oscilovanja. Kri-
tiéna duZina koraka moZe da se izraluna saglasno (5.10.1) i iznosi u ovom

sluéaju hC = 5,95 T/40 x, , Numericki primer je tako podeSen da je maksi-

1

malna vrednost X, = 1, pa ¢ée zavisno od poloZaja na putanji dozvoljena vred-
nost koraka biti h ®5.95 T/40. Stvarno se pokazalo da trapezna iteracija

konvergira za h = 7T /40, a divergira za h = 7.5 T/40.
|

Kod linearnih problema kriti¢na duZina koraka je nezavisna od poloZaja na

putanji, pa se naprimer za harmonijski oscilator dobija iz (5.10.1) da je

h =T/ 7
3 C /

Sto se tice implicitne procedure, numericka racunica je pokazala da ova
konvergira, za posmatrani primer, nezavisno od koraka,

Poredjenjem numerickih rezultata iz T-1 moZemo da zakljudimo da

{

- trapezna iteracija daje rezultate praktidno identiéne implicitnoj procedu-

ri, a priguSene u odnosu na analiti¢ko resSenje

- procedura -Belytschka daje neSto tagnije vrednosti od prethodne dve, ali

pojafane u odnosu.na analiti¢ko reSenje

- modificirana trapezna iteracija daje rezultate praktic¢no iste taénosti kao
. ya
procedura Belytschka, all je, kao 1 trapezna, mada u manjoj meri, pri-

guSena u odnosu na analiti¢ko reSenje.

Bilo bi svakako preuranjeno davati ocenu predloZenih po-_stupaka na osnovu
jednog elementarnog primera, Ono 5to moze da se zakljuli jeste da su svi
rasmatrani postupci sa numericke tatke gledista korektni, i da ima osnove
da se trapezna i modificirana trapezna iteracija dalje istraZuju na realistil-
nim primerima, im'ajuéi posebno u vidu poZeljan priguSeni karakter rege-
nja. Treba takodje napomenuti da su sve navedene procedure primenjene 1
na sludaj harmonijskog oscilatora, gde je ponaSanje rezultata bilo sliéno

kao i u posmatranom slucaju,

Radi uvida u ponaSanje numericke procedure pri veéem broju koraka, modi-

ficiransa trapezna procedura je, za korak T/80, primenjena na.cadunaru u

L4
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1600 koraka. Rezultati prikazani na Sl.6 ukazuju na stabilno ponaSanje nu-

merickog procesa.

7,1.9. Numericka reSenja spregnutog problema

Spregnuti problem je, za h =T /40‘ reSavan prvo trapeznom procedurom

(5.8.213). Iz T-1 vidi se da se rezultati po koordinati x_ 'samo margi-

1
nalno razlikuju od ¢isto dinamickog sluéaja, u smislu smanjenja, Ovo je i
razumljivo, zbog hladjenja &tapova pri izduZivanju, Sto se tide promene

temperature, ova se za maksimalnu vrednost x, razlikuje od analitidki

1
procenjene vrednosti (7.1.30) za manje od 0, 5%.
"Problem je reSavan i na racunaru modificiranom trapeznom procedurom,

sa 1600 koraka h = T /80 i rezultati su prikazani na Sl, 7. Numeri&ko reSe-

nje se ponasa stabilno, sli¢no kao u dinamidkom sludaju.

Prema tome, mozZe da se zakljudi da predloZena procedura resavanja spreg-
nutog problema, posebno s obzirom na svoju jednostavnost, zasluZuje odre-

djenu paznju.

-+ Poznato je da u slucaju velikih gradijenata temperature, kakvi se pojavljuiju
npr. prilikom oscilovanja greda, makrotermoelastiéno prigusSenje predstav-
lja odludujuéi deo prigusenja uopSte, pri d¢emu postoji, prema Zeneru45’ 46,

odli¢no slaganje numeric¢kih i eksperimentalnih rezultata. Da bi simulirali

ovakvu situaciju na p‘osmaltranom primeru, koji se inace odlikuje malim gra-
dijentima temperature,pomnozié¢emo specifiénu toplotu C, koeficijent toplot-

nog Sirenja i koeficijent toplotne provodljivosti «k faktorima 10—1, 101

’1(_)5 respektivno. Rezultati su prikazani na Sl,8 i logiéni su sa fizilke tacke

gledista. Evidentan je priguSeni karakter resenja po koordinati x_ koja kon-

1

vergira ka stati¢koj vrednosti (x, = 0, 63), dok temperatura konvergira ka

1
referentnoj vrednosti.



TABLICA T-1

M B T O ' D A

é ANALITICKA | IMPLICITNA | TRAPEZNA | ' opespmosa | BELYTSCHKO | S i
X (m) %y (m) Cx, (m) | % (m) x, (m) . | % (m) T ( °K)

1 3.68646-3 3,68646-3 3.68646-3 3.68646-3 3, 68646-3 - 13.68646-3 -, 372748-5
2 1.47458-2 1.47458-2 1,47458-2 | 1.47458-2 1. 474592 1,47458-2 -, 31727464
3 3.31790-2 3.31776-2 3.31778-2 . 3,31779-2 3.31781-2 3,31778-2 -.167732-3
4 5,89817-2 5.89807-2 5.89807-2 | 5.89812-2 5.89822-2 5.89807-2 -.506883-3
5 9.21513-2 9.21474-2 9,21474-2 8,21493-2 9,21531-2 9,21473-1 -.121102-2
6 1.32668-1 1,32657-1 1.32657-1 1.32662-1 1.32674-1 1,32657-1 -, 248025-2
7 1.80485-1 1.80456-1 1,80470-1 1,80499-1 1,80455-1 -.455648-2
8 2,35492-1 1 2.35427-1 2.35459-1 2,35523-1 '2,35426-1 -,g7§840»2
9 | 2.97472-1 2,97342-1 2,97406-1 2.97535-1 2,97340-1 -.122708-1
10 3,66025-1 3,65785-1 3.65904-1 3, 66143-1 3,65781-1 -, 185240-1
11 4.,40472-1 4,40058-1 4,40264-1 '4,40677-1 4,40048-1 -.267584-~1
12 5,19726-1 5.19054-1 5.19388-1 5.20059-1 5.19036-1 -.371688-1
13 6.02155-1 6,01132-1 6,01641-1 6.02666-1 6.01098-1 -. 4978541
14 6.95455-1 6.83989-1 6.84719-1 6.86191-1 ' 6.83931-1 -.643778-1
15 7.66568-1 7.64603-1 7.65581-1 7.67560-1 7.64507-1 -.803590-1
16 8,4172_5.-1'~ 8.39281-1 8.40498-1 8,42965-1 8.39131-1 -, 967267-1
17 9.06660-1 9,03874-1 9,05262-1 9.08078-1 9. 036521 -,112090-1
18 9.57030-1 9.54186-1 9, 55605-1 9. 58480-1 9.53875-1 - 1248240
15 9.89022-1 9 86537-1 +9.87780-1 9,90287-1 9.86122-1 -, 13335740
20 1.00000+0 9.98361-1 9.99187-1 1,00082-1 9.97832-1 -, 13652540
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7.2 Vitoperena kutija

Veoma je malo publikovanih rezultata o performansama membranskih ele-

“menata u neplanarnim konfiguracijama, ¢ak i kada se radi o linearnom sta-

tic¢kom problemu, U radu Haftke28, koji je posveéen upravo ovom proble-
mu, rasmatrani su samo ravni ¢etvorougaoni elementi, i uporedjeni su sa
NASTRAN26 QDMEM elementima, Primer iz pomenutog rada je takozva-
na kutijasta konzola, prikazana na Sl. 9, inaCe uproscena tipi¢na Sema kon-
strukcije avionskog krila, Konstrukcija je simetri¢na u odnosu na ravan xy,
i na crtezu je prikazan samo gornjl simetri¢ni de‘o. Opterectenje je spregu

ravni zx, dakle antisimetridno u odnosu na ravan Xy, 1 moZemo ga zameniti:

. koncentrisanom silom F u taéki J .

U tatkama J i N. pretpostavljene su krute vertikale. Radi poredjenja sa re-
zultatima iz navedenog rada, ponovljen je numericki radun sa elementima

Q@ DMEM, koji ustvari prédstavljaju substrukture sastavljene od po Cetiri
trougla dobijena deljenjem éetvofougla dijagonalama. Ova Sema prikazana
je na Sll.. 10. Treba zapaziti da seu neplanarnom sluaju dijagonale ne seku,
Sto je kod ovog elementa pretpostavka i u planarnom slucaju, tako da u sus-
tini element sacinjavaju dva ‘nezavisna sloja od po dva trougla. Rezultati za

ovaj sludaj prikazani su donjom punom linijom dijagrama na Sl.13. Ovde

. dolazi do izraZaja prekomerna krutost trougaonih elemenata u ovakvim si-

tuaéijama. Uobicajeno letenje ovog nedostatka kod primena na avionske kon-
S ’ru.‘fcijeé};r7 jeste idealizacija boc&nih ploda elementima napregnutim iskljuci-
vo na smicanje (Odeljak 6.4.1). Uz ovakvu pretpostavku, posmatrana struk-
tura postaje znatno fleksibilnija.Odgovarajuéli rezultati prikazani su donjom
isprekidanom linijom dijagrama na S1.13, i u potpunosti se slaZzu sa rezul-

tatima iz literature

Napomenimo jod jednom da je u ovom primeru analiziran samo stati¢ki li-
nearan sluéaj; zbog poredjenja sa postojeéim rezultdtima. Treba medjutim
imati u vidli da ovaj sluéaj obuhvata najéloieniju matricu metode konacnih
elemenata - matricu krutosti; a sem toga impa i veliki praktilni znacaj, pa
je razumljivo da se kod analize performansi konaénih elemenata podje od

njega.
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-7.2.1. Ispitivanje konvergencije

Konvergencija elemenata MEM 41 i MEM 44 opisanih u odeljku 6,4.1 ispi-
tivana je koriééen’jé‘iﬁ r;azliéitih mreza, Podele gornje plofe bile su exe ,
a boénih plocda ekl, gde je e=1,2, 4, 8 bio broj elemenata po ivici.

Radi poredjenja, prdbni primer bio je racunat i pbmoéu verovatno najbo- .
ljeg postojeéeg Cetvorocvornog elementa z'a ravno naprezanje, hibridnogm’z'7
elementa nazvanog H21, koji je autor ovoga rada ispitao na niz najrazliéiti-
Jih static¢kih 1 dinamickih problema, uz dobro slaganje sa sopstvenim i tu-

2

. Cesps N . .5 3 .
djim analitickim, numeric¢ kim i eksperimentalnim rezultatima. Ele-
ment H21 ima kompletnu linearnu ravnoteZnu raspodelu napona, i konver-

gira kva dratno 21

Poredjenje je obavljeno na Sl.11, posmatranjem vertikalnog ugiba u tadki
J.Ako se rezultati za element H21 uzmu kao pouzdani, moZe se zakljuliti
da primenom elementa MEM 41 konstrukcija postaje previse fleksibilna.
Konve;gencija je prema olekivanju za ovaj tip elementa (nekompletne line-
arne deformacije) pribliZzno linearna, ali rezultati teZe ka vrednostikoja je
oéigled;o znatno visa od predvidjene pomocu elementa H2':l.. U svakom slu-
¢aju ovo je posledica integracije u jednoj tadki, i kinematskih stepeni slobo-

de elementa sa time u vezi (Odeljak 6.4.1),

Primenom c&etiri tacke numeriéke integracije (MEM 44), situacija se popra-

vljé » 1 rezultati su vrlo bliski rezultatima sa elementom H21.

Za sludaj jednog elementa, numeriki test je izvrSen i za element MEM 84
(Odeljak 6. 4. 2). Rezultati ponovo ukazuju na preteranu fleksibilnost elemen-

ta,

Na sli¢an nadin uporedjeni su i naponi u teZiStu gornjeg panela konstrukcije.
Rezultati za element MEM 41 ukazuju da kén'vergencija po naponima u svakom
slu€aju nije monotona, i da se rezultati skokovito menjaju sa gustinom mre-
Ze. Sto se tié.e ele.menta MEM 44, konvergencija po naponima je oéigiedno :

monotona, i rezultati su opet veoma uporedivi sa H21,

I;{ezultati su uporedjeni i sa 'reéenjima ‘dobijenim -pomoéu inZenjerskih for-
r;mla za kutijaste tankozidne nosaée54, Dobijeno je dobro slaganje po napo-
niima, dok rezultati po ugibima ukazuju na nedovoljnu pouzdanost prirulnih |
Sbrazaéa_ |
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7,2.2, Efekti vitoperenosti

U radu Haftke, efekti vitoperenosti ispitivani su pomoéu ravnih elemenata
sa bilinearnom raspodeiom pomeranja, na kakve se u svuétini svodi i element '
pesmatran u ovom radu, kada mu eve Cetiri tacke leZe u jednoj ravni. Mode- |
liranje je obavljeno tako da je ravan elementa sukcesivio provlaéena kroz ioo
tri ta.c':ke od tacaka J, L, N, M, prikazanih na S1. 9. Rasturanje rvezultata,
prik‘azano Srafiranom po‘vréindm na S1.13, ma veio je autore na zekljuéak da
_primena ravnih Cetvorou daomh elemenata nema nikakvog smisla ako nepla—

narnost posmatranog polja konstrukcue prelam vrednost vh/l = ,0.05.,

5’Sto se tice elementa MEM 41_, S1. 13 ponovo ukaque na njegovu preteranu
fleksibilnost, a uz to na neosetljivost na vitoperenje. Sta vise, dobija se ne-
loglcan rezultat da je v1t0perena konstrukcua fleksibilnija od nevitoperene.
Element MEM 84 je JOS gipkiji, ali uz logi€éanodnos ugiba u vitoperenom i

inevitoperenom sludaju,

i v
; 3

;Medjutim, primenom elementa MEM 44 dobijamo‘veoma ohrabrujuée rezul-
28

tate. Za planarni sluc¢aj, vrednosti se slaZu sa podacima za element QMC
idok =+ - lznarnim situacijama element ponasa stabilno i logiéno, sli€no
!elementu QDMEM, ali povoljnije u smislu fleksibilnosti. Za razliku od
5QDMEM efekat optereéivanja bo&nih ploga iskljuéivo smicanjem je zane-

‘marljiv, pa otpada jedna od tema za razmlsljanJe prlllkom postavljanja od-

|
{ redjenih inZenjerskih problema,
i :

Na osnovu izloZenog moZe se zakl;uc1t1 da je membranski element MEM 44
.vPedan painje kada se reSavaju konstrukcije sa neplanarnim povrsnna

(SL.1).

H
1

7.3. Membrana oblika hiperboli¢nog paraboloida (hil-sara)

Da bi se ispitalo ponasSanje predloZenih konacnih elemenata i u klasiénim
membranskim situacijama, rasmotren. je sluc¢aj hiperboli¢nog paraboloida
Optereéenog "konstantnim’ - kontinualnim optereéenjem, za koji u linearnom
slu-éaju postoji analitic¢ko reéenje55. Konfiguracija probnog primera (Sl. 14)
g.uzeta je iz rada56_, u kome su dati rezultati proracuna metodom kona&nih

razlika, kao i eksperimentalne vrednosti,

. 55 ' . . s oes o .
- Saglasno Fluggeu ~, membrana je napregnuta Cistim smicanjem pri Semu.

I
i

je intenzitet smicude sile
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N o= 12 | (7.3.1)
.8 2, h P o o

Za numefiéke vrednosti sa_51,14dobijamo"_da 'je,N = 34.39 kN/‘m o
Reéultatl proracuna metodom konacmh elemenata dobro se slazu sa analltlé-
kim Vrednos tlma sem za elemente u uglov:.ma konstrukc ije, Ovo je i razum-
lleo posto su granignim uslov1ma f1k31rana po tri &vora ugaomh elemenata

| Intgresantno je da po naponima gotovo da .nelma razllke izmedju rezultata do-
: 'bijenihv elementima MEM 41 i MEM 44 O\./o.:je bdslédica éinjenice da u ovom
specijalnom slucaju pomeranja cvorova konacmh elemenata ne ukljuduju ste=~

_pene slobode koji se neadekvatno numerlckl mtegrale prav1lom Jedne tacke
‘Za uporedjivanje kvaliteta reSenja p’ogodna‘ je unutraénja energija kao ska-
larna vellcma S obzirom da su membranske sile konstantne unutrasnju
enerdl;\u lako je 1zracunat1 1z poznatog 1zraza '

. U,:.N-ZSS/‘zGtQ T T (ns2)

Ovde je S uk&pna povréiﬁé membrane, k’k)jﬁ na osnovu "(2.-1, 8) moZemo da

izradunamo prema

s= 4 5 YEdgdm. o (1.3.3)
_1 _1 . . ) .

+ . iy )
- a. lzraCunata vrednost energije prlkaza-

g‘de.jeci,n.= 1 'za x,y=
na je 1sprek1danom linijom leagrama na Sl 15. Rezultati po energiji.za raz-
11c1te gustine mreiZe konacmh elemenata prlkazam su u. istom dijagramu. Vi-
di se da vrednosti doblgene metodom kona&nih elemenata brzo konvergiraju

“ ka taénom reSenju. GreSka koja pOStOJl Je u sustini posledlca veé pomenute

neadekvatne deformacije ugaomh elemenata

Ono Sto je posebno interesantno kod ovog primer"a i &to je izazvalo odredje-
ne diskusije prilikom 1zlaganja r‘ada(‘Jcl na Svetskom kongresu jeste da ele-

- menti MEM 44 u ovorn slucaju daju flek31b11n13u strukturu nego elementl sa
reduc:1ranom 1ntegra0130m MEM 41 Sto prot1vurec1 svim dosadasnpm ,opa-
Zanjima u sliénim situacijama, ' _ W '

ObjaénjeArvlje léii-u éinjenic;..da se rédi o kons.trukc.iji sa konstaritrim naponom,
za koju ¢e ma Kkakav fip elem.enta da da pAr;a‘I‘c-'tiéno tacno rveléenje, Grefka nas-

tupa samo kod ugaonih elemenata, unutar kojih pravilo integracije sa Cetiri
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tatke adekvatnije integrali energiju,

U svakom slucaju, ovaj kao i prethodni primer ukazuju da su neophodne od-
redjene rezerve prema reduciranoj integraciji, koja se u pojedinim radovi-

2

.. 1 e SO
ma vrlo cenjenih autora , & na osnovu odliénih rezultata u pojedinim

primerima , veoma preporuluje.



7.4 Prostiranje talasa brzine u Stapu

|
‘U cilju provere predloZenih postupaka na dinamickim prelaznim (transient)

fenomenima, rasmotriéemo ovaj jednostavni primer, ali uz koridéenje re-

Zalistiénog broja stepeni slobode. Sema problema prikazana je na SI.16.

itTip elementa isti je kao i u primeru 7.1, sem §to su inase, sagl.asno razma-
%tranjima u odeljcima 5.8 i 6. 2, redukované na ¢vorove pa je matrica masa

i

sistema dijagonalna. Radi lakSeg uporedjivanja reSenja sa postoje¢im nume-
fiéki‘m i analitickim r-,ezultatirha18, koji su dati u anglosaksonskim jedinica-

ma, mere nisu prevodjene veé samo zamenjene metrickim.

Brzina prostiranja talasa se analiti&ki lako odredjuje iz (5.10.5) a odgovara-
juéi vremenski korak iz (5.10. 2). Za posmatrani primer usvojen je reduk-

cioni faktor a = 0.5,

’ %Na S1. 16 uporedné su prikazani rézultati zalviée metoda, a sa istitm brojem
felemenata. Numericke vrednosti sx;a:"‘kako ne mogu da prate analiti¢ko rese-
;nje na frontu talasa, gde imamo diskontinuitet brzine. Kao posledicu imade-
;nQ odredjeno iskakanje rezultata izn&d v = 10 m‘/s. Kod metode Belytschka
iovéj porast praéen je blago priguSenom oscilatornom komponentom resenja.
"Trapezna iteracija daje reSenje sa jo§ ve¢im skokom u okolini fronta, uz ta-
kodje umereno priguSenje. Primetno je medjutim manja ulestanost oscila-
'Forne komponente reSenja. Slicna je situacija sa modificiranom trapeznom

Iprogedurom, koja je po ulestanosti izmedju prethodne dve.

Erimenom PEC procedure situacija se vidno poboljdava. Oscilacije reSenja
Su snazZno priguSene, a ulestanost odgovara trapeznoj iteraciji. PEC modi-—.
ficirana procedura daje sli¢ne rezultate, uz ucestanost koja odgovara modi- -
ficiranoj trapeznoj iteraciji. '

Radi detaljnijeg uvida u ponaSanje posmatranih postupaka, primef je reéaval:l
sa razli¢itim gustinama ﬁreée, 30, 601120 elemenata, é‘, rezultati su pf‘i—
kazanina S1.17, 18 1 19. Oc&igledne su prednosti ;PEC procedura u odnosu na
pos{upak Belytschka. Medjutim, izmedju dveju PEC procedura razlike su
suptilnije. Detaljniji uvid u numericke rezultate ukaZuje na marginalno veéu
ta¢nost PEC modificirane, Sto uz neSto strmiji front tala.sa opravdava raz-
matranje eventualne buduée upotrebe ove metode u produkcionim " progrémi—

ma.
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8.- DISKUSIJA 1 ZAKIJUCCI

Cilj ovog rada bio je da se razviju kenadéni élementi membrana upotrebljivi u
svim situacijama u kz-)juima je membranska aproksimacija opravdana. Postav-
ljeni prdblem Zahtevao je pre svega da sev osnovne relaclije membranské teori-
je postave na nadin pogodan za refSavanje metodom konaénih elemenata (pog- |
lavlje 2). U poglavlju ..3 formulisane su konstitutivne jednaéine za ¢évrste ter-
momehanidki jednostavne membrane, i detaljno je analiziran sluéaj fermoe-

lasti¢nog materijala.

~ Aproksimaciji membrana kona&nim elementima posveéeno je poglavlje 4. U
ovom poglavlju pokazano je i da se, za termomehanicki jednostavan materijal,
brzina promene temperature eksplicitno pojavljuje u jednadéinama provodjenja

tOpiote (4.5.10), Sto je od kljuéne vazZnosti za numeriéko reSavanje.

Poglavlje 5 posveéeno je iinearizaciji i reSavanju jednacina kretanja i provo-
djenja toplote sistéma konadnih elemenata. Razmotreno je simultano regava-
nje ovih jednacina implicitnim i eksplicitnim postupkom, 1 pokazano je da pro-
cedure koje se danas sa us.pehoin koriste u metodi konaénih elemenata preds- ‘

tavljaju specijalne sludajeve predloZenih postupaka.

Imajuéi u vidu da je metoda konadénih elemenata nezamisliva bez primene racu-
nara, neophodno je sistematizovati ivzraéunavanje pojedinih veli&ina koje ulaze
u jednadine kretanja, da bi se omoguéilo programiranje. Takodje je neophodno
da se na odgovarajuéi nadin interpretiraju rezultati proraduna (pomeranja,

membranske sile, itd.). Ova pitanja dotaknuta su u poglavlju 6. -

-

U poglavlju 7 rasmotreni su numerilki primeri. Pokazana je korektnoét pred-
loZenih postupaka poredjeﬁjém sa analitidkim i numeriékim resSenjima pomocu
poznatih procedura. Takodje je konstatovano regularno ponaSanje predloZenih
membranskih elemenata u nekim tipi¢nim situacijama. Numericki rezultati na
primerima sa realisti¢nim brojem stepeni slobode ukazuju na znacajne pred-
nosti predloZene prediktor-korektor metode pri reSavanju prelaznih dinamic-
kih problema. |

Konacno, kako zbog prakti¢ne primene kao ojalanja membranskih konstrukei-
ja, tako i zbog pogodnosti k.oje pruzaju pri postavljanju probnih primera, u do-

datku su ukratko rasmotreni aksijalno napregnuti Stapovi.
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DODATAK - AKSIJALNO NAPREGNUTI STAPOVI

U tehnickoj praksi uobicajeno je da se membranske konstrukcije ojagavaju

uzduZnim elementima, koje moZemo tretirati kao aksijalno napregnute Sta-
pove. Sem toga, rasmatl;anje ponasSanja nekih jédnostavhih sistema §tapoVa
mo%e da da kvalitativni uvid u odredjena membranska stanja. Ovo je razlog
Sto ¢e u ovom poglavlju biti rasmotrene neke osnovne relacije teorije aksi-

jalno napregnﬁtih Stapova,
D.1 Kinematika Stapa

Materijalne tacke Stapa, kao jednodimenzionalnog kontinuuma,zauzimaju ob-
last definisanu srednjom 1inijo'm Stapa L. Polozaj materijalne tadke u oblas- -

ti odredjen je materijalnom krivolinijskom koordinatom ¢

PoloZaj ove tadke u prostoru i vremenu odrediéemo parametarskim jedna-

¢inama linije L

I
i

!

i
{
I

1

i
)

§gde

= xt (B ) - o  (D.1.1)

gde su
x,i=1,2, 3

o

'Descartesove koordinate tatke ¢ u trenutku t. Brzinu 1 ubrzanje tacke od-

rediéemo diferenciranjem (1) po vremenu:

Yeoax/at, W= ety g i? (D.1,2)
Bazni vektor definisan je izrazom
xt= 3x ] dE . (D.1.3)

iKvadrat duzine linijskog elementa dat je kao i uvek relacijom

ds® = y dx dx’ ~ - - (D.1,4)

“rrajuéiu vidu (1) i (3) ovaj izraz moZemo prepisati u obliku:

ds” =a;; (d€) - ‘ | (D.1.5)

_é e =6 .. xi ng. ' | - ‘(D..l.6)_

1]

Y

Eod'redjuje metriku Stapa u trenutku t , Zapazimo da se u slu¢aju aksijalno

!

mapregnutog Stapa osnovni metriéki tenzor sveo na skalarnu veliéinu a
1 . :

: v . &E7
;Kontravarijantni oblik veli¢ine a £E nije nista drugo nego reciprodéna vred-
iinos‘c ove:
at® -1/a (D.1.7)

X3
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iPolo’Zaj materijalne tacdke u referentnoj konfiguraciji biée
| i : |
X=X (&, to) . (D.1.8)

gde je to pocetni trenutak vremena. Sledstveno tome, osnovni metricki

i
i
!
|
I
i

|-
itenzor u referentno] konfiguraciji je
I

s XX | | '
App =8 X Xy o (D.1.9)

|Sadd je tenzor relativne deformacije
-

! . 1

=X 4 _a | | D.1.10
dok je brzina deformacije
| . 1 . 1 l .J .i J
- = = a._ = — § . (x x +x_x D.1.11
Yep T3 fge 77 &gy gty ( )
D.2 Osnovne termomehanic¢ke velidine .

U ovom odeljku opisaéemo osnovne termomehanidke veliine teorije Stapo-

va, sliéno kao 3to je to u odeljku 2.2 uédinjeno za teoriju membrana.

D.2.1 Masa'

U teoriji Stapova gustina se definiSe k3o masa po jedinici duZine linije Stapa
1 oznacicemo je sa
p = pb . (D, 2.1)

gde je b povrsina popre&nog preseka Stapa. Ukupna masa Stapa M bice

M = [ pds ° (D.2.2)
L _ : ' '
gde integralimo . duZ materijalne linije Stapa.

D.2.2 Mehanicka snaga ( efekt rada)

Rad spoljnih sila koje deluju na Stap je skalarni proizvod ovih sila i pomera-

nja njihovih napadnih tagaka.

Pod mehanikom snagom Stapa podrazumevademo rad spoljnih sila u jedinici

vremena
We S P 6 FEds te . (mt kL e )
L ! by K
(D,2.3)
Ovde su F! spoljnje sile po jedinici mase Stapa, dok su @ L i It
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- fizi€ke koordinate spoljnih sila koje deluju na krejevima Stapa J 1 K .
| .
: D.2.3 UnutraSnja energija |

i
T

‘Unutraénja energija Stapa data je izrazom

i
| U= J[fpeds | | . (D.2.4)
; o
. gde je € ‘unutradnja energija po jedinici mase Stapa.
D.2.4 Kineti®ka energija
' Kinetiku energiju Stapa definisaéemo na uobi&ajeni na&in

S5 6. xx¥ds ' (D.2.5)
L

V = .
1] , ‘ ' .

Dot

D.2.5 Toplotna energija

Toplotna energija koju Stap prima ili otpusta u jedinici vremena sastoji se

od toplotnog fluksa a:J, i, q=K na krajevima Stapa, i toplotnog izvora r po

L}

jedinici mase Stapa: -

Q= P rds+q$+ Qe ‘ (D.2.86)

J
L

D.2.6 Entropija

| Sli¢no kao za membranu, napigac¢emo da je

H = [p n ds - | (D.2.7)
L ‘ .
Ulmpha proiz’vodnjé entropije biée

_ q q
r :%'__fp—g-ds_i_-——g—  (D.2.8)

L J K

gde su 6_ i GK apsolutne temperature u tadkama JiK
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D.3 Globalni' zakoni balansa

D.3.1 Zakon o o&uvanju energije =
Identi¢no kao kod membrana, aksiom o oduvanju energije napisa¢emo u ob-
liku '

VEU=wsQ T (D.3.1)

’ Zamenom'(z. 4), (2‘.'5)_ i-(2. 6) u (1)'dobiéemo da-je - %

~

Kada se posluZimo uslovima i,nvarijantnosti pri superponiranim krutim kre-

tanjima, iz (2) dobijamo:
D.3.2 Zakon o balansu momienta koligine kretan ja

N .V i . . _. » ; = , /' i B B : ) . [ ’ . ) ) K
;o x['k~x1] ds = f‘p'x[kF.l-]'ds+xk H}]+x[kH1]
L _ _ L. PR J J K"K

e
at
(D.3,3)

D.3.3 Zakon "o balansu koli¢ine kretanja

? F.Fbl;d S_+"-. n} + i !

- ©.3.9)

——f?xds=‘f_
L L

D,3.4 Zakon" o ocuvanju 1'J@a.se" et

.

i Fas=o e (D.3,5)

-
L
' D.4 Drugi zakon termodinamike =
‘P ds + + ERR | - (D.4.1)

H o=/ |
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D.5 Lokalni zakoni balansa

Lokalni zakoni balansa za aksijalno napregnute Stapove mogu da se izvedu
na sli¢an na&in kao za membrane; a dobijeni izrazi su takodje slidni, tako
da ¢emo ih samo registrovati u daljem tekstu. '

D.5.1 Zakon o od&uvanju mase "

v

Qalna

t
D.5.2. Zakon o balansu koliéine kretanja ‘

Primenom (D.3.,4) na element stapa dob13amo gramcne uslove za étap

1ok o /“:E C e i (0.5.2)
‘i jednag&ine k"reta»nja' )
'(fz H€€”£‘+ FE =R " (D.5.3)

U ovim 1zrazlma je: HEE tenzor aklealne sﬂe kOJl je sa flzlékom aksual-

nom silom I povezan relac130m ,

n=a,, .n% -  (D.5.4).
D.5.3 Zakon : 0 balaneﬁ-memennta koli¢ine kretanja

. Za sluéaj aksvijaln‘o napregnutog Stapa,. evej aksi:om je lokalno identicki za-
dovoljen, ' ' 4 |

D.5.4 Zakon o odavanju energ'ije;

Sliéno kao kod membrane, ovaj{ﬁ_za{k'en meie da se svede na jednadinu ba-
lansa entropije - B i A

';‘ 0 1:1 - ”'ﬁl.‘g -p - _3 =O : 4 .' (D. 5,5) |

- gde je‘
1 EE N i o LT ” - i
3 T g -p (Frab) E N L 1
v‘ unutreénja d1s1pa013a o R IR \

D. 6 NeJednacma Claus1us - Duhema«. o

6 n -qlg =;?h %a€”§~

===

of

”(DGJ)“

Iv
Lo



Na osnovu (5) dobijamo da je

3 +-1é 'E‘f‘iag_a-o | . | (D. 6. 2)

i
I
i

D.7 Konstitutivne jednacdine

D, 7.1 Termomechanidki jednostavan materijal

I

! ' .
Konstitutivne jednacine za Stapove mogu da se izvedu na isti nacin kao sa

}nembrang tako da se moZe pokazati da je aksijalna sila

ot -2 3 D, y | - | (D, 7.1)
| 3

1 entropija

| n=-D, ¥ (D.7.2)

dok je unutrasnja disipacija

|
)
i
|

3 =-p & ¥ . - o 0 (D.7.3)

Opet analogno membranskom sludaju, imademo dva konstitutivna funkciona-
' LB .
la, slobodne energije

[ee]

Y= ¥ [a.. (t-s), 8(t-sha .. (1), 8 ()] (D. 7. 4)
} g EE 4 £E

i toplotnog fluksa

A%= a%[a o (t-s), B(t-8) 53 (1), 0 (e, (0] (D, 7.5)

D.7.2 Linearan izotropan termoelasti¢an materijal
. .
MoZe se pokazati da je za posmatrani materijal slobodna energija

E a0 -C ¢ +

I 2

| Ea 1 2 |

| == C e o :
; o+ gxp (2e€ 1)+ 5 E(a/A) (D.7.6)
i +%Ea(l-a/A)0+C 8(1-1n8 /o )]

dok je vektor toplotnog fluksa, prema Fourrierovom zakonu.

-ai :’_,BK.AEE Gg' - | (D.7.7)

i novezan je sa fizicdkim toplotnim fluksom g relacijom
p J P 1
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" Radi konciznosti u izrazu za slobodnu energiju,i dalje,koristimo oznake
(D.7.8)

D. 8 Konalni elementi &tapova

Konaé&ni element Stapa se lako definiSe kao segment izmedju dva susedna pre-

seka Stapa. .

Jednacine kretanja i provodjenja toplote izvode se i reSavaju na isti nacin
kao i za membrane,

Da bi izbegli ponavljanje, registrovat¢emo samo izraze za pojedine matrice

metode kona&nih elemenata, a za linearno termoelasti¢an materijal, koje

ée nam biti potrebne pri reSavanju ilustrativnihi primera :

ML o B Hplpd /A qc , ' (D, 8.1)
: e L ‘ ’ : -
o
R TR Plg PJg E___I; [ é—(a-A)e aA(6-0 )] /E d¢
e L A” E :
o |
(D.8.2)
kB - p o XEXEPJ p. 22 VK dg (D.8.3)
e L & a '
s (o]
LM sl Aol P EBLm o (D. 8. 4)
£ 7€ A ‘
e L
[e]
U | -
Q éz PJ p . Br VYA dg+ I aJ (D.8.5)
o] e
R - s 2 o BW VAar+ zonm 73 (D.8.6)
e L S k



¢’= £ 8. Py Bx/ /EdE (D. 8. 7)
e L ” ‘
(0]
oo oz PloploB /E g ’ _ (D, 8.8)
- N . ,
.0
pM. s e PPl EBLvE 4o (D.8. 9)
£ & A-
e L ‘
o ~
2SR S - xlg_ PISPJ EBoa//AdEg + (D. 8.10)
e L
(o]
| ei I J
+ rJ 8 x P, P EBa/ /A d¢
4 £ g
e L :
‘O
A S PI'PJBK/ YA dE | | (D.8.11)
e L K : ' :
o .

U ovim izrazima B je popre&ni presek &tapa u referentnoj konfiguraciji.

N
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