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Problemu integraljenja diferencijalnih jednacina,ra-
yni matematicari su prilazili sa razlic¢itih gledista,

Veé Charpif 1784, Lagrange, Jacobi i Bour upotredblia-
raju matematicke obrasce, koje Sophus Lie naziva infinitezimal-
1im transformacijama. |

U Zelji da stvori jedinstvenu metodu integraljenja
svih diferencijalnih’ jednacina, 8ophus Lie stvara 1 razvija po-
‘etkom osme decenije proslog veka, naroCitu matematicku disoip-
tinu -~ Teoriju neprekidnih grupa, lstovremeno sa ovom teorijom
m razvija i Teoriju infinitezimalnih transformacija koja Je
imala u ﬁnogom da olak3a ostvarivanje njegove pomenute zamisli,

Sophus Lie pokazuje da se neprekidna konadna grupa.
10%8 formirati uzastopnom primenom heskrajno mnogo puta infini-~
;ezimalne transformacije, Tako on pokazuje da se grupa obrazu=
je pomodu beskrajnog reda ¢iji se svaki novi C¢lan dobija uzas-~
;opnom primenom infinitezimalne transformacije V (f) na pretho-
Ini &lan, Time on vezuje teoriju grupa za teoriju infinitezima-
.nih transformacija. Iz ove veze Sophus Lie izvodi svoje osnov-
e teoreme o neprekidnim grupama i infinitezimalnim transforma-
1jama, | | o
| "Stara istraZivanja metoda integraljenja diferencija-
nih jednacina - kazZe Sophus Lie-(gl 1) = nemaju nikakvog sis-
;ema, jer matematicarima nije poSlo za rukom da za to pronadju
>p§ti postupak, Tim povodom Sophus Lie pise svom prijatelju A,
layer-u u pismu, kole je ovaj primio 3.11.,1874, sledece: "Ich
Wchte jedenfalls bitten, zu versuchen zu verstehen, was ich
;eschrieben habe, Ich gebe es zu, es ist nur ein Anfang, aber
g8 i8t ein Anfang, der etwas fiir die Zukunft #erspricht.“ Tawol
9todi - veli on dalje -~ lezala bi osnova u pojmu infinitezi-
alne transformacije, s kojom je u tesnoj vezi pojam jednodlane
rupe, Docnije ovaj osnovni pojam Sophus Lie proSiruje i na vie
etlane grupe,

U primeni na diferencijalne jednac¢ine Sophus Lie obi-
no posmatra i neprekidne grupe i infinitezimalne transformaci-
e uporedo, Pri tom on uvodi stav da diferencijalna jednacina
opusta konac¢nu grupu transformacija kad dopuita infinitezima-
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= lnu transform-ciju, Medjutim u poznijim radovima, u &lanku o4&
15 oktobra 1876-godine, pokazao je Sophus Lie kako se moZe is-—
koristiti pojam 1nf1n1tezimaln1h trensformacija Aeposreano i
nezavisno od uvodjenja pojma neprekidnih grupa, Ovo drugo gle-
diste obradjivali su Jordar 1887 1 A Mayex L893, a u novije
vreme Buhl, Appell i N. Saltykow.

Dekle, na dva razlicita, veé pomenuta nalina, Sophus
Lie uvodi pojam infinitezimalnih transformacija za 1ntegra1je-
nje diferencijalnih Jedn501na. PrV1 nacln on zasniva na opsStojd
teoriji neprekldnlh grupa, vezujuéi ove za po;am aednoclane
-infinitezimalne transform301ge koju dopusta Jedna oblcna dife-
rencijalna jednalina prvog reda., Da bi taj pojam pro3irio na
jednadine drugog i viSeg reda, Sophus Lie ga generalile u ob—
liku produZene infinitezimalne transformacije,

Pri tome on odmah prlmecuae da produzZenu 1nf1nit921—
malnu transformaciju ne dopusta svaka dlferen01galna jednacina
drugog reda. Zato on u jednom plsmu od 19 IvV,1874 (f ],V,599),;
upuéeno opet A.Mayer-u, veli: | |

"Jedor Differentialgleichung entspricht eine gewisse

- Gruppe, der Iﬁbegriff ndmlich aller Berllhrungstransformationen,

~welche die Gleichung in sich Uberflihren, Zwei Differentialgle-
ichungen gehBren derselben Xlasse an, wenn die Gruppen durch
irgehdeine analytische Umformung in einander Uberfithrbar sind.
'Hierbei ist indes wohl zu bemerken, dass es Differentialglei~-
chungen gibt, welche Uberhaupt keine Transformation in sich

| gestatteﬂ. Die Gruppe ist also hier nicht mehr vorhanden., Hie-
rin liegt die Beschrinkung der Anwendung meiner Theorie auf
Differentialgleichungen®., Kao takvu Jednaclnu on navodl gvo]’
klasilni primer ([ 5 ] 384):

L d , '
y=xy+ e+ eV (=)
- koji Dickeun (E91,355) uproscéava odbacujudéi aditivni &lan ef{
pa dobija
y = x7 + e | ( B)
Dalje u ponenutom pismu Sophus Lie kaZe:
"Nichtsdestoweniger ist meine Gruppentheorie ein er-
gter Schrit? zwn Studium von Differtialgleichunzen. Der n#éh-

ste Schritt verlangt, glaube ish, hBhere analytische Umformun-

T
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gen, die nicht mehr Berlthrungstransformationsa sind, Wenn das
szch-maahenal;abe 1iyn

Koliko su mu mnogo briga zadevale njegove ideje pniﬁhhw_“ﬁ
gtvaranju teorije grupa najbow@mwmw
pismu ([3,] V,599) Mayer=-u:

"Die Schreckliche Arbeit mit den Transformatlonag-
ruppen hat mich ganz von meinen alten Sachen Weggezogen",

Druga Sophus Lie-ova definicija infinitezimalne tra-
naformacije predstavlja generalizacijw poznatog Abel-ovog al-
goritma o korenima elgebarskih Jednallina,

Tim povodom on sanm istice da je &itavu teorlgu.infl-
n1t921maln&h.transformaciaa najpre izvodio ne ovaj drugi nacin
([ 4],str. 489-90).

Prema stanoviitu Jordan-Mayer-a, suprotno malopredja-
¥njem stavu Sophus Lie~a i Dickeon-a, & suproino njihovim nave-
denim primerima, izlazi da svaka diferencijalna jednadina, kao
3 svaki sistem diferencijalnih jednadina, shodno modarnim shva-
tanjima teorije infinitezimalnih transformacija opSteg oblika,
uvek dopulta infinitezimalne tr~nsfarmacije,

Ovu osobinu mi demo dalje stalno isticati, jer je
o¥1gledno da postoji bitna razlika izmedju onih prvih produfe-
nih i ovih drugih infinitezimalnih trensformacija opsteg oblika,

Na osnovu ovih novih definicija mi éemo prouditi op-
5ti oblik diferencijalnih jednalina koje depustaju konformne,
projektivne i opSte infinitezimalne transformacije i pokazace~
mo na&in njihovog integraljenja meiedame N.Saltykow-a, izloZe~
nim 1 radovinma [12],[14] [15], u njegovinm Louvain-skim preda-
vanjima, drzania 1928-1930 godine, kao i u onima koja je dxrzao
ne Beogradskom univerzitetu u prvom semestrn 1954/5 godine u
okviru medjufakultetske saradnje. |

Radi obaveStenja fitalaca i lakSeg razumevanja kao -
uvod u ovaj rad izloZicdemo u prvoj glavi Teoriju neprekidnih
konadnih grupa u najsaZetijem obliku,
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G LAVA I

POJAM INFITTHZINALIIH TRANSTORMACIJA

1. Definiciia. Saphua Lie daje ime infinitezimalue-——
transformacije jJednom obrascu kojim su se matematilari veé i
ranije ponekad sluiili. Origiﬁalnoat'i njegovwnovinnaﬁinfpri—
lazenja ovom problemu privukli su veliku pa%nju miogih mate=
matiﬁapa. Posle svojih istrazivenja objavljenih na norveskom
jeziku, Sophus Lie pominje infinitezimalne transformacije pr-
vi put na nemadkom jeziku 1872, Medjutim, njihovu definiciju
daje tek krajem 1874 godine u svom radu "Uber Gruppen von
Transformationen" ([3],529—43). On u svojim sabranim delima
([7],2,red 16): - na drugoj strani u 16 redu - najpre pomi-
nje #dentic¢nu transformaciju

X = f(x,a), (1)
koja se za
& =a,
jdenticki svodi na |
f(x,ao) = X (2)

Sa ovog sludaja on odmah prelazi u 19 i 20 redu na
slucaj gde je
« =q_ + da,

| 0
gto daje
o 3f |
Xq = X + ~3—da, (3)

Dobijenu vezu (5) smatra on kao transformaciju ko-
ju naziva "Unendlich kleine" i piSe je krade

dx = Xde,
- gde Jje
- To f
X =tEE:_”aO

Odmah zatim na istoj strani u 25 redu naziva je infinitezimal-
nom transformacijom. |

Dve godine docnije ([7],12), S.Lie ponavlja defini-
ciju infinitezimalne transformacije. Tako on sada kazet
"Eine Transformstion hei t infinitesimal, wenn sie die Forme:

X, = X + F(x)ot (4)
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besitzt, wo 8t eine infinitesimale Gr¥sse ist",
Gornja se jednadina (4) pisSe i ovake:

= F{x)d8t.

U prvom od navedenlh radova ([3] 529-43) Sophus Lie
pominje infinitezimalne transformacije da bi pomoéu njih iz-
veo oblik jednollane, dvollane, i troclane grupe, dok u dru-
gom radu on ulazi dublje u osobine posmatranih grupa,

24 Simbol infinitezimalne transformacije.~ Posmatra-
jmo jedan sistem diferencijalnih jednaéinas

£ = B(xy,yy),  $H = alx,y), (5)
i transformacione obrasce:
x, = o(x,y,t), ¥, =¥(x,¥,t). (6)

Neka ovi obrasci ¢ine inverznu grupu, to znacéi da za ¥ = O,
imamo

xl = X, _ Yl = y; (7)
Uzimamo ma koju proizvoljnu funkeiju g
f(xl’yl)' | (8)
Ova funkeijs (8) prema smenama (6), postaje |
fl{o,v),
Njen izvod po t glasi
.Efiflfll = ( 5f ) + (2% ) -r dyl - (9)
T dt : 3'1? 0¥

gde zagrade oznacavaju da su Xy i Iy zamenjeni prema obras-
cima (6),
Obrazac (9), s obzirom na sisteme (5) i (7), dobija se

af(x,,v-)
[-*a-{l__; Jt =0 F E(xly)% + ‘3(3,3’)%- (10)

Sophus Lie naziva obrazac (10) infinitezimalnom transformaci-
jom, koju oznafava simbolom U(f), tako da je

&_(.x,y)%f—c + q(x,y)% = U(f), (11)
Oznalimo kratko funkeciju (8) sa f,. |
Pretpostavimo da je ona analitilka u blizini talke M, (x,,¥,),
tako da se mozZe razviti u red

f th + dfl + ~+£$ {éfiii '(12)
17 Ljt=0 fk&' t=0 N rea Ay
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Uvedimo iao Stc amo malodas rekli, sledeéu oznakn za funkei-
ju (8)«

f(x,5,) = ¢

f(x,y) = f (14)
S obzirem na {11} : (323, ¢ 120133 (3) prima kraél oblik,

- {13}
i analogno -

W

af
Tada je:

2

3
n ' -
iézéé Ui[... 1; (U, £ )] ...j .

Prema oznakama (13) i (14) jednakost (12) postajes

£2

fl = f -+ th + "‘TU(Uf) ++nptt

+-3TU ...U[U(Uf)].... +] (15)

Za dva partikularna sluéaja: f-xl, f=yy, prethodna jednalina
(15) postaje:

.

.2
X) = X + tUx+ %,—U(Ux} Fiaene.
11 _
+ LU LU U(UR) weus + 4y (16)
tz
:fl = y + th + (Uy) +  EEY RN Y
n f
+ U U UUY) wen. + .us (17)

Tako se u obliku beskrainih redova (16) i (27) izra-
-Zavaju jedn301ne grupe ir.- asformacija pomodu simbola Uf, koji
se u svakom na-ednom &lanw primenjuje na prethodni, 2Znadi da

svalka infinitezimalna transformaclaa promenljivih x 1 y odre=~
djuje neprekidnu je nodlanu grupu,

3. Grupe kao integrali'diigpqnpijalnih jednacina,
Uzmimo opet sistem diferencijzlnih jednadina:

*%%} = §(xy¥,), %%1 = 0(x;y,), (18)




- T =
xome odgovara jedna jednacina s dve promenljive
oy = 90
80x),7) AL T) ' - (19)

Poznato je da ova jednadina, u izvesnoj oblasti re-
gularnosti, ima samo jednu jedinu integralnu kriva

V(lel) = C (20)

koja prolazi kroz talku M(x,y)., Da bi smo prointegralili sis-
tem (18), pretpostavimo da je za je dnalinu (19) veé nadjen in-
tegral (20), Odredimo iz ovog integrala ¥+ pa tako dobijenu
vrednost unesimo u prvu jednadinu (18)., Sad integraledéi ovu je-
dnac¢inu dobijamo

gde je C'nova proizvoljna konstanta, Xad se ovde smeni C sa
V(xi,yl), nas integral prima oblik

Uvodedi uslov da, za t = O, X4 i Yy postaju x,o0dnos=- |
no y, 1191,293~-4) bide:

Ulxy,¥;) =t = Ulx,y), V(xq,5y) = V(x,¥). (21)

Poslednje veze (21), izraZene u eksplicitndm obliku
glase:

x]_ = “b(st:t)l 3'1 = \I-'(x’y’t)l - {(22)
Pretpostavimo da su funkecije ®3i ¢ odredjene u oblasti gde Je
t Jednako nuli, DokaZimo da jednaline (22) Zine grupu. Zaista,
ako prema transformacijama (22), formiramo nove transformacije
imacdemo
Xy = P(x,5158) 0 Vo =¥ (x),yy,17), (23)
pa demo dokazati da se one svode na sledede: |
Xy = e(x,y,t+t%), 32 =¥ (X,}’,t—l't'). o (24)
Po¥to su jednadine (22) reSeni oblik jednalina {(21),
to se 1 jednacine (23) mogu napisati ovako:
U(XQ’YE) = U(xl,yl) + t, V(ngyz) - v(xl’yl) (25%)

Posle eliminacije x, i y, iz jednafina (21) i (25) hiva
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U(ngyz) = U(x.py) + t + i’g V(xz,yz) = V(x,y), (26)

koje u reSenoj formi primaju bas nagovesSteni oblik (24).
Dakle, dve uzastopne transformacije (22), sa para-

metrima t 1 t7, &ine opet istu transformaciju (22) sa parame-

trom t + t°, Za t + t'= O, veze (26) se svode na identidnu

transformaciju, a veze (22), za t = - t7, na inverznu,
Uvodedéi nove promenljive:

U(x,y) = X, v(z,y) = Y,
jednacine (21) postaju:

X1=X+ t, YlazY. o (27)

Znaci: kad je parametar t ograniden na dovoljno ma-
le brojne vrednosti, integrali (22), sistema diferencijalnih
jednadina (18) &ine neprekidnu jednolanu zrupu koja moZe da
vude svedena na tramnslescionu grupu (27),
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4, Trajektorije., Uzmimo primer konformne transfor-

macije:

xl = 8xX, 5’1 = aY, (28)

1 tadku M (x_,¥y,), koja se ne poklapa sa koordinatnim polet-
kom, Razne transformacije (28) dobijene promenom parametra g,
pomeraju tadku M, u razne poloZaje M(axo,ayﬁ). Eliminacijom
parametra g dobija se geomeirijsko mesto tih tacaka M, koje
predstavlja pravu

XY = Y X = 0 (29)
Sto prolazi kroz koordinatni pocetak, PosSto bismo do iste ve-
ze (29) dosli i onda kad bismo poSli od transformacije

xl o &'I, | Fl = a'y’
to se svaka prava'koja prolazi kroz koordinatni podetak nazi=

va trajektorijom konformne grupe (28).

Posmatrajmo sad grupu transformacija najopstiieg
oblika:

x, = g(x,y,a), ¥y, = hix,y,a). (30)

koju cfemo simbolilki oznalavati simbolom Ta, |
Kroz svaku tacku i , koja nije invarijentna prema grupl (30},
prolazi trajektorija CO. Njene parametarske jednacine suj

X = g(xo,yo,a), y = h(xo,yo,a) {31)

Eliminacijom parametra a dobija se njena jednalina

e(x,y,xo,yo) = 0 (32)

Ako ni funkcija g ni funkcija h ne sadrZe g, onda
ne postoji ni funkcija ¢, pa se za a = 80 funkeije g i h iden-
tic¢ki svode na X, 1 ¥y,, te tadka M, nije invarijantna prema
transformaciji (28).

Da kriva C, prolazi kroz tacku M, izlazi iz toga
Sto smo uzeli da je a = a_. Ako koordinatne tadke M(x,y) krive
C0 transfqrmujemo transformaciononm grupom Ta’ koja je data iz-
razime (30), dobidemo taEkuLMl(xl,yl) krive Co' Zato moZemo
smatrati jednacine (31) kao transformacionu grupu (30), prema
kojoj se talka Mo(xo,yo) pomera u tadku M(x,y). PoSto je pro=-

izvod transformacija TbTa opet transformaciona grupa Tc' koja
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izagziva pomeranje tacke M,ou M, bide:

| xl = g(xozyosc}s yl = h(XO'yO’c)
pa je dakle i talke M; na krivoj C_ odredjenoj jednadinom (32).
| Tako se jednaéina neke trajektorije dobija eliminaci-
jom a iz jedna¥si»e (31), ili Sto je isto iz jednadina (30), ko-
je = kao Sto demo videti,pretstavlijaju refenja diferencijalne

jednaine sa dve promenljiv:, te se trajektorije mogu smatrati
integralnim krivim diferencijalne jednacine.

dx d |
_ Eny) ~ 555 (33)
Zalsta, neka je integral ove Jedna01ne |
V(x,y)

"‘rh-‘-
-

Diferencijaljenjem se dobija

oV eV
-15§dx-+*-3§dy = O, (34)

Kako su prema (33) dx i dy proporcionalni sa t i1g bide

oV o+ OV
3 E+'-?§rq = 0,
ili

U(V) =

gde je U(V) poznati simbol infinitezimelne transformacije.
Obratno ako je dato V(x,y) kao reSenje linearne
parcijalne diferzncijalne jednadline

U(f) =
onda je i

3t =

Prema tome je V(xl,yl) nezavisno od t, a za t = 0, prema 9bra—
scima (10) i (11), postaje V(x,¥).

Znadi da transformaciona grupa smenjuje svaku tadku M(x,y)
krive V(x,y) = C talkom M (xl,yl) iste krive, koja prema tome
nije nista drugo nego trQJBktorlga. Iz toga sad izlazi, prema
- Sophus Lie-u, sledaéa teoremat Trajektorije jedine infinitezi-
malne transformacije U(f) dobijamo kad reSenje linearne parci-
jalne diferencijalne jednadine

U (f) =
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izjednacimo sa proizvoljiom konstantom C, XKoefieijent pravea
trajektorije u tacki M(x,y) je 9

5. Uslovi invarijantnosti diferencijslnih jednadina
drugog, reda prema infinitezimalnim transformacijama, -

Potrazimo najopstiju transformaciju

xl =9 (X,.')T). yl = \‘,F(X..Y) (35)
so0jom se pretvara diferencijalna jednacina familije pravih li-
1ija |
2 | |

dx
1 jednadinu istog oblilka

dzyl K

ik 0, (37}

dxl .
i1J1 opSti integral takodje pretstavlia familiju pravih linija
t novim promenliivim koordinatama,

Prema transformeaciji (35), 1zraz (37) postupno pos-
aje!

dyl

S ety 3
d}:l" ?x+933§’

38 Py o P, 1 qu oznacdavaju prve parcijalne izvode po x
. 90 y funkeija 9i¢, 2 zatinm:

d25’1 a %1
dxf T & E '

ako posle naznacenog diferencijaljenja imamo

l :
-%: " ?yy')3 Vgt Ay v oY r VyT ) (0t ooy T)
- . .2 o . (38)

PoSto mi traZimo finkcije ¢ i ¢ , date sistemom (35),
alkkve prirode da za sve vrednosti x, y i y':-%%, na osnovu
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dx2
bude zadovoljen uslov (37), obavezno mora desna strana dife

rencljalne jeanacine (38) biti identilki ravna nuli a to zah=-
teva sle'ade nove uslove:

. ¥ _o- ? Q{Px_u 0.

x X '
?y ‘l'x2-? po i + 2(9,3: xy | xy )") = 0 (39)
x Vy2r¥h2 ¥t 2(93"’::3’ Pryty) = O

q, 2—9 2*?

gde 9 _24 ¢j?pja‘y);oznacavaju dr“ge parcn.jalne izvode po x, odno-
_sno po Y avxyi 3,rmes.f:rvi’ce parcijalne izvoce istih funkcija
v 1 ¥ , Sliéne de oznake b1t1 upctrebljavane i za parcijale
e izvode viSeg reda, _ |
Da bismo Prointegralili ovaj sistem jednadina,primee
timo da prva i poslédﬁja daju odmeh:

21 8% o ¢ Ne |
pa je . _
‘I’xﬂ: Yox, ?Y = X?yfi

gde je X funkcija o4 x, a ¥ funkeija od ¥~
Zamenjujuéi ¥ iz jednadine (40) u srednjim jednaci-
nama (39) dobijamo:

o ’ 2 |
(X - Y2t - 2092 =0
(41)

(X - Y)920 - 2}{"‘9§ - 0.

Ako sad na jednadine (40) primenimo uslov integra-
bilnosti bice
xy = Pyx

(X = Y)9 y = Yoo+ X9, = O, | (42)

Diferencijaljenjem prve jednaline (41) parcijelno po x ima se

, ,
X 2 (X = ¥)(g29 +908 )~ 4Y% %0= O, (4;5)

Kad voligine @ 2 i?‘xy odredimo iz prve jednaline (41) i jedna=-

dine (42), pa njihove vrednosti uvrstimo u (43),dobijemo posle




svodjenja 03
v 6Y , X
x> ° 7 2 2
(X-Y) Py
Iz ove jednadine i prve (41) sledi
? x3 U2 ?x2'
Px2 2 Px

¢iji je integral

P 2

fu keija samo promenljive y. Posle stepenovanja brojem %’biéa

"xz | f%
;’3/2 = 1

X

Integral eve jednafine je

—1'1= X + 8,
?

x 2
gde su # i ¢ funkcije samo od y, tako da je

1
x (u.x-l-p)z

Daljim integraljznjem dobijamo da Je

1
= T .ax g ty(y),
gde je Y proizvoljina funkeijas; ili u obliku razlomka
x + 0

P = - »
Gx + B

gde i, p o9 1 ¢ pretatavljaju funkcije samo od y,

Dakle, ¢ je razlomljena linearna funkeija od x, Patpunom ana-
legijon bismo utvrdili da je ¢ razlomljena linearna funkeija
iody, te je prema tome

- &.xy + a.x + .y + ¢
¢ Ej’xya- a]éx'-i- b§y+ 03 ¢

Istim putem bismo nasli i da je: .

¢=-§¢2x3-+ 8,X % ‘b21+0 .
dey_+ 84X + h3y t Cq
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Prva i poslednja od jednalina (39}, odmah su zadovoljene, Kad
ove vrednosti uvrstimo u srednije dve od pomenutih jednaZina,
uvidja se da je obavezno

a =d3=0,

1 = 4o

Na taj nacin ¢ 1 & primaju definitivne oblike

o alx+bly+dl , o a2x-+b2y+c2 o
= e T e E——

[ )

84X+ 4¥+C 4 a3x+b3y+03

kojl pretstavljaju projektivne transformacije u ravni,
PoSto se pomodéu projektivae transformacije, difere-
ncijalna jednacina
¥’ ’= 0
pretvara u
yi =0
Sophus Lie veli da je diferencijalna jecdnalina y’’= 0 invari-
jantna prema toj transformaciji. To je takodje najopstija pun-'
ktualna transformacija ravni koja diferencijalnu jednadinu
y*“= O ne menja ni u dem. Sada demo potraZiti potrebne i dovo-
1jne uslove da difercncijalna jednadina prvog reda budes, po |
Sophus Lie-u, invarijantna prema infinitezimalnoj transformacie
3i, 1l1 kako se sada kaze da ta diferencijalna jednadina dopu=
§ta, ili pak ne, navedenu infinitezimalnu transformacijﬁ;
Dokazimo za to najpre da se krive

m(x,y) .= C

medjusobno sménjuju svakom transformacijom grupe U(f), jedino
ako je U(®) neka funkcija od o i ako te krive ne predstavljaju
identiCki trajektorije grupe date infinitezimalom transforma-
c¢ijom,
Odista asko se krive
o(x,y) = C

smenjuju transformacijom Tt koja ¢ini grupu, onda svakom skupu
od dve vrednosti t i C odgovara jedna vradnost ¥ (¢,C) tako da
je _

o(x,,y,) = r(%,C)

za sve vrednosti x-sa i y-na datih vezom w(x,y) = O,
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Prema {37) imano

O e W

5to dokazuje da U(w) zavisi od C, pa naravino i od .,
Dakle

V(o) = Flo) (44)
Ako 1i se pak zna da je
U{w) = Fo)

poSto o = € nisu trajektorije, U(w) nije 21d®ntidki jednako
nuli, pe je prema (35)

dw ) _
-d-.'-h.l = —F((BJ y gde g€ m—l = ﬁl(x:l_'yl). '

U izvesnoj oblasti regularnosti postoji integral
. d @
1@) =} Fa} ,

jer F(w ) se ne anulira identidki,

Dakle
I(tﬁ} =t + K
za t = 0 I{w) = K,
pa je I(W1)=I(m)+Ka

$to u resenom obliku postaje
w(xl’yl) = T (t,C),

¢ime je gornja pretpostavka dokazans,
Ma taj nacin dobijamo teoremu -~ kazanu Dickson=-
ovim jezikom'

Za d1ferenc1jalnu jednacinu prvog reda koja ima
1ntegral P(x,y) = C, ka%e se da je invarijantna premg infi-
nitezimalnoj transforma0111 UQL'jedlno ako_se U(¢) _5vodi na

neku funkciju od ¢,
Mada ova tsoreme nema prakticne vrednosti -~ jer

treba da raspolaZemo integralom diferencijalne jednacine, a
njeza bas i traZimo, ona ima teorijsku vrednost i omogudice
nam da dodjemo do teoreme koja €e biti od velike vaZnosti u
primeni. Zaista neka je data diferencijalna jednalina prvog
reda
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ax _ & (45)

gde su A 1 B funkeije od x 1 ¥, kojo] odgcrara linearna parei-
jalna diferencijalna jzdnalina sa nepoznatom funkeijom £f(x,¥),
naime:

() AL + BL oo, (46)

Prztpostavimo da je diferencijalna jednalina (45) invarijantna
prema infinitezimalnoj transformaciji

Ufg§%+!}g—§;. e

Lako je proveriti de se vreinost Poisson-ovih zagriada
(URP)f = U(Pf) - P(Uf) (48)
gvodi na

(U)F = (B(A) - ¥(§) 3% - u® - v(a) £ (49)

Ako je ®(x,y) integral diferencijalne jednadine (45),tada je
to i integzral odgovarajule parcijalne diferencijalne jednacine
(46), pa ée biti

Y(®) = 0. N (50)

Keko smo pretpostavili da je diferencijslna jed-
nadina invarijantna prema infinitezimalnoj transformaciji (473,
to je prema ranijem

U(®) = ¥ (o).
Tade smenjujuéi £ sa ©® u izrazu (48) imamo
(UY)® = U(¥®) - Y(U®) = U(0) - Y(K®))= O, ~ (51)

Dakle @ je integral liearne parcijalne difere-
ncijalne jednaline koja se dobija izjednacdivanjem sa nulom iz=
raza (49). Znali da su koeficijenti ovako dobijene jednadine
proporcionalni koeficijentima jednaline (50), odnesno (46}, pa
je zato |

(UY)f = ¢ Yf,

gde je ¢ neka funkeija od x 1 Y.




Ako 1i se ima

-
{14

(). = u(¥Yo) ~X(UD),
téda je
0 = Y(U®).
To znaci da je U® reSenje jednaline
Y(f) = O,

pa prema tome je to i funkcija od ® , i na taj nadin je difere~
ncijalna jednacina (45) invarijantna prema U(Ff),

Dakle: Diferencijalna jednalina (45) je invarijantna
prema infinitezimalnoj trensformaciji U(f) samo onda ako je

(UY)£ = ¢ ¥(2),

gde je ¢ funkcija od x i y, ay

Y(f) = O

odgovarajuéa parcijalna linearna difereicijalna jednacdina prvog
reda, |

6., Integrabilni faktor. S.Lie ([31,150-1) dokazuje
slededu teorenmu: '

Ako diferencijalna jednaZina
Bdx -~ Ady = O, (52)

kojoj odgovara linearna parcijalna diferencijalna jednadina
prvog reda

v(£) = AL 3§§ =0,

dopusta infinitezimalnu transformaciju
af 0f
Uf=§§-f+lia—y' ’ (53)

i ako trajektorije grupe infinitezimalne transformacije ne pre=-
tstevlijaju indenticki integralne krive diferencijalne jednadine
(52), tada je

I S
B - Ang

integrabilni faktor te diferencijalne jednaline, pri Semu oe-
ridno imenilac




- 18 -
- - |5
BE AR = l'A B
mora biti razlidit od nule tj, |
§ n
AB| F O
Takodje ne sme postejati identidnost

u(®) = o,

Jer bi onda ® bilo zajednilko reSenje sistema jednadina:
U(E) = 0 1 ¥(£) = O,
Ali po3to je

i
O
L

B ot
b 2

t0o mora da hude

o . oD

vl Qv

Znaci

pa bismo tako dobili trajektorije.

Zakljucak, Ako je diferencijalna jednalina (52) invarijantna

- PREMA TYIFINITEZIIL.LII0J TRATSPORMACIJI (4 ¢ nijen inte-
groctoni fektor izraz (54) Siji imenilac nije nikako nula.
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GLAVA II

TRANSFORMACIJE I NJIHOVA UOPSTENJA

7o Definicije trangformacija i njihovih zrupa, besglke
ra;nlh transformaclga, i Infinitezimalnih transform301aa.

el i L A, T . vl

Veliki deo svojih radova S,Lie je posvetio teoriji infinitezi-

malnih transformacija i1 prouCavanju metoda integraljenja dife-

reneijalni jednaéina; jer se on klasicénim metodama integralje=

nja nije zadovoljavao. On je teZio da stvori op3tije metode ko-
je bi obuhvatile pojedinalne poznate postupke 1 nacine integra=
ljznja razliditih vrsta diferencijalnih jednadina,

Brojni tomovi sabranih dela S,Lie-a sadrie kritilke
prikaze njegovih istra%iﬁanja, 1 komentare njegove korespodenw
cije sa saradnicima i prijateljima.

Proucavajuéi ove materijale, ditalac moZe da prati
razvoj S.Lie-ovih ideja i njegovih stremljenja u toku rada,

Rukovoded- misao mu je bila uopStenije metoda inte-
graljenja diferencijalnih jednadina, U vezi s tim, S,Lie {1 R,
Klein su d»taljno rasp avljali o pojmovimc razliitih transfor- |
macija, kojima su sa druge strane ~eLie i G,Scheffers posveti~
1i viSe strane u svom ud¥beniku [ 5 | "Vorlesungen Uber Diffepc—
ntialgleichungen mit bekannten infinitesimzlen Iransformatio=
nen, Leipzig, Teubner, 1891",

S.Lie-u je isprva izgledazlo da ée mu pojmovi infini-
tezimalnih transformacija i njihovih grupa, koje je on za tu
aomenu sivorio i uveo u matemailku analizu, obezbediti pun use
peh, :ledjutim, nastaje razodarenje. On piSe svom drugu A,Mayere
1 da je do3ao do zakljulka da te njegove metod nisu dovoljno
rodesne za ostvarenae zeljenih ciljeva, da Jje izgubio nadu ko~
ju je gajio u tom smislu, i veli dalje da mu se sad dini da su
:ato potrebni drugi komplikovaniji matematilki oblieci, pa najm=
zad izraZava sumju da de te ob11 te nwopste moéi ostvariti,
f71,V,5.583- 587) .

sa svojim stalnim saradnikom Friedrich-om sngel-on
‘elie je objavio tri opSirna toma o teoriji neprekidnih grupa
:ransformacija gde su na veoma ve3t, ali istovremeno i vrlo
:omplikovan nacin izvedene metode integraljenia diferencijalnih




L

Ly TR

- “Jjednalina, Te metode predstavljaju vise teorijski nego prakte
iéni znacaj. Ipak médju navedenim rezultatima nalazi se 1 zZng=-
cajna teoreme kojom se S.Lie s vunim pravonm ponosio. Ona glasit
Inf1n1tez1malja JLransformacija homogene obidne diferencijalne

. AN i e il - M A ekl e iy il - P .

jednaCine prvoz reda odredjuie nijen integracioni i faktor.

U prveoj glavi pomenutog udZbenika Su iznesene njegove
-osnovne ideje Stoga se ovde nedemo baviti tim pitanjima, nego
édemo uputiti Citaoce na pomenuto delo, Mi demo samo navestt S,

Lie-ovu raspravu o poznatim homogenim qbiénim difecrencijcelnim
jednacinama prvog reda ([ 51,285-6);

= ¢ (), (55)
koje oh integrali uvodedi infinitezimalnu transformaciju
_ _of of
U(f) Xzt + Yg:f

- z2 Tormiranje odgovarajudeg integrabilnog faktora,

Medjutim, pojam infinitezimalne transformacije jedne
diferencijalne jednadine ili, kako kale S.Lie, infinitezimalne
transformacije koju dopusSta jedna diferencijalna jednaéina, ni-
je lako definisati, |

4ato, polazell najpre od pojmz jedno&lanih produfenih
infinitezimalnih transformacija, i to konformnih, pa projektiv~
nih, ja prelazim na izulavanje opStez oblika kanonifnih infini-
vezimelnih transformacija, ¢ije su definicije veoma jednostavne

a teorija neposredna i pristupadna,

VeA.Steklov u svom Cuvenom udZbeniku (B1),184), pola-
ze¢i od pojma beskrajno malih tra sformacija S.Lie-a, uopstio
Je teoriju homogenih diferencijzlnih jednadina na oblik

b

a
y'= x  §(dy), (56)

1 integralio ih je pomodu uvodjenja infinitezimalne transfore
macije oblika

U(f) = ax 2i-+ b of

3% Y 35 (57)

U isto vreme V,A, Steklov je pokazao kako se ista metoda pri=-
me1juje na integraljenje obidnih diferencijalnih jednadina




prvog reda fuler-ovog i Abel-ovog oblika,

- U ovom radu mi demo izvesti dalja uop¥tenja na jed-
nacine drugod i viSeg reda kao i na gisteme diferencijalnih
jednalina koje dopuétaju, kako veli S,Lie, infinitezimalne tra-
nsformacije konformnog i projektivnog oblilka,

8. Veze koeficijenata sistema dve obicne diferenci-

e A e s T e, e B Kl B e, Sl o . BN, . SRRy i Srvpn .

galne jednacine prvogz reda i koeficijenata odgovarajuéih infi-

nitezimalnih transformacija.
U prethodnom paragrafu izneli smo detaljno definici-

Ju infinitezimalne transformacije za jednu obicnu diferencija=
1nu jednacinu prvog reda, Sad demo dati, prema 3,Lie-u,uopite-
nje ovog pojma na sistem od dve diferencijalne jednadine, koje
je uvopStenje on dao w Mathematische Annalen XI 5,496 u obliku
cetvrte teoreme, polazeéi kako sam kaZe, od uopdStenja Abel-o¥xih
radova, kao Sto smo to i -~omenuli na petoj strani naseg uveda,

Uzmimo opSti problem sistema dveju diferencijalnih
jednacina prvog reda opSteg oblika

dy, = Y,dx, dy, = Y,dx, (58)

kom odgovara linearna parcijalna diferencijalna jednadina
prvog reda

- : : 2
X(£) = z= + Yla:,frl + 22:,;'2 = 0, (59)

gde su Yl i Y2 funkcije od x, Y1:Voe

Prema malopredjasnjem unopsStenju definicije infinite-
zinmalne transformacije, uzmimo takodje i obrazac |

- ¢t af af
U(f) = EE + ql 5—3-;1 + 2 93'2 (60)

I ovde su koeficijenti §, }l$n2funkcije od x, Yis Yoo
De bi sistem (58) dopustio infinitezimalnu transfor-
maciju (60), potrebno je i dovoljno da bude ispunjen uslov

X(Uf) =rX(T), - (61)

Dobijeni uslov (61) u razvijenom obliku glasi:

X(&)9L + X(ql)af + X(qz)ayz SU(Y)EE  ~U(Y,)2E = ax(£)




On se raspada u sledecaz tri uslovas
» = X(%)
X('!L) - U(Yl)' > LYI

x(nz) - U(YZ) = "'Yz

sliminovanjem funkeije ‘% 12z poslednje tri relacije dobhijae
mo definitivna dva uslovas

X(ql) - YlX(E) = U(Yl)

(62)
X(n,) - Y,X(t) = U(Y,)
Izvedeni uslovi predstavljaju sistem od dve linearne
parcijalne jednacdine osobitog oblika, gde svaka jednalina zae
'v1si od pareijalnih izvoda samo jedne nepoznate funkeijes
sisten jednadina ovakvog oblika su ranije nosili Jakobijeva ime
Medjutim kad je 1928 godine pronadjen Charpit-ev memoar {14},
za koji se smatralo da je bio izgubljen, sistem (62) je dodio
pravi naziv "Charpit-ev sistem”,

{ao sto je poznato, ovom sistemu odgovara sistem

obidnih diferencijalnih jednadina

dy; 4y, d a1 a u2
d“T "r ISR (2 o (AL

On se sastoji od polaznog sistema (58) i dve dopunske jednaline
dn, = [U‘(‘Yl) + YIX(e)]dx.; dn, = [U(_Yz) + sz(e).]dz (64)

Uslovi (62) slue ze reSavanje jednog od dva slededa S,bhie-
ova problema:

I, Nadi opsti oblik koefiecijenata infinitezimalne
~transformacije (60) kada su poznate funkecije ¥, 1Y, koji ta=-
kodje zavise od x, Yyo¥o kao i same funkcije Yl i Y2.

Il Nadi o»nsti oblik funkeija Yl i Y tako da sistem
od dve linearne obicne diferencijalne Jedna01ne (58) dopusta
datu infinitezimalnu transformaciju (60),
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9, Veze koeficijenata obiclne diferencijalne Jedna-

. S - T A ——— e Bl

&ine drugog reda sa koeficijentima odgovarajuée inf1n1tezima~
1ne transformacije.

Uolimo diferencijalnu jednalinu drugog reda:

Yy '= ¥ (x, ¥, ¥ (65)

kojo] odgovara sistem od dve diferenc:jalne jednadine prveg
redas | |

d-y"""{ y'dxs dy’:q’ dx, (56)
gija je odgovarajudla jednadina (59): |
| - of , 4 L _
X(f) = r + yay + "l’ 3V’ " O. (67)

Uslovi (62) da sistem diferencijalnlh jednaCina (66) ili jed-
nacina (67) dopus e infinitezimalnu transformaciju (60) u nave=-
denom sludaju postaju: |

X(n ) - yX(8) = U(y")
X(a,) - ¥X(E) = UC¥). - (68)

Uslovi {68) sluZe kao i uslovi (62) za reSavanie jednog od sle=
deca dva .problema:

I, Nadi op3ti oblik koeficijenata infinitezimalne
transformacije (60) kada je data obicna diferencijalna jedna-
ina drugog reda (65),

II, Naéi opSti oblik diferencijalnih jednadina drugog
reda koje dopustaju datu infinitezimalnu transformaciju (60},

Napomenimo jos da sadn. i n_ zavise od x,y,y .

1 2

» Pojam produzenih infinitezimalnih transformacija.

Da bi S,lLie nasSao uslov da dif=rencijalna jednacina
(65) dopusti infinitezimalnu transformaciju |

+ q%, ' (69)

> s

g

koju cemo zvati krnjom, jer t i 3§ ne zavise od y, nego samo od
x i y, on odredjuje ([51),261) pomoéu varijacionog raduna odgo-
rarajuéu promenu za y°, i uvodi takozvanu produZenu infinitezi-
nalnu tramsformaciju, dopunjujuéi izraz (69) aditivnim &lanom
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G ay!" gde 39'
! ’ ’ r2 :
SR PR T 4 NI A PIE (70)
Tada produzena infinitezimalna transformacija (69) postaje
- df 1 OF
u(f) = E "3y t Y35 | (71)

Da bl diferencijaina jednadina drugog reda (65) dopustila ovu
produZenu infinitezimalnu transformaciju (71), potrebno je da
budu ispunjeni odgovarajuéi uslovi (68), priléemu treba stavit
y°2¢

it

3 =8, 8y 29" S, + ¥, - 8,

£72)

Yy = ¥ y2=y'; Y]_"’?’o Y2=\PJ
Posle ovih smena prvi uslov (68) prelazi u idcntidnost, a dru-
gi postaje
2

’ rZ e ’
- + 2y + y » y( + 2y + ¥ +
q,.2 Iy "2 £ 2 Cxy E_ya

t Vg - 28, =~ 3778y - (¥ + W) -~ (a ¢+ vy, - vOE, -

'2sy)¢yr= 0, 11i krade X(a') ~¥X(E) = U( ¥ ). (73)

Dobijenu uslov (¥3) sluZi za reSavanje slededéa dva
problemas _
I. §4 g su date funkeije od x,'y. Tada relaecija
(73) namele uslov koji mora da ispuni funkeija ¥, definisana
jednacinom (65), ili 8to je isto, odgovarajuda parecijalna je=-
dnac¢ina (67), da bi pomenuta jednalina dopustila produZenu
infinitezimalnu transformaciju (71),

II, Data je funkcija ¥ , Tada relacija (73) predstae-
vlija uslov koji moraju zadovoljiti koeficijenti § i g infinite
zimalne transformacije (71), da bi tu infinitezimalnu transfor
maciju dopustila data diferencijalna jednalina drugog reda (65
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GLAVA TIII

OPSTI OBLIK OBICNIH DIFERENCIJALIIH JZDNAGI A
DRUGOG I VISEG REDA KOJ': DOPUSTAJU PRODUZENU
KONFORMITU INFINITHZINALNU TRANSTORMACIJU

11, Slucaj opsteg oblika obicne diferencijalne jedna=
cine drugog reda,

Ako je data diferencijalna jednadéina (65) i produfe-
na infinitezimalna transformacija (71), za koju je ispunjen use
lov (61), treba naci opSti oblik funkeije ¢ da bi diferencija-
1na jednadina drugog reda (65) dopustila pomenutu produfenu
infinitezimalnu trénsformaciju.

Ze. slucaj kad je:
s = ax, 3 = by,
bice
_h g = (b~ a)y’.
Tada uslov (73) postéje:

aX\er + by ‘]’x + (b = a)y" \I!y = (b ~2a)¥,

Odgovarajucéi sistem obtiénin diferencijalnih jednadina glasi:

ax _dy _ _ d v
ax - by = {b-aly’ (b = 2a)¥ °

Iz njega se dobija trazeni oblik fmnkcije

oo
gde je b b
g = x°y, h=x %y

Prema tome, opSti oblik obicdnih difereneijalinih jednalina dru-
gog reda koje dopustaju konformnu produZenu infinitezimalnu
transformaciju jeste

o= =2 a . =
y'o= x® -, P&, —k— ) (74)




Dobijeni rezultat predstavlija uwopstenje rezultata koji je uveo
V.Steklov za slulaj jedne diferencijslne jednacine prvog reda
i predstavlja generalisanje poznate klase homogenih diferenci-
jalnih jednalina, |

12, Slulaj opsSteg oblika diferencijalne jednacine
trede gz redas

S1idno diferencijalnoj jednadini drugog reda (65) uz-
mimo sada diferencijalnu jednacinu tredeg reda

vy = ¥(x, ¥, ¥, 3_’”)1* (75)
ili odgovarajudéi sistem tri obidne diferencijal e jednadine:
dy = y dx
dy’= yfld-x (76)
dy "= ¥(x, y, ¥; ¥"7)ax.

Ovon sistemu odgovara linearna parcijalna diferencijalna jed- -

nacina
Y(£f) = £+ ¥y fy + ¥ fy,+ y fy" = O, (7T7)
Neka je porec toga data i dvaput produzena infinitezimalna
transformacija
= g I] ’ " rr
V() BL + £+ nfy,+ 1 fy ’ (78)

gde su § i 0 isvesne funkecije od x i y, a

Q=Q+(

' ’, P
x -1Ex)y B Eyy

n
Y
"

1 = v (20, - & L)yt (
flxg ey Exg y n

, - 215}{3,):{"'2 - p Ly (79)

y Yy

+ - - » l:
(a,-25, - 38 3"y
Da bi sistem (76) dopustio infinitezimalnu transfo-

rmaciju (78) potrebno je da V(f) zadovolji jednalinu

Y(Vf) = Q,
ili | .
. - ' t -
Y(VE) :: Y(E)T_ t,Y(Q)fy + Y(q‘)fy,-f- Y(ll')fy”- (80)
e V(y }fy - V(y )fyr— V(q’)fyrr = 0. .




Hliminovanjem f iz jednacdine (80) prems jednaini (77)
dobijamo jednadinu

Xve) [¥(a) = y7¥(8) = vz )12,

s Y@ - yoou(s) - L S (81)
+ ?Exﬁﬁ -~ ¥Y(E) - v(v)] £go- |
Poslednja jednalina se raspada u sledsda tri uslova:
Y(r) - y°¥(E) - V(y") = 0 (82)
Y} - y7Y(§) - V(y°’) = 0O (83)
Y - FY(E) - v(¥) =0 (84)

Uslovi (82) i (83) se indentilki anuliraju na osnovu
izraza (79) pa ostaje samo uslov {(84) kao potreban i dovoljan.

’

S+ Y(nZl, - -y0 ) =
(y S, yy)

q’f + qu.f_‘- ,r qf
x T Iy T8y

. ! 4
= E‘I’x"i‘ Ei‘r'y-i- 0 ‘lfy.r-i- 97

yf!

»

1 predstavlja jednu linearnu parcijalnu diferencijalnu jedna-
¢inu prvog reda po V¥V,

Odgovarajuli sistem obidnih diferencijalnih jednadina-

c§ b1t1: (85)
dx _ dy _ dy° dy*”’ av |
= = / = i = »+ $t » - — 5

Za sluca] konformne infinitezimalne transformacije,
a to znaci da je
5 = ax, N = by
sisterm (85) postaje:

d dy”’ .
by (b - a)yy’ = {p - 2a§y’" b - Ba

1z ovog sistema dobijano Zetiri integrala:

b
a ra - - - 3
FE b-a - c2’ b—2a CB’ Vo= X 64

Prema tome, funkecija Vv ima slededi oblik:
~ b
s}

a pY-
5 _ _a
F = x ‘D(ig: i?' X’E—-_z'a) . (86)
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Znaci, opsti oblik diferencijalne jednaline tredeg reda koja
dopusta dvaput produZenu konformnu infinitezimalnu transforma-
ciju (78) jeste

%-3 a rrc

¥ x *( L5, zr 5 (87)

X
- Time sam prethodno uopStenje prodirio na diferencij-
alnu jednacinu tredeg reda,

13, Slucaj opSteg oblika obifne diferencijalne jedna-
¢ine n-op reda, Uzmimo op$ti oblik obidne diferencijalne jedna-
¢ine n-og reda i n-l puta produzenu konformnu infinitezimalnu

transformaciju: -1
LT |
U(f) = axf +iz|‘l £4(1) - {88)
gde je ' 2 (b - 1a)y(l)

Primenimo slicno rasudjivanje na obilnu difereneija-
Inu jednadinu n-og reda

y(n)=' (n—l) ) .

VX, TyFsevecn 0ar ¥
¥jo] odgovara scistem od n obiZnih diferehcijalnih
jednacina prvog reda
d}'(i) —t y(i-‘-l)dx, (i = 0’1’2’ - W - - » ’n_2), (89)
(n-1)a

b _
- ot s rB8
dy(n E Iﬁ"a' 'IE_"a""’ Lb={n-1 5) 4%

Linearna parcijalna d1¢eren01galna jednacina koja je ekvivale-
ntna sistemu (89) glasi:

n=1 ] b n g
Y(f) = £ + 2 y(1+1)f (i) + x© fy(n_l) = 0.
X {20 J

Radedi slicéno prethodnom dobidemo opsti oblik funkeije V¥, u
slededem obliku

"'.t')' - T ”a (n-—l)a

veat T e BT ml L

Tako dolazimo do opsSteg oblia obifne diferencijale
ne jednacine nw-og reda koja dopuSta n~l puta produZenu konfor-
mnu infinitezimalnu transformaciju (88),.

Time je ovde izvrSeno potpuno uopStenje obidne dife-
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rencijalne jednacine prvoz rede koja dopudte nmalodas pomenutu
infinitezimalnu transformzciju,
Ta se uopSiena jednalina sada piZe u obliku
e ,ra (n-1)a

- 1] a ry:)
y e 2 255 Tpmar ppar oo T ) 90)

a njena odgovarajuca infinitezimalna tvansformacija glasis

U1 () = axf 4 byr, + 2
% |

gde je n = (b = ia)fy(i)-

Generalizacija konformne trangformaciie

el ety P -

14, Xoeficiijenti transformacije: § = U(z), 0 = V(y).

R ————

liexa nam ovog puta koeficijenti infinitezimalne tra-
nsformacije budu proizvoljne funkcije :

E = U(x), n = V(y). (91)

Potrazimo sada takav oblik funkcije ¥ (x,y,y°) da sistem obi-
cnih diferencijalnih jednadina (66), ili, Zto je isto, odgovaw
raju¢a parcijalna diferencijelna jednadina (67), dopusti kon-
formnu produzenu infinitezimalnu transformaciju

V(f) & U(x)f + V(y)fy + nl(x,y,y")fy, (92)
Koeficijenat 4 odredjuje se prema jednalini (70), pa ée ime-
ti vrednost |

J = (V= U%)y". (93)
Tada se prvi uslov (68) svodi na identidnost, dok u drugom, m™e-
sto , treba staviti j Prema (93) i on tada prima oblik

Y[V = Uy - vy [u(a) | = vk (94)
Imajuci u vidu znadenje operatora Y(...) i V(...), datih jedna-
Cinama (67) 1 (92), a s obzirsm jo¥ na jednadine (91), uslov
(94), u razvijenom i sredjénom obliku, postaje

32

Ovoj linearno] parcijalnoj diferencijalnoj jednadini po funk-
ciji W odgovara sgistem obidnih diferencijalnih jed adina:

dx 4 o dy’ - d‘!fg'x,z_t:y_’) 195)
T =7 (Vg =037 GV =T 0y + (V=25 J¥(E5,57
Yy X

1 VLY ’ - 4 ’ - Farr »r - ,r » , - r
W + Vg + (V) = Uy Vo= (37V sz)y + (Vg = UV
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Iz prve dve ragzmere imamo prvi integral, koji'éemo napisati
ovzkos

X=f%%—), Y = f%«}—) o - (97)

a C; je proizvoljna konstenta. Integral (96) napisademo u ekse
pliditnom obllku*

pri Cemu je

y= 0 (xtcl)- (98)
Iz prve i trece razmere dobijamo
| d ’ _ : (Vr _ U: I
4 . [ Yy Ux—de. | (99)

U jednalini (99) izraz (V;) oznaclava da je argumenat y funkcie
Je smenjen prema obrascu (98), pa cemo ga dalje pisati u obli-
ku V;(B), tojest

(ve) = velex,0p) ], (100)
Na taj nadin jednaéina (99) postaje.
’ G(X
o L) G
Odavde integralienjem nalazimo
V. 8(x, Cl)dx
1g(Uy") =f““—um“—- MRCRTE
ili
C, = U yrePZiCy) (101)
pri ¢emu smo uveli oznaku
V7 8(x,C )d"
Iz jednacine (101) imamo da je |
y = C,e(x,C;), (103)
gde smo stavili
eP (X, Cq)
T = P(x,C). (104)

Uzimajuéi prva 4 Zetvriu razmeru (95) dobijauo,prema obrascu
(1C0), slededu linearnu diferencijalnu jednadinu po nepoznato]
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trazenoj funkeiji Vv,

avy )} N A -’ Y{.;r0» P 2 np

integralecl poglednju gednaclnu dobijamo

'Hlx,:h:r') = I! [ yt8 - 2U {03 + C. ff [EU - V! (e)

!_ Yy - 'y
' a [GQPV;YQ( ¢) sz]dx} (106)

Izradunajmo sad integrale jeénacine (106), S obzirom nz jedna-~
Sinu (102} imamo:

1f e _ oo -y
I’u'[zUx - Vy(e)]dx = 1g U%= W(x,C)

) A ’ 2
j'ﬁ["y(” - EUX]dx = #{x,Cy) ~1g U
Zato relacija (106) prima prostiji oblik

’ .F { - ,s r.r-
Vx,3,37) = %, {0y + C,fus p[ 9750 ledx}(m‘f)

Po3to je prena jednadini (104)
desna sirana relacije (107) dopusta novo uproséenje, nainme
ey _ P - 1
¥x,7,77) = u{cj + C, [ zpvyz(e) U a}dx
ili
¥x,y,7v") = -—F + 02 pV (l)cb: - C2Ux} (108)

Resavajuéi ovu jednalinu po 03 imamo

. U . 02 oy -
Cy =2y cszv 5(8)dx + CUZ,
Kad eliminiSemo vrednosti ¢; i C, prema jednalinama (96), (101},

(102) i (104), nalazimo:

Cy = Uy (Ko EY)_ (2ya2g=20{(X, X ¥y (5 xy) +




i (108)
gde je uvedena oznaka
W(x,X=Y) = j _L'_UTE_-_-_‘ dx, | - {110)
Prema tome trazena funkcija @fodrédjuje gse jednacinom
03 = 51(01,02),

gde C, ima vrednos® datu jednadinom (109), a C, 1 C, Jednali-
nama {(96) i (101l). Znaci imademo

UZq,e-P-(X,K-Y)__ U2yr2&—F(x,X-Y)w(x,X_Y) + nye-P(}C,XWY)U;: -
= p(X=Y,Uy e FE XDy

Redena po ¥ poslednia jednaZina glasi:

e F’( X,E-Y)

Vo= (X - Y yU(x)e"F(x’X"Y)) &
U4 (x) f ’
'2W Xea=1 — rU' | (111)
N o (X, X i) !

gde se funkcije w 1 W odredjuju prelaznin obramcima (102) 1
(110), Znali opSti oblik diferencijalne jednadine drugog reda
koja dopusia uopstenu produienu konformnu infinitezimalnu trae
nsformaciju (92) glasi:

o H{ X, X-Y)

’r_ [ _ , "‘EL(X,'K-Y) - ‘W X X-Y)
7 S Mk - t,y70x)e ] W' (112)

i

15, Provera za partittularni slucaj. Iz rezultata
(112) moZemo dobiti ranije dobijeni rezultat (7 ),tj. za slu-
caj kad je

tE = ax, n = by, (113)
Tada imamo prema jednacinamz (102),(110), i (97):
b "
R = P—@-E"' Xa W: de=o
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7znacl funkcija ¥V (x,y,y’) imade oblik:
- S S
X X a | _x
- s T va |- 4
yb’
ili h 1
8 F »
2y - d
V= 5—10e &, —g—_l) L
b a
Y X
posto Je |

- 2
a a » ’
y = Z M, ¢ - ) -,
as 2 1§E'-€E-— L *
X
ili jos
b
xgﬂzn - ay”
B (S REIT AT
X i 1 = 1
X X
1 najzad b .o a  .a
¥ = x° r1('ZE’ ZB—_—_-a), (114)
X X
gde je

L

1 e ay’ ay”’
e =3 Moy, 3= ) -a 8
a X z — 1 e
X b,
Posto se dobijeni rezultat (114), poklapa sa onim pod (74),

znaci da nadjena jednadina (111) obuhvats i partikularni slu-
6aj (113) L)

16, OpSti oblik diferencijalnih jednalina drugog reds
koje dopustaau produzenu infinitezimalnu transform3011u oblika

E= U(x,¥v), 1= Vix,y)

Uzmimo sad op3ti sludaj gde su koeficijenti infini-
tezimalne transformacije pr01zvolgne funkcije od x 1 od y,naime
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= U(x,y),  a= V(x,y). (115)
Potrazimo i pod ovim uslovima op3ti oblik funkeije v
tako da sistem (66), odnosno odgovarajuéa parcijalna diferen-

cijalna jednadina (67) dopusti produfenu infinitezimalnu trae
nsformaciju oblika (71), drugim relima transformacijus

V() = U0y, + V(x,3)E, +0 (25,5701, (116)
gde koeficijenat ima vrednostl |
’ ,2 ’
A, = V_ o+ (Vy - U )y~ Uy, (116°)
- Sada uslov (73) prima gledeéi oblik
N, # 2
Y[VX + (vy - U )y = U,y ]—- WY[U(x,y)] = V(V¥) (117)

S obzirom na poznata znalenja operatora Y(...) 1 V(.,.), pre=
thodni uslov (117) razvijen i sredjen postaje:

F 4 ’2 , ” ’2
Vg2 + (Vpm U203%= U 32 gy + (Vp2 = U )%= U 2y ]-»

- - 4 ey 1 - "-
+ ?(Vy 2U_ - 3y Uy) = Uy + Vvy + [Vx + (v:},r Ux)y

2
Uy j\py,. (118)

Sistem obicnih diferencijalnih jednadina koji odgovara linecar-

noj parcijalnoj diferencijalnoj jednaini (118) u odnosu na
funkeiju ¢ glasi:

= T _ , 2
V. + (Vj Ux)y - U vy
. — oyl Nminite e e d\l! — - p— R, S T —
- - ;_ r2- r !2
V.2 + (V Up2)y’= Uy S 3 [ny (v 2 - U, )y’= U2y ]

(119)

+ ¢(V - 2U_ - 3 Uyy’
Iz prve dve razmere koje predstavlgagu 0pst1 oblik Jedne Obi=

¢ne diferencijalne jednadine PO X 1 y,doblgamo integral opsteg
oblika koji cdemo uslovno obeleZ?iti ovako:

«(x,y) = Cl y (120)
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gde je Cl proizvoljna konstanta, Ovaj integrzl napisan u eks-
plicitnom obliku glasi

y = 8(x,Cy). (121)
Iz prve i trecde razuere imamo diferencijalnu jednadinu:

.0
é'._. Li._(VL_Ux)Y Uy*

Na osnovu jednaline {121), koeficijenti poslednje jednadine
pogtajus

Vv V., - U_ - =U

gde zagrade (,..,) ozna®avaju rezultat zamene promenljive y fu=
nkeijom 6(x,C,),

Uvodedi jos, pored toga, smenu y’= p, dobijamo Riccati-svu di-
ferencijalnu jednacinu

p’= a + bp + Cp°, (123)

gde su koefiecijenti a, b, ¢ dati jednacinama (122}, Oznadimo
intesr_i ove jednacine na slededi nadin

Bx,y") = C,, (124)

gde je 02 proizvoljna kxonstanta,
Mapisan u eksplicitnom obliku, on glasi:

2{'= d(x,c2). (125)

Iz prve 1 cetvrte razmere (119), a s obzirom na (124)
i (125), dobijamo linearnu diferencijalnu jednadinu po funkeie-
Jji  ¥(x,y,y7):

& - A(x,C))¥  + B(x,0,,C,), | (126)

Alx,Cp) = ﬁ%gjgy{vy(x,e> ~ 2U_(x,0) - BUy(x,G)],(IQT)

-k

1 ) .
B(x,Cl,CQ) .= m){vy'&(xle) + [v_{y(}[’ﬂ) - UXZ(x,G)]y -

”

ny(x,ﬂ)y'z}-+-%tgrgy {ny(x,ﬂ) + [?&Z(X,e) - ny(X,ﬁ)y'-

- U (x,0)y°? ] |




Integral jednaline (126) glasi:

V(x,y,¥’) = Jﬁdx(c + jo"jAdXde). - (128)

V(x,¥,5°) = o A(X*“")"i"[n(ec,.a) +] }“(x 1$)AXp s aﬁ)dx]

gde n oznacava proizvoljnu funkciju od a« i g,

Na taj nadin op5ti oblik diferencijalne jednaline
drugog reda, koja dopusta opStu produZenu infinitezimalnu tra=
nsformaciju (116), giesi:

v = ._Iﬂ(x a)dx[n(a 2) +] JA(X’Q)GXB(:{,«,B)&J{](L?E})

gde argumenti « i g imaju ranije data znafenja (120) i (124).

ili
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QPSTI OBLIX SISTTMA ODTCNIH DIFURENCTIAL (T JUDNAGT L PRVOG
REDA XOJT DOPUSTAJY PROJIKTIVIE INFINITSZLNALIE TRANSFORMACIIT

17. Slucaj kad sistem ima ave diferencijalne jedna
cine, Pretpostavimo da imamo dve obidne diferencijalne Jednam

cine prvog reda:

dyl = Yldx, dyz = Y,dx, (130)

. ¢ija odgovarajuéa parcijalna diferencijalna jednadina glasgis

Y(T) = fx + Ylfyl + Y,{_,fy2 = 0, {(131)

zde su koeficijenti 1 Y, funkcije od x,y

1 i Toe
Uzmimo jo$ transformaciju

UCE) =85 + 1 1fy1+ quyz' (132)
ciji su koeficijenti §ai n  takodje funkcije od Xy¥y i s
b

a koju demo prema S,Lie-u zvati projektivnom,
Da bi sistem (130) dopustio transformaciju (132), potrebno je
da budu lspunjeni uslovi (62), koji sada glase

Y{a ) = YlY(E) + U(Yl)

Y(n ) = Y Y08 + U(Yg)* (133)

I8. Op3ti oblik Sistema obiclnih dlferenc1jaln1h jed
nacdina prvog reda koje dopustaju projektivnu 11f1nit321malnu
trensformaciju., PotraZimo opSti oblik funkecija Yl i Y gistew

ma f130) tako da bl ovaj sistem dopustio projektivnu 1nf1n1te~
zimalnu transformaciju oblika

U(f) =

axf_ + blylfyl + b2y2fyz. (134)

Ovaj problem se reSava na osnovu uslova (133) koji

daje Charpit-ev sistem od dve parcijalne diferencijalne jedna-
¢ine:

axlyx ¥ S EARS B Pa¥2l1y, = (b = &)Y,
v s bey (135)
Loy 11 2y, N b232¥2y2 = (b, - a)Y, ,

kome odgovara sistem obidnih diferencijalnih jednadinas
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_ ’ dy dY dY
ax _dy° _ W2 _ 1 , 2
ax = Byyy T by, T (B =a)Yy (B,-2)Y,

Iz poslednjeg 31stema, g8li¢no ranijem, debljagu se trazene

funkclje Yl i Y u oblikus
b 2 a
- ~ 1 3'1 Yo
¥, = x° Dy ( )
1 SR PR
= X
2 e S R
a sistem (130) postaje.
bi a a
= — 1 ¥ Y
a 1 2 |
dy. = X Py ( -2 Yax (136)
- 4 xbl' ;B2
(i =.1,2)'

Dobijeni rezultat predstavljs novo uovstenje rezultata koje
smo postigli u prethodmol glavi,

Lo, Slucaj kad imamo sistem od tri diferenciijalne
jednacine prvog reda, Uzmimo sistem od 3 obilne diferencijsle
ne jednacine:

dyi = Yidx (137)
(i = 132’3)1
Potrazimo opsSti oblik funkcija Yl'Yz’Yj tako da

sistem (137) dopusti projektivanu 1nf1n1t321malnu transforma=~
eiju

V(f) = axf, + b,y,f v, + bzyzfyg + bayof vy (138)

Sistemu (137) odgovara linearna parcijalna diferencijalna jed-
nadinas

Y{(f) = f + Y yl + Y2¢y2 + YnyB = O, (139)
Kao sto je poznato potrebno je da rélacije (138) i (139) is-
pune uslovs:

Y(ax)f_ + [if(blyl) - V(Yl)]fyl + [Y(b2y2) - v('zz)] fyz +

N [Y(bByB) . V(YB)]fyB . 0. (140)
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Posto eleminiSemo f_ iz jednadine (139) i (140) imademo:

X

Y(VE) = ¥(byy,) - ¥ ¥(ax) - V(¥)) £, + Y(byy,) -

I

- —— _— \ L
¥ ¥(ax) ~ V(¥,) fyg + Y(b3¥3) Y ¥ (ax)

o V(YB) fy3 = 0

]

Poslednja jednadina se rzgpada u sledele tri:

Y(blyl) - YlY(ax) - V(Yl) = 0
¥(byy,) = ¥y¥(ax) - V(¥p) = O | (141)
Y(bByB) - YBY(ax) - V(YB) = 0

Napisane tri jednacine predstavliaju potrebne i dovoljne us-
love da polazni sistem od tri diferencijalne jednadine (137)
dopusti projektivnu infinitezimalnu transformaciju (138),
Ovi uslovi daju slededi Charpit-ev sistem od tri parcijalne
diferencijalne jednacines

axYq blle1y1+ b2y2Y1y2+ b333YlY3 = (bl - a)Y,

ax¥.. + b Y + b

2x P171%2y, + b

,
2¥2 2y, 33’3Y2y3

(b2 - a)Y2

ax¥ 4 blleByi+ b2y2Y3y2+ b3y3Y3y3 = (by = a)Y¥,,

kome odgovara sistem obidnih diferencijslnih jednadinas
ax _ %Z;. - R S R S - N
ax  by¥y o b¥o Pa¥g - (b,-a)¥, _Tiz"ayTz
(b3-a)75
Iz ovog sistema slicno prethodnom,dobijamo trazene funkcije
Y Y2 i Y3 u obliku:

1!
bi a a a
- -1 - 4 J J
Yi = Xa @i("';'g "g ? _% ): (i = L, 2, 3)2
X 1l X2 X3

pa sistem (137) postaje




bi a a &
a o 1 Y 2
s X .(*S“ ——— )dx (142)
dyi 1 x 1II X 2";53

($ =1, 2, 3).

20, Sludaj sistema od n diferencijalnih jednacina
prvog reda, Za opSti slulaj imali bismo sistem od n obidnih

diferencijalnih jednacina
dyi = Yidx (143)

( i = 1-, 2. se 0y n)p

kom odgovara Jjedna linearna parcijalna difereneijalna jedna~
cina

I
Y(f) = £ +§l Y204 =0 (144)

PotraZimo opsSti oblik funkeija Yi’ tako da sistem
(143) dopusti projektivnu infinitezimalnu transfermaeiju

n
V(£) = axf, + D byysfos (145)
is ¥

Radedi kao u prethodnom slucaju dobili bismo sistem
od n sledecih uslova

¥(byy;) - Y. ¥(ax) - V(Y,) = O - (146)
( i - 1, 2’ soe ty n)l
Ova] sistem predstavlja Charpit-ev sistem od n line-
arnih parecijalnih diferencijalnih jednaCina prvog reda,

n

( i = 1’ 2, AR n)

Sistemu (147) odgovara sictem obidnih diferencijal-
nih jednadinsa:

ax dyl le dYn (148)
paeedit 'E"‘" = sse = '('E"'_ '}Y T see = r'E e jir -
ax 131 1724 n" 3 n
Iz sistema (148) lako dobijamo n traZenih funkcija Yi n obliku
bi a a a a
Y - x-é_ - Fes) (yl y2 yz 'Yn )
v . ’ E | fasse 'E' .
1 + xbl X 2 be ' n
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Ya taj nacin sistem (143) koji dopusta projektivnu infiniteziwe
malnu transformaciju (145) glasi

1 2 | n
d.y . b— xa ¢ . (- '15;"' "1E; » & 8 15 ) d—T ( 149 )
1 1'x 1’ X 2’ X 1 | |

(4 =1, 2, ¢« o« oy D)a

Dobijeni sistem jednadina (149) predstavlja onSti
oblik obicnih diferencijainih jednalina prvog reda koje dopusSe
taju projektivanu infinitezimalnu transformsciju datu izrazom
(145),
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GLAVA V

TEORIJA KATONICNIH INFINITEZIMAINIH TRANSFORMACIJA

21, Definicija, Pojam infinitezimalne transformacije
za integraljenje diferencijalnih jednacina Sophus Lie uvodi na
dva razlic¢ita naCina, Radi toga on u0p§fava Abel-ova ispitiva-
nja osobina korena algebarskih jednadina., Iduéi Jednim novim,
potpuno originalnim putem, sluzedi se op3tom matematilkom teo-
rijom neprekidnin grupa, teorijom koju 4e za tu namenu bas i
stvorio, S.Lie generalile ved poznafe meitode integraljenja obiw
¢nih diferencijalnih jednalina. Sabrana dela S.Lie-a 7 sadrbe
njegovu prepisku sa A,Mayer-om, iz koje se vidi da je S.Lie
ulozio mnogo truda u tom praveu, kao i to da nije bio potpuno
zadovoljan dobijenim rezultatima i da je razolaran 3to nije
mogao postidi dsfinitivni cilj,

Godine 1887 Camille Jordan Jje u svom poznatom udZbe=
niku 9 "Cours d’Analyse de 1'Ecole Polytechnique"™ izloZio
vrlo sazZeto i jasno teoriju infinitezimalnih transformaciis, -

‘all potpuno nezavisno od teorija grupas neprekidnih transforma-
cija. Time je C.Jordan postigao veliko uproidavanje u izlaganju
teorije infinitezimalnih transformacija kao i primene ove teo-
rije na probleme integraljenja diferencijalnih jednadina,

S.Lie je, mozda kao odgovor na Jordanov rad, sa svo=
je strane, posle godinu dama - 1888 godine 8 , objavio prvu
svesku novog obimnog rada pod naslovom "theorie der Transforw
mationsgruppen" u zajednici sa profesorom F,Engelom, U navede=-
nom delu se raspravlja teorija infinitezimalnih transformacija,
koja je zasnovana na nizu mnogobrojnih i komplikovanih stavova,
Pomenimo samo to da prvi tom, od 632 strane, sadr#i 114 razli-
¢itih teorema, $to jasno govori o obilju materijala, Dve godine
docnije 8 izlazi II tom posveden teoriji transformacija dodie
ra, dok nesto 8 kasnije objavljuje i III tom u kome se izla¥e
problem strukture grupa transformacije,

Sa druge strane, A.Mayer je objavio svoju teoriju
infinitezimalnih transformacija 10 , takodje nezavisno od teo-
rije neposrednih grupa. Na ovaj nalin je nastao nov pravac pro-
ucavanja teorije infinitezimalnih transformacija, koje su dalje
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razradjivali A,Buhl 1 P.Appell.

Ovaj poslednji, veliki matematiZar, je usko povezao
Jorden=ove rezultate sa ranijim raovima J,Liouville~a i G KB=
nigs-a. Zatim je N,5altykow generalisao pomenute rezultate i

-tako otvorio nov razvoj u izulavanju teorije infinitezimalnih

transformacija. Brzem napretku pomenute teorije doprineo je
C.Jordan objavljivanjem, u svom duvenom, Journal de {athéma-
tiques pures et appliguées -‘6B_Sﬂrie,__t.1L Fasg¢c.1l,1905,memoar
N.Saltykow=-a Ltude sur les transformetions infinitésimales,
koji se odnosio na novu tzoriju koja bi se mogle nazvati ka—
nonicna teorija infinitezimalnih transformacija.

czs feorija infinitezimalnih transformacija. Mada
je naziv infinitezimalne transformacije uveo Sophus Lie, nji-
hov prvi obrazac koji S.,Lie zove "Infinitesimale Beruhrungste
ransformation®, primenio je Charpit jo& 1784 godine 14 ; & Z8w
tim su se njime sluZili i ostali matematidari koji su radili
na teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadina pre 3S.Lie-a,
| Uocimo obidénu diferencijalnu jednalinu prvog reda

dy - Xdx = 0, (150)

gde je X funkecija promen131V1h velidina x i y.
Problem integraljenja ove gednaclne (150) istovetan

Je sa problemom integraljenja linecrme parcijalne diferencie
jalne jednacine

x(£) =52+ ¥ - o, (151)

gde Je f funkcija od dve nezavisno promenljive veliline x 1 y,
dok simbol X(f) predstavlja kradu oznaku prve strane parcija=
Ine diferencijalne jednadine (151). |
Oznadimo 1i sa f integral ove jednadine (151), onda
jednadina | |
f(x,y) = C, (152)

gde Jje C proizvoljna konstanta, pretstavlija i integral obicne
diferencijalne jednadine (150).

Ako obrazac
U(f) = & af of

¥
gde su gi g funkecije od x i y, zadovoljava uslov

ol e 1 e e ] ] o L = B -

ol gl B = - Bt o e

e d e ke Cr o At cmrmmmrrwehei wd in dd b o e hema o YRR s e o

B T WA A PR | TN I I 1 ¥ L
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X U{f) = AX(f), {15/

pri Cemu je A wopSte funkeija promenljivih velilina x 1 y, S.
Liie naziva izraz {(153) infinitezimalnom trapsfornmacijon bilo
jednacine (150) bilo jednaline (151), Generalifuéi na vise
naéina ovu definiciju, S,lie stvara, u saradnji sa P,ingel-~om
teoriju infinitezimalnih transeformacija obicénih diferencijalne
ih jednacia, Ova teorija je izloZena u veé pomenutim njegovir
predavanjina, kao i u udZbeniku Vorlesungen flber Differenti-
alzleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen

bearbeitet und herausgegeben von Dr, Georg Secheffers, Leipzew
ig, 1891 .

Medjutim, C,Joxrdan taj isti obrazac {153} smatra ine
finitezimalnom transformacijom obicnih diferencijzlnih jednae
¢ina ako je on istovremeno, kao i funkeija f, integral jedna-
¢ine (151}, Prednost ove diferencije nad S.Lie-ovom je ofig-
1edna.ﬂa'osnovﬁ:nje mora biti

Navedene dve definicije infinitezimalne itranslorma=
cije potpuno se razlikuju., Dok Jordaneova definicija obuhva=
ta S, Lie~ovu, S.lLie-ova ne ukljijuluje Jordan-ovu, Jordan-ova
definicija je od vede koristi ztgo S,Lie~ova, Zaistz, da bi
stvorio svoju teoriju infinitezimalnih transformacija, S.Lie
je primoran da izmislja drugu, novu, veoma opSirnu teoriju
grupa neprekidnih transformacija., ¥aprotiv, C.Jordan-u su do=
volijni osnovni pojmovi moderne teorije parcijainih diferencie
jalnih jednalina da bi, polazedi od svoje definieije (155),
doSao do neophodnih stavova teorije o kojol je red.

Nastavljajuéi delo C,Jordan-~a, akademik N,Saltykow
je pokazzo da je ¢itava teorija infinitezimalnih transformae
cija Cvrsto vezana sa problemom integraljenja parcijalnih die
ferencijelnih jednacina, tako da se obe navedene teorije me-
djusobno upotpuniuju,.

Uvedeni uslov {155), razvijen prema obrascu (153),
postaje |

+q.-g...:.t:)

X U(f) s X(¢ 5

¥
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='x(5)g—+EX(af)+X() +nI( )=

= x(8) G2+ 8L, v x o) ¢ x( 4L (156)
% -
+ algyy X"'Q';fz“ 0.

tedjutim diferencijaledéi identicénost (151)., po x ode
n sno po y, dobijamo identicnosti:

o T ¢ f X of
T2t Xt 55 - 55 = 0
T T cX‘ af (157)

Eliminovanjem parcijalnih izvoda drugog reda iz relacije (156)
i (157) prema (153} bides

X u(r) = X35 + [x(0) - v - 0 (158)

Ako sad iz ovog obrasca, i obrasca (151),eliminujemo
g

= 5 imacemo definitivno identiZnost

X U(£) = [X(8) - XX(a) - U(X)]  (158)

Posto je = oL £ O, identicnost (158) daje koeflclaente infinitew
zimalne transforma01je (153) koji zadovoljavaju uglov

X(n) - ZX(§) = U(X), (159)

Lako je u isto vreme dokazati i obrauti stav, naime;
da uslov {158) nije samo neophodan, nego da je on i dovoljan da
bi obrazac (153) mogao odrediti infinitezimalmm transformaciju
date diferencijalne jednadine (150) ili odgovarajude parcijal-
ne jednaline (151). Zaista, ako vrednosti i zadoveljavaju
identicki obrazac (15%), onda je usiov (158) identilki ispunjen
tj. uslov (155) postoji, prema tomne obrazac (153) predstavlja
infinitezimalnu transformaciju jednadina (150) i1i (151),

Dobijeni uslov (159), u razvijenom obliku glasi

3—;"+X§§ EOI_'_ ‘13—4-31(?2). (160)

Uzmemo 1i za E(x,y) na koju funkeiju promenljivih

EE IR TR s TR TR YT T A BT O LR R U L R RTINS P R P - - == 1tar r

Aot i b s et o

oy b ey, et

el M bl el g4t ol T L el A B il Y- L
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x i y, tada dobijena jednakost (160C) sluZi za odredbu jedne
od dveju velicina, 3 ili X, kad je druga od ovih data. Prema
tome, sko je, pored §, i funkeija X data, onda se integralje=
nje diferencijalne jednadine (160) svodi ns 1ntegralgenje B8l
stemg obiénih diferencijalnih jednalina:

d
dx = T——r—-—-——-—
I; y*+ XX(%) (161)

Prva se dva ¢lana ovog sistema poklapaju sa datom
jednadinom (150). Oznacimo njen integral sa

o(z,y) = C,, | (162)

a drugi integral gistema (161) =a

o(x,y,t,8) = C, (163)

gée su Cl i 02 proizvoljne konstante,
| Prema tome opSti integral sistema (161) je (v, Q),
ili pak , | .
Q(X,.Y, E:II) = \Iz[w(x,y)] » (164)

gde su @ i Vv dve proizvoljne funkcije. Dobijena relacija
(164) odredjuje opSti oblik koeficijenata 1, pa mamimtim i
infinitezimalnu transformaciju posmatrane jednadine (150) ili
(151). Otud proizilazi da jednadine (150) ili (151) dopuStaju
neogranicen broj infinitezimalnih transformacija, koje se sve
dobijaju pomodu opstez integralas sistema (161),
Medjutim, ako su vrednosti E i n date, to je onda
u relaciji (160) nepoznata funkeija X, Tada se ova odredjuje
integraljenjem sistema obicnih diferencijalnih jednalins
dx _dy _ _ X . (165)
E y X(n ) ~XX(E)
Oznacdimo integrale napisanog sistema sa

@, (x,y) = ¢ 1 e, (x,y5,X) = CJ, | (166)

r

gde asu Cl i Cé dve proizvoljne integracione konstante,
Prvi od integrala (166) sadrii dve promenljive x i y, a prede
stavlja integral linearne parcijalne diferencijalne jednaline

U(f) = Q, (167)
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¢ija je leva strana infinitezimalna trsnsformaci ja (153).
Integral w,(x,y) zove se INVARIJAYTON DATE INFINTw
TEZIMALNE TRANSFORMACIJE (153).
Iz ovog izlazi zakljuCak da se opsSti oblik obildnih
diferencijalnih jednacina (150), koji se odredjuje odgovaraiu-
com vrednoséu funkcije X, definiSe jednalinom opSteg oblika

Ql(x,y,X) = 6 [ml(xiy)] ’

gde Jje proizvoljna funkeija. Prema tome, opsSti oblik obilne
diferencijalne jednacine (150), koja ima infinitezimalnu transs .
formaciju (153), mo¥e se predstaviti u slededem obliku

0, (x,7,9) = f[ﬁl(x,y)],

gde je 6 proizvoljna funkcija, a o invarijanta nase infinite-
zimalne transformacije (153). Na ovaj nalin se relfavaju pro-
blemi odredbe infinitezimalnih transformacija za datu obidnu
diferencijalnu jednadinu (150), kao i iznalaZenje obilne di-
ferencijalne jednacine koja ima datu infinitezimalnu transfore
maciju (153)

Rao primer naveséu problem iz predavanja akademika
NeoSaltykow-a, drzanih 1925 godine u Louvain-u, Haime, traZi
se opsti oblik obidnih diferencijalnih jednadina koje doouZe
taju konformnu infinitezimalnu transformaciju datog oblika

gf of
axE= + byﬁ?’ (168)

gde su a 1 b dva stalna koeficijenta,
PoSto pod navedenim pretpostavkama imamo:

E= ax, n= by, X(...) = 'Q(A{)L;'l"' X—ﬁﬁ)’

u naSem sludaju sistém (165) postaje

dx _ dy _ ax | I
= = B = Tab)X O (189)

Ovaj sistem diferencijalnih jednalina ima dve éledeéa integrala

b a
y&. xa
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Prema tome, traZeni opsSti-oblik obidnih diferencijalnih jedw

nacina glasit .
. 1.2 b
y'=x E'F(La) ’
) ¥

gde je F proizvoljna funkcija.

Slican rezultat dobija takodje i V.,A.Steklov u svom
cuvenom udzbeniku "Osnovi teorije integralienja obifnih difew-
rencijalnih jeénacina™ objavlijenom 1927 godine u Hoskvi i Lew
njingradu (V,str.188).

Polazeci od definicije infinitezimalnih transformae-
cija, V.A.Steklov dolazi do nadih jednadina (169),

Ovde izlozZenom teorijom utvrdjuje se, kao Sto je to
gore navedeno, da svaka obicna diferencijalna jednadina ima
samo jednu infinitezimalnu transformaciju, koja medjutim, mo-
Zze da bude napisana na bezbroj razliditih nadina pomodu inte-
gfala posmatrane diferencijalne jednadine, Medjutim, S,Lie
posmatra sisteme nekoliko infinitezimalnih transformacijza, ns
ulazeéi u razmatranje njihove prirode, 3to mo¥e da izazove
neke sumnje i zahteva naknadna istraZivanja., Takodje u pogledu
na ovu ¢injenicu Jordan-ova metoda istra%ivanja ima preimué-
stva zahvaljujuéi kanonickom obliku infinitezimalne transfore
macije,

23. Kanonicka teorija infinitezimalnih transformae
cija., Veza jzmediu integracionih faktors i infinitezimalnih
transformacija, Ovde ¢u da iznesem osobine infinitezimalnih
transformecija, nastavljajuéi njihovu kanoniCku teoriju, koja
Je bila razvijana u suprotnom pravcu od onoga na kome je na=
rocito radio Sophus Lie, Dok je stvaranje teorije neprekidnih
grupa transformacija zahtevalo velik i veoma naporan rad od

njenog tvorca S.Lie-a, kanonilka teorija infinitezimalnih tra-
nsformzcija se svodi u su3tini na probleme parcijalnih line-
arnih diferencijalnih jednalina, pri Cemu se obe dotidne teo-
rije uzajamno dopunjuju i usavrsavaju,

U teznji da usavrsi i unapredi generalizaciju prow=
blema integraljenja diferencijalnih jednadina, Sophus Lie Je
ovaj pojam povezao sa nizom nekih drugih, i time je od samog
pocetka, i suviSe komplikovao postavljeni problem, Haprotiv,




- 4G

C.Jordan godine 1887, je pokazao kalo se ova] problem moZs upe
rogtitli i melod pojednostaviti, Na ova] nalin je nastala takoe

zvana kanonicka teorija infinitezimalnih transformacija,

Kao dokaz preimuéstva kanonicke teorije infinitezie
malnih transformacija sluZi slededa Cinjenies, Naime, cuvena
veza izmedju infinitezimalnibh transformacija i integrabilnog
faktora obicne diferencijalne jednacline, kojom se S,Lie tolie
ko ponosio,.predstavlja neposrednu posledicu definicije infi-
nitezimalnih transformacija, Zaista wolime li obiénu difere-
neijalnu jednacdinu

y’ = X, (168)

gde je X funkeija promenljivih x i y. feka Je P{x,y) integr=
al linearne parcijalne jednacine

) = S+ xS - (169)

koje odgovara polaznoj jednaéini (168), Ako je izrasz

Qﬁ.
2 4L, (170)
gde je z funkeija od x i y, takodje integral jednacine (169),
ti.
2Ly -
Xz £5) = O (171)

enda Je izraz-%, prema navedeno] teoremi S,Lie-~a, integrable
ni faktor jednaiine (168),

Zaista indentidnost (171) daje:

£ £
X(z)4= + 2X(L) = O. (172)

Yz identicnosti (169) i iz identilnosti koja se iz nje dobija
diferencijaljenjem po y izlazi:

2 2 |
£ o f o=
X$5 = 35ox * o

9% ot omr
¢xdy ""2 o¥ay ‘

- e L b s [ e T C e
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Prema tome, identicnost (172) uzastopno postaje

x L of X
- ; — -y ZI—-D = O.
[X(Z) "5y y = Lo 3y £ 0, X(z) oY
Na osnovu simbola (1.69) imamo:
L2 + on = ___ZGK. (1721)

oxX oy oy |
2

Poslednja'ideﬁtiénost, deobom sa z~, daje

ey oy

i dokazuje tatnost S.,Lie~ovog stava da jea%-integracioni fake
tor jednacline (168),

Da bismo generalisalii izneseni stav na sistem dve
jednadine i integracione faktore Jakobija, uoCimo sistem dve-
ju obidnih diferencijalnih jednacina

d?l = xldxt de ='X2dxi (173)

1 1
.ﬂfz 5z _ 0% )
Z

gde su X, 1 X, funkcije od x,y; 1 ¥, Oznacimo sa fy 1 f, oba
razlicita integrala parcijalne linearne Jednacine

X0 = Fenl = 0, (174)

25?2
koja je ekvivalentna sistemu (173), tako da imamo identicno=
gti: | |

X(fk) = Or | (k = ljz)i | (175)

| Uvedinmo sad pojam kanonicéne infinitezimalne transe
formacije sistema (173) i odgovarajuée parcijalne jednadine

(174) analogno transformsciji (170). Ako je f integral jedna=
gine (124) i ako je izrasz:

cf 9t |
%55, ¢ 2%, (176)

takodje integral jednacine (174), pri Semu su 1.2y 1 2z, dve raz-
licite funkcije promenljivih .X,y4 ¥.,, onda se obrazac (176)
naziva kanonickom infinitezimalnom transformacijom parcijalne
jednacdine (174) a takodje i sistema obiénih diferencijalnih
jednadina (173),




Prema navedenoj definiciji kanonifke infinitezimalne trans—
formaQije imaéemo identicénost:

(. OF of \ _ -

&
-

Odavde =e dobijaju jednaéine za odredbu koeficijenata 2z, i z,

-___ et S -y g

SxngE) - o
k=1 .
Razvijajuci simbole X(...), nalazimo uzastopne
identicCnosti:
2 -
E[sz(f ) + £, X(z )J = 0,
Ty k ,
111 $=l
A ayk * 2y X 25 | = 0 - (178)

Diferencijaledi po Yy identicnost koja se dobija
iz (174) za svaki njen integral f, nalazimo nove identidno-

sti:
ac 2 2 0X.
f+2(?{..d:? _‘____3_—,___‘?_2:0’
dxayk =) 1ayloyk Oyk Y5
1li
V0% ae
- yk +2 Xl‘é_'é?'ﬂ" %—xk 5. ﬂﬁ_(_l_c____ﬁlq__@). o
Prema tome identicnosti (178) postaju
'g"[ 975 (z, ) —Zz ! -?i] 0 (179)
f:él Kk K3y 07 y
Drugi izraz leve strane relacija (179) sadrii dvo-
gtruki zbir

22 2y ;, . (180)

k=1l i=1
Vrednost ovih izraza se ne menja ako se uzajamno

razmene indeksi sabiranja k i i, i ako se zatim izmeni red
sabiranja u odnosu na te indekse, tako se dobija:




puat

S,
. .
[ L iy, L o
- ; i

. 2 2 0%y ¢
BN S Z . e
| 1;1;2-1»1 Ty Wy
pa icdentidnpat (177 poprima ohlik

S o] <. ox]
2,—‘;; Xz, ; - 2, ¥5%l~ 0, (181)

k=1l 2 gt ¥y
Posto identidnost (174) sadrii Elan-%% koji ne fi-

gurise u identicnosti (181), ova ne moZe biti pogledica jed=~

nakosti (174). Ona se, prema tome, mora identilki anulirati

teko da svaki od koeficijenata nz -SL mora biti identicCki

[/
Jednal nuli, Na taj nalin iz identicﬁosti (181l) proizilaze

dve nove:

2 Oxk ( )
X{z,) = S Z, 7m— = 0, (k = 1,2). - 182

Dobijeni sistemi jednadina (182) sluZe za odredji-
vanje koeficijenata 2). kanonicke infinitezimalne transformacije
Falogr sistema diferencijalnih jednadina (173),

Nadjeni rezultat (182) je od velikog znadaja za
ovu teoriju infinitezimalnih transformacija, jer, kao &to
¢emo to domalo videti, daje neposrednu generalizaciju na
s1stem dve diferencijalne jednadine, Suvenog S.Lie-ovog sta-
va (172) o vezi njegove infinitezimalne transformacije (1727)
sa Buler-ovim integracionim faktorom Jjedne obicne diferenci-
jalne jednadine (168),

Napomenimo da sistem (182) pretstavlja partikularni
slucaj za dve nepoznate funkeiije 2 i Z, generalisagog giste-
ma Charpit-a, koji je pronaSao akadsmik N.3altykow i prouda-
vao u svom memoaru “Etude sur les intégrales d’un systéme des
Equationes différentielles aux dérivées partielles de llusie-
urs fonctions inconnues" (Journal des Mathématiques pures et
appliquées, t.111, 5° série P.423 Paris 1897), i u radu "“Re-
chershes sur la théorie des équations aux dérivées partielles
du premier ordre d’une seule fonction inconnue, (Communications
de la Société mathématique de Kharkow, 2°0€ série, Tome X,

N2 1, Kharkow 1907),

Sistem (173) dopuSta sistem od dva integraciona

mnozitelja, B, i %5, koje je Jacobi definisao relacijom:
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B, (dyy - X dx) + p2(dy2 - X,dx) = df(xl,yl,yz).

Iz ove relacije proistidu sledede tri:

df af of — - “r - -
F.l = .a_fl’ F2 = -0-9-2, B-E = ﬁlJLl Fzﬁ-zl (183)

One definisu funkeiju f kao integral sisteme (173). Zaista
eliminujuéi By 1 B, iz sistema (183) dobijamos

or f af
}I(f) = 3% o Xi'?'?l + xz-gie = 0, (184)
No iz relacija (183) sledi:
| a?-]_ 7)-5
ayz - ayl
o ULy ) 9%y . %, .
Jx layl 2dy1 Oyl 1 0¥y 2
or 5 or 5 ory, 0Ky °X,
Sot—— e R R ... F- " mm——— '
“Ox layl * Xanz 0¥y 1 04 Fz (185)
Na osnovu prve relacije (185) proizilaze identicnosti;
ory _dry orq 9%y X,
ox " Nyt A ¥, T3y M7 Ty, re
4 oP> ko “ay 6X2
LR U - oy 3y, 1 " 7Ty, o (186)

DokaZimo obrnutu teoremu: Svako reéénje jednacina (186)
dovodi do integracionih mnofitelje sistema (173). Zaista,
posto je jednadina (184) identidki zadovoljena svojim intee

gralom f, njenim diferencijaljenjem po ¥y dolazimo do novih
identidnosti:

2 .
X(df ) +2-?E—3-'- of = 0 (k = },2) - {187)
.Fk i:layk ﬁ; ' '

Poredjujuéi identilnosti (186) sa odgovarajuéim identidno~
stima (187), izlazi da su izrazi:

ofF of
0yy ' Yy,




respektivne reSenja jednalina (186), to jests
' df ar
1735 27,

S5to dokazuje gore formulisanu teoremu,

Prema tome de kanonidka infinitezimalna trangfere
macija (176} biti;

z 8y +3,0,,

i time se uop3tava S.DLie-ova teorema (170) i sada se izra-
Zava simbolomdz_ p., gde su Zg koefieijenti kanonidke infinie
tezimalne transfqrmacije, dok su ®3 Jacobi-evi integracioni
mnozitelji sistema (173),

¢ty Osobine kanoni8kih infinitezimalnih transformg-
clias Dobijeni sistem (182) istovremeno alufi za reZavanje
dva slededa problemas

1, Odredjivanje koeficijentaskononidkih infinitezime
alnih transformacija % ¥ad je dato,bilo sistem jednodina (173)
bilo odgovarajuda parcijalna jednacina (174),
| 2y Odredba sistema jednalina oblika (173) 11i jed-
nacina (174), koje dopudtaju kanonilke infinitezimalne trang=
formacije oblika (176) ¢iji su koeficijenti 2, dati,

U isto vreme izlo¥encz teorija daje odgover na pitaw
nje 0 broju razliditin infinitezimalnih transformacija, koje
dopusta jedan sistem difereneijalnih jednadina (173).Zaista,
S.Lie se nije bavio ovim problemem i ostavio ga je otvorenim,
Meédjutim, izvedeni uslovi (172) u potpunosti reSavaju pomenu-
ti problem. Ovi uslovi, znadajni pPo svom sklopu, pretstavlja-
ju cuveni Charpit-ev sistem parcijalnih jednadina u odnosu na
velic€ine Z, 11i pak Xk, koje se bilo po zy 1li Xk odvojeno
posmairaju kao razliditi sistemi promenljivih,
| taista, pomenuti sistem (182) predstavlja uopiteni
Charpit-ev sistem, bilo da uzmemo kao nepoznate promenljive
koeficijente Z, 11i pak koeficijente Xk.

Uolimo prvo sistem od dve diferencijalne jednadine
(173) 8a datim koeficijentima Xy i Xpe Potrazimo koeficijente
kanonicke infinitezimalne transformacije (176) 2y 1 Zne Odgo~
varajuéi sistem (182) u razvijenoj formi glcsi:
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- 92, 3z, 0z,  OX, ) -
e SRS R I -5% o f__(kr,-.-; 1,2) (133)

Qdgovarajuci sistem obilnih diferehcijalnih jednacina de
bitis

dyl dy2 552 |
s o "x;""az';—-r‘ax;‘—t (189)
: 37 25, ™ -
i=1 i=1 i

gde tri prvs odnosa predstavlijaju dve date jednacine (173).

Prema tome, problem nalaZenja kanonidkih infinite~
zimalnih transformacije sistema obidnih diferencijalnih JQG-
nacina istovetan je sa problemom njihovog integraljenja, lsto
je 1 so teorijom Euler-ovog integracionog faktora jedns edicne
diferencijalne jednadine, Analogno, navedens metoda infimite-
zimalnih transformacija moZe da bude o8 koristi i zZd nalazo-
nje infinitezimalne transformacije izvesnih klasa resenja pe-
menutog problema diferencijalnih jednadina, 1ili za nalazonje
diferencijalnih obidénih jedna8ina koje dopustaju infinitezi~
malne transformacije datog odredjenog oblika, U tu svrhy is-
koriséavamo ponove obrazac (182) gde su funkeije z, datog
oblika pa se traZe sistemi jednadina oblika (173}, GijL su
koeficijentiixl i X2 nepoznati,

Do bismo ove koeficijente na3li napiSimo jodnadine
(182) kao parcijalnu jednadinu prvog reda sa dve nepoznate
funkcije.xl i Kz U razvijenom, ali opStem Charpit-ovom odbliku
i to smatrajuéi Kl i 12 kao nepozngte funkeije, naime

0xk 0z 2 oz
k k
g = 55 + E,yi i (k= 1,2) (190)

Sistem obicnih diferencijalnih jednadina koji odgovara ovom
Charpit-ovom sistemu (190) sada glasi:

dy dy dX, dX
L. Y2 _-31 %2
o 7y = Wz Ty (191)

Na taj nadin de se koeficijehti Kl i XE izraziti kao funkei-
Je invarijanata kanonidke infinitezimalne transformacije,
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Slucaj jedne jednaline drugog reda, Uolimo jede
nue obicnu diferencijalnu jednadinu drugog reda

¥y = K(x:yny’) ’
11i napisanu u obliku

r

e X(x,7,5), (192
114

dy ‘= K-(:xryryr)dxt y'= %‘%

U ovim jednacinama ulogu dveju nepoznatih funkecijz imaju proe
menljive velidine y i y”’,

Frema tome, u ovom sludaju sistem jednz&ina (173)
postaje
. dy = y‘dx,  dy’= X(x,y,y’)dx ' (193

pa kanonilka infinitezimalna transformacija (176) sistema
{194) primc slededi oblik:

f of
Zl%? + zzw,

a sistem parcijalnih jednadina (182) za odredjivanje koeficiw

janata 2y 1 z, koji postaju funkecije od X,¥y 1 y° pisu se
ovako:

- Ozk "&zk Ozk
o) = pxf + 355+ X%, k=12,  (190)

Prema tome odgovarajudi sistem obicnih diferecpcijolinik jed~
nac¢ina glasi:

’ dz. dz
ay . dy7 _ 1 _ 2
ax = e o X, BK T o%,, o, |
zl-s-y-i- + 32-?&-2- Zl-&]-. + 5203,2 {195;
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GLAVA VI

Problem integraljenja diferencijalnih jednacina koje dopuSe
taju produzenu konformnu infinitezimalnu transformaciju,

Za integraljenje obilnih diferencijalnih jednadina
drugog 1 viSeg reda koje dopustaju odgovarajudu produienu kone
formnu infinitezimalnu transformaciju primenidemo metode I,
Saltykow=-a objavljene 1305 u Parizu [15] 1 U njegovim luvenw
skim 1 beogradskim predavanjima,

26 Integraljenje diferenciialne jednaéine drugoz

reda, Uzmimo ranije dobijenu jednadinu drugog reda, naimes

- - D a 8 |
yro=x* oy, L)), (196)
X X
gde Je proizvoljna funkcija. Ranije Jje pokazano da jedna«

cina (196) dopusta konformnu produfenu infinitezimainu trane
sformaciju. Ovoj Jjednadini odgovara slededi sistem od dvs
diferencijalne jednacine:

| - 2 a 2
dy = y'dx, dy’= x> QCEE"xB:E)dx’ (197)
| X~ X

ili jedna linearna parcijalna diferencijalna jednadina

[o!
— p—— a ’a -
-— ’ a
Y(f) = S fy + x ‘I’(ig.ig:é‘)fym O (198)

Konformna produfena infinitezimalna transformécija koja,
prema prethodnom, odgovara ovoj (198) jednadina glasi:

il

V(f) = axf_+ byf, + (b - a)y"fyf. (1?9_)

Uvedimo sad diferencijalne invarijante ove trang-
formcije., One pretstavljaju vrednosti promenljivih velidina
xoje anuliraju posmatranu infinitezimalnu transformaciju,tj.
pretstavlijaju integrale linearne parcijalne doferencijalne
jednacine,

axf_ + byfy-+ (b - a)y fy’ = 0,
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To su ofevidno slededi izrazi

a s
=1 a
= g - =h.
R
Iz prethodne dve jednaline imamo:
b b_,
y::xag, y"=xa h
-E -'.2.'-‘-1:
g =X ¥, h =x Y

Ako u funkeiju f(x,y,y") uvedemo g i h kao nove
promenljive mesto y i y° dobidemo da je

f(x,y,y') = ?(xlg!h) .

Obrasci transformacije glase:

s _b_-1 - byl

fx = Py a =~ 8% 7 (l a)x h?h
E

fy = X ?g’ fy! = X ?h‘

Prema tome transformisana jednadina (198) i odgova-
rajudéa joj infinitezimalna transformacija (199) postaju:

Y(e) = o+ %ﬁg(ah - bg)?g + [(a - b)h + a@'(g.h)]?h} = 0

(200)
Vi(e) = axe_

gde su uvedene sledele nove oznske: Y’za transformisanu levu
stranu jednacine (198), V’ za levu stranu transformisane
infinitezimalne ‘ransformacije (199), Sem toga je uvedena i
oznaka

‘I"(g,h) &= G)(ga’ha) *
PosSto se Poisson-~ove zazrade
Y(9), V(o)

anuiraju na osnovu prve jednadine (200), to je sistem jednaw
Cina

Y (9) = o, V(?) = C,
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gzatvoren, pri cemu smo izjednacili obrazac infinitezimalne
tranaformacije V’(9) sa proizvoljnom konstantom C,
Prema tome jednadine:

_C
> T =X

a=b)h + aop’ hcp C
% * =T x * 3h5g = °
¢ine normalni sisten,
o ovo se integraljenje svodl na integraljenje
gistema Jednacina u totalnim diferencijalimas

(201)

Prema tome, problem integraljenja polaznog sistema diferenci-
Jelnih Jednalina (197) svodi se na integraljenje prve obilne
difereneijalne jednadine sa dve nezavisno promenljive veliw-
¢ine g 1 h sistema (201) i Jedne naknadne kvadrature kao i
jednog naknadnog difefencijaljenja.

Zaista, ako obeleZimo op3ti integral prve jednaline
(201) =sa

b = F(g,C,), (202)

gde je C; proizvoljna konstanta, onda druga jednafina (201)
postaje

dx
do = c[-ﬁ + H(g,cl)dg],

gde je
1.
E =
EI(g,Clj-Eg
PoSto su promenljive razdvojene, integral gornje jednadine
nalazimo pomodéu nagovestene kvadrature

¢ = C[;§§-+.[ﬁ(g,cl)dg]-+ Cos

gde je C, proizvoljna konstanta. fajzad opsti integral datog
sistema (197), odredjuje se prema pomenutoj metodi N,3alty~
kow~a skupom jednacine (202) i nove jednalins, koja se dobija




pomenutim diferenciranjem,
s
& = ¢

lﬂ;’-‘? + fH(g,Cl)dg = C’,

ili

sa dve proizvoljne konsfante C; 1 C’

TzloZeni se nadin intezraljenja prosiruje i na sve
druge gore formirane diferencijalne jednacine, kao Sto demo
to odmah pokazati,

27, Integralienje diferencijalne jednaline trefeg
reda, Uolimo jednacinu

- 3 ’ ,re
gl x2 ¢>(-x§' 1.;.__&_' i‘;%)' (203)
X X

~Tm 48 proizvoljna funkelija, Ranije smo dokazali da jednal-
ina oves ohlika dopulta dvaput produZenu konformnu infinite-
zimalnu transformaciju,

Tjoj odgovara sledeli sistem od tri obicne diferenw
¢cijalne jednadine prvog reda:
dy = y’dx, dy’ = y"ax,
b (204)

-3 -
dy’’ = x° @(5, %’ i&;;-a-)

ili jedna, ovom sistemu (204) ekvivalentna, linearna parcijae
1na diferencijalna jednalina prvog reda

Y(f) & £+ v2f_ + y:"_:f, +

J
"E' - 3 ﬁ Fg: e rd
x > % ﬁﬁ-_a’ iEIQE)' (205)

Regpektivna konformna dvaput produzensa infinitezi-
malna transformacija glasit

+ (b-a)y'fy; + (h-za)y"fy;;; (206)

{ao Sto je poznato, diferencijelne invarijente

V(f) = axf_ + byt
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;e dobijaju kao integrali linearne diferencijalne jednacine

« | L
axf_ + byfy + (b=a)y fy;-f (b=2a)y fyf, = O,
o su ustvari slededa tri integrala:
a » 3 rrda
. a y a y i’ 8
Et'n S -a = &o» -28a = 33
X X X
[z ove tri relacije imarno;
jo b . b
- e = - ] = - D
J = xagl' y = x> Y y = xa'_' g3’
111 b b | b
~a - . Car iy
gy = X T Er = X ay'n 83 = X J e (207)

Uvedimo u funkeiju f(x,y,y .,y ") velicine 8108 1

35 kao nove promenljive umesto V¥ 1 y°7. ObeleZimo funkci-

ju £ u novim promenljivim velilinama sa ¢ na sledeli nacin
f(XsYsY’;Y”) = ?(x:g1152133)!

rada obrascl transformacije glase:

_ _.b a=p 28 = D
fx = 2% axgl?gl + axg2?g2'+ ax g3?53
il ) X—E f = Xlwg T se= 32%
Y LS A gyt Y - Teg”

Ta taj nadin, transformisana jednadina (205), i odgovaraju=
fa infinitezimalna itransformacija (206), uz nove oznake Y*(f)
L V(f), + <@ postajuf |

’ a l—-{ -‘ -
1°(e) = o + Zxilag, bgl)?gl'+ [ag3~+ (a b)gé]mg2 +
1 /
- D - =
+ l}2a b)g3-+ a ]953 0
V(o) = axo.. (208)
Uvedimo pomocnu proizvoljau konstantu C, stavlja=

juéi da je

ax?x = C,
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78 sistem jednacCinas
Y°(9) = O i Vi(e) = G, (209)

Poisson-ove zagrace Y'(¢), V'(¢) se anuliraju na osnovu pre
ve jednadine (208), pa je zbog toga sistem jednalina (209)
zatvoren,

Prema tome jednacinas

ag, + (a=-b)g (2a=blg, + a @’
?_ = G P ='"—2—:—5 - 2? + A B

x ~ ax’ ‘g 8gy - 0& &y 88y ~ bgy (N
C = 0
+ EEE_:"BEI = Uy

tine normnalni sistem Cije se integraljenje svodi
na integraljenije sistema od tri diferencijalre Jednadine
u totalnim diferencijalima:

'E§3~+ (a—b)g2

dg2 = 332 "-bgl dgl
(2a~blg, + ad”’
dg, = 28, = bR, -agl (210}

dg
o = ol ¢ w

Iz gornjez izlazi da se problem integraljenja‘
diferencijalne jednadine tredeg reda (203), ili njoj odgova=
rajudeg sistema jednadina (204), svodi na integraljenje sis-
tema od prve dve obidne diferencijalne jednaline (210) sa |
tri nezavisno promenljive 813 Eo1r 8a» dve naknadne kvadratue
re kao i jo$ jednog naknadnog diferencijaljenja,

Ako izrazimo opSti integral prve dve pomenute jed-
nadine sistema (210) sistemom jednalinas

8y = 7(81,01,Cp) (12)
211
g3 ~ G(glrclrcg):

gde su Cl i C, proizvoljne konstante, onda treda jednacins
(210) postaje:

de - c[—% + H(gy,Cq,0, )N, ' (212)
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L X qee 4

iy
T o e,
- 2L s = P&

a gde zagrade (- =) oznadzvaju rezultal smene g, 1 g4 prema
obrascima (211). Po3to au promenljive razdvojene, integral
jednadine (212) se nalazi kvadraturom

Q= c[_l-_ﬁ,_;l + fH(glicl‘:c2)dg_] + 03 (2]'3)

Op3ti integral sistema (204), odredjuje se kao i pre, skupom
jednadina (211) i izvodne jednaline dobijene diferencijalje-
njen jednadine (213), naime jednacine

L2 ,
ede 42 77 mavn sooizrelina konstanta,

Ova se jednalina moZe drukéije napisati ovakos

T g L AR e amaam e (R

% lgx +fH(gl,Cl,02)dg =C’, (214) i

Dobijeni rezultat pokazuje da se sva tri integrala
gistema (204) izraZavaju jednadinama sistema (211) 1 (214)
ga tri proizvoeljne konstante C,, C, i C%ypri Cemu gy, 8, 1 ;
g treba smeniti starim promenljivim velidinama y, y i v, é
na osnovu obrasca (207).,

28, Integralienie diferenciialne jednacine n-fog

- & 1 ORI R RN T W o

reda, leka je data diferencijalna jednadina n—og reda

;
b ' a . ¥
nn N Y .
y( )"-"" xa q}(:%j —-gt v % ] 3) » (215)
b4 X X
gde je proizvoljna funkcija, koja dopuita (n-l) puta

produZenu konformnu infinitezimalnu transformaciju.
Njoj odgovara slededi sistem od n obilnih diferen=
eijalnih jednacdina |

dy(i) - y(i+l)dx, (i = 0,1,25000 n—2)
b (n-1)2

e a 8 ra |
ay(n=1). £® n@(ig. ig;zt e TUREY ig:ma)dz, (216)

’
X
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ili samo jedna linearna parcijalna diferencijalna jednacina
prvog reda

b a
-] . - = 11 ’ -]
I MR S NI AR T LR R
i=0

x = X
(217)
Odgovarajuca n~l puta produzena konformna infinitezimalna
transformacija de biti
V(2) = axt, + S (b-ka)y(Ee_ (i) (218)

Potrazimo i ovog puta diferencijalne invarijante,
To su kao sto je poznato, funkcije za koje se anulira desna
strana izraza (218)., Znai treba nadéi integrale parcijalne
diferencijalne jednadine prvog reda, .
. n-1 (k)
axf_ + E (b=ka)y fy(k) = 0, (219)

k=0
Ciigledno je ca de to biti sistem od n slededih

funkeija:

(1%,
=ia = 8i+1 (i=0,1,2,,,,'n_1)_
X

Iz ovih n relacija imamo sledeéih n promenljivih izraZenih
orrascinga:

y = X gi+l| (i"':opl'z'ctl ’n-l)'

ili 2ko iz njih odredimo g; dobicemo:

i~ 2 (5) : -
gi’!"l = X y ’ (1:0’1,2Egg' ’n-l). (220)
Ako u funkeiju £(X,7,7", ecee ,y(n"l)) uvedeno g,, Boseesy B,
kao nove promenljive mesto ¥,¥ ,¥ ",ees , y(n_l , 0oznadidemo
tada funkeiju £ u novim promenljivim ovako:

(n-l)) _

L E IS A AN, (%,81182000 ,8,),
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gde oznacava novu funlkeiju,
Obrasci transformacije jesdnacdine (217) i izraza
(218) jesu:

n=1

l h 4
Te= 97 '5'15:'12 (ia=blgs,y Prirl
=0

. b
T2

fy(i) = X Pgit+l? (1=0,1,2, ... ,n=1),

- Na taj nacin transformicana jednadina (217), i odgovarajuda
n-1 puta produZena konformns infinitezimalna transformacija
(218), uz nove oznake Y'(9), V°(9) 1 ¢ postaju

V’(?) = aX . (221)

Poisson-ove zagrade YT¢), V (p) se anuliraju na osnovu
prve jednadine (221).

sad opet uvedinmo pouoénn proizvoljau kongtantu
7 na ova]j nadsin:

v’(?) = C,

Prema gornjoj osobiai sistem parcijalnih diferencijalnih
jednacina prvog redas:
Y (¢) =01V (9) = C,

je zaivvoren,
Zato sistem jednalinas

C
* = =
» 1 » :
% 4 n=2 ag; , + (1a—b)gi+l 0 N [(n-l)a--bjgn + ao ¢ 4
ag, = b | Tag. - Be.
1 ;éa 3gy = 08y 8141 2By = B &n
+ _____TC = 0,
8gn = D&y




Cini normelni sistem, Eije se integraljenje svodi na integra=
ljenje sistema od n difsrencijelnih jednacina u totalnim
diferencijalima:

; S agyq t (ia:b)éitl e
Bi41 T ag, - Egl 1

(L = 1,2,. ee. y0=2)

[ﬁn—l)aﬂb]gn-b ad’
8y = " Eg, - b,

dgy (222)

o

ax, 0L
X ag, = bgZy

e - o

Prema tome, problem integraljenja diferencijalne
jednadine n-tog reda (215), koja dopusSta n=l puta produzZenu
xonformnu infinitezimalnu transformaciju (218), svodi se na
interraljenje od prvih n-1 obilnih diferencijalnih jednacina
sistema (222) sa n nezavisno promenljivih gl,gz,'. . <18n»
dve naknadne kvadrature, kao i jos jednog nalnadnog diferenw
cijaljenja. Ako obeleZimo opsti integral pomenutog sistema
od prvih n-l jedna’ina sistema (222) sistemom jednacina

gi = Fi(gl,Cl,C2,. . 'Cn—'l) (223)
(i = 2’3, tlt’n)’
gde su 01,02,... ’cn—l proizvoljne konstante,onda poslednja

jedna’ina (222) postaje:

Ax .
de= C 2=+ H(gy,Cq,Chy o « «,0, )45 (224)

pri Zemu je

H = LI
- ald’) - bg, !

a gde zagrade (...) oznadavaju rezultat smene g,,8,y+0498,

prema obrascima (223). PosSto su time promenljive razdvojene,
integral jednadline (224) se nalazi kvadraturonm

={c &
9_[3 = 1gx +fH(gl,Cl,02, e+ yC__;)dgy + € (225)
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Op3ti integral mistema (216), odredjuje se, kao
$to je to i ranije radjeno, skupom jednalina (223) i izvodne
jednaline dobijene diferencijaljenjem jednaline (225), naime
jednaline

& =c,
gde je C’nova proizvoljna konstanta, Ova poslednja jednalina
moZe se i ovako napisati:

1 ’
< 1gx + fH(gl,Cl,cz, . o .,Cn_l)dgl = (226)

Dobijeni rezultat pokazuje da se svih n integrala
sistema diferencijalnih jednadina (2186), izraZava jednaci-
nama (223) 1 jednalinom (226) sa n proizvoljnih konstanata:
01,02,. . "Cn-l i C%, pri demu promenljive 81 18o0vee 38y,

treba smeniti starim promenljivim y,¥ ,¥ "se o .’y(n-l)’

na osnovu relacija (220),




GLAVA VIT

PROBLEM INTEGRALJINJA OBICNIH DIFERENCIJAINTH JEDNACINA KOJE
DOPUSTAJU PROJEKTIVNE INFINITEZIMALNE _TRANSFORMACIJE

29, Integralienje sistema dveju obilnih diferencija-
Inih jednalina prvog reda koje dopuStaju projektivnu infinite-
zimalnu transformaciju. Predjimo na problem integraljenja dve
obifne diferencijalne jednaline oblika: |

dy xzi ! (:qul y2
1 .ﬂsl X 2

ydx, (i = 1,2), (227)

gde su ®, i @, dve proizvoljne funkcije,Kao 3to smo veé poka-
zali sistem (227) dopusta projektivnu infinitezimalnu trans—

formaciju

it

V(f) = axf_ + blylfyl + b2y2f32. (228)

Sistemu od dve diferencijalne jednadine (227) odgovara jedna
linearna varciialna diferencijalna jednacina prvog reda

b b- :
- 1 = a a fat
—= =1l y1 ¥ = -1, y7 ¥5
¥(£) = £+ x® @1(_% ,'-% ), o+ x® 2( % 2 )*
| x71 x°2 Y1 1 x 2
“4f = 0.,
y, = ° (229)

Uvedinmo odgovarajuée diferencijalne invarijante
koje se odredjuju kao integrali linearne parcijalne diferen-

cijalne jednacine,

axfx + blylfyl + bgyzfy2 = O

To su oZigledno sledecda dva integrala:

a a

T _ ga f__2_ _ ga
= . =

;Ei 1 xb2 e

Odavde imano:




-T5 =

b b

yl = xa glf 32 = x& 521
ili pak ‘E; #'Bg
a

8y ¥ x © ylt 82 = X yz (ZBa)

Akre sad u funkeiju f(x,yl,yz) uvedeno g8y 1 g, kao nove pro-
menljive mesto ¥, 1 Yo imacdemo

f(xlyllyz) = ?{xugl’gz}'

Tada obrasci transformacije glase:

: Dy o5
e =% " =& ’gl - 'E'fgz’gz
e _ D
f = a = a
7% %y Ty, T F %,

Prane tome, transformisana je nadlina (229) i odgovarajude
infinitezimalna transformacija (228) primaju sledsdée oblile:

’ - 1 ’,
X'09) = v+ Lxl(a0] - v i)

g, + (a®d 5 = b232)7g2]=0

Hi

V(e) ﬂx’x’ '(231)

gde su uvedene nove oznake Y'(Q), Vi(e), 97 1 @, s1ilne
kao Sto je fo0 bilo u prethodnoj glavi,
PoSto se Poisson~ove zagrade

(Y7Ce), V(@) "0 =

anuliraju na osnovit prve jednacline (231), to je slecedi
gistem jednacina -~

(9 =0, VD =C, (232)

gde je C nova uvedena proizvoljna konstanta, zatvoren,
Ovaj sistem (232) prelazi u normalni sistem jednadina:

C
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ad’ g
P g el 252 ® +—2C 0.
81 ad’ - b

24 ”’
17 %18 "2 8% - bgy

Integraljenje ovog sistema svodi se na integralje-
nje sistema jednalina u totalnim diferencijalnimas

- b

a®, - b.g
dg2 = @g ez dgl
8% = g
C C g
dp = «=dx + Equ:-EIEI&g} (233}

To znadi, problem integraljenja polaznog sistema diferenci-
Jalnih jednagina (227), svodi ge na integraljenje prve obilne
diferencijalne jednaline sistema (223) sa dve nezavisno pro-

menl) jive veliline g, i g,, 1 dve naknadne kvadrature, kao
S$to ¢emo to odmah pokazati.

Zaista, ako obeleZimo op3ti inbdegral prve jedna-
¢ine (233) =sa

8o = F(glicl)! o (234}

gde je C; proizvoljna konstanta, onda druga jednadina (233)
postaje

dp= o[+ H(s1,0,)4g, |, (235)

pri cemu je
1
=gy
2@y - by

gde zagrade (,..) oznadavaju rezultat smene g, prema obrascu
(234). Po¥to su promenljive razdvojene, integral jednadine
(235) nalazi se kvadraturom

-

@ = C[;-EZC- +JH(gl,Gl)dgl] + 02 (236)

Opsti integral sistema (227) odredjuje se kao i ranije, sku~
pom jednacCine (234) i izvodne jednaZine (236), naime

Op ,
3¢ = Cs
gde je C’nova proizvoljna konstanta,Ova se jednalina moZe i
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drukc¢ije napieati ovako:

L2% +JH(gl,Cl)dgl = ¢, S (237)

Dobijeni rezultat pokazuje da se obe integralne jednadine gis-
tema (227) izrazavaju jednaCinama (234) i (237) sa dve razli-
cite proizvoljne konstante C i C°, prt Cemu se 8y 18, u sta-
rim promenljivim velicinama izrazZavaju pomodu obrasca (230),

30, Integralienije sistema od tri obicne diferenci-

LR . e B A W e e e N el e el el Ll r—

jalne ji@ﬂ%ﬁ&ﬁﬁ- Uzmimo ead da integralimo sistem diferenei-
jalnih jednadina

b.
1 a2 a a8
— -] yl 3'2 J
dy. = x° © (& & 22 )ax (237)
1 172017 xP” xb3"
(1 = 1,2,3)

gde su ¢1, ¢2,*¢3 proizvoljne funkcije.
Ovaj sistem obidnih diferencijalnih jednaina dopu-
Sta projektivinu infinitezimalnu transformaciju

3
V(L) = axf_ +}f‘b ¥; T

v (238)
i=1
Sistemu jednadina (237) odgovara jedna linearna
parcijalna diferencijalna jednadina prvog reda, naime,

3 Ei -1 a a 32

I
Y(£) = £+ x> @ ( —=, —g- =0 (239)
‘a i X 1, X 2 3 1

i=1
Uvedino jo$ odgovarajude diferencijalne invarija-
nte preko parcijalne diferencijalne jednacline,
,%
axf + zblylfy = 0,
1=1
To ce biti ocigledno integrali:

3
i
T 1'213)'

a .
= g. (1
i 1t

Odavde imamo
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oL
i = % g
111 _“Ei
gy = x "y (i=1,23). (240)

Sada c¢emo, kao Sto smo to i ranije &inili, uvesti

nove promenljive 81185 i g4 mesto starih.yl,yz,yB, pa Cemo one:
da imati da je

f(xcylsythB) = '(Xf81t32:53)-

Tada obrasci transformacije glase:

%bigi .
fx © ’x - oy g;
i=l
_ Y
a
fyi = X 'gip (i = 1f2f3)l

Na taj nadin, transformisana jednalina (239) i odgovarajuéa
infinitezimalna transformacija (238) primaju nove oblike:

3
Y = v+ o SHee] - big) ¥y = O

- (241)
Vi(e) = axtxa

gde nam Y’ (@), V/(P) i Q{ imaju znadenja sliéna ranijim,
Posto se i ovom prilikom anuliraju Poisson-ove

zagrade Y7(#),V’(¢) na osnovu prve relacije (241), to
je sistem jednacCina:

- Y'{(¢) = O Vi(e) = C, (242)

gde je C nova uvedena konstanta, zatvoren, i1 tako ovaj
sistem (242) prelazi v normalni sistem jednadinas
C

r_ = =

X ax

ad. -~ b,g ad,~ b.g
L L I T
© " S <y T2 al vy, (53 w8 - g,
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Integraljenje ovog sistema gvodil se na integraljenje sistena
diferencijalnih jednacina u totalnim diferencijalima:

ad, - b,g

g, = ";f =< ag)
3%~ bigy
ads, - ba.g

dgg = m—— dgy
‘ ad., = blgl

dg
L (243)

ad) = bygy

-l

~Prema tome, problem integraljenja polaznog sistema
obicnih diferencijalnih jednaclina (156), svodi se na integra-
ljenje eistema prve dve obiéne diferencijalne jednadine (243)
sa tri nezavisno promenljive 8118, 1 gy & dve naknadne kva-
drature, kao i jos jednog naknadnog diferencijaljenja.
zaista, ako obelezimo opSti integral prve dve pome=-
nute jednaline sistema (243) sistemom jednadina:
B2 = {8101 0) (244
g3 = ((87,0y,Cp)
gde su C1 i C, proizvoljne konstante, onda treca jednalina
gistema (243) postaje

dx

dp = C = =+ H(gl’cl’c2)dgl R | (245)

o b

pri cemu je 1
QU
P !’
3% = h&y
gde zagrade (...) oznalavaju re ultat smene promenljivih
8, 4 g4 prema relacijama (240),
PoSto su promenljive razdvojene, integral jedneci-

ne (245) se odredjuje kvadraturom

P = c[%lgx +j H(glfcl,02)dg]]+ Cye (246)

| OpSti integral sistema jednalina (156), odredjuje
se, kao i doesad, skupom jednadina (244) i izvodne jednedine
dobijene difzrencijaljenjem jednadine (246), naime jednaline
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oe
7 =C,
gde je C'nova proizvoljna konstanta,
Poslednja jednalina se mo¥e i ovako napisati:

X ,
-glgx-+J H(gl,cl,cz)dgl = C7, (247)

Dobijeni rezuliat pokazuje da se sva tri integrala sistema
(244} 1 (247) sa tri proizvoljne onstante Cy,Cy & C’, pri
cemu jo3 promenljive 8118p 1 g5 treba, prema relacijama (249),

smeniti starim promenljivin velidinama Yye¥, i Yy,

2xe Integralienije sistema od n obidnih diferencija-
Inih jedradina prvog reda, Neka je dat sistem od n jednadina

b
i a a a
o e ] yl Yo y
dy, = x @ O (%, =, ... —P-Yax
1 1 X 1' X 2’ ' XxX'n (248)

(i = 1,2,-.-.11)'

gde su @'1, ®r0000y &, proizvoljne funkeije
Ovom sistemu je ekvivalentna jecna linearna parci-
jalna diferencijlna jednadina prvog reda

b
i a, a - a
——=—1l 0y ¥ y
- 8 1 2 n
= Qo sé0 *®
)= 1R e )y O

Y (249)

Pokazali smo da ovaj sistem od n obidnih diferen-
cijalnih jednadina prvog reda dopusta projcktivnu infinite-
zimalnu transformaciju

n
V(f) = axf_ + I};biyif?i " (250)
1i=1
Uvedimo, kao i uvek, odgovarajude diferencijalne
inverijante preko parcijalne diferencijalne jednaline prvog

reds
n

To je ofigledno slededi sistem od n integrala
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ya
i a
= = gt (1 =1,2, ... ,n),
xbi 13 ? p ] 4 _
Qdovde imamo ~

yi = Xa gi (i = 1,2’ ... jn)’

111 ako ovaj sistem reSimo po velidinama 8: s imademo
oy

—— T A

gi = X a yi (i - 1'2' ess 'n)l (251-)

Ako =8d uvedemo nove promenljive g5 megto starih Yy ,1mac&mo
mesto funkcije £ novu funkciju ¢ datu na sledeci nacinz

f(x.yliyz.-.-,yn) = ?(x,gl’g2gtn:,gn)n

Tada transformacioni obrasci glase

Tl
| 1
e = %% ~ Sz X bi8if,
i=1 L
_ b
fyi = x @& q:gi, (i = 1,2, vos ,n),

Zato transformisama jednadina (250) i odzovarajudla projektivna
infinitezimalna transformacija (248) primaju nove oblike:

Vi(e) = axe_, (252)
gde su uvedene kao i ranije, nove oznake:

¥(e), V'(9) 1 @f.

Po3to se poisson-ove zagrade Y'(9), V’(?) anulira-
Ju na osnovu prve jednafine (252) to je slededi sistem jednad-
ina
| °(®) =0, V(?)=¢C, (253)
gde je C nova uvedena konstanta, zatvoren, te sistem (253)
prelazi u normalni sistem jednadina:




'31 + ml {a@i - bigi ’81 ¥ C] .j Q4

=
Integrzaljenje ovog sistema gvodi se ne integraljenje sistema
od n difereneijalnih jednadina u totalnim diferencijalimat

8@;.1 = byBy

dgi-Pl = a@l - Elgl !18-1, (1 = lt?v ese o0=1) {2%4)
1 dx d 1
ére ol 5wt

Dakle, problem integraljenja polaznog sistema
obicnih difgrencijalnih jednadina (249), svodi se na inte~
graljenje sistema prvih n-l obidnih difereneijalnih jedno-
¢ina (254} sa n nezavisno promenljivih B118nrecey B,y dve
naknadne kvadrature, kao i jo¥ jednog naknadnog diferenci-
jaljenja,

Zaista, ako obeleZimo opSti integral prvih n-1
pomenutih jednalina sistema (254) sistemom je nadinas

Ei = Fi(gllcltcgl-'trcn_l)f

(i T 2,3' s a -n)p o _(255)

gde su 01’02""’Cn-1 proizvoljne konstants, onda poslednja
jednacina sistema (254) postaje

as - c[..lé.@_;. L CNCNT R L § (256

pri cemu je

. 2
H = =
3y = by8

a gde zagrade (..4) oznadavajun rezultat smene promenljivih

E1s8p1e0¢,8, prema relacijaia (255), Kaeko su sad promenljive
razdvojene, integral jednadine (256) ge odredjuje kvadraturom

Op5ti oblik sistema jednadine (243), se odredjuje,
koo i uvek, skupom jednadina (249) i izvodne jednaline koja
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se dobija iz (257), naime jednaline
0
'a% =__Cf,
gde je C’nova proizvolina konstanta,
Ova ge jednacina moZe i na drugi nacin napisati:
1 £y - ”
"E'; 1gx +JH(gl,Clg .2, ‘iil Cn_l)dgl= C! (255)
Dobijeni rezultat pokazuje do se svih n integral-
nih Jednadina sistema (249), izraZavaju jednalinama eistema
(255) 1 jednadinom {(258), sa n proizvoljnih konstanata: Cys
02'...,011_1 i 0’, Pri tOHl jO§ nove promenlji.v& gl’gZ’i'!lgn

treba, prema relacijama (251), smeniti starim promenljivim -
VEliEinma 3"1,3'2, iti’ynl |
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GLAVA VITT

PRIMENA KANONICKE TEORIJE INFINITEZIMATNIH TRANSw
FORMACIJA NA INTEGRALJENJE DIFERENCIJAINIH JEDNAGINA

32, Uwo d, Sophus Lie je uveo pojoam infinitezimo-
Ine tronsformacije radi wopStavanja metoda integral jenja di-
fereneijalnih jednadina. Pod tim pojmom je on podrazumevao
jedan linearni izraz po parcijalnim izvodima integrala jed-

- ne obicne diferentvijalne jednadine, Ove transformoeije su se
pojavile prilikom geometrijskih transformacija koje su vrii-
1% S,Lie i F.,Klein, Ova ideja je navela S.Lie-a da stvori
svoju opStu teoriju neprekidnih grupa transformacijaIIBj*ko—
Je je on primenjivao na integraljenje diferencijalnih jedno-
¢ina koje dopultaju infinitezimalnu transformaciju o kojima
Je rec. Ali ova uvedena teorija i odgovarajuéi argoritam
zohtevali su veoma sloZeno rasmatranja,

' Camille Jordan je, sa svoje strane, primenio jed-
nu drugu teoriju infinitezimalnih transformacija koje se zo-
vu kanonidkinm [(9'[ .

SeLie u svojim istraZivanjima rasmatra infinite-
zimalne transformocije koje su linearne po parcijalnim iz-
vodinma i koje zavise od dve nezavisno promenljive x i y.

On te transformacije naziva infinitezimalnim transformaci-
Jama tadke, Diferencijalne jednadine koje ih dopustaju su
obidne diferencijalne jednadine prvog ili viSeg reda istih
promenljlivih, Prema tome, diferencijalne jednadine o kojima
je re¥, moraju biti partikularnog oblika da bi dopustile od-
govarajuce infinitezimalne transformacije, koje on naziva
produzenim, Tako nastaje ogranilenje zbog suzenog proudava=
nja diferencijalnih jedna¥ina i njihovih infinitezimalnih
transformacija partikularnog-~. kpnjeg oblika, Prema tome Licw
ova teorija nema karakter opite teorije u pravom smislu reci,
a oblast njene primene takodje mora biti sulens, Medjutim,
uvodedi koncepcije C.Jordan-~a i N.Saltykow—a, teorija kano=-
nickih infinitezimainih transformacija ponovo dobija opSti
karakter, pa je primena Zira od navedene Lie-ove, U svakom
slucaju, u svojim ispitivaonjima demo uvesti plodne S,Lie-ove




ideje o strukturi transformacionih grupa, Tako dobijeni re-
zultati koje Jordan nije prouEaVao predstavljaju uwopsStenja
njegove teorije, Nasa teorija je slidna po svom izgledu S,Lieg~
ovoj, ali je ona zamiSljena u opStijem smislu i daje znadajno
prosirenje C.Jordan-ove teorije. On se ne sluii pojmom sfruk-
tura, jer on formira izvesne infinitezimalne transformacije

da bi mogao odrediti traZene integrale integraljenjem odgovar
rajuéih linearnih jednadina, Medjutim, uvodedi strukturu grupa
kanonidkih infinitezimalnih transformacija dolazimo do pred-
nosti da dobihemo na nov podesniji nacin deflnicione jadnaﬁine
trazenih integrala, |

| 33. Kanonicke infinitezimalne tranaformqg;i_.Uzmimo

sistem od dve obicne. diferencijalne jednaline: |

ekvivalentan linearnoj pareijalnoj diferencijaslnoj jednaéini
sjednom nepozngtom funkcijom £, t3. 3 - -

- 0f of of |
X(f) = 3%t Xiayl + X20y2 O (260)

X, 1 X, su funkecije promenljivih Xy¥q 1 ¥, dok je X(f) skra-
éeni simbol prvog dela jednadine (260), | .

Predpostavimo da sitem (259), ili jednadina (260),
dopusta opstu infinitezimalnu transformacijus

- bf |
U f +0y == +

(f) = E ql"yl 8g $= 37 5 (261)
£, 9y i 9, su funkcije promenljivih X,y, 1 ¥,. NapiSimo usl-
oV S.Lie=n: | |
U(Z) T elx,y,,5,) X(£) o (262)
koji mora biti ispunjen; imajuéi u vidu da simbol U(X) ima
sledede znaclenje: |

U(X) = U(X(£)) - X(U(L£)); (263)

prae odredjena funkcija promenljivih x ¥y 1Y, (f5] 316).
Prema C,Jordan-u [9:], lako se svodi infinitezimalna transfor—
macija (261) na kanonidki oblik: |
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U(L) = ni%lg— 15%.-2, (264)

- gde koefieijentiqi i lé inaju slededa znaenjas
F A ’
iy = 4 ~5X,, 85 = 2, - X,
Prema tome uwolimo izraz oblika

Vv{f) = ZI§§1'+ zé%§2; (265)
2y i z, ognacavaju funkcije promenljivih Xe¥y i ¥, ma kog
oblika, Reéidemo, prema C.Jordan-u da izraz (265) definiSe
kanonidku infinitezimalnu transformociju sistema (259), 11i
pareijalne jednadine (260), uvek kad god su i £ i izraz (265)
integrali te jednadine (260),

Prednost kanonicke infinitezimalne transformacije,
proucavane od strane C,Jordan-a, sastoji se u tome, 5to proe=
blem integraljenja sistema (259), ili jednadine (260), se svo=
di ne prodblem direktnog integraljenja 2inearnih parcijalnih
jednacina u iavolueiji, Cija je teorija dobro razradjens i
dale hogat izbor postupaka integraljenja,

Na prvom mestu navedimo teoremu B,M,0kiljevica [26]
kojom se dokazuje da jednacina (260) dopusta kanonidku infi-
nitezimalnu transformaciju (264), kao integral, gde koefici~
jenti z, i z, indentifki zadovoljavaju uslove ([gﬁ],(32),P99!,
to Jest:

&, %
X(2,) =~ % 2ge= =0, (k=1,2),
- R T '

Koo primer uzmimo linearnu pareijalnu difereneijalnu jedna~
c¢inu prvog reda

- Of af of |
X(f) = E + yz'ry'l - Ylﬁz = 0, (266)

Ona dopuSta kanonicku infinitezimalnu transformacijus

V() = 31'3-;1 + 3’2%21

Jer postoji identicnost
(X(£),V()) = O, (267)
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Posto promenljive jednacCine (266) nogu biti rande
vojene u sistem dveju jednadinay |
of af af
= D ¥ -y = = b,y (268)
0x 1? 20Yy layz 1
gde je bl proizvoljna konstanta, lako je na osnovu uslova
{267) obrazovati Jacobi-ev sistem od tri sledele jednaline:
of
3x ° D1

of _ 9L _ _ 08, L or .

gde b, oznadava drugu pr01zvoljnu konstantu, Na taj-na&in
1ntegralgen3e jednadine (266), (to znadi odredba dva razli-
gita integrala poslednje jedna¥ine), se svodi na integralje-
nje Jacobi-evog sistema od tri jecnaline (269),

Sa druge strane, integraljenje ovog sistema se svo-
di na integraljenje sistemas

b ¥y = b.¥ Ve ¥

3f of oY ] 172 3 _ P1d1 4 23’2

3x = "1 9§, T e, o2 * 3V, | 2 o (2703
1 i * ¥ 2 31"'32

koji ce dobija redavanjem prethodnog sistema (269) PO parci-~
jalnim izvodima, |

Smatrajuci Yo kao konstantu, dobija se integral
druge jednaline (270) kao Sto sledis

e al2 2 J |
f = bzlg yl + 5’2 - blaI'CtB?;‘ + ?(32); (271)
gde je proizvolina funkecija od Yoo Da bigmo imoli vredno-

st te funkecije uvedimo izraz (271) u treéu jednadinu (270),
pa Cemo imztil

]
il

=0: '::C,
2 |

gde je C proizvoljna konstanta, Prema tome, nz osnovu druge
jednadine (269) imademo:

A -‘gz e |
Pu bl(x - arctg:_;r—z-) + bolgllyy + ¥ + C. {2712)

Ovaj rezultat predstavlja potpuni integral sistema linearnmih
parcijalnih jednacina prvog reda.




St

Njihov potpuni sistem rezlicitih integratlt 2 dat, préma~teo‘
remi N,Saltykow-a [16] izrazimas:

LL A L
0b;, = V1 73"52"‘ 2°?

gde su 01_1'02 dve prozvoljne konstante, integfﬂlimar

y
x - arctg yl ’ y§-+ y% "

2

Kao drugi primer uzmimo linearnu parcijalnu difere~
neijalnu jednacinu prvog reda: (273)

- 0l 2 of 2, .2 of o
(L) = (x4 Yyt y132)35~+ {x°+ ¥y~ x32)3§i+ (x + 31)y2§§2= 0

Posto je ova jednalina homogena po nezavisnim promenljivinm x,
¥yi i ¥, ona takodjs dopusta infinitezimalnu transformacijn
koja ée isto tako biti homogena.[lll, to znadi:

— _0of of of
U(f) = Xe= + ylay; 3’203;2 (274)

Izrazi X(f) i U(f) zadovoljavaju uslov
(Z(£),U(£)) = -~ X(£),

Prema tome, izraz (274) je infinitezimalna transformacija
S,Lie-a,

Dakle sistem od dve odgovarajudée linearne pareijale
ne jednacine prvog reda

X(f) = 0, u{f) = 0, (275)

¢ini zatvoreni sistem,

Resavajudi ga po parcijzlnim izvedima g—% i % s 2ko
Jje determinanta: 1
2
ERR Gt S
A | =
! X y‘l

= (X + yl)(y1+ Y2 x) # 0,

dobijo se Jacobi-ev sistenm
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af + Xyz .(.)...f. = ()
0x T 32, y2 %Y
y{ “°2
{276)
or, 12 28 _
ayl Xty R2f
p3
Odgovarajuda diferencijalna jednaéina_se piée
3 o gz e S22 4o
Yo = —m——g- gy
e X+ y% X"+ ¥y 17
111
Y, T
2 X+ ¥y _
pa jo: |
dlgy2 = dlg an + y%,
Njen integral je izraz
\
= 2. | (277)
\/x + y2

PoSto integraljenje date jednadine (273) ee svodi
na integraljenje sistema (276), ili pak prve jednadine (275),
¢ija infinitezimalna transformacija dopudta oblik druge jed-
naline sistema (276) i na poznati integral (277), integrhljg-
nje jednacine (273) se svodi na kvadraturu, Zaista, uzimajuéi
dobijeni integral (277), mesto Yoo koo novu promenljivufkdju
¢eno oznalavati sa y, data jednadina (273) se svodi na linear-
nu parcijalnu jednadinu prvog reda sa dve nezavisno promenl ji-
ve, Ta jednacina takodje dopuSta infinitezimalnu transformaciju
sa dve nezavisno promenljive, Prema tome, obicna d1ferencljalna
jednacina ima S.,Lie-ov integracioni faktor,

Lako je videti da trensformisana jednalina (273) po-
staje: -

X(f) = (x + y%- yly \Atg-t- yl)g-?-

(278)

2

+(x+yl—-xy :x:+yl)—---0
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dok se njena infinitezimalna transformaeija (274) izraZava
relacijons

0 25

V(F) = 5,

o1

Prema tome drugi integral jednacine (273) se dobija kvadratu~
rom, |
Zaista, odmah imamo identicCnost:

(X*(F),v* () = 08« x 28 - 3L oy _ 9F oy

X 2&31 17 ayl n *
af or ’
= AM0x 2?3'3}'1 = X (F) .

Vide se dakle da jednacina (278) dopudSta infinitezimalnu tra-
nsformaciju S,Lie-a (279), Prema tome, odgovarajudéi sistem od
dve linearne parecijzlne jednacine prvog redas

X(F) = 0, V(P) =a, - (280)

gde je g proizvoljna konstanta, ¢ini zatvoreni sistenm,
ReSimo poslednji sistem (280), po parcijalninm izvo~

dimat g;; gﬁlf Tada ge dobija Jacobi-ev sistem
OF X5
rx“T“'(“ y3- Xy\} +yp)
op  *% 2 |
d:«flﬂ = = --(x + Y1t ¥y | 2 Yy ) (281)

gde smo stavili

ia-(x + yl)(yl - X 4 y\/x-+ y%) £ O,

pri demu y ima ulogu proizvoljne konstante, Prema jednadinema
(281) dobijamos

%1, 2 2 2, .2 { 2, .2
aF = 2 [(x + ¥i- Xy x5 yDax - (=Byie ¥¥y[% +:f1)d:vq~

=—E[(1--x-y-—_——)dx-(l+___)dyl
x4 ?i Jx-+ yl

&1=yl—x+"x2+ y%,
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ili pak

o Y~ 4y
yl - X + ¥V .,\J]X + yl | + yl

Prema tome imamo:

—~ dlg(yl-—- X+ y \,x + yl),

¢iji trazeni integral postaje

' : a
F = 1gBly,~ x + y\[x% y2),

gde je B nova proizvoljna konstanta, tako da trazeni integral
sistema.§280) moze bitl stavljen u slededi obliks

e -

y,~ % + y\[x2+ y2 . (282)

Tako izrazi (277) 1 (282) predstavljaju dva integrals trafene
jednadine (273), |

8 druge sirane uzmimo obicnu diferencijalnu jedna-
dinu koja odgovara jednadini (278):

dx o dy,
X+ 5+ yy + ¥ A v~ xy \[x% + 32
| 1 1 1 1 1
gde je Yy proizvoljna konstanta koja predstavljé_prvi dobijeni
integral (277). |

Ova poslednja jednadina u normelnom obliku glasiy

dy, |
ax - Xy (283)

gde smo stavili da je:

Sto ge tife infinitezimalne transformacije (279), ona se sad
javlja u kanonickom oblikus




gde smo stavili
2y =¥y~

¢ija reeiprodna vrednost €ini S.Lie-ov integraeioni faktor jed-
nacdine (283), tako da integral poslednje jednadine glasis

j-l‘-—-[dy - de]: Y,
“1

gde y oznacava novu prozvoljnu konstantu, PoSto se izvrie svi
potrebni racuni dobija se definitivni rezultat

Yy~ X+ 7 \,xz-r ¥y =y

koji odgovara drugom integralu (282) koji je dobijen ranije,.

Grupe infinitezimalnih 4{ransformacija., Ako s~ -~
stem od dve obifne diferencijalne jednaline prvog reda (2%9)
dopusta dva razliCita integrala 8ije su leve strane razliditi
odgovarajuci integrali parcijalne jednadine prvog rede (260),
taj ¢e sistem imati najmanje dve razlidite infinitezimalne
transformacije, To znaéi da ne sme postojati nikakva linearna
veza izmedju ovih trahsformacija. U datom slucaju, kad poznao~
jemo dve razlicite infinitezimalne tronsformacije sistema, %o
predstavlja prednost u pogledu integraljenja tog sistema prema
sIucaju gde se zna samo jedna transformacija, Ova prednost pro=
izilazi iz toga Sto infinitezimalne transformaciie daju naknae
dne uslove z: formiranje novih diferenecijalnih jednadina koje
olaksavaju integraljenje linearnih parcijalnih diférencijalnih
jednacina prvog reda,

o Integralijenije sistema od dve diferenciialne -ed-
nacine sa dve _razlidite infinitezimalne transformacije, Neka je

el Sy e

dat sistem od dve obidne diferencijalne jednadine:

dy, = X,dx, dy, = X, dx, (284)

2
gde su Xl i. X2 funkeije promenljivih Xy ¥y i Yor ili sto je isto

neka je data jedna linearns parcijalna diferencijalna jednafina




*****
Tl e iy i g W

~porog redas

~—

s \ = cf E_}_ _Qf_ - | | ..
XY T e Xlay1‘+ Xzéyz =0, . . - (28RY
Pretpostavimo da sistem (284), ili pak jednadina (285), dopu-
$ta dve razlidite= kanonilke infinitezimalne transformacijs.
- of ¢f
U.(f) = 8, == + A, (1 =1,2). - (286)
i i.0Y4 2632 ?

Prema S.Lie-ovom izudavenju struktura grupa trans-—
form301aa, mogu nastupltl tri slucajas

| 1° Dve transform3013e (286) su u involuciji, sto Zna-
¢i ds jJje - |
(U,(9),0,(£)) =G, (287)

2% Infinitezimalne transform cije (286) zadovoljava=
ju uslov

. (0, (£),0,(£)) = 92U, (£), o (ee8)
gde je ¢ funkcija promenljivih X,¥q i Yoo
30 Transformacije (286) ispunjavaju uslov

(U, (£),U,(£)) = 24U;(5) + ?,U,(f), (289)
gde su Pl i ?2 dve razlidite funkcije promenljivih X, ¥y i'yz.

Kako smo pretnostQV111 da su infinitezimalne trans-
formacije (286) bile kanonike, imademo pod pretpostavkom 1°,
da su transformacije (286) u involuciji (287), Prema tome, tri
jinearne parcijalne jednadine prvog reda od jedne nepoznate
funkcije T

gde su bl i b2 dve proizvoljne konstante, obuhvataju taj sisiem
(290) u involuciji. U tom slucaju nastajn dve pretpostavke, pre=
ma tome, da 1li su jednadine (230) resljive ili'né'po percijalnim
jrvodima nepoznate funkcije f. - "_

Pretspostavimo najpre da su jednaline (290) reslaiv&
po parcijclnim izvodima i da njihovi koeficijenti zadovoljava-
ju uslov |




D
it
O

.-

11 o # O (291)

=] §=2 |

Poétg je samlg tim, sistem (290) resljiv po parcijal-
nim izvodima: 3% gi ’ —i-, on se svodi na sistem od tri jedna-
1

ey
cines z

of .41 o _ %2 e _ _
ox a* 0y; T a' 9,

|
cjug

Odavde dobijamo pomoéu kvadratura funkeiju £ u obliku:

£ =¥(z,5,,55,0y,b,5) + b, (292)

gde bl i b2 figurisu linearno, dok je b nova proizvoljna konsta~
nta,

Prema tome, prema teoremi N,Saltykow-a [16] koja ge=-
neralife Jacobi~evu teorenu [2], dobijaju se integrali sistema
{290) u oblikus

0 , ‘Ad ;
_..Sl— bl’ | F.B-e .= bz, | (293)

»,

gde su b1 i b2 dve nove proizvoljne konstante, dok bl i b uop-
ste ne figuriSu u dobijenim integralima (293),

Uzmimo sad drugu pretpostavku, suprotnu onoj pod (291),
to znadi da je A= 0., U t om slulaju tri jednacine (290) se svode
na samo dve razlicite, dok je treda njihova posledicea, Pretpogsta-
vimo dakle da postoji relacija izmedju dve transformacije:

U,(£) = kU, (£),

gde je k koeficijent proporcionalnosti tako da u stvari jedna~

¢ina (285), u ovoj pretpostavei, dopuSta samo jednu infinitezi-
malnu transformaciju U (f)a

Da bi pod ovom pretpostavkom prointegralili jednadinu
(285) formirajmo normalni sistem dveju jednadina:

X(£) = 0, Uy (£) = b, (294)

gde b oznadava proizvoljnu konstantu, Cdredjivanje jednog inte-~
grala oyog sistema od dve parcijalne 1irearne jednacine jedne
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nepoznate funkeije f od iri proizvoljne promenljive z,yl,yz,
se svodi na jednu operaciju integraljenja jedne jednadine u
totalnim difer:zncijalima od tri promenljive, kojs je defini-
tivno ekvivalentpa integraljenju jedne obilne diferencigalne .
jednadine od dve promenljive,

Drugi integral jednaCine (285) dobija se kvadraturom
pomocu 1ntegralgen3ﬁ Jedne linearne parcijalne jednaline koja
dopuita jednu infinitezimalnu transformaciju; oba simbola su
funkeija od dve nezavisno promenljive kao 1 u slucaju prouce=~
nonm ranije u jednacini (278) i infinitezimalnih transformacija
(279), Na taj nadin problem'pod'lp Je resen u potpunosti,

Predjimo sad na izudavanje drugog slulaja pod 20, gde
date transformacije (286) zadovoljavaju uslov (288), U ovom
slucaju treba razlikovati tri pretpostavke,

Pretpostavimo najpre da funkeija ¢ degenerife u ko-
nstantu, | |

Taj slucaj, kao i drugi bili su proudeni od sivane
J.Lie-a i N.Saltykownn; Bitna razlika izmedju njihovih gledi-
Sta sastoji se u tome Sto S,.Lie traii reSenje postavljenih
problema pomocu svojih neprekidnih grupa transformacija cija
Je opsta teorija izloZena u obimnom izdanju S,Liz = E,Engel
kao i u onom S.Lie - G,Scheffer, }8][5]. Medjutim, N,Saltykow
je izloZio svoju metodu ispitivanja na taj nalin Sto je produ-
bio C.,Jordan-ovu teoriju i na taj nacin je uspeo da uprosti
potrebni racun, | |

Bitni doprinos koji je on tako dao bio je u prosire-~
nJu znacajne Jacobi~-eve teoreme o integraljenju obicnih dife~
rencijalnih jednadina kanonlckog oblika na jednacdine u totale
nim diferencijalima koje imaju osobine slidne kanonidkim obi&-
nim jednacinama a koje je i on nazivao kanonidkim,

Uvedena metoda je dozvolila da se zameni niz S,Lie-
vih kvadratura jednom jedinom ([12],p.2).

Cil] mog rada je da dobijene rezultate N,Saltykow-a
primenim na reSavanje pomenutih problema i da ih detaljno pro=-
ucin, |

Sto se tide integraljenja u slucaju pod 2°, pod pret-
postavkom da je ¢ konstanta, metoda integraljenja je izloZena
u radu N,Saltykow-a ([12],p.67), stavlijajuéi 9= 1,
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U drugej pretpostavel, sludaj pod (288), gde je koeficijonit
¢ prolzvoljna funkeija promenljiivih XsF10Y0e @ pretstavljs
prvi integral sistema (284) premc poznatoj teoremi S Liewa
([97¢r.95,8°78),

Predjima najzad na proudavanje slucaja 3° gde Je
potreban uslov (289),

Pretpostavimo najpre da su dva koeficijenta 91 i
I2 konstantni, Integraljenje u ovom sludaju se svodi na inte-
graljenje nove infinitezimalne transformacije koja glasi:

UT(E) = 9UL(E) + 9,U,(8),

gde 4 i , imaju stalne vrednosti, Zeto demo posmstrati grupu
dveju transformacija: U’(f) & Uo(£), koje zadovoljavaju uslove

(Uf(f),Uz(f)) = ?1U'(f). | (285}

koji zamenjuje uslov koji pretstavlja izraz (289), Dobijena
relacija (295) je analogna onoj iz predhodnog sludaja 2%, Pre-
ma tome dva traZena integrala se dobijaju metodom koju smo
malodas izlozili, Medjutim, vraéajuéi se na stari simbol (289)
kada koeficijenti ?, i P, pretstavljaju funkeije promenljivih
Xy Yy .1 Yor koeficijenti !1 i 92 pretstavlijaju, prema S,Lie-
ovoj teoremi, dva traZena integrala sistema (284),

36, Integraljenie sisteme od tri jednadine,Uzmimo

sistem od tri obifne diferencijalne jednaline:

dy; = X,dx, (i = 1,2,3), (296)

gde je odgovarajuda linearna pareijalna jednaSina

, - @f 95 gf s

}L — + K W -y .?; o> Fima =

() 3= 10371+ X2d3'2+ 3@3’3 o, (297)
i gde su koéficijenti xl,xz,xs proizvoljne funkeije promenlji-
Vih x’yiryzfyB-

Pretpostavimo da koeficijenti datih jednalina (296)
dopustaju grupu od tri kanonidke infinitezimalne transforma=-
cijes

U (£), Up(£), U,(£)

gde je stavljeno
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—_ of . |
U. . .
. l(r) giinikayk (1 = 13233) - (298)
Pretpostav1mo da Poisson=-ove zagrade sastavl;ene od
ovih transformaczaa ka0 elemenata, ne daju novih 1ntegra1a,
ali da se mogu pisati, (za k=,2,3), ovako:

(U = AU, + BUA~ + CU

Uy) = AU + BU, + CUy;

A,B i C su proizveoljne konstente. Zaista, ako bi ovi koefieijew
nti A,B 1 C bili funkcije promenljivih x,yl,yz,yB, oni bi dali

integrale polaznog sistema (296), suprotno uvedenog pretposta-

vei, B

Pretpostavimo najpre da Jje
(Uy,U,) = Uy, (299)

sto je uvek dozvoljeno jer smo u.prethodnon zadatku dokazall
da se uvek moZe dodi na tu pretpostavku. -

Sto se tile drugih pretpostavki, neka su one izra-
zene ovako: R

(Ul'U ) = 2 aiUl

(v, UJ-ﬁ;
i=1
PotraZimo nov sistem od tri kanonlcke 1nf1nite51ma-

I1ne transformceije, ali ¢ije zagrade uzimaju prostiji odblik.
U tom cilju 1skorlst1mo Jacobi-evu identicnost koja

( 300)
BiUy

glaslt

(Ulf(Uz*U3l) + (U2,(U3,U )) (UB,(UI,UQ)) = 0,

Na osnovu izraza (299) i (300) prethodna relacija
postaje: | A

(Ul, ﬁ U’+ B.U 3) + (ﬂlU'+ @ U+ GSUB’U Yy + (UB’Ul) = 0.
Prema tome, grﬁpisuc1 clanoﬁe u zégéﬁ&d%alfiﬁﬁmoz_ 'i?3°'
r(h... .

(Ul,ﬁl 1yt B SUs+ 33 3) = 32U1+ Bj(ﬂlU1+ % Uyt u3U3)

(ulUl.;. U «,Uq,U ) = «,U,- ¢3(81U1fl- 52U2+ 33U3)-




(U3 Uy} = - (8 0y+ U5+ 9303).

Vodeéi raCuna o ovim identidnostima, Jacobieeva
identicnost postaje:

Ul( 52"" 61’3" ‘351) + U2(¢233"" GBﬂz"' 62) - Uj‘j = Oi
i posSto su funkeije Ui, (i=1,2,3), po pretpostavei nezavisne
mora biti ispunjen sistem uslovat |
a3 s O
ﬁz + 1133 a 0

Proudimo prvi gludaj, tj. da ¢, = O, Na osnovu (301)
izlazi da je

(UI'UB) 1 ulul = GILUI,UQ).

Ova pretpostavka nam pokazuje da zagrade (299) i
(300): (U,,U,), (U2U3), (U1U3) nisu razlidite, Da bi to one
bile mora se pretposteviti da je 12 £ 0, 1 da determinanta
sistema (299) i jednadine (300} bude razlidita od nule, znadis

1 0 0 |

az |1 %2 %3 =f 0
Bo Bs 33'

Toko se dolazi do druge pretpostavke tj, da jes

ﬁ3 = 1,
£, + % O
Zagrade (299) i (300) tada imaju ﬁblike:
(Uy,U,) =0y
(Ul'UB) = % U+ 8,0, (302)

(UZ’UB) = BlUl- 2, U+ Ug

aipg se zovu koeficijentima strukture grupe infinitezimalnih
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transformoeija, |
Da bismo uprostill oblik ove strukture uvedimo jed-
nu novu transformaciju U5 vezanu za ranije relacijom

Us U5+ MU, + MU,

- gde Ce ptalni koefieijenti biti d:-finisani take dn se uprosti
prethodha tablica, Zato formirajmo Poisson-ove zagrade,

(UIUB) = ﬁlUl | 2U2+ l 1 ® = (o 1t ll)U + a2U2

2,U3) = ﬁlul- u2U2+ U3- "1”1

= (8- AV - . - =
(8= }IUy=- ayUst U~ 3T = 2,0,

= (Fym 2000y dagr 2)Up U3,

(U
{303)

Definisimo 11 1'12 relacijamas

=0’ a A =0u

B .
| 24

1 1

U tom_sluéaju relacije (303) postaju:
(U. UB)'" 5Uns | (U ,U Y = U3

Uvedimo mesto U1 transfornaclau'ﬁ

i

aUl, mesto U2

tranaformac13ufU = V,, a mesto U3 transformaciju ﬁj = als,
tako demo imati |

(0,,0,) = “Ul'(Ul'Ua) = %00y, (T,,T) = U,
alto se g definiSe relzeijom 32t1= 2, dobija se nova tablaeca
grupe, koja sme pise, 1spusta3u01 criicu zbog vele jednostavno-
sti, ovako: o

(U,,0,) = Yy (VyUy) = 2v,, (Vz’VB) = Vs (_304)

Videdemo da ova struktura daje vile prednosti za
integraljenje naSeg sistema, ali treba primetiti da dobijanje -
ove tablice poldiva na pretpostavei da je & £ O,

U suprotnoj pretpostavei gde je A = 0, treba razli=-
kovati tri posebna sludzja:

” CU,, za C £ 0

U2, za C = 1]

o B - N
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o _ R - U + U
20 (Uy,U,) T O, (Uy,Uy) 2T, (U,Uq) = {

U
3 (U,,U,) =0, (U,U5) T Uy, (UpUy) = {01

Podjimo od prvog slucaja:

_ _ _yCU,, 2aC £ O
(Ul,U2) = Q, (Ul'UB) = Ui £U2,U3).={

U2, za C m 1
i sastavimo odgovarajuéi siastem | - (305)
X(£) = 0, Uy (£} =0, (306)

Prema formulama strukture, Ul i U2 smatrane infini-
tezimalnim transformacijama jednadine (296} bices

&u) =0, (LU =0, (U,U) =0, (307)

Uslovi (307) dokazuju da je sistem {306) normalan
i moZemo ga uvek transformisati u.Jacodbi-ev sistem,
Zaista sistem (307) glasi: |

X(f) = O,

(29
11¢yi+ qzlayé+ lk‘_‘}1‘)3;3 0, (308)

0L . 5 8,

1257, "22, “3zay3 C.

Taj sistem (308) je linearan po pareijalnim izvodima gi,*%gl,
of of

03’2 0?3

Pretpostavimo da ga moZemo resiti po tri parcijalna
izvoda koji de biti izraZeni u funkeijama éetvriog naime 24

GyQ'
Neke je determinanta gistema (308):
i1l Xl K2
D = |0 fiz My £ 0

935 Py
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Oznacéimo sa Di ono sto postaje determinanta D kada se u njod
elementi (i-1)-ve kolone zariene odgovarajudim slementima ko=

lone koja sadrzi parcijalni izvod §§ , znaci elementima XB
"31' 32, pa ¢éemo imati; 3

df"’ﬁle"o

D L
oL 2298 4
OY]_+ D- 53’3 =0 (305)

22;;2.9.1‘_ = 0.

Integraljenje sistema (309) se zavrSava kvadraturama, jer ovaj
sisten douuﬁta U3 kao infinitezimalnu transformaciju, Da bismo
dobill kanonifku infinitezimalnu transformaciju sistena (309)
dovolano je da zato smenimo u simbolu U3 definisanom relaci~

Jom (298), vrednosti g— i gi date sistemom (309%), Oznalavae
i 2 |

juéi doblaenu transformaciju sa U, imademo:

Y. o
u 11033 _ (310)
gde je '
NE e ("!131) + ’!23])3 + _D).

Jednadina u totalnlm dlferenclaalima koja odgovara

gistemu (309), glesii |
D D D
. 2 -

d:,r3 = -ﬁ-—-dx + vﬁ-dyl + ﬁzdyz

Medjutim,'jednqéina u totalnim d1ferenc13alima kbja
dopuSta infinitezimalnu transformaclau oblika (310), dopuSta
kao integracioni faktor izraz - [;2] Prema tone, |

D. D |

"l"(‘dys - ax - 'ﬁgd-’fl = ﬁzdyz) =0
Je jednadina u totalnim diferencijalima ¢iji se prvi clan SVo=
di na tacan diferenclaal Integraledi je imamos:

D D D

[ ey, - ghax - 322y, - sy = c,
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gde je C proizvoljna konstanta, Dakle dobijamo jedan initegral
sistenma (309), To de u isto vreme biti integral prve Jednaci-
'ne, ovog sistema, to znadi jednadine (297), Dobili smo tako
jedan integral koji demo oznaciti sa £,, jednom jedinom kva-
draturon, -

Dakle problem se svodi na slededisy data je jednacina
(297) koja dopudta transformacije (298) i zna se jedan parti-
kularni integraliglg uvodi selil, ka0 nova promenljiva, time
se svodi jednadina (297) ne jednalinu s tri promenljive (vidi
gore) i problem se dovrsSava kvadraturama,
2° u +1U2

- ” N - - 1l
(Up,Up) =0, (U3,Ug) =0y, (Up,Uy) "{o (311)

O0%igledno je da sistem (306) i dalje vaZi, to znacdi
da su zagrade identidki nule, Tako ée se dospeti do sistema
od tri jednadine po parcijalnim izvodima od detiri promenlji-
ve, Sva prethodna rasmatranja se takodje primenjuju i ovde,

i integrali sistema (306) se dobijaju kvadraturama,

° (U,Uy) D0, (U, TU, (U,Ug) = 1
O

Ovaj sistem se moze zameniti slededims

X(£) = 0, Ul(f) = 0, (312)

1z ovog sistema od dve jednacline, koje dopustaju
dve transformacije U2 i U3 u involueiji, dobijamo dva integ-
rala pomodéu dve kvadrature,

Sludaj kad je 4 # O
o) B U,  (U,Uy) 52U, (U,,Uy) = U
Sastavimo nov sistem jednaCina oblikas

X(£) = 0, xl(f) = Ul(f) -1=0, xz(f)‘; Uz(f)- ¥ = ?313)
X5(£) = Uy(f) - £° = 0,

od kojih je prva data jednafina (397) homogena a druge tri
heterogene, MoZemo, kao Sto smo 1 ranije radili, ovaj sisiem
transformisati u homogeni sistem, Zaista, ako su jednadine
sistema (313) saglasne i ako one dopustaju jedno resenjet~
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F(X,5,,55,94 ) = C,

gde je C proizvoljna konstanta dobijamo transformacione for~
mules |

0F . JF of oF 9 _ 4

ox T 3T oxX =0, ayi+'5" 0¥ 5 » (3=1,2,3),
iz kojih izlazi
o F . P%§ |
of X af i .
mT T oyt @y (A=1,2,3).
9T - of

Smenimo ove poalednge vrednosti u jeﬁnqc1nama (313),
pa ¢e biti:

., OF oF )F P o Lo
X(F) T =+ X + X2 v X
1@?1 26?2 30?3 O’* | " |
. _ QF 2P P . aF
X. (F) = 2= 4 9 |
1 = Moy Tyt gy, 0% = O .
_ {314)
X (3 = oF AF . . oF
2( ) qi2ayl 22ay2 q32535+f§? =0
X (p) = o OF T OF . .20F
3P = e, age B30y, ©er = O

Obavezno sad moramo kontrolisati da 1i su jednaline
ovog sistema saglasne:

Ovde su kanonicke promenljive rasPGredjene ovako!

X5 I - o 330 = f!
Gyl 0?2’ OyB' df'

Jednacine (314) mogu se napisati ovako:.

OF oT oF :
F X‘__, dF
x( ) dx 10y1+ 20Y2+ x3633 = 0’

>
oy
Ty
-
i
c
n
"
g
f
+
H
grm
£y
h
O

g
"y
&
S
1)
=
~~
1
S’
+
b
N
,Q
rxt
|
O
&
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Prema tome, lako je dokazati njihovu saglasnosty-
_faisfa, odgovarajuée zagrade uzimaju slededéi oblilk:

(X,%,) = (X,U,) + (x: 9% =3 =0

jer drugi elemenat ne zavisi od izvoda po TyeTosY e 1 X ne za~
visi od f{zvoda po f; slicéno rezonujuéi imamot

(%,%,) 3 (X,U,) + (X,155) = (x,fg%) = 0
(X,2) = (5,04 + (5,280 = (x,2%0) « 0
(%),%,) = (U, + L0, + A = (u,,0,) + (0,08 +

*(af.U)+(%f o) 20y +-§7F= xl(F).

Na osnovu druge jednaline (314) imamo:

(Ii;x3) & gi:U + f22§) 5’(U1,U3} + (Ul,faﬂg) +

-H)U ) + (P-f fz%) = 20, + fg-f = X,(£) = 0,

Prema tredoj JEdﬂ&Clnl sistenu (314), blce:'

(X5, %) 34U, + £52,05 + £280) = (U,,U,) +(U,,2%45) +

S . P oo _ AT
+ (f'SE:E"UB) + (f%,UB) + (f—?,f -g) = U3 + 2f %-f -

- £955 3 X,(1) = o,
ne osnovu Cetvrte jednaline sistema (314).
| Ove jednadine dakle pokazuju da je sistem (314) sae
glasan i zatvoren; sad se moZe formirati jedna jednadina u to=-
talnim diferencijalima koja ée biti ekvivalentna ovom zatvore-
nom sisiemu, ali najpre éemo svesti ovaj sistem na Jacobi-ew
ﬂistem. Toga radi uvedimo determinantu:

T % X, X, |
az|° "1 ;93 |
10 %35 80 f3p |
1O a3p 823 T33
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Oznacimo sa l+i ono 5to postaje 4, kad se u njoj

elementi od (1+i)-te kolone respektivno zamene koeficijenti-

M3 Uz %% n uzaatopnim;;}ednmnnama, to znacl koefieijentimas
£

0,1,f,f~, Prema tome, imacdemo slededu determinantu:
0 Kl | Xz KB
4, = ; 17 a2 W

132 22 f3p
‘M3 fa23 33

'Reéawajuéi sistem (314), dobijamos;

A A |
OF , 21 0r | oF , 2141 OF . ,
x T 3 of » 37 T Ta yiu 0!_. (1 =1,2,3)
gde Je | | S (313)
8 = a + b f+ e £,  (k=1,2,3,4),

Posmatrani Jacobi-ev sistem (315) je ekv1valentan
Jedn301nl i totalninm diferencijaolimas
A A

df =-—ldx-+1mgdy + wédy + -idy ; . {316)
A AL A2 T3 o
gde e
Ay 2
-z-' = Ek + ﬁkf + ka » (k""‘ 1 2!3 4) |
Oznadavajuéi sa uk,ﬁ i'Tk odnoge ;?,2?,-:% .

Ali prema Mayer—ovo; teoremi , moze se jednalina: (316) svesti
na obicnu diferencijalnu jednalinu. Radi toga se smenjuje Yy

32'33' Linearnim funkeijama promenljivih, i transformlsana
jedna01na uzimna obllk: -

df = Adx | (317)

gde A ima oblik « + ﬁf-+'Tf2- x, B i Y su lzraZeni u funk0131
od @ 58y 5T 0 Jednadina (217) moZe se napisati ovako. |

af - 2

S =a+ BL+ xS . {318)

zde su a,P, v funkeije od %3¥1132073 koje sad ulaze kao para-

metri, Ova jednalina (318) je dobro poznata Riccati~eva jedna-~
Clnai '

Odmah se dbbijaju tri integrala iz polazne jednacine,
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Zaista, pretpostavlijamo da jJe integral Riccati—eve jednacine
{318)1 o
,(xlyllyztyjrc)r | ' | - {(31%)

gde C oznaCava proizvoeljnu konstantu, a prema izloZenoj teo=
riji funkeija g je jedan integral jednadine (297), koii zavi-
8i od jedne proizvoljne konstante, Dajudi konstanti C tri
partikularne vrednosti: cl,c C3 imamo tri integrala:

fi = 91(Xry1lygty3v k)' (i = ll2!3)‘ (320)

Integraljenje sistema (296) treba odrediti, ako su
funkeije STAPTALY razlidite, Dokazademo da je to uvek mogude,
Zaista, pretpostavimo da su te tri funkcije ? vezane relaci~-
joms

w(,, ¥, ?3) = o0, (321)
Iz ovog proizilazi:
. :

Dakle mozemo pisati:

——= = a— =0, (k=1,2,3) - (322)
i=1aia. | |
PoSto su tri funkeije 4 resenja Riecati-eve jednadine imamo
identicnosti oblika:
oy ., ., ., 2
-'Ed = ah"l" bh i + Ch i*

z2 posmatrane vrednosti indeksa i i h. omenjujuéi ih u jedna=-
dine (322), imademos:

3 .
i )ah+ Z%—- f;bﬁ{ (E --9 s )ens (h=1,2,3) (323)
i=l 1= i=1

Ovaj slstem (323) je sistem od tri homogehe jedna-~
¢ine sa tri nepoznate

( j% 22,7 ( 5%;*2:; '), (§§

i=1 09 1=1 99
Posto je determinanta koeficijenata ovoga 81stema'




! |
2 L
' I ¢
8y by €
s ] |
a3 b3 03
razlicita od nule imademo:
3 3 3 |
| dﬂ
B ;-_,O' ’i=0 2 ir.-.,o
i=1 0?& a? iulo?i

Posmatrajmo dve moguée pretpostavke da bi ove jedna-
kostl bile zadovoljenes

1° | | 2 2o, | (1=1,273).
. 094
Ove jednakosti nisu mogude jer smo pretpostavili da postoji re-
lacija |
n(el, ®0 93) = 0O,

20
1 1 1
S U B B O
2 2 2
’l ?2 93]
Ova Vandermonde-ova determinanta se moZe napisati u
oblikus

(91 - ?2)(?2 “’3)(?3 - Pl) = Ol. .

Bar jedna od ove tri razlike mora biti Jednalka nulji,
nmedjutim, mi smo pretposthv111 da to nije sludaj, Pretpoastav-
ka (321) je prema tome neprihvatljiva, i integrali (320) su
tri razlidita 1ntegrala uocenog sistema (296),
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Fulero Leonhardo: Institutionum calculi integralis,Volunen
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