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1. U V о D 

Klasicna linearna teorija elasticnosti zаsпovапа је па linearnim vezama 

izmedju паропа i deformacije~ tj. па pretpostavci da ви deformacije infinitezi'" 

malne, i па pretpostavci da је naponsko stanje deformabilne sredine и potpu'" 

nosti odredjeno poljem simetricnog tenzora napona. Konkretni problemi, zas­

novanina оуој teoriji elasticnosti, svode ве iskljucivona probleme matematic­

ke prirode, tj. па re§avanje poznatih diferencijalnih jednacina ва zadatim 

granicnim ив lovima. 

U сНји 8to realnijeg opisivanja naponskog stanja, kvantitativnog i kvalita­

tivnog, vr§ena ви uop§tavanja teorije elasticnosti оо strane velikog broja auto­

ra i to па taj пасin §to ви ukidana ogranicenja i pretpostavke iz klasicne linear­

пе teorije. U prvom redu generalizacija klasicne linearne teorije izvrsena је 

ukidaIljem pretpostavke da ви deformacije infinitezimalne. уе6 konacne velici­

ne, 8to povlaci za воЬот nelinearnost jednacina koje to stanje opisuju. 1 pored 

velikih te§ko~a oko integracije tako dobijenih diferencijalnih jednacina. и ро­

sebnim problemima one pokazuju ne вато kvantitativnu razliku и rezultatu. 

уе6 i citave поуе klase ројауа koje nisu cak ni aproksimativno obuhva6ene u 

linearnqj teoriji. Najzad. ovako pro§irena teorija doprinosi boljem shvatanju 

prvobitne teorije koju generali§e - priroda aproksimacije moze ве potpuno 

shvatiti вато ako ве tacno zna §ta је to 8to ве aproksimira. 

Neka је 11 neki trodimenzioni skup materijalnih tacaka (neprekidne sre­

dine). koje 6ето oznaciti velikim latinskim slovima ва viticom !S • .у ••••• Ako 

ва (К), (L), ••• obelezimo koordinatne sisteme u prostoru 11, tada koordinate 

materijalne tacke Ј.. и koordinatnom sistemu (К) mozemo da oznacimo ва 

х.К(;!.) , к = 1.2.3 i to ве naziva materijalne koordinate. 



Kretanje neprekidne sredineN jeste jednoparametarska familija presli .. 

kavanja prostora 11 и Euklidski prostor Е. Ako ва (i). (t/) • ••• oznacimo koor'" 

dinatne sisteme prostora Е • tada ве slika x=x/5}tacke zove polozaj tacke ~ 

u trenutku t . I1i opstije. s 1ika g:'& (.$) та kog Bkиpa tacaka ,Је /'1 ве zove kon .. 

. figuracija 8 u trenutku с. Uvodjenjem koordinata u /'f i Е lokalno kretanje 

sredine /1f moze biti izrazeno рото6и tri realne funkcije -prostorne koordi" 

nate 

, . 
(1.1) X

t 
= ;х'{ х l, х2., x3~ t ) ., 

koje zavise od cetiri rea1rl~ promenljive: tri materijalne koordinate )(') л:2, )'3 
\ 

..1. \ 
1 vremena [,. 

Inverzijom relacije (1.1). pod pretpostavkom da је odgovaraju6i Jakobijan 

raz1icit od nиlе 

(1.2) 

dobija ве 

(1.3) 

U оуот radu koris6ena је notacija dvostrukih tenzorskih роlја. Sve veli­

cine koje ве transformisu kao tenzori u odnosu па transformaciju koordinata 

х К ., k = 1.2.3. ва metrickim tenzorom GKI.. obelezene ви velikim latinskim 

slovima ва indeksima velikih latinskih в10уа. Velicine koje ве transformisu 

kao tenzori u odnosu па transformaciju koordinata х i, t" = 1.2.3. ва metric­

kim' tenzorom 9Ц oznacen~ ви malim talinskim slovima ва indeksima malih 

latinskih slova. Analogno ovome. velicine obelezene malirn ili velikim latin­

skim slovima ва mesovitim indeksima (malim i velikim latinskim slovima) 

predstavljaju dvostruka tenzorska роlја. Tako. npr. Т ~ роnава ве kao kon­

travarijantni tenzor pri transformaciji materijalnih koordinata Х 1(, • а kao 

kovarijantni tenzor pri transformaciji prostornih koordinata ,-х·· ЈС• 
Izlaganje odeljaka 1.1 i 1.2 ovoga rada uglavnom је bazirano па monogra­

fiji с. Truesdella [1] и kojoj је navedena iscrpna bibliografija. 
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1.1. Klasi~na teorija elasti~nosti pri kona~nimdeformacijama. 

Mehanika neprekidnih sredina bazirana је Щi o~novnim z~~onima dinami­

ke i termodinamike~ tj. 'па principima konzervacije, (ili ravnQteze):mase~ koli .. 

~ine kretanja~ kineti~kog momenta i energije~ Karakteristi<Sna jedna~ina rav'" 

noteze ima op~ti оblж: 

(1.4) if/rdv = !p7rJda" f II/Y}~?/, 
~ о v 

gde је 7Ј materijaJцopodru<Sje (oblast)~ ~, grani<Sn~ povr~ oblasti ll, Ygustina 

koli<Si~e koja ве nala~i u ravnotezi~ 'P~Yj' protok(uliv iii odliv) koli~ine 'У 
:. . . :; , .. 

kroz grani<Snu povr~, а , I [УЈ' izvor (ili ponor) koli~ine' у unutar оЬ-
• 

lasti. Sa ~ ( ':)=:( ) obelezen је materijalni izvod koli<Sine ( ) 

р о vremeRu~a to је apsolutni izvod ро vremenu koii~ine ( 

materijalne koordinate ne шеnјаји CX.t: = CQnst)., 

) u kome ве 

Koli~ina~ koja пета protoka i izvora~jeste inva:r.ijanta ро vremenu. U kla­

si<Snoj mehanici takvakoli<S~a је mаsа~';А,k.о-sа у, оЬеle!ШО gustinu mase,.za­

kon konzervacije тaвe~ '~r,ema(i'~4)"mo!'e da .в:е napi~e ':tJ obliku 

(1.5) ыl !rdV- = JJi J'dm '= О. 
11 11 

Relacija (1.5) mora da va!i za proizvoljnu obla~t 7Ј u telu~ ра s toga mora da 

vazi i u svakoj ta<Ski tela~ tako da ее dobija: 

(1.6) f -1- (f х ~'), ~ '- о 

lokalni zakon konzervacije таве u prostornom obliku. 

Akd ва .::r i (!. = 1.2~З) obe'le!imo Pekart6e pravougle koordinate~ -&;,ј 
tenzor nароnа, I t zaprerilinsku silu~ daj orijentisanielement g~ani.~ne ро­
vr~i ј oblasti 1I~ .xt izvod ро vremenu koordinate .xt: tada је xt:tx IЈ == 
:: i (x~.xJ'-xJ.x~ m'om~nt brzin~~ .xf~/iJ~clalc ;:: i(xtf'lc -" .x/li~ nЈс С:/а, 
moment sile napona I1 пЈс koji dejstvujena e,lement povr~ine da. Jedna­

~ine ravnoteze ~oii~ine kretanja i ~ineti~kog IPощеntа. i>rema' ('1,.4), ,~ada mogu 
• • • 00.. •• 0 ':"'".. • • 'о о' ' 

da ве napi~u u obl,iku: ", 

(1.7) il jf dJd?/ = f ./i:!~. -f jflVl! , 
1I {) iJ 
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(1.8) 

s obzirom da је posmatrana oblast 1/ tela proizvoljna~ relacije (1.7) i (1.8) 

moraju da vaze u svakoj ta~ki tela~ tako da se dobijaju: 

(1.9) 

(1.10) 

c'~j f f [; = f Х/', 

t "ј' = ;it" , 
osnovne diferencijalne jednacine kretanja~ tzv. prvi i drugi Ko~ijev zakon. Iz 

(1.10) proizilazi da је tenzor nаропа simetri~an~ tj. da је naponsko stanje u 

jednoj ta~ki deformabilnog tela potpuno odredjeno sa ~est nezavisnih koordina­

ta tenzora nароnа. 

Ukupna energija ~ sistema jednaka је zbiru: 

(1.11 ) ~ % "f W, : .. - • 
gde је 

.. 
(1.12) Ј{ == f /fxt'x,dl/ 

г/ 

kineti~ka energija sistema~ а 

(1.13) ~ = !fWdl/ 
11 ~ 

ukupna unutra~nja energija sistema (nezavisna оо kineti~ke energije)~ koja nije 

vezana вато za ројат povratnog procesa i vezana је relacijom (1.13) za lokal­

пи unutra~nju energiju W ~ definisanu za jedinicu таве sistema. Ukoliko је pro­

сев povratan~ ~to је slucaj sa primitivnom osobinom elasticnosti. tada unutra~­

Ilја energija""W • odnosno Jv' • prelazi u potencijalnu energiju sistema i naziva 

ве energija deformacije. 

Prema principu lokalnog dejstva~ gustina unutra~nje energije W u nekoj 

ta~ki Ј deformisane sredine odredjena је trenutnom konfiguracijom X t (Ј./ ) 

neke proizvoljno male okoline ta~aka N( 5.). koja sadrzi posmatranu tacku .~ • 

Pretpostavimo da X t (ЛI) ima П izvoda u J./(~). Tada se relativni vektor 

polozaja tacke X~ Jj(~) u odnosu па ta~ku~ moze da napi~e u obliku: 



• Ј' ) i (·)dXKf . ." .. 1 ('·v)c/.vKdVL.L '. x t(;::./ -xy~·. = X;K~·. .' т '2 '"""; Jel!J/" /1 Т·· .. 

'х' ) f 11/ ; k.i*R."· 1(17 (!.) clx kJ •• " d X/(71 f O(d71·n ~ 

је О (d 7N
) <51an~ reda veli<5ine 72 -f 1 ро pre<5niku d posmatrane оЬ" 

а .:x.iK ~ :x./~L ~ ••• gradijenti deformacije. Na ovaj паёin~ mogu6ne kon'" , 
.... ., ....... L~.L е ta<5aka posmatrane oblasti odredjene ви sve ta<5nije i tаёпiје vred" 

а vif§ih gradijenata deformJ;icije и ta<5ki ~. 

s obzirom па princip lokalnog dejstva~ gustina unU.trasnje energije и kla­

teoriji elasti<5nsti uzima ае и оышu 

zпаёi da ви sve konfiguracije tаёаkа u oblasti IJ(~) koje odgovaraju istoj . 
,;a ... JL ........ ti gradijenta deformacije prvog reda .JC;t" (~) preslikane ~a istu vred .. 

gustine energije u tаёki ,~ • 

Brzina promene ukupne energije (1.11) data је prvim zakonom termodi-

i = r-t.xi = f it'ixld~. -f !ffe".:it' dit 
d . ,," 

mеhапiёkоg rada sila koje dejstvuju па tаёkе sistema~ а 

.Р! 
пеmеhапiёkоg porekla~ pri <5ети је аа I?. obelezen protok kroz 

da zatvorene povrsi d oblasti [г ~ а еа q izvor unutar oblasti 1f 
. "" . . . .' '." . : 

таве sistema. 

obzirom па (1.12).;(1.13) ... (1.17)· i (1Д.8) prvi' zakon termodinamike 

. 6) dobija oblik: 

lJ::/fO,i;ix, f W)dll = :Ј(/{х, fh.jdcy, 
71 

relacija~ prema (1.4)~ predstavlja јеdпаёinu ravnoteze energije sistema 

lnom оышu. Posto је oblast zt integracije proizvoljna~ relacija (1.19) 
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, 

morada vazi u svakoj tacki sistema., tako se dobija ~akon ravnoteze energije u 

lokahlOm оЫши: 

(1.20) 
'( ;';ј) i h t' i аџ f "f 

", '7 и Г1 , 
gde је 

(1.21 ) d./ = Х и;) ј ) == 1 (Oc/"~j' т- ;Х/) ;;) 
tenzor brzine deformacije. Relacija (1020) poznata је u literaturi pod nazivorn 

Fuгiје-Кirhоf-.с°Nојmаnоvа jednacina energije • 
.;t 

Protok I?. i izvor сј energije su., kao sto је napred recenoJl neтeћa~ 

nickog karaktera i mogu biti toplotnog. elektromagnetskog i 81 .. karaktera. Ako ., 

је posmatrano _ tel0 izolovano. tada је protok Il" = О. Ako jo~ nета izvora~ 
9 = О. tada relacija (1.20) ima oblik 

(1.22) f W" = !(t/~·,. 
fo 'ј , 

gde је fo gustina и pocetnoj konfiguraciji. а uvedena је iskljucivo radi po~ 

desnosti daljeg racuna. 

S obzirom па (1.15) i (1.21) jednacina energije (1 .. 22) moze da ве napiSe 

и obliku .. 

(1.23) 

odakle је 
dW 

. .. f it .хЈ 

(1.24) 1((.'/) = 
fo lJ d Је//(. ;К , 

posto је 
.. 

• Х IJ 
Х N • 7l (1.25) - ОС. N ;ј .. 

'Ј ? 

Relacije (1.8). (1.9) i (1.24) preQ:::;tavljaju potpun sistem od 1 + 3 + 6 == 10 

jednacina za odredjivanje 1+3+6 = 10 nepoznatih: f'. ::x.- i i -с и.}) .. 
u teoriji grupa ве pokazuje da ве svaki tenzor moze rastaviti па svoje 

nesvodljive delove. а tenzorska jednacina тога da zadovolji јеdпаkоst nes'"lod­

ljivih delova. Nesvodljivi delovi tenzora drugog reda дуа put kontravarijant~ 

nog. ili dva put kovarijantnog .. su simetrican i antisimetrican deo .. 
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Leva strana tenzorske jednacine (1.24)simetricna је ро i i i . dok је 

desna nesimetrizovana. Na osnovu prethOOnog. antisimetricni deo desne stra .... 

ne m ога ыН jednak nu li. tj. 

,;! d W . 
[ q ;х' 7 = о. 

11 Ј ::К;~" ;" JLt'jJ 
(1.26) 

Tenzorska jednacina (1.26) predstavlja sistem оо tri homogene linearnepar-

cijalne diferencijalne jednacine prvog reda ва devet nezavisnih promenljivih 

х: к • Op~te гe~enje ovih jednacina jeste funkcija оо 9- 3 = 6 nezavisnih ге ... 
~enja. Sest nezavisnih re~enja jednacine (1.26) predstavljaju koordinate 

Grinovog tenzora deformacije: 

С· - q ~m х72 

JtfN - 1?Ј')11 јМ ; N , 

а energija deformacije W је proizvoljna funkcija оо С нн : . 

0-.28) 

Zamenom re~enja (1.27) u (1.24) dobijamo vezu izmedju naроnа i defor­

macije u materijalnom oЫikи: 

(1.29) с('ј) _ 2 f> d w се.'" :x!~ 
- ~o ;JCKL ' , 

.. 

U slucaju anizotropnog elasticnog tela. relacija (1.29) izrazena preko Grinovog 

tenzora deformacije ili OOgovaraju~e relacije izrazene preko Ьilо kog materi­

jalnog tenzora deformacije pokazuju ве kao korektne i jedino ispravne. Medju­

tim. kada је elasti~no telo izotropno. tada је funkcija energije deformacije izo­

tropna funkcija оо С м N • tj. 

0..30) 

gde ви .~ • ~ • /I/f;i tri osnovne invarijante tenzora. (1.27). S obzirom па vezu 

izmedju osnovnih invarijanata [2 ] 

(1.31) 
т _ ./l;. 

.1.,(1 - III ') 
- f!. 

- I a 
Д =~, 
д дЈс -

ј(ј­
~ 

Ko~ijevog (prostornog) tenzora deformacije 

(1.32) G ХК VL 
,cij = /(L ;i /1;1 

1 
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i Grinovog tenzora deformacije (1.27)# funkcija energije deformacije (1.30) mo­

ze da ве pi~e и obliku 

Ј
', ",' ~ 
" =;'ј.' 1, ,. .; \. -"::::.: )/ :';; \ ·_,ct ) c:-:t. Ј < 

Na taj nасin, energija deformacije za izotropne materijale moze se uzeti kao 

proizvoljna funkcija Ko~ijevog tenzora deformacije 

i1! Ьilо kojeg prostornog tenzora deformacije. 

Da bismo и relaciju (1.24) uveli prostorne mere deformacije neophodno 

је da ве ista prethodno napi~e и prostornom oblikи. tj .. и funkciji рrоstоrпih 

gradijenata deformacije x~~ 

(1.35) 
/(t jj = 

Iz veze prostornih i materijalnih gl~adijenata deformacije 

(1.36) 

dobija se 

(1 .. 37) -, _ . t 
"~J ' .. Ј:. ... " 

1 '". 

ра relacija (1.35) dobija prostorni oblik: 

(1.38) 
. , 

,..(t-/) 
'1'­,-.-

~./ 1\.. 3 ;~ 
.... , 

s obzirom па (1 .. 34) i (1.32) relacija (1.38) postaje: 

Na osnovu napred iznete osobine tenzorskih relacija# аntisimеtriёп.i deo desIl8 

straIle relacije (1.39) mora biti jednak nuli# tj • 

(1 .. 40) 

8 
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оо, 

~to predstavlja sistem od trihomogene linearne parcijalne diferencijalne jed'" 

паёinе prvog reda ва ~est nezavisnih promenljivih (1.32). Op~ti integral оуњ 

јеdпаёinа jeste proizvoljna funkcija od 6-3 = 3 nezavisna integrala. Та tri ne'" 

zavisna int~grala ви tri osnovne invarijante tenzora cleformacije (1.32): 

(1.41) - I ri / ~ t 
Д~ = 2 Olct~i ~j ' 

Uno~enjem re~enja (1.41) u (1.39) dobijamo: 

(1.42) 

Osnovne invarijante гесipгоёпоg tenzora deformacije (1.32) 

(1.43) 
·-1 ьј KL. i ~j' 
А: -= G Х;" ,X;L 

i tenzora defort:nacije (1.27) jednake Bи~ ta,ko da је veza izmedju osnovnih in­

varijanata tenzora (1.32) i (1.43) analogna ва (1.31). Kor~6enjem оуе ёinјеni­

се# kao i Kej1i-Hamiltonove teoreme u obliku [2Ј 
·-·1 т Ј?Ј'} - т - т ~ 
/i = I-f ~ "7" Д-f ~ ..... -f 1/1_ 1 '-с -1 • .-е ?'] 

1.... ''1 ~(." ~ ;,о' , -.с ~ , <-
~ - -

relacije izщеdјu napona i deformacije (1.42) ,mogu da ве napi~u u tzv. Finge­

rovom оblilш: 

(1.44) 

.-1 

gde ве invarijante I # ]! i.li! odnose па osnovne invarijante tenzora _-Q • а 

radi jednostavnosti i ubudu6e 6ето ih pisati b_ez indeksa. 

Relacija (1.44) dobijena је u elegantnom i pogodnom obliku za trazenje 

egzaktnih re~enja op~te teorije еlаstiёпоsti zahvaljuju6iFingerovoj up~trebi 

prostorne mere deformacije (1.43) za izotropne materijale. 

Kod nesti~ljivih materijala zapremina је invarijantna# dv' = dtJ, od akle 

је ДI~ = II( = 1 i ~O = fo • Као posledica sledi ~7 = 1. ра је ~~IG = ~ = О. 
Na osnovu avoga# 'ako naponu ( u relaciji (1.22) ) dodamo proizvoljan hidrosta-
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•• 
ticki pritisak f ~ t Ј : 

(i(6/)_ f ~ii)c4j -
vidimo da оп nе vr~i rad.Na tajnaCin. iz relacije (1.44) dobijamo Rivlinove уе­

ze izmedju nароnа i deformacije za nesti§ljive elasticne materijale: 

(1.45) 

Na vezama izmedju nароnа i deformacije (1.44) i (1.45) zasnivaju эе Rivlinova 

egzaktna re§enja problema. 

1.2. Egzaktna re§enja op~tih jednacina teorije elastiCnosti. 

Re§enje jednacina (1.44). (1.9) i (1.6) predstavljalo Ы egzaktno re§enje. 

jer оуе jednacine эи op§te jednacine teorije elastiCnosti. Jedan od osnovnih 

problema za nalazenje egzaktnih re§enja jeste taj da эи veze izmedju napona i 

deformacije (1.44) ili (1.43) date preko energije deformacije W • koja је pro" 

izvoljna funkcija osnovnih invarijanata tenzora (1.43). Medjutim. Rivlin [~] .. 

.. [6] је prvi primetio i pokazao mogu~nost dobijanja egzaktnih re­

§enja. cime је otvorio nоуи oblast teorije elastiCnosti. Sam metod re§avanja 

је obrnut: pretpostavlja эе klasa deforЦlacija ра эе этеnот и relacije (1.44) 
., 

<1' , 

il! (1.45) i poтo~и jednacina ravnoteze (1.9). kada эе stavi ..::с"'= О. odrede~ 

ako је to mogu~e. naponi koji эи potrebni da izazovu takvи deformaciju. Na taj 

nacin Rivlin је dobio и nekoliko vaznih slucajeva re§enja opstih jednacina еlaв­

tiCnosti. za izotropna elasticna tela. Zatim је Eriksen [~] pokazao и kojim 

ве problemima mogu dobiti egzaktna re~enja i odredio ih и preostalim sluca­

jevima. 

Problemi и teoriji elasticnosti za koje је mogu~e dobiti (! za koje Би od­

redjena) egzaktna re§enja. matematicki эе mogu okarakterisati па slede6i na­

cin: (i) sistem koordinata хЛ::' bira эе tako da metricki tenzori Gk..L. С; x:L . 
budu funkcije jedne promenljive~ па primer Х'Ј ~ (ii) sistem koordinata ;"ј(' l 

" 
bira ве. па slican nаёin. tako da metricki tenzori 9ij ~ c;t j budu funkci-i 

је samo jedne .promenljive~ па primer ~ ј ; (iii) deformacija Бе tada de- I 
10 



fini~e relacijama izmedju koordinatnih sistema хЈ<. i Х i # koje ви takve 

da Х 1 bude funkcija вато оо х4 
# dok ви х2 i .::сЗ linearne funkcije pro--

m enljivih Х i! i х3 
• 

• 
Pri ovim ив lovima gradijent deformacije се; к. ве svodi па konstantu 

ili funkciju jedne promenljive -х 1 (ili Х1 ). Na taj nacin~ koordinate tenzora 
-1 

deformacije ,.,се/, i./.J t:j takodje ве svode bilo па konstante Ьi10 па funkciju оо 

х' (ili;x;1). U tom slucaju# iz relacije (1.44) Н! (1.45) sledi da tenzor nароnа 
t ("ј) и odnови па sistem koordinata Х ~ takodje nе zavisi od :::с!2 i ~3# ра ве 
jednacine ravnoteze (1.9) svode па оЫсnе diferencijalne jednacine~ pri сети 

ви nepoznate и tim jednacinama funkcije jedne promenljive х1 • 
Uslovi (i) i (ii) Ы~e zadovoljeni ako ви krivolinijski sistemi Xl(, i х.l 

polarno-ci1iпdarski ili Dekartovi pravougli sistemi. Identifikuju~i оЬа sistema 

ва polarno-- cilindarskim koordinatnim sistemima dobijaju ве cilinarsko simet-­

ricni problemi. Izbor Dekartovih pravouglih koordinata za sistem х" i polar-
• 

no--cilindarskih kordinata za sistem х6 dovodi do problema savijanja. Ako 
• 

krive ;xt obrazuju Dekartov pravoug1i sistem# а krive хк. polarno":cilindar--

ske koordinate~ dobija ве problem obrnutog tipa оо prethodnog. tj. telo је и ро-­

cetnoj konfiguraciji iskrivljen paralelepiped. а и deformisanoj konfiguraciji 

ogranicen ravnim povr§iпama. Slucaj homogene deformacije dobija ве ako ви 

оЬа referentna koordinatna sistema X1l: i х6 pravolinijska-pravougaona. 

od homogenih deformacija ровеЬnо је interesantno re§enje problema cis-­

tog smicanja~ и kome Ве eksplicitno pokazuju Kelvinov i Pointingov efekt. Ovi 

efekti. predvidjeni и specijalnim teorijama (Kelvin 1867. g. [8] i P~ting 
1905. g~ [9 Ј ) i eksperimentalno potvrdjeni~ ukazuju па kvalitativnu razlikи 

op§te i linearne teorije. Medjutim#za naredno izlaganje ovoga rada homogene 

deformacije nisu od interesa. za razliku od re§enja torzije i savijanja# koja ~e 

biti ukratko prikazana. 

1.2.1. Torzija nesti§ljivog~ homogenog# izotropnQg# kruznog cilindra. 

U slucaju 
za materijalne 

cilindarsko simetricnih problema# kao ~to је napred receno. 
kordiпate хк. i prostorne :::С Ь• usvajamo рОlагnо-сi~~kе 

._,.~~~11 
,.\ , 



koordin~te.,tako da је: 

koje ви za materijalne i prostorfie Dekartove pravougle koordinate vezane оЬ-

гаесirnа: 

(1.47) Х = R c:L'5 (} , У'==. /г .5in () . .. , 
Deformacije. sir.aetricne и odnosu па Z. -ови. zadate ви jednacinama: 

(l.4В) ~=. i'(!\?) 'i Ј = а& fGZ;J z= 177& -f 722, 

ili 

(1 .. 49) 

gde 8Н Q ј IJ .771 i·72 konstantne. Ova deformacija sadrzi cistu torziju 

(а = 1. 6 ::: N. $ т = О. 72 = 1); torziju pravog kruznog ci1indra prvobotno 

podvrgnutog istezanju иргауси х-ове (а = 1. " =.А.,ј(,. 712 = О. .n. =';l ); 

savijanje ргуоЬНпо krivog paralelepipeda ( /; = '772 = о. аn = ~ ) i dr. 

Za koordinate metrickih tenzora iz (1.47) dobijamo: 

Za slucajciste torzije ( Q = 1, (; = 1(. '712 = о. 1'2 = 1. gde је k ugao torzi­

је) koordinate teIlzora deformacije (1.32) i (1.43) iz (1.48) i (1.49), а s оЬ­

zirom пэ, (1 .. 50), Ы~e: 

О о 01 ~dR)Q О jr::y dc: 

~} (1 .. 51) ! 1;;ј = Јг2 /-'; _ z~{/(2Jг:!f.f ) " t 
О i 2 - Z2 , ,{., . -! о -----~; . l ј f.)f2 

о 
:2 t !'I:") О к (;2 I Ј '-Кк '1" 1(,''-к:-

, - Ј 

Iz izraz.a za tr'e6u оsпоvпи inva!'ijantu IП tenzora deformacije (1.51).2 

(1.52) 
I __ _ ~ -Ј t ,_ --- _ ;7:" i -1)' ~dZ):2 i 2 

,'// - dt (~/- di\? л'?:2. 

i uslova nesti~ljivosti (IП = 1), dobijamo: 
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(1.53) 

gde је А integraciona konstanta. Za рип cilindar г mora biti jednako nuli 

kada је R = о ~ ра је А = о i 

(1.54) R = Z. 
, -1 

Preostale dve osnovne invarijante tenzora deformacije -с. sada ви iz. (1.51). в 

obzirom па (1.54). 

I = iZCl'l(.c;f) = з ,,. ј(2г!2.., 
(1.55 ) 

Relacija napon,:,deformacija za nesti~ljiv izotropan elasttcni materijal 

dataje ва (1.45). Srnenorn dobijeI}.ih vrednosti za, tenzore deformacije (1.51) u 

relaciju (1.45)# а irnaju~i и vidu (1.54) i (1.50). dobijamo: 

(1.56) , 

ili# и eksp1icitnom obliku# kontravarijantne koordinate tenzora паропа BU: 

(1.57) 

Iz jednacina kretanja, (1.9) i (1.10). za sll1~aj ravnoteze ( х/,= О). proi~ 
zilaziДa је svaka deforrnacija rn'ogu6a ako po~toji dOVOlj~O velika zaprem~Bka : 

'. 
вВа !'~~9a је izazove. Problem postaje netrivijalan postavljanjem zahteva da 

. . 
је zapr~Iдinska sila jednaka nuli. U torn slucaju# jednacine ravnotefe su: 

"о ~ 

(1.58) 
itj 

t с = О ") Ј ') 
, ,Lf2 

Kako ви koordinate l i tenzora na~on~. jednake nuli# а preostale ko· 

ordinate tenzora napona funkcije ваrnо proinenljive г (~to је lako zakljuciti 

iz (1.3.3)# (1.54)#'. (1.55) i (1.57», jednacina ravnotefe (1.58)1 dobija оblш: 

13 



(1.59) 

Као 8to sevidi. od tri jednacine (1.58)1 dve ви identicki zadovoljene, ра razvi­

janjem kovarijantnog izvoda (1.59) dobijamo: 

(1.60) 
d 'c'/! f'ff н ""12:2 " .- с' 

(, ,. -) -_.- 7~ ---.. __ .. -_._-- :0:::; (/ 

dz 2' ? 

gde је parcijalni izvod ро iZ zamenjen totalnim, P08to је promenljiva samo ~~ • 

Iz (1060)2 .. 03 vidimo da је i hidrostaticki pritisak р funkcija вато od ~"': • In" 

tegraljenjem (1.60) 1 . imamo: 

... n / Z. ,"> .. ::2:2 '-I! d't7 
(1.61) ј' '- ! ( '~"·~i· /)~ '{ - • v џ - z; 'r7" 

~J ~. (ј 

q I ./1. _ 
gde је integraciona konstanta odredjena ив lovom (.О - О па ci1indru JZ= а 

(а је poluprecnik ci1indra). 

Е liminisanjem hidrostatickog pritiska р iz (1.57)!) i (1.57) '7 ротоси 
о':... .;:) 

[. 

(1.57).; , dobijamo: 

[.62) 

Iz (1.62) 1 vidimo da razlika 'Z:2[2.!2_ С i! , koja ве javlja u integralu (1.61 >, 
. .{/ 

ne zavisi od hidrostatickog pritiska ;Р. tako da za napon t dobijamo: 
.'7 

_::- ''') / " 

" с/ IIt/ / 

'f
/ if г, .'/.2. /1""1 '-о - (у'!7 _._ ,/ r. (, /~_ "'-ЈОЈ 

'-~ Ј. '~', о. L (1.63) 

Relacijama (1.57)4ј ,;-,"; ) (1.58):2 .• (1.62){:>:L i (1.63) sistem napona је pot­

риnо odredjen. Sama cinjenica da napon i З'з nije jednak nuli ukazuje na kvali­

tativnu razliku и odnosu па klasicnu linearnu teoriju elasticnosti. U klasicnoj 

linearnoj teoriji elasticnosti da Ь! ве izvrsila cista torzija stapa potrebno је 

dejstvovati вато torzionim naponoln. Ovde, u nelinearnoj teoriji. to nije то­

guce. vec ве mora dejstvovatiinaponom 1'3'з duz stapa. U suprotnom. ukoliko 

s е ne dejstvuje naponom i .'3:ј • stap се ве izduziti, sto је i eksperimentima ро­
kazano. Ova fizicka karakteristika materijala naziva ве Pointingov efekt. 

Ukupan moment /Ј,ј uvijanja punog cilindra dat је integralom: 

14 



а 

(1.64) 1'1 = јг 1(2з>2г$~ , 
gde је 

о " 
ва t(~з> ozna~ena fizi~ka kоогdi.Iщtа -l!l3 na.pona. s obzirom па 

. lk 

,", 

i (1.50),3 iz (1.64) dobijamo da је фQJЩtвt uvijanja: 
Q. , 

М /.'~ и !zЗ!,dltl dk/) _/ ". 
/'/' == -ч-lt 1'\, ј ( (8Т" т ал ~e ~~~.') 

() 

(1.65) 

Jnvarijante (1.55) parne BU funkcije ug1a uvijanja Ј<.. Kako је energija 

deformacije W funkcija invarijanata (1.55) to BU i parcijalni izvodi ovе funkc1" 
, ' 

Је parne funkcije ро К • Na taj na~in~ iz (1.65) proizi1azi da је moment uvija .. 

nja neparna funkcija ug Ја uvijanja К • , " 
Ukupna normalna вНа N ~ kojom treba dejs~v6vati па :ravne pov:r~ine pu" 

о ." ", .' • • 

, (1.67) 

:~ 

I<ЗЭ> == 2 К "-ј; ;1 dz . - 21?~k:! ј: · 
а 

Zamenom (1.67) u (1.66) dobijamo da је погmаща~'~i1а 

(1.68) 

Ako ве izvr~i parcijalna iritegracija prvog ~Jana в deBne Btrane (1.68) imamo~' 

а t ' ~ l4Q 
f'zdz ~, ,~~a!G = .1. ~J! fг ~ de. ' " _ .i јzЗ 2.!t de 
Ј ( ј ~ {)z 2' ј;' '~I '2 8I " " , 
о а а О о 

ра kako је Јг Jf dг = о iz (1.63). jer је t'f '= о za г = C{.~ izraz (1.68) za 

(1.69) 

о 

normalnu BHu kona~no dobijamo u oblikџ:, 

(1.70) 

4 ", 

лl = '- 271 K~ (~J/ ~,+- 2 ,;) 1tI) dг о , / ( (8z tJЛ ' ' ,,' 
о 
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Relacija (1.70) izrazava Pointingov efekt и njegovom najznacajnijem оЬ­

liku, jer odredjuje normalnu aksijalnu silu potrebnu za ostvarenje ciste torzije. 
, . 

Као sto је napred napomenuto, parcijalni izvodi funkcije ~~/ su parne funkcije 

od Ј( , ра prema (1.70) proizilazi da је normalna si1a pri malim torzijama 

proporcionalna drugom stepenu ugla}( uvijanja. То је razlog zasto se и line­

arnoj teoriji пе pojavljuje Pointingov efekt. 

1.2.2. Savijanje nestisljivog, homogenog, izotropnog paralelepp~~. 

Posmatracemo tel0 koje и nedeformisanom stanju predstavlja homogeni 

izotropni nestisljivi paralelepiped i па njemu prouciti problem savijanja. Za 

materijalne koordinate X,k. usvojicemo Dekartov pravougli koordinatnisistem~ 

а za prostorne koordinate ::\;(, polarno-cilindarski koordinatni sistem: 

(1.71) f .1 ·:2 ,ј, ј, " "-'.' 1 
г х 1? f ... -= I I~:, I ) .~j I '} 

Koordinate metrickih tenzora 9tj i 71;ј , s obzirom па (1.71):2 # date ви 

relacijama (1.50)" '. ,dok је s obzirom па (1.71) .. 1 
.7 ~ 't 

(1 .. 72) 

(" -1 О 

/ G:tL} :=. {G .~L}= / (ј ?/ 
(~, О " _ и 

о ) 
/с I 
(ј r ~ 

1 I 
Razmotricemo deformaciju~ koja је zadata vezama izmedju prostornih i 

materijalnih koordinata, pri cemu su prostorne koordinate proizvoljne funkci­

је: 

(1.73) 
~ /;., ) 
'" := 6' "ј, ~ ~ . / , 

Iz (1.73), (1.72) i (1.50) .3:; Јј tenzor deformacije (1.43) mozemo da napise­

mo и oblikи: 

;
/""/2'-' ):2 

, / 

/; 
\./ 

! , 
(1.74) I 

1 
о 

) 
) 

С) /"" 

'. (ј 
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gde је ва ргiшош ('. ) oznal:en izvOO funkcijepo promenljivoj оо koje zavisi ta 

funkcija. Тге6а osnovna invarijanta tenzora (1.74) је 

(1.75) 1// = (~Z;~/:cI)2, 
а uslov nesti§ljivosti. /11 = 1. Ы6е ispunjen ako је: 

(1.76) 

gde su k i .А. konstante. Integraljenjem relaciju (1.76) dobijamo: 

(1.77) :i!=.A,Z 
. , 

gde је /{ integraciona konstanta. pri l:emu ви preostale dve integracione kon" 

stante izjednal:ene ва nulom. Relacije (1.77) opisuju takvu deformaciju parale­

lepipeda. da: (i) svaka ravan. koja је prvobitno bila upravna па Х -ови. posta­

је u deformisanoj konfigџraciji deo cilindra l:ija је ова Z-osa; (ii) ravni. koje 

su prvobitno bile upravne па у- osu. postaju u deformisanoj konfiguraciji rav" 

ni koje sadr!e Z -ови; (iii) paralelepiped ве ravnomerno iste!e u pravcu 

Z -ове. 
Ako ravan Х = .. Q postane ·Z· ~ г, :') х = + а postane· г = 

у :; . ±" postane -zЯ =:! ~. tada iz (1.77) dobijamo da ви konstante: 

(1.78) Ic= 
-2 :2. 

Z'.2- г, 

4а 
, К= , 

Tenzore deformacije (1.43) i· (1.32) dobijamo iz' (1.74) i (1.76) i шо!ешо 

da ih napi§emo u obl1ku: 

z!Z О О 

(~.79) Гс/} -
Jcf. 

{сјј О 
.л.,fЈс 2 

О , - . ~2 

О 
I 
Jt~ 

а odavde. osnovne invarijante ovih tenzora ви: 
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n '2 
. т ;7 i ('-1,,:)' /С... г 

..L = /1= (, Z а9 "--С;" = ";,~ -Ј- .--.. ----. 
. '-'.~' ,f , <- - А.2 1;;2 

(1.80) .д.Г Т 
. - '--'-1l 

./// ј/,/' 
.. '_..... ._. 1), 
- -.<} --- f· 

Kako је' energija deformacije 11/ pI'oizvoljna funkcija invaJ:'ijana.ta (1.80). koje 

zavise samo od promenljive Z • proizi1azi da је i energija deformacije proiz-= 

voljna funkcija samo od promenljive 'Z : 

(1.81) ,J;~/ = ~'1/ (2' ) " 

Zamenom (1.79) и Rivlinove relacije napona ideformacije (1,.45), i imaju'" 

6! u vidu (1.50)If,dobijamo koordinate tenzora napona: 

(1.82) 
; ,/.') /..'-- /13 !-. 2.3 ._ 

t -.:;:.- --и 
-' -'џ -- • 

Jednacine ravnoteze (1.57) ј "analogno (1.59)~ svode se па: 

(1.83) 

Kako је iz (1.81) Јф/::':;: ~~/(Т,21)-= ji/('I<;)izvod funkcije )-1/ ро 

(1.80)":?2·:' mozemo da napisemo и obliku 

(1.84) 

7 s obzirom па -' ) 

odredi lL- (1.82) f '-.' i uporedi sa (1 .. 84) dobija ве 
.Ј .::. .. 

sto omogucava da se (1.83)1 napif~e u obliku 
. .' 

• {~-/ ,'., о' \ 

--."!"!,. / .ј -Ј:; јl 
.... / .. Ј / /' - {/~ Ј::.=.: (/-} 

(..(.r:::' 1.,., ...... (". 
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Elimin~cijom hidrоstаЦ~kоg pritiska р iz(1~82)tгj.3 pomo6u (1.82)1. ko .. 

ordinate tenzora napona. s Qbzirom па (1.85) i (1.84). dobijamo kona~no: 

(1 .. 86) 

gde је С···· proizvoljna integr.aciona konstanta. Ovim је sistem napona odredjen. 

Si1e~ kojedejstvuju па povr~1nama '2'= Zj i с == г.2 svode ве samona normalno 

naprezanje i bi~e jednake nuli samc,> ako је 

(1.87) 

Iz (1.86)Q fizi~ku koordinatu t<i!.2.'J napona mo!emo da napi§emo u obliku 

(1.88) 

ра је rezultuju~anQrmalna si12 ро jedinici visine. koja dejstvuje па svakoj 

strani zЯ = + -z,Я , 
- о Z 

.' ~ 

~ = / !(2~? dг = [z(1tI f- с)l ~L <> 

г1 е 
.: .... :. : '1 

(1.89) 

Odavdep,~.oizilazi da је normalna sila ~ jednaka nuli samoako ви оЬе povr~i .. 

nе г = Zf i г = ~2 oslobodjene naprezanja. tj. ako је zadovoljen uslov (1.87). 

Rezultuju:6i;~preg ~ ро jedinici visine. koji deluje па svakoj strani tЯ = ± ~, 
jednak је! 

~ ~ ~ . 

.. :i~.~ lг!(1:~1>dz = lг(~Й i- W·f- (} )dг" 
. .•.. .... :?;, G! 

:"ј .'", .. " '", . . 

SОЬZiг:ьщ3nа (1.88).i (1.87) i primenom parcijalne integracije prethodni izraz 

d Obija:~'b~;i~k' . . 

(1.90).·· f:f:~h . = . J(i, "- Zs2 ) С ~ ј: ?~v.. ~г·· 
. . +~. ~ / ~ 

.:-.;'.,[." . bf, 

I ~, 

Р~l\фrе~ik '2'0 neutralnog vlakna dobija ве re§avanjem jedna~ine ~: = 1. 

tj. ~t,i:.'~1:. 2. = 1. odakle је Zoe. . .A.,21c~. Uslov (1.87). s obzirom da је 
k/ ~ svodi ве па zahtev: 

(1.91) . 
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. Zahtev (1.91) nametnut invarijantama (1.80) bi6e zadovoljen ako je<k~= Z'fZ'.e./..i .. 

Оуа relacija втаnјuје Ьгој konstanti па dve, па primer г1 i А., za jednoznac'" 

по odredjivanje deformacije, а zamenom vrednosti' k:2 и izraz za poluprecnik 

neutralnog vlakna, dobijamo: 

(1.92) 20 = (~t z f ~2) ~/1.>. ~ 

u вluсајu cistog savijanja ./l је jednako jedinici, ра је poluprecI1ik neutralnog 

vlakna Z'o = ("i",Zi!)1;~, а to је uргауо rezultat koji daje i klasicna linеагnа teo" 
. 

rija elesticnosti. Postojanje normalnog nароnа (1.86)з ukazuje da је cisto sa .... 

vijanje nestisljivog tela mogu6e ako.sera роугвinе paralelelne ravni savijanja 

dejstvиje odgovaraju6im narmalnim вi1ата. Ovaj fenomen naziva ве Pointin­

gov efekt za savijanje. 
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2. TEORIJA РОLARNПI ЕLASТIСNПI МATERIJALA 

u odeljkи 1.1 prikazana је klasil5na teorija elastil5nosti. koja ве ро novi­

јој terminologiji naziva nepolarna teorija elastil5nosti. Као ~to ве videl0. glav­

па karakteristika оуе teorije jeste da је naponsko stanje u nekoj tal5ki deforma ... 

bi1ne sredine potpиno odredjeno simetril5nim delom tenzora napona. tj. ва ~est 

koordinata tenzora паропа. Medjиtim. pri proи~avanjи razlil5itih problema teo­

rije elastil5nosti. kako tehnil5ke prirode (tanki ~tapovi. ljuske). tako i fizil5ke 

(kada ве ва diskretnekristalne re~etke predje па kontinииm). neki aиtori ~o] • 
[11Ј i [12Ј ви рrlщеti1i. jo~ pre y~e оо роla о veka. da је napons.~o stanje 

potpuno odredjeno nesimetril5nim tenzorom napona i tenzorom naponskog spre­

ga. Ova teorija. koja иzlma и obzir nesimetri~an tenzor паропа i tenzor пар on­

skog sprega. naziva зе p"olarna teorija elastil5nosti. 

Polarna teorija elastil5nosti Ыla је neopravdano zapostayljena. за izuzet­

kom malog broja aиtora. вуе do реtпаезt godina 'tinazad. od 1955 .. godinena 0-

vamo ovој teoriji зе pOBye~иje velika paznja .irazvija зе и dva pravca: (1) for-
. .' .' 

mlranje op~te teorlje i fizil5ka interp~etaclja iste [1з] - [251 i (li )form1-

ranje linearne teorije i ispitivanje иticaja naponskih spregova па koncentraci-

ји паропа oko diskontulteta (prskotina. otvora itd.) (26Ј • ОО 

ProAirenje broja nezavisnih podataka о naponskom stanjи moze da ве уе­

ze za dva mogи~a pro~irenja teorije elasti~nosti: а) иvOOjenje izvoda pomera­

nja ili deformacije vi~eg reda ро koordinatama и izraz za energijи deformacl­

је i Ь) иУodјепје dopиnskih rotacionihstepena о slobode zal5esticematerijala. 
. .' . 

Prvo pro~irenje potil5e оо Sen Venana. dok је drugo predlozio Fojgt [10Ј • а 
razradi1a зи ga bra~a Kosera [li] • 

а) Prirodno pro~irenje izraza za energijи deformacije (1.15). saglasno 

principи lokalnog dejstva (izlozenog 1,1 OOeljku 1.1) i (1.14). jeste pretpostavka 

da fиnkcija energije deformacije moze takOOje da zavisi. bez ob~ira u koliko 

maloj meri. 1 оо о gradijenata deformaclje viAegreda. Na "taj na~in. и орйtеm 
о о 

slиl5ajи. relacijи (1.15) mozemo da napi~emo и obliku: 
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(2.1) w= w (x,:~, ~)..:.i"'L , <. О', :x;~.,,, ""; Х 1<) ~ 
'" " " ) 1,<",·1(2 _ •• ,''п 

Klasicna teorija zasnovana па izrazu za energiju deformacije и obliku (1.15) 

naziva ве i teorija savrseno elasticnih prostih materijala, za razliku od nе 

prostih mаtе~~јЭ:_~ 1З6Ј ' kada ве и (2.1) uzme та koji gradijent viseg reda. 

S lozen materijal је reda7l ako је 'п najvisi red gradijenta deformacije, koji 

ве stvarno javlja kao argument и funkciji energije deformacije. Proucavanja 

ви vrsena uglavnom па materijalima reda 2. 

(2.2) 

jer kvalitativno obuhvata osobine materijala viseg reda. Tupin [14Ј је ovoj 

teorij i dao elegantnost, а dalja razrada i primena data је и l10J, [20] i [21Ј 

Ь) UvOOjenje tri dopunska rotaciona stepena slobOOe svakom delicu, ро'" 

red tri stepena slobode vezana za pomeranje, predstavlja model orijentisanog 
/~_7 

kontinuuma. Neka ви a(~) (Ic = 1,2,3) koordinate vektora Cl(Jt.) ( ./t = 1,2,3) 

trijedra vezanog za svaku cesticu sredine. Dok Gunther [24], Schaefer [25Ј 

i drugi uzimaju da је energija deformacije proizvoljna funkcija, pored ostalih 
~ 

argumenata, i оо vektora orijentacije d,::t) , Stojanovic iDjuric [2~] ви ek .. 

splicitno pokazali da energija deformacije orijentisanog materijala nе moze da 

zavisi od vektora orijentacije. Prema tome, za orijentisan materijal reda 2 

energija deformacije (2.2) bice proizvoljna funkcija, pored gradijenata defor-
? • 

macije prvog i drugog reda, i od gradijenta dc; ... ); Ј( vektoraa d1) koji 

karakterisu trijedar vezan za element sredine [ј6Ј 'ј [;2з1 

(2.3) 1. ј/ 1.1 /' (: / ',1,' , 
W = W ( :Је; iG' X/k L ; ~.~); 1(, ; х Jt ) с 

Naponsko stanje и ovakvoj sredini odredjello је nesimetricnim tenzorom nаро" 
јЏ ~ ~ 

па С ,tецzргоm naponskog sprega 772 : .. :-:::-712 .' i tenzorom napona.:: и-
~Щ~ ~ 

vijanja .12 ., koji је vezan za "deformaciju orijentacije" vektora (Jl(,A.,) 

(videti npr. [16Ј, [17Ј ') [~8] i dr .) .. 

Primenom jednacine ravllOteze (1.4) iz zakona konzervacije mаве, dоЬiја 

ае (1.6): 
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iz zakona kоliёinе kretanja: -~ .; 

f
· х; = t~j· f f ј". ; 

(2.5) )/ . 

iz zakona kinеtiёkоg m omenta: 

l
[tiJ . јјЈ: . -f c/I.'"t~ ./(~)iJic, .1 t'j ~ 

(2.6) = т , k /l(.-L), ~ IZ -1- f (" Ј 

--. 
iz zakona ravnoteze vektora dc.:tJ : 

~o ., ~ • 

.:. ·.A..fld t _ 1(1-')1-/ 
(2.7) f t (.А.) '- 12 ) i 

• 1(")6 . 

f f" ; 

i iz zakona ravnoteze energije" s obzirom па (2.3): 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

• 

U · thod' la" . . .1 ["~jJ t·· t· x , d t ' ; l! pre nlm re cl18ma Је: [; ап lSlme rl-.;nl ео enzora naропа.. & .. 

zaprerninski spreg.. ·i Ј. f' koeficijent gustine· inercije i k, (1-9 t zapreminska 
. ,'. . 

sila uvijanja. Relacije (2.8). (2.9) i (2.10) predstavljaju konstitutivne relacije 

orijentisanog materijala reda 2 u materijalnom оblikч. Primenom principa in­

varijantnosti energije deformacije prikrutim kreta.njima. kao ipoznate osobi-

ne tenzorskih јеdпаёinа da i nesv(xlljivi delovi zadovoljavaju tenzorsku jedna­

~ost#. relacije (2.8) ~ (2.10) svode ве па oblik: 
~ . .. . . .'. 

(2.11) 
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',. 

(2.13) 

Izvodjenje relacije (2.4) - (2.14) injihovotumacenje moze se na6i npr. и [18]. 

U slucaju neorijentisanog kontinuuma sve ove relacije se svode па relacije da. 

te и teoriji elasticnih materijala reda 2 [14]. 

2.1. Svodjenje konstitutivnih relacija па prostorni oblik 

Konstitutivne relacije (2.8) - (2.10) napisane su и materijalnom oblilqii 

kao takve vaze i и slucaju kada је materijal anizotropan. Uvodjenje materijal. 

nih tenzora deformacije (2.14) ove relacije su svedene па (2.11) - (2.13). ko~ 

su. svakako. prikladnije. Medjutim. и ovim relacijama. i pored mera deforma· 

cije (2.14). i dalje figиr:Ши gradij~nti deformacije. ~to ih za konkretnu priЦJ~' 

nu и re~avanju problema cine nepogodnim. Da se и ovom ob1ikune m'ogu еЦ' 

minisati gradijenti deformacije potvrdjuju rezultati nepolarne teorije elastla· 

nosti (videti npr. (1.29». iako se tamo radi10 о daleko jednostavnijoj teorijH 

odnosu па polarnu teoriju elasticnosti. Put. koji vodi elegantnijim oblicim8 

ko.nstitutivnih relacija, analogan је onom u nepolarnoj teoriji elasti~nosti,!j\ 

svodjenje konstitutivnih re lacija па prostorni oblik. 

Ne umanjujuci op~tost, kопstitutivпе relacije се biti izvedene u statickoDl 

slucaju. Prvi zakon termodinamike (1.16) sada moze da se napH~e u obliku 

(2.15) ,-W-.= А? 
pri cemu је uzeto Q. = О, tj. da је protok i izvor nemehanickog efekta jt3drial 

nuli (proces reverzibilan izotermican ili adijabatski). Efekt mehanickog r~PJ . . 

ft usled si1a koje deluju па tacke posmatranog sistema јеЈ[1в] jedn. (зЗ)h 
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. ;,; . 

(2.16) 

~ . . 

gde је А" ~fekt rada zapreminskih sila f . Zарrефinsk.ih spregova l i zapre"_ 

m1nSkih direktrorskih вll$ ~ .. s оЬzirоЏ1 da zаРQ.шinskе вНе ne uti~u па kon" 
. .' . '... . .'. ,,~... ~. . . 

stitutivne re1acije pretpostavi6emo da Onе i ne·~ejBtvuju па posmatr·ano telo .. 
Q 

tj. ~lan А1 u prethodnoj re1aciji па dalje ne6empu~im~tiu obzir. Kori§6enjem 

stoksove teoreme рovr§швki integral u (2.16) тJ.~~ 'da в.е pretvori. ~ zapr.e ~ 
.. . 

minski .. ра s obzirom па (1.13) .. relacija (2.15) pO.staje: 

(2.17) ]Ј. r.. Јјј... (Ј/.ј·/ ·ik. ) .~ ~o'(ii;) ~ "О ,(~)b/ /. 7 I 
iНjfwatJ :=;tC?;i -т'>VОС,ј-mt .. X>jk-fn. (A--;(~)t"ЈјЈаll"~ 

v v . 

Kako је oblast ?f integracije proizvoljna.t reJacija·(2.17) mo~a da уа!! u Bvakoj 

ta&i sistema .. tj.- .. • ' 
о' 'l • "/.. о *'/' 

(2.18) .Р w= /1:J-m:II(;~А )X".-т:(/~JX~"A + /{:t>:'d:\ ., 
~ t'Ct t '1{j/;1/ ~.)/.I(;.12 t ("'Ч>/? 

. gde је gustina fo u po~etnoj konfiguraciji uvede~ iz istih r~~i~ga kao i u ne­

polarnoj t~Qrlji e1asti~nosti (1.2~) •. 
. . . 

Veza izmedju prostornih i materijalnih gr~di.jen8ta deformacije prvog 
. .' ,,' ) 

reda (1.36) moze da ве nap!§e i u obliku:. 

(2.19) 

а:OQ~Уоеје veza .t~medjuprostornih:1mate~ijaln~·j-radijenata 'deformacije d;ru .. ·· 
•••• 0 '.' •• ' • • . ' ••••• • • • 

. gog redal .. :· 

Mat~rijalnim diferenciranj~m ро vremenu relac.ije (2.19) dobija ве da је gra­

dijent brzine prvog reda: 

а materijalnim diferenciranjem ро vremenu re1acije (2.20) i kоril6fщ,јеm. 

(2.21) dobija ве gradijent brz1P.e drugogreda: 
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',.' " 

.' . 
(2.22) 

.' :'. ~ .Л/ .. ,;,..t· _ .\/Ј1 J""V,c, + 2ХН Х 1'2. е, 

~ ,,'к. - - /\.:,'k ..л.,.I.~ '," 7?/c~' ,Х· zv " ). '.)'''' '), )'''1 ~" 

riradijeJ\t~ btzhie proinene direktora· Ј1),ј . moile . da ве napil!e u oЫiku: 

(2.23) 

ра zamenom (2.21), (2.22) i (2.23) u (2.18)dobija ве jedna~ina energije u obliku: 

(2.24) 

'" 

.fW· = (m:iJ:, Ј. xf. _.l:Јх/.;.· 2. т: (ik.)x7fl х/. х:"" 1-)' X~·' + 
~o t' ~ ) IG .) iII (;Ј ) Н/.,. :Ј М ..) "') 717 #G ') I :. ~ 

+ m:(/I:.)x'" X~ + '(:Ј.):lх-ч. d/ .. 
. t . ;н џ" /l t ;1 (.)..)јМ 

Energij~ deformacije. р~еш:а (2.3).je~te 'proizvoljna funkcija materijal .. 

nih gradijenata deformacije prvog i drugog reda i gradijenta direktora. Kako 

reiacije (2.19) i (2.20), koje pr·edstavljaju sistem a1gebarskih jedna~ina. uspos" 

.tцvlја~јеd~оzna~пuvе~u i~medju pro~tornih'i inaterija lnih gradijenata defor .. 

. :.·macijeprvog i drugogreda, bez ikakvih ograni~enja moile ве uzeti da је ener .. 

gija deformacije W proizvoljna funkcija prostornih gradijenata deformacije 

prvog i drugog reda i gradijenta direktora, tj • 

. '. (2,.25) 

<,/':'ic:,J?9sr~dnimmaterijabWn : dЦеrепсirађјещро.vгеmепu energije deformacije 

·· ... ,:·/~}: .. ~~~?~)P:~eko.nez~yisnih argumenata. .)';; " ):Гјk i c4~~.j Ј11 dobijamo: . 
. ,.:: .... , ... ,: ..•. ; ",.;; .. ;,'. '\ ." , .'~' .",' . 

(2.26) 

';', .... ~ .. " 

Uvrstayanjem·(2.26) u (2.24) jednacir..d.energijemoze. da ве napise u obliku: 

. . . 

. '·S.trukturajedna~irie·energije (2.27), kao i iskustvosa jednostavnijim teorijama 
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elasti~nosti. dovodi do zaklju~ka da su napon. naponski spreg i napon uvijanja 

funkcije istih promenljivih koje su dovoljne za odredjivanje vrednosti energije 

deformacije. а konstitutivne relacije su takve da zadovoljavaju energetsku jed­

na~inu (2.27) identi<Ski. Drugim re<Sima. jedna<Sina (2.27) nt па koji na<Sin ne og­

rani<Sava polje kretanja i polje direktora. 

Prethodni uslovi Ы6е zadovoljeni ako s.u· i sarni ako ви tenzor napona. 

tenzor naponskog sprega i tenzor napona uvijanja vezani еа funkcijom energije 

deformacije slede6im relacijama: 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 
'''1'''' '.' r, •.. 

. -
~оnstituЏvnе relacije. koje opisuju proce~. defortnacije. ne smeju da za­

vise оо kretanja posmatra<Sa. tj. moraju biti' invarijantne u odnosu па kruta 

kretanja prostornog koordinatnog sistema u odnosu па prvobitno iiabran 8i8-

tem prostornih koordinata. Ovaj tzv. princip objektivnosti zahteva da tenzori 

napona. naponskog sprega i napona uvijanja budu objektivne veli<Sine. Ovaj prin­

сјр Ы6е zadovoljen ako је funkcija energije deformacije" (2.25) 8kalarna inva­

rijanta 

(2.31) 

kada ее transformacija prostornih koordinata. oblika 

(2.32) 

primeni па njene argumente. Na taj na<Sin dobija ее izraz za invarijantnost е­

nergije pri krutim kretanjima 
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. . .. 'h i~lдi. # - ЈЈУ ,~', JItI ' Јј )~. -, 9:. '~XN,X;t ,/vн.lх·"tf'_I& G(.it)'/I( о. -о. 
, ".,.е: ;/ ' , ' o'/I;;R:. .' ",О'Ц(.А);Н ' '[t/J 

Dekompozicijom tenzorske jedna~ine (2.2 8) па nesvodljive delove (jedna-

kost simetri~nih. odnosno antisimetri~nih. delova leve i desne strane) dobija 

ве simetri~an deo tenzora napona u obliku: 

(2.34) 

а antisimetri~an deo tenzora napona. s obzirom па (2.33) i (2.30) svodi ве па 

oblik: 

(2.35) , 

(2.36) 

Relacija (2.35) ~redstavlja Koseraovu jedna~iriu (2.6) u stati~kom .Blи~ajи kada 

ве zanemare zapreminski spregovi 1. i zapreminske direktorske вНе ~ • Pre­

ma tome. antisimetri~ni de'o t~nzora napona ne dobija ве iz energetske jedna .. 

~inе. tj. neposrednopreko funkcije energije deformacije. ра оп nema nikakav 

en~rgetski 'zna~aj. Relaciju (2.35) treba shvatiti kao definiciju antisimetri~nog 

, ·· .. delatenzora п~ф6пц. 

d energetskoj jedna~ihi (2.18) te'nzor naponskog sprega ·тј јЈе 
zame .. 

пјеп је simetri~nim de 10m т; (ilc) zbog s imetrije х f ј k = х;' Icј • То 
zna~i da i antisimetri~ni аео tenzora naponskog sprega mi ciiJ пеIЩi e~ .. ' 

nergetski zna~aj. ра ве iz tog raz.lc.gajavlja njegova konstitutivna neodredje­

nqst. 

Konstitutivne relacij~ za simetri~an deo tenzora паропа (2.34). simetri­

~andeo tenzora naponskog sprega (2. 29) i tenzor паропа uvijanja (2.30). napi­

вапе u funkciji prostornih gradijenata deformacije prvog i drugog reda i gra­

dijenta direktora. sada ве mogu izraziti preko prostornih tenzora deformacije. 
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Prostorni tenzori deformacije. koji odgovaraju materijalnim tenzorima defor .... 

macije (2.14). еи: 

(2.37) . f"i хМ х'''' ;Стn = (јнJ.I ,111 ;n ') 

(2.38) 

(2.39) 

gde је еа р<'; mn,'г obelezen glavni deo tenzora ",cm?1 .. Z kada ее rastavi 

па nesvodljive delove [141 • [19] • Analogno nepolarnoj teoriji elasticnosti 

(odeljak 1.1). kada је posmatrani materijal izotropan. energija deformacije је 

proizvoljna. funkcija prostornih tenzora deformacije (2.37) - (2.39): . 

(2.40) 

Materijalni izvod ро vremenu funkcije energije deformacije (2.40) moze da ве 

napi~e и obliku: . .. 
• dJV ~ dlv' ;- ;)41 /.#111 

W :=. а.-с'т12· -Сm'1? -f Эd?Лnz аm11г f- di.·mn h. , 

~to. s obzirom па (2.37) - (2.39). postaje: 

(2.41) 

Kada ее (2.41) uvrsti и (2.24). tako d~bijen oblik energetske jednacine 

bi6e identicki zadovoljen ako еи tenzori napona. naponskog sprega i napona и­

vijanja vezani еа funkcijom energije slede6im relacijama: 

(2.42) 
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(2.43 ) , 

(2.44) , 

(2.45) 

Invarijantnost funkcije energije deformacije (2.40) prikrutim kretanjima. 

s obzirom па (2.32) i (2.37) - (2.39), sada ве svodi па оЫш: 

Kori§6enjem uslova invarijantnosti energije pri krutim kretanjima (2.46) i гe~ 

lacije (2.44) antisimetricni deo tenzora napona iz (2.45) svodi se па (2.35). 

Relacije (2.42) - (2.44) predstavljaju konstitutivne relacije и tzv. prostor­

nom oЬ1iku. U ovim relacijama, za razlikи od materijalnog оЫша (2.11)-(2.13). 

ne figuri§u gradijenti deformacije ve6 iskljucivo tenzori deformacije. Ovakav 

oЬ1ik kопstitиtivпщ relacija omogu~uje njihovu dalju modifikaciju и сНји nala­

zenja nekih op§tih re§enja. 

Cinjenica da tenzor deformacije (2.38) nije opsti tenzor tl'eceg reda, јег 

је ро definiciji antisimetrican ро prva dva indeksa ( d mn l = - CI-7177J t ), 0-

mogu6ava da ве konstitutivne relacije (2.42) i (2.43) napisu и pogodnijem obli­

ku o Оват nezavisnih koordinata tenzora (2 .. 38) mogu sepredstaviti и oЫikи re­

lativnog prostornog tenzora drugog reda" koji је definisan izrazima: 

(2.47) 

gde ви ејтп i е m71ј totalni antisimetricni Ricijevi tenzorio Izmedju devet 

koordinata d.ј'г postoji вато jedna veza 

tak о da је funkcionalno nezavisnih koordinata osam. Ргеша tome, grupa pro~ 
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menljivih d.-3z jednoznacno OOredjuje grupu promenljivih dmn~~ ра funkcija: 

energije deformacije (2.40) moze da ве napi~e u obliku: 

(2.49) 

Konstitutivne relacije (2.42) i (2.43). s obzirom па (2.49) i (2.48). svOOe 

se па oblik: 

(2.50) 

(2.51) 

а uslov invarijantnosti energije deformacije pri krutim kretanjima (2.46) pos­

taje: 

(2.52) 1JtfгJ~~ >С"г -f /!t d~-f /!! d.~d'! г;,; dt -ј!,,! [?ТЈ; :;.:;.х, t.im )7 .. = о. L 71 (..:::~ ~I t7'a,/ 17'~·Z or:г,z Qli 7.t )lct/] 

s obzirom па osobinu tenzorskih jedna~ina da тога da postoji jednakost 

odgovaraju6ih nesvodljivih delova. iz (2.51) dobijamo: 

(2.53) [Гl i ~;J1tI :11c71 dk/ ~/n ) 7 _. 
[4.-тz (Jd,' е i- dd.dk е ,!J(t/k) - о, 

јег је simetri~na kombinacija simetri~nog dela tenzora naponskog sprega 

112 (l{ilc)) jednakanuli [14Ј, Q.9J. 

Tenzorske jednacine (2.52) i(2.53)predstavljajusistem оо 3+10 = 13 ћо-

m ogenih linearnih parcijalnih diferencijalnih jedna~ina prvog reda koje ogra­

nicavaju funkcionalnu proizvoljnost funkcije energije deformacije u OOnosu па 

nezavisno promenljive (2.37)~ (2.39) i (2.47)1. S obzirom da је 6+8+27 = 41 ne­

zavisno promenljivih Л]"1')'}l' d.6'Z i i·m~ respektivno, opste re~enje funkcije 

W jeste proizvoljna funkcija od 41 .. 13 = 28 .funkcionalno nezavisnih integrala 

sistema jednacina (2.52) i (2.53). Integrali jednacina (2.52) i (2.53) su: tri os­

novne invarijante tenzora deformacije -g 
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jedna me~ovita (zdruzena) invarijanta tenzora deformacije .Q i d 
(2.55) 

tri prve invarijante tenzora deformacije f 
(2.56) L 1'?Ј? l' '2 • (01. = 1.,:2,3) с(. = о '72 ]с(.. т ) 

dvanaest drugih invarijanata tenzora deformacije f 

li = 11 =.1. pmтz 1'1' 1 tj, 7t = -:-* =.f. (' 17)'7] 11 r .f ~. 
(2.57).!Id.ft ~OI. .2 О? ~ k.m 'ltJ.n 7 llotp ~ol 2 () Р'Ј. .k.m~7]" (d,fJ:::' 1,f!J 3) 

i: девеt tre6ih i.џVагiјаnаtа tenzora deformacije 1 

. (2,58) Јј1"У ~'1'г) . ј Ј:;.;1;';!; ~.9;" ~.~ ; (х,?, (= џ, 3 ) 

~to ukupnoiznosi3+1+3+12+10=29integrala.Sobzirom da postoji 28 funkcio­

nalno nezavisnih integrala. ocigledno је da izmedju integrala (2.54) - (2.58) то­

ra da postoji jedna funkcionalna veza. Та veza је: 

(2.59) 

jer је 

po~to kvadratna matrica i nјој transponovana imaju jednake determinante. Ako 

... Ве . оЬе lezi 

. tada fu~cion.alna veza(2.59) moze da ве napi~e u obliku: 

(2.60) . -;lfj _ Р (') F = F(ll~ ~ .lIO(~ = .- ,х. = о. 

Prema tome. funkcija energije dp.formacije (2.49) nе zavisi proiz"Voljno 

od tenzora.k'. ~ i ,. ve~ od njih preko promenljivih (2.54) - (2.58). tj., 

(2.61) 

Konstitutivne relacije bazirane па izrazu za funkciju energije deformaci" 

. је (2.61). в obzirom па vezu (2.60). zgodno је izvesti primenom principa vir A 

tualnog rada. Potreban uslov ravnoteze deformisane konfiguracije је 
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(2.62) 

tj. varijacija unutra~nj~ energije jedna~a је г~?и еНа па virtualnom pomera­

nји. Medjutim. posto агguщеnti(2.54)- (2.5Q),Ju~cije energij~.:qeformacije 
'. "', .... : '. ' ...... ,-:. .. 

(2.61) nisu Bvi nezavisni v~6 postoji veza (2.60)~ tada i varijacije ovih argume .. 

nata niБи nezavisne i moraju da zadovolje uslov 

(2.63) 

. ,., . 

Ako ве (2.63)' pomnozi еа 4 f / f o • gde јеА: pr. .. oi~voljni multiPlikatQr~ i. ta~o 
dobijen izr.az oQ.uzme od leVe· strane jednaQine> (2':62 ). tada ее c:ioQija 

';"0 : •• ' • . • 

. . 

(2.64) i(cfW~idF) = JIt. 
Pogodnim izborom proizvoljnog multiplikatora.A. zavisna varijacija, odredje­

па uslovom (2.63). moze da ее eliminise iz relacije(2.64) tako da su 28 ostalih 

varijacija p;roizvoljne. 

Hazvijanjem varijacija. џ zagradi в leve $trane. jedna~ine (2.()4), в obzi­

rom па (2.61) ~ (2.63) .. dObiJ.amo: 

(2.65) 

Had napona. naponskog sprega i nароnа uvijanja. kada ее zanemari zapremin­

sk~ вiЈ,З I , zapremin~~i spreg 1 i du:.еktО:Ч,~kаzарге~inSk~ 'зЦа 'ЈЕ .' ,n~ 
. .,..". . '. . 

nizu kompar~tivnih konffguracija moze da sещiрiS.е uobliku: 

(2.66) 

• 

gde ви Ј х fi ' cf х {ј k i d dc:) ? i prvi i drugi gradijent varijacije 

prostornih koordinata ас', odnosno direktoradf~) • 

Izrazavanjemvarijacije invarijanata(2.54)"!' (2.58) preko varija.cija ЈХ!ј' 
р т . 

i о Х; ј k proBtornih gradijenata deformacije prvog i drugog reda i varijaci-
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је cs d!A.-) ; Ј<. materijalnog gradijenta direktora, imaju~i u vidu izraze 

(2.37), (2.39) i (2.47), relacija (2.65) postaje: 

(2.67) 

. (Јhl ui;. rtl [С!. f~ L I С{,)У7хК ~_// + ;; liiotpr (~/J3"O i -1 ~~ , Ј/". i - /3 Ј ,". l- 'Ј ; Q Q(ci.) ,к. t> 

Prvi i drugi gradijent varijacije prostorne koordinate d-Z t' i gradijent 

varijacije direktora Jdc'~) , analogno izrazima (2.21) ~, (2,..23). dobijamo u 

obliku: 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

Zamenom (2.68) .. (2.70) u (2.66) dobijamo: 
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(2.71) 

Kada se (2~67) i (2.71) uvrsti u rеlaсiјц (2.64) ta.ko dobijena relacija~ s 

obzirom па proizvoljnost varijacija prostornihgradijenata deforrnacije prvog 

i drugog reda i materijalnog gradijenta direktora, bi6e zadovoljena ako su ten" 

zor napona~ tenzor naponskog sprega i tenzor nароnа uvijanja dati slede6im 

re lacijama: 

(2.72) 

(2.74) 
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Simеtriёаn deo tenzora nароnа dobija ве iz relacije (2.72) kada ве izjed­

nаёе simеtгiёni delovi leve i desne strane: 

(2.75) 

а iz iste relacije аntisimеtгiёni deo tenzora nароnа dobija ве и obliku: 

(2.76) 

*' .. 
u relaciji (2.75) sa i ((,1) obelezena је dvostruka vrednost prve uglaste za-

grade ва desne strane и (2.72). ~to. ргеmа relaciji (1.42). odgovara tenzoru 

nароnа и nepolarnoj teoriji еlastiёnоst; .• 

Izraz (2.73) za simеtriёаn deo tenzora naponskog sprega moze da ве I1a­

pi~e и drugom oЫikи. S obzirom da је tenzor naponskog sprega аI1tisimеtгiёаn 

•• 1<, .' k 
и odnosu па prva dva indeksa. т'" = - тЈ" ~,ovaj tenzor mozeda ве pred-

stavi и obliku rЕйаtivnоg tenzora drugog reda: 
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(2.77) 

Devijator tenzora naponskog sprega је ро definiciji: 

(2.78) 1;' < Ic. _ ~72· k -- т ~ k f /УТ) Р Је 
/..(,г =]) /. {- t - З /"ZO t, 

pri ~eти је prva invarijanta devijatora jednaka nuli, ј'т = О, dok је рпа 

invarijanta tenzora naponskog sprega: 
,'ј 

(2~79) 

Dualni 3,.zraz za devijator tenzora naponskog sprega (2.78) moze da ве napi§e u 

obliku: 

(2.80) 

odakle је o~igledno: 

(2.81) 

Kori§6enjem relacije (2.78) i (2.81) dolazi sedo obrasca koji omogu6uje dase 

nezavisne koord.inate devijatora tenzora naponskog sprega izraze preko simet­

ri~nih delova tenzora naponskog Bprega: 

(2.82) 

Iz (2.65), в obzirom па (2.82) i (2.80)~ dobij~mo· da ви оваm QezaviBnih 

koordinata devijatora tenzora naponskog sprega dati relacijom: 

(2.83) 

Relacija (2.76), koja odredjuje antisimetri~an deo tenzora napona, moze 

da ве Bvede па jedna~inu ravnoteze (2.35) kori§6enjem uslova invariantnosti 

(2.52) i invarijanata (2.54) ... (2.58). Uslovi ravnot.eze (2.5) ... (2.7), kada seza'" 

nemare zapreminske вНе ј" , ~aprezninski spr·egovi ~ i zapreminske direk .. 
А 

torske вНе ~: , mogu da ве napi§u u obliku: 
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(2.84) 

(2.85) 

(2.86) О, 

~ t"jk. 
gde је 12 dato ва (2.36). Prema tome. iz dobijenih konstitutivnih jednacina 

(2.75). (2.83) i (2.74) vidimo da ве simetrican deo tenzora nароnа. simetrican 

deo tenzora naponskog sprega (ili. ~to је ekvivalentno, devijatorski deo dualnog 

tenzora naponskog sprega) i tenzora nароnа uvijanja mogu odrediti funkcijom 

energije deformacije. Antisimetricni deo tenzora naponskog sprega (i1i, ~to је 

ekvivalentno. sferni deo dualnog tenzora naponskog sprega) nе moze ве odredi ... 

ti funkcijom energije deformacie. Као ~to је napred receno, оуај deo napon'" 

skog sprega nema nikakvog energetskog znacaja i konstitutivne relacije bi tre­

Ьаl0 naknadno propisati. S obzirom da ве и jednacini ravnoteze (2.84) javljaju 

drugi izvodi tenzora naponskog sprega i hipernapona. dakle upravo оnај deo 

tenzora naponskog sprega koji је odredjen konstitutivnim relacijama, za РI'О­

исауаnје jednacine ravnoteze neOOredjeni deo tenzora naponskog sprega nije 

uop~te оо uticaja. Konstitutivne relacije za antisimetricni deo tenzora nароn­

skog sprega bi mogle da ве protumace samo kao dopunski uslovi za granicne 

ивlovе. 

Konstitutivne relacije za antisimetrican deo tenzora nароnа (2.85) dobi­

jene ви nezavisno od energije deformacije. Kori~6enjem relacije (2.85) elimi­

nisanje antisimetricni deo tenzora nаР.::ша i takodobijene jednacine (2.84).Dvo­

struka divergencija tenzora naponskog sprega. koja ве javlja u (2.84), nezavis-
.... 
···nа· је od antisimetricnog dela tenzora naponskog sprega. odakle ве zakljucuje 

da је fl.lnkcija energije deformacije dovoljna za odredjivanje oblika jednacine 

ravnoteZe· (2.84). 
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З. OPSTA RESENJA U TEORIJI ЕLASТIёNШ МАТЕRIЈАLл. REDA 2 

Op§ta re§enja u teoriji nepolarnih elasti~nih materijala. koja ви data u 

odeljcima 1.2. 1.2.1 i 1.2.2 ovoga rada. bi~e ovde razmotrena za slu~aj elas .. 

ti~nih materijala reda 2. tj. kada је funkcija energije deformacije W bazirana 

па izrazu (2.2). Konstitutivne relacije homogenog izotropnogelasti<5nogmateri" 

jala reda 2 dobijaju ве neposredno iz relacija (2.74). (2.75) i (2.8З) kada ве za ... 

nemare veli<5ine koje karakteri§u deformaciju orijentacije. tj. kada ве stavi 
~ ... 

da је d/;t.); k, = с? • u ovom Biu<5aju nароn uvijanja is~ezava. а simet~i<5ni 
deo tenzora nароnа i devijatorski deo dualnog tenzora naponskog sprega svode 

ве па oblik 

(З.1) 

Kada је materijal nesti§ljiv gustina је invarijantna. f = ftJ' ра ве relacije 

(З.1) i (З.2) svode па: 

(З.З) 

(З.4) 

pri <5ezhu ве deo ten20ra nароnа 1*(1:}):> koji odgovaranaponu (1.42) u nepo~ 
la:rnom slu~aju. svodi па Rivlinov oblik (1.45) 

(З.5) . 

JednaCSine ravnoteze (2.84) - (2.86) za sluCSaj elastiCSnog materijala reda 

2 postaju: 
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(3.6) 

'. ' (3.7) 

Relacije (3.3) - (3.7) predstavljaju op§te jednacine teorije homogenih. izo .. 

tropnih. nesti§ljivih. elasticnih materijala reda 2.Neposredno re§enje ovih jed ... 

паСinа је nemogu6e dobiti izmedju ostalog i zbog neodredjenog (nepoznatog) 

oblika funkcije energije deformacije W • Medjutim. re§enje је mogu6e dobiti 

. и Rivlinovom smislupod uslovima datim u od~ljku 1.2 ovoga rada. 

3.1. Torzija nesti§ljivog. homogenog. izotropnog. kruznog ci1indra. 

Pri razmatranju problema torzije materijalne i prostorne koordinate 

identifikujemo ва polarno-ci1indarskim koordinatama. datim relacijama (1.46). 

S obzirom па (1.48), (1.49) i (1.54) cista torzija zadata је jednacinama: 

(3.8) -z,Я = е + KZ ., ~=Z , 
i1i obrnuto. materijalne koordinate izrazene preko prostornih 

(3.9) R = G> е = v. - к i;, Z = ~ оо 

s obzirom па koordinate metrickih tenzora. date relacijama (1.50), iz (3.8) i 

(3.9) dobijamo tenzore deformacije (2.37) i (1.43) и matricnomobliku: 

{~j}= /: 
о ·0 

I (3.10) 1 .- К, ') I сј} == 

NZ'K/! ! о -Z2K 

Osnovne invarijante tenzora deformacije (3.10) ви: 

(3.11) L -. .... .- з 2и2. 
':с -:- д..с =.1 = // =. + Z 1\; , 

-- --

1 О 

1+ Z2 K2. 

г~ /(; 2 

odakle vidimo, po§to је ј/ј = 1, da је deformacija (3.8) izohorna. 
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Kovarijantnim diferenciranjem kovarijantnih koordinata tenzora deforma .. 

cije (3.10)1' iz (2.38) i (2.47) dobijamo koordinate tenzora deformacije relativ" 

nog prostornog tenzora drugog reda u matricnom оblЖU: 

(3.12) о 

о ··-2гк 

Zdruzena invarijanta (2.55) tenzora deformacije (3.10)1 i (3.12) је: 

(3.13) 

Uvr§tavanjem (3.10)1. (3.11). (3.12) i (3.13) u (3.3) i (3.4) dobijamo u 

matricnom obliku simetricni deo tenzora napona: 

-2гк о о 

(3.14) о , 

i devijatorski deo dvojnog tenzora naponskog ~prega: 

(3.15) 

. *' .. 
Deo simetricnog dela tenzoranapona [(41), koji odgovara koordinatama 

tenzora napona u nepolarnom slucaju. dat је relacijom (1.55). odnosno relaci .. 

јата (1.56). Uporedjuju~i rezultate u nepolarnoj teoriji (1.55) i u teoriji elas .. 

ticnih materijala reda 2 (3.14) dolazi ве do zakljucka da u оЬавlисаја postoje 

iste koordinate simetricnog tenzora napona. Prema tome. moze ве re~i da iz .. 

medju koordinata simetricnog tenzora napona u nepolarnoj teoriji elasticnosti 

i teoriji elasticnih materijala reda 2 postoji вато kvantitativna razlika. Та 

kvantitativna razlika karakteristicna је ро tome da ве novi clanovi u teoriji 
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elasticnih materijala reda 2 razlikuju ро redu velicine ugla uvijanja Ј( и od .. 

nosu па nepolarnu teoriju. Tako, za slucaj malih deformacija, normalni naponi 

u nepolarnoj teoriji su sra~merni drugom stepenu ugla uvijanja к.. , dok su u 

teoriji elasticnih materijala reda 2 srazmerni prvom stepenu ugla uvijanja 1G8o 

S obzirom па (2.77) - (2.81) iz(3.15) nalazimo: 

(3.16) ·m i/k 1_ = О? 
'јк, 

ра se jednacma ravnoteze (3.6) svOOi па (1.57), tj.: 

(3.17) .l(t/) • = о 
/.; '/ . 

Kako jeenergijadeformacije W funkcija invarijanata (3.11) i (3.13), koje za­

vise samo оо promenljive Z , to је i energija deformacije :--,/ funkcija samo od 

Z • Na taj nacin., jednacina ravnoteze (3.17), s obzirom па (3.14), redukuje se 

па: 

(3.18) 

Integraljenjem (3.18) dobijamo: 

(3.19) 

ako је omotac Z = а. cilindra neoptere~en. Ovaj пароп se svodi па nepolaran 

slucaj (1.62) kada је Јћ//СЈДm = о. 

Ukupna normalna sila N .. kojom treba dejstvovati па ravne povr~ine punog 

cilindra da Ы se ostvarila cista torzija, data је integralom (1.66). Kori~~enjem 

(3 .. 14) i (3.19) dobijamo da је normalna sHa: 

(3.20) 

tl . 

~; /)" ra Z 
")., "' '1 __ k' о' Jtl ., .. 2 СУ W , '2 ;'/Ј,у' , . /Ј ~ 2/t ('2.-;.) Ј' г -г 2/( I г 117 dz -- z; -;:::;-:-) z dz >; 

с. L!m . ,., о' с7 11 • 
О. - , 

~to је ekvivalentIlo sa 

(3.21) AI== 
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-)f 

gde је iJ -normalna вПа u nepolarnom вlисаји data relacijom (1.70). Pri та-

lim uglovimauvijanja normalna si1a. data izrazom (3.21). proporcionalna је 

prvom stepenu ugla uvijanja }(' , za razliku od nepo~arne teorije gde је normal .. 

па sila (1.70) proporcionalna drugom stepenu ugla uvijanja. Prema tome, Poin .. 

tingov efekt је efekt prvog redau teoriji elasticnih materijala reda 2. 

3.2. Savijanje nestiSljivog, homogenog. izotropnog p~ralelepipeda. 

U nedeformisanoj konfiguraciji posmatrano tel0 predstavlja homogeni"izot .. 

ropni.nestiВljivi paralelepiped, dok u deformifilanoj konfiguracijideo §upljeg 

kruznog cilindra. Па bismo odredi1i napone potr,ebne da izazovuovakvu defor .. 

maciju usvoji6emo za materijalne koordinate Dekartov pravoug1i koordinatni 

sistem (1.71)'1 ,а za prostorne koordinate polarno-ci1indarski sistem (1.71)2' 

Veze izmedju prostornih i materijalnih koordinata, koje opisuju napred nave'" 

denu deformaciju, date Ви relacijama (1.77): 

~.22) 

, ( 

Koordinate tenzora deformacije -С. i.c date ви u matricnom obliku relaci-
"'"" ..... 

јата (1.79). а osnovne invarijante ovih tenzora deformacije relacijama (1.80). 

Kovarijantnim diferenciranjem kovarijantnih koordinata tenzora deformacije 

..Q i kori§(;enjem relacija (2.38) i (2.47) dobijamo koordinate tenzora deforma­

cije u obliku relativnog prostornog tenzora drugog reda: 

(3.23) 

( (1 С О Ј 

Id.~j= 10' О 0/' 
/ 322k2 / ( о -,Ј(:2 ј- -22-) О ,/ 

Kori§(;enjem relacije (1.79).2 i (3.23) nalazimo da је me§ovita invarijanta 

(2.55): 

(3.24) тi '= о дт ., 
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Kada ве relacije (1. 79)Q. (1.80). (3.23) i (3.24) uvrste u konstitutivne jed .. 

nа~inе (3.3) i (3.4) d6bijamo u matri~nom obliku simetri~an deo tenzora nаро .. 

па: 

О О О 

(3.25) 1/(11 = ! ј'СЏј f 1- ;}JtI О О 
г 1c2 
-_.Ј-._ . з Јllm .Ji.21c2 I г3 ? 

! о z ..t.{!. 
A.-2.k2 ·f zз О 

i devijatorski deo dvojnog tenzora naponskog sprega: 

о о 

(3.26) о .. 

о 

f(' ОЈ 
Deo simetri~nog dela tenzora nароnа t' I.J predstavlja иlшPаn tenzor 

nароnа u nepolarnoj teoriji i dat је relacijama (1.82). uporedjuju6i rezultate 

za Bimetri~an tenzor nароnа u nepolarnoj teorijielasti~nosti i teoriji elaBti~­

nЊ materijala reda 2 moze ве primetiti da postoji ~isto kvalitativna razlika. 

Dok ве u nepolarnoj teoriji elaBti~noBti glavni pravci nароnа poklapaju ва glav~ 

nim pravcima deformacije. u teoriji elasti~nih materijala reda 2 pOBtoji i ko~ 

ordinata Bmi~u6eg nароnа: 

(3.27) 

Iz (3.26), в obzirom ца (2. 77)'" (2.81), dobija ве: 

(3.28) mt'//c '= о ,jlG' . ? 

ра ве jedna~ina ravnoteze Bvodi па 

(3.29) 
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:i?rema (1.81) i (3.24) proizilazi da је и вlиёаји savijanja energija deformacije 
• I 

иl funkcija samo promenljive Z • Na taj nаёin i tenzor nароnа, dat relaci ... · 

jama (3 .. 25) i (1.82), takodje је funkcija samo promenljive Z , ра ве tenzorska 

јеdnаёinа ravnoteze (3.29) svodi па oblik (1.83), tj .. : 

(3 .. 30) 

s obzirom da su, za sluёај savIJanja, и nepolarnoj teoriji i teoriji еlastiёnih 

materijala reda 2 koordinate tenzora nароnа {О i t 22 j ednake, dalji postu'" 

pak odredjivanja паропа istovetan је postupku izlozenom u odeljku 1.2.2. 
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4 .. OPSTA RESENJA U TEORIJI ORlJENTISANlli ELASTICNlli 

МATERIJALA 

u ovom odeljku bi(:e razmatrana mogu~nost dobijanja opstih resenja re ... 

lacija koje opisuju stanje napona homogenih" nestisljivih" izotropnih" orijenti­

sanih materijala. Konstitutivna relacija za simetrican tenzor паропа orijenti .. 

sanog materijala" data sa (2.75)" za slucaj nestisljivog materijala ( f = fo) 

m oze da se napise u obliku: 

gde је 

пароп neorijentisanog elasticnog materijala reda 2" dat relacijama (3.1) i 

(3.5)" а ртета (2.75) 

(4 .. 3) 

prirastaj паропа usled deformacije orijent:::.tcije. 

Tenzor naponskog sprega пе za"V-isi od deformacije orijentacije i za nes" 

tisljiv materijal dat је relacijom (3 .. 4). 

Tenzor napona uvijanja (2.74) postoji iskljucivo usled deformacije ori .. 

jentacije i za nestisljiv materijal ( f = .fo ) dat је relacijom: 
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(4.4) 

Jednacine ravnoteze orijentisanog elasticnog rnaterijala date ви relacija­

rnа (2.84) i (2.86). dok relacija (2.85). kao sto jenapred receno. definise anti­

sirnetrican deo tenzora napona. 

4.1. Savijanje nestiSljivog. hornogenog. izotropnog paralelepipeda. 

Ovde posrnatrarno paralelepiped od nestisljivog. hornogenog i izotropnog 

rnaterijala. cija је Bvaka tacka и nedeforrnisanoj konfiguraciji nosilac orijenta-
.-. 

cije okarakterisane trijedrorn ortogonalnih jedinicnih vektora2)(o{) (ОС = 1.?3).· 

pri сеrnи је skalarni proizvod: 

(4.5) 

Za rnaterijalne koordinate usvajarno Dekartov pravougli koordinatni sistem 

(4.6) 

cije ви ове paralelne ivicarna paralelepipeda. dok ви jedinicni vektori orijen-
-"'" 

tacije ])(0{) svake tacke paralelni ва ovim оваrnа. Deforrnacijom savijanja ра-

ralelepiped prelazi и deo supljeg ci1indra. ра za prostorne koordinate usvaja­

rn о polarno- cilindarski koordinatni Bistern: 

(4.7) 
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Deforrnacija nastala pomeranjem tacaka definisana је vezama izmedju 

prostornih i materijalnih koordinata. а оуе veze date ви relacijama (3.22). 

Ova d.e:formacija proucena је u odeljku 3.2 i odnosi ве па deo nароnа t1 (. tl) 

"u relaciji (4 .. 1). а koji је za slucaj savijanja dat relacijom (3.25). 

'" -8"0 ве tice deformacije orijentacije pretpostavicemo da аи vektori 40{) 
~ 

iz nedeforr.oisane konfiguracije presli и vektore dC;x..) и deformisanoj konfi· 

guraciji tako da im 8е intenzitet. kao i medjusobni polozaj vektora u trijedru, 

nije promenio, tj. da ве moze napis-ati: 

(4.8) 

dokje nji.1-}.ov polozaj u odnosu па prostorni Dekartov koordinatni sistem takav 

da ви koordinate vektora date relacijama: 

[dc~} == ! C05(VfYJ), .stп(?Ј-f:;;) , О } ј 

(4.9) f d~)} = {-Ј61/(?Јп), еОЈ(,) т ':1), О } , 

! dc~j == l о, О, 1 } о 
-Dr'ugim геСШа. deformacije vektora orijentacije п(о() sastoji ве u krutoj 

~ 

rotaciji trijedra oko vektora Еез) za ugao zЯ + ':/, gde јеz.Я polarno-cilin-

darska koordinata tacke u deformisanoj konfiguraciji. а SO ugao za koji 

pretpostavljamo da zavisi вато od koordinate Z • tj. У = «::f('Z) со 
.-,-::.. 

Transformacijom Dekartovih koordinata (4.9) vektora ~o() d оЫјато 

odgovarajuce prostorne kontravarijante kГ.Јо:сdinаtе и polarno-cilindarskom 

sistemu: 

(4.10) 
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{c4.~} = [cos у' > ; si п 'd', о} , 

{~j = !-siТlУ' > ~eos':l, о} , 
/ , 

idrэ~} = l о, О, 1 } о 



Za napred opisanu deformaciju savijanja paralelepipeda .tre}:)a odrediti 

nароnе koji supotrebni da takvu deformaciju izazovu. Prema tome. sam me" 

tod re~enja је analogan Rivlinovom metodu [з1 .. [6] и~ Blucaju teorije nе" 

polarnih elasticnih materijala: pretpostavi ве deformacija ра ве odredi nароn. 

S obzirom da ви deo nароnа (4.2) i naponski spreg (3.4). koji naBtaju иВ" 

led pomeranja tacaka. odredjeni и odeljku 3.2 i dati relacijama (3.25) i (3.26). 

preostaje da ве odredi prira~taj naроnа (4.3) i nароnа uvijanja (4.4). koji nав" 

taju usled deformacije orijentacije. 

Tenzore deformacije orijentacije. koji ви definisani reracijom (2.39). iz 

(4.10) dobijamo и obliku: 

{;;~} -

.;., y>lstn У - sl Ј? ':р 

Ј . ':;1' cos ':7' ~ cos<:f О , 
г 

О О О 

- fj"wsYJ -соs'::Ј' 

(4.11) !f~ · 1 . 
О - S(ДУ - - .5и7 ':f , 

Z ~ 

О О О 

{fз;":,} = ! о} , 
gde је ва primom (ј obelezen izvod ро Z' • tj. У'I = :1::. Kako је ро pretpostavci 

'::1 = ~('г). to ви i tenzori deformacije (4.11)funkcije Bamo koordinate Z • 

Invarijante (2.56) - (2.58) tenzora def'orm~cije (4.11) ви: 

(4.12) j[c(.f.> -=- О; (oL)(3 = 1:. f2 > З ) 

--if 1/- r> -,f _ .f ll*,f . )2. . -* * . 
ДH=-~1J? 4Q-QZ,4J ~~=-2(~ ?Д~-4з=О 

//id.;зr = .0. (d,t> l' = 1., й) 3 ) 
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Funkcionalna veza (2.60) izmedju invarijanata. па osnovu (4.12), identicki је 

jednaka nuli, tj. 

(4013) F= о. 

Zamenom (4011) - (4.13) и relaciji (4.3), imaju6i и vidu da ви metricki tenzori 

9t/ i 9l
/ za usvojeni polarno.-cilindarski sistem dati relacijama (1.50)з.)~ , 

dobijamo da је prira~taj napona usled deformacije orijentacije: 

(4.14) 

(4.15) 

(4.1'6) 
ГУЈ : (':/12 I ) _ . . j7d'/f;/ ?'-р:' г l' ;)111 

·f· ј"""" 'Т - f-- 51 п ,~)" • . - .. 1( .. :::_ .. .. L --3' )0'(')' <;,;'L?_ f 
' с,:... ~)!7 ~.''73/ , ...... <.-." '/177,';1'" '1 ь t' "" ._·· .. Ј ;"-;f-

,,- G "'- 6 / /1 С"Д,ј1 ' ,,,, (:/ / (:;/ //1. 
'/.. "// -'2 

Preostale koordinate tenzora napona usled deformacije orijentacije jednake 

вџ nuli. Ukupan simetrican deo tenzora napona za posmatrano savijanje рзrз-

lelepipeda dobija ве katla ве и (4.1) uvrsti (1.82), (3.25) i (4 .. 14) - (4.16): 
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(4.17) 

u prethodnim relacijama izrazi za koordinate tenzora napona (4.14) .. (4.16) , 

nisu Bmenjeni~ ve6 вато naznaceni ва LJ t ('1) • kako Ь! ве bar delimicno izbeg-

lа glomaznost u pisanju. 

Na osnovu relacija(4.1 7) i .rezultata reAenja savijanja u teoriji nepolar'" 

ni.h elasticni.h materijala (odeljak 1.2.2). тo~e ве zapaziti: (i) postojanje pri­

rastaja napona i" i 'J!~ usled deformacije orijentacije. Ato predstavljakvan­

titativnu razliku izmedju teorije nepolarnih i orijentisanih elasticnih materija ... 

la~ i (ii) postojanje nароnа -&(111.) i ",(RЗ) kao rezultat posmatranja polarnih еlaв- . 

ticni.h materijala~sto predstavlja kva1itativnu razliku. 

Kada ве u relaciju (4.4) smeni (4.11) -(4.13). dobijamo koordinate tenzo­

ra napona uvijanja: 

(4.18) 

(4.19) 
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(4 .. 20) 

(4.21) 

(4.22) .... ; ,.' 

pri cemu '.,{ moze da uzima vrednosti 1~ 2 i 3. Preostale koordinate tenzora 

napona uvijanja jednake su nuli. Koordinate tenzora nароnа uvijanja (4.18) ... 

- (4.22)# kao i ukupan simetrican deo tenzora napona (4.17)# funkcije зи samo 

promenljive # jer је energija deformacije 1:;/ proizvoljna funkcija invari'" 

janata (1.80)# (3 .. 24) i (4.12)# koje zavise samo оо !~, i ~-I; ~ а 'ј = 'ј{::') с 

Jednacine ravnoteze (2.84) i (2.86») koje treba da zadovolje naponi# s оЬ­

zirom па (3.28)# svode se па oblik: 

(4.23) 

(4.24) 

Razvijanjem kovarijantnog izvoda O.~4)# imajuti и vidu da и relacijama 

(4.18) - (4.22) figuri~e samo promenljiva '-.- ~ jednacine ravnoteze za napon 

uvijanja (4.24) mozemo da napi~emo и obliku: 

) .•.. 1 

" .,.: .. 

;.-' 
'~ .. ' ~ ... 
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(4.26) 

(4.27) О. 

od devet јеdпаёinа ravnote~e (4.25) .. (4.27) t;risu (4.27) identilSki zadovoljeni. 
• • о •• 

Zamenom (4.18). i (4.19) u (4.25), а (4.21) i (4.22) u (4.26) jednalSine ravnoteze 

za napon uvijanja postaju: 

(4.28) 

(4.29) 

U prethodne dve jednalSirie ~a J?r~otn( )je,,\(ao.i.do вада, obelezen izvod .od­

govaraju~e kolilSine ро pr.omenljivoj Z, а .d. ш'о!е da uzima vrednosti 1, 2 i 3. 

Na taj nalSin, imamo ~est jednalSina ravnoteze napona uvijanja, koje nisu iden .. 

tilSki zadovoljene. 

Da bismo tri jednalSine ravnoteze (4.23) napisali u razvijenom obliku, 

pos~atra6emo odvojeno lSlan -C(l,~~. od simetrilSkog dela tenzora napona i lSlan 

JlC'-/Јk"Ј i k od ant.isimetrilSkog dela hipernapona. Kovarijantnim diferencira­

njemsimetrilSkog dela tenzora napona, dobijamo tri izraza oblika: 

(4.30) 
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, .. :-

(4.31) 

~ 

(4 .. 32) 1(3J )0 

'ј 
=0 . 

Zamenom izraza 
;0 

za Z; i tg.Q 
iz (4.17)1 ' odnosno (4.17)'}., u relaciju (4.30), о 

imamo: 

(4.33) 

. I tJi. /' r11./ L (У . '1?VJ 1 ')) 0'11/ f (-~PI 00" 1 _ ОО,) t7Vf/ 
т °ZSb Ј Т 'Zi?JJOSY/~.L1 . -у с 0.5 у- г!! stny/ ;)4.' о 

а smenom (4.16) u (4.31), ova relacija postaje: 
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(4.34) 

Dvostruki kovarijantni izvod antisimetrl~kog dela tenzora hipernapona (2.36)~ 

sobzirom па jedna~inu ravnote!e (4.2'3). moze da ве nарие u obliku: 

(4.35) 
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· Razvija,njem prethodnog izraza i zamenom odgovaraju6ih vrednosti iz (4.11). 

(4.18) "(4.22) i njihovib kovarijantnih izvoda.dobijamo: 

(4.36) ЈОј]/(' - О 
П ?јЈс. - ? 

(4.37) 

. ![зјЈ~. 1. -- О., (4.38) tt /(ј IV • 
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КопаСпо. Bada тo~eтo da napi!emo jednacine ravnoteze (4.23) za рое .. 
~ ~ 

matran:i Blucaj Bavijanja. Prvu jednacinu ravnoteze (kada је -i = 1 u (4.23» 

dobijamo ako. izraz (4.33) izjednacimo ва nulom. po~to је deo od hipernapo:1'l8 

(4 .. 36) jednak nuli. Iz ovako dobijene jednacine integraljenjem ве dobija koordi .. 

nata t l1 tenzora napona: 

(4.39) 

gde је С integraciona kOnBtanta. Е liminisапјет hidroBtatickog pritiska р iz 

(4.17).2 i (4.17)з po~o6u (4.1'1)1 ' s obzirom па (4.39). simetrican deo tenzora 

паропа је time potpuno odredjen. 
• 

Druga jednacina ravnoteze (kada је t 1: 2 u (4.23» dobija ве Babiranjem 

(4.34) i (4.37) i izjednacavanjem ва nulom toga zbira: 

(4.40) 
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, 
Tre~a jednacina ravnoteze (kada је t = 3 u (4.23». s obzirom па (4.32) 

i (4.38). identicki је jednaka nuli .. 

Sest jednacina ravnoteze nароnа uvijanja (4.28) i (4.29) i jednacina ravri6'" 

teze nароnа (4.40) nisu identicki jednake nuli. Medjutim, ako ве jednacina (4.28) 

za rX. = 1 pomnozi ва .slТJ'f, za о<.. = 2 ва (J.OS'f, а jednacina (4.29) .za OG =.1 

pomnozi ва - ОО!;"! • za о<. = 2 ва .s lпу i tako dobijene cetiri jednacine saberu, 

dobija ве jednacina (4.40). Prema tome. jednacina ·(4.40) nije nezavisna, tj. bi .. 

6е zadovoljena ako ви zadovoljene (4.28) i (4.29). 

Ocigledno је da preostale jednacine ravnoteze (4.28) i (4.29) nе6е biti i .. 

denticki zadovoljene za bilo kakvu funkciju energije deformacije W i za bilo 

kakvu funkciju tj = Y;('l). Usagla~avanjem ovih sest jednacina dobija ве funkcio .. 

nalno ogranicenje za energiju deformacije W • а iz tako usagla~enih jednacina 

nalazi ве re~enje funkcije У. tj. resenje za::;deformaciju orijentacije. 

Za male vrednosti ugla УЈ i gradijenta "/~~~ funkcija energije defor .. 

macije W moze da ве aproksimira polinomom drugog reda: 

(4.41 ) 

gde koeficijenti uz.invarijante predstavljaju materijalne konstante. U tom slu" 

Саји. jednacine (2.28) i (2.29). za ot. = 1 .. 2.3. postaju: 

(4.42) 

(4043) 
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(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

Invarijante (4.12) чoVот вlцсајц sщ 

(4.48) 

dok ви sve preostale j~dnake nuli. Smепощ (4.4в) и jednacine (4.42) - (4.47)" а 
. .' . . 

zatim primenom naznacenog diterenciranja и jednacinama (4.42) - (4.44)" do-

bijamo: 

(4.49) i.fll f 1/ - .., -1 !2.Q. L~ - .Ј: d~ . о 
z ~2 d Z d dZ ' 

(4.50) 

(4.51) 
v;1f ..L '{Ј/_ ,:!...' f I ~. c/I:!!. .. 
1 т Z Z2 -1- е ~Z - е dz . ..~ О, 

(4.52) 

(4.53) 
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(4.54) 

Da bi jednacine (4.49) ... (4.54) Ьilе saglasne. materijalne konstante moraju da 

ispunjavaju s lede6e ив love: 

(4.55) 

(4.56) 2а= ~ = е! = _! = _; = - -t1!' - ]Ј 
ci 2~ г р , ? 

gde је D konstanta. Relacije (4.55) i (4.56) pred'stavljaju funkcionalno ograni­

сеnје energiji deformacije W • i to: (i) u'izrazu' (4.41) nе mogu da figuri~u 

proizvodi I.cIO(. ( d. = 1. 2.3). i (ii) materijalne konstante и slucaju izotrop- , 
"'" 

nog elasticnog materijala nе mogu da budu sve nezavisne vel:. izmedju njih ров­

toji veza (4.56). 

Jednacine (4.49) - (4.54). в obzirom па (4.55) i (4.56). Bvode ве па jednu 

ј edna cinu оЫша: 

(4.57) 

He~enje diferencijalne jednacine (4.57) је: 

(4.58) УЈ = С1 ё + Са. -1- IJ , 
2 г 

gde ви С1 ј C.f' integracione konstante. koje;'§e,' odredjuju iz odgovarajul:.ih 

granicnih uslova. Na taj nacI.D. odгеdј(ша je·i~u~di.ja' I:f • tj. deformacija ori" 

jentacije. 
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