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1., u v OD

KlasiCna linearna teorija elastiCnosti zasnovana je na linearnim vezama
izmedju napona i deformacije, tj. na pretpostavci da su deformacije infinitezi-
malne, i na pretpostavci da je napc;nsko stanje deformabilne sredine u potpu=~
nosti odredjeno poljem simetri€nog tenzora napona. Konkretni problemi, zas-
novani na ovoj teoriji elasti®nosti, svode se iskljufivona probleme matematic-
ke prirode, tj., na reSavanje poznatih diferencijalnih jedna&ina sa zadatim
grani¢nim uslovima,

U cilju Sto realnijeg opisivanja naponskog stanja, kvantitativnog i kvalita-

tivnog; frréena su uopStavanja teorije elastiCnosti od strane velikog broja auto-
ra i to na taj na€in Stosuukidana ogranienja i pretpostavke iz klasi€ne linear-
ne teorije. U prvom redu generalizacija klasi®ne linearne teorije izvrSena je
ukidanjem pretpostavke da sudeformacije infinitezimalne, veé kona&ne veli&i-
" ne, Sto povlali za sobom nelinearnost jednaina koje to stanje opisuju. I pored
velikih teZkoéa oko integracije tako dobijenih diferencijalnih jedna&ina, u po-
sebnim problemima one pokazuju ne samo kvantitativhu razliku u rezultatu,
ved i Eitafre nove klase pojava koje nisu &ak ni aproksimativno obuhvadéene u
linearnoj teoriji, Najzad, ovako profirena teorija doprinosi boljem shvatanju
brfrobitne teorije koju ge‘neraliée - priroda apréksimacije moZe se potpuno
shvatiti samo ako se ta&no zna 3ta je to §to se aproksimira.

Neka je # neki trodimenzioni skup materijalnih tadaka (neprekidne sre-
dine), koje éemo oznag&iti velikim latinskim slovima saviticom X, Y , ...« Ako
88 (K), (L), «ss ObeleZimo koordinatne sisteme u prostoru /7, tada koordinate
materijalne talke X u koordinatnom sistemu (X) moZemo da ozna&imo sa

XK(;Y) 5 kK = 1,2,3 ito se naziva materijalne koordinate.




Kretanje neprekidne sredine #/ jeiste jednoparametarska familija presli-
kavanja prostora / u Euklidski prostor £. Ako sa (t'), (Z’), ves 0zZna&imo koor-
dinatne sisteme prostora £ , tada se slika X=X, (¥)talke zove poloZaj talke X
u trenutku 7. Ili op&tije, slika X, (5 ) ma kog skupa tafaka S= // se zove kon~
' figuracija § u trenutku 7. Uvodjenjem koordinata u # i £ lokalno kretanje

sredine // moZe biti izraZeno pomoéu tri realne funkcije -prostorne koordi-

nate

(1.1) at= DCL[,Y’, Xﬁ, X3 Zf) , ¢ =723

koje zavise od &etiri realri‘q\e promenljive: tri materijalne koordinate X%, 4% X 3

: / \
i vremena 7. \4

i

Inverzijom relacije (1,1), pod pretpostavkom da je odgovarajuéi Jakobijan

razlidit od nule

o] x? xd)
(1.2) = < # 0
J o) T
dobija se
(1.3) X = x¥(xla?oc® L), k=123

U ovom radu koriSéena je notacija dvostrukih tenzorskih polja, Sve veli-
Cine koje se transformiSu kao tenzori u odnosu na transformaciju koordinata
X% , K =1,2,3, sa metrikim tenzorom Gy, obeleZene su velikim latinskim
slovima sa indeksima velikih latinskih slova. VeliCine koje se transformiSu
kao tenzori u odnosu na transformaciju koordinata OCZ') =1 3253, sa metris-
kim tenzorom 75;’ oznaene su malim talinskim slovima sa indeksima malih
latinskih slova. Analogno ovome, velitine obeleZene malim ili velikim latin-
skim slovima sa meSovitim indeksima (malim i velikim latinskim slovima)
predstavljaju dvostruka tenzorska polja. Tako, npr. / ,’Z ponaga se kao kon-
travarijantni tenzor pri trahsformaciji materijalnih koordinata X K s & kao
kovarijantni tenzor pri transformaciji prostornih koordinaté JC"éa

Izlaganje odeljaka 1,1 i 1,2 ovoga rada uglavnom je bazirano na monogra-

fiji C, Truesdella [1] u kojoj je navedena iscrpna bibliografijé.
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1.1, Klasi®na teorija elasti®nosti pri k_qneénim .deformacijame. .

Mehamka neprekidmh sredma bazirana Je na osnovnim zakomma dmaml- |
ke i termodmamlke, tj. na prmc1p1ma konzervacue (111 ravnoteZe): mase, koh—
&ine kretanja, kinetikog momenta i energije, Karakteristi®na jedna&ina rav-

noteZe ima op#sti oblik:
(1.4) .EJZ)‘ Ydv = fPﬁ[;f]a/a,c # /]/';ffj.:/y?

gde je 7 materijalnopodru&je (oblast), 9 graména povré oblasti ?} Y gustina
koli%ine koja se nalam u ravnoteil, P [ ¥, ] protok (uhv 111 odliv) koli¥ine 4
kroz graniénu povrs, a f [¥] izvor (il ponor) kohéme ¥ unutar ob--
lasti, Sa Dt ( = ) obeleZen je materijalni 1zvod koli&ine ( )
po vremenu, a to je apsolutm 1zvod po vremenu kohéme ( _) u kome se
materijalne koordinate ne menjaju ( X = const),

Koli¢ina, koja nema protoka i izvora',jeste ihvarijanta po vrefnenu. U kla- |
8i&noj mehan1c1 takva koliéma Je masa, Ako sa 51‘ obeleZimo gustinu mase, za- -

'kon konzervacije mase, prema (1 4) moZe da se napiSe u obhku
(1.5) /f'a/” Ny /a/m = 0.

Relacija (1.5) mora da vaZi za proizvoljnu eblast Z utelu, pa s toga mora da
vaZi i u svakoj tagki tel, tako da se dobija: |
(1.6) § 7 (px*) =0

lokalni Vzakon konzervacije mase u prostornom obliku, ..
Ako sa x* (z = 1,2,3) obeleZimo Dekartoe pravougle koordlnate, Z “/
tenzor napona, f zapremmsku silu, C/CZ or1jent1san1 element grann‘ine po-
vrii ¢ oblasti 7, Z¢ izvod po vremenu koordmate x" tada je xfi 7 =

= 4 (- 2073:¢) moment brzine, x[‘{”‘ea/a = (T x i) n cla
moment sile napona A /c72,c ko,]:. dejstvuje na element povréme o/a Jedna-
¢ine ravnoteie kolléme kretanJa i kinetu‘.‘.kog momenta, prema (1 4), sada mogu

da se napi%u u obllku

(L7 Dj\"x‘a/”‘ fz/ éz/CZ f/f][



L.5) J)’f" Zﬁo x[”:a'c"]c/z/ - f x["z/”’éa/cz,c . ,,/”‘o xﬂ;’/:/d'y ,
. /s d

S obzirom da je posmatrana oblast ¢ tela proizvoljna, relacije (1.7) i (1.8)
moraju da vaZe u svakoj tagki tela, tako da se dobijaju:
e

e g
(1.9) g rpfi=pat

SRS

osnovne diferencijalne jednaline kretanja, tzv, prvi i drugi Ko$ijev zakon, Iz
(1.10) proizilazi da je tenzor napona simetri®an, tj. da je naponsko stanje u
jednoj taCki deformabilnog tela potpuno odredjeno sa Sest nezavisnih koordina-
ta tenzora napona,

Ukupna energija é sistema jednaka je zbiru:
(1.11) g =X W, "
gde je
11z K =7 ,/FO&%JC/”

2
kinetiCka energija sistema, a

iz W = [eWdr
v o,

ukupna unutrasnja energija sistema (nezavisna od kinetiCke energije), koja nije
vezana samo za pojam povratnog procesa i vezana je relacijom (1,13) za lokal-
nu unutrasnju energiju W ,definisanu za jedinicu mase sistema, Ukoliko je pro-
ces povratan, Sto je slufaj sa primitivhom osobinom elastiZnosti, tada unutras-
nja energija W » odnosno J/ , prelazi u potencijalnu energiju sistema i naziva
se energija deformacije,

Prema principu lokalnog dejstva, gustina unutradnje energije W u nekoj
ta%ki { deformisane sredine odredjena je trenutnom konfiguracijom 3G (4 )
neke proizvoljno male okoline ta8aka A(X ), koja sadrZi posmatranu tatku X .
Pretpostavimo da o, (&) ima 72 izvoda u A(X). Tada se relativni vektor

poloZaja talke X< A/(x) u odnosu na ta&ku X moZe da napiSe u obliku:



o) —ohx) = ac,((x)a’x * 206,“(1)6{1"4,(1;.”'

G e 1y (X)X 5 0L

) Elan, reda veliine 7277 po predniku & posmatrane ob-

14)

2L

de je O{CL/

a Xt PR OC‘J . » v gradijenti deformacije, Na ovaj na&in, moguéne kon-
’ ’

racije tataka posmatrane oblasti odredjene su sve taZnije i tatnije vred«
tima vi&ih gradijenata deformacije u tadki X,
S obzirom na prmc:lp lokalnog dejstva, gustina unutraén]e energlJe u kla-

noj teoriji elastinsti uzima se u obliku

; < K
5) W= W (i, X ).
znaldi da su sve konflguracue taéaka u oblastJ. A X) ko;e odgovaraJu istoj
dnosti gradijenta deformacije prvog reda OC (X ) preslikane na istu vred-

gustine energije u tadki X .

Brzina promene ukupne energije (1.11) data je prvim zakonom termodi-

6) (KW ) = £+4a,

- '{:,/'o . ‘ t‘ . | .
7) 7? Fa, 5521 ;x;c/cz, 7 /J"fx;dV
mehamékog rada sila kOJe dejstvuju na take smtema a

@ = ﬁ/zla/(z # /pga/v

rada nemehanikog porekla, pri &emu je sa 4 / obeleZen protok kroz

ent' ez zatvorene povr§1 ﬂ oblastl 7, a sa g izvor unutar oblasti 2*

A

edlmcu mase s1stema.

S obzirom na (4] 12), (1 13), (1 17) i1 18) prvi zakon termodmamlke
6) dobija oblik:

ﬁ”( Xy /W)cz’Z/ jz%/”' ;%)cz/cz f/j»//ac *9, B2

relacija, prema (1.4), 'predstavlaajednaému ravnoteZe energije sistema

lobalnom obliku, Po&to je oblast V" integracije proizvoljna,' relacija (1,19)



mora da vaZi u svakoj tadki sistema, tako se dobija zakon ravnoteZe energije u
lokalnom obliku:

| - ) 7 2
w20y pW =y A
gde je

(1.21) d{/. = :x(é"/") = g(xg-)/‘ F JC"/)(I-)

tenzor brzine deformacije, Relacija (1,20) poznata je u literaturi ped nazivoin

2

FurijeaKirhof-’C.Nojmanova jednag&ina energije,

Protok ét i izvor 7 energije su, kao Sto je napred reéeno, nemeha-
nifkog karaktera i mogu biti toplotnog, elektromagnetskog i 81, karaktera, Ako
je posmatrano telo izolovano, tada je protok 4(: = 0, Ako jo¥ nema izvora,
? = 0, tada relacija (1.20) ima oblik

(1.22) fm)a/
fo

gde je §© gustina u po&etnoj konfiguraciji, a uvedena je isklju&ivo radi po-
desnosti daljeg raluna,

S obzirom na (1.15) i (1.21) jedna&ina energije (1,22) moZe da se napiSe
u obliku

_S:‘i 9 é . /('4";_) >
(1.23) £ 9k, Xix =Tint "7,
odakle je / 9
) 74 J
< £ a0 5 o0,
(1.24) (=5 7 dac, T
posto je
. ~ LA
» e 7 .
(1.25) Ct’f,/j = Ay Xfwj .

Relacije (1.8), (1.9) i (1.24) predstavljaju potpun sistem od 1 +3+46 = 10
jednatina za odredjivanje 1+3+6 = 10 nepoznatih: ¢, ch' i ?°¢ .J")o

U teoriji grupa se pokazuje da se svaki tenzor moZe rastaviti na svoje
nesvodljive delove, a tenzorska jednadina mora da zadovoljl jednakost nesvod-
ljivih delova., Nesvodljivi delovi tenzora drugog reda dva put kontravarijant-

nog, ili dva put kovarijantnog, su simetridan i antisimetrian deo,
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Leva strana tenzorske jedna&ine (1,24) simetri&na je po ¢ i j , dok je
desna nesimetrizovana, Na osnovu prethodnog, antisimetriZni deo desne stra-
ne mora biti jednak nuli, tj.

(1.26) [ z[QM/ = 0.
Jcr,c ) [g’/_’]

Tenzorska jednaina (1.26) predstavlja sistem od tri homogene linearne par-
cijalne diferencijalne jednaline prvog reda sa devet nezavisnih promenljivih
X SK . Op3te reSenje ovih jedna&ina jeste funkcija od 9-3 = 6 nezavisnih re-v
Senja. Sest nezavisnih re3enja jedna&ine (1.26) predstavljaju koordinate

Grinovog tenzora deformacije:
(1:27) = Ton X )
a energlJa deformacije W je proizvol;na funkc13a od Cpu s

‘(1 28) ' W = W( C'M /v)
Zamenom reSenja (1,27) u (1,24) dobijamo vezu izmedju napona i defor-
macije u materijalnom obliku:

(1.29) 11“71 P 50“/ \r",c xi, .
KL

b

U sludaju anizotropnog elasti®nog tela, relacija (1,29) izra%ena preko Grinovog
tenzora déformacije ili odgovarajuée relacije izraZene preko bilo kog materi-
jalnog tenzora deformacije pokazuju se kao korek_tne i jedino ispravne, Medju~
tim, kada je elastiZno telo izotropno, tada je funkcija energije deformacije izo-

tropna funkcija od Cun ti.
0-.30) W= W(‘Z;:3"/7:Q> —/720) ?

gde su Z'g R j_g ,.l/_/c. tri osnovne invarijante tenzora (1,27). S obzirom na vezu

izmedju osnovnih invarijanata [2]

N

I

Y
S

{

L,N
IN

If
N

(1,31) < S I ° < W, B = 7

KoSijevog (prostornog) tenzora deformacije

1, = X xE
(1.32) €y Gy, X) ; )(;/

S
Prctin
K



1 Grinovog tenzora deformacije (1.27), funkcija energije deformacije (1,30) mo-

Ze da se piSe u obliku

(1.33) o= w4, Yy 7 )

ia g .
X

Na taj na€in, energija deformacije za izotropne materijale moZe se uzeti kao

proizvoljna funkcija KoSijevog tenzora deformacije
£ = i Al
(1034) »";'/ 11/\ (-':_/ ) 5

ili bilo kojeg prostornog tenzora deformacije.
Da bismo u relaciju (1,24) uveli prostorne mere deformacije neophodno
je da se ista prethodno napife u prostornom obliku, tj.u funkciji prostornih

gradijenata deformacije X j/k :

4 5 . - IV Ed
(<) R i I I Xm -7
(1.35) £ = S/ I Xy TF

Iz veze prostornih i materijalnih gradijenata deformacije

/‘,4 —~n T2 . . M
(1.36) x50 an = dJy
dobija se
1.37 il KX
(0 ) ‘\_“(,0 *'-‘*"‘/5(':'/-,-77? 9
L

pa relacija (1,35) dobija prostorni oblik:

(.6:/:) _SO ) SRS
Yo «'3‘_;- P

S obzirom na (1,34) i (1,32) relacija (1.38) postaje:

x'.‘ ,'-, %) v ’) rag
/. T / } ..‘}.. . fA ] Patg if: ~
(1.39) 7 v — 2 F ‘/ 50T e
o ~ ks N

Na osnovu napred iznete osobine tenzorskih relacija, antisimetridni des desne

strane relacije (1,39) mora biti jednak nuli, tj.

V) )
(1.40) B A I B



Sto predstavlja sistem od tri homogene linearne parcijalne diferencijalne jed~
na&ine prvog reda sa Sest nezavisnih promenljivih (1,32). Op5&ti integral ovih
jedna&ina jeste proizvoljna funkcija od 6«3 = 3 nezavisna integrala, Ta tri ne-

zavisna intgagrala su tri osnovne invarijante tenzora deformacije (1.32):

d, /a _ _ / _ Z/’” é ‘Z 1m
(1.41) 'Z/-g =O(}'/c&‘ 2 jg J/C[,C /C/' ) —/—// J;Zm ’cj /(/‘ "672 °
Uno$enjem reSenja (1.41) u (1,39) dobijamo:

(a-’ .))f i o/ M
1z fP=-2 "/ 9”/? % g) % )’0/ &’5/

Osnovne invarijante recipro€nog tenzora deformacije (1 .32)

..4 ‘/
(1.43) “_ G’“&?/z o

i tenzora deformacije (1.27) jednake su, tako da je veza izmedju osnovnih in-
varijanata tenzora (1,32) i (1.43) analogna sa (1,31), Kori&éenjem ove &injeni-

ce, kao i Kejli-Hamiltonove teoreme u obliku [2]
-

Cr = Z g _1/.,,0,2 # ///_ 7 £

7
relacije izinedJu napona i deformacije (1.42),mogu da se napi$u u tzv, Finge-

rovom obliku:

(6/) ’ 450 %/_fu/ _ Ql'__V 5/’/
(1.44) (I Y/ 9_//7 -4 a7 L

-7
gde se invarijante 7 , Z i 4/ odnose na osnovne invarijante tenzora . , a

radi jednostavnosti i ubuduée éemo ih pisati bez ind‘eksa.

Relacija (1.44) dobijena je u elegantnom i pogodnom obliku za traZenje
egzakinih reSenja op3te teorije elasti€nosti zah\}éljujuéi Fingerovoj upotrebi
Prostorne mere deformacije (1.43) za izotropne materijale,

Kod nestisljivih materljala zapremina je invarijantna, a/V a/f/“ od akle
Je JZ/C, = /// =1i =@ . Kao posledica sledi / =1, pa je OC,/G- .Z =0,

Na osnovu ovoga, ako naponu (u relac131 (1,22) ) dodamo pr01zvol;|an h1drosta-



ti8ki pritisak /0753 :

- ¢ o .o '6'/)
/5“/)—707”)@/;/ = / a/af - pIy = L/(c;w“

vidimo da on ne vr&i rad,Natajnalin, iz relacije (1.44) dobijamo Rivlinove ve-

l

ze izmedju napona i deformacije za nesti$ljive elastitne materijale:

(1.45) /“’) /07"* 2 5= ‘;W ‘/~,_9;Z” Ve

Na vezama izmedju napona i deformacije (1,44) i (1.45) za‘snivaju se Rivlinova

egzaktna reSenja problema,

1,2, Egzaktna vreéenja spétih jednalina teorije elasti®nosti.
’,
ReZSenje jedna&ina (1.44), (1.9) i (1.6) predstavljalo bi egzaktno reSenije,
jer ove jednaline su op3te jednaline teorije elastiZnosti. Jedan od osnovnih
problema za nalaZenje egz_alktnih reSenja jeste taj da su veze izmedju napona i

deformacije (1.44) ili (1.,43) date preko energije deformacije h/ , koja je pro-

izvoljna funkcija osnovnih invarijanata tenzora (1.43). Medjutim, Rivlin [3]- '

[6] je prvi primetio i pokazao moguénost dobijanja egzaktnih re-
Senja, Cime je otvorio novu oblast teorije elastinosti, Sam metod reSavanja
je obrnut: pretpostavlJa se klasa deformacija pa se smenom u re1a01Je (1.44)
ili (1,45) i pomoéu jednalina ravnoteZe (1.9), kada se stavi 2t= 0, odrede,
ako je to moguée, naponi koji su potrebni da izazovu takvu deformaciju, Na taj
nadin Rivlin je dobio u nekoliko vaZnih sluajevaredenja opStih jedna&ina elas-
ti®nosti za izotropna elastina tela, Zatim je Eriksen [#] pokazao u kojim
se problemima mogu dobiti egzaktna reSenja i odredio ih u preostalim sluca-

jevima,

Problemi u teoriji elasti€nosti za koje je moguée dobiti (i za koje su od- .

- redjena) egzaktna re3enja, matematitki se mogu okarakterisati na sledeéi na-

&in: (i) sistem koordinata X% bira se tako da metriki tenzori G, , &

budu funkcije Jedne promenljive, na primer X ’ , (ii) sistem koordlnata o
bira se, na slian na%in, tako da metri&ki tenzori yg - 9&"' budu funkci-

je samo jedne promenljive, na primer ¢’ (i) deformacija se tada de-
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' fini%e relacijama izmedju koordinatnih siétema X% OCZ, koje su takve
da ¢’ bude funkcija samo od X7 » dok su 202i 23 linearne funkcije pro-
menljivih X* i X3 .

Pri ovim uslovima gradijent deformacije OC ;JK se svodi na konstantu
ili funkciju jedne promenljive X 7 (i1 X 7). Na taj na&in, koordinate tenzora
deformacije /ng/. i /2’/.;'/ takodje se svode bilo na konstante bilo na funkciju od
,\’/‘ (ili il”).'U tom sludaju, iz relacije (1,44) ili (1.45) sledi da tenzor napona
Z[ <) u odnosu na sistem koordinata OCZ takodje ne zavisi od ax?j 083, pa se
jednaline ravnoteZe (1.9) svode na obiZne diferencijalne jedna&ine, pri &emu
su nepoznate u tim jedna&inama funkcije jedne promenljive X1 .

Uslovi (i) i (ii) biée zadovoljeni ako su ’krivolinijski'sistemi X% 4 wi
polarnbo- cilindarski ili Dekartovi pravougli sistemi, Identifikujuéi oba sistema
sa polarno-cilindarskim koordinatnim sistemima dobijaju se cilinarsko simet-
ri&ni problemi, Izbor Dekartovih pravouglih koordinata za sistem X ©i polar-
no-cilindarskih kordinata za sistem OC”. dovodi do problema savijanja, Ako
krive JC’&. obrazuju Dekartov pravougli sistem, a krive X x polarno-cilindar-
ske koordinate, dobija se problem obrnutog tipa od prethodnog, tj. telo je u po-
8etnoj konfiguraciji iskrivljen paralelepiped, a u deformisanoj konfiguraciji
ograni®en ravnim povrSinama. Slu€aj homogene deformacije dobija se ako su
oba referentna koordinatna sistema X*i .'x"" pravolinijska-pravougaona,

Od homogenih deformacija posebno je interesantno re3enje problema &is-
tog smicanja, u korhe se eksplicitno pokazuju Kelvinov i Pointingov efekt: Ovi
efekti, predvidjeni u specijalnim teorijama (Kelfrin 1867, g. |_8] i Péﬁting
1905, gi [9]) i eksperim}entalno potvrdjeni, ukazuju na kvalitativnu razliku
opste i linearne teorije., Medjutim, za naredno izlaganje ovoga rada homogene

deformacije nisu od interesa, za razliku od reSenja torzije i savijanja, koja ée

biti ukratko prikazana,

1.2,1, Torzija nestiSljivog, homogenog, izotropnog, kruZnog cilindra,

U slu€aju cilindarsko simetri&nih 'proble.ma, kao 3to je napred reéeno,
za materijalne kordinate X* iprostorne X¢ usvajamo polarno-cilina




koordinate’,r;‘tako da je:

; Cud 2 3 ] ; 2 3 '
140) X XX = {R,6,2), {[xtoralf={z.8, 2],
koje su za materijalne i prostorne Dekartove pravougle koordinate vezane ob-

rascima:

141y XN=Rews@, Y=Rsin0; x=zcosd, y=rund.

Deformacije, simetrine u odnosu na £ -osu, zadate su jedna&inama;

(1.48) Z=2(R), F=afd 7‘527 7z = 77?&-}722?

ili

(1.49) R=R(), 6'::(,7’”?'42)/;1 , Z=(&Z—mzﬂ)/x5‘ A= @n-b»
gde su ¢ , 4 , 771 72 konstantne, Ova deformacija sadrZi Cistu torziju
(=1, 6 = K , 7 =0, 7% = 1); torziju pravog kruZnog cilindra prvobotno
podvrgnutog istezanjuupraveu z-ose (=1, & =AK, 72 =0, 7 =1 );
savijanje prvobitno krivog paralelepipeda ( 4 = 72 =0, @n= A )idr,

Za koordinate metriCkih tenzora iz (1,47) dobijamo:

rh O O '400 /1 ¢ 0 10,
(1.50) _{Gm. ={0 #2 ¢ ?Z}[;K’f/»_— 0 f;/':z {75/} 0 z° 0% 9 /757 7
' 0 0 1 0 0 4/ / 0

Za slulaj Ziste torzije (& =1, 6 = K,m=0, =1, gde je K ugao torzi-
je) koordinate tenzora deformacije (1.32) i (1,43) iz (1.48) i (1.49), a s ob-

zirom na (1,50), bile:

(d@” 0 0 /( 0

(1.51) /Z RE KRR? ZHRR 1)
/ 22 z2 [ 7 T RETT |
O -kR* frkR?) 0 Kz 7 J

Iz izraza za treéu osnoviu invarijantu IIl tenzora deformacije (1.51)‘,2
(1.52) = el(5F) = (£)°L,
i uslova nestiljivosti (III = 1), dobijamos

12



(1.53) RE= 22+ A
gde je A, integraciona konstanta, Za pun cilindar Z mora biti jedhako nuli
kada je. R =0, paje A =0i |
(159 R = 2. |
Preostale dve osnovne invarijante tenzora deformacije /:4‘4 sada su iz. (1.51), s
obzirom na (1.,54),
-7,
(1.55) 7= brag(c]) = 5 # k2%,
= ZZQ?( ) 3 + kK222,

Relacija napon—deformacua za nestlélglv 1zotropan elastlénl materijal

data je sa (1.45). Smenom dobijenih vrednosti za tenzore deformacue (1.51) u

relac1ju (1,45), a imajuéi u vidu (1,54) i (1,50), dobijamo:

0
“p) _ 14 //‘Z 17r22k? -
(156 [ /- /+29_,/o /— / )
0 /< /fzz/c"

ili, u eksphc1tnom obliku, kontravarijantne koordinate tenzora ‘napona su:

Zz” /07"207”/ 29(2:‘.!"/7 Z‘?{ =—)o,¢g(/,gz/(2)9“/ %_1/ )
ton z‘“- ~pr29¥ -2+ 24 SY 4= 265 7 QW)

&//3

Iz jedna&ina kretanJa (1 9)i (1, 10), za sluéaj ravnoteZe ( Xt = - 0), pro:t-'
z11az1 aa je svaka deformacua moguéa ako postop dovol;jno vehka zapremmska g
sila jl‘ ”..;c}a je izazove, Problem postaje netrlvualan postavljanjem zahteva da

je zapr,éminSRa sila jednaka nuli, U tom sluaju, jednaline ravnoteZe su:

, v '6';/‘ v j i /&
1,58 £ =0 A=
(1.58) Z 5 , t'=1".
. . 2 . 173 ‘ . ,
Kako su koordinate Z( i / tenzora napona jednake nuli, a preostale ko-
ordinate tenzora napona funkcije samo promenljive 2 (&to je lako zaklju&iti

iz (1 33), (1.54), . (1.55) i (1,57)), Jednaéma ravnoteZe (1 58)1 dob1_]a oblik;

13



. %5 .
(1.59) £ // =0

Kao 3to se vidi, od tri jednadine (1,58) y dve su identiCki zadovoljene, pa razvi-
janjem kovarijantnog izvoda (1,59) dobijamo;

C”//ﬁ ZW"‘ p2f??
(1.60) c/Z’ 7 T T =0, =z =
gde je parcijalni izvod po 7 zamenjen totalnim, posto je promenljiva samo & ,
Iz (1.60)_2)3 vidimo da je i hidrostati&ki pritisak 0 funkcija samo od & ., In-
tegraljenjem (1.60),7 imamo;:

w I o222 T
VL o 2L55 (245
(1.61) g/ —_— ,;"‘i ( & i Lo
2z
' 2 2
gde je integraciona konstanta odredjena uslovom 7 = 0 na cilindru Z-=Q

o

( &/ je poluprelnik cilindra),
Eliminisanjem hidrostatitkog pritiska ;O iz (1.57),}, i (1.57)3 pomoéu

PO
q

(1.57)_77 , dobijamo:

1.62) 22/ f7 it MW /33 Z[-f-/__ZZ%Q ZW

2£ éi/

Iz (1.62), vidimo da razlika z¢ , koja se javlja u integralu (1.61),

;7
ne zavisi od hldrostatlékog pr1t1ska /49 tako da za napon 7 / dobijamo:

o 0) [li

l‘ . & s ‘{/f" ’,i{ "' . ..-u
(1.63) 7 - (7

Relacijama (1.5'7)[-7_.15._)5 5 (1.58)2 R (1.62)_1,91 i(1.63) sistem napona je pot-
puno odredjen, Sama &injenica da napon (‘o’ nije jednak nuli ukazuje na kvali-

tativnu razliku u odnosu na klasi€nu linearnu teoriju elastinosti, U klasi®noj
linearnoj teoriji elastifnosti da bi se izvr8ila Cista torzija Stapa potrebno je
dejstvovati samo torzionim naponoin. Ovde, u nelinearnoj teoriji, to nije mo-

guée, vet se mora dertvovatl inaponom / duZ &tapa. U suprotnom, ukoliko

se nedejstvuje naponom f ?, &tap ée se izduZiti, 8to je i eksperimentima po-

kazano, Ova fiziCka karakteristika materijala naziva se Pointingov efekt,

Ukupan moment 74/ uvijanja punog cilindra dat je integralom:

14



(1.64) /‘/ /Z z/(za> 22/4 @/Z

gde je sa 2[(23) oznalena fiziéka koordmata f napona, S obzirom na

(1.57)4 i (1.50)3 iz (1. 64) dobijamo da je moment uvijanjas

(1.65) M = 4/1/{/2 ;77/'/ g}/)dz.

Invarijante (1.,55) parne su funkcije ugla uvijanja K. Kako je energija
deformacije W funkcija invarijanata (1.55) to su vi parcijalni izvodi ove f-unk_ci-l
je parne funkcije po K . Na taj na&in, iz (1.65) proizilazi da je ﬁ)oment u\fija—
nja neparna funkcija ugla uvijanja /{ » ' '

Ukupna normalna sila A » kojom treba dertvovati na ravne povréine pu-

."nog cilindra da b1 se ostvanla Zista torzlja, data je integralomo ‘
(1.66) A/ = /{(33>22/c oz .

Iz (1.62), 1 (1.63), 2 8 obzirom na (1.50),, zafizi®ku koordinatu #<33> na-
pona dobijamo; | ' ' ’ :
- (1.67) F<as> :2/(’/ 4 5—;—’-/ o/z — 2y /«23—‘—’/ _

a - :

Zamenom (1.67) u (1.66) dobijamo da je normalnﬁ_?isila

(1.68). A’/ZQ’Z/Z a/Z /(2/3"?57—’7-/.0./8=

Ako se izvrsi parcualna integraciJa prvog élana 8 deSne strane (1,68) imam0°_
& i
' Y s _ 4 2/ 7 1 [,3W
(1.69) /Zcz/z ¢ 5= oz = %2 Zé.-l—;a/a -5/ gfa,/z 2

Q o
pa kako je ﬁg ¥Ade =0 1z (1.63), jer je £ " 20za2 = =, izraz (1,68) za

normalnu silu konaé&no dobijamo u obliku:
| S ow 'Qh/.‘?‘
—_ a1 2 3/ on oa@ ) -
(1.70) Af=—27 /(/Z o7t 25y )a/z

,15



Relacija (1,70) izraZava Pointingov efekt u njegovom najznacéajnijem ob-
liku, jer odredjuje normalnu aksijalnu silu potrebnu za ostvarenje &iste torzije,
Kao §to jé naﬁred napomenuto, pércijalni izvodi funkcije b su parne funkcije
od A , pa prema (1,70) broizilazi da je normalna sila pri malim torzijama
proporcionalna drugom stepenuugla A uvijanja. To je razlog zato se u line-

arnoj teoriji ne pojavljuje Pointingov efekt.

1.2,2, Savijanje nestifljivog, homogenog, izotropnog paralelepipeda,

Posmatraéemo telo koje u nedeformisanom stanju predstavlja homogeni
izotrdpni nestiSljivi paralelepiped i na njemu prouditi problem savijanja., Za
materijalne koordinate X o usvoji¢emo Dekartov pravougli koordinatni sistem,

a za prostorne koordinate "“ polarno-cilindarski koordinatni sistem:

(1.71) zf)(' i i* .-'1'5';.{ = f L §» a { el oy «’ __,'f LI ,é
Koordinate metriZkih tenzora 7, - i 5753 » § obzirom na (1.71), , date su
relacijama (1.50)3 , »dok je s obzirom na (1,71),
{ 10 0
am G, =[G} =01 of-
0 a 4 /

Razmotriéemo deformaciju, koja je zadata vezama izmedju prostornih i
materijalnih koordinata, pri Eemu su prostorne koordinate proizvoljne funkci-
Je: J
(1.73) 7= g(¥), K= RV}, z= 2{Z)

Iz (1,73), (1.72) i (1.50)5__ 4 tenzor deformacije (1.43) moZemo da napiSe-

mo u obliku:

A 7y 7 /7
jle)s o v
; -_.f“,.' " ’! - 7 (/
(1.74) j ,(j-/-, po== { ¢ 2777 ) { /,
9 oo / !,
/ . /’
\‘ {C,l i/ { Tf;f’l j< J

16



gde je sa primom (") oznaZen izvod funkcije po promenljivoj od koje zavisi ta
funkcija, Treéé osnovna invarijanta tenzora (1,74) je

77— il 2/ \2
(1.75) M= (tz’A'g' )=,

a uslov nestiSljivosti, 7 o=1 , bite ispunjen ako je:

4 /
(1.76) =k, A= Mc z'= A,
gde su £ i A konstante, Integraljenjem relacije (1.76) dobijamo:
- - 1 Y :
(1.77) C=(2%xtk)Z, =3z » =22,

gde je 4 integraciona konstanta, pri femu su preostale dve integracione kon-
stante izjednaééne sa nulom, Relacije (1,77) opisujﬁ takvu deformaciju parale-
lepipéda, da: (i) svaka ravan, koja je prvobitnobila upravna na X -osu, posta-
je u deformisanoj konfiguraciji deo cilindra &ija je osa Z-osa; (ii) ravni, koje
su prvobitnobile upravne na Y—osu, postaju u deformisanoj konfiguraciji rav-

ni koje sadriZe Z -osu; (iii) paralelepiped se ravnomerno isteZe u pravcu
Z -ose, ' _ |
, | Ako rl'av'an X = - 2/ ﬁbstane Z = Z’ )( =+Q postane & =
Y= + 6 postane A =% &3 , tada iz (1,77) dob13amo da su konstante:

z2. 52 ' &2 &2 4ab
ba K 2 7 % (&*-57)

Tenzore deformacije (1.43) i (1,32) dobijamo iz (1,74) i (1.76) i moZemo

~ da ih napiSemo u obliku:

Icoo " 'z2 0 0

Zz
‘Z" 2 ,é 2
(1, 79) } .. Fore 0 / f 0 __Z__ 0
0 o A O 0 “{”2 .

a odavde, osnovne invarijante ovih tenzora su:
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: : »3 2,2 y
: N { g A /
1.80 J =0, = fraglcl) = = o+ 5 L
( ) V4 = e 167 ” ES 2 7

/ 7 f = A’,'/ )

Kako je_.a-':‘éne:'f“gija deformacije W/ proizvoljna funkcija ihvarijanata (1.80), koje
zavise ‘sam‘o od promenljive ¢ , proizilazi da je i energija deformacije proiz-
voljna funkcija samo od promenljive 7 :
(1.81) W= W(E).

Zaméﬁfom (1,79) u Rivlinove relacije napona ideformacije (1,45), i imaju-

¢i u vidu (1.50) 4 dobijamo koordinate tenzora napona:

Z/ﬁf~— £ | 242 ()lV 28250 G2 g 2L 22% }‘1/ 43:7‘_‘:?“ i .
- Pr%2or ~Tzar * ¢ TP 2= 47
(1.82)
Vet BN
’?” Py e I 73 P 23 .
- //’) o+ _ ‘7/‘/ ‘f..;' f__’iéi’_ i (,f = ’/{ e ()f == ().
t’fl \/3;"‘ 4 -

Jednaéme ravnoteZe (1, 57) analogno (1,59), svode se na:

. // ! / - ’22 ~ 2 2 : . -
aasy L, 2T-ed . HEEF_ PV
¢ /r—’ ’ _ 2 P TR _ A e (/’
7 Z v o F

Kako je iz (1.81) W= W{(ZL¥) = kivlizvod funkcije ' po Z , § obzirom na

(1.80),&2-- . moZemo da napiSemo u obliku

o : /s o~y y " 2 7
(L) | GW _ oW 2£% 2E oy o Sesze 4R
- T R e - - [ f o, ‘»-_.-.,..5}-_-

Az 97 ( 3 252 ) 2 ? A

Sto omogucava da se (1. 83),]. napige u obliku
L ~

£, ’
/ / /

(1.85) (2 2// = (.

18



EhmmaciJom h1drostatiékog pritiska 4 iz (1. 82) 2,3 pomoéu (1 82)1 , ko~

ordinate tenzora napona, s ¢bzirom na (1.85) i (1,84), dobijamo kona&no;

!\ 221 3
ase) f=wrc, o Zdh/ﬁq/ 0, =20+ )(?zq/uz.zzcz;f[w sWre,

gde je C proizvoljna integraciona konstanta, Ovim je sistem napona odredjen,
Sile, kojedéjétvuju napovriinama <= ’Zi' iz= ¢, svode se samonanormalno
naprezanje i bi¢e jednake nuli samo ako je

(1.87) W)= We)=-C.

Iz (1.86)2 fizi€ku koordinatu 2‘{227 napona moZemo da napiSemo u obliku

(1.88) } 2,1(227 = Z Z’“ /Z(lf/fc)]

pa je rezultu;uéa normalna sila po jedinici visme, koja dejstvuje na svako;l ,

strani Uq =+7X
(1.89) ,(/ /r/(n yly = /Z(/t/v‘C')]

Odavde pro121laz1 da je normalna sna /</ jednaka nuli samoako su obe povrsi-
ne ¢ = Z, i 2= z, oslobodjene naprezanja, tj, ako je zadovoljen uslov (1,87).
Rezultu;u_é;.gpreg /'{2 po jedinici visine, koji deluJe na svakoj strani A= +

jednak je ;

/Zz’(zz)c/z ——/Z(ZQ,Z * W # C")a/é

.."’.‘ (1.88) i (1._87) i primenom parcijalne ihtegracije prethodni izraz

ti. 2 =1, odakle je &= 2242, uslov (1.87), s obzirom da je
1%, » 8vodi se na zahtev:;
(1,91)

71.‘) = [(Z;f.’), I(Z,):: _7_/_—-(22)0 .
o 19



| Zahtev (1.91) nametnut invarijantama.(l.-,BO) biée zadovoljen ako je,éez Z,Z_,?_/Q o
Ova relacija smanjuje broj konstanti na dve,na primer <, i A, za jednoznad&-

no odredjivanje deformacije, a zamenom vrednosti £% u izraz za polupreé&nik
neutralnog vlakna, dobijamo:

- Frn
(1.92) -Zo == (u"L 27 ZZ)/I&-‘
U sludaju &istog savijanja ‘A je jednako jedinici, f)a je polupreénik neutralnog
viakna %o = (%%)", ato je upravo rezultat koji daje i klasi¥na linearna teo-
rija elestiéhosti. Postojanje normalnog napona (1.86)3 ukazuje da je &isto sa-

vijanje nestifljivog tela moguée akoserapovrSine paralelelne ravni savijanja

dejstvuje odgovarajuéim normalnim silama, Ovaj fenomen naziva se Pointin-

gov efekt za savijanje.
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2, TEORIJA POLARNIH ELASTICNIH MATERIJALA

U odeljku 1,1 prikazana je klasi¥na teorija elasti®nosti, koja se po novi-
joj terminologiji naziva nepolarna teorija elasti®nosti, Kao 5to se videlo, glav-
na karakteristika ove teorije jeste da je naponskostanje u nekoj talki deforma-
bilne sredine potpuno odredjeno simetri&nim delom tenzora napona, tj, sa Sest
koordinata tenzora napona, Medjutim, pri proudavanju razligitih problema teo-
rije elasti®nosti, kako tehnitke prirode (tanki ‘§tapovi, ljuske), tako i fiziZke
'(kada se sa diskretne kristalne reSetke predje na kontinuum), neki autori [10] »

[11] i[12] su primetili, jo5 pre viSe od pola veka, da je‘vnapons,ko stanje
potpuno odredjeno nesimetri&nim tenzorom napt_mé i tenzororh naponskog spre-
ga, Ova teorija, koja uzima u obzir nesimetriﬁén tenzor napona i tenzor napon-

skog sprega, naziva se polarna teorija elastiZnosti.

Polarna teorija elasti®nosti bila je neopravdano zapostavljena, sa izuz,ét-
kom malog broja autora, sve do petnaest godiha ﬁnazad. Od 1955, godine na o-
vamo ovoj teoriji se posveéuje velika paZnja irazvija se u dva pravca: (.i) foij-
miranje opite teorije i fizitka interpretacija iste [13] - [25] i (ii)formi-
ranje linearne teorije i ispitivanje uticaja naponskih spregova na koncentraci-
ju napona oko diskontuiteta (prskotina, otvora itd.) [26] - [35] . |
Prosirenje broja nezavisnih podataka o naponskom stanju moZe da se ve-
Ze za dva moguéa proSirenja teorije elasti®nosti: a) uvddjenje izvodaApomera—‘
nja il éieformacije viSeg reda po koordinatama u izraz za energiju deformaci-
je i b) uvodjenje dopunskih rotacionih stepena slobode za festice materijala_. |
Prvo p'ro'élirenje potice od Sen Venana, dok je drugo predloiib Fojgf'.[loj , 2
razradila su ga braéa Kosera [11] . |
| a) Prirodno proSirenje izraza za energiju deformacije (1,15), saglasno
principu lokalnog dejstva (izloZenog u odeljku 1,1) i (1,14), jeste pretpostavka
da funkcija energije deformacije moZe takodje. da zavisi, bez obzira u koliko
maloj meri, i od gradijenata deformacije viSeg reda, Na taj naéin,u ob§tém
sluSaju, relaciju (1.15) moZemo da napifemo u obliku: |
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. Z . | A
(2.1) W= W(X;x5 sy x? L g i 3 XD

Klasi®na teorija zasnovana na izrazu za energiju deformacije u obliku (1,15)

naziva se i teorija savrSeno elasti¢nih prostih materijala, za razliku od ne

prostih materijala [36] , kada se u (2.1) uzme ma koji gradijent viSeg reda,

SloZen materijal je reda 72 ako je 72 najviSi red gradijenta deformacije, koji
se stvarno javlja kao argument u funkciji energije deformacije. Proudavanja

su vrSena uglavnom na materijalima reda 2,

(2.2) W= W(X5, X ; ¥%),
jer kvalitativno obuhvata osobine materijala viéeg reda, Tupin [14] je ovoj
teoriji dao elegantnost, a dalja razrada i primena data jeu [10], [20] i [21]
b) Uvodjenje tri dopunska rotaciona stepena slobode svakom deliéu, po-
red tri stepena slobode vezana za pomeranje, predstavlja modg_l) orijentisanog
kontinuuma, Neka su CL/(;E) (/6 = 1,2,3) koordinate vektora C&g) (A = 1;2,3)
trijedra vezanog za svaku &esticu sredine. Dok Gunther [24] » Schaefer [25]
i drugi uzimaju da je energija deformac1;|e proizvoljna funkcija, pored ostalih
argumenata, iodvektora orijentacije C/ o) 9 Stojanovié iDjurié [23] su ek-
- splicitno pokazali da energija deformacije orijentisanog materijala ne moZe da
zavisi od vektora orijentacije. Prema tome, za orijentisan materijal reda 2
energlJa deformacije (2,2) bife proizvoljna funkcija, pored graleenata defor-:
macije prvog i drugog reda, i od gradijenta d'@) X vektoraa C/ koji
karakteriZu trijedar vezan za element sredine [16] , [23]
(2.3) W = 1"/( /69 I«ASQ{:‘,;/\; S/Wt/)c

Naponsko stanje u ovakvoj sredini odredjeno je nesimetriénim tenzorom napo-

L4 Gk _ itk _

na » tenzorom naponskog sprega 77? -2 . 1 tenzorom napona.. u-
(-/i)d; -

vijanja % , koji je vezan za ''deformaciju orijentacije" vektora ('/{’,;/L)‘

(videti npr. [16] , [17] , [18] idr.).

Primenom jednaline ravnoteZe (1.,4) iz zakona konzervacije mase, dobija

se (1.6):
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@4) £ F (fv‘c‘é),,@==0;,

iz zakona koli&ine kretanja:

A ] o © ¢J ¢
(2.5)  pX°= 17 r e d
iz zakona kinetiékog momenta:

15 < p)iTk iy
Z/[/. 4/ 7 ‘e 7.

(2.6) ok = M) £ )

iz z_akona ravnoteZe vektora C/(JL) :

W )] /)¢
(2.7) JoZ “‘/a = é ’j %fé ;

i iz zakona 'ravnoteie energije, s obzirom na (2,3):

[/( 7 _ R §ory y

(2_-..8) ? 9:(" CK; 7‘9“7" OC jkL )
| z(/é) { Jly £ 9/1/ £
2.9 7 -5 7 gg;f af" < ‘+ "‘ Q& a,fﬂaél))[ k7
ey D ’
(2.10) Z = F 2 h‘/ .Ocil" )

8) brethodnim rehcij@ma je: 2‘[&‘/] antlslmetrlém deo tenzora napona, Z 4
zapremmskl spreg, Z A4 koeficijent gustine mer01je1 é(’a 2 ¢ zapremmska
sila uvijanja, RelamJe (2.8), (2.9) i (2,10) predstavljaju konstitutivne relacije
orijentisanog materijalé ireda 2 u materijalnom obliku, Primehom principa in-
varijant'ﬁoSti enérgije deformacije prikrutim' kretanjima ka‘b ipoznate osobi-
ne tenzorskih jedna&ina da i nesvolewi delovi zadovolJavaJu tenzorsku Jedna-
kost, relacije (2.8) - (2.10) svode se na oblik: T '
{ < / |

(2‘11) Z’/( /)- § I Cuy x’K 3¢ *géli/c/u/ OC(‘ Q? ) 2

PR i(jé)' 2 7 A / |
@12y 7= gjogai; s o, k)
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ix«néi _ o W a/i

(2.13) e 7N o

gde su C, D iF materijalni tenzori deformacije:

@14 Gy=9%ik%C;1 » Doypy=5 Cup,x7 a/;; ( *¢ a)@@o, )(vlél)

Izvodjenje relacije (2.4) - (2.14) injihovotumadenje moZe se naéi npr. u [18] .
U slu€aju neorijentisanog kontinuuma sve ove relacije se svode na relacije da

te u teoriji elasti€nih materijala reda 2 [14] .

2.1, Svodjenje konstitutivnih relacija na prostorni oblik

Konstitutivne relacije (2.8) - (2,10) napisane su u materijalnom oblikuj
kao takve vaZe i u slu€aju kada je materijal anizotropan. Uvodjenje matefijalA
nih tenzora deformacije (2,14) ove relacije su svedene na (2,11) - (2,13), ko
su, svakako, prikladnije. Medjutim, u ovim relacijama, i pored mera deforma
cije (2.14), i dalje figuridu gradijenti deformécijé, Sto ih za konkretnu prime
nu u refavanju problema &ine nepogodnim, Da se u ovom obliku ne m:og'u el
‘minisati gradijenti deformacije potvrdjuju rezultati hepolarne teorije elastit
nosti (videti npr. (1.29)), iako se tamo radilo o daleko jednostavnijoj teorijit
odnosu na polarnu teoriju elasti®nosti, Put, koji vodi elegantnijim oblicim
konstitutivnih relacija, analogan je onom u nepolarnoj teoriji elastiéno_sti,,‘.ﬁji
svodjenJe konstltutlvm.h relacija na prostorni oblik,

Ne umanjujuéi opStost, konstitutivne relacije &e biti 1zvedene u statlékom
sluaju, Prvi zakon termodinamlke {1,16) sada moZe da se napiSe u obliku
(2.15) ’7,/ JZ—

- pri Cemu je uzeto Q = 0, tj. da je protok i izvor nemehanifkog efekta Jednal
nuli (proces reverz1bllan izotermi&an ili adijabatski). Efekt mehaniCkog rad

A usled sila koje deluju na tadke posmatranog sistema je ([18] jedn. (33)}
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3 )]

. ," "'/’,( 3 ; . s J é
(2.15)‘ /f,;"" ‘;é’ 7 ft 7726/ ”“/ 7" (z y CZQM)Q/(’ZI& 7 A, 9

gde je /4 efekt rada zapreminekih sila f zapreminskih spregova ¢ £ i zapre- |
minskih direkirorskih sila »é «S obzirom da zaprgminske sile ne uti®u na kon-
stitutivne relaclje pretpostaviéemo da one i ne dejstvuju na posmatrano telo,
tj. €lan ,»? 4 u prethodnoj relaciji na dalje neéemp uzimatiu obzir, Koriééenjem
Stoksove teoreme povrémskl integral u (2.16) moée 'da se pretvori u zapre-

minski, pa s obzirom na (1.13), relacija (2 15) postaje° |
I'I/Q/ " (/Aé) a)é/ J 7@/
(2.17) 50 U ﬂ ,é)w ""7774 CU '67‘4 Aa)&j =

Kako je oblast ¥ mtegracije proizvoljna. relacxja (2 17) mora da vaZiu svakoj

tadki swtema, tie ' ot

(2.18) h/ (ZZ / 772 /f-’/)mj_m (/é) ,/ + 4(3-) /642)7/ ”

~gde Je gustina S% u poc‘.etnoj konfiguraciji uvedena iz istih razloga kao i u ne-
polarnoj teoriji elastiZnosti (1 .22). .

Veza 1zmedju prostornih i materljalnih gradzjenata deformacije prvog
reda (1.36) moZe da se napiée i u obliku:

-".""a odavde je veza izmedjuprostormh imatemjalnih gradijenata deformaci;e dru-"
AgOg reda; o ' ' ' o '

(2-20) o )(, mn = x*pa)(m )(

Materijalnim d:.ferencu-anjem po vremenu relacije (2,19) dobija se da je gra-

d1Jent brzine prvog reda:

 -_(2,21), - )(” ’2,‘ VI

’/
a materualmm diferenciranjem po vremenu relaclje (2,20) i koriééenjem

(2.21) dobija se gradijent brzine drugog re,da:
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. .
e

. el ToE A .
222) X,y =»—X,-,'/c9¢_;~+2)( )( 496 I/« .

= Gradijent’brzine promene direktora c/(g,); f . moZe .da se napiSe u obliku:

<

L 2

¢ £ oo
(2.23) C/M),/ = s sj7
"-pa zamenom (2 .21), (2,22) i (2,23) u(2 18)dobija se jedna&ina energlJe u obliku:

W= ( bttt - 2m; ‘"”é)x’” Ly Xt ) )(»4 +
(2.24) é (l) <

Energlja deformaclje, prema (2.3), Jeste prmzvol;na funkcija materijal-

.nl.h gradijenata deformaclje prvog i drugog reda i gradijenta direktora, Kako

~ relacije (2,19) i (2,20), ko;e predstavlJaJu sistem algebarskih jedna&ina, uspos-
. ‘_.A'tavljaju Jjednozna&nu vezu LzmedJu prostormh i materlja Inih gradijenata defor-

:_;_l;-':mac:.je prvog i drugog reda bez ikakvih ograniéenja moZe se uzeti da je ener-

"_:glja deformacije h/ pro1zvoljna funkcija prostornih gradijenata deformacije

prvog i 'drugog reda i gradijenta direktora, tj,

"'Posredmm materijalmm di.ferenclranjem po- vremenu energije deformacije

Ny
/ P ;//c ,1, Q{J#)_;M dobijamo:.

' 25) preko nezav1sn1h argumenata /Y

(2,26 = — ). .
| ( ) v W 0)*/'/ ;/_ :‘;é /{//ﬁ’ 7" (,1) a/(.l) A

'3 vUvrétavanJem (2 26) u (2 24) jednaémd energ1;|e moZe da se nap1§e u obliku:

- (& 94’”
) l,-‘;(z 27) - e,

e 9/1/ . ,(,,é) A © (71/ {LL) / . ;
*FQXMI?, & T’M)/Y 7‘60 90{«1), —g /f )’vi);/‘f”

j'f"'.:&‘:.,tj.t‘-u'ktt'ira 'je_dna'éine'enérgije (2.27), kaoiiskustvosa jednostavnijim teorijama

'-5._7'.-"26 -
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| elasti®nosti, dovodi do zakljuCka da 'su napon, naponski spreg i napon u;rijanja
funkcije istih promenljivih koje su dovoljne za odredjivanje vrednosti energije.
deformacije, a konstitutivne relacije su tak‘}e da zadovoljé\vajﬁ energetsku jed-
nadinu (2,27) identi€ki, Drugim re&ima, jedna&ina (2,27) ni na koji na&in ne og-:
raniava polje kretanja i pque direktora, ‘

Prethodni uslovi biée zadovoljeni ako su-i sami ako su tenzor napona,
tenzor naponskog sprega i tenzor napona uvijanja vezani sa funkcijom energije

deformacije sledeéim relacijama:

- ik i/
(2.28) &M’”ﬂ;k =-§§-? ,;2)(_/[/ + 2 994/ XH)

ma{//c) e il Lk

(2.29) £ 9%}&/{’,5 ?
, s e il .
(2.30) /f == —/’Z/— N

S 7 Iy K _’/C AR

Konst1tut1vne relacije, koje opiquu proces deformacue, ne smeJu da za-
v1se od kretanJa posmatraéa, t,). moraju biti- mvarljantne u odnosu na kruta
kretanJa prostornog koordinatnog sistema u odnosu na prvobitno izabran sis-
tem prostornih koordinaté. Ovaj tzv, princip objéktivndsti zahteva da tenzori
napona, naponskog sprega i napona uvijanja budu objektivne veli&ine, Ovaj prin-
cip biée zadovoljén ako je funkcija energije de‘formacije“(2.25) skalarna inva-

rijanta ’

/ (, :
(2.31) W( J/ > )/k 2 (‘/1) M) h/(/r7/ 2 ‘)/;' (A) ;M )
kada se transformacija prostornih koordinata, oblika

(2.32) — (ST DT )

primeni na njene argumente, Na taj na&in dobija se izraz za invarijantnost e-

nérgije pri krutim kretanjima
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Y W A a’W /
( ) /9(9,\,4*5 9*/*/ XM gq/l)”a/)w)/
Dekompozicijom tenzorske jednad&ine (2 28) na nesvodljive delove (jedna-

kost simetriénih, odnosno antisimetri&nih, delova leve i desne strane) dobija

se simetrian deo tenzora napona u obliku:

_ — Y e &7 9/{/
(2.34) F=- ”3\50‘[7 (977 Xe # X‘% X'M)/éa/}

a antisimetrian deo tenzora napona s obzirom na (2,33) i (2,30) svodi se na

obhk |
(447 Ny A7)
(2.35) = (777 |
¢ | £ ‘ 7‘4 Lk

- ik | B
gde je { /" \enzor hipernapana  [15] , [22]

eso  fHE = . é'(z)/é' .

A/
Relacija (2.35) predstavlja Koseraovu jedna&inu (2,6) u statitkom sluaju kada
se zanemare zapreminski spregovi é i zapreminske direktorske sile ,@ . Pre-
‘ma tome, antisimetri¢ni deo tenzora napona ne dobija se iz energetske jedna-
' éine, tie neposredno préko funkcije energije deformacije, pa on nema nikakav

o energetskl znaéa_]. Relacuu (2. 35) treba shvatiti kao definiciju antlslmetrlénog.

>

- jk

o .-'dela tenzora napona. :
| U energetskoJ Jednaéml (2, 18) tenzor naponskog sprega 772,, zame-
njen je simetri€nim delom 72, (’é) zbog simetrije \I‘”k = Q’; 1:1 . To

znali da i antisimetri®ni deo tenzora naponskog sprega 77? 2y nema e-=~ .

o '.nergetskl znaéaJ, pa se iz tog ra7lcga javlja nJegova konstitutivna neodredje-

S -nost __

Kolnstitﬁt'ivne.,-relacijg za sifnétriéan deo tenzora na'pona (2.,34), simetri~
éan deo tenzora naponskog sprega (2. 29) i tenzor napona uvijanja (2.30), napi-
sane u fuhkciji prbstorni.h gradijenaté deformacije prvog i drugog reda i gra-

dijenta direktora, sada se mogu izraziti preko prostornih tenzora deformacije.
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Prostorni tenzori deformacije, koji odgovaraju materijalnim tenzorima defor«

macije (2.14), su:

(2.37) Cmn = G‘MA/X;;’? ::2 ?
2 — 4 M
(2.38) a/mz 'Cmp z = 3 ’CZ[n,m] -3 Gm,v(/r;zm X,A;z 'X,'/Zn X,/Zn) ?

mn m M
(2.39) /3, (-2.),/‘/ 32 2

gde je sa pfmﬂ,z obeleZen glavni deo tenzora Lmn,z kada se rastavi
na nesvodljive delove [14] R [19] « Analogno nepolarnoj teoriji elasti€nosti
(odeljak 1,1), kada je posmatrani materijal izotropan, energija deformacije je

proizvoljna funkcija prostornih tenzora deformacije (2.37) - (2,39):

(2.40) W = W(Cmn > Loz {A.mn)‘

’Materijalni izvod po vremenu funkcije energije deformacije (2,40) moZe da se

napiSe u obliku;

W —— | W T ly  Fom
4 —Q»C‘mn Corn 7 962/977772 a{”ﬂz * 477 '7'{ ?

Sto, s obzirom na (2.37)— (2.39), postaje:

_ 1/ W "W
/@w 2;,%—-)(" '3 '57;‘; ,en Qa/nz'{/z)/ 7 ;/mn Q{JL),H X"/

2 W
7L 3’5,4/4/9‘67“'_ :,/7 -M +?m”97;40 ::72 (;);M °

Kada se (2.,41) uvrsti u (2.,24), tako dobijen oblik energetske jednaline

(2.41)

bie identidki zadovbljen ako su tenzori napona, naponskog sprega i napona u-

vijanja vezani sa funkcijom energije sledeéim relacijamas

(2.42) Z/("/) /76(?94, Loy 7‘29(2/ @/m Z fﬂ' mné *7%;3/1’{”’ ]ﬁ ‘)]4/}
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(2.43)  gpldk) — _ 2 £ il N
& 569

(2.44) %( )6/ g gg{f/ ,
74

047 ik 7/1/ M o YW ;.
(2.45) Z[ /i = $° /7/2076 ,7[7‘29(/ C&/m/ﬂ% 7/)77! 7;7 jZ;nZl/;?/[j
4

Invarijantnost funkcije energije deformacije (2.40) prikrutim kretanjima,

s obzirom na (2.32) i (2.37) - (2.39), sada se svodi na oblik:

(2.46) /7( LT %;dém QQ/’/ a/nm/‘"%;,—,;;j m‘/—;}z%;;sz =0,

KoriSéenjem uslova invarijantnosti energije pri krutim kretanjima (2,46) i re-
lacije (2.,44) antisimetrifni deo tenzora napona iz (2.45) svodi se na (2,35),

Relacije (2.42) - (2.44) predstavljaju konstitutivne relacije u tzv, prostor-
nom obliku, U ovim relacijama, za razliku od materijalnog oblika (2,11)-(2,13),
ne figuriSu gradijenti deformacije veé iskljudivo tenzori deformacije, Ovakav
oblik konstitutivnih relacija Vom’oguléuje njihovu dalju modifikaciju u cilju nala-
Zenja nekih opétih reSenja,

Cinjenica da tenzor deformacije (2.38) nije opsti tenzor treéeg reda, jer
je po definiciji antisimetriCan po prva dva indeksa (dmﬂz = /7,,,7 i ), o-
moguéava da se konstitutivne relacije (2,42) i (2.43) napifu u pogodnijem obli-
ku, Osam nezavisnih koordinata tenzora (2.38) mogu sepredstaviti u obliku re-

lativnog prostornog tenzora drugog reda, koji je definisan izrazima;
3 _ am A 3
@4 Ly = O Dy = €T G Kiam iy 3 ormz = Coms .

gde su e¥”” i €mns totalni antisimetri®ni Ricijevi tenzori, Izmedju devet
koordinata Q/ .52 postoji samo jedna veza

(2,48) c/,d_j =0,

tak o da je funkcionalno nezavisnih koordinata osam, Prema tome, grupa pro-
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3 ' .
menljivih C/‘z - jednozna&no odredjuje grupu promenljivih a/r/mz. pa funkcija

energije deformacije (2.40) moZe da se napife u obliku;

(2.49) W = h/(’cmn 2 @/«62 > 7£ mﬂ)

Koﬁstitutivne relacije (2.42) i (2.43), s obzirom na (2.,49) i (2.48), svode

se na ob‘lik:

él 7
(2.50) [D=- /7 &74/ Z gj//;/a/(/z gfi/ » Zggnfi)/,. >

y J J
51 i =25 c,, Qf’f %7 4 QZ/ eoﬂz)
a uslov invarijantnosti energije deforrriacije pri krutim kretanjima (2,46) pos-

taje:
51_0:’_/1{_ s, W s pf W 7 mj W '”7
(2.52) /7 é?ﬂm/‘c Q/ Joz"’ 2d¢ 32/!@/ / "l f 9/;”” [4/]

S obzirom na osobinu tenzorskih jedna&ina da mora da postoji jednakost

odgovarajuéih nesvodljivih delova, iz (2,51) dobijamo:

(2.53) /Cs 95/4 edé?? 7‘9@/6 &% 7?)/(

jer je simetri&na kombmacua simetri&nog dela tenzora -naponskog sprega
m(E7E) jednaka uli [14], [19].
Tenzorske jednad&ine (2,52)1(2,53)predstavljajusistem od 3410 = 13 ho-

mogenih linearnih parcijalnih diferencijalnih jedna&ina prvog reda koje ogra-
nifavaju funkcionalnu proizvoljnost funkcije energije deformacije u odnosu na
nezavisno promenljive (2.37), (2.39) i (2.47),’ . Sobziromda je 6+8+27 = 41 ne-
zavisno prOmenljivih Lomn 5 2% 147, respektivno, opste redenje funkcije
W jeste proizvoljna funkcija od 41-13 = 28 funkcionalno nezavisnih integrala
sistema jednadina (2.52) i (2.53). Integrali jednad&ina (2,52) i (2,53) su: tri os-

novne invarijante tenzora deformacije .C

_ — Zﬂ)ﬂ _ .
@54) L=dnih > L=3%d,, cmc;i » I~ CLLELE

31



se obelezi

jedna meBovita (zdruZena) invarijanta tenzora deformacije € i g!
2.85) L, = C7d"m ;

~ tri prve invarijante tenzora deformacije f

@s6) I =dn il (x=1,2,3)

dvanaest drugih invarijanata tenzora deformacije l"

=1 P e Lo, =103
o) Ly =385 Lo 0 > TR 5?5 e
) '1 deset tre61h mvaruanata tenzora deformacue f ‘
| o / Emn "o

,.(z‘_,.sa.)- - _///;/3 ¢~ Lepy) = & pge ble o diln 3 (2potr=12:3)

8to ukupnoiznosi3+1+3+12+10 =29 integrala,S obzirom da postoji 28 funkcio-
nalno nezavisnih integrala, o€igledno je da izmedju integrala (2,54) - (2,58) mo-

ra da postoji jedna funkcionalna veza, Ta veza je:

(2.59) Let {_/705/,-,} = a/ef / _7/;;;} \

jer je

et 4.7, 7//5%'7:} = a/ezfzjé,z_ 7//3,”..,;7}

. po8to kvadratna matrica i njoj transponovana imaju jednake determinante, Ako

del {Tp} = P > aet{Zp}=Q.,
. tada funikcionalna veza (2,59) moZe da se napiSe u obliku:
(2.60) F = F(Z ,_/7;;‘)5 P-Q =0.

Prema tome, funkcija energije deformacije (2.49) ne zavisi proizvoljno

od tenzora{, g}/ i#, veé od njih preko promenljivih (2.54) - (2,58), tj.

(2.61) W=W(Z%7Z, x —/// Ly 5 Lt ,e —7;; > 17/;;,3*)&

Konstitutivne relacije bazirane na izrazu za funkciju energije deformaci-

je (2.61), s obzirom na vezﬁ (2.60), zgodno je izvesti primenom principa vir-

tualnog rada, Potreban uslov ravnoteZe deformisane konfiguracije je
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(2.62) 'fJW=J7@7

tj. varijacija unutradnje energije jednaka je radu sila na virtualnom pomera-
nju. Medjutim, posto argumenti (2.,54) - (2.58) funkcije energije deformacije
(2.61) nisu svi nezavisni ireé postoji ve_za"(2.60); tada i varijacije ovih argume-

nata nisu nezavisne i moraju da zadovolje uslov
F F
(2.63) dF = a7 Jll,,cp J’JZ*

Ako se (2 63) pomnoZi sa A I3 / Sy s gde je A promvol;m multlpllkator, 1tako

'dob13en 1zraz oduzme od leve strane Jednaélne (2.62), tada se dob1Ja |
(2.64) (cfh/—ulof/—‘) d4 .

Pogodnim izborom proizvoljnog mult_lphka_tora A ‘zavi'sna varijacija, odredje-
na uslovom (2.63), moZe da se eliminiZe iz relégije (2.64) tako da su 28 ostalih
varijacija proizvoljne.. _‘ - ' |

RazvuanJem var13ac1ja u zagradl s leve strane Jednaéme (2 .64), s obz1-

rom na (2.61) i (2.63), doleamo' ’

9/4/
cfl/-vlcff d‘z sz. 7‘3/ Ji;, JIm 4 Il;/ JT,+
(2.65) | ,
W
*_gjo(p‘ Ql/dp)é'j 7‘-(]* 9_;]-# )J % 9}— J//

Rad napona, naponskog sprega 1 napona uvlJanJa, kada se zaneman zapremm- ,

ska sﬂa -/' » zapremlnsk1 spreg f i d1rektorska zapremmska sﬂa 7: sma

nizu komparatlvnlh konflguracua moie da se: naplée u obhku- :

. »

G . . . ed 0 /C
(2.66) Jﬁ 2& /__7775 Jfk)d’:r;aj — 77?2 (Jé)Jx,;.é + é( i (ya/(.a,)’j 2

gde su & Xt Jtih i & ary ;  prvi i drugi gradijent varijacije
- prostornih koordmata OC‘ 9 odnosno direktora. c/a) . ' -
Izraiavan;em varlJacue mvar1janata (2.54) (2 58) preko var13ac13a JX

i & X 4 /c prostornih graduenata deformacije prvog idrugog reda 1var13a01- |
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je J 62/ 5K materijalnog gradijenta direktora, imajuéi u vidu izraze

(2.37), (2.39) i (2.47), relacija (2.65) postaje:

14//?.«37 {@729” Ui+ 2 ﬁf" s+ 21, I nejyd 4

L a’_/_// 3f

9/1/ as) , 1 F L A V7,
7 é‘j;(?/{’;éa/ %\?_eca//cc /r,-c.zé/// 7
iﬁ/ / 911/ 9/: / /GJV - / '
+é = % s QL/J) %J ) 7 0z, 9//* Cfa, ﬁ )
- (2.67) A / 7
.. ; _ *Qﬁ%r{z{;{fa 7‘]/1;. ffa')/ Ld)j, s

_ 61—”};, Gir X (€542 c)+ e%cf ) I X

074/ 2y a Wy 57/‘— @
B i) )
9/1/ @ K
" 2Ty [ 1497 fooe Fpi = “)/X Jetens -
Prvi i drugi gradijent varijacije prostorne koordinate dx¢ i gradijent
- varijacije direktora Ja/c{;‘t) , analogno izrazima (2,21) -~ (2,23), dobijamo u
obliku:
(2.68)  dxi; =- ot X7,
(2.69) Cfx/,é = CCtTJX /c /’p/\/méqpr*l A/(K/ 5

(2,70) de f./t.),/ /\/,/f/ JC/(?); K

Zamenom (2,68) ~ (2,70) u (2.66) dobijamo:
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b =—{s - misky Jch » 2 i at, 51
(2.71) ) |
# 77 (J"C)V[‘ (f/f///é 7 é@o/ /} J’CZ(:‘)JK )

Kada se (2.67) i (2,71) uvrsti u relaciju (2.64) tako dobijena relacija, s
obzirom na proizvoljnost varijacija prostdrnih gradijenata deformacije prvog
i drugog reda i materijalnog gradijenta direktora, bide za'dovoljena ako su ten-

zor napona, tenzor naponskog sprega i tenzor napona uvijanja dati sledeéim

relacijama;:

G_ W néani/,
fe iy = § / I 3 75(Fr 5 Jor- B ionl]

pa)) sy ;
+§}’—i% ?‘/ff,jc/”/f.c,{c/m)f-

4’7 (?/1/ F QF "" !!,
@12) i B Ty 923 j‘azz‘p “191,‘/3 y;’f‘ ]/
W L IF W i_ 2F m
Pl 2‘94%0 %’Qﬁdp),)/ e QI"“ 29_7;*)][

Z"“"/ f{ 0%/7‘1

IE 9/—‘
¢ | [az. ’19

R

(2.74)
ar l‘ MW _ 5 IF rLJ )/;/ P
i g ) N g
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B Slmetrléan deo tenzora napona dobija se iz relacije (2.72) kada se izjed-

naée S1metr1<‘3n1 delovi leve i desne strane:

(2.75)

{4 = Jei. 5 [_/,,?7 Jpcidl s cfd™ )-

$° P

/ 7N, W

e % it
07/1/ 9 72& 2/1/ Q/-— 'nz K
_éz( —“Z'J][ fg_/é/w)ﬁ o 7 - A% ,*/)JQ fp 3 74

f’“f’ 4 }(&, )

a iz iste relacije antisimetri€ni deo tenzora napona dobija se u obliku:

l[[f/']: 7726‘/%/6 _Pp
2

(2.76)

Ky Wy W _,F _ 3 IF Je_
¢ Jk ATy AT, lgj% AT ) —/ﬁafg,/\W ]

[, DF nepy (W L PF ﬂt
s z&‘/é J/pr)/ /” gy QI*)L jon?

J/[/ s / _
gjo(pyf é'mff‘z?" }[2/]

i A : * ’.‘
U relaciji (2,75) sa z‘“/) obeleZena je dvostruka vrednost prveuglaste za-

grade

sa desne strane u (2,72), 8to, prema relaciji (1,42), odgovara tenzoru

:f;apona u nepolarnoj teoriji elasti®nosti.

- Izraz (2.73) za simetriZan deo tenzora naponskog sprega moZe da se na-

pi%e udrugom obliku, S obzirom da je tenzor naponskog sprega antisimetrian

u odnosu na prva dva indeksa, 77?

l"é 62
¢/ = - m’bk,xovaj tenzor moZe da se pred-

stavi u obliku relativnog tenzora drugog reda:

e
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@ ik = 4 ey mi,

Devijator tenzora naponskog sprega je po defmic:.]i*

(2.78) L, f=, My % = m; " -5 m Jé

pr1 8emu je prva invarijanta devijatora jednaka nuli, fé = (', dok je prva

1nvar13anta tenzora naponskog sprega:
rer . "g’ o fn P é
(2.79) 772.‘r == Cf/{ //‘»6 T 2 gﬂcm /

Dualni izraz zadevijator tenzora naponskog sprega (2.78) moZe da se napise u

obliku;

2o
\\

H

5'("{ , Z&(/Sa é — 772 ”é— fm eé‘/é

(2.80)
odakle je oligledno:

(2.81) L k) _ mz’(/é ).

KoriSéenjem relacije (2,78) i (2.81) dolazi se do obrasca koji omoguéuje da se
nezavisne koordinate devijatora tenzora naponskog sprega izraze preko simet-
ri&nih delova tenzora naponskog sprega:

(2.82) u i __ ‘_2” (,g; ,724'(/36,) - Wé(z:/f)/, )

Iz (2 65), s obz1rom na (2 82) i (2.80), dobuamo da su osam nezav1sn1h‘

koordinata devijatora tenzora naponskog sprega dati relacuonr

)] ’2»'!1:. - __;_f f‘ é}l?'/ : ~ 72 - n %)
(2.83) 5[(,5 = 7 ¢ c':;’:“:;:/, /gi P f 3['6'5 I J

Relacija (2,76), koja odredjuje antisimetri®an deo tenzora napona, moZe
da se svede na jednalinu ravnoteZe (2.35) koriStenjem uslova invariantnosti
(2,52) i invarijanata (2,54) - (2,58), Uslovi ravnoteZe (2.5) - (2,7), kada se za- |
nemare zapreminske sile f" » zapréminski spregovi § i zapreminsk’e' direké_ '

4
torske sile # , mogu da se napiZu u obliku:
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) (2-.84) f(‘ i mdl/é /{[‘/]k) 7
| ,‘__.,:___‘\(2.85) {[5/]: (mzjé% é[i/]f))lc

pE)L]
(2.86) yj = 0>

gde je { &/é dato sa (2,36). Prema tome, iz dobijenih konstitutivnih jedna&ina
(2,75), (2.83) i (2,74) vidimo da se simetri®an deo tenzora napona, simetrian
deo tenzora naponskog sprega (ili, §to je ekvivalentno, devijatorski deo dualnog
tenzora naponskog sprega) i tenzora napona uvijanja mogu odrediti funkcijom
energije deformacije, Antisimetriéni deo tenzora naponskog sprega (ili, 8to je
ekvivalentno, sferni deo dualnog tenzora naponskog sprega) ne moZe se odredi-
ti funkcijom energije deformacie., Kao 5to je napred reeno, ovaj deo napon-‘
skog sprega nema ﬁikakvog energetskog znadaja i konstitutivne relacije bi tre-
balo naknadno propisati, S obzirom da se u jednaé&ini ravnoteZe (2.84) javljaju
drugi izvodi tenzora naponskog sprega i hipernapona, dakle upravo onaj deo
tenzora naponskog sprega koji je odredjen konstitutivnim relacijama, za pro-
ulavanje jedna&ine ravnoteZe neodredjeni deo tenzora naponskog sprega nije
uopste od ﬁticaja. Konstitutivne relacije za antisimetri€ni deo tenzora napon-
skog sprega bi mogle da se protumade samo kao dopunski uslovi za grani&ne
| uslove,
| Koﬁstitutivne relacije za antisimetri®an deo tenzora napona (2.85) dobi-
jene su nezavisno od energije deformacije, Kori§éenjem relacije (2,85) elimi-
nisan je antisimetri®ni deo tenzora nanona i takodobijene jedna&ine (2.84),Dvo-

| st‘ruka divergencija tenzora naponskog sprega, koja se javlja u (2,84), nezavis-

na Je od antlslmetrlénog dela tenzora naponskog sprega, odakle se zakljuluje

i fv'_‘::da Je funkcua energlJe deformacije dovoljna za odredjivanje oblika jedna&ine

ravnoteZe (2.84),
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3. OPSTA RESENJA U TEORIJI ELASTICNIH MATERIJALA REDA 2

OpSta redenja u teoriji nepolarnih elasti®nih materijala, koja su data u
odeljcima 1,2, 1.2.1 i 1,2,2 ovoga rada, bide ovde razmotrena za sludaj elas-
ti¢nih materijala reda 2, tj, kada je funkcija energije deformacije W bazirana
na izrazu (2.2), Konstitutivne relacije homogenog izotropnog elasti®nog materi-
jala reda 2 dobijaju se neposredno iz relacija (2.74), (2.75) i (2.83) kada se za~"
nemare velitine koje karakteriéu deformaciju or1Jenta01Je, tj. kada se stavi
da je CZ/M) R = 67 » U ovom sludaju napon uv1JanJa isCezava, a s1metr16ni
deo tenzora napona i devijatorski deo dualnog tenzora naponskog sprega svode

se na oblik [20]

. ¥
S JEf)_E P74 ij nf ;i %l
(3.;) / Z ¢ gjjm(z M‘,?c/ + Ly cz’ )

(3: O)}V 7 Ak %
qa) U= =42 57 7 (3¢5 cq- 81,0 %zzfd’)
Kada je materijal nestiSljiv gustina je invarijantna, © = £ , pase relacije
(3.1) i (3.2) svode na: '

an =G g i s ol d™)

(3.4) z;{;é: /%:gc/’ 35,0k + 27 Jé’)

J K,z : ,
pri Semu se deo tenzora napona / < }, koji odgovara naponu (1.42) u nepo-

larnom slu&aju, svodi na Rivlinov oblik (1,45)

(3.5) /"‘” /07"’ #2 if‘ _ o ¥ g’gfh/ .

Jedna&ine ravnoteZe (2.84) - (2.86) za slulaj elasti®nog materijala reda
2 postaju:
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Z(( ) - z/k

(3.6) /k; =0,

o L

Relacije (3.3) - (3,7) predstavljaju opste jednadine teorije homogenih, izo-
tropnih, nestisljivih, elasti®nih materijala reda 2.NeposrednoresSenje ovih jed~
nadina je nemoguée dobiti izmedju ostalog i zbog neodredjenog (nepoznatog)
oblika funkcije energije defqrmacije W . Medjutim, reSenje je moguée dobiti

.u Rivlinovom smislu pod uslovima datim u odeljku 1.2 ovoga rada,

3.1, Torzija nestifljivog, homogenog, izotropnog, kruZnog cilindra,

Pri razmatranju problema torzije materijalne i prostorne koordinate
identifikujemo sa polarno-cilindarskim koordinatama, datim relacijama (1.46).

S obzirom na (1.48), (1.49) i (1,54) &ista torzija zadata je jednalinama:

(3.8) 7=R, S=0+KZ, 27

2

ili obrnuto, materijalne koordinate izraZene preko prostornih

- (3.9) B*—-Z, o= ﬁ-Kz, Z:.—.i:"a

S obzirom na koordinate metriZkih tenzora, date relacijama (1.50), iz (3.8) i

(3.9) dobijamo tenzore deformacije (2,37) i (1.43) u matrinom -obliku:

/ 0 O

-t ' -

(3.10) } 0 - {c/-‘}z 0 1+7%? K
0 22K 1r2°K2 0 Z°k* 1

‘Osnovne invarijante tenzora deformacije (3,10) su:

_3+Z2K29 "/ZZC.‘='Z[/-—=77

——

@ay,. L=L,=I=1

-~

odakle vidimo, posto je _/Z/_ = 1, da je deformacija (3.8) izohorna,
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Kovarijantnim diferenciranjem kovarijantnih koordinata tenzora deforma-
cije (3.10) z iz (2.38)1'(2.47) dobijamo koordinate tenzora deformacije relativ-

nog prostornog tenzora drugog reda u matrinom obliku:

zk O O |
(3.12) } ZK -22k? ).
] 20K

Zdz_'tiiena invarijanta (2.55) tenzora deformacije (3;,10)4 i (3.12) je:

(3.13) M= 0.

UvrétavanJem (3. 10) » (3. 11), (3.12) i (3 13) u (3.3) i(3.4) doblgamou

matri€¢nom obliku s1metr16n1 deo tenzora napona:

28k O 0
17295, <) 1 _ 2k 2
CRE I P } ﬂ{}+3az 0 - 2k%)
0 zKk? 4zk

i devijatorski deo dvojnog tenzora naponskog sprega:

(3.15)

' L X ‘
Deo simetrinog dela tenzora napona # ¢d). koji odgovara koordinatama

2

tenzora napona u nepolarnom sluéaju, dat je relacijom (1,55), odnosno relaci-
jama (1,56). Uporedjujuéi rezultate u nepolarnoj teoriji (1.,55) i u teoriji elas-
ti¥nih materijala reda 2 (3,14) dolazi se do zaklju&ka da u oba slu&aja postoje
iste koordinate simetriZnog tenzora napona, Prema tome, moZe se reéi da iz-
medju koordinata simetrinog tenzora napona u nepolarnoj teoriji elastiéndsti
i teoriji elastitnih materijala i'eda 2 postoji samo kvantitativna razlika. Ta

~ kvantitativna razlika karakteristi®na je po tome da se novi &lanovi u teoriji
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elasti®nih materijala reda 2 razlikuju po redu veli&ine ugla uvijanja & u od-

nosu na nepolarnu teoriju, Tako, za sluaj malih deformacija, normalni naponi

u nepol_arhoj teoriji su srazmerni drugom stepenu ugla uvijanja X , dok suy

teoriji elasti®nih materijala reda 2 srazmerni prvom stepenuugla uvijanja A ,
S obzirom na (2,77) - (2,81) iz (3.,15) nalazimo:

(3.16) m é/é/'k =0,

pa se jednacina ravnoteZe (3.6) svodi na (1,57), tj.:

J’;
(3.17) d) L =0,

7
Kako je energija deformacije W funkcija invarijanata (3,11) i (3.13), koje za-
vise samo od promenljive Z , to je i enérgija deformacije # funkcija samo od

¢ .Na tajna&in, jednaina ravnoteZe (3.17), s obzirom na (3.14), redukuje se

na:

& [ Ji_ 2ek W 2 N
3.18 -/ o
(3.18) dZ/ £2% a"Im) 228 =0,
Integraljenjem (3.18) dobijamo:

'f z s~

1"_ 28K W 2 (2 W .
(3.19) == oz, 12K AT otz

ako je omotal 2= cilindra neoptereéen, Ovaj napon se svadi na nepolaran
slutaj (1.62) kada je W /sy = O

Ukupna normalna sila A/ R kojom trebadejstvovati na ravne povr3ine punog
cilindra da bi se ostvarila &ista torzija, daia je integralom (1,66). KoriSéenjem

(3.14) i (3.,19) dobijamo da je normalns sila:

(3.20) A= 2/4/ ra f)f/z' 2K //Z a’zwz"’ j/?czc

8to je ekvivalentno sa

(3.21) A= </ v TK 52
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gde je A/ =normalna sila u nepolarnom sluZaju datarelacijom (1‘.70). Pri ma-

lim uglovima uvijanja normalna sila, data izrazom (3.21), prdporcionalna je
prvom stepenu ugla uvijanja A’ , za razliku od nepolarne teorije gde je normal-
na sila (1,70) proporcionalna drugom stepenu uglauvijanja, Prema tome, Poin-

tingov efekt je efekt prvog reda u teoriji elasti®nih materijala reda 2,

3.2. Savijanje nestiSljivog , hom 6genog , izotropnog paralelepipeda,

U nedeformisanoj konfiguraciji posmatrano telo predstavlja homogeni,izot-
ropni, nestigljivi paralélepiped, dok u defoi'misanoj konfiguraciji deo Supljeg
kruZnog cilindra, Da bismo odredili napone potrebne da izazovu ovakvu defor;
maciju usvojiéemo za materijaine kobrdinate D'ekartov-pravougli koordinatni
sistem (1.71)¢ , 2 za prostorne koordinate polarno-cilindarski sistem (1.71)2,
Veze izmedju prostornih i materijalnih koordinata, koje opisuju napred nave=

denu deformaciju, date su relacijama (1,77):

6.22) ‘Zzﬁ%xfkﬂéo-ﬂ?j%" z =2z

Koordinate tenzora deformé'cije £ i_:g’ date su u matriZnom obliku relaci-
jama (1.79), a osnovne invarijante oirih tenzora deformacije relacijama (1,80).
Kovarijantm'.m di.ferenciranjbem kovarijantnih koordinata tenzora deformacije
£ 1ikorii€enjem relacija (2.38) i (2,47) dobijamo koordinate tenzora deforma-

cije u tﬂbliku relativnog prostornog tenzora drugog reda:

//.{f} C . U !’}

S %]

3.23 F (Y., 7 == g ) '
/. 4s23, A Y N\
[ O -3 55) 0 /
KoriZéenjem relacije (1.79) P i (3.23) nalazimo da je me&ovita invarijanta
(2.55): |
(3.24) '/—7-/72 =0 .
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Kada se relacije (1.79)2, (1.80), (3.23) i (3.24) uvrste u konstitutivne jed-
nadine (3,3) i (3.4) dobijamo u matri®nom obliku simetrian deo tenzora napo-

na;

0 0

(3.25) f(“”} /{W 7‘3/0,,0;’; 0 0

i devijatorski deo dvojnog tenzora naponskog sprega:

2 2
Wt - zgf 0 0
A) 4 2 222 42
(3.26) [‘5115 }-—-—g% 0 Eezte 0 .
Lk 2 2
g 0 '2.,12*—%23 +—§;f/

Deo simetrinog dela tenzora napona Z <) predstavlja ukupan tenzor
napona u nepolarnoj teoriji i dat je relacijama (1.82). Uporedjujuéi rezultate
za simetri€an tenzor napona u nepolarnoj teoriji elasti®nosti i teoriji elastic-
nih materijala reda 2 moZe se primetiti da postoji &isto kvalitativna razlika,
Dok se u nepolarnoj teoriji elastiénosti glavni pravci napona poklapaju sa glav-
nim pravcima deformacije, u teoriji elasti®nih materijala reda 2 postoji i ko-

-ordinata smi%uéeg napona:

(23 2\ A
(3.27) L/ }:—{- g ./.%% _f'?,:._ .

-1z (3 26), S obzirom na (2, 77)-(2 81),. dob1_'|a se:

(3.28) 777‘/{,;6? a,
pa se jednal&ina ravnoteZe svodi na
(3.29) £

_ 5

44



Prema (1.81) i (3.24) proizilazi da je u sluéaju' savijanja energija deformacije
[/ funkcija samo promenljive 2 . Na taj na&in i tenzor napona, dat relaci-
jama (3.25) i (1.82), takodje je funkcija samo promenljive Z , pa se tenzorska

jednad&ina ravnoteZe (3.29) svodi na oblik _(1.83), tje:

c/?f”* A y2 422 )

Of
2 2

(3.30)

S obzirom da su, za slu¥aj savijanja, u nepolarnoj teoriji i teoriji elastiZnih
materijala reda 2 koordinate tenzora napona éw i tzgj ednake, dalji postu=

pak odredjivanja napona istovetan je postupku izloZenom u odeljku 1.2.2.
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4, OPSTA RESENJA U TEORIJI ORIJENTISANIH E LASTICNIH
| MATERIJALA

U ovom odeljku biée razmatrana moguénost dobijanja opstih reSenja re-
lacija koje opisuju stanje napona homogenih, nesti¥ljivih, izotropnih, orijenti-
sanih materijala, Konstitutivna relacija za simetri€an tenzor napona orijenti«
sanog materijala, data sa (2,75), za slulaj nesti$ljivog materijala ( p = )

moZe da se napife u obliku:

“.1) - Z/a'/) _ L[,W) L ALCD
gde je

(D=—pg ga”h/ (il p W i &%_; (z, ?%cg’d Y chd™)

napon neorijentisanog elasti®nog materijala reda 2, dat relacijama (3,1)i

(3.5), a prema (2,75)

Y/ / W, W, PF / "7t _
¢ I ( (Mo ,;7[,,9,a ~4 _4,/5 ,9//* ) I%Q//&/,f 2

0,)}1/ F 724 /
9-/.:75 XJZ/;/e fQﬂ/,,;,,y)ﬁ .n 9/”'* 29 ) s 77~ 4

9///,,7, 7[ 72 frﬂ}(o,)

prira3taj napona usled deformacije orijentucije,

(4.3)

Tenzor naponskog sprega ne zavici od deformacije orijentacije i za nes-
tiZljiv materijal dat je relacijom (3.4).

Tenzor napona uvijanja (2.74) postoji iskljuivo usled d.eforrnacije ori-
jentacije i za nestifljiv materijal ( e =5 ) dat je relacijom:
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(ooc,/ 9/V | Jl,/ 911/ a’f‘“ QF '

’ 07/1/ Qé/ 0’7/1/ QF s
(4.4) l %I -4 a

9// 725
* Q_Z/«xpy ‘7//; va’ )

Jednaéiné ravnoteZe orijentisanog elasti®nog materijala date su relacija-
ma (2.84) i (2.86), dok relacija (2.85), kao Sto je napred re&eno, definiSe anti-

simetriCan deo tenzora napona,

4,1, Savijanjé nesti¥ljivog, homogenog, izotropnog paralelepipeda.,

Ovde posmatramo paralelepiped od nesti¥ljivog, homogenog i izotropnog
materijala, &ija je svaka tatka u nedeformisanoj konfiguraciji nosilac orijenta-

S
cije okarakterisane trijedrom ortogonalnih jediniZnih vektoraZ,, (ot = 1,2,3),
pri Cemu je skalarni proizvod:
‘. — —* J . '
(4.5) Ly Ly = Goipp . (e,p=142,3)
Za materijalne koordinate usvajamo Dekartov pravougli koordinatni sistem
vl y2 30 -
(4-6) Z/XQXQX}.:{X7Y)Z}7
¢ije su ose paralelne ivicama paralelepipeda, dok su jedini&ni vektori orijen-
—
tacije D(d y svake tatke paralelni sa ovim osama, Deformacijom savijanja pa-

ralélepiped prelazi u deo Supljeg cilindra, pa za prostorne koordinate usvaja-

mo polarno-cilindarski koordinatni sistem:

(4.7) foct, % o} = z‘zg S, z}.
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Deformacija nastalapomeranjem tadaka definisana je vezama izmedju
prostornih i materijalnih koordinata, a ove veze date su relacijama (3,22),
Ova deformacija proudena je u odeljku 3.2 i odnosi se na deo napona é/"/)

u relaciji (4.1), a koji je za sluaj savijanja dat relacijom (3.25).

Sto ee ti%e deformacije orijentacije pretpostaviéemo da su vektori b;:)
iz nedeformisane konfiguracije pre$li u vektore CL/Z) u deformisanoj konfi-
guraciji tako da im se intenzitet, kao i medjusobni poloZaj vektora u trijedru,

nije promenio, tj. da se moZe napisati:
(4.8) C%d)‘aéﬂ) = &;/5 5 (O()/3== ¢,2>3)

dok je njihov poloZaj u odnosu na prostorni Dekartov koordinatni sistem takav

da su koordinate vektora date relacijama:

{CZ/(:)} = {cw(dffsf’),.séf'z(ﬂfy)? 0 } 5

{4.9) {Cz/(z)} = j-sén(zﬂ%b’), Cos(A+¥) 5 0} 9

{a{;,} fo,0,1}.

—
Drugim re€ima, deformacije vektora orijentacije _DCO() sastoji se u krutoj
—p
rotaciji trijedra oko vektora 2(3) za ugao % + ¥, gde je A polarno-cilin-

I

darska koordinata tafke u deformisanoj konfiguraciji, a ¢ ugao za koji

pretpostavljamo da zavisi samo od koordihate 7 otie P = P2,
Transformacijom Dekartovih koordinata (4.9) vektora dz) d obijamo

odgovarajuée prostorne kontravarijante keocdinate u polarno-cilindarskom

sistemu:

{ Z/: 2!(10.5.’%,-2155/29’, 0} 9
(4.10) /c/[:)} = [-siny, feosy, 0} 5
ga{;)} =/0,0,1}.



Za napred opisanu deformaciju savijanja paralelepipeda treba odrediti
napone koji su potrebni da takvu deformaciju izazovu, Prema tome, sam me‘-
tod reéenja' je analogan Rivlinovom metodu [3] - [6] u: sludaju teorije ne-
polarnih elasti®nih materijala; pretpostavi se deformacija pa se odredi napon,

S obzirom da su deo napona (4,2) i naponski spreg (3.4), koji nastaju us-:
led pomeranja tataka, odredjeni u odeljku 3.2 i dati relacijama (3.25) i (3.26),
preostaje da se odredi prira&taj naipona (4.3) i napona uvijanja (4.4), koji nas~
taju usled d_ef'or‘ma‘c'ije orijentacije, '

Tenzore deformacije orijentacije, koji su definisahi reracijom (2.39), iz

(4.10) dobijamo u obliku:

A -9smy -sény O

[][‘m} ' —-cosy —Z/—éosy_ 0}y
0 o o)

-Yeosy —COSYy | 0
(4.11) Zf]é”,’?f ={-L'siny -Ltsiny 0} ,
0 0 0

s . . !
gde je sa primom () obeleZen izvod po % > tie &”’=(g'z§p. Kako je po pretpostavci
? = ¥(z), to su i tenzori deformacije (4.11)funkcije samo koordinate ¢ .

~ Invarijante (2.56) - (2.58) tenzora deformacije (4.11) su:

];—.é’.agsba*.._go{s&};y? ]2=—§P'c'053?—§/-5£7?y; -Z\;"“'O)'
412) [ p=0; (p=12,3)

‘[/ﬁ '(er7 ,2__‘_2/_ 4'2;_’7 —7[2;="§{(I)7 /*—I =0 (OC /23)
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Funkcionalna veza (2.60) izmedju invarijanata, na osnovu (4.12), identidki je

jednaka nuli, tj,
(4.13) f=0.
Zamenom (4.11) - (4.13) u re1a0131 (4.3), imajuéi u vidu da su metricki tenzori

7 za usvojeni polarno-cilindarski sistem dati relac13ama (1.50) 3 42

doblgarno da je priraStaj napona usled deformacije orijentacije:

4 ¥/ P
. & 7/ . rd e
A= s /25),)] f%aosy 7"[&‘ casyf = SinZ y/c?lf, #
(4.14)
/-— o529 -925in2e) 2 4 (ot L 502 )W“
cosLY— 72, ( 592? y'- 5c ¥ a7 ?
_92_“_ y Cf)/,/ l' 97 , c/ﬁ/
.//jg COJU’Q[ Z ygz +(Z‘567J¢ # = 52 “J’)QA/
(4.15)
f(z sinay+ Yos 25")7&_* %(Z cos y— 507?2@&1“7" ,
12) 7 . /
244 = [5’2 54/7%-;;"3?3 550) e %(chasy% s fzy) M
| | /i .-/‘/,.}9/2 7 \) n‘”\ / "’i/ /1_ i g __[2;% 4
(4.16) 7‘/ 2y 7‘55‘3/, 4 7_1‘ /,7 /‘ ,,3)(,(,2‘,‘ :';)_:;27*
[ gz %
71' /"'”-5 ) ")’L:,: )é /77 —— &
[ 2% (zz =z J) /,,z‘ 7

Preostale koordinate tenzora napona usled deformacije orijentacije jednake
su nuli, Ukupan simetri®an deo tenzora napona za posmatrano savijanje para-

lelepipeda dobija se kada se u (4.1) uvrsti (1.82), (3.25) i (4.14) - (4.16):
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L2429l _ 22 9/1/ 7
ti=-pt 2251‘1'1/ F5 el

" 2 2 _.
74 =-p aazegf)z” £ “;';é gi_/’/ 7 224"

@i B pppp W 2 I
7

ar  RPz1°’

2 4 7.4(/2) Z{(zs) Y a * f—’ Z(/a)

U prethodnim relacijama izrazi za koordinate tenzora napona (4.14) - (4.16)
nisu smenjeni, veé samo naznadeni sa 4 z,( ) » kako bi se bar delimi&no izbeg-
la glomaznost u pisanju,

Na osnovu relacija (4.17) i rézultata reSenja savijanja u teoriji nepolar-
nih elasti¢nih materuala (odelJak 1.2,2), moZe se zapaz1t1~ (i) postojanje pri-
rastaja napona zf i i f 2 usled deformacije orl,)entacue, Sto predstavlja kvan-
titativnu razliku 1zmed3u teorije nepolarnih i orijentisanih elast16n1h materija-
la, i (11) postojanje napona zme) f @3) kao rezultat posmatranja polarmh elag-
ti&nih materijala, Sto predstavlja kvahtatlvnu razliku, |

Kada se u relaciju (4,4) smeni (4.11) - (4.13), dobijamo koordinate tenzo-

ra napona uvijanja;:

@1 Ny, g W 94/ / a7/1/ )%
(4,18) 5 —@3;7"500\53’/92&“ g‘z* 2,6 y 2een Qo(’\;

(a{).2£
(4,19) é 9 I ~ ¥’s¢ 7Y
of

07// Qh/) Phas yLA:;’h/)
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(4.21) 774

(4.22)

pri €emu «{ moZe da uzima vrednosti 1, 2 i 3. Preostale koordinate tenzora
napona uvijanja jednake su nuli, Koordinate tenzora napona uvijanja (4,18) -
- (4.22), kao i ukupan simetri®an deo tenzora napona (4,17), funkcije su samo
promenljive U , jer je energija deformacije /¥ proizvoljna funkcija invari-
janata (1,80), (3.,24) i (4.12), koje zavise samo od " i¥, a 7 = w7}
Jednaline ravnoteZe (2.84) i (2.86), koje treba da zadovolje naponi, s ob-

zirom na (3.28), svode se na oblik:

TR i1 .
(4.23) g/ B o A M
’ z ‘,;1 N [‘)»'/ K
J L""/ c{-!:.'} .
(4.24) ey

Razvijanjem kovarijantnog izvoda (£.,24), imajuéi u vidu da u relacijama
(4.18) - (4.22) figuriSe samo promenljiva = , jednaéine ravnoteZe za napon -

uvijanja (4.24) moZemo da napiSemo u obliku:

(4.25) A
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4(«#}42 42 4@_{)2/

@2 f A @2t
.2 T - - g _—
(4.26) ' T # 7 =0,
@35
(4.27) AN ;=0

Od devet jednaé&ina ravnoteZe (4. 25) - (4.2 7) trl su (4.27) identigki zadovol;em.
Zamenom (4.18) i (4.19) u (4 25), a (4 21) i (4.22) u (4.26) jedna&ine ravnoteZe

za napon uvijanja postaju:

91,/ s 9 |
8 Q0 —
(4.28) ( )f sy’ sz, 9_&, Zsmbﬂ 2 21;?‘» =0,

//b" fZ)&ny (30”% )cosy]gr% va (yfzf )aosy’f(so’f 5"’)35772;7%%
(4.29)
+ £ 5‘””/31;(, / # L cdsf/ /0055«:/ "+ Pliny 91;"‘) O .

U prethodne dve jedna?l,‘.i.ne 8a pr_iniom '(_')_J_'_e»,-:-l,gaq,i_do sada, obeleZen izvod od-
govarajuée kolidine po pr.c.améhljiiroj”z , 2 o moZe da uzima vrednosti 1, 2 i 3,
Na taj nadin, imamo Sest jédnaéinavravnoteZe napona uvijanja, koje nisu iden-
ti¢ki zadovol;ene.

Da bismo tri jednad&ine ravnoteie 4 23) napisali u razvijenom obliku,
posm}atzaéemo odvojeno &lan f( / ) Y od simetrlékog dela tenzora napona i élan
{[ Z44

ik od antlslmetru‘ikog dela h1pernapona. Kovarijantnim diferencira-

nJem 81metr16kog dela tenzora napona, dobijamo tri izraza oblika:

(4.30)

[/(m dz‘” z” p2f2
¢ T
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(27) 1(12) . 12
H f‘ibz )

(4.3 J "l TEL

e ’)
(4.32) L/W? ;=0

Zamenom izraza za Z,"M i 522 iz (4.17)4 , odnosno (4.17)2, u relaciju (4‘...30_),,.

imamo:
Zl(ff) _ di”% géz 2y + 22‘2&0 22 g)h/
;e 23 T 22%° [ Y
4 . ;
(4.33) 7‘(2 cosp- Zasuz v) -—/9’ Z;)sm Qb"g_;; #
( * 5in®y- 23605 5’)9 7
Y /
a (Z SNy + 4 6055’) (Z casf 32 édﬂff)‘:[

a smenom (4,16) u (4,31), ova relacija postaje:
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25‘2/) [9”/2 )54775/’ (W/V 5:,/) cos y’];—;—; #

V4
7‘(9, sans«’f( -23 cosy’/gj :
2

?” f_/ 5’3 y) so/so’/ wZy oh/

WW/ ?’2) 2?’3 2y
2082 —
%// { ).swzQy/a,__* #

Ls2
(4.34)

V”/ Y Y,
tomtp (5 * e )541?2)0 za)co 250]91#
Ay 911/ /
7‘ 642250-—’-‘ 5")/9 ) 7"(22005)"/— ¥ s sw’)?) -——;) 7
Wz ' ;a/z 2
%é Zzys 772}:’/ )uo,zya Zr s

7L —Z—Sg/— 4,;/2 .223) SEN Ry ](QI*) .

Dvostruki kovarijantni izvod vantisimetri&kog dela tenzora hipernapona (2,36),

é obzirom na jedna&inu ravnoteZe (4.23), moZe da se napife u obliku:
iR /o();k (x}/é It wa‘)é/(/ (o()uc

4, .

(4.35) 24 2k //c/A éé f‘/c_'/ {

- 95



‘Razvijanjem prethodnog izraza i zamenom odg'ovfarajuéih'vrednosti iz (4.1"1),"

(4.18) « (4.22) i njihovih kovarijantnih izvoda, dobijamo:

(4.36) 5[” b=

é[zlilc

(4.37)

//W z!)cow—(‘%’/‘z*élf‘e’”’ 9&{“
—-[/’M /)5(:7?70 + (L5 L ) cosy [5 9”/ +

y /3 /2"
-/-/7’ L7 )coszy- [27’ ’W”+’ 540”?7

273 gy 49" zww” | |
+/ )56772V ( Zy)co‘jz)"/g_z—/—f

+/ 2;;27# %’—’i”* % 54722y74/ﬁ’3—l’1” szy]g——%
7"(-%?/0_05?%225477}0)/9 )/7‘/3200550 Zsany) 9‘” /f-
7“[22 Cos 2y /‘(283 7"22 )56722%](97-_%

s oo ) -

'+/ZZ 223 5¢n2¥ — ,,coszy’]/gj*) 9
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. Konaéno,’ sada moZemo da napiSemo jednaine ravnoteZe (4.23) za pos-
matrani sludaj savijanja. Prvu jednadinu ravnoteZe (kada je 4 =1 u (4.23))
dobijamo ako izraz (4.33) izjednaimo sa nulom, poSto je deo od hipernapona
(4,.36) jednak nuli, Iz ovako dobijene jedna&ine integraljenjem se dobija koordi-

nata z‘” tenzora napona:

"_ 27 2162 w ., 22242y
4= //( - z*(ii‘ 3 )27

N % 4
(z $En Y + o cosy)g (z cos y— 22.54977’)2_2_; -
(4.39) M)
_ ___ y/? . 74
(Z cosy SE7 )") Z"‘ +( 54772%’9————_7[;;—

yl2
Sen 2y — L aps 2y ]a/z # C'
z 23 gzzz

gde je C' integraciona konstanta, Eliminisanjem hidrostati®kog pritiska p iz
(4.17), i (4.17)3 pomoéu (4.,17) L obzirom na (4,39), simetrian deo tenzora
napona je time potpuno odredjen,

Druga jedna&ina ravnoteZe (kada je {=2u (4.23) ) dobija se sabiranjem

(4.34) 1 (4.37) i izjednaéavanjem sa nulom toga zbira:
n, ¥ /o2y ! ’ . 24/__.21 ¢ 13 ¥ ) s in: -2@'

; 7"/27”'/%;2’2/. Séi?zf 7‘-(9"2-/- )6&17)’(300)’ + 5¢77}o/”?l/) # 005/(

42
(4.40) - f/}ocos & a ’.saﬁyans,)/gl*) %@'wszy—y’s{»zr)@%)/%

- (Plsin®y- ’scnyaosw) ) =0.
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Treéa jednalina ravnoteZe (kada je £ =3u (4.23)), s obzirom na (4.32)k
i (4.38), identi&ki je jednaka nuli,

Sest jednalina ravnoteZe napona uvijanja (4.28) i (4.29)i jedna&ina ravno- ’
teZe napona (4,40) nisu identiZki jednake nuli. Medjutim, ako se jedna&ina (4.28) '
za o = 1 pomnoZi sa 6‘&'7)?, za of = 2 sa COSY,a jednalina (4,29) za o =1
pomnoZi sa —-COS¥ , za .= 2 sa S(7Y itako dobijene Zetiri jednaéiné saber’ﬁ,
dobija se jedna&ina (4.40). Prema tome, jedna&ina (4.40) nije nezavisna, tj. bi-
¢e zadovoljena ako su zadovoljene (4.28) i (4.29).

Otigledno je da preostale jednaline ravnoteZe (4.28) i (4.29) neée biti i-‘
dentitki zadovoljene za bilo kakvu funkciju energije deformacije W iza bilo
kakvu funkciju ¥ = YY(2). Usagladavanjem ovih Sest jedna&ina dobija se funkcio-
nalno ogranienje za energiju deformacije W s 2 iz tako usaglaSenih _j'ednaéina
nalazi se redenje funkcije ¥, tj, reSenje za zdeformaciju orijenfacije. |

Za male vrednosti ugla ¥ i gradijenta Y’:;{—-Sg funkcija energije defor-

macije W moZe da se aproksimira polinomom drugog reda:
W= XL tRL+ ) 1,7, # LT, # DL, I, + % Loy *
+ QUL) + b(L)*+ CL) + AL, + €L, 1, HfI,T,
(4.41) - ,
t ?1;4 + AT, + K, + L Ly + Ly + 70 L5 +
RIS + 9Ly + 0 I + LT+ v I, # 4 TG

gde koeficijenti uz invarijante predstavljaju materijalne konstante, U tom slu-

Zaju, jednadine (2.28) i (2.29), za o = 1,2,3, postaju:

(4.42) 6%[}’@7#2621, + fffa)=0,
(4.43) j‘g(&%*%@ +dz, + e1; ) =0,
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(4.44) dz(o;f FRCT, + €L, + 1 ) o,

e o
(4.45) P(’ﬁ"”"*% +5@2=0.o-

| P o ¥’ J _
(4.46) ?(22- "'Z") va %-2 = (0,
' y_ ¥ v _
wan  f(p-9"-F )+ L -0.
Invérijante (4.12) u -vdv'or_n éluéaju suy

(4.48) L=

. . ! sp/-
AN SRV /S S S SR

NN

dok su sve preostale jednake nuli, Smenom (4.48) u jedna&ine (4.42) - (4.47), a

zatim primenom naznaenog diferenciranja u jednaSinama (4.42) - (4,44), do-

bijamo:

s -t s fh L,
(4.50) ,50”+-§1/——}2 *232;'212_;&’:/7—3_2'_"0’
(4.51) Pl -;/—1 -}‘-»L —gé—i ‘_gg;,g = 0
(4.52) 5"//%-;-—;2—% -Z/-z =0,

4.53) ¥y -;—'12/— %é - g— EZZ = 0,
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/ V .
458 PR X _ 24 _ g,

Da bi jednadine (4.49) - (4.54) bile saglasne, materijalne konstante moraju da

ispunjavaju sledeée uslove:

(4.55) ,V=J=97=0,

2a _ o _ I
- )

<4 z
a 26

(4.5 I Tt A
gde je 2 konstanta, Relacije (4,55) i (4,56) pr'ed:stavljaju' funkcionalno ograni-
Zenje energiji deformacije W , ito: (i) u'izr_ézﬂ' (4.41) ne mogu da figurisu .
proizvodi .Z;%.I“ (& =1,2,3), i(ii) m'aterijalne_r konstante u slué.éju izotrop- .
nog elasti®nog materijala ne mogu da budu sx}e neééVisne vet izrhedju njih 'pos-‘
toji veza (4.56). |

Jednadline (4,49) - (4.54), s obzirom na (4,55) i (4.56), svode se na jednu

jednaé&inu oblika:

- -

; _
(4.57) VAV O VR
Reéenje diferencijalne jednadine (4.57) je: .

Z%QQ+D9

(4.58) Y= QL 5

gde su’ C, 1 <, ‘integrééi'oh:e" konstante,_;___k&jé‘fI :é"-\odrledjliju iz odgovarajuéih

grani®nih uslova, Na tajna&in odredj'éna je<i-fuﬁl§iéija' ¥ , tj. deformacija ori-

jentacije.
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