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UVOD 

Pseudo-Bulovo programiranje је a1gebarska "C';:;crija 
z&snovana па 1;,eoriji Вu1.ove algebre. Pseudo-Вu1.ovo program1-
ranje korlsti ве kao lnstrument za 1spltlvanje u mnog1m gra

паша matematike: u resavanju niza prob1.ema lz teorlje grafo
va, teorlje transporta,teor1je igara, algebarske teorije ko

na~n1h automata 1td. G. В. Dantzig Г?iJ, [2~, [2~ pokazao 
је medju prvima da ve~iki broj raz1.i~itlhproblema iz opera
tlvnlh lspltlvanja 1 drugih srvdn1h ob1.astl mogu bitl prlka
zanl па jed1nstven na~1n, kоrlsсепјеш programirane matema1il
ke ва bivalentnlm promen1jlv1m. 

Idejn1 1n1c1jator za mogucnost pr1mene Bu10ve alge
bre u еkопошвklm prob1.em1ma Ыо је R. Fo~et, kojl је u radu 
~til objasnl0 iSvrstu vezu lzmedju Вu10ve algebre 1 nekih kom 
binatorn1h prоЫеmаkојl ве pojav1.juju u operat1vnom lspltl
vanju. U radu ~'U pokazuje da nek1 zna~ajnl problel lz eko 
nom1ke mogu bit1 tret1rani ov1m matematlCSklm aparatom. Zna
cajne rezu1.tate u оуом pravcu 1sto tak:o 1шаји Р. Camion ~1) 
i К. Maghout [28], ~~, [!об}. . 

U radov1ma 1117], [ј2Щ, [!22Ј, ~45] 1 ах. rшnun
skl matemat1car1 predvodjenl Gr. С. М01а11.0Ш, koriste Bulovu 
a1gebru ~ teor1ju Galols-ovlh р01ја u algebarskoj teorljl au 
tomata, dok u {219Ј Gr. С. MoisiJ. daje mogucnost za korisce
nje po11valen1;ne 10g1ke u teor1jl kona~nlh automata. 

U s1uCSaju pseudo-Bu1ovog programlranja razmatraju 
ве problem1 min1mizac1je ~clje bez, 111 ва dodatnlm re
str1kcljama (~orme .jednaclna 111 nejednaclna)l pritom p01az
n1 domen је dvoc1an (i11 је neka njegova Dekartova potencl -
ја). 

u ovom radu razmatraju ае opst1j1 рrоЫеml, - в1иса 

јеУ1 kada po1azn1 domen lша 1 v1se nego dva elementa. 
Rad ве sastojl iz dv~ dela. 
U prvom de1u izlazu ве raznl poznatl rezu1tati рвеи 

do-ВuJ.оvоg programiranja koje korlstimo, 1 па koje ае poz1 -
vamo u da1jem lz1aganju. 

U radu ~7] R. Fortet nag1asava potrebu za izna1a -
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!enjem me1;ode шшlшlвасlје pseudo-Вu].ov1h :funkclja. Р. Iva
nescu, В. Rudeanu 1 I. RosenЪerg ~s] da11 su jednu me1;odu 
m1n~иасlје ~unkclje 

-r.: L
2

n ~ О , 

gde је L2 == {о,1Ј ,'0 skup realnlh ЪrojeTa. 
U ~6] 1 [?'Й date su metode ва relavanje BuJ.ov1h 

jedna~lna 1 nejednaalna. One su рrой1rепје poznat1h me"toda W~ 
Е. ЈОhnвоп-а (8;], С. Lбwenhеlm-а ~iI 1 В. Rudea:nu-a ~,~, 

[!ssJ, ~'11· 
u ~1I Р. Ivanescu korls"ti rezu1ta.te R. Forteta1j~ 

Р. Саш10nа [2'U 1 proi1ruje metodu sukceslv·nlh el1m1.naclja 
nepoznatlh ва rейavanје Бu10vlh јеdnа~lпа - па pseudo-Вu1ove 

jedna~lne. 

U П2~ s. Prейlс daje opitu m.etodu reiavanja jed
na~lna 01ја reienja prlpadaju datom kona~nom skapu. 

Drugl deo sadrl1 genera1.1zaclje nekih me'toda 1 neke 
поуе metode pseudo-Вu1ovog program1ranja. 

Prol1ren је de~lnlc1oni domen pseudo~Bu1ove fUnkc1-
је па 

Lp = {. О. 1 , ••• ,р-1 Ј (111 L p = {а о' 81 ' .... , Вр-11, 81 е С). 

Drugl deo alne' pe"t g1ava. 

Prva glava sadr!1 рrо§irедје poznate teoreme Q ka
nonSkoj dlsj~lvnoj 1 о kanonskvj kunj~lvnoj norma1noj 
~o~ ва ВU].ove fUnkclje па ~clje ~: Lp

n ~ S , gde је 
S nepraza.u skup, а Lp konaoan sшр od Р elemEinata. Da -
1је, dokazuje ве da ве realne :tunkclje ~: Lp

n ~ С mogu. 
tr8Ds~orm1sat1 u kanon8ku d1sj~1vnu norma1nu rоrшu. 

Druga gl.ava sadril јеc1nо prойlrепје metode ва odre
djlvanje skupa 1iaoaka 1и Lp

n ' gde :funkclja ~: Lp
n ~ О 

lша m1n1mum (ота .etoda oЪradjena је u Jj~. u saradnj1 ва 
В. LatlnOV16em). 

Tre6a g1ava sadril neka proi1renja me."toda иа reia -
vanЗе pseudo-Вu1ov!h jedna~~a 1 nejednaolna kao 1 nove ше

tode. 



1: ako.. proilrena. j~ JlLetoda ;(·~-Savan..),k ~;;:;!;.., 

Ј.· .. .'i:Н~дј&. prlpadaju datoD1 kona~noJD. slcp.pu ?i~ !љ«;:j~d:й·~(,< .. 

1?resi6a, tj. dokazano је da ве rейavајu6а :tunkti,ij!i 

cine lako tra:ns:rorm1~t. 1. па ne joCtdnaclne '.' 
Da1je, рrой1rеnа је шеtоdа sukceaivnit 

Y.lepoznat1h za reia.vanje Вu10yЉ 1 pseudo-Вu.Ј..оv1i1 j~~J':'/;,;;1I.L;~ 

(3 .. Rudeanu 1. Р. Ivanesou) па jedna~lne ;f(X1'';';'''' ,:~} ;,!!' С .. 
gde su resenja u skupu Lp

n (p~2). 
Iz].oztJna је nova, metoda иа rе~avanЗ. jedn~lB.na <$~"ja 

J:;~senja prlpadaju a;k:upu Lp п • Ота II18toda cdredjuje one vek
'\..ts::,e l.z Lp

n 
$ koj.i nlsu relenja 3ednaclne. 

Prosirena је L. Lбwenhе1.JD.ovа 'tGorema za Btйoye ј'едnа 
"i:; fI Ak:o је pozna"to pari;.lku1arno re;;~iё;,ff'Aje (~. i u fz ,. ~ ~,. ~ ~n ) 
:' .. :-"ас 1.ne f'(X, ',Ј ..... ,~) = О, onda је njeno ~pite res'&uje 

) ;О •.• $:1.I!<P1'''.'' ,pn) F ~ + Р1 [!<Р1 t "'~. ,pn)t'( ~, .1 •. <, '1" .. Н, '1> ,п ; 

(р 1 ' • • • ,pn) е Lp п 9Р ~ 2 • 

ТЈ eetvrtoj g1avl dokazano је й~ ~"'- {1Ji'J.J:{..; pro'~lem.1 јIl~8, 

J.g,a:ra mogu svestl па pseudo-Вulо·~ор,(~g.rш.nјоranје,,,Ovl 
ве па odredjlvanje ш.1n1.mum.a IЈ.~k1Ь 1>seudo--Вu -

i resavM,je jednaCS,ina 1 '~i' jedn.a~1na u L p п t 

н ре'с о Ј 8,1 и, Ј p1"o5irena ви. "t,~:1 fil.·o·b1ema m1n1m1zac1.~ 

~,~ pri realnom :f:\,1J:}}, ,;1.011.J;:.:anju releja ва оЫ5n1m i врес1ја1 -
:r:.:!"ш. kOX".i..a...'i{1iima :r." 1~·toj 1cc'tV.1 rele ја (prob1eml ви postavlje
д1 i :recenl od i:i{;l~~ille Р. Lvane~';J.a ј, s. Rude8l).ua), а ~1ja эе 

aktivlranja 1 <z/;aktiillranja. vr .. :~ ј;. р pozlolja .. Dak1e, pro

siren је рrО!ЈlБШ cdredjivanja najpr'ost1jeg l.zraza Е t koji 

de~inise funkcij~ ~: Lp
n .~ L2 ' 1 lspunjava trl problema 

minlm1zao1.je. 



I D Е О 

1.. PSEUDO-BULOVE FUNКCIJE 

u отош delu prik8.iiacemo ~t~dll _а odrsdjivanje sku

ра ta~aka u kojlm& pseudo-ВuJ.оvа f'unkclja ~ iша m.1n1mum, а 

koja је op .. 1sana u §5] 1 беЈ lda:t.a od s. Rudeanu-a, P.Iva
nesou-a 1 1. Rosenberg-a. 

На skupu. to ,13 de~ln~semo bin~Au operac1ju пшnо1е
nје" u oznacl n·П t ыnuu operaclju "un1ranje" u oznao1 
nv" .1.unarnu operaclju "negaclja~i u oznaol н-п, date ta
belarno (tabe1.a 1.). 

• О :1 V О 1 а О 1 _ .• 

О О О О О 1 а 1 О 

1 О l. 1 Ј. 1 

ТаЪе1а 1. 

lleposredno pro1z1az:1 da је 

а VЪ = а+ ъ- аЪ 

- 1 -а = а , 

gde su +, - i • оЪ!сnе arltaet1ake operacije. 
U vez1 за bilo kојош relacijoa С uvod1ao s1edecu 

re1aciju: 

(1) 

~ ~ {

1<1i ak:o је zadovo1jeno O(X1'%1+1J ••• '~) 
0(%1'%1 1'···'Xn) = 

+ О, U suрrоtnош sluaa~u. 

. Skup t о,1} ва operac1jaaa .. V" , .... 1 П_П је је
dau Јаоае1 Вu].oye a1.geЪre; оЬеlеlат_о 8& 8& L2 • 

Kartezljanski pro1zvod L2X L2 X ••• XL2 оЬеlейavа

ЈВо З& L~. Dak3.e: 



~ .. t(a:t.'~,··. 'Sn) \ &tE. ~,1=1,2, •• • ,П) · 
D е 'к i п i с i ј а 1.. Pres1.ik:aтanje ~ sltupa L~ 

u skuP r-ealmrh Ъzroj"eva с. t.j. 

f: L~~ О 

~oTe.O pseudo-Вulova tunkcija (рв.). 
Poznata је s1.edeca teorema. 

~ е о r е m а 1.. 8Taka рв .оlе ы1;l1 pr1kuana 
pol!n0D10m ва се1.iJI1 koe~lc1jent1Jвa, lcojl је 1.lnearau u odno8U 
па svaku promen1j lтu. 

т acka ( S 1.' ~ 2 ' • •• , ! Ј1) е L~ иоте ве 1R1n'-alna (ар
so].utno m1n!maJ..na) tacka, зkо је 

za вУзkо 

f'(S1' 52'···' Sn)~:t(x1.'%2'···'Xn) 

(%1' %2 ' • • • , ~) е ~ • 
Prob1em ве sa~tojl u odredjlTsnju .'n

'
ma1nlh 1;асаЕа 

u kojlma pseudo-Bulova ~clja (2) ~a .~~um. 

Na osnovu Teoreme 1., .018.0 plsatl 

gde su g1 i ћ1 pseu4o-Вu1ove ~clj8, 04 %2'%" ••• 'Xn. 
Smenom xi = 1-Х1 u (3.1.) nejednatost (tlpa (3») 

(4.1) :f1. (Х1 '%2'··· ,~) ~ 'К1. ( %1.,~, ••• ,~) 

ве trans:form1ie u 

1;ako da 

(5.1) 

(Х1. -Хз. ) g1. (Х2 , х, ' · · · , xn) '=: О • 

UVedimo ~clju 

f1 : ~ ..... L2 ' 
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gde ј е ~ paramet,aт: iz L2 • 

Neka је xi kanonska dls3unktlvna :toraa lsrasa 

[e;l LO] • 
Prema tomex~ zav1si od %2'Х" ••• 'Xn' tj. 

x~ = xi(%2'%" ••• '~). 

Smenom (5'.1) u (3.1) dobi~sao 

:t 2 (%2' %3' • • • • x:n) - :t1. ( ~ (%2' %3' • • • Ј x:n) Ј ~ • %3 Ј··· • ~ -

(3.2) = X2g2 (%"x4, ••• ,xn)+h2 (X"%4'··.'Xn) • 

gde је 

(4:2) 

tako da 

~~ .. 2) 

gde је 

Ponav1jamo gornji postupak, tj. 

Uved1mo :tunkciju 

f n-l L 
2 : L2 -+ 2 ' 

U 2 paramet ат: iz L2 • 

Neka је x~ kanonska dis3unktlvna forma !zraza 
.. Prema tome x~ zavisi оа %3'%4''' •• ,~, t.j .. 

x~ = Х~(ХЗ'Х4' ••• 'Xn) • 

Dalje, zaaenom (5'.2) u (3.2), dobijamo 

(3.3) ~З(ХЗ'Х4'·".'~) = :t2(Х~(ХЗ'''.·'Xn)'%З'···'~) = 

= хзgЗ(Х4,· .. ·,~)+h3(~4'···'~) .. 

Ovaj postupak da1je ponavljamo. Drugim rea1aa,za в
vak:i lndeks 1, kojl zadovo1java nejed.nakost 1 ~1~n-l , 1-
mашо 



i relaciju. 

tako da 

:ХН Је '1 g1 (Xi +1 ј %1+2 ј" .& ,~)+ 

+ћ! (ХiФ1 '·'·" 'XU) 

(5. i) %1 == f 1 C1:i +} <р , ; .. ,~) :: [gi ~oJ+ Ui[gi = о] 

gde:\e Џ,! pa.rametax 1.1. L2 .' 

Neka. jfj disjunktivna 

[gi.(. о] ~ t ј • 

б 

,f j,~,l 61:1_;-.1 ~ki+2'" ,;,~ \j~)=fi (x~ (Х1+1 ' 0;. с ,~) ,Х1+1 , ф ф о ,~) • 

Ponavlj.tJju6J g(}rnji postupak, па kraju аоЪ1.јашо 

.!: (х ) = % .. ::3' + ћп. ' п Il -l:~ I:)n ' 

gde ви ~ j~ hn k<:}2'lst ante., 

Prema t о.е 

(4ђn) 

111 

(4 ".;cn) 

RelaciJ8, 

( ~ - ~ ) ~~ о • 
, 

и~· .. ю.} daje 

ОЈ + ~[~ = оЈ ' 

• 
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. gde је ~ parametar iz L2 • 

. Zamenom (5.n) u (5 •. n-l) e1im1nisemo ~ ; produ -
zimo postupak eliminacije. 

Prema t ome iz • 

(5.n), (5.n-l), •. о, (502), (501) 

dobi6emo 

Х:ц = Xn(un ) 

~-l = ~-1 (~'~-1) 
(6) • • • • • • • • • • • • • •• • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

gde ви 't1n', ~-1' •• е, и1 parametri ~,~Z skupa L 2 • 

Т . е о r е m а 2. Za svaki skup vrednosti рэrэmе

tara (U;,u~, ••• ,~)~:. L~. s~stema (6) dobija ае зkир vrednO
stl . (x~ ,Х2 , ••• ,x~) E:L~ , za koje :funkcija f 1 ima minimum 
obrnuto, za svak~ skup (x~,x-;, ... ,X~)E L~ , za koje funkci-. 

ја f 1 1ша m1nimum, - .postoj i skup (ui, 1i'2' ••• , ~) Ео ~ koj i 
zadovoljava relac1je (6) • 

Drug1m rec1ma, gornji a1gor1tam da,je nаш эvе tacke 
(apsolutne min1malne) iz L~, za koje funkcija :f1 ima mi

nimum. 

р r' i m е d Ь а • Z ашеnош (5 • i ) u (3. i}, l~:;" i ~; n- ~ 

dobijamo runkciju f 1+1 koja ~e zav1si od parametra и! · 

• 



2 .PSEUDO-BULOVE JEDNACI1fE I 1fEЈЕDNА.СПlE 

u ОУОШ odeljku Sk~c1rane ви neke metode za resa~a

nj6 okupa pseudQ-Вu1оv1h jednaclna, koje Ви opisane u ~~ ~ 
[7вЈ i [15;] " а koje ве oslanjaju па poznate metode za rei3a·w 

УШlја Bu1ov!h jedna~lna 'u pseudo-Вulovom slucaju (W.E.J'ohn 

BOn П;6Ј ~ L. Lбwenhеim [;-а , В. Rudeanu u.40J). U radu [124Ј 
з. ?l. ... esi6 је dao орstuwзtоdu resavanja jednac!na, с!ја reie 
пја pripadaju datom kОLађnоm 8kupu. 

АТсо ва 

~ : L~ ---+ Z' , 

('{ ") '1> (1:1 ' Х2 ' ••• , ~) ~ о , 

\U':; ~ (X1 ,x2 , ••• ,~) 9 о , 

(g'J~~ ,~e ~ jedna. ;:;d relacija ~ ~,.c:::, ~) Вшота nejedna(;1na 
1. lн~еti!ј_о·~.В-ul()\'а ne.::; е dnacina. 

U [64], [54] , [63] ,[78) ви date metode za resavanje 
Bulovih i pseudo-Bulovih nejednacina. 

а. Metoda resavanja јеdnаёinа aija reAenja pripadaju 
datom konacnom skupu 

Neka је S = {Sl'S2' ••• 'sp} dat konacan skup (ва р 
elemenata) 1 neka је 

jedna ~unkc1ja, gde је 
elementa oznacena О i 

Ј: з-.,.Е 

Е lиуе st an 8kup 

1 • 

koj1 sadrz1 1 dV8 
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Resavaju6u funk:ciju А 

(A(q,U1 ,U2 .... ,Up_1 }ES, UiE:E t qes), 

def 

~ ~ ~ • ~ • • • ~ ~ ~ ~ е _ • • с • • • • • • • • • 

. def р-2 
А (ч, '1.1119 и2 ' <i' ~, '. О) ==-~ q 

, , d~f' .р,-l 
А (q) 'ttl ~ и2 ' • • • , Up _.1 ) = ~ q Ј 

0 .. 0 :: О , 
итО := t.. 1 

t'oznate ви sledece lете" 

L е m а 1. 1ieka j~;; Ј (';~', .;,;;; ') :i1!oguca jednaC!na., 
НјећО opste resenje odredjeno j~~ j;~.1_[t,akos6u 

gde је q proizvolj an element skupa з. 

gde 

]J,etalje i dokaz v1di u radu U.24] od з. Pres16s., 

Ekspl!c1tna ~ormula ~unkcije А је 

de:f - _ .. --:"' 
A(q, U1 , П2 ,. • • , Up _1 ) = LU1 =0] q+[u2=O] [П1 =оЈ (c:l.q) + 

----
+Ги1=оl [u2 =o 1 r u.:t,~o] (o/.,2q )+ L; Ј - ~~ ~ 

+ •• о+[п1=о] ~2=oJ ••• [u;=-;::оЈ (Пр_Ј=О] (otP-
2

q) + 

+[u1=o] [u2=o] ••• [uP_2=O] ~P-1=oJ (olP-1q ) • 



U+V+W+o •• +R zna~l «(U+V)+W)+ ••• ":'R)"; 

U.V.W •••• ·R znaci «(U.V).W) ••••• R); 

ako је U1 = О 

зkо је Ui '; О • 
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Svaka Bulova јеdnасlnа (7) moze зе trans~ormlsatl u 

oblik 

f 1 (Х2 Ј·· · , Хn ) x1 V "f 1 (Х2 ' • ... , ~ ) x1 = О , 

gde зи f 1 i 'f11 Bulove :funkcij е. 

L е m а 2. Bulova j~dпacina 

а Х Vb х = О 

је mogu6a зkо i зато эkо а·Ь=О; 

по relacijom 

111 jednakoscu 

nјеnо resenje је odredje-

gde је .р proizvolja n element skupa. L
2 

i1i jednakoscu 

х = Ь'Јр , 

gde је р ~ а ь . 
Svaka pseudo-Bulova jednacina (8) moze зе trans~or

misati u obllk 

f 1 (Х2 , • ~ о , Хn ) x1 + 't.J1 (Х2 ' • • • , Хn) x1 = О , 

gde ви ~) 1 i 'v 1 pseudo-Bu1:'ove fu1uccij е. 

L em а . 3. Pseudo-Bulova ј ednacina 

ах + Ь Х' = О 
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ј е moguca а..:.со i ·';~aтo ak:o 

по formulom 

а·Ь=О • It; njeno resenje је odredje-

gde је р proizvoljan e1ement skupa L2 • 

Neka је (SlJ ~2J ••• ' ! п) partikularno 
jednacine (8). 

resenje 

L е m а 4. Ako ј е (! 1 Ј ! 2 ' ••• , ~ п) ј е dnо par -
tikularno resenje jedhacine (8), onda се njeno opste resenje 

biti 

Хј = ~ 1 ~ (Рl'Р2"" ,pn ) I о] + Р1 f (Рl'Р2'''' ,pn)f(J]. 

g de зu. 1') 'r-
.t 1 ~ • о • , J:~.n p:roizvoljni elementi skupa L2 • 

L6ma 2. i 3. su speclja1ni slucajevi Leme 1. Posto
је i poseb!l.i dokazl [78Ј· 

. 'ь .. Metoda sukcesivnih eliminacija 

Mctodu sukcesivnih eliminacija,koju је dao S. Rude-

a.r,.'). 1.1 [iЗ':~Ј za Bulove jednacine, prosirio је Р. Iva.nescu u 
[5"i] ~,J,a pSf:;udo-Вulоvе jednacine i to: 

;З'\Гаkа pseudo-Bulova jednacina moze зе trans:formisa
ti. u о tJliI{: 

gde 

i 

i 

/'\ 
~~и -,ЈЕ 
- ; 1 i "+'1 pseudo-Bu1ove ~unkcije. 

Na osnovu Leme 3. u sledecem kor8ku stavlmo da је 

f2(X2"'··'~) = f 1 (Х2 ' • • • ':Xn). "v 1 (Х2 ' • • • , ~ ) = О 

. f 2 (Х2 ' • • • 'Xn ) = х2f2(хз,···,xn)+ Х2~2(ХЗ'··О,Хn) = о. 

Uopste, 

f k (Xk ,··· ,xn ) = f k-l (Xk , • о • Ј Xn ) • "+' k-l (Xk , • •• , xn ) = О 



1.2 

f k (:1k' ••• ,~)=Xk f k (Xk+1 ,··· ,~)+xk '+'k (~+l' ••• ,~) = о • 

Па kraju, 1шашо 

gde su f п 1 '+'n konstante. 

De:finiseD1v za svak:o 

( ) n-k+l 
Рз.с'11c+1'· •• 'Pn Е L2 

gde је 

~ (l1r+1' •••• Pn) ~ [ .., k (~+1. (l1r+1' ••• 'Pn ) ••••• х" (pn» = оЈ. 
~k (l1r+l'· .. 'Pn ) = ['fJ k ~+l (l1r+l'··· 'Pn ) ••••• х" (р» = оЈ 

1 

~(pn) = ~n = oJpn +['fn = oJpn , pE:L2 • 

Т е о r е m а :3. Ak:o је ј ednacina (8) moguca, s 1-

definisan re1acijama (9.1) , (9.2), ••• ,(9.n) је opste rese 
Hj'i: jednac1ne (8) • 

(10) 

Dokaz ј е dat u [57Ј . 
с. Karakter1st1cna ~c1ja 

Neka је 

( ~ је jedna od relac1ja "" ~., <:. , ">, = ) 

jednacina 111 nejednac1na. 
pseudo - Вu10va 

D е :f 1 п 1 с 1 ј а 2. Karakter1st1cna jednaclna 
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D е ~ 1 п 1 01 3 а 6~ Jezgro ~ednog graf'a (У, Г') 

~e podskuP ЗО skupa V мо је ЗО unutrainji stabilan 
skUP i ,~poljaSnj1 stab1.1an skup gra:fa, 'tJ. ako: 

1. Za. svako V 1 Е Зо ' Зо f'\ r (v 1) = ~ t 

2. z.a uvako 'lj~ ЗО ' 80 () rCV ј) ~ ; • 

а. OdXedJivanje hro~atlanog broja N(G) 

G-ornj 1 st abilnl unutrазnј i skupovl ЗN nekog gra:ra 
D10gu bitl odredjeni pomocu m1:alz.ai$ac1jepseudo-Вulove fUnk -

сlје 

gde је 

ako 1 sam.o ко 

11 П 
~~ 

W = ~ 7 C~jXIX. , " ""-- ... ~ Ј 
1=1 ј=l 

w 1m.a minimumu taak1 

={l' ako је 
Хј 

О, зk~ је 

ј Е {ј 1 ј •• , ј ~u ) 

ј ~ {ј 1 t • • • t ј q u} • 
Neka је q broj gornj1h unutrasnjih stabiln1h sku

рота i neka је 

!Ј! е о r е :ш. а 4. ВroJl1at1aan ЪrоЗ r (G) jednak је 
m1n'muau pseudo-Вu1ove ~clje 

q п q " 

(13) :r(~, •• ,Xq> = ~ X:k:+(Q+1) L." П (1-d11h) , 
k-1 1=1 k=1 

а jedno hrom.at1&10 rastavljanje Pl,P2' ••• 'Pr m.oie ве odre
dltl atsvljajuc1 



• • • • • • • • • • • • • • • 

gde ви N1 ,N2 , ••• ,Nr gornji unutrasnji stabilni skupovi,ka
da је xk = •• o=xk =1 , cije komponente pripadaju nekom vek -

1 r 
toru izskupa L~ za koji funkcija (13) ima minimum. 

Ь. Odredjivanje broja еlеmеnгtа gornjih 

unutrasnjih stabilnih ~upova 

т е о r е m а 5. Za svak1 vektor 

L~ za koji fшlkсiја 

Е (:1Ј. ••• • .х,,) = (n+l) t 'z.rL c1jx i Хј - t xk 
1=1 j=l k=l 

1та minimum i za 

R~ = { V i t V i €. V , x~ = 1 Ј 
1msmo 

iz 

О bratno , ша koji gornji stabilni unutraSnji skup moze зе od

red1ti па ovaj nacin. 

с. Odredjivanje broja elemenata donjih 
spoljaenjih stabilnih skupova 

т е о r е m а 
za koje funkcija 

1ша m1nimum i za 

6. Za svak1 vektor iz 
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4. PRII4Ђ:NA PSEUDO-ВtЏ..ОVОG PROGRAl4IRA.NJA U PR013LEMIJ4A 
~RANSPORТA 

Egervary-jeva meto4a koja re!ava probleme transpor 
ta{~;J, [34]) sadril jedan nereien p:r:ob:1.em. Ovaj ј е problem 
kasnlje re!en ([67], [68]) pomo6u р.з~udО-В1110vоg programira -

nja. 
Problem је 81е(1е01: Data је jedn~ mat;r1ca 1 jedan 

stџp eleJDeJ1ata оте matr1ce kojl SU. ru;zr1ciran1. Svakoj vrsti 1 i 

.,akoj kolo~1 ј prldruien1 su poz1tlvnlbrojevl. &1 i Ьј • 

Proble. ве sastoj1 u odredj1vanju jednog s1steaa 

S = {i1 , ••• ,lp ,jl' ••• '3q ] 

04 vrna 1 kolona koje ъ1 pokrivale mщ-ki~anе 
аа kojl aark1ran1 ~oj (e1 .. en~) treba da 
пој vrs1;1 111 jednoj ko10n1)takO da је sb1r 

р q 
(14) ·F(S) = L а1 + L. Ъј 

h=l .. h k=l k 

JDjD1JDalan. Postoj1 а).е4,е6а teoreaa: 

Ъro ј ете (dakle 
pripada јеа-

!r е о r е Ја а 8. AkQ је (х"';., ••• х;) Е L~ ИlinЩal 
па taCS)ca pseUdO-1Щlоvе f'Unkc1je 

(15) 

gde ~e 

* Уј 8: (ј =1,2, ••• ,n) , 



1'~ 

lGS ako i ako *" вашо Х! = 1, 

jE-S ak:o i sашо ako y~ 
Ј = 1. 

м,а koja minimalna pok:riva.nja mogu зе odrediti па ovaj nE~ 

cin. Minimum funkcije (15) је jednak minlmumu f'unkcije (14) 
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11 D Е О 

r GLAVA 

PO~ 1?UN.A. KANON ВКА 1JISJUNКT IVN А. NORМALNA. FORl4A. 

I РОТРUПА K.ANONSKA KONJUN'ICТIVNA NORМ.ALNA. lЮDА 

u Г:твЈ 1 [65Ј de:flnisane ви s1.edece funkclje: Вulo~ 
va ~unkcija, pseudo-Bulova furikclja 1 fUnkclja 

(1) 

g de ј е Lз = {. о , i. ,1} 

L; = {cl1 , ~2'···'d.n)\ ~1 €Lз ,i=1,2, ••• ,n}> 

1 dokazana је sledeca lema: 

L е m а 1. Ма koja. Bulova :funk:cija., pseudo-Bulova 
-f":1nkcija i .funkcija tipa (1) moze biti predstavljena u potpu~ 
пој kanonskoj disj~ivnoj normalnoj ~ormi i u potpunoj ka

n~йskој kOnjunkt1vnoj normalnoj ~оrш1. 
Prosirimo de~inioion1 domen 1 skup vrednosti funk -

cije, tj.posmatrajmo funkclju 

(2) F : 

gde је 

(3) L p = {o,1,2, ••• ,P-lj , p~N , 

(111 Lp = {о, р:l ' P:l"···' E=i ' 1. Ј, 

Lp = { Во' в1 , • •• , Sp_ll, st & О ); 

N је skup prlrodn1h brojeva., С је зkир realn1h brojeva, 
S ј е neprazan. skup. 

Uved1mo: 



1 .. Re1ac1je 

_{lt 
- О , 

ako је 

ako је 
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" 2. Blnarne operaoije па sk:upu L2 jI u notacljl п U , 
date u tabe11 1. 

3. Blnaz~e operaolje п , ". , па skupu 

defin1sane 

aUO = OUa <= а. ј а..О 

(4 ') 
аИ1 ~ 1Иа. 1 а, .. 1 

'ј 

== О-а - v 

= 10)а - а-

t akQ 

" 
ма 

је 

је 

а Е З, О Е. L2 ; 

а Е , 1 €: L 2 ; 

, а.(ь.с) = а\ЈЬ::: bva, aV:buc) :: (аlЈЬ)Џс , а.,Ъ::: 

-= (а.Ь)*С , а· (bUc) = a·bL'a.,c ._ a'kfj Је a"b,ocS 

4" х:::: 1-:х, ako ј е х Е L2 Ii 

Blna:rne tlpe:t"acijb -+, - , .. 

1;icke operaclje. 

su obicne ari1;me-

NероsrеШ,'..о eй~aв ~lede6e relacije 

(4n
) 

11.1 u 
o!EL 

Р 

т е о r е Di а 1. Ма koja f'u.nkc1:ja 

F : Ln--;...S 
р 

аа promen1jlvlma X 1 'X2 ' ••• 'Xn шойе bitl predstavljena u 
potpunoj kanonskoj d1sjunktlvnoj normalnoj form1 1 u potpu

пој kanonskoj konjunktlvnoj normalnoj forml, 1;ј. 
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gde је 

(6) 

gde је 

а I ~I -/ =: F(r::tl..1 , d.. 2 ' ••• ' oL..-n } • 
<:>;"1 ~ D'--2' • ~ ф , Cx...n 

Dokaz ~ormula (5) i (6) оуе teoreme 

(4) , (4") i (4 t' ) ,. 
Neka ј.: 

t'J 

(7) 

{< (1' tr2 ,···, I{n)= 

bazira ве па 
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шај1~ V1.'t\:.l!10St nulu, овlш jedne, koja 
.kad.1':. је 

I iГ ,~..... I 
(;;>.- 1 = f:l 1 , (""'~2 ~: ~ 2' • • .. f ~ ~1 .' 

P:t'ema tome (7) svodl ве па 

Slicno, па osnovu (4) i (4') imam.ts d. је 

~;~ r ••• , ~ п) 

",- t"'n)-,'.' 2' • • ., 6, 

Dakl.e diзјunkсiјr: 

rJ." . ~i' r.
1 

:. \ .i .... '.? 1 I : 

.,. t 2 . v ••• ',ј 

па оаnоvч (4) .1 (.t.t), ·;';,.;i.ju vrednoat :)ed~1.r'" I.)s,im jedne koja 

lша ',;.,~ . ~·;.ost nula у.- ::'~,", '", је 

.-:,"~""j" tome (Р) вvodl ве ... ')~ .... .... _А ,ч, !-" .. _ ..1. ~ • 

vaze za svaki vektor iz L!l 
р 

, ра lmam.o 
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D8kle, dokazane su ~or~e (5) 1 (6) , tj. dokaza

па је tеоrеша. 

Nekaj е data t"unkcj,j а 

(9) 

gde је С . вшр rea1.n1h brojeva. 

т • о r е m а 2. Ка k()ja :funkc1ja :f t1pa (9) то

!е ве naplsa1;1 11 оЫ1lщ 

. (10) 

f (Х1 ' %2 ' • • • , ~) 

'gde је ~ jedan :f1ke~ran e1 •• ent skupa Lp ' . а ~1) 1 ћ1 
tu.nkc1je tlpa (9). 

Dok_ pro1z1az1 1а 

f <хз. .~ •• ..,x.n,) ~~ х~(~(Хз.'~' ••• '%1-1' ео!: 'Х1+1'''· .x.n,) -
- f' (Хз.,жг,··· '%1-1' (ь 'Х1+1'··· ,~») + 

+ f' (~'%2'··· ';%1.-1' ~ ,Х1+1 ,··· 'Xn) 

рriщеnоm 1ndukoije • 

. Ako 3е data :tunlcc1ja u obl1ku 

о (11) t (Х1 '%2'''.~ ,;x~.> := 

O~1I1 . ЈЈ. ЈЈ. ЈЈ. ( ) ~ а о • Х 1 х г ••• х k 1 , (а о 6 о) 
с,'6С 11 ,12 ,···,1k (1) 1112 1k (1)'O 11,12,···,1~(1) .' 

~оЫеш је 8veat1 ~e u ~tpunu kanonsku kOJ?junkt1Vnu nOrJl1al~ 
nц :forauili ~ PotPUAu kanoneku d1sjцDkt1vnu nor8lnu tor.mu. 

J'ek-. kOn'~~c1j а 
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01.. 

nе sadrz1 рrошеnlјlvе % Ј • Korlstecl relacj.ju 
ј 

~ ~ L ОЈ.. 
01 = 01 Хј = 01 Хј 

cI.~Lp oLELp 

1 re1aclje (4"), data f'unkcija oblika\ (11) зvоЫ ве u trazenu 

fOrJDu. 

L е m. а 2. imamo da је 

gde је (?> jedan f'iksiran element iz skupa Lp • 

Dokaz ве izvodi lш:lukс1ј ош .• 

Neka је data funkcija f u oыkuu 

:: 2т~. "" . xQ
. 11 qi2 qik (1 

(13) f (%1 ' %2 1 '" ој; 4> ;\! Х_ ) "'''1 i i %1 4 • • %1 
-п. i~l l' 2'·· .. '.1.k (1) 1 2 k (i) 

gde ј е а i i € с .~ q € N (Н skup priro d, 
11' 2'"'' о, k (1) .' jk (ј ) 1 

nlh brojeva). 

т е о r е m а 3. Svaka f·urШсiја koja је da.ta u 
obliku (13) moze ве transf'оrшiваti па oblik (lO). 

Dokaz ove teoreme prolz1azl па osnovu Leme 2. i re-
1ас1је (4"). 

т е о r е m а 4. Skup f'unkcija. f 1-

f' : L~ ~ S , 

~e ВuloTa algebra ako i вашо МО је SBu1()va algebra. 

Dokaz proiz1azl iz 

= u 
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u 
(~ ,~ , .. е .. ,~) € L~ 

gde је 

tabelom (tb. 2), gde је 

L5 
t 1 2 7,' 1 = о ~4"4,i,1 а s =f3,o, ь,а} ~ 

%1 Х2 X~ .f (Х1 'Х2 '%3) 
.Ј 

о О 1 2 

О 1 1 2 4' 
о 1 2 2 4' 
1 О 1 а 

'4 
1 

g 
О а Tabela 2. 4 

1 1 О Ь "4 
Ј.. 1 1 

Ъ 4' -4 
2 2 2 

Ъ '4 - "4 4 

Za ostale vrednostl lz L' 5 hnkclja :f jednaka је nu1i. 

Potpuna kanonska d1sjunktlvna norma1na :torm.a :funk -
С1је f је: 



gde ви И i • 1 . 1 (4'). operac Је z 
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potpuna kanonska kOnjunktivna normalna f'orma funk "'" 

с1је :r је: 



11 GLAVA 

JED!lA JiEТODA MIND4IZ.ACIJE JЮNКСIЈЕ 

:f : L~ ~ О 
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U radu [6~ data је metoda ва odredjivanje sk:upa ta 
~aka gde pseudo-Bu1ova ~unkс1ја 1.а m1n1mum (apso1utn1). 

u radu ~4] proeirena је metoda iz [65Ј аа odredj1-
vanje skupa ta~ak:a, gde fu.nkcija 

f : 

!ша ш!niшuш. 

U ОУОј glжvl g~neralisa6emo metodu (*) za odredjiva -

nje зkuра tacв.k!;J" gde f'unkc1ja 

(1) :f : L~ ~ О , 

Lp =-{о,1,2"нв!)Р--lј ~ (i11 Lp ={eO'Bl, ••• ,eP-l}' В1Е о) , 
• 

1JIа minimum (QРЕЮ! utni) G-5] • 
D е f i п i с ~ ј а 1. Taeka (~,а2' ••• '8n) zo

те ве minimшn,а (э.РSО"lutnо) МО је 

иа svako п (Х1 'Х2 ' ••• , ~) 6- Lp • 

Na osnovu Teoreme 2. GlaTe 1. fUnkc1ju (l) mozem.o 
p1sat i u о Ыlku 

(2.1) 

t 1 ("1'''2' • • • ,Ж:r,)= ~ ~ ~l) (Х2 'Хз " · • ,Ж:r,) +lIз. ("2 'хз ' ••• ,Ж:r,)' 
kC:L

p
_

1 

-
<*) ОТа metoda obradjena је u saradnji еа В. LatinoTi6em .. 
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SU iz L
2 

i zadovo1j avaju ив10уе: 

(1) ~Jli~12 ••• 1r+1= 1. 11.12·····1r+1~{k .j1.j2.···.jr~ 

-о је МШ G1=g~1) =g ~1) = ••• =g ~1) ~ О , gde је 
;)1 J r 

i2~1з -l. ••• ~1r+1 .. 

(11) Ui~12 ... ~+1 ~1. 11'12···· '~+1etk ·ј1';)2···· ';)r3 

ako је Rln Gl=g~l)=gJ~)= ••• =g~~) = О, gde је 

12 <.1з <:. • •• ~ 1r +1 • 

L е m а 1. Opite reienje sistema (3'.1) је obl1ka 
(5.1), gde param.etr1 zadovo1javaju uslove (1) i (II). 

Neka је (501) reienje s1stema (3'.1). Zamenom (5.1) 
U (:~'.l) dobijamo 

р-3 р-2 

+ L.. g~1) .2: [14in G1 • ~l) = g~~)..:: о] + 
k=o ';)1=k+1 

(6) р-4 р-3 

, + L g~l) 2_ 
k=o З1=k+l 



Neka је 

paraJlletri 

MiL. ех, 
Ј .. " . . 

) (1) il,i2t ••• ir+1f.{k,jl,j2, ••• ,jr{' 
ј\.. i 11 2 • • • 11:'+1 ' Ј 

anulirajU se па oSnvvu (I) , а proizvodi 

g~l) tin G = e;~l) = g~l) = • • • g ~l) = 1 Ј1 J r 

uvek su jednaki nuli, jer ako је g~l) I о , tada је 

~!in G = ~ (1) = g~l) = •• о = g ~l) = оЈ 1 -'k Ј1 Jr 

а мо је 

Elin G1 = g~l) = g ~1) = ••• = g ~l) == ~ Jl J r 

tada је g~l) = О 

3] 

~ 

= о , 

= 1 
" 

Ocig1edпo је е.а је re1ac1ja (6) 1эрunјеnа za svako 

a€Lp , jer nj;~ mozemo napisati u obliku 

p~~2 

2 
k=O 

gde је A~O. 

Obrnu-to, sistem (:;:1) ima resenja (5.1) .. 

о. x1 == О , tj '" x~ = 1 resenje sistema (3:1) .Za
~nom u (3:1) dobijamo 

(7.0) 
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1. %1 = 1 , tj. 

senom u (3:1) dobijamo 

resenje sistema (3:1). Za-

(7.1) g11
) ~2 ај gз1 ) , а f':Lp'"'t13 ~ 

ј 6 L
p

_
1 

itd. 

(7.р-2) р-2. %1 = р-2 "tj. xr-2 = 1 
(3:1). Zamenom u (3:1) аоЫјато 

resenje sistema 

g~:1 ~ 2 ај g~l) , а6Lр'~,.tР-2! • 
jEL 1 

р-

(7.р-1) р-1. %1 = р-1 , tj. Xl-1 = 1 

(3:1). Zamenom u (3:1) dobijamo 

Mozemo z8kljuciti sledece: 

А. 1. Ako је 

resenje sistema 

Мin G1 = g~1) <: о i gJl} < gJl} , ј Е Lp_1"- \.k} , 

па osnovu (7.k) lшашо 

(8.1) 

x~ = [JU.n G1 = ~ L. 01 • k Е Lp-l • 

2. Ako је 



(В.3) 

~ " IЛ~~~ ј2 [Мin G1 = g~l) 
, јј! ј2 Е Lp_1\t kj, ј1 <. ј2 

gde је 

ako је 

itd. 

р-1. &0 је 

Min G
1 

= g(l) = gl(l) = ~06 = g(12)~O , 
о . р-

па osnoVU (7. о) , (7.1), ••• , (7. р-1) 1шэmо 

(8.р-2) 

'xk - ) (1) r:1Т.t n G _ g (1) _g (1) _ _g (1) /ОЈ k""-', L 6 

1 - Jlkj1j28 •• jP-2 L'J...L 1 - о - 1 - ••• - p-2~ Ј' ..:: р-1· 

ј 1 ос. ј 2 ~ • • • ~ ј р-2 

gde је 

Iz ove diskus1je sled1 da па osnovu 

(е .1) , (8.2), ••• , (8.р-2) 

Ьато 
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.~_o da је x1 
:; p~l , tj. 

(с) 
k x1 = О , kEL

p
_

1 • 

Na оsnоуи А, В i С , tj .. па OSjlOVU (а) f (Ь) i (с) 

proiz1a.zi da је resenje sistema (3:1) oblika (5 ~l) " 
Ва osnovu Leme 2 G1ave 1. i relacije (5.1)jimamo da 

је 

L е m а 2 " .Akc relacije (5.1) zamenimo u (2.1) do

Ыјато funkcijuf:2 i' koj-Э,i~А:.~ zavisi od parameta:r>a .. 

Zaista, Za.!Jl'-<;.IН~Чl1 (5с,1) U (2.1) koristeci ь, imamo: 

+ ••• 

••• + g~1.) [JI1n G1. = g~1.)=gi1.)= ••• =g~:~ <о] + 

+ hl (Х2 'Х"···'Xn) • t 2 (Х2'ХЗ'···'~) • 

Poito funkc1ja f 2 ' па osnovu Leme 2o,ne zavlsi od 
parametara, mozemo uzetl Ы10 koje vrednosti za parame'tre • 
Zbog toga сето uzeti one vrednosti za parametre da relacije 
(5.1) budu najpogodn1je 1 zamenit1 1ћ u (2.1). Tada funkc1ju 
'f2 transform1iemo u oblik 
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Koristec1 Definic1ju 1., 8ko је (X2 ' •• o,Xn) mini

aalna tacka f1Щkсiје f 2 , onda је 

f2(Х2,хз,···,~)~f2(а,хз, ••• ,~) , aELp"tX2}· 

Na osnovu (2.2) i (3.2) је 

2 (x~_ak) g~2) (ХЗ'Х4' ••• '~):;;'О, a~Lp".tX21 • 
kE L

p
_

1 

gde је 

Uvedimo ~cije 
. (2) f k : Li х L~-2 4" L2 ' k € Lp_1 ' 

р-1 

q = 1 + 2 ~ (у-2)! • L- (k-l! (p-1-k)! 
k=2 

Tada је 

x~ = i ~2\ХЗ'Х4"" .xn) ~ [ш.n G2 = g~2) < о] + 

(5.2) + V ~2) [Мin G2 = g~2) - о] + 

+ ~~(л ~) .. . rJrU.n G
2 

= g(2) = g~2) - ... = g~2) <о] .;. 
1=1 '\ kJ1J2···Ji L k Ј1 Ј! 

ј l' ј 2 ' • • • , ј i Е Lp_1'" t k Ј ' ј 1.:( ј 2 < · · • < ј i 

+ 'u'kj ј ј rMin G2 = gk(2)=g~2)= ••• =gj(2)=~),kEL 
Ј-Т: 1 2····· iL ~1 i Ј р-

Param.etri 

--J~2) ,.л~:~2 ... 1r+l.f~:~2 ... 1r+l' r ,. 1.2 ..... р-,2, 



N а osnovu Lemei, ~ , 

;'"f <": ," -<i"::;; _~ о) 1. l..:'ri Ј .. а .~.~ Ј е 

Zamenom re1acij а (5" 2) u :ftШ.k,:: 1. ј Ј.. (:~ .. 2) , koriste6i 

LeJl1U 2. 1 LeJlu 1., dobijamo !'шlkС1.јu. Lj .i\.,.j~:d. ne zav1si od 

рзr amet a.r а. 

01је 

P.roduzimo postupak elim1nac1ja.promen1jiv1h,do ~unk 

:fn(~) = 2~ g~n) + hn ' 
k6L

p
_1 

gde su g~n) 1 hn konвtante. 
Na osnovu De~1nic1je 1., ко је ~ mlnimalna tac

ka tunkcije, onda је 

(3.n) 

gde је 

Kor1ste(Sj. (2 .. ri.) i (3.n) 1шато 

2 (7-;~' a
k

) g~n)~O , aELp"t~3 • 

k EL:r_1 

Uvedimo ~unkcije 

q = 1 + 2 ~ (у-2)! 
(k-l! (p-1-k)! • 

k=2 

raaa је 

~ = f~n) = [1Un Gn = g~n)«~+Y~n)~ Gn = ~n)= ј+ 



parametri 

~) (п) 
\lk ' 
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= gk(n) = g~n)= •• o=g~n)< 01 + 
Ј1 ;)1 Ј 

, ј1«ј2<,··СЈ<ј1 

k~L 1-
р-

'11 1z skupa L2 1 zadovo1j avaju иа1оуе (1) i (11) • 

B~ osnovu Leme 2. Glave 1. 1 relac1ja (5.р) imamo 

~ LO (п) xn = р-1 - ~ (p-1-k) 1 k ' 

kE-L 1 
р-

tj. 

(9.n) 

gde је qn skup pa:cam.etara lz L2 , koji flgurisu u (5.n)i 
zadovo1javaju us10ve (1) 1 (11) • 

Zamenom (5.n) u (5.n-l), dobijamo 

~-1 = ~-1(qn'~-1) , 

cde su qn i qn-1 skupovi parametara lz L2 , koji f'igurlsu 
u (5.п) i (5.11-1) i z.adovo1javaju uslove (1) 1 (11) .Dobijene 
relao!je (9.п) i (9.n-l) zamenimo u (5.п-2) ltd. Ва kraju 1-
1IaJao 

gde 8u skupovi parametara lz впра L2 ,kojl 



. 40 

tiguri эи U (5. п) , (5. n-1) , ••• , (5.1) i zadovo1j avaju uslove 

(1) i (11) • 

mU1U 

L е m а 3. Tacke za koje fUnkc~ja f 1 ima mini

zadovo1javaju re1acije (5.1),(5.2), ••• ,(5.n). 

Zaista, ша koja m1nima1na tacka 

(Х1 , Х2 ' • • • , xn) Е L~ 
funkcije f 1 zadovoljava nejednacine (3:1), tj. re1ac1je 

. (5.1. ј, te otuda proizlazi da је zadovoljena relacija 

(10) 

Kor1ste61 indukciju pretpostavlmo da зu zadovolje

nе relaclje (5.1-1), t ј • 

f 1 (х1 ,Х2 ,··· ,~) = f'i (Х1 '%1+1'·.· ,~) • 

Кмо m1n1malna tЗ9kа zadovo1java re1ac1je 

za svako (У1' •• о 'Yi-l) ; iz (10) proizlaz1 аа ova tacka za
dovoljava posebno relac1je (3:1), tj. re1ac1je (5.1) • 

Dak1e 

sto komp1etira dokaz. 

т е о r е DL а 1. Tacka (X1 '%2' ••• ,~)e. L~ za-
dovoljava re1acije (5.1),(5.2), ••• ,(5.n) ако 1 вашо ako 
је apsolutno mlnlma1na tacka .funkcije f 1 • 

Мiпiша1пе tacke funkc1je f 1 , па osnovu Leme 3.,za 
dovoljavaju relaclje (5.1),(5.2), ••• ,(5.n). 

POkaza6emo аа ви tacke, koje BU odredjene отош ше-



'odoIIL , minimalne t·acke. 

Neka su (~,a2, ••• ,an) i (e1 ,e2 , ••• ,en ) 
koje zadovoljavaju relac1je (5.1),(5.2), ••• ,(5.n) 

;по је dokazatl da је 

fl(~,a2,···,an) = f 1 (e1 ,e2 ,·.·;en ) • 

Pretpostavtmo suprotno, tj. da је 

41 

dve tacke 
• Dovolj-

Kako је pokazano u toku doka.za Leme 3., уай! 

ра эе relacij а (ll) muze napisati u obliku 

sto је Buprotno :; З. (;.п', • 

(12) 

р r im е d Ь а. Neka BU da>je iunkciJ е: 

,о., Funkcij а 

·~r.... х . ) 
.. ''''1 ' 2'···,Ј ··'п • = 

~..:.. 

.2. f'.; 

i=1 

d . п 
g е ви 3.! Е С , :.:A.l'>"~ .. · ••• ,~. с L.: 

. rodnih brojeva '. 

(12 ') f • тд ~ С • -ир , 
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вае је о skup realn1h brojeva,a 

Lp = tSo,Sl, ••• ,Sp-13 ' 816 С • 

Na osnovu Teoreme 2. 1 Teoreme 3. svaka :funkc1ja 
t tipa (12) 1 (12') moze ве nap1sat1 u oыkuu (2.1) • 

Prema tome, ovu metodu m1n1mizacije mozemo kor1sti
ii i za funkcije t1pa (12) i (12') • 
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1II GLAVA 

РЕ GEliER.ALIZACiJ.E Ра;:Ш;'UDО-ВULOVIН ЈЕDиАСIN.А 1 NEJEDll.ACINA 

u prvom delu ovog rada skl~lrane su neke metode za 

f
'.:.lsvanje Вulovlh 1 pseudo-Вulov1h jednaclna (. Rudeanu, Р. 
-'anescu) 1 metode resavanja jedna;:S1na, ~lja resenja pr1pa-

l~' ~u datom kona~nom Bkupu (8. PreS16). . 
U оуој glavl prosir16emo neke poznate metode za re

'
:.~anје pseudo-Вulov1h jednacina i nejedna~ina, 1 datl 
:оте metode Еа resavanje pseudo-Вulov1h jedna~lna. 

dve 

1. ~·os1renje metode za resavanje јеdnа~lпа,сlја ·re 

r.
,",nja prlpada:U konacno:m skUpu. ~ па resavanja nejednaclna 01 

.~ а re~enja pr1.padaju dato:m konacnoID, skupu. .' 
. . 

2. Proslrenje metode sukcesivnih eliminac1ja nepoz
iat1h prl resavanju pseudo-Вulovih jednaolna,-na шеtоdu suk-
~ . 

~esivnih el1minaclja nepoznat1.h, cija resenja prlpadaju datom 
)соnаспош skupu. 

3. Novu metodu za resavanje pseudo-Вulovlh јеdnасl
па, gde је zbir resenja makslmum (minlmum). 

4. Novu metodu za r~savanje јеdnасlпа сlја resenja 
.pripadaju dаtош kопаопош' sk.upu. 

5. Proslrenje Lбwenhеlmоvе teoreme za ВuloTe јеdnа
!ше ко је poznato jedno pa:c1i1ku1.arno reSenje. 

~lnа 1 

s1stem 

б. Ржоовпе,пје metode za resavanje slstema nejedna -
jednalSlna lSlja re~enja prlpadaju skupu Lp п " gde ве 
svodl па ekvlvalentnu jed.naCS1nu. 



1. Metoda resavanja nеј еdпаСir.:.а cij a.x'eSen.ja prlp,< '.l 

datom konacnom·skupu 

U radu [ја]' S.Rudea.1'1u i .Р. Iva..'t1escu dali ви шеtоdu 
resavanja pseudo-Bu1ovih nejednacina. cija resenja pripadaju 

skupu L~ Ј а u radu Q,.24J S.Presic аао је metodu re~;avanja 
jednacina сјј а: resenj а р:с ipadaju dаt?и konacTJ.om skupu. Ovde 

сета prosiriti metodu па resavanja·nejednacina cija resenja 

pripadaju datom skupu [47Ј .. 
Neka је S = {эо, 81' ••• ,8р-1 1 dat konacaп sktlp. IJe-

ka је 

(1) Ј : S ~ Е 

gde је Е._ 0,1 • Na skupu :> { } Е definisane эи :relacije 

Resavajucu funkciju 
, ~ 

;,' А (q , U1 ' U2 ' .... , U l)~::: Э, U . Е: Е, q G S ). 
~ р- l / 

definiserno 85 

(2) 

gde је k fO , 

А(q,k,u2 ,uз ,···,uр_1 ) = q 

А(q,u1 ,k,uз , ••• ,uр_1 ) =olq 

• • • • ~ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • Q О 

nije u istoj relac1j1 ~ ва 

и! ' U i 6 Е, q Е: S , 

f је- jedna od relacije ~ ~} L.. ) > , а 

0(: s ~ s 

(cik:lus) preslikavanje. 

О • , 
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L е m а 1. Neka је 

је f ~ ddna od relacij а '7 ' 
~ odredjeno је jednakos6u 

Ј (х) ~ О mogu 1а пе jednacina, 

~ , ~ , > . Njeno opste rese-

",;. 

х = A(q,J (q) ,Ј (О( q) , •• о ,Ј (о<. p-2q )) , 

lе је q proizvoljan element skupa S. 

Neka ј е q Е S • Uocimo niz 

Ј (q) ,Ј (о(, q) , ..... ,Ј (OL p-lq) 

prvi njegov clan koji је u relaciji f за о .. 

Neka је to Ј (OL i q ) ,? о ~ Na osnovu (2) i (3) zak1ju 

l1јешо da је х::: of.., 1 q resenje пеј ednacine Ј (х) f о • 

Neka је х reSel'lje nej.ednacine Ј' (х) ~. ..Ako u 

.) umesto q zamenimo х:; па osnovu (2) dobijamo 

!, (-У' Ј [ ... ,.) т (-1 "<1') Ј (_1 p-l",,) :; х 
.!">\. ','""1 \ ....... ,и 0<.0 "'>. , ..... , СЈ{; А .. 

8toga formula (3) daj<e вуа ]'>e~enja nejedrlacine Ј (х) f о • 

Eksplj.cltna forma funkoJ.je А 

Pl'ctpos"cavimo д.а зи u SkllIH1i. S \)Е 11"i:J'edene operaci-

4е + i- koje imaj11 slede6a svojstva~ 

0.,1 1'·0 О 0,0 О 1~ Ni .~ -. = , "-'.'#: 
:Ј ..!. :::: JL ft 

q--O = 0"'(1 .- () 1<;''1 ':1,. 
,. - .ч. о' 

-, 
.Ј- -- q , 

U+O - O+U - 1"" 
\.i '? (u б Е ". qf~ Б) " 

Dalje, uvedimo sledece deXinicije 

[xfOJ gg- 5°1 '1 t ,ako 

МО је 

х 

.. 

nije u relaciji f ва О , 

[х foJ ~ {оl јЈ 
, ako 

ako је :xfO 

nije u relacij1 s> ва О • х 



Jedna eksp1icitna formula funkcije А јь_ 

A(Q,U1 ,U2 ,···,UP_1 ) = @l f 6Jq+ @l fO] ~2g~(~q) + 

+ ~1 Ј> ~ Е2 ~ о] ~3 ~ ~ (ol2q ) + ••• + 

(,) + ~1S> ~ ~ ••• ~P-2 fj ~ ЁР-l ~ ОЈ (o(.P-2q ) + 

+ @l~ ~ ~25> ~ ••• ~P-2 s> ~ ~P-1S>.~ (~P-1q) • 

4б 

р r i m е r. Neka је S = Lз = t 0,1,21. а Е skup 
rea1nih brojeva 1 neka зи + i • obicne aritmeticke оре -
racije. Neka Bи~O , x1 ,х2 ~unkcije definlsane pod (4) 

Glave 1 • 

(6) 

Neka је Ј (х) ~ Osledeca nej ednaclna 

а хо + а х1 + а 2 -"'" О о 1 2Х ~ , 

gde su а1 Е С i х Е L; • 

Nejednaclna (б) је moguca ако 1 ·B~~O ako 

bar jedan koeficijent а! tako аа a-i ~ О • 

На osnovu 

роэt-:..јi 

2 

Ј (х) = .2 1 
:Је , 

1=0 

2 

~ (x)~oJ = ~ El~ о] x
i 

1.=0 

1 па osnovu (2), (4) 1 (5) opste resenje nejednaclne (6) је 

odredjeno formu1om 

х = (~0'0] r.aз. ~~ + 2 r.ao~ о] [8.:L~0] )qO + 

+ ([8.з.~о] + 2~~~ ~,O])ql + 

+([~~~ [Ao~~ + 2 ~~o] )q2 , 
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Resava.n.j е ј ednacine metodom sukcesivne e11m1nacije 

u radu Ј}.з1] S.Rudeanu је dao metodu resavanj а Вu
~lovih jednacina metodom sukcesivnih el1minacija nepoznat1h , 

а u ~7J P.lvanescu pros1ruje metodu па pseudo-Bu1ove jedna-

~ine. 

u оуош odeljku glave prosirujemo metodu sukces1vn1h 

eliminacija za resavanje jednac1na cija resenja pr1padaju 

skupu L~ G9J • 
Neka ј е f'unkcij'a 

gde је (x1 'Х2 ' ••• ,xn ) Е L~ ; С је skup real.nih broj ета. 

Problem је resiti jednacinu .,~ 

metodom sиkcesivne eliminacij~ nepoznatih. 

На osnovu Teoreme 2. Glave 1. svak:a ј ednacina (7) 
moze ве transf'ormisati u oblik 

(1) 
gde su 'f k ' (k=O , 1 , ••• ,p-l) , f'unk с1 ј е i t о 

f (1) n-1 
k : Lp -+ с , (k=O,l, ••• ,р-1) • 

Formira.1mo jednac1nu 

1 tranSf'оrщiSimо је u oыkk 
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~ (2) 
gde ви 1 k ,(k = O,l, ••• ,p-l) , ~unkcije ito 

St avimo dal ј е 

.! trans~ormisimo је u oblik 

p-l (3) 
~ k ' = L.. Х3 t k (х 4' Xs ' о о о ,~) = (8.з) О , 

k=o 

~ (3) 
gde ви 1 k ,(k = O,l, ••• ,p-l) , ~unkcije i to 

P.roduzimo postupak ellminacije do 

(8.n) 
p-l 

=2 k ~ (п) = о 
ХN 1 k ' 

k=o 

f (п) 
~d.e BU k ,(k = 0,1, ••• ,p-l) , konsta.nte skupa С. 

( ) n-i+l 
На kraju, za svako qi' qi+l ' • • • ,Qn Е L1 irnamo 



p-l 
~-

+2-
k=o 
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Гг: (i) '1 f
i
' 'rj (i) "1 k 

1"1 =01 L =0 q ј •• k-f:r-:-l .1, k+.r . ..1 i' 

,џе је 
'i;::J!'. 

!io) 
/ . \ 

(' ,Ј ј ...... ' , 
1 1," 

;}.. 

" ~ :,,~, ( 
'<..r 

,.. ,.: (- ".'1 ,~-l, -; -'. ') , " • • , Q"'l) , • • • , ХN (qn») , , '. _" (,., __ r, _ .. 

'" 
(1-: =: O,1,.· •• ,p-1) , 

( '-,,; ~,:аћi:!'[".lJ;;е i oduziD1a:nJe ро тоа. р) • +. , -: 

Т, е ы а х 
п 

;је resenje ~jcdnaci:r1e (8.n) 

вато гlсо 
p--l 
г-·
ј 1 

г, (:п) 
-"1" ' '(In) 

\ ~: 

(IIn) хn -- Х"" (Чn ) = 
.1., " 

л-'i .,.,.-
(р - .L +. Је) + 

11"', ... 

,1:;:';0 

'~~-1 ; '-~"~ 
.... ,. .... , "t': ...... -

= о 

р-l 
"'::---

'''. k "., 
~._. 

1\::=0 

t·· 
! " (п \ t ',{ I 

! ; k 
L .. 

gde је .-~ proizvoljan element skupa 'ј1':'. 

Ko!'isteci 

Г -'1 ~ ~.(n) \ f n (qn) = ОЈ = lr 
I k=o 

L p • 

= о] k 
qn , 

akoi 



( ol i q ) ј _ qj -. i 
п - п ' 

eksplicitna formula (5) зе transformise u (IIn ). Ociglefu~o 

је аа је jednac1na (8.n) moguca ako i зашо ako ispunj ava uз 

lov (In ) • 

L е m а 3.. (xi,xi+1, ••• ,xn ) је resenje jednaci
ne (8.i) $1 1 ьi ~n-l, ako i взmо ako 

+~(~ 
"\ 

6de ј е '-1:1. proizvolj а.."'1 element iz зkира Lp , а 

Ova lеша је posledica Leme 2. 

120 Leme 2" i Leme 3. proizlazi зlеаеса teorema: 

т е (\ r е :m а 1 • Ako је jednacina (7) moguca,onda 
је za avak:o (q~,q~, ... #; ,q~) EL~ resenje jednacine (7) odre-
djeno formulom: . 
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11) = 1,2, ...... ,n) • 

ak а· (О о о). .::1" Х· (7) < вratno , za ет о re еn;зе X1'X2'''''''~ Ј е (.J.!'.I.a\Jl.na ј 

lednosti (q~,q~, .... ,q~)€ L~ zadovo1jav-aju re1aciju (11) • 

10) 8U: 

Prema tome, resenja jednac1ne (7) па osnovu (9) ј. 

%1 = Xi(Ql,Q2,···,qn) 

%2 = Х2 (q2,qз,···,qn) 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

lIe su Ql,Q2, ••• ,Qn proizvo1jni e1ementi Skupa L p • 

Za р=2 metoda sukcesivne e1iminacije data је u ~1J 
Neka је ~cija ~:L~ -+ С , Ls =[0,1,2ј, 

шоgu6а jednacina. На ~snovu re1acije (4") i Teoreme 2.G1a 

lе I. !шашо re1acije 

112.1) 

E1imin1semo do 

f12.n) о ~ (п) 1 ~ сп) 2 f (п) 
~Jo +Xn(l +xn 2 =0, 

(је su Ј (п) 
1 i ' (! = 0,1,2) , konstante iz skupa СО 

N а о snovu Lem.e ,. iшa.mо 



~,j • 
'':':''\. 

ll; :11) 

Ј 
г "1 . ! ~f (п) С" ! 

О f ;:: .. i 
\ i О L.,. ,Ј 

I 

" 

gde је qn proizvo1jan e1ernent B~-:иpa L.-. • 

ZamenOlll (13. П) "1 (1') n-"') dobi -i ··-~,o '" \. _.'_. • .• 4... ,ј '. -.... ; .. 

2тета tome, па osnovu Lепе 3. imamo 
.' ___ ._ ••••••• "0 _"._ •••• ~ __ _ 

( ~ -.4') (n-l) _~ (n-l) ] ЈГ'- 'l[ 
xn_1 ==\.~,.I о == ОЈ 11 = ОЈ + 

(13.n-l) 

gcle 8и q q proizvo1jni еlэшеnti skupa L,% n-l' п ОЈ 

'"' ~ ,., 
'1 ,_. ' 

~l \/~. (,12 .. . 11. ~n-1" 
i 

• 



Produz1mo postupak. Na osnovu (10) imamo 

Prema t оше , па О зnоvu Leme 3., imamo 

[13.1t~ (1) 1 г. (1).1 ~ (1) 1 L (1) l) 
%1 ,,\[fo = ОЈ Lf 1 = Ој + 2 [f о = ОЈ ctl = ~ q~ + 

+ (~;l) = 01 + 2 ['f;l) = о] 8~l) = ~) qi + 
+(&~l) = о] [j~l) = 0]+ 2 ~ ~l) = ~) qi . 

gde зu Q1' Q2 ' • • • , Qn prolzvo1jni e1ementi зkuра Lз • 
Resenja jedna~ine (12) data зu re1acijama 

(13.n) , (13.n-1), ••• , (13.1) , 
оdnозnо 

53 



3. Jedna metoda resavanja pseudo-Bulovih jednac:.1.l1a 

gde је zbir resenja maksimum (11! m1nimum) 

Neka је 

m €11 
t:i

2 xE.ik (i) 
,(14) . .f (x1 'Х2 ' • • • , ~ ) 2 а! = Х! Х! ••• = 

1=1 1 2 ik(i) 

moguca pseudo-Bu1ova jednacina, gde је 

Skup В је skup resenja јеdnас1nе (14) 1 

~(O,O, ••• ,O) = О 

(111 l' (1 , 1 , ••• ,1) = о) ,t ј • 

О 

в = {(e1 ,e2 ,· •• ,еn ) I 1'(e1 ,e2 ,··· ,еn ) = оЈ)· 
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рrоыlmm I. Odrediti podskup А (111 А*) skupa 

В tako da је zbir e1 +е2+ •• o+en maksima1an (111 minimalan). 

Formirajmo pseudo-Bulove fUnkcije 

(15') (111 

gde је .. 
• 

Problem II. Odred.iti зkир tacaka iz· L~ za koje 
1'unkcija F (ili р'*) 1ша minimum, tj .. od.rediti 

(16) " 
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(16') (111 ~ = t е1 ,е 2 , ••• ,en ) I F~ (е1 , ••• ,en ) је m1п1muш}. 

L е m а 4. Problem I o је ekviva1.entan PrоЫеrrш 

I! . 
Neka је 

(17) (el,e2,···,e~) е А " (111 (el,e2, ••• ,e~) ЕА* ) , 

dak1e 

(18) 

рв је zb1r 

maksima1an (111 min1ma1an). 

Zamenom (е! ,е2 , ••• ,e~) u (15) (111 15'), па osnov,; 
(18), 1тэmо 

(111 

Na osnovu (19) m1n1mum funkс1је F1 (111 F~)' (, 

Prema tome 

Na osnovu (17) i (20) imamo da је 

(21) (111 A~~) • 

Neka је 

(22) 



i to: 

jer 

(111 

(23) 

(111 F ') 
1 1ша min1mum 

(О,о, ••• ,О)Е:В (111 (l,l, ••• ,l)EB). 

Onda 

Prema tome zbir 

је тзkз1та1an (111 mlnimalan), рв Ј е-

(24) 

Dak1e, па osnovu (23) i (24) 

(25) (el,e2, ••• ,e~)EA, (ili (el,e2, ••• ,e~)€:A*) • 

Iz (22) 1 (25) prolzi1azi аа је 

(111 ~ ~A* ) • 

Tlme ашо dokaza11 lemu. 

р r i m е r. Data је pseudo-Bulova jednaclna 

(26) 

gde је • 

56 
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Odi:editi resenja jednacine koja ima maksimalni broj 

jedi:!ii с а. 
Na озnоуи Leme 4. i (15) formiraIi1o pseudo - Bulovu 

funkci jt1 

Ј~1'Х2,ХЗ'Х4'Х5) = 

+ 6(2ХlХ2ХЗ+3ХlХЗХ4ХS+Х2ХЗХ4+Х2ХЗХ4+ 

+Х1Х3Х4+Х4Х5Х2) • 

Skup tacaka za koje f~cija F 1та minimum оахе -
djuje ве ро poznatoj metodi iz prvog del.!3. 

Funkc1 ј а F 1ша m1n1mum u t ackama: 

~ = (1,0,0,1,1) , Ш2 = (1,0,1,0,1) , mз = (0,0,1,1,1) , 

Ш4 = (0,1,1,0,1) , 

Prema tome trazena resenja jednacine (26) su: 

х1=1 Х2=0 Х3=0 Х4-=l x S=l · , , , , , 
х1=1 х2=О хз=l Х4=О xS=l • , , , , t 

х1=0 х2=о Хз=1 х4=1 xS=l • , , , , , 
х1=О , x 2=1 , Хз=l , х4=о , х ... =1 , • 
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4. Jedna metoda za resavanje jednacina cija resenja 
pripadaju da'!iom konacnom skupu 

Neka је Lp = tso,Slt89.,sp-lј , (8 i 6 С) dat ko
tie.cвn skup .. Dalje t neka је funkcija 

f : L~ ~ С , 

,ае је с skup realnih brojeva. 

proыmm је resiti jednacinu 

,,>. '.;::'·:·,Уи ~reo·.t·eme 2. i Teoreme 3. Glave I. jed:naci

IiU trF:L."1sf"o:cru.c;;emo \.l oblik 

{27 ') ••• 

Proizlazi sledeca 1еша. 
1=1 

L е m а 5. Jednacina (27) i jednacina (27') ви 

ekvivalentne. 

L е m а 6. Skup resenja jednacine. (27) је skup 

Neka је (e1, ••• ,en ) resenje jednacine (27) i neka 

tj. 

Како su jednacine (27) i (27') ekvivalentne,onda је 
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postoj1 jedna 1 вашо јеdnа kOnjunkc1ja u jednaCS!n1 (27') 

JO~a је raz~l~i ta od nule 1 to 

Ео' е' е.' 
е 1 е 2 е п = , 1 2 ••• п .&. 

.0 i вaПlО ako је 

Iok su ostale konjunkc1je jednake nu1. 

Prema tome, ako (e1 ,e2 , ••• ,en ) pr1pada skupu М-

'
Г.· је resenje jednaelne (27), tj. (e~,e2, ••• ,en)prlpada Sku
: Ln'\M. 
, р 

Prednost оте metode u odnosu па poznate metode је 

4~igledna u s1ucaju kad jednac1na lma mal1 broj nepoznat1h. 

р r 1 m е r. Data је jednaCS1na 

xyz + х - у - 1 = О , 

cde x,y,ZE {1,2} • 

Odred1 tl skup resenja .• 

Na. OSnOTU re1aclje (4") G1ave 1. lшaзnо 

х = 2 _ х1 х1 + х2 = 1 

(Ь) У - 2 - y'
l у1 + у2 = 1 

Z = 2 _ zl zl + z2 = ~ , 
'48 је 

={: 
Ј ako је а = 1 

а1 

, ako је а = 2 , 
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t
1 , ako је 

а2 = 
О , ako је 

а = 2 

а = 1 • 

Zamenom re1acije (Ь) u jedna~inu ~ а) dobijamo jed 

nacinu 

tj. 

хlуlz2+2х2у1z1+4х2у1z2+зх2у2z1+5х2у2z1+х1у2z2 = О о 

, 
Na osnovu (21), tmamo da је 

·.М = { (1,1,2) , (2,1,1) , (2,1,2) , (2,2,1) • (2,2,2) , (1.2 ,2)} • 

Skup resenja prema Lemi 6. је 

3 
{1,2J ,М , 

[(1,1,1),(1,2,1») • 



5. Opste resenje jednacine ako је poznato jedno 

partikularno resenje 
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L.Lowenheimovu teoremu 127] za Вuloye jednaeine 

proslrl0 је P.Ivanescu ~6] па рэеиао-Виl0уе jednacine. 
U ОУОј glavl prosiricemo spomenutu teoremu na јеа

naclne cija resenj а pripadaju konacnom skupu L~ ВВ] • 

Neka је (~l' ~2' ••• ' ~n) јеdnо partikularno re
senje jednacine (27). 

L е m а 7. .Ako ј е (~l Ј ~ 2 Ј ••• ' i п) jedno par
tikularno resenje jednacine (27), onda се njeno opste rese -

nje biti 

Jei = ~! §(Pl,P2'···'Pn) 1- о] + Р1 ~(Pl,P2' ••• 'Pn) 1-0]" 

gde је 

i = 1,2, ••• ,n , 

(Pl,P2' ••• 'Pn) proizvoljni vektor skupa 

На osnovu relacije (4") Glave 1. imamo 

x~ = 3~ §(Pl,P2'··· ,pn) 1- ~ + 

+ P~ ~(Pl'P2' ••• ,pn) f о] ,о<:.Е Lp ' 1=1, ••• ,п. 

Svaka jednaqlna (27), па osnovu Teoreme 2. Glave 1. 
moze эе transformisati u oblik 

~ . ~1 
= L f ( ~ l' 0(2'···' ol.n) x1 

( " Ј )""Ln 
"""1' t>L. 2 ' • • • '<Х'n t;;;:: р 

Prema tome: 
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I о]) = 

( 
ol.l Ј...2 t:l п r:: )1 

i:: <) f ( oL1 , d.2 ,···, oln) 1 i ~ 2 ••• ~ п ~ (Р1' Р2 ' • • • , pn ) FOJ + 
р;, ot..2 , ••• , oLn ) Е ~ 

..L 
~ п + 
п 

Ako је resenje jednac1ne (27), on-

1=1,2, ••• ,n ,ра tшашо 



tj. 

6. Sistem nejednacina i jednacina cija resenja 

pripadaju skupu L~ 

z 

Neka је funkcija 

f : 

skup celih brojeva, а Lp = {O,l, ••• ,P-l} • 

Problem је resiti nejednacinu 

Neka је А minimum funkcije f. 

Dalje, М = IА! (apsolutno od А) • 

Bro ј м pre dst avfmo 'и brojnom sistemu osno"e 

М ka.+ k-1a ' + о = Рк р:. k_1"1"· • о Р ао· 

Formirajmo jednacinu 
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L е 11). а 8. Jednacina (29) је ekvivalentna nejed

nacini (28). 

Neka је ( .. ..." ") 
X 1 , .. .. • ~ :."l..,.. f у. ~ .... • 'Yk 

... .1. Q 
је dno resenj е је й -

nacine (29); onda ј е 

f(xl' .... ",x~) = ~ (рОуо+офо+рkуk ) • 

Prema t ome ј е 

f (x1 ' •• ,. , x~) ~ о " 

jedno resenje nejednacine (28), tj. 
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(
.. 11 ") k+1 

pda postoji УО'У1' ••• 'Yk Е Lp ,tako da је 

Neka је dat slstem jednaclna 

{~O) f i (Х1 ' • • • , Xn ) = о , 1 = 1, 2 , ••• , m , 

tae је (Х1 , ••• ,~) € L~ , 111 

f 1 (Х1 ' • • • ,Xn ) + 1 = 1 , 1 = 1,2,.· •• ,ш • 

Formlrajmo jednacinu 

L е m а 9. S1stem jednacina (30) је ekvlva1entan 

!Ji4 jednacinom (31). 

На osnoтu Leme 8. 1 Leme 9. proiz1azi sledeca teore 

.а: 

т е о r е m 2. S1stem jednacina i nejednacina 

f i (Х1 ' Х2 ' • • • , ~) f i О , i = 1,2, ••• , m , 

Јае . ј е f 1 € {= , ~ , ~ , > , <} 
inl 

, ekvivaJ.ent8'Il је јеdnа-

р r i m е d Ь а. Зvма nejednac1na moze ве svesti 
.а nejednacinu tipa (28). 

Zaista, nejednac1nu f'(X1 , ••• ,Хn).(. о trans:tormii:Je-
)о u nejednac1nu f(x1 , ••• ,xn)+l~O , dok nejednac!nu 

\(Х1 '%2' ••• ,xn)~ О transf'orm1semo u nejednaCinu· 

- f (Х1 ' Х2 ' ••• , xn ) ~ о • 
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IV GLAVA 

.SFORМISANJE MAТR1CNE 1GRE U PSEUDO-ВULOVO PROGRAМIRANJE 

Dat е su matr1ce 

А = "1181j ll ' в = IIb1j ll ' (1=1,2, ••• ,ш),ј=(1,2, ••• ,n), 

• su 81ј i Ь1ј reВln1 brojev1. 

Neka је §» jedna: od re1.ac1ja ~,~, > , < Ј "', = 
_ka је с :t1kз1ran rea1an brOj. 

р r о Ь 1. е m 1. Odred1t1 зkuр matrica 

с = , (i=1,2, ••• ,Ш1 ),(ј=1,2, ••• ,n1 ) , 

~ = 1,2, ••• ,ш , nl = 1,2,~ •• f.n , .0 da: 

1. 1~ Skup ko1ona (11i vrsta) ID.atrlce С је pod
IIР unije skupa ko1ona (111 vrsta) matrica А i В • 

2~ Юvе ko1one (111 vrзtе) istog 1ndeksa matr1-
А 1 В nе mogu 1stovremeno bit1 ko1one (111 vrste) matr1 
С • 

11. l4atr1ca С iша Ьзr jedan e1ement u svak:oj ko -
lћ1 1 u svakoj vrsti u relacij1 ~ ЗВ. с. 

р r о Ь 1. е m 11. Odredi ti skup matr1ca 

с = Ilcijll ' (1=1,2, ••• ,ш) {j=1,2, ••• ,n1 ),n1=1,2, ••• ,n , 

'1 С = Ilcijll ' (i=1,2, •• o,~)(j=1.,2, ••• ,n)m1=1,2, ••• ,m) , 

А1со da: 

1: 10. Skup ko1.ona (111 vrsta) matr10e С је pod 
luр Unije SkuP8 kolona (111 vrsta) matrioa А i В • 
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2~ Dve ko1one (111 vrste) 1stog 1ndeksa matr1-
А i В пе mogu 1stovremeno bit1 ko1one (111 vrste) matr1 

с • 
II: Мa.tr1ca СШ ~ п ' 1ша ba:r jedan e1ement u вуа-

'~ kolon1 (111 u svakoj 1 vrзti) u re1aciji ~ за с. 
III: Da је П1 (i·11 ш1 ) minima1an. 

п: Da је zbir 

jn
1 

m 

2: 2: ICiel ~li 
е=ј1 1=1 

8J1imalan. 

Svaku matricu 

.о!ешо рrеdзtаv1ti pomocu ј ednog vektora 

{Ој! pripada skupu L~ Х L~ , .! to: 

l~ Х! = 1 , ako зu elementi iz odgovarajuce i-te 

tste matr1c'aJ "m х п 1 Вш х. п uzet1 u matr1cu C~ )( n
1 

• 

2~ Х1 = О , ako nisu elementi iz odgovarajuce 1-te 

trste matr1ca. Ат х п 1 Вш х. п uzet1 u matricu C~ Х n
1 

• 

. 3~ Уј = 1 , ako зu elementi lz odgova:rajuce j-te 

(olone matrlce Ат)( п uzet1 u matr1cu СПl:t Х. п ,dok еlе -
{enti 121 j-te kolone matr1ce Вшх п п1зu 1 uzet1. 

4~ Уј = 2 , ako BU e1ementl 1z od.govarajucej-te 
(Olone matrlce ВШ )( п uzetl u matr1cu Сш Х nl ' dok elemen 

{1 j-te ko1one matr1ce lt niзи uzetl. 
111)( п 

5~ Уј = О , аЕо n1su element1 lz odgovarajuce j-te 



"'~lone matrica 
Ј,О Ашх п i 
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uzeti u matricu 

Prema tome, svaka matrica је odredjena jednim vek-

for OIIl iz 
m п 

L2 )( Lз · 
Matrica tipa (1) odredjena је јеdniш vektorom iz 

tJ1
" L~ • ~2 Matrica tipa (2) odredjena је jednim vektorom iz 

~. 
Podmatrica 

J8,trice odredjena је jednim vektorom iz L~+n. 

matrice J\n )( п ' odre -Podmatrica Аш х n
1

, (n1 " п) 

djena је jednim vektorom iz L~. 

L ;~ m а 1. Svaka matrica tipa (1) 1spunjava иа10 
те 1 i II ako 1 sашо ako је 

;'jedno resenje skupa jedna<Sina: 

п m _ 

( 111 ) П (у:' + y~) == о 
Ј Ј 

111 п xt = о • 
ј=l i=1 

Ао Zaista, za svaku 1-tu vrstu matrice t1pa (1),~a 
10 da је %! = 1 , ра па оsnоуи 10, ,01 40 s~ed1 



1 = ~1jj> ~Y~ +~1j ~ ~ Y~ ,za ј = 1,2, ••• ,n • 

fteJlla t оте 

xt rl (1- [~j ~ ёЈ y~ - !!'1ј ~ <il уј) = О. za 
ј=l 

1 = 1,2,о •• ,ш , 
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В. Za sv8ku j-~u ko1onu ma~r1ce ~ipa (1) iшато da 

~e x~ + Y~ = 1 f ра па oвnovu ,о, 40 1 10 sledl: 

f&kO је Y~=l onda је 1= @.lј ~ <II XI za 1 = 1,2, ••• ,ш . , , , 

еЈсо је y~=l 
Ј 

, onda је 1= [Ъ1ј ~ ёЈ xi , za 1 = 1,2, ••• ,ш • 

Prema tome: 

za ј = 1,2, ••• ,n f tj. 

(4) i (YHl (l-[а1;1 s> c]~ + уј п (1- ~1j ~ ёjxi)\ = о. 
~=l 1=1 ј=l ') 

о. Da Ы jedna .a~r1ca tlpa (1) egz18~1rala, po~reb 
по је uzetl najmanje jednu vrstu 1 jednu ko1onu ma~rlce 

~~ п ' i11 jednu тr&tu 1 jednu kolonu aatrlce ВЈа )( п .Prema 
tome: 

(5) 
.. 

v v 
1.-1 ј=l 

111 
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m п 

f') П -п (1 2)_ %1 = Уј + Уј - О • 
1=1 j=l 

Iz (3) i (4) pro1z1azi da је dovoljno zadrzati вато 

(tdnu ocf jednacina 

m п 

П ii = о 
1=1 

111 П 
ј=l 

(Y~ + y~) = О 
ј ј 

Iz А, В 1 С pro1z1azi dokaz Leme 1. 

Postav1jeni problem I. svodi ве па resavanje skupa 

E 
.. 8dnaCina (I), (II) i (III), cija resenja pripadaju konacnoD1 

< pu L~+n. Ovaj skup jedna.e1na resava ве ро metodi sukce

'1vne elim1nacije date u G1avi 111. 

L е m а 2 о Svaka matrica tipa (2) ispun~ava us
~OTe I' 1 1I' МО 1 sашо аЈсо је vektor 

(Y1'Y2'···'Yn) (111 (%1,x2'··.'~» 

4edno resenje jednac1ne 

(6) i п (1- [а1 ;1 g €J Y~ -1}>1;J t о] Y~) = о , 
1=1 ј=l 

_11 

Ova lеша је poS1edica Leme 1. 1z (1), (11) 1 (111~ 

lа x1=x2= ••• =~=1, dobija ве jednac1na (6) (111 (6'» • 

L е Ја а :5. Svaka mat~·ica tipa (2) 1spunjava us
love 1 " 11' 1 111' ak:o 1 sашо ako :tunk:c1j а 



п 

(7) f (Уl'У2'··· ,yn)= L (Y;+Y~) + 
ј=l 

(ili 

m п 

+ (n+l) L П (1- [aij ~ сЈ Y~' - [Ь1ј s> с] Y~) , 
1=1 ј=1 

m 

f'(x1 ,x2 ,···,xm) = :2: (X~ + xi) + 
1=1 

п m 

+ (Ш+l) .2 п· (1- ~1j 5> ёЈ хј: - ~ij ~ ёЈ xiV 
j=l 1=1 

ima miIlimum za (Yl'Y2' ••• 'Yn )' (111 (Xl'X2'.""'~». 
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Neka matrica (2) 1spunjava us10ve l' i 1I'. Onda 

nс!. CH3HOYi1 Leme 2. (Yl'Y2' .... 'yn) (111 (Xl'X2' ••• '~» је re 
ЭеНј·а Jednacine (6) (111 (6'»). Neka је n1 (111 Ш1) broj 

јNli:п:l.са u vek-toru (Yl' У 2' • • • ,уп) (111 (Х1 ' Х2 ' • • • 'Хш)) : 'ta'da 
па OS1l0vt:t (6), (6') i (7), (7') а1еа! 

На osnovuIII' n1 (111 Ш1 ) је minima1an,tj. funk 

cija (7) (i11 (7'» 1ша ш1n1шuш u 

i. to 

(Y1'Y2'.o.,Yn) (111 u (х1 ,х2 ' ..... ,Хш» • 

Funkс1ја (7) (111 (7'» 1ша m1n1mum u 

(Yl'Y2'··· 'Уп) , (111 (X1 'X2 '··· ,~» 

(8) f Min (Y1'Y2' ••• 'Yn ) = nз. ' (111 f'(x1 ,x2 ,···,:xm) = m1 ), 

gde је n 1 ' п (111 шз. ~ ш) , jer је 

f(1,1, ••• ,1) = f(2,2, ••• ,2) = п , 
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f'(1,1, •••• 1) = f(2,2, ••• ,2) = ш) • 

Prema tome Ј (Yl'Y2' ••• 'Уп) (i1i (Х1'%2'.·. ':Iln» је 
_~enje jednacine (6) (ili (6'», а па osnovu Leme 2. matr1-
.Ъа (2) ispunjava us10ve I' i I1' • 

Lema 4. 
1 ', II' .; П' !оуе оо. 

у 

gde је 

(9 ') 

gde је 

Svaka matrica t1pa (2) 1врunјата us -
ako i аато ak:o funk:ci ј а 

ima minimum (У1 'У2'··· 'Уп) (111 u (%1 '%2'··· 'Хт» • 

Neka matr1ca t1pa (2) 1spunjava uslove 11', l' 1 
П'. Kako је па oanovu uslova l' 1 I1', odnoвno Leliie 2. ,vek-
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re~enj е jedna~1ne (6) (111 (6'», :tunkcija (9) (1Ј.1· (9 '» је 

(10) 

~l! 
(10 .. ) 

gde је 

Prema tome, 
Dlinima1an је. 

у = 1 
е 

Уе = 2 • 

zbir (10) (111 (10'»,па osuovu IV', 

Ak:o tu.nkc1ja (9) (111 :fu.nk:c1ja (9'» iша DdniJDum u 

(У1'У2' ••• 'УП) , (111 u (Х1 'Х2 ' ••• 'х.) , gde је 

(111 

1 П~ п. (1li Ш1 ~ ш) , onda 

m 

.:> Iс1е ! , 
1-=1 



~! п i~ 

'1 to 

jer 

(I.sto 1 

['Ы1n (x1,x2'···'~) = ~:2: Icejt), 
ј=l e=i1 

ako је 

ako је Уе = 2 , 

п 

L , 
. ј=1 

п Jtl 

f (1,1, ••• ,1) = ~ '> Ј а1ј' L .::::.-..-
ј=1 1=1 

п m 
~ ~ 

f(2,2, ••• ,2) '. 

fbij I = ,.,? ~ • L 
ј=l i=1 

za :f'unkc1ju f ') • 
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Prema tome' (Yl'Y2' ••• 'Yn ) (i11 (ХТ 'Х2 ' ••• 'Хт)) је 
resenje jednacine (~) (ili jednacine (6')), а па osnovu Leme 

2. mdtrica tipa (2) ispunjava ие10уе l' i 11', dok је па ов

novu (9) 1зрunј еn uslov IV'. 

Роstаvlјепi pr=>blem 1: svod1 se па odredjiva:Q,je sku 
ра tacaka 1z Lз+

П , Z8. КОје .funkcije (7) i (9) iщајU L1ini -

mum. bletod za odredjivanje minimuma ovih funkcija dat је u 

Glavi 1I. 

Primena 1. Пеkа ј е 

с = G '1'1 а .. 1"1 .1. Ј ј 
, 1=1,2, ••• ,П , j=1,2, ••• ,п 

matr1ca pridruzena ~rsrafu !}, gde је V = {vl,v2, ••• ,Vn~SkUP 

vl'hova grafa. 

• 



Problem је odredi t1 SkL1P podgrafova datog gra:fa~ 

Па osnovu Leme 1.. skup pod.graf"ova datog graf'a G ac,~" 

bija ве tako sto ве resi skup jednacina 

п п 

(1" ) 2 Х! П (1- [а! ј I ОЈ у ј ) = о , 
1=1 ј=l 

п п 

L у. П (1- [8ij f. ОЈ X i ) = о , 
;) 

, (II '1 ) 

1=1 1=1 

п п 

(1II н ) П уј = о 111 Г1Xi'-О~ 
j=l 1=1 

cija resenja pr1padaju skupu Ln +n 
2 .. 

Pr1mena 2 .. 

drtlzimo 1ш matrice 

MG = 
1 

MG = 
2 

Neka ви data d-v-a g:r.'a:fa 

lIaijll , 1=1'211· ... '11 , ј=1,2, о .. (,) ,Il 

IIbijll , 1=1,2 , $ •• ,ш ~ 
. . 2 .,.., 
J=1.~ ";,, .. :<1 . .1 

Zbir grafova G1 i G2 odredjen је matricom 

" 

P:roblem је odredi ti SkHP podg:ra:f'ova tako dobi~ienog 

grafa. 

Na osnovu Leme 1. skup podgraf'ova tako dobijenog grt~ 
fa odredjuje ве resavanjem. skupa ј ednaci.na 11; I!" 1 III" сјј а. 
resenja pripadaju Зkири L~n. 
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u G..ll] i [§9] postavlja эе i studira problem mini

JIlizacije strukture эета ва obicnim kontaktima (break-before

JIlake) ~ i11 за specijalnim kontaktima (make-before-break) pri 
real:a;j,j:ri :f:'о.х.lkо1.0n:I.эanјu, cije је aktiYiraIlje i deaktivira.."1je 

datr> ,.), ':';)~'1 PO!2#J.(~i..jf.: (tabela 1) .. Dakle t prob1em Ее sastoji u 

pronalaze:n.ju na,jprostijeg j,zraza Е ~ koji def'j"~lise f'1mkciju 

(1) 

t, "; (' '1 

gde '<', 
Ј .J~' 

~ .. 
,.ij~: ,,- ,~ 

~". 

(, ): 
,.,-' \1 • r э lЈ'3 

1 i о l~ :::: , 2' $' " ..1 .... 

.P:r>vi, рrоћl·еm~ Mi!limizacija broja kOl1takata koji figuri

Еџ. 1Ј. izrazu kojim је de.finisana funkcija .. 

Mi,n1mj.zaci;~je, "t)::t'oja slova sadrza.nih u nor-' 

ш.а.lnој disj11:v.lrti'Vnoj form.i .. 

JYl::1.niraizacija. lJroja kOnjunkcija, koje ве 

poj8."\71ju.j'u. 1Ј, normalrlOj disju.nkti'\:rnoj :for

Јој. '2 

S~ra, 011а trl ·~r.оћЈ .. еrr.~;z~. ~.>,\riEH1ena S'U па problem minimiza 

рsеџdо-ВulоV'ih f1mkci ј а .. 

1: о'Тој ~sla~rj .. рrоsiriсешо S"V'a, ·tri, problema ml1'limiza

cije р::сј теа.I:n.ОЉ fu.у.tkсiопisa:nј\.1. 1:'sleja ва obicnim i specija1 

niщ (:;lvл.:<m.еЙr10 ()'tvoreI1im i I10Jr.'1nalI10 zаtvоrеniш) kontaktima па 
is"с'П 1,"г·,+';'';'' '.,.;.~;'! ;Р;"I';:' С

Џ

'ј ie <3". e::>'1"·t"~v~·""<>:>·"\J·~ i de·aktiv-l' ..... Вnј·"" vrs"i ~~.. 1" ... ,.- >.1 ~ џ ......... ~ '.> ""'.' '0.,." <' ,",.",. '.;\.-:>. о • ..!.. , "S,><~ .,........ ,. . .L..I.. .-:; _ 

u :Р 'pozlci'}i~!!, ,""i~ .. (tl ., 
~..................; ! 

:Du.k.:le.~ stl:Id.i;;,·aCerrl.O р:ео1Йеm. odredjivanja najprost1-
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11 !z:t's.za Е , koji definise :funkciju 

f:> 
f • уР ~ L gde је L p ={о 1 ~ lJ .. р 2 , , p-l'·"· ;p-l~ 

'ifIpunja:v·a. uS'Iove postavljenih ргоЫеша. 
Neka аи 

t~:·::\,,~,,:,:~:;~ i Х n~rmalno zatvoreni kontakti ,montirani па 

'>гid.ru.;~Ј"mо tim kontaktima promenl,j J.iТe 

х , ciji kCi:f.t akt.i funkcionisu 

.А t (; 1 О х О 
1 1 '2 '2 , 

'., .... ,v~rlГ.;:·."~.t·"'·,·'~"~.'i....,~~a.~~~ 

• 
С'Г- I 1 О О хоа 1 1 О ~X: • .• 

ј 

I , 
~ .. '''''' , 

x-f S .r,~ 1_~ 

! о о 1 О 1 1 Х' 

ta.'bela 1. 

х О 1. 2 р-2 1 'р=! р-! ••• p-l 
_ .... '*"-=~~~ 

xk t].o 
.'<> 

t. 1-L е. ы,-2 E. 11 t.. 
1...1-. 

• •• 
1 

р-l p-l ],;p-l 

xk ~o е .. , 
€2 2 • • • E2~! €. 21 2 .Ј. 2 '-~l 

p~~ р-l 

" о • .. .. • • • • • • • • • • • • • • • 
.. 
• 

Xk tro t.. 1 €r 2 • • • E~ €.T1. r 

t 
r

p
_

1 р-l p-l 

tabela 20 
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u tabell 2 • 

.pk0 ј€. L p .. 

za svako i=1,2, ••• ,r 1 ва 

D е :f 1 п i с i ј а 1. Za konjunkc1ju 01 kaze
I da је t,kraca'l od konjunkcije Ој I U notaclj1 

• 0 su вуа slova sadrzena u 

Svakoj konjunkc'iji 

tCi ) ва osobinama: 

О! sadrzana 1 u Ој • 

pr1druz1mo prirodan 

a • .Ako је CiCC j , оn.д.аје ј. N(Ci)~N(Cj}. 

Ь. Ako је Е = CIV02V0f1oVGr 3 or.da је i 

N(E) 

broj 

*,eka ви vekt ori. ( Е;;;, ~. ~ : . ....!... Ё~~ L kolone .' lcl ' ...... '2oL f " ~. о ~ I.._· r "l .. Ј 0,.- ТЈ ' 

'atrice « E. ioL ) , 1=1,2, •• .,.,r .. ";(vE. Т,,_ Еа tabele 2. 
~ 

Formira:jmta 

r 

Col. =2 
1=1 

Jde је 

, ako јА ,-

, akc је 

Neka је 

(5 ) o~s;c~ i c;.4c~ 

duzina konjunkcije О' 
cl.., m1n1malna.~ 

Е. 
- k j" 

- о 

~:k. ~ 1, 
1. 



postoji 

tj. 

(, ') 

gde је 

AcL 

Т8 

т е о r е m 1. Za BVakU konjunkciju C~ iz (5) 

jedna :runkcija rL 
Х , ta.ko da је 

cl.. 
х = 

~ 
х = 

= (е! rJ-' Е.! r:L , ••• , Е.! ОЈ...)' 1~1.;~r, ј=1,2, ••• ,а. 
1 2 8 " 

Neka konjunk:cija c~ zadovo1java (5) i neka је 

= с' CI- l' ij~r , ј=1,2, ••• ,8 • 

Pretpostavimo da postoji :funk:cija x~ ,ta.ko da је 

x~ = c~ , gde је /6 1= cl.., 

i da је хР.Ј jednaka jedinici za vektor 

С' 2 с' 
Ј.. ~. 

"ito је u kont:r:aд.ikcljl 8а (5), tj. 

i 

Uvek postoji bar jedno вlото iz С6 da nije sadr 
~ano u Cc.l. , I~ 6Lp\ to<. Ј za вvako OL iz Lp ; ovo pro-
1z1aai па osnovu toga sto dve ko1one matrice аа tabe1e 2. nе 
'ogu Ы tl ј е dnake • 
" Metod u ~1~ i [69Ј vodi na8 do algoritm.a za odre-
t3!vanje svlh prostih implikanata date funkclje 
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!/Ilа vrednost jedan. Па osnovu Teoreme 1., Glava I, u kanon -
s}Coj disjl1nktivnoj normalnoj .formi .funkcije f figurise еlе 

J\entarna konjunkcija 

~k 
••• xk ••• • 

2~ P.retpostavimo da ~nkcija (2) ima s1ede6e kon 

,unkcije 

(6) • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

На osnovu (6) konjunkcija 

le implikant а g za С1 U С2 V •• о V СП ' t ј • 

ako 1 samo ako 

lfeka SПl0 u q koraka lskoristili 20 i dobil1 kon-

unk:cije 
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Kako ве medju ov1m konjunkc1jama nе mozemo kor1sti
ti 20, kazemo da је зkuр konjunkc1ja (7) skup prost1h iшр11 
}canata. 

L е m а 1. Ako зu 0i,Oi, .•• ,O~ proste 1mp1ikan 

te g konjunkc1ja 01'02' ••• 'Ое ' onda 

m е 

U 0;'- U 01 • 
1=1 1=1 

Da Ызшо olaksal1 a1gor1tam, pos~up16emo па slede61 
nae1n: 

, 

Qdredimo njenu tez1nu W(01) , gde је 

W(Oi) = 0(1 +с(1 + ••• +oI.. i 1 2 п 

i gde + oznacava obicno aritmeticko sabiranje. 

11. Grupisimo konjunkc1je 01 ро jedn8k1m tez1nama 
~ klase. Dve konjunkc1je jednakih tezina pripadaju istoj k1a 
aio 

IIIo Konjunkc1je oЪ11ka (6) mogu da ве traze izme
dju elemenata klasa sledecih tezina: 

1 2 р-2 
w, w + p-l ' w + p-l , ••• , w + р-l ' w + 1 • 

Neka је skup prost1h imp1ikanata g : 

dobivenih па osnovu 20., koji odredjuje izraz 

Е = 01 V 02 V ••• v о е • 
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поЫељ I. Od:i:'edit1 konjunkcije C~ , olE:Lp , tako 

. da је Ccol. ~Cc(. i С;. f;С("Ъ ako је о( Е Lp\ tr->3, ~€; Lp ' 1 

da је п(с~) minima1an .. 

Neka је 

т е о r е m а 2. N (C~) = е је minimuш, 

a.ko i вaПlО ako 

gde је 

i 

onda је 

а КО 

с' ol.. 

Neka је н(С;с.) = е minimum, 

с' OL 



onda 

Е· I ~2o(. 
~ , ... , 

12 

Prema tome, 

Neka је 

i za k = 1,2, ••• ,е-1 

tj. 

11 ne pr1pada U s~ , (Ъ е. L p'\ {~3 · 

Dak:1.e, N (о ~) = е је Dlin1шuш. 1 ОЈ C0cl. 

1 O~~Op , f.?>E Lp\ {Q(.3· 

Prob1.em II. Odred1t1 

S~ " u se~ /: ~ , 

~ E.L~ [ol. ~ 

82 



t.ako da ј е е mlnim.um. 

На osnovu Жеоrеmе 2. Prob1em 1 1 Probl •• 11 su 
епl v alentn1. 

Prema tome, ako је 

prazan skup za ПКО k~ е ... 1) а 

s1'U з~ 
~€.L~{o(~ 

n1je prazan, onda 1f(C~J = е za neko o(E:Lp • 

Prolz1azl da је 

а ~~ osnovu Teoreme 2. 

Ха = с ~ , % 1 = С 'Р--],1 , ••• , Х1 = Ci • 
р-о1 

], 

U [§i] S.Rudeanu 1 P.lvanescu.na osnovu х"'!. = xov %1 
d.ali su da Ј е 

sto n{1 y~'!};1 za Xr:L , CI... Е L p , ako. је р:> 3 • 

На osnovu Teoreme 2. lmamo da је 
. 1 

ХА = хоо , х2 = %00. х04 , %1 = 

tj. kao 1 u @9Ј , gde је 

• 

(о· 
Х ., 
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Uvedimo relaciju koja се kontrolisati broj kолtakа-

ta 

u konjunkciji C~ i (5). На osnovu (5') i Definicije 1. iша 

то: 

(9) 

gde је 

(10) 

Prvi problem minimizacije resava re1acija: 

е 

Н(Е) = LN(C d) , 
d:1 

Н(С d ) 
(о(.) 

H(C'~) Ud ,d=1,2, •• o,e 

broj а10уа u konjunkciji Cd oblika x d 

Drugi problem minlmizacije resava re1acija: 

е 

П, 
д. 

Н(Е) = '2 Ud , 

d=l 

broj slova u konjunkcljl 

• 

(1) 
+ ••• + Ud • 

Treci prob1em minimizacije resava re1acija: 

П(Е) = 1+1+ ••• +1 = е , 

tj. broj konjunkclja, gde је 

(10 ') 
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Resavanje ova tri prObleDa ~oze зе izvesti па na

. cin dat u @9Ј i to: odrediti jedan iZl~az Е koji zadovo1ja 
уа 

(11) 

(12) 

gde је 

АГ\В = ~ i N(E) ~ Ы(Е') 

za svaki izraz koji zadovo1java (11) i (12); N(E} Је 

definlsan аа а. i Ь. 

Оуај problem resava ае poznatim metodom 1z {§9Ј • 
N k ( ! i i) . 1 kt 1 1 sk е а зи x1 ,x2 , ••• ,xn ,~= ,о •• ,т ve or z ира 

А i 01,02, ••• ,Ое proste implikante funkcije 

(13) 

g (%1' .. • , %n) z {~ : 

ako је (Х1 , ••• ,xn) Е AVO 

а!:о је (Xl , ••• ,xn) Е: В , 

, C=Ln " (А \.Ј В) 
р 

i neka је matrica m Х е , «aij » t defin1sana ва 

(14) 

{ 

i i 1 1 , ako је f c . (х1 ,х2 , ••• ,хn)=1, i=1,2, ••• ,m, ј=1,2, ••• ,е 
aij = О Ј 

, za ostale vrednosti. 

Ма koji sistem prost1h implikanata 

.., 
biti okarakter1san рото6и jednog vektora (у l' У 2 ' • • • , у е) , moze 

gde је 

у. = {l , ako је 0iG S 

.1. О , ako 01 nе pripada S , 1=1,2, ••• ,е, 

nazvan karakterlst1cn1 vektor s1stema prostih tmpl1kanata g. 



8б 

Trazeni lzraz је 

[е је п = (У1' ••• ,У е) minima1na (aps01utna) tacka pseudo
:йоуе fu:nkcije 

е 

М > '2 п(сј ) • 

ј=1 

PreJВS toae: Ako је N (с. ) re1aclja (12') , onda (15) re
Ј 

wa prvl problem mlnim1zacije. 

Ako је N(сз ) re1acija 
'е61 problem JВin1m1zacije. 

Ak:o је N (с;ј) re1acija 
. problem minim1zacije. 

(10') , onda (15) resava 

.(9') , onda (15) resava dru 
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