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Predgovor 

Оуај rad је nastao kao prirodni nastavak mog magistar
skog rada IJMatematicki problemi optimall~e preventi уе i .ins
"Oekcije и teoriji pouzdanosti". U tom radu је obuhva6eno vi
~e poznatih i uvedeno nekoliko novih modela preventive i ins-
i:pe~(cij е. Sada' ј е paznj а koncentrisana па odredj eni krug рго
Ыеша optimalne ins~ekcije, i uzgred zahvacen jedan pogled 
па ргоЫете preventive. Pri tome је osnovni cilj bio da se 
glavni rezultati dobiju za sto opstije uvedene funkcije gu
bitaka i procese, а da зе pri tome nе izgubi od ef'ekti'ffio
sti, bar teorijski. U pomenutom mag.radu эе, nasuprot tome, 
radilo эа eksplicitno datim funkcijama gubitaka, sto је пај
ces6e slucaj i эа meni poznatom literaturom. 

Ргета toтe, karakter rada и odnosu па osnovnu ргоЫета
tiku је ~eorijski, i пе tezi za zavrsnim obrascima i upustvi
т~ za potrebe prakse. То пе znaci da оп пета koristi i za pг~~
kticnu stranu, јег izvjesna opstost daje mogu6nosti za sira 
tumacenja. 

Rad эе sastoji od uvoda i cetiri glave. U uvodu эе uk
ratko postavlja problematika i daje pregled onog sta је ига
djeno, ро glavama. Glave эи podijeljene па paragrafe, а ра
ragrafi па tacke. Numeracija formula је jedinstvena za cita
vu glavu, а Теогета i Lema za citav paragraf. Pozivanje па 
formulu (.26) znaci pozi уапј е па for11lulu (<'6) iz iste glave, а 
IIf1&) па formulu(1~) iz glave II. Pozivanje па 12еогети /Le-., 
ти/ 2 .. znaci pozivanje па T./L./ 2 .. iz tog paragrafa,~ T./L./ 
3.2~ па T./L./ 2~iz paragrafa 3~iste glave, а T./L./ I 2. 1-
па T./L./1 .. iz paragrafa 2~glave I·. Slicna pravi1a vaze i za 
pozivanje па odredjene tacke ili paragrafe. Na zavrsetku do
kaza ili nekog posebnog razmatranja зtаvlјеп је, obicno,zn-

-п- , 
a~ ,. • . 

Sto se tice 1iterature, knjige se,uglavnom, oznacavaju 
slovima а clanci Ьгојеуiша. . 

N:a kraju zelim\da эе zahva1im svojim rukovodiocima i 
profesorima stevanu stojanovi6u i Zoranu Ivkovicu bez cije 
pomo6i i sta1ne podrske оуај rad пе bi bio gotov па vrijeme. 

·Мај 1976. 
Beograd 

D.B. 
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·u v о D 

1. Оэnоvnа figura u radu је nenegativna эlисајnа ve1icina 

Х , эа osobinom P(X=O)~1., -da bi эе izbjegle trivijalnosti. 

Kroz citav rad эе Х posmatra kao vrij ете rada bez kvara игe~,: 
dj ај а .uk1jucenog u nekom niomentu ()- ~ о • Тај rad эе posmatra 

па interva1u CO,--tЈ , -(-~ оо .Posraatra эе takodj е i rad niza 

uгеdј ај а X.i..' X.<'~, ••• koj i эи nezavisni i эа istim svoj stvima 

а ukljucuju эе jedan роэ1е drugog, sve dok эе nе dostigne тао

menat i: .Pri tome эе zadaj е :funkcional 'к {Х / Qi-)::РО,gdј е 
ј е фt takozvano pravilo inspekcij е /preventive/,i trazi эе 
takav r/{'*', da је /<(Хј Ф"1...) ~(tJ.k(х:; tJ-f) • . '- ф-/; 

Na primjer: Rad uredjaja Х moguce је osmotriti u izolo

vanim momentima vremena 0< ':11 L. У2. <.. --- < t: '= <::>о • Zelimo da 

utvrdimo sto tacnije momenat otkaza Х .Neka svako posmat

гаnје kosta ~ а vrijeme provedeno u kvaru do momenta otk

rivanj а а. u ј edinici vremena. Tada ј е ocekivani gubita~ 

k{ Х / Y-t, ~2,. Ј·- -) ==. E:.L-:.е.N (Х) + а( У,џ(х) - Х )1' }Ј.,/.12 / - - • Ј I 

gdj е А/{Х) predstavlj а Ьгој izveden:ih ргоУј ега, )А;о<) тоте
nat otkrivanja otkaza,NfX}c-f."f,2,--.} 'УМС>') ~{y.,,':t-2.J#.-t • 
Ovakav model эе nајсезсе i.koristi и literaturi, pri сети эе 

za !Ј l' ~ 1.1--· ili Ft-:c) ::::P(X..:..~) mogu .g.ati neka ogranicenj а. 
U ovom radu је ucinjen pokusaj da эе ispitaju :funkcije 

"gubitaka rr k(X; Q&)opstije nego sto'je оуа, иргауо opisana. 

2. Literatura koja эе koristi u osnovnom dijelu rada је 

[~PJ,koja ustvari predstav1ja preg1ed 'onoga sto је uradjeno 

и oblasti teorije pouzdanosti do 1965, а sta nаэ interesuje. 
Ыогато reci da ј е оnа ipak эато IPdsticaj za ргоЫете obradj е

nе па ovalcav naciI}. Kasnije 'је izaslo vise radova, a1i najbli-

zi nата эи radovi 8еiGhеti«,r~1-f10] • stvar је и tome sto 

ј е obi1j е mode1a koj i эе primj еnј иј и ј ako ve1iko, ра эи pri-

1azi raz1iciti. 

Osnovni matematicki aparat koji эе koristi ви elementi 

teorije оЬnаУ1јаnја i dinamickog programiranja.Pri tome эе 

таnје koriste эате idejne strane din.prog. /nа рг. princip 

1 l 
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орtiшаlnоsti/ а vise tehnika rada. То ј е moguce z,bog aditiv-
" ' 

nog oblika funkcija koje Бu u pitanju, ра zato nije dat пе-' 
~i poseban uvid u din.pro~. B~e sto se koristi, jasno је iz 

sa11log teksta. 

I \ 3. Dacemo preg1ed rada ро glavama. 

I 1. Ти эе definise prosti ргосеэ obnav1janja /РО/ preko -niza,neneg. neza.visnih i. ј ednako.rasporedjenih sl.v. Х.:/.. , 
Х2 , •.. i daje pre~led osnovnih svojstava. Izvode эе formu-

1e za Е SA/(",-) ,EX)./(f:-N-.J. ,HIi-I-~/-.fII&) ,'HfJ = /;/{/(t) - funk

cija obnav1janja, da bi эе uporedi1e эа ana10gnim formu1ama 

za procese koji эе uvode u paragrafu 2. Pri tome je,izmedju 

osta1og, dokazano 

Х -{~ 4-F/~)7 
Е A/{t-)+~? L-' Ј _ 

~ 

Da1j е ј' е эато pokrenut ргоЫет ispi ti уапј а sl. у. !V(T):.:: 

- 4lЦ/Ј{и. ~O i Sи'<' тј gdj е ј е т sl. у. n"ezavisna od .X-t, Х< ' ••• 
Ukazano је па mogucnost primjene u okvirima teme rada. 

~ Ти эе 'za prosti:PO X.t.' Х2 , .... uvodi ј edan novi 

ргосеэ posredstvom sl. у. у (Х ,+-) , () ~ у{х, -1-) L -t- tako da 
је 

sto predstav1ja odredjeno uopstenje ро. Ovako uveden'proces 
ima dodirnih tacaka sa procesima regeneracije [5] ,a1i 

эе time ne koristimo neposredno. Od interesa ви razne ve1i-

cirle vezane za ргосеэ 2-:Ј.. , -2-~ , ••• Na prim. 

,А.1 fr/-t-):.-:- ~fO ~ (.·~O ; ~1~JJ··...j. 2-,-/'f), z- J:f оо I c.t:: -6, 

sto odgovara Ai(~) iz predhodnog paragrafa. 
Koristeci funkciju &(-2,.-?),:: Е H(r-/~) izvedene ви for-

mule za razne raspodj ele vezane za ргосеэе -21. , -2.z ,... i 

ирогеајепе эа odgovarajucima § 1. Na primjer, 

Е 5/ЧГl,-t)-I-1. ::= ()-:ttt) ..Ј- {о
:;;' f.4 (i-UЈd &.iИI+) I 

O~./i:) = Е ?:,,(t), ana1ogno poznatom identi tetu va1dal( 19 ). 
Odat1 е эе, pored о sta1og, pod us1ovom () ~ х ~ у! Х/ t:-) i Х 6:. i: ., 
dokazuj е analogon e1emeni~arne teoreme obnav1j апј а: 

"&>VIA- 6-161 -1-} -=- ~-_. 
-i; 

I О'",(со) = ~А,-и U.,It-) " 
'6->'-~ 
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Ovako uvedeni procesi se kQriste u glavama III i IV. 

11 1. Ти se definise osnovni problem inspekcije uredja-' 

,ј8'Х • Uvodi se momenat otkrivanja otkaza у , y~x , 
. pri с ети ј е zaj ednicka raspodj е1а za Х i .у , ро вта trana 

/' па [O,-t7 ,t..( оо , Ft(:J(!,~). ђ;(х/ос) =- Я;е) se smatra poz

natim. Osnovni problem је sledeci: 

Zadatu funkciju gubitaka сех ЈУ ;;;.) i klasu 1-/; 
treba odredi t i оnо F-f-"* б 1-1; da ј е 

Е.С(Х, У/Ft-К-) = /[.Ц.ЕССХIУi'F~) .. 
fi ~ 1-/; 

" , 

Da1je эе razmatraju razni primjeri i mogucnosti za-da

уаnј а С (Х I У / Fc-) i 1-1 рС '. Za neke specij а1nе эlисај еуе 
эе izvode i krajnji rezu1tati. Zatim эе diskutuje о suze
nји k1ase У{ш-) па k1asu YtXIt.v-,;) specija1nog oblika, о 

сети se detaljno gbvori и § 2. 

II 2. Izucava se' k1asa У('I.) oblika 
\А-.l 

'у ( )().:::- Z 'Ј t<+.L. I { ~ к ~ Х L :t Ј<..Ј-.Ј.} -+ -f II.. Х ~ :Ј yt Ј 1 ~ ~ оо 
~=-o 

, u ozna'ci ['!:Ј] VI i1i [}ј] , 
zadati niz brojeva koj~ эе naziva planom. Uvodi se funkcija 

gubi taka С (Х I ~., I _ •• / ~щ~):::' e(")(,f~],-I-)U opstem obliku i raz

matraju neki njeni posebni slucajevi. Као najprostiJi эе 
јаУ1ја V'L 

С{ Х ,1:':IJ
1 
+) - L. [.:e..C/<.-I-1) + а -( .Y~-I--.J -X-)]I!)i< .f..X' УЈс.ј.Ј.Ј + е?(УЈ+1)Т <X~!r-

~=o 
'\'\а pf"<. 

Bei. c-te l t F.'-ruvodi funkciju д.О<:.+1) 1- o-(J~.J..L- Х) I :JI<. ~ Х L.. ~J<..J-..L 

gdj е ј е (}-(х) neprekidna i monotono rastuca , ()-!о) =:0 • 

Da1je se definisu ve1icine vazne za odredjivanje opti-

ma1:ilog р1аnа kao sto эи 1< (~,C,;;/7J",T) = EC{X,L}i7,/,f)I1X~)j; 
() ~ d ~ :Ј -1"' .•. ~ 'ЈЈ L.. -t I 

.1< ",-( 'Ј (t) = л~Ј k (Сј , с ~7JA, -I-) /<.1':1, -С-) = /l'iл./-f f:::.1 ~l С ~7j I ~) I 
, r';i7i / O~J~V' ' C':IJi,()?.J~ QO 

i ispi tuj u оаnоvnе veze шеdј u nj јта. . 
Dokazano ј е da pod izvj еэniш uslovima Kt'L (':J,.?)-?l- J«:J,I:) 

и...-:.) оо • /Теогета 1. / 
Da1je эе dokazuje Теогета 2., koja ае bavi postoja

nјет optimalnog plana. Njeni uslovi mogu izgledati'dosta 
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obirnni, a1i zbog opstosti formu1acije i mogucn o8ti P08tO
јаnја beskonacnih planova, tesko ih је izbjeci. Morarno 
~riznati da Теогета 2. ima vise analiticki nego probabili-

sticki karakter. Ipak, kako se to vidi iz kasnijeg, zbog 
;\re1ativne "prirodnosti" uslova, mozo ве primijeniti па si
ги k1asu modela. " 
1I 3. Ovdj е se konkretizuj е funkcij а gubi taka С (Х I ["d"Ji--t) 

- .... ~ . "'\-

p~"'eko funkcij е C{Q}, '4 I '1-,Ј) I О, X"~ ~ I --:t.. s: (.~ ~ i dobij ај u 

relcurentne formule i funkciona1ne jednacine za funkcije_ 

k i,\ (':Ј ,-6) i k-'/~,-t-} -i.. neke novouvedene kl~ilh'it); I</I~-t), 
tipa 

\<. с:: ci +:Ј.. ( ~ ,+) .::: /l.-Vvf ['fl Ј/, Ј1"1, (~J) ~1<i+.Ј.,ј 1~-fI -1)] .1 

'd '~'1~-t ._ 

gdj е ј е к; I ':jl't-):::.. kJ-/јј,-с) а 1<'! (~, -t- Ј ве гасunај и 
preko k..e.i'1H .Takodj е se razmatra postoj аnј е optima1nog 

p1ana primjenom Теогете 2.2. i slicna pitanja. 
Da1j е ве i8;i tuj е funkcij а С {-;е", ~ I --i~ и Ј -=- С ('9(!,;ј I ј) 

i dobij ај u odgovaraj иса ирговсеnј а, а pos1e:i. С('Ј(!, }Ј, i) ::: 

..:;:- (!-! + c.ra:., !;ј) • Ти эе па рг. dokazuj е da ako с{ ;е, ';ј ) 

zadovo1java odredjene uslove, па interva1u E~/~] nе tre

Ьа vrsiti nikakve provjere, еет u tacki 1:: , ako i samo 

ako ;ц 

5 [C{';x?,-f) -С(?е,'i!t.)]оIFСr) ~ e[-1-I=IY-1)] I O~:J~ '1-1 ~ t- ~ 

I1 4 о Ovdj е ве razmatra sll.icaj i-:::: ос> .sada se ро-
stav1ja ргоЫет da 1i za dati р1аn С':ЈЈ ,Е.С{)(,СIJЈ) <С.?О 

. i1i nе. Na \pr. pokazuj е ве da za slucaj f..Jlnkcij е C(?<.3IC~J) ~ 
ЕХ<-::::- -е. ·(k.+1)..;. С/.- ( !J~~J.. - .r ) ,::tk. ~ Је ~.1;:;;:nij е neophodan 

uslov postoj аnј а plana [-~] takvog da ј е 1= ('(~ I [~{]) < ~ 
a:J:i- аа" postoj е i raspodj е1е ва Е. Х .::: с:><' kod koj ih za 

svaki plan [';Ј] vazi Е ('(Х,Е,:!]) = оо ,sto znaci da sva-

ka :funkc~ja С nije primjenljiva и svim situacijama. 

Dalje эе za specijalnu klasu funkcija С izvode 
funkciona1ne jednacine, slicno kao и § з. 

11I 1. U ovoj glavi ве proucava inspekcija ва obnavlja-

nј ещ, tj. па ostatku vremena -i - Y{X-f,-t) ве ukljucuj е 
uredjaj Х2 ,koji ве kontro1ise ро pravilu Y(Xz,-t:-У('Х-flI:ЈЈ, 
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zatim )<3 ,itd. ·8уе dok 8е nе d08tigne momenat -с . 
Time 8е problem 8vodi па proce8e koji 8е izucavaju u I2. 
U knjigama 8е moze na6i model koji ima neke 81icno8ti 8а 

'·nasim. Тато ј е ~CX,t) -х еl.у. nezavi8na od Х ,tj. 

i\zadajU8edvapro8tapO XL , X~, ••• i' ј"1' У1... , ••• 
pri сети ј е u nаэiш oznakC3.ma 'Y(Xf/i-) ~fL.(л.t\.( (X1+Y.,/-I-f, i sl:i-

спо dalj,e. Znaci da ј е У., kasnj еnј е kontrole posle 

otkaza. /vidi [ко] gl. V i [6- Sg] gl.1tI/ • 

Ako 8е sa k})lt) oznaci ukupni ocekivani gubitak 

па [0,-1.] ро pravilu у i ва ~~) ocekivani gubi-

tak od posmatranja prvog uredjaja X~ ,pokazuje 8е da је 

k.y ~ ) = <Ју Li:-) +- ~oi- /::.~ It--u) d фttl,-t) .:' 
" , 

i G defini8ane u 1 2. 

Dalj е 8е uvodi 8pecij.alni plan kontrole 
t>O 

. ::Ј(х ,./:) = {;, S~(,,")I {S~~({.)~ х ~S;:.rI)J+i.I{ Х ~ -1) 
, 

gdj е аи ) О < S~{t) .t:, SKi-~ Њ) ~ -1- , date :funkcij е. 

111 2. Z'a klasu )f (Х, + ) de:fini8anu gore i funkcij u 

gubi taka uvedenu preko ~ (ХУ I t;/ 1 1<) ,~ ~ ~ ,-:1. ~ К' I 

se dobijaju osnovni rezultati. U 81ucaju с,( ::1..3, ~ ,К).= 

.:= с.(:х::Ј, ~) + 1<-в. ае i.zvode rekurentne formule i funkcionalne 

jednacune potrebne za dobijanje optimalnog rijesenja,tipa 

Ki'bl. (7ј-Е) ~ ~Ч- [л IТ, ЦЗ +~(7,й) k..i.-10, -с-ц} + ~/ltI,-I}] , 
Т<:и6-С 

N.eformalno receno" КЈ'(Т, ') pred8tavlj а min:imalne oeeki-
• 

уаnе gubitke па r т ,i7 ,ро planu ва najvise ~ provj е-
ra, ~·",oo , А , В poznate :funkcij е. 

Dalj е 8е za 81ucaj -t. -== со ,pokazuj е da ј е 

'. 

k . = ~iил Ky/-t-J = -<Jyloo) , analogno I (2.й) 
у -C~OQ -(; ()-уlОо) I 

<Ј v ('оо) =- -~l1Лл /Ју (t-) I ()''у (оо ) :::; D-( (00) d f' . 1 2 2 
ОЈ -е ._> оо ОЈ . е J.nJ..sane u •• , 

sto 8е obicno· uz:ima kao osnova za nalazenje opt~alnog 

plana па СО I CQ) • 
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?::ciri1ije-'c:i.r:10 аа 111etodi glave IV daju mogv_cnosti Z2.. 

ispitival1ja zгA2..vanj ет specij а.1Iliћ f1.:'lдk-

cij а [~ubi take. i v-:csta planov8. ins:pe};:cij е 03 То ее ovclj е па 

radi јет bi suvi~e odvelo u ~irinuo 
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I Teorije obnavljanja 

т 1" Еlешеr,;."t:i. teorije оЬпг.vlјаl1.ја 

1 .. I\Tiz nenega-'civnih, nezavisnih i ј ednako raspored:j 6-

n~b slu~ajnih veli6ina 

( ) \/ \/ \/ 
1// Л;/ I Л 1 I ј\.::- Ј - - -

зе IЈдzi уа jpx'osti/ ртосеа obnavlj апј аl РО ј [~J • N"eka је 

Uelc8. ј е 

....... -Ј- х-(,. I /=1/2,---

P:-coces ве ponegdje naziva proces оЬпа-

vlj г.nј а [F Ј .. 
А1:0 ј е /~/) 

\~ 

ве n~~iv~ opsti proces obnavljanj2. o 

:03. Г::С'осев nе bi -bio tr'i vij аl2.n, pred.po stavlj ато r.!.ade..

lj е da. ј е 

1) 1\ 
\."-;ј 

0("'/ . == ип)\ - ;-I-( ЈОI \ ,/ --1 /ОЈ--=. /1, 2, __ . 
1 '- /\ / - L Ј '/ - .-Ј_ I С- ~ ~ , 

је F-(+()) ::::- О .. Frеша torae 

{= 1.2/'" , . 

Slucajne velicine Х'lIХ2..I--· ае mogu shva.-'citi 

1-:ао neprekidna vr'ешепа :ег.аа 0.0 kva:ra neza.viSl1.ih ured.j г.ј э. 

,/ ~/~ , 
'Сј 



(,ј.) . 
\ , 

su 

(Ј) 

(0\ 
I....J) 
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, оа рб5еtkа pro-

I I ' 

/J~'~; :: т (5/..-
-L- l 

zadnj~ mo~enat obnavljanja па &,i) 
SNlf) t S..v(+)..J.l : 

i prvi па [-i, Оо) 

оо 

~ 2. X~I1S'~~i} 
(,.,.=1 

za njih vazi relacija 

(1 О) S/oJ!:::) < -!: ~ S Nc-t) + 1. = S N&::) + XN(t) +-2.. 

Slucajna veli5ina Л/(-t.-) ј е konacna 8.8., [k]j[F] /Р1] 
i ima kona5ne momente 8vih redova o 

оа osnovnog znacaja је funkcija 
о'-' . 

,Ч ( [) = Е.}Ј (f:) = L Г (i<) ((-) &::.. оо I i > о I Н (о) = о I 
~""I 

ocekivani Ьгој obnavljanja па [o[t) 
Ilacir ... u 

• Опа zadovoljava jeQ-

I ' 

н (-t-)::; F{i-) + 5; J-/Cf--U) d F{Ц.) = F (-f) +- 5: FI!:--uЈd litu). 
I 

гоа dovoljno opstim u810vima [F] 1426 , па ргiшј еу', 
za Q,(-f:-) nenegativna, nera8tuca i integrabilna funkcija, а 

F(~) nearitmeticka raspodjela, vazi 

\ 1 С()·..Ј... ј. "1 Ь' , 
ll.l{:O ј е г:.:с. arl t"ше-Сlс ... \:а, lce 

'/f ! \ l .L. .... : ј I -t ; VL? -> оо . 

је aritmeticka ako sve tacke rasta 

-::lj Z 1-'> ,za neko ? > о ,pr'i cern.u 

pr'ipadaj 11 ni-

se 1..1ziша 11.aj-

o/Ovo ·tvJ.."d.j еnј е se naziva Оепоvnа teo:cema 

OIla ј е ekvivale:o.tna 8а Ifео:. .... ешоm Blel:vela[ S] I 



/ 
'"с -р со 

ја ве тo~e i direktno dokazat~: 

~ = о /L--1::;: о<=> • 
,,<.л ! 

\" t/ 
81.1 Л'1 I Л 1 I - - . i 

\1 \/ 
Ј "'1 Ј -./ { 1-0 • .... prosti 2 .. N е 1·;: о. 

ј е JiA-'r1. nezavisno od :Z X.,i , .. Neka ј е <:.. t.J _ 
oJh. -

~ .. \ 
...... - \r· - L ..Ј{. , i odgo varaj uci Ь:сој obn.avlj al1.j а 

па 

( /1-;) 
~"'! I 

I 

L-r 

S ;Ј-;е 6.l...) -;- .1. 

81 ij ed.i id.e:'1.t i-t; et Valda: 

Odatle za 

((/9) 
На osnovv_ (1 Ј) vazi 

(2 о) 
-!: -) оо 

Г..., ..L 
L- I 

slij edi 

Е У.1 

ЕХ:!... 

:Ook2.Z: Ыека .2; = N~ 1 У_-, с.} , с. > о ,konstanta. 'J:aё_~ 

, i koristeci (4Ј) i (/(6) , 
/ 

-с 
:Ј , s'a .z:::y. с:. - Е 

L/'M 
S ;Vx &-) /~~~ 

AI н) Ј- .1. ,- Х. ... 
~ < ... ..... .- .EX:L ":-j~ -с -t -7 с>о -с 

IC а 1':0 Е =с 1::; Е (lW и. { У "[/ С у?7 F Y:l , , to vazi (.20) ) ____ ~' 
U slucaju Х t ::; У(." , yazi 
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~.>~ 
г- /"' .;.--. ," ' .с. ..Ј /11 (ј;) = r= 2..- 5/ I 1 5c~ <. z..t. .::. Sc." -Ј- )('-;..1) -=. 

I 

~ I .. 

5' ~ ~ J~ ['1- {:: ( t- - х:.) ] ој F (r..) (х.) = 5~C:(' [1-f-(-!--~)]dfl(;e).1 
; 

.Ј.С>О 

Iz (22) ј еС 'х j'ojt! )+Ј ~ S ~ х-о/ Ff-;c) -1- So'- Ji- 'х. О/F(Х')'D!Ј!(ц}:. 

_ Г'I..!
- L . Н- LI.-)] ('СЮ ~ 01 Н;С) >/ [1 +-fI tfJ7 t [1--F{t-)] >,.. ~ -1: '2. [1--F{f--)] 

.~ Ј& • -

-t t L-1-FI.f)] tj " 

Dokazacel11o аа;Ј ј е [,1<-0] 

:2. 1,;) г! t-t-+ х-) - 1--1 {-/-) ~ 1. +- Ht~) l:t;?- О . 

ё:>'" Uo-

NL-:-~-:л.)-,i./гf)= ~[ri~l.·.t.f+x.) -L ~ s('<..-{}] = ~ T~ t~Sс'<.-f-t.:еј 
I 

p:c'eo_s-tаvlја 'агој obnavljanja па intervalu [-f:-/i:--t:t:.) • Tada је 

Н (-t т А ) - н (-!:-) =:. r= [ /Ј (-i-f-~) -;V(f)] :; 
.:х> 

5l ,-J. <- f ~ Si <::. t-+x. ) L Е? ~J< <:: -С-+'Х!. Ј -
1"- ::1.: 

'с"" 

.;::; Е ,2 I ~ s {--Ј. .с.. t. s. S ,- L-6 + :Х: Ј L-2. т- 5' r f SC+-J< <:.. -C--IX' }] ;: 
t .::''!- 1""- ;:- I 

~ ~ . 
- Е 5- т 1 5('--.1. ~-f::5.. S;<:..-{-+X- } ['1 + 2. ILS!~ .::,'-(+х'- Sc' .7] -

С=/ /t:-:., 

~ 60 

- :2 Е. Е L-
(=1 

I S (. Ј ::; .1 Е [1+ f-I1f-1-::e-5,)] I { S,,-..I .с..-{;6 5c'~-f-l-"C} ~ 
,=-, 

~ 

;- 2. (-:1 .!- 1-/ !++Је -j~)] I { S [-Ј <:. {-:;: S l L -C~ х} ::: 
i =1 
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јет je~ prije svega 

, posto ј е 

Јей:r10stа,тно uopstenj е procesa ЛI!f) se moze G.оћi-
.-ci c.~:o se pOS!~latra 1.1l11jes-'co i"., slucajl1.a velicina Т l1.е-

zavis:i:la оа \/ Х /\-1 ?Ј---• 1 "-
.. Тааа ј е 

(2 5) N ( Т) ~ .,A/tA.1t? { VL ; S h. ~ Т ~ == ['~J I! S ( • .с.. 7 ) Ј 

- N'-Г) =- Ј Р( S;. L. т) == -2 Е fP{S/LT)/T] ::: t::. (... I 1-

Ег.kо 

odakle ј е 

С>Е) • 

- Е 2. Р((}{т) 

F N(T) > .... 
[;.Т 

FX - 1. 

1::::: !-/IT) I -с (ј' . 

2.Y1alogno ва (-1 g) .. 
Јавnо је аа ве mogu posmatrati i druge karakteristike 

i dobiti.odgovarajuci rezultati. Оуаје nаш to nije оа veceg 

interesa~ 

•• 0 .Cpisa:ni руоосев se moze рriшiјеniti kao model ins~::)(;;kci-

је ispr'avnosti :rad3. иЈ. ... еајаја Т .IEomenti S-lЈ S ~} --' Б11 

slu.cajni n10menti kontrole pri сети se u SN(n-Ј-1 otkriva 

otkaz u:redj г.ј а i prekida kontrola. ЛЈtТ) + i ј е broj izvr

senih kontro1a o 

I 2. Neka uopstenja procesa obnavljanja 

1 .. Eeka ј е х ~ о sl.v .. -i У{ Х/-с):::: 'd(YfW)/Vj[-с-)/ {~o 
proces takav аа је "';ј(Х', о) == Q ( о ~ Y(X;f) .:=:. -t. 

bleka ј е prost РОо Definisemo procese 
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с;к. о<:> 

, (29) jv1(7:-t1):=. ? I1-!:1{f)-J.--·+ i:;'(i-)~?:} -:::. ZI{ ),·(f).c-t:У I i ~-c_ 
t::/ i;::/ 

P:r.""oces -2;(+) ј е u izvj eSl1.0m smis1u uopstenj е РО, ј el'" 

[::0 za 'у{Х t f).::fl;1./.лIл<Х,'fl, procesi Хl/Х 2 /--' i 2 1 (t:-<...,-·-
poklape.ju па [0/-.6] • Prema tome, proces /'1fz,-t-) је апа-

1 о g aIl )..1 ( :z:. ) .. 

Svakako је -t:1tp+--·-j- ~l-(f):5..-t ,a1i u opstem slu.Caju ыо

ze bi.Jci р (-2 t+-Z-l.·r-··.c.--f) > О • Zato se postav1ja pitanje ko

nacl1.os"ti MC2::- l +-) • Ako је Р(-2 1 + -2<...+-" -=-f):::.1, ondCl је i 

Р( 1'1 (;::,-r) <:..~):=.1., z..~ t . Ako је C-12,t-)=ЕJvtI:t:I~} <ОО to 

ј е svakako i , s.s.,mada obrnuto пе vazi. 

Eeka је 

('јОЈ Ф(~l-t-) = :р( Y(X11{-)~~) =I-/~(:Z:I+) I 

I 
t..' =:.1/~1-"~ 

(32) 

. 
Z ...... a (,;- ј" predpos.JGav1j ашо da пат ј е raspodj е1а poz-

nata. Da1j е ј е, ze 2- ~ -t , 

н if.L (7: lf-) =:. р (Z::t"-j-J. {/) '- 2-) == ј:: р ( :у (X{f:L/ -1:-- ~1- _ ... - 2-,.) ~-t: /21 )-=-

== ;:: н i. (~/-t --2,,) ==. j~+O I-/r: li, t-v..) t! ф (ц{-t-) =-Sot I-!с" 1~/f-IЛ)О! Ф{Ц{~) 'f 

+ [1- фt-f,-f:.-)] , ј er ј е Н i (:;;/ t) -;;:; 1.. , za ~::> -6- ,tj. vazi 

НО 
('3 3) Ј-! i тl. ( t: l -Е) == S о Н i. t ? I f - ц) d ср (Ц L 1-) I с' == -:L, 2. I З 1 - - • 

На sli5an nacin је 

C3iJ) б - f2}4) =:'('Z:e-.(i:-u.. f-u)о{Ff.{t{/i--) /=:1,2/---с. r1.. I '-'. . ј о с. t cr , 
Kako ј е Gt·ti.t-t-).: 'фf-t:t-t) ,ana1ogno sa F((f-:t) mоzе:шо 

pisati G(.· (2,-&) ::: ф(t.)li l +) , ре је ф(~'+t)(~lt) = 6-irЈ.(i: l -t):: 
= Е Р (-21-Ј--·+?:t""'Ј..L~Ј2-,!-}--"-i-i-t'):= F c:P(l-.:с'1-"··_~;/-I-:С-1-·,,-'l;)::' 
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, 

(35) С-,ат Ј.. (:;-, i-) =- S o~ Ф ( 2 - v.. I t - и.) 01 t-/ ( -и t t:-) I 

i па slican nacin 

(36) , 

diskretna sl.v.,odredi6emo i 

'P(Hfz./t-)=--}<.).?rеmа (3-4) ј е 

Pklt1t-);:; Р (/v11:t:1+) =-1<) - G-j<.(t:-,+) - 6-/<:-i-.l.. (i::l-t-):: 

-~ = S~ [б--~_.1.(-t--i.-tlt-и.) - б-/«~-lA.I-f.-l.-· .. )} ,,:,/ c!f4 t -l-) .::; 

-=S~ Р;::'_.L(~-v.It--f...t)оlq;{t.A..l"i-) Ј 1<:.:::1,2.,---/ РО(~t~):::Р(i1tО~~)==-1-ф(r/~).' 

Prema (3 ь) ј е 

р k Г?: l .f-) =: cr k ( ~ / +) - s! ф (.:г- -iЛ i -t - и.) d ttr t{ ct--) :: 

=: S ~ г -1-- фl.:г - ц 1 f--v. )] d 6-к. 11A I f-) == Јо 1: Ро (~-ц 1 +-Vt)c/ 6-Ј<./1A ,-1-) I k:: 1t'2J .. 

Neka ј е 

(37-) 

Tada је ,slicno ranijem, 

Keka је ~ 

.. "1. Г' , \1 !.L) = ;:: 17.4 4) -/ -) (/Ј' _1 ---) =- 7' ()-'/ t-f) '\. -Ј ~,:./ \ f ...... ,/ i.-. l:..- u,. . ~-2' r т - f". / 

. (:::1 

--1' (..-,п) 1" '" , , ", '.l.2.aC'. па о snovu .5 d S Ј·Ј eCLl Ј e'J.naClua 

'L " ( " -'1/ \. , " 

, ( '\ o~ ~~ 'о' ., / • ./.. -'. • ) 

1/ _.L / - O~1/~) -f \ _ :/I-f-':'-! (' ;' 'ј.' '',.'t,-t-V .. \...... - .. '-...'- ...Ј '\:.: .,. i..... ":,. ~ ";' , -.-' ,.t 

-?- ~.-t; , l :с'ј еэ еnј е 
/ 

~! (-t-) ~- 6 ..... '/ (-t- ) -ј- J~~ (y~1 / ,(. - Џ() с! 6- (и t -t-) , 

Za Бе dobija 

. - -
J..Z1.~(l~, е:'Ј. о yl~ E';l~;: О 
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ans.logno sa (1:2.) • 
. \ Definisil110 , slicno sa (9) 

, -'со ј е , а za f1 !~/-I-) ':: 
Тааа ј е 

v'> . 

_ ~! (+) +. + Е Е / =t: /-f-..L / S с" ) I { S; ~ ~ ) = 
с>::> 

()1t'~)-f :; Eo--1If-S,)rf~/,::,-t} =01(-f-)..f L S'=COt (-!-vt)d6-/II.t/-!-Ј. 
- Ј ," =1 О 

Ako ј е C-li,i:) <. оо ,to ј е 

(1;5) Е S м l:t ,-6- ) +.). :;::;- (/1 (-f-) -Ј- 5: и--t (-I--I.A. ) d ь- (ц I -f-) 

sto raоzепlO uporediti sa (-1.f) • 

Ukoliko ј е Н l-1:l {-) ~ С:?О ,dеfiniзiraо 
оо> 

(46) i3 м (t;, t )ј-1.. =- .:r -Ci+.l. r f 5 / ~ ~ :!:: S-С" -t- Z l"-f-.L Ј . 

(L;i:) 

Тааа se raoze pokazati da је f 
t:;-LA + 

т= t: = 5-(; I.A..O/ ~tu +)+ Z S:t S хф(d:t:ll--ц)6-,~(d4t"t)::. 
с M(~I-t:) + 1. :с v t( t.. {=</ О .-t-Iл. 

~-lЛ+ 

= s'/: и о{ ф ( ц cf) + S -t 5 х ф ( с{ ;е 1 1- - ц) с. ( cllI, -t- ) I 

r' о ~-/..Л 

za 6- ( ~ 1+) < оо ,r- ~ -6 ,slicno sa (2.. 2.) 

3аzrг.юtriraо јоз problera C-t-l,-f) < оо • Ako ј е ~t'(+?Z + 
~! _ .. <:. t s.s., to ј е 6-{-f l -fЈ == о<=> ,8. za C-1i-t+Ј se nе 

ПОZе nista odredj еnо reCi. Akoj е -21+-22 -1--' = -{, Б. s. ,sto 

је еkvivг.lеntnо sa flЛ{f-€l+);;: P(-?1+7 z -i---+ Zv..i"f. -=-f)-.:; 0,11.-)00 

za SvCl~CO Е>о ,nе slijedi аа red 2t:1t\!-f-~/т-)<:оО.Меdјutirй 
\л 
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, Ako ј е (;-;1 {:(..I? с > о za t -io ~ Х: -=---6: 
-'со је 6-(~/+) < ()<:) I -2- ~ ~o • 

Dokaz: Као .sto 8то vidj eli izvodeci (4S) ,vazl 

/'~ > .... Е SМI:г:,-f)-Ј-Ј = 01/1-)+ ,{ 5; (f.,I-f-u.)оl6./lttlf)~ 
~ ~ . 

~ (Ј1(n -f ."'5 С S~ dt~l'll-ft-f-)= 0-1(-t) -t с 6-/i-1 -f-) I "t1' 
1=1 

J?om.el1.imo i to аа 8е rnoze pokaza.JGi, као и (:2.. -1) , 

С. SMI7: I -t-) := S: и.. ['1- ФI=С--UIt--ц)]о!6(1A1-f-)<.~ 

2. Neka је ргосе8 У{'/.гf) ,razmotren и tacki 1. ta-

, kav аа 

I 

Defini~imo i ргосее 

IA.Z-f-L (i-) == ;1/v'vl!Л .[ ;(/,--/.././ -t.,...-t.1- ._. - -2; 1, /=1/),-· I 1.1"1:: il'/..,ц't., <Х1;-!} 

~\z .. (15. ј е је 

~-::<:;) .-- "'\ /., / 
...;::: :'::--,Ј (~- / = -с- ) 

. . I ~ -'-) 8 " В. l fv! t: 1 ~ <. о?' 8.8. "i 

l'rema tоше, 8У6 f'оr::ли1е iz tc=.:.cke 1 о u koj iT:19. ве tr'azi 

(;.t=t, t-) < оо 8и taCne • 

. :\1\:0 је r/~·(::гl-f)= P(U;(f)~ =ј-) to za )-//1. v~ze Ior-

П1ulе i8tc kao (З 3) ,(З6)Ј3.f),(L;'t)I{l;2) gdj е ве u.mј esto fl:t.1i/zL) 

stavlja I-I/"ti,+)-=- Р{Lt1Н)~,-i-) i l12/ljC;::;.1C :' {!-,ttf) stаvlјз О./({:}= 

- ;:::'-"t&)· 
Kori8teci (49) , l1.ije te.sko pokazati аа је 

I 1. 
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/Г') ) 
(Ј '-/ 

} / 2. I i "' (-t Г" r-(~.", )I.,r? -,. ;-: /:: _. -,-.. .; ,-; 0/ ~'" 
, ( I - L I - r 0..1'"'_ i" I V ~ '- f" <.. f \. / .. ј \. Ј'-- • 
" -С-; - ..Ј О ~ ,- . _ • 

Ispita.c5emo роэеЬnо jec"i.nacinu (L/S) .}'rema (l;~) је 

(}1 и-)'> ... E!VMVt{Y.1l-t-} = (})-{Т) = 91+)::. S;[1-F!;(')]c/)e) 00.а1(lе је 

(SЗ) 
-1--- 0,/ f!) 

~ 
9 11-- Z-) 

t - fijl-f-) 

fjlf-i-} 

Tl"edpostavimo da postoj i ...t'.А:'\ЛА. 0-11-1-):::. (j1!<XJ)~ с>.:::> ~To 
-t -) с><' 

ZJlё.:.ёi аа za svako Е.::> -о ,postoj i Т:> о i аа za. -с ~ r 

(55) 

(,-.. ) 
l \) '7 

• Тааа је 

Lema 2. bleka postoj i ()-t(QO) <<:>о • Тааа 

~= I\.ЛЛ. (j..li l -(-) > ... O-r/:) 
-6 ..::;' оо 

~I\,Л..-\ E.s м ( -i I -п -f Ј = ()- .,1(;0 ) 
-t~<:>4 -:1. +- 1::1+1(-) 

-1 

~ '1АЛ ; б ((/ +);:;; ..-:2.:::...--
1: -) <:>о . О-1!СХЈ) 

juporedi sa (/19) / , 

jupored.:: sa &G) - / • 

Dokaz: Iz (5'1) је б-(:Zli-)~ --t- -1 za ..L~T-I--2- -2~o 
fJ"1(.;,<»t-f. ' (. f.. ... ,С ,.... , 

oo.akl е ј е ~ллл 6-! 71 {l ~ ..:г- -,ј ,za svako [> о ,tj. (s ј:,Ј • 
-t:- -1 -с)<'. () 1 ( QO) -г~ 

Za (Ь6) prvi dio slijedi odmahiz (~4) , kad se sve 

podij eli sa ::L -+- 6-t:t, -{-) ,а drugi takodj е iz (SL;) ,kad Бе 

napise - [[1+ Htr-)] ~ - 2[1.+ C-I-?:l-f-)]оЬ F{ M/~/f)+-J - o-,/~) . 

• (/["+-. 6:.(-2'(+)) ~ t /"1+ U-(7:,r}] ~ [L1+f/I-?-)] I 

i pl1sti da -1: -7 ос i . f --:> С; I I ~ r 
I I Ј I 

Ро analogij i Ба (2 LJ ) се z-bog nezavisnosti procesa од. 

predhodnog,us1ovno S:; Sf!ift-I<,+)+-J.. ,па T-t-i~/-f) biti uku-
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рпО 1- + (v( (-f. - .5 I -f- - .5 ) qbnavlj.anj а, ра va.zi 

C!-Ir.fЈ - С(т-/<"(! /::. EL1+-;t.-llf- SM1f-kl7!)-Ј-Ј) f-SМlr-~I-I)7.1) i 

; S M(f-/~I.f-)-;'; ~ i 7 .::;. EI'1-f N/f- -5NIf--/~/f)-}-.J)] ~ E[-tl-/'./o::.)] =- 2-/-1((1<) ("'х') 
. 

Neka su [. i т (S-L;) .. -/ G-{i I () С (-f-~~ ј kao u Таа.а > .- . :;. 

-с ... 

i ~/vu. C(-f/-f) :Ј ,za 
~ -;<::У -с 

> ...... 
с> ~/QP) "1-[. 

..L-T /.l. 1 
~ 

-(;- b1(~)-;' [. -с 

svako Е.:> о ,tj ~'IЛл.. c(-!tf):>...1.. .. Ыа osnovu (-~) i rs'-)) 
-t -") <)с т ;' 04(,q 

ј е Г'::: -!- 6-t-f/f-) ~ ~ [-.L C-tf--I/f} i- ff1-1-f((Т))] ~ ..tz/Wj ј-
I ~4- ~ . ~~~ 

~ I I + -17 H(r7 -=- 1. ,za svako [.::> о , tj. ~."w 6 ~-(,f~< 
L {)-.(e<»-f -t -с- ()-1100)-{ +-;С/':> 

• Iz dokaza ве vidi 

~ogu6e је dobiti rezu1tate 

a1i пат to nije cilj .. 

i ЙСЈ. је 
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11 1nspekcija bez obnav1janja 

11 l. Uyod 

1. Vrijeme гаа. bez kvara uredjaja је sl. у • X~ о 
011. эе pr'ati рошоси l1ekog clrugog uredj ај а, sist ета ,Ыј ети ј е 

cilj da kOl1statuje otkaz uredjaja Х ,pri сети Т!10zе doci 

ао kasnjenja, a1i nе i ао 1azne uzbune. Ргета tome)za тоте

па-с konstatoyanja otkaza у ,yazi y~x .Ako se posm.atranje 

угsi па interyalu [огt.7 ,to ј е O.f. Х с:. У ь. i ,za Х ~-f 
.. J\I_.- -! Z"" \/,,>..L C:~~O с:<е ..;:ntе ....... .,.....,..."'-I--i-п..., : .. : о Ob-l c .. --'·,·V';, -.L"'~da _ , Q ј(" (. ,._...... )..;# ..Ј....!. ..1.. l:-"":" V V ....I-..L. с.... ..."\... "",,-,.. L ~I V (...". __ ~ с;;;.. 

/ V \ј \ 
1.. ,'\.! ~' ./ 

г- )' k ~ . f ' " (~' / ~/ \ / .~. 1) ,""; , r -.t- ( :>/? I d .. 1-: ,Э .а ј е о, г. t а. ~ ,'. иllК С ~J а "" '- l' / ~' I ' с-./:- '-" 
• 

ГtCLзt::;.10С u 

/ЈЈ ) 
1.. ј / 

k1asu 

(2) 

(
':1. \ 
..Ј Ј 

II t 
ГoF od.redi оnо 

~o~e se pokazati аа 
t

~{-
t- - и Ј-/! 

6:; F 1,6-

i-./ ! 
/ I I ;-

аа Б6 
. -~ 

F;" za koj е ј е 

/ 

је 

I I t 
r Ћ (; 

;::- { . r:: t: : (V~X [F I'"t-)-/ u.('j )-11 о У ~ ђ.!ХI ,/) ~ I'v1,V\\ I Flx); (ј/Ј) YJ;(~ y-:,f} 

рr'еша [НТ] uzimajuci u obzir da је Р! Y~x:...) =-tl::<:),~ FIX:), 610)=СЈ. 

u opstem slucaju је 

Ј< ( F
t 

)=- Е с (Х I У i 'F т) ~ Е С -( I ј & ~ Х ~ У ~ {} + Е (-/ I f о ~ )( ~ t I У ~ .() + 

+ Е C-t- т l Х:;.{ Ј :: 

(5) s s С(:С ( ';; i F-t )01 Ftt;(3/ Ј) -+- S c..(:I:., t i F-t- )а!!Р I x~ - Fc- (:е, {-)] i-

0-5:.. Х "-1: 

+ С( ~ ,'С i F -с ) [1- F t +)] , 
) Р/О ~ Х L х.) - РI о f:.. Х L. Jf/ '1 L -1) = ;-t;e) -Fr (:Jf, -1) . 

. п/о L Х L.. -..0 \1>- -f =-,. -
-ј er- г' (- /'- I ! " 
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2" Frimjeri: 

2.,lo Neka је Zc.. -(: f'iksiral'lo, Р( YLi)-::..О,оdаklе 
ј е Ft: (.7..."( r-) ::::. О ,:;С L-C: , st о znac:j, da эе d.o i- kontrola 

l пе v~si.Tada 4е u 

l< (Ft )= k!f) -=- S С(Х.?/ iiF-с-)u!F/;с) -;- e(~/ fil?-)[1-FIf-)]: 
OG. :;t2L-С . 

S C(;(!t-f-)dН'Х.) -r C[f/CC-) L1-F/~ј7. 
o~;e.::.-c __ -ЈI 

2.2. 1'1 eka эе kontrola vr.si эато u tacki () L <ј ~ ~ -6 I 

с. kvar эе otkJ:. ... i уа эа vj етоуа tnocom ...А(-Ј ..1.. " , иЈ· 

_-о [Р Ff::c) I/Х ~ .1 ~ 
Р ( Х L 1:: I У.:::$Л) 

L PF('11) I х '> 'Ј" 

РС XL.Je, ,!Lf):::. Р()(.с Р Ј '1.= ~-1)' 

Tada ј е С ( Х I У i !--с- );:; С{ х I У;" ~ ';;1) I () s.. p~ ~ I OL 7-1 L Т,! 
("':1 .;.. ( ;tJ 

1< (Fr }:=. РЈО C(-:С/~1iF-r)оIFI:е) +(1-Р)Јо CI:(1lril?-)с!F/;С)-I-

+ s! с (;P,f. Ј" Fr)dFI:.e)-f c(tl-f-i~)Z1-FIf-)]. 
" '/ 

!'I"reba naci оnе p-Jf- i ';t ,,*" , za koj е ј е 

... ?jogu эе l">azmotri ti ~ 

/1.~ kr Р/ ~11 r!-) . 
Р, ~:I. 

ili ';ј:!.. fiksirani. 
I 
I 

2 .3. N eka ј е za -t- =: оо , 

"јај C(XI'JiF~):;. ((X,'Ji/1)=- ВУ+ d -;-.ttt'l-)<,)" 

gdj е ј е fJ.... 'у -f .-L tro.sak kontrOle, а .-&. ()I- Х) trosak 
?I 

kasnj епја, i Е (у-Х/Х):::. .::1 , tj. ErY/X) -=- Х-;.. ~ • 

Tada ј е 

k ( 7l) =: Е F Г( ( х / У i ~ ) / Х 7 = 

::: i:::.. Ct FC'!IX) + +. +t.. 1- [(у-х)/Х]::. (ЈјFХ+IЩf.f.л)lJ -Ј ,/:-1 
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Odatle ј е 

/Ь/ Za ({ /<1 У i /)) =. f у -1 [А(У-Х) se па isti nacin 

Q.o-bij а , ~=E)( / . 

2~4. Model koji se najce~6e javlja u literaturi: 

у је diskretnog tipa 

~,-.::: >(<:. ~(:;'.J 

X~-C 

и. 

~ ч Тј':! у 4 ~ ~-{-ItХ>;--f L • _ L Ј /';Ј ,. ~ /\.::: d ("ТЈ ) ( Ј 
;=0 

sto zna.Ci· da se otkaz primj е6иј е u naredn.om Т!lomentu provj е

re, posle otkaza. Tada је 

{ 
1-/ ';fJ) , ';/Ј' ~ ';ј ~ ':Iir.l СЈ ~ J'~ 1< 

Fr (~l ';f) == РI х. ) ч ' )1<:. <':е -':: ј ~~ I Ј<':::" vt 
. .Jj::t--/ ~ ';Ј , 

I . 

ра ј е С ( Х ( 'у i F г) = с (Х / 'у ; '1 fI ~ 'П .' . I dи. /~) .,-i. 

( ) 
~.!. ';{ Jf-.J. -f I / 

6 k (~11"'1 ';Ји [7) .: 2 S ч' Cf'Г/ ч. 'FL)fJ!FI.l:) + fv (,t';(,,-II'~)dl1-<'А 
о <Јо dlТ"/ (. cJl#4 

-t- С (t,-c- i F'(') Г1- F(i-)] I '10 == О } 

ј er ј е о/ F!z: I ~) ==-d FI:f:) О .=. :с L Ј ::= '1/c.r.L '7 
I 

I-! :с.) _ Н.Је I {-) :::- ) (:) , ';; ~ ~ )~ ~ '7 k: 7 ~ / 1::: <:.- и 
( Р! ;r } - F/ ~IA) I ';; Ч L )(: ~ т 

ol[F(Y. ) - Ffr I ..f:)7 =-01 FI;f) I ';Јч ~:I:' ~ -с, ~to ј е bilo ј asno 

tno. / 
2.6. Neka је sada 

i direk-

Tada ј е /za f.:::. ос / .,)о 

k (F~ ) = ЕЕ [~(X I У ј Fc ) / хЈ -=- F ~.L {У;' X~ Y(f.) Ј 'E[C(XI 'J;'Fr)Jx7= 

- Е Z r ~ '!{' ~ х L У ;i-~ 1 ,.:2, С. (Х I >Ј Ј' i F г) ~:/ := 
D . J~(N . 

~ ~ (' :J.1.4-.J. .) !l=I:C) Ь .. ' . =- ? ~ . .'Ј';ј' Ct"'f:/ ~() ;Ft- о I Гtd' 
'(. ~ о Ј;>" {f.J l 

'v811 se, па pr. odredjivat:i. samo P{'j·:i.li sашо 'd,/':.Il/-·' Ј 

, 
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2.60 /а/ Neka ј е у == 'Р{ Х) , -Сј. dir'ektno zavi-
si оо.' \/ k о л ,ао u prl1'aj eru 4-. Tada ј е 

1< ( F.t ):=. ~(LfJ -f ):: Б с ( Х/У? ( х) / у, t-) :: 

5 с (Х: I 'f (:С) i У, 1-)0/ Flr) f S с (;е I t- i У/ 1)01;::(;(') -f cl-t/f i 'f/f)[1-!Щ] :. 
ј , 

'f (Х) L i :.с <. i ~ У;(;С) 

- s с ( ;ур I 1"ИAf-!)е) i 't, +) CI FIX) т ('/-1/-1 i "7'/ 1-) tl-F(f)~ 
X.cr 

/VIи -г1 ~) -;;; !lAA.A" L-t f у; I ')f h.f- ~ ~ 

/Ь/ Neka ј е С (Х I \f/X) i ,-(, f)-:' /U(-t (X)-X-f 

+ E[tvV.'7;.) - Х/ X"--t-] -Щt-ОО I . Х ~ {, ('Н/Т;" У, f.)" Еfц,-::Х)~)(i Х<{Ј . 

Tada ј е 

К! У [) =- S (1.Iц-f.Ј;(') - х: ..,.. 1,.. tИ1-fI;С) 701 F -Ј- ~ -t-L1-Fl~)]:: 
1 ';x:Lt-. Е Е 

_ S Г%-f!Х) -;f! +Ј::::. ( 1A1-f- 1x..) - х) +- !- ~ ]o/F +- ...:f. t'L1- F!f)]:: 
)(Lt: Е· Е Е 

= [1 0-f,L_] S ГI/AA.f-t1:!) - Је Ј 0/ F "7 ~ Г ~f~ o/F ..;.. (!I-Fl'r))]}::-
~ "'Х!.<:::..Т ' Е 

. ·.:сј1- Т !:-7 Е 7- е.. SoT!:1-ГТ:)(3)Јоl?е "= А +-Е т EL..~"t: 
с;. Е 

Prema tome, сИ I.L( Y(r) ::. r1.~ k( Е1 -1). 
'-f Е 

Kako ј е Е = S [%-t-(X!) - ~Jd F 5:. S !.~-52)oJ F:: -( -
~~r ~~T 

_ sof[1-f=1c{f:., to se ;"/.~J 'k,(E,-f.) postize za Е .::-~~;Иt I 

ako ј е r).t,'мf =: -с -/Ат i za Е.= t-МТ , ako је V~t ~ 
~ t-/V\-f ра ј е Е 7' = !lМAV\. 4 U4МiЈ -I-A-tl. 

/е/ Neka је, kao u primjeru 4. 'tf( Х):: Ј('"" Т5&!!: 'Xc..:l''1j-J 

+ -t r 1 :с -1 ~ Х) • Tada ј е 

f= = JLfIM-t()(2)-::сЈо!F = ~РIf-) -- F(X'1)!-!-:C1) - S ~oIP:; 
~e.:.-{- Г~ Х L-t 

= f - /vt -t - F (;t 1 ) (-f -:f 1) = ~. v\ ~ tд;z-l I f -,А f- ~ I -1 i· 
р{)е 1 ) {f-X"'1) = ~-А-t-tVи .. ;(и.1U.trА I -[-/--1-(}:::' 
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~1 = 1- I 

sto је isto. Iz te jednacine ве moze mdrediti ;C~ ,па pr. 

za F neprekidno. 
Ako ј е /Vtл. 'р FI::e1)!.f- ~1) L -f -А/--;)ftAt mogu se uzima-

O~;I>."t 

,sve dok odgovarajuca jednacina 

nе Ьиае imala rjesenje. I 
/ а/ N eka ј е llМ -f (Х> ) = tVl.A.A џt 1 ~ -;. е t r ~ ,С ~ о , 

konstanta, tj. provjera kasni fiksirano, vrijeme. Bice 

ЕГгш."t(~)- Jei XL -с] = s-;-сL 1-FIХ!.}]d?с - (-I-c)-f fFIf-) - S ~olг:;. 
. ~~t 

.=- -6 -)A-t + ~c I - t I -= 1lA.~ .. ~"M { V~-t l -f-/·~ч f I С / :: --с - (1 

odak1e ј е ~c I - е I = /1.М.л'lA { ~ I -r-~i ~ - (Т-At-) =. 

[ 

О I ~}1 t ~ f -,/it -t I f ј" {Ј 1-; о LlJ t' С '== f: I t" / I С -; о t"L, t,' t' =- -( " 

- V~)--t-f - t- i .ЈА. -t. I tJ ~; 1: ~ t- -/1.-( .. 
4(С 1):./4 ... 1 - L / Kako ј е _ t- ~ tЛ:if;:-t - t--f ~ r- с::. о ,а za .. 

ј е f (о) -=. О, {. (-г) -= .А.17 - t ~ )-A.r- ft- tf.l;;i1"t, t.o posto ј е -1-( с 1) 

neprekidna, postoj i ј edinstveno С koj е zadovolj ауа datu 

jednacinu.J 

3. Dacemo nekoliko opstih nаротеnа. 

Cesto se razтatra тinтаЈх: problem. bleka !-С- з:- i za 

svaki f;tt ;f- definisana klasa јl t С Ј:.е. -t. • Ы eka ј е 
F .F 

, :F
Pt 

= ( r:: : Fr с< !-I/ 1 

Тааа је kriterijum za odredjivanje optimalno6 

А"Ј ~ Е С(Х/ Y/F-f) . 
Ff- t Ht F f- TF.c . -, 

'\ ~ ј-"'( с /~ / у 1::. Е '((Х Ј" ~t) 
'~ г k о ..: е 1= С /"Х \j;'.J-) -::... Е L (. Х I У Ј" I r .,/ \ ../ ) 
~ - '- ,Ј' - с '.Ј / I {, 

I~! Х . Ј- "', - ј::ј\-/"( Х \1" С ) ЈХ] "L·J эе о Sl1.ov.o.i pro-blem raoze :.. opst ij е 
I "- I г т I - !.-. L I Ј Ј гt 



-l7-

,~-
" -

1.1. smislu k (Р;- ) =- rilл./f Е k (Х i Р-С-) • OVQj е 
~ 

, r 
Г~ nе тога imati znacenje raspodjele, CL~e nаз prvobit-

,~i ргоЫет dobija suvise u sirini. sa druge strane, zavisno 

od funkcij е С ,ргоЫет· эе moze i suziti, па razne nа-

cine.Neka.je, za dato Ft: ,funkcija c{X/Y/F-t;-) nерге-

kidna ро У , х ~, у ~ 1: , Х L -1: • Tada za svako Х 

O~ Х' -1:: ,postoji 'YCX)-:'f(ХЈ za koje је I<.(Xi~):.C(X,'y{;<),.;;)::; 
=E{CCX,'YiFt-)ЈХ] /teorema ~гeanjOj vrijednosti/. Ргета to-
те, ргоЫет эе svodi па odredjivanje funkcije у' ,kao u 

primj еги б. 
u koliko је С{ХI YCX)iFt-)-= CCXi YtX),t.) nерге-

kidna ро JI uniformno ро Х ,u smislu: I 'Усх) - у 'сХЈ/ .:::0' 

za эуе Х ~ -t ? Ј с (Х ; УСх) I t)- сех; '1(X;"f)J~[ za ауе Х.::. -6- to ае 

funkcija У(Х) moze aproksimirati funkcijom oblika 

kao u primjeru 4., tako аа эе ргоЫет svodi па relativno је
dnostavnu klasu pravila inspekcije. U daljem se nајуесiи di-

jelom i razmatra takva klasa pravila. 

II 2. Inspekcije u izolovanim tackama 

l. Zel.i111o аа ровеЬnо obradimo slucaj inspekcij е koj а 

эе vrsi u izolovanim momentima па LO,t] ,ао otkrica otka-
za, "Ьј. 

1л.-.1. 

':Ј = 'ј{Х) =- L ';J~n т ~ ';J~ ~ х L t~+,L т + (- r i х ~ ';Jvtl 
\с. ~ о 

gdj е ј е О .:::: ~ -1 ~ ';/ ~ ~ ". .::: ';ј и .с:..... --t • 

Nazovimo niz '11/ '32../--- planom i oznacimo ga эа ['';ј]. 

i:..k о ni z iша vl 

Тааа је' 

С .. l' \/ \1' с' )' 
l/'.;~/(-t- :::. 

tacaka, mozerno to p.odvuci i pisati ГЧЈ' - ~d V\.. 
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/ Х ;> -6 int erpretiramo 1<:ао х::= -t / о 

(-:;.) Е crx/E'j]/-t-) :::- S:C{~/['i7It)dF(;e) + C(i/Z,/"J/t-)11-Fff)]. Ј 

1.1. U 1iteraturi эе nајсеасе јаУ1ја funkcija tros-
l<;:ova 

/ ' vt 

(-У) сех l[~]/-t);::; L [.е,,{([11)+ &JY~-IJ -х)] [{J~ fХLУ'С_I.J}+ел(I/I-I1ЈI( X~-(}I 
~~O . 

[л > <о I ~ '> о 1 '7J..t.-n -:--t, gdj е svaka provj ега t1kostal1 ..е.. а ~.ci-

јете provedeno u kvaru ао РГОУјеге 
шеnа. 

u ј edinici v.ce-

1.2. Predpostavimo da i neizvrsene ргоУјеге iшаји 

. utic<aj·а .nа :troskove, па pr. 
~ . 

с (Х I LJ]L -t) := I~ (;) [&с {<:.4-1) + fA("Jk.H - Х) + CrK,lI\)] r. ~ ~K ~ XL 't~rJ r .;-l..{Uf1) E<X:>~ i-Ј I 

gdje је,гесшо, C(I""II1.).::: C·(Vl-I.::.) i.1i. C.C.~IV\)~ с.. (~().,L2.z+-· ... -I9.L.t-\~ 

1- "III-k 
'" С ;z. 

/1- ~ • 

ргоУј еге -1 
о L- е. L 1., ра ј е C:t.. Ј trosak оа neizvrsene 

-te ро геаи poB1~ zav.гsetka •. , 

1.3. Neka cijena izvrsene provjere opada, па рг. 

К -ta ро redu kosta ~ 2.. ~--.l , f!) ~ ~ L.. 1- , а neizvrs еnа 
С :2 ~-J.., С с:.е... • N eka 

c..CXtE,;/J,-t);;: .е. 1-~K-I-l +t9.(':Jk+-.l. -Х) -1- сяlc+Ј. 1-2
Y1

-
k

, 

~-~ 4-R 
';J~ ~ х с:::. '-ј1~-fЈ. L-t -

Za је iz (.9) 

1.4. Slicno sa З. 
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gdj е ј е d ~ о i f. гаэр. za х , strogo га-
.l.. ' s I"uca. Za 11\:::-.00 эе moze uzeti 

сеЈе I Г';Ј7 11::) ~ (! ( :11 l' •• I d~+J. ) -1- 61. ( ta.~'.fЈ-)<) I ';ј i;.. ~ х ~ Y/~-I-.J • 

,1, 105. Direktno uopstenje za 1. је C(XtL~7t 6-) = 
:=. С()( I 'у I k) ,О ~ Х ~ ':) ~ -t.:' ,gdj е ј е У mошеnаt otkri-
vэ:rlј а otkazu а k broj :l.~~v~",senih РЈ:'ОУј ега, к ~:!. о 

, 
kod l.СО,ј ib, 

Vt ". у., d ,. Ь' . d . , - 'L' 's О ЬЈ. ZnaCl..LO а уесЈ.. ГОЈ provJ ега onosJ.. уесе ,Q;"i.l ,J:l..'" ,:":'Э • 

:3 c'Lruge s'trane Ьгzе otkri уаnј е oi~}:c'.:::,a 

sto se moze izraziti kao 

(уЈ",;, " . с ( х / У I 1< ) :>.... {' ( х I I У I ~:) 
I 

'XLX''::'''Y 

'" Ј I 0<.; -X~Y-x 

I 

1.6. Neka trosak zavisi od svih izvrsenih provjera,tj. 

Specij a1ni эl и,.,-Сај evi 

с..( х l C,;;Jl +-) = С(;; i " .. / '(jk) 1- "(?( Х I 'd/<.) 

- f ( 'ј 11" •• I ~ 1<:. -Ј I-J 'е. (х I ;; f.:= I 1<) 

- С ( ~ .., I " • I 'd I~-.l. I 'f ( х" 'Ј /t:- I l<")) 

- с ех /' ';Ј 1<-) 7-, (' I d ~', ~) 

- f ( )<. I ';) 1.:.. ) -f С (" \<. ) 

- C{~f;::- Х) + С("К). 

Funkcij u ..t . .'k +- (ј-( ~К" - Х) , gdj е ј е 

па i monotono rastu6a u beskonacnost, ()'-Io) ~ О 

б е. i с ~ ef i F. ~:;. Ј - ["1 еЛ . Ј 

1.7. Neka 

С ('Х I L'JJ(t):. Е (Х, :t"""" ";j~) -+ f('Jlo<-I-Ј., •. ·, +) 

if neprekid

,ргоисауао је 

t 
" 



/ \ 

-20-

u sl-u.caju (1r~) trosak od neizvrsenih provj era nе 

zavisi od izvrsenih, а u drugom slucaju trosak od izvrse
nih prij е kraj а provj ere nе zavisi od si-t,uacij е kod zadnj е 

provje~ 

1.8. JedJ10 "prirodno tt svojstvo funkcije C(XJ[JJ,f-)је 

(1 S) се Х /;Ј" I ... I J~ I ';ј ~ ~ I _ •• I t) ~ с ( х I ~ ~ ~ I ••. I -t ) I ~ ~ 5::. Х 

И6) ako za sve k Х > Lj , ...... .11<. I 

sto znaci da nevrsenje provjera sшаnјије trosak, ako nije 

doslo do otkaza u medjuvremenu.J 

Ukoliko ј е p(~) ~ 1. za эуе Х ,to ј е па bes-
konacnom iniervalu nuzan beskonacan plan [~J • ; 

Na konacnom moze biti i konacan i beskonacan. Ako nат је 
f'unkcij а с С х I Г';Ј] , -t) definisana эато za konacne planove, 

moze эе dodefinisati i za beskonacne, па primjer 

(/)i-) сех, L';1]OOI t-)" = с (Х/ С?;]Џ.I-l:) ';Ј/!-Ј !:..XL ';J/t:. 

с еХ/ E~7QOI~) :::: ..e..t1\М. сех, ['-;Ј]IAI..f::) 
1/1. -"') оо - ako postoji. 

Ak о ј е С ( Х I С ';{} yt I t ) ~ с ('1. I Е 'd Ј МА ,i:) ,и. ~ l1М , " )<, ';Ј IЛ ' 

to MI\М u (/1,#) postoj i. 
~ 

N eka ј е Г,,;;Ј ~ usj ес en3l?-~ V\. provj era plan . С';Ј] . 

ii.loze эе nametnut i uslov 

и =- О, 4 I '2. I - - -

\л. == о znaci da эе ne vrsi ni ј edna provj era. 
Као sto se vidi, neki "prirodan" uslov takve vrste 

nе moze se nametnuti па с.сх ,L'-;JJV' 1 -&) i с. С Х I С'Ј] 1+) za 

'јV\~х~-t • 
U primj eru 3. se vidi da ј е ~(X I ['\;iJVr/f)1:: се Х/Г ::Ј],-С-), 

, i da је ...l-iмл С(Х, C';JJIAI~)::' С(Х/[';ј"],-С-)· 
. IЛ -ј 'Q<i 

MedjU.lGim, с.СХ t С,;/7иl +);> С(><,Е'-:Ј],т) +d , 
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uni:f.'оrпmо И. ako је d> с R 
ро , 

<!Ј'.- '1- ~ 

2. Neka је "(J~o , i plan [~]Iл , t aka v da ј е ';ј ~ ';ј:! I ; 

(2-0) . \ k/lJ,F 'd7(Лсt) =5 c(x,L-';!;]и1 f-)I1 ;;~X1: 
Ј 

, 

, ('Z. 2) 

: (2. 3) 

, 

; (2.. L;) 
I \. / 

АМА k (L;J I Г~7J'J 1-) 
r "'1q',1!) ~J<... QO 

~ .1 I . . r -7 -1-) 
"2. и.../f :":'(LJ / /.. ~:f, /1' I 

Г'П.ј, О f.J~ .~ 

'. 

: tj. u (2.2..) эе uzimaj u рlапоvi пај vis е reda vt. ,и (2. 3) svi 

. , konacni planovi а u (.2 '1) i beskonacni planovi. Ocigledno ј е 

(2.. Ј:;- ) -ko{ 'а 1 {-) >,.. k IЛ (;t, (-) ~ kи.Ј.-.Ј I~/-{) >-- k. ('d,-t-) ~ k-I ';/,-1) t 

~ Iл I ';;/ ,+) ~ k t 'ј 1-1:) I И -7 сх' • 

Ostaj е pi tanj е da li ј е k ( "d (f):= ~('(f.,..f.) ,tj .da 

1i optimalni plan moz~ da se aproksimira konacnim planom, 

ili ј е i sаш 1\:опаСап. 

Predpostavimo da funkcij а С zadovo1j ava uslove 
i z (4 9) • Tad~ ј е . . 

(.lb) kt;J ,{ј]ц({-)-:' EC(X t l':J7vt,1-)[I{';f ~Х~~Ч} + Т{';ј(Лf )џ.-t!г..ЈIlх>"t1]~ 

~ Е сех , c':J7/-t)I~ ';Jf.x~ ~1Л1 + Е:.С(ХIС';Ј7И/-f-)IIУц~ XL-f} + 

+ с.(Т { С ';{Ј ({-)[ 1-Р/1-)] =- /<1;;- I ['';/]/ i:) + Е [с{к, Г~711. (f )-с.(х 1 [''J7,f)) I{y"fXLt} 

U ........ koliko 

postoji konstanta 
~ 1Л.-7 -t 
М 

i vagi us10v da za svaki р1ап 

tako da za VL dovolj по veliko 
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еа.dпјi sabirak u (~6) се da.tezi nU1i, ра је 

~ К ( ~ I [';јЈ Iл l г) ~ . k ( ~ I Г 1;1], f) . 
!л-Уо'" 

U ..... koliko ,/", /7i:'.c:.. -f. ,problem је nesto slozen:Lji. 

Allalogno sa ('19) predpostavimo da ј е 

I 

19) 

а analogno (2.~) 

2::/) t(X IC';JJ14Ii-~~) ~C{x,[~J,(-)+11 p~ XI'dlAfXL~', И q..v-. 
Тааа је па isti пасin kao gore 

" , 

Naravno~ ako је 

za svaki р1ап ["ј], ,bice 

Odat1e slijedi: 

Teorema 1. Neka funkcija С zadovo1java us10ve (~9~ 
i ( :L '71) za svaki beskonacni р1ап С;;]" :; IA .,/l i I ;:.. ~ i1i 
neka vazi (и) . Тааа 

(2. 9) 

U primj eru funkcij е 1.3. su us10vi (19) i (27) ispu

njeni, ра bez obzira па C('f..IC';J1vt,f-Ј:>С{Х/f';1Јt f)-Ј-d vazi (2. ~). 

I'JIedju tim, u 1.4. је С(Х,С'јЈц{+)'::. C{X,f':J1/~) (X~";/I/j a1i se 

,роа izvj esnim us10vima moze pokazati. da (2. 9) пе vazi. Ne1ta ј е 

и 1.4. е( ';/11 - .. , ":Ј-.л,} ~ е. L vc za sve 11\. • Tada 
. ~ . . s; \А е ( х: /[<-;] V\.l f ) d F ('1:.) = [F{ () -Ffl;/".л)] f/~.., '"" / '1 •. ц {) ј а fyw If- х)с/ Fc;t) f iI., 

S-& ~(X [:'d7,f)O/F(i2):::- ~ ~:~?с.(';Ј?I'--';;'t;.+.Ј.·)..;-D..(';r~+.l.- ;e)]dFr;(;) =-
~\I. ( .\L=II'- 1<:-

~ ~~ Ј - 2: Г~(::J11""/ 'j.1<=-+.L)[r-{'1~"'J)-FI'J~)J..J ~ f';jlc (';Н'+.! ~~)'Dlf:'(X) ~ 
~:\Л 
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~ с [F(-f-) - F!';Ји)] +- s ~ (.f -~) 0/ F(x) . 

Ako definisemo ((1-/ Г,;/]ч/.f.)~ c/f;[';t]/-f) ,sto nе za-

visi od C(X/[';J71A/-t), X:L-I: .. , to za -01> с vazi f::.11;j,C\;i],t)-fЈ~ 
;\ ~ k( '-ј Ј L'aJVI,t) ,gdje d od V\ nе zavisi, ра је klYI (1)<. 

<: IZ (';1,+) • Ovaj primjer,. inace, nije tipica~ 

Lema l. Neka 
tada 

(3 О) 

Uop.ste 

~'м.л k~ '11 f) = "1.~. С I t I Г ~]J'I f) r'1-FIf-J] ,.&... ~ ~ • 
~ -7 t- С'јЈ,ј', 19 6Ј ~~ 

Dokaz: с{ t , -f: ) [1 -1=/-1-)] ~ ('( t I Г ';ЈЈсЈ', f )[1- FI (-)7 + S ~'" t(;f IL';J7"i t )oIF. 

ра i 

3. Razmotrimo u daljem postojanje optimalnog plana. 

Preclhodno pokazimo da z ....... a proizvoljnu f'unkcij u С 1:111 ';/2; ___ ) 
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Neka ј е 

C~ 1:1, {) :::. (.~ k,(';j, t ~7./1 {) . I 

, С';П.ј I )<: ~J '" Q"> 

Tada је 

('I:J~/1) :::("џЈ ~/';j,f~]~/-I-). 
l'iJJe 

;to oznacava minimalne troskove эа bar k provj era.H eka ј е 

", '{ - . . 

N= 
млллл I 1< : c.~ <-_ ( ..... +.. , } 1 ........ Ј.. ,Је ~ о " :Ј 1< d d 

ЗS) 
I , & > C~+J.. 

Lema 2. 

йаn reda N 
. ~~';Jl-t-) = ~/';jl+) ,t.j. ili ј е optimalni 

, ili эе medj u planovima reda Nn~lazi pro-

Lzvoljno dobra aproksimacija optimalnog plana, ako postoj~. 

)okaz: - N:eka ј е N konaCno. Tada ј е СО -= ММ.\Л { Со l С,) -= t -1 .c...~ I 

- С2 '- С 1 t··· 1 СН--Ј., -:: С/.Ј =- CN ~ CA/.f,J. tj. Со ":'" С N 

{.'tлJf- ': ( ": L '--~7..j, t:)-.: 'l"J k( ';ј 1L":JJ"" Ј i-). 'Ј 
с '31 d' , О:!',Ј ~ (jQ r: ~7 N -

Kako ј е в ~ =- Ck:, - CN .> 'о ,za /с: <.N i 

:> N to za vt е "> о moze da эе odredi plan 

Za !v = оо је 

, tj. 

;/< ). о 'za \:::"> 

С 'd-J N ' da ј е 

,.{~ k-f:Ј [l ';ЈУ 'V"l-t- ) 
['';1")00 

.::::. t1.."v......i I<=-I:J I f ';J7',:.l 1-) I О ~ ј.:::. <. со . 
C'aJIt:: 

Neka i neka ј е plan [';Ј! Ј N ' takav аа 

Iv .= CN ~ ~ ( d I C~ t. ]Nl {) - <; ~ ~ (Л/ - f-t,.' • То znaci da 

f) == С'" • Predpostavimo da ':1/-">~: I {=1,1, .. , 

~.1'tМ. k ('с1, Е'ј t"7, 
, _, CW'> 1\1 

t' * ,N I ~~ ~ ':Jt.t.l , 

-::.:1, -:" N-J 

'/ "jN) 

, sto nе втаnј иј е opstost, ј er ве iz ,niza 11;1.,/', ';J2.{~ •• , 

dij agonalnim postupkom moze' izd УОј i t i podniz, эа 
t;im osobinama • 

.A.nalogno tome, nazovimo uslovom ( т) , predpostavke" " 
. .. 

Ak о ј е С ';;Ј l Ј ~ I ~ ~ QO , niz plal1.0Va takav da ;}~C -') ':1.е/ 

";ј- ~ ~1 5: оо' ~ ";J~ ~ ... $ -6. ,to postoj:i. 

hl'lМ l< ( ';/ 1 Г ~ i 7 Ј< I -f:) . = k ( \ј , ["J7Jt:., .f) . 
с -) Q<> 

\ 
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Ak о ј е '-;ј ..::. ~ '1 .::: о. ...::. 'Ј 1<: ,L -с 

i ~:e?1 (о ~6 ( Fll-o ) =-1.. 

. 
Ako је za neko ~ 

'ј Ј' ::: 'Ј J't-l. tada 

I /<:.., .::: е<=> 

tada 

, 

, ili ako ј е 

~/'-41 ~11"" ':ЈЈ', ';;J·t-.Ј.I·~~/t»/ kl':J, ';Ј"1I'''/ ':ЈоЈ/ ';;,//./1 ... /1-) 

1< .:::- оо 

ko ј е za k с::- оо ,za neko 

~ t I F(1:0) = 1 , tada ј е ~ 

. . 
-1 , ~ > ..... о I ':1 Ј' ::- '1.J'rJ :: ... = с ~, 
k 1~,IoI"""" ';/i, 'J/'ГJ""/~)~ 

~ k l ~ I ':Ј.., 1" • I 'Ј Ј', 1- ) ./ 

Teoreтa 2. /а/ Neka za N definisano u (ЗSЈ уа-
N <. оо ,i neka vaze uslovi (-;) za 1<. ~ оо .Tada 

зtојi optimalni plan [';}*]N, za koji је k(';j,f):= k(':Јlf~..rЈNIf-). 

/Ь/ Neka је F(~) neprekidna u tackaтa za koje je~4 
) -ј . ',--.L 

+0 - (! (~C()</!J"""/";1Flf)=ll:-)Qo ,k:-;)"; i neka vaze uslovi 
'JK!:X<..i- ' 

(Т) 

k !;. оо· • Tada takodj е postoj i opt .plan rt.."t"l
N tI I N ~~. 

caz.:.o " ·/а/. Izdvoj imo, kao po~le Leme 2., za N< оо ј еааn 

~ planova [';јi]ЛЈ , za koji ~t -') ':Ie.?tt '..l.=1, N • Prema ('Зi) 

~ba dokazati da је ј er ј е tada ~ ::: 

. tj. 

~ I [ ~* Ј N 1 f) ::: r N • Predpos:bavimo suprotno. N eka _ [- ';J~ ]N-.J 

:dstavlja niz [~JN iz koga је uklonjen neki оа susjednih 

.nakih planova. Uz.шimо bilo lcoj i niz planova [' 'ЈЈЛI-Ј. ,za ko-

:J~ -"'> 'j~ ,Ј' -7 оо ,odakl~ ј е С I\J =- k: ( ";ј I [~i' Ј/'JI f) ~ 

: ( ';ј I Г \ј lЛI-.Ј. / + ) -::. .{.А I\/IA ~ (~, [ 'а Ј ]/V-J 1-1 ) ~, itл..:f џ./ '.1, L ':Ј Z~ -1-) = fлJ-Ј 
,Ј -7.)0 L~7N-J - I . 

rotno definiciji JV • 

/Ь/ Kako ј е 

ј е za т:: (f) <:. 1.. 

е (-i I С ':1711- ) ~ .--f.лfW.. l'vJI- С{Х l [';17, f) = (/о I 

"-7~ ~~!f:K~i-

, N '- С)О ,ра ве svodi па /а/. Neka 

F(+) =1. • Тааа ј е оа interesa slucaj N::: 'сх::> .Tre-

L-ч'ђ iokazati аа za gornj im postupkom dobij eni niz d Јос va~i 

'1/<' ';Ј L~ ~ -., .::: t 09 ~ t 1 ':I.t.~ -> t О( F(i.) =.1. 

. - . 

; 1· 

! 
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t! , 

Dokazacemo prvo da ј е F(io ) = Flf) =-:1 • Bice 

/«tэ I C'al]oo,-t:-)= S~С{Хlflj')~l-t)dF(<t:.) ~ r,-t C(XIL-'Ј;7':>с1f:)clF(:С)~ 
'. d ~ 

~ _~~ .(Ft.t-) - FIY/J]::. z е [-1- F(~ei)J • 
Za L d. vel iko ј е Ij.(.c:.~ ';/е* 1- Е i F ( 'Ј./') ~ F! је -11 + t), 

tj. }.лrv..л F!;t/.r) ~ FI'гI~*1-€.) za svako Е. ,ра је i 
[..=)~ 

БfIм Р! ~~.) ~ FI;Je ~ ОЈ- о) ~ Fllo -1-0) • Tada ј e:i С оо ::: c~:: k/ ~,[:J~ I f/2 _ 
C~-

> h.rvv- ~ е .t 1 - F ( ~i)] ~ i е [ 1 - рl (о -1-0)] I i (оо ~ .R....~V-A z-e [1-Flt,,-f(i;Ј , 
~. _) ~ .t.-7""-

ра mora bi ti 1- FI-fo + о) == (:) , tj. FI-fo ) =- Pll-o+-o) == -:1. • 

Tada па osnovu (3 9) , slicno эа јај, slij edi da ј е 

'd <:'1/~ ... ~ :1: < ""-(" po.sto niz Ye.~ nе moze biti ko

nа.Саn. Ј -

Као st.o vidimo, uslovi teorerae эи dosta ј aki,ali 

zbog opstosti postavke problema i nе mogu imati neki mnogo 

jednostavniji oblik. Sem toga, u dobrom broju prakticnih 

sitџасiја iшаји smisla. Na kraju krajeva i эаmо postojanje 

'optimalnog plana је vise fikcija nego realnost, s obzirom 

па to da эе u konkretnom racunu uvijek dobija aproksimativ

па vrijednost, dovoljno dobra, cak i kad optimalni plan nе 

postoj i. 

4. Ispitajmo jo.s funkcije Ј<\Л{'Јt-С-) , ~('i/i-) ро 
neprekidnosti za ~ ,.s~o се nam kasnije koristiti. Raz-

motricemo эато slucaj funkcije k(~l~) jer је prvi prostiji. 

Lema 3. 

L f\ЛA 1< ( ~ + t 1 '6) !f: \<:.. ( 1;/ L i-) I h џ..л. it. ( ';t -Е. 1 1:) G }:: I ~ t t- ) . 
€ _? О f--? О 

Dokaz: Neka ј е plan [~1 takav аа ј е ~+ f ~ lJ!1 • Тааа ј е 

(~I!) I<.(';f LC,;/7/r) ~Б С( X_,r';f"!L+)[.I{ ';J~X~ ~-l-~] + T~ ~+f~X~J:. 

::=. Е сех I [';}Ј t-t- )Т{ L;j ~X L ';J+t;. ~ +- /L( 'j..J-f I r~7If) ~ \'ц~J+E I f~7If) 3 /il't-l-r,-t-), - , 
oclakle ј е ДI\J.A \Lt 1J +Е t.r-) ~ }.(! ':Ј I С 'd71 -1 ) 

~-=>O' . 

ра i ~~ k/'-j+f,+)1':.. k!~ l-t-) • 
~ -) о 

. ~ I 

i : ' 
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Neka ј е ~ с.. ~J... • Ako· эе u (41) stavi 'ј-Е иmј esto 

~ ~bi6e k:.(';J-<СI+)~ k/';j-t.I[~7/+); Ee(XI{''J7/1:-}rl';ј-r~Х.::,/, 

za planove'koji su n~~d interesa.Tada 

је 

:' \ ~~ 1<: I ':1- <i '~) :s. Riщ t:. f( Х. Ј '-' ';Ј7/+) r { ~- r ~ х L ';/ У -f Је/ 'd /.-'<17. {-) :: 
~~O ~~a I I 

Lema Llr • /а/ Ako i'uпkcij а . С (-:Је I r. ';17, -f:-) ispunj ауа 

uslov formuJ.isan u -1...Ј. /str. ~O / -cada k.(';j-с:с./t:):;;./LI:I,f.) 

а t ше i ~ 'IЛ-Л kf ~ _ ~ I f:-) .'?14::tt t;J8 
Iё. -=> о 

/Ь/ Ako vaze usloyi (3:;') :i_z (t)· ,pod koj i:ша ве 

doki?zuj е Теогета 2., opet vazi L\1\Л1 ~/;J - ~ t -t-) ~ /.:f-II;J 11f-) • 
Е-:,о 

Dokaz: /а/ Neka ':oJ-f~';Јј • Тааа 3 к аа је t;1::.~';j~';j/t:=f..l1 

za sve к , i 

~ ( :1 - t. I С \;:17 ( -1-) ~ ~ (! ( х I l" :i7/ t- ) Г ~ I;j ~ х } ~ 
= г;..L(r-l ':111'''' ~/t:.I';/~f-.Ј., •. ·(-t-) Т'~ J'~X! >,. EecX/'JI:f-.ЈI.··,f-)I(';јf.Х!Ј=

= kr'ёi/ ~I<'+.I-I'··I -f..) >,.. ~(';:JI-I-)· 

/Ь/ u орstеш slucaju vazi 

('-IZ) 1«~/f)-=fIлМ", {i!л.7 . 'l\л;;{ kf!l,['17Jc. 1 t:-) I t.'tA...i J::1';j1[':11~/f) 1 . 
O~ ~~ ~ Ј:';Ј7/1:.. [~J()(J 

/tJ- ~ ( ";) ,[';)Jl+} Ј 
':1-( 4! ';;f.,<: . .. <. f 

т ad а k ( ~ _ f I -{-) >,.. f\Лл,Л\А. ~ t.." ц;:/- I'l' t.л...7I- k ( ';;ј I L 'i7;:. I -1) I 
() ~ j.:~~ 'ј-Е 4! ';t,,~ .•. ~ 'Jt:~+ 

.,ел 'I.).Л ~ ( ;! _ tt I -l-) ~ h 'IМ. (l,1.Л.A' \.\ { '1-
€ ~ о 4. -"') " 

. 
"1 

.:ММ'\А ~ 1.лмл t'tл...A-г'Ј , ~'~ с Ј 1 ,posto эи clanovi u min, шо-
(. -, о О!::. /:::.4! ~ Е _, о 

notono nеорааајисе f.unkcij е ро [. ,i h'мл postoj i. 

Neka В;. -) о , о;, -") о ,tako da za niz l'd']k vazi 
"L Ј • ~ (' ~ • 1..L.Л-./Г K(~, [':;]I<:/-(..)~. k(;;' II'<J(J~/f)- о,' ( Је -) 'Је (, -.,~ I 

';ј- с,'': Ь'1.("· <. 'J~ ~ "f 

'-;f ==. Y/;~!:. ':Ј; ~ оо. '" ';//-:- <;... -t- .• Ра predpostavci postaj i ј edinst-
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~veni /..л'w k(';Ј,[~'Ј/<I-t)-==~/';ј,Г'-а~Јl<lt)~ itл-/f k(';j/C';/]Ic-/1:) I 

i -") l>D . ~ <' ";j~ ~ '" "tt;. У/о. ~of . . 
Ј Ј" ~ ј er za niz Г "Ј ]1< kod lcoga ј е ';Ј ~ '(J~ -") 1 е ,vazi d~ е 

1лrv..л k(~/C'd.i]1<1 t-) >//Jkl'dI[';t7~/-t-) .Slicna relacija se pokazu-
I \ .( -") (>о ( ':) 71< I ~ ~ 'Ј 1.. 

је i za beskonacni plan, ра је 

/VJt.i1A 1 Мf\/IЛ t,'vV/"- Г Ј , ~itAл Г 1 Ј ~ ~'и. {,'VVI J';(~/[:J*'J/C-l f) 
f. оо=) о 6' ~'I::: ~ оо f. оо=) о Of ~ ~ ~ / 

k (I;j г g *'] -1: ) :1 .>,.. I?М.A' 4 ~ t't.л1 ll:u:I k/ ';// ['';1];.: I .(.) 1 /ч ~I ~ I Г 'J7~/1 } = 
I I O~~cO'" C':J7I~, ~~'11 Г';Јј,:>о ,':1~~1 

== К( ~ 1 +) I {"Ј'. ДМЛ /<=-I ~ - t I -?) ;>,.. /С' I ~ 1 -Г) . Ј 
~ -)0 _ 

L ета 5. Ako С (}( I [ ';f Ј I ~ ) ~ м za ~ ~ f о i ';f. S. 

G Х..:. '1-Jf.,c. 'ЈЈ. za эуе r "';ЈЈ ,i F nept~idna u ~ ,tada 

Е -? о 

Dokaz: k(';}t f -) ~ Кl ,;/,f';J1,f)= ~/';Ј+f,L~71i-)-fЕС{Хlf~7,f) . 

. Т{ ';Ј ~X~ ~+t ~ ~ kl';J-I-Е,fС;ј7,~) rH[FI;J-l()-FI';f)] l 

III 3. Specijalne funkcije troskova 

1. Razтotrimo neke роэеЬnе funkcije troskova. Neka је 

data funkcija . 
( 4 4) с. ( х, у I i I i ) ~ t:) , () ~ х ~ У, 1. ~ { .. ~ 11· 

Definisimo 

('-1 S) С (Х I [';:ј] 11( I-t-) ~ с (Х I 'i l."'т-Ј. / (+-Ј./v,+Ј.) I "I,'~ х L ';f,'-N/ (.1-.1 5:. VI +1. ~ 

sto znaci da se uzimaju u obzir zadnji momenat provjere . , , 
broj izvrsenih i predvidjenih provjera. Neka је 
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Erimjer za takve fuhkcije'dat је u 2.1.2. 

Sada је 
~ 'Ј ~'I.J. 

k( ~/['Ј]Чli) ~ I S ~(:Jf'/'Јк.t.Ј.јk-lј,lA.;1)dF(~) ~(!fс/г/иt-J/И-ЈЏ!I-Fltt.)Ј 
'~':"O ~\I:: 

Uvedimo :funkcij е koj е· се пат posluzi t i pri1ikom nа

lazenja optimalnog rjesenja 
11\. 'Ј. ~ .. ц 

(1-ti-) k (:, V\ ( «;ј I [ ";})',ц t-):: 2.. 5 ec;r, 'ј"ы 1 k+ (.., и+,; ) CI Р!'Х') -Ј. 
~=o )~ . 

+ ~{-fI.f..1 И+(~IA+-/)["1-F(Г-)Ј I i > ... -:1.1 И ~ О. 

Тааа ј е 

" , 
Neka ј е " 

(S'o) Ј(, I Vl ( t;J 1 t ) - ~~ k ,', 11\. ( ~ I L t;J Ј IA. 1 1-) / 
Г ~7и. 

. 
(51) 

'<1 
. 

~,' I И. ( ~,.{..) 1< i (';Ј. l -t-) - /lII.ЛA..М. . . 
О!Е:. V\.~j 

:a?ada ј е , . 
(.tJ- <.) 

~'+J..{ t-) r:·мл.лМ, IL~· ~ (~/t-) ; 1lМA.'и. {Jc.,;/-I-J.lf;f,r-)/ k. '!(~/f)l,. 
К " ~ 1 О ~ l.. S:..J +1 ~ t Ј 

Medjutim, za ~(.·,i+1. сето naci r~kurentnu vezu.Bice 

Ј ~~ 
<t.',i/-J.(';j Il~Z'+.J.,t)":. Ј';Јо с(::еl ':If/l,Jf-t'".;..Ј.)t!F+ 

Ј 'r.L '1-1::.+J. + tt:-:г;, f 'Јк С( ~/';j~y.; I ~-I-;,i-l-~(-.;)otr-(1!) r, etr-/I!'Јf-lf.Ј., /l-i-l?)11-F'(~)]-=-

(53) 

"::. "р ('jl ~11 i, -1~) + k:.it-.J.,i (:1.,/ 'j2t .. ·· I 'Jif-l/..t-) odak1e ј е 

/<.1., i+.L (t;J {Т) --. ,t"J ['ft~, !:I11 (~ Ј) +- k('.,I,/ Ј' (:Ј (ЈЈ· 
~.t:'Ј1'-6- ,. ~ 11 

Nas cilj ј е, da odredimo 1<: ('Ј ,f), -:i ~ о • Na osnovu 

1 
" 
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о 

(Ь 1.)'. ·prv.o· treba odrediti J::~,()/'I,f-):. К.., (';ј.{-6-) .Predpo-

sta VL.'1l0 da Бто odredili I<i-.J. t ~ 1 f:-) • Treba odredi t i ј 03 

k-:iIЈ'(~I-f) • оп se nalazi iz (S".З~ ротоси 'I<.t,i-J.('t,f.) i 

tako redom, preko niza 1< cir.ll о ('tt f) -::.> I<i, 1.1 ~,.(..) -') ... -") k z, ,'o;.J!y,I}7 
~ 1<::1 /J' ('d,-t-). 

. postoji i drugi, obrnuti, metod za na1azenje funks~-
ја ~~. • Neka ј е sada 
- \л.. '/~-Ц . , .1 ,/ L ..L ' Ј/ _// 1< " 'А (1;} I i ':11 и 1 f-)::. ~ 5" е (;(>, ~~*-' Ј:::.+-" И+-l )()IFcr) -f tc ~/ L' И1-Ј. ,И+lЛ 1-гcf)}: 

( I V\ k.::- й "1' ., / . 

v.. ~ '11:=+ Ј. 
= ~ Sc (;(Ј, ':J~y..J.1 ~+-J I и-:1 +i-lЈ..)оIF -1-('( ~IA I ':1 и. ,И, и-~ +i+4- ) [1- FI';/ и ЈЈ -Ј 

v ~J<:. 

+- Ј: :+.1 ['Ј ('t!1 'ј IЛ.+.Ј I 'и +Ј., lA.+i )0/ Ff:t ) + t tf/~,IA+.J ,1A. тј ) [1- FttJ] -

_ С('дц{ ';Ј", tVЏI\.+-l." )[1- F(';t\A)] = kiТl,И-Ј.('31 'ј1 ,···/':ЈЦ-Ј, '1,,)-1 y..;(~IA' t, t.~ и.)" 

odakle ј е 

(54) k- ( ) ~...L Ј;: ( ':Ј I L ':!7eH .f) :: 
,. LЛ ';ј, -f = t1l.Л...A {, IЛ 
\. I [' ;,'::1 v\. 

. 
= А Ј [- kz #, и -Ј. t '-;Ј l ';ј '" '1 -+ '#1 'Ј lA ,1, /, IA. )7 ,. z. 

';j.!'dIA. L -{. . 
1< ~+-.!. ('cf l +-) ~ ~ \А. I~,., 1/1\ ( ':Ј 1 +) ":.. f2.tм.'/A. ~ [:, 1 /~.ll 'Ј I f-), }<~ 1J1, -f) r 

~ "ь. Iл. ~J+J. 

sto se odredjuje slicno predhodnom. 

Razmotrimo pitanja pokrenuta u Teoremama 2.1. i 2.2~'/ 

Wao sto se vidi iz (i.tSJ , cL:t!./~~]ч,-t) ::: еt.~/-t-t 111.+-.1/'111.-11) v , X~ f 
1<114- - I 

ра је prirodno definisati, za beskonacni p1an 

(55) с ( х I Г ';J7[-t- ):::. ~ е ( х L t I И , 1Л) { ~ ... ~ т- 1, t I S=. Х ~ t . 
'\л....r:> .С>О • . 

Ako ј е Х L ';/ lI\ ,prirodno ј е definisati , 
(SБ') (( Х ,Е';Ј],+-; . .:::- !..A~1М.. ce?f, ta 1 [~ L\) := f{/f, ';ј l/~Q)D}, X~ 't~~Чli~1A 

t. -) QOOO I 

te ве uslovi (19) ,(1Сј ') svode па 

е ( ';f It I и tlЛ) ~. ДfI..М ~(;P, (-, И l,иЈ, 
\А -; оо 

С(:R'~/(/И)~(,(''Jf'/~I(~{)Q) ,/<-и, tл~Uо d.o .. 
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Uslovi (2:),,) i ( .2.. 9') 
dovolj по blizu 1: I 

эуоае ве па to da za svako t/~ f 
postoj i konstanta М i И (1 аа 

..: 9) f( ~ I f: '1 И I и) ~ с (;( I -6 ~ l'j ,IA ОЈ 1) ~ е ( -:е I ';; I 11, qc) +-м z а , t ~ Х ~ ~ 6 f " 
V\~ !ЛС. 

Рl"еmа t.ome, ako vaze uslovi (.Г ь) 1 (.Г6') i (.г -}) , ро 
~eoremi 2.1. је ~.'lМ k/(':1lf) ~1::/':i'lf)-:..f;.:·(!-//fЈ. 

Razmotrimo i pitanje optimalnog plana. 

,;/,,';.1 " I 
.1':..ko эи sabirci {'ЈЈ' ('( 'X:i 'ј/ц, Јf.Ј/И+!ЈiJ FIf:!J neprekiuni 

U. 
)0 Ј Ј i 'dJ'f-.L ,to се bit:i ispuI1jeni uslovi (Т)(ЗV , i 

'ъi) za 1< <...:::>0 • То се se ostvariti ako ј е recimo 

С (:Х! I Ј. I ~ I V\) ogranic еnа ро ;;с::; ';Ј i neprekidna ро 

~ ; F(=e) takodj е neprekidna. 

"Ji-i.1 . 
Ako su sabirci S;J ј С('Х!I 'JiN,J+J/~}dFt.t') neprekidni ро 

';f. d- ,';Ј i1-J. , tada ј е uslov Ст} (з :;.) ispunj еn za t: = оо • Ро-. 
kazimo da ј е tada i ispunj еn i uslov (Т) (З,f) • Neka ј е E';J(l~ . . 
niz planova da 'd & -") 'Ј l< 

Тааа 

ра је i 

, 

.(,. '1~-ћI 
= 2: S (!СР1 ':Ј~r-ЈllCr.l.IVt::»dF(;С) Ir!'>,- '1 

\,:1 ~jc.. 

Lako se vidi da ј е uslov СТ) (Z~) :Lspunj еn ako ј е 

. 
I t. 

L ( ;е I ';t l t.', QO) ~ е ( 1: ( ~ f (."'+.1.. I f9'0) , 

.sto slij edi i.z prvog, kad И. ~ .оо • 
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Na osnovu ucinj el1.ih рrед.1;;О:iЈl;<?1."\-ј;.:i vaze uslovi fi'eoreme 
--"'-'-.. _-

Posto ј е 

Tada z 1<: // оо , lc -:> ё>.t!> , ak о ј е па primj еЈ:' 

( iv.-iеr:;е/';Ј,k:.,Vf) -")00 I k- ~c::-
'31< ~x~:r-6.-I 

РЈ. ... ета t оте ako ј е ispunj еnо С"Ј\') 

па, vaze uslovi Teoreme 2.2. /b/.~ 
i Р{':С) neprekid-

U koliko postoji, optimalni plan эе nalazi роmоси 
funkcija j<::.i,i+-J..{'1- l -С-) • Ako predpostavimo da ј е е(;е, ':1, (~J+.J..) 

~ 

rastuca ро ~ ,bice zadovoljeni uslovi Leme 2.4./а/. Ako 

ј е Ft х!.) neprekidna i ako ј е ~ (:Ј{', ~::Z, [', Ј' '/Т-.Ј ). ograni-

cena za Х ~ 711 ?--t ,to Е C(")(>1:!1,r", J'I--I-+O Т{ ~~X!.L':J-I-(~ -')<1, {-,О, 

u~iforтno ро ~j , ра се vaziti tvrdjenje Leme 2.5. Kako 

Lema 2.3. vazi uopste, pod nаЬrојеniщ uslovima се эуе Kl~i+./. 

biti neprekidne ро ~ ./Dokazivanj е za slucaj ~e; i+.1 / ide 

istim putem kao za k ,а cak ј е i prostij е./ 
• ' .е. 1-.1 

N eka ј е I<J/J.1 'J lt).:: ki (';ј I г) = -.. -:. ):::i I ';J,i-):. ~,i.t.I!t, () > ~' I~/(-) о 

Tada plan ima"t provj era i nalazi эе iz J(t~.e.. (,;/, -(-) .:: 

= YI';j, !Ј", '1.I-.1)-J 'f/~"" ~2, {+-Ј., ~-2) + _о. -1- 1f'(';Ј~-.l1 ~e, (".,..f'-.1, О)+Ц"'.Јlсl'~.II-1)· 

2. Ako predpostavimo аа је 

erX't ~ I i I lIt) - (!( r/'~1 i) za svako И. 

stvar эе uproscava, jer је 
'Ј. k ~-t I ~ ,:r ) = ttМ.A IA k i t ( ';/ 1 t) -:. мм \л Ilt' (~ tl r ';f 1-1 ), tIЛМ \А ~ 1', R (~/. f ) 'Ј :. 

l. ()~ е = i+J ' I ~ ~~J:"..1 

. ;:; _.~ lл. { 1(.[( о( ';f ,+}\ itл.f ['ft ':1, ';Ј,н () + l/.AЛA..·tЛ. kitJ,l-.Ј..1 ';/'11 f}] ~ = 
';J~~,,'i 1!('-.ЈТЈ 
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. 
(59) = мл..\ц {ktIO(';jlf-), /v...:f[ Y/;J'~1' /)+I</:.Ј. 1!t'1I1)] 1 Ј 

V~':I-1~f. 

tako da se racunaju direktno preko 

11,OifitL - kt'rif.J.1 о 1'::1,-1)

Ako эе definise 

(60) k.t·(~/f) =-t'v...! k-/,/I~/f-) 
O~J ~-O<I . 

to је па slican nacin 

i J'-.L 
Ј< ,"';'.Ј I k/-f,Ј I .. , I 

{61} J<;I'd,t)-:. (lM.iL-\ 1 k/~o/~/.f), /tл.i ft.tl:tl!t-t, 1) f- ~i+.J.I~,,,f)7; I 

~.& ':1 "L" 

ра ве problem racunanj а svodi па zadavanj е pocetnih usloy< .. ., 

Као i u Lemi 2.1. iz nеј ednakosti e(~1 t, !)(1-FIE)) ~ 

slij edi 

а ako ј е F neprekidna u ':Ј i 

VЗ)" ОО О о о' ~I\ЛA k/(ta,-I} .::; F1-P/~)] пмл (O(~~~I /) • 
u ~~~ ~~~ 

Ana10gnim razmatranjem, u vezi postojanja optimalnog 

р1аnа, u'ovoj situaciji ве uslovi upros6avaju i vidi эе da је 

dovoljno da vazi 
С r -:е, ';Ј 1 (.- ) с:- е ( ::е I ~ f. t' "+ 1) , 

,-t v...;f с (:1! I 'ј, [) --::> <>о 1 ~ ~ 
-f- ~ X~ 'ј ~ ~ . 

-l-
F(X!) neprekidna ро, а:., s,;/cr;e,-г-,/ЈdFtr) neprekide.n ро :{/i .. / 

to i 

Ak о ј е ј о s za svako t I ~ i 

, 1-) оо • 

п 

I 
dovoljno blizu~ 

3. Vrlo jednostavan oblik ве dobija ako је 
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Tada ј е ';Ј.l .. 1/1-1.1 ;}Ic"',,: 

kf'<;' ,[';Ј]И7.Ј,-t) ~ flJ [et-;f, '1.,) +cjdFI;t» t ,&, f[С{Jf,У~+;).)-I-
+ COL -f1)] 01 F(-;(!) r ["e(.f/c) -t-С(ИI1)] ['~-;:II)] ~ 

/ \ .= S;J ГС( 'Р, ~'J) +е] 01 FI:e) f- i [lA I;}~.;г [ft;/JI ';J/L1-2) -f tr /::-.;.1)7 dFt ;(')..; 
о Jt::+.l 

+ [с ( f ,-6-) + с п] [ 1- F 11-)] -f С [1- F 1';/1 Ј 7-:. 

t.j;. d = {'V с (;е/ ';/1) Ff-.e) -1 е [1- FI'-d)71- Ј< I !:I?/ t: Z 1-· "/ ':! И';-Ј I '). 

Ista fqr.mula vazi i za beskonacni plan,pa se za 

dobij а 

. 
Ј< '( 'Ј,1-) -;: /['lAJf ~ I~ / f '-;Ј71A ,-1) 

(9 $:.. (А. !;. t."-

(66) kc"f.L(':!, f}-:. riv.·IA(lc~/~/f),/~ ['f'/~/!t,,)1-Јс(i~,,/-f)]Ј, 
. ';fLLf1 L ..f 

i 

(G::}-) k t "d ,1:) == t1ЛМ'tл i k o(;;/~) I iч ['f//;;/ ~1)';' k( l;t"/~) 1} " 
~'::'IJ,,'::'-C 

Analogno se dobija da је 
i 

1<!'<f(Г'-Ј71л~-t) ==kl':l,C'37u~1 ";/",) f eI1-FI'~I-I)] -1- f:ttA et'~rr )tJIFIP';-Ј. 

odakle ј е 

(' g) k{+Ј./~/i)-:;;:.%и.~lAfkоIУlt-} ,;Ј Г jc~~/ ':Ii")+t !!:Iril- Ј]} " 
/ ';f.lt'';j-L't 

. ~ 

ве odatle dobij а 

(69) 

Zelimo da ispi tamo kada па r o/..f-) 

v.rsi ti ni ј ednu provj eru. Koristeci (49--) 

{( ( ~ ,l 'дIЛ ( 1:) ~ ~ ot) ( ';Ј С'е: у ekvi уаl еn tno sa 

nij е potrebno 

, vidimo da је 

" / 
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k {';;/ Ј'Л""fl -/LoI;k-f} = ~ r;;:"'" г N Jf', ,:/"..,.) + t'О~-I-1) -('f~/1-) - 1:7 dF/Z'N 

7- Г c(t,-t:} +(v,-f1) f - f(t/~) -~7 ['1- F/~)J =: 

• I.Л-.Ј.. YI<=-J.J. "" / ~ tlio s y~ с с>(р/ ':!~N) - с( 'Z'/.f) Ј dF/;e) -f f 1:0 I::-.[Fr'tЈ::-I1} - F/y~ Ј] -f 
.... 4-..l 'ti<-1J /..t,-.1 

~J- L-\CL1-F!f)7 -=- 3,; Sy,,[('(;ftYK-I,Ј.}-С(;:('/!Ј]v!FIХ) 7еlG~!1-,с/!I~~Ј}7~о, 
(?-о) 

Za vl ::;-'-ј. эе, odatle dobij а 

Interesuj е nаэ us10v koj i sadrzi ogranicen broj. prom~',' 

~enlj ivih, па pr. ~ ј. • ТО bi znaci10 da ј е us10v (9-1) i 

dovo1jan, sto се zavisiti od funkcij е e(~/ ,;/) • 

Lema 1. Neka ј е С'{ ~,.(.) ~ се;(', и) ,О ~-C _ 

Тааа ј е us10v (-91) potreban i dovolj аn da za svako И. vazi 

Dokaz: 
&oo\.-.L '1~+.J . 

Neka vazi (91) • тааа K~O fylt:, ;:~(:rlf-).-еt~~i:.,l-Ј)]dF~ 
Y~+:I (.(-.,/ 

S~ - [eCA!,f )-r(~ '711:-I-t)]d;:: ~ С ~ [1- !=IY/c-h/Ј] ,za ву·е pla-

nоуе ['Ј7 и. ; posto ј е us10v i potreban, Lema ј е dokazana. 1 
Us10v С( 'х ,+) ~ ~('X:, (ј-) I ()- ~ ~ , эе moze zamij eni-

ti slabij im 

.Prema Lemi1. slij edi da ј е plan r~7 о bolj i od bilo 

kog drugog konacnog plana. Ako эе razmatraju beskonacni pla-

novi, mora biti ~-F(-f) = о , ра (70)vazi i za L1 ~ . ..oo , 
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) znaci da Lema 1. vazi i za beskonacne p1anove.Prema tome, 

) ј е /i1i (92.) /, to ј е (9 '1) 

Grebno i dovo1jno da se па Г~,~) nе vrse nikakve provjere. 

U sk1adu sa Lemom 1. kao pocetni us10v za Је/' ;,-~~} '" 
zemo uzeti 

:) ~ ( ';; 1 -t ) ';. ~o ( ~ , т-) , ';f о ~ ';;f 1f:::. r ~ 
,) ~ Q ;:; iLA-i.( '-;ј : ~ 6:. -1. , ~ I Y,-t- ) = к d:l, -1 )1 :-. . . . 

::: t't,vT i ~ ~ ~:: (el'~/')_ ~/;t', џ) ldF .G e.11-F/O)] I ~a stle 'Ј St/.!=~ f " 

,i 

Г) 

u- . 
i t:: ;Ј...ц.р ~ 1-: Ј';ј [~(~,-I-)-с/r,Q)ldt:= e[f-R"V)],Ј'~о:.-I-.$. Ј 

u ovoms1ucaju је za postojanje optima1nog p1ana do

)ljna neprekidnost' Ft'r> ро 'х i si t!CZ!/,~·)OIF(:c.) 
i ~ • 

Ako se predpostavi da је ~ apso1utno neprek~dna, 

о se diferenciranj ет izraza k (~' Еr.:J7ц, -f.) dobij а sistem 

ednacina 

16) С( l#-+-+l ~~"п( ~1-г., IЛ+Ј....) ,=- et''iI~''J/ 7~+J.1 К+.Ј,И+.L)-Ј. 

I I~ ~ 4 И-.L 

1 i za С ( ;р I "1, (1 И )::. (! ( :t> / ';Ј ) + с ( 
':J1t:.~J ~ ( Ir; (' 

'-.:;-) е(;;'/~-I-ј/.'ЈЏ'-/-l )::(('d'/~+.ЈI'Ј~+.Ј.)+Р(I;J-1. ) J~", ~~C ~j'i~~)O (Х")- I 
-r ~-IJ 

~ ::- О, V\-J. I '-;Ј О -= ~ I 'd И+..l ::.1 , 

Da bi' se odatle dobi10 optimalno rj e.senj е ,potrebno ј е 

naci ili optimalno ~, ili Opt. ~'t1. " па pr. iz ј edna cine(6?2), 
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II 4. Beskonacni interva1. 

1. Da bi iша10 smis1a posmatrati beskonacni interva1, 
neka ј е ј:(-;е) Li ,х L: оо • Tada se neke stvari uprosca-

уаји posto se koriste jedino beskonacni p1anovi, a1i se ро-

stav1ja problem konacnosti ocekivanih gubitaka. 

Sada ј е е ('Х/ C~J) :; ~ {?(! I ~'" 'dl I - - _ ) , gdj е ј е 

if)~ ':1" ~ ':12.. ~ --- I '1~- /l оо • Nel~a ј е za 'Ј '1. :> '1 

}C.t ~)-= ~{t.л..:f k/ ~ I ['\;ЈЈ) .:=: t"v..A- Е elX, С}Ј]) Т1 х ~;; Ј .... 
г ';Ј 7 Е';ј] 

, ~ 
==- ~J, i се.Је, f';J1) d Ff:l3-). 

Г';/] zf 

Postavljamo dva pitanja: 

1/ Da 1i za datu funkciju gubitaka ес)(3, С';Ј]) i 

za svako F postoj i '-~J da ј е cF C(~ ј..-';Ј-l ).c:.~1 

2/ Da 1i za dato е.с:е/ С';Ј7) postoj i F da ј е za 

neki Г;;] , EFC(X(L~7)":="Qc. ,tj. da li svaka funkcija 

С ima smis1a kao funkcija gubitaka, bar nekad.J 

Odgovor па prvo pitanje је negativan u opstem эlиса

ј u. Ako ј е е ( х l С';Ј Ј ) ogranic еnо, t о ј е pot vrdan OdgOVOF' 

па 1/ trivija1an. Маnје trivija1an вlисај daje 

Lema 1. Neka ј е 

lJk ~X G- ':11=-+-~ i Е Х <. 0<::1 

da 'Је Е С еХ I E':;/7)~oo • 

ес re 1 f::J7)': ,fr ~ ~/-.J - ~k.) r- е k, 

• Tada· postoj i C~1 takvo 

" , 
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Neka је t= neprekidna i strogo 

raspodjele. Neka је C(f)e,["';J])= ~ 
........ I ·РСХ!..) ...:.. ----()р 

rastuca funkcija 

• Tada ј е 

/- сех '. г~l) = 50 r=: = Е)о 
i. /Kasnij е сето dati i таnј е tri

'vijalan primjer/Dokazimo i jaci rezultat. Neka је F 
proizvoljna f.r. эа kona.cno mnogo skokova. Тааа postoji Ћ;а-

cka rasta ~ о sa, osobinom Ft ~}- F( :ео) ~ о I Х ~ 'Х..о , 

Тааа је za 

C-(~)=Г ~ , 
(Ff.?C)- FC;Z; 

Moze se konstruisati niz а{ , ~~-::. ()с:) ,tli.· '» ~ , 

sa osobinom F(e.i"'.J.)-F(;е~)~-1:СF(tЯ./}-я:ео}Ј .• Tada је 

, 5(>.::> oIF ~ d.sl< ....,Ј F ~ ~ _ ~ c,)l ~ L Pt Щ 1<: 2- Р( d21~"'.J) ;:. 

~() F-Fo \<:-":0 dI.~+.J F -ро \:) F((f2Ie-)-R ~~) 

_ i' P(tA.lC.}- F(~)-[FI&l~"'.Ј )-F(Хо)7 _ 

о F(~tc-) - P(~o()) 
Qo . 

~ ~ [1- -{] ~ с>о . 
о 

Ako F ша beskonacno mnogo tacaka prekida, 1;·0 nе-

ka ј е za Р с Х -;;. -;е Ј::. ) == Рџ=. 1 е ( ;е"... ):. L ,ра ј е 
. Fk 

Е ccx)~ ~ cr;e,<-) P(X"~(<.) =- оо. Ј 

Odgovor па pitanj е 2/ ј е potvrdan, Neka ј е e(~/C~7)~~ 

za sve !Је ~ <-? • Neka ј е А -: {~: СС?е /С,;/7) '> 1. } .Ako 

konacan skup, to ј е, ј аэnо, Е С(' Х, Г ';Ј Ј) <: оо • је, А 

Ako ј е А beskonacan skup, neka ј е izabran niz ai С- А I /.:::. ','2, ... 
.,)о 

Тааа red :1. <: Z ") " ::: 1 
2 ,: ,"" konvergira, ра эе 

moze definisati Х аа ј е 
:1. ; . 

i dode-

fi11.i Ба t i vЭ,n А • Tada ј е 
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za аа t i plan Г 'а7 • 
Prodiskutujmo роаеЬnо funkcij u С( ':t: , С ';ј Ј ) :::; е.(';::...;.?)..Ј. 

1- ~(~/';J~+.J..) 1 ~k ~ 'Х:<:.- dJt:+.J..! • Uvj ek эе moze na6i plan ['"';}1 , 

аа ј е Е С ех, Г ';ј] Ј :;; оо • 
,. \ 

Dokaz: 

Uvjek se moze izabrati 

Г';;Ј] da 
,. 
- Ј 

F(f o ) <:.. 1. - r=-+.J.. I k~d.} • Izaberimo proizvolj аn niz 

. '. L. ';Ј ~ -:L. ,da ј е РI 'i~.,).L 1. .. .....L- (, sto ј е mogu6e. Izabe-:
k-1 +.1. 

Ти postoj е dva аlисај а. I1i ае moze na6i ]k-сfЈ. da ј е :1. _ Ј- < 
_ 10: ... .J-.l -

Bez obzira па takvu situaciju, niz ~1 , ~~ , --. 

birati tako da za svako ~ ~ о postoj i 1lМ."> k da ј е 

~ 7=(';јIlAЛ) ~.1. -ttм.1..+J.. /, sto znaci da '1/1:. -:;> оо " k -)00 .. 

se moze 

:1.- ~ - <. 
1<+.1. -

/Ako је 

neprekidna funkcija, 

F ( ?<!. I :> о • / Tada za 

dovo1j по ј е stavi ti 1=( ':1/1:.)::: 1.. - ~ , 
/<:. .,. Ј. 

za k ~ k,J. vazi 1.. - Ft'ilc.) ~ ~--L 
Jt::: +.,( 

~ 

ра red + С1- (:=1';/11)]= <х:> .) с С(;</~)::-tfJ.../~-'Х)~ 
Prema Lemi 1. " ako Е.. Х ~ ~ -"-, t.o postoj i р1аn :z.a. 

koji је Е С(Х ,C~J).L... оо • Medjutim t=-X~oo nije i pot-

reban uslov. Na pr. za p(~) -;:.1- =t ' Је ~ tl , ј е Е- х 0:;;-<>0 

daje • 

Lema 2. N eka ј е Е... х :::= ~ 



f. 

-39-

potreban za vazenj е Е eCX"LI;I]).c.. Оо. 

)okaz: N eka ј е ':! ~+./. - 'Jk ~ Т, tj. ';ј /<I-..l- .!= Ха r О4!:'Н) r. 
1;'ааа 

Ј \ 

геа 

~ 'ЈЈ.:.+Ј. 1 I>Q ';tЏ:-1.Ј / 
~ 5" 'Ј ((L-If)o! Ftx) ..:: - 2 S'iI ('~+I)To F/~)~ 
о Ј<: Т с.:» ~ 

~..L i 5 ';Јџ.+Ј. (Х: - :ro)dF/~) = .L. f~;('- Х'о)о/Я~) -= ::о -Ј 
т о ~Ioc:.' Т :x"~ 

Postupkom slicnim ranijem se moze odrediti riiz ~K da 
(;>о 

::2. [" 1-F/~I<-) Ј 
О 

kav niz 

postoj i 

konvergira. То jos ne znaci da se ta

moze odrediti i da GC(K(C';fl)~CXJ • Pokazacemo da 

raspodj ela F tako da za svaki f~1 ,Е ~(';<1L"':t7) !::С::>О. 

Dokaz: 

Ako је niz' :JI<. 

то da tada red 

• 

Redovi 

• Tada је za 
с>о 

I :х; ~ -:1 I Е С (;е / C'd7) -=- /d.. 2 С l-FI'';Ic-)]-I-

takav da red ~ , 
~ 

о 

di vergira, t.o ј е 

• Neka zato .2 -1-.. . konverg:tra. Dokazace-
W" 

2. (~ - u-:;;._) 1.. d±.vergira. Neka ј е (ј';ЈЈ;..'::- di 1<.. 

~ 

эи 

• /Dokaz ро ideji 

J.Vukmirovi6a/ I 
Ovime это opet dali negativan odgovor па pitanje l/, 

za таnје trivijalan slucaj. 

. \ 
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2. П opstem slucaju mogu senavesti teoreme о egzi-

stenciji optimalnog rjesenja, slicne on~a za ~< оо i 
. 

o.eprekidnosti funkcij е 1<::.( ';Ј. ) 

zadrzavati. 

,ро ';;Ј • Na tome se nесето 

; \ 

Razmotrimo 

Neka ј е 

Tada ј е 

Ako se stavi 

bice 

К; ('а ) .:: i tл...:f г ~(:t, ';/ 'tl ; ) f-- Jci'l'-..L (<<;t,)] 
'd -L ';j~ <. оо . 

Lema з. Ako ј е ki I '-:Ј ) < (>с za neko~' i za neko ~ I 

to ј ~ ~~. (r.) <:,,0i:'J za эуе .., i эуе • 

Dokaz: Ako Је; ( ';Ј) <:. <>о ~';JJ da ј е 
~ 

С(О( ';Ј ) -=- k"/ ( ';ј I L';JJ ) L<:;>o 

, znaci da postoji 

• N eka ј. е -:е '- ';f ii-.L , 2i8 neko 1>-,:1. 

N"eka ј е izabran niz Х - i ~:; ~ < ~ .1:. Lt I'J 
- О 1 о - о j-il. -'/..ЈЈ., -с. '::.-~, ",:Ј. . 

rada 

J.Ct."-..(. ( ;е) G:. ~ (-.{( Је.,-2.., '0'. I ~.i-l~1 ':1"+..1.." •• ) :: 
. i'+f -Ј. ос IC .,../.. ':1 .1+1 

:2 5 ((:2, =t..l«"JII,t:+;-~)dF .+5 e.(':R/~i+J ,.ifl )o!F +-
..:Ј '2 и .:t ј..,.(. 
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. . 

(. .... '" 'ј ~+J.. • . '. 
f- :2. ~J'lo: се;('/ ;;~-!J I ~+( )d Ftx) .t: ~ I f 11· Kl· ... .J (;;f ) ( ~/(Z") I K/r.1 (Т) <: COQ / 

~_::-.J -I-~ 

sto znaci·da za svako ~ , k Ј'( 'х!) L: (>о • Ј ---
.\ko k:('(lj).:::..<>c ,to postoji niz ':11 ,'Јг.. , ••• Лоо 

ta.ka v da k-c.;-,j (';j.i ) -") о , l' -') ~ , ј er 
~ (..,. 

1:::. • (LI') ~. k' .. (и. l. S .JJ/-I:+.J •• d .. 
,и-Ј c.lЈ - (+,Ј. .ЈЈI Ji.J.J/"· ) :;-. 2" ~. c(";e~ ~irk+.1.IЈI-Ј::.r() ;:: 70/ Ј-7)"" 

. о ~J+~ 

kao ostatak konvergentnog reda. . 
Ako ј е е(" :х! I ';Ј , {) neopadaj uca ро 4. , to 

Lema 4. 

to k('(~} -7 о 

Neka vazi (СР З) • Ako za neko :/0 
• 

.. 
Dokaz: Neka ј е ~ dovoljno veliko da је 

• Tada ј е ~1-f-J( ';Ј; ) ~ [ 

tj. za svako tI <i.. >0 , ро stoj i ~ 1-Ј ,takvo da za .:с ~ ':1./ , 
, tj. Jt::.i (Х!.I -) С:>, Х -3> ~ ,uniformno ро с':; f~, I 

Ova ~em~ daj е mogucnost aproksimacij е k(.· (r;e) ~ 0/~ d.v. 

Razmotrimo роэеЬпо slucaj с.С:х:'. (':1 t i) ::.. C.(;e1~)7 е· t..' " 
Tada ј е 

. PI!J 'Ј I<!-+-.t. ,7 г' / 
џ 1( ';Ј ,["';Ј] )-=?;о S';t~. [е. ( ~( :J~.J-J..) .., (?(" ~+')J d 1( Х!.) ~ 

~~ ~ ~и . 
== ~ ~ ... t Се r/~")+ ~1 DI F(7!) t- It.f S'Jtc [etX'/ ~~t-~ )1- CC~+-г) :: 

~ "J/t:.+ l 

:::= s; 1.е( -:(!( Yt/)d Ft;iЭ) -1- е[ НУ, ?-F/';fЈ] f 30 с :J~-IJ d F -Ј.. 
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. i\ 

о dakl е ј е Zva k. '1 (,;/) :::: #:-1 «а) de:finisano u (Ј> 1) , 

}<.I ~):. iv...::l r 'еl Yl 7:) -f- 1<:.1:e)] , 
';Ј ~ -,e4!.qe 

tj. racunanje k{~) ае uproscava u odnosu па predhodn~ slu

Сај. 

Prema Lemi 4. k/~)-7o , ';/ -7 О • Medjutim 

ь' 

;=. с ~ r1-FI:I'tt:.)] >, е 11-Ft'';j Ј] 
ра эе moie uzeti 

(gS) dovoljno veli~J ".' 

Ako ј е F apsolutno neprekidna, to za niz optimalnih 

provj era vaze formule iste kao u (:}6) i (~:;.) zavisno оа 

С pri сети ј е ';/0::- ':Ј ,Јс= 0,1.,2,.·· а ':tJ ј е potrebno 
odrediti па drugi nacin. 

Razmotrimo ј 05 оаnоэ k;(~l-t-) i , 

Lema 5. Neka 
"L~-1={~k,н)Ј I 

za sve \л? \Л" ~ о 

r 

• Tada ~"W k/I':I, ~) ~ k;t ~). 
+-=)..::Р 

Dokaz: N eka ј е ':Ј 1, 'Ј 2 I _ •• proizvoljan plan. Тааа 

~ i ( ~ I '::f '1 ,_ •• I ':Ј IA 1 Ј v..-fЈ ,-' .) = kt' fl;j I !I..,,-_. / ':14/ llA."/..l } 1-

t lLI.A.+I+l (l.JIA.+.,.,"';Ј(А+~I-··) -С(Iи.+Ј.I~Ц+-lI1А.+;)[1-i=ll"т.,Ј..)] 
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bleka је zaf >0 ,["';ј] takav pla.n da је ~l(';/ ,Z'':I1) 5-

odakle је h'I.A-Л I</(~/-t) ~ ђ?ЛА. kt'I'31 ':!И+Ј.) ~ J:://~)+~ tj. 
t ~~ И-9.оС 

~,j 



I \ 

-44-

III Inspekcija еа obnavljanjem 

. 
III 1. Uvod 

Ј_. lJrosirjJno nas rnоае1 talco аа ве proces ne pr~kida 

otkri vanj ет otkaza,· ve6 ее uklj исиј е nov:L uredj ај koj i ее 

posmatra па ostatku vremena, i tako redom dok ~e nе dosti-

gne momenat i . Prema tome, za datu еl. v. Х i sva-

ko i: definise ее sl.v. ~(хгt) koja predstavlja тоте-

nat otkrivanja otkaza Х , sa osobinama 

Time problem svodiтno па ргосеее j.zucavane u I 2 .. 2 о 

Ovdje ?i(-f) predstavlja duzinu ""l -te kontro1e, (,(//{--) . 
duzinu r~da "l.. -t og uredj ај а :1 .Л/1 [2-,·['-) Ьх·ој оЬnгуlЈ 3:11.j а 

uredj ај а ао momenta r- .. 
1 • k . I1 1 1 ... :. , ... :.- у ј)- ((Х у. F ) N ека Ј е , ао ~ u _.." ~ ~ (. л ( I "Г - I / -t / 

gubitak оа posmatranja Х па intervalu ЕО/П ,ро pla-

nи у .тааа za niz Хl1 Х]/_·· duzina гааа uredjaja,niz 

С{ Х 1/ -=t1l т) I er х 1 / ~ 2. /--1-- 2.,) I (t')<. ~/ z ~ .. 1--11- -г~) . , ... 
predstav1ja niz gubitaka respektivno па in"liervalima [о, Z1J, 
(-t.1,-2,+i2.Ј , ••• Ukupni broj obnavljanja је l\.1t-i-,-f:) а 

ukupni gubitak је 
J.1.ftrf)-/l 

- 2: ~(X/J Z.i,T- S~·-.L) = 
[=1 

Neka ј е 

Bice 
~ 

k у {t ) -:::. Е .L е { )( i I -i (1 t - S j'-.L) :. 
~. :; I 
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(L
j
) У.уЮ = /Ј."и + 5-; }с у (1--4) d Ij/lf/.f.}. 

Ako sta viшо . 

( S) е l' I У I + ) -= 1 С( 'Xt' I .z. / / t - 5 ~ --..L ,) k ;' ti ) ::: Е С.Ј (' '1/ ,1)/ 
'" I ::, I 

bice 
. -t - i 

(6) Ј!. Ј':Ј+ 1. (f) :;;. /ј у (.!. ) -f S~ k'l I t--ц) d СР! ц t 1-) . 
. 

Uvj ek ј е k-~ [f) л ky tt-J I .:1-,> ~ . 
Metodom slicnim оnош u I 2.1. se dobij а аа ј е 

( :}.}' ... . }<yff-)=---1y (f-} -1- Sot ,,-Ју (.f-t1)Gi! C-/u/f-)/ 

($) 
. -6.1 i 

{';' ~Ф/1 (-f) == ~ у ~ ) +- ~o /ју! f--Ь.)ОILI?;, (; i (и/ (-)] 

Neka С( х, t, -с) -=- СеХ! .f) oznacava gubi tak od rada 

uredaja па ГО,-{] koj i se kontrol:Lse samo u tacki t. 
)(L t .Neka је C(-c./-f) taj gubitak za X~-6 .predpo

stavimo аа ј е 

(9) 

tj., uniformno ograniceno. 

Neka ј е 
Ј 

С Ј" ( у, -Е):: ;2. С С х.Ј I l-i I /-- )С·-Ј.. ) -f С(" 2<J'-r.1.t -f-~.J ') 
е ~I 

тааа ј е 
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С/! 3) 
.L. . 

}L .J~Г-l (УЈ 1-) = ~ у 1-1) -1- Ј; k.J" ( у I -t -и) d фl и! -() ==-

. -t Ј i 
- /'Jy/f-)-;- 50 /)'1 (f-tI)о!Гz 6/lt,/1-)] -+ So ,f11--L1)a/6./!tt/l)o 

,~ ':' 

Пеl<:8 ј е 

('1L."1) Ј< ~ ( f ) -==- /itл..A- k Ј" ( У/ -t ) ~ I-I-}::;; ('t.л-f k (УЈ -1) " 
о у . I У 

sto predstavlja minimalne gubitke sa najvise ~ obnav

ljanja, а drugo u~РБ~е. 

ро predpostavci (9) , Е С (" XJfJ 1--1 - $ Ј) ::::. 

Е С' r (Ф,с:. -t - $ЈО 1 -1- t: (ј - I {~: {--'>./; !:.L{t~) р( O~ t- S.J)->9 , J--:>.оО I 

Ра. 

. ?Ј s) .. .' 1< Ј ( )", -1 I -'> 1< ( У, 1-) I .-z 

~1{i-) ~k2(r) ~ .-- >_ ~.}"{+} ~ ~(-t-)" 

. N eka С ( Х 1 У I -{) ~ с , -t ~ о , С (Х I t ) ~ с ,-,(-> о 
sto prakticmo znaci da svako novo ukljucivanje kosta bar 

С. 
Ј 

'i1аdз. Ј"е 1:::: '(Y,-t)~СГ1+ :? G./(1:-/f-)7 i - , .Ј (':::1 

!<:{ Y/~) ~ С [1+ 6..f.f1 r)]. Ј 
Problematika nalazenja opt~~alnog plana u smislu 

(';/Lj ) za--j"s( ~ nij е nаБ cilj, ра se time nесето .dalj е 
'--

baviti.Tome b~вe morala pokloniti posebna paznja. ,.-

2. Uvescemo plan kontrole, koji se nајсеБсе kori-

sti.Neka је S~~) niz mjerljivih funkeija, ,"=1/2,--- I r:-.::..O 

za neko l i neko То , Si(-(o)::::-eo , to se moze uze-

.Definisimo 

о<> 

?f6) Y(X,f) = L 51<. {t-}1--1 SЏ_l(t)<-Х~fЈ:-fJ}}+iТfХ~r~, 
l' -:; Ј 
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su uzastopn~ moment~ kontrole, 

y{x/i} је оnај prv~ и kome se otkr~va otkaz.Tada је 

I 51<= {l..) L:. т.:Е. S:1c-f~ ( .f-) 

I 

Odstle је, па pr., u skladu ва I(33), 
с;>'" 

f-/ c"f.i ( i[t-) :::: L Н; {Z ,-{ -)Ј:. (f ))!F(S"~ (f:) -F/ )~-:J сl))] .f- [ 1-Frfj]; 
!~=.' 

1 ~ 

(Ј.;!С) ::. Е ')'(Х11 1-)-= L. S~ (t) [ F( ~/"," «)) -F()t::-J (f )Ј] -1-.[ L1-Ff!)}. 
\:=-=1 

ROVakvOj 8i tuacij ~ ~тa 8mmsla uvest,~ proces 
(>о 

(1Ј) N ( lч +):::- 2' k. r ( f k- -.4- (t.) ~ х ~ 5 k:. ft:)} -f 
~=-/ 

.sto pred.sta.v1j а broj i:'vedenih provj era, racunajuci i ,оllи 

lJ.. "cacki • 
Analogno эа pro с е s ima u 1 2 .. 1 о "t.:'.vodi11lo pro с ez 

.J:!to • • 1" '. ..:- ~ f'...... !' ..... ". '.;~ I " .t.. , :,..Ј :1':",..... Ј 1-
3 ... ~..-... "" 11' " '\ . ......... ..., 

za . -L l1nk C:LJ U (t: 1. -:,;.' Ј .. .1 ~" • :... <,.,! ' ~ ,. ~- <.. " 

fО:СlПulе kao 1 / 2 ,("} , ' ... ..., •.. / , 1 (39) 

~"aJ' е ....... е u.m"; е .... + о ),", ... I,.;l./ -"" ~)' :;:; фt. ,1 +. I ..... /--ј' (.:, ,,~.o 1Ј U U т" _ . ~ stav1ja 

1II 2. Spec~ja1ne funkc~je eubitaka 

1. za planove oblika (46) za dato Т ,defi

nisemo иэј eceni plan ~-'eaa -;;", kao оnај plan kod koga se . 
izvodi najviSe.-;] provj era ukupno" па ТО(т7 .Fosto-



-48-

је dvij е шоguСnоsti. Ili plan 5 
najvise:) ili provjere prek:idamo 

-rас1L11.ај u6i i оnи u tacki -!.- • 

dopusta -':1 provj е:са . 
kada ih se navrsi () -

о zna с iro. о sa V ( z 1 t 1 .s ) , џ./ / 2 I .(. I 5 ) , ~2: ~ -6 , g11-

I'Ъitkе па intervalu J:il-t] , ako sistem pocinje Ба radoТl1 u 

-2 ,ро plan-u. 5 ,/ S иЕЈј есеnот па "<}' /. РО defi-

nicij i ј е V (.::;; I -r-, 5 ) =: 111' С/, -1-- z: I 5,) .. N eka ј е 

(19) 

u opstem slucaju eksplicitni izraz nije jednosta

уаn /0 tome 6е biti vise rijeci u glavi IV/, а sada i ni

ј е potreban. Ako za YtX/1-) prihvatimo Н6) а ес){.( У/ -е)-:;; 

::::. еСХt Ss< t-f) '~) I ~~-j..!f-):{: Х <: r~«-), bi6e 

а1) .;Ј { r ) =- Е С С Х 1 / :г '1 I + ) -=-
~ S';c. (f) 

-== 2. S е. ('Је; S/<. (1), k)d Ft;(!.) f fl~1 t!,и)[ 1-{:(~)], 
I $)0: • .1. (+) 

U slucaju ct..f-{-l/~) С ~ i ['1-F!f-)] > о jasno 

. је da beskonacni planovi nетаји smisla jer daju beskonac

ni gubitak. 

Neka ј е 

- Аtл.;{k{Тјf,5) I O$..T~ T~~-t 
:3 

k-{ (T,-f:) =- /l-и..,;/ kl'tт; с-, .s) I О ~. TL 71 ~ -С-. 
5(1-E./1-(~ 

Tada је 

~:L t..7i-t) ~ S:ct'Jt, i,L),;!Rx:) -/- ('{c,{/1)[1-FlО] , i > о , 
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4) r 1 (Tl.f);} k;{T, -t) ~k:tf.l (Ti.f) ~ }с.{ 1,1-) >,. 

>"... /iи..А- C[ft 1, И) [1-' ~/I)] . 
У. 

Lema 1. Neka ј е 

~ ( ,:r:: I ';Ј I 1-) - L {:С, ';Ј + f I :L} / .;; СУ (f ) ,unif ormno ро ?е ~ 'Је 01 

~ '(j~ I Ј (<i ) -? О l f" ~ о • Тааа 

5") ~_.iМЛ k ·tT .~ S) 
--- t /'-, .. 
i -'l ос> 

)kaz: Neka ј е r· momenat kontrole u kome ј е ulcljucen 

с-еај ај cij i ј е ili rad i1i otkaz konstatovan u И-:L -уот 

)mentu kontrol е Х v1-.l. , 7- ~ ј( и-.!. ..:::. i . N eka su Х ч. I Хи-п ... /··. 

~menti kon~ro1e ро р1аnи 5 ,za slucaj аа uredjaj koji 

з.di u momentu ХИ-.t , па otkazuj е. Neka ј е У duzina 

з.dа uredjaja uk1jucenog u momentu z. Neka је i-i-:::-tA/ 

/ '= Xl : - ~ I [;: IA-Ј. / vf 1··· • N eka ј е Х duzina rada ure-

ј ај а ukljucenog u momentu Х !А-Ј. , ako ј е tu ZiЗ.tеСеn ot

az·. 'Та'аа ј е 

I (Oit, 5) - V\A, Ir9t г, Ј) ::: (v- v,л) т ~ ~ 4!: Ји-Ј ~ -f (1/- VVi) T~ 'Ј >" )';.;-Ј. 5 ;:: 

::.[\;(o~+_·Xи-J ,5)- V-rlo,-f-Xu-.l, s)JI{ YLYw-..L~-Ј. 
со 

т 1 \! -- V!л.l [ ~~_+ r i Уј ~ у <: У (-;-.1 3- -f- r < Y:r и}] -

Ako su -t~, -Cz ,... momel'lti kontrole uredj ај а Х 

а ro,t-- ХIЛ-~7 ,bice 
<>о 

V{(9t -t-,5) - VIЛ(t? t I S):::'- r 1 у L YI.i-.L} ~, [есх,-С/, "}- С ("Х, t -ХЧ-.I.115). 
~ 

1 -t:i-.i. ::::. х ~ -t-; ~ + _ L [er У, Y/ t .1-) - t{y, -1- ~/ -1) ЈУ {У" ~ У ~ X;".L} 
(::IA-l I 

bo ry' 
ь 

оо 

V(()J-~- XtA -.r/5 )->" Z C{)<,-ct.·, {Ј r 11-1-.1. ~ Х, t!; 1 ('=-, 
osobine е ех I f:t.., i ) ~ ('"ех Ј t- r·, ::1) • Na sl.nacin ј е :L 
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ZQ Qrugi sabirak. 

l(ако ј е i-" ~ -1: - .х и.-,.L .::: f ~ja ј ... :. (1" у.. i 

/.>ГХ /" , ,! • - .:-;-,.. , .... ) 
- t ~ ! L - Л z , _. I "'" Ј"" С_. ~,' t 't... / ......... - :..; 

to 

za d V +Ј' \11 >.. ~V,~ -r' Г::',: .. .. , u. V - .... ~ ": 

бај е , v( -';) 0-0 , s .. s .. i 'з.и. ograniCeno. Prema 

Lebegovoj teoremi,iz 

Е V >- "L,'1iA4 -"... Е VИ -f 
ч""';;-

!< (Т, +-) .::. ~~IИЛ l<('{ тi -1.). I 

t. -) ~ f 

Lema 2 .. Ыека ј е. сех; у, 1<) nеораааји6а ро k 

Uniformno neprekidna ро ?<: i .у u smislu: 

, i 

. Ј С ( х +- ~ I ~ -1- Ал. I Ј<:) - сех / у t k:.) Ј <: d (' .Е I .t..) -? о I [' / t. -'"/ о 

uniformho ро , i 

Тааа su funkcije k '-' (Тi·E ) i l:=.(fгl} neprekidne 

ро t->T • 

Dokaz: Neka ј е S proizvolj аn plan па ["l-t] .. Neka ј е 

S ( plan па ro1-t-+f] кој i па CCJ/~) postupa kao S , 
u tacki i: nе vr.si provj eru а па /:1!.·,"t+r -:r vr.si provj е

ru. samo u ~+Е. • Neka ј е -2- momenat u коте ј е ukljucen 
uredj ај zatecen u momentu -t ,bilo u radu, bilo u otkazu. 

Ако sa oznacimo nјеьоУи duzinu rada, bi6e 

V (и! -f--J.. ?: 1 s' ) - V ( О, (, 5) == т i У.::. t - :; } [с (у( {-Ј. Е -:г I К) ~ 
-cry /1-i,k)] т y~ {-:;; ~ './L (-ЈЕ-~I[t:.(У,t+f-Z!1 k) -. e!I--?,t-z, /.::)]-1 

+I..1 У ~ -t+г-2~[С(-t-+f-?::-f-!-f-г/k) --C(i-t,+-~/k)] ~Jjp,г);, 
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Neka ј е, sada, 5 proizvolj ni plan па Г 4-f--f [] I 

.i S' plan па rO 1-(;] koj i па L.-If),-t) postupa kao 5 

а u tacki -t: ima zadnju provjeru. Neka su tacke C-=-;('.о~Х"l/· 

X2/~~- momenti provjere па [t,'f-f. <;:] ро.3 u slu-
саји аа uredjaj koji radi u ~ nе otkazuje. Тааа је 

V / О/ -f 1- l[ S) - V (Ос!, S 1) :::- T'~ УL~t-i: Т [ctY, X-1-,z1 k)~ 

-t 1../ (Ot i +f- Х-1,5) - e(Y/f--~,Ј:-)]+ I ~ -f:--~:E: Y~):".. .:z}lCly,l.-t-?,I:::}-Ј.. 

1- v t о I f + 'i - Х -1 I 5) - е! -( - ~ / -f - ~'I к) Ј .;.. 
с,......,. 

+ ~ т 1 Xi --2~ у, Xl~-J..l -::z ~ г e{~ Х,:и --=2; ј:: -!-;)' .Ј.. 
[ =:./ 

+- VfФIТ+ ~-Хl:;'.Ј.IS) - e{-t-=;I-I:-~iЈ:=.)]+ 

-+ Т, y~ C-+f-~} r~(.f-+f--2, t+f-::;,.N )-((-t~ 1"t6-~2, Ес)7::, 

~ I i \.ј ~ -(- -21 [e{':JI )( 1-:г., I ~) - С(У, -f--21 к)l-1-
...о 

+ Z L. ~ У. i - -2- !:.. У <:. X'/-1.L -.:{ } [С (У ( Х(:,./. - 2'1 k:) -Ctt!--l: гl-r, /с) 1..;. 
о 

-1- I ~У>t't-!-f"-::с.~[е{t+f-.:г-,-t.·-IF-Z/k}-~t~--2I-f-гlfc.)Ј ~ 

~ -д{~1 f) I 

ра ј е ,!L..{!i -f- ) ~ k( T,-t, s ') :Е. k{rz -f-f f (.s )+aCfl [) za svak:L 5 

odakle је ~(7l-t-) ~ Јс{т; .f-f[) ~сЈ('Е .. [) , i ukupno' , 

Dokaz za је istog tipa а prostiji jed 

Posledica Leme 2. - -
k,-tТ,r} ~ k(Tl~) , uniformno ро -6 па 

konacnim interva.lima.J 
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,i Х,:! 

prvi uredjaj koji se ukljucuje. Tada је 

1\ Ц (7} (/ 5) -::. I 1 т ~X1 <.71)[ t(x., ,(,).j~ -f VIO, -1-11/ S )] -f. I / 1/}!: y.,~[e. -1 !I(cJlt; s: )1 
. gdj е ј е izmij еnј eni 5 
u. , , tj. u 7:г. se nе predvidj а provj era.; 

Odatle ј е 

1·'" (т.ј. ") - с 7з. Ar ..... "" 7'/).1""11 С( .... .,.; ') ..,Ј. ,:::' /-,:- i=:-/.."')7 t ...... l <. 1 -' - ) r 1... ~'I.-l·' C.oIl r Ј\.,/ I .•• 'i. ..... ' ••.. , •• .,... 

(2..6) 

bice 

(z.s ) 

Kako dio plana па [OI-t--T41 nе zavisi оа dijela 

Ako definisemo 

~/T.J.{T,-t):. /t.-J- [/ftт;и.)-+ 8{7јц)kl·(I//f--ч) -1 ~;rlAlf= )]/ 
7'-ц ~-t: 

k(t,-t-) - /l'ц:;f Г-!tlТјц)+вtТi4)klо,-f-ц) ~k.(ЦгfЈ]. 
Т.&:..Ц ~-I; 

Koristeci ј ednacine С2.:;.) ,(2..f') mozemo odrediti 

optimalni plan па [ТЈ -1:.7 , 6 ~ 7 '--{ • 

Poblavljajuci.potpuno dokaz Leme 11 2.3., gdje эато 

итј esto Х treba staviti X:l.. ,1).mj est.o Г:ЈЈ - 5 
i umј е st о ';Ј i:;I;t.., -г i' т ::Ј. dobij a~o da ј е 
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--- --2/ u.л 1~{ 7 -1- Е I~) ~. Је! 1i f) I ~. tм. k ( т- ~ I ~) ~ К( TI..f } 
~~O ~~O 

Ako se predpostavi аа је tC-::>е,":Ј,k} opadajuca ро 

k. ,па isti nacin kao u Lem:i:. II 2.4. /а/ se dobija 

(јОЈ k (Т-Е l.f:.) ~ k'( Тil) i- .t,~"vЦ kIT-f, t-} ~ «'(ТЈ -f.). 
~~O 

Eedjutim, rezu1tat ana10gan оnоте iz Leme l:I32.!'? 

nе d?bija se па isti nacin, ра сето dokazati: 

Lema 3. N eka ј е FI?e.} 

u 81 исај u С (':Је I ~ 1 К) -= (!(':С, ~ ) + ~..e... , 
neprekidna funkcija i 

C(;I3I;;) ogranicena ро 

{З1Ј 

па konacniт interva1ima. Tada је 

rti/UA 1<.1 Т+Е. 1. i-) ~ "( т; t-) . 
~-"> о 

Dokaz: N eka Т f-( G T-:t • Tada ј е 

и.. (71 t I S) = I i Т:: Х 1 ,~ Т+- f 'Ј [с t. Х -Ј. , / ~) -1- V (lJ, r -7?z I 5)]-1- IA (Т -I-E. I -f I S) . 

k ( -г 1 -t- 1 .5) := [F( r +-f.) - F ( Т)"] [с + k t () I f - 71/ $ ) Ј..Ј kf Т + Е I t-i 5) 

odak1e je,kao u (.:<,2) 

Ј.(.[ ТЈ (;-) ~'j Ј I ~v...:;(- k( Т-}- f I i J S) .,!..'L;--r г+ f )_}'::ст)][с. + '::::/'<' ,,;--.~ -1 )) Ј Ј 
Т1 S 

posto dio p1ana па 7:Т+Е.. I -6] . не ZС1'гtsi od. dij ela pJ.8:-йа nэ, 
I / '- • '" ;..;:;;~ t.9.' "t- {"i) ogran~ceno ро 

to је 1<-СТi-t.-).::: k(T-I-'s..l-t:-)-I-/Ј::С7-fС)-н.Т)]·D , D kOn8ta.n_ 

ta. Odat1e iz1azi (7) ;1) . ~ 

31 icni dokazi vaze i za. funkcij е k. (.lТ; -t:-) 
Рrеша tome ako e(X:t'i~~) zadovo1java us10ve Leme 3. 

slijedidaje kCTt--t-) neprekidnapo o~T<-& • 

Teoreraa 1. 

Neka је CC':x?!'-Ј-) neprekidl1.a ро ' ~ unifornmo ро ...z , i 

neka vaze uslovi ~eтe ). Тааа postoji optima1ni p1an ј* 

za. koj i ј е ' .... (Т-'- s-){) 1?(-.1" F- /1..-1 :=,.... Т,-т:-). 
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Dokaz: Ako ј е FtT) -Ј... , t о ј е /c.{Тjr) = о , ра ј е plan 

proizvolj аn. Neka. ј е zato р(т) <:. 1. .posto ј е 

, А{Т, Т1).;: S~J.C{?e(T1) dF(~) t-RлТ1-F(Т)] ,T~T1<:~ 

;' 't<-'i{Тt t) == S ~ce(:>e I t)-I- 67o/~ -I-[ct-tl.f).f~] l1-Ff~)] 
to Ј е 

fлtI.М [Atll T,,)r8CТj71} klo, {--т:,) T~( Т11 -1-)] = ,t."tм k(r, ~ i-) :: 
~~T . ~~T 

= -ел [1- F{ Т)] + ~( тi f-) '> 'kr тј 1-)_0 

.Ј.л'IAЛ ~{Тj T~, -f} =- А (Тi ~-оЈ + В(Т! г) k.lo,-!-o) +- klf--(f),-l-) . 
71~'f:: 

J~-(T-(!)I -Е)СЏМ"1A.1 C~/-{-,t-)+t.7[1-Flf)]/ 1..['1-p~r)]f kfr--&t I-)~ 

odakle је ~/t--tPtt-) =- ге.С6-/~).Ј-t..']L-1-!=tс-)7· 
Na. slican nacin k((),-I-O):. ~v...f.е.+С{+(!:Ј,+-о),L..+ J,:(1-tJ/-!-О) Ј 

I<{+()t +-0) ::;; мл.А\А..' C{T~ +-0 ,+~, ~ ~ JЦ~( Т-О) ј odakle ј е 

IЦ +-фсf-О} ~ c.{T~, +c)+l... i /t!.1 Ф, f-I())-' ~(f-Ol -1-0) .... et'"+lPt -I-D) +~ . 

Tada ј е 

Liv..л JL{7j 71,1-):: ): С/~,+)tJIF(;е)v-lA l1-Ft/-)]~ 
Т"" -)-t-

+-[FI-t-)- FtT)]L~(H,+IJ) +t..7+E~+ ~t!-/г/]f?-F(f)7 ~ ~'1(lif-). 

Ako ј е It:..C7/ r)= ~1(Тi -f-) 

$.11) ::--1:. N eka ј е ktr, t-).tt:.. k,,(7i 01) 
funkcij а J<.cТt f-) ро r i., ро -с 

, da ј е 

, optimalni plan је 

• Zbog neprekidnosti 

, postoj i /1 ,Т<- 71'- '"6 I 

I<ст,-t):. АСТ, ћЈ)+ 13(7", 11)k/(},f--71!+kП1, -1)::: 
l 

~ -Е, t AC7i-.L I Тј)т- Вf7/-J. I ~. JktO({-71-" - Тј)] + kt.Тj", ~), ro ";. Т, 
Ј-

sve dok ј е Ј<:. (Тј I .с ) <- Је 1(' 7;.., .f:) . 
- l i 

Kako ј е .:2:. АПi--Ј ,~.)~ ~ .t.f1-Ft'lj"-J.i'1 ~i..t.&-FIТi~gtо ј е 
1·' .1-=' 

l< (7J~) ~ ,:.l [1- F( тt"-J..)] . 
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. . Ako ј е F(~) ~ 1. ,to postoj i ./f. 

;:: 1<:.1/(7'/( rf-J ' ј er u suprotnom (4(1- Р! 1('-.1.)7 -)00, sto nij е . . . 

moguce. Na isti nacin эе rastavljaju svi 1<ltJ,{;-71-"'- ТЈ')/ 

i dobijaju konacni djelovi plana. 
N eka ј е F(l-) = 1. • Tada эи raoguca, u principu, tri 

slucaja: 

1/ Ako Тј -? t ,to Ј< (т;., -1:) -? kf (- tP( .f.);:: 

:::[~(fll-)tt.][f-F(.f.Ј]=о, c:i.me se dobij а odgovaraju6:i. d:i.o p1ana. 

2/ Ako Т(· ~ i.o .~ -6 ,F(С-ф) ""-:1. , to 

{,t .. L 1--Ff Тј)] _:> +~ ,sto nij е mogu6e. 

3/ Ostaj е slucaj 

Тааа l-' СТ;: I f) -") krt<Ol '1 = о , sto opet ааје dio opti-

ma1nog plana. 
1 st о zaklj ис i vanj е se primj еnј иј е па /<. ( I!) I -с--71- .. - 7ј) . 

Prema tome postoji optimalni plan koji эе moze dobi

ti opisanim postupkom. Za slucaj к../(Т/t-) је dokaz јоа 

ј ednostavnij i.( 
Za izracunavanje se koristi opisani metod, preko 

~,(Tlr) iii preko KCТl..f) • Za izracunavanje k(t,i"-Ј 

, , i 

pocetnu vrij ednost za l<lц (. -t-J , Т.е:. u. <... -6 • Na оэnоУи to-

ga se postepeno racuna za Т opadaju6e i dobija kl~/~) 

sto daj е mogu6nost racunanj а za ve6e -t i sve О ~ 7'-~ 
Pocetl1.8 vrij ednost је I<ITtt-)-: 1<1tn-t-) za Т- i:- а.т. 

3. U slucaju beskonacnog intervala vremena, kao 

kriterijum optimal~osti эе moze uzeti 

Ovdj е ој е оа znacaj а velicina А v (-t):: Е crx" I ~11f-) . 
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Lema 4.. Neka ј е ~y(t) ogranicena ро tf ,i 

ро stoj i ~fI.AЛ.. 4')< (-l-) =- ~'Yr04 ) < оо • Ы el\:a ро st Ои; i 
-(;-~~ 

Ј1. • 

i .f:-~";;: а-у (/-) ~ (Jy(~) -<. о'" / f./-y t-r) .:::- 6. г1 и) /. Tada 

(\ 

/uporedi ва Ј: (го) / 

Neka ј е za ~ >0, Т d • v. da ј е za ~ ~ f 

za svaki r > о , prema JJ61-ni 1 2.4. i 

Neka ј е -"Jy(~) ~ '~ • Тааа 

za svako ~ > () , ра ј е i 

Neka za slucaj kontrole u obliku plana 

S ;/1::) ~ S (' ,-t -).00 , Sc·~ о' I 1-'0# . Neka 
оо 

V"y :::-:!. S~ I FCS k ) - F(SIJ:-~)] L оо i 

5i&J 

()'y{<tf-):; ~ ~l&-fl:Ј [ р(Ј It:.~))- F-{Sk-.I-(~))] +-.е Ј1-!=(-{-)] -';> О-у 
f . 

, 

О()О S'i'- ~) . 
Ako је /Jytt)':: L S ·с(;с зџ(t)/I::.Јо(;:rr)-It:.(fti-,ЦЈ[?-Fr!-Ј]-:;> 

. . I I 
)/t.~l-fi) 



, 

(33) 
;' \ 

kyf~) _> 
-1:::-

-5'7-

т -'";:> QC) , 
I 

Interesuje nas оnај plan SK za koji se postize 

/(Ч" u (33). Nalazenj е tog r'Z'fл-;t!. ве svodi па odredj i-

vanj е broj а о<.. za koj i ј е D{tL):::: 11:J-Г'Ју ((;1') - r:i (ty ((>О) Ј'::" 
У . 

:; ос .L€-;e , ili specij alno za (3 3) , 
• ..1 оо S}c:.. ILY ) 

[}(~):: l;vr?, 5~k_.J.' Гe('.~1 S~ , k)- с1 Sk: 'Ј О гf- ~ .. 

о nekim detalj ima s·e mOze vidj eti u l вРЈ ' 
gdj е se о bradj uj е ј edno sta vnij i vid funkcij е С. (ј( I 'Ј I I~) • 
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IV Opsti pristup preventivi i 

inspekcij i 

IV 1. Preventivne zamjene 

1. Ci1j preventivnih zamjena је da эе pJ.~ed11p:r·edi 

otkaz uredj ај а. То znaci de. dopustamo ;z.amj enu uredj ај а ko

ј i ј 05 radi, a1i ј е "star'! ~.'геша tо:ше, pOZl1.ato пат ј е stanj' е 

uredj ај а и svakom momentu, ра ili v:r'simo zamj enu игеај ај а 

l\:oj i ј а5 r§.di i1i momenta1no ~~aтj еnј иј ето uredj ај koj i О'с

kaze, эуе do nekog momenta ~ • 

! 
(1) 

posmatrajmo interval Гф(-.t] .. Neka је 

<: ". ,,' о) ._-. ' ...... I ",А. 1\ ! - '-" I 

momenat p1anirane zаrпјеnе za uredjaj )( • Tada је momenat 

stvarne zamjene 

sto је, istovremeno,i ukupna duzina rada uredjaja Х 
su 

• Tada 

(5) -с 1(-1- }:::: 'y{X
1
/-f) I ~ t~+-.L {~f-I:;:;; У (Yt+.I I -с -i1 - ., • - r:;) I /'::: f t 2, .• 

uzastopne duzine rada uredj ај аХ 1. l )(21 - _. 

Tada se па procese definisane u (1) , {2..} , 
moze prmmijeniti citava teor~ja razradjena u I 2.1., pri 

сети ovdj е do1azi do izrazaja sluca j kad nе тога biti 6... (~/-f.)~ 
~ ос ,~ ~~ • 

Ako uvedemo ргосеэ 

(чЈ $;t{f) =- S(kfll-) I Sl+J.(.f)= S(Xi''''.J/-t-?~-:- ... _~~.) (~':::-"l,," 

sto predstav1ja momente p1anirane zamjene XE~J -vog ихе-

djaja, takodje эе эуа teorija iz I 2.1. moze primijeniti. 

Neka C('X,S,-6) , -I:~o , C(X,S, (')) =-0 , pred-

stav1ja gubitak od preventive ро s , za эl.У. х па 

Ct!JI-l] .Tada ј е ukupni gubitak 

./ 
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~ 

~.5) С ( 5 i ~c- i == ~ с ( х ('1 S i f -/ - :г? -' ~ . - ?: i'-J) о 
l ~I 

Neka ј е 

(6) 1< 5 (.f-) =- ~ с ( Sl -{- ). 
/ ~ 

, 
Za funkciju ~s. ВЈ vaze formu1e kao i za 

c1efinisane н 11I 1.1., па pr. III (4) ,I1I (6) 

ali роа us1ovoffi аа ј е . 6(-6 -[-) <:: .::>о ,pri сетн ве, naravno 

итј esto ~(f) uziraa c~!: Ј:::: Е С (}( '1/ .5?I--f.) о 

оа intere8a 8и пат oni s za koj е ј е 

8.8. i J<.~(c)<~ .тааа је, bez obzira па 6-1::t,+) 

(::;.) 1<$ (ј )-=- C s ~)..; ~ )~tc.s (.f.-LA)d С-,о{ц ,-1-) <0-0 I " 
..,: ... , 

S obzirom па definiciju (2) i (3) , vazi 

(9) 

Specija1ni slucaj, koji se obicno izucava, је 

U skladu sa tim se mogu uprostiti odgovarajuce ras

podj е1 е, ј ~r ј е 

'12.) tP I ~ 1 +-);- Ft ~ ) I ~ .:t ~ S~)} -1- r ~ ~ > s 6! ) ~ . 

2. ~odel provjera 8е moze uop~titi po~o6и niza 

::-.:,:·.~;:..:.i:: ~ ') z. (Х (+) f S, ~ О,' • ~i:J.e ј ed...'1.::~cil1e :::;3. lЛ'осе8е 

-2;: (f-) ::. (I.ЛА.;.:I..l i 't.i I St' ('1../(1- -71- .', - ~('-.i) у ро staj u komplikovanij е, 

ali пат to i nije cilj. 

Za р1ап S : Је::; S;(X{"f-) , [:;::{('2, ••. 

usjeceni па 
~, 

р1ап .; . . , 

definiSemo 

kod koga 
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, .sto znaci 
• 

da ае planira najvise ~ preventiva. 

Neka ј е sada С ()(/ St'( f) gubitak vezan za p:cevenJci-

х , ро planu • 
Dеf'ini.siшо i 

(43) .::z./"{~) =: lu.A~/4 {Х1/ SJ(X11 ()у 

(-1 5) 

bice 

2-}~.1. {{-Ј =: ~Vt i '1;Т.11 S~~.i (X('+.i, '-?1 Ј_ .,. - ~/') } 

Dalje neka је 

~ с ј ( 'f ) + Е k. Ј:".Ј. / -1- - i #ЈЈ I ~i+.L I S i+ l Ј' •. ) 
I 

tj • 

• 

~ i tf. i 5/, S/T.J. 1'"' ) :CJ'(f-) + 131</;.,[11-- ?/ј )Ј·/-.// }/1-ll ••. } 

Ako stavimo 

JciC-t)';;;. ~.t;,..;;f- k.,i(fi Sil SiNI"') 
$i, $/.,...ll··' 

• 

"; Ct-) == {~ [C~:fl) +- {~E ~/H. tf-i/; SJ'rJ./.·· )] :: 
SJ' ~ ОЈ" S Ј'+Ј."" 

- I . 
= /f."J [- с .ј«:-Ј..,. Е КЈ/-Ј. (f-:;;: ) ] I 

.$Ј' ~OJ" 

. 
zavise od ЈЈ' , а F- ј е ро --2; .Treba 

\ 
" 
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је Е">о .Tada za svako ';f =- ~/ ро stoj i p1al'l S 'd : 

';ј 

Sir..l.. 
, , ... аа ј е 1< i+.l ! t- - ~; s ':Ј ) 5: k /N (-t- - \1) + Е . 

Defini.simo novi plan 5 : Ji'+.J.. 

ао prve zamjene dos1o u tacki ~ -= 1---lA.. ,па ostatku vre-

теnа I.A... postupamo ро p1anu 5 ~ • Тааа k.i+J. 1-1-- ';Ј /.5 ) ..,. 

:. l<J+.L {+-~ i $ ~ ) ~ k J '+Ј I-{--- 'Ј )-1-'( ра је i 

Е k ./+.1. (~- ';Ј I S) ':::. Е Ki+J. l-f- t.;)) + Е 'Ј 

Ako su svi ОЈ':: D , tj. svi Si su istog tipa I 

znaci da k. J'(f-} =- k;.l-f ) -nе zavisi оа '3' ,ра ј е 

(1.f) ~(+) = ,,-tt4 LCs~) + l;. 1< It-- ~,,)] ~ 
S~D 

Rezu1tati u (1?-Ј i (1.,f) su osnovni,i do njih sшо 

dos1i Ьав па osnovu predpostavki о uopstenom p1anu 5 . 
Za slucaj S('(K,.(.)::: )/(6) је 

ФЈ'(ч{f) ==Р(г/'(t)'<Ц) =FllA.)r{lA~ $/(l.J}+I(tt>5i&J} / 

ра ј е 

f2..()) 

а ako ј е 

(:2..1) С-С х ( Si( 1:) == с 1..Ii Х 1 <- SJ'(t>] rCl..L i х 1>;',$ ,'(i)!, S.j·ft)c::. -t 5- / 

~ ! 
I 
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!i~) . 
(2~) kilf) = I\N..ЛIл l itл.;f· Г ~ ['('1 ~ k'/f.I!{.-4)] (Ј! р(ц) 4-

()< <;i(J:)Lt " 

, 'ii{f)=-f. 
'1- [С 24-- }<-Ј+.! (-t- - S Ј' (t) )][ '/- 1=( !i{f))] S Cr." -1- kit.L ff-IA)] ol7=lq) i SJ'(t) €- D/ f , о 

ј er ј е ].С. 4 'тЈ. (1()) ::;- о , ро d ef • 

Ako ј е D"j' =- D а D nе ogranicava ~J'{t-) па 

110ki podskup od (О, -l:7 ,to је 

1<..(+) .т:;; ~ IЛ i A.~ Г S;f ("~ -1-1< (+--(А » 0/ Flч) 01-
()<x~"f- . 

1:-
+- t С, + k (-{- - Х.)( 1-l=tХ-)}] , So (("., -1- k(-!--ц)) 01 F(ч)} . 

Rezultat u (~ч) је poznat i predstavlja standardni 

rezultat и teoriji preventivnih zamjena га Р] • 

Ako ве obratimo па usjecene planove, neka је 

(2..5) 

\ 

kd'Lf-Ј = ti~ I<~{~i S.t,'".~ $Ј) . 
,е S.t",.,SJ' 

Na osnovu (1:;.) ј е ј asno da 

kj (-t-) ::; {Ј LCt.(j) -гЕ:: I<.eJ~~ It--~/) 7 ~ ~;:f~ i 
S е. e.O~ 

K/~.!. (-?-) =- ~()l f) +- Ј; k.o(f-- fA. ) d I-Itч) I k.o (.(..) ::: Е се х." f-, i-) . 

Ako эи D i -;;:О ,to Si • 
od t:. nе za vise, ра ako 

oznacimo 

I . 
/(J+.l( -с-):- {Ј- СС{ f--) r 8- k '1 ,"- ,?-"Ј] I k (1 (~) ::: Е. сех 11 t( t-) . 
. S~O) Ј 

. 
оа dalj eg il1teresa ј е ispitivanj е funkcija 1<: (~; S<f/"'/ )Ј-) 

i njihovog odnosa эа k.,li;$11$2/~~·) ,tj. da li ~МA k'&J:: 
t. 
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- ~t~) ,i slicno, postojanjeoptimalnog plana i njegovo 

nalazenje.Osnovne jednacine daju jedan оа puteva za rjesa

уапје tih problema.Ovdje это ih'samo nazna~ili i nе6ето se 

udublj ivati. Specijalni вЈ.иСај ),"::- $,' t..-l:-) ј е nај сеБсе i8-

pitivan, sa raznih prilaza.U odredjenim situacijama је doka-

zano аа эе opsti slucaj svodi па t ај specij alni, tj. da эе 

шnјеstо slucajnih planiranih momenata zamjena, mogu uzeti 

neslucajni. 

IV 2. Inspe~cija эа obnavljanjem 

1. IvIetod slican onom u 2.2. daj е interesantne rez

u1tate i za probleme razmatrane u glavi III. 

N eka ј е у (.' ( Х! -?) niz 81. vel icina za koj е vazi 

Di -takozvani skup dOpu8tivih momenata inspekcije.Neka је, 

81icno аа (/1 '3) 

Neka ј е С ()( I Yt',-{-) gubitak od inspekcij е i uk-

lj ucivanj а па C~ ,-tЈ ,e1ementa Х ,i 

(3 LJ) 

(3 5) 

Neka ј е 

. 
:= ((ХЈ', У/,т) + С,ј'+Ј.{Е:- i;', Yi+.l/ ... ). 

Odat1e ј е za 

1< Ј ' (t i УЈ' I • •• ) :: ;;:: С i (t i J'i I .. , ) 

kJ'(ti YJ • l ,·,)-= т= CcX1,Yil-tl+ Е kJ+J.lf- i/~' '1./+.1, .. ,). 



;\ 

(36) 

-бд-. 

Neka ј е 

1< ,Ј' (f) :: Ao'~ 1< Ј' ( {-,. У Ј I • , • ) 

'-f i ( у i'+.ll· .. 
odakle је 

, 

(з -:;-) Ј< Ј' t ~) == i ~ L-С Ј ( f) + Е. ~J '.i.J 1-1- - i-: ) ] 
• 

2. Pokazacemo kako эе iz opstih zakljucaka parag

rafa 1. mogu izvesti neki osnovni rezu1tati u III2.2. 

Neka је 

(3R) 
, 

N eka ј е Т < s: /.f) <:. -с i 

(39) VJ'C"{i '1/,---) :::: X{T~XJ'J Li(fi Yi,'" ) . 

Tada је, slicno Rao u III 2.2. 

VJ' ( т, t i Уј' 1 ,.. ) = I {Т s:- х. i < S/t f- ) } С/+- I f S' /&-) ~ х Ј'} с i ::: 

': се х i t УЈ' / t) Х{ T~ ХЈ' <:. r/s -1- Т< T~XJ.e:... S'/I Ci+.J(I- )/; '1/.;.; , ... )..Ј. 
! 1 i + I [ s., ~ х ј } с Ј '( t i 'Ј.,Ј' , Yi+-J. 1.-" )+ I { ~., ~ х ј} [ с (х Ј' I У ј I t ) -

-С{ХЈ',у'//-?)] :::; 

= L (Х i ( У Ј, -1) r 1 T~ Хј < ),/} + 7:. f r./{;. К,Ј' f гС (Х i, УЈ" f Ј - с. (к /, Y/~ 1- )] ..Ј 

+ I{ Ts.X J' < s~' S VJ+-l (~,t- S/i Y./I-J.",.) -1-- 1/;' (S /~ t: i '1/1 '1/-I-J 1'" ) / 
~ 

1./ Ј 
p1an u kome ј е S i {~) ... S~'fJ. {I-}, t' =1,2, ... J~ 

Ј gdj е ј е 

Odat1e ј е 

К. i (Тi t ; УЈ I • -' ) -= Е l.IJ" С тt i /' ':1 ~ · I • " ) :: 

:::: Е C(Xi 1 YJ',-l)I( Т5: Х/.:: Sli +E[Ct'Xil Yj,-r-) -t.С)(i,У,/,t-)]II S/~XY.J 

i-[F( $,/) -F{r-)] kiJ-Ј. (О I t-S/j У/+Ј./"') i- КЈ" (S;'(-I: i '1/, YJ~/-.' ) .:: 

, 
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- А (ТI 5;'(1-)) + G (Тl S~ Ј> t-)) Kil-.J 101 t- s/:· у J'rJ./--. ) ..Ј. 
+ /<Ј' (S'/tf.J,tiY/, 'J/fJ.;-_.) 1-

koliko prvi i drugi sabirak zavise saтo оа Т i s~ , а 
е оа Уа' u cjelosti. 

U tom slu5aju se za 

О} 

obija 

er plan па nе zavisi оа dijela plana па 

·S/ l-t] ,а l<~{т,t-):::- ElI1 (TI-fi-&) ,tj. provjera se 

rsi samo u ta5ki ~ • Ako ~J' оа 1 nе zavisi, dobi

э. ··s"e" ·sl:i.cna formula. 
. , 

Ako sa С Ј'-' t-t. ; У/, ,-- - ) ozna5imo troskove ро р1аnо-
ша У/, '/[-1-.)..'.... gdj е se ~opusta nај vise i provj era 

kupno, za '<.~ lTl-t-) i J.:::.i.'(rlf-} ,definisane slicno sa 

~<.') i (.2.$) , sedobijaju odgovarajucw formule. 

u sl исај u ~ ( ~ I ~, /t:.) ::: С(" :/! I ~) -1- k.' - ..в. ј е zahtj еу 
. 

а i (3{l/ S./tf-J) nе zavise оа u 

je10sti ispunjen. Primijetimo аа,и sustini, taj zahtjev i 

е moze biti ispunjen, ukoliko funkcija gubitaka пета nе

и formu slicnu эа takvom. 
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