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U ovom radu se ispituje medjusobna zavisnost
nekih uslova koji se odnose na module glatkosti, k-te razlike
L11 na transformisani Fourierov red 2fi- periodilne funkcije
fin. Rezultati su dati u obliku teorema ulaganja 1 poklapa-

nja klasa funkecija.

Ako Je wk(f,ﬁ)p k-t1 modul glatkostz, ﬁif k-ta ra-
zlika s korakom t,.Eﬂﬂ(m) Fourierov red funkcije fELp, Ge(0,®), 0z,

i
nenegativna funkeija takva da je ? aft)idt== 1 B(n) brojnt niz,
. |

onda ti uslovi za 27 - periodidku funkeiju fELp jedne nezqvisno
promjep;jive, glase
aT 5 _
aft)w, (f,t)_dt<= (1)
i ku."-p . |
2T T 5
F{x + € o™ 3
i alt)|| s, J(w)upd (2,
Postogt Fﬁbp ([o,271]) takva da je ngﬁn(mka(n) (3)

Xlase fFfunkeija koje Zspunjavaju ﬁavedene uslove cor.-—
Savaiu se, redom, sa 2, b, ¥. Ispitivanju odnosa uslova (1), {2} -
(3), odnogno ulaganju ©¢ poklapanju klasa B, b, ¥ pogvedero Je inrni:
redova (L.Leindler, 0.V. Besov, P.L.Uljanov, A.A. KonjuSkov, V.A.
Andrienko, T.I.Amaﬁov, M,X.Potapov, = dr.).

Tako na primjer, u radu /1/ dokazuje se da se, uz uslove p=2, L=.,

al(t) nerastuda Funkeija takva da je G_ZIGtga(t)dtchﬂ&(t)dt, s¥es
§<6, /60 -~ fiksirano/ < B{n)=f2:a(t)dt,oklase B 1 W poklapaju. U
padovima /18/ 1 /19/ odnos k?asa B 2 W se utvrdjuje za alz)=z ©
a(n)=s" T, p>0, 1<0<e, 1td.

U radovima M.X. Potapova (/8/, /13/, /14/, /15/, /.7
odnos klasa B © A se tepituje uz najmanje uslova na funkeiju iz, .

U navedenim radovime Jate su 1 vese tzmeliu klasa B(kR) 1 B(kz), keao



II

tzmedju klasa B(p) i B{q).
U radu /12/ ti reazultati se uop3tavaju, a daje se <
vesa tamedju klasa B(8) = B(GI). U 1atom radu utvrdjen je odnos

klasa B i W za proitavoljinu funieiju alt).

Svi rezultati u tim radovima dokazuju se primjenom
osobina najbolje aproksimacije fﬁnkcije.

U glavt I ovoga rada ved poanate relactje i1zmediu
klasa B(p) < B(q) dokasuju se koriddenjem osobina modula glatkoatt
funkeija.

U glavi II ge iapituju odgovarajude klase funkeija

vife /dviju/ nezavisno promjenljivih, 2w = pertodidkih po svakoj

od promjenljivih. Te klase su oanadene sa SB, SA, SW.

U § 1 glave IT utvrdjuje se odnos klasa SB t SW za
protavolinu funketju a(tz,tg) /teorema 1/. Teorema 2 govori o tad-
nosti teoreme 1.

U § 2 glave II utvrdjuju se odnosi klasa SB u zavig-—
nosti od parametara p,H8, Z.

U § 3 iete glave data je veza tazmedju klasa 5B 1 SA.

U QZavi IIT definidu se odgovarajude klase funkeija
koje pripadaju prostoru L; i dokazuju se relacije analogne relgcija-

ma dobijenim za klase SB, SW, SA u glavt II.

Reaultati iz glave II ovoga rada tzloZeni su na
"Konferenciii mladih naulnih radnika Mehaniko~matematidkog fakulteta
MGU", a dio tih rezultata objavijen je u sbhorniku radova ga te kon-

ferencije.

Najvedi dio reaultata 0ovVog rada dobijen Jje 2za vrijeme

] L] ,'
mog staZiranja na Moskovskom drZavnom untvergitetu "Lomonogov

J- - -
PR Pk
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pod rukovodstvom dr fizidko-matematidkih nauka Mithatla Konstanti-
novitda Potapova, prof, Mehanidko-matematidkog fakulteta.
Dugujem duboku zahvalnost prof. M.K.Potapovu za formu-

lisanje problema kao i brojne konsultacije < savdete.




GLAVA I

§ 1. KLASE B(p,€,k,a). TEOREME ULAGANJA PO p

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

Sa Lp([O,Zﬂ]), 1Sp5? ¢emo oznacCavati prostor mjerlji-
vih, 27 = periodiékig funkcija f{(x) takvih da je
| “f”p___(? If(x)lpdx)1/p<m s ZQa p(m ’
0 }

ﬂpr= ig%ntggf |f(x}| , za p=w _

Sa A:f(x) ¢emo oznafavati k-tu razliku funkcije f

-5 korakom t, tj.

K K=VY,.v
k -1 C f{x+vt
BKe(x)= L, 7 T OvE)

i sa mk(f,t)p modul glatkosti reda k funkcije f u metrici Lp, ti.

.
”k(f'é)pji?géuﬁt f(X)np

fleka je a{t) funkcija mjerljiva na [O,ZF], integra-
bilna na [§,27] za svako 8e(0,2w) i a(t)2C>0.
Klasu B(p,0,k,a), 0<0<= odredjujemo kao klasu fun-

kcija f(x)eLp([O,Zn]), takvih da je
2m
J=/ a(t)wE(f,t) dt<m,
o P
Kazemo da funkcija a(t) ispunjava o uslov, ako po~-

stoji realan broj o, takav da je

S 5
fa(t)t%t<e i [ a(t)t® Sdt=e , za svako §e(0,27) i €>0.
0 0 B

Kazemo da funkcija aft) ispunjava o* usiov ako

19 ispunjava o uslov

20 postoji realan broj o*20 takav da je

5 5
Pa(t)t ™ dtscf a(t)t dt.
0 é




U radu /14/ je dokazano da se, ako funkcija a{t) ispunjava o*
usiov, za k20*/8, klase B(p,0,k,a) poklapaju, a za k<o*/8 klasa
B(p,0,k,2) sadri samo funkcije ekvivalentne konstanti.

U ovoj glavi ¢emo pretpostaviti da a(t) ispunjava
O* uslov 1 da je k>0*/6, pa ¢emo, uz ove pretpostavke, za klasu
B(p,%,k,2) koristiti oznaku B(p,o,0).

Lako se dokazuje da, ako funkcija a(t) ispunjava o*
uslov, onda i funkcija a*(t)=a(t)te(1/p'1/Q), p<q ispunjava isti
ustov za 0*-(1/p-1/q)+e, €>0 pa, u tom sluéaju, ima smisla oznaka
B(p,8,a%), '

ps10v 0* nije dovoljan za inkluziju B(p;e,a)ch; p<q
/P.L. Uljanov je konstruisao primjer koji to potvrdjuje/ pa se od
funkcije a(t) traZe dodatni uslovi. . y

0znadimo Po(t)=1' pn,(t)=Jj1 an-FB » gdje je n, pri-
rodan broj, te(0,27, Inju=Tnu Tngu=In[In,_4u], v=2,3,..., n_,
Inydy=1. -

KaZemo da funkcija a(t) ispunjava (X,v,n ) uslov,ako

| S
je, za 5<60, i a(t)t p Y(t)dtsc6 p7+1(6) ? a(t)dt,
| 28 S

Ako je n,=0, kaZzemo da funkcija a{t) ispunjava A uslov, tj: fun-

kcija a(t) ispunjava X uslov ako je
2m \ § \
Isa(t)t dtsc i a(t)tdt
2

Dokazacemo sledece teoreme ulaganja po p:

Teorema 1. Neka je 1s5p<q<=, funkeija alt) tspunjava
A uslov, A/021/p-1/q % a*{t)=a(t)te(1/p-1/q). Tada je

B (p, 8, o) < B (q, 6, o*)

Teorema 2. Neka je 1<p<qs~, funkeija a(t) i8punjava

- Y
(AyYan,) uslov za A=0(1/p-1/q), Y=maxz(6/q,1) i a*=aft)s®(1/P Valy




Tada Jje

) B (P; 0, C!) c B {q, 9, C'f.*)

Teorema 3. Neka je 1<p<qs®, funkecija a(t) fspunjava

Auslov za A=6(1/p-1/q), a*(t)zu(t)te(z/p_l/q) 1
flx)~ gl aucosqm,'av+0. Tada je

B (p, 9 o) =B (q, 8, o*)

!

Primjedba: Navedene teoreme su dokazane u radovima

/8/ 1 /14/) pomocéu najbolje aproksimacije. U ovom radu iste teore-
25
me se dokazuju pomoéu modula glatkosti 1 uz uslov da je [f(x)dx=0ss.
. _ 0
1

L
—

2. Pomoéni stavovi

) 22~ "
. 1}

Koristicemo oznake: n(0)=/ a(t)dt,-v(n)=f a(t)dt,n>1,

ne _7 \ .
| 2
‘Lema 1. Postoje konstan'_c.ec1 i ¢c,, takve da je.
| P PR S 8, 1
Cy nzou(n)mk(f.zﬁ)pﬁf a(t)up(F,t) dtcc, nEok (Mug(Fag)p.
| 0 | 2m
Lema 2. /17/. Ako je 1<p<qs® i [ f(x)dx=0 ss, onda je
0

Wl (f, v(1/p=1/9)r r g ] o o
| mk(f.EﬁJch vin @ mk(f-ﬂg)p , gdje je r=1 za q== ,r=q,q<

Lema 3. /14/, Ako funkcija a(t) ispunjava X uslov,
~onda Je: - \

. ) )

2"scu(n) 1 vz eeu(nyz™™,

Lema 4 /8/. Ako je a*(t)=a(t)txp;Y(t). onda postoje
O

konstante Cy i Co takve da je:

A L na 1
C12n pxo (_éT]_)u*(n)Su(n)Sczz p:o (z—n)u*(n).
Lema 5 /8/. Ako funkcija o(t) ispunjava (A,y, no) us-

n |
~ Tov 1 ako Je a*(t)=a(t)tlp;7(t), onda je vgo”*(")=8n"*(")’ gdje je

1anscpno(%ﬁ).

Lema 6., Neka je f(x)~vzoavcosux, a +0. Tada je




=)

a) Za 1<p<g<e V%4mq(ff-) SCud (f
k K 2N Q

vgnes
-4 1 1,
b) Za q=> vféwm\}p' k‘frﬁ)pscwk(f'zﬁ)P

Primjedba: Sa ¢ ¢emo oznacavati konstante /po pravi-

lu razli&ite u svakom koraku/.

1.3. Dokazi teorema 1, 2 i 3

on Dokaz teoreme 1., Neka feB(p,08,a), t

- a(t)mz(f,t)pdt<“, k>o*/6. Na osnovu leme 1 i leme 2 1 jzraza-
o

vaju€i ¥* preko M bice:

m B o 8 1
J =? a*(t)w, (f,t) dtfc Lou*{(n)w (f:——) A
=) k nZ0 k, {Toom

sc 82 -n0(1/p- ARTOLS SAALULLF FERBRLT)
2

Neka je 0<8z2q, Pr1mjenjujuéi*nejgdnakost /57

(nZo )1/8 (ngo ﬁ)1/a. O<a<B<e , a 20, dobijamo:
J1sn§02'"9(1/p'1/q)u(n) g oV8(1/p-1/q),, a (f

52 p

< £ 2V0(1/p-1/a),0 (¢

¥ -n6(1/p-1/q
v)p nio M(n)2 ( ).

- Uzimajuéi u obzir da je A/621/p-1/q9 i da funkcija a{t) ispunjava
A uslov, imacemo, na osnovu leme 3,

0 1 }" 0
J,sc uzowk’(f,zg)pu(v)sc a(t)oy (f,t),dt.

0
- Neka Je 0>q. Primjenjujuéi nejednakost /8/:

8 .
v) Sngo a (vy,b,) » a,20, b,20, Z 0dv=3,Y, » dobijamo.:

Y _[u(n)] 1 "6(1/p 1/Q) U(U)Z -ve(1/p- 1/Q), tj. Tnsc- Tada je

Jyse Eouln)ed (f,1

n=o 2")9' i, znali, za svako 6¢(0,»)




4}“ 6
Jysc ) a(t)w, (f,t)pdt.

Neka je k1<0*/9. Tada je f=c /o(t) ispunjava O* usloy/ ss., 1,znadi,
J <=, Ako je Ky20*/6 klase B(p,e,k,a) i B(p,0, k1,d) se poklapaju,

pa iz feB(p,0,k,u) slijedi da feB(p,0,ky,a), tj.
27T

f a(t)mg (f,t) dt<wo, odnosno J1¢m.
0 i P

Kako je a(t)>c>0 i Jy<=, to je
2n

3 - )

- .
Funkciju f(x), ? f(x)dx=0 moZemo predstaviti u obliku:
0o | |

k/| 211' :
f(x)= (1J% . £ Akifdt pa je

ﬂfuqs%ﬁﬂinat fdths sup_ “Ak Fllgsuy, (f.2m) q$e% (Fal) <=, ti.feL .

Iz feLq i J1<m, slijedi da feB(q,98,a*), Time je teorema 1 dokazana.

Dokaz teoreme 2. Neka feB(p,8,a). Na osnovu leme 1

i leme 4 je
2

f a*(tyul (f, t)gdtse Foun)2” -nAg : o (f,%ﬁ) <

n=o0 q
<cy nfou*(n)wk (f q° IzraZavaju¢i modul glatkosti u metrici
2" .
Lq, preko modula glatkosti u metrici Lp /lema 2/, za q<=, dobijamo;
§ ova(1/p-1/q) 9 6/q
Jpsc ngou*(n){vg 2 | (f 2n)p} .

Dokaz, dalje, ide kao i dokaz prethodne teoreme samo se treba po-

zivati na lemu 5, umjesto na lemu 3.

Dokaz teoreme 3., Obzirom na teoremu 2, dovoljno je
dokazati inkluziju B(q,8,0*)cB(p,0,0). Kako je p<q, to iz
feB(q,09,0*) slijedi da fel,. Jos treba dokazati kona&nost integra-
la J3= ?ﬂa(t)ms (f,t)pdt. Primjenjujuci lemu 1 i izraZzavajuéi u

0
preko U*, imacemo:




<
Ja_c

n=o

¥ u*(n)2n9(1/P 1/q) B(f’ .
2" P

Neka Je q<=, Neposredno se provjerava da je

{zn(1/P 1/q)w (f __) } {zn(q P)/PMQ(f 1 ) }B/QS

2 p

i_
‘c{vgém;V' mq(f —4 }B/Q. Primjenjujuéi lemu & dobijamo:

J3£c ﬂgo”*(")“k(F’Eﬁ)q' Kako feB(q,0,a*), velifina na desnoj

strani je konacna, pa je i Jg<*. Time je teorema dokazana za q<=,

Za q=co

treba primijeniti drugi dio leme 6,




GLAVA 11

§ 1. MEDJUSOBNA VEZA KLASA SB(p,9,a) i SW(p,6,q)

1.1. Oznake, definicije i1 osnovni rezultati

Sa Lp(:O,Zﬁ]Z), 1 <p £ = ¢emo oznakavati pro-

stor mjerljivih funkcija f(x,y}, 27 - periodilkih po svakoj od
promjenljivih x i y i takvih da je

2T 2™
=) JiF(x,yPaxdy) /P w, 22 p < o
0 O |

Wlow Sty 10
yel0,2n]

- ]S.M. ﬁikoljski /5/ je pokazao da se definicija veli&ine anp

p <emoze prodiriti i na slutaj p = =, ako Jer“ <, P = wf.

Ako fEL ([D Zﬁ] Y i % fdx % fdy 5.s. ) kor1st1éemo i oznaku

2 0
0o (10,211%).

Sa ﬁLEf (zgtif) ¢emo ozna&avgti ky = u (k2 - u)
razliku funkcije f(x,y) po promjenljivej x (y), s korakom t,
(to) 1 sa [St*tif mjeﬁovitu razliku, tj. |

k K -n

t:tif A E =0l Kz =Nz ¢ ‘f(x+nz’r2)

Sa wk(f,c51)p (wk(f,az)p) ¢emo oznalavati module

glatkosti funkcije f u metrici L po promjenltjivoj x (y) i sa

wk4k£f’61*62)p mjeSoviti modul glatkosti, tj.

16 ’ = ke kg_
By, (F281067), \t1\f§:!: \tz\saz‘lﬁtﬁzf“p




. 1

Ako je T EL ([D 2n]?) '(TanLp([ﬂ.Zﬂ]z)) trigonometri-
jski polinom stepena n, {n,) po x (y) » n=0,1,2,..,., (n,=0,1,%),
‘onda ¢emo sa Yn4ﬂa(f)P oznafavati najbolju aproksimaciju dvodi-
menzionalnim uglom, funkcije f po x 1 y, ti.

Yo, n, (F)p= ;:ﬁtnf-(T *To, Mg
Neka je a(t,t,)2C>0 funkcija mjerljiva na kvadratu

[0,2n12 i ihtegrabilna na pravougaoniku [§, ,2n]x[s,,27],za sva-
ko §.e(0,2m), i=1,2, |

Klasu funkcija SB(p,8,0), 1 < p <=, 0 < 8 < =» definiie-
mo kao klasu funkcija feLp([O,ZﬁIZ), takvih da je

0 2% 2w 5 |
I, = al(t, ,t, ) f,t,, t dt, dt, <=
oL _( 1o tadeg  fTate 1)p 145

3 2T 271 5
o 1 { p

5 21 27 B |

Za n;x t 1 n, 2 ! uvedimo sledeée oznake:

27 27

6
B (ngn,)s | a(t,, t,)dt,dt,;
B4,z {/n,{/n, 1 2 | V2

Kk 1/n, 2m 1

Bh(nyany)=ny [ falt,.ty)t,’ dtidty;
o 1i/n,

- kg_e 2m 1/“1 kze

Bz(n1.n2) ny {/n [ alt,,t;)t = dt,dt, ;
4 O _

k8 ko 1/m 1/n, | k,e k, 6
Bg("1="z)="4 n, £ [ alty,t))t; t,” dt;dt,
0




Klasu funkcija SW(p.,8,a), 1 < p <@, 0-< 8 < = odredju-

jemo kao klasu funkcija feLp([O,Zn]z) koje zadovoljavaju uslov:

Ako Jje

[ w7 .

L1 Ay, ()
n=0 N,=0 nyny

Fourierbv red funkcije f(x,y), onda postoji funkcijé a(x,yle"
L,([0,21) ) €131 je Fourierov red |
g~ ) 1 B{n,,n,)A (X5¥)
n,=o0 n,=0 1 ? e Ny
gdje je 8(0,0)=8 (1,1), 8%(n, ,0)=8d (n,,1)+82(n, .1), za
. » 0 3 ] 4 4 49 o {1 % »
n,21, 39(0,n2)=sf(§;nz)+ﬁg(1.nz), za n,21,

Be(ﬂq-"2)=83gn..n2)+BP(n4,n2)+Bf(n{.n2)+Bf(n4.n2), n,21, n, 21,

Sa M oznalimo klasu funkcija f(x,y)eLp([O.Zﬂ]z) ¢iji

je Fourierov red:

oD
Z an‘bn cosn, Xxcosn,y, anfO. bn;O.

Klasu funkcija f(x,y)eLp([O,Zwlz)koje imaju Fourierov

red oblika
fo ~Ya_b coﬁn Xcosn,y

== ? ._..m-!
gdje Jje an‘an; za n,=2" ::1'1‘1

kﬁeficiﬂehti'bn su odredjeni analogno, ¢emo oznalavati sa L,
2 |

=0, za n.‘#sz' m4=0.1,2j-|!;

U ovom paragrafu Cemo dokazati sledele teoreme:

Teorema 1. a) Ako je max(2,p) <b<»,onda je
SW(p,0,a)C SB(p, 9,a)
b) Ako je 0<6Smin(2,p), onda je

SB(p,0,a)C SW(p, 6, a)




10,

Posledice: 1. Klase SW(2,2,a) i SB(Z;Z,a) se poklapaju.

2. Ako je p#2 i min(2,p)<8<max(2,p), klase SW(p,6,a)
i SB(p,6,0) se sijeku i mogu se nac¢i funkcije f 1 g takve da
feSW(p,6,a)-SB(p,6,a), geSB(p,0,a)-SH(p,8,a).

Teorema 2. Ako je 1 < p < ®© , onda je
a) MNSB(p,p,a)=M/)SW(p,p,c)
b) LNSB(p,2,0)=LN1SW(p,2,0)
Primjedbe: 1. Teorema 1 je uop3tenje na funkcije dveju promje-

nljivih reiu]tata rada /1/.

2. Analogni rezultati za funkciju jedne promjenljive

dati su u radovima /127, 713/, 714/,

3. Teorema 1 ranije je dokazana /15/ u ovom specija-
Inom sluaju: 6=max(2,p) u ta&ki a), 6=min(2,p) u tacki b), a
funkcija a(t,,t,)ima oblik a(t, ,t, )=a,(ty)a,(t,) pri Cemu fun-

kcija oft;) ispunjava uslov

. ) 2T
fdhiti)kbedt Scﬁkteg o ti)dt; ,8.e(0,2m),1=1,2
0

1.2. Pomo¢ni stavovi

Za dokazivanje navedenih teorema koristicemo:
1. poznate brojne nejednakosti, najte3c¢e uop3tenu nejednakost

Minkowskoga.
2. osobine modula glatkosti:

wk(f.d)pscufup; mk(f+g,6)pswk(f,6)p+mk(g,6)p;
postoje konstante C; i C, takve da je: mk(f.ra)psc1mk(f.a)p,r>0;

3 2 K
5 8,

,.- 6‘ <62.




11.

Navedene osobine ima i mje%oviti modul glatkosti.

3. sledece leme:

Lema 1. /2/. Ako fel ([o42r]"), onda je
< ' i y 1 f:. Y s 1,t
o, 1 Frta)pC o, (Frtast)p 1 .mkz(f £ )pSC 0y ¢ (Falaty)y
Lema 2. /2/. Ako'fetp([O,Zﬂ]z), onda je

1 1
Yo nz(f)pscmk,kz(f’ﬁ:?T s ﬁ;iT)p

L]
Lema 3. /3/. Svaka funkcija feLp([o,zn]’) ima jedno-
znaénu reprezentaciju:
F(x,y)=F{x,y)+F, (x)+F, (¥)+F .

| o 1 k
FELE([O.ZF]Z),F4eLg([O,Zﬂ]), FZSLB([O,ZH]), Fo = konstanta,

Parcijalne sume Fourierdvog reda funkcije F(x,y) reda
n, PO X, N, PO ¥, n,po x i n, poy Cemo oznafavati, redom, sa

0y Sume snim (f'smnz)' Smnz(f'sn4m) i
Sn4m+smnz"5n,nzéem° oznaéavati, redom, Sa Tn

Sn,“’ s“nz' n

4’ Q“z' U"i“i
Zapisom f(x)<<g(x) ¢cemo oznalavati da postoji konstan-

ta ¢>0 koja ne zavisi od x, takva da je f(x)<cg(x). Ako je 1is-

tovremeno f(x)<<g(x) i g(x)<<f(x), koristic¢emo i oznaku
f{x)=g(x).
Lema 4. /4/. Ako stp([o,zn]z). 1<p<», onda je

Yn1n2(f)p=“f'un1n?_“p

Lema 5. Ako fELp([O,Zﬂlz), onda je

k, +k
11, -k -k || 3% TR \
mk, kz(sm n, ’n, °’ ﬁl)p L “* k4 k,_sn nz\ p
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o Ky +ky K k“ K, kz
”W n,ny (Xo¥)]| s oS (ZsTri By (m) Ap, n, T

0,

gdje je Tn4nz(x.y)'trigbnometrijski polinom stepena <n, y odnosu

¢ Ny

na x i stepena- <n, u odnosu na y, 1<ps@, he (0,n/n), h,e(0,m/n),
_ I s s
za h,- Zﬁr-. hz‘ ?ﬁ; s Slijedi da je

ki + k‘..L K ke kg
" o K4 o K2 Yh “1 z“ “nk' ’ “Afm ”an "1 "z" p’
osobina modula glatkosti, dalje, slijedi:

1z definicije i

n, ’ ’ o
“ WY aykz n,1 “z“ P i k., Ky "nyn, *Zny 2ng 'p

- k |
—I"I"l nz mk1 k,_ (TI"I4 n2:1/nf:1/n;)p

Nejednakpst u obrnutom smjeru je posledica nejedhakost1 Bern-

§tajna.

Lema 6. (teorema Littlewood-Paley)./5/. Neka funkcija

fel ([0 Zw] }s 1<p<=, ima Fourierov red f~nf_1 nf-IAn4 7.(x,.J»f) i
2y om, *
nEka je A (x,y)= E E (Xxsy), gdje je
m,m,* " m = m _3 “4 Ny
"1{2 1 1]‘” "2=[2 21+

[2“‘L"1]=0. za m;=0 i [zm£'1]=2ma-1.’ = 1,2,3,...

rada Je ||y Yfn,Zo m, 5o ai,m 1],

Lema 7. (Lema Marcinkiewicz-a). /5/. Neka je A

brojni niz, A*ln,.nz ln +1,n, “An, en, Azlnq.n2 lni.r§2+1'ln4.n2’

n, ,nz

“n, =1 n2_1 n, n (x.y) i neka je \An,,nz <M i
2N 2% -1 | |
| Ay, Ay A <M
Z' - E - ‘ 2 - »
m,=2"™ 1 m2=2“z 1 m, 5M,

Tada postoji funkcija ¢(x,y)eLp([O,2ﬂ]’) ¢iji je Fourierov red




b~ ?1 i 21 AF n, n1n2(x'y) i ”@"p‘cpM"f"p'

.. ‘ ‘ B'+2m1 ,0) E{_gim;l Bizmd 2“12)
Lako.se provjerava da nizovi: n,0) * B(0,n, ' 3 “1:"91

me ki _
e ;L . oM 1<n <2mb, i=1,2 kao i nizovi njihovih reciproé&nih

13,

vr1Jednost1 ispunjavaju uslove leme 7 /ogranifeni su i monotoni/.

Lema 8. Uz oznake leme 6 vazi ekvivalencija:

ol L E L

n, n,
. - E ) % my KoMy
Dokaz. Ako je Tnfnz(x,y)_ m, =1 m2=12 _2 h%n4n§x’y)’

ki +k2-

y?.

onda je, prema lemi 6,

02 _2m, k, ,2m \\ e (1)
“ N, n(x.y)n %[;f_o mﬁ_oz 1742 quxm m;] p
k; )
S druge strane, niz ; Ez = F_ 15punJava ustove leme 7, pa je
L L 2
V=1 vyt v4uz(x’y) v Fourierov red neke funkcije Qninzx,y)
i, obzirom na lemu E +U2n1qupénTn1n2“p ...... . (2)
Kako je , to, iz (1) 1 {(2) slijedi
J L\inknz\\p \\3 Ky Byk2 N4 En’_”p ' (1) (2) J
da je "N

n 2m, kan2 m, k 2
S { 2 9eMyKypce My 2:[& “
Ky noKg Ny 5Ny \p«\ F L m mJ] P

Analogno se, koristeéi Cinjenicu da niz n P ispunjava us-
ngt ony?
love leme 7, dobija nejednakost u obrnutom smjeru.

Lema 9. /6/. Neka je f(x)ELp, 1<p<m, f-~ f ya,cosnx, a +0.

- pp21/p
Tada je wy(f,1/n) =n k{m§1 2’ o {k+1)p=-2}1/p {§=n+1am mP~ ¢}

Lema 10../6/. Neka f(x)eLp. 1¥p<e, f~§=1 a,cosnx, an=a;

m

za n=2 i an=0, za n#2m. Tada je:

2} 1/2

n
S 2 2ky1/2
wk(f,l/n)p n {%=1 a- m } _+{§-n+1 0

Ltema 11. Ako fELg([o,zﬂ]z). 1<p<m, (<B<®™ i
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E“ ig(t,.tzjwi k(f'tf’tz) dt,dt, <= , onda je
2w 2w

1 face st (7228t dtyem 1 Jalty oty Yo (18,14, dtyca

Dokaz: Kako feLp R to je, prema 1em1_ , wk,(fﬂtf)p<<wkik£f t1,1)

pa e, za t,e(1,27), biti:
mk (fat,) €<mk{ (F, t),t,/t,) =9k, k, (f.t,,t )p i, znati,

?n ?ﬂ(t4.t2)mk (fst,) dt,dt2 ? }u(ti,tz)mk1(f t,) dt1dt <<
0 o ©

< " 1Ta(t t )me (f,t, ,t ) dt,dt, <=

< 3 s .

i i Lk K, (272 lpm 172

Analogno se dokazuje kona&nost drugog integrala,

Sa ZSB (p,8,0) Cemo oznaéavat1 klasu funkcija f(x,y)e

EL ([o 2n]*), takvih da je
0 T 47
Iq = (l(t' ,tz)mk‘ kz(F,L',tz)ndti dtz'(m

15 = g ?
zH

B8
10 - f“ (o oty )uf (Fyaty) dt, dty <o,

(thtz)mﬁ (Fy »tq) dty dt; <o

gdje su F, F, , F, funkcije iz leme 3.

Lema 12. Klase funkcija SB(p,0,a) 1 ZSBO(p.B.a)'se po-
klapaju. | |

Dokaz: Neka feSB{(p,0,a), tj. I, <= , 12<w , I3<= gdje
su I, I,, I; veliZine kojima se odredjuje kiasa SB{p,08,a).
Kako je k K, (F, t;s t, ) =0 Ky (f, t;, tz)p' to, iz I, <=, sli-
JEd1 I4<“ Uzimaju61 u obz1r /o&igledne/ relacije:

k (ﬁ oty ) 'wk (f-F, t,)p S, (fs t,) +wk (F,t ) , dobijamo:

2®m 2w 2T
155 é Ia(t,.t )wk (f, tf)pdt+dt2+é {a(t,,t )mk (F, t,) dt, dt,.

" prema pretpostavci, prvi integral je konalan. Iz I;<=, na osnovu

leme 11 slijedi konainost i drugog integrala, a time i kona&nost

integrala Ij5.

—_—— ————— W ——a —
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Analogno se dokazuje da je 169<m_

Iz konaénosti integrala I,, Iz 1 Is slijedi da feESBO(p.B,a).

Obrnuto, neka feISBO(p,0,a), ti. I, <=, Ig<w, I, <w,
Iz relacija wk,kz(f’ti,tz)p=”k1k2(F’t1’t2)p i I, <o, slijedi I <.
Kako je mkf(f’ti)p=mkf(F+ﬁ ot )psmki(F'ti)p+“k,(Fi'tf)p’ to, za
tze(1,2w), prema lemi 1, imamo:

(f t )pfmk k (Fit4lt2)p+wk1(ﬂ ,t‘)p 1, znaﬁi,

2ﬂ 2m
1, < I a(t,,tz)mk K, (Faty,t,)pdt dty+
1

8 6 .86
o 11q(t1’t2)mk1(F'td)pdt4dt2 Iq 5#
Analogno: I <=, Time je lema dokazana.

Lema 13 /Teorema Palye) /7/. Neka je'{cn} niz nenegati-

vnih brojeva koji konvergira nuli i {C*} nerastudi niz istih bro-

~ jeva. Oznalimo: MT o= ¥ c; nr-z i M*r= ¥ cxf nr-2

n=1 n

Tada: a) Ako je M<= , postoji funkcija fel pp2, f~ £ C e

p’ n=1

lIfll,sAM*s gdje je A, konstanta koja zavisi samo od p.
b) Ako feL , p<2 i f~ ¥ c_e'™, onda je MxsA’lIFll , gdje
p n1l’l | P D
Je AB konstanta koja zavisi samo od p, |

Leme 2, 4, 5, 6, 7, 8 su uopStenja na funkcije dveju

promjenljivih odgovarajucih lema za sludaj funkcije jedne neza-

visno promjenljive,

1.3L_Dokazi teoremq_1 i 2.

Dokaz teoreme 1 a). Neka feSW(p.,6,a) i
f n,go ngzo n1n2(x,Y) Iz definicije klase SW(p,6 ,a) slijedi

postojanje funkcije gel ([o,2n]%), 9~ fo n, £,8(n, 40, JAn, n, (Xs¥)-

Klase SB(p,6,a) i ESB°(p,e,a) se pok1apa3u. /lema 12/, pa treba

b
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:

dokazati da iz feSW(p,0,a) slijedi da je 149 1g<®, Ip<=,

} “(tir z)dtfdtzt

m

Uvedimo oznake: u(0,0)= ?

2,2V 27
u(v,0)= f Iu(t ,t )dt dt 22 v=1,2,... i za vi=1,2,...1

1721 242% 22V
Vo=1,2,..0 H{(Vy,V,)= f f a(t,,t, )dt, dt,,
1/2% 1/ 2V2

e 1 1
Tada je 14 -V?=D V§ (U4,U )mk k (F zvi, ;q:.p=

11
2V ’2\‘1 p’
Iz osob1na modula g1atkost1 i relacije (a+b) =a +b6, a,b,0,> 0,

slijedi da je

1
2”*' 2

I4<< fo \; u( '“2)[ K, kz(F Usvy pVy 2 2\’2 D

0 1 6 1 1.
ky ky (T2% oo zvz) “k, k, A2V 2 2V V5 P “’k,kz(sz“z‘* va 2vz p]
111, primjenjujuéi lemu 5,

) 1 1 1 pat )
I . << E ? V, ,V [ F= g o T +
4 Vf-O Vz-ﬁ MV vz ) Ky kg ( E jl;vz 2 V1 2“2)P+2W55naxm 2“"9.
5 K4

8 ,
+ "_Yﬁ S =J . +datd +J, .,

Na osnovu osob1na modula glatkosti i leme 6, bice:

_ | 6 1 1
Jy= v, Zo Uzgg u(vy ’Vz)‘“k, ky (F-Upvpv, 'W’z_\’z)pf

'f\n, gf:} vzgo Ll(V’"""""’)“F"‘U2ﬁ"2u”g )

e PR (477 1P/2454y197P
" v, 2o u:,_:o“(‘“’: %) {Z E'L'gu{ ngv-ém, mz_] dxdy}

Pr1mjen3uju61 nejednakost Minkowskoga (9>p), imademo:

@ % 18/2,p/8§ 6/p
J <<(i ?{\gzo Uzzo u('ul v)[m,-\%, m;‘iAmf mz(x Y)] } xay ) ;/

Prema pretpostavci je 622, pa, ponovo primjenjujué¢i nejednakost

Minkowskoga, dobijamo:

27| 27.

J {{(I I{ T z Am m262(2m1 ’Zmz)} P/dedy

0O 0 m=0 mzo 1
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.
Iz 1eme 8 slijedi da je

’ k
{3 v} B 4
37 vEo vl ‘2‘5,?2,@"’ll5;§z\*\|?,

12

= § ¥ u(w,vz){_?“ ?“[ s 7 gzﬂukqu (x,y)] P/245dy}8/P,
0

V0 VEO0 59O o lm=o0 mgv,
a 1z pretpostavke e>p, primjenom neiednakosti Minkowskoga, da Jje

524<(I f [ FO® A2

2 (x,y)87 (2" 2™ P/ Zaxdy /P
m4=0 Tl'lé'-O J‘

Analogno se dokazuje da je

| K,
'J3=\:;Zo \i‘go ];J\i'é&ln%ﬁ??&“ﬁ <<

« (I g [ ¥ A (x.y)s=(2m*2”9]“’2dxdy)9’p :

0 mzo M=o mm,
|

Najzad, na osnovu leme 8 1 nejednakosti Minkowskoga (62p, 622),

. 0 aki+k1 8
- imamo da je J,= Z ELEFE%EF s u e =

el T8 Ea2(eMam [\, (xy) | P 2axan O/P.

o 0 "m=0 !1120 t

Sabirajuéi ocjene za J1, J2, J3 i 04, dobijamo:

6 (1 P/6,., D/B, , D/O 4 P/BO/D
I4<<J1+JZ+J3+J4-(J 1,70 T Ty ) <<

2w 27

<«<(f [ [ £ g2(2™, Z"H)A (X.y)] P/24xay)®/P>
o 0 'm=0 Wz0

i1i, na osnovu leme 6,

12<<Hw“g, gdje je W(x,y)~m§1 ni;18(2“1321112)%4"2()(,3!).

Brojni niz knn ) za 2™ n, «2™, ispunjava uslove leme 7°)
2 1

pa ako je G"n;1 n:;Zﬁ?)(rq,.z)h (x,y), onda je HWH sHGH

Kako fESW(p,B,G), to je “G“p(m, odnosno i 14<m
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¥ E-.
') Analogna konstatacija za jednostruki niz glast:

n 1. _
Ako je B?(n)=nk6 f a(t)tkﬁdt i 52(“) £ a(t)dt, 1 ako je
0 BB m m
- (pm)+8,(20) .
2™ 1<n_<_:2m, onda brojni niz A= ——@ ) 82 ispunjava uslove
| 87 (n)+85(n)

leme Marcinkiewicza., Zaista:
A B?(Zm) Bide
a) A =J,+d,, gdje je J = —p ; . :
no1 sl (n)+B3(n)
. n
Be(z"‘)»z"‘kBI a(t)tXOdt 8, (2"™)
JQ—E < 0 p— <2ke1J= 2
1 By (n) 2(E‘T)kej%4t)tfgﬁt 2

By(n)+83(n)

.n"'!

£ (t)dt+[ a(t)dt . {;a(t)dt [ a(t)dt

= datdy. - =
81(ﬂ)+82(n) : 3 B (")+32(n) Lf(n)

[ (t)t £~k % 2mk9£ (t) X0t o . ~Bs(n)

2" 7 d,= _— 1,
Bm 2 RTINS Y ef(n)+gd(n)

1z dobijenih nejednakost1 slijedi da Je A <2kB 2k9+1 i, znadi
A=, <M

) . m 1 1 o B(%E)
5) A~Ayy=802") [gTay - wrmel 3(n)B{ne1)

x{[(n+1)"9?w a(t)thlat+ [ a(t)at]!/C- E ko u(t)tkedt+f a(t)dt])'/ %=

(nsa) 1

= BIn&B(n+TT A(n), Izraz A(n) je pozitivan:

(n+1) e?Hg(t)t Odt+ [ a(t)dt- nkef a(t)t dt-[:u(t)dt=
tn+q)4 n-
—(n+1) ?Hg(t)t Odt+f a(t)dt+f u(t)dt-nkefwg(t)tke
(n+4)71 fﬂ-ﬂ) -4 ° kB (ntq)~f ‘o
kOf ety ekt a(t)dt-(n+t)k [ a(t)te® [ a(t)tk%t>0, tj.
(n+4)”! n™ 0 | o

\ln'kn+d=ln'ln+1 i, znadi

A=Al sA - }
n§2m~1+1| 17 n) < 2™l (2™ +’1)< "

Analogno se dokazuje odgovarajuée tvrdjenje za dvostruki niz A
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Koristeci osobine modula glatkosti, dobijamo:
g 2W 2™

6
5. S ol tp ) 0y (Fyat) pdtdt=, & “(W=°)“k(F"m p<
<« i U(m=0)wf(55mrlﬁ)+-f H(W’U)wﬁ(ﬁ“sémrlﬁ) =Jg+dg .
n=0 ! 2™ n=o0 ! 2™ P

/Sa s,n, smo oznalili parcijalnu sumu Fourierovog reda funkcije

F,(x)/. Na osnovu leme 5 i leme 8, bice:

21 p,
3.« ®  u(n,0) 5 o 2mk, p/2,,18/p .
5 I"I‘=0 | 2“,'(18 {E{ |:|'|'|1= Amf( )(2 ] d.x }
odakle, primjenjujudi nejednakost'Minkowskoga. dobijamo:

2n
Js.‘(g {mEUAm(x)zz“W{ ¥ un,0 ]2/9}p/2dx)e/p 14
{ i

27 - | )
* T a2{oM™ 1110/24,18/p
Igst] [ I 802% 1] Tan) \

Ocijenimo, jo3, veli&inu J.. Iz osobina modula glatkosti slije-

. | | e

di da Je Jsf n?oH(m,O)HF-szn“p
=

Primjenjujuc¢i lemu 6, a zatim nejednakost Minkowskoga, dobijamo:

g b u(n,,O){f [ A (x)]p/de}B/p <<

n=0 mg=n, my

m |
{<(J“{m§;£§m}x)[ : ¥(n, 0)]24hp/2dx)e/p il
se<<t]’ RANCUMIS ()] 2P

'Sab1raqu1 ocjene za Jg i Jg, dobijamo ocjenu za Ig:

I <<(f CEAq 00 [s7(2™ 1)+ (2™,1)]1P/24x) /P & 7

m=0

- [ & A . (x)82(2%0)] P/24x)®/P.
0 ‘m=0 L |

Na osnovu leme 6, bicde

Ig<<l¥l,» gdie Je W‘(x)~n§18(2mt0)hn§x)
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Cooao oy BL2™O0Y)  omete oM : :
Brojni niz An;B 0y 2" '<pg2™, ispunjava uslove leme 7, pa je

H%Hpsue‘"p, gdje je G;nf1ﬁ(n“0)An$x). Kako je He,ﬂp<m(fssw(p,e,a)),
to je I <=, Analogno se dokazuje da je i I <.

Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano.

b). Neka feSB(p,0,a). Tada /lema 12/ feIsB®(p,0,a).
Da bi dokazali da feSW(p,9,0), treba dokazati postojanje funkci-

ja 6, Gy, G, iz leme 3 &iji su Fourierovi redovi

"f ?18(7‘1:“1)}\“ n(X:.Y): G1 ‘f B(W:U)Ano(x:y) G,~ )y B(O'nz)Aonzx’Y)'

q 1 n= 2 n=1
U tom cilju, prvo ¢emo dokazati postojanje funkcije
' 12 m, ,m
¥(xay)eL (0,27 %), te by n21 B2 2R (x.y).

VeliZinu /lema 6/ ||¥]lp,

|N“p f i“[m o mﬁoaz(Zm‘ZmﬂQ; m x.y)]p/dedy, predstavimo u ob]iku:
2 | | - .

Jell?=

‘IT

Toem B, ,m 2/0.p/2 )
i {m1 0 m: OAm m(xl.V)[ (2 1,2“]2)] }P dxdy =

n

2 8. .6..6..0712/68.p/2 |
{m 20 m§ozxm m(x*y)[ﬁ:fﬁ1+ﬂz+ﬁ5] /81P/245dy =

i "

Q=N O =

o

{ go nt OZSm m(x,y)(BZ+B{+BZ+B )} Tdxdy J7+J8+J9+J10
™

0c13en1¢emo poaedinaéno dobijene integrale.

i } {mrﬁ m20£§2 m(x.y)B (2™, 2 %}p/zdxdy =

0O O
m, m
z } (m =0 m20 m m(x!y){v =0 U_OH(‘U, W)}Z/e)pfdedy'

Prema pretpostavci Jje 652 i 6<p, pa, primjenom nejednakosti

Minkowskoga, dobfjamolda je:

2 211' 2

0 o
() [, 2 ng\)z,Am mz"-y)] /23P/®qxdy, odnosno
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{

|

27 2™

? % 2 p/2 6/p,\p/0
J7s(\§0 v'f U(M,v?_){g £ [ “'&"z m,mzx’y)] “dxdy} ) R

Primjenjujuéi, redom, lemu 6, lemu 4 i lemu 2, dobijamo:

17940, E B9 IF-Upupul )P/ 2K, o on (%) Y5 upn(F) )P/ O

(2

10 \EEDU(V1:\"2)LUB‘(‘I<2(F';\}‘1 ) )p/B

P

4 L

Kako feESBO(p,Bgu), integral 14 je kona&an, pa je i J7<w,
Ocijenimo velidinu

T o | |
J8=? ? (nfo nt (ZMEEMQZX;,méx’y)}pfzdxdy =

0 0O m-omo |
2% 2% | m,
0 AT 2/6.p/2
[ I8 B2 A a4 E oy ulo L) 2P Zaxay.
O O

Uzimajuéi u obzir da je 8<2 i 0sp, dobijamo:

'!T 2'"' o
E 2mk 8/2 p/B cq s
JB"S! o =0 'U 0 “;\%E:_\)i(m_o m \)22 * m, m(x:y)) dxdy, 1]1

2T 27

Jgs( fov oyé%:tﬂl{f I |ms 1Iom2 v, kaA (er)]plzd?‘dy}e/P)p/e.

odakle, na osnovu leme 8, slijedi da je

@ k
Ig<<(yEs vEg mﬁ;; lIL‘ET2“4||B)p/B'

Lako se provjerava da je EQE“__FT |p$H[X1/2q 2q”p

_ _ 1 .
= [ls gt Fosang) [l k:fF';"ﬂ' /el paJe

| 6 o/p . P...
JB<<(q§o %Eou(ﬂ*w)wquz(F E:iéﬁgp) p_14< ‘

Analogno se dokazuje da je

ﬂ'EOI'ﬂO

J _? i (¥ ¥ B, (2m32m5Z§; m(x,y)}pfzdxdy<<lz‘“.
172 -

Razmotrimo integral J10. Zamjenjdjuéi velidinu 55(2m32m%,;1maCemo:
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2w 2w 2 - p/2
J'1°=<{ {{ {'“?O‘MEoAm,mg(x’”Bf(z 4,279 17" “dxdy=
T TGS, G222 ) (8, B S0 P 2axay
o o MmOMO m,m, "> Y=, VEm o VKT ukE | g

Primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga za 2/61 p/6, dobijamo:

27 2™ ) v; 92 3 .8/2 pp o
3y ‘{ fef f onluww (35 }7192 mJSg"'n“zA"}mﬂ) 1P fdxdy, 114

5 VE0o VFo \gk ezqkze

21 2™ 2
| u( v, v ¢ 2mk 2mk, /\ p/2 e/p\p/6
J105(g§o g?o zqﬁézqﬁﬁ{g g [mgo m= £a2 2 mmﬂ dxdy} _)

1

Na osnovu leme 8 je

k
% (v, 3 kitke 6/p :
910°<(yko Gro 2 e 2424p)° 7+ @ na osnovu Teme s

|

6/p_yP
J10<<(U‘ 0 \Jz' “(U'\’z)‘”k k (F’Zv"' vz)p)" -14‘:“.

Iz ocjena za J,, Jg, Jg 1 Iy slijedi da vel ([o,2q]2).

Brojni niz A = B{(n,n) 2mf1<n-§2mi i=1,2 ispunjava uslove
n, n2 8 (2“'* 2'“?)

leme 7, prema tome postoji funkcija Gel ([0 Zn] )

G q pizqB (Mem)Ag pfxa¥).

Ocijenimo, sada, integral S,

on
SP=f (% 8 2 (2"0)A2 (x)}p/zdx-f {mfﬁAm(x)[ g8 (2™,0)] ¢/8y P/ 2¢x-

1

jzn{m o m(x)(B (2™, 1)+ 509(241))2/9}p/2dne.3“+a12

Zamjenjujuéi B, 1 B, 1 primjenjujuéi nejednakost -Minkowskoga za

2/8, dobijamo:

2T
L ,0),2/64p/2
I7) L2 A0 (e PP P

SRS RS e,

N
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Primjenjujuéi ‘nejednakost Minkowskoga .za p/8, bice:

2w
J11<(v‘go ;2%50){£[mwh 2““[& (x)]p/de}e/p)p/e‘ odakle, na osnovu

leme 5, slijedi da je

.8 . . . | L
‘]Hﬁﬂzo‘fm’o)‘?“ki(ﬂ .Jr;,-')}pfe, i11, zamjenjujuci u{v,0) i uzimaju-
¢i u obzir da je l.cw |

21 27
311<<(L ﬁ a(thtz)mi}F{,ti)dt,dtz)P/e<w‘
Analogno se dokazuje da je i Jyx<®, a time je dokazano da je i
o< | odnosﬁo, uzimajuéi u qbz1r lemu 6, da funkcija Yy s

¥ ~ i B(zmgo)An 0(x) pripada prpstorﬁ Lp([O,Zv 1).

Brojni niz A LB("m ) ,2mf1<n<2mizadovo1java uslove leme 7, 5toO
lB(2 ,0)

znaci da postoji funkcija G4eL ([0,2n]), G~ _1B(np0)An'0( )
Analogno se dokazuje postojanje funkcije GZ'
Funkéija g=64G,+6,+G_, 6 =A_ 8(0,0) pripada prostoru L ([0,27]")

i ima Feurierov red

g_nfa nﬁoﬁ(nﬂquninéx,y) i, slijedi, feSH(p.ora), Sto je i treba-
1o dokazati.

Dokaz teoreme 2 a). Uvedimo oznake:

21 2m m
n(o,0)={ { a(t, tg)dtydts, n(v,0)= I’ [ a(tyty)dt, dty 21
W”
V 4
n(veavy )= [ flaltyaty)dt dty 2t gl
Vird ‘Vé+4 .

Razmotrimo integral J1:

o O |

1 .
- . (F —) . Ako f(x, M, onda je f(x,y)=
gviz1 v‘f1n (v, vz)wk P Yo (Xs¥)e (X,Y)




=f(x)f(y), 1 tada je “m,kz(f'ti’tz)p=“k1(ff' t4)p“kz(fé’tz)p

Obzirom na to, primjenjujuci lemu 9, prostim izralunavanjem dobijamo:

T 8 LS B lspf [{"’a(t Pt P HPat, dty ¢

kP fj a(t,,t,)t""’dt;,dt2+n"zf’f ja(t,, ti)tzlfipdt‘dfff j‘a(t,,tz)dt,d’rz oo (1)
Ocmemmo, sada, integral J -} } a(t, 1'7_) kz(F t,,,ta)pdt.,dti

Kako je, za t,e(1,27), Wy k(F’H'gﬂp=mkfF'tﬂp’ to, primjenjujuci
) :

jemu 9, dobijamo:

' - aPnP-2
J,= ‘F.‘n(ﬂ,ﬂ)mk'(F, 5 ‘;1n(\.‘,0){_k7_ . 1a n1(|_<,+1) 2 n,-gﬂ AN
1
T -2 0 -2M :
=ﬂn'£1 nn‘p :Sp izni nf};p )+n'§1 apfnp _1 T](Vi 0)

o

Kako red nz1 bg nf'z konvergira, to je
2

| !
-Jz=n§1n§1 aﬁ, bﬁz. 0 2"p Z{I f"‘('ﬁ 'fz)dtndtz*mk'pf ff(t t)tkpdtdt}

Analogno dobijamo da je
- 27 1

3= {{at%@w‘é, kz(F’tPtz)pdtudtf

, v '

2
i J4=?ﬂ ;J)' a(Ys g)mk " (F t,, r.z) dtdt, =

f1 nf1 aP’bP nP- j f a(t :tg)dt’dtg ceveen (4)

“nz n,

1z (1), (2), (3) 1 (4) slijedi da je

0 Ny My

LA - )

Neka je p22 i feSB(p,p,%). Tada je Ig<ﬁ, i, znadi S<m.Pr%mjenjuju-
¢i lemu 13 zakljulujemo da postoji funkcija GeLp([O,Zﬁlz),

G~n§An§} nlnf(npqgcosn,xcosnzy i |I6]| ,s14<s ti. FeSW(p,p.a).

Iy
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Analogno se dokazuje da za p22 F, i F, takodje pripa-

!

daju klase SH(P:D:G).

Time je dokazano da, ako feM SB(p,p,a) 1 p22, to
feMnSW({p,p,a), ti. MASB(p,p,a)CMNSH(P,Ps@)evssse cooas (5}

1z teoreme 1 a) slijedi obrnuta inkluzija:

Mnsw(piplG)CMnSB(plp!a) * 40 00 ¢ s . (6)
1z (5) i (6) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 za p>2,

Neka je p<2 i feM SW(p,p,z). Tada, iz definicije klase
SW({p,ps®), slijedi da postoji funkcija geLp([O,Zn]z),
g~q§0 q?o anPnf(npqgcosn{xcosnzy. Na osnovu teoreme Palye slijed?
da je S<=, i, znati Ij<=,

Anafogno: IE«'du i Ig<m. Time Je dokdzano da fBESBO(p,p,a).
Obzirom na lemu 10, zakljulujemo, da za p<Z2,
MASH(P,P,2)C MASB(P,Ps®) ceveerene (7))

1z teoreme 1 b) slijedi da je za pg2

MASB(PoP,a)C MASH(P,D,@)  cenerenne | | (8)
1z (7) 1 (8) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 1 za pge.
b) Razmotrimo integral J5:

J5=

) Sy —n

1 ;
/ a(tot)od o (Faty t)patete By Fintnano o (Figsg

Primjenjujuéi lemu 8, lako se dobija da je:

-4
?F arpi niZk"nfklfn'
0

v=1 V=t “n'n,

-‘ -
e [Pttt ) PSP Sandge ] altu)ardy
hn

0
| ' 4 A nf
+n‘2k£' '{;a(ti,tz)t?kdt‘dffnszr% ({a(t"i‘i)tgk‘df‘dg .

Na isti na&in moZe se dokazati da je za, t €(1,2m):
AL {1 2n

sgef [ attmay, (Fot o garat] [ altagef(Fae,)ponees
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=n‘g1 a;‘{n?k'f‘ {fg(t,,ta)tfkidt,dffr{:{g(t{,t,)dt,dt,_. | ;f
i

Uzimajuéi u obzir konvergenciju reda b2, dobijamo:

L Ny
: p) 2 A W K
"-5=n,§1 n2§1 a:‘b;!{n,zk'!;’{a(t,.y)tzikdt!dﬁ+é fa(t..-’ra)dt.d’fz} -
Analogno: = 2T 1 . | ;
J7={ t{a(t*’g)wﬁqkz(F't"t‘Z)qudtf
) 2T n-;l ) 2m 4
R
. ?“ }“ B - 2w 2
. - 2 e | 2h 2 ,tldtdt,.
Jg A fi(tﬂtz)“’k‘ kz,(F’ tl’tz)p n:g1 n§1 an,‘bnz{ { o{th b dtdy
SabirajU61 JS"JG' J7l JB dObijaNO:
Iy=dg+dg+ip+ig “nE1 nlt aﬁfﬁfz(n,;qgélmﬂg e ()

l

._'gdje GeLp([o.Zn]’)..G;n;1 “;1 aanf(n‘,nz)cosn!xcosnzy.

1z tvrdjenja (*) slijedi da, ako FelNSB(p,2,a), onda
FelnSW(p,2,a), i obrnuto.

Analogno se dokazuje da, ako F, €LnSB(p,2,2), onda
FieLnSW(p,2,%) i obrnuto, i=1,2,

Uzimajuci, Jos, u'obzir lemu 3, ddbijamo tvrdjenje b) teoreme 2.

5 2. ODNOS KLASA $B°(p,0,K,a)PO PARAMETRIMA p,s,K, .
2.1. Oznaké,definicije i osnovni rezultati

L

Klasu sB®(p,8,K,a), t<pse, 0<o<m, k=(k,,k,),k, ,k,eN,

a=a(t,, t,)funkcija odredjena u 1.1., odredjujemo kao klasu fun-

keija f(x,y)eLg(m,zn]Z) i takvih da je

2T 27 5
J= t, ,t f,t,,t,)dt, dtge .
£ g a{tyty)o ksz( 10t )dt, dY;

Kazemo da funkcija a(ty;,t,) zadovoljava 3=(a1,cz)us10v,
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ako postoje realni brojevi cii qﬁtakvi da za svako Gie(O.Zn),
(=

5,€(0,27),€,>0 ig, >0 vaze relacije:

o 21 2W .
1 [ f alt,,ty)tyt t,2dtdhy <.

o O
a(t, »t, )T *dtpgfm

0
‘) zl i AL

KaZemo da funkciaa a(ti,t ) zadov01java o *=(oX,0y) ako

1 zadovoljava g uslov
2.‘51

20 %) j j a(t,‘,tz)tg" ¥ dt'dt!‘:cf fcz(it,'.tz)t,’ to dgdtz
2 .

" b) 'f* iﬂ(t,tz)toi dtldt,_(.cé fza(t,,tz)t Cdtdt,
y

c) fﬁf ?u(t,,tz)tof- dtdt, <ci Z:g(t,,,tl)ta dtdt,

jedne nezavisno promjenljive u radu /12/. U radu J12/, kao pri-
+

mjer navedena je funkcija koja ne zadovoljava O - uslov ni za

-> .

-
uslov, ali ne zado-

jedno ©, kao i funkcija koja zadovoljava O©

[ ] + » [ ] + + - L ] i »
voljava o* uslov ni za jedno gx>0,0dgovarajuci primjeri mogu se

konstruisati 1 u siuaju funkcije dveju nezavisno promjen]jivih,

Ka3emo da funkcija a{t,t) zadovoljava K=(l"%g'uslov

ako postoje realni broJev1 A, i A takvi da je:

0 2T 27 : }‘ 26 252
1° [ f altett, Mlrdydty <cj j alt, t) tV,2 ddt,
21 26, 25,252

SN alt, Wy scf f ot Bty

2& Zn 26, 26
3° [ ] el fe)tz‘dfthzSCI I altp ) 2 dtdt,

5,’ 2 62 oF 2.
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U ovom paragrafu dokazaéemo sledele’ teoreme:

Teorema 1, Neka je 1<psw, 0<8<= i neka funketja aftz*tz)

aadovoljava 3=fd;ﬂ) uslov. Tada:

a) Ako je k£é<c£, 1=1,2, onda klaaa:SBa(p,B,f,a) sadr-

%1 ave konstante © samo njth.

b) Ako je kzﬁzd? 1 k29<02, klasa SBa(p,B:f,u) sadrii

gave funkeije koje ne zavise od y i samo njih,

e) Ako je k,6<0, © k,020%, klasa SB°(p,8,k,a) sadrii

sve funkeije koje ne zaviese od x 1 samo njih.

) 4’:
Teorema 2. Ako za brojeve p i & i vektore 3*=(0?,U§),

z=(k1,k2), i*f(k;,kg) vaZe nejednakosti: 1<pgw, 0<06<wx, k620*%,

k*620*, a funkeija aflt,,t, ) i1spunjava o* uslov, onda se klase
_ 172"

-SBo(p,e,f,a) i SBo(p,B,ﬁfa) poklapaju,'

Teorema 3. Ako jJe 0££k£9<ag, t=1 tli 1=2, onda se kla-
ge SBo(p,B,f,a) ne paklapaju 8 kZasamaISBO(p,B,f,a) 3Q fﬁ<3,

takodje ni_sa klasama SBo(p,B,f,a) k0204,

(

Teorema 4. Neka za brojeve p, q,9, ki; k2, Aps0l, 151,

£2 9% 1,2
Z fednakogti: 1<p<g<m, 0<f<=, k.020%, k%> o7 . 1 + 1 li)f-l
vaze nejgjeananrosti. p<q 3 3 7 0'1:, 1 'a_ p q.l H——-—P q.!

funkeija al(t,t) ispunjava o* £ X - uslove i neka je

0(1/p-1/q), 0(1/p-1/q)

alftl,t2)=3(t1ft2)t1 P

Tada Jje
s8%(p,0,%,0) < 5B°(q, 8,k*,a,)
Teorema 5. Neka za brojeve p, g, » 1 6 vale relactje:

1<p<qs®>, 1<f<w, r=q, za q<= ¥ r=1 za q=» i neka funkeija

alt,,ty)=alt,)alt,) iapunjava uslove:
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27w 27

J I {(t; ¢t )B(l/p 1/q+1/r)a(t Jalt, )}r=ndt dt, 'M<m z
0

.y
(tllt )= {(t ¢ )Bfl/p 1/q+1/?) (t 2)}P g
t1 tg 5 _0
1/p~1/q+1/2)
! cI) (f,[(yiy )OI/ 1A F oty 1,y |7 Py dugh

Tada je SB(p,0,2)c 5B(q,0,0,)

tl tz 61

Teorema 6. Ako je alftl,tz)" t e {f f a(yl,yz)dyldyz}e
1°2 t1 T2
PR
t 8<0,, onda fe SB(p,8,0)C SB{(p, B 1 1) |

| - 1;
2% 2T o, (t tol =67
Teorema 7. Ako je 81<9 1 I f {—gn?;——ﬁ—-} 1 a¢ At <
1? 2

| T
onda Je SB(p,Bl,ak:SB(p,Bjal)
| Priﬁjedba: Analogni rezultati za funkciju jedne promje-

" mljive dati su u /12/ i /14/.

Aia—

2.2. Pomoéni stavov[

Lema 1. Ako funkc1Ja a(t1,t2) zadovoljava a* uslov,

ﬁ 02 >0, m,20 vaZe ne ednakosti:
onda, za k13€—- kzz ™ » My20, My2 j

ny=my np=m 2"1“*1[2"4‘:e © MRS
U(n1,0) U(m1:0) “1(01'“2)\ﬁ P(O‘mz)

a) S=

b S f S = < <
) Symnytmy ke SR ©027 ngtny G 2P

/Veli&ina u(n1,n2), n1=0,1,2,..., n2=0,1.2,... definiéana je u &1/.

Dokaz. a) Sumu S predstavimo u obliku:

oo u(n1,n2) U(n1:m2)
S=n'gm +1 n Em +1 8, NK,0 + =m, +1 8

=M 2ZMa+1 SARE,RRE nyEmy+l okn, 2'3"‘z9

@ u(m1:ﬁ2J . u(m1.m2)
NyZmy+l HMKH, NS 5 MKB MK B

+

Zamjenjujuéi veli&inu u(n1,n2). dobijamo:




%20.

~ m" -Iﬂ"

kB 2 8
=] Izm(t,.t)t"'B dtydt,+ fa(t, yt, X8 de,dt,+
o eltp )t T 2 _E: S t2)% 1dty*
’ zjz f (ty,t,)t5dt,dt Wil oma) o g s
+ a(t,,t 5 +
2|Z,m,e ;™ o 1272 172 zm,kezmke 3'747°°5°76

Obzirom da funkcija a(t1,t ) ispunjava o* uslov bice:

y 202 %k o
§,%C fz (t1,t2)t1 gedt1dt =C jzjf;,t(1:1,.1:2)1:"’i tg:ttk18 2 t;le- O dtdt
..rm 2""2 . 3 12 m, ;

Kako je k. 9>a1 ., to je
My sM m, ,m
< <ccp-mikp-aF) mikp-gr) MM 2) JHmyama)
3 2111'61 2 m'k.ﬁzmhg
| . . . u(my.ms)
Na isti nadin ;e dokazuje da su 1 sume Sif Si(ﬁéﬂkﬁgﬁhﬁ , 1=4,5,6.

Tvrdjenja b) i c) dokazuju se analogno.

Lema 2 /5/. Neka je ak}O, 0<a<5<m.J
© 1 |
Tada Je (k§1 akB) /B‘(k21 a, @

Lema 3/8/. Neka Jje anzO. bnzo, 1<B<ew,
. o ; 0
Tada je a) Ako je vzn a,=a B, onda je vf1au(nz1bn) <

K ]
Se'vg1av(8vbv) ’
n
b) Ako Je E1a ol onda je

@ 0
V= 1 v(n_v n) <0 .EZ"av(Y_vbv)
Lema &4 /2/. Neka feLo(\O 21]2), 1<psqse,

o (wHy) (1/p=1/4) '
Tada je Y[2 s 1](f) scu‘fn vlf Y[zw-][gvz 1](f)p ;

gdje je velilina Y . definisana u § 1,
L3

Lema 5 /2/. Neka feLE(LO,Zn]*), 1<pLqs=. i

qgo %?0{(v1+1)(v2+1)}(1/p“1/q)-1¥ﬁhéf)p<@' Tada feLq([O,Zﬂ]z)_

Lema 6 /2/. Neka feL ([0,2m1%) i 2% s15e2% ", 4=1,2.
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| 19 ¢ W nkonky ¢

Lema 7 /17/. Ako feLg([o,znjz), 1<p<qgw, onda

L

1 ® r(vew) (1/7p-1/9) .1
<< L - ? o ( )( )m ’ZW'ZW)P

k k, (f’ n,zn)q ve=ntl vangt k,kz(

f'

gdje je r=1 za q=2 1 r=q za q<*,

sl

Lema 8 . Ako feL“([o,zq]’), {<pse, 0<6<= , onda je

0 0 8 |
Yoo(f)P% f U(W’O)Y (f)P+€§0u(0’%)Yozﬂlf)p+q§0g?ou(w’%)yzuzgf)9{<

L L]

: e )

0 N TV

?
<<
0 ¢

Dok?z: Kako Je Yoo(f)p<<mk K, (f,1 1) llema 2.1.2/ 3

a(tyst,)2c>0, to je vgo(f)p<<i“ ?“wk'k (f, t1,t2)dt dt,<<d... (1)

. Na osnovu iste leme, za t25(1;2n), bide:
- y v 6 0 Pa QM
)Y (f) = F ¥ (¢ t,,t,)dt,dt
Fou(vps0Y0, ()= B Y0 (1), ? alty s tp)dtydtyce
L_ (t1,t2)mklk (fotqs1)dtydt,s

PN
wo éha(t1,t2)mk'k=(f,t1,t2)pdt1dt2$J shonve (2)

5 |
Analogno: ﬂzou(o’vZ)Yozq}f)p<<J RERELELE | (3)

Pozivajuci se jo% jedanput na istu lemu imamo:

o yLoH(Vys 2”2\*2\&‘ )< Fo Fok(Vyev2)ug ((F, 2\,,.3 ) =) .. (4)

1z (1), (2), (3) i (4) slijedi tvrdjenje leme.
Lema 9. Neka fELp([O,ZﬁJZ), 1<pse, 0<8<w | a(t,,tp)

zadovoljava o uslov, Eeggt_ Tada Jje

3 B
Mootf)pnﬁ (v1.owz\,,o(f)p@(,u(on;)vozg;)pw‘fo \;{,uw,\m e
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i
Dokaz: Iz leme 6 slijedi da je

. 1
J= nﬁo ﬂ{ u(n1,n2)mkfk2(f ;ﬁ;z ) <<

w(nyany) yy
<< g, nﬁo AT {Yoo(f)p+\a’}302 Yz%(f)pwz 2‘5“17 gt
n,

e, ke 19
+“§ & 0 2 K? Y -J1+J2+J3+J4.

Primjenjujuéi lemu 1, dobijamo:

ST S S LU L) p<<u(0,0) Y0, (F) <Y g (F),

N=0 Y=0 HNKO,n P
Neka je 0<9 <1, Tada je /1ema 2/
H{n,,n ) |
J, ? f & “"'Y o (P 10c @ @ B(Mamp) B (ke 6
* oo nFo ARE,ARE o P’ nfonoomRaynkovEel gt e
| u(n 5N, )
F oMkOyO gy 1’ 2 (< ‘f Ju(v ,ve  (fy ..
“v=o 2“’0 nf'q, nfu 2"'k‘82ru<’e ! 2¥o P
/U zadnjem koraku smo koristili ax usliov/.
Na 1st1 nadin dokazuaemo da JE, za 0<6s1,
¥ 3 122 2 Kz 6
73%n=0 nzo 2 KB 5 D v Lo? 7 (f)p} “;0"(3’”2”02% (f)p
u(n,,n,) n,
_ 1°7°2 Viki, \§ 8
= L <
Igmnat ol 2‘mk'{_‘,zntkﬂe{\\%___ oo ¥ 2 W "'Y 4 o (F)57<s

%% wv, vy
V=0 ‘}Fﬁu( 1° Z)Yz\ig"z (f)P
Sabirajucdi J1. Jz, J3 i J4 dobijamo tvrdaenje leme za 0<0251.,

Neka je 1<6<®, Oznagimo: B W Oomkd g MLYy.np)
eka je ¢ DZMACING: Ep® W, ,n,) =1, 2‘%@2’&@

Pr1m3en3u3ué1 lemu 1, iz nejednakosti

nkd,nk9 WV, ,V,) |
<<2' 2 $ R 1> V2 e s B <<
n, n(n1,n2)' N=n, \;..n,z {k‘,tj K slijedi da je N 1.

0:naéavagué1 B, ‘_ \5}éf)p i primjenjujuc¢i lemu 3,
dobijamo o o M '”2) ® H(n,,n,) |
Jy= 2 L f 8 19<< § ( % 1’ 2' g j}<<
4 ngo nso znfkfagrhkze V=0 ngo n.=02n.k.%n.k@[n, n
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nk,
u 4 nz) Ny n'k'zn“k"Y

N :
<<"z§°{“§° [gr\'ﬁegnﬂﬁe \ig e 2"'42"1(”9] b

* znikfeznlkle U(n1:\?2)

ko je B¥= £ , to,iz leme 1,slijedi da je

Ake N u{ny,n 2_)-\’4= Ny znilzfe 2 ZAXE ) ]

‘B*<<1., Oznafavajuti B¥*=pNkpnky i primjenjujuéi lemu 3, dobi-
Ng Ny 2 Mo Ny

Jamo: J4<< go{n,;“tu Zn.kﬁzn,k,e [BEBEJ b, 1H J4<<n;§0 hfou(n“nz)Y (f)P

oMin N2
Ocjene za J, 1 Jq dobijamo na isti nalin,

Time je lema dokazana za svako 8€(0,%).

Lema 10. Ako funkcija a(ty.t, ) zadovoljava X ustov, onda

. ) _\;}‘ \&)’ u(n1,n2)
a) 2Nk (nyanp)  b) S=yZ, \;g!“("v 2)2 g

Do&azwnKako je G(t1, 2)3c>0, to je, za n121 i n221:

Ao o A
cc<{ ? altysts )t:1 ty dt,dt,< ?f ig_"a(t1,t2)tj1 tz"'dt1dt2.

Primjenjujudi % uslov, dobijamo:
2 2

2 (n1,n2)
2Ny gﬂ: _rp‘lznt)‘!

Tvrdjenje leme za slulaj n1=0 ili n2=0 jzvodimo takodje koristedi

-3 uslov,

b) Sumu S predstavimd u obliku:
m.z.:1 n..}:.:1 U(U1,V2) nf;‘ (\)1,112) nf1 U(n‘ll 2) U(n1:n2)

- +. .4 —
S2yoo yeo 2 TWe WEO 2udphi, Yo W gMpe
Lako se dokazuje da se sve dobijene sume majoriraju veliCinom
U(n1:n2) .

. Zaista:

!
\i 0 \i“o _ulh 2“1}'2 2% 2::._

Primjenjujuci I, dobijamo'
q-1 u(v1,n2) u(n1,n2) |




2.3, Dokazi osnovnih teorema

Dokaz teoreme 1 a). Ako je f(x,y)=c, oligledno je da

- . ﬁ

feSB?(p,8,K,a).

2m 2™ 8
Neka f(x,y)ess (p,8,kK a), tj. Jd={ f a(ty,t, )m Ky (f,t"pg dudgcm.
T T 0

Razmotrimo integral J,= f f ﬂ(t1,t )wk K, (f, t1. 2) dt,dt,.

Iz osobina modula glatkost1 /9/ 511Jede nejednakost1

kl kz(f’t1 » )p<<2k'2k1 mk kj(f’t1 ’t2)p

L t2st, 1 tlst, i
ki K sKy 42K » 23 45 H 2° 72
B t2 ty |
k{ki(f T ) }\Cn,n \: gdje su C n N, Fourierovi koeficijenti
My 2 _

funkc1je f. PrimJenJuJu61 ove nejednakost1, dob13amo

™ i
J z>(——)k@(——)@@\cnin\ f £ a(t1,t )t1B &gt'dtz._

k6 kB
Kako je, za k1e<of1 i k29<cz, fm fﬂu(t1,t2)t1 o dt1dt2

/2 a) o- uslov/, 1 J1<J<m, to je Cn =0 za n,2 21 i n2>1. Uzima~-
' 1 Ny
juéi u obzir 0-2% b) uslov i neJednakost1 C. P k (f —“) i
wlty) x 9lty) L
tk €2 N t;st1,. zak]auéuaemo da je cnp-o za ny2 >1.

| 1 1
Analogno se dokazuje da je i COna-O Za Ny2 >1,

1z navedenoga slijedi da samo koeficijenat C_ . moZe da bude
razlié¢it od nula, i, zna&i, funkcija f je ekvivalentna konstanti.

Tvrdjenja b) i c¢) su, sada, o&igledna,
- | | o aaa 0 >
Dokaz teoreme 2. Prema definiciji funkcija fe5B (p,0,k,a)
' n (il 8
ako je J=Z Z “(t1‘t2)mk,k2(f’ t1,t2)pdt1dt2<f.
sa sY%(p,8,a) oznagimo klasu funcija feL ([0,27]°),

takvih da Jé

. )
voo(f)p+q20u(w.o)v2 (f)p+q§0u(ﬁ.q)Y NEAIC 0 A (v ) Y8 NLIC
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1z lema 8 1 9 slijedi da se, pri uslovima teoreme 2, klase

SY°(p,B,a) i SBo(p,e,E,a), odnosno klase SYo(p,B.u), i SBO(p,e,F*,a)
‘poklapaju, a odatle zakljuZujemo da se i klase SBY(p,8,K,a) i
SBO(p,e,ﬁ*,a) poklapaju.

Time je teoreha 2 dokazana.

Dokaz teoreme 3. Navedéemo primjer iz koga slijedi tvr-

djenje tearemé 3:

. @ My aNe o Y cos—t -
Funkcija f(x,y) 31 nf1.a1 a5 cosa?fcosagy, 0<ai<1, i=1,2
ima module neprekidnosti /10/:

“11(i!t1'tz)c2°t1t21ni%1“ %; /2a geku konstantu ¢/ 1

Wop (Fatysty) =0(tyts).

Ako jE a(t.‘,t?): tq+1_tag+1—]_—1 1 )Tf,Y) 1| 01“02-6, onda je.

 (ngrin g
. § &
za v-621, [ I aty,t, Yo L (Fatqaty) dtydty== 1
| 8, 0 .
j j a(t1,t2)w22(f tyaty), dt1dt2 , ti.

0

resBO(p,0,(22),a), ali FESBO(p,0,(11),a).

Dokaz teoreme 4., 1z ekvivalencije

2m }'rr 5
= « ] s » d =
J g / () st2) B (Fatyaty)g t,dt,

- 6 1 1 . .
_“ZO qzo“1(v1’v2)mk$kf(f’zﬁ? ;qu‘ primjenJujuc1 lemu 7
za q<®, dobijamo:

Je< £ ¥ u1(v1,v2){ P>

o wo 2(m+w)(1/p-1/q)?“qu;(fil“wl")ﬁefq

q+1 n=y+1
Izraiavaaué1 Yy preko u i pr1mjen3ujué1 lemu 2, imacemo, zZa 9<q:

O I R AL AL TSR SO ST, p ) (1/p-1/0)%

2% g e (/pmt/a)e e LS ) e H(vsv))
n1=1n{' k*kz* 2n, 2ﬂ2 R""O\i"o 29‘\){ Hl/p-‘l/q)'
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J
. | | |
Uzimajué€i u obzir da je Aize(% - %) i primjenjujuéi lemu, 10 lako
se dobija da je

J

f ? n 6 i -_l f f 6 1 1 =
J<I<n*=h}=1].l.(n1 ;nag_?h*k;(f:gﬁ;:zr& ﬁ:( n1=0-n,_=o“(n1 rn2)wk1*kz*(f:2n4!2n2)l'}
2T 27

Na osnovu teoﬁeme 2 bice J1=J J u(t1,t2)mE4k}f,t1,t2)pdt1dt

1

2=J»
e 0 > s o .

pa, iz feSB (p,0,k,a), slijedi Jp <=, odnosno J, <=,

Time je dokazano da je i J<ﬁ.

Jo3 treba dokazati da feL_.

. | T o '
[z J<», slijedi da je ? “(t1’t2)“E{k (f,t1,t2)th1dt2<m, a iz
2

‘nejednakosti wg \ (Fu1,1) scf" Tl | (Foty.t,) dt,dt,s
Ky Kk, q ky kg 127279717 "2

T oom |
) e . & T - : '
fC? ? a(t1,t2)mk‘kz(f,t1,t2)th1dt2<m, slijedi da je wkﬁéf’1’1)q<m‘

Kako Jje f(x;y5= 1 5 ?ﬂ %ﬂ{f(x+t1,y+t2)-f(X,y+t2)-f(x+t1,Y)+

(2™M)° 6 o
- +f(x,y) }dt,,dt,, to je
1 27 2¢ 1 1 sup 11 -
I P (2-:;)2“({ ¥ A efdtidtylls \t|52“,\tz|52““Ahtﬂ\qﬂ”(f'zn‘zw)qf

fcw11(f;1f1)q.Aﬁa1OQnd'ée-dokazuje da je“f”qsﬁhkéf,1,1)q, ti.fel,.
Iz fely 1 J<=, slijedi da fssa°(q,e,ﬁ*,a1) $to je i trebalo do-
kazati. ' :
Ako je 0>q, pfi dokazivanju da je J<» primjenjujemo lemu 3.
Teorema 5 se dokazuje ané]ogno odgovarajucéoj teoremi
za slufaj funkcije jedne promjenljive /12/.
Teorema 6 slijedi poslije nekoliko p}ostih majoracija.
Teorema 7Lse dokazuje direktnom pr&mjenom Hoderove ne-

jednakosti.
§ 3. ODNOS KLASA sB°(p,e.¥,a) 1 S 2%(p,0,K,a)

Ktasu S A%(p,6,k,a) odredjujemo kao klasu funkcija

f(x,y)eEL; takvih da je:




%7.

a1 2m
0
g g a{ty.ty) Hht1t2f” dtydty=”

/Ve11é1na Agif i funkcija a(t,,t 2) yvedeni su u § 1.1./.
i
Kazemo da funkcija a(t1,t2) zadovoljava y-uslov ako je
2 27 ot ot
é‘ £2 T, dt,dt,sca(8y,8,), . za svako §,,8,€(0,2m).

Osnovni rezultat ovog naragrafa Je

Teorema 1: Ako brojovi p © 0 1 vektort 3*, i, Px TopU-
njavaju ualove; 14pgo, 120<» iﬂzg*, i*ozg* , a funkeija a(tz, )
aadovoljava g* 1 Y uslovima, onda se klase sA° (p, 0, k a) Z
SBo(p,B,z*,a) poklapaju.

Primjedba: Analogna teorema za funkciju jedne promjenlji-
ve data je u /14/. .

Dokazademo slededu lemu:
| Lema 1. Neka fELp([O,Zﬂjz), 1¢pso, 1505, a(t1,t%)
punJava o* i v uslove. Tada je SAO(p 0,K, a)c:SYO(p,O,u).

Dokaz: Obzirom na deF1n1c1Je klasa sAY 4 SYO, trehal

dokazati da iz

2m 2

: Ky Ko |10 s

f f a(t1, H&t{tg“ dt1dt2<m , s1ijedi
0o o

V@ (f) + § w(ve,0)Ye (F) + F u(0,v WO (F) o+

00 P Y=o 1 2V D YFO 27 qovy D

3y ? u(v1,v2)Y () <o .

KR AVACIRL | ,

Meka su pr1rndn1 brojevi ? imo, r=1,2 izabrani tako da Je

{ kr0+1} . . - :
> < < = . vy = ,ﬂ.
-k_r_max "2——'!"1 s ' -E-I?r-: mr_ T y N I ) r <
r
OznaCimo sa K. (t)} jezgro Jacksona:
. r
m_t . 2K
_ : roy2Kkpp s £O0T . :
Kn,(t)"bmr(51n ~—r—) (sin ?) , gdje je b izabrano

r

, L .

tako da jef[ K (t)dt=1.
7 N




n
. Z'E i . '
sint ) rye> %_ f (s1nt )2Rth
0

, to, koristeéi dobijenu
r o S i N r :

nejednakost kao i &injenicu da, za te(0 ,7), FE sint 1 uslova

<
-2k

m_ >>n. ? k t)dt 1, slijedi da je b <<"r T+1, odnosno, ako
e n =2V-, b {{2 r(ZP ~1)

r My

_ | v 1A kK |
1z nejednakosti /11/: wa(f)pfiiizkw(t)Kuﬁg) HAtfandt1dt2

primjenom lldlderove nejednakosti, dobijamo:

(r), ‘I [

170
‘*’12\’ W e 2 vl £ \1(') H 'l': ] Ay

tll.l

3[fﬁ K W WK y(t)dt ](0 1]/“}dtz -

=1

| ~I“{f Kol tk vt )“Attznodt 3170k v(ua(” ﬂ/Odtz.

Pr1m3en3u3ud1 jod jedanput Holderovu nejednakost, dobijamo

Kk 1708 (" Jfo-1/8
2"'2”2”) " yk i llpas ar) LK (wasg TR

t3. 2 Yy ¥ G) <<fz T K (ZtQK u(Zt)H&? thnodt dt2 (I znac1,
.ézo %gou(u1’v2)Y2W2%Ff)Ps

5£g ilkg%fﬁtzf“p %?o %Fn VLK (2 )P, Vg dEydty e
Uzimajuéi u obzir da je bmrfz vr(Zan1), mr>2vr, dobijamo da Je
5=%§0 %gou(”1,V2)K2v§2t1)széth)fs’=

=v:§0 ;f H(vy 5, (2% )72 2% (snm 1) N2 % ) "2k (s iam ) 2K

Uzmimo prirodan broj 11 tako da za fiksirano t1E(0,ﬂ/Z] bude

2%t,51 za vsi, i 2%,>1, za vyzig+l. Na isti nain uzmimo i i,.

Sumu S?* predstavimo u obliku:
i-1 i -1 i

o] oo

57, R NN SR AU ) %

V=0 V,=0 Y, =i, V=07V, =0 V=i, v, =1, v2_1 =5, +57+53+5,.




29.

L™ ]

Uzimajuéi u obzir da je sin mitigmiti i da funkcija u(t1,t2) za-

dovoljava ¥ pslov, za Sy dobijamo ocjenu:

2,9°M 0.0
51“:§l :T1“(”v v) 272 :El EEL - Ti fitlitz)
| 2 1 7 g2 12
- 2 2 u(t1,t2) ' 2w 27 a(u1,u2)
=£&ﬁ Sy EE, dtydtysf TP
A 2t 2ty *

7a dobijanje ocjene za sumu S? zamijenimo sin m1t1 sa 1 1 sinm?t?

—
—

L]

du1du2<<a(2t1,2t2).

P .
s Wylss

: i~
5.¢ b, ? u(v, )t -2k 5=V 2ky = 1) Ve
T2 v=1 i 2
| ST |
i +1)2%, -, 2% -kO=1 Usk vpo Vi
52(1! )j I 2 i 2% -k0-1) ¢y 2 2 “(W’“) o
12_1 ?2 U vlz'il ULTO
. oikPoh 272 Ia(t1* 2 )ty d e dty.
\)2_=0 O 0 2
Primjenauauéi prvo g% uslov, a zatim Y uslov, dobijamo:
. i AR
5,52 k020 s 27 WO [ f (g, t,)dtdty o
1= 0 2™ 7
hfi ‘2u(t ) 21 3 ( -
217 . 2 a(ug,uy) |
J f‘ t1t dt1dt2$ j , I. du1du2fc¢(2t1,2t2) .

Zzhvdoz 2 9,04 997k U142
Analogno se dokazuae da jo S?fwﬂ(?t1,2t?)

Ja dabijante ocjone swne 5, zamijenimo sinw b o8 1 i korisbtimon

pretpostavku da Je zEr'kr0"1>0 i 2'(”*1)<tr52 ﬂ‘, r=1,2:

-2k, f v o=k 0, =ykD 5=V 2K, k0=
54‘t1 it2 \J14\@12(‘%‘92 T2 i ) (Zkz'kf"1)<{
<<211t'i 211'1‘20?1{211 ﬂ)? ?‘ u( v)? We zkie
V=i Yy

Kako funkcija m(t1,t ) zadovo13aua o* i v uslove, bide:

2 20
k0, 1,k0., 0.1
5452H2137122J' J’ a(t
0 0

to)ty 0 kpdt dt, <<

1? 1

i
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. Af‘f* 44 by hg% a(ug U,
2
<<2 12 gt 2 a{ty,%, ydt dt2

du duq53(2t12t2).
2%, 24 ugu, Ve
Sabirajudi S¢5 52, 53 i 84, dobijamo da je_S<< (2t1,2t2) i, znaci,

0 B 2 2 B
v¥o g? WV )Y ,zg;f J* o (2t ,2t,) | A% tzf“pdt1dt2 _

0
L] m l/‘ 7 )
= u(t1.t2)“A t tydty, e (1)
0 O
Ocijoeni sada,sumu S NP . m{v,0)K (2t,).
¢ijenimo, sada, Spr S5l \s ? vzt
L) |{' -
Qcigledno JU da Je S¢cs vfou(q,ﬂ)(Z ) r2 (51nm1L Y e ky SrtS?,
-1 i- _
gdje je S.= rou(v1,0)(zwt y=2ki 2% sinm, t, )2k1< Lo 2y u(u1s0)
o

E K "f t,dt,dt, <<
A A RS

172 .
«“ Lo b~ dt1dt2<a(2t1,2t2) 1
; 1,2“’; 2
- -3 -k0- Q v,,0)2" ty;ty)dt,dt,=
S7<<t12E ? (2K =k, 1)q§i W(v,,0) £ { al{ty,ty)atydt,

22”!1 t1t2 't2dt1dt2<5“(2t1'2t2)’ Ll. Sg<<alely,cty).

T us
Ll E { e
Iz nejednakosti % (v, ,0 YB I M f % u(v,,0)K 2t
. vEol V0T ) H 2t2t, l’p vEoH(Vys0) oty )s

tada, stijedi da je

oo 0 m w 0

)

qzou(v1,O)Y2qog g éa( ats) Hattzfn dtydt, ..... (7)

~ Analogno se dokazuje da je
kK f
1 w(0,v v! < (t,, A2 ft.dt, ..., ﬁ
270 (9:v2) 02 si i 1 ?)H fUD( 19%2 (3)

Konacéno, iz

fupdt dt2 primjenjujuéi Holderovu

nejednakost i uz1ma3ué1 u obzir da je a(t1,t2)2c>0, dobijamo:

i
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Ygo(f)pﬂj’ % “a“*"‘ﬁ fﬂgdt1dt2<<z“ iﬂa(t1,t2 \A""'i f“ dtydty ... (4)

Iz (1), (2), (3) 1 (4) slijedi tvrdjenje tecreme.

Dokaz teoreme. Iz leme 9, 2.2, ¢injenice da Je
“ kik‘*”1‘” ﬂmh%ﬁf yteats ) i leme 1. slijedi da se, pod pretpostavka=-
ma nade teoreme, k]ase sA®(p,0 k ,0) i sY%(p,0,0) poklapaju.
[z leme 2.2.8 1 2.2.9 slijedi da se, pod istim pretpostavkama,
i klase Sno(p,o,ﬁ,a) i sY%(p,0,a) poklapaju.

Time je teorema dokazana.




GLAVA III

§ 1. MEDJUSOBNA VEZA KLASA SB(3,8,0) I SW(F,%,a

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

Sa La([o,zﬂ]Z), 3=(p1,p2), 1‘pi‘m’ i=1,2 €emo oznala-
vati prostor mjerljivih funkcija f(x,y), 27 - periddi&kih DO

promjenljivima x i y i takvih da je

5, (0,2m1 ) M= Wl g g, <

Velicdine w kz(f 61,62)+ L O (f)+ se definidu analogno
“veliinama whhﬁf,61,62)p i Y\méf)p /I.1. J.

Klasu funkcija SB(p,0,a), p=(py,p,) 1sp:s<=, &=(6,,8,),
i
0<84<w, i=1,2 defini3emo kao klasu funkcija feL;([O,Zﬁ]z), ta-

kvih da je
T

12 { fa(t tz)mk'kz(f,t1,tz)gdt1}'e2/e‘dt2<m

2

"

2
={{

2

=

=

e )

a(tyrty)op(Faty)gdty ¥ & dey<e

Ll 1

Iq af

— e N ON— N O

6, &/ 6 0
u(t1,t2)wk(f,t2)gdt1} dt,<

Za v1}1 i v221 uvedimo sledece oznake:

2T 2m
v S

vz Vi

%'(v1,v2) v? é.{ féa(t tz)t?&dt1}g¥th

8% (vy,v,)= vkzﬂj"{ ? oty t,) t 0¥ Y,

v,
1

2

- i

4
Y, 6
Bgz(v1, v,)- vkﬁz kBZIz {£ (t1,t2)tl.f”t|§?e"dt1}e/a1dt2




Klasu funkc13a SW(p, 3, a) +=(D1,D2) 1SP-SW= §=(G1,62)
0<ei<m, =1,2 definifemo kao klasu funkcija feL+dD 2m1%) koje za-

dovoljavaju uslov: Ako jJe

e

vf-z'o ‘0250 Av,, uéx’y)
courierov red funkcije f(x,y),onda postoji funkcija g(x,y)¢€

| eLg([O,Zﬂlz) ¢iji je Fourierov red

~yo q?o BV Vp) Ay u{XoY)

6

gdje je B(0,0)=8,(1,1),82 (v, 0)=822(vy,1)+B X vy21),872(0, V5]

0
'82 (199 )48, 2(‘i Vo), B 2(Vq» v,)= 332(\),,,\%)+B1‘(v{,\;2)+62~( v2)+63‘(\34,v).
U ovom paragrafu dokazuJu se sledee teoreme:

Teorema 1. Neka je 1<p; <%, 0<6 <, £=1,2. Tada
al ako Je mam(Z,pl,p2)£m£n(91,82), onda Jje
SW(E,g,aL£SB(;,3,aJ
b) ako je mam(ez,ez)fmin(B,pl,pz), onda Jje
sB(p,8,0)csH(p,8,q)
Teorema 2. a) Ako je p1=p2=p-£ 61:82=p, onda Jje
- > - > |
MASW(p,p, ) =MNSB(p,p, )
b) Ako je p,=Py~P 1 BI=92=2, onda Je

> > > >
LaSB(p,2,a)=LNSW(p,2,a)

1 2. Pomoéni stavovi

Lako se provjerava da modul glatkosti u prostoru

L+([D 27}%) ima sve osobine koje 1 u prostoru L ([O 271%).

k2
-

Nejednakosti Minkowskoga i Holdera u metr1c1 L+(r0,2ﬁj
dokazane su u /16/.

Leme analogne lemama 1z 111.2. vaze takodje i u meiric?

L. ([0,271?).




Zaista,

Iz uslova feL%(EO,Zn]Z) slijedi da Je f(x,y)=
i} - |
- ) f aKe £dt

i, znaci:
0 tz ‘ 27 2T 27
= K, = K, By /P 1/
mk(f=61)3- Sup “ﬁ l\ﬁ' SUp (I { f \ f ﬁ& fdt \ x}dy ) .
| [ty S8q TP ey <8 0 2
Primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga, dobijamo .
. 2m 2w 2% |
(f,09)5% sup 1 Kkl D }1/9 o) 1/p,,
K e s, 7 L U\Autf\ x| TR AY)

odakle, primjenom Holderove nejednakosti, dobijamo

| N 2w 2m

mkf(f'a'l)PS \t?\u2‘51 '2"'(; I { I\A f\ndx}pz/p1dt2d.‘i')1/p1#

- Sup %—(?ﬁ\la ) Bat,) Pec o sup e 5
It < L $8 jed s2n O

Iz pos]ednJe nejednakosti, koristedi definiciju i1 osobine moduia

glatkosti dobijamo da je
mkﬁf’51)356mkﬁ;f-61,1)3 , ¢ime je dokazana Temat I11.2. u metrici LE'

Leme analogne lemama 2 i 4 dokazane su U /27,

Leme analogne lemama 6 i 7 dokazane su u /16/.

Leme 5 1 8 u metrici LE dokazuju se kao 1 u metric Lp.
Lema 11 u metrici LE glasi:

Ako feLO([O,Zﬂ]z), 1gpi<=, 1=1,2 1 ako je
2T 2

J () altyot Do (Frtyt)pdty 1% 8¢, <o , onda je
Zﬂ Zﬁ / |
{ { i a(t1,t2)wg(f,t1)ﬁdt1}@ Gdt, < |

2T 2™ " ;
[ ] a(t1,t2)wd(f,t2)3dt1}%/fdt2<m

i dokazuje 'se analogno odgovarajucoj lemi u metrici Lp.




Sa ESBO(E,ﬁ,a) oznaavamo klasu funkcija T{(x,y)e

ELE([O,ZH}Z), takvih da je:

2mW 2W
f {f aftyaty)ugy (F ctyaty)gdty ¥ fdtyce

2ﬂ ZW
18 = 1] altyatp)op(Fyaty)gat )Y Mepee
1 o
2m 27
22— I {f a’(t‘litZ)Wk(Fz:tz)ﬁ-dt }el/e‘ld‘tz(m .
o 1

gdje su F, F1, F2 funkcije iz leme 3 IL1.2.
Dokaz tvrdjenja da se klase 2580(3,3,6) i SB(E,g,a) poklapaju je

analogan dokazu odgovarajuceg tvrdjenja u metrici Lp, /1ema 12/.

1.3. Dokazi teorema 1 i 2

Obzirom da se klase SB(E,g,a)_i ESBO(E,§,a) poklapaju
za dokaz teoreme 1 treba dokazati da

' fe SH(E,gla)ﬁ(I%{m’IEZ{m’ 2-1{00)

» ->- : ,
a) Neka feSW(p,%,0) 2

Oznalimo: U(0,t,)= ? a(t1,t )dt1, H{v,ty)= &_ t1,t2)dt1, za vz21.
Kako je F=F-U +T, 1.2/,
ako J ROROLERD Q2v2+52v12,u2/1 /, to jJje
27 2T 6/ 0
= é {g a(ty,t )mhgﬁF ytst )3dt1} dt,, =
¥,
9 2
. 3 { L Vet F, +}%/*dt =
o 227 o 6 (I 6/ 8
)} ) Va,t f{F=U of —— —)}2} ¥ dt,<<
yEo 2[»-2 WEe O tdog (FU G v T ou S w,wos % B 2

<<, +lp+dg+d, .

Velidine J1, J2, J3 i J4 ocijenicemo pojedinaéno.




2.5%

0 &J
Jo= 2 ( E , IR ERSL T i
1 Y,=0 o™, {\J,, o u(v 1 t )mk,kf_( Ufz"”,?. 2"1 2 z)D 2"
. T
I b d w F-U s > £
z osobina modula glatkosti slijedi da je h%ﬁ VoV 5 )3
{ - L]
-“F UZVZ\*‘“E-, i, tada je
1.8 s ?ﬂ{?ﬂ T E a2 \P/24y B/Pgy W P38 0,
1Sv ﬁ,v OU(W,Q)( [m =ym=v mml X y) 2
° 7% 0 ¢

Primjenjuju¢i nejednakost Minkowskoga za 6/p, &/p» &/P» &/ s

redom, dob1Cem0

J1-(f {} (v (vt [ fynEupd, (s )] W2) ¥ St R Gy B/ Py O
2.7 © o
e Sw(x’y)_ rac \%2 (Vs ) [m,, v, mfvﬁﬁu (X’Y)le‘/z}e"‘/e'dt

ocijenimo pr1m3en3uqué1 nejednakost Minkowskoga za §/2 i §/2.
Dobijamo da Jje:

L, A | 878, 12/8,%/2_
v'\h(x,y)*:(m o mio °m mﬁx’Y){UZOZ.v,_[v-ozf-.qa(t tp)dty] ¥ Mdt,) ....) -

oQ m 2
“(ofo ao 8, afran) 832 Y2,
{
2T 2T

Tada jJe J (f {I[m 0 mnfo Bz(zmiz 1)ﬂm mg. :Y)].H/de}a/ady)eﬁn _

g “ [m:go ngoﬁr?u ms oY) foamem |19 “Ez

Primjenjujuéi lemu 5 i lemu 8 dobicemo da je

L E O a1 G,
Z \Jz=02""a. Y=ot Kekz 2\}1 2\’1 2\’.3. 2
=Y
(o] 2'22 o0 ( t ) k‘l
. HAVzs s
=0 L \\a T8¢ 8at, -
V=0 9™ V=0 2\1k19¢ kl oV, Z

2'2.-'»ﬁ Fr'n | v - 2.9 /e
J, L, Dozl (3 8 oo e R ¥y,
2704 450 2"1'991 m=0 M=V, m, My, 5

odakie, primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga, slijedi da Je

lTl O m-o mym,

Jz“(? ? L AZ (X ,y)g%(gnkjgmz)]m/de} N Py & P2




{mfo m?o 5;4m2 (gm22m§]1/2H§1f

|

rAnalogno se dokazuje da Je

.2“"2 o
Z
07 {\)=0 (\11 ? )m (

o
)
K3 1

2

J3=

V7o
Q x 2 M, M 1/
¢ \[ofo nfo o,m, 2202™2"™ ]

Ocijenimo, jos, integral Jq,

Primjenjujuéi lemu 5 i 8, a zatim nejednakost Minkowskoga:
Zf m H(V1,t2) ak4+k2
0 2% ‘*"*r 0 VK@ -ax"‘aykf 2 Vo V2

01

o E'-va' o0 (U,"rz) o) o0 o )
< % { I B, 1 Lk 2mh 2@hﬁi Q/Zd p/pd e/%dt <
u2=052 ”1=02v,;e,,2u“9 [} {? m=Ym=V 22 1z m 7] x} 1 .VJ ?
em em &/,
¢ 7 2 2 =
(] 1] [m{EO nko B3(2742 "8y (x,y)]pf/ dx} P/ Pgy)

_ © R .2 m, 1/2
= || [nfo mfo 2a,m, 33022 2>] [
Sabirajuéi ocjene za J1, JZ’ J3, Jg s dobijamo:
5 T 2T pr @ m, oMy |P/2,,10/D /D, _
142{(i {% m%o m%o ﬂé{m( X,y )B2(2™,2 q]i dx }'2 1¢y)% 2 =
0 0

= S @ L2 2 ¢t oM, 5, 1/2“62
'”[mi—z'o ng_o ﬂmssz (2,2 z)] 5

Primjenjujuéi lemu 6, utvrdjujemo da Je

m 1
= 1 ’«J" B( Y2 Q)Aqvix’y)'

03

I§<<”?|§ﬁ gdje je Y(x,y)~

Brojni niz Wﬁzs( 2™ 2 %Iﬁ(v1, 2)] zadovoljava uslove leme 7

§to znali da,ako je

G~ §1 %?1B(v1,v2)ﬁx$éx,y), onda je ”THH<<HGHE i, znaci,

fpedlelizem , t5. 1 <o,



Na isti nalin se dokazuje da Je 15<<“QHE<m i
Ig<<|Golls<e.

Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano.

b)/ Neka je I4$N.I5<m i Ipge. Dokazademo postojanje fTun-
kcija G, G1, G2 iz leme 3, Eiji su Fourierovi redovi, redom:

an~ 21 = 18(V1,U2)A (XsY)» G1~w§1 B(v1!O)Aw0(x’y)

_)

C2~ 13(0 vz)on(x,y)

Prvo ¢emo dokazati postojanje funkcije ?(x,y)eLE([O,Zw]z),
. o oo mf “.b

¥ v{§1 v2£1,8(2 .2 )vagx,y).

Ocijenimo integral J:

S m

ITI*-OITI"O mm,

o593 1 st ] 2

fluﬁgo mgo B, m, Bo 1/2” ‘Hﬁzo nfo 2 m8?11/2“3+

+HL’H§0 m:go Q:HMBE ]1/2“3-‘_\\[m§0 mgo Ag mB%]”2l|p=J7+JS+J9+J1G
Ocijenimo integral J1O’
2 2 )1/%

Jm:“[m;fo nEoB3 (22" 80 Il (S 4 S 0%y ) dx 1 Py

L _ M, oMy x2 _
gdje Je Sy (x.¥) =i, ntoB3 (224 1mﬁ(x,y)—

m m ~

= £ L, zzﬁhazﬂ&az (x,y)[f { f tz)t1hgt§ﬁﬂt1}%¥&dt
1

]Z/QE
) mymy

2

"nfo m 2"11'(‘22%&2 m(X:.}’) ?? (“" MLk 2)]81/84dt2}2/92.
m, Y=

mZo mZo 2 VK B0 VK6,

|
Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga za 2/6, i 2/8, dobidemo:

@ 2 (visty) 52K,y 2 6./2 16/ 0 5
5 E im m,!’\z 2 {/ 2/ ¢] 2/ 2
m,ms (ko f yko zuiki ,szk.)_e{[m o mio? R m?(-x,y)] P e,y




j = - - -
Zamjenjujuéi dobijenu ocienu i primjenjujuéi nejednakost Minkow-

skoga za g/qf p/B, p/%, p/@, redom, imacemo

o 2272 o W(Vys

X
_J10£(v=o£ﬁ{v§0 vk@zgh@“va

P, (X9 ) H[m \’? 222 (x,y

8
.y)HJ}%/th2)1{e% gdje Jje

Primjenjujuéi lemu 3, a zatim lemu 5 dobiéemo:

ik® bk | chu B Bat N

{.Z

S e 2 WK VS axk‘ayﬁz 22

2.5V 1 1 6/9 1{8
<{ T T u{va, W y—y—) >} 2 1dt
'(‘?Oz-“z{ Eo (V182 ) RS wp gD 2!
: 11 1 1
Kako Je W S TV ><W Fs ’ T+ W (F S ’ ’ )
kikz( oMo V1 o Vi 2% P kk2 oM 2\}) klk ) 12\'}2 2V 2\'&
L 1 :
F: > e *+<< FI > + t
kk( 2\’1 2\’)]3-‘-‘{2\}2\)(1:) N kz( v*l zvz p’ 0 JE

2 8
310k f{ b T , ety t)0y kz(F,‘l;g;;vzp}J e, ) e <o

Pozivajuci se na leme 2 i1 4, slicno se dokézuje da Jje J7<<I4<m,
Iz dobijenih ocjena slijedi da Je J<«, a odatle, primjenjujucds

lemu 6, dobijamo da je 1?H3<m iWeL;([O,ijz).

Brojni niz A__=B8{vy,V )'3(2“‘*,2“‘2)}“1, oM . 2™ §21,2 ispunja-
VN, 1?72/ ¢ 1

va uslove leme 7 i, znali, postoji funkcija GELE([O,ZH]z),

lelig<<iiells G"w§1 q§18(“1’”2)Avﬁ§x?y)'

r'l

Na isti nafin moze se dokazati postojanje Funkcija &,

i Gy

Tvrdjenje b) teoreme 1 time je dokazano.

E"‘".
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Dokaz teoreme 2. Iz pretpostavke teoreme, definicije
velidine HFHE. i definicije klasa SB i SW, slijedi da je
SB(E,E,&)=SB(p,p,a) i SN(E,?,&)=Sw(p,2,a), pa je teorema 2 di-

rektna posledica teoreme 2 I 1.1,

5 2. ODNOS KLASA SB°(%,3,%,3) PO PARAMETRIMA P, k. .

2.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

=

-> . > L
Neka vektori p,8, k ispunjavaju uslove: p=(p;spy),

15p,; <o, 6=(0,,0,) 0<0 <, K=(kysky)s KkyeN, i=1,2 1 neka je
-t

@(t1’t2)=(&£t1)sﬁgt2))gdje su aq(ty) 1 a?(tz) funkcije mjertji-
ve na [0,2%], integrabilne na [§;,27] za svako 6;¢(0,2m), 1
ui(ti)gki>o, i=1,2,

Klasu funkcija SB°(P,8.K,a) odredjujemo kao klasu

funkcija f(x,y)gLﬁ([O,Zn]z) i takvih da je

21 2™
J62=f {j (11 (t1 )C”-z(tz)wek:kz(flt1 :tz)gdt1 }%/e1dt2<m .
0

KaZemo da funkcija E(t1,t2) zadovo]ja?a 3=(U1,02) uslov, ako

postoje realni brojevi o, i o, takvi da je za svako 8.e(0,27) 1
1 2 i

svako Ei>0:

8 S S 5
0 0
i & O $ O0=€18/
f a1(t1)t11 th’l:m fz[az(tz)tzz z]ez th2=m
© 0

KaZemo da funkcija §(t1,t2) zadovoljava o*=(o% g% )

uslov, ako

-3

1) a(t1,t2) zadovoljava G uslov

2) oy (ty)t]idt << ag (ty)t57 dt,
0 : 8




Sl.

26
3) j (o, (5t z}ezfaddt <<I {o, (t )t }’/* dt, .
8

-

Ka?emo da funkcija E(t1,t2) zadovoljava K=(h1, 2) us-

lov, ako postoje realni brojevi l1 i Kz, takvi da je za svako

Se{0,27):
2T 28
f oy (1t )t1 dt1<j oy ( )1:1"c1t1 i
28
2 248
A, +0,/86 A, 10,/ 8
gé{uz t,) th2)% 4dt2<<£ (o, (t,)t)2182/ Brat,.

Teoreme analogne teoremama 1 2, 3, 4 datim u I 2
/sa zamaenom klase 5g° (p,9, K s O) k1asom sg° (0 5 K u)/ vaie i u-
metrici LE’ pa njihove- formulacije ne navodimo. Formulisaéemo
i dokazati leme iz kojih Ce uslijediti tvrdaenja tih teorema.

2m 2T o
Ozna&imo: u1(0)={ o (ty)dt, s My (0)= / {Gz(tz)}"/61 dt?
1

2:27" Vil
n) f n @ (t )dt1, 2(n (I2 {a (t )} 84dtz) 1, za n2t

Lema 1. Neka funkcija &(t,.t,) zadovoljava o* uslov

i neka Jje kie1201’ i=1,2. Tada je za uizo:

(up (8 Ly (02 Y

5 P1(n ) U1(U1) e

3 << by %
)n =V, 2n4k g, zqha )n;xEZ N, K0,

sV K5 0

Dokaz b) Zamjenjujuci uz(n), dobijamo:
'« {uy(ny)}¥ (b, (v,) 1% O

= Z - <+
> Ny =V gnzkiga 2v2k262 |
o 1 22 0/ 6 iy (9,3 ¥
= L [ {a,(t,)} 7 *dt,= +

-‘u’z
+J' {o,(t )tzc"ztke g }We*'dt2 . —

L]

Uzimajuéi u obzir o* ustovy, bice:




6/ - &/ &
2\}9_ kﬂ 92 2\J2k2 Bq -UZ 0'2 g" 2-\’2. 2 2 2") k 62

Tvrdijenje a) se dokazuje prosto.

sa sY°(p,9,3) ozna&imo klasu funkcija feL [O 2m1%),
takvih da Je:

Ygﬂo+{n1lfo.u1(n1) (f) }&/ef {uz(nz)Ye' (f)-r-}e?./eﬂ.

ZWO n2 02

8
. E{ £ u1(n1)uz(nz)‘{z*nizn!(f)p_}ez/al-:m.

Lempa 2. Ako je 15%sm, 0<B<~, onda je

se%(p,8,k,0)c SY°(7,8,3)
Dokaz: Tvrdjenje odmah slijedi iz defihicije klasa

s8% 1 sY® i leme 2, II1.2.

Lema 3. Ako funkcija a(t,,t2) zadovoljava o* uslov,

onda je, 2za kie1zc¥, i=1,2,
sY°(5,8,%)c s8°(7,3,K,a

Dokaz: Neka fsSYO(E,ﬁ,E). Ocijenimo integral

6., < I 3} 11 0,/ 6
.J U2=0{Uf=0u1(v1)u2(u2)wk{kz(fs'é'g:'z—ﬁz)g} .

Obzirom na lemu 6, 112.2. bice

52.

3 %< R O{EO ZL(; z;ii:ii—g So(f)-»}ez/e

+vzo{v 0 zv(: ;Tzivi)ef( E Z*KYzfc(f)ﬁ)@}ez/@+

+v§°{‘§:§° :1’(: ériizkzea _i_fiz 2k2Y02 (F)3 ) 9 %2/ %

+%§0{u§0 :Lizll?zi:ileq( F; "EGZ{IZW&NZnQnif) 30 Pea rapra gy,

Na osnovu leme 1, bice:




25

3y<<(ug (01 (0) ¥ O v (£)a= (v (£)3)% /O

Za dobijanje ocjene velidina Jz, J3 i J4 razlikovademo sluéajeve

1° 8151. Primjenjujucéi lemu 2 I1I2.2. imacemo:

o o H, (V, YU, (V |
27 WFO0 =0 Zv;kfﬁ;zuzkze, n=o 2 My
111(v1) 6,/9,

k6.0
2n1 -y { il o0
0 2“0( )Evzn Va Vi Ky 6*}

Louy(n)Yo (f)'*} 2/%
2"

%/ 8

S A DR
“N=0 SV K, 6y

g

Primienjujuéi lemu 1, dobicemo J2<c{

1z leme 2 I112.2., 1 leme 1, s113ed1 da je

9,/8 ' v,
@ ( 2)} % 111(\)1) 6,/0
n, 2 /9y
J3$ '\:‘?_EO 2\’ 7Kg Y2 {\?EO 2‘0 Ky (:i*n.... 2 k2 02 2(1:)3} :
8/6
{u (v, )12
® 2\ 2 Y1 nke /9,
<1, (0) (E 2N (£)2)7
Ako je 92591, onda, primjenjujuc¢i jo3d jedanput lemu 2. I11.2.2,
dobijamo:
f ' ]
TR A A ) o {u,(v.)} a6
J.<< & 2( 2) Eﬁ 2nzkzezye2 (f)+=_ L 2n2k282Y62 -\J-L: 2( 2) UGZ/ I<<
o o0 8
<< § o)1 00 (£ya= B tu(n )y f-»}z/f
n2= ( 2) 022\"!2( )p n2=0 2( 2) 02 ( )

Ako Jje 92>91, onda, primjenjujuéi lemu 3, I[2.2, dobijamo:
(v} 8798 /6
? AR, vk 9 4/ 6, C
<< L 2 ey fy2>8 , adje Je
J3 =0 v, zkz 2 02( )p Vs §ade J
K, 8y

!
<< , odnosno

v, = -
Z ' e-i —
{uz(v )}@f + NV, oMy

B

® .8, /8
33<< Bo tug (mp) Yo (£)31027 01,




Primjenjujuci lemu 2, 172.2,, a zatim lemu 1, dobijamo da je

< Z E
o0 Vo @ n.k.6,..6, u2( 2) 6, /8
22 V| { 2 1
s 2; {mgg f 2 anqnéf)p zvik'ﬁ H (n1)} :

Ako je 82<91, ponovo na osnovu leme 2, I1 2.2. dobijamo:

v, Mo (V5
<< Eo nzo{nfo et anen}f)p zvzkzﬁf Hy(ng) )72

. mnk 1 8/8,
&7, {n§02 2 Yzmzn(f);u1(n1)} 2/ MIc<

0o m /6
<< % -} 0,76
1(“ )ug(ng)yemzn(f) ]

Istu nejednakost za 68,26,, dobijamo primjenom leme 3, It.2.2,

20 8,> 1. Primjenjujuéi lemu 3 1I2.2. dobijamo:
{u (v,)1}8,/0 u, (v,)
co 2\ Vo 24 ¥ oo 1 1 v Kk Ly 91 68/6
J4<<g§o 2 V2K, Yo {QEO Y G, (@; '2 ZKW o Vi zf)P)f}- -

Primjénjujuéi nejednakost Minkowskoga (8 >1), dobijamo

fuy(vy)18,/0
2 1 \}2 oI nkeﬁ /9{ 82_
J4<<%§0 zvzk_ﬁ {m§0(250u1(v1)2 2 2fY222n;f)+) }

Iz ove nejednakosti, primjenjujuéi lemu 3, I112.2. za 8,21, odno-

sno lemu 2, I112.2. za 92<1, dobijamo:

R 8; > /64
J4<<n§0{n§o U1(n1)u2(n2) nqnéf) } 2
Odgovarajuée nejednakosti za J2’ i J3 1 slucaj 81>1 dokazuju se

analogno.

Sabirajudéi J1, J2, J3 i J4 slijedi tvrdjenje leme 3.

Lema 4. Neka je a=(q1,q2), i=(?\1,?\2)- :=(P1,Pp),

N * > * 0,1
d*=(m?(t1);a2(t2))! p:’fq’ ri=1/p_i-1/q_i, K,:‘:’e r’ai(ti)=ai(ti)ti L ,

i=1,2 1 neka a(t,,t,) zadovoljava X uslov. Tada je:




02,

0, /8 {ug(nz)}ezxef
1 €<
2n281r£

n-t & ,(n . n-1
1 (74 b) X {uz(vz)}

Dokaz. Zamjenjujudi uz(n) i primjenjujuéi X

uslov, dobijamo:

5

-1 2.5
8. /0 5
Ly ()02 E ol (et ytgtT 102/ P1qt,s

n 1

F.' —

j {C!. t )t f:-} #/B t2(6|r2 z)ez/efdtz

2" {ﬂ )
Iz uslova T291?, stijedi:
-n 5, /6
2.2 {u,(n,)} 27"
-n,0,r, +n,%,6,/0 6,/8 2" 2
S<<z SRR {“2(t2)t22} Rt AP LY

Tvrdjenje a) se dokazuje analogno.
Iz lema 1,2 i 3 slijede teoreme analogne teore-
mama 1, 2 i 3 IL2, a iz leme 4 slijedi teorema analogna teoremi

4 IL2.

> -

5 3. 0DNOS KLASA $BO(p,8.%,&) i $A°%(p,8,k,a)
Klasu funkcija sa°(3,3,i,3) definidemo kao klasu fun-

keija f(x,y)eLS, takvih da je

k k|18 6,.,0
T”{?“a1(t1, 2)\g ! FH§%1} 2/ 14t e
0

t't
/Parametr] E,g, ﬁ,& odredjeni su u § 2.1/.

Kazemo da funkcija a(t 1, »)= (a (t1),a?(t )) zadovoljava
v uslov ako je za svako 615(0,2ﬁ), i=1,2

2TTC£1 (t1)
[ —%
5 1

ar(ts)18,/8 /@
dt Sce, (8,) 1 {g [ ztzz ] 2" 1 dt,) 1 zscuz(gz)

> >
Teorema 1. Ako Je 1<pt_ , 1=1,2, 128I562<m , kelzc*:

.
a funkeija &(tz,tg) 1spunjava o4 i1 Y uslove, onda se klase

509 ¢35 B %, %) ¢ sE°(p,8,%,0) poklaraju.
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Za dokaz teoreme 1 potrebne su nam sledele leme:
Lema 1. Neka funkcija 4(ty.ty ispunjava o* i y us-

Tove i neka je Kzn(t) jezqro Jacksona [/II1.3/. Tada je:
2)pzo Mp (MK (2E)<Ce(2t)

0,/8 0,/0
SR (n)Kzn(zt)lz tecfay2ty] &

/Velidine U1(n) i Uz(n) definisane su u 2.1/.

Dokaz: b) Neka su prirodni brojevi k i m izabrani

kao i u I1.3. Tada je:
PYAR

uMB

S=_ ] "2/,

<<

il I"'"IS

6 ,0
o M2 (MK o (20)] (2"t -2 (s nmt)2Re] 27 1

[Ug n)

Odredimo prirodan bmj‘rn0 tako da je za svako fiksirano te(0,n/2]1

2nt51 i, 2Za n>n

Ro-1

n<n o’ 2Mt>1, Sumu § predstavimo u obliku

Zamjenjujuéi sinmt sa mt, imaclemo:
ng-t. 9,70 _q 2,2°M u) ,8,/8
S1£ % [Pz(n)zn] 20 1 ~ "o 1 f [ az( )l 2 1, odakle, primjenju-
n=0 . -n Y
| n=0 ? a) /e
juéi Y uslov | uslov 2n°tf1, dobijamo da je S1c<[a2(2t)] 201

Zamjenjujuéi sinmt sa 1 i uzimaju¢i u obzir da je 2E2-k251-1>0, ima-

cemo:
- 8./6 -

S <<[t-ZEE_z-nﬂ(Zkzﬁkzeq-1)] 2/ 1 ¥ [u(n)z kgD 81]

2 n=ng

primjenjujuéi o* 72,1/, a zatim vy uslov,

82/81=42°u2(u) 52/91

|

2-_2-'1# U
1z ocjena za 51 i 52 slijedi tvrdjenje b). /Analogno se dokazuje

0,/6
2 , odnosno,

S,<<[2"0 1, (n -1)] du<<a, (2t).
tvrdjenje a)/.

Lema 2. Neka fEL%([O,Zﬂ]z) 1<p;<=, i=1,2,
1f91f92<“, §{t1,t?) ispunjava G* i Y sulove. Tada je

sA%(3.,9,%,8)c sY°(p,8,a).
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Nokaz: Meka feSA®. Ocijenimo velilinu

0 €0 81
I=0. Lo Un Zo M1{nq) Ha(np)¥

s In (f)ﬁ}- Kako je

2n*zn1

1
™t . . .
Yn,nﬁ(f)EE{WIﬂKn,(t1)K ”At t” dt1dt2, to, postupajuci kao 1 u

dokazu leme 11.3.1 i pr1m3en3u3ué1 lemu 1 a), dobijamo:
92/81

% |
, 20 {é Kzn (2t )”? z)f ay (t )”ﬂt 2t, f” dt1dty)

J< |

ur-18

Primjenjujuci neaednakost N1nkowskoqa (65,20, Y s dob13amo

J
J<<(£ £ , (t Hat 2t2“+dt { nz_o

=3

0, |
K n, (282)u5(n7) 2171 2y )8

i1i, na osnovuy leme 2,
ki Ky | 0 /61

_ T 7 ; 2’ e a o sliags
J§(£ £ ay (ty)o,(t )”At{tz % dt,dt,) , odakle, primjenjujuci

Hodderovu negednakosh, slijedi da je

ky K,y /99

99
J<<£“{ g“ a1(t1)a2(t2)HAt¢t2fH¥dt } dt2<m.

Analogno se dokazuje kona&nost 1 ostalih suma kojima se definisSe

klase SY®, a odatle slijedi da £esY?.

Dokaz teoreme 1. Tvrdienje teoreme 1 odmah slijedi

iz lema 2 1 3, 2.1 1 leme 2.
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