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Predgovor

Materijal koji obuhvata ova knjiga se uglavnom zasniva na programima jednosemes-
tralnog kursa "Uvod u numericku matematiku” i dvosemestralnog kursa ”Nu-
mericke metode”, koji se predaju na Matematickom fakultetu u Beogradu. Stoga
je ona napisana, u prvom redu, kao udzbenik za studente Matematickog fakulteta.
Teziste je stavljeno na metode koje su pogodne za kompjutersku primenu, i koje
su osnov vecéine programskih paketa iz ove oblasti.

Izlozeni materijal je podeljen u devet poglavlja. Prvo je uvodnog karaktera i
definiSe osnovne pojmove — pojam i vrste gresaka, priblizne brojeve, greske funkcija.
U slede¢em poglavlju se obraduju razli¢iti vidovi interpolacije, detaljno Lagrangeova,
Hermiteova i interpolacija splajnovima, a informativno racionalna, trigonometrijska
i interpolacija funkcija vise promenljivih. Takode je objasnjena primena interpo-
lacionih polinoma za resavanje problema inverzne interpolacije i numerickog difer-
enciranja. Primena interpolacionih polinoma u pribliznom izracunavanju integrala
data je, zbog svog znacaja, u posebnom poglavlju (treéem). Izvedene su Newton—
Cotessove formule (trapezna, Simpsonova,...) i dat opsti algoritam izvodenja
kvadraturnih formula Gaussovog tipa. Data je ocena greske ovih formula, i ukazano
na mogucnosti reSavanja nesvojstvenih integrala formulama Gaussovog tipa. Opstiji
pristup aproksimaciji funkcija razmatra se u ¢etvrtom poglavlju. Posebno se raz-
matraju srednjekvadratna i ravnomerna aproksimacija, kao i metoda najmanjih
kvadrata i diskretna Fourierova transformacija. U okviru ovoga poglavlja, ukratko
su date matematicke osnove Brze Fourierove transformacije (FFT).

Metode linearne algebre su obradene u petom i Sestom poglavlju. Za resavanje
sistema linearnih jednacina, izracunavanje determinanti i inverznih matrica dati
su Gaussova eliminacija (posebno za sisteme sa trodijagonalnim matricama), LU
dekompozicija i dekompozicija Choleskog. Posebna paznja je posvetena problemu
numericke stabilnosti. Za reSavanje loSe uslovljenih, ili ¢ak singularnih sistema,
prikazana je metoda singularne dekompozicije. Metode za resavanje problema sop-
stvenih vrednosti matrica izdvojene su u posebno poglavlje (3esto). Pored klasi¢nih
metoda za reSavanje potpunog i delimi¢nog problema, obradene su i savremene
metode, kao na primer Givensova, Jacobijeva, Householderova, LR i QR-algoritam.

Sedmo poglavlje je posveéeno reSavanju nelinearnih jednacina i sistema. Ana-
lizirana je konvergencija i ocena greske familije dvoslojnih iterativnih metoda, sa
posebnim osvrtom na njihovu primenu na sisteme linearnih jednacina. Detaljno je
obradena i metoda Newtona. Razmotrene su metode regula falsi, secice i polovljenja
intervala, kao posebne metode za reSavanje jedne jednacine. Specijalno, za resavanje
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algebarskih jednac¢ina data je metoda Bairstowa. Ukazano je na moguénost primene
metoda minimizacije u reSavanju ovih problema, i dat kratak prikaz.

Osmo i deveto poglavlje su posveéeni metodama za reSavanje obi¢nih dife-
rencijalnih jednacina. Zbog svoje razli¢ite prirode, metode za reSavanje Cauchy-
evih problema i metode za resavanje grani¢nih problema su razdvojene u posebna
poglavlja. U osmom poglavlju se razmatraju numericke metode za resavanje Cau-
chyevih problema: aproksimativne metode, metode tipa Runge-Kutta i prediktor
—korektor metode. Posebna paznja je posveéena problemima tac¢nosti i numericke
stabilnosti. Poslednje poglavlje ove knjige, deveto, je posveéeno metodama za
reSavanje granicnih problema za obicne diferencijalne jednacine. Razmatraju se
metode gadanja, metode konacnih razlika i varijacione metode. U okviru ovih
poslednjih, posebna paznja je posveéena metodi kona¢nog elementa.

Brojnim jednostavnim primerima ilustrovane su teorijske i numericke karakter-
istike metoda.

Obzirom da se metode Numericke matematike koriste sve vise u raznim oblas-
tima nauke i prakse, a da ima malo literature na srpskom jeziku iz ove oblasti, sma-
tram da ¢e ova knjiga korisno posluziti i studentima drugih fakulteta koji izucavaju
Numericku matematiku, kao i stru¢njacima koji se u svakodnevnom radu njome
koriste. Citanje knjige ne zahteva posebno predznanje, osim osnova Matematicke
analize i Linearne algebre.

Koristim ovu priliku da se zahvalim kolegi prof. dr Bosku Jovanovié¢u, na paz-
ljivom ¢itanju rukopisa knjige i korisnim primedbama i sugestijama.

Beograd, novembra 1990. D. P. Radunovié

Predgovor drugom izdanju

U drugom izdanju knjige ispravljene su sve greske koje su uocene u prvom izdanju.
Cetvrto poglavlje, koje se odnosi na aproksimaciju funkcija, dopunjeno je odeljkom
o talasi¢ima, posto se oni poslednjih desetak godina sve vise koriste u razli¢itim
oblastima primene matematike.

Beograd, septembra 1997. D. P. Radunovié¢

Predgovor trecem izdanju

U trecem izdanju knjige doraden je samo deo Cetvrtog poglavlja, koji se odnosi na
talasiée (§4.6), i, svakako, ispravljene novouocene greske.

Beograd, novembra 2003. D. P. Radunovié!

ldradun@matf .bg.ac.yu
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Uvodni pojmovi o
numerickoj matematici

Sve veéi broj realnih problema u svim oblastima zivota danas se resava matematic-
kim modeliranjem, zahvaljujuéi pre svega intenzivnom razvoju racunarske tehnike.
Umesto da se vrsi veliki broj eksperimenata, $to je ¢esto dug i skup put, formira se
matematicki model kojim se simulira odredeni proces ili pojava. Model se obi¢no
sastoji od skupa jednacina kojima treba da su opisane sve vaznije pojave ili procesi
znacajni za postavljeni problem. Karakteristike sredine ili objekata izrazene su kroz
koeficijente jednacina.

Sledeé¢i korak je nalazenje resenja formulisanog modela matematickim meto-
dama. U slucaju prostih i dosta grubih modela, resenje se ¢esto moze odrediti
analiticki. Medutim, dobri modeli su najcesce vrlo slozeni, te se reSenja ne mogu
nac¢i analitickim metodama. Tada se koriste metode numericke matematike. Od
kakvog su one znacaja govori i ¢injenica da su se njima bavili i mnogi istaknuti
matematicari, kao $to su Newton, Euler, Gauss, Lagrange, Hermite i drugi. Posebno
intenzivan razvoj ova oblast matematike dozivljava pojavom elektronskih racunskih
masina (1940. godine). Moguénost da se veliki broj racunskih operacija realizuje
za kratko vreme dozvoljava numericko resavanje novih klasa zadataka, na primer
onih opisanih parcijalnim diferencijalnim jednacinama.

I dok je u klasi¢noj matematici osnovni cilj utvrditi pod kojim uslovima postoji
reSenje nekog zadatka i koje su osobine tog resenja, zadatak numericke matematike
je efektivno nalazenje reSenja sa zadatom tacnoscéu. Ta tac¢nost treba da bude nesto
veca od tac¢nosti koju obezbeduje matematicki model, ali ne ni suviSe visoka, jer se
tacnost pribliznog resenja i tako nec¢e povecati s obzirom na usvojeni model.
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1.1 Pojam i vrste gresaka

Sta zna¢i numericko resavanje zadatka i greska resenja? Simbolicki se problem
odredivanja neke veli¢ine y na osnovu date veli¢ine x moze zapisati u obliku

y = A(z).

Ako je operator A toliko slozen da se resenje ne moze eksplicitno napisati ili ta¢no
izracunati, zadatak resavamo priblizno. Na primer, neka operator A predstavlja

integral,
b
v=[ st

pri ¢emu ovaj integral nije moguée izra¢unati analiticki. Mozemo zameniti  poli-
nomom ili nekom drugom funkcijom T ¢iji se integral moze izracunati, ili pak,
mozemo zameniti integral sumom ). x(t;)At;, koju mozemo izracunati. Znaci, u
ovom sluéaju, priblizna metoda se sastoji u zameni date veli¢ine z(t) njoj bliskom
veli¢cinom 7 i (ili) u zameni operatora A bliskim operatorom A, kako bi se vrednost
7 = A(T) mogla izracunati. Greskom se ocenjuje koliko je priblizno regenje 7 blisko
tacnom resenju y. Sta se podrazumeva pod pojmom ”blisko” zavisi od prostora u
kome je definisan problem i u njemu uvedene metrike.

Uzroci greSke mogu biti razliciti i, s obzirom na poreklo greske, ona moze biti

neotklonjiva greska,
greska metode ili greska odsecanja, i
racunska greska ili greska zaokrugljivanja.

Neotklonjiva greska nastaje zbog nedostataka matematickog modela ili greSaka
ulaznih podataka. Neotklonjiva je u tom smislu da ne zavisi od primenjenog
matematickog aparata.

Greska metode nastaje usled toga Sto se operator ili ulazne veli¢ine zame-
njuju pribliznim velicinama (izvod-razlikom, funkcija—polinomom, itd.), ili sto se
beskonaéni iterativni proces zamenjuje kona¢nim algoritmom. Numericke metode
se obi¢no konstruisu tako da u njima postoji neki parametar ¢ijim izborom se moze
menjati greska metode, u tom smislu da greska tezi nuli kada taj parametar tezi
odredenoj granici. Detaljnije ¢e biti re¢i o ovim greskama kada budu izlozene
konkretne metode.

Sada ¢e biti reci o ra¢unskoj gresci.

1.2 Priblizni brojevi

Neki brojevi, na primer 7, v/2, e, %, ..., ne mogu da se zapisu pomoc¢u konacnog
broja cifara. Stoga smo prinudeni da u izra¢unavanjima koristimo samo njihove
priblizne vrednosti, tj. brojeve koji su odredeni odgovarajué¢im kona¢nim nizom
cifara. Kada se za obradu podataka koriste racunske masine, zbog nacina zapisa
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brojeva u njima, i rezultati rac¢unskih operacija sa ta¢nim brojevima mogu biti
priblizni brojevi.

Naime, digitalni rac¢unari za interni zapis broja koriste fiksirani broj mesta n.
Taj broj se naziva duzina reci i zavisi od tehnickih karakteristika rac¢unara. I pri
fiksiranoj duzini reci, postoje razli¢iti na¢ini zapisa broja. Zapis u fiksnom zarezu
je definisan prirodnim brojevima ni i ns, n1 + ne = n, tako da se broj zapisuje sa
ny cifara ispred i ng cifara iza decimalne tacke (ili binarne, ako se koristi binarni
sistem). Polozaj decimalne (binarne) tacke je fiksiran.

PRIMER 1. Akojen =9,n; =4 1ins =5, onda je re¢ sa dekadnim zapisom u

fiksnom zarezu broja 31.207
003120700 ||.

Mnogo ¢esée se koristi zapis broja u pokretnom zarezu. Polozaj decimalne (bina-
rne) tacke nije fiksiran, veé se on u odnosu na prvu cifru zapisa odreduje zadavanjem
eksponenta. Drugim re¢ima, svaki realan broj se prikazuje u obliku

(1) a=p-10° (a=p-2%), |p| <1, q ceobroj,

gde je p mantisa, a ¢ eksponent. Brojevi m, broj cifara mantise, i e, broj cifara
eksponenta, su fiksirani i m + e = n.

PRIMER 2. Ako jen =10, m = 7 i e = 3, zapisi u pokretnom zarezu broja iz
primera 1 mogu biti

[3120700]002]|, |[0312070]003]|,

Ocigledno je da zadavanjem brojeva m i e zapis broja u pokretnom zarezu nije
jednozna¢no odreden. Stoga se definiSse normalizovani zapis broja u pokretnom
zarezu — zapis u kome prva cifra mantise mora biti razli¢ita od nule, tj. u (1) je
Ip| > 1071 (|p| > 27! u sluéaju binarnog zapisa). U primeru 2 prvi navedeni zapis
je normalizovani zapis. Dakle, u najve¢em broju slucajeva, svaki broj u ra¢unaru
je predstavljen normalizovanim zapisom u pokretnom zarezu. Ukoliko broj ima
viSe od m cifara, njegov normalizovani zapis u racunaru predstavlja samo pribliznu
vrednost datog broja, tj. vrednost broja datu sa odredenom greskom. Greska ce
imati uticaja na izracunavanja u kojima ucestvuje ovaj broj, te ¢emo je detaljnije
analizirati.

Ako je a tacna vrednost neke veli¢ine, a @ njena priblizna vrednost onda je
veli¢ina |a — @| apsolutna, a |a — @|/|a| relativna greska, i

la —a] < A(a) granica apsolutne greske,

(2)

‘%ﬂ < o(a) granica relativne greske.

U praksi, poznate su samo granice apsolutne ili relativne greske pribliznog broja @,
te se Cesto A(a) naziva apsolutnom, a d(a) relativnom greskom pribliznog broja.
Procentualna greska je 6(a) - 100, a promilna greska je §(@) - 1000.
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Posto ta¢na vrednost a obi¢no nije poznata u praksi se kao granica relativne
greske koristi koli¢nik
A(a)

jal -

5(@) =

Znacajne cifre broja su sve cifre njegovog zapisa, polaze¢i od prve nenula cifre
sa leve strane. To znaci, ako je u dekadnom zapisu broja @,

(3) T=4(a10" 4 -+ + o 10" 4o g, 10,

cifra a; # 0, onda su sve cifre aq, ..., a,, znacajne.

PRIMER 3. U broju @ = 0.03120700 sve cifre, izuzev prve dve nule, su znacajne.
Prve dve nule nisu znacajne cifre jer broj moze da se napiSe i bez njih, na primer
u obliku @ = 3.120700 - 10~2. Poslednje dve nule su znacéajne cifre jer ukazuju na
tacnost sa kojom je broj dat.

Za znacajnu cifru broja se kaze da je sigurna cifra ako apsolutna greska broja
nije veta od dekadnog ¢inioca koji odgovara toj cifri, tj. ay je sigurna cifra ako je

(4) A@ <w-10"F1 0<w<l.

Pri tome, ako je w < % cifra je sigurna u uzem smislu, a ako je % < w <1 ona je
sigurna u Sirem smislu. Ako je cifra aj sigurna, onda su i sve cifre aq,...,ax_1
sigurne cifre.

PRIMER 4. Ako se zna da je A(a@) = 0.5- 10> apsolutna greska pribliznog broja
@ = 0.03120700, onda su, s obzirom na (4), sigurne cifre 3,1,2 i 0. Poslednje tri
cifre (7,0,0) nisu sigurne, jer u broju a ¢ija je @ priblizna vrednost, umesto ovih
cifara mogu stajati i ma koje druge. Naime, s obzirom na definiciju (2) apsolutne
greske, a se nalazi u intervalu

0.03120700 — 0.5 - 107° <a < 0.03120700 4+ 0.5 - 10~° tj.
0.03120200 <a < 0.03121200,

te se poslednje tri cifre brojeva a i @ mogu razlikovati.

Stoga cifre koje nisu sigurne ne treba ni pisati, jer nepotrebno opterec¢uju izra-
Ccunavanja. Pri odbacivanju cifara koje nisu sigurne, poslednja sigurna cifra broja
se menja tako da bude sigurna u uzem smislu. Naime, poslednja sigurna cifra ay se
nec¢e menjati ako je ap+1 < 51 ako je agy1 = 5, a a parno. U ostalim slucajevima
se a povecava za jedan. U primeru 4, posle odbacivanja cifara koje nisu sigurne,
bi¢e @ = 0.03121.

Izmedu broja sigurnih cifara i relativne greske postoji sledeca veza:

w w

— <) L ———— l<w<l1
e rior <@ = SgT v=5

gde je k broj sigurnih cifara broja @, a a; njegova prva sigurna cifra. Zaista, s
obzirom da je cifra ay poslednja sigurna cifra broja @, prema (4) je

wl0" % < A(@) < wlonF+
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Deljenjem ove dvostruke nejednakosti sa |a| # 0 i koriséenjem reprezentacije (3),
dobijamo

wlQn—k wlon—k+1

<d(a) < .
a110" —+ o+ ak10n7k+1 (a) - all()n + .-+ ak10n7k+1

Kako je 0 < 10"t + -+ + o 10" *F1 < 107, to je

wlon—Fk _ wlorn—k+1
Y @) <
a110™ + 10™ aq10™

)

odakle sledi tvrdenje.
Stoga, dok apsolutna greska ukazuje na broj sigurnih decimalnih cifara pri-
bliznog broja, relativna greska ukazuje na ukupan broj njegovih sigurnih cifara.

PRIMER 5. U primeru 4, u broju 0.03120700 datom sa ta¢noséu A(a) = 0.5-10~°
sigurne cifre su, kao Sto smo ve¢ pokazali, 3, 1,2 i 0, pri ¢emu se 0 menja u 1
posle odbacivanja cifara koje nisu sigurne. Dakle, s obzirom na zadatu tacnost
je @ = 0.03121, tj. broj ima cetiri sigurne cifre. Njegova relativna greska je
§(@)=1.6-10"%

Racunanje sa pribliznim brojevima uti¢e na gresku kona¢nog rezultata. Ako
se racunska greska ne akumulira, kazemo da je numericki algoritam stabilan. U
protivnom, algoritam je nestabilan i zbog akumuliranja rac¢unske greske javlja se
velika greska konacnog rezultata. Konstrukcija stabilnih algoritama je jedan od
osnovnih zadataka teorije numerickih metoda.

PRIMER 6. Potrebno je izracunati vrednosti integrala

1 n
In:/ Y dr, n=0,1,2,....
0

x4+ 10

Jedan od nacina da se to uradi je pomocu rekurentne formule
1

(5) Ipy=In1.1, I, +101,.1=—, n=12,....
n

Ip moze biti izracunato samo priblizno, tj. sa odredenom greskom, te ée I; biti
izracunato sa deset puta ve¢om greskom, jer je Iy = 1 — 10 Iy, I5 sa sto puta veéom
greskom, itd. Dakle, rekurentnom formulom (5) definisan je nestabilan algoritam,
iako nikakva aproksimacija nije vrsena.
Sa druge strane, algoritam
0.1 0.01 0.001

6 I, = — — e, =0,1,...,
(6) n+1 n+2+n+3 "

koji je dobijen razvojem podintegralne funkcije u red

$7_01 xn_xn+1+xn+2_
01+L) 10 100

n
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je stabilan. Stavise, alternativni red (6) brzo konvergira, te se sa svega nekoliko
sabiraka moze posti¢i zadovoljavajuca tacnost. Poredenja radi, u sledeéoj tabeli je
dato nekoliko vrednosti integrala izrac¢unatih formulama (5) i (6):

n 2 8 13

form.(5) 0.03102 0.00977 42.92151
form.(6) 0.03103 0.01020 0.00654

Cesto je uzrok nestabilnosti numerickih algoritama gubitak sigurnih cifara do
koga dolazi oduzimanjem bliskih brojeva.

PRIMER 7. Manji koren kvadratne jednac¢ine 22 — 140z + 1 = 0 je prema formuli
jednak zo = 70 — v/4899. Ako se brojevi zapisuju sa cetiri sigurne cifre, onda je
V4899 = 69.99, te je priblizna vrednost korena To = 70 — 69.99 = 0.01. Dakle,
rezultat je dobijen sa samo jednom sigurnom cifrom, tj. relativnom greskom 6(Z,) =
1 = 100%, sto znaci da je koriSéeni algoritam nestabilan.

Stabilan algoritam za izrac¢unavanje ovog korena

702 — 4899 1 1 1
X9 — = ~ =
T 7044899 70+ /4899  70+69.99  140.0

omogucava dobijanje rezultata takode na cCetiri sigurne cifre, tj. sa relativhom
greskom 1.4 - 1074,

Primerima 6 i 7 ilustrovani su nestabilni i stabilni numericki algoritmi. Moguce
je, medutim, da i sam matematicki model bude nestabilan, tj. da male promene
ulaznih podataka dovode do velikih promena rezultata. Za takve modele se kaze
da su loSe usloviljens.

=0.007143

PRIMER 8. Opste resenje diferencijalne jednacine y”(z) = y(z) je

(7) y(z) = 5(y(0) +4'(0))e” + 5 (y(0) — ¢'(0))e™",

dok je partikularno resenje koje zadovoljava uslove y(0) = 1, y’(0) = —1 jednako
y(x) = e~®. Medutim, mala greska u ulaznim podacima y(0) i y’(0) moze dovesti
do toga da se prvi sabirak u izrazu (7) ne anulira, te se u reSenju pojavljuje i ¢lan
oblika e e®, koji za vece vrednosti x unosi veliku gresku u priblizno resenje.

Posebno nepogodni za numericko resavanje su tzv. nekorektni zadacsi.

PRIMER 9. Resenje Cauchyevog zadatka

92u  9u ou
@ﬁLa—?ﬂfoa u(a:,(])f07 a_y(xi))*(p(x)

u poluravni y > 0 je trivijalno resenje u(x,y) = 0 ako je p(x) = p(z) = 0. Ako
je p(z) = pn(z) = %cos nz, onda je reSenje zadatka u,(x,y) = # cosnz sinh ny.
Ocigledno je da ¢, (z) ravnomerno tezi ka @(x) kada n — oo; pri tome, ako je

y # 0, up(z,y) postaje neograniceno i ne tezi ka w(z, y).
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Neposredna primena numerickih metoda na ovakve zadatke je besmislena, jer
¢e se greSka, koja se neminovno javlja u toku izracunavanja, uvecati toliko da ¢e se
dobiti neupotrebljiv rezultat. Posebne metode za resavanje nekorektnih zadataka
se zasnivaju na reSavanju ne polaznog, veé¢ bliskog njemu pomoénog zadatka koji je
korektno postavljen. Pri tome, pomoc¢ni zadatak zavisi od nekog parametra tako
da, kada ovaj tezi nuli, reSenje pomoc¢nog zadatka tezi reSenju polaznog zadatka.
Ovaj postupak naziva se regularizacija nekorektnog zadatka.

1.3 Greske pribliznih vrednosti funkcija

Neka je y funkcija parametara (a1,...,a,) € G, y = y(a1,...,a,), i neka je g
priblizna vrednost za y. Apsolutna greska veli¢ine 7 je

(8) Aly)= sup  |y(a,...,a,) =7l

a relativna greska je %.
Ako je oblast G n-dimenzioni pravougaonik
|akiak|§A(ak)7 kil,...,n7

y =vy(ay,...,a), iako je y neprekidno diferencijabilna funkcija svojih argumenata,
prema Lagrangeovoj formuli je

ylar, ... an) =T =Y 2 (@ +0(ar — @), ..., Gn + 0(an — an)) (ax — ),
k=1

Stoga je, na osnovu (8),
9) A) < ngp |2 (ar, - ., an)| A@y).
k=1

U praksi se umesto ocene (9) koristi tzv. linearna ocena apsolutne greske
funkcije

(10) A@) =D |2 @y, ..., an)| Ada).
k=1

Pri tome je ([2])

A®@) +elp) < A®Y) < AY) + e2(p),
gde je

p=VIA@)PZ+ -+ [A@)2 i ¢=olp), j=12,

§to znadi da je ocena (10) zadovoljavajuéa za male apsolutne greske argumenata.
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PRIMER 10. Odrediti gresku vrednosti funkcije y = a'® za@ =11 A(a) = 1073,
Kako je 7 = 1, sup|,_1j<10-s |94 (a)| = 10.09 i 9£(1) = 10, to je, prema (8),
apsolutna greska funkcije

A@G) = sup [a" —1]=1.001"" -1 =0.010045,
la—1|<10-3

ocena ove greske izrazom (9)

A@) < sup  |$(a)] A@) =10.09-107% = 0.01009,
la—1|<10-3

a linearna ocena greske (10) je
A®G) =|2(1)|A@) =1-107% = 0.01.

U ovom slu¢aju nema znacajnije razlike izmedu navedenih ocena.

Ako je, medutim, A(a) = 107!, apsolutna greska je A(y) = 1.5, ocena ove
greske izrazom (9) je A(y) < 2.3, a linearna ocena greske je A(y) = 1. Kada je
relativna greska priblizne vrednosti funkcije velika (u ovom slu¢aju je preko 100%),
razlike u pojedinim ocenama su vece.

Iz opsteg izraza za gresku funkcije se mogu oceniti greske koje nastaju pri stan-
dardnim operacijama sa pribliznim brojevima.

Linearna ocena apsolutne greske zbira ili razlike jednaka je zbiru apsolutnih
gresaka argumenata. Zaista, ova funkcija se moze predstaviti izrazom

Y =701+ "+ Ynln,

gde su vy, k = 1,...,n, konstante +1. Kako je %(al,...,an) = 7 za svako
(a1, -, an), to je A() = 35—y A@x).

Linearna ocena relativne greske proizvoda ili koli¢nika jednaka je sumi relativnih
gresaka argumenata. Uzmimo opstiji oblik funkcije

(11) y:ail.....af}"’
pri ¢emu su, u slucaju proizvoda ili koli¢nika, vrednosti e, k = 1,...,n, jednake
+1. Tada je 5= (@1,...,an) = ery/ax, pa je
RN _ A(ar)
A@) = lexl[7] Tl
k=1 |

tj., deljenjem sa |y| # 0, dobijamo da je

L _A@) ¢ _
(12) @) = o =3 e @)

k=1

Kada je y proizvod ili koli¢nik |eg| = 1, te je tvrdenje dokazano. Ocigledno, ocena
(12) vaZzi i za opstiji oblik stepene funkeije (11).
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1.4 Obratan problem greske

Pod obratnim problemom greske se podrazumeva nalazenje granica dopustivih
greSaka argumenata pri kojima greska funkcije ne prelazi dozvoljenu vrednost.
Zadatak je jednoznacno resiv samo za funkciju jednog argumenta y = y(a). Ako je
ta funkcija diferencijabilna, onda je

y=7+y () (a—a) gdeje {=a+0a—a), 0<60<1,

te je, za y'(€) # 0,

—_ Y-y
y' (&)
Priblizno, granica apsolutne greske argumenta je odredena relacijom
A®)
A@ =2 @ Ao
ly'(a)]
Ako y zavisi od vise argumenata, y = y(a1, ..., a,), onda se zadavanjem greske
funkcije zadaje samo jedna veza izmedu n nepoznatih A(ay),...,A(a,). Ako je

zadata linearna ocena apsolutne greske funkcije (10), dodatni uslovi koje apsolutne
greske argumenata treba da zadovoljavaju obi¢no se definiSu na jedan od sledeéih
nacina:

(i) Princip jednakih uticaja

S (@y, ., )| A@) = -+ = |2 (@1, ..., )| A @)
Onda je
A() = gt (@, @) |A@),
te je
AT
A(ar) = —- _(y) — . k=1,...,n.
n|ﬁ(a1, -l
(ii) Princip jednakih apsolutnih gresaka
A(@) =+ = A@n).
Iz (10) je
A(?) = A(ak) Z |%(ala R aan)|7
j=1
odakle sledi da je
AT
A@y) = @) . k=1,....n.

By — —_
S 2 @ )]
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(iii) Princip jednakih relativnih gresaka
§(@) =---=d(ap).

Sada, (10) moze da se napise u obliku

— A(a — — _
A@) =58> @ g @, ),
j=1

pa je
A(y)|ax|

— 0y — —
Z?:l |ajTZ(a17"'aan)|

A(ag) =



2

Interpolacija

Zadati funkciju y = f(z) znaéi svakoj dopustivoj vrednosti argumenta x pridruziti
odgovarajuéu vrednost funkcije y. No vrlo cesto je odredivanje vrednosti y skopéano
sa mnogim potesko¢ama — na primer, y se odreduje kao resenje komplikovanog
zadatka ili skupim eksperimentom. Stoga je mogucée dobiti samo neveliku tablicu
vrednosti funkcije. Osim toga, funkcija moze uc¢estvovati u nekim slozenijim matema-
tickim ili tehnickim izracunavanjima koja je nemoguce egzaktno realizovati zbog
slozenosti reprezentacije te funkcije.

Stoga je pogodno, ili ¢ak neophodno, zameniti funkciju f(z) pribliznom formu-
lom, tj. funkcijom g(x) koja je bliska u nekom smislu funkciji f(z), a ¢ije vrednosti
se mogu jednostavno izracunati; kaze se da funkcija g(x) aproksimira funkciju f(z),
f(z) = g(z). Kako ée biti definisana bliskost ovih funkcija zavisiée od metrike
uvedene u prostoru kome pripadaju funkcije, te stoga imamo razlic¢ite tipove za-
dataka teorije aproksimacija. Optimalna bliskost funkcija f(z) i g(x) se postize
odgovarajuéim izborom slobodnih parametara (co,...,¢,) funkcije g(x). Ako je
g(z) linearna funkcija parametara cx, k = 0,...,n, aproksimacija je linearna, u
protivnom ona je nelinearna. Pri linearnoj aproksimaciji funkcija g(z) se trazi u
obliku generalisanog polinoma,

(1) g(l’) :CO(bO(I) +"’+Cn¢n(x)v

gde su ¢g(x), ..., ¢n(x) linearno nezavisne funkcije koje ¢ine tzv. osnovni sistem
funkcija. Na primer, ako osnovni sistem ¢ine celi nenegativni stepeni promenljive x,
do(x) =1, ..., ¢p(x) = 2™, g(x) = co + -+ + cpa™ je algebarski polinom ste-
pena n; ako je ¢o(x) = 1, ¢1(x) = cosz, ¢a(x) = sinz, ..., dap—1(x) = cosnz,
Pon(x) = sinnzx, g(x) = ag + ajcosx + bysinx + -+ + a, cosnz + by sinnz je
trigonometrijski polinom reda n.

Kada se parametri aproksimacije cg, . . ., ¢, odreduju tako da su vrednosti funk-
cija f(x) i g(z) jednake na diskretnom skupu tacaka xo, ..., Zn,
f(xk):g(xk)) k:Oa"'7n7
onda se taj oblik aproksimacije naziva interpolacija. Tacke xq,...,x, se nazivaju

évorovi interpolacije. Ako se funkcija g(z) trazi u obliku generalisanog polinoma (1),

11



12 2. INTERPOLACIJA

parametri interpolacije se direktno mogu odrediti tzv. metodom neodredenih ko-
eficijenata, tj. resavanjem sistema linearnih jednacina

n

Zciqﬁi(xk):f(xk), k=0,...,n.

=0

2.1 Interpolacioni polinom Lagrangea

Kada je u reprezentaciji (1) ¢x(z) = x*, k = 0,...,n, interpolaciona funkcija g(z)
se naziva interpolacioni polinom,

(2) L,(z) = Z cix'.

TEOREMA 1. Postoji jedinstveno odreden polinom L,(xz) stepena n koji u
(n + 1)-0j razlicitoj tacki xi, k = 0,...,n, zadovoljava uslove

(3) L, (zx) = f(zk), k=0,...,n.

DOKAZ: Dokazimo prvo da, ukoliko taj polinom postoji, on je jedinstveno odreden.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva razli¢ita polinoma L. (z) i L2 (z) takva
da je

L}l(xk):Li(ack):f(xk), k=0,...,n.

Polinom L} (z) — L% (x) je polinom najviSe stepena n i ima bar (n + 1)-nu razli¢itu
nulu g, k = 0,...,n, $to je nemoguée. Dakle, polinom (2) je uslovima (3) jedin-
stveno odreden.

Njegovu egzistenciju éemo dokazati konstruiSuéi ga. Odredimo prvo polinome
l;(x),i=0,...,n, stepena n, takve da je

gde je §;; Kronekerov delta simbol,

1, zai=j
dij = L,
0, zai##j.

Na osnovu prvog dela dokaza teoreme, oni su jedinstveno odredeni. Kako su tacke
g, k=0,...,i—1,i+1,...,n, nule polinoma [;(z), ovaj se moze napisati u obliku

li(@) = a; [[(z — 2)),
gt
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pri ¢emu konstantu a; odredujemo iz uslova da je I;(z;) = 1. Tako dobijamo da je

n —1
a; = ( (mi — .1‘])> 5
j=0
J#i
te je
. r—X;
) li(z) = .
(5) @ =Tl =
7=0
J#i

S obzirom na (4), polinom
(6) Ln(z) = Zli(x)f(l“i)

je polinom stepena n koji zadovoljava uslove (3). ]

Uvrstimo (5) u (6) i dobijamo izraz za interpolacioni polinom Lagrangea

@) L) = (T2 ) 1o,

Ako uvedemo oznaku

7=0
onda je
n n
v (@) =Y ([T —2)),
k=0 =0
ik
pa je )
W (i) = H(xz — ;)
g
Stoga je

o ri— (@) Dol —25) (v —wwpg (@)
i

ﬁ T—T; [Ij—o(z — ;) wn41 ()

te se Lagrangeov polinom moze zapisati i u slede¢em obliku

(8) Lo(@) =" (x‘*’izl (@) f (i)

—o Wi (i) .
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Greska polinomijalne interpolacije. Greska polinomijalne interpolacije u tacki
x je razlika vrednosti funkcije i interpolacionog polinoma u toj tacki, f(z) — L, ().

TEOREMA 2. Ako je funkcija f(z) diferencijabilna (n 4+ 1) puta, tada za svaki
argument T postoji tacka &, koja pripada minimalnom intervalu koji sadrzi sve
tacke xq,...,T,, T, takva da je

Frt(e)

)' wn+1(f)7

(9) f(@) = Ln(7) = EE

gde je
wnia(@) = [J (@ —ay).
§=0

DOKAZ: Pretpostavimo da je T # x;, j = 0,...,n, jer je u protivnhom tvrdenje
ocigledno. Konstruisimo funkciju F(z) takvu da je

F(z) = f(zx) — Lp(z) — Kwp41(2),
pri éemu je konstanta K odredena tako da je T nula funkcije F'(z),

f@) ~ La(@)

(10) K = o1 (@)

Nule funkcije F'(z) suitacke zx, k =0,...,n,jer je f(zr) = Ln(xx) iwnt1(zr) =0
za svako k. Stoga funkcija F'(z) ima bar (n + 2) nule, xo, ..., z,,Z. Uzastopnom
primenom Rolleove teoreme zakljuéujemo da F’(x) ima bar (n + 1)-u nulu, F”(z)
bar n nula,. . ., i da F("+1)(z) ima bar jednu nulu £ na intervalu odredenom tackama

2o, ..., 70, T. Kakoje LY (z) =0 i wgﬂl)(z) = (n+1)! za svako z, to je

FOED(g) = f0(€) — K(n+1)! = 0,

tj.
(n+1)
(11) =)
(n+1)!
Tvrdenje teoreme sledi iz (10) i (11). I
PRIMER 1. Interpolacionim polinomom drugog stepena odredenim tackama

(100,10), (121,11) i (144, 12) izra¢unajmo pribliznu vrednost funkcije f(z) = /z
za x = 115 i ocenimo tac¢nost dobijenog resenja.
Lagrangeov interpolacioni polinom (7) je u ovom slucaju

_ (z—121)(z—144) (z—100) (z—144) (z—100)(z—121)
La(x) = (100—121)(100—144) 10+ (1217100)(1217144)11 + (144—100)(144—121) 12

—0.0000941122 + 0.06842z 4 4.099,
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te je L2(115) = 10.723. S obzirom da je

max |f"(z)| = 0.375- 1075,
(100,144)

to je apsolutna greska dobijenog rezultata, na osnovu (9),

_ <l " —0. . ,2.
F(115) = Lo(115)] < § max [/ (x)lws(115)] = 0.16 - 10

Stoga je, zapisano samo sigurnim ciframa, Lo(115) = 10.72.

Formula (7) nije pogodna za izrac¢unavanje vrednosti polinoma u datoj tacki, po-
sebno za vece vrednosti n. Umesto da se direktno racuna vrednost interpolacionog
polinoma odredenog svim zadatim ¢vorovima, moze se poc¢i od resavanja problema
interpolacije na manjem skupu ¢vorova i zatim ovaj prosirivati, dok se ne uzmu u
obzir svi zadati ¢vorovi ili ne postigne zahtevana ta¢nost. Algoritam koji sledi je
jedan od efikasnih algoritama ovoga tipa.

Algoritam Nevillea. Ozna¢imo sa L; 1. i+x(x) interpolacioni polinom ste-
pena k odreden ¢vorovima z;4;, 0 <i+j<mn, j=0,...,k, tj. takav da je

(12) Liivr,. . ivk(Tivj) = firj, j=0,...,k,
gde je fir; = f(xit;). Medu ovako definisanim polinomima vazi rekurentna veza

(13) Li(z) = fi
1

(14)  Li ivk(z) = m((z — @) Lig1,ivn(®) — (x — 2ipw) Li_iyr1 (7).

Zaista, identitet (13) je ocigledan jer je, prema (12), L;(x) polinom nultog stepena
koji u tacki x; treba da ima vrednost f;. Dalje, dokazimo da je desna strana relacije
(14), koju mozemo radi kratkoce oznaciti sa P(z), identi¢na polinomu L; _;4x(x).
P(z) je polinom stepena ne veéeg od k, jer su Lit1, i+k(2) 1 Li, . i+k—1(x) polinomi
stepena ne veteg od k — 1. Jos je

P(z;) = Li,..ivk—1(z:) = fi,
P(xivk) = Liv1, ivk(@Tivk) = fiths
1

P(ziy;) = m((%ﬂ‘ — @) firj = (Tivj — Tivk) firg) = firgs

Dakle, polinom P(z), koji je najvise stepena k, zadovoljava (k + 1) uslova interpo-
lacije u ¢vorovima x;, . .., x;+k. Na osnovu teoreme 1 ovakav polinom je jedinstveno
odreden, te je

P(z) = Li,_itr(z).
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Koriste¢i algoritam (13),(14) mozemo formirati tablicu vrednosti polinoma L; . ;4 (x)
za dato 7:

zo  fo = "Too

T
z1  fi="Tio Too

T T33
x2  fo=1Tn T3

T3

x3  f3=1T30

Radi kraceg oznacavanja stavili smo da je

Tivkk = Liiva, i+x(T),

pri ¢emu prvi indeks ukazuje na poslednji ¢vor, a drugi na stepen polinoma. Ko-
riste¢i nove oznake, formule (13) i (14) se mogu zapisati u obliku

Tio = fi
1 _ _
Ty = ﬁ((iﬁ — @i )Ty -1 — (T — i) Tim1 h—1)
(15) ! =k —— 1=0,...,n
=Tk Tig—1—Ti—1 po1) ———— i
& 1+( J—1 1k 1):01_7%_7]6 1<k<i
T — Ti—
=T 1 -1+ (Ti,k—l - Ti—l,k—1)7k,
Ti — Ti—k
Ako uvedemo oznake
Cio = Dy = fi,

(16)
Ci, = Tir — Ti -1, D, =T — Ti-1 k1, 1<k<id

formule (15) mogu da se napisu u obliku

Cio = Dio = fi,
Cir = %(Di,k—l —Ci1,k-1),
(17) B 1<k<i,i=0,...n.
Dik = =2 (Di k-1 — Cim1,5-1),
Stoga, s obzirom da je iz (16)
k
Tik=Cik +Tik—1 =Cit, + Cijp—1 + Lig—2 == Z Cij,
=0

vrednost L, (Z) = T, se ra¢una izrazom

Tnn = ana
j=0
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pri ¢emu se C,j, j = 0,...,n racunaju pomoéu rekurentne formule (17).

Nevilleovim algoritmom se efikasno rac¢una vrednost interpolacionog polinoma
u nekoj tacki. Ako nam je potreban sam polinom, pogodnije je, posebno za vece
n, koristiti Newtonovu interpolacionu formulu.

2.2 Interpolacioni polinom Newtona sa podeljenim
razlikama

Lagrangeov interpolacioni polinom (7) se moze zapisati i u drugom obliku, koji
ukazuje da se ovaj polinom moze smatrati uopstenjem parcijalne sume Taylorovog
reda. Pri tome se kao generalizacija pojma izvoda definisu podeljene razlike. Pode-
ljena razlika nultog reda je jednaka vrednosti funkcije u ¢voru, a zatim se rekurentno
definisu razlike prvog reda pomocu razlika nultog reda, razlike drugog reda pomocéu
razlika prvog reda, . .., razlike k-tog reda pomocu razlika (k — 1)-og reda na sledeéi
nacin:

f[xlo] = f(xlo)

_ f[mil] - f[xlo]
flwig, ziy] = B —
_ f[zilv‘riz] - f[xi05zi1]
(18) f[‘rioazilazw] - Ty — Ty
o f[miu---axik] _f[xi()""“rik—l]
f[l'io,...;xik] — T, — Ti,

Da bismo pojednostavili indeksiranje, ¢vorove koji odreduju podeljenu razliku
reda k oznacimo sa xo, ..., Tk, pri cemu ovaj skup tacaka ne mora biti ureden.

LEMA 1. Podeljena razlika reda k se, pomocu vrednosti funkcije u ¢vorovima ko-
jima je odredena, izrazava formulom

(i)
(19) Floon oy =3 =L@
iz [[=0 (zi — )
e
DOKAZ: Izraz (19) ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za k =1 je

1

flx1) = flzo)  flzo) N f(x1) -y f(xi)
1 — X9

fxo 1| = = .
[ ’ ] L1 — Xo To — T1 i=0 H%',:Q (mi - 'rj)

Pretpostavimo da (19) vazi za k < n — 1 i dokazimo da vazi za k = n:
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flzo,y .- an] = fla, - 7'1'71:1 _7f£3-7;0, ey X1
__ ! - f(z:) — f(z) )
o (Z Mo & [T (i — )

=1 J¢1
4 f(zn) - f(z:)
n—1 - n
ITico (wn —a5) =5 s (@i =)

Iz leme 1 neposredno slede osobine podeljenih razlika:
(i) podeljena razlika je linearni operator

(a1 fr + azfo)[xo, ..., 0] = a1 f1]xo, ..., xn] + 2 fo[T0, ..., T0l;

(ii) podeljena razlika je simetricna funkcija svojih argumenata, $to znaci da
redosled ¢vorova nije bitan.

Radi preglednijeg zapisa i lakSeg koriséenja, obi¢no se podeljene razlike pisu u
tabeli

o f(wo)
flzo, z1]
x1 f(xl) f[170,$1,$2]
f[xlv'r?]
T2 f(.’L‘g) f[xo,...,xk]
fler—1, ]
i f(or)

Interpolacioni polinom (7) se moze zapisati i na drugi na¢in, pomoéu podeljenih
razlika. Da bismo do toga dosli, izrazimo najpre gresku interpolacije odgovarajuc¢om
podeljenom razlikom. Koristedi izraz (8), imamo da je
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k
F(@) = L) = f(2) - win (@) i)

=0 x—xz)Ha o (wi — ;)
K

IR () - f(x:)
”()(Hﬁ_o<xxj>+;< o) [Th=o (@ zn)’

JFi

te je na osnovu leme 1 greska interpolacije polinomom Ly (z)

(20) f(x) — Li(x) = wig1(z) flz, w0, - - -, 8]

Polinom L, (z) moze da se napiSe u obliku

(1) Lu(@) = Lo@) + (La(@) — Lo(@)) + -+ + (Lu(2) — Lus (2).
gde je L,,(z) interpolacioni polinom odreden &vorovima xg, ..., ;. Razlika
Ly (z) — Lyp—1(x) je polinom stepena m, koji je nula u tackama xq,...,Tm—1 jer

je Lm—1(xj) = Li(z;) = f(z;), 7=0,...,m — 1. Stoga je
(22) Lp(2) — Lip—1(z) = amwm(x),

gde je a,, konstanta koju treba odrediti, a w,,(x) = H ;0 (x — x;). Ako u izraz
(22) stavimo & = x,, i uzmemo u obzir da je L.,(2y,) = f(2m), dobijamo da je

f(zm) - mel(xm) = amwm(zm),
§to, poredenjem sa (20) za x =z, i k =m — 1, daje
am = flxo, ..., Tm)].
Kona¢no, zamenom dobijenog izraza za a,, u (22) imamo da je
Ly (z) — Lin—1(x) = flzo, .-, Tm] wm (),
pa je na osnovu (21)

Ln(z) = f(l'0> + f[:l?o,:cl](x — 1:0> 4+ ...

(23)
+ flzo, .-y xn](@ —20) - (T — Zp—1).

Interpolacioni polinom zapisan u obliku (23) naziva se Newtonov interpolacioni

polinom sa podeljenim razlikama, 1 moze se smatrati uopstenjem parcijalne sume

Taylorovog reda funkcije f(z).
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PRIMER 2. Tabela podeljenih razlika za funkciju f(z) = /z zadatu u primeru 1 je

x; flxs)  flzi, ziva]  flos, Tigr, Tigo)
100 10
0.04762
121 11 -9.411-10°
0.04348
144 12

Zamenom u formuli (23) za n = 2 i 2y = 100, dobijamo da je Newtonov inter-
polacioni polinom sa podeljenim razlikama za funkciju f(z) = /z

Lo(x) = 10 4 0.04762(x — 100) — 0.00009411(z — 100)(x — 121)

= —0.0000941122 + 0.06842x + 4.099,
$to je identi¢no polinomu dobijenom u primeru 1.

Porededi izraze (9) i (20) zakljuéujemo da je

FD(E)

(24) flxo, ... xn,x] = 1)

odakle sledi jos jedna osobina podeljenih razlika. Naime, ako je funkcija f(z)
polinom stepena k,

tada je na osnovu (24)

za proizvoljno xq, ..., Ty.
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2.3 Interpolacioni polinomi sa ravnomerno
rasporedenim ¢vorovima

Kada su ¢vorovi z; ravnomerno rasporedeni sa korakom h, x; = xg + i h, umesto
podeljenih koriste se konacne razlike. Razlika f;11 — fi, gde je fi = f(x;), naziva
se konacnom razlikom prvog reda. U zavisnosti od potrebe, oznacavamo je sa

fiv1 — i =Af; razlika unapred,
(25) = V/fit razlika unazad,
=0f. 1 centralna razlika.

Razlike viseg reda se definisu rekurentnim relacijama

AFfi= AAM ) = AV — AN,
(26) Vi = V() = VT - VT
6kfi _ (S((Sk_lfi) _ 6k—1fi+% _ (5k_1f-7%.

Veza izmedu konaé¢nih razlika razli¢itog tipa odredenih istim skupom ¢évorova je
(27) AV fi =V sy = 5kfi+§-

I konacne razlike se, radi lakseg koris¢enja, zapisuju u tabeli

o fo

Afo
r1 f1 A% fo

Afy A3 fo
€2 f2 A2f1

Afs A3f1
3 f3 A?fy

Afs
T4 f4

LEMA 2. Konacne razlike reda k izrazavaju se pomocu vrednosti funkcije u ¢voro-
vima formulom

k
(28) AFf =N (=1 C fin—g, CL=(Y).

Jj=0

DOKAZ: Izraz (28) ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za k = 1 on se svodi
na Af; = fit1 — fi, Sto predstavlja definiciju (25). Pretpostavimo da (28) vazi za
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k <n i dokazimo da vazi za k = n + 1. Na osnovu (26) i indukcijske hipoteze je

An+1fi — Anfi-i—l _ Anfz

fz JC’]fZ+1+n ; Z JCJan ;

7=0
n—1 ) ) n—1 ] ]
=Cp firnt1+ D (=1 CI fiing = > (1) Ch fivn—y — (=1)"Cy fi.
j=0 j=0

Kako je
(-1 it — (1) ¢y = (1) edtl, Ch=1=0Ch,,, Cr=1=Cp1,

to je dalje

n—1
AT fy = CO fronr + O (1O frpnsy — (<1 Ol 1

j=0
Coiy firntr + D (=1 C fipn——1) + (1) CREL £
j=1
n+1 )
= Z(_l)]cgwrlfi-l-n-&-l—j’
§=0
Sto je i trebalo dokazati. ]

Veza podeljenih i konaé¢nih razlika data je slede¢om lemom:

LEMA 3. Ako je x; = xg + i h, onda je

Arfi
(29) f[a?i, . xz-l—k] hk k'
DOKAZ: I ovo tvrdenje dokazimo indukcijom. Za k = 1, na osnovu definicija
podeljene i konacne razlike prvog reda sledi tvrdenje, jer je
ferl fz _ Afz
f[xh‘rl"rl] $1+1 - h/ :
Dalje, neka (29) vazi za k < n. Tada je
e iim] = flwir1, - Tignga] — flwi, - Tiga]
Litn4+1 — X
B 1 Anfi-i—l Anfi B An-i—l fz
 (n+1)h \ hnn! hrn! ) hntl(n 4 1)
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Iz (29), (24) i (27) dobijamo vezu izmedu konacnih razlika i izvoda funkcije:

(30) A fi=VEfir =0 fi = M W©), @i <€ <

Posledica ove veze je da su konac¢ne razlike reda n polinoma stepena n konstantne
i jednake h"b,n!, gde je b, koeficijent polinoma uz najvisi stepen.

Uzimajuéi u obzir ravnomernu rasporedenost évorova interpolacije, polinom (23)
mozemo zapisati na razli¢ite nacine, sto zavisi od polozaja u odnosu na ¢vorove
interpolacije tacke x u kojoj ra¢unamo vrednost polinoma. Tako dobijamo razli¢ite
interpolacione formule sa ravnomerno rasporedenim ¢vorovima.

Neka je sa xg uvek oznacen ¢vor koji je najblizi tacki x, a ostali ¢vorovi x;
imaju pozitivan ili negativan indeks u zavisnosti od njihovog polozaja u odnosu na
taj osnovni ¢vor, tj. z; = xg + ih, i = 0,41, .... DefiniS§imo novu promenljivu g,

(31) x=2x9+qh,

koja pripada intervalu (—1,1), s obzirom na naéin izbora évora xg.

Ako se x nalazi na pocetku tabele, odnosno svi ¢vorovi imaju pozitivan indeks i,
onda se polinom (23) moze zapisati u obliku tzv. Newtonovog interpolacionog poli-
noma za interpolaciju unapred

(¢—1) (g=1)---(¢g—n+1)

(32) Ln($0+qh):fo+quo+q 51 A2f0+...+q - A" fo,
jer je

k—1
(33) wi(wo +qh) = h* [[(a—3),

j=0

a podeljene razlike se izrazavaju pomoc¢u konaé¢nih iz veze (29). Greska interpolacije
(9), s obzirom na (33), je

P +ah) = Lo+ g) = S ),y <6<

i moze se, imajuéi u vidu (30), oceniti izrazom %A"Hﬁ u kome se
obi¢no koristi srednja vrednost konac¢nih razlika reda n + 1.

Ako se x nalazi pri kraju tabele, indeksi ¢vorova kojima je odreden polinom
su negativni, i ¢vorovi se, prema njihovom rastojanju od z, uklju¢uju u polinom
slede¢im redosledom: g, z_1,...,z_,. Koristeéi vezu (29) i smenu (31), polinom
(23) je sada oblika

qlg+1)---(g+n—-1)
n!

+1
Lo +a) = fo+adfa+ WD azy oy

Anffn;
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i naziva se Newtonov interpolacioni polinom za interpolaciju unazad. Greska inter-
polacije je

qglg+1)---(¢g+n)
(n+1)!

f(zo +qh) — Ly(x0 + gh) = Rty a, <€ < a,

i moze se, ako je tesko oceniti f("*+1)(x), grubo oceniti izrazom WA"“]‘.

Pomenuta dva Newtonova interpolaciona polinoma se koriste i za ekstrapolaciju,
tj. nalazenje priblizne vrednosti funkcije f(x) u tacki « koja ne pripada intervalu
odredenom ¢vorovima interpolacije. Ako je za svako k x < xj koristi se Newtonov
polinom za interpolaciju unapred, a ako je x > x; koristi se Newtonov polinom
za interpolaciju unazad. Greska ekstrapolacije je vec¢a od greske interpolacije, te
ekstrapolaciju treba izbegavati kad god je moguce.

Kada se interpolacija vr$i ma kojim od pomenuta dva Newtonova polinoma,
koriste se informacije o funkciji koju interpoliSemo samo sa jedne strane tacke x.
Veca tacnost Ce se posti¢i ako se za formiranje interpolacionog polinoma koriste
¢vorovi sa obe strane tacke x, prema njihovoj udaljenosti od te tacke. To je moguce
ako tacka z nije blizu pocetka ili kraja tabele.

Ako x € (xg, 20+ %], pogodno je ¢vorove interpolacije izabrati slede¢im redom:
ro,x1 =9+ h, x_1 =29 — h, x3 = 29 + 2h, x_2 = 29 — 2h, .... Na skupu od
2n + 2 Evora Tg, L1, T—1, . ., Ln, T—p, Tnt1 polinom (23) je

Lony1(z) = f(z0) + flwo, v1](x — x0) + flwo, ¥1,2-1](x — 20)(z — 21)

+ flxo, z1, -1, 2] (x — o) (x — 1) (T — T—1) + -+

+ flzo, @1,y oo Xy T | (T — o) -+ (T — ) (& — 2_py).

Uvodeéi u poslednji polinom smenu (31) i koristeéi vezu (29) dobijamo Gaussov
interpolacioni polinom za interpolaciju unapred

-1 21
Laony1(zo + gh) = fo+ qAfo + %AQJC—I + %Asf_ﬁ—
(34) ' '

q(q2 - 1) T (q2 - n2)A2n+1f—n-

ot 2n 1 1)

Ako z € [zg + &, 21) tatki 2 je najblizi évor 1, pa napisimo polinom (23) na
skupu od 2n + 2 ¢vora 1, g, X2, T—1,.-.,Tnt1, Ten'

Lony1(z) = f(21) + flz1, wo](x — 21) + fl21, 70, 22] (7 — 1) (7 — 20)

+ flz1, o, 2, -1 ](x — x1) (2 — xo) (. — 22) + - -

+ flzr, @0, pg g (@ —21) o (2 — 2 (1)) (@ — Tngr).
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Uvodeéi smenu (31) i koristeéi vezu (29) dobijamo Gaussov interpolacioni poli-
nom za interpolaciju unazad

Lonii(xo+qh) = f1+ (¢g—1)Afo + q(qTTl)AQfo

ﬁf—1%~@”%n—U%@—HXW—W+1DA%Hf
' o

+ @nt 1)

Gaussov interpolacioni polinom za interpolaciju unazad moze da se dobije i u dru-
gom obliku, ukoliko se évorovi prenumerisu tako da z € [zg — £, zg). Polinom (23)
se tada piSe na skupu od 2n + 2 ¢vora xg, T—1,T1,T-2,T2, .., Tn, T_(n41):

Lon+1(x) = f(z0) + flzo, z-1](z — 20) + flzo, -1, 21](x — 20)(x — 2-1)
+ flxo,z—1, 21, x_2](x — xo)(x —x_1)(® — 1) + - -

+ flro, 1, Tny Ty [ (T —20) - (T — 2 _p) (T — 20).

Uvodeéi smenu (31) i koriste¢i vezu (29) dobijamo drugi oblik Gaussovog interpo-
lacionog polinoma za interpolaciju unazad
+1 21
Lons1(zo +qh) = fo+qAf-1 + %A%ﬁl + q(qT)Asf—z
(36) 2 2 2
9(¢" = 1)---(¢" = n?)

o @n+ 1)l

A2n+1 ff(n+1) .

Aritmeticka sredina polinoma (34) i (36) je Stirlingov interpolacioni polinom

Afat+A 2-1) Ay + A3f

Lony1(x0 + gh) =f0+q¥+ TAZf 4 (qgl ) A°f o : f-1
n N q(qZ o 1) . (qQ _ n2) A2n+1fﬁ(n+1) + A2n+1f_n
2n + 1) 2 )

koji se, s obzirom na nacin kako je izveden, obi¢no koristi kada je |¢| < 0.25.
Aritmeticka sredina polinoma (34) i (35) je Besselov interpolacioni polinom

_ 2 2
Lont1(zo + gh) = # + (g — )Af + (q2- 1A f*12+A fo
WP =1 (= (=g -n)g-1)
4oy BT 2) A2ty

i obi¢no se koristi kada je 0.25 < ¢ < 0.75.
Greska interpolacije ovim polinomima se moze izvesti pomocu opsteg izraza za
gresku interpolacije (9).
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PRIMER 3. Na osnovu zadatih vrednosti funkcije f(z) = e u tackama 1.10, 1.15
i 1.20 izracunajmo f(1.14) i ocenimo gresku dobijenog rezultata.

Cvorovi su ravnomerno rasporedeni sa korakom A = 0.05. Najblizi tacki
x = 1.14 je ¢vor xzg = 1.15, te je ¢ = % = —0.2. Stoga ¢emo f(1.14)

izra¢unati priblizno pomoc¢u Stirlingove interpolacione formule

x f(x:) Afi A?f;
1.10 3.00417
0.15402
1.15 3.15819 0.00791
0.16193
1.20 3.32012

0.15402 + 0.16193  0.22

Ly(1.14) = 3.15819 — 0.2 + - 0.00791 = 3.12675.

2
Kako je max(q.10,1.20) [ (z)] = 3.32012, to je, prema (9), greka izracunate
vrednosti
1
1.14) — Ly(1.14)| < = "(x)]|h3q(g* —1)] = 0.24- 10
£010) - LaL1)| < ¢ max 17)| (e - )

Dakle, f(1.14) = 3.1268 sa greskom ne veéom od 0.5- 1074

2.4 Interpolacioni polinom Hermitea

Ako su u nekim od ¢vorova interpolacije i izvodi interpolacionog polinoma jednaki
odgovarajuéim izvodima funkcije koju interpoliSemo, onda se takav interpolacioni
polinom naziva Hermiteov interpolacioni polinom. Drugim re¢ima, neka su dati
realni brojevi 2; i fF = f®)(x;), k=0,...,n; — 1,7 =0,...,m, pri cemu su svi 2;
razliciti medu sobom. Polinom P, (z) stepena n,

(37) n = Z n; — 1,
i=0
koji zadovoljava uslove interpolacije
(38) PR (z;) = fF k=0,....,ni—1, i=0,...,m,

je Hermiteov interpolacioni polinom. Lagrangeov interpolacioni polinom je speci-
jalan slucaj Hermiteovog interpolacionog polinoma za n; =1,¢=0,...,m.
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TEOREMA 3. Za proizvoljan skup realnih brojeva x; i fF, k=0,...,n; —1,i =
0,...,m, uz uslov da je za svako 0 < 4,5 < m x; # x;, postoji tacno jedan
polinom P, (x) stepena n = Y ;" n; — 1 koji zadovoljava uslove PP (z;) = fF,

k=0,...,n;—1,¢=0,...,m.

DOKAZ: Dokazimo prvo da, ukoliko taj polinom postoji, on je jedinstveno odreden.
Pretpostavimo da postoje dva razli¢ita polinoma P! (z) i P2(z) koji zadovoljavaju
uslove (38). Tada je njihova razlika Q(z) = P} (z) — P2(z) polinom najvise stepena
n za koji vazi da je Q¥ (x;) =0,k =0,...,n; — 1,7 =0,...,m. Dakle, tacka z;
je bar n;-tostruki koren polinoma Q(z), te prema (37) polinom Q(z) ima bar n+ 1
koren, Sto je nemoguce.

Egzistencija Hermiteovog polinoma je posledica dokazane jedinstvenosti. Uslo-
vima (38) je odreden sistem od (n + 1)-e linearne jednacine po (n+ 1)-om nepozna-
tom koeficijentu ¢; polinoma P, (z) = Z?:o c;jz?. Matrica sistema nije singularna,
jer je dokazano da ovaj ne moze imati vise od jednog resenja (u protivnom bi za
neki izbor vektora desne strane sistem imao viSe resenja). A sistem sa regularnom
matricom uvek ima reSenja, dakle za proizvoljan izbor desne strane fF. 1

Konstruisimo sada taj polinom. Neka je € > 0 mali broj i neka su zf,,
k=0,...,n;, — 1,7 = 0,...,m nizovi tacaka takvi da su sve tacke x5, medu
sobom razlic¢ite i da je lim._,o 5, = z;. Jedan od nacina izbora ovih tacaka je

€
x5, = x; + ke.

Formirajmo za funkciju f(x) € C"*1[a,b] interpolacioni polinom P¢(z) stepena n
sa ¢vorovima interpolacije x5, . Tabela podeljenih razlika je

f(méo)
f[xf)Oa xfn]
f(x51) Fl260s 261, 262l
f[mgla 3582]
G papa)
f[‘rg,nofl’ xio] e f[xf)Oa Thps - - - ’xfn,nmfl]
f(x50)
F (@ 1)

te je Newtonov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama

(40) Pi(e) =ag + ai(z — x50) + a3 (2 — 5o) (¢ — 1)
o tap(r —age) - (@ — 2y, o),
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pri ¢emu je
(41) ag = f(mgo)v ai = f[xgowrgl]’ a; = f[xBO"Tgla $82]a AR

afz = f[xBO"Tgla <o "rfn,nm—l]‘

Prema (24), podeljene razlike se mogu izraziti odgovarajuéim izvodima

(I=F) (ge
(42) . ag) = G e in (a),

(l - k)' k<j<l (1‘16])]

max
k<j<l
Kada u (42) pustimo da ¢ — 0, s obzirom da je

1irr(1)f[x§k,...,x§l]:f[ Liyoony Ty ]
€E— A,—/
(43) (I — k+ 1) puta

e—0

dobijamo

(44) flas, om] = —=,

(p + 1) puta

gde smo radi kratkoce zapisa stavili p =1 — k.

Indukcijom dokazimo da sve podeljene razlike koje se javljaju u tabeli (39)
imaju grani¢nu vrednost kada e — 0. Razlike nultog reda su jednake vrednostima
funkcije, te je za njih tvrdenje ta¢no. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za pode-
ljene razlike reda ¢ — 1. Podeljena razlika reda g se moze izraziti pomoc¢u podeljenih

razlika reda ¢ — 1,

f[acﬁ.k_i_l,...,x?l] — fla, xS, q]
(45) f[rfk,,zjl] = L xje — d L ,
jl ik

pri cemu ¢emo, ne umanjujuéi opstost dokaza, pretpostaviti da je k < mn;—11il > 0.
Ako je i = j, egzistencija grani¢ne vrednosti podeljenih razlika reda ¢ sledi iz (43).
Ako je i # j, grani¢na vrednost imenioca desne strane izraza (45) je x; — z; # 0,
a grani¢na vrednost brojioca istog izraza postoji na osnovu indukcijske hipoteze.

Dakle, grani¢na vrednost izraza (45) uvek postoji, $to je i trebalo pokazati.

Stoga su grani¢ne vrednosti koeficijenata af,, k = 0,...,n, kada u (41) € — 0,
jednake
ao = f(wo), a1 = flro,w0], ... ang—1= flzo,..., 0],
——
no puta
ang = flxo, .- 0, 21], oo An = flT0y. - X0y ey Ty e ey Ton]-
——— ——— —_———

ng puta no puta nm,m puta
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Uzimajuéi ovo u obzir, kada u polinomu (40) pustimo da ¢ — 0 dobijamo
Hermiteov interpolacioni polinom stepena n

Po(x) = f(z0) + flzo, zo](x — x0) + flxo, 0, z0](x — 20)* + - - -

+ flzo, ..., wo)(x — 20)™ + flzo, ..., 20, x1](x — 20)"°
no puta no puta
(46) + flzo, ..., xo, 1, 1) (x — o)™ (T — 1) + - -
no puta
F FlT0s ooy L0y ey Ty e e ey T (T — 20)™0 - (2 — ) L
e’ —_———
no puta N, puta
Koeficijenti ax, k = 0,...,n, se racunaju tako sto se prvo podeljene razlike defini-

sane razli¢itim ¢vorovima izraze pomocu podeljenih razlika definisanih samo sa po
jednim évorom, a zatim iskoristi veza (44) i zadati podaci.

PRIMER 4. Napisimo Hermiteov interpolacioni polinom za funkciju f(x) zadatu
tabelom

Ti fQ@i)  f'(w) [ (@)

0 -1 -2 -
1 0 10 40

Cvor o = 0 je dvostruki évor, a z; = 1 trostruki, te je ovaj polinom oblika
Py(x) = f(x0) + flzo, zo](z — x0) + flz0, T0, 21](x — 0)?
+ flzo, xo, 21, 21)(x — 20)* (z — 21) + flzo, T0, T1, 1, 21](x — 0)* (z — 21)°.

Koristeéi definiciju podeljenih razlika (18) i vezu (44), imamo da je

flzo, zo] = f'(wo) = =2

Flo, v, 1] = — <f (21) = Flwo) _ f’(zo>> —3

1 — o Tl — To

1 — Lo \T1 — X r1 — o

flwo, xo, x1,21] = L ( L (f'(z1) — M) - f[I0,$0,$1]> =6

1 < 1 (f//(zl) f'(x1) +f(931)*f(930))

o, Lo, X1,X1,T1| = —
f[ 000, 1) 1] 1 — o \ 1 — X0 2 1 — 2o (ml—l‘o)Q

- f[x07x0)$1)$1]) =5

pa je
Py(z) = =1 — 2z + 32° 4+ 62%(z — 1) + 52 (x — 1)* = 5a* — 42® 4 222 — 22 — 1.
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Ocenu greske interpolacije polinomom (46) mozemo izvesti pomoc¢u Lagrangeove
ocene greske (9). Pretpostavimo da su nizovi zj; izabrani tako da
z5; € [y1,v2), gde je y1 = min(z, zo,...,7m) i y2 = max(x,zo,...,Tm). Greska

interpolacije polinomom (40) je

f(n+1)(77€) €

(47) f(I) - P’rez(x) = (n + 1)| wnJrl(x)v Te € [ylva]v
gde je

m n;—1
(48) wipi(@) = [T 1 (= —=5))-

i=0 j=0
Kada ¢ — 0 imamo da je
(19) lim w41 (2) = wnn (2) = [[ @ — 2™,

i=0
(50) lim fU D () = z(x).
Kako f € C"*[y1, 2], to je
Mp41 = mMin f(nJrl)(z) < f(n+1)(776) < max f(nJrl)(z) = My,
z€[y1,y2] z€[y1,y2]

te pustajuéi da e — 0 dobijamo ocenu
Mpt1 < 2(2) < My

Vrednost z(x) je izmedu najmanje i najvece vrednosti (n + 1)-og izvoda funkeije f,
te prema teoremi o srednjoj vrednosti postoji tacka n € [y1, yo] takva da je

(51) 2(z) = f D ().

Uzimajuéi u obzir (49), (50) i (51), kada u (47) pustimo da € — 0 dobijamo ocenu
greske Hermiteovog interpolacionog polinoma (46)

AR

52) F@) = Pa@) = oy onn @), n€lpl

Gresku interpolacije Hermiteovim interpolacionim polinomom mozemo izraziti i
pomocu podeljenih razlika sa viSestrukim ¢vorovima. Naime, greska interpolacije
polinomom (40) je, prema (20),

f(m) - Prez(x) = f[aj’ 37805 v axfn,nmfl] w:erl('r)v
$to, kada € — 0, daje

(53) f@) = Po(x) = flz, @0, s 20,y -« s Tiny -« 5 Tin)) W1 ().
—_——— —_———

no puta nm puta
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Iz (52) i (53) sledi da je

‘1 Fo ()
TyXQyeeeyLOyevesLimyeesy Ly = .
no puta nm puta

Jednakost (54) vazi i kada & — zy, te je moZemo zapisati u opStijem obliku

FM @)
(55) f[$03"'7xN]:Ta
pri ¢emu ne moraju svi x;, ¢ = 0,..., N, biti medu sobom razli¢iti. To znaci da

(24) vazi i kada su ¢évorovi viestruki.

2.5 Splajn interpolacija

Lagrangeov interpolacioni polinom viseg stepena osciluje izmedu ¢vorova. Da bi se
ove oscilacije izbegle, pri interpolaciji se koriste tzv. splajnovi.
Oznagimo sa A podelu intervala [a, b] na n podintervala,

(56) A:{QZI0<$1<"~<QSn:b}.

DEFINICIJA. Splajn reda m definisan podelom (56), SR (z), je realna funkcija na
intervalu [a, b], koja ima sledeée osobine

(i) SR €Cma, 0],

(if) SR je polinom stepena m na svakom od intervala [z;, x;y1],7 = 0,...,n— 1,
podele (56).

Najcesce se koristi kubni splajn, funkcija koja je na svakom od intervala [x;, 2;11],
1=0,...,n—1, polinom treceg stepena; u tacki spajanja dva takva polinoma, ¢voru
xzi, ¢ = 1,...,n — 1, ovi polinomi, kao i njihovi prvi i drugi izvodi imaju jednake
vrednosti. U daljem tekstu ¢e biti re¢i samo o kubnim splajnovima, te ¢e u oznaci
biti izostavljen indeks m.

Interpolacioni splajn funkcije f(x) odreden na skupu ¢vorova podele (56) ozna-
¢itemo sa Sa(f;x), 1 on u ¢vorovima zadovoljava uslove interpolacije

Sa(f;mi) = f(21), 1=0,...,n.

Sa (n + 1)-im uslovom interpolacije i uslovima neprekidnosti prvog i drugog izvoda
u ¢évorovima x;, ¢ = 1,...,n — 1, splajn Sa(f;z) nije jednoznaéno odreden. Na
svakom od intervala [z;, z;41] on je oblika P ;(z) = co 2% 4 ¢1 2% + co iz + ¢34, $to
znaci da ima ukupno 4n slobodnih parametara, a broj zadatih uslova je 4n — 2, jer
uslova interpolacije ima 2n, a glatkosti 2(n — 1). Zadavanjem preostala dva uslova
na granici interpolacioni splajn je jedinstveno odreden, sto se dokazuje slede¢om
teoremom.
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TEOREMA 4. Neka je podelom A = {a = xg < 21 < -+ < x,, = b} intervala [a, D]
definisan interpolacioni kubni splajn funkcije f(z) € C?|a,b], koji zadovoljava jedan
od uslova na granici

(i) SX(f;a) = SA(f;0) =0,
(ii) f(x) i Sa(f;x) su periodi¢ne funkcije na [a, b,
(iii) f'(a) = Sx(f;a),  f'(b) = SA(f30).

Tada je splajn Sa(f;x) jedinstveno odreden, i vazi da je

(57) I£I1P > [1Sall%,

ili, tacnije,

(58) If = Sal® = lIfII” = ISall* > 0,
gde je

b
(59) 12 = / (f"(x))* da.

Splajn koji zadovoljava na granici uslove (i) teoreme naziva se prirodni kubni
splajn, a onaj koji zadovoljava uslove (ii) naziva se periodicni kubni splajn.
Nejednakoséu (57) je izrazeno tzv. svojstvo minimalnosti kubnog splajna. To
znaéi da medu svim funkcijama f € C?[a, b] koje imaju date vrednosti u évorovima
podele (56), kubni splajn je ona funkcija koja ima minimalnu vrednost integrala
(59). Kako je krivina funkcije f data izrazom f”(1 + ]”2)_3/2 i priblizno je jednaka
/" ako je f/ malo, znaci da je kubni splajn interpolaciona funkcija najveée glatkosti.
Da bismo dokazali teoremu 4, potrebna nam je slede¢a lema:

LEMA 4. Ako je f € C?[a,b] i Sa(z) kubni splajn odreden podelom (56), onda je
1f = Sal® = 117 = 118l

~2( (/o) = Sa@)SK @, (1)~ Sal@)SK @ ).

i=1

gde je
Iit = lim g(x)— lim g(z).

Ti 1 rz—x;—0 r—x;_1+0

g(z)

DOKAZ: Prema (59) je
b
If = Sall® = / (f"(x) — Sk (x))” da
b b b
= [ @) ar-z [ P@sieans [ (i)
b

= | fI —2/ (f"(x) = SK(x)) SX(2) dx — || Sl
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Parcijalnom integracijom na intervalu [x;—1,2;], ¢ = 1,...,n, dobijamo da je

[ @ - s5@)si) s

= (f'(z) = Sa(2)) SX(x)

- [0 - sh@)sE @ ds

s
4
Ti1

[ (@) - 5a@) L) d

o~ (f(@) = Sa(2)) SX ()

Ti—1

= (f'(z) = Sa(2)) SX(x)

f(x), Sh(z) i SX(x) su neprekidne funkcije na [a,b], a na intervalima [z;_1, z;],
i=1,...,n, je Sa(z) polinom treceg stepena te je Sgl) (z) = 0. Stoga je

b n z;
[ @ - sa@)si@de =3 [ (£(e) - SE(@) Sh(w) do

n

=Y (f'(2) = Sa(@)SK(@)[;' | =D (f(@) = Sa(@))SK (x) o
i=1 i=1
= (f'(x) = Sa(2))SA (@), = D_(f(2) = Sa@) SH @[3 .
i=1
§to dokazuje tvrdenje leme. 1
Dokazimo sada teoremu 4.
DOKAZ: Pri ma kojoj od pretpostavki (i), (ii) ili (iii) je
(f' () = Sa (@) SK(@)], = D_(F(2) = Sa @) SX(@)] 5 =0,
i=0

te na osnovu leme 4 sledi (58), tj. svojstvo minimalnosti kubnog splajna (57).

Dokazimo jos da je, ako kubni splajn odreden uslovima teoreme postoji, on
jedinstveno odreden. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva razlic¢ita splaj-
na SA(f;z) i SX(f;z) koji zadovoljavaju pretpostavke teoreme. U izrazu (58)
zamenimo f(z) sa SX(f; ), pa dobijamo da je

2 2 2
152 = Sall” = ISAII" = 1Sal” = 0,
a kada S% i SA zamene mesta, imamo da je
2 2 2
IS = SAII" = I1Sall” — ISAII" > 0.

Stoga je
2 b " " 2
I5% ~S317 = [ (83" () - 83" (f5) o =0,

a
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odakle, zbog neprekidnosti funkeija S1”(f;2) i S3"(f; ), sledi da je

1

S (f;2) = SX" (f; ),
tj.
Si(f;x) = SlA(f;z) +cx +d.

Kako je SZ(f;z) = SA(f;7) zax =a i z = b, mora biti c =d = 0.
Egzistencija kubnog splajna ¢e biti dokazana konstruktivnim algoritmom koji

sledi. '
Neka su zadati podela A intervala [a,b], i realni brojevi fr = f(zk),
k= 0,...,n. Oznacimo duzine intervala sa h;,
hi:IifﬂCi,l, iil,...,n,

a sa M; oznac¢imo momente trazenog splajna Sa (f;x),
M; = SX(f;x), 1=0,...,n.
Na svakom od intervala [z;, zi+1], ¢ = 0,...,n — 1, funkcija SX (f; x) je linearna, te

je potpuno odredena svojim vrednostima M; i M;;; na krajevima intervala,

(60) SA(fiz) = MZM + Mz‘+1u, T € [Ti, Tiy1].
thrl thrl

Integraljenjem izraza (60) dobijamo da je na intervalu [z;, ;1]

, (zi41 — @) (x — z;)°
Sh(f;2) = —-Mi———"—+ M1 ——— + A,
2hi+1 2hi+1
(61)
(zip1 — 2)° (z —2)°
SA(f;x) = My——— + M1 ———— + Ai(x — x;) + B;,
6hi+1 6hi+1

gde su A; i B; konstante integracije. One su reSenja sistema linearnih jednacina

2

B
Mz%l + B; = fi

M, P A;h B; =
i+ + Aihiy1+ Bi = fia

odredenog uslovima Sa(f;x;) = fi 1 Sa(f;2it1) = fit1, ti-

fin —fi  hin
A= +h'+1 - g(Mz'H*Mi)
h?
&:ﬁfmﬁ$.

(62)
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Uobicajeni nac¢in zapisa splajna na intervalu [x;, x; 1] je
( )—az'i_ﬁz(-r_mz)""’yz(m_xz) +5i($_xi)3;

gde je, na osnovu (60), (61) i (62),

_SA(f7 z):fz

hZ i — Ju h”L

Bi = SA(f7IZ) +1 + A = f+hl / — gl (2M; + M;11)

i+1

% = 3SA(fs@i) = %Mi
1

§i = g SX(fi i) = —— (M1 — M;).

Y1) = g (Miss = M)

Svi koeficijenti splajna su izrazeni u funkciji momenata, pa ove treba odrediti.
Do sada jos nije koriséen uslov neprekidnosti funkcije S (f;2) u unutrasnjim
¢vorovima,
(63) lim SA(f, )= lim SA(f, x) i=1,...,n—1
T—T;— T—T;
Uslovi (63) odreduju (n — 1)-u jedna¢inu po momentima M;. Na osnovu (61) i (62)
je na intervalu [x;, z;+1]

(zi41 —2)° (z — ;)
SA(f;x) = —Mi=———— + M; 1,

i1 — fi hs
f+1 f - +1 (M'L+1 - Mz),
2hi+1 2hi+1 hi+1 6
pa je
fi—fi-1 hs h;
li S’ =4+ —M,_ —M;,
xﬁlarjl;lfo A(f7 ) hz + 6 1 + 3
. fix1 = fi  hia hit1
1 SI 3 = — Mz — Mi .
xﬁlﬂr??JrO A(fym) h/iJrl 3 6 +

Uslovi (63) se stoga svode na sistem linearnih jednaé¢ina po M;

fin—fi  fi—fiaa
hit1 hi

h; hi + hit1
— M1

M+ hita
(64) 6 z

3 6

My =

koji moze da se zapiSe i u slede¢em obliku

(65) ,LLiMi71+2Mi+l/iMi+1 :>\Z‘, 1= 1,...,7171,
gde je
hit1 hi
Vi= 7 i = =1-u,
hi + hita : hi + hita )
(66) i=1,...,n—1.

i =

6 (fi+1fi fi—fim

=6 i—1s L,y Ly ;
h’i + hi+1 hi+1 hz ) f[m 1,24, T +1]
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Sistem (65) je sistem od (n—1)-e jednacine sa (n+1)-om nepoznatom, te se preostale
dve veze izmedu momenata dobijaju iz grani¢nih uslova navedenih u teoremi 4.

(i) Kod prirodnog splajna je SX(f;a) = SX(f;b) =0, pa je My = M, = 0.
(ii) Pretpostavka o periodi¢nosti povlaéi da je S (f;a) = S4(f;b), odnosno
tim SA(fsa) = lim SA(f:a)

T—a+

§to daje jednacinu

hl hl h hn flffO fnffnfl
gt Mty 3 hy B
Kako je zbog periodi¢nosti fo = f, i My = M,, poslednja jednacina
postaje
T hn + b1 by fimfa fa— S
— M, M, + —M,; — .
6 T3 MG ha B

i oblika je (64) za ¢ = n, ako stavimo da je hp41 = hi, M1 = My i

fn+1 fl-

(iii) Zadavanjem vrednosti prvog izvoda splajna na levoj i desnoj granici,
Si(fi0) = /() = fi i SA(f:b) = '(b) = f;, dobijamo jednacine

hi hi fi—fo

— M, — M —

3 o+ — g M= I 1o
hn hn fn fn 1
L Ly T L R
6 1t I B

Objedinjujuéi zapis jednacina dobijenih iz uslova (i) ili (iii) na granici sa jedna-
¢inama u unutrasnjim ¢vorovima, sledi da (65) vaziiza i = 014 = n, tako da je
pri graniénim uslovima (i)

po =1vo = Ao =0, i pp=vpn=XA =0,

a pri grani¢nim uslovima (iii)

[,LOZO, V0:17 >\0 h (fl fofé)a
1

hy
(67)
6 fn fn 1
n — 17 n — Oa >\n = 7 -
a 8 I <f " I
Matriéni zapis sistema linearnih jednacina po momentima M;, ¢ = 0,...,n, u
slu¢aju vazenja grani¢nih uslova (i) ili (iii), je
2 14} My Ao
M1 2 %1 0 M1 )\1
(68) p2 2 M | | N
0 2 Vp—1 Mn—l )\n—l
Lhn 2 M, An
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U slu¢aju periodi¢nih grani¢nih uslova (ii) sistem ima n jednacina (jer je
My = M,), tj. (65) vaziiza i =n, pri Cemu je

hl hn 1
Up = ) n — = — Un,
hp + b1 K hp + h
(69)
A = 6 fl_fn_fn_fn—l
" hp+ h1 hn '
Matri¢ni zapis ovoga sistema je
2 1n 1 M,y A1
o 2 0 My A2
(70) p3 2 | Ms | ] As
0 2 VUn—1 Mn—l )\77,—1

Koeficijenti sistema (68) i (70), dati izrazima (66),(67) i (69), o¢igledno zadovolja-
vaju uslove

(71) v; 2 0, Wi = 0, i 1,

i zavise samo od izabrane podele (56), a ne zavise od zadatih brojeva f;, 1 fj 1 f] u
grani¢nom slu¢aju (iii). Ovi zakljuci ée biti koriséeni u dokazu leme koja sledi, a na
osnovu koje se kona¢no garantuje egzistencija kubnog splajna pri ma kom izboru
grani¢nih uslova (i), (i) ili (iii).

LEMA 5. Sistemi linearnih jednacina (68) i (70) imaju jedinstveno resenje pri proiz-
voljnoj podeli (56) intervala [a, b].

DOKAZ: Dokazimo nesingularnost matrice

2 1%
M1 2 141 0
A= pao 2
0 2 Vn—1

dimenzije (n + 1) x (n + 1) sistema (68). Da bismo to pokazali, dokazimo da ona
ima slede¢u osobinu:

(72) Az=w e max |z;] < max |w;]
0<i<n 0<i<n
za svaki par vektora z = (29,...,2,)7 1 W= (wp,...,w,)T. Neka je

|2m| = max |z].
0<i<n
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Iz Az = w sledi da je

PmZm—1 + 2Zm + UmZm41 = W,
pa je, obzirom na (71) i naé¢in izbora m,
Olg%xn |wi| > |wm| > 2|2m| = tm|2m—1] = Vm|2m41]

> 202m| = pim|2m| = Vmlzm| = (2 = pm — vim)|2m]

= lem| = pmax [zl

Pretpostavimo, sada, da je matrica A singularna, tj. da postoji vektor z # 0
takav da je Az = 0. Tada, iz (72) sledi da je 0 < maxo<i<n |2:] < 0, Sto je
nemoguée. Nesingularnost matrice sistema (70) se dokazuje analogno, posto je ona
iste strukture kao i matrica A, samo dimenzije n x n. 1

Sistem (68) se efikasno resava Gaussovom metodom eliminacije, koja je data u
85.2. Momente ra¢unamo rekurentnom formulom

v A — T )
My =1y, Mz‘ZQz’MiH—i—?‘i:—p—Z_ ¢+1+7l Z'lj_lz 1, t=n-—1,...,0,
K3 (3

pri ¢emu su koeficijenti p;, ¢; i r; prethodno odredeni rekurentnim formulama

_ — _ — X
73 po =2, qo = =50 To = 5o
v; A =T .
Pi:NiQi—l‘FQa C]i:_p_:a ri:%a 221,...,71.

Algoritam je numericki stabilan, jer je p; > 1 za svako ¢, $to mozemo dokazati
indukcijom. Prema (73) je po = 2, i pretpostavimo da je p; > 1 za svako i < m.
Tada je, na osnovu (73),

1 Z
P41 = Hm+1Gm +2 = pmy1 (——) +2=2—

m Pm

VmMUm+1
Iz (71) sledida je 0 < v; <110 < p; <1 zasvako i, te je Vpmpm+1 < 1. Kako je
po pretpostavel pn, > 1, t0 je Vimpim+1/Pm < 1, te je pmi1 > 1.

PRIMER 5. Konstrui§imo interpolacioni kubni splajn periodi¢ne, sa periodom tri,
funkcije f(x) zadate tabelom
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U skladu sa koris¢enim oznakama, u ovom primeru je

1
n=3, hl:17 Vi:,ui:§a i=1,2,3
-9, i=1,
Ai =3(fir1 —2fi+ fim1) =40, =2,
9, =3,

te je sistem linearnih jedna¢ina po momentima (70)
2My + $ My + $Ms = -9
My +2Ms + M3z =0
My + My + 2M;3 = 9.

Njegovo resenje je M1 = —6, My = 0, M3 = 6, tako da je trazeni splajn

1+ 2+ 322 — 223, x € (0,1),
Sa(f;x) =43+ (x—1) =3 —1)2+ (z—1)3, zc(1,2),
2 -2z —2) + (z — 2)3, z € (2,3)

2.6 Drugi vidovi interpolacije

U ovom odeljku ¢ée biti re¢i ukratko o nekim drugim vidovima interpolacije koji se
cesce koriste.

Interpolacija racionalnim funkcijama. Interpolaciona funkcija se trazi u ob-
liku koli¢nika dva polinoma,

Pn(x)  po+piz+ -+ pma™
Qun(z) q+qz+--+gan’

(74) Ri . iyk(x) =

pri ¢emu je R; . i+x(x) odredeno sa (m + n + 1)-im uslovom interpolacije

.....

.....

U reprezentaciji (74) se deljenjem brojioca i imenioca sa jednim od koeficijenata
polinoma P, (z) ili @, (z) broj nepoznatih parametara smanjuje za jedan, odnosno
ima ih m+n+1, te su oni jednozna¢no odredeni uslovima (75). Stoga je racionalna
interpolacija odredena zadavanjem uredenog para (m,n) i niza realnih brojeva
fi»d = 0,...,m + n koji predstavljaju vrednosti funkcije f(z) u évorovima in-
terpolacije, f; = f(®i+;), j=0,....,m+n.
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Ukoliko je potrebno izra¢unati pribliznu vrednost funkcije f(x) za dato z racio-
nalnom interpolacijom (74), nije najpogodnije, posebno za veée m i n, to uciniti
nalazenjem eksplicitnog izraza za funkciju R; . ;+x(x) koriséenjem uslova (75).
Pogodnije je, ukoliko je m = n ili m = n — 1, koristiti algoritam Nevilleovog
tipa ([26])

R x) = | = def

iJrj( ) fj7 7=0,...,m+n, (Ri “(x) 1€ 0)’

R = Rit i+ — R itk
i7,,,7i+k(1') L k;(l') ,onitk 1(55)

a—x; ] _ Rit1,. itk (®)—Ri, . ivk—1(x)
T—Titk Riy1,.. . i+k(®)—Riy1,.. itk—1(x)

) + Riy1,.ivk(),
-1

k=1,....m+n,

koji se moze jednostavnije zapisati uvodenjem smena analognih formulama (17).
Interpolacija racionalnim funkcijama ima prednost nad polinomijalnom inter-
polacijom posebno kod interpolacije funkcija sa izrazitim ekstremima.

Interpolacija trigonometrijskim funkcijama. Za interpolaciju periodi¢nih
funkcija bolje je koristiti trigonometrijske funkcije. Jedna od takvih formula za
interpolaciju 2m-periodi¢ne funkcije je formula Hermitea

(T sin(m—xj))
(76) o =3 (1] Sy )
i
Ona odgovara Lagrangeovoj formuli (7) za neperiodi¢ne funkcije, i koristi se za
proizvoljan raspored ¢vorova interpolacije.

Problem trigonometrijske interpolacije prvi je resio Gauss, koji je izveo neko-
liko formula sli¢nih Hermiteovoj. Formula koja se obi¢no naziva Gaussova formula,
razlikuje se od formule (76) u ¢iniocu % koji se javlja u argumentu sinusa. Interpo-
laciona funkcija se trazi u obliku trigonometrijskog polinoma

n
(77) Qn(x) =ap+ Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1
¢iji su koeficijenti odredeni uslovima interpolacije Q,(x;) = f(2;), ¢ =0,...,2n, u
¢vorovima 0 < zp < 21 < -+ < Ta, < 2m. Oni su, stoga, reSenja sistema linearnih
jednacina

f(xo) = ao + Z(ak cos kxo + by sin ko)
k=1

f(x1) = ao + Z(ak coskxy + by sin k)
(78) =1

flxon) =ap + Z(ak cos kxap, + by sin kxay,).
k=1
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Determinanta sistema (78)

1 coszyg sinxg ... cosnrg sinnxg

1 cosz sinx; ... COSNI sin nxy n2 . Xg— Tp
=2 H sin B
ARERE LR R R R R PR R R RRERRRRRRERE FERRREY 0<peaon

1 cosxzo, Sinxy, ... COSNTo, SINNTo,

Lq—Tp

je razlicita od nule, jer je 0 < 24 — ), < 27, pa je sin =5 # 0 za svako p i q.
Sistemu (78) pridruzimo jednac¢inu (77) napisanu za « # x, k =0,...,2n

—Qn(x) +ao + Z(ak coskz + by sinkz) =0
k=1

—f(z0) + a0 + Z(ak coskxg + by sinkxg) = 0
k=1

—f(x2,) + ap + Z(ak cos kxay, + by sin kzay,) = 0.
k=1

Ako ovaj sistem posmatramo kao sistem od 2n + 2 jednacine po 2n + 2 koeficijenta
ag, ak, bg, k=1,...,2n, 1 po koeficijentu ¢ = —1 uz Q,(z) i f(zx), k=0,...,2n,
onda njegova determinanta mora biti jednaka nuli,

Qn(z) 1 cosx  sinxz ... cosnx  sinnz
€T 1 cosx sinx ... cosnx sinnx
(79) f( 0) 0 0 0 0 _ 0,
f(xen) 1 cosza, sinxzg, ... cosna, sinnza,

jer je sistem homogen a ima netrivijalno resenje. Razvijanjem determinante po
elementima prve kolone i izrazavanjem Q,(x), iz (79) se dobija Gaussova formula
za trigonometrijsku interpolaciju.

Inverzna interpolacija. Inverzna interpolacija je postupak kojim se odreduje
priblizna vrednost argumenta za koju funkcija f(z) ima zadatu vrednost Y. Pret-
postavlja se da je funkcija zadata svojim vrednostima y; u diskretnim tackama x;,
f(z;) =y, i =0,...,n, idaje Y izmedu dve tabelirane vrednosti y;. Ako pos-
toji dovoljno glatka inverzna funkcija g(y) funkciji f(x), ona se moze interpolisati
polinomom koji zadovoljava uslove

Ln(yz):xu i:O,...,n,
te ¢e biti g(Y) ~ L, (Y).

Ako je funkcija f(z) zadata u ravnomerno rasporedenim ¢vorovima, moze se
interpolisati nekim od polinoma sa kona¢nim razlikama L, (x), i umesto jednacine
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f(z) =Y resavati jednacina L, (z) = Y. Specijalno, ako je funkcija f(x) zadata
analiticki, treba je tabelirati sa dovoljno malim korakom tako da se linearnom
ili kvadratnom interpolacijom postize Zeljena tac¢nost u okolini tacke f(x) = Y.
Jednag¢ina f(z) =Y se zamenjuje jednaéinom L,(x) =Y, zan = 1ili n = 2, ¢ji
se koreni mogu direktno izracunati.

Inverznom interpolacijom se moze odrediti i tacka ekstrema neke funkcije. Prvo
se tabelira funkcija sa veéim korakom, da bi se lokalizovao polozaj tacke ekstrema.
Zatim se u okolini te tacke funkcija tabelira sa manjim korakom, pri ¢emu se korak
bira tako da greska najvise kubne interpolacije date funkcije ne premasa dozvoljenu
gresku. Pomoc¢u ove tabele se odredi interpolacioni polinom funkcije. Nula izvoda
tog interpolacionog polinoma, koja se direktno moze izrac¢unati jer je polinom naj-
viSe treCeg stepena, predstavlja aproksimaciju apscise tacke ekstrema sa zeljenom
tacnoscu.

2.7 Interpolacija funkcija vise promenljivih

Jedan od nacina da se interpolacijom izra¢una u nekoj tacki priblizna vrednost
funkcije vise promenljivih zadate na skupu diskretnih tacaka, je da se vise puta
primeni jednodimenziona interpolacija. Na primer, ako je potrebno izracunati
vrednost funkcije dve promenljive f(x,y) u tacki (X,Y) na osnovu zadatih vred-
nosti f(zi,y;),4 = 0,...,m,j = 0,...,n, onda je to moguce uciniti na sledeéi
na¢in: (n+ 1) puta primenjujuéi jednodimenzionu interpolaciju po promenljivoj x,
izracunaju se priblizno vrednosti f(X,y;), 7 = 0,...,n, a zatim se pomoc¢u ovih,
interpolacijom po promenljivoj y, ra¢una priblizna vrednost za f(X,Y’). Analogno
bi se postupilo i u slu¢aju funkcije vise promenljivih.

Drugi nacin interpolacije funkcije vise promenljivih je pomoc¢u visedimenzionih
interpolacionih polinoma. Izve$¢emo ovaj polinom za funkciju dva argumenta, sto
ne umanjuje opstost algoritma koji sledi.

Neka je dato % (n + 1)(n + 2) &évorova, zapisanih sledecom tabelom

(z0,%0) (z1,%0) oo (Tn-1,9%)  (%n,Y0)
(zo,91) (z1,91) oo (Tp-1,1)
(80) : :
(o, Yn-1)  (T1,Yn—1)
(20, Yn)
pri cemu je z; # xj, i # y; za § # j. Vrednosti x; 1 y; mogu biti proizvoljne,

dakle raspored ¢vorova je dovoljno opsti. Zadatim vrednostima funkcije f(x,y) u
¢vorovima tabele (80) odreden je interpolacioni polinom stepena n,

Ln(2,y) = coo + c107 + co1y + co02” + -+ - + C1,nf1ilfyn_1 + cony™,
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jer je 2 (n+1)(n+2) koeficijenta ¢;; odredeno sa 1 (n+1)(n+2) uslova interpolacije

Cvorovima za koje je i+j < n je odreden interpolacioni polinom L,,_1(z, %) stepena
najvise n — 1. Razlika ova dva polinoma se moze zapisati u obliku

Ln(z,y) = Ln—1(2,y) = ano(z — 20)(x — 21) -+ (& — Tn-1)
+an—11(x —20) - ( — Tn_2)(y — Yo)
+an—g2(x—x0) (& — Tn-3)y—v0)([y — 1)

+etaon(y —yo) - (¥ — Y1),

jer je to polinom stepena ne viseg od n ¢ije su nule (x;,y;), i+j < n. Ako definisemo
dajex—xz_1=y—y_1 =1, sledi da je

Ly(2,y) = Lo-1(2,9) + Y an—ii(z = 20) - (# = 2p—ic1)(y = 90) - (y = yi—1)-
i=0
Predstavljajuéi na isti na¢in L, —1(z,y), zatim L,_o(z,y), ..., dobijamo da je

Ly(x,y) = aoo + a10(x — z0) + ao1(y — yo) + azo(z — x0)(x — 21)

(82) +a11(z — 20)(y — o) + ao2(y — yo)(y — y1) + -
+ano(z—20) - (x —2p_1) Fan—1,1(x —20) - (T — Tn—2) (Y — o)

+"'+a0n(y7y0)"'(y7ynfl)'

Izrazimo sada koeficijente a;; pomoc¢u vrednosti funkecije u ¢vorovima f(zx, yi).
Stavljajuéiu (82) x = zp i y = yo, na osnovu (81) je ago = f(zo,yo). Na isti nacin,
za x = x1 1y = yo dobija se da je

f(x1,90) = aoo + a1o(x1 — o),

pa je
X1, - Zo,
ajp = f( ! yo) f( 0:%0) Zf[xo,m;yo]-
1 — Zo

Analogno, za x =x¢ iy =y je

o) = f(zo,y1) — f(wo,y0) = flzo; yo, y1].
Y1 — Yo

Ako u (82) stavimo y = yg, dobijamo interpolacioni polinom po x

Ly (z,y0) = ago + ar0(x — 20) + -+ + ano(x — 20) - - - (T — Zp—1),
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koji u tacki (x;,yo) ima vrednost f(x;,yo). Stoga je

(83) aio = flzo,..., T y0).

Stavljajuéi y = y1 u (82), dobijamo polinom po z koji moze da se zapise u sledeéem
obliku

Ln(z,y1) = (aoo + ao1(y1 — y0)) + (a10 + a11(y1 — yo)) (& — o)
+ (a20 + az1(y1 — yo))(:n —xo)(T —21) + - - -

+ (an71,o +an—1,1(y1 — yo))(x —x0) - (T — Tn—2)

+ ano(x —x0) -+ (& — Tp—1).

Ovaj polinom u tackama (zy,y1), k =0,...,n—1, treba da ima vrednosti f(zy, y1).
Poslednji sabirak se u svakoj od tih tacaka anulira, a koeficijenti u ostalim sabircima
su

aio + a1 (y1 — o) = flzo, ... zi;y1l,

tj., obzirom na (83),

T, ...y g — f[lTo, .., %4,
a1 = f[ 9 . yl] f[ 0 . yo] :f[an-'-axi;yanl]‘
Y1 — Yo

Analogno odredujemo i ostale koeficijente a;j, i, kada ih uvrstimo u (82), dobi-
jamo Newtonov interpolacioni polinom (23) za funkciju dve promenljive

Z Z x—xo) (@ —zi—1)(y — yo) -

(84) k=0 i+j=Fk
(y —yj-1) flxo, -, is Y0, - -+, 5]
Kada su tacke ravnomerno rasporedene, tj. kada je z; — x;-1 = h i

Y; —Yj—1 = k, za svako i i j, umesto podeljenih razlika koristimo konaé¢ne razlike,
koje se za funkciju dva argumenta definiSu na slede¢i nacin

A (i y)) = f@ivn,yy) — flai,y;)
Aoﬂf(xuyg) f(@i, yjv1) — f(@isy5)
A2+0f(xi,y]) A +Of(m1+1a Yi) — AH_Of(mia Y;)
AV f (25, y5) = A f (21, ;) — A (2, ;)
= A0 f (@i, yj01) — A0 f (i, 5)
A0+2f($i,y )= ALy f(@isyj+1) — AOHf(UCi, Ys)
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Veza izmedu podeljenih i konacnih razlika funkcije dve promenljive je

1 1
flxo, z1390] = —AHOf(?Co,yo), flzosyo, y1] = EAOHf(Io,yo),
— A**0 f(z0, 0), flzo; Yo, y1,y2] = =5 A" 2 f (20, v0),

1
= ﬁAlJrlf(an y0)7

f[$0,$1,$2,yo]

2'h2 2%2

f[anxl;yanl]

Ako se u polinomu (84) uzmu u obzir ove veze i uvedu smene p = 570 i g = 4340

gde je sa (zo,yo) oznacen ¢vor najblizi tacki (x,y), dobija se Newtonova formula
za interpolaciju unapred za funkciju dve promenljive

L (0 + ph,yo + qk) = f(x0,y0) + pA™ f (w0, yo) + ¢A°* f (20, y0)

+%(p(]? — 1)A*YO f (0, y0) + 2pgA ! f (0, y0) + q(q — 1) AT f (20, 90))

+% (p(p — 1)(p — 2)A%*0 f (2o, o) + 3p(p — 1)gA*™ f (20, y0)

+3pa(g — DA™ f(20,90) + a(q — 1)(q — 2) A" f (0, y0)) + - -

Polinom (84) se moze uopstiti i za funkciju vise promenljivih.

2.8 Numericko diferenciranje

Numericko diferenciranje se koristi kada je funkciju tesko diferencirati analiticki, ili
¢ak nemoguce — na primer, kada je ona zadata tabelarno. Ono je takode neophodno
pri resavanju diferencijalnih jednacina metodama konac¢nih razlika.

Prostije formule numerickog diferenciranja se dobijaju diferenciranjem interpo-
lacionih polinoma, tj. uzima se da je

fP (@) ~ LP (a),

gde je L,(x) interpolacioni polinom odreden ¢vorovima z,...,2,. Te formule
imaju jednostavniji oblik ako se koriste za izra¢unavanje priblizne vrednosti izvoda
funkcije u ¢voru. Na primer, diferenciranjem Newtonovog interpolacionog polinoma
za interpolaciju unapred (32), dobijamo da je

f'(wo) (%Ln(x)) = (d%Ln(:z:o + qh) %)

T=x0 q=0

n ‘ jl
<@ ;; alg—1)- (J+UAJME>
L~ (1) =1 1 & i
:EZ + _EZ A

A
0
S

=

I
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Sliéno, polazeéi od Newtonovog interpolacionog polinoma za interpolaciju una-
zad dobija se da je

F'(ao) = L) = 7 S 2T

PRIMER 6. Odredimo koordinate tacke ekstrema funkcije zadate tabelom

T f(xi) Af; A?f; A®f;
3.8 197.101

2.408
4.0 199.509 -1.992

0.416 -0.006
4.2 199.925 -1.998

-1.582
4.4 198.343

Na osnovu promene znaka konac¢ne razlike prvoga reda, uocavamo da se ek-
strem nalazi u okolini ¢vora & = 4.2, i verovatnije u intervalu (4.0,4.2), jer je u
tom intervalu Af manje po apsolutnoj vrednosti nego u intervalu (4.2,4.4). Stoga
aproksimiramo izvod date funkcije izvodom njenog Besselovog interpolacionog poli-
noma, i trazimo njegovu nulu (jer je u tacki ekstrema prvi izvod funkeije jednak
nuli),

_ 2 _
1.992;1.998 2q2 L 00063 ?;3q+0.5 _

0.416 — 0.

Koren ove kvadratne jednacine koji je po modulu manji od jedan je ¢. = 0.709,
te je apscisa tacke ekstrema priblizno z. = xg + gch = 4.142. Ve¢ pomenutim
Besselovim polinomom se sada dobija ordinata tacke ekstrema f(4.142) ~ 199.932.

Greska formule za numericko diferenciranje, koja se dobija diferenciranjem in-
terpolacionog polinoma, jednaka je odgovarajuéem izvodu greske interpolacije (20),

FO (@) — IO (@) = (f(z) = Ln(@) Y= (flz, 70, - . 2n)wn s (2)) Y

(86) koo N , k
:ZC,{,(f[x,xo,...,xn])mwé“j)(x), i = ()
=0 J
Na osnovu formule (44), tretirajuéi flz, zg,...,z,] kao funkciju po = sa para-
metrima g, ..., Ty, je
(87) (f[x,xo,...,xn])(]) =g fla,...,x,20,...,Zp).
———

7 + 1 puta



2.8. NUMERICKO DIFERENCIRANJE 47

Uvrstimo (87) u (86) i, uzimajuéi u obzir vezu podeljenih razlika i izvoda funkcije
(55), dobijamo da je

k!
. 'f[m,...,m,xo,...,x ] 7(:11])( )

j + 1 puta

k! f("HH)(f)w(k—j)
(k=5 (n+j+1) "

FP (@) = LiP () =

<
M-

(=)

g\

.
|
<
=

I
M=

(),

7=0
odakle sledi ocena
: (k—j)
88 (k) L(k) max | f(*Hi+D WD (g ,
58) 170) = L) < 3 Gy s O )
y1 = min(x, o, ..., Tn) 1 y2 = max(x, g, ..., Tn)-
Pri ravnomernom rasporedu évorova je w,(f_zl( ) = O(R"179), gde je

h = xp — x,—1 za svako k. Stoga je, na osnovu (88),

(89) FPN @) — LP(z) = O(h"T17F),

§to znaci da svako diferenciranje smanjuje red ta¢nosti za jedan. Na primer, greska
formule (85) je

Fr )

(90) f’(ﬂfo) L (350) n+1

(=1)"h".

Ocena (89) ukazuje da se greska formule za numericko diferenciranje smanjuje
sa smanjivanjem h. Medutim, smanjivanje koraka pove¢ava uticaj rac¢unske greske,
Sto uslovljava rast ukupne greske.

Tustrujmo ovo na primeru formule (85). Za n = 1 aproksimacija prvog izvoda
funkcije u évoru se ra¢una izrazom

(o) (o) » LTI,

a greska metode, prema (90), je

f”(ﬁ) < Mah

|R1|_’ 2 )

gde je |f"(€)] < Ma. Ako su vrednosti funkcije f(x;) izraCunate sa greskama e;, pri
¢emu je ¢; < E, onda je racunska greska izraza (91)

e 28
h — h

|Ro| =
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Ry

»

ho h

Slika 2.1: Zavisnost greske numerickog diferenciranja od koraka.

Ukupna greska aproksimacije izvoda izrazom (91) je

Myh 2E
9 + T = T(h)

|R| = |R1 + Ra| < |Ri| + |R2| <

Funkcija r(h) (slika 1.) sastoji se od linearnog i hiperbolickog dela, tako da sa
smanjivanjem h opada prvi sabirak (greska metode R;), ali raste drugi sabirak
(racunska greska R3). Funkcija r(h) ima minimum u tacki

E
h0:2 a7
Mo

i to je optimalna vrednost koraka h za koju je ukupna greska najmanja,
(92) |R| < r(ho) =24/ MsE.

Smanjivanjem koraka ispod optimalne vrednosti ukupna greska se povecava, jer
raste racunska greska.

Ocena (92) pokazuje da se u najboljem slu¢aju formulom (85) moze izracunati
vrednost f'(x¢) sa dvostruko manje sigurnih decimalnih cifara nego sto ih je dato
za f(z;), jer je R = O(E'?) pri optimalnom izboru koraka h.
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Numericka integracija

Cesto nije moguée integral izraziti pomoéu elementarnih funkcija, a i kada je
moguce, obi¢no je jos dosta truda potrebno uloziti da bi se dobio konacan rezultat
u obliku broja. U takvim slucajevima se pribegava numerickoj integraciji. Formule
za numericku integraciju, ili tzv. kvadraturne formule, se obi¢no dobijaju zamenom
podintegralne funkcije nekom njoj bliskom funkcijom ¢iji se integral relativno lako
moze izracunati.

[lustrujmo to na primeru odredenog integrala dovoljno opsteg oblika

b
1) I(f) = / p(2) f(z) dz,

gde je f(z) neprekidna funkcija na odsecku [a, b], a tzv. teZinska funkcija p(xz) > 0
neprekidna na otvorenom intervalu (a,b). Funkcija f(x) se obi¢no aproksimira
generalisanim interpolacionim polinomom,

n

(2) f(@) = 3 fla)éi(a) + (o),

i=0
gde su ¢ (), k =0,...,n, date linearno nezavisne funkcije, a r(z) greska interpo-
lacije. Zamenom (2) u (1) dobijamo kvadraturnu formulu

n

b
3) Su(N =Y aif@), = [ paoto)do

i=0
u kojoj su x; ¢vorovi, a ¢; tezinski koeficijenti. Oc¢igledno je da ¢vorovi i koeficijenti
ne zavise od funkcije f(x). Greska kvadraturne formule je, s obzirom na (2),

b
(W Ralf) = 1(0) = Sul$) = [ pla)r(a) e
Najcesée koriséene kvadraturne formule su izvedene tako $to je podintegralna
funkcija f(z) aproksimirana algebarskim interpolacionim polinomom, tj. u aproksi-

maciji (2) je ¢r(z) = 2%, k=0,...,n.

49
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3.1 Newton—Cotesove kvadraturne formule

U integralu (1) funkciju f(x) aproksimirajmo Lagrangeovim interpolacionim poli-
nomom L, (x) stepena n, te stoga zadajemo ¢vorove xy, € [a,b], k = 0,...,n. Da
bismo dobili izraze za koeficijente cj kvadraturne formule (3) koji ne zavise od
intervala integracije, preslikajmo odsecak [a, b] na odsecak [—1,1]

_bt+a b-a

(5) 5t 5

Oznagimo sa t, € [—1,1], k = 0,...,n slike ¢vorova x odredene preslikavanjem
(5). Lagrangeov interpolacioni polinom je invarijantan u odnosu na linearnu smenu
promenljive (5), tj.

t.

n

© =322 ) s = (M=% ) e

=0 =0
J#i J#i

Dakle, aproksimiranjem funkcije f(z) njenim interpolacionim polinomom (6) u in-
tegralu (1) i koriséenjem smene (5), dobijamo

b 1
b—a — a —a
(7) 10~ [ p@laerde =252 [ p0L. (5 + 520 ar
gde je p(t) = p(&2 + 55%t) = p(z). Zamenom (6) u (7), dobijamo opsti oblik
Newton-Cotesovih kvadraturnih formula

® S =y e,
1=0 J*

Ocigledno je da koeficijenti ¢ formule (8) ne zavise od intervala integracije [a, b] i
podintegralne funkcije f(x), veé samo od izbora évorova i tezinske funkcije p(z).
Prema (4) i (2.9), greska kvadraturne formule (8) je

b (n+1)
) mo(n = [ oo E e @an, cefa
i, posle smene (5) u integralu (9), moze da se oceni izrazom
1 b—a "2 n

10) RN () i @) / ERIOIPY
jer je

n h— n+l n bh— n+1
1) wen@) =[[@-2)= () lt-t)=(5") @)

i=0 i=0

Jedna osobina koeficijenata kvadraturne formule, koja ima uticaja na gresku,
data je slede¢om lemom:
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LEMA 1. Ako je tezinska funkcija p(x) parna u odnosu na sredinu odsecka [a, b], a
¢vorovi xy, su simetri¢no rasporedeni u odnosu na sredinu odsecka, tj. t, = —tn_p,
onda su koeficijenti kvadraturne formule (8), koji odgovaraju simetri¢nim ¢vorovi-
ma, jednaki, tj. cp = Ccp—k-.

DOKAZ: Koeficijent ¢i dat u (8) je, s obzirom na (11),

Cr /113@)(@% dt,

t = tk)0 41 (k)

ili, uvodenjem u integral smene ¢ = —7 i koriS¢enjem pretpostavke o simetri¢nosti
¢vorova,
1 _
_ Wn41 (*7—)
12 cx = / p(—T — dr.
( ) —1 ( ) _(T - tn—k)w;url(_tn—k)

Kako su évorovi simetri¢no rasporedeni, polinom @,,41(t) je oblika

n-1
- [1,2 (t* —t3), ako je n neparno
WnJrl(t) = n_q
tT12, (t* —t2), ako je n parno.

Dakle, kada je n neparno, tj. broj é¢vorova paran, @,1(t) je parna funkcija, a njen
izvod neparna; kada je n parno, tj. broj ¢vorova neparan, ova funkcija je neparna,
a njen izvod je parna funkcija. Stoga je za svako n

@n-l-l(_T) - ‘Dn+1(7')

Q;L-H(*tnfk) ‘*‘_):1-',-1(1571716)7

te, uzimajuéi i pretpostavku o parnosti funkcije p(¢) u obzir, iz (12) sledi

1 _
_ (Un+1(7')
L = T dr = cp—k,

¢ [f“%kawaA%k> -

Sto je i trebalo dokazati. ]

Kvadraturna formula (8) sa simetri¢no rasporedenim ¢évorovima u odnosu na
sredinu odsecka [a, b] je tacna, ako je f(z) neparna, a p(x) parna funkcija u odnosu
na sredinu tog odsecka. Ovo neposredno sledi, jer je na osnovu leme 1 i ¢injenice
daje f(*4%) =0

n 5]
Su) = TS0 earw) = T3 (e — w0 i) = 0,

2 4 ,
i=0 1=0

a integral funkcije neparne u odnosu na sredinu intervala integracije je takode nula.
Formula (8) je, stoga, ta¢na za proizvoljan polinom P,41(z) stepena n + 1, ako je
n parno, jer se ovaj moze predstaviti u obliku

aer n+1
PnJrl(x)EPn(z)‘i»c(zi 2 ) ’
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gde je P, (z) proizvoljan polinom stepena n, a ¢ proizvoljna konstanta. Oba sabirka
se tacno integrale kvadraturnom formulom — prvi, jer je polinom stepena najvise
n, a drugi, jer je neparna funkcija u odnosu na sredinu intervala [a, b].

Dakle, u opstem slu¢aju kvadraturna formula (8) je tatna za sve polinome na-
jvise stepena n; ako su ¢évorovi simetriéno rasporedeni i funkcija p(x) parna u
odnosu na sredinu intervala integracije, formula (8) je ta¢na i za polinome stepena
n+1, ako je n parno. U ovom specijalnom slucaju sredisnji ¢vor xz = b+—“ mozemo
tretirati kao dvostruki ¢vor interpolacije, te se greska kvadraturne formule ocenjuje
izrazom (10) u kome je n zamenjeno sa n+ 1, a

n_1

13 G =1 T -, (ITe-m) “u
=0 n=0

i=0
U daljem tekstu ¢e biti navedene neke poznate Newton—Cotesove formule ovoga
tipa, kod kojih je p(x) = 1.

Formula pravougaonika. Dobija se iz formule (8) za n = 01ty = 0. Koeficijent

je
1
Co = / dt = 2,
-1
te je

(14) So(f) = (b—a)f(52).

So(f) predstavlja povrsinu pravougaonika ¢ija je jedna stranica jednaka duzini in-
tervala integracije, a druga vrednosti funkcije f(x) u sredidnjoj tacki intervala, te
otuda naziv formule. Kako ova formula spada u formule sa simetri¢no rasporedenim
¢vorovima kojih ima neparan broj (jedan), to se, s obzirom na (13), greska ocenjuje
izrazom

i b— // 2 " (b — a)g
15) Il (5 w177 [ 2= mas 1l O
Formula trapeza. Zan=1,t = —11it; =1 formula (8) je

b—a
(16) 5105 = 252 (1) + £(8).

§to predstavlja povrsinu trapeza ¢ije su osnovice f(a) i f(b), a visina b — a. Na
osnovu (10), greska se ocenjuje izrazom

_ _ 3
01 1m0 < 505 e @) [ 11l = mas @ O

z€la,b]

Porededi ocene (15) i (17), vidimo da se formulom pravougaonika postize ¢ak
veéa tacnost, iako je ona dobijena aproksimiranjem podintegralne funkcije poli-
nomom nizeg stepena (nula) u odnosu na stepen polinoma koriséenog u trapeznoj
formuli (jedan).
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Formula Simpsona. Dobijaseiz (8) zan=2,ty=—1,¢t1 =01ty =1,
b—al
(18) Sa(f) = —5— 3 (fla) + 4F(552) + £(b).
Ocena greske formule (18), s obzirom da je n parno, je
(19)
1,b— 4) 91,9 (1) 1 ,b—
1< (05 e 17O@1 [ 2 1= e 110@I ()

Kvadraturne formule mogu biti formule zatvorenog tipa ili formule otvorenog
tipa, u zavisnosti od toga da li krajnje tacke intervala integracije jesu ili nisu ¢vorovi
kvadraturne formule. Od navedenih, formula pravougaonika je formula otvorenog
tipa, a formula trapeza i formula Simpsona su formule zatvorenog tipa.

Pomenute formule su tzv. osnovne kvadraturne formule. 1z ocena (15), (17) i
(19) je ocigledno da se ta¢nost moze poveéati smanjivanjem duzine intervala (a,b)
na kome se primenjuje osnovna formula, ili koris¢enjem formule dobijene aproksimi-
ranjem funkcije interpolacionim polinomom viseg stepena n. Drugi nac¢in je manje
pogodan, jer su formule sve sloZenije $to je n vece. Stoga se obi¢no ta¢nost povecava
smanjivanjem duzine intervala na kome se primenjuje osnovna formula. Interval in-
tegracije (a, b) se podeli na izvestan broj podintervala jednake duzine h, i na svakom
od njih se primeni osnovna formula. Kako je integral po intervalu (a, b) jednak sumi
integrala po podintervalima duzine h, to se on aproksimira sumom osnovnih for-
mula primenjenih na pomenute podintervale. Tako se dobijaju opste kvadraturne
formule.

Kada je interval (a,b) podeljen na m podintervala duzine h, opSta formula
pravougaonika je, s obzirom na (14),

b m
[ r@demny- gy = si.

gde je koris¢ena oznaka fp, = f(xp), vp = a + ph, 0 <p < m. Ova formula nastaje
kao rezultat aproksimiranja funkcije f(z) step funkcijom. Ocena greske formule se
dobija sumiranjem ocena gresaka osnovnih formula (15)

— h? h3
RE < Y gy o 17601 = T (o Z max 1769 )
3

(20) pet [Ti—1,2] 2 [Ti—1,2]
b—a)h
< " _ ( " .
< 5 r[lg’ab?lf O == r[lg’aub?lf 3]

Slicno, opsta formula trapeza, dobijena sumiranjem izraza oblika (16), je

b m
/ Py~ 53 (fies+ )
m—1

= (o +2 Y7 fit fm) = ST,

I\DD“

(21)

>
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i rezultat je aproksimacije funkcije f(z) deo po deo linearnom funkcijom. Ocena
greske ove formule, dobijena na isti nac¢in kao i ocena (20), je

=D x| ).

h <
(B < Fg ma

Kod uopstavanja formule Simpsona (18) interval (a,b) se mora podeliti na
paran broj podintervala duzine h, h = 2m , jer se osnovna formula definise nad dva
podintervala. Sumiranjem osnovnih formula dobija se

/ fz dI*Z/ gz (fa(i—1) + 4f2i—1 + f2i)
T2(i— 1) i=1

(22)
f0+42f21 1+2Zf21+f2m)f (f)

=1
Ocena greske opste formule je, s obzirom na (19),

m 5 h

h
h < . (4) — )
|Ry (f)] < ;:1 90 hf}?ﬁm] |f ()] 90 om 0 |f (&)l
(b—a)h?
< X .
< T r[lgab?lf )€

Navedene ocene gresaka su dosta neprakti¢ne, jer treba oceniti maksimum odgo-
varajuceg izvoda funkcije f(z), ako je ona uopste i zadata analiticki. Stoga se ¢esto
koristi tzv. Rungeova ocena greske. Pretpostavljajuéi da se odgovarajuéi izvod
funkcije, koji figurise u oceni greske, ne menja mnogo na intervalu (a,b), moze se
izmedu tacne vrednosti integrala i vrednosti izracunatih kvadraturnom formulom
sa korakom h i korakom 2h, napisati sledec¢a veza

I(f) = S"(f) + MR* = S**(f) + M (2h)",

iz koje je M ~ % Stoga se greska vrednosti S"(f) ocenjuje izrazom

S™M(f) = 8*M(f)

1) = $"(f) = 22,

a popravljena priblizna vrednost integrala je

S"(f) = 5P (f)

1)~ SM() + T2

Ocigledna dobra osobina ovog algoritma je moguénost realizacije na ra¢unaru.
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PRIMER 1. Izra¢unajmo Simpsonovom kvadraturnom formulom sa ta¢noséu 103

integral
T
1
[ o
0 T+cosx

Tacnost ¢emo oceniti Rungeovim kriterijumom. Integral prvo izracunamo Simp-
sonovom formulom sa najve¢im mogu¢im korakom, h = 7, a zatim smanjujemo ko-
rak polovljenjem, sve dok ne postignemo zeljenu ta¢nost. Tako dobijamo vrednosti

Shi(f)=2.1014,  S"2(f) =2.0540,  She(f) =2.0441,

gde je h; = 7/2% i = 1,2,3. S obzirom da je R = %(Shi" — Sh2) = —7.1074,
tacnost je postignuta, te je

I(f) ~ S" + R = 2.043.

Opsta Simpsonova formula (22) se moze dobiti i kombinovanjem trapeznih for-
mula (21) sa korakom h i korakom 2h

SY(f) = %(f0+4(f1+f3+ 4 fom—1) F2(f2 4 fa+ -+ fom—2) + fom)
= 2h CLCLY Y S
—§2h(f0+f2+f4+ A+ foma + 22)
= 8L — 557 )

Ovo je posledica tzv. Euler—Maclaurinove sumacione formule([25])

/sz(w) dr = h(%fo + it fma+ %fm)
(23)

(B ) B (12E — D) )
g1 M/m 0 Fk)rm 0 ’

gde su By Bernoullievi brojevi definisani razvojem

Formulom (23) je dat asimptotski razvoj greske trapezne kvadraturne formule, koji
sadrzi samo parne stepene h,

(24) Sk - /me(x)dxziaih%, ai:(BQ)z (i) _ 2Dy,
*o i=1
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Simpsonova formula je dobijena takvom kombinacijom trapeznih formula sa
koracima h i 2h, kojom se anulira koeficijent aq u (24). Slicno se mogu, formi-
ranjem odgovarajué¢ih kombinacija trapeznih formula napisanih za razli¢ito h, u
razvoju (24) anulirati i drugi koeficijenti i tako dobiti kvadraturne formule viseg
reda tacnosti.

Ova ideja se moze realizovati i na drugi naéin. SP(f) se moze aproksimirati
polinomom po parnim stepenima h, koji predstavlja parcijalnu sumu reda (24),

0o k
SHP) =Y ah® &> a;h® = Ti(h),
i=0 =0
gde je ag = ffom f(z)dx. Polinom Ty(h) odredimo tako da bude interpolacioni

polinom stepena k po h? izraza SP'(f) kao funkcije od h. Izraé¢unamo trapeznom
formulom (21) SP(f) za niz vrednosti koraka h,

h h h
(25) ho = @m — 0, hi=—, ho=—, ..., hy=—2,
ni na Nk
gde je n;, j = 1,...,k, strogo rastuéi niz pozitivnih celih brojeva, pa je tabelom

(hj, Sfj(f))7 Jj = 0,...,k, zadat interpolacioni polinom Ty (h). Ekstrapolacijom,
na primer Nevilleovim algoritmom (§2.1), odredimo grani¢nu vrednost trapezne
formule za h = 0, SY(f) =~ Tx(0).

Ako je u (25) nj = 27, tj. hj = (¥, — 20)/2’, metoda se naziva Rombergova
metoda. S obzirom da je svaki korak dvostruko manji od prethodnog, racunanje
trapeznom formulom (21) se moze ubrzati koriséenjem rezultata dobijenog sa pret-
hodnim korakom, jer je

SU) = S + R+ Fo ke fnc)

Rombergova metoda je primer vrlo opste ideje u numerickoj matematici, poz-
nate pod nazivom Richardsonova ekstrapolacija — neki numericki algoritam se rea-
lizuje za razne vrednosti koraka h, i zatim se ekstrapolacijom za h = 0 odredi
aproksimacija trazene vrednosti povecane tac¢nosti.

3.2 Kvadraturne formule Gaussovog tipa

U Newton—Cotesovim formulama ¢vorovi su zadati, a koeficijenti se odreduju tako
da formula bude ta¢na za polinome §to je moguce viseg stepena. Formule pravouga-
onika (14) i Simpsona (18) ukazuju da se ravnomernim rasporedom neparnog broja
¢vorova moze povecati ta¢nost Newton—Cotesove kvadraturne formule. Kvadratur-
ne formule

(26) Sn(f) = 9 Zcz‘f(ﬂfi)
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u kojima se, pored koeficijenata c;, i ¢vorovi x; biraju tako da formula bude ta¢na za
polinome $to je mogucée viseg stepena, nazivaju se kvadraturne formule Gaussovog
tipa. Obzirom da u formuli (26) ima 2n slobodnih parametara, maksimalni stepen
polinoma za koga ona vazi tacno je 2n — 1. Dakle, zahtevom da jednakost

b b—a —
(27) I(P,) = / p(x) P (2) da = > ciP(wi) = Sn(Prn)

2 -
=1

vazl za proizvoljan polinom P,,(x) stepena m < 2n — 1, odredena je kvadraturna
formula (26). Uslov (27) se moze zameniti sistemom od 2n jednacina

b—a — b
(28) Q“ZCixfz/ p(a)ah de,  k=0,....20—1,
=1 a

§to je posledica sledece leme.

LEMA 2. Da bi kvadraturna formula (26) bila ta¢na za proizvoljan polinom ste-
pena m,

m
P, (x) = Z apz”,
k=0
potrebno je i dovoljno da ona bude tacna za sve funkcije %, k =0,...,m.

DOKAZ: Ako je formula (26) taéna za sve funkcije ¥, k = 0,...,m, onda je

m n

Sp(Py) = b2ai6i<§asz) Zm(bQQZCﬁC?)

i=1 k=0 =1

= iaksn(xk) = i arI(z®) = I(P,,).
k=0 k=0

Sa druge strane, ako je formula (26) tac¢na za proizvoljan polinom P,,(z) ste-
pena najvise m = 2n — 1, tj. S,(P,) = I(P,,) za svaki izbor koeficijenata ay,
k=0,...,m, onda je

Z apSp(z*) = Z apl(z®),
k=0 k=0
§to je moguée samo ako je S, (x%) = I(2*) za svako k = 0,...,m. ]

Sistem (28) je nelinearan po x;, te nije pogodan za nalazenje ¢vorova kvad-
raturne formule (26). Umesto da resavamo ovaj sistem, za odredivanje ¢vorova
kvadraturne formule (26) koristimo rezultat naredne leme.
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LEMA 3. Ako su x;, i = 1,...,n, ¢vorovi kvadraturne formule (26), tacne za sve
polinome stepena 2n — 1, onda je

b
(29) / p(x)wn () Py—1(x) dz = 0,

gde je

(30) W () EH(ZE*Ii) =" +biz" L4+ by,

=1

a P,_1(x) je proizvoljan polinom stepena ne veéeg od n — 1.

DOKAZ: Kako je formula (26), po pretpostavei, taéna za proizvoljan polinom ste-
pena do 2n — 1, to je ona ta¢na i za polinom w,(x)P,_1(z). Stoga je, obzirom da
su x;, i = 1,...,n nule polinoma w,(z),

b P
/ p(x)wn () Pyp—1(x) de = b Z ciwn (i) Pp—1(x;) = 0.

2 <
=1

Jednakost (29), s obzirom na lemu 2, je ekvivalentna uslovima

b
(31) / p(x)wn(x)a¥de =0, k=0,....,n—1,

koji odreduju sistem linearnih jedna¢ina po koeficijentima b; polinoma wy,(x). Nule
ovog polinoma su realne, razli¢ite i pripadaju intervalu integracije [a, b], jer je to
polinom iz klase ortogonalnih polinoma u odnosu na tezinsku funkciju p(x).

Ortogonalni polinomi. Integralom (1) je u linearnom prostoru funkcija L2 (a, b)
definisan skalarni proizvod

(32) (. g) = / p(2) (2)g(x) da.

Dve funkcije su ortogonalne, ako je njihov skalarni proizvod (32) jednak nuli. Sistem
funkcija fx(x), k = 0,1,..., predstavlja ortogonalni sistem funkcija u odnosu na
skalarni proizvod (32), ako je za svako j # k (f;, fx) = 0. Ako su funkcije fz(z)
polinomi, tj. frx(z) = Qr(x), kaze se da je taj sistem funkcija sistem ortogonalnih
polinoma u odnosu na tezinsku funkeciju p(x).

Dokaz egzistencije i jedinstvenosti sistema normiranih (polinomi sa koeficijen-
tom jedan uz najvisi stepen), ortogonalnih polinoma za p(z) > 0,z € [a,b], i
konstruktivni algoritam dati su slede¢om teoremom.



3.2. KVADRATURNE FORMULE GAUSSOVOG TIPA 59

TEOREMA 1. Postoje normirani polinomi Qr(z), k =0,1,..., takvi da je

Ovi polinomi su jedinstveno odredeni rekurentnom formulom

(33) (2Qr , Qk) (Qr > Qk)

Qe 0n) )Qk(””) " Qe Qo))

pri ¢emu je drugi sabirak u (33) nula za k = 0.

Qr+1 = (96 -

DOKAZ: Polinomi se uzastopno mogu konstruisati Gram—Schmidtovim postupkom
ortogonalizacije. Polazeéi od polinoma Qo(x) = 1, pretpostavimo da su jedinstveno
odredeni polinomi navedenih osobina za svako j < k. Ma koji normirani polinom
Qr+1(x) se moze jedinstveno predstaviti u obliku

(34) Qry1(z) = (z — ar)Qr(x) + arp—1Qr—1(x) + ap—2Qr—2(x) + - - + agQo(x),

jer ovaj polinom i svi polinomi Q;(z), j < k, imaju koeficijent jedan uz najvisi
stepen. Koeficijente a;, j =0,...,k, u ( 4) odredimo tako da je

(Qr+1, Q) =0, i=0,... k.

Mnozenjem skalarno izraza (34) sa Q;(z), 5 = 0,...,k, vodeéi racuna da je
(@i, Q)= 0zai#jiij<k, dobijamo

(Qit1, Qr) = ((x — ar)Qrk, Qr) = (2Qk, Qi) — ar(Qk, Qi) =0

(33) (@1, Q) = ((x — a)Q, Q) +a;(Q;, Q;)

S obzirom da je (Q;, Q;) = f p(z x)dx = 0 mogudée samo ako je Q;(z) =0,
to jednacine (35) imaju Jedlnstvena resenJa
(36) ap = (2Qk , Qk)
(Qk, Qr)
(2Qk, Qj) .
(37) a; = ——— 22 j=0,....k—1.
Na osnovu indukcijske hipoteze za j < k — 1 je

(:CQJ ) QJ) (QJ ) QJ)

() R o L)

Qato) = (o -
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pa je

() = O (2 (2Q; , Qj) (z (Qj, Q)
7R (@) = Qyeale) + Q) Qj) Qi)+ (Qj—1,Qj_1)

Skalarnim mnozenjem sa Q(z) poslednje relacije, dobijamo

(kaaQ]):(xQ]an):(Q]-l—lan)a j:O7"'ak_17

sto, kada se uvrsti u (37), daje

Qj-1(x)-

__ (Qk,Qn) S g
(38) a; = 7M - (ij 7QZ—1)7 Zaj_ =k-1
Q5 , Qj) 0, za j < k —1.
Zamenom (36) i (38) u (34) dobijamo (33). 1

Proizvoljan polinom se moze predstaviti linearnom kombinacijom ortogonalnih
polinoma P, (z) = >, a;iQi(x), te je

b
(39) (Qn, Pn) = / p(2)Qn ()P (z) dz = 0, m < n.

sto je saglasno tvrdenju (29) leme 3 za @, (2) = wy(z). To znaci da je polinom wy, (z)
definisan u lemi 3 relacijom (30), identi¢an polinomu @, (z) iz sistema normiranih
ortogonalnih polinoma u odnosu na tezinsku funkciju p(z). Stoga se on, umesto
resavanjem sistema (31), moze odrediti rekurentnom formulom (33).

Nas interesuju osobine nula ortogonalnih polinoma, jer su to ¢vorovi kvadratur-
ne formule (26).

TEOREMA 2. Koreni xz;, i = 1,...,n, normiranog ortogonalnog polinoma Q(z)
su realni i jednostruki. Svi pripadaju otvorenom intervalu (a,b).

DOKAZ: Izdvojmo one korene polinoma @, (x) iz intervala (a,b), koji su neparne
viSestrukosti,
a<x <---<x; <b.

Polinom Q,,(z) P(z), gde je P(z) = Zzl(z — x;), ne menja znak na (a, b), te je

(Qn, P) = / P(2)Qu(2) P(z) dz £ 0.

To znadi da je stepen polinoma P(z) jednak n, jer bi u protivnom, na osnovu (39),
moralo biti (@, P) = 0. Time je tvrdenje teoreme dokazano. 1

Dakle, za svaku neprekidnu tezinsku funkciju p(z) > 0 na intervalu (a,b),
¢vorovi kvadraturne formule (26) su nule polinoma stepena n ortogonalnog u odnosu
na tu tezinsku funkciju. Kada su ¢vorovi odredeni, koeficijenti ¢;, i = 1,...,n, for-
mule (26) se mogu odrediti kao reSenja prvih n jednac¢ina sistema (28), koji je
linearan po ovim koeficijentima.
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PRIMER 2. U odnosu na tezinsku funkciju p(z) = 1 ortogonalni su Legendreovi
polinomi

Lua) = g (@2 =17, ze[-11]

Kvadraturna formula Gaussovog tipa napisana za p(z) = 1, tj. sa évorovima koji su
nule Legendreovog polinoma odgovarajuceg stepena, u literaturi se obi¢no naziva
Gaussova kvadraturna formula. Na primer, za n = 3 ova formula je na osnovnom
intervalu [—1, 1]

/11f($)d9:% $<5f(\/§)+8f(0)+5f(\/§)).

Kod kvadraturnih formula Gaussovog tipa ne moze se naéi formula oblika (26)
koja je tatna i za sve polinome stepena 2n. Naime, nijedna od ovakvih formula ne
racuna tacno integral polinoma P, (z) = [\ (z — ;)?, jer je, za p(z) > 0,

b
I(Pgn):/ p(z)(x — )% (2 — x,)  dx > 0,

b

cilry —x1)? - (x —2)? - (2 — 20)? = 0.
i=1

Son—1(Pan) = 7

Greska kvadraturnih formula Gaussovog tipa (26) ocenjuje se izrazom

1

(2n) ’ 2
(40) [Ranea ()] < G maxl 7] [ pla)ot o) o

koji se dobija kada se u opstoj formuli za gresku (9) stavi 2n — 1 umesto n, i
wan (1) = w2 (z), jer je svaki od évorova kvadraturne formule dvostruki évor inter-
polacije funkcije f(z) polinomom (2n — 1)-og stepena.

Prednosti kvadraturnih formula Gaussovog tipa u odnosu na Newton—Cotesove
formule su veca ta¢nost koja se postize sa istim brojem ¢vorova, i moguénost pri-
bliznog integraljenja funkcija sa singularitetima. Naime, ako se funkcija g(z) lose,

9(z)
p(z)

mula Gaussovog tipa umesto na integral f; g(z) dx, primenjuje na integral oblika
(1), gde je f(z) = %.

a funkcija , p(z) > 0 dobro aproksimira polinomima, onda se kvadraturna for-

PRIMER 3. U integralu fol \C/% dx gornja granica je singularna tacka podin-
tegralne funkcije. Integral se moze priblizno izracunati kvadraturnom formulom
Gaussovog tipa sa tezinskom funkcijom p(z) = 1/4/1 — x, koja na primer za n = 2

ima oblik

1—x

/0 /@) dr = c1f(21) + caf (22) + R(f).
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Prema rekurentnoj vezi (33), u kojoj je (f, g) fl f(z)g(f) dz, prva tri poli-
noma sistema normiranih polinoma ortogonalnih u odnosu na tezinsku funkciju

p(x) =1/v/1—2z su

2 8 8
Qo(x) =1, Ql(x):x—g, QQ($)—$2—?$+£
Nule polinoma Q2 (x) su ¢vorovi trazene kvadraturne formule
20 —v12 2 V12
T = u = (0.25844, To = u = (0.88441.

35 35

Koeficijente ¢q i ¢o odredujemo tako da formula bude ta¢na za funkcije f(z) =11
f(z) =z, tj. kao reSenje sistema linearnih jednacina

1
c1+ca=2 (: dx)
Vi—z

)

C121 + C2x2 = (

Tako dobijamo da je

V30 L V30

=1 S = 069571, ey =14 = 1.30429,

pa je trazena formula Gaussovog tipa
S(f) =0.69571f(0.25844) + 1.30429 f (0.88441).
Greska ove formule se moze oceniti izrazom (40)

1 ' Q3(x)
oL ) /27 —05.10~3 @) (|,
IR(f)|_4!I£§1>]<|f ()| ; mdw 0.5-10 %g?lf ()|

U konkretnom primeru je f(x) = cosz, te je

1
CcOS T
dxr = 1.4992 4+ 0.0005.
/0 VvV1i—=z v

PRIMER 4. Ako funkcija g(x) u sebi sadrzi ¢inilac ﬁ, integral f_ll g(z) dx Ce
1
Vi—a?’
i primeni kvadraturna formula Gaussovog tipa sa ¢vorovima koji su nule Cebisev-

ljevog polinoma T, (x) = cos (narccosz). Za n = 3 ova formula je

/1 f(x) dr ~ T i Flcos (21‘71)7‘[‘)
_1vV1— 22 3 Pl 6 '

Nedostatak kvadraturnih formula Gaussovog tipa u odnosu na Newton—Cote-
sove formule je $to se njima ne moze povecati tacnost automatskom regulacijom
koraka.

se uspesno izra¢unati ako se taj ¢inilac izdvoji kao tezinska funkcija, p(x) =
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Aproksimacija funkcija

Pod aproksimacijom funkeije f(z) podrazumeva se zamena te funkcije nekom dru-
gom funkcijom g(z) koja je njoj bliska u nekom smislu. Razlozi tome mogu biti
razliciti: analiticki izraz za funkciju f(x) je suviSe glomazan pa je neprakticno
koristiti ga u raznim izracunavanjima, funkcija f(z) je eksperimentalno odredena
samo na diskretnom skupu tacaka, itd.

Interpolacija je jedan vid aproksimacije kod koje se pod bliskos¢u dveju funkci-
ja podrazumeva njihovo poklapanje na diskretnom skupu tacaka — tzv. ¢vorovima
interpolacije. Medutim, ako su vrednosti funkcije f(x) u évorovima interpolacije
odredene sa nekom greskom (napr. zbog nepreciznosti merenja), onda nema mnogo
opravdanja aproksimirati funkciju f(z) funkcijom g(z) odredenom interpolacijom,
tj. insistirati da funkcija g(z) ima u évorovima upravo te, neprecizno odredene
vrednosti. Logi¢nije je zahtevati da funkcija g(x) bude bliska funkeiji f(z) u nekom
drugom smislu, napr. bliska u srednjem ili ravnomerno bliska u svim tackama
oblasti definisanosti funkcije f(z).

Kako ¢emo definisati bliskost dveju funkcija umnogome ¢e zavisiti i od izbora
prostora u kome odredujemo aproksimaciju.

4.1 Najbolja aproksimacija u linearnom
normiranom prostoru

Neka je f element linearnog normiranog prostora R i neka su g1, . .., g, dati linearno
nezavisni elementi prostora R. Nadi element najbolje aproksimacije za f odreden
elementima g1, ..., g, znaci naéi element Y -, cg; takav da je

n n
’f—zc:gi - e
=1 1=1

ako takav element postoji. Sa || - || je oznacena norma prostora R.

(1) En(f) =

= inf
C1,.

")CTL

)

63
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TEOREMA 1. U linearnom normiranom prostoru postoji element najbolje aproksi-
macije.

DOKAZ: Oznaéimo sa

Frler,...,cn) = Hf - Zcigi
i=1

funkciju n promenljivih ¢y, ..., c¢,. Kako je

n n
|Fyler,.ohen) = Fe(ef, .. )| = ‘Hf = cal = 1F =D Gaill
=1 =1

n
) <3l -l
i=1

to je Fy(ca, ..., cn) neprekidna funkcija svojih argumenata za svaki element f €R.
Dakle, i funkcija

n

Y (el =i

=1

C
1

2
i Ji

<= >eta) - (s

=1 i3

n

FO(Cla---acn) = ||C1g1 +"'+CngnH

je neprekidna funkcija svojih argumenata, pa je neprekidna i na jedini¢noj sferi

llcll, = 1, gde je sa ||c||, oznacena euklidska norma vektora ¢ = (c1,...,¢n), tj.
el = 327, . Stoga ona u nekoj tacki (&, ...,¢&,) jediniéne sfere dostize svoj

minimum F na jedini¢noj sferi. Pri tome je F' =0, jer bi u protivnom iz
F= Hélgl + - +6ngn|| =0

sledilo da su g¢i,...,9, linearno zavisni elementi, $to je suprotno pretpostavci.
Dalje, za proizvoljno ¢ = (¢1,...,¢,) # (0,...,0) vazi da je

Fo(cla cee acn) = ||C1g1 +---+ CngnH

C C
_191 4+t _”gn
l[ell, llell

Cn

C1 ~
~lel, B (o g ) 2 lelaF.
2o el Tell :

Tako smo dobili sa donje strane ocenu norme elementa > ., ¢;g;,

= [lell,

(2) lergs + -+ + cagall = licll, F.
van neke okoline tacke ¢ = (0,...,0).

Sa druge strane je Ff(0,...,0) = |/ f||. Kako je Fy(ci,...,cn) neprekidna
funkcija svojih argumenata, ona je neprekidna i u nekoj okolini tacke (0,...,0),
tj. za ||c[|, <. Uzmimo da za

2|l £l

>

.
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funkcija Fy u okolini ||c||, < v postize svoj minimum F° u tacki (cf,...,c5). Tacka
(0,...,0) pripada lopti |c|, <, pa je
(3) If]l = F¢(0,...,0) = F*.

2] /1]
F

Na osnovu (2) i (3) je, takode, za ||c||, > v >
Fr(er,...oen) =lleaigr + -+ engn — fll 2 [lergr + -+ cngnll — || ]
> el 151> 2Py = 71 2 .
Dakle, F° = Fy(cy,...,cy) je minimum funkcije Fy(ci,...,cn) za svaki dopustivi

vektor (c1,...,¢n), tj.

Fr(c},....c;) = inf Fy(er,...,cn)

Cl;--45Cn

¢ime je teorema dokazana. 1

Ovom teoremom smo dokazali da u svakom linearnom normiranom prostoru
postoji element najbolje aproksimacije, ali on, u opStem sluc¢aju, ne mora biti jedin-
stveno odredjen.

TEOREMA 2. Ako je prostor R strogo normiran linearni prostor, element najbolje
aproksimacije je jedinstven.

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje u prostoru R dva elementa naj-
bolje aproksimacije za f,

Ql 7& QQ; Z 3 9 j = 1a2

Velic¢ina najbolje aproksimacije E,(f),

En(f)=1If =@l = [If — Q=

ne moze biti jednaka nuli, jer bi u protivnom bilo @1 = Q2 = f, $to je suprotno
pretpostavci. Osim toga je

Q1+ Q2 :‘le_i_sz

1 1
< SIf = @il + SIS = Qall = En(f),

== :

tj.

Q1+ Q2

@) Hf— < B.().
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Sa druge strane, s obzirom na (1), je

Q1+ Q2

5) Hf -

jer je % =130 (et +c2)gi, paiz (4) i (5) sledi da je

J =@ J—Q =@ | f—Q
H 2 i 2 n(f) > 2
Prostor R je strogo normiran i poslednja jednakost je moguéa samo ako je
J—@: [ — Q2
=A , A>0.
2 2
Za A =1 je Q1 = Q2, §to je suprotno pretpostavci. Za A # 1 je f = % To
znadci da je element f linearna kombinacija elemenata g1, ..., g, te je E,(f) =0, a
to je prema ve¢ dokazanom nemoguce. ]

Prostori koji nisu strogo normirani su napr. L[a,b] i Cla,b] .

PRIMER 1. Odredimo najbolju aproksimaciju konstantom funkcije f(x) = x na
odsecku [0, 1], ako je u prostoru linearnih funkcija norma zadana na slede¢i nacin

1= 1£O) + [f ()]

Af© eI+l Ic|

1 |1-c]
C
e
0 1

Slika 4.1: Grafik funkcije |c| + |1 — ¢].

S obzirom da je za svaku konstantu ¢ |z —¢|| = ||+ |1 —¢| > 1, i da je
lx —¢|| =12a0<c¢<1, tosu, prema (1), traZeni elementi najbolje aproksimacije
Q = ¢ 0 < c < 1. Ocigledno, element najbolje aproksimacije nije jedinstveno
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odreden, Sto se i moglo ocekivati jer posmatrani prostor nije strogo normiran. Na
primer, za funkcije fi =11 fo =z je

[fi+ foll =M +z] =3=2+1=[fll + 12l

iako je f1 # Afa, A = const.

4.2 Najbolja aproksimacija u Hilbertovom
prostoru

U Hilbertovim prostorima norma je indukovana skalarnim proizvodom, te je veli¢ina
najbolje aproksimacije (1) (tj. njen kvadrat)

2 n n
= (f =D g, f- Zc;’gi> :
=1 =1

Oznac¢imo sa ‘H potprostor Hilbertovog prostora R ¢iju bazu ¢ine elementi g1, ..., g,
i u kome odredujemo element Q, = Y ., ¢7g; najbolje aproksimacije za f €R.
Osobine elementa @, iskazuju se dvema lemama koje slede.

(Buf)" = Hf I

LEMA 1. Neka je QQ, element najbolje aproksimacije za f iz H. Tada je razlika
f — Qo ortogonalna na svim elementima potprostora H, tj. . je ortogonalna
projekcija elementa f na potprostor H.

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji element ()1 € H takav da je

(6) (f — Qo Q1) = a #0.

Pretpostavimo jos da je ||@1]] = 1; ako to nije ispunjeno uzeéemo element Q1 /||Q1]|-
Za element Q2 = Qo + aQ1 € H vazi da je

If = @Q:2lI> = (f = Qo — aQ1, f — Qo — Q1)
= (f_QO’f_QO)_a(Qlaf_QO)_d(f_QOaQ1)+ad(QlaQ1)'

S obzirom na (6) imamo da je (Q1, f — Qo) = (f — Qo, Q1) = @, pa je
If = Q2> = If = Qal* — laf* < |If — Q1%

§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je (), element najbolje aproksimacije. g
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LEMA 2. Akoje (f—Qo,Q) = 0 za proizvoljan element Q) € H, onda je Q. element
najbolje aproksimacije iz ‘H za f.

DOKAZ: Za proizvoljan element QQ € H je
Hf_Q||2:(f_Qo+Qo_Q7f_Qo+QO_Q):(f_QOaf_QO)
+(QO7Qaf7Q0)+(f7QOaQO7Q)+(Q07Q7Q07Q)'

Kako Q,Q. € H toi Q. — Q €H, te su na osnovu pretpostavke leme drugi i treci
sabirak jednaki nuli. Stoga je

(7) If =QII° = [If = QolI* + 1Q — Qoll?,
odakle neposredno sledi tvrdenje leme
IF = Q> > If = Qol* 72 Q# Qo.

Jedinstvenost ovog elementa sledi iz teoreme 2, jer je svaki Hilbertov prostor strogo
normiran. 1

Sada, koeficijente c9,...,cp u elementu najbolje aproksimacije () mozemo

rn

odrediti pomocéu navedenih lema. Naime, prema lemi 1 je

(8) <f_zcggi’gj>:07 J=1...,n,
=1

te je i za proizvoljne skalare ¢;, j =1,...,n,
n n n n
P-3on Yon) =3 (1 Sodton) <o
i=1 j=1 j=1 i=1

Kako se svaki element () € H moze predstaviti u obliku @ = 2?21 cjgj, to je

(9) <f—ZC?9i,Q> =0 VQEeH.
i=1

Sa druge strane, na osnovu leme 2 iz (9) sledi (8), sto znaci da su ovi uslovi ekviva-
lentni. Dakle, koeficijenti ¢3,...,cS su odredeni sistemom linearnih jednacina (8),

r n

koji se moze zapisati i u slede¢em obliku

n

(10) Zcf(glag]):(fmg]) _7217,71

i=1

Sistem, s obzirom na zakljuc¢ak o egzistenciji i jedinstvenosti najbolje aproksimacije
u Hilbertovom prostoru, ima jedinstveno resenje. Determinanta sistema (9)

G(gla agn) = [(gl’ g])]



4.2. NAJBOLJA APROKSIMACIJA U HILBERTOVOM PROSTORU 69

naziva se Gramovom determinantom sistema elemenata g1, ..., g,. Ona je jednaka
nuli ako i samo ako su elementi g1, ..., g, linearno zavisni. Mi smo pretpostavili da
su elementi g;, ¢ = 1,...,n, linearno nezavisni, odakle takode sledi jedinstvenost
reSenja sistema (10).

Posto je sistem (10) sve losije uslovljen §to je dimenzija sistema vedéa, pozeljno
je koristiti ortonormirane sisteme elemenata, tj. takve da je

(9i 5 95) = 6ijs i,j=1,...,n.
Tada je matrica sistema (10) jedini¢na matrica, i njegovo resenje je
(11) S=(fr9), J=1L...m,

a element najbolje aproksimacije je

Qo = Z(fa gi)gz

i=1

Veli¢inu najbolje aproksimacije F,(f) mozemo dobiti iz relacije (7), stavljajuéi

Q=0

1 = Qol? = If1P = Qo> = (£, /) = | D_c5gi, YS9
=1 Jj=1

"L 300 = N =N = (0 ) =3l
tj.
(12) (Ba(D)” =11 = Qol* = 1117 = 1,90

Iz (12) neposredno sledi Besselova nejednakost

(13) 17172 D10 90)f?

Ako polazni sistem elemenata g1, ..., g, nije ortonormiran, moze se izvrsiti nje-
gova ortogonalizacija, napr. pomo¢u Gram—Schmidtovog postupka. Zbog nagomi-
lavanja greske nije preporucljivo ortogonalizaciju vrsiti numericki.

Pretpostavimo, dakle, da je g1,...,9gn,... ortonormirani sistem elemenata Hil-
bertovog prostora R. Skalarni proizvodi ¢ = (f, g;) se nazivaju Fourierovim koe-
ficijentima elementa f po ortonormiranom sistemu {g}. Elementu f je pridruzen
red (ili konacan zbir, ako je ortonormirani sistem konacan)

ch(l)glJ’__i_czgn_’_’
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koji se naziva Fourierovim redom elementa f po ortonormiranom sistemu {g}.
Besselova nejednakost vazi i za beskonacni ortonormirani sistem elemenata, jer
nejednakost (13) vazi za svako n, pa i kada n — oo

o0
DoIEP <P e = (fr90)-
i=1

TEOREMA 3. Fourierov red elementa f po ortonormiranom sistemu {gp} je
konvergentan.

DOKAZ: Neka je Fourierov red elementa f po ortonormiranom sistemu {gg}
C(l)gl+"'+c;)1.gn+"'a C?:(fmgi)

i neka je njegova n-ta delimi¢na suma

n
Sn = Z C?gi-
=1

Zam < n je

n

Z i 9i

i=m-+1

n

2 n n o
=Y Y &Sl = Y Il

i=m+1 j=m+1 i=m+1

HSn - m”2 =

Posto iz Besselove nejednakosti sledi da je red Y2, [cf|? konvergentan, to
i ma1 651> — 0 kada m,n — co. Stoga je niz delimi¢nih suma {S} Cauchyev
niz, i on konvergira ka nekom elementu S iz Hilbertovog prostora R,

(14) lim Sy =S, SeER,

k—o0

§to je i trebalo dokazati. 1

Naredna teorema formulise uslov pod kojim Fourierov red konvergira upravo ka
samom elementu. Pre navodenja teoreme, definisimo pojam potpunog ortonormira-
nog sistema. Ortonormirani sistem elemenata se naziva potpunim, ako ne postoji ni
jedan drugi element Hilbertovog prostora R koji je razli¢it od nule, a ortogonalan
je na svim elementima sistema. U svakom Hilbertovom prostoru postoji najvise
prebrojiv potpun ortonormirani sistem elemenata.

TEOREMA 4. U Hilbertovom prostoru R Fourierov red proizvoljnog elementa po
potpunom ortonormiranom sistemu elemenata konvergira ka tom elementu.

DOKAZ: Dokazatemo da je razlika f—.S, gde je S suma Fourierovog reda elementa
f, ortogonalna na sve elemente potpunog ortonormiranog sistema elemenata {gy}.
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Kako je zan > k

n n
(Sn, gk) = (Z ;9 gk) => & (gi98) =
=1 =1

aiz (11) je (f, gr) = ¢}, to je

(f*S,gk):(f7gk)*(S*Sn,gk)*(Sn,gk)
:cZ—(S7Sn7gk)fcz:7(575n7gk)_

Na osnovu Cauchy—Schwarzove nejednakosti i relacije (14) je
0<|(f =S, gl < 1IS = Sull llgell == 0.
Posto leva strana ne zavisi od n, poslednja nejednakost je moguca samo ako je

Indeks k je proizvoljan, pa ovaj zakljucak vazi za svako k. Po pretpostavci sistem
{gr} je potpun, a f — S €R, to je moguce samo ako je f = S, tj. ako Fourierov
red elementa f konvergira ka f. 1

1z relacije (12), za Qo = Sy, 1 kada n — oo, na osnovu (14) i dokazane teoreme
sledi Parsevalova jednakost

(15) IFI2=D"151% & = (fr90)-
=1

4.3 Srednjekvadratna aproksimacija

Ako se za Hilbertov prostor R uzme prostor funkcija Lo[a, b], tj. prostor funkcija
integrabilnih sa kvadratom na odsecku [a, b], u kome je norma definisana integralom

b
||f||2:/ Pde, ] e Lolab),

onda se element najbolje aproksimacije naziva elementom najbolje srednjekvadratne
aproksimacije.

Ovaj pojam se moze shvatiti i nesto opstije, ukoliko se u posmatranom prostoru
skalarni proizvod definiSe na slede¢i nacin:

b
(f,9)= / p(x) f(x)g(x) dx, p(z) > 0.
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Funkcija p(x) naziva se teZinskom funkcijom. Definisana je na odsecku [a,b] i
zadovoljava uslov p(z) > 0 skoro svuda, tj. moze biti jednaka nuli samo na skupu
mere nula.

Prema napred re¢enom, element najbolje srednjekvadratne aproksimacije pos-
toji i jedinstveno je odreden. To je funkcija Qo(x) iz potprostora prostora Ls[a, b]
odredenog linearno nezavisnim funkcijama gi(z), k =1,...,n,

Qo(x) = cig1(x) + -+ + cugn(2),
koja zadovoljava relaciju

1
2

b
IF = Qoll = inf [l — Qf = inf (/a p(fQ)2d$>

Dakle, Q.(x) je ona funkcija iz skupa svih dopustivih funkcija Q(z), kojom se
postize minimalno odstupanje u srednjem, tj. u nekom smislu minimalna veli¢ina
povrsine izmedju funkcija f i @ —u pojedinim tackama intervala odstupanje funkcije
Qo od f moze biti veliko. Pomoéu funkcije p(z) se postize razli¢iti kvalitet aproksi-
macije u razli¢itim delovima intervala. Naime, u delovima intervala gde je p(x)
vece, razlika f(x) — Qo(x) je mnoZena veéim koeficijentom, te sa vetom tezinom
ucestvuje u minimizaciji. Iz tog razloga je funkcija p(x) nazvana tezinskom.

Kao sto je u prethodnom odeljku re¢eno, najjednostavnije je ako se aproksi-
macija odreduje pomoc¢u ortonormiranog sistema, tj. ako je

b

Za odredene oblike tezinske funkcije p(x) ortonormirani sistemi su poznati — napr.
sistem Legendreovih polinoma (p(z) = 1), sistem Cebisevljevih polinoma prve vrste
(p(z) = 1/v/1 — 22), sistem Hermiteovih polinoma (p(z) = e=*"), itd. Za druge ob-
like tezinske funkcije ortonormirani sistemi polinoma se mogu odrediti napr. Gram-—
Schmidtovim postupkom ortogonalizacije, polaze¢i od proizvoljnog skupa linearno
nezavisnih polinoma (najéesée 1,z,x2,...,2"). Sistem ortonormiranih polinoma u
odnosu na datu tezinsku funkciju je jednoznaéno odreden.

PRIMER 2. Ako je tezinska funkcija p(z) = 1, za nalazenje najbolje polinomi-
jalne srednjekvadratne aproksimacije funkcije f(z) € La[a,b] najbolje je koristiti
Legendreove polinome, koji su na odsecku [—1, 1] definisani formulom

1 d» @ - 1",

= St o |

Ln(x)

S obzirom da je

0, i F ]
(Li,Lj):{ s L
210 T
koeficijenti trazene aproksimacije

Qolr) = Y i Li(w)
k=0
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se direktno odreduju po formuli

(. L) 2k+1
1Lk 2

(f, L)

cp =
Na primer, ako je f(z) = |z|, [a,b] = [-1,1] i n =5, onda je

0 2 - 3 35t 3002 13) = 2 (L7t g 1402
Qo(x)72+16(3x 1) 128(359: 302" +3) = 128( Tx® 4+ 142* + 1).

Ako se ortonormirani sistem sastoji od prebrojivo mnogo polinoma Py(z),

k =0,1,..., funkciji f € Ls]a,b] mozemo pridruziti njen Fourierov red po tom
ortonormiranom sistemu:

0 b
(16) O~ Y GR@, = [ p@f@p)d
i=0 @

Sistem polinoma P} je obrazovan od potpunog sistema 1,x,...,z", ..., te je i sam
potpun. Stoga, prema teoremi 4, Fourierov red (16) konvergira ka funkciji f(x) u
smislu uvedene metrike, tj.

lim p(x) (f(x) - Z cfH(x)) dx = 0.

n—oo
a =0

Ako je f(z) periodi¢na funkcija, prirodno je zahtevati da i aproksimacija bude
takva. Taj uslov ¢e biti zadovoljen ako se sistem funkcija {gx} sastoji iz funkcija

(17) 1,sinz, cos x, sin 2x, cos 2z, . . ., sinnz, cosn, . . . .

Ovaj sistem funkcija je ortogonalan sistem funkcija na odsecku [—m, 7] u odnosu
na tezinsku funkciju p(x) = 1, jer je

0, zam#n

(sinmaz, sinnz) = {

T, zam=n
(18) 0, zam#n
(cosmz, cosnx) =< m, zam=n#0

2w, zam=n=20

(sinmz, cosnx) =0 za svako m i n.

Funkcija definisana pomoé¢u prvih 2n + 1 funkcija sistema (17) naziva se trigono-
metrijskim polinomom reda n,

Qz) = + Z(ak cos kx + by, sin kzx).
k=1
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Ovaj polinom ¢e biti polinom najbolje srednjekvadratne aproksimacije funkcije f,
periodi¢ne na intervalu [—m, 7], ako su koeficijenti ay 1 by resenja sistema (10). S
obzirom na (18), matrica sistema je dijagonalna te su ovi, tzv. trigonometrijski
Fourierovi koeficijenti funkcije f,

ak:% f(z) coskx dx k=0,...,n,

(19)

by % f(x)sinkx dx k=1,...,n.

Red odreden svim funkcijama sistema (17),
QL+ Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

naziva se trigonometrijskim Fourierovim redom. Ako su njegovi koeficijenti odre-
deni izrazima (19), red je trigonometrijski Fourierov red funkcije f i, s obzirom
da je sistem funkcija (17) potpun ortogonalni sistem funkcija, prema teoremi 4 on
konvergira u srednjem ka funkciji f(x):

" 2
lim (f e Z(ak coskx + by, sink:x)) dx = 0.

n—oo
- k=1

Dakle, svaku dovoljno glatku periodi¢nu funkciju (u tom smislu da postoje integrali
(19)) mozemo predstaviti njenim Fourierovim redom

(20) f(x) = % 4+ a1 cosx + by sinx + ag cos 2x + by sin 2z + - - -,

odnosno prikazati je kao linearnu kombinaciju ¢istih harmonika sinkx i coskz,
k=1,2,..., ¢ija je ucestanost oscilovanja k na intervalu 27. Konstantni ¢lan %
je srednja vrednost funkcije f(z) na intervalu (—m, )
a 1 ("
2= (z) dz,
2 2 J_,
te ostali sabirci u redu (20) osciluju oko nule a suma im je f — 9.
Zamenimo u redu (20) poznate izraze za sinkz i cos kx

sinkz = % (e”” - e_’kl) coskxr = % (e”” + e_’kl)

i stavimo
a0:2607 ax = Ci + C—g, bk:Z(ka*Ck)a k:1527"'7

gde su ¢,k = 0,£1, ..., nove konstante. Dobijamo kompleksni zapis Fourierovog
reda (20)

oo

(21) fl@)y= > cre .

k=—o00
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Koeficijenti ¢x se mogu izracunati na osnovu njihove veze sa ay i by i formula (19).
Drugi nacin da se oni odrede je direktno koriséenjem reda (21). Sistem funkcija
{e’k} je sistem ortogonalnih funkcija, jer je

& k#1
/ ezkxele:c dr = {07 za 7é

2, zak=1.

—T

za svako k,l = 0,+£1,.... Zbog toga, mnoZenjem reda (21) sa e¥* i integraljenjem
u granicama od (—7,7) dobijamo da je

1 B .
(22) cj = — f(z)eY* dx j=0,%1,....

~ o .

PRIMER 3. Fourierov red generalisane funkcije 6(z) na odsecku [—1,1] je

1
5(1,) ~ _(1+6—m+ew +e—2w +e2zac +)

21
1

=—(1+2cosz+2cos2x+---),
21

jer je, prema (22),
1 g 1
=— [ d@)e*rdr=—, k=0,+1,....
Ck o [w (x)e €z o’ ’ )

Njegova n-ta parcijalna suma je

€ = —¢€ = — .

_ mn.
2T 21 e —1 2T sin %x

Sn(x)

k=—n

Pored toga §to ¢ine potpun ortogonalni sistem, funkcije ¢*** imaju i druge dobre

osobine — napr. one su sopstvene funkcije operatora diferenciranja i operatora
konaé¢nih razlika

d ko k k et —1 k
— e =k e'™* Ae™ = ———— | "%,
dx h

te se stoga reprezentacija (21) ¢esto koristi u praksi. Red (21) sa koeficijentima
datim formulom (22) je pridruzen 27-periodi¢noj funkeiji f(z). Da bi se dobile
odgovarajuée formule za funkciju periodi¢nu na intervalu 7', u formuli (22) uvedimo
smenu x = 2%15,

T T
— L7 pEpetFrar =L [ fr)eXtd
¢k =T 7Tf(T)e =T 7TfT()e ;
2 2

gde je fr(t) = f(25t) periodi¢na funkcija sa periodom T, i K = k2% = kAK .
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Fourierov red (21) funkcije fr(t) je

(23) fT(t) = Z cke_ZKt — Z %e—th </_i fT(t)eth dt) )

k=—o00 k=—o0

Sto je T vece, funkcija fr je jednaka funkciji f na veéem intervalu, a suma u (23)
tezi integralu po K, jer 5 = AK _, 0 kada T — oo. Stoga, kada T — oo izraz

27
(23) postaje

(24) ft) = /_O; dE oKt (/_O; ft)e dt) :

Izraz u zagradi u relaciji (24) naziva se Fourierovom transformacijom funkcije f(t)
i funkcija je od K,

|

(25) F(K)= /_Oo ft)e'ktat,

aizraz (24), kada se (25) uzme u obzir, je inverzna Fourierova transformacija kojom
se funkcija F(K) transformise natrag u funkeiju f(¢)

flt) ==+ / h F(K)e "FtdK.

— 00

Parsevalova jednakost (15) u ovom grani¢nom slu¢aju postaje

27r/oo |f(t)|2dt:/oo |F(K)]? dK.

— 00 — 00

4.4 Metoda najmanjih kvadrata

U prethodnom odeljku je bilo re¢i o aproksimaciji funkcija zadatih skoro svuda
na odsecku [a,b]. Neka je sada funkcija f(x) poznata na kona¢nom skupu tacaka
X0, X1, ..., &, odsecka [a,b]. Jedna od moguéih aproksimacija funkcije f(x) je in-
terpolacioni polinom odreden zadatim podacima. Medutim, ako je n veliko ili su
podaci dati sa odredenom greskom, ovakav izbor aproksimacije nije najpogodniji.

Za funkcije zadate na diskretnom skupu tacaka, metoda koja odgovara sred-
njekvadratnoj aproksimaciji je metoda najmanjih kvadrata. Integral se zamenjuje
sumom, te je skalarni proizvod definisan izrazom

n

(26) (f,9) = Zpif(ﬂfi)g(ﬂfi)v pi >0,

=0
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gde je n+1 broj tacaka u kojima je funkcija zadata. p; su zadati pozitivni brojevi i
nazivaju se tezinski koeficijenti. U tacki xy, kojoj je pridruzen veéi tezinski koefici-
jent pg, odstupanje aproksimacije od funkcije ¢e biti manje. Skalarnim proizvodom
(26) definisana je norma

n

F12=(F 1) = pi(flai)”.

=0

Neka su go(z),g1(z), ..., gm(x), m < n, date linearno nezavisne funkcije na
odsecku [a,b]. Ako je sistem funkcija gy Cebisevljev sistem, tj. ako proizvoljan
generalisani polinom po tom sistemu funkcija ima na [a, b] ne vise od m razlicitih
nula, onda je element najbolje aproksimacije za f, odreden ovim sistemom funkcija,
jedinstven. Taj element trazimo u obliku

m
Qole) = 3 i),
i=0
pri cemu se koeficijenti ¢{ odreduju tako da izraz

(27) 1 = Qo = 3_pi (/i) = Qo))"

bude minimalan. Prema onome $to je re¢eno uopste o aproksimaciji u Hilbertovim
prostorima, koeficijenti ¢}, su resenja sistema linearnih jednacina

(28) ci(9i,95)=(f95), J=0,....m,

m
i—0

K2

pri ¢emu je skalarni proizvod (-, -) odreden izrazom (26). Determinanta sistema
(28) je razlicita od nule jer su funkcije gi(z) linearno nezavisne, te sistem ima
jedinstveno reSenje.

U slucaju da je m = n izraz (27) ée biti minimalan, tj. nula, ako je

flxr) = Qo) k=0,...,m,

§to znaci da je Q.(x) interpolacioni polinom odreden datim skupom tacaka. Kada
je n > m, broj sabiraka u sumi (27) je veéi od broja slobodnih parametara cj,
te u opstem slucaju ovi ne mogu biti odredeni tako da svi sabirci budu jednaki
nuli. Stoga se postavlja zahtev da ukupno odstupanje Q.(z) od f(z) u svim
tackama x;, ¢ = 0,...,n bude $to je moguée manje. Kako razlike Qo(z;) — f(z;),
1 =0,...,n, mogu biti razli¢itog znaka, minimizira se suma kvadrata ovih razlika,
eventualno pomnozenih tezinskim faktorima, tj. izraz (27). Zato se metoda i naziva
metodom najmanjih kvadrata.

Najcesce se za funkcije go, . . . , g biraju algebarski ili trigonometrijski polinomi.
Funkcije 1, z, ..., z" obrazuju Cebisevljev sistem funkcija na proizvoljnom odsecku,
te se oni ili ma koja njihova kombinacija, koja predstavlja sistem linearno nazavisnih
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funkcija, mogu uzeti kao funkcije gr(z). Odgovarajuéim kombinovanjem mogu se
dobiti i polinomi koji su ortogonalni u smislu skalarnog proizvoda (26). Pri tome
e sistem ortogonalnih polinoma ocigledno zavisiti od izbora tezinskih koeficijenata
pr 1 tacaka xy.

U slucaju aproksimacije periodi¢ne funkcije zadate u tackama

O<ay <o < -+ <y, <2,
najcesce se koristi Cebisevljev sistem funkcija
(29) 1, cosz, sinz, cos2z, sin2r, ... ,cosmx, sinmz,
pri cemu je n > 2m + 1. Trigonometrijski polinom
ar =
Qo(x) = 5 + ;(ak cos kx + by sin kx),

¢iji su koeficijenti resenja sistema jednacina (28), je trigonometrijski polinom naj-
bolje aproksimacije odreden u smislu metode najmanjih kvadrata i, s obzirom na
prethodne opste zakljucke, jednoznacno je odreden.

Ako su svi tezinski koeficijenti pj jednaki jedinici a tacke xj ravnomerno ras-
poredene na intervalu [0, 27], sistem linearnih jednacina (28) je sistem sa dijago-
nalnom matricom, jer tada funkcije (29) ¢ine ortogonalni sistem funkcija u odnosu
na skalarni proizvod (26). Dokazimo ortogonalnost sistema funkcija (29) pri nave-
denim pretpostavkama. Neka je

T =q, Toy=20q, ... ,T,=nNaq, a =
Tada je za e*® #£1,tj. k# Nn, N =0,£1,...,

ezkna 1

n n
ik _ Z ikja ko -
Ze - € =¢ etha _ 1 - 0’
j=1

Jj=1

odakle sledi da je
Zcos kx; =0, Zsin kx; =0, za k # Nn, N ceo broj.
j=1 j=1

Stoga jeza k,1=0,1,.... mik #1

Zcos kx;coslx; = %Zcos (k+Dx; + %Zcos (k—1)z; =0,
j=1

j=1 Jj=1
Zsin kxjsinlx; = % Zcos (k—lz; — % Zcos (k+1)z; =0,
=1 Jj=1 Jj=1
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jer zbog uslovan > 2m + 1, k+ 11 k — [ ne mogu biti jednaki umnosku broja n.

Za k=1je
20052 kx; = %Z(l + cos2kx;) = %,
j=1 j=1
Zsin2 kx; = %Z(l —cos2kx;) = §.
j=1 j=1

I na kraju, za svako ki l, k,l =0,...,m, je

n

Zsin kxjcoslz; = %Zsin (k+1Dz; + % Zsin (k—1)z; =0.
j=1

j=1 j=1

Dobili smo, dakle, da je

0, zak#l
k#1

(sinkz, sinlx) = 0, zak# (coskx, cosle) =<8, zak=1#0
D ogak=1

n, zak=10=0

(sinkz, coslx) =0 za svako k 1,

§to je i trebalo pokazati.
Stoga su koeficijenti trigonometrijskog polinoma najbolje aproksimacije u
smislu metode najmanjih kvadrata, tj. resenja sistema (28),

ak:%Zf(xj)coskzj k=0,...,m,

j=1

%Zf(xj)sinko:j kzl,...,m.

Jj=1

br

Ove formule nazivaju se Besselove formule i predstavljaju trapeznim pravilom izra-
¢unate integrale kojima su dati Fourierovi trigonometrijski koeficijenti (19).

4.5 Diskretna Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija je algoritam kojim se n-dimenzioni vektor

c=(co,..ycn1)t koeficijenata parcijalne sume reda (21), odreduje tako da je
u ekvidistantnim tackama 2%, j =0,...,n— 1, intervala [0,27] ova parcijalna

suma jednaka vrednostima funkcije f u tim tackama:

n—1
(30) )= e =0 -1
k=0
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Ako ozna¢imo sa f; = f(z;), vektor £ = (fo,..., fa—1)T i

(31) W =e'n = Ve,

sistem linearnih jednacina (30) moze da se zapise i u slede¢em obliku
n—1 i

(32) W =f,  j=0,...n-1,
k=0

ili, u vektorskom obliku,

Fre=f.

Matrica sistema (32) je konjugovana matrica Fourierove matrice

1 1 1 e 1

1 w w2 oo Wl
(33) F — 1 W2 W4 . e WQ(n—l)

1 wr—l w2e-y -1’

gde je W dato u (31). Sistem (32) se moze direktno resiti, jer je
(34) FF*=F"F =nl,

I je jedini¢na matrica. Zaista, element u j-toj vrstii k-toj koloni matrice proizvoda
F*F je

(35) 14+ WIWE + ... 4 W—Dipy -1k,

Kada je j = k, sabirci u zbiru (35) su oblika (WW)' | = 0,...,n — 1, te je

zbir jednak n. Kada je j # k, uvodedi oznaku r = WIW*, (35) moze da se

predstavi kao suma prvih n clanova geometrijske progresije sa kolicnikom r # 1, te

jeldr4r24. 4l = % =0, jer je, na osnovu (31), r™ = (W”)j(W")k =1.

Dakle, dijagonalni ¢lan matrice F*F' je n, a nedijagonalni 0, ¢ime je (34) dokazano.
Izraz (34) mozemo napisati i u obliku

*
1 1 _
(F) (FF) =1
§to znaci da je matrica \/LHF unitarna matrica.

Iz relacije (34) sledi da je inverzna matrica matrici sistema (32)
(F)y '=1F

te je reSenje ovoga sistema, tj. diskretna Fourierova transformacija vektora
f = (fo,.-., fn1)T, vektor c sa koordinatama
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n—1 n—1
36 cp =1 Wik = 1 <ez¥, k=0,...,n—1
n J n J
Jj=0 j=0

Porededi izraze (36) i (22), vidimo da formula (36) predstavlja pribliznu vrednost
integrala (22) 2m-periodi¢ne funkcije, izracunatu trapeznim pravilom sa korakom
%’T. Ovo je, dakle, nac¢in da se izra¢unaju neki od koeficijenata (22) u razvoju (21),
kada integrale nije moguce iz ma kojih razloga izra¢unati, i tako odredi aproksi-
macija funkcije f(z).

Neke primene diskretne Fourierove transformacije ilustruju slede¢i primeri.

PRIMER 4. Pomocu diskretne Fourierove transformacije moze se realizovati mno-
zenje polinoma koriséenjem osobine diskretne konvolucije. Diskretna konvolucija
dva vektora f = (fo,..., fn_1)T ig=(g0,...,9n_1)" se definige kao vektor dimen-
zije n u oznaci f * g, ¢ija je m-ta koordinata,m = 0,...,n—1, suma proizvoda f;gx
zaj+k=milj+k=m+n,

fogo + fign—1+ fogn—2+ -+ fno1g1

fog1 + figo + fogn—1+ -+ fu192
fxg= .

fogn—1+ fign—2+ -+ frn-190

Proizvod dva polinoma Py(z) = 7% fiz? i Pa(x) = Y272, g;27 je polinom
stepena n = nj + na ¢iji su koeficijenti odredeni konvolucijom (n + 1)-dimenzionih
vektora

f:(anflﬂ"'7fn1aO7"'aO)T i g:(gOagla"'agn2507"'50)T'

Medutim, Fourierova transformacija diskretne konvolucije n-dimenzionih vektora f i
g je jednaka proizvodu njihovih diskretnih Fourierovih transformacija pomnozenom
sa n (dokazati),

frg=nF*(fg) gdeje f=1Ff g=1Fg

Stoga je dovoljno naé¢i Fourierove transformacije vektora koeficijenata polinoma
¢inilaca dopunjenih nulama, izmnoziti po koordinatama dobijena dva vektora i
nadi inverznu Fourierovu transformaciju vektora proizvoda. Komponente dobijenog
vektora pomnozene sa n predstavljaju koeficijente polinoma proizvoda.

PRIMER 5. Diskretna konvolucija vektora f i g je, ustvari, vektor koji se dobija
kada se ciklicnom matricom odredjenom vektorom f pomnozi sa leve strane vektor g

foo fa-1 fa—2 .. 1
bil foo fo1 o fa go
f*g: f2 fl fO fS . :1

fn;l fn;Q fn;S s f:O n—1
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Stoga se pomocu diskretne Fourierove transformacije efikasno realizuje mnozenje
cikliénim (Toeplitzovim) matricama.

Ocigledno je da je od interesa da se diskretna Fourierova transformacija izracuna
sa Sto manje racunskih operacija.

Brza Fourierova transformacija (FFT). (Cesto se u literaturi koristi ova skra-
¢enica, koja potice od engleskog naziva Fast Fourier Transformation). Da bi se
realizovala diskretna Fourierova transformacija, tj. da bi se izracunali svi koefici-
jenti ¢ dati formulom (36), potrebno je izvriti n? mnozenja u opstem slucaju
kompleksnih brojeva fjok, 4,k =0,...,n—1,1 jos izvestan broj operacija radi
nalazenja stepena broja W. U sluc¢aju koriséenja FFT-algoritma broj operacija je
O(nlogyn), dakle skoro linearan sa n.

FFT se zasniva na poznato] lemi Danielsona i Lanczosa (1942), kojom je poka-
zano da se diskretna Fourierova transformacija reda n moze predstaviti sumom dve
diskretne Fourierove transformacije reda 5. Naime, ako je n = 2m, imamo da je

27

(37) w2 = (ez n )2 =e'n/2 =¢'

el

Wi,

§to omogucava da se n-dimenzioni vektor y = F,,x (F, je Fourierova matrica (33)
dimenzije n) generise pomo¢u dva m-dimenziona vektora y¢ iy®°,

yO=Fnxt, ¥y =X,

gde je X = (Io, Tlyewn ,SCnfl)T, x¢ = (1‘0, T2, ... ,SCn,Q)T 1x° = (1‘1, T3y... ,ZL'nfl)T
j-ta komponenta vektora y je, s obzirom na (37),

n—1 m—1 m—1

Yj = Z Whiz, = Z W2ki gop + Z W£2k+1)]$2k+1

k=0 k=0 k=0

(38) m—1 m—1
= Y WEap + WY Whap =y + WiyS,  j=0,...,m—1
k=0 k=0

Dakle, prvih m komponenti vektora y rac¢unamo iz veze (38). Preostalih m kom-
ponenti ym+j, 7 =0,...,m — 1, éemo, vodeéi racuna da je zbog (37)

WEnD) = Whmywki = Wki o Wt = Wt Wi = —W,
dobiti kada u (38) umesto j stavimo m + j:
(39) Ymis =5 — Wiy j=0,....m—1

Vektor y treba jos pomnoziti sa % da bi, prema (36), predstavljao diskretnu
Fourierovu transformaciju vektora x.



4.5. DISKRETNA FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 83

Ponavljajuéi ovu ideju, izrazavamo Fourierove transformacije reda m pomocu
transformacija reda %, itd. U slucaju da je n = 2!, gde je I prirodan broj, opisanim
algoritmom dolazimo do transformacija reda m = 1. U tom slucaju je FFT naj-
efikasnija — polazeéi od samih komponenti vektora x, koje su identi¢ne Fourierovim

transformacijama reda jedan,

€eoeee...oe

yO = xk)
formulama (38) i (39) dobijamo transformacije reda 2,4,8,...,n.

Dakle, ukoliko su poznati koeficijenti diskretne Fourier-ove transformacije vek-
tora parnih, odn. neparnih elemenata polaznog vektora, moguce je kombinova-
njem odgovaraju¢ih elemenata izrac¢unati koeficijente Fourier-ove transformacije
polaznog vektora. Pritom, to kombinovanje se moze predstaviti tzv. ”butterfly”
strukturom koja je prikazana na slici 4.2.

&)}

= fo®

7% = fg Ta
T =1 T
0E0 _ f. ) | [

Tp

Slika 4.2: Butterfly struktura.

Broj racunskih operacija koje je potrebno izvrsiti da bi se algoritam realizovao
je u ovom slucaju %n logon = %nl. Vectina algoritama kojima se prakti¢no realizuje
FFT dopusta moguénost da n bude proizvoljan slozen broj. FFT nema nikakvog
efekta ako je n prost broj.
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4.6 Talasic¢i

Fourierov red po trigonometrijskim funkcijama je nepodesan za predstavljanje funk-
cija sa diskontinuitetima i ostrim pikovima, jer predstavlja globalnu reprezentaciju
funkcije po « (ili ¢, nezavisno promenljiva je obi¢no vreme), a lokalnu po frekven-
cijama (Primer 3, f-ja §(z)).

U praksi ¢esto funkcija f(x) nije zadata za svako x, veé u obliku niza f(n),
tj. samo za diskretne vrednosti x. Takva funkcija se obi¢no naziva signal. Dvodi-
menzioni signal naziva se slika. U Fourierovoj reprezentaciji nije moguce vremenski
ograniCiti pojavu neke frekvencije u slozenom signalu, ve¢ se interferencijom sa
drugim frekvencijama anulira njen efekat u signalu u nekom vremenskom periodu.
Na primer, ako se neka nota jednom pojavi u muzickoj temi, pri harmonijskoj
(Fourierovoj) analizi ¢e se pojaviti odgovarajuéa frekvencija sa odredenom ampli-
tudom i fazom, ali ne lokalizovana u vremenu. Da li se ona Cuje ili ne podesava
se interferencijom pomoc¢u bliskih frekvencija. Dakle, matematicki je zapis teme
Fourierovom reprezentacijom korektan, ali se odgovarajuéa frekvencija (harmonik)
pojavljuje u harmonijskoj analizi, iako fizicki nije prisutna u signalu .

Magnitude - f1
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| |
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Slika 4.3: Fourierova analiza stacionarnog i nestacionarnog signala

PRIMER 6. Slika 4.3 predstavlja Fourierove koeficijente dva signala koji sadrze
ista Cetiri harmonika. U stacionarnom signalu f1(x) sva Cetiri harmonika traju
sve vreme, a u nestacionarnom signalu f2(z), u svakom od vremenskih intervala
pojavljuje se samo jedan od tih harmonika.



4.6. TALASICI 85

f1(z) = cos (2 * 10 * x) + cos (27 * 25 * x)
+ cos (27 * 50 * ) 4 cos (27 * 100 * x)

cos(2rx10*x), 0 < <300
cos (2 %25 x), 300 <z < 600

cos (2 x50 xx), 600 <2 < 800

cos (27 % 100 x z), 800 < 2 < 1000

Slika jasno pokazuje da su Fourierove slike ovih signala vrlo sli¢ne, jedino se u
slucaju drugog signala pojavljuje Sum zbog prekidnosti funkcije.

Stoga se javlja potreba i za lokalizacijom po vremenu. Ideja koja lezi u os-
novi tzv. kratkotragne (ili prozor ) Fourierove transformacije (STFT=Short Time
Fourier Transformation) je da se signal izdeli na male segmente po vremenu, pa se
vréi harmonijska analiza svakog od ovih kratkih signala. Sto je prozor uzi bolja
je vremenska, a losija frekventna rezolucija, i obrnuto (princip neodredenosti).
Beskonacna duzina prozora definiSe standardnu Fourierovu transformaciju, koja
daje savrsenu frekventnu rezoluciju. Ekstremni slucajevi su signal sin x koji pred-
stavlja jednu frekvenciju u beskonatnom intervalu, i Dirakova funkcija §(x), koja
predstavlja beskona¢no mnogo frekvencija u jednom vremenskom trenutku. Seg-
mentiranje signala se vrsi pomoéu prozor (window) funkcije, ¢ija je Sirina jednaka
segmentu u kome se signal moze smatrati stacionarnim. Najjednostavnija prozor
funkcija je box funkcija (karakteristiéna funkcija intervala), koja je jednaka jedan
na segmentu, a van njega je jednaka nuli. Mogu¢ je i drugaciji izbor — na primer,
Gaussovo zvono e~/ 2, gde je a sirina prozora. Kratkotrajna Fourierova transfor-
macija signala se ra¢una kao Fourierova transformacija proizvoda prozor funkcije i
datog signala. Ocigledno je da dobijena funkcija zavisi od frekvencije, ali i od vre-
mena koje odreduje poziciju prozora. Njen nedostatak je ista duzina vremenskih
segmenata, bez obzira na oblik signala.

Sistem trigonometrijskih funkcija na kome se zasnivaju i Fourierova i kratkotra-
jna Fourierova transformacija o¢igledno ne moze da zadovolji postavljene zahteve.
Potrebno je u reprezentaciji koristiti bazisne funkcije sa kompaktnim nosacem
(ograni¢enog vremenskog trajanja) koje su oscilatorne. Funkcija sa ovim osobi-
nama naziva se talasi¢ (eng. wavelet) - nazvana je talas zbog oscilatorne prirode, a
mali zbog kratkog trajanja (slika 4.4).

Transformacija talasié¢ima (WT=Wavelet Transformation) omoguéava promen-
ljivu rezoluciju po vremenu - vise frekvencije su date sa boljom vremenskom rezolu-
cijom (ostri, kratkotrajni pikovi), dok su nize frekvencije (glatke, sporo promenljive
komponente signala) date sa losijom vremenskom, ali boljom frekventnom rezoluci-
jom. Znacaj jednih i drugih mozemo uo¢iti na primeru govora kao zvuénog signala.
Ako obrisemo visokofrekventne komponente, govor ¢e biti deformisan, ali prepoz-
natljiv. Ako obriSemo niskofrekventne komponente, svaki smisao se gubi. Dakle,



86 4. APROKSIMACIJA FUNKCIJA

/\ sin 525 “ b(3%)
\ «/\

i

Slika 4.4: Fourierov bazis i bazis talasi¢a

sustinu signala (aproksimaciju) definisu niskofrekventne komponente, a detalje vi-
sokofrekventne komponente.

Ovim dolazimo do pojma multirezolucije. To je dekompozicija Hilbertovog pros-
tora L2(R) na niz zatvorenih potprostora {V;},cz takvih da je

(a
b Njez Vj = {0}, UjezV; = La2(R)

) e CVaCVICWVyC V1 CVaC...
)

c) VfeLs(R) 1 VjeZ, flx)eV; <« f(2z)eV;,
)
)

(
(
(d VfeLa(R) 1 VkeZ, fl)eVvy, < fla—k) eV

(e

Specijalno, u uslovu (e) se bazis moze izabrati tako da bude ortonormirani bazis
potprostora V.

Jp €Vy tako da je {p(z —k)}rez Rieszov bazis u V.

Funkcija ¢(x) naziva se funkcija skaliranja. Ona ocigledno, s obzirom da je
Vo C V_1, zadovoljava dilatacionu jednacinu

(40) o) = 3 ckhpoin@) = 3 elk)VEp(22 — k)

Radi definisanja jedinstvenog resenja jednacine(40) (jer je i svaka funkcija K o(x),
K = const. takode resenje), zahteva se da to resenje bude normalizovano, tj. da je

/ga(z) dz = 1.
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Ovaj zahtev dovodi integraljenjem jednacine (40)

N-1

\/i/ap(x)dx: Z

c(k) (2x — k)d(2zx — k).
x]-

do uslova koji koeficijenti ¢(k) treba da zadovoljavaju,

N—-1

(41) > elk) = V2.

k=0

PRIMER 7. (slika 4.5)

(i) Ako je c(0) = v/2 i ¢(k) = 0, k # 0 funkcija skaliranja je d-funkcija,
o(z) = (), jer zadovoljava jednacinu §(x) = 26(2x).

(ii) Pri izboru ¢(0) = ¢(1) = 1/+v/2 1 c(k) = 0 za k # 0, 1, funkcija skaliranja je box
funkcija,

1, z€l0,1)
= (2 2 —1 =
o(20) o(2r - 1)
0 1
1 o2z —1)
o(x) S(2z) 30(2z —2)
0 1 2 0 1 2

Slika 4.5: Box i krov funkcija skaliranja

(iii) Krov funkcija je funkcija skaliranja koja je odredena izborom koeficijenata
c(0) = ¢(2) = 1/(2v/2) i ¢(1) = 1/+/2, dok su ostali koeficijenti jednaki nuli,

1 i x, x € [0,1]
pla) = 50(22) + Q2o —1) + 5922 -2),  ¢(2)=12-z, zcll2]
0, x ¢ 0,2

Primeri pokazuju, a moze se dokazati i u opstem slucaju, da je kompaktan nosac
funkcije p(z) interval [0, N — 1], odreden brojem sabiraka u jednacini (40).

Fukcije ¢;1(x) = 279/2p(2 92 — k) obrazuju bazis potprostora V;. Koefici-
jent 279/2 predstavlja faktor normiranja. Indeks j odreduje rastezanje ili sabijanje
(dilataciju) funkcije, a indeks k pomeranje (translaciju) duz z-ose. Sto je j manje,
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nosac funkeije ¢, () je kraéi, te ove funkcije opisuju brze promene (visoke frekven-
cije); i obrnuto, to je j veée, nosa¢ funkcije @ i () je duzi, pa se ovim funkcijama
opisuju spore promene (niske frekvencije).

Konaéno dolazimo do talasica. Neka potprostor W; predstavlja ortogonalnu
dopunu potprostora V; u V;_; (s obzirom na osobinu(a)),

Vj_l = Vj D Wj.

Bagzisne funkcije ¥ x(z) = 277/2¢(2 9z — k), k € Z, potprostora W;, j € Z, nazi-
vaju se talasi¢i. Oni se takode mogu izraziti pomocu bazisa potprostora V;_i. Za
J = 0 ova reprezentacija predstavlja jednacinu talasica

(42) b@) = 3 dR)pra(e) = 3 dk)VIp(2e — k)
k=0 k=

[}

Talasi¢ ¢ (z) naziva se talasi¢ majka (mother wavelet) jer se njegovim translacijama
P(x) — P(x — k) i dilatacijama (z) — (277x) generisu svi talasiéi, tj. bazisne
funkcije svih potprostora W;, j € Z.

Pokazimo da talasi¢i i funkcija skaliranja sa svojim translacijama ¢ine bazis
prostora Lo. Podimo od potprostora

VidWs; =V 1, Vic1®Wi_1 =V o.

Zamenom prve u drugoj jednakosti, predstavljamo V;_s kao sumu tri uzajamno
ortogonalna potprostora

Vi®O@W;seWi_1=Vj_a.
Dalje dodaju¢i detalje dolazimo do potprostora V_(; 1),
(43) Vi OW;oWr1®---dW_; :V_(j+1).

Ako je f; projekcija funkcije f na potprostor V;, onda je Af; = fj—1 — f; njena
projekcija na W;. Na osnovu (43) sledi da je

foGen @) = frt+ (fr1 = f0)+ (Fra = fro) + -+ (fgany) — [—5)
= f1(x)+ Afy (@) + Afs_i(z) + -+ Af_j(),

Sto predstavlja razlaganje funkcije f_(;41) na aproksimaciju f;(z) i detalje A fi(x),
l=J,...,—j ("zumiranje” funkcije).

Ortogonalnost potprostora YW, na potprostor V; je pozeljna, ali ne i neophodna
osobina. Ako su potprostori W; i V; ortogonalni, onda je W; ortogonalan na sve
Wy, k > j, jer su svi ovi potprostori sadrzani u V;. Uslov kompletnosti (b) je tada
grani¢ni slucaj relacije (43),

J
(44) Vi® Y Wi =Ls(R).

j=—o00
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Iz (44) sledi da je

J (e’
f@)=fr@) + > Afix),  fl@) =D Afj)

pri ¢emu je druga reprezentacija funkcije f(z) dobijena za J — oco. Dakle, svaka
funkcija se moze proizvoljno dobro predstaviti svojom aproksimacijom f; i de-
taljima na razli¢itim nivoima rezolucije Af; (multirezolucija).

I kada potprostori V; i W; nisu ortogonalni, svaka funkcija f;_; iz V;_; ima
jedinstveno razlaganje na f; + Af;. Ovaj zakljucak se koristi kod tzv. biortogonal-
nih talasi¢a, gde su potprostori WW; ortogonalni na neke druge potprostore f)j.

Pitanje je kada ¢e funkcija skaliranja i talasiéi ¢initi ortonormirani sistem funkcija
u L. Zahtev da funkcija skaliranja bude ortogonalna na svoje translacije daje
slede¢i uslov:

/)OO Yo(z —n) dx
= ( (2(z — )( (zn)l))dx

/< ©(2x — 2m — k)(Z (Iy — 2(n —m))y (2x2mll))dz

1A

- (=200 = m) [ (2o = m) =) (2 = m) 1) d(2a)
3 b 20 ) = 0
k

gde je uvedena smena Iy =1 — 2(m — n).
Ortogonalnost funkcije skaliranja i talasi¢a daje uslov

:O (ﬁ; c(k)p(2(z —m) — k)> <\/§; d(l)p(2(x —n) — z)) dx
_9 / (zk: c(k)p(22 — 2m — k:)) (; d(ly — 2(n — m))p(2z — 2m — zl)) do
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Talasi¢i na istom nivou rezolucije ¢e biti ortogonalni ako je
o0
[ vte=mpue - wydo
— 00

= (ﬁg o2 = m) - ) (\/izl:d(l)go@(x—n) -)) ds
=Y d(k)d(k — 2(n —m)) = 6(n — m).
k

Ortogonalnost talasi¢a za razli¢ite nivoe rezolucije (razli¢ito j) sledi neposredno
iz osobine multirezolucije. Neka je j > J. Tada je

V;®@W; =V;_1 CVj_2C---CVy, VLW,

tj. W; pripada potprostoru Vs koji je ortogonalan na potprostor Wy, sto znaci da
je W; ortogonalan na W;. Treba uociti da funkcije skaliranja sa razli¢itih nivoa
rezolucije (razli¢ito j) nisu ortogonalne, dok talasiéi jesu.

Uslovi (45), (46) 1 (47) mogu istovremeno biti ispunjeni samo ako je N parno,
i ako je pri tome

(48) dk) = (-1)*¢(N-1-k), k=0,...,N—1, N parno.

PRIMER 8. Talasiéi pridruzeni funkcijama skaliranja iz primera 7. su:
(i) Za d(1) = V2 i d(k) = 0, k # 1, talasi¢ je ¥(z) = d(x — 1/2) (J-funkcija u
tackama x = n + 1/2, sto je posledica jednakosti Wy = V_1 — V).
(i) Pri izboru d(0) = 1/v/2, d(1) = —1/+/2 i d(k) = 0, k # 0,1, jednacina talasi¢a
je

h(z) = h(2z) — h(22 — 1).
Talasi¢ koji odgovara box funkciji naziva se Haarov talasi¢. Prvi put su talasiéi i
pomenuti u tezi A. Haara 1909. godine. Talasi¢ majka je funkcija

1, 2€0,1/2)
hz)=4¢-1, xze[1/2,1),
0, z¢]l0,1)

a sistem funkcija koje ¢ine ortonormirani bazis u prostoru £2[0, 1] je
ho(z) =1, x e [0,1)

hi(x) =22 h(2x — k), zec[k279, (k+1)277)
i=24+k >0, 0<k<?2

Najbolja srednjekvadratna aproksimacija funkcije f(z) na ovom sistemu funkcija
je funkcija deo po deo konstanta
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n
Qo(z) =Y (f hi)hi(w),
i=0
¢ije su vrednosti srednje vrednosti funkcije f(z) na odgovaraju¢em intervalu. Pre-
kidnost bazisnih funkcija, a time i aproksimacije je upravo nedostatak Haarovih
talasi¢a. Ipak, koris¢enjem razli¢ito skaliranih Haarovih bazisnih funkcija u prouca-
vanju malih komplikovanih detalja Brownovog kretanja fizicar Paul Levy (1930) je
dobio mnogo bolje rezultate nego koriséenjem Fourierove analize.

o(z) b)) ()

1 @)

Slika 4.6: Talasiéi 6, box i krov funkcije.

(iii) Talasiéi pridruzeni krov funkciji odredeni su koeficijentima d(0) = d(2) =
—1/(2v/2) i d(1) = 1/+/2, dok su ostali koeficijenti jednaki nuli. Jednacina talasi¢a
je

Y(w) = — 5 $(28) + $(2z — 1) — S (2 - 2).

Krov funkcija i njoj pridruzeni talasi¢i ne ¢ine ortogonalni sistem funkcija.

Krov funkcija je linearni splajn. Uopste, ako se za koeficijente ¢(k) uzmu bi-
nomni koeficijenti, normirani tako da bude zadovoljen uslov (41), resenje dilata-
cione jednacine je splajn odgovarajuéeg reda. Na primer, za c(0) = 1/8+/2, ¢(1) =
4/8v/2, ¢(2) = 6/8v/2, c(3) = 4/8v/2, c(4) = 1/8/2, resenje dilatacione jednacine
je kubni B-splajn.

Ono §to je vazno istadi je da, za razliku od Fourierove analize koja se zasniva na
jednom skupu funkcija (trigonometrijskim funkcijama), reprezentacija talasi¢ima
je moguca na beskona¢no mnogo razli¢itih bazisa. Izbor bazisa, a time i osobine
aproksimacije, odreden je izborom broja N i vrednostima koeficijenata c(k), i zavisi
od osobina problema koji zelimo da analiziramo. Veliki pomak u teoriji talasica je
usledio osamdesetih godina proslog veka, kada je Ingrid Daubechies ([4]) povezala
teoriju talasica sa filterima koji se koriste u obradi signala (funkcija skaliranja odgo-
vara niskofrekventnom filteru, a talasi¢ odgovara visokofrekventnom filteru). Tako
je nastala cela klasa Daubechies ortonormiranih talasi¢a. Na primer, za N = 4
koeficijenti kojima je odreden ortonormirani bazis talasi¢a su

d0) =c(3) = (1= v3)/(4V2),  d(1) = —c(2) = —(3 - V3)/(4V2),
d2) =c(1) = B3+ V3)/(4V2),  d(3) = —c(0) = —(1 + V/3)/(4V2).
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Bazis je odreden slede¢im algoritmom. Na osnovu zeljenih osobina talasi¢a
(glatkost, broj is¢ezavajuéih momenata,...) biraju se koeficijenti ¢(k), k =0,... N—
1. Funkcija skaliranja nalazi se kao resenje dilatacione jednacine (40). Ako je bazis
ortogonalan, relacija (48) daje koeficijente jednacine talasiéa (42), kojom je odreden
talasi¢ majka. Njegovim translacijama i dilatacijama definisan je bazis. Glavni
problem u ovom algoritmu je malazenje funkcije skaliranja, tj. resavanje dilatacione
jednac¢ine (40). Izuzev trivijalnih slucajeva, kao $to su oni navedeni u primeru
7., reSenje se ne moze dobiti u analitickom obliku. Vrednosti funkcije skaliranja
rac¢unaju se u diadskim tackama (k277), ¢ija gustina moze biti proizvoljna.

Algoritmi koji se koriste za resavanje dilatacione jednacine su:

Kaskadni algoritam. ReSenje se, ako postoji, nalazi kao grani¢na funkcija
@(x) = lim; o0 ™ (2) niza funkcija
N—1
O () = Z c(B)V2o™ (22— k), i=0,1,..., ©9(z) je box f-ja.
k=0

Algoritam zasnovan na Fourierovoj transformaciji jednacine (40)

N-1

Plw) = C(/{Z)\/E/QD(QQT k) e dx
(49) R
! iy gy — H(D)p(2
= (—2 2 c(k)e ) /w(y)e dy = H(3)#(3),
gde je N
~ _ 1Yw i w) = L —~ c ethw
o) = [eweray H) = 75 3 i),

Treba uociti da je H(0) = 1, s obzirom na uslov (41).
Ponavljajuéi transformaciju (49) uw/2, w/4, ... i uzimajudéi u obzir da je ¢(0) =
J o(z)dx = 1, dobijamo da je

o) = | TTHG | oo == Tl HG).

Primenom inverzne Fourierove transformacije nalazimo funkciju skaliranja.

Algoritam zasnovan na rekurziji. Pretpostavimo da je funkcija ¢(x) zadata u
celobrojnim tackama x = n. Rekurzijom (40) definisane su vrednosti funkcije ()
u polovinama celih brojeva. Koriste¢i dobijene vrednosti na isti na¢in odredujemo
vrednosti funkcije () u éetvrtinama celih brojeva, i uopste u tackama z = k/27.
Vrednosti funkcije skaliranja u celobrojnim tackama se odreduju kao koordinate
sopstvenog vektora definisanog jedna¢inom (40) zax =1, ..., N — 1.

Kada je funkcija skaliranja odredena, uzimajuéi u obzir vezu (48), talasiéi se

odreduju pomocéu jednacine talasiéa (42).
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Posto smo odredili bazis talasi¢a zeljenih osobina, sledeci korak je projektovanje
funkcije u potprostor odreden tim bazisom. To znaci da treba odrediti koeficijente
u reprezentacijama funkcije f(x) oblika

2) =Y ajpeiu() i f@) =D bixthx(@)
k J k

Piramidalni algoritam je algoritam po kome se odreduju koeficijenti u aproksi-

maciji talasi¢ima (dekompozicija), a kojim je dat i postupak kako na osnovu datih
koeficijenata rekonstruisati funkciju (rekonstrukcija).

Ako funkcija f_1(z) € V_1, ona se moze predstaviti kombinacijom bazisnih
funkcija ¢_1 x(z) = v2p(2x — k) prostora V_;. Multirezolucijom se ovaj prostor
razlaze na V_1 = Vo ® W), te se f_1(x) moze predstaviti i kao kombinacija bazisnih
funkcija @o x(x) = @(x — k) prostora Vy i bazisnih funkcija o i (z) = ¢¥(z — k)
prostora Wy,

Za LeP—1,k(T Z%k%k +ZbOk¢0k )
:Zao,kapx— +Zbo,k¢ (@ —Fk
k k

Zelimo da nademo koeficijente ag x 1 bo,x ako znamo koeficijente a_; . Pretpostavi-
¢emo da su bazisi ortonormirani, zbog jednostavnosti formula.

Da bi nasli rekurziju, translirajmo promenljivu z u jednac¢inama (40) i (42) za
k i stavimon =1 — 2k,

(51) @@4%0:23()Vb(r*%%ﬂw:§:dF0M¢4A@,
1

(52) Z d(n)V2p(2z — 2k —n) Zd(l —2k)p_1,(z),
1

(50)

) i integralimo po z,

(o
[ fr@nata)de = [ fa@pte~ k) do

Obe jednac¢ine pomnozimo sa f_

Bazisi su ortonormirani, te su Fourierovi koeficijenti a;; = (f-1,%;.1), 7 = —1,0.
Uvodedi ove oznake u poslednje jednakosti, dobijamo da se koeficijenti racunaju po
formulama

(53) aok =Y _c(l=2k)a_rs,  box = d(l—2k)a_1,

l l
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To je osnov rekurzije. Uopste, rekurzijom zbog koje je transformacija talasi¢ima
brza, na osnovu koeficijenata a;_1 ; odredujemo koeficijente a; i b; «,

TEOREMA 5. Funkcija Y aj_1,¢j-1,(t) iz prostora V,_1 = V; & W, ima koefici-
jente aj  1bj i po novom ortonormiranom bazisu {¢; k(t), ¥;.x(t)},

(54) ajﬁk = Z C(l - Qk)ajfl’l, bjyk = Zd(l — Qk)ajflyl
l

l

U vektorskoj notaciji a; = (| 2)CTaj_1 i b; = (| 2)D"aj_1 piramidalni
algoritam je

T T T
a1 S a0 ayn o — o aa © A
DTN, DTN N DTN,
b,j b,jJrl bo

DOKAZ: Za j = 0 formula (54) se svodi na formulu (53). Uopstenje za proizvoljno
7 sledi iz dilatacione jednacine

pik(x) = 277202 e — k) =279/2 Y " e(n)v2p(27 w — 2k — n)

= Zc(l —2k)pj—1,(x).
l

Da bi se odredili koeficijenti b, 5, potrebno je koristiti jednacinu talasiéa (42), a to
znaci u prethodnom izrazu potrebno je samo koeficijente ¢ zameniti koeficijentima
d. Skalarni proizvodi ovih jednacina sa f(z) daju rekurzije (54) za koeficijente a; x
1 bj,k- [ ]

U procesu rekonstrukcije, potrebno je sa bazisa {p; (), ¥;x(z)} vratiti se
natrag na bazis {¢;_1,(x)} (suprotan proces).

TEOREMA 6. Koeficijenti aj_1,; se racunaju pomoc¢u koeficijenata a;y i bj i po
formuli

a1 =Y (c(l —2k)a;k +d(l — 2k)b; &)
k

Sematski prikaz inverznog piramidalnog algoritma, koristeéi vektorsku notaciju, je

ag a_j;_1
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DOKAZ: Za j =0 iz (50), (51) i (52) sledi da je

Za LRP -1k ( ZGOn%n )+;bo,n¢0,n(z)
Zaw(Z (= 20p-1400)) + Do (3 = 201511
- Z (Z ao.nc(l — 2n) + bo pd(l — 2n))><p1,z(x)

Za ostale nivoe j dokaz analogno sledi. ]

Brza transformacija talasi¢ima (FWT). Mallat ([16]) je 1988 godine razvio
efikasan postupak za brzo racunanje koeficijenata a;i i bjr, odnosno za razla-
ganje signala na aproksimaciju (glatki deo) i detalje. Mallatov algoritam je, ust-
vari, klasi¢na Sema u obradi signala poznata pod nazivom dvokanalno slojno kodi-
ranje koris¢enjem konjugovanih kvadraturnih filtera ili kvadraturnih filtera ogledala

(QMF).

| .
>< \ @ o o
- aN
>< >< \ ) - b2
T ,

Slika 4.7: Piramidalni algoritam

Taj postupak predstavlja matricnu varijantu piramidalnog algoritma. Pred-
stavljanjem matrice Diskretne transformacije talasi¢ima (DWT=Discrete Wavelet
Transformation) proizvodom nekoliko retkih matrica, koristeéi svojstvo samoko-
njugovanosti, ubrzava se realizacija piramidalnog algoritma. Potrebno je reda n
racunskih operacija za signal duzine n. Kreatori ovog algoritma, koji se naziva
Brza diskretna transformacija talasi¢ima (FWT=Fast Wavelet Transformation),
su ve¢ pomenuti Stephane Malatt i Ingrid Daubechies. FWT algoritam predstavlja
analogon FFT-u u Fourierovoj analizi. Za signal duzine n broj racunskih operacija
u FWT algoritmu je reda O(n), dok je ovaj broj u FFT algoritmu reda O(nlnn).
FWT algoritam je u potpunosti rekurzivan.
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PRIMER 9. Neka je u éetiri ekvidistantne tacke intervala [0,1) funkcija zadata svo-
jim vrednostima f = (9,1,2,0)7. Dakle, maksimalni broj nivoa razlaganja u ovom
slucaju je J = 2. Reskaliranjem indeksa nivoa, pocetni uzorak ¢e predstavljati
nulti nivo. Radi jednostavnosti, koristicemo Haarov talasi¢ odreden box funkcijom
jer je ortogonalan u odnosu na translaciju. U opstem slucaju, zbog male glatkosti
Haarovih bazisnih funkcija aproksimacija sporo konvergira, te je bolje koristiti ta-
lasic¢e viseg reda (definisane ve¢im brojem nenula koeficijenata c(n)).

Nivo 0:
ag=f=(91,2,07

Nivo 1:
1 1.0 0\ /9 10
a —(lQ)CT 1 fo o1 1] fr|_1 ]2
by )~ pT)2 =51 -1 0 of 2Tz |3
0 01 -1/ \0 2
jer je
1000 1100
c- L |t 100 cr_ L [0 110
V2|01 10 2|0 01 1
0011 0001
1 /1100
(L 2)c" E(o 01 1)
1 0 00 1 -1 0 0
1 -1 1 00 r 1 ]0 1 -1 0
D*ﬁ 0 -1 10 D*Eoo1—1
0 0 -1 1 0o 0 0 1

w80 2

Dakle, na nivou j = 1 aproksimacija je odredena sa prve dve koordinate, a detalj
sa druge dve koordinate dobijenog vektora,

) w0

(&) =02 (or) = (0 1) 55 (5) = (1)

Stoga je na nivou j = 2 (poslednjem moguéem za ovaj obim uzorka)

Nivo 2:

as — (6), b2 = (4)
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Dekompozicija signala f je odredena koordinatama vektora as, ba i by,

9 1 1 1 0
1 1 1 -1 0
f=1o=3]|+2 3| +4]| ol +1| ;
0 1 -1 0 -1

jer je
f = asop20 + b2020 + b1o¥10 + b11¥11,
gde je a; = {a;i}, bj = {bjr} 1

—

1

1
1 -1 1

P20 = = ; 1/12075 ; T/waﬁ NE 1/111—E
0

— =
i
—= =0 O

4.7 Ravnomerna aproksimacija

U mnogim sluc¢ajevima, napr. pri obradi eksperimentalnih rezultata, srednjekvadra-
tna aproksimacija je zadovoljavajuca jer se njome izgladuju greske ulaznih podataka
(nastale mozda zbog gresaka merenja), te ona daje dovoljno ta¢nu opstu predstavu o
procesu. Nekada je, medutim, potrebno da aproksimacija Q(x) zadovoljava strozije
uslove, napr. da na celom odsecku [a, b] odstupanje funkcije Q(z) od funkcije f(z)
ne bude veée od dozvoljenog. U ovom slu¢aju aproksimacija se naziva ravnomerna
aproksimacija. Prostor R je Cla,b], tj. prostor neprekidnih funkcija na odsecku
[a, b], u kome je norma

1f1l = sup | f(z)].

[a,b]

Funkcija
Qo(x) = c5g;(x)

j=0
je element najbolje ravnomerne aproksimacije za funkciju f € Cla,b] po sistemu
linearno nezavisnih neprekidnih funkcija go(z), ..., gn(z) ako je
(55) E(f)=f-Qoll<IIf =

za svaki generalisani polinom
n
Q) = cig;(x).
j=0
Posto je Cla, b] linearni normirani prostor, prema teoremi 1 element najbolje rav-
nomerne aproksimacije postoji. Njegova jedinstvenost ne sledi iz teoreme 2 jer

taj prostor nije strogo normiran. Uslovi pod kojima je ovaj element jedinstveno
odreden dati su slede¢om teoremom
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TEOREMA 7 (HAAR). Da bi za proizvoljno zadatu funkciju f € Cla,b] postojao
jedinstveni generalisani polinom najbolje aproksimacije, potrebno je i dovoljno da
funkcije go(x),...,gn(z) obrazuju Cebisevljev sistem funkcija, tj. da proizvoljan
generalisani polinom po tom sistemu funkcija ima na odsecku [a,b] ne vise od n
razli¢itih nula.

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [3].

Najcesce se u praksi za ravnomernu aproksimaciju koriste algebarski polinomi,
dakle sistem {gi(2)} je sistem funkcija 1,z,...,2". Element najbolje ravnomerne
aproksimacije je polinom @, (z) stepena n koji zadovoljava uslov (55) za proizvoljan
polinom Q(x) stepena n. Ocenu velicine E,,(f) najbolje ravnomerne aproksimacije
polinomom, pod odredenim pretpostavkama, daje sledeé¢a teorema

TEOREMA 8 (DE LA VALLEE POUSSIN). Neka postoje n+ 2 tacke odsecka |a, b]
xp < -+ < Tp4) takve da je

sign( () = Q) (1)) = const,
tj. da pri prelazu od tacke x; ka tacki x;1 velicina f(x)—Q(x) menja znak. Tada je

EMﬁZuzhﬁgHUWJ*MMN

5.

DOKAZ: Ako je u = 0 tvrdenje ocigledno vazi, jer je po definiciji (50) E,(f)
nenegativna velicina. Neka je p > 0 i pretpostavimo da tvrdenje nije tacno, tj.
neka je

”f _QOH = En(f) < p-

Tada je u tackama x;

sign(Q(x;) — Qo(:)) = Sign<(Q(zi) — f(@)) = (Qoli) - f(zi)))
= sign(Q(a;) — f(xi)),

jer je, s obzirom na pretpostavku, prvi sabirak veéi po modulu od drugog. To znagéi,
prema pretpostavci teoreme, da polinom Q(z) — Q. () stepena ne viseg od n menja
znak n 4+ 2 puta, odnosno da ima (n 4+ 1)-nu nulu, $to je nemoguée. Dakle, mora
biti E,(f) > u, $to je i trebalo dokazati. 1

Koristeéi ovu teoremu, dokazimo slede¢u vaznu teoremu

TEOREMA 9 (CEBISEV). Da bi polinom Q(x) bio polinom najbolje ravnomerne
aproksimacije neprekidne funkcije f(x), potrebno je i dovoljno da na odsecku [a, ]
postoji bar n + 2 tacaka xg < --- < x,41 takvih da je

fle) = Qi) =a(=1)If = Ql,  i=0,...,n+1,
pri ¢emu je a =1 ili « = —1 istovremeno za sve 1.

Tacke xg,...,xn+1, koje zadovoljavaju uslove teoreme, nazivaju se tackama
Cebisevljeve alternanse.
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DOKAZ: Dokazimo prvo da je uslov dovoljan, tj. da je @Q(z) polinom najbolje
ravnomerne aproksimacije, ukoliko postoji bar n+2 tacaka Cebisevljeve alternanse.
Ako uvedemo oznaku

L=|f-aQl,
onda je prema pretpostavci teoreme
te je

w=L= min 1|f($l)—Q(37z)|

1=0,...,n

Kako je na osnovu teoreme 8. L < E,(f), a zbog (55) L > E,(f), to je

L=|f-@Qll=Enf),

§to znadi da je Q(z) polinom najbolje ravnomerne aproksimacije za f(x).

a Y1

20

Slika 4.8: Tacke Cebisevljeve alternanse.

Sada dokazujemo da je uslov potreban, tj. da iz pretpostavke da je Q(x) polinom

najbolje ravnomerne aproksimacije sledi da postoje bar n + 2 tacke Cebisevljeve
alternanse. Oznacimo sa y; (slika 4.8) donju granicu tacaka x € [a, b], takvih da je
|f(z) — Q(z)| = L. Zbog neprekidnosti funkcije f(z) — Q(x) je

|f(y1) = Q(y1)| = L;

radi odredenosti, uzmimo da je

fy1) — Qy1) = L.

Dalje, neka je y donja granica svih tacaka x € (y1, b] u kojima je f(z)—Q(z) = —L,
f(y2) = Qy2) = —L,
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uopste, yx41 donja granica svih tacaka = € (yx, b] u kojima je f(2)—Q(z) = (—1)*L,

Fure1) = Qrs1) = (—1)"L.

Neka je poslednja ovako odredena tacka y,,, pri cemu je ili y,,, = b ili je y,, takvo
da ni za jedno x € (ym,b] nije f(z) — Q(x) = (—1)"L. Tacke y; su upravo tacke
Cebisevljeve alternanse.

Ako je m > n + 2, tvrdenje teoreme je dokazano.

Pretpostavimo da je m < n + 2. Zbog neprekidnosti funkcije f(z) — Q(z), za
svako k, k = 2,..., m, moze se naéi tacka z,_1 takva da je

If(2) = Q)| <L,  zazp1 <<y

Ovom nizu tacaka pridruzimo jos tacke zop = a i z,, = b. S obzirom na nacin kako
su odredene tacke zj, na odseécima [z—1, 2], k = 1,...,m, postoje tacke (a to su
bar yx) u kojima je

f(z) = Qz) = (-1)* 'L,

i nema tacaka u kojima je

f(@) = Qx) = (-1)"L.

Tacaka z; ima m + 1, §to znaci, obzirom na pretpostavku, da ih je najvise n + 2.
Stoga su polinomi P(x) i Q.(x),

P@) = [[-2) Qo) = Q) +ePl)

gde je € > 0, najvise stepena n.
Analizirajmo ponaSanje razlike

f(@) = Qc(x) = f(2) = Q(z) — eP(x)

na svakom od odsecaka [zi—1,2k], kK = 1,...,m. Kada x € [z0, 21), polinom P(z)
je strogo pozitivna funkcija, te je

(56) f(z) = Qe(x) <L —eP(z) < L.

Ova ocena vazi i u tacki z;1, desnom kraju posmatranog intervala, obzirom da je
P(z1) = 0, a tatka z; je izabrana upravo tako da uslov |f(z1) — Q(z1)| < L bude
ispunjen. Sa druge strane, na tom odsecku je f(x) — Q(z) > —L, jer je prva tacka
u kojoj ova razlika dostize vrednost —L tacka ys. Stoga, ako izaberemo e dovoljno

malo, napr.
minme[zo,zl] |f(z)7Q(I)+LI
MaXge(zg,2,] 1P (@)] ’

e<er =
bié¢e

(57) f(@) = Qe(z) > —L.
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Objedinjujuéi ocene (56) i (57), imamo da je za dovoljno mali pozitivan broj € < €;
ix € [z, 2]
(58) |f(2) = Qe(2)| < L.

Analogna analiza na ostalim odseécima [zx—1, 2x], & = 2,..., m takode dovodi do
ocene (58) za odgovarajuce €, te ocena (58) vazi na celom intervalu [a, b] ukoliko
je € manje od svake konstante €5, k = 1,..., m. To, pak, znaci da je

If = Qell < L,

§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je Q(x) polinom najbolje ravnomerne
aproksimacije stepena n za funkciju f(z). Dakle, pretpostavka da je broj tacaka
Cebisevljeve alternanse m < n + 2 je neodrziva.

Time je teorema u potpunosti dokazana. 1

Koriséenjem Cebisevljeve teoreme, moze se dokazati jedinstvenost polinoma na-
jbolje ravnomerne aproksimacije.

TEOREMA 10. Polinom najbolje ravnomerne aproksimacije neprekidne funkcije je
jedinstven.

DOKAZ: Pretpostavimo da postoje dva polinoma Q1 (z) i Q2(x) stepena n najbolje
ravnomerne aproksimacije za f(x),

Qi(x) # Q2(z),  [If — @il =[If — QI = En(/f).
Tada je

If — 2592 < 1552 + 1 5522 = Ea (),
tj. i polinom %(Ql + @Q2) je takode polinom najbolje ravnomerne aproksimacije za
f(z). Ako su zg, ..., 2,11 tacke Cebisevljeve alternanse tog polinoma, onda je

| Qe EQe) _ f(gy)| = Bn(f),  k=0,...,n+1,
odnosno
(59) [(Q1(xr) — f(xr)) + (Q2(xr) — flaw))| = 2E,(f).
Kako je |Q;(zr) — f(xk)| < sup, |Q;(x)— f(z)| = En(f), j = 1,2, to je (59) mogudée
samo ako je
Q1(wx) — f(zk) = Q2(xx) — f(zr) = EL(f),
odakle sledi da je
Q1 (xk) = Qa(xk), k=0,...,n+1.

Dobili smo da su dva razli¢ita polinoma stepena n jednaka u n + 2 tacke, sto
je nemoguce. Stoga je pretpostavka da postoje dva razli¢ita polinoma najbolje
aproksimacije za funkciju f(z) neodrziva. 1

Jedinstvenost polinoma najbolje aproksimacije sledi i iz teoreme Haara (teorema
7), jer je sistem funkcija 1,x, ..., 2™ CebiSevljev sistem funkcija.
Svaka neprekidna funkcija se moze proizvoljno tatno aproksimirati polinomom.
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TEOREMA 11. (WEIERSTRASS). Ako je f(x) € Cla,b], tada za proizvoljno € > 0
postoji polinom Q(x) takav da je

|f(x) = Qx)] <e  Vaela,b].

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [3].

Polinom najbolje ravnomerne aproksimacije je mnogo teze odrediti nego poli-
nom najbolje srednjekvadratne aproksimacije, jer norma nije definisana skalarnim
proizvodom. U izvesnoj meri konstruktivan algoritam za nalazenje polinoma naj-
bolje ravnomerne aproksimacije daje Cebisevljeva teorema.

PRIMER 10. U slu¢aju aproksimacije konveksne funkcije pravom, tacke Cebigev-
ljeve alternanse su krajevi intervala i tacka u kojoj razlika funkcije i njene aproksi-
macije dostize maksimum. Stoga je polinom ravnomerne aproksimacije prvog ste-
pena prava koja je paralelna sa se¢icom odredenom tackama (a, f(a)) i (b, f(b)), a
koja prolazi kroz sredinu rastojanja izmedu ove secice i njoj paralelne tangente na
krivu f(z) (slika 4.9).

Slika 4.9: Ravnomerna aproksimacija konkavne funkcije pravom.

Na primer, za element najbolje ravnomerne aproksimacije Q(x) = a+bx funkcije
f(z) = |z| na odsecku [—1, 5], tacke Cebisevljeve alternanse su zo = —1, 1 =0 i
xo = 5. Iz Cebisevljeve teoreme je

f-1)=Q(-1)=1—a+b=alL
JO)—(0)= —a =-aL
fB)—Q(B)=5—a—5b=al,
Stodajea=g,b=3 a=1L=3g teje Q) =g(r+5), Ei(f) =3¢
Polinom najbolje ravnomerne aproksimacije se u opstem sluc¢aju odreduje ite-
rativnim postupkom. Problem se moze pojednostaviti ako je neprekidna funkcija
f(z) parna ili neparna u odnosu na sredinu odsecka [a,b], jer je tada i polinom
parna, tj. neparna, funkcija u odnosu na sredinu odsecka.

Polinomi CebiSeva. Poseban znacaj u ravnomernoj aproksimaciji imaju poli-
nomi Cebiseva T}, (z). Kao $to je pomenuto u odeljku 3 ovoga poglavlja, ovi poli-
nomi ¢ine ortogonalan sistem polinoma na intervalu [—1,1] u odnosu na tezinsku
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funkciju p(x) = \/1%7,

1 0, zam#n
(T, Trm) = 7T"(mﬁ)fg2(m) dr=1q%, zam=n#0
-t m, zam=mn=0.

Jedan od nacina njihovog zadavanja na intervalu [—1, 1] je
(60) T, (x) = cos(n arccos x).
Koristedi trigonometrijsku transformaciju

cos((n + 1) arccosz) + cos((n — 1) arccosz) = 2 cos(n arccos ) cos(arccos z)

i oznaku (60), dobijamo rekurentnu relaciju kojom su takode definisani Cebisevljevi
polinomi

To(z) =1, Ty(x) =2

(61) Tot1(z) =22 T, (x) — Th—1(x), n=1,2,....

Iz rekurentne relacije (61) matematickom indukcijom se neposredno dokazuje da
je koeficijent uz #™ polinoma T),(x) jednak 2"~1 i da su polinomi Ty, (x) parne,
a Thn41(2) neparne funkcije za svaki prirodan broj n. ReSavanjem diferencijske
jednacine (61), dobija se jos jedan izraz za Cebisevljeve polinome

Iz (60) sledi da su koreni polinoma T}, (x)

(62) ), = cos LT k=0,....,n—1,

2n )
a tacke ekstrema
(63) ), = cos EX, Ty (z1) = (=1)F, k=0,...,n.

Ovi polinomi su posebno znacajni za ravnomernu aproksimaciju, jer se pomocu
njih definisu polinomi najmanjeg odstupanja od nule

(64) T,(x) = 2T, (z).
To su polinomi sa koeficijentom jedan uz najvisi stepen koji imaju sledeéu osobinu:

LEMA 3. Ako je P,(z) polinom sa koeficijentom jedan uz najvisi stepen, onda je

P,(x)| > To(z) =2,
zé?f‘fﬁ]' (w)I_Ier?gfl]l ()]

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno tvrdenju leme, tj. da postoji polinom P, (x) sa
koeficijentom jedan uz najvisi stepen, takav da je |P,(z)| < 2!~" za svako x. Tada
je u tackama ekstrema (63) polinoma T}, (x), obzirom na (64),

sign(Tn(:Ek) — Pn(xk)) = sign((—l)k21_" — Pn(xk)) = (—1)k, k=0,...,n.
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To znaci da polinom T',,(z) — P,(x) stepena n — 1 menja znak u (n + 1)-oj tacki
xg, k= 0,...,n, te u svakom od intervala (zx_1,2%), Kk = 1,...,n ima bar jednu
nulu. Dakle, dosli smo do zakljucka da polinom stepena n — 1, koji nije identicki
jednak nuli (jer je u tatkama xj, razli¢it od nule), ima bar n nula, §to je nemogude.
Time smo dokazali da je za svaki polinom P, (z) sa koeficijentom jedan uz najvisi
stepen max,e(_1,1] |Pn(2)| > 2177, te iz (63) i (64) sledi tvrdenje leme. 1

Pretpostavka da @ € [—1,1] u prethodnoj lemi ne umanjuje opstost zakljucka,
jer se linearnom smenom

b b— . 2t—(b+
(65) t=23e 4 g tj. = 7b£a a)

interval [—1,1] preslikava na interval [a,b]. Polinom T, (z) se transformise u poli-

n
(M) sa koeficijentom (bi) uz t". Da bi se dobio polinom najma-

njeg odstupanja od nule na intervalu [a, b] sa koeﬁcuentom jedan uz najvisi stepen,
b—a

treba ovaj poslednji polinom pomnoziti sa (T) ,

nom 1,

Ty () = (152) "Tu(C5EE) = (b - "2 T, (250, b e fab)

Sada je, prema lemi 3, za proizvoljan polinom P(z) sa koeficijentom jedan uz najvisi
stepen

(66) max |P,(z)| > max |T ( )| = (b—a)"2' 72",
z€la,b] z€(a,b]

PRIMER 11. Lagrangeov interpolacioni polinom funkcije f(z) sa minimalnom
greskom interpolacije za dati broj ¢vorova, se dobija ako se za ¢vorove interpolacije

uzmu nule polinoma Tr’b] (t), tj. polinoma Tn(%):
ty = b+a + —cos (%QJ:)”, k=0,...,n—1,
sto sledi iz (62) i (65). Greska interpolacije je
n ] n n —zn
F(@) = Looa(@)] = |5 S @To " (@) < & max |0 (@)|(b - a)"2'—>".

z€(a,b]

Obzirom na (66), to je optimalna ocena greske interpolacije date funkcije poli-
nomom n-tog stepena.

Za ravnomernu aproksimaciju periodi¢nih neprekidnih funkcija pogodnije je, kao
i u sluc¢aju srednjekvadratne aproksimacije, koristiti Cebisevljev sistem funkcija

1,sinx,cosz,...,sinnx, cosnx.



Sistemi linearnih jednacina

Cetiri osnovna zadatka linearne algebre su:

1

(1) resavanje sistema linearnih jedna¢ina Ax = b,
(2) izracunavanje determinanti matrica det A,
(3)

3

nalazenje inverznih matrica A~1,

(4) odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrica, tj. nalazenje
netrivijalnih reSenja sistema Ax = A\x,

gde je A matrica, x i b su vektori, a A je skalar.

Formalno gledano, nema poteskoca u resavanju ovih zadataka, jer postoje egzak-
tni algoritmi koji teorijski dovode do tacnog resenja. Na primer, sistem linearnih
jednacina se moze resiti primenom Cramerovog pravila. Medutim, za resavanje
sistema sa n promenljivih potrebno je izvrsiti O(nln) aritmetickih operacija, §to
dovoljno govori o neprihvatljivosti ove metode za reSavanje sistema vec¢ih dimenzija.
I u resavanju sistema manjih dimenzija, ozbiljan nedostatak metode je veliki uticaj
racunske greske na konacan rezultat. Slicni zakljucci vaze i za druge klasicne metode
za reSavanje zadataka linearne algebre. Stoga je primena numerickih metoda u ovoj
oblasti nuzna. Razvojem racunarske tehnike one dozivljavaju intenzivan razvoj, s
obzirom da se diskretizacijom razli¢itih problema upravo dobijaju veliki sistemi
linearnih jednacina.

Numericke metode za reSsavanje zadataka linearne algebre mogu se podeliti
na dve osnovne grupe — direktne i iterativne. Direktnim metodama odreduje se
tacno reSenje sa kona¢no mnogo racunskih operacija, pod pretpostavkom da su
svi parametri dati ta¢no i da se sve racunske operacije realizuju ta¢no. Iterativnim
metodama resenje je odredeno grani¢cnom vredno§c¢u niza uzastopnih aproksimacija,
koje se racunaju nekim jednoobraznim algoritmom. Ovim metodama se mogu
reSavati i sistemi nelinearnih jednacina, te ¢e o njima biti rec¢i u poglavlju 7.

105
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5.1 Osnovni pojmovi i stavovi o matricama

U ovom odeljku su navedeni neki osnovni pojmovi i stavovi u vezi sa matricama,
koji ¢e biti korisceni u izlaganju materijala o numerickim metodama za resavanje
problema linearne algebre (poglavlja 51 6).

Matrica A je regularna, ukoliko je njena determinanta razli¢ita od nule. U pro-
tivnom, ona se naziva singularnom. Matrica B je sli¢na matrici A, A ~ B,ukoliko
postoji regularna matrica T takva da je B=T"1 AT.

Neka su sa a,;; oznaceni elementi matrice A, tj. A = (a;5). Tada je

AT = (aiTj) transponovana matrica matrici A ako je aiTj = aj;,
A* = (afj) konjugovana matrica matrici A ako je af; = @j;.
Specijalno, matrica A se naziva

Hermiteova ako je A* = A,

simetri¢na ako je AT = A,

unitarna ako je A =AY

ortogonalna ako je AT = A1,

normalna ako je A*A=AA"

Ako je matrica A realna, pojam simetri¢na identican je pojmu Hermiteova, a pojam
ortogonalna pojmu unitarna matrica, jer je A* = AT .

Matrica A je pozitivno definisana ako je Hermiteova i zadovoljava uslov da je
x*Ax > 0 za svaki n-dimenzioni vektor x # 0.

Sopstvene vrednosti realne ili kompleksne kvadratne matrice A reda n su one
vrednosti skalara A za koje sistem

(1) Ax=)Ax

ima netrivijalna reSenja. Pomenuta netrivijalna reSenja nazivaju se sopstvenim
vektorima. Sistem (1) se moze napisati u obliku homogenog sistema

2) (A—XI)x =0,

I je jedini¢na matrica, koji ima netrivijalno resenje ukoliko mu je determinanta
jednaka nuli,

(3) D(X) = det(A — A1) = 0.

D()\) je polinom n-tog stepena po A i naziva se karakteristi¢ni polinom matrice A.
Dakle, sopstvene vrednosti matrice su koreni njenog karakteristi¢cnog polinoma.

Navedimo neke pomocéne stavove koji se odnose na sopstvene vrednosti i sop-
stvene vektore matrica.

LEMA 1. Sopstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim sopstvenim vrednostima su
linearno nezavisni.

LEMA 2. Ako je A\ koren reda ny, karakteristicnog polinoma matrice A, onda njemu
odgovara najvise ny linearno nezavisnih sopstvenih vektora.
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LEMA 3. Sli¢cne matrice imaju jednake sopstvene vrednosti.

LEMA 4. Matrice A, aA i A¥, k=1,2,..., imaju jednake sopstvene vektore, a za
sopstvene vrednosti vaze relacije

Mad] = aX[A4],  MA¥] = (A"

LEMA 5. Matrice A i AT imaju jednake sopstvene vrednosti, a sopstvene vrednosti
matrica A i A* su uzajamno konjugovane.

LEMA 6. Za svaku Hermiteovu matricu A dimenzije n X n postoji unitarna matrica
U dimenzije n X n takva da je

A1 0
U"AU = .
0 An
Sopstvene vrednosti A\, k = 1,...,n, matrice A su realne. Vektori kolona uy

matrice U su sopstveni vektori matrice A, tj. Aux = A\pug. Stoga su sopstveni
vektori ortogonalni i ¢ine bazu prostora C™.

LEMA 7. Za svaku matricu A dimenzije n X n postoji unitarna matrica U dimenzije
n X n takva da je

)\1 e *
UAU = o
0 An
pri ¢emu su sa * oznacene u opStem slucaju nenula vrednosti, a A\, k = 1,...,n,

su sopstvene vrednosti matrice A.

Norme vektora i matrica. U vektorskom prostoru C™ norma se moze uvesti na
razli¢ite nacine. Familija normi ovoga prostora definisana je izrazom

) I, = (Dzm) ;

i=1
Specijalno, izrazom (4) za p = 1 je definisana apsolutna norma vektora

n

(5) Il = D Jal,

i=1

za p = 2 euklidska norma vektora

(6) Il = (Z Iwi|2>

1
2
)
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a kada p — oo norma ||z[|,, prelazi u uniformnu normu vektora

™ Il = max [zl

U svakom konaé¢no-dimenzionom prostoru, pa stoga i u C™, sve norme su medu-
sobno ekvivalentne, §to znac¢i da postoje pozitivne konstante c1 i co takve da je

cllz” < lz]|” < eaflz],

gde su ||z||" i ||z||"” proizvoljne norme pomenutog prostora.
U vektorski prostor C™ skalarni proizvod se moze uvesti na slede¢i nacin:

T

8) X, y) =y x=@-0) | 1| =D ¥
=1
Tn

Pri tome je euklidska norma indukovana ovim skalarnim proizvodom, t;j.
Ix[l; = V(x;, x).
Za normu matrice || A|| se kaze da je indukovana normom vektora ||x|| ako je

||41X||
9 Al =sup ——.

x£0 ||l

Norme matrica indukovane redom apsolutnom (5), uniformnom (7) i euklidskom
(6) normom vektora su:

(10) 1Al = lgjagn; s,

) 4l = s " o,
j=1

(12) Il =, max x(44),

gde je \;(A*A) i-ta sopstvena vrednost matrice A*A. Euklidska norma matrice

n 2
Al = | D layl?

ij=1

nije indukovana euklidskom normom vektora (6), ali je saglasna sa njom. Norme
matrice ||A]l i vektora ||x|| su saglasne, ako je

(13) [[Ax|[ < [[A[l ]
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za svaku kvadratnu matricu i vektor dimenzije n.
Koriste¢i definiciju saglasnih normi matrice i vektora i definiciju sopstvenih
vrednosti matrice, imamo da je

IALIx]| = [[Ax]| = [[Ax[| < [[A]| [Ix]],
odakle sledi

(14) AL < [A]-

Dakle, sve sopstvene vrednosti matrice A su po modulu manje ili jednake od njene
proizvoljne norme, saglasne sa nekom normom vektora. Ako je matrica A Hermi-
teova, a njene sopstvene vrednosti uredene,

AL A > 2> Ay,

tada je

(Ax, x)

(15) A1 = max (4x, x) min ~——~.
x£0 (X, X)

A B Ay =
x#0 (x, %)’

Uslovljenost regularne matrice A je skalar

(16) cond(A) = [|A]| - [|A7"]),

gde je sa ||A]| oznac¢ena norma matrice A indukovana nekom vektorskom normom.
Za singularnu matricu je po definiciji cond(A) = oco. Neposredno sledi da je

cond(aA) = cond(A),

« je proizvoljan skalar. Za jedini¢nu matricu I je

cond(I) = [ - [[1]| = 1,
a za proizvoljnu regularnu matricu

cond(A) = [|A|l- [A7H| > |[AATH = 1]l = 1.

Dakle, 1 < cond(A) < oo i matrica je to losije uslovljena 3to je cond(A) vece.
PRIMER 1. Primer loSe uslovljene matrice je Hilbertova matrica

1 12 ... 1/n

1/2 1/3 ... 1I/(n+1
me| ey

Un 1m+1) ... 1/@n—1)
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koja je to losije uslovljena sto joj je dimenzija veca. Sledeca tabela pokazuje zavis-
nost uslovljenosti Hilbertove matrice od njene dimenzije.

n 3 ) 6 8

cond(Hy,) 5 * 102 5% 10° 15 % 106 15 % 109

5.2 Gaussova metoda eliminacije

Gaussovom metodom eliminacije za resavanje sistema linearnih jednacina
(17) Ax = b,
gde je A regularna kvadratna matrica dimenzije n X n i b n-dimenzioni vektor,

ai1 ... QAin b1
A=
anl .- Qnn b,

transformise se u kona¢no mnogo koraka sistem (17) u sistem sa gornje trougaonom
matricom

Uil Uin
(18) Ux =c, U= : ,

0 Unn

¢ije reSenje je identi¢no resenju polaznog sistema (17). Sistem (18) se, pod pret-

postavkom da je u;; # 0,7 =1,...,n, direktno moze resiti,
n
Cn 1 .
Ln = —, xi:_(ci— E Ui_jiC_j), t=n—-1,...,1
Unn K27 S
Jj=i+1

Prvi korak algoritma Gaussove eliminacije sastoji se u oduzimanju prve jedna-
Cine sistema (17), pomnozene odgovarajuéim mnoziteljima, od svih ostalih jedna-
¢ina. Mnozitelji se odreduju tako da se anulira promenljiva 1 u svim jedna¢inama
izuzev u prvoj, tako da je pri oduzimanju od i-te jednacine mnozitelj a; /a1,
1 =2,...,n. Ocigledno je neophodno za realizaciju ovog koraka da bude a1 # 0.
Ukoliko taj uslov u sistemu (17) nije zadovoljen, permutovanjem jednacina sistema,
tj. stavljanjem na prvo mesto jednacine kod koje je ap1 # 0 ovaj uslov se moze is-
puniti. Element a,; # 0 matrice A postoji, jer je po pretpostavci matrica regularna
i ne moze imati sve nula elemente u prvoj koloni.
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Opisane operacije sa jednacinama sistema (17) mozemo predstaviti matriénim
operacijama na pros§irenoj matrici sistema

(19) (A;b) =

anl ... Gpn bn

U prvom koraku transformise se matrica (19) u matricu

1 1 1 1
)l
0 a L..oa b
(A1 by) = 22 on U2
0l al W

Pri tome se eventualno vrsi permutacija prve i p-te vrste, Sto je ekvivalentno
mnozenju matrice (19) matricom permutacije P,

0 1 0
1
_ 1
(20) (A;b)=Pi(A; b), P = . 0 .
1
0 1

i mnozenje matrice (20) donje trougaonom matricom sa jedinicama na dijagonali

1 0
o —lo1 1 il
(21) (A1;b1) =Li(A;b), L= : bl ==
.. 11
—Ilp1 O 1
Iz (20) i (21) je
S obzirom da su matrice P; i L; regularne,
1 0
l21 1

Pl=pP, i Li'= _ ,
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reSenja sistema Ax = b i A;x = by su identi¢na, jer

Ax=b = L[ 1P Ax=L1Pb = A;x=by,
i obrnuto,

Aix=b, = P l'L7'Aix=P'LT'by
= (LlPl)_lAlx = (Llpl)_lbl = Ax=b.

Element a,1 = @11 naziva se glavni element ili pivot, a postupak nalazenja glavnog
elementa naziva se izbor glavnog elementa ili pivotiranje. Zbog numericke stabilnosti
algoritma, obitno se medu svim nenula elementima bira najveéi po modulu,

lapi| = max |ai1].

Nalazenje pivota medu elementima samo jedne kolone (ili vrste) matrice naziva
se delimi¢no pivotiranje, a potpuno pivotiranje je nalazenje najveéeg po modulu
elementa cele matrice,

lapg| = max aij|.

Ako se u prvom koraku algoritma vrsi potpuno pivotiranje, onda treba permutovati
prvu i p-tu vrstu matrice, kao i prvu i g-tu kolonu.

U svakom slucaju, posle prvog koraka eliminacije dobija se prosirena matrica
sistema (22)

(1) | (€)) (€] | bgl)

aqq (2D cee Ay
1 1 1
( | TR AR AR | by
Ay b)) = Qgg - Aoy 2 = - — - 1,
. 1 1
| N 0 | AéQ) | b
0 | aSQ) oal) | by

gde je Agll) kvadratna matrica dimenzije jedan ¢iji je jedini element agll), A%) je

)

matrica dimenzije (n — 1) x 1 €iji su elementi a%), i=2,...,n, ASQ je kvadratna

matrica dimenzije (n— 1) ¢iji su elementi az(-jl-), ,j=2,...,n, bgl) je vektor dimen-

zije jedan sa koordinatom bgl), i bgl) je vektor dimenzije (n — 1) sa koordinatama
b

i st =2,...,n.
Sledeéi korak eliminacije se sastoji u primeni opisanog postupka na sistem di-
menzije (n — 1), tj. na sistem sa prosirenom matricom (Aglz) ; bél)). Na taj nacin

se u svakom koraku dimenzija sistema koji se transformise smanjuje za jedan. U
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j-tom koraku prosirena matrica sistema ima sledeé¢i oblik

(23)
| | _
0 ... % | * ... x| x Agjl) | A%) | bgj)
TS 1 ) i
0 0 | = x| % 0 | AéJQ) | bgj)
Co |
0 0 | * ... x | =x

gde * oznacava u opStem sluc¢aju nenula elemente, A%) je gornje trougaona ma-

trica dimenzije j, a dalje se transformiSe prosirena matrica (Ag) ; bgj )) dimenzije
(n—j)x(n—7+1). U (n—1)-om koraku elementi matrice (4,1 ; b,—1) su gornje
)

trougaona matrica Agﬁl*l) dimenzije (n — 1) x (n — 1), matrica AY;l dimenzije

1x(n—1), matrica Aégfl) dimenzije 1 x 1 i vektori bgnfl) dimenzije (n—1) i bénil)

dimenzije 1. Dakle, matrica A, _1 je trazena gornje trougaona matrica U, a vektor
b,_1 vektor ¢ desne strane sistema (18). Tako smo dobili niz matrica oblika (23)

(A;b) — (A1;b1)) — ... — (Ap_1;bp_1)=(U; 0),
povezanih medusobno rekurentnim relacijama

gde je P; matrica permutacije, a

1 0
~(i-1)
_ 1 _ i
b= —ljr1; 1 ’ hi = g’ t
33
0 —ln; 0O 1
Stoga je
(U;c¢)=Lp_1Py_1Lp_—2oP,_2---LiPi(A; b).
Ako se u toku realizacije algoritma ne vrse permutacije, tj. P, =1,j=1,...,n—1,
onda je
(Use)=Ln1Ln2---L1(A;b),
tj.

Lyt L1 (U;c)=(A; b).
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S obzirom da je

1 0
1
L7t = :
! itry 1
0 lny; O 1
to je
1 0
(24) L=L7' L' = bt
— 1 n—1 " ’
lnl ln2 ln,n—l 1
pa je
A=L-U

Trougaona dekompozicija matrice. Drugim re¢ima, Gaussovom metodom eli-
minacije je izvriena dekompozicija matrice A sistema (17), tzv. LU dekompozicija,
na proizvod dve trougaone matrice — donje trougaone matrice L sa jedinicama na
dijagonali i gornje trougaone matrice U.

Ako se u toku realizacije algoritma vrSe permutacije, dobija se dekompozicija
matrice P A,

(25) PA=LU,

gde je P proizvod svih koris¢enih matrica permutacija. Svakoj regularnoj matrici
se moze naé¢i permutacija koja dopusta dekompoziciju oblika (25), iako se sama
matrica ne moze napisati u obliku A = LU.

PRIMER 2.

0 1 10 .
A_(l 0), PA—(O 1)—LU, gdeje L=U = 1.

S obzirom na redosled izra¢unavanja i strukture matrica L; i (4;; b;), obi¢no
se elementi matrice L; zapisuju ispod glavne dijagonale tekuée matrice (A4, ; b;).
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Oznagimo tako dobijenu matricu sa T},

Uil U2 NN U1y | U1,5+1 [P Uin | C1
Aa1 | uao U2j | |
(26) Tj _ JJ ' J»J o Jn ) J
@) (4) (4)
i1 | aj]+1,j+1 E ajj+1,n | bjo
S o
)\nl )\ng N )\nj | aif}+1 e anj)n | bslj)

Poslednja matrica ovoga niza matrica T}, _1 sadrzi ispod glavne dijagonale elemente
matrice L, a na i iznad glavne dijagonale elemente matrice U.

PRIMER 3. Ilustrujmo opisani algoritam na slede¢em sistemu
31’1 +l’2+6$3 =2
21 +x9 +3x3 =7

T1 4+ To + 3 = 4.

Niz matrica T} je

(3] 1 6 2 3 1 6 2
(Asb)=|f2 1 37 L, op=|3 5 1%
1 11 4 %71%
31 6 2 31 6 2
B |3 3] | B— m=|3 s L%
55 1% 52 |2 4

Zaokruzeni brojevi predstavljaju delimi¢ne pivote. L;, j = 1,2, su pomenute donje
trougaone matrice transformacija ¢iji su elementi razli¢iti od nula i jedan zapisani
ispod glavne dijagonale matrice 7T}, a

Resenje polaznog sistema x1 = 19, x5 = —7, z3 = —8 se dobija kao resenje
trougaonog sistema
3x1+ o+ 623 =2

2, _ _ 10

3562 T3 = 3
1 —
—§ZC3—4
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Trougaone matrice

1 0 0 3 1 6
1 2

2 1 1
3 3 1 00 —3

koje se ocitavaju iz matrice Ts, predstavljaju elemente LU dekompozicije matrice

3 1 6
PA=[1 1 1
2 1 3

Ako je poznata LU dekompozicija neke matrice A, tj. poznate su matrice L, U
i P u (25), imamo da je
PAx = LUx = Pb,

te se reSavanje sistema (17) svodi na resavanje dva trougaona sistema
Ly = Pb, Ux =y.

LU dekompoziciju (25) mozemo izvrsiti direktno, ne formirajuéi niz matrica T
datih u (26). Radi jednostavnosti, pretpostavimo da nije neophodno vrsiti per-
mutacije vrsta i kolona matrice A, tj. da je P = I. Tada, iz (25) dobijamo n? veza
izmedu elemenata matrice A sa jedne strane, i elemenata matrica L i U sa druge

strane. Sistem od n? jednag¢ina
min(i,5)
a;j = Z likur; (lii=1)
k=1
ima nepoznatih [;;, 1 < j <i<n,i nepoznatih u;;, 1 <4 < j < n.
Poredak izracunavanja l;; i u;; moze biti razli¢it. U Croutovoj metodi redosled
izracunavanja se moze Sematski prikazati na sledeé¢i nacin

(n=1)n n(n+1)
2 2

[N}
B~
(@)
0e)
jﬂmw»—l

gde Sema predstavlja pomenutu matricu 7,1, a brojevima je naznacen redosled
odredivanja njenih vrsta i kolona. Pri tome se ra¢una po formulama

1—1
Utk = A1k, Uik = Qi — g Lijuje, k=1i,...,n
Jj=1 .
(27) _ 1=2,...,n.

1 1—1 .
lp1 = —, l;”':—(aki—zzkju]‘i), k=i+1,...,n,
U1l Uii =1



5.2. GAUSSOVA METODA ELIMINACIJE 117

Algoritam se znatno usloznjava ako se vrsi pivotiranje (P # I).

Gaussova eliminacija i LU dekompozicija se razlikuju jedino u redosledu ope-
racija. Kako je element az(.i) matrice A;, date u (23), ustvari j-ta parcijalna suma
prve od formula (27),

J
©) } :
G = Qi — lisusk;
s=1

to znac¢i da se u Gaussovoj eliminaciji skalarni proizvod (27) ra¢una postepeno i
medurezultati se memorisu, dok se LU dekompozicijom taj skalarni proizvod ra¢una
odjednom u celini, §to moze biti prednost u smislu smanjenja racunske greske (ako
se medurezultati ne memorisu u dvostrukoj tacnosti).

Potreban broj mnozenja za realizaciju LU dekompozicije je asimptotski jednak
n?/3.

Ovom metodom se moze izrac¢unati i determinanta matrice A. Naime, iz (25)
je

det(P A) = +det(A) = det(L) - det(U) = u11 - - - tUnn,

jer je det(L)=1. Znaci, determinanta matrice A je do na znak jednaka proizvodu
glavnih elemenata.

Ako je P = I, glavni elementi u;; su jednaki koli¢nicima determinanti glavnih
minora. Naime, ako LU dekompoziciju matrice A predstavimo relacijom

A— <A11 A12) _ <L11 0 > . <U11 U12>
Ay Aso Lo1 Lo 0 Uxa)’
gde su matrice sa indeksom 11 dimenzije i X i, onda je A1; = L11 - Up1, te je
det(A11) = det(Ur1) = u1g - - wgi-
U opstem slucaju, ako sa A; oznac¢imo i-ti glavni minor matrice A, imamo da je

=det(A W T A\
v 6( 1)7 Y d@t(Ai_l)

i>2.
LU dekompozicija matrice A ¢e se modi izvrsiti bez pivotiranja, ukoliko su sve
determinante njenih glavnih minora razlicite od nule, tj. det(A4;) #0,i=1,...,n.
Ovom metodom se moze odrediti i inverzna matrica matrici A. Ako sa x;
oznacimo vektor i-te kolone matrice A1, a sa e; i-ti koordinatni vektor, onda iz
AA™1 =T sledi da je
Axi:ei, iil,...,n,

pa je, prema (25),
(28) LUx; = PAx; = Pe;, i=1,...,n.

A~! nalazimo reSavanjem n sistema linearnih jednacina (28) sa istom matricom
sistema (¢iju LU dekompoziciju jednom odredimo) i desnim stranama odredenim
koordinatnim vektorima.
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Trodijagonalni sistem jednacina. Priresavanju razli¢itih problema u numeric-
koj matematici (interpolacija splajnovima, diferencijski graniéni zadaci,.. . ), javlja
se potreba za resavanjem sistema linearnih jednacina sa trodijagonalnom matricom
cir1 +bhize =dy
(29) A;T5—1 +Ci$i+bi$i+1 :di, i:2,...,n71,
AnTp—1 + CnTn = dp.
Ovakav sistem se efikasno resava upravo Gaussovom metodom eliminacije, jer je

broj racunskih operacija koje treba izvrsiti asimptotski jednak 8n. U prvom koraku
se iz prve jednacine sistema (29), pod pretpostavkom da je ¢; # 0, izrazi x7,

b1 dq
1 = aaxs + P, ay=——, f[o=—,
C1 C1

i eliminiSe promenljiva x1 u drugoj jednacini sistema (29). Sada ova jednacina
sadrzi samo promenljive x5 i x3, te se na isti nac¢in u drugom koraku izrazi xo
pomoéu z3. U (i — 1)-vom koraku se dobija veza

(30) Ti—1 = i + i,

pomo¢u koje eliminiSemo promenljivu x;—1 u i-toj jednaéini sistema (29)
ai(ow; + Bi) + civi + biwiyr = d;.

Ako napisemo ovu jednacinu u obliku (30),

bi di — a;f;
Tip1 + ——— = i 1Zi41 + Bit1,

ri—=——"7"
C; + a; 0 C; + a; 0

dobijamo rekurentne veze za izrac¢unavanje koeficijenata o, 3;,

b; d; —a;3;

B Biv1 = , i=1
¢ + a0y ¢ + a0y

(31) i1 = — IEERE ] (a1:0).

Posle (n — 1) ovakvih koraka, sistem (29) se svodi na sistem

xi*lzaizi+ﬂi7 1:25"'777’5

ApTn—1 + CpTn = dna

Cije je resenje neposredno odredeno formulama

_ dn - anﬁn

Ty = ——————

(32) Cn + anay
Ty = 011 + Big1, i=n—1,...,1

Stoga se Gaussova metoda eliminacije za reSavanje linearnog sistema jednacina
sa trougaonom matricom sistema svodi na izracunavanje a; i §;, ¢ = 2,...,n, po
formulama (31) u direktnom hodu, i nalazenje reénja sistema (32) u obrnutom
hodu.
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Gauss—Jordanova metoda. Kod Gaussove metode eliminacije, jednacina iz
koje je izabran glavni element se posle tog koraka viSe ne transformise. Stoga
se posle (n — 1)-og koraka dobija trougaoni sistem. U Gauss—Jordanovoj metodi, u
svakom koraku se transformisu sve jednacine, osim one koja sadrzi glavni element
tog koraka. Priizboru glavnog elementa ne uzimaju se u obzir koeficijenti jednacina
iz kojih je veé biran glavni element. Tako se posle (n — 1)-og koraka dobija sistem
sa dijagonalnom matricom.

I ovom metodom je determinanta matrice A do na znak odredena proizvodom
glavnih elemenata.

U poredenju sa Gaussovom metodom eliminacije, broj racunskih operacija koje
je potrebno izvrsiti da bi se ovom metodom resio sistem je vedi; ali, ova metoda
je efikasnija kada se odreduje inverzna matrica, jer se u obrnutom hodu resava n
dijagonalnih umesto n trougaonih sistema.

5.3 Cholesky dekompozicija

Kada je A pozitivno definisana matrica, postoji jedinstveno odredena donje trou-
gaona matrica L, koja je realna ako je A realna matrica,

li1 0
lor a2
L= . . X R lii>0,i:1,...,n,
lnl ln2 lnn
takva da je
(33) A=LL"

Iz relacije (33) se dobijaju veze izmedu elemenata matrica A i L,

ai =l > + - + [lal?

(34) | S
ai; =lialj + -+ lizli;,  § <4,

1=1,...,n,

te se elementi matrice L racunaju po formulama

a1
l11 = /a1, I =—,
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S obzirom na pozitivnu definisanost matrice A, potkorene veli¢ine u formulama
(35) su pozitivne. Kako iz (34) sledi da je

i < Vaiis

elementi matrice L ne mogu biti suviSe veliki, pa je metoda stabilna.
Kada je matrica L odredena, reSenje sistema (17) se nalazi reSavanjem dva
trougaona sistema
Ly = b, L*x=y.

Iz (33) je det(A) = det(L) - det(L*) = (det(L))Q, te je
det(A) = (I11 -+ - lon)°.
PRIMER 4. Direktno primenjujuéi formule (35) na matricu sistema

3.1x1 + 1.522 + r3 = 10.83
1.521 4+ 2.529 + 0.5x3 9.20
x1 + 0.529 +4.2203 = 17.10

dobijamo da je
1.76068 0 0
L=0.85194 1.33199 0
0.56796 0.01211 1.96908

Resenje sistema Ly = b, gde je b vektor desne strane datog sistema, je
y = (6.15103 2.97276 6.89178)7.
Resenje sistema L*x =y je
x= (13 22 35)7,
a to predstavlja i reSenje polaznog sistema. Determinanta matrice sistema je

det = (1.76068 - 1.33199 - 1.96908) = 21.3250.

5.4 Numericka stabilnost

Linearni sistem je stabilan ukoliko malim promenama ulaznih parametara (elemen-
ti matrice sistema i vektora slobodnih ¢lanova) odgovaraju male promene resenja.
Ako je matrica A singularna, tada za neke vektore b resenje sistema (17) ne postoji,
a za druge postoji ali nije jedinstveno. Stoga se prirodno namece zakljucak da je
reSenje sistema utoliko osetljivije na izmene koeficijenata matrice i desne strane,



5.4. NUMERICKA STABILNOST 121

ukoliko je matrica sistema ”bliza” singularnoj, jer zbog malih promena ulaznih
parametara ona moze postati singularna.

Determinanta matrice sistema nije pouzdana mera stabilnosti sistema jednacina,
jer se mnozenjem svih jednacina sistema konstantom ¢ determinanta povecava c”
puta, mada se karakteristike sistema bitno ne menjaju. Ta¢niju meru regularnosti
matrice (u smislu stabilnosti) predstavlja njena uslovljenost cond(A), koja je defi-
nisana relacijom (16). Pokazimo da je sistem to stabilniji, Sto je matrica sistema
bolje uslovljena (tj. cond(A) manje).

Resenje sistema (17) se, zbog racunske greske, u opstem slucaju odreduje samo
priblizno. Ako je x ta¢no, a x’ priblizno resenje, interesuje nas ocena razlike x — x’
u funkciji parametara sistema. Priblizno reSenje x’ je ustvari tacno resenje nekog
drugog sistema

(36) Ax' =1/, b’ #b.
Oduzimanjem matri¢ne jednakosti (17) od (36) dobijamo da je
AxX' —x) =b' — b, tj. x' —x=A"'(b' —b).
Na osnovu (13) je
(37) 1" — x| < [|A7|p" ~ b,
a primenjujuéi istu nejednakost na (17), dobijamo ocenu
(38) bl < JIA] .

Sada je, na osnovu (37) i (38),

[x" — x| el
< [lA7| ;
(Al (bl
§to, uzimajuéi u obzir (16), daje ocenu
[x" — || [b” — b
(39) < cond(A)———.
[ b

Dakle, relativna greska reSenja je srazmerna relativnoj gresci vektora desne strane
i raste sa porastom uslovljenosti matrice sistema. U sluc¢aju da su elementi matrice
sistema dati priblizno, u oceni tipa (39) figurisu i relativne greske tih parametara.

Standardne metode (na primer Gaussova eliminacija) su nepogodne za resava-
nje sistema linearnih jednacina sa loSe uslovljenim matricama, jer male racunske
greske mogu dovesti do velikih gresaka rezultata.

PRIMER 5. Resenje sistema linearnih jednacina
xr1 + 12132 + 3933 =38

12201 — 229+ 923 =9
3x1 + 929 + 423 = —49
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je

x1 = —9157, T9 = —2166, xg = 11729,
a priblizno resenje odredeno Gaussovom metodom eliminacije, racunato u obi¢noj
tacnosti, je

ry = —9157.064000, xh = —2166.015000, xfy = 11729.080000.

S obzirom na malu dimenziju sistema, greska je velika i uzrok tome je losa us-
lovljenost matrice sistema (cond(A) = 6601). Kada se sistem resava Gaussovom
eliminacijom u dvostrukoj taénosti, postize se taénost 1076.

Primer ukazuje da treba racunati u dvostrukoj ta¢nosti, ukoliko se primenju-
ju standardne metode za reSavanje loSe uslovljenih sistema. Ovakve sisteme je,
medutim, bolje resavati iterativnim metodama (poglavlje 7) ili tzv. metodom sin-
gularne dekompozicije, o kojoj ¢e biti re¢i u narednom odeljku.

5.5 Singularna dekompozicija

Analizirajmo sada opstiji oblik sistema linearnih jednacina (17) sa pravougaonom
matricom sistema dimenzije m x n, kod koga je x vektor dimenzije n, a b vektor
dimenzije m. Proizvod Ax je vektor nastao linearnom kombinacijom vektora kolona
a;, i =1,...,n, matrice A,

ailr ... Qin Z1 ail @12 Q1n
Ax=1 .o b f=a s e b e tEa | D
am1 oo Omn Tn Am1 Am2 Amn

te on pripada prostoru generisanom vektorima kolona matrice A, tzv. prostoru
kolona R(A). Dimenzija prostora R(A), oznacimo je sa r, jednaka je broju linearno
nezavisnih vektora kolona, i naziva se rang matrice A. Vektori kolona matrice A
dimenzije m x n pripadaju m-dimenzionom vektorskom prostoru C™ (koordinate
vektora mogu biti kompleksni brojevi), te je R(A) potprostor prostora C™ ir < m.
Kako i b € C™, sistem (17) ¢e imati reSenje za svako b ako je R(A) = C™, tj. ako
je 7 = m. Vektori kolona matrice A tada predstavljaju jednu bazu prostora C™, i
svaki vektor tog prostora moze da se predstavi njihovom linearnom kombinacijom.
Koeficijenti x;, i = 1,...,n, u linearnoj kombinaciji vektora kolona kojom je pred-
stavljen vektor b su resenja sistema (17). Ako je R(A) C C™, tj. » < m, onda ¢e
sistem (17) imati reSenje samo ako b € R(A).

Resenje sistema (17) kada je b nula vektor, odnosno resenje homogenog sistema,
pripada tzv. prostoru nultih vektora N'(A) matrice A. Ovaj prostor sadrzi uvek
nula vektor x = (0,...,0)7 ali je pitanje da li sadrzi i neki drugi vektor. Dimenzija
prostora A/(A), tj. broj linearno nezavisnih nultih vektora, jednaka je broju linearno
zavisnih vektora kolona matrice A n—r. Ako je vektor x neko resenje sistema (17),
onda je i svaki vektor oblika x+ x,, gde je x, € N(A), takode resenje ovog sistema.
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Stoga je prostor kolona R(A) bitan u pitanju egzistencije reSenja, a prostor
nultih vektora N(A) u pitanju jedinosti resenja sistema (17). Ako b € R(A),
resenje sistema (17) postoji, a ako ne pripada, resenje ne postoji. To resenje (ako
postoji) je jedinstveno ako prostor A (A) sadrzi samo nula vektor, tj. ako mu je
dimenzija nula; tada je rang matrice r = n. Ako dimenzija prostora N(A) nije
nula, tada je ma koja kombinacija nadenog resenja i proizvoljnog vektora iz N (A)
takode resenje sistema (17).

Sistem (17) sa loSe uslovljenom kvadratnom matricom je blizak sistemu sa sin-
gularnom matricom, koji, pak, moze da nema reSenja ili da ima viSe reSenja, u
zavisnosti od vektora b. Stoga se ovaj slucaj moze obuhvatiti opstim tipom za-
datka (17), koji se ne moze resavati LU dekompozicijom ili nekom njoj srodnom
metodom, vec tzv.singularnom dekompozicijom. Ova metoda se zasniva na sledecoj
teoremi linearne algebre

TEOREMA 1. Neka je A proizvoljna matrica dimenzije m x n. Tada postoje uni-
tarna matrica U dimenzije m X m i unitarna matrica V dimenzije n X n, takve da

je
(40) U"AV =W,

gde je W “dijagonalna” matrica dimenzije m X n sledeceg oblika

g1 0
D 0
) T
0 oy
Vrednosti 01 > 09 > --+ > o, > 0 su singularne vrednosti matrice A razlicite od

nule, a r je rang matrice A.

Singularne vrednosti matrice A su nenegativni brojevi oy, takvi da je
o = M (A% A), k=1,...,n,

te je, s obzirom na (15),

A*Ax, x Ax
o1 = maxg = max |14l = || 4],
xA0 (x,X) A0 %[
(42)
o (AfAx x) L [[Ax]
Op = {/min ————= = min
x#0 (%, x) x20 [|x||,

Singularna dekompozicija matrice A sledi iz relacije (40),
(43) A=UWV"

Dekompozicija (43) je uvek moguéa i algoritam je stabilan, jer se koriste unitarne
transformacije matrice A koje ne menjaju njenu uslovljenost. U prakti¢noj reali-
zaciji dekomporzicije (43) dijagonalni elementi matrice W ne moraju biti uredeni,
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te ona nije jedinstveno odredena u tom smislu da su mogucée permutacije vektora
kolona matrice U, dijagonalnih elemenata matrice W i vektora kolona matrice V',
ili se formiraju linearne kombinacije kolona matrice U, tj. V, koje odgovaraju skoro
jednakim elementima matrice W.

Ako pretpostavimo da je m > n, dimenzija matrice D, date u (41), je u opStem
slucaju n; pri tome su jednake nuli one singularne vrednosti o; koje odgovaraju
linearno zavisnim vektorima kolona matrice A. Preostalih m — n vrsta matrice W
su nula vektori, te se, izostavljajuéi ove vrste i poslednjih m — n kolona matrice U,
dekompozicija (43) moze prikazati u sledeéem obliku

nxn’

pri ¢emu indeksi ukazuju na dimenzije odgovaraju¢ih matrica. U osnovi veéine
algoritama za efektivno odredivanje dekompozicije (44), tj. nalazenje matrica U,
D iV, je Householderova redukcija matrice na skoro dijagonalnu formu i dijagona-
lizacija QR algoritmom. O ovim metodama ¢e biti re¢i u poglavlju 6 o sopstvenim
vrednostima i vektorima matrica.

Vektori kolona u; matrice U, koji odgovaraju singularnim vrednostima o; # 0,
¢ine ortonormiranu bazu prostora kolona R(A). Vektori kolona v matrice V', koji
odgovaraju singularnim vrednostima o, = 0, ¢ine ortonormiranu bazu prostora
nultih vektora N'(A). Zaista, ma koji vektor b € R(A) moze da se prikaze linearnom
kombinacijom vektora kolona matrice A, tj. b = Ax, a moze da se izrazi, s obzirom
na (44) i (8), i na sledeéi nacin:

o1 0 vi
b=Ax=UDV*x=(u; ... uy) D x
0 on v
(x, v1)
= (Jlul onun) : =o01(x, vi)us + -+ on(X, Vp)U,,
(x, vn)

tj. linearnom kombinacijom vektora u; koji odgovaraju nenula singularnim vred-
nostima o; # 0, a kojih ima 7.

Pokazimo sada da bazu prostora N'(A) ¢ine oni vektori vy, matrice V koji odgo-
varaju singularnim vrednostima o = 0, tj. da se svaki vektor x € N(A) moze
predstaviti u obliku

(45) X = Z CrVE.

k
ok:()

Kako je (v;, vj) = 0;; zbog unitarnosti matrice V, to je za svaki vektor vy,
0
o1v]
Avp =UDV*vp = (u1 ... uy,) : vi=(ur ... u,) o],

onV

ER3
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te je Avy = 0 ako je o = 0, tj. v € N(A). Ovih vektora, odnosno singularnih
vrednosti o, = 0, ima n—r, dakle upravo onoliko kolika je dimenzija prostora N/ (A),
te oni Cine bazu ovog prostora. Stoga se singularnom dekompozicijom konstruisu
baze prostora R(A) i N(A).

Analizirajmo sada kako se metodom singularne dekompozicije moze resiti sistem
sa loSe uslovljenom, ili ¢ak singularnom kvadratnom matricom (m = n), ili tzv.
preodredeni sistem (m > n), i Sta predstavljaju dobijena resenja.

Uslovljenost (16) regularne kvadratne matrice je koli¢nik njene najveée i naj-
manje singularne vrednosti

_ g
cond(A) = [|All,|A7"l, = 0_1

jer je, na osnovu (42) i (9),

1 A1
— max HXHQ — max H Y||2 — ||A71||2.
on  x#0 [[Ax[l,  y2o  lyll,

Za singularnu matricu je najmanja singularna vrednost nula i njen je rang r < n.
Dakle, neki od dijagonalnih elemenata matrice D u dekompoziciji (44) ¢e biti jednak
nuli, te se ne moze u opstem slucaju resenje sistema (17) dobiti po formuli

x=A"'b=V D ' U*Db.

Neka je D~! dijagonalna matrica ¢iji su elementi

(46) . U%_, ako je 0; #0
’ 0, akojeao; =0,

tj. matrica dobijena od matrice D~ tako §to su zamenjeni nulama oni dijagonalni
elementi matrice D~! koji odgovaraju singularnim vrednostima o3 = 0 (a koji bi,
ustvari, trebalo da budu beskonaé¢no veliki). Pokazademo da vektor x, odreden
izrazom

(47) x=V D 'U*b,

predstavlja resenje sistema (17) sa najmanjom euklidskom normom ako ovaj sistem
ima vise resenja (tj. ako b € R(A)), ili reSenje u smislu najmanje srednjekvadratne
greske, ako sistem nema resenja (tj. ako b ¢ R(A)).

Neka je prvo b € R(A). Ako je x reSenje sistema (17), odredeno formulom
(47), onda je reSenje tog sistema i svaki vektor x + x, za proizvoljno x, € N(A4).
Ocenimo normu vektora x + X,. Zbog unitarnosti matrice V je VV* =1, 1

(48) IVall; = (Vz, Va) = (V*Vz, 2) = (z, 2) = | 2[|5,
za proizvoljan vektor z. Stoga je

1% + %ol = [VDT'U™D + xol|, = [V(D™'U"b + Vx|l

49 _
49) = |D7'U*b + V%o,
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U vektoru D~'U*b + V*x, prvi sabirak ima razlicite od nule j-te koordinate koje
odgovaraju vrednostima s; # 0, datim u (46), tj. vrednostima o; # 0. Nasuprot
tome, drugi sabirak ima razli¢ite od nule samo k-te koordinate koje odgovaraju
vrednostima s = 0, tj. o, = 0, jer X, € N(4) pa je, na osnovu (45),

v > ox (Vi Vi)

op=
Vix=|: Z CkVE =
:1 a::o ZU k Ck(Vk s Vn).

Stoga ¢e vektor x 4+ x, imati minimalnu normu (49) ako je x, = 0, odnosno od
svih resenja sistema (17) reenje odredeno izrazom (47) ima minimalnu euklidsku
normu.

Ako b ¢ R(A) sistem (17) nema resenja, a vektor x, odreden izrazom (47), je
vektor iz prostora C" za koji vektor ostatka

r=Ax—-b

ima minimalnu euklidsku normu. Zaista, ako umesto vektora x, odredenog izrazom
(47), uzmemo neki drugi vektor x + x’, onda ée se ostatak r promeniti za vektor
b’ = Ax’ koji pripada prostoru kolona R(A). Tada je, s obzirom na (44) i (47) i
unitarnost matrice U,

|AGx+x) = b, = [Ax = b+ b, = [|(UDV*)(V D~ U"b) — b + b/||>
=[UDD'U*b—UU*b+UU*Y ||, = |U(DD™" —1)U*b+U*D')|2
=|(DD~' = U*b+U*b|,.

Matrica D D~' — I je dijagonalna matrica kod koje su samo k-ti dijagonalni ele-
menti, koji odgovaraju singularnim vrednostima oy, = 0, razli¢iti od nule. Sa druge
strane, vektor U*b’ ima razlic¢ite od nule samo j-te koordinate koje odgovaraju
vrednostima o; # 0, jer b’ € R(A). Stoga se minimum euklidske norme vektora
ostatka postize za b’ = 0.

PRIMER 6. Matrica sistema

T, + 2209+ 323 =1
2x1 +4x0 + 623 =1
21‘1+2£L‘2+3£L‘3:1

je singularna, i sistem nema reSenja. Singularnom dekompozicijom ove matrice
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dobijaju se matrice

—0.4025 —0.1950 0.8944
U=|-0.8050 —0.3899 —0.4472
—0.4359  0.9000 0.0000

W = diag (9.2869, 0.8681, 0),

—0.3106  0.9505 0.0000
V =1-0.5273 —-0.1723 0.8320
—0.7909 —0.2584 —0.5547

a kao reSenje vektor

x = (0.4 0.0308 0.0462)7.

Kod vrlo lose uslovljene matrice neke od singularnih vrednosti ¢e biti male,
nekad ¢ak van granica ta¢nosti racunske masine, te ¢e ovakav sistem biti u metodi
singularne dekompozicije tretiran kao sistem sa singularnom matricom.

Preodredeni sistem (m > n) se ¢esto javlja pri obradi eksperimentalnih po-
dataka. Ako ne postoji linearna zavisnost jednacina sistema , ovom metodom se
nalazi resenje sa najmanjom srednjekvadratnom greskom, kao Sto je pokazano. U
tom sluéaju nema potrebe za modifikacijom matrice D', jer su sve singularne
vrednosti matrice sistema razli¢ite od nule.

Ako je m < n, za sistem (17) kazemo da je neodreden jer ima viSe nepoznatih
nego jednacina. Stoga, u opstem slucaju, on nema jedinstveno reSenje veé postoji
(n — m) linearno nezavisnih resenja. Ovaj prostor reSenja odreduje se metodom
singularne dekompozicije, tako sto se matrica sistema A, dimenzije m x n, dopuni
nulama do kvadratne matrice dimenzije n. Vektor desne strane b se takode dopuni
nulama da se dobije n-dimenzioni vektor. Na taj nac¢in smo polazni problem sveli
na sistem linearnih jednacina sa singularnom, kvadratnom matricom, ¢ije resavanje
singularnom dekompozicijom je veé analizirano. U opstem sluéaju, formulom (47)
se odreduje resenje sa minimalnom euklidskom normom, a sva ostala reSenja se
dobijaju linearnom kombinacijom ovog reSenja i vektora kolona matrice V koji
odgovaraju singularnim vrednostima o} = 0, jer ovi ¢ine bazu prostora N (A).

PRIMER 7. Sistem

T + 229 + 33 + 424 = 10
2x1 + 3x2 + 4x3 4+ by = 14

je neodreden i nema jedinstveno resenje. Singularnom dekompozicijom matrice
dobijene od matrice sistema dopunjene nulama do kvadratne matrice, dobijaju se
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matrice
—0.5969 —-0.8023 0 O
U= —0.8023  0.5969 0 O
0 0 -1 0]’
0 0 0 1

W = diag (9.1521, 0.4886, 0, 0),

—0.2405 0.8013  0.5477 0

—0.3934 0.3811 —0.7303 0.4082
—0.5463 —0.0392 —-0.1826 —0.8165
—0.6992 —0.4595 0.3651 0.4082

V=

Resenje sistema sa minimalnom euklidskom normom je

x =(3.2032 —0.3270 —2.9558 4.0795)7.



6

Sopstvene vrednosti i
sopstveni vektori matrica

Kao $to je napomenuto u poglavlju 5, odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih
vektora matrica je jedan od Cetiri osnovna zadatka linearne algebre. S obzirom da
se numericke metode za reSavanje ovog problema razlikuju od metoda kojima se
reSavaju ostali zadaci, one su izdvojene u posebno poglavlje.

Sopstvene vrednosti matrice A su koreni njenog karakteristi¢nog polinoma,
koji je predstavljen determinantom (5.3). Teorijski, determinantu je uvek mogudée
razviti standardnim metodama linearne algebre. Medutim, ako je dimenzija ma-
trice n velika, izracunavanja su vrlo glomazna i po pravilu dovode do nagomilavanja
racunske greske, pri ¢emu je dodatna poteskoca i to $to se u svakoj vrsti i koloni
ove determinante javlja promenljiva .

Iz navedenih razloga se za reSavanje problema sopstvenih vrednosti matrica
koriste numericke metode, koje se mogu podeliti u dve osnovne grupe:

(i) metode za resavanje potpunog problema, tj. metode kojima se odreduju
sve sopstvene vrednosti i svi sopstveni vektori, i

(ii) metode za resavanje delimicnog problema, tj. metode kojima se odreduje
jedna sopstvena vrednost (najcesée najveéa po modulu) i njoj odgovarajuéi
sopstveni vektor.

6.1 Potpun problem sopstvenih vrednosti

Mogu se izdvojiti dva osnovna pristupa u reSavanju potpunog problema sopstvenih
vrednosti. U prvom se sopstvene vrednosti odreduju kao nule karakteristicnog
polinoma (5.3), te se numerickim metodama nalazi ovaj polinom

(1) D) = (=1)"(\" +prX" ™" 4 -+ pn),

129
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odnosno njegovi koeficijenti p;, i = 1,...,n.

Metoda interpolacije. Zasniva se na ¢injenici da je interpolacioni polinom ste-
pena n funkcije koja je i sama polinom stepena n, identican funkciji. Stoga se
tabelira polinom D()), dat u (5.3), u (n + 1)-0j tacki, i na osnovu date tabele
formira interpolacioni polinom. Obi¢no se ¢vorovi interpolacije p; biraju tako da
je |pi| < ||A|l, i = 0,...,n; na taj nacin je, s obzirom na (5.14), najmanja greska
upravo u intrvalu u kome se nalaze sopstvene vrednosti matrice A. Vrednosti D(u;)
se racunaju nekom od metoda iz prethodnog poglavlja.

Metoda Le Verriera. Na osnovu Vieteovih formula, kojima se israzavaju veze
koeficijenata i korena polinoma, i veze korena polinoma i traga matrice A* (trag
matrice je suma njenih dijagonalnih elemenata),

(2) tr(Ak>ESk:>\lf+...+Ai€”

dobijaju se rekurentne formule za nalazenje koeficijenata py polinoma (1)
1
p1 = —51, P = *E(Sk +p1Sk—1+p2Sk—2+ - +pr-151), k=2,...,n.

Metoda Krilova. Zasniva se na Cayley-Hamiltonovoj teoremi po kojoj matrica
anulira svoj karakteristi¢ni polinom,

(3) D(A) = (-1)"(A" + p1 A"+ 4 p,0) = 0.

Mnozenjem jednakosti (3) proizvoljnim vektorom bg, dobijamo sistem linearnih
jednacina po koeficijentima py,

(4) B+ 0 Py 4+ 0, = <0 =1,

gde je by, = Aby_; = AFby = (bgk) , bék), cey b%k))T. Kada se metodama za
nalazenje korena polinoma (poglavlje 7) odrede sopstvene vrednosti, sopstveni vek-
tori se mogu naéi resavanjem homogenog sistema (5.2) kojim su definisani. Pri tome
se dobijaju jednostavnije formule, ako se predstavi sopstveni vektor linearnom kom-
binacijom vektora by, k = 0,...,n—1, i uzme u obzir linearna zavisnost (4) vektora
b,, i ovih vektora.

Metoda Danilevskog. Transformacijama slicnosti se matrica A transformise u
Frobeniusovu matricu

P -+ Pn-1 Pn

1 0 0
P= ,

0 1 0

za koju su koeficijenti karakteristicnog polinoma elementi prve vrste uzeti sa pro-
menjenim znakom. Kako sliéne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom, na ovaj
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nacin je odreden i karakteristi¢ni polinom date matrice A. Izmedu sopstvenih
vektora xj i yr matrica A i P, koji odgovaraju istoj sopstvenoj vrednosti Ag,
postoji relacija

x, =Ty, k=1,...,n,

gde je T matrica kojom je definisana transformacija A u P, tj. P = T 1 AT.
Sopstveni vektori y; matrice P se jednostavno nalaze iz sistema Py = MYk,
k=1,...,n, jer je matrica P retka.

Dakle, svim pomenutim metodama nalazi se samo karakteristi¢ni polinom. Da
bi se problem u potpunosti resio, treba naci njegove korene. S obzirom da su koefi-
cijenti polinoma po pravilu odredeni samo priblizno, prirodno se postavlja pitanje
kako perturbacije koeficijenata polinoma uti¢u na njegove korene. Bez ulazenja u
teorijsku analizu ove greske, naveséemo primer Wilkinsona ([30]) koji ilustruje ovaj
uticaj kod polinoma sa loSe uslovljenim korenima.

PRIMER 1. Koreni polinoma

20 20
P(z) = H(m k)= Z a0k
k=1 k=0

sué, =k, k=1,...,20. Ako umesto koeficijenta ¢y = —(14+2+---+20) = —210
imamo ¢ (1 + €), greska u korenu &z je 0.9 - 10'%. Jos drastiénija promena nastaje
u korenu &1, koji se menja za 3.7 - 10'%¢, ako je € relativna greska koeficijenta cs.
To znaci da ni racunanje u dvostrukoj ta¢nosti ne bi moglo da da ni jednu sigurnu
cifru ovog korena.

Zbog ovakvih poteskoca, navedeni pristup resavanju potpunog problema sop-
stvenih vrednosti se sve vise napusta.

Drugi pristup je direktno nalazenje sopstvenih vrednosti, bez prethodnog odre-
divanja karakteristicnog polinoma. To se obi¢no postize tako §to se polazna matrica
transformise u njoj sli¢nu dijagonalnu ili trougaonu matricu, ¢ije su sopstvene vred-
nosti dijagonalni elementi. Lemama 5.6 i 5.7 garantuje se, Stavise, postojanje takve
unitarne transformacije, $to je od posebnog znacaja za stabilnost algoritma. Naime,
pri unitarnim transformacijama ne menja se euklidska norma (5.6) vektora, na os-
novu (5.48), niti njoj saglasna norma matrice (5.12). Zaista, kako je sferna norma
unitarne matrice U, prema (5.9),

1U[l, = sup (Ux, Ux) — sup |x*U*Ux _ 1,
x#0 (X, X) x#0 X*x

[Ally = U7 U All, < [U"[l,[|U Ally = [U Ally < [IU[lo[[All; = [[Ally,

to je

tj. [|[U Ally = ||A]l,, 1, sliéno, ||[AU||, = ||All,. Analogno je

A7 |, = |UU* A7), < UL IU A,
= [[(AT) "Iy <UL Ay = A7,
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te je [(AU) "y = 1Ay, i, slicno, (U A) ], = A, To maci da je
uslovljenost (5.16) matrice A

cond(A) = [|All, - [|A7 |y = U Ally - [(UA) ™, = cond(U A),

odnosno da se uslovljenost matrice pri unitarnoj transformaciji ne menja, Sto garan-
tuje stabilnost.

Problem je u tome sto ne postoji efektivni algoritam za nalazenje pomenute
unitarne matrice. Ona se konstruiSe iterativnim algoritmom kao granica niza
medusobno sliénih matrica (metoda Jacobija, LR algoritam, QR algoritam,... ).
Veéina ovih iterativnih metoda se znatno efikasnije primenjuje ukoliko polazna
matrica ima skoro trougaonu, ili, jo§ bolje, skoro dijagonalnu formu. Stoga se
prethodno posebnim metodama (Givensova metoda rotacije, Householderova me-
toda redukcije,...) matrica opSte strukture unitarnim transformacijama sli¢nosti
transformise u tzv. gornju Hessenbergovu matricu

(5) A~ |® |
0 * %

ili, kada je polazna matrica Hermiteova, u trodijagonalnu matricu

* % 0
%
(6) A~
3
0 * ok

Redukcija matrice na gornju Hessenbergovu, tj. trodijagonalnu, formu moze se
postiéi i primenom modifikovane Gaussove metode eliminacije — modifikovane u tom
smislu da se uporedo sa formiranjem linearnih kombinacija vrsta matrice, formi-
raju i iste linearne kombinacije odgovarajucih kolona, kako bi se na svakom koraku
dobila matrica sli¢na prethodnoj. Ovaj algoritam je ¢ak efikasniji od pomenutih al-
goritama koji koriste unitarne transformacije, ali, kao sto je pokazano u poglavlju 5,
moze biti nestabilan.

6.2 Givensova metoda rotacije

Ovo je metoda kojom se pomoc¢u kona¢no mnogo unitarnih transformacija sli¢nosti
matrica A svodi, u opstem slucaju, na gornju Hessenbergovu matricu (5), ili, kada
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je A Hermiteova matrica, na trodijagonalnu matricu (6). Unitarne transformacije
se vrie pomocu tzv. matrica rotacije

1 0
Cos ¢ —e ™ sing — k
(M) Un= . ,
e sin ¢ cos ¢ —1
0 1
gde su ¢ i ¥ realni parametri. U realnom slucaju, za ¥ = 0, matrica Uy je
ortogonalna.

Neka je A= (aij), B = (b”) = AUkl iC= (Cij) = U]:IB = Uljl AUkl Matrica
C je unitarno slicna matrici A, a veze medu elementima matrica A, B i C su
bit, = aior + auf crj = brjo+ by B
(8) bi = *aikﬂ_ + ag o cyy = —br; B + b i,i=1,...,n,
bij = Qij, j#k7l7 Cij :bij, Z#k,l,

pri ¢emu je, radi kratkoce zapisa, koriséena oznaka o = cos¢ i f = e¥sing. Iz
formula (8) je otigledno da se pri ovoj transformaciji menjaju samo elementi k-te
i l[-te kolone i k-te i I-te vrste. Parametre rotacije ¢ i ¥ éemo odrediti tako da
element ¢; ;1 matrice C' bude jednak nuli,

Clk—1 = —bpr—18+ b r—100 = —agr—18 + ajp—1c =0,

a to znaci da treba da je § = %a. Kako je o2 + |ﬁ|2 = 1, sledi da ¢e biti

¢ k—1 = 0 ako je

lar,x—1] app—
—

- b
\/|ak,k—1|2 +lagr | Gk k-1

Matricom Usz, odredenom formulama (9), transformiemo matricu A u njoj

9) «

slicnu matricu A; = (az(-jl-)) = U3 AUss kod koje je agll) = 0. Zatim, pomocu matrice
Us4 odredujemo matricu kod koje i element sa indeksom (4, 1) jednak nuli. Posto se
pri toj transformaciji menjaju samo elementi druge i ¢etvrte vrste i kolone, element
sa indeksom (3, 1) ostade nula. Produzavajuéi postupak na isti na¢in, anulira¢emo
redom elemente prve, zatim druge,..., i kona¢no (n — 2)-ge kolone, tako da se na
kraju dobija gornja Hessenbergova matrica A’,
A =Upy_ - UsUs3 AUs3Uzs -+ - Up1n ~ A,

Ako je A Hermiteova matrica, onda su i sve matrice Ay, dobijene u toku trans-
formacija, takode Hermiteove. Stoga ée se na svakom koraku anulirati ne samo
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k . P . . k . .
element a](gq) matrice Ay, veé i njemu simetrican element agp), zbog Cega matrica A’

ima trodijagonalnu formu. S obzirom da se anuliraju (n — 2) elementa prve, (n — 3)
elementa druge, ..., i jedan element (n — 2)-ge kolone, ukupan broj transformacija
elementarnim matricama rotacije je (n — 2)(n — 1)/2.

PRIMER 2. Ilustrujmo metodu na primeru simetri¢ne matrice

2 11
A=1(1 2 1
11 3

Trodijagonalna matrica A’, sliéna matrici A, dobija se posle transformacije samo
matricom Uss (jer je n = 3),

1 0 0 2 V2 0
U= |0 % *% ; A =UpAUs = [v2 L 1
0o L 1 0 1 3

V2 V2 2 2

Givensovom metodom rotacije nije moguce transformisati matricu u njoj sli¢cnu
trougaonu, odnosno dijagonalnu, matricu, jer se anuliranjem elemenata sa indek-
sima (i+1, 4) kvare veé dobijene nule. Stoga se ovom metodom ne odreduju direktno
sopstvene vrednosti, ve¢ se matrica svodi na jednostavniji oblik; polazeéi od njega,
iterativnim metodama (obi¢no LR ili QR algoritmom) se nalaze sve sopstvene vred-
nosti matrice.

6.3 Jacobijeva metoda

Jacobijeva metoda je iterativna metoda kojom se odreduju sopstvene vrednosti
Hermiteove matrice A. Posto efektivno nije moguée naéi unitarnu matricu U kojom
se Hermiteova matrica A transformise u dijagonalnu formu, a koja postoji na osnovu
leme 5.6, ovom metodom se beskona¢nim nizom unitarnih transformacija sli¢nosti
anuliraju nedijagonalni elementi matrice A, ¢ime se ona transformise u matrice koje
teze dijagonalnoj matrici. Pri tome se koriste matrice rotacije (7), te se metoda
naziva i iterativna metoda rotacije.

Tlustrova¢emo metodu na primeru realne simetricne matrice A dimenzije n.
Pomo¢u realne matrice rotacije (7),

1 0

cos ¢ —sing — k
(10) Un =

sin ¢ cos @ —1
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nalazimo matricu B sli¢nu matrici A,
(11) B = (b)) = U} AU,

¢iji su elementi

br; = arj cos ¢ + ay; sin ¢ bir = a;k cOsS P + a; sin @
bi; = —ag;sin @ + ag; cos ¢ by = —a sin @ + a;; cos @
bij = asj i,] #k,l
(12) brk = apk COS> o+ ay sin® ¢ + 2ay; sin ¢ cos ¢

by = apk, sin’ o+ ay cos? ¢ — 2ay,; sin ¢ cos ¢
bri = (ay — agk) singcos d + akl(COs2 ¢ — sin® ®)
= %(a” — agk) Sin 2¢ + agy cos2¢ = by,
Matricu Uy, tj. ugao rotacije ¢, odredimo tako da se ovom unitarnom trans-

formacijom anulira element by, a zbog simetricnosti i by,. Iz (12) sledi da je ¢
odredeno jednac¢inom

%(a” — akk) sin2¢ + ax; cos2¢ = 0,
te je

—agl

S obzirom da imenilac izraza (13) moze biti mali broj ili ¢ak nula, koriséenjem
trigonometrijskih transformacija iz ovog izraza se izvodi stabilan algoritam za na-
lazenje elemenata matrice (10)

sin ¢ = © , cos ¢ = /1 —sin? ¢,

201 + V1 —w?)

gde je
A

w= Sign(ﬂ)ﬁ, A= —ag, p=%(au — apk).

Dakle, na odgovarajuéi na¢in definisanom unitarnom transformacijom odredu-
jemo, na osnovu (11), matricu B sli¢nu matrici 4, kod koje je nedijagonalni element
bri, a samim tim i by, jednak nuli. Transformacija koju vrsimo menja i druge el-
emente polazne matrice, s obzirom na (12), te ée neki nedijagonalni elementi koji
su u prethodnim koracima bili svedeni na nulu, biti ”pokvareni”. Stoga Jacobijev
algoritam nije konacan, ali je konvergentan u tom smislu da niz matrica A,, uni-
tarno sliénih matrici A, koje su odredene na nacin opisan za matricu B, tezi ka
dijagonalnoj matrici D,

(14) lim A, =D, A,=UL---U AU, ---U,.

m—00

U; je oznaka za matricu rotacije (10), korigéenu u j-tom koraku.
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TEOREMA 1. Jacobijevom metodom odreden niz matrica A,, konvergira ka dija-
gonalnoj matrici D = diag (A1, ..., \n)-

DOKAZ: Uo¢imo da je, s obzirom na formule (12),

Kako je jos bj; = asj, i,j # k,l, znaci da se suma kvadrata nedijagonalnih eleme-
nata, iz koje su izuzeti elementi ag; i ajx, pri transformaciji (11) ne menja. Takode,
iz (12) i ¢injenice da je by = by, = 0, sledi da je

(15) b + biy = b3y, + by + by, + bl = ajy + ajy + ajy, + agy.

Dakle, suma kvadrata nedijagonalnih elemenata matrice B je za 2a3;, manja od
iste sume matrice A, dok je suma kvadrata dijagonalnih elemenata matrice B za
Qail veca od sume kvadrata dijagonalnih elemenata matrice A. To znaci da se
euklidska norma matrice pri ovim transformacijama ne menja, ali i da se suma
kvadrata dijagonalnih elemenata povec¢ava na svakom koraku za onoliko za koliko
se smanjuje tzv. nedijagonalna norma matrice A,

(16) v= (Z a?j)l/z.

i,j=1
i
Dokazimo da nedijagonalne norme (16) matrica A,,, definisanih u (14), teze nuli
kada m — oo, §to znadi da i svi nedijagonalni elementi teze nuli, tj. da A,, — D.
Na prvom koraku unitarnim transformacijama (11) anuliraéemo sve nedijago-
nalne elemente matrice A za koje je
v S,
(17) laij| > o= i # s
gde je o data konstanta. Ako se izabere da je 0 > n, postojac¢e bar jedan element
matrice A koji zadovoljava uslov (17), jer bi u protivnom imali

n n

(18) v? = az. < C% =n(n— I)C% < n2cf < 020% — 1,27

$to je nemogucée. Ustvari, anuliraju se bar dva elementa — aj; 1 njemu simetrican
a, te je nedijagonalna norma dobijene matrice, prema (15),

19 G- ¥ a <= D)

laij|>c1

U slede¢em koraku anulirajmo sve nedijagonalne elemente koji su po apsolutnoj
vrednosti veéi od ¢ = v1/0; dokaz da postoje bar dva takva elementa, ako je
o > n, je analogan (18). Anuliranjem ovih elemenata na veé poznati nacin, dobija
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se matrica unitarno slicna prethodnoj, ¢ija se nedijagonalna norma, na osnovu (19),
ocenjuje izrazom

d=vio Y W2 <t —2(2) =1 - 232,

2
o
|bij|>c2

Indukcijom zaklju¢ujemo da se nedijagonalna norma v, matrice A,, dobijene posle
m ovakvih koraka, pri ¢emu je u svakom koraku izvrsena bar jedna transformacija,
ocenjuje nejednakoséu

(20) vE <v*(1- =)™,
i, stoga, v, — 0 kada m — oo. 1

U praksi, ovaj beskonacan iterativni proces zamenjujemo konacnim algoritmom,
pri ¢emu smatramo da je A, =~ D za dovoljno veliko m. Dijagonalni elemen-
ti matrice A,, su priblizno sopstvene vrednosti matrice A. Kriterijum na osnovu
koga odredujemo broj iteracija m za koji je greska manja od dozvoljene, se obi¢no
iskazuje odnosom nedijagonalnih normi matrica A,, i A,

(21) UV < €V

gde je € zeljena tacnost. Ako sa ¢, oznaimo konstantu od koje su manji svi
nedijagonalni elementi matrice A,,, onda je

2

v2 <n(n—1)c2, <n?c?,

te je, na osnovu (21), tacnost postignuta ako su svi nedijagonalni elementi matrice
A,, manji od
€
Cm = —V.
n
Broj koraka m koje je potrebno izvrsiti da bi bio zadovoljen kriterijum (21) je,
prema (20),
2Ine

T h-2)

Ako je Uy matrica dobijena mnoZzenjem svih matrica rotacija oblika (10) koris-
¢enih u k-tom koraku, onda je, s obzirom na (14), unitarna matrica U definisana
lemom 5.6 jednaka

m
U=t ] Ve
k=1
Vektori kolona matrice U su sopstveni vektori matrice A, te se aproksimacijom ovih
vektora mogu smatrati vektori kolona matrice [, Ug.

Mada nije narocito brza, metoda se Siroko primenjuje u praksi jer je numericki
stabilna i pogodna za realizaciju na racunaru.
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PRIMER 3. Jacobijevom metodom se u dva koraka odreduju ta¢no sopstvene
vrednosti i sopstveni vektori matrice iz primera 2,

30 V2 34v2 0 0
0 Vs, 0 1 0

0 1
03 0 0 3-vV2

Zaokruzivanjem su naznaceni elementi koji se anuliraju u odgovarajucem koraku,
a matrice kojima se to postize su

1/vV2 —1/v2 0 1/vV2 0 —1/v2
Un=|UvV2 V2 Of pyy=| 0 1 0
0 0 1 1/vV2 0 1/V2

11
2 1] &
13

“[Ee

Vektori kolona matrice

/2 —1/V/2 —1/2
U=Usy -Us = 1/2 1/\/5 —1/2
1/v/2 0 1/v/2

su jedini¢ni sopstveni vektori,

)\1:3+\/§ Ao =1 )\3:3—\/5
1/2 —1/V2 —-1/2
x = | 1/2 x, = | 1/V2 xs = | —1/2

1/v/2 0 1/v2

6.4 Householderova metoda

Ovo je metoda, kao i Givensova (§2), kojom se kvadratna matrica A dimenzije n
transformise pomoc¢u konatno mnogo unitarnih transformacija sli¢nosti u gornju
Hessenbergovu matricu (5) ili trodijagonalnu matricu (6), ako je A Hermiteova.
Za razliku od Givensove metode u kojoj se svodi na nulu jedan po jedan element
matrice, te se ona realizuje u (n — 2)(n — 1)/2 koraka, ovom metodom se u jednom
koraku svode na nulu svi potrebni elementi odgovarajuéeg vektora kolone tekuce
matrice, te se ona realizuje u (n — 2) koraka.

Radi nalazenja matrice T}, j = 1,...,n —2, kojom se realizuje pomenuta trans-
formacija u j-tom koraku, podimo od Householderove matrice

(22) T=1-2ww",
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gde je I jedini¢na matrica, a w € C™ i Hw||§ = w*w = 1. Matrica T je Hermiteova
T =I"-2ww*)" =T -2ww* =T,

i, s obzirom na pretpostavku da je w jedini¢ni vektor, unitarna
T"T=(I-2ww*) I -2ww") =1 —4dww " +t4dww ' ww" =1,

pa je

(23) % =1.

Ako je vektor y dobijen transformacijom vektora x matricom 7T,

(24) y=Tx=(1-2ww" )x=x—-2ww'x =x — 2(x, W)w,

onda je

(25) |yl =¥y = (T%)*(Tx) = x"T" Tx = x"x = |[x]3,
(26)  (v,x%) =x"y =x"Tx=x"T"x = (Tx)*(x")* = (x*"Tx)".

Dakle, iz (25) sledi da se transformacijom matricom 7" euklidska norma vektora ne
menja, a iz (26) da je skalarni proizvod (y, x) realan broj, jer je x*Tx = (x*Tx)*.

Odredimo vektor w, a time i matricu 7', tako da se dati vektor x = (z1,...,2m)7
preslika u vektor kolinearan sa koordinatnim vektorom e; = (1,0,...,0)T,
(27) Tx=ke;.

Konstanta k je, s obzirom na (25),

2 *
(28) [B]* = |lx]l; = x"x.
Neka je 0 = ||x]|,, i neka je prva koordinata vektora x oblika z; = |z1]|e'®. Zbog
(26) je

(keq, x) = kx*ey = k|z1|e™"®
realan broj, te k mora imati ¢inilac e’®. Kako iz (28) sledi da je |k| = o, to je
(29) k = Foe'.
Matrica T, tj. vektor w, odredeni su relacijama (27) i (24),
Tx =x—2(x, w)w = key,
odakle je, s obzirom da je w jedini¢ni vektor,

x—k:el
30 _ _XZhker
(30) ¥ = k= el
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Znak konstante k, date izrazom (29), izaberimo tako da imenilac izraza (30) ne
bude blizak nuli, radi numericke stabilnosti algoritma. Kako je

Ix — ker|l = (x — ke1, x — ker) = [|x[[5 — (x, ke1) — (ker,x) + [[kes 5

31
(31 = 0%+ 20|21| + |k|? = 20(0 £ |z1]),

a o > 0, treba u (29) uzeti znak minus, tj. uzeti da je
k= —oge*™.
Zamenom (30) u (22), uzimajuéi u obzir (31), dobijamo da je matrica T

T=I-(o(c+ |9:1|))71(x —key) (x — kep)*.

Dakle, Householderova matrica T kojom se proizvoljan m-dimenzioni vektor x pres-
likava u vektor kolinearan sa prvim koordinatnim vektorom e; je

T=1-puu, u=x-—key, 5:(U(U+|9~"1|))71

Unitarnom transformacijom definisanom formulama (32) vektor x se preslikava
u vektor ¢ija je samo prva koordinata razli¢ita od nule i ¢ija je euklidska norma
jednaka euklidskoj normi vektora x. Stoga se u prvom koraku Householderovog al-
goritma Householderova matrica Tl(nfl) (gornji indeks ukazuje na njenu dimenziju)
definise vektorom x = (azy,.. .,anl)T, odredenim svim elementima prve kolone
matrice A izuzev elementa aq1, a matrica transformacije T dimenzije n se dobija
dopunjavanjem matrice Tl(nfl) koordinatnim vektorima do n-dimenzione matrice.
Prema dokazanom, svi elementi prve kolone matrice 17 A, izuzev prva dva, su nula,

1 | 0 0 a11 | a2 Q1n
T‘1 A= 0 | as1 | * *
oY D
0 | an1 | %
ail | ai2 Q1n
S Y *
0 | =*= ... =

Da bi matrica A, dobijena posle prvog koraka Householderovog algoritma, bila
slicna matrici A, potrebno je jo§ matricu T3 A pomnoziti sa desne strane matricom
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T, *. S obzirom na svojstvo (23) Householderovih matrica i strukturu matrice T},
neposredno se dokazuje da je Tfl =T, te je

Al = T1 ATl

U drugom koraku algoritma transformacija se vr§i matricom

1010 ... 0
01 1] 0 ... 0
=10 0 | :
: n—2
Do TQ()

00 |

gde je TQ("_Q) Householderova matrica dimenzije (n — 2), formirana pomocéu
(n — 2)-dimenzionog vektora odredenog vektorom druge kolone matrice A, izu-
zimajuéi prve dve njegove koordinate. Nastavljajuéi ovaj postupak, posle (n — 2)
koraka dobija se gornja Hessenbergova matrica (5), ili trodijagonalna matrica (6)
ako je A Hermiteova matrica, koja je slicna polaznoj matrici A.

PRIMER 4. Za transformaciju matrice iz primera 2 u trodijagonalnu njoj sli¢nu
matricu A; moze se koristiti i Householderova metoda

1 0 0 2 V2 0
T |0 V2 —1NV2| 4| -Vv2 T2 —1)2
0 —1/vV2 1/V2 0 -—1/2 3/2

Householderovom metodom se ne moze dobiti trougaona, tj. dijagonalna, ma-
trica sliéna polaznoj, jer bi se matricama 7}, j = 1,...,n — 1, formiranim House-

holderovim matricama Tj("_j +1)

matricama radi o¢uvanja sli¢nosti.

pokvarila zeljena struktura pri mnozenju inverznim

6.5 LR metoda

LR algoritam (Rutishauser, 1958) je iterativna metoda kojom se odreduju sve sop-
stvene vrednosti kvadratne matrice A. Formira se, polaze¢i od date matrice A1 = A,
niz matrica A; na sledeéi na¢in. LU dekompozicijom (§5.2) matrica A; se predstavi
u obliku proizvoda donje trougaone matrice L;, sa jedinicama na dijagonali, i gornje
trougaone matrice R?;,
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Sledeéi ¢lan niza matrica, matrica A;+1 jednaka je permutovanom proizvodu (33)
nadenih trougaonih matrica, i takode se razlaze LU dekompozicijom,

Ajp1 =R Ly = Liz1 Riqa, 1=1,2,....

Pod pretpostavkom da se svaka matrica A; moze predstaviti proizvodom (33), bez
prethodnog permutovanja vrsta ili kolona, dokazimo neke osobine ovog niza ma-
trica.

TEOREMA 2. Ako postoje sve dekompozicije A; = L; R;, tada
(i) matrica A;y1 je slicna matrici A;, tj.

A1 = L7 A Ly;

(i) Ajy1=(L1--- L) YAy (Ly--Ly), i=1,2,...;
(iii) ako oznacimo sa T; donje trougaonu matricu T; = Ly - -- L; i sa U; gornje
trougaonu matricu U; = R; --- Ry, onda je
(34) A=A =T, U;, i=1,2,....
DoOKAZ: (i) Kako je A; = L; R;, tvrdenje neposredno sledi
Li'ALi=L;'L;R;L; = R; L; = Ai11.
(ii) Ovo tvrdenje sledi neposredno na osnovu dokazanog pod (i),
A1 =L A L= LY (LY Aica Licq) Ly = -
:Li—l...Ll—lAlLl...Li:(Ll...Li)*lAl(Ll...Li)_
(iii) Iz (ii) sledi da je
Ly LiAiy1 = A1 Ly -+ Ly, i=12...,
pa je

T, U =Ly Li1(LiR)Ri—1-- Ry = (L1 Li—1Ai) Ri—1 -+ Ry
=A1(L1--Lic1))(Ric1 - R1) = A1 ;21 Ui,

i, kona¢no,

T,Ui=ATi Uiy = A1T, o U=+ = A} = A"
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S obzirom da su dijagonalni elementi svih donje trougaonih matrica L; jednaki
jedinici, i dijagonalni elementi matrica T; su jednaki jedinici. Stoga je teoremom 2
odredena trougaona dekompozicija matrica A%, i =1,2,....

Pod odredenim pretpostavkama o matrici A moze se dokazati da je

Al N *
71— 00 17— 00 . 1—00
0 An
gde su \;, i = 1,...,n, sopstvene vrednosti matrice A. Pokazimo to, uvodeéi u

toku dokaza neophodne pretpostavke. Kao prvo, neka je

(35) [A1] > Ao > - > |\,

Polaze¢i od vektora e; = (1,0,...,0)T, formirajmo niz vektora odredenih matri-
com A,

(36) z; = Aley, i=0,1,....

Da bi analizirali ponaSanje vektora z; kada ¢ — oo, predstavimo e; linearnom
kombinacijom sopstvenih vektora xj, k =1,...,n, matrice A

(37) e = X1 + -+ apXy, gde je  Axp = \pXg.

Tada je

(38) z; = A(a1x) + - F anXp) = i Aixg 4 Fap\ix,,

paje, za a; # 0,

1
(39) lim —Z; — (1X1q,
1—00 )\11

jer je, s obzirom na (35), limiﬂoo()‘—’;)i =0, k=2,...,n. Sa druge strane, iz (36)
i(34) je

(@)

Uqq
z; = Ale; = T, Use, = (tg“ tﬁ)) L | =i,
0
gde su tgi) 7 = 1,...,n, vektori kolona matrice T;, a uglk) elementi matrice U;.

Kako je U; = R; - - - Ry i kako su sve matrice R; = (7“](;)) gornje trougaone, sledi da
(4) (O R O)]

Jeuyy =Ty - Tiy, Paje

1 i), (i
(40) zZ; = 7"§1) .- -rgl)tg ),



144 6. SOPSTVENE VREDNOSTI I VEKTORI MATRICA

Pri tome je jos vektor tgi), za svako 1 = 1,2,..., oblika

(41) tgi) = (Ltgila"'atgﬁ)Ta

tj. njegova prva koordinata je jedan za svako ¢, jer je T; donje trougaona ma-
trica sa jedini¢nim dijagonalnim elementima. Stoga je prva koordinata vektora z;
PV 1z (39) sledi da je

Zit+1 ~ \1Zi,

te, ako prva koordinata x1; vektora x; = (211,...,2,1)7 nije nula, koliénik prvih
koordinata vektora z; 1 = (r{t - Y v 0T i g = (DD k)T
tezi ka Aq,

(42) Tim ) = Ay

11— 00

Zamenom (40) u (39) i uzimajuéi u obzir (42), dokazujemo da je granica niza
vektora tgz) sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti Ay,

NOBON
lim %t%’) —t,£0, gdeje At; = M\t

1—00 1

Ako je prva koordinata x1; vektora x; jednaka nuli, prema (38) je prva koordi-
nata vektora z; oblika agAyx12 + -+ + ap A, z1,, te prva koordinata vektora %zi,
1

s obzirom na (35), tezi nuli kada i — co. Sa druge strane je

1 i
1 7 Tgl) T 7“51)t(z')
. 4y ; 1 >
AY AY

gde je vektor tgi) dat u (41), sto znadi da je

1 i

PN TR, VY

S NNC

lim rll/\ﬁt,@ = a1z, k=2,...,n.
11— 00 1

Dakle, niz vektora tgi) divergira,

lim [|t$7]], = oo,
1— 00

§to znaci da i niz matrica T; = L - - - L; divergira.
Ako je u (37) a1 =01 ag # 0, umesto (39) imamo

. 1
lim 7% = Q2Xa.
71— 00 )\2
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Stoga, u slucaju da je prva koordinata x1 vektora xo = (212,...,2,2)7 razlicita

od nule, imamo konvergenciju

lm Y =Xy, limt{? =t,,  gdeje Aty = Asto,

11— 00

dok u suprotnom niz T; divergira.
Navedene uslove o konvergenciji procesa mozemo iskazati i na slede¢i nacin.
Neka je X matrica ¢iji su vektori kolona xj, sopstveni vektori matrice A,

XZ(ijk)Z(Xl Xn), AXk:)\ka, k:l,...7n.

Tada je
AX =XD, gde je D =diag(\i,..., ),

paje X~'A=DX"' Akosayl = (yk1,-..,Ykn) oznaéimo vektor k-te vrste
matrice Y = (yj) = XL, zYX=11YA=DY je

—

0, j#k )
yixp = {1 Fa y; A=Ny].

Stoga, mnoZenjem vektora (37) sa ij dobijamo da je

— vla, — L
yjl—yjel—aj, 3—17...771.

S obzirom na prethodnu analizu sledi da, od toga da li je y;1, j =1,...,n, jednako

ili razli¢ito od nule, zavisi kojoj sopstvenoj vrednosti matrice A niz ngl) konvergira,
ako uopste konvergira. Da li proces konvergira ili ne zavisi od toga da li 1% nije ili
jeste nula. U procesu koji konvergira, ponasanje ostalih kolona matrica T; i R;, a
time i L;, R; i A;, moze se analizirati na slican nacin.

Ovi zakljuci su objedinjeni u teoremi koja sledi, a kojom se formulisu opsti
uslovi konvergencije LR algoritma.

TEOREMA 3. Neka je A = A; kvadratna matrica dimenzije n koja ispunjava
sledece pretpostavke:

(i) LR metoda se moze primeniti na matricu A, tj. za svakoi = 1,2,...,
dekompozicija A; = L; R;, a time i matrica A;11 = R; L;, postoji;

(ii) sopstvene vrednosti matrice A zadovoljavaju relaciju

A1] > [Aa| > - > |\nl;

(iii) Zamatrice X iY = X1, takvedaje A= X DY, D =diag(\i,...,\n),
moguca je trougaona dekompozicija

X=L,R., Y=L,R,

pri ¢emu su dijagonalni elementi matrica L, i L, jednaki jedinici.
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Tada nizovi matrica {4;}, {R;} i {L;} konvergiraju, i

)\1 e *
lim A; = lim R; = TR lim L; = 1.
1— 00 1— 00 ° 71— 00
0 An
Hipoteza (iii) teoreme, koja se odnosi na matrice X = (z;;) 1 Y = (yi5),

obezbeduje da je x17 # 01 y11 # 0. Postojanje matrica L, i R, garantuje konver-
genciju metode.

DOKAZ: Pri dokazu ¢emo jos pretpostaviti da je A, # 0.
Prvo ¢emo indukcijom dokazati da je

A= X D'Y.

Za i = 1 iskaz je tacan prema hipotezi (iii) teoreme. Pretpostavimo da je tacan za
i=k, tj. daje A¥ = X D*Y. Tada je, s obzirom daje Y = X1,

AL = AP A= (XDFY)(XDY)=XD*¥Y X)DY = X DY,
Dalje, pod pretpostavkom da D! postoji, je
(43) A'=XD'Y = L,R,D'L,R, = L,R,(D'L,D"")D'R,,.

Matrica D'L, D~ = (l§2) je donje trougaona matrica sa jedinicama na dijagonali,

1 0
(i—f)ilm 1
DiL,p7 = | ()l (32)l2 1 ,
(3) b (52) 2 (32)'lns - 1

gde je L, = (l;x). Prema hipotezi (ii) teoreme je |\;| < [A\g| za j > k, te je

G . Agi
Jim = Ji (5 e =0

Stoga se moze napisati da je
D'L,D™"=1+E;, gde je lim E; =0,
§to zamenom u (43) daje

A'=L,R,(I +E)D'R, = L,(I + R,E;R;")R,D'R, = L,(I + F;)R,D'R,,
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gde je

(44) F; = R,E;R;", lim F; = 0.

11— 00

Za i > iy dovoljno veliko, postoji trougaona dekompozicija matrice I + Fj,

1 0 * .. ok
* 1 0 *
pri éemu je, zbog (44),
(45) lim L; = lim R; = I.

Matrica A® je predstavljena u obliku
A = (L,L;)(R;R,D'Ry),

pri éemu je proizvod L, L; donje, a proizvod RiRiDiRy gornje trougaona matrica.
Kako je trougaona dekompozicija regularne matrice jednoznac¢no odredena, to je

T,=1Ly---L; = L,L;, Ui=R;---Ry = RiR,D'R,,.

Kada i — oo, s obzirom na (45), je

lim T; = L,,
lim L; = lim 7,717, = I,

lim R; = lim U;U;7} = Jim (RiR.D'R,)(Ri_1 R, D" 'R,)!

= lim R;R,D'R,R;'"D"""'R'R;", = lim R;R,D R;'R; |
=R,DR;".

Medutim, R, D R, ! je gornje trougaona matrica oblika

Al *
0 An

¢ime je teorema u potpunosti dokazana. 1
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Iz dokaza teoreme je jasno da je konvergencija brza ukoliko je |§—Z|, j >k,
manje, odnosno ako su sopstvene vrednosti vise razdvojene. Ako su neke sopstvene
vrednosti jednake po modulu,

Al > > e = (A > > A,

konvergencija ¢e postojati, osim u naznacenoj oblasti matrice

A1 * | x x| * *

I

)\T,1 | * * |

A i—og | = =+ |
| x|

- - - = *
)\r+2
0 An

Sopstvene vrednosti blok matrice dimenzije dva konvergirace ka A\, i A.i1.
Analogan zakljucak se moze izvesti i ako imamo vise od dve jednake po modulu
sopstvene vrednosti.

Nedostaci LR metode su:

(i) Skupa je, jer je broj mnozenja na jednom koraku (da se od A; dobije A; 1)
asimptotski jednak 2n®;

(ii) Ne moze se primeniti ako nije mogude izvrsiti trougaonu dekompoziciju
svih matrica A;, i matrica X i Y;

(iif) Sporo konvergira ako je A;/Ax blisko jedinici.

Da bi se ublazili nabrojani nedostaci, obi¢no se ¢ini slede¢e. Broj operacija na
jednom koraku se smanjuje primenom metode na redukovane matrice, tj. gornje
Hessenbergove ili trodijagonalne matrice. Jednostavno se moze pokazati da su
ovako redukovane matrice invarijantne u odnosu na LR transformacije — ako je A;
gornja Hessenbergova ili trodijagonalna matrica, onda je takva i matrica A;11.

Konvergencija se moze ubrzati tzv. pomeranjem. Za elemente matrice A; vazi
ocena ([26])

() _ A ,
(46) ajk—0<(>\—i) ), j> k.
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Ako je A gornja Hessenbergova matrica, onda su takve i sve matrice A;. Stoga je
(4)

nz,nfl .
prema (46), on tezi nuli istom brzinom kao i (A, /An—1)* kada ¢ — co. Da bi ubrzali

konvergenciju, primenjujemo LR metodu na matricu

a jedini nedijagonalni element u poslednjoj vrsti matrice A; koji nije nula, i,

A=A-pl,

gde je p aproksimacija sopstvene vrednosti A,,. Element &Ef )

,n—1
kao )
)\nfl - P ,
i brze konvergira ka nuli kada i — oo, jer je A, —p blisko nuli. Ako je [An| < [An-1],
prema dokazanom je lim;_, aEZ% = \n, te se kao dobra aproksimacija vrednosti A,
moze uzeti aﬁ%, ako je i dovoljno veliko. Konstanta p se menja na svakom koraku
i uzima se da je p; = a%%. Ako je A, viSestruki ili kompleksni koren, onda se ova
ocena dobija procenom sopstvenih vrednosti matrice nize dimenzije koja ¢ini blok

u matrici A4;. Kada je p; ocenjeno, algoritam i-tog koraka LR metode je

matrice A; se ponasa

(47) Ai—pil =L R, A1 =R L +p;i I,

¢ime je obezbedena sli¢nost matrica A; i A;41,

Aipr = RiLi+pd = L7 (Ai—pid)Li+p ] = Ly 'A;Li —p; Ly ' Li+pil = L' A L;.

6.6 QR metoda

QR metoda (Francis, 1961) je slicna LR metodi. Polaze¢i od kvadratne matrice
Ay = A reda n, formiraju se matrice A;, @Q; i R; na slede¢i nacin:

A = Qi Ry, Qi =1, R;, = U I
(48) Q Qi Q o

Aiy1 = R; Q.

Za razliku od LR metode koja se ne moze uvek primeniti, u ovoj metodi se vrsi
dekompozicija matrice A; na unitarnu ); i gornje trougaonu matricu R;, Sto je
uvek moguce realizovati. Druga prednost QR nad LR metodom je njena stabilnost
— koriste se unitarne transformacije koje su stabilne, za razliku od LU dekompo-
zicije. QR dekompozicija matrice A; se moze realizovati napr. Householderovom
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metodom (§4) tako Sto se matricama Hl(i), . ,Hffll, formiranim od Householde-
rovih matrica (32), matrica A; transformiSe u gornje trougaonu matricu R;,

(49) HY .. HY A, =R,
1z (49) sledi da je

o HO) Ry =H{" . HY | R;,

n—1
jer je (H(l))* = (H@)f1 =Y Stoga je u i-tom koraku
j j i
Qi = Hl(i) e H,(jll i A1 =R Qi = R; Hl(i) e H,(jll-

Treba napomenuti da QR dekompozicija matrice nije jednoznacno odredena.
Naime, ako je S proizvoljna dijagonalna matrica oblika

er? 0
S = )
0 etdn

(+ ovde oznacava imaginarnu jedinicu), matrica @; S je unitarna, jer je i S unitarna
matrica. Kako je jos S* R; gornje trougaona matrica, to je izrazom

A = (Qi S)(S™ Ry)

definisano beskona¢no mnogo oblika QR dekompozicije matrice A; (za razli¢ito ¢).
Osobine matrica A;, @; i R; su formulisane u teoremi koja sledi, a koja je
analogna teoremi 2.

TEOREMA 4. Matrice 4;, Q; i R; QR algoritma (48), i matrice P, = Q1---Q; i
U, = R;--- Ry imaju sledeéa svojstva:
(i) A;41 1 A; su slicne matrice, tj. A;41 = QF A; Qi;
(i) Ais1 = (Q1---Qi)" A1 (Qr--- Qi) = P A1 P;
(i) A\ =P U;, i=12,....

Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme 2, u kome samo treba L; zameniti
sa Q.

Analiza konvergencije QR algoritma se moze izvrsiti onako kako je to uradeno
za LR algoritam. Pretpostavimo da za sopstvene vrednosti Ay matrice A vazi (35),
i neka su

yi
X=(zp)=(x1 ... %), Y=X'=(y)=|:],
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matrice takve da je
A=XDY, D =diag (M,..., \n).

X}, je desni, a yf levi sopstveni vektor koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A,

—-

AX=XD = Axy = \Xg, T 0, j#k
T T Vi Xk = ; '
YA=DY = ylAd=xzy! 1, j=k

Ako je a1 = y11 # 0 u razvoju koordinatnog vektora e; po vektorima xy,
€1 = a1X1 + -+ QpXp, Oéj:yJTelzyjla

onda za niz vektora z;, datih u (38), vazi (39). Izrazimo vektor z; pomoc¢u matrica

j (pgi) pg)) iU = (ugzk)), definisanih u teoremi 4,

(50) z; = A'e; = P, Uje; = U%)Py) = 7”91) e 7“?1)13@,

gde je, kao i ranije R; = (7’52) Matrica P; je unitarna, te su njeni vektori kolona
pg) jedini¢ni u euklidskoj normi. Neka je i sopstveni vektor x; normiran,

1
p1 = —X1.
[EST(P

Tada, na osnovu (39), postoje fazni ¢inioci s;, = e*®* takvi da je

Iz (39) takode sledi da je z; ~ A\1z;_1, te je na osnovu (50) rﬁ)p@ ~ Alpgifl), sto

znaci da se A\; moze izracunati kao grani¢na vrednost niza koli¢nika odgovarajuéih
koordinata vektora rﬁ)pgz) i pg%l). Iz (51) je limg— oo pgk) = limp o0 1;’—;, te je,

konacno,

lim Tgﬁ)%;l = A1
k—o0 Sk
Znaci da pgk) i TY;) ne konvergiraju u uobi¢ajenom smislu ka py i A1, ve¢ ”sustinski”,
tj. do na fazne ¢inioce. Ova ”sustinska” konvergencija postoji bez dodatnih pret-
postavki, kakva je £17 # 0 u LR metodi.
Narednom teoremom su objedinjeni prethodni zakljucci i dati opsti uslovi kon-
vergencije QR metode.
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TEOREMA 5. Neka je A = A; kvadratna matrica dimenzije n koja ispunjava
sledece pretpostavke:

(i) sopstvene vrednosti matrice A su razli¢ite po modulu,
Al > o] > - > s

(ii) Na matricu Y, takvu da je A = X DY, gde je D = diag (A1,...,\n) 1
X =Y !, je moguée primeniti trougaonu dekompoziciju

1 0 * .. %

I | 0 *
Tada nizovi matrica {A;}, {R;} i {Q:}, kojima je definisana QR metoda (48), imaju
sledeéa svojstva: postoje fazne matrice

Sy = diag (e“ﬁgk), ... ,e“i’?(f))
takve da je
klim 55571 Qk Sk == I, (61)
)\1 *
khm 5271 A Sp_q = khm SZ Ry Sp_1 = . (62)
0 An

Jos je limg_, oo ay;) =X,j=1,...,n, gde je A = (a§];)).

Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme 3.

Ako pretpostavka (ii) teoreme nije ispunjena, QR metoda ée i dalje konvergirati,
samo Sto niz sopstvenih vrednosti \; na dijagonali ne mora biti ureden.

Kao i LR metoda, i ova metoda se primenjuje samo na Hessenbergove matrice,
Hermiteove trodijagonalne matrice i neke druge forme retkih matrica. Razlog lezi
iskljuc¢ivo u efikasnosti algoritma. Naime, za punu kvadratnu matricu dimenzije n
broj operacija po iteraciji je O(n?), za Hessenbergovu matricu taj broj je O(n?), a
za trodijagonalnu je O(n).

Kada se metoda primenjuje na Hessenbergovu ili trodijagonalnu matricu, ob-
zirom da je veéina elemenata ispod glavne dijagonale nula, bolje je u (49) umesto

Householderovih matrica H ,gi) koristiti matrice rotacije (7),

Grn-1n- -Ga3 G2 A; = Ry,
gde je sa G'y—1,; oznacena matrica rotacije kojom se anulira element ag)kq matrice
A;. U ovom slucaju je

A = Qi Ry, Qi = G1Go3 -G 1
Ai1 = RiQi=RiGiy- -Gy -
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PRIMER 5. Ilustrujmo jedan korak QR algoritma na matrici A;, odredenoj u
primeru 4. Koristi¢emo Givensove matrice rotacije Gr—1.%, k = 2,3, za nalazenje
matrice R;.

0.81656 —0.5774 0 1 0 0
Gio = | 05774 0.8165 0 , Gos = [0 0.9713 —0.2379
0 0 1 0 0.2379 0.9713

24495 —3.1754  0.2887
Ry = GosGrady = | 0 21015 —0.7534

0 0 1.3598

0.8165  0.5608 0.1374
Q, =GLGE = —-0.5774 0.7931 0.1943

0 —0.2379 0.9713

3.8335 —1.2134 0
—1.2134 1.8459 —0.3235

0 —0.3235  1.3208

Ay = R

Kao u LR metodi, pomeranjem (47) se moze ubrzati konvergencija ove metode.
Za Hermiteove pozitivno definisane matrice je QR metoda dvostruko brza od LR
metode, iako je na svakom koraku za realizaciju QR metode potrebno izvrsiti dva
puta vise racunskih operacija. U poredenju sa metodom Jacobija, praksa pokazuje
da je QR metoda oko cetiri puta brza ako se traze i sopstvene vrednosti i sopstveni
vektori, a oko deset puta brza ako se traze samo sopstvene vrednosti.

6.7 Delimican problem sopstvenih vrednosti

U praksi je ¢esto potrebno odrediti samo jednu sopstvenu vrednost, najce$é¢e na-
jve¢u po modulu, i njoj odgovarajuéi sopstveni vektor, drugim re¢ima, resiti de-
limican problem sopstvenih vrednosti. Metode navedene u prethodnim odeljcima
su nepodesne za reSavanje ovakvih zadataka jer su suvise komplikovane i skupe, a
vecina rezultata koje njima dobijamo nam nije od koristi. Stoga postoje posebne
metode za resavanje delimi¢nog problema, koje su po pravilu iterativne i zasnivaju
se na lemi 5.4.

Metoda proizvoljnog vektora. Ovom metodom se odreduje najveéa po modulu
sopstvena vrednost A\; i odgovarajuéi sopstveni vektor x; matrice A € C"*", za ¢ije
sopstvene vrednosti vazi

Aal = Pal = - = ol
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Ako su njima odgovarajuéi sopstveni vektori xi,...,x, linearno nezavisni, oni
obrazuju bazu prostora C™, te se proizvoljan vektor vy moze izraziti u obliku

Vo = a1X1 + -+ apXy.
Vektori
(52) v = Avip_1 = AFvyg, k=1,2,...,

s obzirom na lemu 5.4, imaju reprezentaciju

(53) vie = Maix; + -+ Ma,x,, k=0,1,....
Stoga je
U](_k+1) a1$§-1) (2 k+1a2x§-2) R (i—")kﬂanwﬁ")
(54) m M @ A Fo
v; oz, + (—f) QX" + e+ )\—TI’) QnZ;
gde je
X; = (zgi),...,z,(f))T, Vi = (vik),...,vnk))T.

(i) Ako je najveéa po modulu sopstvena vrednost jednostruka i realna, tj.
[A1] > A2, i a1 # 0, tada je bar za jedno j, 1 < j<n

lim U§k+1) = A
Jim v§k) = A,

a zbog (53)

(55) vi ~ Maixg, k — oo.

Ako je a1 =0, ag # 01 |A2| > |As], iz (54) sledi da je

(kD)

. J —
kli{go M) Az
J

U praksi se, medutim, usled racunske greske, posle nekoliko iteracija pojavljuje
komponenta vektora vi u pravcu vektora xi, tako da koli¢nik v](-kﬂ) /’U](-k)

konvergira ka A;, mada znatno sporije.

ipak

(ii) Ako je najveca po modulu sopstvena vrednost viSestruka i realna, tj. A\; =
coo= A 1 [Am| > [Am41], tada koliénik
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k1 1 m) | (Amgr\kF1 mt1 n)FFL o pn
v§+):)\1a1$§)+"'+amx§ >+(T+1) Q12 )+---+(§—1) ")
v§k) a1z§1) +-- amxgm) + (/\TK—Tl)kOém+1$§m+1) +- 4 (f\—’;)kanxgn)

tezi takode ka A\ kada k — oo za ono j za koje je alxg-l) 4+ -+ amxg-m) £ 0.

(iii) Ako jT |)\|1| :| |/\|2| i A1 # Mg, niz v§k+1)/v§k) ne konvergira. Na primer, ako
je Ao = —A1 1 [Ao| > | A3, tada je

. k+1 k+1 n
v§k+1) Y alxgl) + (—1)k+1a2$§2) + (i—l) + OégIL'g»g) + -+ (i—’;) + oznz§ )
v§k) oqx;l) + (—1)’“@21:(2) + (A—f)kasxg- ) + + (A—Tl")kan:cg-")

i ovaj koli¢nik ne konvergira kada k& — oo. Ali, ako je alxgl) + agxf) # 0, koli¢nik

(k+2) (1) k 2) A\ k2 (3) A ) 2 ()
v; = \? arz;’ +(=1) +2Oé2$j + ()\_? e R (A_l) Anly
: % k n
v§"°) ozlxg'l) + (*l)kazxf) + (A_?) O‘3z§'3) +o Tt (A_Tf) oznxg- )

konvergira ka \? kada k — oc.

PRIMER 6. Nadimo najve¢u po modulu sopstvenu vrednost matrice iz primera 2.
(U primeru 3 je nadeno da je A\ =3+ V2= 4.414.)

k k k k k—1 k k—1 k k—1
. R A L o G S i e
0 1 0 0
1 2 1 1
2 6 5 6 3 5 6
3 23 22 29 3.833 4.400 4.483
4 97 96 132 4.217 4.364 4.552
9 | 1.5910-10° 1.5910-10° 2.2495 -10° 4.413 4.413 4.415
10 | 7.0225-10° 7.0225-10° 9.9305 -10° 4.414 4.414 4.414

Odgovarajuci sopstveni vektor je priblizno

7.0225 - 10° 0.500
x; =c [ 7.0225-10°5 | = [ 0.500 | ,
9.9305 - 10° 0.707

pri ¢emu je konstanta c odredena tako da x; bude jedini¢ni vektor.
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Metoda skalarnog proizvoda. Ova metoda predstavlja jednu varijantu metode
proizvoljnog vektora. Za nalazenje najve¢e po modulu sopstvene vrednosti A; ko-
risti se, pored niza vektora v definisanih u (52), i niz

wi = A*wg_1 :(A*)kwo, k=1,2,...,
gde je wq proizvoljni vektor. Sopstvene vrednosti matrice A* su, prema lemi 5.5,

A,y ...y Ap, a odgovarajuci sopstveni vektori yq, ..., ¥y, su linearno nezavisni i mogu
se normirati tako da je

(56) (xi, y;) = dij-

Vektor wq se moze predstaviti linearnom kombinacijom vektora y,
wo = fiy1 + -+ Bnyn,

te je

(57) Wi = A Biy1 + -+ A Bnyn-

Skalarni proizvod vektora (53) i (57), uzimajuéi u obzir (56), je

n

(Vi , wi) = (Z azxz,z)\ Bgyg)

n n
Z az)\ ﬁ] Xi, YJ = Z )\szaiBi7
j=1 =1

o
I

HM:

i, sli¢no,
n
2k—1 o)
(Vi—1, Wg) = Z AT B
=1

Stoga kolicnik

(Vk,Wk) A\ 041614»(A ) a262+.,,+(§_,11)2kan6n
=)\ - GnPn_
(Vk—1, Wg) a151+(>\—2) 2k— a2ﬁ2+"'+(§\—7;)2k 1C¥nﬁn

konvergira ka \; kada k — oo ako je a1 3 # 0.

Broj mnozenja potrebnih za izracunavanje jedne iteracije je u ovoj metodi
dvostruko veéi nego u metodi proizvoljnog vektora. Konvergencija se moze ubrzati
kada je A = A* izborom wq = vy.
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Metoda tragova. Ovom metodom se iterativnim algoritmom odreduje najvecéa
po modulu sopstvena vrednost A\; matrice A pomocu tragova tr(A%), k=1,2,....
Naime, ako je

ALl > Ao =2 -+ = [An],

tada je, na osnovu (2),

Vi) = g+ (@) o () > ), koo

Odredujemo matrice A2, A2,... injihove tragove, tj. zbirove njihovih dijagonalnih
elemenata, pa nalazeéi {/|tr(AF)|, k =1,2,..., dobijamo niz brojeva koji konver-
gira ka [\q].

Druga varijanta ove metode je da se A\; odredi kao grani¢na vrednost koli¢nika

k+1

An
1 Py
=M\
tr(AF) 1+(_2)k+...+(§_?)k

k+1 14 (22 R
tr(A") (/\)A AL k — oo.

Kao i u prethodnim metodama, aproksimacija sopstvenog vektora je AFv, gde
je v proizvoljni vektor a k dovoljno veliko, sto sledi iz (55).

Metoda je sporija od prethodnih, jer je na svakom koraku potrebno pomnoziti
dve matrice, a ne matricu i vektor. U prvoj varijanti konvergencija se moze ubrzati
ako se umesto niza matrica A, A%, A3, A%, ... formira niz A, A%, A* A%, ... i

odreduje *\/|tr(A%")].

Metoda iscrpljivanja. Kada je odredena najveéa po modulu sopstvena vrednost
matrice i njoj odgovarajuéi sopstveni vektor, ovom metodom se moze nadi sledeca
po veli¢ini modula sopstvena vrednost i njoj odgovarajuéi sopstveni vektor.

Neka sopstvene vrednosti matrice A zadovoljavaju relaciju

Al > A2 >0 > Al

i neka su odgovarajudéi sopstveni vektori x1,...,X, linearno nezavisni. Pretposta-
vimo da su A1 i x; poznati, a takode da je poznat i sopstveni vektor y; matrice A*
koji odgovara sopstvenoj vrednosti A1 i koji je normiran tako da vazi (56) za j = 1.
Matrica

Al =A-— Alxlyf

ima takode sopstvene vektore x1,...,X,, a odgovarajuce sopstvene vrednosti su
0, A2, ..., A\, jer je

Aixi = Axp — Mixiyixa = ix — Aixa(xi, y1) = 0-xq,

Arxy = Axp — Mix1yiXi = X — X (X, Y1) = AiXg,  1=2,...,0.

Posto je Ay najveéa po modulu sopstvena vrednost matrice A;, ona se moze naéi
nekom od izlozenih metoda.
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PRIMER 7. Primenom metode iscrpljivanja i metode tragova odredimo drugu po
veli¢ini modula sopstvenu vrednost i njoj odgovarajuéi sopstveni vektor matrice

2
A= |1
1

[ NS
LW =

koristeéi rezultat iz primera 6.
S obzirom da je A realna, simetri¢na matrica, tj. A = A*, biée x; = y1, te je

0.8965 —0.1035 —0.5606
A=A axixt = | —0.1035  0.8965 —0.5606
~0.5606 —0.5606  0.7929

Nalazeéi tragove matrica A%, A}, A%, A6 i A$2 dobijamo niz aproksimacija
[A2] : 1.8747, 1.6451, 1.5907, 1.5858, 1.5858.

Mnozenjem proizvoljnog vektora sa A3? i normiranjem, dobijamo da je jediniéni
sopstveni vektor x; = (0.500, 0.500, —0.707)7, a znak sopstvene vrednosti Ao
odredujemo zamenom u sistem Axs = Aoxo. (Poredenja radi, tacne vrednosti
su date u primeru 3.)

Kada se odrede Ay i x2, ponavljanjem prethodnog postupka mozemo odrediti
matricu

Ay = A1 — Aaxa(y2)”

Cija je najveéa po modulu sopstvena vrednost As, itd.

U praksi A1, x; 1 y1 obi¢no nisu tactno odredeni. Stoga ¢e i matrica A; biti
odredena sa izvesnom greskom, koja ¢e uticati na ta¢nost izracunavanja Ag i xao,
itd. Na taj nacin, svaka sledeca sopstvena vrednost i odgovarajuci sopstveni vektor
bi¢e izracunati sa ve¢om greskom nego prethodni. Stoga, ako se trazi veéi broj
sopstvenih vrednosti, bolje je koristiti metode za reSavanje potpunog problema.
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Nelinearne jednacine i
sistemi

Opésti oblik sistema jednacina je

fl(:rlv:rQa"'azm) =0

fQ(:rlv:rQa' .. azm) =0

(1)

fm(mlax% cee 7-rm) =0
§to moze krace da se zapise u vektorskom obliku
(2) f(x) =0,

gde je f = (f1,..., fm)T ix = (21,...,7m)7. Dopustiéemo i moguénost da je
m = 1, tako da je formulacijom (1), tj. (2), obuhvacen i jednodimenzioni problem.
Euklidskom normom vektora f definisan je funkcional

m

(3) F(x) = [If()]* = £ (x) f(x) = fo(X),

koji je nenegativna funkcija po x, F(x) > 0, i jednak je nuli samo za ono x za koje
je fi(x) =0,i=1,...,m. ReSenje zadatka (1) je tacka minimuma funkcionala (3),
te se za reSavanje sistema nelinearnih jedna¢ina mogu koristiti i numericke metode
minimizacije.

Bilo da se problem (1) resava direktno bilo minimizacijom odgovarajuéeg funk-
cionala, koriste se numericke metode koje spadaju u grupu iterativnih metoda. To
znac¢i da se, polazeéi od proizvoljno izabranog vektora xg, odreduje niz vektora
X1,Xg, - -+ rekurentnom formulom

(4) Xnt+1 = Gn(X0, .-y Xn), n=20,1,...,

159
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koji pod odredenim uslovima konvergira ka reSenju zadatka. Ako G, zavisi od
Xpy .-y Xn—k+1, & ne zavisi od X,_g,-..,Xp, iterativna metoda definisana formu-
lom (4) je (k4 1)-slojna metoda. Ako G,, ne zavisi od n, metoda je stacionarna, a
ako je G, linearna funkcija svojih argumenata, metoda je linearna.

Niz vektora x,, odredenih formulom (4), konvergira ka vektoru x* € R™ ako
za svako € > 0 postoji prirodan broj N(e) takav da je

Ixn —x*|| <, za svako n > N(e).
Pri tome konvergencija ne zavisi od izbora norme || - || prostora R™, jer su sve
one medu sobom ekvivalentne (za proizvoljne dve norme || -||; i [ - ||, prostora R™

postoje konstante ¢ i C takve da je c||- ||; < |||, < C| -;)-
Iterativna metoda (4) je reda p ukoliko je

(5) [Xn1 =X < Cllxn =x7[P, n=0,1,..

9

gde je C konstanta, koja u slucaju da je p = 1 zadovoljava uslov C < 1.

7.1 Teorema o nepokretnoj tacki

Konvergencija familije dvoslojnih, stacionarnih iterativnih metoda reda jedan zas-
niva se na egzistenciji i jedinosti nepokretne tacke operatora kontrakcije.

Ako je G operator koji preslikava normirani prostor B u samoga sebe, onda je
nepokretna tacka operatora G svaka tacka x € B za koju je

(6) x = G(z).
Operator G se naziva operatorom kontrakcije u zatvorenoj lopti
S(xo,r) ={z|||lz —xzo|]| <7} C B
ako postoji realan broj ¢, 0 < ¢ < 1, takav da je za proizvoljno z,y € S(x,r)
(7) 1G(z) = Gl < qllz—yl.

Konstanta ¢ naziva se koeficijentom kontrakcije. Drugim rec¢ima, operator G je
operator kontrakcije ako je rastojanje slika manje od rastojanja originala.

TEOREMA 1. Neka je G operator kontrakcije u S(xq,r) sa koeficijentom kontrak-
cije q, i neka je xo takvo da je

1
(8) 1TqHG(l’O)*UL‘OH =rg <

Tada

(i) niz {x,} odreden rekurentnom formulom

(9) Tny1 = Glay), n=0,1,...
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konvergira ka nekoj tacki x* € S(xo,70);
(ii) x* je nepokretna tacka operatora G, tj.
(10) ' =G(z");
(iif) x* je jedinstvena nepokretna tacka operatora G u S(xg,r).

DOKAZ: Da bismo dokazali tvrdenje (i), dokazimo prvo da sve iteracije z,,, odredene
formulom (9), pripadaju lopti S(xg, 7). Kako je, zbog (8) i uslova ¢ < 1,

(11) 21 = @oll = |G (20) = xoll = (1 = g)ro < 70,

to 1 € S(zg,r9). Pretpostavimo da z € S(xg,70), &k = 0,...,n. Tada je, na
osnovu (7), (9) i (11),

(12) |Znt1 — znl = [|G(zn) = G(@n-1)| < gllzn — Tn—1]|
<@ lan1 —znaf <+ < gl — @0l = ¢"(1 = g)ro,

te je
[#n41 = @oll < [[znt1 — @nll + lzn — Tp-all + -+ + llz1 — o]

<(1=q)(@"+¢" 4 Do = (1= ¢" o <o,

To znaci da i x,41 € S(xo,70), 1 na osnovu matematicke indukcije sledi da

xp € S(mg,r0) zasvako k =0,1,..., tj. da svi ¢lanovi niza odredenog rekurentnom

relacijom (9) pripadaju lopti S(zo,70).

Za proizvoljno k > n, na osnovu (12), je
o — znll < llok — zp-1ll + l2p—1 — zp—2ll + -+ + 201 — 24l

< qn(l o q)(qkfnfl +qk7n72 N 1),’"0,

§to znadi da je niz {x,} Cauchyev niz, jer je

k—n—1

(13) |k = 2nll <Tog"(1—q) > ¢ <rog"(1-q) Y ¢ =q"ro.
7=0 =0

8

<

Stoga niz {x, } konvergira ka nekoj tacki x* € S(xg, 7o), ¢ime je tvrdenje (i) teoreme
dokazano.

Da bismo dokazali tvrdenje (ii), tj. da je 2* upravo nepokretna tacka operatora
G, ocenimo rastojanje tacaka z* i G(z*). Na osnovu (13) je

(14 Jim 2k = @]l = lo* = za] < a"ro,

§to, zajedno sa nejednakoscéu (7), daje ocenu

IG(@™) =2 || < 1G(@") =G (an) I+ #nr1—2"|| < gllzn—a" | +|zn1—2"[| < 20" ro.
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Poslednja nejednakost vazi za svako n, pa i kada n — oo, §to je moguée samo ako
je
1G(z") —z*|| = 0,

jer ova veli¢ina ne zavisi od n. Odavde, na osnovu osobine norme, sledi tvrde-
nje (10).

Jos je potrebno dokazati da je z* jedina nepokretna tacka operatora G u lopti
S(xo,7). Pretpostavimo suprotno, tj. da je i € S(xp,r) nepokretna tacka opera-
tora G. Na osnovu (7) je

" =zl = |G(«") = G(@)| < qll” — z[| < [l=" — 2|,
$to je nemoguce, ¢ime je teorema u potpunosti dokazana. 1

PRIMER 1. Preslikavanje f(z) = 2z + 2 jeste kontrakcija na odsecku [0, 1] jer je
za svako z,y € [0, 1]

£~ 5l = 5l .

i koeficijent kontrakcije je ¢ = % Medutim, ovo preslikavanje nema nepokretnu

tacku na odsecku [0, 1] - jednaéina x = 2x+2 ima resenje x = 4 ¢ [0, 1]. Teorema 1
se u ovom primeru ne moze primeniti, jer uslov (8) nije ispunjen,

VZL'O S [0, 1] T = f(:l?o) = %SEO + 2 g_ﬁ [0, 1]

Jednaginu (2) treba transformisati u jednac¢inu oblika (6),

(15) x = g(x),
ili, u razvijenom obliku,
1 =g1(T1,. .., Tm)
T = gm (21, ..., Tm),
gde je g = (g1,---,9m)T. Za jednag¢inu (15) metoda iteracije je definisana algorit-
mom
Xpt1 = &(Xn), n=20,1,...,
tj.
n+1 n n
SR )
zgg"'l) = gm(zgn), .. ,x;’;)).

Uslovi konvergencije ove metode odredeni su teoremom 1. S obzirom da transfor-
macija jednacine (2) u jednac¢inu (15) nije jednozna¢no odredena, treba odabrati
onu koja obezbeduje da je preslikavanje g kontrakcija u nekoj okolini resenja. Sta
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prakti¢no znaci ovaj uslov? Pod pretpostavkom da je funkcija g(x) diferencija-
bilna u lopti S(x¢,7), iz Taylorove teoreme sledi da je za proizvoljne dve tacke
X,y € S(X07 T)

m
9gi(z :
|9i(x)*9i(Y)|§Z| o = Yil, 1=1,...,m,
j=1
gde su z;,7i = 1,...,m, tacke iz S(xo,r). Ako koristimo uniformnu vektorsku

normu (5.7), onda je

(16) Dgi(z;)

< max |xr; — max g |
~ 1<<m |25 = il 1<i<m O

IN

X — max ||J(z)]],
=yl max7(2)]

gde je J(x) Jakobijan preslikavanja g(x),

991(x)  9g1(x) 9g1(x)
Oxq Oxo Tt 0T
9gm (x) 9gm (x) 9gm (x)
Oxq Oxo e 0T

a sa ||J|| je oznacena uniformna norma matrice (5.11). Ocena analogna oceni (16)
se moze izvesti i koris¢enjem drugih vektorskih i njima saglasnih matri¢nih normi.
Dakle, da bi preslikavanje g(x) bilo kontrakcija, saglasno uslovu (7) dovoljno je
da je
max ||J(z)|| <¢g<1.
z€S(xo,7)

Ako je dimenzija problema m = 1, Jakobijan preslikavanja je matrica dimenzije
jedan sa elementom ¢'(z), te se uslov da preslikavanje g(z) bude kontrakcija svodi
na uslov

max [g'(z)] < ¢ <1,
z€[a,b]
§to ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju, prikazanu na slici 7.1.
Apriorna ocena greske n-te iteracije se dobija neposredno iz relacija (14) i (8),

n

* n q
(17) " =%l < "ro = 77 llg(x0) = x|

Iz ocene (17) se takode moze odrediti broj iteracija koje je potrebno izvrsiti da bi
se postigla zadata tac¢nost e,
€(1—q)
L ey
- Ingq
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T3 T1 Top X2 Zo T2 T3 T1

Y
Y

Slika 7.1: Geometrijska interpretacija metode iteracije.

Ocena (17) je izvedena koriséenjem veceg broja majoracija, te je dosta gruba
u tom smislu da zahteva viSe izra¢unavanja nego Sto je stvarno potrebno da bi se
postigla trazena tacnost. U tom smislu, bolja je aposteriorna ocena koja je izrazena
razlikom dve uzastopne iteracije. Naime, iz

n1 — x| = llg(xn) — 8 < (a1 — %nll + l[xn41 —x7),

sledi da je

q
[%n+1 — x| < 1TqHXnJrl — Xul|,

te xp,+1 aproksimira resenje jednacine (2) sa ta¢noscu e ako je

—4q

Hxn-i-l _XnH < €.

Iz poslednje ocene je ocigledno da je konvergencija utoliko sporija ukoliko je koefi-
cijent kontrakcije g blizi jedinici.
PRIMER 2. Radi jednostavnosti, ilustrujmo metodu na jednodimenzionom prob-
lemu: nadi reSenje jednacine

r —sinz =0.25

na tri sigurne cifre.
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Analizom funkcije f(z) = x — sinx — 0.25, zaklju¢ujemo da se njen jedini realan
koren nalazi u intervalu [1.1,1.3]. Tterativni algoritam definisan formulom

Zpy1 = sinz, +0.25 = g(z,), n=0,1,...,
¢e biti konvergentan za proizvoljno xg € [1.1,1.3] jer je

!
=04
e 9" ()| = 0.45,

pa je g(x) operator kontrakcije sa koeficijentom kontrakcije ¢ = 0.45. Kako resenje
pripada intervalu [1.1, 1.3], a treba ga izra¢unati na tri sigurne cifre, trazena tacnost
jee = 0.5-1072. Ako za ocenu taénosti koristimo rastojanje dve uzastopne iteracije,
treba racunati dok ne bude ispunjen uslov

|Znt+1 — 2n| < 0.006.
Polazeci od pocetne aproksimacije resenja xg = 1.2, dobijamo
o = 12, T = 1182, Ty = 1175, T3 = 11737

te je, s obzirom da je |x3 — 22| < 0.006, trazeno reSenje x* = 1.17.
Ocigledno su, u smislu nejednakosti (5), metode ovoga tipa u opstem slucaju
metode prvog reda, jer je

s — x| = lgx) — g < gllxa —x"[,  n=0,1,....

U nekim sluc¢ajevima konvergencija se moze ubrzati primenom tzv. Gauss-Seidelove
metode

ZanJrl) =01 (mgn)awgn)a s ax'E?TLL)—l’ 'T'S;LL))
wgn+1) = 2($§n+1))$gn)? s ?xgs)—l’ [L','(,g’))
Zng'i‘l) = gm(mgnJrl);wgnJrl)a <o axgsjll)’ 5353))

Ako je sistem jednacina (1) linearan, f(x) = Ax — b (matrica A i vektor b ne
zavise od x), tada je i funkcija g u (15) takode linearna funkcija

g(x) = Bx+c,

gde su B matrica i ¢ vektor koji ne zavise od x. Jakobijan preslikavanja g je matrica
B, i iterativna metoda

Xp4+1 = Bx, +c, n=20,1,...

konvergira ukoliko je u ma kojoj matri¢noj normi || B|| < 1.
S obzirom da je

Xpi1 — X = B(x, —x*) =--- = B""(xg — x¥),
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iterativna metoda ¢e konvergirati ako B” — 0 kada n — oo, tj. kada su sve sop-
stvene vrednosti \; matrice B po modulu manje od jedinice. Kako je za proizvoljnu
sopstvenu vrednost A i njoj odgovarajuéi sopstveni vektor x matrice B

(ALl = fIax]] = [ Bx[| < [[ B [|x]|

u ma kojoj normi, to iz ||B|| < 1 sledi |A\| < 1 za svako A, §to znaci da je uslov
| B|| < 1 dovoljan za konvergenciju iterativne metode. Veli¢ina max; |\;| naziva se
spektralnim radiusom matrice B, te iterativna metoda konvergira ako je spektralni
radius matrice B manji od jedan.

Ako matricu A linearnog sistema predstavimo u obliku sume

A=L+D+U,

gde je L donje, a U gornje trougaona matrica sa nulama na dijagonali, i D dijago-
nalna matrica, onda je tzv. Jacobijeva iterativna metoda definisana formulom

DxXpy1 = —(L +U)xy, + b,

tj. formulom x,, 41 = Bx, +c gde je B=—-D"YL+U)ic= D~ 'b. Pomenuta
Gauss-Seidelova iterativna metoda je data formulom

(L+ D)xpy1 = -Ux, + b,

§to znaci da je B=—(L+ D) 'Uic=(L+ D) 'b.

7.2 Newton—Raphsonova metoda

Kao sto je napomenuto u prethodnom odeljku, jednacina (15) u koju se trans-
formise jednacina (2) nije jednozna¢no odredena — postoji vise operatora g ¢ija je
nepokretna tacka resenje jednacine (2). Na primer, operator g(x) moze biti oblika

(18) g(x) = x - D(x)f(x),

gde je D(x) regularna matrica dimenzije m x m. Ocigledno je da je nepokretna
tacka operatora (18) reSenje jednacine (2) i obrnuto, jer je D(x) po pretpostavci
regularna matrica za svako x. Iterativna metoda (9) je u ovom sluc¢aju definisana
rekurentnom formulom

(19) Xpt1 = Xp — D (X0 )f(x5,).

Razli¢itim izborom matrice D(x) dobijaju se razli¢iti iterativni algoritmi.
Ako se uzme da je D(x) matrica inverzna Jakobijanu preslikavanja f,

D) = (F(x)" = <8§—(X)>
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iterativna metoda (19) se naziva Newton-Raphsonova ili, ¢esto, samo Newtonova
metoda. Na ovu metodu se ne mogu primeniti rezultati iz prethodnog odeljka, jer
ona za specijalan slucaj sistema (1) — sistem linearnih jedna¢ina Ax = b, ima oblik

Xpi1 =X, — A7 (Ax,, —b) = A7 'b,

§to ne definise iterarivni algoritam.
Stoga ¢emo posebno analizirati konvergenciju ove metode, pri ¢emu ¢emo je,
kao i ranije, primeniti na opstiji oblik operatorske jednacine

(20) F(z) = 0.

Neka je I operator koji preslikava linearni normirani prostor X' u linearni normirani
prostor Y, pri ¢emu moze biti ) = X. Linearni operator P : X — ) naziva se
izvod Frecheta operatora F' u tacki x ako je

(21) [F(z +h) = F(x) = Phl| = o(|[n[]),  kada |[A]| — 0,

gde su sa || - || oznacene norme u odgovarajuéim prostorima. Operator P se obi¢no
oznacava sa F'(x).

PRIMER 3. Neka je = (z1,...,2m)7 i F = (f1,..., fm)T. Ako su funkcije
fi(x), i =1,...,m, neprekidno diferencijabilne u okolini tacke x, moze se napisati

F(z+h) = F(z) + F'(z)h + o(||h]),

ili, u razvijenom obliku,

f1(1'1+h1,...,1'm+hm) f1($1,...,$m)
fm(xl—i—hl,...,xm—i—hm) fm(xl,...,:zjm)
+ o e
Ofm Ofm h
Oz OTm m

U ovom sluc¢aju, izvod Frecheta je Jakobijan preslikavanja F'.

Neka je x* ta¢no, a x,, neko priblizno resenje jednacine (20). Na osnovu definicije
(21) je
[F(z") = F(zn) — F'(2n)(@" — z0)| = o([|2" — zn)),

§to, pod pretpostavkom da je ||x* — x| mala veli¢ina, daje pribliznu jednakost
F(x,) + F'(x,)(x* —x,) = F(z*) = 0.
Resenje z,,+1 jednacine

(22) F(xn) + Fl(mn)(xn-k—l - mn) =0,
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se, ako postoji, moze uzeti za slede¢u aproksimaciju tacke x*. To resenje se, ako
postoji inverzan operator operatoru F’, moze zapisati u obliku

Lnt1 = Tn — [F/(xn)]_lF(mn)

Ovom formulom, za n = 0,1,..., je definisana Newton-Raphsonova metoda za
jednacinu (20).

LEMA 1. Ako postoji izvod F'(x) neprekidnog operatora F' : X — Y za svako
x € C, gde je C' konveksan skup u X, i ako postoji konstanta y takva da je

(23) 1F'(x) = F'() <vlle =yl zasvako .y € C,

tada za svako x,y € C vazi ocena
g 2
1F (@) = Fy) = F'(y)(z = )| < g lle = y]"

DOKAZ: S obzirom da je po definiciji skup C' konveksan ako je za svako x,y € C
i0<t<1odsetak tx + (1 — t)y sadrzan u C, funkcija

B(t) = Fy +tlx —y))

je definisana za svako z,y € C'it € [0,1],1i ¢ :[0,1] — Y. Ona je i diferencijabilna
za svako ¢ € [0,1],

¢'(t) =F'y+tlx—y)(z—y)
Stoga je, zbog (23),

19" () = &' O)l = | (F"(y + tx — y)) = F'(y)) (= = y)

24
& <P+t =) - POl =yl < vtlle - yll°

Kako je
F(z) - F(y) — F'(y)(z —y) = ¢(1) — ¢(0) — ¢'(0) = /0 (¢'(t) — ¢'(0)) dt,
to, koristeéi ocenu (24), dobijamo trazenu ocenu
[1F(z) = F(y) = F'(y)(z —y)|| < /0 16/(t) — ¢ (0)] dt

1
;
<slle =l [ tdt=Tle ol
0

Sada mozemo dokazati teoremu kojom se utvrduju uslovi pod kojima Newtonov
algoritam konvergira.
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TEOREMA 2. Neka je C konveksna oblast u X ixzg € C. F : X — ) je neprekidan
operator, takav da postoji F'(x) za svako x € C, koji ima sledeée osobine:

(a) [1F'(z) = F'(p) <z =yl zasvako @,y € C,
(b) [F'(z)]"! postojii ||[F'(z)]"'|| < B zasvako =€ C,
(¢) I[F (20)] " F(z0)|| < e,

gde su «, 3 i konstante takve da je

(25) Y
Dalje, neka je

pri ¢emu je

(26) r=

Tada
(i) svi ¢lanovi niza odredenog formulom
(27) Tpy1 = Tp — [F'(20)]  F(20), n=0,1,...
sa po¢etnom tackom xg, pripadaju lopti S(zo,r), tj. €, € S(zg,r) za svako
n > 0;
(ii) postoji tacka a* € S(xg,r) takva da je

lim z, = 2", F(z*) =0;

(iii) za svako n > 0 je
2m—1
(28) |z, — ¥ < AT
DOKAZ: (i) Tacka x1 € S(xo,7), jer je na osnovu (27) za n = 0, pretpostavke (c)
i (26)
(29) 1 — ol = [I[F"(x0)] " Fzo)[| < a <1,

posto je 0 < h < 1.
Za proizvoljno n > 0, zbog pretpostavke (b) sledi da je

21 = 2nll = || = [F'(22)] 7 F ()| < BIF(20)|
= BIIF (xn) = F(zn-1) = F'(zn-1)(@n — zn-1)ll,
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jer je po definiciji niza {xz,}
F'(zp_1)(xn — 2n_1) + F(xy_1) = 0.
Stoga je, na osnovu pretpostavke (a), leme 1 i (25),

h
(30) l@asr = @all < B2 llen = 2uaall” = Zllew = zumal?,

§to mnozenjem sa g daje

h h ?
—[len+1 — anll < | —llon —zn-all) -
o o

Primenjujuéi uzastopno ovu ocenu, imamo da je
h h 2 (h z
Hlirnis = aull < (Fllen =00l ) < (Flona —ancall) <o
o o o

h z
<\ =llzr —=zoll |
(6]

§to, uzimajuéi u obzir (29), daje

on
Hllons =l < (Eler - anll) <82

odnosno

(31) [Znt1 — ]l < ab® 7L n=0,1,....

Kona¢no je, na osnovu (26),

[2nt1 = 2ol < lTnt1 — znll + - + &1 — 2ol < a(l+h+h® 4+ 1>
oo
; o
J — —
<a2)h =1-5 ="
pm

Sto znaci da x,, € S(xg,7) za proizvoljno n.

(ii) Iz (31) je za proizvoljno k > n
[2r1 = 2all < lorrs — il + - + 2041 — 20
2k 1 2" -1
on_1 gn gn\ 2 h?" 1
<ah® " (14+h h ) =a———,
< L+ + (") +) = a7
$to moze da se ucini proizvoljno malim za dovoljno veliko n, jer je 0 < h < 1. Stoga
je niz {x,,} Cauchyev niz, te konvergira ka nekoj tacki z* iz S(zo,r) (tacka pripada
lopti jer svi ¢lanovi niza, kao §to je dokazano, pripadaju unutrasnjosti te lopte),
lim z, =", z* € S(xo,7).

n—oo
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Dokazimo jos da je F(z*) = 0. Iz pretpostavke (a) sledi da je za proizvoljno n
1F"(2n) — F'(@0) | < vllzn — 2ol <,

pa je
IF (@n)l| < yr + [[F'(zo)ll = €, C = const.

Stoga se iz (27) dobija ocena

[F@n)ll = | = F'(@n)(@nt1 = @n)l| < Cllznsr — 2al,
na osnovu koje je, s obzirom na dokazanu konvergenciju niza {z,},

lim ||F(zy,)| = 0.
Kako je F' neprekidni operator, to je
i [[F(a)]| = [F(lm_z,)] = [F()] =0,
odnosno
F(z*)=0.
(iii) Ocena (28) sledi neposredno iz (32), kada k — oo. 1

NAPOMENA 1. Prema definiciji (5), iz (30) je o¢igledno da je Newtonova metoda
reda dva.

Teoremom 2 se ne garantuje jedinost resenja jednacine (20), za $ta je potrebno
da operator F' zadovoljava nesto strozije uslove. Potpunu formulaciju uslova pod
kojima Newtonova metoda konvergira ka jedinstvenom resenju jednacine (20) daje
teorema Newton-Kantorovica.

TEOREMA 3 (NEWTON-KANTOROVIC). Neka je F': X — ) neprekidan opera-
tor za koji na konveksnom skupu C C X postoji neprekidan linearni operator F’,
i neka su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(a) [F'(x) = F'(y)ll <Allz—yl|  zasvako z,y € C,
(b) I[F ()] Ml < 8,
(c) [[F' (w0)] " F(z0)|| < e,

za neko xg € C i konstante o, 0 iy. Neka je jos

1Fv1I—2h
e — O

h = apy, T2 = A

Ako je h < £ i S(xo, 1) C C, niz {z,,}, odreden formulom

Tpi1 = Ty — [F' ()] E (), n=0,1,...
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pripada lopti S(xo,71) 1 konvergira ka tacki x* koja je jedino reSenje jednacine
F(z) =0 u oblasti C'N S(xg,r2). Pri tome vazi ocena greske

n=20,1,....

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [15] ili [22].

NAPOMENA 2. Konstanta y u uslovu (a) teoreme 3 (i teoreme 2) se moze, u slucaju
da je F'(x) dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija jedne realne promenljive,
oceniti sa max |F" (z)], jer je

Fl(x) = F'(y) = F"()(x — y).

Izracunavanje [F’(z,)]~! na svakom koraku je obiman posao, te se ¢esto 2,1

umesto rekurentnom formulom (27) ra¢una resavanjem jednacine (22). U slucaju da
operatorska jednacina (20) predstavlja sistem (1), jednacina (22) je ustvari sistem
linearnih jednacina

f/(xn)(xn-i-l —xn) = —f(xn)
po popravkama xz(-"ﬂ) - zz(."), i=1,...,m.

PRIMER 4. Odredimo sa tacnoséu e = 0.5-107° presec¢ne tacke Descartesovog lista
f1(z1,22) = 23 + 23 — 3z1700 = 01 kruga fo(wq,22) = 23 + 2% — 321 — 322+ 3.5 = 0.
Analizom ove dve krive dolazimo do zakljucka da postoje dve presecne tacke,

koje su simetri¢ne u odnosu na pravu z; = xo, (z},25) 1 (x3,27), pri ¢emu
(x7,23) € S, S =(0.532,0.546) x (1.2,1.25). Odredimo prvu od njih Newtonovom
metodom, uzimajuéi za pocetnu aproksimaciju xgo) = 0.538556, scgo) = 1.225

(zgo) je odredeno kao resenje kvadratne jednacine fo(x1, zgo)) = 0). Koristedi uni-
formne norme (5.7) i (5.11), imamo ocene

|F(x0)|| <0016,  [|[F'(x0)] || < 0.667,

I1F'(x) = F'(y)ll = gdeg{l?)(wf —@2) = 3(yi —y2)| + 323 — 21) = 3(y3 — w1l

1221 — 3 — (2y1 — 3)| + 222 — 3 — (22 — 3)|}
< f;%’g{3<|$1 +y1| + |z2 +y2| +2), 4} [[x — |

<16.78|x — y].

Na osnovu teoreme 3, za o« = 0.011, § = 0.667, v = 16.78, tj. A = 0.062, niz
aproksimacija odredenih Newtonovom metodom konvergira ka trazenom resenju.

(n+1) _ _(n)
1

Resavajuéi sisteme linearnih jednaéina (22) po prirastajima x xy i

xgn-l-l) . mgn), n =20,1,..., dobijamo aproksimacije resenja

2\ = 0539740, 2V =1.220858, i 2¥ =0.539754, 2P = 1.220844.
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2: | oy =
: R
R4 \
n )
K )
05 >Z/
0//
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Slika 7.2: Primer 4.

Kako je |21 — 2P| < 051076 1 [2{* — 2P| < 0.5- 1075, to je sa trazenom
tacnoséu

ot = 053975, o} = 1.22084.

Radi smanjenja obima racunanja koristi se i modifikacija ove metode, koja se
sastoji u tome da se u vise koraka koristi isto [F’(z,,)] ™. Unapred se zadaje rastuéi
niz brojeva ng = 0,n1,n9, ..., i za ny < n < ngy iteracije se rac¢unaju po formuli

Tnt+1 = Tp — [F/(xnk)]_lF(mn)

Konvergencija je nesto sporija, ali je izracunavanje jednostavnije.
Kako u osnovnoj tako i u modifikovanoj Newtonovoj metodi brzina konvergen-
cije umnogome zavisi od dobrog izbora pocetne aproksimacije resenja x.

7.3 Metode za reSavanje jednac¢ina u R!

Metoda Newtona. U jednodimenzionom slucaju, Newtonova metoda je znatno
jednostavnija, a njena geometrijska interpretacija o¢iglednija. Nekaje X =) = R,
tj. operator F' je realna funkcija jedne promenljive f(x). Iterativni algoritam (27)
kojim je definisana Newtonova metoda je

_ f(xn)
f(@n)’

(33) Tntl = Tp n=0,1,...,
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uz uslov da je f’(z,) # 0 za svako n. Posto je jednacina tangente na krivu f(z) u
tacki x,
y=tn(2) = f'(2n)(@ — 20) + f(20),

ocigledno je da je tacka x,,41, odredena formulom (33), resenje jednacine ¢,,(x) = 0.
Drugim re¢ima, na svakom koraku funkcija f(z) se aproksimira svojom tangentom
u tacki (x,, f(x,)), 1 nova aproksimacija reSenja x,11 se odreduje kao presecna
tacka ove prave sa osom Oz (slika 7.3). Zato se ova metoda u jednodimenzionom
slucaju cesto naziva i metoda tangente. U osnovnoj modifikaciji Newtonove metode

Tp41 = Tn — f/(ZL'()),

=0,1,...,

u n-toj iteraciji f(z) se aproksimira pravom koja prolazi kroz tacku (z,, f(x,)), a
paralelna je tangenti na krivu u tacki (xo, f(z0))

/ P Ty xo T2 /T Zo

Slika 7.3: Geometrijska interpretacija metode Newtona i njene modifikacije.

Uslovi konvergencije Newtonove metode i u prostoru R! su dati teoremom 2,
tj. teoremom 3, ali se mogu i jednostavnije iskazati sledecom teoremom

TEOREMA 4. Ako funkcija f : [a,b] — R ima sledeée osobine
(a) neprekidno je diferencijabilna, f € C'[a,b],
(b) ima razli¢iti znak na krajevima intervala [a,b], f(a)f(b) <O,
(c) za svako x € [a,b] postoji f"(x),

(d) na intervalu [a,b] f'(z) i f”(z) ne menjaju znak, i f'(x) # 0 za svako
x € [a,b],

(e) tacka xzg € [a,b] je takva da je f(xo)f"(xzo) >0,

onda niz {x,}, sa prvim ¢lanom xy i odreden formulom (33), konvergira ka jedin-
stvenom resenju x* € [a,b] jednacine f(z) = 0.
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DOKAZ: Jednac¢ina f(x) = 0 ima reSenje na intervalu [a, b] na osnovu pretpostavki
(a) i (b) teoreme, a njegova jedinstvenost sledi iz pretpostavke (d) o monotonosti
funkcije f(x). Oznac¢imo to resenje sa xz*. Dalje, radi odredenosti, pretpostavimo
daje f(a) <0, f(b) > 0,1 f'(x) >0, f"(x) > 0 za svako x € [a, D] (ostali slucajevi
se razmatraju analogno). Uzmimo da je xg = b, §to, s obzirom na pretpostavljeno,
zadovoljava uslov (e) teoreme.

Indukcijom ¢emo dokazati da je =, > x* za svako n. Za xg smo izabrali desni
kraj intervala [a, b], pa je oc¢igledno da je z¢ > z*. Pretpostavimo da je xj > x*,
k=1,...,n. Iz Taylorovog razvoja za funkciju f(z),

0= (&7) = flan+ (@ = @) = [(n) + /(@) a” = 20) + 37O = an)?
gde je £ € (z*,x,), sledi da je

fxn) + f'(:cn)(x* —x,) <0

jer je po pretpostavci f”(x) > 0 za svako z. Kako je po pretpostavcii f'(x) > 0 za
svako x, to je

T T )
n

§to je i trebalo pokazati.

Funkcija f(z) je monotona, i sve tacke x,, su sa iste strane njene nule z* kao
i tacka xo = b u kojoj je f(xo) > 0, pa je f(x,) > 0,n =0,1,.... Stoga, iz (33)
neposredno sledi da je 2,11 < x, za svako n, odnosno da je niz {x,} monotono
opadajuéi. Dakle, niz {z,} je monotono opadajuéi i ogranicen sa donje strane
tackom x*, te stoga konvergira

lim z, =T, z € [a, b].

n—oo
Pustajudi u formuli (33) da n — oo, s obzirom na pretpostavku (a) teoreme, imamo
da je

flimy,— 00 2p)

lim z,4; = lim z, — ,
n—oo

n—oo F(limy, 00 1)
tj.
. f@
T=7T— ,
f(z)
odakle sledi da je
1@ =o.

Kako smo na pocetku dokaza zakljucili da jedna¢ina ima samo jedno reSenje, mora
biti £ = x*, tj. granica niza {x,} je jedino resenje jednacine f(z) = 0 u intervalu
[a, ],

lim z, =", f(z")=0.
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Za ocenu greske aproksimacije x,, moze se koristiti ocena

34 — Tn < _—, — ,
(3) ot =l < L i ()

koja je neposredna posledica teoreme o srednjoj vrednosti. Ako je |f'(x)] > my1 >0
kada z € [a,b], iz
f@) = fan) = £1(€) (@™ — an),
gde je & neka tacka iz intervala odredenog tackama x,, i z*, sledi
|f(zn)] = maz® — 2|,
jer je f(x*) =0.
Ocena (34) vazi nezavisno od naé¢ina na koji je aproksimacija x,, odredena. Ako

je x odredeno Newtonovom metodom, tj. formulom (33), koristeéi ocenu (34)
moze da se izvede i druga ocena. Iz Taylorovog razvoja

F(@n) = Flnes + (o = 70-1)
= Fnea) £ ) — 01) + 38 (€) o — 201
s obzirom da je prema (33)
f@n-1) + f'(@n-1)(@n — 2n-1) =0,

sledi da je

M2|1'n - 'Tn71|27

|~

1
(@)l = 51" (E)] |z — wp1]? <

gde je My = max,c(qp |f"(2)|. Zamenom u (34), dobijamo trazenu ocenu

M.
|.’L'* — CL‘nl S _2 2 |-Tn - xn—1|2a
my

my = min_|f'(z)], My = max |f"(z)],
z€la,b] z€la,b]

kojom je takode potvrdena kvadratna brzina konvergencije Newtonove metode.

Metoda regula-falsi i metoda secice. Kao sto smo videli, Newtonova metoda
ustvari predstavlja linearizaciju jednacine (2), a priblizno resenje x,, je resenje do-
bijene linearne jednacine. U jednodimenzionom slu¢aju se ona svodi na aproksimi-
ranje krive njenom tangentom u tacki (x,, f(xy)).

Linearna aproksimacija se moze definisati i na drugi nac¢in — na primer, kriva se
moze aproksimirati se¢icom zadatom dvema tackama krive. Ako je jedna tacka koja
odreduje secicu fiksirana tacka xr, a druga tacka poslednja nadena aproksimacija
Zn, rekurentna formula kojom se odreduje niz pribliznih resenja je

) P -
f(IF)—f(In)( F n)) 0,1,...,

(35) Tyl = Ty, —
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i ovako definisana metoda se naziva metoda regula-falsi ili metoda laznog polozaja
(slika 7.4). Ukoliko je setica odredena tackama (z,,f(xn)) 1 (@n—1, f(Tn-1)),
metoda se naziva metoda secice i definisana je formulom

TSI ) — ) )

n=0,1,....

Slika 7.4: Geometrijska interpretacija metode regula-falsi i metode secice.

Ocenimo tacnost pribliznog resenja dobijenog metodom regula-falsi. Iz (35),
obzirom da je f(z*) =0, je

I (O ey (o P
Tpt1 — T =Ty — X )(ZEF In>,

pa je na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti

Lty g &) e (1 &)
Tpt1 n (mF_mn)f,(&)( F—Tn) = (Tn )<1 f’(§2))'

Dodajuéii oduzimajuéi z,, 41 od x, —x*, i grupisuéi odgovarajuée sabirke, dobijamo

da je
(@ — o)D) (g, g, L) T )
' (&) o (&)
ili
e f@) s,
Tl =& = (Tpg1 — Tn).

f'(&1)

Ako funkcija f € Cl[a,b] i monotona je na tom intervalu, postoje konstante m; i
M takve da je

0<mq <|f(z)| < M1 < oo, za svako x € [a,b],

te je trazena ocena

% <M1—m1
Z'n+1*.T|_TZ'n+1*.Tn.
1
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Ista ocena vazi i za metodu secice. Za ocenu ta¢nosti moze se koristiti i ocena (34).

Metoda secice se moze kombinovati sa Newtonovom metodom, tako da se za
definisanje se¢ice umesto tacke (x,—1, f(zn—1)), koristi aproksimacija odredena
Newtonovom metodom

_ f(fn) f(xn) .

e M A 12 P Ty Sl

PRIMER 5. Kombinovanjem metode secice i Newtonove metode odredimo sa
taénodéu € = 10~4 najmanje pozitivno regenje jednacine

n=20,1,....

tanx = x.

Ovo reSenje se nalazi u intervalu (m, 37’7), i odrediéemo ga kao nulu funkcije

f(z) =sinz —xcosz. Kako je f(2F)f"(2F) > 0, za pocetnu vrednost Newtonovog
™

algoritma se, na osnovu teoreme 4, moze uzeti o = 37, a drugi kraj polazne secice

je xg = . Direktnom primenom prethodnih formula dobijamo dva niza tacaka

71 =4.50018,  Tp =4.49342, 73 = 4.49341,
z1=4.33312, 3, =4.49313, 3 = 4.49341.

Posto je |Z3 — z3] < €, trazeni koren je x* = 4.4934.
Uopstenje metode secice na veSedimenzione probleme je dosta slozeno, i moze
se nadi u [22].

Metoda polovljenja intervala. Metodu regula-falsi, ako je f(zFp) - f(zn) <0,
mozemo interpretirati i kao metodu u kojoj se na svakom koraku interval odreden
tactkama zp 1 x,, deli u razmeri f(zp) : f(x,), pri ¢emu se u sledeéem koraku algo-
ritam realizuje na onom od dobijenih podintervala na ¢ijim krajevima funkcija f(z)
ima razli¢it znak. Jednostavnija varijanta ove ideje je da se tekudi interval podeli
na dva jednaka podintervala, Sto je upravo u osnovi algoritma metode polovljenja
intervala, koja se naziva i metoda bisekcije.

Pretpostavimo da je funkcija f € Cla,b] i da je f(a)f(b) < 0, kako bi u intervalu
[a, b] postojalo bar jedno resenje z* jednacine f(x) = 0. Prvo odredimo sredinu
"";rb" intervala [ag,bg] = [a,b]. Ukoliko je u toj tacki funkcija f jednaka nuli,
nadeno je ta¢no reSenje x* = “"QLZ’O. Ako to nije slucaj, onda oznac¢imo sa [aq, b1]
onaj od dobijenih podintervala na ¢ijim krajevima funkcija ima razli¢it znak, i
ponovimo postupak opisan za interval [ag, bg]. Ponavljajuéi ovaj postupak dobi¢emo
niz intervala [ay, b,] od kojih je svaki sadrzan u svim prethodnim,

(36) [ao, bo] D [a1,b1] D -+ D fan,bu] D -+,
i takvih da je
1
(37) flan)f(bn) <0, bn—an:2—n(b—a)7 " € [an, by, n=20,1,....

Ukoliko se ne dogodi da je neka od deonih tacaka upravo tacka z*, tj. da je
f (%) = 0 za neko k, niz intervala je beskonacan i nizovi levih i desnih krajeva
intervala konvergiraju uravo ka reSenju z*. Dokazimo to.
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TEOREMA 5. Neka je funkcija f € Cla,b] i f(a)f(b) < 0. Nizovi {an} i {bn}
levih i desnih krajeva intervala [a,,by], odredenih metodom polovljenja intervala,
konvergiraju ka tacki x*, koja je resenje jednacine f(x) = 0.

DOKAZ: S obzirom na (36), levi krajevi intervala obrazuju monotono neopadajuéi
niz ogranicen odozgo,

ag < ap <---<ap

IN

e < b07
a desni krajevi obrazuju monotono nerastuéi niz ograni¢en odozdo,
bp >b1>--->by > > ap.

Stoga ovi nizovi konvergiraju,

lim a, = A, lim b, = B,
pri ¢emu je a, < A< B <b,, n=0,1,.... Kako je, prema (37),

1
B—- A= lim (b, — a,) = lim 2—n(b—a):07

n—oo n—oo
to je A = B = z* jedinstvena tacka koja pripada svim intervalima [ap,,by],
n = 0,1,.... Ova tacka je reSenje jednacine f(x) = 0, jer je zbog neprekidnosti

funkcije f(x) 1 (37)

lim f(an)f(bn) = f( lim an)f( lim b,) = f(A)f(B) = (f(z"))" <0.

n—oo n—oo n—oo
1
U praksi, za priblizno reSenje jednacine x,, sa greskom ne ve¢om od € moze se
uzeti ma koja tacka iz intervala [a,, b,], ukoliko je b, — a, < e. Obi¢no se uzima
da je
1
T = =(an + bp),
2
pa je greska aproksimacije

* 1 1
|x* — x,| < §(bn —ap) = TES: (b—a).

Iz poslednje ocene je broj iteracija koje je potrebno izracunati da bi se postigla
zadata tacnost €
In b=¢2
n > < |
| In2

Osnovni nedostaci ove metode su nemoguénost primene na visedimenzione prob-
leme i spora konvergencija.
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Njene prednosti su jednostavnost algoritma i direktna ocena greske. Osim toga,
ne postavljaju se zahtevi tipa diferencijabilnosti, monotonosti, ..., funkcije f, sto
omoguéava njenu Siroku primenu. Ako na intervalu [a, b] nije lokalizovano jedno
reSenje jednacine f(z) = 0, metoda ¢e dati aproksimaciju jednog od resenja. Takode
se u realizaciji ove metode ne javljaju rac¢unski problemi — na primer, deljenje bro-
jevima bliskim ili ¢ak jednakim nuli, §to moze da se dogodi pri primeni Newtonove
metode ili metode regula-falsi. Stoga se ona cesto kombinuje sa ovim i drugim
metodama viseg reda, tako $to se jedan korak algoritma uradi ovom metodom kada
god nastanu pomenuti racunski problemi.

7.4 Metoda Bairstowa za reSavanje algebarskih
jednacina

Poseban znacaj u praksi imaju jednacine definisane polinomima, tzv. algebarske
jednacine. Za njihovo resavanje se pored ve¢ pomenutih opstih metoda koriste i
posebne metode — metode za nalazenje korena polinoma. Pri tome treba voditi
ra¢una da polinom moze biti lose uslovljen, tj. da male promene njegovih koefi-
cijenata dovode do velikih promena korena, §to je uzrok nagomilavanju rac¢unske
greske pri primeni nekog algoritma. Kad god je moguée, polazni problem ne treba
svoditi na problem nalazenja korena polinoma, ve¢ koristiti posebne metode kojima
se ovi direktno odreduju (na primer, nalazenje sopstvenih vrednosti matrica).

Metoda Bairstowa, u literaturi nazvana i metoda Hitchcocka, je opsta u tom
smislu da se njom mogu odrediti i visestruki i kompleksni koreni polinoma, jer se
iterativnim algoritmom nalaze kvadratni faktori polinoma. Polinom drugog stepena
22 4 px + ¢ je faktor polinoma

Pm(l') =z + alxm_l + -t am-12 + am,

ukoliko je ostatak pri deobi ovog polinoma kvadratnim faktorom nula, odnosno ako
u reprezentaciji polinoma

(38)  Pu(z)=(x*+pr+q) (™ 2+ bix™ 3 4t by 38+ bpyo) F T+ 8
vazi da je
(39) r(p,q) =0, s(p.g) =0.

r(p,q) 1 s(p,q) su nelinearne funkcije po p i g. Uporedivanjem koeficijenata uz
jednake stepene x na levoj i desnoj strani relacije (38), dobijaju se veze koeficijenata
polaznog polinoma i polinoma koli¢nika i ostatka,

a; = b1 +p, az = by + pb1 + ¢, az = bz + pba + qby,
ar = bk + pbk—l + qbk—Q; cee Am—2 = bm—2 +pbm—3 + qu—4;
Am—-1 =T +pbm—2 + qu—3; am =S+ qu—Qa
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iz kojih sledi rekurentna formula
(40) by =ar —pbx_1 —qbi_2, k=1,...,m, b_1=0, by=1,
i
r=am_1— Pbm_2 — qbm_3 = bpm_1, $ = Qm — qbm_2 = by + Pby_1.
Stoga se sistem (39) svodi na sistem nelinearnih jednacina

bmfl(pv Q) =0

Primenom Newtonove metode (§2) dobijamo sistem linearnih jednaéina po poprav-
kama Apn = Pn+1 — Pn i AQH = qn+1 — qn,

67“(pn,qn)Ap n Or(pn, an)

dp dq
2o ) o PP ) A, 4 4) =0,
koji, obzirom na (41), ima oblik
abg;_lAp + abg;‘l A+ b1 =0
(%—; +pabg;1 + bml) Ap + (a;—;” +pabg;1> AG+ b + pbyp—1 =0

(indeks iteracije n je ovde izostavljen radi jednostavnijeg zapisa). Ovaj sistem moze
da se uprosti mnozenjem prve jednacine sa p i oduzimanjem od druge,

ab’m—l

ab’m—l
A AG+ by =0
p p + 94 q+ 1

(42)

Ob,, by,
— + b1 | Ap+ —Aq+ b, =0.
dp dq

Da bi nasli koeficijente sistema, diferencirajmo po p i ¢ koeficijente by, date u (40),

ob_1  0Obg by, Obg—1  Obp_o
_— = O’ _——_— = b _ + + s
(43) dp dp op T TP e Ty
k=1,...,m,
ob_1  0Obg by, Obg—1  Obp_o
= —-— = O, - = b — + + )
(44) Jq Jq Jq ko2 b Jq 1 dq

k=1,...,m,
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Uvodenjem smene cx_1 = f%f, k=-1,...,m, u (43), imamo da je
Ck—1 =bp—1 —pcr—2 —qcr—3, k=1,...,m, c—2=0, c_1=0,

ili, pomeranjem indeksa k za 1 i obzirom da je co = by = 1,

(45) ck =by —pcr_1—qcr_o, k=1,....,m—1, c.1=0, co=1.
Uvodenjem smene di_o = f%—b;, k=-1,...,m,u (44), imamo da je

dip_o =bi_o —pdr_3 —qdi_4, k=1,...,m, d_3=0, d_o=0,
ili, pomeranjem indeksa k za 2 i obzirom da je d_1 =b_1 =0idy =09 =1,
(46) dp =bp —pdp—1 —qdi—2, k=1,...,m—2, d_1=0, dop=1.
Rekurentne relacije (45) i (46) su identi¢ne, te ih mozemo objediniti u jednu formulu
(47) cr =bp —pcp—1—qck—2, k=1,....,m—1, c.1=0, ¢o=1,
pri Cemu je

b ab
(48) 5_; = —Ck-1, 5_;:7%72’ k=1,...,m.

Porededi relacije (40) i (47), vidimo da se koeficijenti ¢, izracunavaju pomocu
koeficijenata by po istoj formuli po kojoj se koeficijenti by izracunavaju pomocéu
koeficijenata ag, te je
22 4 b 3 4 by_s T 4 byy—o
= (22 + px + q)(:vm74 ™ P 4t s+ Cg) F T+ B,
gde je
T = Cm-3, § = Cm—2 + PCm—3.

Vratimo se sistemu (42). Njegovi koeficijenti su, obzirom na (48) i (47),

Oby_1 b1 Obp,
= —Cm—-2, = —Cm—3, - = —Cm—2,
op 2 dq 3 dq 2
Ob,,
— + b1 = —Cm—1 4 bm—1 = PCm—2 + @Cm—3 = —C),_1,
dp

i izracunavaju se rekurentnom relacijom (47). Sistem (42) je onda

(49) Cm72Ap + Cm73Aq =bm_1
Crn 1 AP+ Cm—2Aq = by,
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i, ako su odgovarajuce determinante ovoga sistema

2 /
D= Cm—2 7 Cm—1Cm-3,

/!
Dp = bm—1Cm-2 — bCm—3, Dq = _bm—lcmfl + bmCm—2,

njegova reSenja su 5 5
P a
Ap = R Ag = D
Dakle, polazeéi od pocetnih aproksimacija koeficijenata p i ¢ na svakom koraku
iterativnog algoritma se formulom (40) ra¢una niz {b;} i na osnovu njega formulom
(47) niz {ci}, ¢ija poslednja tri ¢lana odreduju koeficijente sistema (49). ReSenja
ovog sistema su popravke koje treba dodati poslednje odredenim aproksimacijama
da bi se dobile nove aproksimacije koeficijenata kvadratnog faktora. Ako su poz-
nate priblizne vrednosti korena polinoma «a; i a9, za pocCetne aproksimacije, zbog
ubrzanja konvergencije, treba uzeti

p~—(a1 + ag), g~ ajas.

Kada je naden jedan kvadratni faktor, sledeéi se odreduje primenom ovog al-
goritma na polinom koli¢nik, ¢iji koeficijenti su, obzirom na (38), priblizno jednaki
poslednje izracunatim vrednostima by, K = 1,...,m — 2. Na ovaj nacin se moze
izvrsiti potpuna faktorizacija polinoma P, (x) na kvadratne i linearne (ako je poli-
nom neparnog stepena) ¢inioce, ¢iji koreni se neposredno mogu odrediti.

PRIMER 6. Ilustrujmo primenu metode na polinomu
Py(x) = x* + 723 + 242 + 252 — 15.

Radi preglednijeg zapisa, rezultati izracunavanja su prikazani tabelom

P 0 1.224 1.908 2.000
q 0 -0.625 -0.954 -1.000
k a b c b c b c b
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 7 7 7 5.776 4.552 5.092 3.185 5.000
2 24 24 24 17.555 12.609 15.240 10.118 15.000
3 25 25 25 7.123 -5.465 0.786 -15.476 0.001
4 -15 -15 -12.746 -1.969 -0.005
Ap 1.224 0.684 0.092
Aq -0.625 -0.328 -0.046

Polazni polinom se moze zapisati u obliku
Py(z) = (2 + 22 — 1)(z% + 52 + 15),

odakle se koreni neposredno izracunavaju.
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7.5 Gradijentne metode

U uvodnom delu ovog poglavlja je napomenuto da se resenje sistema (1), tj. jedna-
¢ine (2), moze odrediti i metodama minimizacije funkcionala, jer je ono tacka min-
imuma funkcionala F' definisanog izrazom (3).

Kao i metode za direktno resavanje nelinearnih sistema, i metode minimizacije
su iterativne i ve¢ina od njih se moze predstaviti iterativhom formulom

(50) Xni1 = Xn + Andy, n=0,1,....

X, je priblizno tacka u kojoj funkcional dostize minimum, nadena u n-tom koraku
algoritma, a \,d, je popravka, pri ¢emu vektor d,, = (d§”>, .. .,dgff))T definise
pravac, a A, velicinu popravke. Metode minimizacije se uglavnom razlikuju po
nacinu izbora pravca minimizacije d,,. PoSto u vecéini metoda figurise neka aproksi-
macija gradijenta funkcionala

(51) VF(x) = (agg) . aai(:)) ,

one se obi¢no nazivaju gradijentne metode.
Skalar \,, se odreduje tako da bude

F(Xn+1)SF(Xn)a TLZO,l,...,

Stavise, da funkcional F' na pravcu d,, ima minimum u tacki x,,41.
Ako je F(x) analiticka funkcija u tacki x,,, moze se razviti u Taylorov red

aF n n
F(xp + Andy) = F(x2) + A Z (x d(

(52 1., & 0°F
Z)\2 ﬂd(n)d(@) +

= 81'181'] ¢

1,j=1
Vektor d,, = (dg"), .. ,dﬁ,’;))T, a simetri¢na matrica dimenzije m x m

02F (x)
H =

(53) 0= (G

naziva se Hessian funkcionala F(x). Koristeéi oznake (51) za gradijent i (53) za
Hessian, aproksimaciju funkcionala F'(x) sa prva tri ¢lana razvoja reda (52) mozemo
zapisati u obliku

1
F(xp 4 Mndy) = F(x,) + M VF(x,) - d,, + 5A,%(dn)ﬁq(xn) d,.
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Pod pretpostavkom da je u okolini tacke x,, povrs F'(x) konveksna, za zadati
pravac d,, minimum se odreduje iz uslova da je

OF (x5, + Andy)

P =0~ VF(x,) dp + M(dn) T H(x,) dy,

tj. priblizno

02 F (xn n) ;(n) "’
(dn)” (Xn)dn ZZ 1 Z )d( )d§ )

j=1 Ox;0x; 1t

(54) Ap = —

Metoda pokoordinatnog spusta. Ovo je jedna od najjednostavnijih gradijent-

nih metoda. Za vektor d,,, n = 0,1,..., se bira jedan od jedini¢nih koordinatnih
vektora e( ) = 0,...,1,... 7O)T, sa k-tom koordinatom jednakom jedan. Tada je
VF ndn: ) dn H ndniiv
(x0) G ()T HEG) = S

i zamenom u (54) imamo da je

OF (x,,)

ox
(55) T IEWE

axi

¢ime je formulom (50) metoda potpuno odredena. Izbor koordinatnog vektora
u svakom koraku je proizvoljan. Ako se uo¢i da spust po nekim koordinatnim
pravcima obezbeduje brze opadanje funkcionala F', mogu se ti pravci ¢escée koristiti.

Metoda najbrzeg spusta. Pravac po kome funkcional F'(x) najbrze raste je
pravac njegovog gradijenta VF(x). Stoga se za vektor d, u formuli (50) moze
uzeti pravac najbrzeg opadanja funkcionala F(x),

d, = —VF(x,).

Gradijentna metoda u kojoj se ka minimumu kre¢emo u pravcu gradijenta funkcio-
nala F'(x) naziva se metoda najbrzeg spusta, i definisana je iterativnom formulom

(56) Xn+1 = Xn — M VF(X,).

I u ovoj metodi se skalar \,, odreduje formulom (54), tj. tako da funkcional bude
na pravcu VF(x,) minimalan u novoj iteraciji x,+1. O konvergenciji ove metode
govori sledeca teorema
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TEOREMA 6. Neka je F(x) kvadratni funkcional oblika

T L r
(57) F(x)=c—b x—|—§x Hx,

gde je H pozitivno definisana matrica. Neka je {x,,} niz tacaka odredenih rekurent-
nom formulom
Xn+1 = Xn — M VF(X,),

gde je A\, dato formulom (54). Tada
(i) postoji jedinstvena tacka x* u kojoj funkcional F(x) dostize minimum,
(ii) niz {x,} konvergira ka tacki x*.

Dokaz ove teoreme se moze nac¢i u [19].

Ako F(x) nije kvadratni funkcional, iterativni algoritam (56) konvergira ukoliko
je xo dovoljno blisko x* tako da u razvoju (52) glavni doprinos potice od prva tri
¢lana.

PRIMER 7. ReSenje sistema linearnih jednacina Ax = b, gde je A pozitivno
definisana matrica, je tacka minimuma kvadratnog funkcionala

F(x) = (4x, x) — 2(b, x),

i obrnuto. Primenjujué¢i metodu najbrzeg spusta za nalazenje minimuma ovog
funkcionala, dobijamo iterativni algoritam za reSavanje sistema linearnih jednacina

n:b_A s 671: ;
g x (rp, Ar,)

Xpn4+1 = Xn + OpTp.

Metoda konjugovanih pravaca. Ovo je metoda u kojoj se za vektore d,, u for-
muli (50) biraju elementi konjugovanog bazisa u odnosu na Hessian H funkcionala
F. Skalar A, se , kao i u ostalim metodama, odreduje formulom (54).

Neka je H pozitivno definisana matrica dimenzije m x m. Dva nenula vektora
P,q € R™ su konjugovana u odnosu na matricu H, ako je

plHq=0.

Sistem od m vektora p1, ..., pm se naziva konjugovanim bazisom, ako su vektori p;
i p; uzajamno konjugovani za sve ¢ # j. Kako je matrica H pozitivnho definisana,
moze se uvesti skalarni proizvod (p, q); = pTHq. Stoga se moze reéi da su
vektori p i q konjugovani u odnosu na matricu H ako i samo ako su H-ortogonalnsi,
tj. ortogonalni u smislu uvedenog skalarnog proizvoda.

TEOREMA 7. Neka je F' funkcional zadat formulom

1
F(x)=c—bTx+ ixTHx,
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pri ¢emu je H pozitivno definisana matrica dimenzije m x m, 1 neka vektori
Po,---,Pm—1 Cine konjugovani bazis u odnosu na matricu H. Tada medu vek-
torima X,,, odredenim formulama

(58) Xn+1 = Xnp — A’I’lpnv
(Hxn — b)TPn

59 A, = ~2Xn 7 D) Pn

(59) (Hpyn)"Pn

postoji vektor x; takav da je xx = H~'b, tj. VF(x;) = —b + Hxj = 0, za neko
k< m.

DOKAZ: 1z (58) i (59) je za svako n i j

T
(Hxn-l-l - b)ij = (H(Xn — A\nPn) — b) b = (Hxp — b)ij - )‘n(Hpn)ij
(Hxp — b)TPn
(Hpn)Tpa

Ako je j # n drugi sabirak je nula zbog konjugovanosti vektora p,,, a ako je j =n
taj sabirak je jednak prvom, te je

= (Hx, —b)"p; — (Hpn)"p;.

(Hx, —b)Tp;, zaj#n

(60) (Hxp41 —b)''p; = { :
0, za j =n.

Stoga je za j < m — 1, na osnovu jednakosti (60) za j # n,
(Hxpm —b)'pj = (Hxp-1 —b)Tpj = -+ = (Hxj2 —b)'p; = (Hxj11 —b) pj,
a na osnovu iste jednakosti za j = n je

(Hxj+1 —b) p; =0.

Dakle,
(Hx,, —b)'p; =0, j=0,...,m—1,

pa zbog linearne nezavisnosti vektora p; sledi da je
Hx,, —b=0.

Moze se dogoditi da je Hxy —b = 0 za neko k < m, no tada je, s obzirom na (59),
A =0, te je X = Xg41, 1 uOpSte X = X1 = -+ - = X 1

Stoga, metoda konjugovanih pravaca u sluc¢aju minimizacije kvadratnog funk-
cionala daje resenje u kona¢nom broju koraka, koji je u najgorem sluc¢aju jednak
dimenziji problema. Za funkcional F' koji nije kvadratni, u opstem sluc¢aju na kraju
ciklusa od m koraka ¢e se dobiti neka aproksimacija tacke minimuma. Uzimamo je
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kao pocetnu aproksimaciju xg za sledeéi ciklus od m koraka, i na taj nacin defini-
Semo iterativni postupak koji kvadratno konvergira ka minimumu funkcionala F'.

Konjugovane vektore pg, .. ., Pm—1, moguce je odrediti na razli¢ite nac¢ine. Ako
se oni odreduju pomoc¢u gradijenta funkcionala F',

Pni+1 = VF(XnJrl) — HnPn,

pri éemu su skalari y,, odredeni uslovima konjugovanosti (p,, )T Hpn+1 = 0, metoda
se naziva metodom konjugovanih gradijenata. Formule kojima je definisana su

(Hx, —b)'py
Xn+1 = Xn — AnPn, An = T Hp) P
Hx —-b)TH
po = Hxo — b, Pnt+1 = HXpi1 — b — pinpy, Pon, = (Hxe1 T) Pn.
(Hpyn)"Pn
S obzirom da se ovom metodom minimum kvadratnog funkcionala (57) odreduje
kao nula njegovog gradijenta VF(x) = Hx — b, metoda se moze koristiti i za

reSavanje sistema linearnih jednac¢ina Hx = b.
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Obicne diferencijalne
jednacine — Cauchyevi
problemi

Zbog znacaja diferencijalnih jednacina u praksi, vrlo je vazan razvoj algoritama
za njihovo resavanje. U konkretnim problemima mogu se pojaviti diferencijalne
jednacine ma kog reda ili sistemi ovih jednacina. Veéinom numerickih metoda
se reSava jedna ili sistem jednacina prvog reda. To ne predstavlja ogranicavajuci
faktor, jer se diferencijalna jednacina reda m

u™(x) = f(zud, ... u™D)

moze smenom, na primer
ur(@) = u® (@),

svesti na sistem od m diferencijalnih jednacina prvog reda
uj () = upy1(2), k=0,...,m—2,
b,y = f(z,ug, .. Um—1) (uo(z) = u(x)).
Stoga ¢e se, po pravilu, u daljem tekstu resavati sistem jednacina prvog reda
u(z) = fre(@,ur, ... ), k=1,...,m,
koji se, kratkoce radi, moze zapisati u vektorskom obliku
(1) w'(z) = f(z, u(2)),

gdeje u= (ut,...,um)t, £=(f1,...,fm)T.

Zadavanjem m uslova koje reSenje treba da zadovoljava, iz opSteg reSenja jedna-
¢ine (1) se odreduje tzv. partikularno resenje. Ako su svi uslovi zadati u jednoj
tacki, ozna¢imo je sa xg, onda je jednac¢inom (1), dopunjenom ovim uslovima, de-
finisan problem koji se naziva problem pocetnih vrednosti ili Cauchyev problem.

189
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Dakle, Cauchyev problem se sastoji u odredivanju onog resenja jednacine (1) koje
prolazi kroz datu tacku, tj. reSenja koje zadovoljava uslove

ug(2o) = Uok, k=1,...,m,
ili, u vektorskom obliku,
(2) u(zo) = uo, gde je ug = (uot, ..., Uom)-

Poznato je iz teorije obi¢nih diferencijalnih jednacina da Cauchyev problem
(1),(2) ima resenje ako su funkeije fj, neprekidne i ogranic¢ene u nekoj okolini pocetne
tacke (zo,uo1,--.,Uom). Ako jos funkcije fr zadovoljavaju Lipschitzov uslov po
promenljivim wu;,

m
|fk(1',ﬁ1,...,ﬁm>*fk(l',ul,...,’um” SLZL&J*U’”’ k= 15"'7m7
j=1

reSenje je jedinstveno i neprekidno zavisi od pocetnih uslova, $to znaci da je problem
korektno postavljen.

Relativno mali broj Cauchyevih problema se moze tacno resiti. Cak i na izgled
jednostavna jednacina

o (x) = 22 + u?
nema reSenje koje se moze izraziti elementarnim funkcijama. Sa druge strane, u
mnogim slucajevima i kada je moguce naci tatno resenje problema, ono je u takvom
obliku da se opet numericke metode moraju koristiti za, na primer, sastavljanje
tablice vrednosti tog resenja. Tako, opSte reSenje jednacine
uU—2x

1
v (z) = P je B In (2 4+ u?) + arctang = const,

i da bi se odredile vrednosti u za date vrednosti x treba vise puta reSavati tran-
scendentnu jednacinu, $to nije nimalo jednostavnije nego numerickim metodama
resavati direktno diferencijalnu jednacinu.

Numerickim metodama se najceSée ra¢unaju priblizne, a ponekad i tacne vred-
nosti trazenog reSenja u(z) na nekoj unapred izabranoj mrezi tacaka x,,. Pritome se
reSenje dobija u obliku tabele. Ove metode se mogu primeniti samo za reSavanje ko-
rektno postavljenih problema. Osim toga, za uspeSnu primenu numerickih metoda
je potrebno da je problem i dobro uslovljen, tj. da male promene ulaznih para-
metara dovode do malih promena resenja. Ako je problem loSe uslovljen, ra¢unske
greske koje se neminovno javljaju pri realizaciji numeri¢kog algoritma i koje mogu
biti tretirane kao male promene ulaznih parametara, mogu znatno izmeniti priblizno
reSenje.

PRIMER 1. Opste reSenje jednacine
u(z)=u—x je u(z,¢) =14z + ce®,

gde je ¢ proizvoljna konstanta. Partikularno resenje koje zadovoljava uslov u(0) = 1
je u(z,0) = 1+ z i njegova vrednost u(100,0) = 101. Ako se pocetni uslov iz
meni samo za 1076 tj. ako je u(0) = 1.000001, resenje Cauchyevog problema je
u(z,107%) =1+ z + 10~ %7, te je u(100,1075) = 2.7 % 10°".
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Pored pomenutih, koriste se i aproksimativne metode, mada znatno rede jer
nisu pogodne za realizaciju na racunaru. Pomenimo ih ukratko.

8.1 Aproksimativne metode

Ovim metodama se reSenje Cauchyevog problema (1),(2) dobija kao granica niza
funkcija u,(x), pri ¢emu se funkcije u,,(z) izrazavaju elementarnim funkcijama i
njihovim integralima. Zadrzavajuéise na nekom konac¢nom n, dobijamo aproksima-
tivni izraz za resenje problema u(z). Obi¢no se ovim metodama odreduju priblizne
vrednosti reSenja u nekim tackama iz neposredne okoline pocetne tacke koje su
neophodne za realizaciju drugih metoda, te se zadovoljavajuca tacnost postize za
malo n.

Metoda uzastopnih aproksimacija. Ova metoda naziva se i metoda Picarda.
Integraljenjem jednacine (1) od pocetne tacke 2o do proizvoljne tacke a problem
(1),(2) svodimo na njemu ekvivalentan problem definisan Volterraovom integralnom
jednac¢inom

(3) u(z) =ug + /I £(t,u(t)) dt.

0

Integralnom jednacinom (3) definiSe se niz funkcija u, (z) rekurentnom formulom

110(%) = Ug
T

un+1(x):u0—|—/ f(tun(t)dt,  n=01,....

x0

(4)

Pocetnu aproksimaciju ug(z) je moguée i na drugi nac¢in izabrati. Metodu ima
smisla koristiti samo ako se integrali u formuli (4) mogu izracunati analiticki.

Metoda Taylorovog razvoja. ReSavamo Cauchyev problem definisan diferen-
cijalnom jednacinom prvog reda

(5) u'(z) = f(z,u), u(zo) = up.

Pretpostavimo da je funkcija f(x,u) analiticka u tacki (zg, up). Uzastopnim dife-
renciranjem jednacine po xz imamo da je

u = fz + fuu/
U = fop 4 2foutt + fuutt” + fur"
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te iz jednacine i dobijenih izraza mozemo izracunati vrednosti u’(zg), u’(zo),

u"'(xg), . ... Priblizno resenje problema (5) je
n (j)( ) .
u ZTo
(6) un(r) =) T(iﬂ — o)’
=0 7

Cauchyev problem definisan diferencijalnom jednac¢inom viseg reda,
U(m)(z) = f(l’7 u, ’U/, o 7u(m,—l))
wzo) = v, W) =y ors WD) =)

nema potrebe svoditi na sistem diferencijalnih jednac¢ina prvog reda. Prvih m koe-
ficijenata aproksimacije (6) dato je po¢etnim uslovima problema, a ostalih n—m+1
koeficijenata se nalazi uzastopnim diferenciranjem jednacine, na ve¢ pomenuti nac¢in.

Metoda stepenih redova. Kada je diferencijalna jednacina kojom je definisan
Cauchyev problem linearna, reSenje se moze traziti u obliku stepenog reda, ili ¢ak
uopstenog stepenog reda (reda sa razlomljenim stepenima od ). Tlustrujmo metodu
na linearnoj diferencijalnoj jednac¢ini drugog reda, za koju se ova metoda najcesce
primenjuje — na ovaj nacin se odreduje niz specijalnih funkcija. Dakle, resavamo
Cauchyev problem

(7) u”(z) + p(a)u’ (z) + g(z)u(z) = f(2)

(8) U(O) = U, ’LL/(O) = u/Oa

pri ¢emu pretpostavljamo da je koeficijente jednacine moguée razviti u stepene
redove

9) ple) =Y pial,  ql@)=>_q¢al,  fla)=>_ fal.
§=0 §=0 §=0
Resenje takode trazimo u obliku stepenog reda
(10) u(z) = chxj,
§=0
odakle diferenciranjem dobijamo i razvoje za funkcije u'(x) 1 v’ (z),

(11) u'(w) =Y depd ™ () =) G — 1)ead
j=1 j=2
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Uvrstimo razvoje (9),(10) i (11) u jednacinu (7), i dobijamo

Zj(j1)6j$j2+<zpﬂj) (Zj0j$j1>+<2%$j> <Zcﬂj) =Y fal.
j=2 §=0 j=1 =0 =0 j=0

Posto resenje mora da zadovoljava jednacinu (7) za svako x iz intervala definisanosti
problema, poslednji izraz mora biti identitet, te koeficijenti uz odgovarajuce stepene
x na levoj i desnoj strani moraju biti jednaki. Tako dobijamo rekurentne veze za
koeficijente ¢; reda (10),

2¢ca + poc1 + qoco = fo
6c3 + 2poca + pict + qoc1 + qico = fi

Kada uvrstimo pocetne vrednosti (8) u (10) i prvi od razvoja (11), dobijamo pocetne
vrednosti ovih rekurentnih formula

/!
Co = Uop, C1 = Uygp-

Jasno je da je eksplicitno nalazenje poc¢etnih vrednosti moguce samo kada su pocetni
uslovi (8) dati u tacki zp = 0. Ova pretpostavka, medutim, ne umanjuje opstost
metode s obzirom da se smenom z —xy = t linearan Cauchyev problem sa pocetnim
uslovima zadatim u proizvoljnoj tacki z¢ svodi na problem tipa (7),(8).

Priblizno resenje u,(x) je n-ta parcijalna suma reda (10). Poluprec¢nik konver-
gencije reda (10) jednak je najmanjem polupreéniku konvergencije redova (9).

8.2 Metode tipa Runge—Kutta

Ovim metodama se na osnovu poznate vrednosti reSenja Cauchyevog problema u

tacki x, odreduje priblizna vrednost resenja u tacki z + h. Radi jednostavnosti,

ilustrujmo ih na jednacini prvog reda, u Cauchyevom problemu (1),(2) je m = 1.

Integralimo jednacinu (1) u granicama od x do z+ h, pa je trazena vrednost reSenja
x+h

(12) u(z +h) = u(z) + / f(t,u(t))dt.

x

Zamenom integrala na desnoj strani relacije (12) kvadraturnom formulom, dobi-
jamo da je

(13) u(x +h) ~ u(z) + hzcif(iﬂi, u(x;)),
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gde su ¢; koeficijenti i x; € (z,z+ h) ¢vorovi kvadraturne formule. Nevolja je sto je
argument funkcije f reSenje u(z) jednacine (1), a u formuli (13) figurisu vrednosti
u(z;) koje nisu poznate. Ako sukcesivno aproksimiramo ove vrednosti pomoéu
ve¢ odredenih aproksimacija re§enja u prethodnim ¢évorovima, izraz (13) se moze
napisati u slede¢em obliku

(14) u(x + h) vz +h) =ulx) + Z ciki(h),

— — 7

gdejezau=u(z)iz, =z +a;h, 0= << - <a, <1

ki(h) = hf(z,u)
kQ(h) = hf (.CC + OLQh, u+ ,821]€1 (h))

kn(h) = hf(SC + anhv U+ /Bnlkl (h) +-+ /Bn,nflknfl(h))-

Razlicitim izborom parametara oo, ..., Qn, c1,...,¢, 1 B, 0 < j < i < n, formu-
lom (14) su definisane razli¢ite metode tipa Runge—Kutta.
Neka je greska metode na jednom koraku

(15) €(h) = u(z +h) —v(x +h).

Ako je f(x,u) dovoljno glatka funkcija svojih argumenata, onda su k1 (h), ..., k,(h)
i e(h) glatke funkcije parametra h. Pretpostavimo da je

c0)=€0)=---=P0)=0

za proizvoljnu, dovoljno glatku funkeiju f(x,u), a da postoji glatka funkcija f(z, u)
za koju je
ePHD(0) #£ 0.

Na osnovu Taylorove formule je tada greska metode na jednom koraku

p @) ®+1)(9h) P+1)(9h)
€ € €
1 h) = he pptl — = V7 pp+l 0 < 1.
(16) e(h) =3 —=h'+ (»+ 1) (p+ 1) , 0<0<

Broj p je red greske metode.

Analizirajmo neke od moguéih izbora parametara formule (14) i greske odgo-
varaju¢ih metoda.

Prema (14) i (15) je

(17) e(h) =u(x 4+ h) —u(z) — crhf(z,u),

te je
€' (h) =u'(xz +h) —c1 f(z,u), ¢'(h) = u"(z + h).
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Kako je €(0) =01 €'(0) = (1 — ¢1) f(z,u) = 0 za ¢; = 1, za svaku funkciju f(z,u),
to za ¢; = 1 imamo iz (17) i (16) da je

u”(x + 0h)

u(x+h) =u(z)+ hf(x,u) + 5 hZ.
Stoga je formula tipa Runge-Kutta za n =1
(18) v(w +h) = u(x) + hf(z,u(z))

i predstavlja formulu Eulera. Eulerovom metodom je resenje odredeno sa greskom
O(h?), te je to metoda reda jedan.

U ovom slucaju je greSka metode
(19) e(h) = uw + h) —u(x) — erh (v, u) — c2hf (7, ),

gde je
T =x+ ash, @ =u+ Borhf(z,u).

Diferenciranjem izraza (19) po h, dobijamo da je
¢'(h) = (z +h) = c1 f(z,u) — c2f(2,0) — eah (@2 fo(Z, @) + o1 fu(Z, T) f(z, u))
¢"(h) = u" (x + h) — 2ca (s fu (%, @) + Bo1 fu(Z, 0) f(z,u))
— e2h (03 fow (T, ) + 20201 fou (T, 0) f (0, 0) + B3 fuu (T, 0) (f (2,1)))
¢"(h) = u" (& + ) — 3ca (3 fuu (T, @) + 202821 fru (T, ) f (2, 1)
+ B3y fuu (@, 0) (f (2,1))%) + O(h)

Kako je iz diferencijalne jednacine (1)

UI:fa UII:fm+fuf7 u”l:fmm+2fzuf+fuuf2+fu(fz+fuf)7

to je

(0) =
(0)= (1—01—C2f(33u)
’(0) = (1 — 2c202) fo(, u) + (1 — 2c2821) fu(@, ) f (2, u)
(0) = (1 = 3c203) fou(w, u) + (2 — 6c20221) fru (2, u) f (2, 1)
+ (1= 3c203)) fuu (2, 0) 2 (2, 1) + fulz, u)u” (z).

Za svaku dovoljno glatku funkciju f(x,u) je

(20) €(0)=0 akoje 1—c;—cy=0,
(21) €’(0)=0 ako je 1—2c000=0 1 1—2cyf31 =0,
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te je, na osnovu (16) za p =21 (19),

u(x + h) = u(x) + crhf(z,u)

22 "
(22) +02hf(as+agh,u+ﬂglhf(x,u))Jr6 (69h)

h3.

Uslovi (20) i (21) daju tri veze izmedu ¢etiri parametra, i stoga jedan od njih moze
biti izabran proizvoljno.

Ako izaberemo da je ¢; = 3, onda je c; = 1, az = 1, 821 = 1, te zanemariva-
njem greske iz (22) dobijamo da je

h
(23) v(z +h) =u(r) + B (f(a:, u(z)) + f(x + hyu(z) + hf(z, u(m)))) ,
§to predstavlja jednu modifikaciju Eulerove metode, ¢ija je greska O(h3).
Ako izaberemo da je ¢; = 0, onda je co = 1, ag = %, B21 = %, i opet iz (22)
dobijamo da je

(24) v(z+h) =u(z)+hf(z+Lu)+Lf(z,u(@)).

Ovo je druga modifikacija Eulerove metode kojom se povetava njena tacnost, greska
joj je takode O(h3). Formulom (23) je, ustvari, priblizno resenje Cauchyevog prob-
lema odredeno aproksimacijom integrala u izrazu (12) trapeznim pravilom, a for-
mulom (24) pravilom pravougaonika, pri ¢emu je u oba slucaja koriséena Eulerova
metoda za ocenu nepoznatih vrednosti reSenja u ¢vorovima.

Slobodni parametar se ne moze izabrati tako da za svako f(x,u) bude ¢”/(0) = 0,
tj. tako da bude u (16) p = 3, jer je za jednacinu u’(z) = u(x) nezavisno od izbora
ovoga parametra €¢”(0) = wu(z). To znadi da se za n = 2 u izrazu (14) ne moze
dobiti formula reda tri, tj. sa greskom O(h*) na jednom koraku.

Da bi izrazom (14) bila definisana metoda reda p = 3, neophodno
je, 8to se pokazuje analizom slicnom onoj izvrsenoj u prethodnim slucajevima, da
parametri zadovoljavaju uslove

ay = Bar, ag = (B31 + P32, az(ag — az) — P202(2 — 3a2) =0,

c3f3200 = 5 Cotva + Cc33 = > c1+ca+c3 =1

S obzirom da za osam parametara imamo Sest veza, sistem ima beskona¢no mnogo
reSenja. Najcescée koriséena formula reda tri je

ky = hf(z,u), ky =hf(z+ 2, u+ i), ks = hf(x + h,u — ki + 2ks)

1
v(x +h) =u(z) + g(lﬁ + 4ko + k3).

Moze se pokazati da se, bez obzira na neodredenost sistema po parametrima, ne
moze dobiti formula reda cetiri.
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U ovom slucaju je moguce izvesti formule najvise reda cetiri, tj. sa
greskom O(h®) na jednom koraku. Najcesée koriséena od njih je tzv. metoda
Runge-Kutta

k1 = hf(x,u), kgzhf(x—i—%,u—i— %),

(25) ks =hf(z+ 4 u+ %), ky = hf(x+ h,u+ ks),

1
v(xz +h) =u(z) + E(kl + 2ko + 2k3 + ky).

Metodama tipa Runge-Kutta se mogu resavati i Cauchyevi problemi za sisteme
jednac¢ina prvog reda. I u ovom slu¢aju metode se mogu zapisati izrazom (14)
(Eulerova formulom (18), njene modifikacije formulama (23) i (24) i Runge-Kutta
formulom (25)), s tim §to su u, v, f ik, i =1,...,n, vektorske veli¢ine.

Rungeova ocena greske. Glavni ¢lan u gresci pribliznog reSenja odredenog me-
todom reda p na jednom koraku je, prema (16),

e(p"l‘l) (0)

p+1
(p+1)! '

Za malo h tacka (z+ h,v(x+ h)) je bliska tacki (z,u(x)), pa ¢e greska na sledeéem
koraku imati isti glavni ¢lan. Stoga je, prema (15),

(p+1)
(26) w(z + 2h) — vy ~ 25O

p+1
(p+1)! L

gde je sa vy oznaceno priblizno resenje u tacki x 4+ 2h dobijeno tako $to je prvo
nadeno resenje u tacki z+ h, a zatim pomocéu ovog resenje u tacki x+2h. Ako, pak,
polazeéi od tacke x primenom te metode tipa Runge-Kutta direktno sa korakom
2h nademo priblizno resenje vs u tacki x + 2h, onda je

6(p+1)(0)
(p+ 1)

Eliminisuéi u(x + 2h) iz (26) i (27), dobijamo da je priblizno

(27) uw(x + 2h) — vg ~ (2h)PT1,

el (1))
[z

e(p"l‘l) (0)

AP = py + ————=
T+

vy + 2 (2h)PHL,
tj.
6(1"’1‘1) (0) p+1 _ V1 — V2
(p+1)! 2 —1°
Kada uvrstimo ovu procenu u (26), dobijamo da je greska resenja odredenog sa
korakom h priblizno jednaka

V1 — V2

(28) u(z +2h) — vy ~ TR
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Sto predstavlja Rungeov kriterijum za ocenu greske. Popravljena vrednost pri-
bliznog resenja je

U1 — V2

2 2h) =~ .
(29) u(z + 2h) vt o

Kontrolnim ra¢unanjem sa dvostrukim korakom imamo moguénost ocene glav-
nog ¢lana greske u svakoj drugoj tacki. Ako je ova vrednost u zadovoljavajuéim
granicama, mozemo izvrsiti popravku po formuli (29). Ako ocenjena greska prelazi
dozvoljene granice, treba smanjiti korak h. Obi¢no se korak smanjuje za polovinu,
tj. uzima se da je novi korak hy = %, jer se na taj nacin veé izrac¢unate priblizne
vrednosti resenja sa korakom h mogu koristiti kao vrednosti ve u oceni (28) za
korak hi. Ako je i dalje greska suvise velika, korak se polovi sve dok se ne postigne
zadovoljavajuéa tacnost na osnovu Rungeovog kriterijuma (28).

PRIMER 2. Eulerovom metodom (18) i njenim modifikacijama (23) i (24), kao i
metodom Runge-Kutta (25) nadimo priblizno resenje Cauchyevog problema

o (x) = 2 +u?(x), u(0) = 0,

na intervalu [0, 1], i ocenimo gresku R Rungeovim kriterijumom (28).
Rezultati izracunavanja za razlicite korake h dati su u tabeli koja sledi.

Vk
T Ry U Met.
h=1 h=0.5 h=10.25
0 0 0 0 0 0
0.25 0.000 0.008 (18)
0.50 0.000 0.016 0.016 0.032
0.75 0.078 0.134
1.00 0.000 0.125 0.220 0.095 0.315
0.50 0.063 0.044 (23)
1.00 0.500 0.386 -0.038 0.348
0.50 0.031 0.042 (24)
1.00 0.250 0.317 0.022 0.339
0.50 0.042 0.042 (25)
1.00 0.350 0.351 0.000 0.351

Poslednja kolona @y, sadrzi vrednosti pribliznog resenja popravljene po formuli (29).
U tackama u kojima ne postoji ocena greske R, pribliznom resenju je dodata arit-
meticka sredina procena greske R u susednim tackama.
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8.3 Prediktor—korektor metode

Metode tipa Runge-Kutta spadaju u grupu dvoslojnih metoda, jer se njima pomocu
vrednosti resenja u tacki x;_1 = x odreduje priblizno resenje u tacki x; = x + h.
(n + 1)-slojne metode su oblika

n

(30) Z aivj—i —h Z bif(xj—i,vj—i) =0,
=0

i=0

gde su ay, b;, i = 0,...,n, konstante. Ako je ag # 01 by = 0 metode se nazivaju
ekstrapolacione, a ako je ag # 01 bg # 0 one su interpolacione.

Prostije, a istovremeno i najéesée koriséene formule oblika (30) dobijaju se
takode pomoc¢u kvadraturnih formula. Naime, integraljenjem jednaéine (1) u grani-
cama od z;_ do x; dobija se da je

B ) = ulan) + [ plouta)) de,

pri ¢emu je radi jednostavnijih oznaka posmatran jednodimenzioni sluc¢aj, mada se
veli¢ine u, f i v mogu smatrati i vektorima. Aproksimacijom podintegralne funkcije
f(z,u(x)) = v/ (z) njenim interpolacionim polinomom odredenim &vorovima x;,
dobijamo pribliZzno reSenje u tacki x;

(32) v =ik + hzcifj—z‘,
=0

gde je fj—i = f(zj—i,vj—i).
Ako je n = 21 k = 2, i integral aproksimiran Simpsonovom kvadraturnom
formulom sa greskom O(h®), interpolaciona formula je

h
(33) vj = vj—2 + 5 (fj +4fi-1 + fi-2)-

Problem sa interpolacionim formulama je taj Sto je za njihovu primenu potrebno
znati vrednost f; = f(z;,v;) koja se ra¢una pomocu nepoznate veli¢ine v;. Stoga
se obitno nekom ekstrapolacionom formulom proceni vrednost v; — oznacimo tu
procenu sa v}, i u formuli (32) umesto f; koristi f(z;,v}). Ekstrapolacione formule
se takode izvode aproksimacijom podintegralne funkcije u izrazu (31) njenim inter-
polacionim polinomom, s tim Sto je on odreden ¢vorovima x;_1,Z;—2,.... Na taj
nacin se pomoéu ovog polinoma ekstrapolise funkcija f = «’ na interval (z,_1,z;).

Ekstrapolaciona formula koja se pridruzuje formuli (33) dobija se tako 3to se u
(31) stavi da je k = 4, a u’ aproksimira Newtonovim interpolacionim polinomom
treceg stepena za interpolaciju unapred, napisanim u odnosu na évor x;_4. Tada



200 8. ODJ - CAUCHYEVI PROBLEMI

dobijamo, za ¢ = (x — z;_4)/h,

& —1)(q—2
o :vj_4+/ (v§74+qAU;74+Q(q D A2y ot a(¢ —1)(g )A%;.%) dr

Tj—4

4
—1 —1)(g—2
=vj_q4 + h/o (v;_4 + qu;_4 + %A2U;_4 + %A%g_@ dg
8 4 8
= Uj- 4+h(§“§—1_332+§ )

gde je vi = f(x;,v;) = f;. Trazena ekstrapolaciona formula je

(34) v = vyoat o 21— fya +265s).

Formule (33) i (34) se obi¢no zajedno koriste i definisu tzv. metodu Milnea

vl = ;- 4—|—4h(2f] 1— fj—2+2fj-3)
(35)

vj =vj_2+ = (f +4fj—1+ fi—2)

Obe formule su reda cetiri i njihove greske su odredene greskama koriséenih kvad-
raturnih formula. U praksi je jednostavnije koristiti pribliznu ocenu greske

1
Sglv =7l
29

Ako u (31) stavimo k = 1 dobijamo formule Adamsa. Najcesce koriséena for-
mula ovoga tipa je ona koja se dobija kada se podintegralna funkcija aproksimira
Newtonovim polinomom treceg stepena za interpolaciju unazad, napisanim u od-
nosu na ¢vor x;. Za ¢ = (x — x;)/h, formula oblika (32) je

&z +1 +1
Uj:Uj—1+/ (U;+QAU;71+MA2I 2+q(q—

Tj—1

0
=vj_1+ h/ (v + quJ 1+ (q;r D) A2 . —q(q * lé(q +2) A3v3_3) dq
-1

1 1
= ’Uj,l + h( A’U] 1 EA2’U;-72 — ﬂAB’U;fg).

Ovo je interpolaciona formula, te je potrebno prethodno znati neku procenu v
veli¢ine v;. Ona se izracunava ekstrapolacionom formulom, koja se dobija tako
Sto se u (31) za k = 1 podintegralna funkcija takode aproksimira Newtonovim
polinomom treceg stepena za interpolaciju unazad, ali napisanim u odnosu na ¢vor

zj—1 (= (z —xj-1)/h),
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Zj + 1
’Uj = 'Uj—l +/ (’U;—l + qA’U;_Q + %
Tj—1

G-

(g +2
A%+ %

1
+1
=Vj—1 + h/ (U_;’—l + QA’U;_Q + %All};_zg + q(q
0

1 5 3
=Vj-1 + h(’U-;_l + §A’U;_2 + EA2U‘;_3 + §A3U2_4)-

Dakle, Adamsove formule reda ¢etiri su

. 1 5 3
vj = V1 +h(fj + 5Afi2 + 5 A s + gASfj—4)
(36)
* 1 * 1 2 px 1 3 px
’Uj = ’Ujfl + h(f] - EAfjfl - EA j—2 — ﬂA fj73)7

ili, ako se konac¢ne razlike izraze pomocu vrednosti funkcije u ¢vorovima,

(%

. h

= Uj-1 + ﬂ(55fj71 — 59fj72 + 37fj73 — 9fj74)
h o s

vj =vj_1+ ﬂ(gfj +19fj—1 = 5fj—2 + fj-3).

Greske ovih formula se takode mogu dobiti integraljenjem gresaka koriséenih
interpolacionih polinoma, a priblizno se greska na jednom koraku ocenjuje veli¢cinom

T |lv —v*.
Ako je u nekoj tacki greska vecéa od dozvoljene, potrebno je od te tacke racunati sa
umanjenim korakom.

Problem u primeni ovih viSeslojnih metoda je u tome $to koriste vrednosti
reSenja u vise ¢vorova, te nam nije dovoljna samo pocetna vrednost u(zg) = ug
za pocetak izracunavanja. Na primer, prva vrednost koja se moze izracunati Mil-
neovom (35) ili Adamsovom (36) metodom je vy, dok vy, ve 1 v3 treba izracunati
nekom drugom metodom. Pri tome, metoda koja se koristi za odredivanje tog tzv.
pocetnog odsecka mora biti bar isto toliko ta¢na koliko i metoda koja se zatim
koristi. Stoga se za nalazenje poCetnog odsecka za Milneovu ili Adamsovu metodu
obi¢no koristi metoda Runge-Kutta (25) ili neka od aproksimativnih metoda.

PRIMER 3. Milneovom metodom (35) odredimo na odsecku [0, 1] reSenje Cauchy-
evog problema

zu”(z) +u/(z) + zu(x) =0, uw(0) =1, 4/(0)=0,

sa taénoséu e = 3- 1074,
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Da bi metoda mogla da se primeni, potrebno je prethodno transformisati jedna-
¢inu u sistem jednacina prvog reda. To se postize smenom u;(z) = zuj(z), uo(x) =
u(z),

1

ulo(x) = ;ul(‘m)a UO(O) =1,

uy(z) = —aug(x), u1(0) = 0.

Pocetni odsecak se moze odrediti, na primer, metodom stepenih redova (§1). Pri-
menom ove metode nalazimo razvoj za funkciju uo(x),

up(z) =u(z) =1+ ; [((21{;1)?'?2 z?,
a njegovim diferenciranjem razvoj za funkciju uq (z),
-

k=1

Prva tri ¢lana razvoja za funkciju ug(z) daju sa taénoséu e vrednosti
v0(0.2) = 0.9900, vp(0.4) = 0.9604, v0(0.6) = 0.9120,
a prva dva ¢lana razvoja za ui(x) daju sa istom tac¢noséu
v1(0.2) = —0.0199, v1(0.4) = —0.0784, v1(0.6) = —0.1719.

Sada, primenom formula (35) nalazimo

v5(0.8) = 0.8464, v7(0.8) = —0.2950  v,(0.8) = 0.8464, v1(0.8) = —0.2951,
vE(1.0) = 0.7652, v}(1.0) = —0.4400,  v(1.0) = 0.7652,

te je, kona¢no, sa tacnoséu 3 - 1074

u(0.8) = 0.846,  u(1.0) = 0.765.

8.4 Stabilnost numerickih algoritama

U uvodnom delu ovog poglavlja je ukazano na probleme koji se mogu javiti pri nu-
merickom resavanju lose uslovljenih zadataka. Ponekad, medutim, iako je postavl-
jeni problem korektan i dobro uslovljen, numericka greska koja se javlja na svakom
koraku moze se nagomilavati, tako da numericko resenje znatno odstupa od tac¢nog.
Takvi algoritmi se nazivaju nestabilni algoritmi, i da bi greska pribliznog resenja
ostala u dozvoljenim granicama korak h mora biti dovoljno mali.
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Analizirajmo stabilnost nekih od pomenutih metoda, primenjujuéi ih na jed-
nostavan modelni problem

(37) v (z) = au(x), u(0) = wo, (a = const),
Cije je reSenje
(38) u(z) = upe®®.
Eulerovom metodom (18) priblizno resenje v; u tacki z; = jh je odredeno
diferencijskom jednac¢inom
vj = vj-1 + h(avj1) = (1 + ahjvj1,

te je, s obzirom na zadati pocetni uslov,

(39) v; = (1 + ah) o, j=0,1,....

Ako je a < 0, reSenje polaznog problema (38) opada, tj. tezi nuli kada z — oo.
Medutim, priblizno resenje (39) moze neograniceno da raste i osciluje u znaku, ako
je korak h takav da je
) 2

1+ah < -1, tj. h>—.
|al
Dakle, ako je a < 0, tj. ako resenje problema (37) brzo opada, da bi numericko
reSenje bilo stabilno neophodno je izabrati korak h dovoljno mali.

Modifikacija (23) Eulerove metode za problem (37) ima u tacki x; oblik

ah

5 (vj—1 +vj),

Vj = V-1 —+

i numericko resenje je

i
1+ 4 1+ 4 .
2

2

Kada je a < 0 pribliZzno reSenje v; opada i tezi nuli kada j — o0, kao i ta¢no reSenje
(38). Bez obzira na veli¢inu koraka h priblizno resenje se ponasa kao i tacno resenje,
§to znaci da je ova metoda stabilna.

I vrlo popularna, zbog visoke ta¢nosti i jednostavnosti, metoda Runge-Kutta
(25) pokazuje znake nestabilnosti pri primeni na probleme sa brzo opadajuéim
reSenjima, ako se ne izabere odgovarajuci korak h. Pokazimo to na nasem modelnom
primeru. Za problem (37) metoda Runge-Kutta je data formulama

21,2
k1= ahvj_l, ko = ah(l + %)’Uj_l, ks = ah(l + @ + ﬂ)’Uj_l,

2 14
a’h?  ah3
7 T3 Uy

Y = (1+ah+ a2h2 + a3h3 + a4h4)v‘
7 2 6 94 /I

ks = ah(1+ah+
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pa je priblizno reSenje u tacki z;

b aZh? N a3h3 N atht J
v; = a uo.
J 2 6 24 0

Ako je a = —100, a h = 0.03, onda je v; = (%)juo, te je za ug = 1 priblizno reSenje
u tacki £ = 3 w00 = 6.8 % 103, Ako uzmemo da je korak h = 0.02 dobija se za
priblizno resenje u istoj tacki vis0 = 2.7 * 10772, §to odgovara ponadanju taénog
reSenja.

Stoga, konzistentnost metode nije dovoljna garancija da ¢e njom odredeno pri-
blizno resenje biti zadovoljavajuce ta¢nosti. Kod tzv. uslovno stabilnih metoda
tacnost ¢e biti postignuta samo ako korak zadovoljava odredeni uslov.

Zbog pomenute nestabilnosti, posebni problemi se javljaju u resavanju tzv. kru-
tih sistema. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina je krut sistem ako je koli¢nik
najvece i najmanje sopstvene vrednosti jakobijana {ng’;} veliki po apsolutnoj vred-

nosti.

PRIMER 4.
uy () = —ur(z) +uz(x),  wi(0)=0
9

uh(z) = —100us(z), u2(0) = 99

Resenje ovog sistema je uj(z) = €% — e 1092 qyy(x) = 9971092, Tako kom-
ponenta resenja e 1%%% za x > 0 malo utice na redenje jer brzo tezi nuli, da bi
napr. Eulerov algoritam bio stabilan, zbog prisustva ove komponente korak ne
sme biti ve¢i od h = 0.02. Sli¢no ogranicenje bi se pojavilo i pri primeni metode
Runge-Kutta.

Da bi se izbegle ove neprijatnost, za reSavanje krutih sistema treba koristiti
bezuslovno stabilne metode.
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Obicne diferencijalne
jednacine — granicni problemi

Granicni problem za obi¢ne diferencijalne jednacine je problem nalazenja partiku-
larnog resenja jednacine

u(m) (:I:) = f(':I:7 u? u/7 R u(mil))7

koje zadovoljava uslove zadate u vise od jedne tacke intervala. Stoga se grani¢ni
problemi ne mogu definisati za jednacine prvog reda. Prvobitno su to bili problemi
kod kojih su uslovi definisani samo na krajevima intervala, te otuda potice naziv.

PRIMER 1. ResSenjem grani¢nog problema

—u"(x) = f(z), a<x<b,

u(a) =u(d) =0
se moze opisati oblik zategnute zice uc¢vrséene na krajevima, kada na nju deluje
spoljasnja sila f(z).
Za jednacine ili sisteme jednacina viSeg reda, gde je broj zadatih uslova veéi

pa oni mogu biti zadati i u unutrasnjim tackama intervala, grani¢ni problemi su
raznovrsniji.

PRIMER 2. Granic¢ni problem

u(4)(m) = f(x), a<xz<b,
u(z;) =0, i=1,2,3,4, a <z <xy <3 <4 <h,

opisuje deformaciju grede pod uticajem spoljasnje sile f(z), ako se u etiri tacke
x; greda oslanja na nosace.

Kod Cauchyevih problema integralna kriva je potpuno odredena uslovima zada-
tim u jednoj tacki. Stoga, krec¢uéi se od te tacke u pravcu odredenom jednacinom,
priblizno rekonstruiSemo integralnu krivu, tj. racunamo priblizne vrednosti resenja

205
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u drugim tackama intervala. Kod grani¢nih problema, uslovima zadatim u pocetnoj
tacki resenje nije jednozna¢no odredeno. Iz familije integralnih krivih koje zado-
voljavaju dati pocetni uslov treba odabrati onu koja ¢e proéi kroz ostale tacke,
odnosno zadovoljiti uslove zadate u ostalim tackama. Stoga su grani¢ni problemi
mnogo slozeniji od Cauchyevih.

Bez obzira na raznovrsnost grani¢nih uslova, svi grani¢ni problemi se resavaju u
osnovi istim metodama. Mozemo ih podeliti u tri osnovne grupe: metode gadanja,
metode konacnih razlika i varijacione metode. Pritome, u poredenju sa Cauchyevim
problemima, slozZenija su pitanja egzistencije i jedinosti reSenja, javlja se potreba
za reSavanjem sistema linearnih ili nelinearnih jednacina, itd.

Metode za resavanje grani¢nih problema ¢emo ilustrovati na primeru prvog i
tre¢eg grani¢nog problema za linearne diferencijalne jednacine drugog reda. Ovi
se uvek, odgovarajué¢im smenama, mogu svesti na sledeéi grani¢ni problem sa ho-
mogenim grani¢nim uslovima

(1) —u'(z) +q(@)u(z) = f(z), O<z<l,

(2) aiu’(0) + B1u(0) = 0, asu’ (1) + Bau(l) = 0,
koji moze da se zapiSe u obliku operatorske jednacine
(3) Lu=f.

Ako je ; = 01 8; # 0,7 = 1,2, grani¢ni uslovi (2) su prvi ili Dirichletovi
graniéni uslovi

(4) u(0) = u(1) =0,

a grani¢éni problem (1),(4) se naziva prvi ili Dirichletov graniéni problem.
Ako je a; #01 3; = 0,4 = 1,2, grani¢ni uslovi (2) su drugi ili Neumannovi
graniéni uslovi

(5) u'(0) = /(1) = 0.

Graniéni problem (1),(5) se naziva drugi ili Neumannov grani¢ni problem.
Akojeia; #013; #0,1=1,2, grani¢ni uslovi (2) su tredi ili mesoviti granicni

uslovi, i mogu se zapisati u slede¢em obliku

(6) u'(0) — o1u(0) = 0, u' (1) + oau(l) = 0.

Graniéni problem (1),(6) se naziva treéi ili mesoviti granicni problem.
Iz teorije diferencijalnih jednacina poznati su sledeéi rezultati

TEOREMA 1. Ako su funkcije q(x) i f(x) neprekidne na intervalu [0,1] i ¢(x) > 0,
tada prvi graniéni problem (1),(4) ima jedinstveno resenje u(z) € C?[0,1].
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TEOREMA 2. Ako su funkcije q(z) i f(x) neprekidne na intervalu [0, 1], ¢(z) > 0
iop > 0,09 > 0, tada treéi grani¢ni problem (1),(6) ima jedinstveno resenje
u(z) € C?[0,1].

Sto se tice drugog graniénog problema (1),(5), u vaznom specijalnom slucaju
kada je ¢(x) = 0, njegovo resenje nije jedinstveno. Naime, ako je u(z) resenje tog
problema, onda je i svaka funkcija oblika u(z) + ¢, gde je ¢ proizvoljna konstanta,
takode resenje. Stoga ¢emo se baviti samo numerickim resavanjem prvog i treceg
grani¢nog problema.

9.1 Metode gadanja

Metodama ovoga tipa se grani¢ni problemi svode na Cauchyeve. Radi jednos-
tavnosti, prikazimo osnovnu ideju ovih metoda na primeru grani¢nog problema
definisanog jedna¢inom drugog reda

(7) u'(z) = f(z,u,u’), u(a) = A, wu(b) = B.

Datom jednacinom i grani¢nim uslovom zadatim u levom kraju x = a definisimo
slede¢i Cauchyev problem

(8) v"(z) = f(z,0,0"), v(a) = A, v'(a)=s.

Njegovo resenje zavisi od izbora parametra s, v(z) = v(z;s). Da bi reSenja prob-
lema (7) i (8) bila identi¢na, treba izabrati s = 3 tako da je v(b;§) = B, tj. tako
da je 5 resenje jednacine

9) F(s) =wv(b;s) — B=0.

Ako se za reSavanje jednacine (9) koristi metoda bisekcije (§7.3), izaberu se
pocetne vrednosti sg 1 s1 tako da resenja odgovarajuéih Cauchyevih problema (8)
zadovoljavaju uslov F(sg)F(s1) < 0. Zatim se za s = sy = 1(so + s1) resava
Cauchyev problem (8), i za s3 uzima sredina onog od intervala [sg, 2] ili [s2, 1]
na ¢ijim krajevima funkcija F(s) ima razli¢iti znak, itd. Metoda bisekcije sporo
konvergira, te je potrebno resavati veliki broj Cauchyevih problema (8), sto je
znacajan nedostatak ove metode. Radi ubrzanja konvergencije, moze se koristiti i
Newtonova metoda,

K (sn)
F'(sn)’

Sn+1 = Sn

s obzirom da je v, a time i F' neprekidna funkcija po s. U svakom slucaju, s se
odreduje iterativnim algoritmom S§to zahteva reSavanje velikog broja Cauchyevih
problema.
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Za linearne grani¢ne probleme metoda je mnogo jednostavnija, jer se koristi
Cinjenica da je reSenje nehomogenog linearnog problema jednako zbiru ma kog
njegovog partikularnog resenja i resenja odgovarajuceg homogenog problema.

Za Dirichletov grani¢ni problem (1),(4) resenje predstavimo u obliku

(10) u(z) = uy () + cus(x),

gde je uj(z) neko partikularno resenje jednacine (1), uz(x) partikularno resenje
homogene jednacine

—u"(z) + q(x)u(z) =0,

a ¢ konstanta koju ¢emo kasnije pogodno izabrati. Da bi funkcija u(x) zadovoljavala
graniéni uslov u tacki z = 0 za svako ¢, treba da je

(11) u1(0) =0, u2(0) = 0.
Uslovima (11) pridruzimo jo§ dva pocetna uslova
up(0) = A1, up(0) = A,

pri ¢emu su A; i Ay, Ay # 0, proizvoljne konstante. Na taj nacin smo polazni
grani¢ni problem sveli na dva Cauchyeva problema

—uy(2) + g(x)ur(z) = f(2) —uy(x) + g(x)uz(z) = 0
ul(O) = 07 Ull (0) = A1 UQ(O) = 0, UIQ(O) = Ag.

Funkcija u(z) zadovoljava jednacinu (1) i levi grani¢ni uslov za svako c¢. Ovaj
parametar odredimo tako da ona zadovoljava i desni grani¢ni uslov,

u(1) = u1(1) + cua(l) =0,

§to znaci da treba da je

Sli¢no se resava i mesoviti problem (1),(6). Da bi resenje oblika (10) zadovolja-
valo za svako ¢ grani¢ni uslov u levom kraju intervala,

u'(0) — o1u(0) = u}(0) — oqu1(0) + c(u5(0) — oruz(0)) =0,

treba da je
u)(0) = oqur(0), i uh(0) = oruz(0).

Ako zadamo da je

ul(()) = Al, i ’LLQ(O) = Ag,
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gde su A; i As, Ay # 0, proizvoljne konstante, grani¢ni problem (1),(6) mozemo
svesti na dva Cauchyeva problema

—uy (z) + q(x)ur(z) = f(2) —ug(x) + q(x)uz(x) =0
Ul(O):Al, u/l(O):UlAl, UQ(O):AQ, ’LL/Q(O):O'lAQ.

Konstantu ¢ odredimo tako da resenje (10) grani¢nog problema zadovolji grani¢ni
uslov i u desnom kraju intervala,

u' (1) + oau(l) = u) (1) + oui (1) + c(ué(l) + UQUQ(I)) =0,

a to znaci da je

Cauchyevi problemi na koje smo metodama gadanja sveli grani¢ne probleme,
reSavaju se nekom od numerickih metoda o kojima je bilo re¢i u poglavlju 8.

9.2 Metode konacnih razlika

Ove metode se zasnivaju na zameni izvoda koli¢nicima konacnih razlika. Prvo se
izabere kona¢no mnogo tacaka intervala [0,1], i one ¢ine mreZu. Izabrane tacke
nazivaju se ¢vorovi mreze. Ako su ¢vorovi ravnomerno rasporedeni, kazemo da je
mreza ravnomerna i definisana je korakom — rastojanjem izmedu dva susedna ¢vora,

1.

Ako rastojanje medu ¢vorovima mreze nije konstantno, mreza je neravnomerna.
Na ravnomernoj mrezi moguce aproksimacije izvoda funkcije u tacki x; su

3=

Wp ={wi|x; =ih,i=0,...,n, h=

1 1
Ug,; = E(U(LH) - U(Iz)), Uz, = E(u(xz) - U(l'z'fl)),
) . za u,
(12) Ugy = %(U(%H) —u(zi1)) = §(um + uz ;)
1 1 I
Uzg,i = ﬁ(u(zzﬁrl) —2u(z;) + u(wi—1)) = E(Uz,i — Uz), za u”.

Pod pretpostavkom da je funkcija u(x) dovoljno glatka, razvojem u Taylorov red
mozemo oceniti gresku ovih aproksimacija — na primer,
!/ / 1 !/ h2 1
uw(z;) —ug; = u'(z;) — E(u(xz) + hu'(z;) + U (zi + Oh) — u(z;))

h
= —gu’ (i +0h), 0<o=<l
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Tako dobijamo ocene

(13) u'(:z:i) = Ug,; + O(h) =uz,;+ O(h) = Ug,; + O(hQ)
u” () = uza,i + O(R?).
Kada h — 0, tj. kada se mreza zgusnjava, aproksimacije teze vrednostima izvoda
funkcije u(xz) u évorovima. Pri tome, konvergencija je brza kod aproksimacija
centralnim koli¢nicima konaénih razlika u; i uz,., jer je glavni élan greske O(h?).
Kod neravnomernih mreza izvodi se aproksimiraju podeljenim razlikama.
Zamenom funkcije u(x) i njenih izvoda u grani¢nom problemu (1),(2) odgo-
varajuéim koli¢nicima konaé¢nih razlika (12) u ¢vorovima mreze &y, vr§imo dis-
kretizaciju polaznog problema. Kontinualnu veli¢inu u(z) zamenjujemo vektorom
v = (vo,...,v,)7T, pri éemu je v; ~ u(x;), a grani¢ni problem (1),(2) sistemom
linearnih jednacina po v,

_Uiz,i+qivi:fia i:17"'an_17
(14) Vg0 + Prvo = 0,

Q2Vz n + 521)71 = 07

gde je ¢; = q(x;) 1 f; = f(x;). Diskretni problem (14), koji opstije mozemo zapisati
operatorskom jednac¢inom

(15) Lh’U = fh;

naziva se diferencijskom semom. Diskretizacija je dobro izvrsena ukoliko, pre svega,
diskretni problem (15) ima jedinstveno resenje — treba, dakle, dokazati egzistenciju i
jedinost resenja problema (15). Dalje, neophodno je da resenje diskretnog problema
konvergira ka reSenju polaznog problema kada h — 0, tj. da greska ¢ = u — v tezi
nuli kada h — 0. Ovo ¢e biti ispunjeno ukoliko je Sema konzistentna i stabilna.
Konzistentnost seme (15) u odnosu na problem (3) znaci da

Lyu — Lu, fn—f kada h — 0,

Sto za Semu (14) sledi iz (13). Stabilnost seme (15) se svodi na stabilnost sistema
linearnih jednacina, koja je detaljnije analizirana u poglavlju 5. Kratko receno,
Sema (15) ée biti stabilna ako je L,:l uniformno ogranic¢eni operator. Dakle, ako je
gema (15) konzistentna i stabilna, konvergencija neposredno sledi jer je

Lp(u—v)=Lpu—Lpv=Lpu— fn+ f — Lu= (Lyu— Lu) + (f — fr),

te
u—v=L"(Lpyu—Lu)+ L, (f—fn) =0 kada h— 0.

Pitanja egzistencije i jedinosti resenja i konvergencije diferencijske Seme moraju se
analizirati posebno za svaku Semu.
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Prvi grani¢ni problem. U grani¢nim uslovima (2) je ; =0, 8; = 1,1 = 1,2,
te je diferencijska sema (14)

—Vzzi+qvi=fi, i=1,...,n—1,

vg =0, =0

(16)
U operatorskom zapisu (15) Lj, je linearni operator

(17) Iov — —Vgpi +qivs, zat=1,...,n—1
" o, zai=0ilii=n,

koji preslikava vektorski prostor V = {v = (0,v1,...,v,-1,0)7 |[v; € R'} u samog
sebe, i fr, = (0, f1,..., fa_1,0)T € V. U vektorskom prostoru V definigimo skalarni

proizvod
n—1
(v,w),=h E v;W;
i=1

i norme
Ivlly = (v, v IIvlle, = max_ ol
h 1<i<n—1
U odnosu na ovako definisan skalarni proizvod, linearni operator Lj, je samokonju-
govan i pozitivno definisan.

Samokonjugovanost sledi iz simetri¢nosti bilinearne forme

n—1
(th Wh*hz ’U:nazz‘i'qﬂ)z wz*hzvzzwzz+hZQszwz
=1 1=0 =1

Odavde, posto je g(x) > 0, takode sledi da je

n—1

(18) (Lpv, v), > hz vl
=0

Da bismo dokazali pozitivnu definisanost ovog operatora, ocenimo veli¢inu v;.
Mozemo je, uzimajuéi u obzir da je vg = v, = 0, izraziti na sledeéi nacin:

i-1 2 n—1
:(1—ih)(hZUz7j) +ih(h2vm,j) :
j=0 j=i

Primenom nejednakosti Cauchy—Schwarza na poslednje dve sume, imamo da je

1—1 n—1

n—1
P < (L—ih)ih® Y vl +ih(n—i)h* Y vl i =ih(1 — ih) (hzviﬁj),

7=0 Jj=t 7=0
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jer je (n — i)h = nh — ih = 1 — ih. Stoga je, na osnovu (18),

n—1
||v||%,h = max v? < (thiJ) max th(1 —ih)

1<i<n—1 ‘ 1<i<n—1
=
1/, = 1
<3 (hzvi,j> <3 (Lnv, V),
Jj=0
Kako je jos
n—1
2 2
IVIE =03 0? <htn—1) max o? < |v]}3,,
i=1 ==

kona¢no dobijamo da je
2 2 1

(19) Vil < lvlie, < 7(Lnv, vy,
§to dokazuje pozitivnu definisanost operatora Ly,.

Stoga jednacina (15), tj. Sema (16), ima reSenje i ono je jedinstveno.

Neposredna posledica nejednakosti (19),

2
Allvlle, < (Lnv, v), < ILuvll, VI, < ILavillviie,

su ocene

1
(20) IVl < lvlle, < 1LVl

Da bismo dokazali konvergenciju seme (16), uoc¢imo da greska e = u — v, koja
je kao i v definisana samo u ¢vorovima mreze, zadovoljava diferencijsku Semu sa
istim operatorom Ly, datim izrazom (17), samo sa promenjenom desnom stranom.
Naime, kako je

—€32,i + qi€i = —(Uzz,i — Vzai) + G(u(T) — v;) = —Uzai + qiu(zs) — fi
= —Ugq,i + qiu(ri) — (—u" (2:) + qu(zi) = u”(2:) — Uga i,

to je € resenje diferencijske Seme

pa je, prema (20) i (13),
1
lell, < llell,, < Zllu" = uzzll, = O(?).

Prema tome, Sema (16) je konvergentna, jer je

lell < | max fu(w:) —vil =0, kada h—0.
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Princip maksimuma. Nesingularnost matrice sistema (16), pa stoga i egzisten-
cija jedinstvenog reSenja ovog sistema, sledi i iz diskretnog principa maksimuma.
Ovim principom se dokazuje da homogeni sistem sa trodijagonalnom matricom ¢iji
elementi zadovoljavaju odredene pretpostavke, ima samo trivijalno resenje.

TEOREMA 3. Neka je

Av; = —a;v;,-1 + ¢civ; — biviy1, t=1,...,.n—1,
ai>0, bi>07 ¢ > a; +b;.

Ako je Av; < 0 (Av; > 0) za i = 1,...,n — 1, tada funkcija v;, razli¢ita od
konstante, ne moze dostiéi najveéu pozitivnu (najmanju negativnu) vrednost u
tackamai=1,...,n— 1.

DOKAZ: Pretpostavimo da je Av; <0,i=1,...,n—1,1idaunekoj od unutrasnjih
tacaka funkcija v; dostize pozitivni maksimum. Tada, posto je v; # const, postoji
tacka ig € {1,...,n — 1} takva da je

Vi, = max v; = My > 0,
0<i<n

a da u jednoj od njoj susednih tacaka, na primer i = 7o — 1, vazi stroga nejednakost
Vip—1 < Mp. Operator A mozemo zapisati u slede¢em obliku

Av; = a;(vi —vi—1) + bi(vi — vig1) + (¢ — bi — a;)v;.
U tacki i = ip su drugi i treéi sabirak nenegativni, te je
Aviy > iy (vig — vig—1) > 0,
§to je suprotno pretpostavci. Dualno tvrdenje se dokazuje analogno. 1

POSLEDICA 1. Ako je Av; >0,i=1,...,n—1,v9 >0, v, > 0, tada je funkcija
v; nenegativna, v; > 0,7 =1,...,n—1. Akoje Av; <0,i=1,....n—1,v9 <0,
v, <0,ondajev; <0,9=1,...,n—1.

POSLEDICA 2. Jedinstveno reSenje homogenog problema

jev; =0,7=0,...,n, te nehomogeni problem
(21) A, =F;, i1=1,...,n—1, vg=A4, v, =B,
ima reSenje za svako F;,i=1,....n—1, Ai B.

Diferencijska Sema (16) se svodi na (21) za a; = b; = %, = % +qi, F; = f;,
i=1,...,n—11 A= B =0, te, prema posledici 2, ima jedinstveno resenje.

Konvergencija diferencijske seme (16) se takode moze dokazati koriste¢i neke
posledice principa maksimuma.
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Treéi grani¢ni problem. Treéi grani¢ni problem (1),(6)

'(a) +q(e)uls) = f@),  0<z <1,
u'(0) — o1u(0) = 0, u' (1) + oau(l) = 0,

s obzirom na (14), aproksimira se diferencijskom semom

—Vzzi+qivi = fi, i=1,...,n—1,

Ug,0 — 01V9 = 0, Vz,n + 02Uy = 0.

Aproksimacije grani¢nih uslova, prema (13), imaju gresku O(h), $to nepotrebno
usporava konvergenciju diferencijske Seme, jer je greska aproksimacije jednacine
O(h?). Grani¢ne uslove (6) moguée je aproksimirati takode sa greskom O(h?),
ukoliko se koristi i jednacina (1). Naime, podimo od Taylorovog razvoja

Ug,0 = %(u(h) - u(())) = %(U(O) + hu'(0) + %u”(()) +0(h?) — u(O))

—(0) + gu”(O) +OM?),

u kome v’ (0) zamenimo izrazom dobijenim iz prvog grani¢nog uslova
u'(0) = a1u(0),

a u”(0) izrazom dobijenim iz diferencijalne jednacine

Tako dobijamo da je

tsi0 = o1u(0) + 3 (4(0)u(0) — £(0)) + O(k?),

N >

pa sa greskom O(h?) grani¢ni uslov u levom kraju intervala aproksimiramo izrazom

h h
—Ug,0+ (01 + 5(]0)1)0 = §f0-

Sliéno se dobija aproksimacija grani¢nog uslova u desnom kraju intervala

h h
Vz,n + (02 + §qn)vn = §fn

Diferencijska Sema kojom je sa greskom O(h?) aproksimiran treé¢i grani¢ni problem

(1)7(6) je

_Uiz,i+qivi:fia i:17"'an_17
(22)

h h h h
—Vg0 + (01 + 5110)00 = §f0 Vzn + (02 + §Qn)vn = §fn-
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Egzistencija i jedinost resenja Seme (22) se dokazuju sli¢no kao za prvi granicéni
problem. U operatorskom zapisu (15) Seme (22) linearni operator

2 .
7 (=vz,0 + 0100) + govo, zai=0
Lpvi = § vz, + Vi, zai=1,...,n—1

2 s
2 (070 + 0200) + Gutns 72 i =,

preslikava vektorski prostor V = {v = (vg,...,v,)T Jv; € R} u samog sebe, i
frn=(fo,..., fn)T € V. U prostoru V definisimo skalarni proizvod

n—1
h
v, w],=h Zl v;Ww; + E(vowo + vpwy,)
1=

1 norme

1/2
V2 IVlle, = max |ugl.

Ml = v v max

Sliéno dokazu koji je izveden za prvi grani¢ni problem, dokazuje se da je linearni
operator Lj, samokonjugovan i pozitivno definisan, te jednac¢ina (15), tj. Sema (22),
ima jedinstveno reSenje. Sema je konvergentna, i vazi ocena

. _ N | — 2
= vll¢, = max Ju(zs) - vi| = O)

Sto se tice tehnike resavanja diferencijskih problema (14), s obzirom da su to
sistemi linearnih jednacina sa trodijagonalnim matricama, oni se efikasno resavaju
Gaussovom metodom eliminacije (§5.2).

Diferencijske Seme poviSene tacnosti. Da bismo konstruisali Seme povisene
tacnosti, neophodno je pre svega odrediti tacniju aproksimaciju za u”(z). Ukoliko
reSenje granié¢nog problema u(z) € C%[0, 1], iz Taylorovog razvoja je

h2
uze(z) = u"(z) + —=u® (z) + O(hY),
Ugzza(T) = 2 (um(x + h) — 2uz.(x) + uge (z — h)) —u® (z) + O(h2)7
te je u ¢vorovima x;, 1 =2,...,n — 2,
h? h?
u'(2;) = Uz — E(uimix,z + O(hQ)) + O(h4) = Uzg,; — Euiwiw,i + O(h4)-

Zanemarivanjem O(h*) dobijamo aproksimaciju ¢etvrtog reda tacnosti za u” (z).
Radi jednostavnosti, pretpostavimo da reSsavamo prvi grani¢ni problem. Tada
se ne javlja problem aproksimiranja grani¢nih uslova, ali, posto se Sema povisene
tacnosti ne moze koristiti u ¢vorovima x; i z,_1, potrebno je izvesti posebne
aproksimacije iste ta¢nosti i u ovim ¢vorovima. Da bi se odredila aproksimacija
za u'(x1), formira se linearna kombinacija Z?:o ciu(x;), razviju u Taylorov red



216 9. ODJ — GRANICNI PROBLEMI

oko tacke x1 veli¢ine u(z;) i koeficijenti ¢; odrede tako da se anuliraju izrazi koji
mnoze h*, k = 0,1, 3,4, 5. Sliénim kombinovanjem vrednosti u(x;), i = n—>5,...,n,
dobija se aproksimacija povisene tacnosti za u”(x,_1). Tako je diferencijska sema
koja sa greskom O(h*) aproksimira prvi grani¢ni problem

Vo = 0
122 (10vg — 15v1 — 4w + 14dvg — 6vg + v5) + 11 = f1
h2
—Vzz,i + Evimfz,i +qvi=fi, i=2,...,n—2

1
*W(lovn - 151}7171 - 41}7172 + 141}7173 - 61}7174 + ’Un75) + Gn—1Vn—1 = fnfl

vp = 0.
Operator Ly u ovom slu¢aju nije samokonjugovan.

Ako je u jednacini (1) g(x) = 0, diferenciranjem jednac¢ine dva puta dobijamo
da je —u®(z) = f"(z), sto zamenom u (23) daje

h2 " 4
—uza() = f(@) + 734" (@) + O(h"),

U ovom slucaju Sema povisene tacnosti dobija znatno jednostavniji oblik,

v0:07
h2 1" .
—Uim,izfi-l-ﬁfi, i=1,....,n—1
Up =

PRIMER 3. Semom ¢&ija je greska O(h*) odredimo priblizno resenje grani¢nog
problema
u'(x) —u(z) =€, u(0) =u(l) =0.

S obzirom da je
u®(z) = u"(z) + ® = u(x) + 27,
zamenom u (23) se dobija da je

2

e (2) = 0 (2) + 2 (u(a) + 267) + (),

ili )
h

" o .
u(x) = uzge () 5

Stoga je aproksimacija jednacine u unutrasnjim ¢vorovima mreze

(u(z) + 2€7) + O(h*).

1 h? h?
—(1)1;1 — 2’01' + 'Ui+1) — (1 + _)'Ui = (1 + F

2 15 )exi, 1=1,...,n—1,
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a diferencijska Sema povisene ta¢nosti za dati problem je

’UOZO
2 h4 2 h’2 xT; .
vi,l—(2+h +E)vi+vi+1:h (1+E)e oi=1,...,n—1,
vn = 0.

Njeno resenje za h = 0.2 je

v9 =0, v; = —0.11071, vy = —0.17668,
vz = —0.18966, vy = —0.13689, vs = 0.

Poredenjem sa ta¢nim reSenjem, pokazuje se da su sve cifre dobijenih rezultata
sigurne cifre.

9.3 Varijacione metode

Posmatrajmo grani¢ni problem za funkciju u(z)

(24) Lu = —(p(:c)u’(x))l + q(z)u(z) = f(z), 0<x<1,
gde je p(x) > pmin > 01 q(x) > 0, sa Dirichletovim grani¢nim uslovima
(25) u(0) =0, u(1) = 0.

Ovo je klasiéna formulacija problema — za proizvoljnu funkciju f € C(0,1), pri
dovoljno glatkim koeficijentima p(z) i g(z), treba odrediti funkciju v € C%(0,1)
koja zadovoljava jednac¢inu (24) i homogene grani¢ne uslove (25).

Jednagini (24) pridruzimo kvadratni funkcional

(26) I{w) = (Lw, w) = 2(f , w),

gde je sa (-, -) oznacen uobicajeni skalarni proizvod u £L2(0, 1),

(27) (v, w) = /0 v(x)w(z) de.

Funkcional (26) se moze parcijalnom integracijom, uzimajuéi u obzir grani¢ne uslove
(25), predstaviti i u slede¢em obliku

I(w) = 1(—(pw/)/ + qu)wdz — 2 1 fwdz
. el /0

= /1(p(w/)2 + qu® — 2fw) dz.
0

Veza polaznog problema (24),(25) i funkcionala (26) data je slede¢om teoremom:
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TEOREMA 4. Neka je L samokonjugovan i pozitivno definisan linearni operator i
I(w) kvadratni funkcional

I(w) = (Lw, w) = 2(f, w),
(29) Lu=f

grani¢ni problem sa homogenim grani¢nim uslovima. Ako grani¢ni problem ima
reSenje u(z), onda funkcional I(w) dostize minimum za w(x) = u(x); i obrnuto,
funkcija u kojoj funcional I(w) dostize minimum, ako postoji, predstavlja resenje
graniénog problema (29).

DOKAZ: Neka je u(x) resenje grani¢nog problema (29). Kako je operator L samo-
konjugovan, to je
(Lu, w) = (u, Lw) = (Lw, u),
pa je
I(w) = (Lw, w) —2(Lu, w) = (Lw, w) — (Lw, u) — (Lu, w)
=(Lw,w—u)— (Lu, w—u)— (Lu, u) = (L(w —u), w—u) — (Lu, u).

(Lu, u) ne zavisi od w, a (L(w —u), w —u) > 0, pri ¢emu jednakost vazi samo za
w = wu, jer je operator L pozitivno definisan. Stoga funkcional I(w) dostize svo]

minimum za w = u,
min I(w) = I(u) = —(Lu, u),

¢ime je prvi deo tvrdenja dokazan.
Neka je sada u funkcija za koju funkcional I(w) dostize minimum. To znaci da
je za svaku funkciju
(30) w = u+ cn, ceR!
iz dopustive klase funkcija
I(w) — I(u) > 0.
Stoga je
I(w) — I(u) = (Lw, w) — 2(Lu, w) + (Lu, u) + 2(Lu — f, w) — 2(Lu — f, u)
=(Llw—u), w—u)+2(Lu—f, w—u)
=c*(Ln,n) +2c(Lu— f,n) >0.
Kvadratna funkcija po ¢ ¢e biti nenegativna ako joj diskriminanta nije veéa od nule,
(Lu_fan)2 §07
$to je moguce samo ako je
(Lu—f,n) =0.
S obzirom da je n proizvoljna funkcija iz klase dopustivih funkcija, ovo je moguce
samo ako je
Lu— f=0, tj. Lu = f,

§to je i trebalo dokazati. Time je teorema u potpunosti dokazana. 1
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Stoga se moze, umesto problema (24),(25), reSavati ekvivalentan problem defi-
nisan ekstremalnim principom

(31) minimizirati I(w).

Jednacina (24) je Fulerova jednadina ekstremalnog principa (31), koji predstavlja
varijacionu formulaciju jednacine (24). S obzirom na zapis (28) funkcionala I(w),
vidimo da je skup dopustivih funkcija prosiren, jer su oslabljeni zahtevi za glatkoséu.
Naime, w € V C H'(0,1), gde je

HY0,1) = {w(z) | /0 (w? + w'?) da < oo}

prostor Soboleva, a V njegov potprostor funkcija koje zadovoljavaju grani¢ne us-
love (25),
V= {w e H0,1)|w(0) = w(l) = 0}.

Resenje ekstremalnog principa (31) se naziva slabo resenje problema (24),(25). U
praksi je ¢esta varijaciona formulacija problema (princip minimuma energije,. . . ).

Iz ekstremalnog principa proizilazi tzv. slaba ili Galerkinova forma problema.
Naime, ako za w = u funkcional I(w) dostize minimum, onda za ma koju drugu
dopustivu funkciju, koja moze da se predstavi u formi (30), vazi da je

I(u) < I(u+cn) = (L(u+cn), u+en) —2(f, uten)
:I(u)+20((Lu, 77) - (fa 77)) +62(L777 77)'

Posto ¢ moze biti proizvoljnog znaka, da bi ova nejednakost bila zadovoljena mora
biti

(32) (Lu,n)=(f,n), VneV.

Jednacina (32) se naziva slaba ili Galerkinova forma problema (29). Za problem
(24),(25) ona se moze napisati i u obliku

1
(33) /0 (pu'w’ + quw — fw)dz = 0.

Granicni uslovi Dirichletovog tipa (25) se nazivaju esencijalni graniéni uslovi, i
ulaze u definiciju prostora } u kome trazimo resenje.
U opstem slucaju, na granici mogu biti zadati i meSoviti grani¢ni uslovi,

(34) u'(0) — o1u(0) = 0, u' (1) + o2u(l) = 0, 01,02 > 0.

Tada Galerkinova jednacina (32)

1
/ ((—pu) +qu— flwde =0,  Yw € H(0,1)
0



220 9. ODJ — GRANICNI PROBLEMI

parcijalnom integracijom prvog sabirka moze da se zapiSe u obliku

/0 (pu'v’ + quw — fw) dz — p(1)u’ (Dw(1) + p(0)u’ (0)w(0) =0,

pri éemu je sada prostor dopustivih funkcija H*(0, 1). Kako je iz (34) v/ (0) = o1u(0)
i /(1) = —o2u(l), to je kona¢no Galerkinova jednacina problema (24),(34)

(35) /0 (pu'w" + quw — fw) dz + o1p(0)u(0)w(0) + o2p(1)u(1)w(1l) = 0.

Mesoviti grani¢ni uslovi (34) uti¢u na oblik Galerkinove jednacine (35), a ne uce-
stvuju u definisanju prostora dopustivih funkcija. Takvi grani¢ni uslovi se nazivaju
prirodni graniéni uslovi.

Ritzova metoda. Zamenom potprostora V u varijacionoj formulaciji (32) kona-
¢no dimenzionim potprostorom S” C V, definiemo tzv. Ritzovu varijacionu metodu
za reSavanje grani¢nih problema. Elementi potprostora S" nazivaju se probne
funkcije. Neka je ¢1(x),...,¢n(z) jedan bazis potprostora S*. Ritzova aproksi-
macija reSenja grani¢nog problema (24),(25) se trazi u obliku

(36) v(r) = ZQ@@%

pri ¢emu se konstante ¢; odreduju tako da aproksimacija (36) zadovoljava slabu
formu za svaku funkciju w(z) iz S",

(37) (Lv, w) = (f,w) VYweS"

Dovoljno je da ovaj uslov bude ispunjen za bazisne funkcije ¢;(z), i = 1,...,n, da
bi vazio i za njihovu proizvoljnu linearnu kombinaciju w € S”. Uvrstimo reprezen-
taciju (36) u (33), i, uzimajuéi u obzir prethodnu napomenu, dobijamo da je

n 1 1
(38) ;Ci/(J(p¢2¢}+qcz’>i¢j)dw=/()f¢jdm, FT—

Dakle, grani¢ni problem smo zamenili sistemom linearnih jednacina dimenzije jed-
nake dimenziji potprostora S".

U slucaju mesovitih grani¢nih uslova (34), slaba forma grani¢nog problema
je data izrazom (35), a S" je konacno dimenzioni potprostor prostora H1!(0,1).
Opisanim algoritmom se i u ovom slu¢aju grani¢ni problem aproksimira sistemom
linearnih jednacina po nepoznatim parametrima c;.

Ako u polaznom problemu grani¢ni uslovi nisu homogeni, oduzimanjem od
resenja u(x) funkcije ¢o(z) koja zadovoljava date nehomogene grani¢ne uslove, dobi-
jamo problem sa homogenim graniénim uslovima za funkciju uq (z) = u(x) — ¢o(z)
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zadat jednac¢inom Lu; = f — L¢o. Aproksimaciju funkcije ui(z) odredujemo u
obliku (36), te je aproksimacija resenja polaznog problema

u(z) ~ ¢o(x) + Z cipi(x)

z (32) 1 (37) je
(L(u—v), w) =0, vw € S",
S§to znaci da je funkcija L(u — v) ortogonalna na potprostor S", tj. da je v(z)
ortogonalna projekcija resenja u(zx) na potprostor 8" u smislu skalarnog proizvoda
definisanog operatorom L,

1
(39) (v, w), =(Lv, w) = / (pv'w’ + quw) da.

0
Ako funkcije ¢; (Jc)7 1,2,... ¢ine potpun ortogonalni sistem funkcija, onda iz
( (u—v), gbz) 0,71=1,2,...,sledi da je u = v skoro svuda, kada u (36) n — oc.

Galerkinova metoda. Slabu formu (32) jednacine
(40) Lu=f

mozemo izvesti ne koriste¢i ekstremalni princip (31), tj. i u slucaju kada L nije
samokonjugovan i pozitivno definisan operator. Naime, skalarnim mnozenjem jed-
nacine (40) tzv. test funkcijom w € W dobijamo upravo Galerkinovu formu ove
jednacine,

(41) (Lu, w) = (f, w) Yw e W.

Prostor test funkcija W ne mora biti identican prostoru V kome pripada slabo
reSenje problema.

Galerkinova metoda predstavlja diskretizaciju slabe forme (41). Kao i u
Ritzovoj metodi, potprostor V se zamenjuje kona¢no dimenzionim potprostorom
S" C V, i aproksimacija trazi u obliku linearne kombinacije (36), pri ¢emu se
konstante ¢; odreduju tako da je

(42) (Lv, w) = (f, w) Yw e W.

U opstem slucaju, prostori probnih (S”) i test (W) funkcija nisu identi¢ni. Ova
metoda se svodi na Ritzovu metodu kada je L samokonjugovan i pozitivno definisan
operator, a W = S".

Dovoljno je da jednacina (42) vazi za bazisne funkcije 41, . .., 1, prostora W,

(43) (Lo, dg) = (fo ) G=1...,m,

§to daje slededi sistem linearnih jednacina po nepoznatim parametrima c; u repre-
zentaciji (36)

n 1 1
Zci/ Ld)iwjdx:/ fo;de,  j=1,...,n.
i=1 Y0 0
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Dakle, Galerkinovom metodom se priblizno resenje odreduje tako da funkcija greske
(44) R(z;c1,...,¢n) =Lv— f

bude ortogonalna na prostor test funkcija W.

Metoda kolokacije. Diskretizacija slabe forme (41) kada je prostor test funkcija
W generisan sa n d-funkcija d(x —z;), j = 1,...,n, gde su z; € [0, 1] zadate tacke,
naziva se metodom kolokacije. Uslovi (43) za 9;(x) = é(xz — z;) se svode na

(45) Lo(z;) = f(z;), ji=1,...,n.

Kada uvrstimo reprezentaciju (36) u izraze (45), i u ovom slucaju dobijamo sistem
linearnih jednac¢ina po parametrima c;,

S aiLéile;) = flay),  G=1l....,n.
=1

Metodom kolokacije se aproksimacija resenja grani¢nog problema odreduje tako
da funkcija greske (44) bude jednaka nuli u n diskretnih tacaka, tzv. tacaka
kolokacije. Njihov broj je jednak broju nepoznatih parametara c; u pribliznom
reSenju.

Metoda najmanjih kvadrata. Umesto minimizacije funkcionala (26) minimi-
zira se funkcija greske (44),

|R(z;c1, ... en)ll” = (Lv — f, Lv — f) = (Lv, Lv) = 2(f, Lv) + (f, f)
=(L"Lv,v)=2(L*f,v)+ (f, f).

S obzirom da (f, f) ne zavisi od v, ovom metodom se ustvari minimizira funkcional
J(w) = (L*Lv,v) —2(L*f, v),

Sto ne predstavlja nista drugo nego Ritzov funkcional (26) pridruzen jednacini

(46) L*Lu = L*f.

Novi problem je, ocigledno, definisan samokonjugovanim operatorom bez obzira
kakav je operator L, ali dvostruko viSeg reda, §to predstavlja znacajan nedostatak
ove metode. Osim $to je slozeniji racun, poveéanim zahtevima za glatkoséu pri-
bliznog resenja smanjuje se klasa dopustivih funkcija. Naime, diskretan oblik slabe
forme jednacine (46) je

(47) (L*Lv, w) = (L* f, w), tj. (Lv, Lw) = (f, Lw),

§to znaci da v,w € 8" € H2(0,1), gde je H2(0, 1) prostor Soboleva

1
H2(0,1) = {w]| / (w? + w'® + w"?) dx < oo}
0
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Kada u jednacinu (47) uvrstimo reprezentaciju (36), i stavimo da je w(z) = ¢;(z),
j=1,...,n, ponovo dobijamo sistem linearnih jednac¢ina po parametrima c;,

n 1 1
Zci/ L@-L@daz:/ fLojdx,  j=1,...,n.
i=1 Y0 0

PRIMER 4. Galerkinovom metodom, metodom kolokacije i metodom najmanjih
kvadrata nadimo aproksimaciju reSenja grani¢nog zadatka

u”(x) + (1 + 2*)u(z) +1 =0, u(=1)=u(l)=0

polinomom ¢cetvrtog stepena.

Kako je interval simetrican u odnosu na koordinatni pocetak, a koeficijenti
jednagine parne funkcije, i reSenje problema ¢e biti parna funkcija. Stoga ¢emo
ga traziti u obliku

v(z) = Zciqﬁi(x) =c1(1 — 2?) + cp2?(1 — 2?).

Zamenom funkeije v(z) u jednacinu, dobijamo da je funkcija greske
R(z;c1,c0) =1 —ci (14 2*) 4 c2(2 — 1122 — 20).
Galerkinovom metodom, pri izboru istih funkcija za probne i test funkcije,
parametri ¢; su reSenja sistema linearnih jednacina
1

01/1(1+9:4)(1Q:Q)dzCQ/l(211x2z6)(1x2)dz/ (1—2%)dx

-1 -1 -1

1 1
cl/ (1+2H2?(1 — 2) dz — 02/ (2 — 1122 — 2922 (1 — 2?) dx

—1 -1

1
= / 2?(1 — 2?) dz,

-1

tj. Cc1 = 0933, Coy = —0.054.
Metodom kolokacije sa tackama kolokacije x1 = 01 xg = %, reSavanjem sistema

R(xi;c1,c2) =0, 1=1,2,

dobija se da je ¢1 =0.957, co = —0.022.
Metodom najmanjih kvadrata se minimizacijom funkcionala

1
|R(@ser, e0)]? = / R2(zse1, 03) da

-1
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dobija sistem

1

1 1
cl/ (1+x4)2dz702/ (1+x4)(2711x2—z6)dm:/ (14 2*)dx
—1 —1 —1
1

1
01/ (1+ 2% (2 — 1122 — 25) dx — 02/ (2 —112? — x6)2 dx

—1 -1
1
= / (2 — 1122 — 2%) dx,
~1

Cije je reSenje  c¢1 = 0.933, co2 = —0.068.

9.4 Metoda konac¢nih elemenata

Svakom od navedenih varijacionih metoda se, u sluc¢aju resavanja grani¢nog prob-
lema definisanog linearnim operatorom, problem svodi na sistem linearnih jednacina
po nepoznatim parametrima reprezentacije (36). U opstem slu¢aju, matrica tog sis-
tema je puna matrica, tj. najveéi broj njenih elemenata je razlicit od nule. Cak i
kada bi koristili ortogonalne sisteme funkcija, ne bi dobili sisteme sa retkim matri-
cama, jer to §to je (¢i, ¢;) = 0;; ne znaéiida je (Lo;, ¢;) = dij.

Navedene varijacione metode se koriste i u viSedimenzionom slucaju, tj. za
reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina, kada se javljaju dodatne poteskoce
pri izboru funkcija ¢; koje zadovoljavaju grani¢ne uslove. U opstem slu¢aju granica
moze biti vrlo slozena, te je prakti¢no nemoguée konstruisati funkcije koje ¢e na
celoj granici zadovoljiti ovaj zahtev.

Metoda konaé¢nih elemenata je upravo metoda koja koristi Ritz—Galerkinovu
tehniku, a navedene probleme prevazilazi na poseban nacin izabranim probnim
funkcijama ¢;. Ove funkcije se biraju tako da su identicki jednake nuli u najve¢em
delu oblasti, a na preostalom delu oblasti su opisane deo po deo polinomima. S
obzirom da su za najveéi broj ovih funkcija oblasti u kojima su one razli¢ite od
nule disjunktne, jasno je da ¢e matrice pomenutih sistema linearnih jednacina biti
retke. Sto se ti¢e grani¢nih uslova u visedimenzionom sluéaju, samo manji broj
ovako definisanih bazisnih funkcija mora da zadovoljava grani¢ne uslove, i to samo
na delu granice gde su razlicite od nule. Vecina ovih funkcija je razlic¢ita od nule
unutar oblasti definisanosti problema, a na celoj granici su jednake nuli.

Nustrujmo metodu na modelnom primeru (24),(25), ¢ije se reSenje aproksimira
u prostoru deo po deo linearnih funkcija. Na intervalu [0, 1] zadat je skup ¢vorova

n
@:{xi|xi+1—xi:hi,i:07...,n7Zhizl}_
i=0

Cvorovima z; ovaj interval je podeljen na n+ 1 podintervala [z, z;41], i = 0,...,n,
koji se nazivaju konacni elementi. Prostor probnih funkcija S" je prostor tzv.
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”krov” funkcija — neprekidnih funkcija koje su na dva susedna elementa linearne, a
na ostalim identicki jednake nuli (slika 9.1),

1+ 375, z € (31, 7]
(48) ¢z(1‘) =4q1—- Z;—?i, x € [.Z‘i,.ri+1]
0, & [Tio1,Tip1]

‘ Ti—1

Slika 9.1: Krov funkcije i njihove slike na kanonskom elementu.

Posto je ¢;(x;) = d;5, iz (36) sledi da je ¢; = v(x;) = v;, 4 = 1,...,n, odnosno da
koeficijenti u reprezentaciji (36) predstavljaju priblizne vrednosti resenja grani¢nog
problema u unutrasnjim ¢vorovima mreze @. Stoga se priblizno resenje (36) moze
zapisati i u sledeé¢em obliku

n

(49) v(r) = sz@@)

i=1

Koeficijenti v; se odreduju kao reSenja sistema linearnih jednacina (38), u ma-
tricnom zapisu

(50) Kv=f,

gde je K = (k;;) simetri¢na, kvadratna matrica dimenzije n sa elementima

1
kij = /0 (pg; ¢ + qpip;) da

T

v = (v1,...,v,)T nepoznati vektor i f = (f1,..., fu)7,

1
fj:/f¢jd$, ]:17,71
0
n

S obzirom na (48), bie za i =1,.. .,

kij; =0, li —j| > 1,
1

kz‘—u:/ | (Pdi_10; + ai-16:) dx kz-,i=Z/_i+j_(p¢§2+q¢iz)d$

i—1 _0 Ti—

Z /Z " peida,

i—1+7
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Ocigledno je da se parametri matrice K i vektora f mogu dobiti sabiranjem
odgovarajuéih integrala po elementima (asembliranjem). To je osnovna prednost
metode konacnih elemenata — aproksimacija se odreduje lokalno, tj. na svakom
kona¢nom elementu, a zatim se globalna aproksimacija na celoj oblasti dobija
asembliranjem ovih lokalnih aproksimacija. Posto su lokalne aproksimacije na ele-
mentima istog tipa i jednoobrazno se odreduju, dovoljno je odrediti aproksimaciju
resenja na tzv. kanonskom elementu. U ovom slucaju, kanonski element moze biti
jedini¢ni interval, i preslikavanje ma kog elementa [z;, z;11], ¢ = 0,...,n, na njega
je zadato izrazom

(51) r=ux; + hit = .’L‘i(l — t) + i1t
Na elementu [z;, 2;41] probna funkcija je, prema (49) i (48),

Ti+1 — T r — T
—— +vin
1+ hz

(52) v(r) = Uz’@'-(x) + Ui-‘rl(bi-&—-l (z) = v; 3
= v;N{(z) + vit1 Ny(z),

tj. predstavljena je linearnom kombinacijom bazisnih funkcija
i 1 i 1 .
(53) Ni(z) = E(xi_l,_l - ), Ny(z) = h—(m—xl) i=1,...,n.

Smenom (51) u izrazu (53) dobijamo da je za svako i = 1,...,n,
Ni(z)=Ni(t) =1—t, Ni(z) = No(t) = t, t € [0,1],

gde su Ny (t) i Na(t) bazisne funkcije kanonskog elementa (slika 9.1). Pomoéu ovih
funkcija preslikavanje (51) moze da se zapiSe izrazom

x(t) = ziN1(t) + zip1 Na(t), i=0,...n,
a probna funkcija (52) je
(54) U(I(t)) == viNl (t) + Ui+1N2(t).

Konacni elementi kod kojih je bazisnim funkcijama definisano preslikavanje na
kanonski element nazivaju se izoparametarski elementi.

Na jednom elementu [x;, z;41] sistem (50) se svodi, s obzirom na (54), na sistem
od dve jednacine

Tit1 . . . . . .
/ (p(vile + vi+1N§)/(N;)/ + q(viNf + vi+1N§)N;) dx
(55) i Ti+41 i
:/ fNide, j=1,2,

i
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koji, posle smene (51), ima slede¢i oblik
h; /01 (—#p(m(t)) (vigr — vi) + q(z(t)) (vi(1 = t) + vig1t) (1 — t)) dt
—h, / fe0)a— bt

h; /0 (#p(x(t)) (Uz‘+1 - Ui) + q(x(t)) (vi(l —t) + Ui+1t)t) dt
= hi /01 fx(t))tdt.

Da bismo ilustrovali algoritam do kraja, pretpostavimo da je p(z) = p = const i

q(x) = q = const. Tada se integrali na levoj strani jednacina poslednjeg sistema
mogu izracunati ta¢no, i sistem postaje

1
%(%’ — vis1) + qhi(50i + §Uit1) = hi/ fla(t)(1 —t)dt
i 0

;"‘|’@

(2

1
(—’Ui + 'Ui+1) + qhi(%vi + %'Ui-i-l) = hl/ f(.%‘(t))t dt.
0
Sistem se moze zapisati u matricnom obliku

(56) kvt = (kL + KLV = £,

S
o2 ) T\
matrica krutosti elementa,
5 3 6 \1 2
matrica mase elementa, i
1
vie [ Y £ — hi Jy fla()(1—t)dt .
Vit1 hi fol flz@)tdt
U opstem sluéaju, vektor f? se ra¢una primenom kvadraturnih formula. U sluéaju
da koeficijenti jednacine p(z) i ¢(z) nisu konstante, i parametri matrica krutosti i
mase bi se ra¢unali pomoéu kvadraturnih formula.
Sumiranjem jednacina (55) po svim elementima, a to znaci asembliranjem svih
sistema (56) za i = 0,...,n, dobijamo sistem (50). Asembliranje matrica svih

sistema (56) zna¢i njihovo spajanje u jednu matricu dimenzije n x n, ali tako da se
parametri matrica k' razlicitih kona¢nih elemenata sabiraju ako odgovaraju istom

gde je

S

<

<

st
I
VR
R
EEE
R
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globalnom ¢évoru. Naime, svaki unutra$nji ¢vor je zajednicki za po dva elementa,
te ée doprinosi koji poticu u matricama k! i k' od évora x; biti sabrani pri
asembliranju. Tako se, u slu¢aju jednakih kona¢nih elemenata, tj. za h; = h,

i=0,...,n, dobija da je matrica sistema (50)
K = KS + Km;
gde je
1+ 1 -1 0 2 -1 0
K P —1 1+1 -1 _p -1 2 -1
T h ) h .
0 141 0 2
globalna matrica krutosti, a
2+2 1 0 4 1 0
1 242 1 1 4 1
K _ _ah
6 6
0 2+2 0 4

globalna matrica mase. Zbog homogenih grani¢nih uslova, prva i poslednja vrsta
i kolona (one koje odgovaraju ¢vorovima xg i &,11) su izostavljene. Vektor desne
strane f ima elemente

fi= h/o fz(t) (1 —t)dt, fn= h/o f(z(t))tdt,

fz':h/olf(x(t))dt, i=2,...,n—1.

U razvijenom obliku, sistem (50) je

2 1
(2 + 3ah)vs = (5 = cah)va = fi

h h 6
p 1 p 2 p 1 .
—(E — gqh)’l}i_l + (QE + gqh)’Uz — (E — gqh)’l)i+1 = fia 1= 2, R (e 1.
1 2
~(F — Zqh)va + 22 + Zah)vn = fa

h 6 h 3

Koristeéi uobicajeni diferencijski operator

1
Vzz,i = ﬁ(vi-i-l —2v; +vi—1),



9.5. PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI 229

poslednji sistem, posle deljenja sa h, moze da se zapiSe u vidu diferencijske seme

Vo = 0
h? 1 .
(—p+ %)Uiz,i-l-qvi:Efi, i=1,...,n
Un+1 = 0

Greska aproksimacije (49) odredene linearnim elementima (48) je ([29])

lu =l < ehll ],

gde je sa || - ||, oznacena tzv. energetska norma definisana skalarnim proizvodom
(39), a || - || je uobic¢ajena Lo-norma (27). Stavise, u ¢vorovima se dokazuje tzv.
superkonvergencija,

2
max |u(z;) — vi| = O(h?).

Isti algoritam, samo tehnicki znatno slozeniji, se primenjuje i u slucaju kada se
koriste bazisne funkcije sastavljene deo po deo od polinoma viSeg stepena, pri ¢emu
mogu biti postavljeni jos dodatni uslovi glatkosti na granicama elemenata.

Metoda je narocito stekla popularnost za resavanje parcijalnih diferencijalnih
jednacina, gde njene prednosti posebno dolaze do izrazaja.

9.5 Problem sopstvenih vrednosti

Specijalan slucaj grani¢nog problema (1),(4) je
(57)

koji ima netrivijalno resenje samo za neke vrednosti parametra A. Vrednost para-
metra A za koju problem (57) ima netrivijalno resenje naziva se sopstvena vrednost,
a odgovarajuée resenje sopstvena funkcija grani¢nog problema (57). U op$tem
sluc¢aju, problem sopstvenih vrednosti je definisan jednac¢inom Lu = Au, gde je L
neki operator.

Da bi prikazali numericke metode za resavanje problema sopstvenih vrednosti
diferencijalnih operatora, vratimo se modelnom problemu (57), bez obzira §to su
njegove sopstvene vrednosti i funkcije poznati,

(58) A=\, = k22, u(z) = ug(x) = sinkrz, k=1,2,....

S obzirom da problem sopstvenih vrednosti predstavlja poseban oblik grani¢nog
problema, za njegovo numericko resavanje se koriste ve¢ pomenute metode konacnih
razlika i varijacione metode.



230 9. ODJ — GRANICNI PROBLEMI

Diferencijska Sema koja aproksimira problem (57) sa greskom O(h?) je, pre-
ma (16),

—Vzz.i = ARVi, i=1,....,n—1
(59) o

Vo =VUp = 07

gde je sa A\, oznacCena aproksimacija sopstvene vrednosti. Ova Sema, ustvari, pred-
stavlja homogeni sistem linearnih jednacina sa trodijagonalnom matricom u kojoj
figurise parametar A\,. Stoga se grani¢ni problem (57), uzimajuéi u obzir grani¢ne
vrednosti, metodom konac¢nih razlika svodi na problem sopstvenih vrednosti

Av = A\pv,

(n — 1)-dimenzione kvadratne matrice

Sopstveni vektori su diskretizacija prvih (n — 1) sopstvenih funkcija (58) problema
(57) na ¢vorovima mreze,

sin kmaxy

sin kmx,—1

sto se lako proverava zamenom u (59),

—(sin k) o = 75 (— sinkn(x; + h) + 2sinkra; — sinkn(e; - h)
1
= (—2sin kmx; cos kwh + 2sin kra;)
4 kmh
= 72 sin® % sin kmwx;.

1z poslednjeg izraza neposredno sledi da su aproksimacije sopstvenih vrednosti
(60) Ak = 75 sin® —, k=1,...,n—1.

Iz asimptotskog razvoja za malo k je

4 krh 2
Ak = 73 (7 +O0(k*h®)) = k*n® + O(k*h?) = Ay + O(K*h?),
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§to znaci da A\, — Ar kada h — 0. Za vele k, na primer za k =n — 1 je

4  ,(n—1)wh 4

M1 = —sin? ——— = —gin? (= — —) = — cos® —
fon=l T 2 2 s (5 - ) = 2
pa je

Ann—1 %cosz%h 4 cos? Ik

4 4
= = — = —(1+2h+ O(h? —, kada h — 0.
An—1 (n—1)2%x2 x2 (1-h)%2 =2 (1+2h+0(h) — w2’ an=

Mozemo da zakljuc¢imo sledeée. Kontinualan problem (57) ima prebrojivo mnogo
sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija. Njegova diskretna aproksimacija konag-
nim razlikama (59) ima ih kona¢no mnogo, tacnije (n—1), gde je (n+1) broj ¢vorova
mreze diferencijske Seme. Stoga diferencijskom semom (59) odredujemo aproksi-
macije (60) prvih (n — 1) sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora, pri ¢emu je
aproksimacija sopstvene vrednosti to losija $to je k vece. Zgusnjavajem mreze, tj.
smanjivanjem koraka i pove¢avanjem broja ¢vorova n, dobijaju se aproksimacije
veceg broja sopstvenih vrednosti, i ve¢a tacnost aproksimacije onih sa nizim indek-
som k.

Sliéna situacija nastaje i pri koris¢enju varijacionih metoda. S obzirom da se
svakom od pomenutih metoda problem svodi na sistem linearnih jednacina po ko-
eficijentima ¢; reprezentacije (36), ¢ija je desna strana odredena funkcijom f(z),
ocigledno ja da ¢e za problem (57) sistem biti homogen. U sistemu figurise i pa-
rametar Ap, koji odredujemo tako da matrica sistema bude singularna, tj. da
sistem ima netrivijalno reSenje. Prema tome, i u ovom slu¢aju se problem svodi na
nalazenje sopstvenih vrednosti i vektora matrice pomenutog sistema. Broju évorova
koji u metodi konaé¢nih razlika odreduje dimenziju problema sopstvenih vrednosti,
u varijacionoj metodi odgovara broj sabiraka u pribliznom resenju (36). Veée n
omogucava aproksimaciju ve¢eg broja sopstvenih vrednosti i funkcija.

Numericke metode za resavanje problema sostvenih vrednosti i vektora matrica
date su u poglavlju 6.
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