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Predgovor

Mozda ¢e se neko zapitati cemu joS jedan naslov na spisku literature za izucavanje
predmeta Numericke metode. Namera autora, svakako, nije bila da dodatno optereti
studente, ve¢ da im pomogne da lakse savladaju gradivo predvideno pomenutim
predmetom. Promena u nacinu realizacije kursa proistekla je iz zelje nastavnika da
nauci svoje studente da misle pre i za vreme racunanja, a ova skripta trebalo bi da
u tome pomognu.

U jednom izvestaju Americkog udruzenja za industrijsku i primenjenu mate-
matiku (SIAM) izneto je misljenje da su "najpotrebnije veStine matematicka for-
mulacija problema, i modeliranje i simulacija. Pri tome treba imati u vidu da
problemi nikad nisu formulisani kao matematicki problemi.” Primedbe anketiranih
studenata, koji su polozili ispit iz pomenutog predmeta, jesu da se nedovoljno
povezuje izlozeno gradivo sa moguénostima njegove primene u resavanju prakti¢nih
problema i simuliranju realnih situacija. Namena ove skripte jeste upravo da po-
jasni kako se gradivo izlozeno u udzbeniku moze primeniti, tj. da pokaze kako
se formiraju matematicki modeli realnih problema i kako se oni priblizno resavaju.
Korisc¢eni su jednostavni modeli kako bi izlozeno gradivo bilo studentima razumljivo
i zanimljivo, primereno njihovom poznavanju drugih nauka. Izvedeno je nekoliko
modela koji su zasnovani na osnovnim zakonima fizike. Dimenzionom analizom
proverena je konzistentnost izvedenog modela i definisan je odgovarajuci bezdimen-
zioni matematicki model. Pokazano je kako se skaliranjem moze do¢i do numericki
stabilnog modela. Birani su racunski primeri koji ilustruju bitne karakteristike
obradenih metoda, sa posebnim osvrtom na probleme koji se mogu pojaviti u pro-
cesu reSavanja zadatka. Skoro svi rezultati su prikazani i vizuelno, putem grafika,

Skripta su dopuna postojecoj literaturi za predmet Numericke metode, udzbe-
niku [28], pomoénom udzbeniku [18] i zbirci zadataka [29]. U skriptama se, fusno-
tama na odgovarajué¢im mestima, ¢itaoci upucuju na relevantne teorijske sadrzaje,
koji su dati u navedenoj literaturi. Na taj nacin skripta su rastereena od strogih
matematickih formulacija i dokaza koji stoje u osnovi obradenih metoda. Ostav-
ljeno je c¢itaocu da se, ukoliko ima potrebe ili Zelje, putem udzbenika upozna sa
relevantnom matematickom teorijom, a putem zbirke sa konkretnom racunskom
i racunarskom realizacijom odgovaraju¢ih algoritama. Stoga skripta sadrzajno
prate koncept udzbenika i zbirke, ali ne obuhvataju sve oblasti koje su u ovima
obradene. Ona se odnose na sadrzaje koji su predmet izuCavanja buduéeg jed-
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viii SLIKE

nosemestralnog kursa Numericke metode 2, predvidenog reformom studijskih pro-
grama na Matematickom fakultetu. Ukoliko se ovaj nacin prezentovanja sadrzaja
pokaze uspesnim, i ostale oblasti ¢e biti obradene na slican nacin.

Izlozeni materijal je podeljen u cetiri poglavlja. Prvo poglavlje posveéeno je
aproksimaciji funkcija. Obradeni su kontinualni problemi koji se resavaju primenom
srednjekvadratne aproksimacije i diskretni modeli obradeni metodom najmanjih
kvadrata. ReSavani su linearni modeli, ali je primerima ilustrovano kako se neki
nelinearni problemi mogu opisati linearnim modelima. Posebna paznja posveéena
je Fourier-ovoj analizi i analizi talasi¢ima, zbog njihovog znacaja za obradu sig-
nala i slike, §to je, pak, bitno u svim domenima informaciono-komunikacionih
tehnologija. Ilustrovana je ideja kompresije signala i ¢iS¢enje signala od Suma, i
pri tome primenjeni algoritmi Brze Fourier-ove tranformacije (FFT) i Brze trans-
formacije talasi¢ima (FWT).

Ostala tri poglavlja odnose se na modeliranje diferencijalnim jednac¢inama, sto
je srazmerno zastupljenosti ovog tipa jednaé¢ina u realnim modelima. Zbog svoje
razli¢ite prirode, metode za resavanje Cauchy-jevih problema i metode za reSavanje
grani¢nih problema su razdvojene u posebna poglavlja. Drugo poglavlje se bavi
modelima zasnovanim na problemima pocetnih vrednosti (Cauchy-jevim proble-
mima) za obi¢ne diferencijalne jedna¢ine. Razvijeni su populacioni model, model
kamata i model matematickog klatna, i oni su reSavani razli¢itim numeri¢kim meto-
dama. Posebno je ukazano na problem tacnosti i stabilnosti metoda.

Sledece, trece poglavlje posveéeno je metodama za resavanje grani¢nih problema
za diferencijalne jednacine. Najpre su obradeni jedno-dimenzioni problemi, a za-
tim su izlozene ideje uopstene na vise-dimenzione modele. Uvodnim primerom
modelovanja putanje projektila ispaljenog iz topa, koji treba da pogodi zadati
cilj, objasnjena je razlika izmedu dva tipa problema definisanih diferencijalnim
jednacinama i dva pristupa njihovom numerickom reSavanju. Prirodni nastavak
ovoj prici je metoda gadanja. Metoda konacnih razlika (metoda mreze) objasnjena
je na primeru modelovanja temperature Stapa. Sa Stapa se prelazi na plocu, dakle
dvo-dimezioni objekat, i reSava se problem odredivanja temperature ploce metodom
mreze (kao primer resavanja parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa). Na
kraju, kao ilustracija varijacionih metoda, metodom konac¢nog elementa odreduje
se resenje modela raspodele temperature u Stapu.

Poslednje, ¢etvrto poglavlje posveceno je meSovitim problemima koji su defini-
sani isklju¢ivo parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama. Saglasno cilju i obimu
ovog kursa, numericke metode za njihovo resavanje su obradene samo na poc¢etnom
nivou, povezivanjem metoda i algoritama obradenih u prethodna dva poglavlja o
diferencijalnim jednac¢inama. Metode su ilustrovane na nestacionarnim modelima
provodenja toplote u stapu (kao primer jednacine parabolickog tipa) i zice koja
treperi (kao primer jednacine hiperbolickog tipa).

Na kraju svakog poglavlja date su teme za samostalan rad studenata. One po-
drazumevaju formulisanje matematickog modela za odgovarajué¢i problem, njegovo
numeric¢ko resavanje, implementaciju algoritma na racunaru i vizuelno predstav-
ljanje dobijenih rezultata. Problemi su razli¢itiog nivoa tezine i kompleksnosti, te
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mogu biti radeni kao domaci zadaci, seminarski radovi ili zavrsni radovi na diplom-
skim (master) studijama.

Mada su skripta napisana da pomognu studentima matematike da bolje razumeju
razli¢ite teme iz oblasti numericke matematike, ona ¢e sigurno korisno posluziti i
studentima drugih fakulteta koji koriste matematicki aparat u svojoj oblasti, kao
i struénjacima koji imaju potrebu da koriste matematicke modele u svom radu.
Citanje rukopisa ne zahteva posebno predznanje.

Posebnu zahvanost dugujem WUS AUSTRIA, koji je podrzao inoviranje sadrzaja
kursa Numericke metode kroz CDP+ (Course Development Program +) projekat
finansiran od strane Austrian Cooperation. Zahvaljujuéi ovoj podrsci, autoru je
omogucen kraéi studijski boravak na prestiznim evropskim univezitetima, Uni-
vezitetu u Oksfordu i Tehnickom univerzitetu u Minhenu, gde je kroz razgovore
sa kolegama i upoznavanje sa njihovim na¢inom rada u ovoj oblasti stekla znacajno
iskustvo. Takode, zahvaljuju¢i odobrenim sredstvima, fakultetska biblioteka je
obogacena sa devet novih knjiga, a nabavljen je za fakultet i edukativni softver
AnyLogic. Kao rezultat rada na ovom projektu nastala su skripta koja su pred
vama, i za koja se nadam da ¢e pomodi ¢itaocima da primenom matematike uspesno
reSe razlicite realne probleme.

Beograd, januar 2007. Desanka P. Radunovié¢






Aproksimacija funkcija

Interpolacija' je jedan vid aproksimacije u kojoj dve funkcije smatramo bliskim ako
se one poklapaju u konacno mnogo razli¢itih tacaka, tzv. ¢vorovima interpolacije.
Medutim, to ne mora da znaci da ¢e u svim tackama rastojanje medu funkcijama
biti malo.

PRIMER 1. Aproksimirajmo polinomom osmog stepena na intervalu [—1, 1] racio-
nalnu funkciju f(x) = 1/(1 + 2522).

Ako koristimo interpolacioni polinom definisan ravnomerno rasporedenim ¢voro-
vima, na krajevima intervala odstupanje aproksimacije od funkcije je veliko (slika
1.1, levo). Jedan nacin prevazilaZenja ovog problema je da se umesto ravnomernog
izabere Cebisevljev raspored ¢vorova interpolacije (slika 1.1, desno). Drugi nacin
je da se izabere drugi vid aproksimacije, o ¢emu ¢e biti re¢i u ovom poglavlju. g

Slika 1.1: Lagrange-ova interpolacija polinomom osmog stepena

1[28], strana 11



2 1. APROKSIMACIJA FUNKCIJA

U primeru 1. funkcija koju aproksimiramo je zadata analiticki, i imamo mogué-
nost da pogodnim izborom ¢vorova interpolacije pove¢amo tac¢nost aproksimacije.
Ako je funkcija zadata tabelarno, na primer vrednostima odredenim merenjem,
interpolacija kao vid aproksimacije moze biti sasvim nepodesna.

PRIMER 2. Aproksimirati interpolacionim polinomom funkciju u(t), koja pred-
stavlja broj stanovnika SAD, izrazen u milionima, u periodu od 1790. do 1990.
godine

t ’ 1790‘ 1800‘ 1810‘ 1820‘ 1830‘ 1840’ 1850‘ 1860‘ 1870’ 1880

u(t) | 3.929]5.308 | 7.240 | 9.638 | 12.87| 17.07 | 23.19 | 31.44 | 38.56 | 50.16

‘ 1890‘ 1900‘ 1910‘ 1920‘ 1930‘ 1940‘ 1950‘ 1960‘ 1970‘ 1980‘ 1990

.| 62,95 75.99] 91.97] 105.7] 123.2| 131.7] 150.7] 179.3 | 203.2| 2265 | 249.6

500

-500

o
o
o
° 9 | .

1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 h 1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980

Slika 1.2: Podaci i njihova interpolacija polinomom dvadesetog stepena

Na osnovu raspolozivih podataka mozemo konstruisati interpolacioni polinom
20. stepena, $to nema mnogo smisla. Ovaj polinom osciluje, posebno na krajevima
(slika 1.2), te bi, na primer, procena broja stanovnika SAD u novom milenijumu,
odredena ovim polinomom, bila sasvim pogresna. Osim toga, podaci, na osnovu
kojih je polinom konstruisan, dati su samo priblizno. 1

Relevantnije informacije ¢emo dobiti koriséenjem aproksimacije jednostavnije
forme, koja u srednjem (integralnom) smislu ne odstupa mnogo od nasih podataka.
Ovaj vid aproksimacije naziva se srednjekvadratna aproksimacija.?

1.1 Srednjekvadratna aproksimacija

Vratimo se primeru 1. i pokazimo kako mozemo na drugi nacin aproksimirati
funkciju.

2[28], strana 71



1.1. SREDNJEKVADRATNA APROKSIMACIJA 3

PRIMER 3. Odredimo na intervalu [—1, 1] polinom osmog stepena najbolje sred-
njekvadratne aproksimacije funkcije f(x) = 1/(1+25x2), i ocenimo gresku aproksi-
macije.

Mi zelimo da minimiziramo povrsinu izmedu naSe funkcije i njene aproksimacije.
Povrsina izmedu dve krive se moze izracunati pomoc¢u odredenog integrala razlike
ove dve krive u zadatim granicama. S obzirom da razlika moze menjati znak, a
da apsolutna vrednost funkcije nije diferencijabilna funkcija, za meru rastojanja se
uzima integral kvadrata razlike funkcija. Trazimo polinom osmog stepena Pg(x) =
Zi:o cix® za koji ée funkcija devet argumenata

I(cor. .., c8) = / (f(z) - Ps(2))* da

-1

imati najmanju vrednost. Potrebni uslovi za dostizanje ekstremne vrednosti u nekoj
tacki su

oI ! .
— =0, tj / (f(l’)-Pg(iL’))l’jdlC:O, ji=0,...,8,
dc; -1

Sto, posle sredivanja, daje sistem linearnih jednacina

Zci/ xlxjdx:/ fl@)z? dz, j=0,...,8.
i=0 -1 -1

Imajuéi u vidu da su bazisne funkcije, kojima je izrazena aproksimacija Pg(x),
moni¢ni polinomi g,(z) = 2™, n = 0,...8, prethodni sistem moze da se zapise
pomocu novih oznaka na sledeé¢i nacin

1
ci(9i,95) = (f.95), 7=0,...,8, gdeje (u,v) :/ u(z)v(x) d.

-1

(1)

8
i=0
Matrica sistema (1) je puna matrica i lose uslovljena (cond = 3.1 x 10°), jer je
kombinacija Hilbertovih matrica, te sistem nije pogodan za numericko resavanje.

Problem resavanja sistema jednaéina (1) mozemo izbe¢i ako za bazisne funkcije
izaberemo Legendre-ove polinome L, (x) (n je stepen polinoma) umesto moni¢nih
polinoma z™. Ovi polinomi definisani su rekurentnom formulom,

Lo(z) =1, Li(z) ==z,
(TL + 1) Ln+1(x) :(2TL + 1) an(x) - nLnfl(l')v n= 17 27 ceey
i ortogonalni su u odnosu na definisani skalarni proizvod,
1 —2_ m=n
(L, Lp) = / Ly (2) Ly (x) doe = { 2ntl’ .
1 0, m#n
Posledica pomenute ortogonalnosti jeste da je matrica sistema (1) dijagonalna,

2 ! .
+1Cj=/1f($)Lj(x)dm, j=0,...,8,

2j



4 1. APROKSIMACIJA FUNKCIJA

te resenje direktno racunamo. Trazena aproksimacija je

1

1) =T oe

~ Ps(x) = cxLi(z)
k=0

= 0.2747 Lo(z) — 0.4691 Lo(x) + 0.4272 Ly(x) — .3461 Lg(z) + .26638 Lg(z)
= 0.8504 — 7.1990z2 + 23.1048z* — 29.99512% + 13.391925.

Kvadrat greske aproksimacije je

1

E2(f) = |If — Ps|I? =/ (F(z) — Pa(x)) dz = 0.7 % 10~2.

-1

1.2

-0.2 * - * ’ : - : ’
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

@ (b)

Slika 1.3: Srednjekvadratna aproksimacija polinomom osmog stepena

Slike 1.3 prikazuju dve razli¢ite srednjekvadratne aproksimacije nase funkcije
polinomom osmog stepena. Slika 1.3, levo, prikazuje aproksimaciju kod koje je
svim tackama intervala dat jednak znacaj (polinom Pg(z)), a slika 1.3, desno,
prikazuje aproksimaciju kod koje je veéi znacaj dat tackama u desnom kraju in-
tervala (povr§ina izmedu dve funkcije je u desnoj polovini intervala skoro jednaka
nuli). Razli¢ito ponderisanje tacaka intervala postize se uvodenjem tezinske funkcije
p(z) > 0 u skalarni proizvod,

(u,v) = /_1p(x)u(x)v(m) dz.

Na slici 1.3, levo, uzeto je da je tezinska funkcija p(xz) = 1, a na slici 1.3, desno, je
uzeto da je p(z) = e'0%,



1.2. METODA NAJMANJIH KVADRATA )

1.2 Metoda najmanjih kvadrata

U slucaju kada je funkcija zadata samo vrednostima u diskretnim tackama (primer
2), skalarni proizvod se definiSe sumom a ne integralom, a odgovarajué¢a metoda se
naziva metoda najmanjih kvadrata.3

PRIMER 4. [Italijanski astronom Piazzi je 1. januara 1801. godine otkrio asteroid
Ceres. Pratio je njegovo kretanje Sest nedelja, a zatim ga je izgubio iz vida zbog
interferencije prouzrokovane Suncem. Mnogi istaknuti astronomi toga vremena su u
publikovanim radovima predvidali orbitu asterioida. Jedan od njih je bio i istaknuti
matematicar Gauss, Cija se pretpostavka o orbiti asteroida znatno razlikovala od
procena ostalih. Ipak, kada je sedmog decembra iste godine i prvog januara 1802.
godine Ceres ponovo uocen, pokazalo se da je Gauss-ova procena bila najbolja. On
je za svoju procenu koristio metodu najmanjih kvadrata. ]

Standardna tehnika u matematickom i statisticCkom modeliranju je fitovanje
krivom zadatog oblika skupa tacaka u ravni metodom najmanjih kvadrata. Kriva je
obi¢no grafik neke standardne funkcije, kao sto je prava, polinom ili trigonometrijski
polinom. Posto podaci mogu sadrzati greSke merenja ili eksperimenta, ne zahte-
vamo da kriva prolazi kroz zadate tacke, tj. ne vrSimo interpolaciju podataka. Kao
Sto smo videli u primeru 2, interpolacija moze dati procene sa velikom greskom.
Umesto toga, kriva se odreduje tako da zbir kvadrata rastojanja tacaka od krive
bude minimalan. Nezavisno od Gauss-a, metodu je razvio i Legendre.

PRIMER 5. Na osnovu podataka datih u primeru 2, proceniti broj stanovnika
SAD 2000 godine. (On je jednak 281.422 miliona.)

Ako bismo ekstrapolisali trazenu vrednost Lagrange-ovim polinomom stepena
20, konstruisanim u primeru 2, dobili bismo da je taj broj jednak 7.5 % 10° miliona.

Aproksimira¢emo funkeiju u(z) pravom Pj(x) = ¢o+ cix na drugi na¢in. Posta-
vimo zahtev da prava Pj(z) prolazi kroz dvadeset jednu datu tacku,

(2) Pl(xl) =cCo+cx; = U(IL)7 i = 07 ) 20a

Sto, svakako, nije moguce osim u slu¢aju kada su tacke kolinearne. U nasem modelu
populacije SAD, prema slici 1.2, one to nisu. Matematicki formulisano, sistem (2)
je preodreden, jer ima dvadeset jednu jednacinu i dve nepoznate cg i ¢;. Ove
nepoznate parametre ¢emo odrediti tako da ukupna greska u svim jednacinama
bude sto je moguée manja. Greska u i-toj jednacini predstavlja odstupanje i-te
tacke od prave,

di:u(l‘i)—Co—Cll‘i, iZO,...,QO.

Ukupnu gresku ¢emo definisati zbirom kvadrata greSaka svake jednacine, tj. Io

normom vektora greske d = (do, .. ., dgo)T7
20 20

(3) F(cog,c1) = Z d? = Z(u(mz) —co — 1),
i=0 i=0

3[28], strana 76
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Izabrana je lo norma jer je neprekidno-diferencijabilna funkcija parametara c;, te
se jednostavno nalaze tacke ekstrema funkcije greske. Potreban uslov ekstrema je

20 20 20
8_F:0 0021'1+C1Z$i'1zzu($i)'1
dco . i=0 i—0 i=0
(4) tj.
oF 20 20 20
8_<:1:0 Cozl'mﬁ-quci'%ZZU(%‘)'%
i=0 i=0 i=0
§to predstavlja sistem oblika (1) dimenzije dva,
20

co(90, 90) + c1(g1, 90) = ([ 90) . -
olo.g) +arlgrgn) = (g BT () = 2 @)z

()

Baazisne funkcije su go(z) = 11 g1(x) = z, a skalarni proizvod je definisan sumom
po tackama x; u kojima su dati podaci o funkciji. Ne menjajuéi sustinu zadatka, a
radi dobijanja bolje uslovljenog sistema linearnih jednacina, pri resavanju uvodimo
smenu z; = (t; — 1890)/100, ¢ = 0,...,20.

Zapisimo preodredeni sistem (2) u matricnom obliku

1z u(zo)

1 u(zy)
(6) Ac=h, gdeje A=|. .|, c=<§°>, b= ,

C 1 :

1 20 u(xgo)

Mnozenjem sistema (6) sa AT dobijamo upravo vektorski zapis sistema (4),
(7) ATAc=ATb.

Resenje sistema (7) je linearna aproksimacija Py (z) = 1.2154x — 2211.3, odredena
metodom najmanih kvadrata. Ovom aproksimacijom se procenjuje da je broj
stanovnika SAD godine 2000. jednak P;(21) = 219.4153 miliona (slika 1.4, levo).

Slika, o¢igledno, pokazuje da populacija SAD ne raste linearno, te aproksimacija
ovih podataka pravom nije dobra ideja (dobija se da je populacija negativna za t <
1790). Raspored tacaka i analiza podataka u tabeli pokazuju da je potrebno koristiti
polinom viSeg stepena, ili pretpostaviti neki drugi oblik funkcionalne zavisnosti,
mozda eksponencijalnu (tema 2.2 za seminarski rad).

Algoritmom, analognim opisanom, dobija se da je polinom

Ps(x) = 4.21324 % 1052 — 0.017345022 + 21.6013x — 7251.49

najbolja srednjekvadratna aproksimacija polinomom treéeg stepena (slika 1.4, desno).
Ovim polinomom se procenjuje da je broj stanovnika SAD godine 2000. jednak
P5(21) = 277.1620, sto je vrlo blizu ta¢nom broju.

Ako se nasi osrednjeni podaci direktno fituju eksponencijalnom funkcijom,

(8) u(z) = Q(x) = ¢pe™”,
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Linear polynomial approximation

300

Cubic polynomial approximation

+ predicted value v e predicted value
Vv true value v true value ¥
2s0{| © data o o data
—— approximation ° 25011 —— approximation
200
150
100
0
o
B0 150 150 190 1550 2000 5o 180 150 %0 1950 2000
Slika 1.4: Fitovanje pravom i kubnom parabolom
funkcija greske (3) ¢e biti nelinearna funkcija parametara ¢y i ¢;. To ima za

posledicu da je sistem jednacina (4) nelinearan sistem. Novi model mozemo svesti
na sistem linearnih jednacina, tako $to ¢emo traziti najbolju srednjekvadratnu
aproksimaciju pravom logaritama podataka iz primera 2. Naime, logaritmovan-
jem relacije (8), dobijamo da je

In (u(a:))

~
~

ln(Q(x)) =In(cy) + c12 = ¢o + 1.

Exponential approximation

10°F
e predicted value
v true value .
o data
—— approximation v
o ©
()
10°F
10'F
100 | | | | ]
1750 1800 1850 1900 1950 2000

Slika 1.5: Fitovanje eksponencijalnom funkcijom
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Opisanim postupkom za fitovanje podataka pravom dobijamo da je
In(Q(z)) = 3.8402 + 2.07645,
odakle sledi da je (slika 1.5, sa logaritamskom skalom na y-osi )
Q(x) = 46.5363 207645

Ekstrapolacijom pomoc¢u ove funkcije dobijamo da je procenjeni broj stanovnika
SAD godine 2000 jednak Q(21) = 456.84 miliona. Ocigledno je da je i ova procena
prilicno loSa, tj. da model eksponencijalnog rasta broja stanovnika nije realan.
Najbolju procenu ta¢nog broja «(2000) = 281.422, o¢igledno daje kubna parabola.
Primereniji matematicki modeli, koji bolje opisuju populacionu dinamiku, defin-
isani su problemima pocetnih vrednosti za obi¢ne diferencijalne jednacine (vidi
primer 1). ]

Pokazimo da se i u opstem slucaju reSenje preodredenog sistema linearnih
jednacina, sa najmanjom srednjekvadratnom greskom, dobija mnozenjem sistema
sa leve strane matricom transponovanom (u kompleksnom slucaju konjugovanom)
matrici sistema. Sistem sa kvadratnom singularnom matricom mozemo tretirati
kao preodredeni sistem, jer su vektori kolona singularne matrice linearno zavisni.

PRIMER 6. Analizirajmo reSenje preodredenog (m > n) ili neodredenog (m < n)
sistema linearnih jednacina,

(9) Ax=bh,
gde je
a;n a2 ... G1p x1 by
a1 @22 ... Q2pn €2 bo
A= , X = , b=
am1 Am2 ... OGmn T, bm
Akosesa aj = (a1,j,...,am,) oznaci vektor j-te kolone matrice A, sistem (9)

moze se zapisati i u slede¢em obliku

(10) r1a1 +20a9 + ...+ 2xpan = b.
Resiti sistem znaci odrediti vrednosti z;, ¢ = 1, ..., n, koje zadovoljavaju jednacinu
(9), odnosno (10).

Ako je n > m, vektori a;j, j = 1,...,n, su linearno zavisni, i reprezentacija

(10) nije jedinstveno odredena. Drugim re¢ima, resenje neodredenog sistema nije
jedinstveno.

Neka je n < m i neka je V potprostor prostora R™ odreden vektorima a;, j =
1,...,n. U specijalnom sluc¢aju, ako vektor b € V, resenje sistema postoji. U
opStem slucaju, kada b ¢ V), reSenje sistema ne postoji, i izraz ne levoj strani
jednacine (10) predstavlja samo aproksimaciju vektora b u prostoru V. Koeficijenti
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u aproksimaciji su z;, ¢ = 1,...,n, komponente resenja sistema (9). Ako zelimo
da ls norma vektora greske bude najmanja, prema primeru (5), koeficijente z;
odredujujemo kao resenja sistema jednacina (analogno sistemu (5))

in(aiaaj):(b7aj)v jil,...,n,
=1

§to se u matri¢nom obliku moze zapisati izrazom

(a1,a21) (ag,a1) ... (an,a1) (b,a;)
(a1,a2) (az,a2) ... (an,az) x— (b,az)
(a1,20) (a2,80) ... (am an) (b, an)

Ovo je upravo sistem koji se dobija kada se polazni sistem (9) pomnozi sa leve
strane matricom transponovanom matrici sistema,

(11) AT Ax=A"b.

Model rasta populacije SAD, opisan u primeru 5, ilustruje linearni model.
Aproksimacija se trazi u obliku generalisanog polinoma Q,(z) = Y ;_, ckgr(x),
koji je linearna funkcija parametara c. Stoga se model svodi na sistem linearnih
jednacina. Ako aproksimacija nije linearna funkcija parametara, nalazenje najbolje
aproksimacije svodi problem na resavanje sistema nelinearnih jednacina.

PRIMER 7. Ilustrovac¢emo metodu jednim primerom iz domena kontrole kvaliteta.
Mmnogi proizvodi, kao Sto su diskovi, cevi i sli¢no, treba da budu kruznog oblika.
Medutim, u toku proizvodnje, moze do¢i do deformacije, Sto treba povremeno
proveravati. Putem odgovarajuéih meraca izmerena je pozicijan tacaka (x;,y;), i =
1,...,n, koje bi trebalo da pripadaju poprecnom preseku naseg proizvoda, kruznici

(12) (z— 01)2 +(y— 02)2 =72,

Zelimo da odredimo koordinate centra (c1,c2) te kruznice i njen poluprecnik r, i
izracunamo odstupanje datih tacaka od kruznice, da bi, na primer, ocenili da li
oblik testiranog proizvoda odstupa od kruznog oblika vise nego Sto je dozvoljeno.

Resi¢emo problem na dva nacina. Prvi nacin je reSavanje osnovnog problema
metodom najmanjih kvadrata. Neka se odstupanje i-te tacke od kruznice izrazava
veli¢inom

(13) di = 1% — (x; —c1)® — (yi — c2)?, i1=1,...,n.

Kako ove veli¢ine mogu biti i pozitivne i negativne, ukupnu gresku ¢emo definisati
I3 normom vektora d = (dy, ..., dn)T, i ona je funkcija parametara kruznice c1, co
ir,

(14) F(c1,c2,7) = de = Z:(r2 — (i —a)® = (yi — 02)2)2.
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Slika 1.6: Srednjekvadratna aproksimacija tac¢aka kruznicom

Parametre odredujemo tako da greska bude minimalna. Potreban uslov da
funkcija vise promenljivih ima minimum u nekoj tacki daje sistem jednacina
oF OF oF
(15) a9, 07 a. 07 a. =
Jdcy Ocy or
koji je, s obzirom na (14), nelinearan sistem i nije ga jednostavno resiti.
Stoga ¢emo nas matematicki model formulisati na drugi nac¢in. Jednac¢inu kruga

0.

2xc) + 2yco + (r* — 3 — c2) = 2% + 47

mozemo zamenom parametra r novim parametrom cz = r2 — c? — ¢3, zapisati na

slede¢i nac¢in
(16) 2xct + 2yco + c3 = x2 + 2.
Aproksimacija (16) je sada linearna funkcija parametara c1, c2 i c3. Postavljajuéi

zahtev da tacke pripadaju krugu, dobijamo preodredeni sistem linearnih jednacina
po parametrima c;,

(17) 2$i61+2yi02+03=$?+y3, 1=1,...,n.

Ako je n > 3 ne postoji tatno reSenje sistema, osim u sluc¢aju specijalnog izbora
tacaka (x;, ;).
Zapisimo preodredeni sistem (17) u matri¢nom obliku

Ac =D,
gde je
2, 2y 1 a3+ y7
2y 2y2 1 €1 v} + 5
A= . . A, c=|c |, b= .
: Do o

2z, 2y, 1 xZ +yp
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Kao $to smo pokazali u primeru 6, reSenje preodredenog sistema koje ima naj-
manju srednjekvadratnu gresku, je reSenje pridruzenog sistema sa kvadratnom
simetricnom matricom

(18) ATAc=A"b

Taj sistem, u razvijenom obliku, jednak je

n n n n
4 i+l wyites2) @i =2 (a7 +y)wi,
i=1 =1 i=1 i=1

n n n n
(19) c1dY miyi+eadY yies2Y g =2 (¢ + )i,
i=1 i=1 =1 =1

n

n n
012Zx¢+6222y¢+03n: Z(foryf)
i=1 i=1

i=1
Ako su koordinate izmerenih tacaka

L

2.950’ 2¢461‘ 1.595‘ 0.462‘—{l811‘—lu111‘—{L458‘ (l827‘ ]”861‘ 2.662

1,018 | 0.206 | 1.004] 0.760 [-0.017 |-1.318 |-2.419 |-2.751 |-2.830 |-1.981

Yi

njegovo reSenje odreduje centar trazenog kruga i njegov poluprecénik (slika 1.6)

(c1,¢2) = (0.939,-0.982), 7 =/cs+ 2+ c2 =1.978.

Odstupanje i-te tacke od idealne kruznice jednako je
EiZT_\/(xi—Cl)2+(yi—C2)2, 2217710

Mera kvaliteta odgovarajuéeg proizvoda je o norma vektora e = (ey,...,e;0)" =
(—0.034, 0.047,—0.11, 0.17, —0.020, —0.10, —0.027, 0.21, —0.087, —0.014) T,

le|* = 0.33.

1.3 Fourier-ova transformacija

Ako je potrebno aproksimirati periodi¢ne funkcije, prirodno je za bazisne funkcije
izabrati takode periodi¢ne funkcije (slika 1.7).

Pocetkom XIX veka Joseph Fourier je proucavao zvuk i oscilatorno kretanje,
i 1807. godine izneo tezu da se 2w-periodi¢ne funkcije mogu predstaviti svojim
koeficijentima u razvoju po zbiru sinusa i kosinusa. Uocio je da se, na primer, oblik
zice koja vibrira moze predstaviti funkcijom

> 2
(20) u(z) = ; ay sin Tx,
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-1
Slika 1.7: Harmonici

gde je L duZina Zice, a Zica je pri¢vrséena na krajevima. Red (20) naziva se Fourier-
ov trigonometrijski red*, a skup koeficijenata aj Fourier-ov spektar funkcije u(z).
Koeficijenti ar daju informaciju o zvuku koji zica pri vibriranju proizvodi, jer svaki
harmonik (sinus odredene uestanosti) proizvodi odredeni ton, koji je to izrazeniji
§to je |ag| vede. Ova informacija se ne moze lako dobiti iz uobic¢ajenog zapisa
u = f(z), koji prikazuje oblik Zice u prostornom domenu, ali je jasno iskazana
Fourier-ovim spektrom funkcije, koji predstavlja grafik funkcije u frekvencijskom
domenu (slika 1.8).

Fourier-ov spektar funkcije se koristi u obradi signala. Signal je diskretna ili kon-
tinualna funkcija vremena. Osnovni zadaci nauc¢ne discipline koja se naziva obrada
signala jesu analiza i dijagnostika, kodiranje, kvantizacija i kompresija, prenos
i Cuvanje, sinteza i rekonstrukcija signala. U primenama se najces¢e obraduju
diskretni signali. Formiranje diskretnog od kontinualnog signala je vrlo vazna faza
u procesu obrade signala, jer je od sustinske vaznosti da se kontinualni signal moze
potpuno rekonstruisati na osnovu svoje diskretizacije (teorema odabiranja, [30]).

PRIMER 8.  Prikazacemo ciS¢enje od Suma i kompresiju jednostavnog signala
predstavljenog c¢istom sinusoidom sa belim Sumom. Diskretan signal je definisan
funkcijom (slika 1.8, gore)

u(t) = sin 2wwt + 0.75 rndn(size(t)), t=0,...,128,

za w = 0.125, gde je rndn(size(t)) generator sluc¢ajnih brojeva sa normalnom
raspodelom MATLAB-a, koji predstavlja beli sSum. Uzeli smo da je korak odbirka
jednak jedan, tako da t oznacava i indeks i absolutno vreme.

4[28], strana 74
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Slika 1.8: Predstavljanje funkcije u vremenskom i frekvencijskom domenu
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Slika 1.9: Kompresija signala u frekvencijskom domenu

13
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Ocigledno je da je na gornjoj slici 1.8 tesko prepoznati sinusoidu. Na Fourier-
ovom spektru (slika 1.8, dole) jasno se uoc¢ava pik na frekvenciji 0.125. Ovde ¢emo
kompresijom, tj. zamenom nulama svih koeficijenata spektra koji su po modulu
manji od utvrdenog praga, na primer 15, donekle grubo ocistiti signal. Signal,
rekonstruisan kompresovanim spektrom, i kompresovani spektar prikazani su na
slici 1.9. ]

Pored toga §to se kompresijom uklanjanja Sum, smanjuje se i obim podataka ko-
jima se registruje signal, tako da se ovaj lakSe ¢uva, prenosi, obraduje. U primeru 8,
kompresovani signal se moze zapisati samo sa dva preostala Fourier-ova koeficijenta,
i na osnovu njih potpuno rekonstruisati.

Izraz (20) daje reprezentaciju funkcije u(x) po celobrojnim harmonicima, jer je
njen Fourier-ov spektar predstavljen diskretnim vrednostima |ay| (slika 1.8, dole).
Kontinualna funkcija Fourier-ovih koeficijenata neperiodiéne funkcije u(z) odredena
je njenom Fourier-ovom transformacijom,?

o0
(21) (w) = / u(z) e dx,

— 00
gde je ¢ imaginarna jedinica (diskretno k zamenjeno je neprekidnim w). U ovom
sluc¢aju, Fourier-ov spektar je definisan funkcijom #(w), i neprekidna je funkcija
frekvencije w. Umesto redom, u kontinualnom sluc¢aju funkcija se predstavlja inte-
gralom,

o0
(22) u(zx) = / i(w) e "7 dx,
— 00
koji se naziva inverzna Fourier-ova transformacija. Za definisanje transformacija
(21) i (22) koriséen je opstiji oblik zapisa bazisnih funkcija €% = coswz +1 sinwz,
te je opstiji oblik Fourier-ovog reda na intervalu [0, 27] jednak

oo T

1
2 u(z) = cp ek cp = — z)e*dy k=0,+1,....
(3) () k;mk > k or | () 0, ’

U praksi aproksimiramo funkciju parcijalnom sumom reda (23). Ona pred-
stavlja najbolju srednjekvadratnu aproksimaciju funkcije po ortogonalnom bazisu
{e=*k=}n_ . Fourier-ovi koeficijenti su resenja sistema oblika (1), sa n jednaéina.
Zbog ortogonalnosti bazisa matrica sistema je dijagonalna.

Sledeéi primer ilustruje koliko ta¢nost aproksimacije zavisi od broja harmonika
(sabiraka) u sumi (23).

PRIMER 9. Predstavimo graficima aproksimacije Dirac-ove (slika 1.10), Heaviside-
ove (slika 1.11) i linearne (slika 1.12) funkcije na intervalu [—7, |, koje su odredene
sa 5 (slike levo) i 100 (slike desno) sabiraka reda (23).

Treba uociti tzv. Gibbs-ov fenomen, oscilacije koje se javljaju u tackama
prekida predstavljenih funkcija. Ove oscilacije postaju uze, ali se ne smanjuju
sa povecanjem broja sabiraka. 1

5[28], strana 75
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Slika 1.10: Dirac-ova funkcija aproksimirana sa 5 i 100 sabiraka
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Slika 1.12: Linearna funkcija aproksimirana sa 5 i 100 sabiraka
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Diskretna Fourier-ova transformacija. Kako odrediti Fourier-ov spektar date
funkcije, bilo da je ona zadata tabelom svojih vrednosti ili analitickim izrazom?
Drugim re¢ima, kako izracunati Fourier-ove koeficijente, koji su definisani inte-
gralom (23), ako je dat digitalni signal (ili analogni, koga ne mozemo ili ne zelimo
analiticki da integralimo)? Metoda kojom se racunaju elementi (koeficijenti) Fourier-
ovog spektra naziva se Diskretna Fourier-ova transformacija.® Ona se moze tumagciti
i kao interpolacija u kompleksnoj ravni funkcije u(z) polinomom stepena (n — 1),
pri ¢emu su ¢vorovi interpolacije n-ti koreni iz jedinice (kojih ima n),

(24) W=¢" = Ve2r.

Polinom je parcijalna suma Fourier-ovog reda (23), te se koeficijenti Fourier-ovog
spektra c; na osnovu poznatih vrednosti funkcije uy, ili, obrnuto, vrednosti funkcije
na osnovu poznatog Fourier-ovog spektra, racunaju, redom, izrazima

n—1 n—1
1 . —kj .
(25) cj:gE we W,y =Y "W, =01,
k=0 k=0

Najefikasniji algoritam za realizaciju diskretne Fourier-ove transformacije je Brza
Fourier-ova transformacija (FFT)7.

PRIMER 10. Metodom brze Fourier-ove transformacije odredimo diskretnu Fourier-
ovu transformaciju vektora u = (O 1 2 3 4 5 6 7)T.

Nalazenje koeficijenata c¢; predstavljeno je na slici 1.13. Kada se dobijeni ko-
eficijenti ¢; podele sa dimenzijom vektora n = 8, dobija se diskretna Fourier-ova
transformacija datog vektora

c=(35 —-05-1212 —05-05 —0.5-021
—05 —054+021z —05+05 —0.541.212)".
1

Ovaj brzi algoritam, pored ostalog, koristi se i za efikasno (u odnosu na broj
racunskih operacija) ra¢unanje diskretne konvolucije dva vektora.
PRIMER 11. Izracunati diskretnu konvoluciju dva vektora primenom FF'T algo-
ritma.

Diskretna konvolucija dva vektora

fz(fO)"'afn—l)Ta g:(903-~'agn—1)T7
definise se kao vektor dimenzije n u oznaci f % g, ¢ija je m-ta koordinata, m =

0,...,mn — 1, suma proizvoda f;gr za j+k=mili j+k=m+n,

fogo + fign—1+ fogn—2+ -+ func101

fog1 + figo + fogn—1+ -+ fuo192
(26) frg= )

fogn—1+ fign—2+ -+ fn_190

6[28], strana 79
7[28], strana 72
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Slika 1.13: Izra¢unavanje diskretne Fourier-ove transformacije za dati vektor

Izraz (26) se moze predstaviti i proizvodom cikli¢ne (Toeplitz-ove) matrice, odre-
dene vektorom f, i vektora g,

fo fn—l fn—Q fl
A fo Faar o go
fxg= fa fi fo . f3]. .1

f".—l fn.—2 fn.—g . f:O 9n-1

Efikasan algoritam zasniva se na osobini diskretne konvolucije da je Fourier-ova
transformacija diskretne konvolucije n-dimenzionih vektora f i g jednaka proizvodu
njihovih diskretnih Fourier-ovih transformacija, pomnozenom sa n,

frg=nF"(fg) gdeje f=L1Ff g=1Fg

Dakle, FFT algoritmom se odrede Fourier-ovi spektri vektora f i g, oni pomnoze
po elementima, i inverznom FFT transformacijom tako dobijenog spektra, odredi
vektor diskretne konvolucije. 1

Na diskretnoj konvoluciji zasnivaju se razni korisni algoritmi, na primer, za
mnozenje polinoma, mnozenje vektora ciklicnom matricom, i drugi.
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1.4 Talasiéi

Zbog neograni¢enog trajanja sinusoide, Fourier-ova analiza nije pogodna za obradu

nestacionarnih signala, a to su oni ¢iji se frekvencijski sadrzaj menja sa vremenom.
Tlustrujmo problem slede¢im primerom.

PRIMER 12. Predstaviti u vremenskom i frekvencijskom domenu funkcije

f1(z) = cos (2m % 10 x ) + cos (27 x 25 * 1)
+ cos (27 % 50 * x) + cos (27 * 100 * x)

cos(2mrx10*xx), 0<x <300

cos (2m x 25« x), 300 <z < 600

f2(e) =
cos (2 x50 * ), 600 < x < 800
cos (2m x 100 * ), 800 < z < 1000
fi
4 T
sl
2l
1
0
i |
b i
-3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2
1 T
0.5
oL
sk
_1 L L L L L Il i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Slika 1.14: Stacionaran (f1) i nestacionaran (f2) signal

Funkeije f1(z) i f2(x) su predstavljene sa iste Cetiri sinusne funkcije. Razlika medu
njima je u tome $to u funkciji f1(x) sve Cetiri sinusoide traju sve vreme (za svako
x u posmatranom intervalu), a u funkciji f2 kada se prva sinusoida zavrsi, pocinje
druga, pa se ona nastavlja tre¢om, i na kraju signal zavrSava ¢etvrtom sinusoidom.
Dakle, frekvencijski sadrzaj signala f2 se menja sa vremenom, te stoga kazemo
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da je signal nestacionaran. Grafici funkcija f1 i f2 po vremenu z su, ocigledno,
potpuno razliciti (slika 1.14).

Medutim, njihovi frekvencijski spektri su vrlo sliéni. Grafici (slika 1.15) prikazuju
zavisnost funkcija od frekvencije. Izrazite su vrednosti koeficijenata koji odgovaraju
periodima pomenutih sinusoida, s tim $to se na grafiku funkcije f2 moze uociti Sum
koji je posledica smanjene glatkosti u tackama spajanja razli¢itih sinusoida. ]

f1

s
o
s
1
) J s

10 25 50 100 10 25 50 100

Slika 1.15: Fourier-ov spektar stacionarnog (f1) i nestacionarnog (f2) signala

Tako se doslo do ideje da se nestacionaran signal podeli na manje vremenske
intervale, i analizira frekvencijski sadrzaj svakog pojedinog dela. Jasno je da bismo
Fourier-ovom analizom delova funkcije f2 na intervalima duzine 100, dobili pravu
informaciju o frekvencijskom sadrzaju te funkcije u svakom od intervala. Metoda,
koja se zasniva na ovoj ideji, naziva se Kratkotrajna Fourier-ova transformacija
(STFT = Short Time Fourier Transformation).

Ako deljenje funkcije na intervale vrsimo pomocu tzv. prozorske funkcije,

)1, z€l0,1)
W(I)_{o, z € [0,1)

kratkotrajna Fourier-ova transformacija je jednaka Fourier-ovoj transformaciji u
datom intervalu, A
STFTf(w,7) = f(w), ze€[r,T+1],

i odredena je kao Fourier-ova transformacija (21) funkcije f(z) W(z — 7).

Svakako, mogli bismo definisati prozorsku funkciju i na drugi nacin, ali ostaje
kao glavni nedostatak ovoga pristupa konstantna ”duzina prozora”. Bilo bi mnogo
pogodnije kada bismo koristili "uzi prozor” u delu gde je signal jako promenljiv, a
7&iri prozor” u delu gde se signal sporo menja.

Transformacija talasi¢ima (WT = Wavelet Transformation) upravo omoguéava
koris¢enje ”prozora” promenljive duzine. Kao $to je sinusoida osnovna funkcija
Fourier-ove transformacije, talasié¢®

Pan(@) = —= (T2

)

B

a

8[28], strana 84
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je osnovna funkcija transformacije talasi¢cima. Kao i sinusoida, talasi¢ je oscila-
torna funkcija (ima srednju vrednost nula), ali je, za razliku od sinusoide, razlicit
od nule samo na kona¢nom intervalu. Zbog oscilatorne prirode nazvan je talasom, a
zbog ogranicenog trajanja malim talasom ili talasi¢em. Kao i sinusoida, promenom
parametra a moze se skupljati ili §iriti (dilatacija, slika 1.16), a promenom parame-
tra b pomerati duz vremenske ose (translacija, slika 1.17).

sin(x) psi(x)

:

sin(2x) psi(2x)

o
8 |
o

3.14

o
=
o

sin(4x) psi(4x)

o
2 o
o

o

157

o

0.75

Slika 1.16: Dilatacija sinusoide i talasic¢a

psi(x) psi(x-2)

=

o
[N
N
w
IN
o
(2]
o
[N
N
w
IN
&
o

Slika 1.17: Translacija talasic¢a

Jasno je da se izborom parametara a i b podesava §irina i pozicija prozora. Sirina
prozora odreduje frekvencijsku i vremensku rezoluciju. Sto je vremenska rezolucija
bolja, frekvencijska rezolucija je losija, i obrnuto. To znaci da ne mozemo tacno reci
koje frekvencije postoje u datom vremenskom trenutku (princip neodredenosti).

Ono sto, takode, treba pomenuti jeste da je Fourier-ova analiza definisana
odredenom funkcijom, sinusoidom, dok talasi¢ nije jednozna¢no odreden — defini-
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sana su samo pravila koja treba da budu zadovoljena da bi talasi¢ imao odredena
svojstva.

Parametri @ i b se mogu kontinualno menjati, Sto nije korisno sa stanovista
primene. Moze se pokazati da se i pomoc¢u prebrojivo mnogo dilatacija i translacija
jednoga talasi¢a moze rekonstruisati signal. Tako dolazimo do pojma diskretni
talasi¢i. Oni su odredeni izborom diskretnih vrednosti parametara a i b. Najcesce
su te vrednosti stepeni broja 2, éime je definisana tzv. diadska mreza a =27, b=
k27. Svakoj tacki (k,j) ove mreze pridruzen je talasi¢ 1 (z), dobijen dilatacijom
i translacijom osnovnog talasi¢a ¢ (z) ("majke”),

V() = 2792927 — k), bjr(x) #0, €27k, 27 (k+1)].

Diadska mreza parametara predstavljena u je u (k, logy(a)) koordinatnom sis-
temu, jer se k menja linearno, a parametar a kao stepen broja 2.

O0O0O00O00O0D0O0OO0O0O0OO0ODODOODOODOOODODODODODOODODODOOO

[0} ] [©] [¢] [¢] [¢] [¢] [e] o] o ] [©] [¢] [¢] [¢] [e] [e]

log(a) o o o o o o o ) o
o o ) o o
o ) o
o o

Parametar a se na svakom novom nivou udvostruc¢uje u odnosu na vrednost sa
prethodnog nivoa, $to znaci da talasi¢ postaje dvostruko siri. Broj tacaka u kojima
se definisu talasi¢i postaje dvostruko manji u odnosu na ovaj broj na prethodnom
nivou, tj. rezolucija se smanjuje. Na taj nacin ostvaruje se koncept multirezolu-
cije. Za opisivanje brzo promenljivog dela signala koriste se uski, gusto rasporedeni
talasiéi, a za opisivanje sporo promenljivog dela signala koriste se razvuceni, retko

rasporedeni talasiéi,
F@) =" birthin()

JEZ keZ

Teorijski, stepeni broja 2 mogu i¢i od —oo do 4+o00. U praksi, broj nivoa rezolucije
je konacan, Sto se postize uvodenjem u aproksimaciju funkcije skaliranja ¢ (z),

J
(27) f(z) = Z agk Pik(T) + Z Z bjk Vi k()

kez j=1 k€2

Opseg u kome ¢e se kretati parametar k zavisi od vremenskog trajanja signala.

Funkcija skaliranja (z) predstavlja osnov teorije talasi¢a. Ona je resenje dila-
tacione jednacine,

(28) o(z) = Z c(k)V2p(2z — k).

kez
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Ovo je jedini tip jednacine Cije resenje je funkcija razli¢ita od nule na kona¢nom in-
tervalu, ukoliko jednacina ima konacan broj sabiraka. Osobine reSenja u potpunosti
zavise od koeficijenata c(k) dilatacione jednacine.

Linearnom kombinacijom dilatacija i translacija funkcije skaliranja, tzv. jednaci-
nom talasi¢a, definisan je osnovni talasi¢ ("majka”),

(29) d(a) =Y d(k)V2p(2z — k).

kez

PRIMER 13. Odrediti resenje dilatacione jednacine (28), koja ima samo dva ko-
eficijenta razli¢ita od nule, ¢(0) = ¢(1) = 1/v/2. Definisati jednacinom (29) odgo-
varajuci talasic.

Resenje date dilatacione jednacine je Getvrtka. Cetvrtkom, sa koeficijentima
d(0) = —d(1) = 1/v/2 u jednagini (29), definisan je Haar-ov talasi¢ (Haar, 1909),

o(r) = (2z) + ¢2r-1)
1 — s —
4 ‘ _
0 1 0 1 0 1
= — 2z —1)
‘ =
1 0 1

Slika 1.18: Haar-ova cetvrtka i talasié

Koris¢enjem ovih funkcija signal se predstavlja stepenastom funkcijom, pri cemu
su duzine konstantnih intervala razlicite — ve¢e tamo gde se signal sporo menja, a
manje u delovima gde se on brzo menja.

PRIMER 14. Kardinalni linearni B-splajn je funkcija skaliranja definisana dila-
tacionom jednacinom (28) sa koeficijentima c(0) = ¢(2) = 1/(2v/2), ¢(1) = 1/V/2.

Slika 1.19 prikazuje aproksimaciju ove funkcije ¢etvrtkom na razlic¢itim nivoima
rezolucije. Primer ujedno ilustruje tzv. kaskadni algoritam za resavanje dilatacione
jednacine.
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W) L @) 1 eO@)
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Slika 1.19: Aproksimacije linearnog splajna ¢etvrtkom

Piramidalni algoritam je algoritam kojim se brzo racunaju koeficijenti a sy, i
b; , u multirezolucijskoj reprezentaciji signala (27),

(30) ajp =y cll=2k)aj1s  bjx=> d{l—2k)a; 14,
1 1

pod uslovom da funkcije ¢(z) i ¥(z) (odnosno koeficijenti ¢ i d) zadovoljavaju

odredene uslove?. Ako su ovi koeficijenti poznati, signal se efikasno rekonstruise

kori§¢éenjem inverznog piramidalnog algoritma,

(31) aj-10 =Y (c(l—2k)a;x +d(l - 2k)b; k).

k
Rekurzijama (30) i (31) je definisana Brza transformacija talasi¢ima (FWT=Fast
Wavelet Transformation), koja predstavlja efikasan algoritam savrsene reprodukcije
(analogon FFT algoritmu u Fourier-ovoj analizi).

PRIMER 15. Ilustrujmo piramidalni algoritam na primeru cetvrtke, kojom se
racunaju aritmeticke sredine susednih vrednosti u signalu, i Harovog talasic¢a, ko-
Jjim se racunaju razlike susednih vrednosti u signalu. Koeficijenti kojima se trans-
formacija vrsi su koeficijenti jednacine skaliranja i jednacine talasi¢a (primer 13),

Racun, u kome je izostavljeno deljenje svih brojeva sa v/2, prikazan je slede¢om
Semom

[37 35 28 28 58 18 21 15|

/ N\
(36 28 38 18] 10 2 3
SN
410

N\

g |l
[\

2 4 10 1 0 20 3

9]28], strana 89



24 1. APROKSIMACIJA FUNKCIJA

Poslednja vrsta Seme sadrzi jedan koeficijent funkcije skaliranja (uokviren), i sedam
koeficijenata talasiéa: 2° = 1 na poslednjem, treéem, nivou, 2' = 2 na drugom, i
22 = 4 na prvom nivou rezolucije.

Na slici 1.20 predstavljeni su izlomljenom linijom grafik signala (X), i detalji
na sva tri nivoa (koeficijenti talasiéa Wy, Wy i W3), kao i osrednjenje na posled-
njem, najgrubljem nivou rezolucije (koeficijent funkcije skaliranja V3). Detalji i
osrednjenje predstavljaju ”wavelet” spektar signala.

60 -

40
20

0 1 2 3 4 5 6 7
20

wl

0 [ L—

-20 L L L 1 L 1 |
10

of ]

w2

w3

v3

Slika 1.20: Razlaganje signala piramidalnim algoritmom

Na Semi izra¢unavanja se moze uociti da je jedan koeficijent talasi¢a jednak
nuli, a od prostalih Sest neki se mogu zanemariti, tj. zameniti nulom, bez velikih
posledica po izgled signala.

PRIMER 16. Signal, koji je razloZen u primeru 15, kompresovéemo tako sto ¢emo
zameniti nulama sve koeficijente manje od ili jednake pragu PR = 2, odnosno
pragu PR = 4. Pomoc¢u kompresovanih koeficijenata ¢emo inverznim piramidalnim
algoritmom rekonstruisati signal u oba slucaja.

Naredne dve Seme prikazuju postupak kompresije i sinteze, tj. rekonstrukcije
kompresovanih signala na osnovu njihovih koeficijenata talasic¢a i funkcije skaliranja.
Kada ne bismo zanemarili ni jedan koeficijent razli¢it od nule, dobili bismo polazni
signal, sto predstavlja savrSenu rekonstrukciju.
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25
Kompresija:

prag = 2 prag =4
30] 2 4 10 10 2 3 30] 2 4 10 10 2 3
[30] 0 4 10 0 0 20 3 30] 0 0 10 00 2 0
30 30] 4 10 0 0 20 3 (30 30] o 10 0 0 20 0
[34 26 40 20 0 0 20 3 (30 30 40 20 0 20 0

[34 34 26 26 60 20 23 17]

(30 30 30 30 60 20 20 20]

Slika 1.21 prikazuje originalni (puna linija) i kompresovane signale (prag = 2
isprekidana linija, prag = 4 tackasta linija). Kompresija pri pragu jednakom dva je
omogucila da se signal zapisan sa osam brojeva sacuva sa pet podataka, a pri pragu
jednakom cetiri samo sa tri podatka. Izbor praga zavisi od konkretnog problema i
dozvoljene tolerancije, ali i od potrebe za kompresijom.
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Slika 1.21: Originalni i kompresovani signali

Dobar izbor talasié¢a je onaj koji ¢e produkovati male koeficijente (detalje), tako
da se ovi mogu zanemariti bez velike promene signala posle kompresije.
njenje broja podataka omogucéava efikasan prenos na daljinu, skladistenje i brzo

pretrazivanje baze signala.

Sma-
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Daubechies talasi¢i DbN. Za formulisanje pravila za konstrukciju talasic¢a koji
dopustaju brzu transformaciju i imaju i druge pozeljne osobine zasluzna je Ingrid
Daubechies. Ona je 1988. godine objavila rad o novoj familiji talasi¢a, koji su
potom nazvani njenim imenom. Karakterisu se time da:

e nemaju eksplicitan izraz (izuzev Haar-ovog, N = 1),

e imaju kompaktan nosa¢ [0, 2N — 1] (interval na kome su razli¢iti od 0),

ortogonalni su (moze se primeniti piramidalni algoritam),

e tacno reprodukuju polinome stepena ne veéeg od (N — 1),

glatkost im se povetava sa povetanjem V.

Na slici 1.22 predstavljeni su Daubechies funkcija skaliranja (levo) i talasié (desno)
za N = 2, a na slici 1.23 ove funkcije za N = 3.

Slika 1.23: Daubechies Db3 funkcija skaliranja (levo) i talasi¢ (desno)
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Primene. S obzirom na razvoj informacionih i komunikacionih tehnologija, teorija
talasi¢a, iako mlada oblast, intenzivno se razvija i primenjuje u razli¢itim oblastima
obrade signala i slike, kao i u konstrukciji novih numerickih algoritama.

e Obrada signala (analiza, sinteza, kompresija )

— lociranje i predvidanje zemljotresa,

— proucavanje udaljenih galaksija,

— analiza 1 kompresija medicinskih signala ( ECG, EEG),
— kontrola kvaliteta analizom zvuénog signala,

— komunikacije (kompresija).

e Obrada slike

— kompresija otisaka prstiju u odnosu 20:1 (JPEG 2000),

kompresija slike,

kompjuterska grafika (uzastopno renderisanje),

kompjuterska vizija (multirezolucijski pristup).

e Numericke metode

— teorija aproksimacija,
— multigrid tehnika,

— modeliranje diferencijalnim jednac¢inama.

Teme
2.1 Ekonomski rast ([23], pp.13)
2.2 Rast populacije u SAD ([23], pp.26)
2.3 Savitzky-Golay filtar ([13], pp.133)
2.4 Procena parametara fitovanih krivih ([23],pp.285)
2.5 Lociranje aviona ([13], pp.372)
3.1 Fourier-ov razvoj razli¢itih funkcija ([26],pp.185)
3.2 Filtriranje signala putem Fourier-ovog spektra ([12],pp.152, M5)
3.3 Kompresija i rekonstrukeija signala putem FFT ( [13],pp. 133)

3.4 FFT algoritam za brzo mnozenje polinoma ([26],pp.167)
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3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
4.1

4.2
4.3
4.4
4.5

4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
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Filtar definisan najmanjim kvadratima ([13], pp.138)

Fourier-ova metoda resavanja jednacine provodenja toplote ([11],pp.239)
Dvodimenziona brza Fourier-ova transformacija

Diskretna kosinusna transformacija

Dvodimenziona konvolucija u prostornom i frekvencijskom domenu
Citanje i zapis osnovnih formata slike

Odredivanje spektra signala talasi¢ima, i rekonstrukcija signala na osnovu
datog spektra ([13],pp.133)

Kaskadni algoritam ([30],pp.42)
Algoritam rekurzije ([30],pp.47)
Piramidalni algoritam ([14],pp.13)

Crtanje grafika funkcije skaliranja i talasi¢a pomocu piramidalnog algo-
ritma ([14],pp.16)

Detektovanje ivica putem talasi¢a ([26],pp.58)

Zavisnost osobina talasi¢a od koeficijenata filtra
Interpolacioni talasi¢i ([4],pp.17)

Modifikovani ("lifted”) talasié¢i ([14],pp.28)

Piramidalni algoritam za biortogonalne talasi¢e ([14],pp.10)
Kompresija slike pomocu talasi¢a ([14],pp.33,[25],[33])

Konstrukcija polinoma najbolje ravnomerne aproksimacije ([6],pp.326)
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Cauchy-jevi problemi

U primeru 1.5 formirali smo, na osnovu poznatih podataka, razli¢ite matematicke
modele koji opisuju promenu broja stanovnika SAD u duzem vremenskom periodu.
Konstatovali smo da ovaj pristup nije optimalan. Matematicki model koji bolje
opisuje ovaj proces je tzv. populacioni model. Njime se simulira promena broja
jedinki neke biljne ili zivotinjske vrste u toku vremena. Opisan je obi¢nim diferen-
cijalnim jedna¢inama, kojima se najcesce opisuje promena (rast ili opadanje) neke
veli¢ine sa vremenom.
Tlustrujmo kreiranje matematickog modela na primeru populacionog modela.

PRIMER 1. Malthus-ov populacioni model

Prvi populacioni model dao je engleski demograf i ekonomista Thomas Malthus
1798. godine. Pretpostavio je da su stopa (ucestanost) radanja, ozna¢imo je sa [,
i stopa umiranja, ozna¢imo je sa d, po jedinici vremena konstantne. Ako sa u(t)
ozna¢imo broj jedinki u trenutku ¢, posle vremena At broj jedinki ¢e biti jednak

u(t + At) = u(t) + (8 — ) u(t) At.

U grani¢nom sluc¢aju, kada At — 0, prethodna diferencna jednacina prelazi u obi¢nu
diferencijalnu jednac¢inu reda jedan

1) D uft) = vu(r),

gde je sa vy = [ — 0 oznacena stopa prirastaja populacije. Na osnovu jednacine (1)
mozemo, na primer, odgovoriti na pitanje: za koliko vremena ¢e se udvostruciti
populacija u odnosu na prvobitni broj jedinki. Ne mozemo, medutim, dobiti
odgovor koliki je broj jedinki u datom trenutku. Jasno je da on zavisi od broja
jedinki na poc¢etku pra¢enja promena u(0), Sto znaci da resenje diferencijalne jedna-
¢ine (1) nije jednoznaéno odredeno.

Integraljenjem jednacine (1) od pocetnog trenutka posmatranja do nekog vre-
mena t, dobijamo da je broj jedinki u trenutku ¢ jednak

(2) u(t) = u(0) ™.

29
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Za razliciti izbor pocetnog broja populacije dobi¢emo razlicite funkcije u(t). ReSenje
¢e biti jednoznacno odredeno ako zadamo i pocetni uslov u(0) = ug. Stoga, korektno
postavljen Malthus-ov model, u smislu postojanja jedinstvenog reSenja problema,
je linearan Cauchy-jev problem ili problem pocetnih vrednostit

(3) Sut) = yult),  u(0) = o

Primetimo da ovim kontinualnim modelom simuliramo diskretnu veli¢inu — broj
jedinki neke populacije. 1

a0- 2001
ESS

30F

200

b o

1790 1800 1810 1820 1830 1950 1960 1970 1980 1990

Slika 2.1: Model primenjen na poéetku (levo) i kraju (desno) perioda

oooooooooooooooooo
o o 0

° o L L L .
10/
1790 1830 1870 1910 1950 1990 1790 1830 1870 1910 1950 1990

Slika 2.2: Model primenjen na ceo period (linearna i logaritamska skala)

Slike 2.1 i 2.2 prikazuju resenje modela (3), kada su pocetni uslov i parametar
~ odredeni podacima iz primera 1.5. Slika 2.1, levo, daje aproksimaciju resenja
modelom (3) za period 1790 — 1830 godina, a slika 2.1, desno, za period 1950 —1990.
Ocigledno je da rast populacije u pocetnom periodu nije bio eksponencijalan, te je
greska modela vec¢a u odnosu na gresku modela na kraju posmatranog perioda.
Slika 2.2 prikazuje resenje modela (3) kada se uzmu u obzir svi raspolozivi podaci.

1[28], strana 189
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Slika levo predstavlja grafik resenja na linearnoj skali, a slika desno grafik resenja
na logaritamskoj skali. Primetimo da resenje (3) eksponencijalno raste (ili opada,
ako je stopa smrtnosti veéa od stope radanja).

Zbog ogranicenosti prirodnih resursa (hrane, vode, vazduha), logi¢no je pret-
postaviti da ¢e rast populacije biti usporen. ReSenje Malthus-ovog modela tezi
beskonacnosti, sto nije ralno.

PRIMER 2. Logisticki populacioni model

Novi matematicki model je predlozio belgijski matematic¢ar Pierre Verhulst 1838.
godine. Da bi maksimalni broj jedinki bio ogranic¢en, Sto je realnija pretpostavka,
Verhulst je, umesto konstantnih stopa radanja i umiranja, pretpostavio da su ove
stope linearne funkcije broja jedinki u(t),

B(t) = Bo = Pru(t), 6(t) = do +dru(t), i, 61> 0.

Na taj nacin, sa povetanjem broja jedinki opada stopa radanja, a raste stopa sm-
rtnosti, jer je veéa borba oko koriSéenja ograni¢enih prirodnih resursa. Prirastaj
populacije je linearna funkcija vremena, v(t) = (8o — do) — (81 — 1) u(t), i moze se
predstaviti u obliku

1
(4) (1) =0 (1= 7 u(®)),
gde je 7o maksimalni prirastaj (definiSe rast populacije bez ogranicenja), a U je
optimalni broj jedinki. Kada se dostigne optimalni broj, prirastaj je jednak nuli
(u(t) =U — ~(t) = 0). Zamenom izraza (4) za vy u jednacini (3), dobijamo tzv.
logisticki model koji opisuje dinamiku neke populacije Cauchy-jevim problemom

d 1

(5) pn u(t) =70 (1 - T u(t)) u(t), u(0) = up.

Resenje nelinearnog modela (5) je

(%) U
ug + (U —ug) e~ 0t

(6) u(t) =

Moguéi oblici resenja logistickog modela predstavljeni su na slici 2.3.

Kada je ugp < U populacija se pove¢ava i dostize optimum. Ova kriva S-oblika
naziva se logisticka kriva. Kada je ug > U populacija opada do optimalnog nivoa.
Ako je ug = U ili ug = 0 populacija se ne menja (ravnotezno stanje). ]

Nedostatak populacionog modela je $to parametar o definise i brzinu rasta (za
ug < U), ali i brzinu opadanja (za ug > U) populacije do optimalnog broja. Nije
ocigledno da organizmi koji imanju nisku stopu reprodukcije, imaju i nisku stopu
umiranja. Ovo ukazuje na potrebu daljeg usavrsavanja modela.

Slozenija situacija nastaje kada se posmatra medusobno delovanje vise popu-
lacija. Ovi problemi se opisuju modelima definisanim sistemima diferencijalnih
jednagina.
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100
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Slika 2.3: Logisticka kriva

PRIMER 3. Lotka-Volterra model, ili model grabljivice i plena.

Posmatra¢emo jednostavan ekosistem koga ¢ine samo populacija mesojeda i
populacija biljojeda (i trava kojom se ovi hrane). Neka w1 (t) oznacava broj jedinki
populacije biljojeda, a uy(t) broj jedinki populacije mesojeda u trenutku ¢. Neka
su specificne brzine promene broja ovih jedinki

1 du . 1 du
(7) p=——+ i po=——2

U1 dt U9 dt ’

Kada ne bi bilo uzajamnog delovanja izmedu ove dve populacije i ukoliko drugi
faktori ne bi uticali na njihov rast, na osnovu primera 1 se da zakljuciti da bi se
broj jedinki u ovim populacijama eksponencijalno menjao. Populacija biljojeda bi
eksponencijalno rasla. Imala bi dovoljno hrane (trave), te bi njena brzina rasta bila
pozitivna, p1 = ap (vise se jedinki rada nego umire). Populacija mesojeda ne bi
imala hrane (ne hrane se travom), te bi eksponencijalno izumirala. Brzina rasta
ove populacije bila bi negativna, pus = —as (vea smrtnost od radanja). a; i as
su pozitivne konstante, i jednacine (7) nisu spregnute. One su oblika (1) i imaju
resenja oblika (2).

U naSem ekosistemu mesojedi jedu biljojede, ¢ime usporavaju rast populacije
biljojeda. Najjednostavnija pretpostavka je da je smanjenje bzine rasta biljojeda
srazmerno broju mesojeda,

w1 = a1 — by ua, b1 = const > 0.
Izumiranje mesojeda je usporeno i srazmerno je broju biljojeda kojima se hrane,

o = —ag + by u, by = const > 0.
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Zamenom poslednjih izraza u jednacine (7), dobijamo sistem od dve obi¢ne dife-
rencijalne jednacine reda jedan,

%ul(t) = (a1 - b U2(t)) uy (1),
(8) d
Jua(t) = (—az + byun (1)) ua(t),

poznate pod nazivom Lotka-Volterra jednacine. Ovo je najjednostavniji model koji
opisuje odnose grabljivice i plena. Zadavanjem pocetnih uslova u1(0) i uz(0), tj.
broja jedinki na pocCetku posmatranja, sistem definise Cauchy-jev problem, koji
predstavlja matematicki model naseg jednostavnog ekosistema. ]

2.1 Metode tipa Runge-Kutt-a

Tako naizgled jednostavan, sistem (8) se ne moze resiti analiticki, veé¢ se koriste
numericke metode za nalazenje pribliznog resenja. Jednostavnu numericku metodu
za reSavanje zadataka ovoga tipa koriste bankari.

PRIMER 4. Ulozite 1000 dinara na racun kod banke, koja plada 6% kamate na
godisnjem nivou. Koliko je stanje na vasem racunu posle godinu dana?

Bankari ra¢unaju stanje na racunu tako sto dodaju kamatu u diskretnim vre-
menskim intervalima h, koji predstavlja godinu ili deo godine. Na primer, ako se
kamata dodaje mese¢no h = 1/12. Veli¢ina v,,, stanje posle n vremenskih intervala,
se racuna rekurzijom

(9) Upt1 = Up + hr o, vo = u(0),

gde je u(0) vas pocetni ulog, a r kamata. Dakle, posle godinu dana na ra¢unu imate
v12 dinara, $to nalazite uzastopnom primenom formule (9),

vy = 1000 + (i i) 1000 = 1000 + (5 - 107?) 1000 = 1005
12 100 ’
3

vy = 1005 + (5-107°) 1005 = 1010.025

v12 = 1000 (1.005)? = 1061.68,
jer je
Upnt1 =Up +hrv, =v, (L+hr)=v,-1 (1 + hr)2 == (14 hr)"Jrl.
Rekurziju (9) mozemo zapisati i u sledeé¢em obliku

Un41 — Un

(10) A

=T Up.
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Ako vreme ozna¢imo sa t = nh i sa u(t) = limp_ v, sumu novca u trenutku ¢, za
t = nh = const, grani¢ni oblik izraza (10), kada h — 0, opisuje nam kontinualni
model dodavanja kamate

u(t+h) —u(t) d

(11) lim A = au(t) =ru(t).

h—0

Rekurzija (9) predstavlja numericki algoritam za reSavanje Cauchy-jevog problema
(12) u'(t) = ru(t), u(0) je zadato,

poznat pod nazivom Euler-ova metoda?. Banke, dakle, koriste Euler-ovu metodu
za izraCunavanje kamate na ulog.
Resenje problema (12), za r = 0.06 i w(0) = 1000, je

(13) u(t) = u(0) e = 1000 €%

§to daje vrednost na ruéunu posle godinu dana wu(1) = 1000e%% = 1061.84.
Greska pribliznog resenja v13, odredenog Euler-ovom metodom (9), u tacki t = 1
jednaka je |u(l) — v12| = 0.16. Dakle, banka nam zakine 16 para na 1000 dinara
svake godine. ]

Slika 2.4: Kvadraturne formule primenjene u Euler-ovim metodama

Algoritam (9) se moze dobiti integraljenjem jednacine (12) u intervalu [t, ¢ +
h], pri éemu se integral ftt+h ru(s)ds aproksimira kvadraturnom formulom levih
pravougaonika (slika 2.4, levo). Za Cauchy-jev problem formulisan u opstem obliku,

(14) ul(t) = f(tvu(t))a u(tO) = Uo,
Euler-ova metoda glasi
(15) Upt1 = Up + hf(tn,vn).

Tacnija aproksimacija ¢e se dobiti ako se ovaj integral aproksimira formulom sredi-
$njih pravougaonika (slika 2.4, u sredini) ili formulom trapeza (slika 2.4, desno).
Ove modifikacije Euler-ove metode definisane su, redom, rekurzijama?

(16) Ung1 = Vn + 1 f(tns1/2: Vngr/2),

2[28], strana 195
3[28], strana 196
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gde se koriste oznake t,, 1,9 = to + (n +1/2)h i vpp1/0 = u(tng12), i

(17) Un41 = Up + g (f(tmvn) + f(tn+17”n+1)>'

Problem u primeni algoritama (16) i (17) nastaje stoga §to su argumenti funkcije f
nepoznate vrednosti v, 1,5 u form.(16), i v, 41 uform.(17). One se mogu aproksimi-
rati, bez umanjenja tacnosti, osnovnom Euler-ovom metodom (15)

h
Upg1/2 = Un + B f(tn,vn), odnosno wvni1 =v, +h f(tn,v,).

PRIMER 5. Izracunati rast Stednje iz primera 4, kada se matematicki model resava
modifikacijama (16) i (17) Euler-ove metode.
Poredenja radi, u tabeli koja sledi prikazan je rast Stednje iz primera 4, kada se

kamata rac¢una kontinualno, po form.(13), i Euler-ovom metodom i njenim modi-
fikacijama, form.(15), (16) i (17).

t meseci u(t) (13) e (15) s (16) o) (17)
0 1000.0000 1000.0000 1000.0000 1000.0000
1 1005.0125 1005.0000 1005.0125 1005.0125
2 1010.0502 1010.0250 1010.0501 1010.0502
3 1015.1131 1015.0751 1015.1130 1015.1131
4 1020.2013 1020.1505 1020.2013 1020.2014
) 1025.3151 1025.2513 1025.3150 1025.3152
6 1030.4545 1030.3775 1030.4544 1030.4546
7 1035.6197 1035.5294 1035.6196 1035.6198
8 1040.8108 1040.7070 1040.8106 1040.8109
9 1046.0279 1045.9106 1046.0277 1046.0280
10 1051.2711 1051.1401 1051.2709 1051.2712
11 1056.5406 1056.3958 1056.5404 1056.5407
12 1061.8365 1061.6778 1061.8363 1061.8367

U ovom primeru resenje odredeno form. (17) rac¢unato je kao resenje diferencne

jednacine
2+ hr\"
(3) =
v = u(0) (2 - hr) ’

a ne rekurzijom koja koristi procenu vrednosti resenja u desnom kraju intervala.
To je uradeno stoga sto se za ovakav oblik desne strane jednacine (14) metoda (17)
svodi na metodu (16),

. h h2 2
(17): vﬁb‘?_l =o® 4+ % (vr(f) + (WP + hr 0%3))) =3 (1+hr+ ; ),
h h2 2
(16): vﬁ)_l =ov® +rh (vff) + = vg)) =@ (1+hr+ . )

2
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Ideja Euler-ove metode i njenih modifikacija se moze uopstiti tako sto se integral
aproksimira kvadraturnom formulom viseg reda ta¢nosti. Metode izvedene na ovaj
na¢in nazivaju se metode tipa Runge-Kutt-a*. Metode tipa Runge-Kutt-a iskljucivo
se primenjuju na jednacine ili sisteme jednacina reda jedan.

PRIMER 6. Idealizovani ekosistem cine lisice i zeCevi, pri ¢emu se lisice hrane
zeCevima, a zecevi travom koje ima u izobilju. U vremenskom trenutku t broj lisica
je oznacen sa us(t), a broj zeceva sa uq (t). Saglasno modelu izvedenom u primeru 3,
za izabrane vrednosti parametara, matematicki model koji opisuje ovaj ekosistem
je definisan jednacinama

ul () = (3 = 2ua(t)) ui(t), u1(0)
dy(t) = (<25 + us () us(t),  ua(0)

17
(18) .

Naci njegovo resenje.

Sistem se ne moze analiticki resiti, pa je resen metodom Runge-Kutt-a reda 4°

v1,0 =1, vg,0 =1,
k11 ="h(3—2v9,;)v1,, 1=1,2,...,
ka1 =h(—2.5+v1,)v2,,
k1o ="h(3—2(ve; +0.5k21)) (v1,; + 0.5k11),
koo =h(—2.5+ (v1,; + 0.5k1 1)) (v2,; + 0.5k21),
k13 =h(3—2(ve; 4+ 0.5k22)) (v1,; + 0.5k1 2),
kas=h(—2.5+ (v1;+ 0.5k12)) (va; + 0.5k22),
kia=h(3—2(va;+kas)) (v, + k13),
koq = h (=254 (vi; + k1,3)) (vo,i + ko 3),

1
V1,it1 = V1,5 + 5 (k11 + 2k12 + 2k1 3+ k1.4),
1
V2,41 = V2, + 5 (k2,1 + 2k22 + 2ka 3 + k2.4).

Rezultati izracunavanja prikazani su na slici 2.5

Slika 2.5, levo, prikazuje promenu broja zeCeva (puna linija) i broja lisica (is-
prekidana linija) sa vremenom. Uoéljivo je da pikovi reSenja uy (broj lisica) kasne
za pikovima reSenja u; (broj zeceva). Kada je broj zeceva u porastu, pocinje da
raste i broj lisica, jer ima viSe hrane. Vise lisica jede zeceve, pa broj zeteva pocinje
da opada. Usled nedostatka hrane, ubrzo potom pocinje da opada i broj lisica.
Ovaj proces se cikli¢no ponavlja.

Zavisnost broja lisica od broja zeteva moze se predstaviti u tzv. faznoj ravni,
odredenoj koordinatnim osama wu; i ug. U faznoj ravni predstavljenoj na slici
2.5, desno, zatvorene krive predstavljaju zavisnost broja lisica od broja zeceva za
razli¢ite pocetne vrednosti broja jedinki. Krive su zatvorene, jer su funkcije u i

4[28], strana 193
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— (10,1.0)
u, -- (15,10

(2.0,1.0)
- - (25,2.0)
— (30,15)
—— (25,1.5)

Slika 2.5: Promena broja zeceva i lisica sa vremenom

ug periodi¢ne (leva slika). Vreme raste u smeru oznacenom strelicama. Tacka u
sredini predstavlja degenerisanu zatvorenu krivu odredenu pocetnim vrednostima
(u1(0),u2(0)) = (2.5,1.5). Za ovaj pocetni uslov broj lisica i broj zeceva se ne
menja sa vremenom, $to znaci da je uq(t) = 2.5 i ug(t) = 1.5 za svako t. 1

u - EEg
u = 3 - - (1514
lisica e 0 (2.0,1.0)

e == (25,2.0)

. — (30,15)
‘ —— (25,15)

Slika 2.6: Promena broja zeceva i lisica sa definisanim optimumom

PRIMER 7. Neograniceni rast populacije zeceva, u slucaju kada nema lisica, nije
realna pretpostavka. Model éemo popraviti tako Sto éemo uzeti u obzir ¢injenicu da
broj zeceva sporije raste sto ih vise ima, zbog ogranic¢enosti koli¢ine njihove hrane
(trave).

Saglasno primeru 2, prvu jednacinu modifikujemo tako da, kada populacija
zeCeva dostigne optimalni broj U, njen rast prestaje. Jednacina koja definise
promenu populacije lisica se ne menja. Popravka modela (18) je definisana Cauchy-
jevim problemom

Ul(t)

30— ) o)) u®),  w(0) =1,
(—2.5+U1(t)) ’LLQ(t), UQ(O) =1.

<
=
—

~
=
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Broj zeceva u1(t) ne moze biti veéi od U, jer je u tom sluc¢aju u}(t) < 0, pa funkcija
u1(t) pocinje da opada. Grafik reSenja ovog modela, za U = 5 (u hiljadama),
predstavljen je na slici 2.6. Desna slika jasno pokazuje da se, bez obzira na pocetne
uslove, posle izvesnog vremena uspostavlja stacionarno stanje, priblizno (2.5,0.7).y

2.2 Prediktor-korektor metode

Metode tipa Runge-Kutt-a zahtevaju izra¢unavanje desne strane diferencijalne jed-
nac¢ine u viSe unutrasnjih tacaka intervala (¢, ¢+ At), i tih tacaka je to vise §to je red
metode veéi. Kada je desna strana slozena funkcija, povecava se vreme rac¢unanja i
zauzeée memorije. Viseslojnim metodama® ovaj se problem prevazilazi kori¢enjem
veé izracunatih vrednosti reSenja u tackama mreze t; = to + iAt, i =0,1,2,....

PRIMER 8. Klatno mase m, okaceno na kanap (koji se ne isteze) duzine I, izve-
deno je iz ravnoteznog polozaja za ugao « < w/2 (slika 2.7, levo). Definisimo
matematicki model koji opisuje oscilovanje klatna, i pomocu njega odredimo ugao
odstupanja klatna od ravnoteznog polozaja ©(t) u trenutku .

Slika 2.7: Matematicko klatno

Grafici na slici 2.7, desno, prikazuju ugao izmedu polozaja klatna i ravnoteznog
polozaja kao funkciju vremena t, za dva razli¢ita pocetna polozaja klatna. Kada
je pocetni ugao o manji od 7/2 i pocetni impuls koji je dat klatnu mali (ili nula),
klatno periodi¢no osciluje. Ako ne uzmemo u obzir otpor vazduha, klatno ée stalno
oscilovati sa istom amplitudom i neée se zaustaviti, Sto prikazuje grafik predstavljen
punom linijom. Ako je pocetni ugao klatna veéi od 7/2, i, uz to mu je dat pocetni
impuls (©’(0) # 0), klatno ée odleteti na drugu stranu i nece oscilovati, §to prikazuje
grafik predstavljen isprekidanom linijom.

6[28], strana 199
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Objasnimo kako smo dosli do ovih grafika. Da bismo pojednostavili model,
pretpostaviéemo da klatno ne rotira. Zbog krutosti kanapa, klatno se kreée po

luku kruga poluprecnika [, ¢iji je centar drugi kraj kanapa. Komponente kretanja

(brzina, ubrzanje) su tangencijalne na ovaj krug, a radijalne komponente su jednake

nuli. Ugaona brzina predstavlja promenu ugla sa vremenom d@d(T). Brzina klatna
T

na luku jednaka je proizvodu ugaone brzine i poluprec¢nika luka v ={ %(TT). Vuéna
sila je srazmerna proizvodu mase klatna i ubrzanja, i deluje u istom pravcu a
suprotnom smeru od pravca i smera kretanja klatna, —ml dzdeigf). Gravitaciona
sila. mg (g je gravitaciono ubrzanje) deluje na masu klatna vertikalno na dole (u
pravcu i smeru srediSta Zemlje). Njena komponenta koja utice na kretanje klatna
je komponenta u pravcu tangente na kruznu putanju, m g sin (7). Dakle, kretanje
klatna je rezultat delovanja ove dve sile, koje teze da se uravnoteze (Drugi Newton-

ov zakon),

d*O(t)
dr?
Uzimajuéi u obzir i zadate pocetne uslove, matematicki model klatna je, stoga,

definisan nelinearnim Cauchy-jevim problemom

—-ml

=mg sinO(7).

(19) ml1O"(t) +mgsinO(1) =0, 0(0) =a, ©'(0)=0.

Posle deljenja diferencijalne jednac¢ine sa masom m, dimenzionom analizom prove-
ravamo saglasnost jedinica mere u modelu. Ako sa [L] oznac¢imo jedinicu za duzinu,
sa [T] jedinicu za vreme i sa [1] bezdimenzionu veli¢inu (radijan, kojim se meri
ugao), veli¢ine koje ucestvuju u modelu imaju sledeée dimenzije

L=[L], ©"(r)=[I1"% g¢=[L][I]7 sin6(r)=[1],

§to znaci da su u jednacini (19) sabirci dimenziono jednaki (ne mozemo sabirati
babe i zabe).

Dimenziona analiza nam ukazuje i na smenu kojom model transformisemo u
bezdimezioni model,

\]
|
o~
|
@
—
2
|

o), — @"(T):%e"(t).

Zamenom u formulama (19) dobijamo bezdimenzioni matematicki model klatna
(20) 0" (t) + sinf(t) = 0, 6(0) =a, 6'(0)=0,

koji éemo resavati primenom viseslojnih numerickih metoda. Da bismo mogli pri-
meniti ove metode potrebno je, kao i u slu¢aju metoda tipa Runge-Kutt-a, dife-
rencijalnu jednacinu reda dva svesti na sistem od dve diferencijalne jednacine reda
jedan. Smenom wq(t) = 6(t), wus(t) = 6'(t) model (20) se predstavlja Cauchy-
jevim problemom za sistem od dve obicne diferencijalne jednacine reda jedan,

ul (t) = ua(t), u1(0) =«

(21) ub(t) = —sinuq (t), u2(0) = 0.
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Resi¢emo ga prediktor-korektor metodama: metodom Milne-a *
. 4h )
Uy = V14—4 T 3 (2v2-1 — V2 i—2 + 2vg;_3), 1=4,5,...,

h . . .
vy = Vg4 + 3 (72 sin (v1,i—1) + sin (v1,—2) — 2sin (v1,i—3)),
h *
V14 = V1,i—2 + 3 (v3,; +4va i1+ v2i-2),

h . . .
Vo = V22 + 3 (—sin (vl’i) —4sin (vy 1) —sin (v1,i—2)),

i metodom Adamsa®,

h
V1,4 = Vl,i-1 —+ ﬂ (55’027171 - 591)212'72 + 371)212',3 - 9’0271',4), 1=4,5,...,

h
v = V21 + oY (—55 sin (v14-1) + 59sin (vy ;_2) — 37sin (vy ;_3) + 9sin (vl’i,4)),

h
V1 = V1,i—1 + 2 (9v3 ; +19v2;1 — Svg i 2 + v2-3),

h
Vg = Va1 + oY (—9 sin (vi‘z) —19sin (v1 4-1) + 5sin (v1 4—2) — sin (vlﬂ»,g)).

Pocetni odsecak odreden je pocetnim uslovima vy = o, v20 =3, i,zai=1,2,3,
metodom Taylor-ovog razvoja u primeru 12.

0(t)

-3 | = S~ I | = S— 0
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

a(t)

Slika 2.8: Fazna ravan matematickog klatna

7[28], strana 200
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Rezultati izra¢unavanja su prikazani u faznoj ravni (slika 2.8), radi preglednije
predstavljanja rezultata modeliranja. U ovom slu¢aju, grafik predstavlja zavisnost
us od u1, odnosno zavisnost ugaone brzine klatna od njegovog polozaja. MATLAB
funkcija quiver faznu ravan predstavlja vektorskim poljem, tako da je svaka tacka
oznacena vektorom (strelicom) [ugz, —sinuq] (duzina vektora je skalirana). Gornja
otvorena puna linija u faznoj ravni odgovara resenju problema (21) predstavljenom
isprekidanom linijom na slici 2.7, desno, dok donja otvorena puna linija odgovara
njemu simetri¢nom resenju (odredeno pocetnim uslovima (5, —2)). Kruzna linija
u faznoj ravni odgovara reSenju problema (21) predstavljenom punom linijom na
slici 2.7, desno, i ukazuje na pocetne uslove koji daju stabilno resenje (periodi¢nu
funkciju). 1

Za seminarski rad (2.2) je ponudena tema slozenijeg modela klatna.

2.3 Stabilnost numerickih algoritama

Uporedimo stabilnost navedenih numeri¢kih metoda na jednostavnom ekoloskom
modelu.”

PRIMER 9. Model opisuje smanjenje zagadenja vode u jezeru. Pretpostavimo da
voda u jezeru ima konstatnu zapreminu V. Neka su cCestice zagadenja ravnomerno
izmeSane u jezerskoj vodi. Meru zagadenja u trenutku 7, nazovimo je koncentracija
zagadenja x(7), definisimo kao masu zagadivaca, izrazenu u gramima, sadrzanu u
jednom kubnom metru jezerske vode. Neka r oznacava konstantnu brzinu kojom
voda izlazi iz jezera (na primer, zbog isparavanja), izrazenu u kubnim metrima po
danu. Posto smo pretpostavili da se koli¢ina vode u jezeru ne menja, r oznacava i
brzinu kojom voda ulazi u jezero (na primer, kroz padavine). Ukoliko pretpostavimo
da nema novog zagadenja, brzina promene koncentracije zagadivaca u jezerskoj vodi
opisana je diferencijalnom jednac¢inom prvog reda

d

E(.’L‘(T)V)Z 0 — raz(r)
promena = ulaz — izlaz
koncentracije zagadenja
tj. jednacinom
d r
22 @ =T,
(22 =) = - Ta(7)

Dimenziona analiza
[T (MI[L)72) = ([LP[T) Y [L72 (] [2])72),

gde je [T] oznaka za jedinicu vremena, [L] jedinicu duZine, a [M] jedinicu mase,
pokazuje saglasnost matematickog modela sa fizickim, i ukazuje na smene koje treba
uvesti da bi se dobio bezdimenzioni model.
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Smenama t = 7/T, gde je T maksimalni broj dana za koji racunamo resenje, i
u(t) = z(7)/x(0) u jednacini (22), dobijamo bezdimenzioni model definisan Cauchy-
jevim problemom

(23) pn u(t) =au(t), 0<t<l, u(0) =1,
gde je a = —Tr/V bezdimenziona konstanta. ReSenje u(t) problema (23) pred-
stavlja relativnu koncentraciju zagadenja u odnosu na pocetnu (procenat smanjenja
zagadenja u datom trenutku u odnosu na pocetno stanje). Stvarna koncentracija
zagadenja u trenutku 7 = T't jednaka je x(7) = x(0) u(t).

Da bismo analizirali stabilnost numerickih metoda na problemu (23), odredimo
i njegovo tacno resenje. Integraljenjem jednacine (23) od pocetnog trenutka pos-
matranja do nekog vremena ¢, dobijamo da je relativna koncentracija zagadenja u
jezeru u trenutku 7't jednaka

(24) u(t) = et

Dakle, koncentracija zagadenja eksponencijalno opada (a < 0), a brzina opadanja
zavisi od konstante r/V, koja predstavlja brzinu promene vode u odnosu na ukupnu
zapreminu jezera. Ako postoji dotok zagadenja, koji je veéi od njegovog isteka,
u ovom idealnom modelu bilo bi @ > 0. Slican ovome modelu je i Malthus-ov
populacioni model, opisan u primeru 1 (¢ > 0), ili model koji simulira vreme
raspada radioaktivnog izotopa nekog hemijskog elementa (a < 0).

Cauchy-jev problem (23) éemo resiti i prethodno definisanim numeric¢kim meto-
dama i dobijene rezultate uporediti sa ta¢nim reSenjem. Ostaé¢emo do kraja dosledni
i reSavati realne probleme, te ¢emo izracunati smanjenje zagadenja u periodu od

T = 100 godina (= 36 - 10* dana) u Velikim jezerima (SAD):

e jezero Erie: zapremina V = 458 - 107 m3, prosecan dotok (i istek) r =
479582208 m?3 /dan, odakle sledi da je a = —37.7;

e jezero Michigan: V = 4871-10% m3, prosecan dotok r = 433092096 m? /dan,
odakle sledi da je a = —3.2.

Numericka resenja diferencnih jednacina, kojima su za jednacinu (23) definisane
Euler-ove metode (primeri 4 i 5) i metoda Runge-Kuttal®, su jednaka

vin=1+ha)", Euler-ova metoda

h?a?

(25) V2 = (1+ha+ )n, Euler-ova modifikovana metoda

h2a?2  h3a®  hia*.n

U3 = (1+ha+ st T 24)

metoda Runge-Kutta

Da bi numericka resenja, kao i ta¢no resenje, tezila nuli kada n — oo, potrebno je
da osnove stepena po n u formulama (25) budu po modulu manje od jedan, Sto
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odreduje maksimalne vrednosti koraka h koje daju stabilna numericka resenja. U
primeru jezera Michigan koeficijent a je mali po apsolutnoj vrednosti (—3.2), te
se stabilno resenje dobija svakom od metoda za relativno veliki korak h (slika 2.9,
levo). Za jezero Erie koeficijent a je veliki po apsolutnoj vrednosti, te su sve metode
stabilne samo za malo h (slika 2.9, desno).

h=1/3 h=0.05

Slika 2.9: Numericki stabilna resenja

Kada je korak h takav da je osnova stepena u formulama (25) veéa po modulu
od jedan numercka reSenja ne konvergiraju ka tacnom reSenju, $to je ilustrovano
slikom 2.10 za podatke date za jezero Erie.

N

o 02 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1

Euler, h=1/18 Runge-Kutta, h=1/13

Slika 2.10: Numericki nestabilna resenja

Za Euler-ovu metodu je h = 1/19 maksimalna vrednost koraka koja daje kon-
vergentno numericko resenje, jer je 1+ a/19 = —0.9840. Veé za h = 1/18 resenje
ne konvergira (slika 2.10, levo), jer je 1 4+ a/18 = —1.0942. Prag konvergencije za
metodu Runge-Kutta je h = 1/14, jer je izraz 1 + ha + h22“2 + h36“3 + h;f jednak
1.1867 za h = 1/13, i jednak 0.8690 za h = 1/14. ]
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Ekoloski model opisan primerom 9 je vrlo jednostavan, i na osnovu sprovedene
analize jasan nam je izvor problema. Analizirani model je matematicki identican
Maltus-ovom populacionom modelu izvedenom u primeru 1. I logisticki model,
popravka Maltus-ovog modela, koji je razvijen u primeru 2, daje vrlo zanimljivu
analizu stabilnosti numerickih metoda za resavanje Cauchy-jevih problema za obi¢ne
diferencijalne jednacine. I to je jedna od zanimljivih tema za seminarski rad.

Mnogo je teze uociti losu uslovljenost problema ako je model definisan jedna¢inom
viseg reda ili sistemom diferencijalnih jednac¢ina prvog reda. Ovakvi problemi nazi-
vaju se kruti ( stiff) problemi, i treba biti vrlo obazriv u primeni metoda i odabiru
parametara pri njihovom numerickom resavanju.

PRIMER 10. Robertson-ov sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina

u (t) = —0.04uy (t) + 10%uq (t) us(t)
uhy(t) = 0.04uy (t) — 10%ug(t) uz(t) — 3 - 10 ug(t)?
uy(t) = 3- 107 uy(t)?

modeluje reakciju izmedu tri hemikalije. Odrediti njegovo resenje.

Model je resen primenom MATLAB-ovih rutina ode45 (Runge-Kutt-a metoda) i
odel5s (viSeslojna metoda pogodna za krute probleme), i reSenje us(t) je predstavl-
jeno na slici 2.11. Slika levo prikazuje nestabilnost numerikog resenja odredenog
metodom Runge-Kutt-a, dok je stabilno resenje na slici desno odredeno pomenutom
viSeslojnom metodom.

w0 U0

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

ode45 odel5s
Slika 2.11: ReSenje krutog sistema odredeno dvema metodama
Resenje je odredeno u okolini pocetne tacke [1, 0, 0]. Jakobijeva matrica funkcija

koje definisu desnu stranu sistema je ¢ak singularna u datoj pocetnoj tacki. Velika
razlika u redu velicine koeficijenata sistema nagovestava krutost sistema. 1
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2.4 Aproksimativne metode

Za razliku od numerickih metoda, koje priblizno resenje daju u tabelarnom obliku,
na diskretnom skupu tacaka posmatranog intervala, ovim metodama se priblizno
reSenje odreduje u analitickom obliku.

Metoda uzastopnih aproksimacija se svodi na iterativnu metodu za reSavanje
integralnih jednaéina.'!

PRIMER 11. [Ilustrujmo je na primeru 8. matematickog modela klatna (21), u
kome éemo zadati opstiji oblik drugog pocetnog uslova, us(0) = (.

Integraljenjem obe jednacine u granicama od 0 do ¢, dobijamo sistem integralnih
jednacina

ui(t) = « —l—/o us () dz, us(t) = —/0 sin (uq(z)) dz.

Iterativni algoritam, odreden ovim sistemom, definisan je slede¢im rekurzijama

t
W) = a +/ u$™ (2) da, W) = o,
0 n=0,1,....

() = - /Ot " (u(ln)(x)) dz, u (t) = B,

Prvih nekoliko iteracija,
t

ugl)(t) = 04+/ Bdx=a+tg,
0

t
uél)(t) :ﬁ—/o sinadr =3 —tsina

t 2
t
UEQ)(t) = OH-/ (B—zsina)dr=a+tf— ) sin «,
0

t
u? (t) zﬂ—/o sin(a+x () dx = 3+ % (cos (a+tf3) — cosa),

ukazuje na problem koji se najceSée javlja u primeni ove metode. Podintegralne
funkcije postaju sve slozenije, te integrale nije mogudce analiticki izracunati. Zato se
ova metoda obicno koristi za nalazenje pocetnog odsecka za neku viseslojnu metodu,
za §ta je dovoljna gruba aproksimacija reSenja pocetnim aproksimacijama, jer se
traze priblizne vrednosti resenja u neposrednoj okolini pocetne tacke. 1
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Metoda Taylor-ovog razvoja aproksimira resenje Cauchy-jevog problema par-
cijalnom sumom njegovog Taylor-ovog razvoja'?

PRIMER 12. Odredimo aproksimaciju resenja problema definisanog primerom 8
Taylor-ovim polinomom petog stepena.

Za primenu ove metode koristi¢emo formulaciju (20) iz navedenog primera.
Pocetni uslovi i sama jednacina odreduju prva tri koeficijenta Taylor-ovog razvoja
reSenja u okolini nule,

6(0) = «a, 0'(0) = 3, 0" (0) = —sina.

Uopstili smo postavku zadatka zadavanjem pocetnog uslova 6'(0) = /3, kako bismo
mogli koristiti dobijenu aproksimaciju za odredivanje pocetnog odsecka za viseslojne
metode koriséene u primeru 8. Preostala dva koeficijenta dobijamo diferenciranjem
jednacine i racunanjem dobijenih izvoda u tacki t = 0,

0" (t) = —0'(t) cos (6(1)), 0" (0) = —3 cos a,
0@ (t) = —0"(t) cos (0(1)) + (9’(75))2 sin (6(t)), 0™ (0) = (3% + cos ) sina

Trazena aproksimacija resenja polinomom petog stepena je parcijalna suma Taylor-
ovog razvoja reSenja u okolini pocetne tacke t = 0,

5 sin o tgﬁcosa 4 (8% + cosa)sina
ST TR 1 '

Ps(t)=a+tp—t

Grafici polinoma za dva izbora pocetnih parametara su predstavljeni na slici 2.12,
levo. Poredenje sa desnom slikom 2.7 pokazuje da ovi polinomi daju dobru aproksi-
maciju resenja u okolini tacke ¢t = 0, ovde u intervalu [0, 1], i mogu biti korigéeni za
odredivanje pocetnog odsecka za dalju primenu viseslojnih metoda. 1

X 2, — n=10
1

Slika 2.12: Aproksimacije parcijalnim sumama reda

12[28], strana 191
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Metoda stepenih redova. Mnoge vazne diferencijalne jednacine drugog reda,
koje se ¢esto pojavljuju u praksi, su oblika
d®u 1 du 1

(26) (I +rmaz™) 2T (Po + pm ™) ot (g0 + qm ™) u = 0,

gde je m pozitivan ceo broj. Na primer, za m = 2 i razlicite izbore koeficijenata p, ¢
i r, definisane su jednacine Cija reSenja su ortogonalni polinomi ili druge specijalne
funkcije.

PRIMER 13. Metodom stepenih redova'® odredi¢emo Cebisev-ljev polinom T (z)
stepena n.

On je resenje Cauchy-jevog problema

¢T,  dT,
- T, =0,
a2z dw o

@7) T (0) = (=)™, n=2m T (0) — 0, n=2m
n(0) = 0, n=2m+1 n(0) = (-1)™, n=2m+1

(1-2?)

Potrazimo resenje u obliku stepenog reda. Pod pretpostavkom da je red uniformno
konvergentan, reSenje i njegovi izvodi su jednaki

:chxk, TT'L(m):chkmkfl, T/ (z Zk — 1) cpat2,
k=0 k=1 k=2

Zamenimo ove izraze u diferencijalnu jednacinu (27) i dobijamo

o0 o0 o0
(1- x? E k(k—1) ckm —x E ket 4+ n? g et =
k=2 k=1 k=0

Sredivanjem poslednje jednakosti, dobija se da je

oo

ik—&—? k+ 1)cgiox —Zk — Degx —chkx +n? chaj =0,
k=0 k=1 k=0

tj., objedinjavanjem sabiraka pod zajednicku sumu, dobijamo identitet

(2-1eg+n2co)2z’ 4 (3-2c3 — ¢y +n2cl)x+2((k+2)(k+ 1)cgro— (k2 fn2)ck)xk =0.
k=2

Izjednacavanjem koeficijenata uz jednake stepene x na levoj i desnoj strani ( da
bi resenje T),(z) zadovoljavalo jedna¢inu za svako x) dobijamo rekurentne veze za
koeficijente cg,

n2 1 —n2 k2 —n?
Cy = — — C3 = C C =  — < C
2 9 05 3 6 1 k42 (k+2)(k’+1) k>

k=2,3,....
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Ocigledno je da se svi koeficijenti sa parnim indeksom izrazavaju pomocu cg, a sa
neparnim indeksom pomocu c,

((Zj —2)2 — n2) ((2] —4)2 — n2) (22 = n?)(—n?)
@0~ 0@ 2@ 3. 21

(-1 -n?) (24 -3 —n?) ... (3 —n?)(1* —n?)
C2j+1 = (27 +1)(25)(25 —1)(25 —2)...3-2

Coj = Co,

C1,

Iz pocetnih uslova zaklju¢ujemo da je

(=)™, n=2m 0, n=2m
Co = 1 = )
0, n=2m+1 (=)™, n=2m+1

te je za
n=2m

2 — 2 (Qm)z (2 . 4)2 _ (2m)2 o (—(2m)2) 2
o ) = <1+Z : . ](23')! ) ) )
n=2m-+1 . . , , ) .
tomin (2) = (—1)™ (m N ; (2 = 1)* = (2m ?2;)31.).!. (12— (2m +1) )x2j+1),

Jasno je da su obe sume konacne, jer su koeficijenti u obe sume jednaki nuli kada
jej > m=+1 (uprvoj sumi za 2j —2 > 2m, a u drugoj za 2j — 1 > 2m+1). ReSenje
je, stoga, polinom stepena n (paran za m parno i neparan za n neparno),

n n/2 ((2i—2)°—n?)..(—n®) .
) (—1)"/? (1 +Zj£1 (s (2j)!) 1:2J>, n parno
n\¥) = _1)2_pn2 2_,2
(—1)1)/2 (x N 25_7;1)/2 ((25-1) (2jl+)1;!.(1 12) x2j+1>’ 1 neparno
i to je Cebisev-ljev polinom T, (z) = cos (n arccos ). I

Sli¢no, kao resenje Cauchy-jevog problema definisanog diferencijalnom jedna¢inom

d?u du
2 2.2y,
x W—l—x%—k(m —p)u=0,
gde je n je prirodan broj ili nula, a p je realan broj, dobija se Bessel-ova funkcija
Jp(z). Na primer, za p = 0 dobija se Bessel-ova funkcija reda nula, 4

o (1K
(28) Jo(z) = Z ((%2)2 z?,
k=0

Na slici 2.12, desno, predstavljene su parcijalne sume reda (28) od 10 (puna linija)
i 100 sabiraka (puna linija sa zvezdicom). Jasno je da se sa poveanjem broja
sabiraka poveCava ta¢nost u Siroj okolini pocetne tacke.
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Teme

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
4.1

Promena zaliha ili koncentracije ([7], pp.296)
Projektil ([5],pp-164; [24],pp.225)
Bazdarenje ([13],pp.181)

Aerozagadenje ([24],pp.227)

Dijabetis ([3],pp.128)

Dete i igracka ([13], pp.3)

Potera ([15], pp.154)

Procesi u molekulu ([10], pp.271-ch.7)
Fotosinteza ([7], pp.314)

Zemljin satelit ([13], pp.333)

Padobranac ([11],pp.32;[24],pp.225)

Raketa ([3],pp.36)

Dzoger i pas ([13],pp.6)

Skok u dalj ([24],pp.226)

Protok glukoze kroz membranu (23], pp.383)
Klatno koje i rotira ([7], pp.126,172,352)
Putanja teniske loptice ([13], pp.26)

Cigra ([13], pp.171)

Skijas na vodi ([5],pp.160)

Plamen ([24],pp.205)

Fraktali

Interakcija tri tela ([13],pp.52)

Lorenz-ov atraktor ([7], pp.380,[24], pp.202)
Migracija populacije ([13], pp.351)

Proboj ([13], pp.201)

Stratesko investiranje ([13], pp.356)

Hipergeometrijske funkcije ([16], pp.162)
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4.2
4.3
4.4
4.5
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Jacobi-jeve funkcije ([16], pp.183)
Cebisev-ljevi polinomi ([16], pp.174)
Bessel-ove funkcije ([16], pp.141)

Legendre-ove funkcije i polinomi ([16], pp.157)



3

Granicni problemi

Za razliku od Cauchy-jevih problema, ili problema pocetnih vrednosti kod kojih je
partikularno resenje odredeno zadavanjem uslova u jednoj tacki (pocetnih uslova),
grani¢ni problemi se karakterigu zadavanjem dodatnih uslova u vise od jedne tacke.’
Prvobitno su to bili problemi kod kojih su uslovi definisani samo na krajevima
intervala, te otuda potice naziv. Kako je broj uslova koji odreduju jednoznacno
partikularno resenje jednak redu jednacine, ovi problemi se ne mogu definisati za
jednacine prvog reda.

PRIMER 1. Formulisimo matematicki model koji opisuje raspodelu toplote u
tankom Stapu, koji je izolovan na desnom kraju, a na ¢ijem se levom kraju odrzava
konstantna temperatura.

Neka je U(X) temperatura stapa u tacki X, 0 < X < D, D je duzina Stapa,
i U(0) = Uy njegova temperatura na levom kraju. Izolovanost desnog kraja Stapa
zna¢i da nema promene temperature na desnom kraju, $to se matematicki za-
pisuje uslovom dU(D)/dX = 0. Jednacina difuzije opisuje raspodelu toplote, te je
matematicki model opisanog fizickog modela definisan grani¢nim problemom

L PUX)

n U0 dU (D)

—~KPU(X)=0, U(0) = Uy, X

:07

gde je A povrSina, a P obim poprec¢nog preseka Stapa, i K karakterie toplotnu
provodljivost. Dimenzionom analizom pokazujemo da matematicki model dimen-
ziono odgovara fizickom modelu,

Smenama

(2) X=Dzx U(X) = Uy u(z), c
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problem (1) se svodi na bezdimenzioni graniéni problem

(3) u’(z) — cu(z) =0, z€]0,1], uw(0) =1, «/(1)=0.
Na primer, izborom parametara, P = 15.3cm, A =~ 13em?, K = 5.46 * 10~ *em ™1,
D =122em i Uy = —12°C, smene (2) postaju

X =120z cem, U(X)=—-12u(zx)°C, 0<z<1,
a u grani¢nom problemu (3) bezdimenziona konstanta je ¢ = 9.6. ]

Za jednacine ili sisteme jednacina viseg reda grani¢ni problemi su raznovrsniji,
jer je broj zadatih uslova veéi i oni mogu biti zadati i u unutrasnjim tackama
intervala.

PRIMER 2. Bezdimenzioni granicni problem

uP(z) = f(z), 0<z<I,
u(z;)) =0, i=1,2,3,4, 0<zi<ma <w3 <14 <1,

opisuje deformaciju grede pod uticajem spoljasnje sile f(x), ako se u cetiri tacke
x; greda oslanja na nosace. 1

Granic¢ni problemi su mnogo slozeniji od Cauchy-jevih. Kod Cauchy-jevih prob-
lema resenje je potpuno odredeno uslovima zadatim u jednoj tacki. Stoga, kre¢uci
se od te tacke u pravcu odredenom jednacinom, priblizno rekonstruiSsemo resenje, tj.
racunamo priblizne vrednosti reSenja u drugim tackama intervala. Kod grani¢nih
problema, uslovima zadatim u pocCetnoj tacki reSenje nije jednozna¢no odredeno.
Iz familije integralnih krivih koje zadovoljavaju dati pocetni uslov treba odabrati
onu koja ¢e proéi kroz ostale tacke, odnosno zadovoljiti uslove zadate u ostalim
tackama. Iterativno podeSavanje krive, tako da ona zadovolji sve zadate uslove, je
u osnovi metode gadanja.?

3.1 Metoda gadanja

Za vreme Drugog svetskog rata od matematicara je zatrazeno da izrade tabele, na
osnovu kojih bi artiljerci podesavali ugao cevi oruzja kako bi pogodili cilj na poz-
natom rastojanju. Ugao polozaja cevi topa je nepoznati pocetni uslov, i izrac¢unava
se na osnovu poznatog rastojanja do cilja, tj. podatka o reSenju u nekoj drugoj
tacki.
PRIMER 3. Formirajmo matematicki model koji opisuje putanju projektila izbace-
nog iz topa, na osnovu koje se moze izracunati trazeni ugao.

Uprosti¢emo model tako sto ¢emo pretpostaviti da nema vetra, rotacije projek-

tila, i slicno. Deluju samo sila zemljine teze mg vertikalno na dole (m je masa
projektila, a g ubrzanje zemljine teze), i sila otpora vazduha cv? (v je intenzitet
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3.1. METODA GADANJA 93

brzine projektila, a ¢ konstanta), koja deluje u pravcu kretanja i smeru suprotnom
od smera kretanja projektila. U koordinatnom sistemu zOy sa 6(t) oznacimo ugao
koji u trenutku ¢ tangenta na putanju zaklapa sa pozitivnim delom xz-ose, a sa v,
i v, komponente vektora brzine u pravcu koordinatnih osa. Vaze sledece veze

d d
) vx:d—f:vcose, vy:d—ij:vsina U2:U§+v§, G:arctanZ—Z.

Jednacine kretanja projektila, koje proizilaze iz opsteg zakona kretanja m % =3 F
(sila je jednaka masa puta ubrzanje), mogu se zapisati u obliku

d 2 d 2
(5) Zun(t) = == cos(6), v, (t) = ——— sin(0) — g.
Prva jednacina predstavlja jednakost komponenti u pravcu ose Oz sila koje deluju,
a druga jednakost komponenti ovih sila u pravcu ose Oy. Jednacine (5), uzimajuéi
u obzir oznake (4), imaju zapis

21(t) = (1) = =5\ (@) + ()" 2 (1)
Y0 = 1) = = ()" + (1) v @) -

Ako zelimo da ovim jednacinama modeliramo na pocetku formulisani zadatak, u
levom kraju posmatranog intervala zadajemo da je z(0) = y(0) = 0 (koordinatni
pocetak je postavljen u tacku iz koje projektil polazi), a u desnom kraju treba da
je z(T) = D i y(T) = 0, gde je D rastojanje na kome se u odnosu na pocetnu
tacku nalazi meta. Dakle, matematicki model kojim se moze odrediti nagib cevi
topa 0(0) definisan je nelinearnim grani¢nim problemom

(1) = —S @) + 0w, #(0)=0, «(T)=D,

2

(6) " :
V(1) =S\ @O+ (0 Y0 -5 y0)=0, y(T)=0.

Nagib cevi topa i brzina ispaljivanja projektila su, prema (4), jednaki

/

(7) 0(0) = arctan&, v= \/(1"(0))2 + (y’(O))Q.
'(0)

Model treba odgovaraju¢im smenama transformisati u bezdimenzioni model. Na

taj nac¢in se relativizuje duzina trajanja procesa T'.

Slika 3.1, levo, prikazuje razli¢ite putanje i domete projektila za razli¢ito zadatu
pocetnu brzinu i nagib (koji su, prema (7), definisani zadavanjem v (0) i v,(0)).
Putanje su odredene reSavanjem Cauchy-jevih problema definisanih jednac¢inama
(6), kada je drugi grani¢ni uslov zamenjen pocetnim uslovom po komponentama
brzine ’(0) = v,(0) i ¥'(0) = vy (0). Kada bi model (6) opisivao putanju loptice,
koja se odbija od zemlje, dobila bi se putanja prikazana na slici 3.1, desno. ]
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P —vx=1,v=1
- vx:0.5,v =1
..o v.=1,v =05
x y

Slika 3.1: Putanja projektila i lopte

PRIMER 4. Fizicki model koji opisuje putanju projektila, moze se aproksimirati
i nesto drugacijim matematickim modelom od onoga koji je dat u primeru 3, tako
da se brzina projektila i nagib topa direktno racunaju u modelu. Pored koordi-
nata polozaja projektila u svakom trenutku, kao nepoznate funkcije definisac¢emo i
njegovu brzinu v i nagib putanje 6.

Vektori brzine i ubrzanja su

v = (vcosf, vsinf), — v = (cosb,sinh)v’ + (—sinb, cosd) vl .

Komponenta ubrzanja u pravcu kretanja je v’, a komponenta ortogonalna na taj
pravac je vf'. Sila otpora vazduha deluje u pravcu kretanja i suprotnom smeru
(komponenta ortogonalna na pravac kretanja je jednaka nuli), a silu zemljine teze
razlozimo na komponente u navedena dva pravca. Ponovo, na osnovu opste jednacine
kretanja, model moze da se zapiSe i pomocu sistema od ¢etiri diferencijalne jednacine
prvog reda,

' (t) =v(t)cosO(t), ' (t)=ov(t)sind(t),
®) 0'(t) = % cos O(t), V() = — —CU$)2

Cauchy-jev problem kojim ”gadamo” resSenje fizickog modela je definisan po¢etnim
uslovima

(9) z(0)=0, y(0)=0, 0(0)=06, v(0)=YV,

— g sinf(t).

pri ¢emu parametre © i V' (nagib topa i poCetna brzina projektila) podesavamo
tako da resenje Cauchy-jevog problema (8)-(9) zadovoljava uslov na desnom kraju
putanje z(T) = D, y(T) = 0. Model(8)-(9) je i matematicki model kretanja
projektila (tema 1.2) ili skoka u dalj (tema 2.4) poglavlja 2, posveéenog Cauchy-
jevim problemima. 1

Metoda gadanja se sastoji u tome da se grani¢ni problem svede na Cauchy-jev, i
podeSavaju se parametri pridruzenog (jednog ili vise) Cauchy-jevog problema, dok
njegovo redenje ne pogodi grani¢ne uslove zadate u drugim tackama.?
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Za linearne grani¢ne probleme metoda je mnogo jednostavnija. Koristi se
Cinjenica da je reSenje nehomogenog linearnog problema jednako zbiru ma kog
njegovog partikularnog resenja i reSenja odgovaraju¢eg homogenog problema, pa se
grani¢ni problem svodi na konac¢an broj Cauchy-jevih zadataka. Cauchy-jevi prob-
lemi se resavaju nekom od numerickih metoda o kojima je bilo re¢i u prethodnom
poglavlju.

PRIMER 5. Resimo metodom gadanja linearni grani¢ni problem (3).

Resenje trazimo u obliku linearne kombinacije dve funkcije
(13) u(z) = uy(z) + vy ua(z).

U opstem slucaju, funkcija ui(z) treba da zadovoljava datu jednacinu, a funkcija
us () odgovarajuéu homogenu jednacinu. Kako je jedna¢ina homogena, obe funkcije
treba da zadovoljavaju homogenu jednacinu,

(14) uy(x) — cup(x) =0, uy(x) — cug(x) = 0.

Da bi levi grani¢ni uslov linearna kombinacija (13) zadovoljila za svako v, potrebno
je da je

(15) uw(0) = u1(0) + yu2(0) = 1, tj. u1(0) =1, wu9(0)=0.

Drugi pocetni uslov za definisanje Cauchy-jevih problema mozemo izabrati proiz-
voljno, uz ogranicenje da mora biti u5(0) # 0. U protivnom bi bilo us(z) = 0, kao
reSenje potpunog homogenog problema, $to bi nam onemoguéilo da odgovarajué¢im
izborom konstante v ”pogodimo” zadati desni grani¢ni uslov.

Dakle, na osnovu (14) i (15), grani¢ni problem (3) smo sveli na dva Cauchy-jeva
problema

(16) uy(x) — cuy(x) =0, u1(0) =1, wu(0) =0,

(17) uy(x) — cug(z) =0, uz(0) =0, uh(0) = 1.

Resavamo ih nekom od metoda koje su opisane u poglavlju 2. Na osnovu dobijenih
vrednosti za ¢ = 9.6,

ur(1) =11.1023, w}(1) =34.2579, i (1) = 3.5688, wj(1) = 11.1023,
nalazimo da ¢e funkcija (13) zadovoljavati desni grani¢ni uslov problema (3) ako je
u (1
5(1)

Funkcije u1 (2) i yua(x), za razlicito v, predstavljene su slikom 3.2, levo. Tempera-
tura Stapa u(x), koja je resenje problema (3), predstavljena je slikom 3.2, desno. g

~—

= —3.0857.

u'(1) =ui (1) +yup(1) =0, . y=-

<
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U=, (+U,()

) 05 1 0 05 1

Slika 3.2: Raspodela temperature u stapu odredena metodom gadanja

3.2 Metoda konac¢énih razlika

Ova metoda zasniva se na zameni izvoda koliénicima konacnih razlika.* Tlustrujmo
je reSavanjem matematickog modela izvedenog u primeru 1.

PRIMER 6. Odredimo raspodelu temperature u Stapu, Ciji se jedan kraj drzi na
konstantnoj temperaturi, a drugi je izolovan.

U primeru 1. (form.(3)) ovaj fizicki model opisali smo bezdimenzionim matema-
tickim modelom definisanim grani¢nim problemom

(18) u’(z) — cu(z) =0, w(0) =1, ' (1)=0.

S obzirom da se konacne razlike izrazavaju linearnom kombinacijom vrednosti
funkcije na diskretnom skupu tacaka, neophodno je na intervalu [0, 1] definisati
mrezu diskretnih tacaka. Radi jednostavnosti, koristi¢emo ravnomernu mrezu kod
koje je rastojanje izmedu susednih tacaka, tzv. ¢vorova mreze, jednako i definisano
konstantnim korakom A,

wp={;|z; =ih,i=0,....,n, h=11}

Sada je aproksimacija drugog izvoda funkcije u tacki x;, taénosti O(h?), jednaka

(19) - % (u(iss) — 2u(e:) + u(wir)) = o (@) + O(h).

Granicni uslov u desnom kraju intervala je zadat prvim izvodom resenja, te nam je
neophodna i diskretna aproksimacija prvog izvoda. Mozemo koristiti standardnu
aproksimaciju definisanu kona¢nom razlikom unazad, ta¢nosti O(h),

(20) uzi = 7 (u(z;) — w(zi—1)) = u'(z;) + O(h).
Manja tacnost aproksimacije izvoda u grani¢cnom ¢voru, u odnosu na ta¢nost aproksi-
macije kors¢ene u unutrasnjim tackama mreze, smanjie tac¢nost rezultata u celini.
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Dobro je koristiti u numerickom modelu aproksimacije istog reda ta¢nosti. Stoga
¢emo, polazedi od aproksimacije (20), izvesti aproksimaciju prvog izvoda u desnom
kraju intervala tacnosti O(h?),

(21)
o= ()~ () = 1 () — o) () — o () + O
Uz = 5 (W(@n) = u(@n-1)) = 5 (ulzn) = ulz, o' (zy, 5 ¢ (@n
=u'(z,) — gu"(xn) + O(h?).
Uzimajuéi u obzir da je v/(z,) =0 i u”(z,) = cu(zy,) (iz (18)), dobijamo da je
(22) e = = () + O,

Zamenom funkcije u(x) i njenih izvoda u grani¢nom problemu (18) izrazima (19) i
(22), izostavljajuéi élan O(h?), vr§imo diskretizaciju polaznog problema u évorovima

mreze . Kontinualnu veli¢inu u(z) aproksimiramo vektorom v = (v, ...,v,)7,
pri ¢emu je v; = u(x;), a graniéni problem (18) diskretnim problemom
, ch
vo =1, Vzgi—cV; =0, zat=1,...,n—1, vf,n—i—?vn:(),

koji se naziva diferencijskom Semom. Ona predstavlja sistem linearnih jednacina
po komponentama vektora v,

Vo = 1
(23) vii1 — (24 ch®)vi+ v =0
ch?
Un—1 — (1+7)’l}n:0
2
G G

tacnost O(h%) \ tacnost O(h)

Slika 3.3: Uticaj aproksimacije grani¢nog uslova na tacnost resenja

Slika 3.3, levo, prikazuje resenje sistema (23) za h = 0.25. Numericko resenje je
predstavljeno isprekidanom linijom, a ta¢na raspodela temperature u stapu, defini-
sana modelom u primeru 1, predstavljena je punom linijom. Slika 3.3, desno, pred-
stavlja numericko resenje odredeno aproksimacijom (20) desnog grani¢nog uslova,
koja je tacnosti O(h). ]
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Dvodimenzioni problem. U prethodnom primeru modelirali smo raspodelu
toplote u tankom Stapu, predmetu sa izrazenom jednom dimenzijom, te je matema-
ticki model opisan jednodimenzionim grani¢nim problemom. Kako se modeluje i
reSava viSedimenzioni grani¢ni problem?

PRIMER 7. Odredimo priblizno temperaturu izolovane Sestougaone ploce, ¢ija je
temperatura na ivicama zadata poznatom funkcijom g(x,y), a izvor toplote defini-
san datom funkcijom f(z,y).

Plocu éemo posmatrati kao objekat u dve dimenzije, ¢ija je debljina zanemarena.
Raspodela toplote u plo¢i bi¢e funkcija dve promenljive u(x, y). Matematicki model
raspodele toplote opisan je Laplace-ovim operatorom

Ou P

(24) Au(z,y) = pye + Tk

Pretpostavimo da smo fizicki model opisali bezdimenzionim modelom definisanim
na oblasti
Q={(z,y) ||z <1, [yl < 1, |z —y| <1},

sa granicom
P={(z,y)|lz|=1,ly[ =1, |z -yl =1}.

Neka je raspodela temperature na granici ploce zadata funkcijom g(z,y) = |z|+|y|,
a izvor toplote funkcijom f(z,y) = 22+ y?. Tada je matematicki model formulisan
u obliku grani¢nog problema

(25)  Au(z,y) =24y (z,y) € ulx,y) =lz[+y, (z,y)€T.

Sada ¢e i mreza biti dvodimenziona, konstruisana dvema familijama paralelnih
pravih,

Model smo krajnje uprostili pretpostavkom da su koraci mreze u oba koordi-
natna pravca jednaki, tj. da je mreza kvadratna. Kao i u primeru 6, aproksimaciju
grani¢nog problema (25) definiSemo u ¢vorovima mreze (x;, y;), tako sto izvode
u unutrasnjim évorovima aproksimiramo koliénicima konaénih razlika (19) u odgo-
varajuéim pravcima, a vrednosti reSenja u grani¢nim ¢vorovima racunamo zadatom
funkcijom g(z,y),

3=

u—jh:{(xiayj)|‘ri:ihv yj:jhv i»j:Oa"'anah:

Vza,ij T Vgy,ig = T + Y5, h,j=1...,n—1,
(26)
vij = lzil +1lyl,  (@=0)V (j=0)V (i=n)V (j=n).

Skup jednac¢ina (26) naziva se diferencijskom Semom.®> Uzeéemo u obzir simetriju
oblasti i funkcija f i ¢ u odnosu na pravu y = =z, te ¢emo problem reSavati u
polovini oblasti (slika 3.4), $to ¢e smanjiti dimenziju sistema linearnih jednacina
(26). Ovaj sistem je zapisan na nestandardan nacin, jer je resenje predstavljeno
matricom elemenata v; ;, a ne jednodimenzionim vektorom.
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Slika 3.4: Oblast i mreza u primeru 7

Ako unutrasnje ¢vorove (kruziéi) numerisemo redom kao na slici 3.4, za h = 1/2
dobijamo sistem

1
(va —2v9+v2) + (Va4 — 2vg + v2) = 3
(1}2 — 2’[)1 + ’04) + (U2 - 2?)1 + ’1)4) =0

1

(v —2v2 +v1) + (vo — 202 +v¢) = 6
1

(va —2v3 +vp) + (v4a — 203 +vp) = 3

1

(ve — 2vq +v3) + (V1 — 24 + vE) = 1

U grani¢nim ¢vorovima (kvadratiéi na slici) vrednosti su odredene grani¢nim uslovom
3 3
VA = UBZL UC:L Vp = UEZI,

2’ 2’
pa se u unutrasnjim ¢vorovima dobija da je priblizno resenje jednako

v = 1.2500, wv; = 1.0625, vy = 1.0625, wv3 = 1.2500, w4 = 1.0625.
Mreza je prilicno gruba, ali je ocigledno da je resenje simetricno i u odnosu na
pravu y = —z. ]

Ukoliko grani¢ni ¢vorovi ne pripadaju mrezi, potrebno je izvrsiti i aproksimaciju
reSenja u grani¢nim ¢vorovima.
PRIMER 8. Resimo fizicki problem definisan primerom 7, u oblasti predstavljenoj
jedini¢nim krugom,

Q={(z,y)|2* +y* <1}, sagranicom T ={(z,y)|2>+y* =1}
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Posto je krug sa centrom u koordinatnom pocetku simetrican u odnosu na
sve svoje precnike, a ostali parametri zadatka se nisu promenili, iskoristi¢emo za-
kljucak o simetriji reSenja i model resavati u kruznom isecku ugla /4 (slika 3.5).
Kao i u prethodnom primeru definisaéemo kvadratnu mrezu i u njenim ¢vorovima
aproksimirati jednacinu diferencijskom Ssemom. Javlja se problem kako definisati
grani¢ne ¢vorove. Naime, granica se vise ne poklapa sa linijama mreze, te ne pri-
padaju svi grani¢ni ¢vorovi granici. Stoga prvo treba da definisemo koji su ¢vorovi
granicni, a zatim kako da odredimo priblizne vrednosti resenja u njima.

Slika 3.5: Oblast i mreza u primeru 8

Za h = 0.5 "krst” Sema u unutrasnjim ¢vorovima se svodi na sistem jednacina

4’01 —4’00 =0

1
(va —2v1 +vg) + (v2 — 201 +v3) = T:
1

(v —2va+v1) + (vB —2va +v1) = 3

Granicni ¢vor A pripada granici oblasti, pa je v4 = 1. Vrednost u grani¢nom ¢voru
B se moze oceniti ekstrapolacijom pomoc¢u vrednosti v, i vps na sledeéi nacin:

vB = —%QQ + mUB’a
gde je sa § oznaceno rastojanje izmedu tacaka B’ i B. Tacka B’ je presek kruga i
prave y = %, pajed=1-— @ Stoga je vg = —0.36603v5 + 1.86603. Resavanjem
prethodnog sistema linearnih jednacina dopunjenog poslednjim vezama, dobijamo
da je priblizno resenje u ¢vorovima mreze

vy = v1 = 1.1426, vg = 1.2452, vg =1, vp = 1.4102.
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U primerima 7 i 8 matematicki model je definisan dvodimenzionim Laplace-
ovim operatorom (24). U opstem sluc¢aju, u prostoru dimenzije m, jednostavniji
granic¢ni problemi opisani su Laplace-ovim operatorom dimenzije m,

0%u 0%u
27 Au(zy, ..., Tm) = =—5 + - .
@) (@0 m) S5z 4
Jednacina oblika Awu = f, gde je f data funkcija, je parcijalna diferencijalna
jednacina eliptickog tipa.

3.3 Metoda konaénih elemenata

Granic¢ni problemi, bilo u jednoj ili vise dimenzija, mogu se resavati i varijacionim
metodama.® Aproksimativno resenje se odreduje u unapred zadatom konaéno di-
menzionom prostoru, zadatom bazisnim funkcijama.

Dobar izbor bazisa, koji vodi ka sistemu jednacina sa retkom matricom, je
sustina metode kona¢nog elementa. Ilustrovacemo metodu na matematickom mode-
lu razvijenom u primeru 1. U prethodnim primerima model je resavan metodom
gadanja i metodom konac¢nih razlika, $to nam daje moguénost da poredimo ra-
zlicite numericke metode. Koristi¢emo Ritz-Galerkin-ovu metodu sa linearnim B-
splajnovima kao bazisnim funkcijama.

PRIMER 9. Matematicki model koji opisuje raspodelu temperature u Stapu, ¢iji
se jedan kraj drzi na konstantnoj temperaturi a drugi je izolovan, zadat je bezdi-
menzionim graniénim problemom (primer 1)

(28) u”’(z) — cu(x) =0, w(0) =1, /(1) =0.
Aproksimaciju éemo odrediti u prostoru linearnih splajnova (deo po deo prava),
¢iji je bazis definisan linearnim B-splajnovima (slika 3.6, levo)
1+ %, T e [.’L’Z‘,h.’l?i]
(29) pi(z) = 1—%, T € T xit1] , 1=0,...,m,
0, T & [Tio1, Tit1]

odredenim podelom intervala [0, 1],

n—1
o= {x;|Tig1 —xi=hs,i=0,...,n—1, Zhizl},
i=0
Uzelismodajex_ 1 =x9=0iz,41 =2, = 1. Intervali [z;, z;41], 1 =0,...,n—1,

se nazivaju konacni elementi.
Na levom kraju je zadat nehomogeni Dirichlet-ov grani¢ni uslov (esencijalni),
te ¢emo reSenje traziti u obliku

(30) v(z) = do(x) + Z v ().

6[28], strana 217
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]
I
I
hi_1 ] h;
‘ Ti—1 xT

Slika 3.6: Krov funkcije i njihove slike na kanonskom elementu

S obzirom na izbor bazisnih funkcija, tj. da je ¢;(z;) = d;;, bice

v(0) = ¢o(0) =1, v(z) =wv;, i=1,...,n,
§to znaci da koeficijenti u reprezentaciji (30) predstavljaju priblizne vrednosti resenja
grani¢nog problema u ¢vorovima mreze @. Desni graniéni uslov (prirodni) ¢e odre-
diti formu funkcionala. Ritz-ovi uslovi,

(V" —cv, ¢;) =0, j=1,...,n,

uzimajuéi u obzir da je ¢;(0) =0, j =1,...,n, i uslov na desnom kraju v'(1) =0,
daju, posle parcijalne integracije, jednacine

(31) /Ou’(x)¢;(x)dx+c/0 (@) (@) de =0, j=1,....n.

Zamenom reprezentacije (30) u jednacine (31), dobijamo sistem linearnih jednac¢ina
po koeficijentima v;,

1 n—1 1
(32) /0(¢g¢;+c¢0¢j)dx+zv,;/o (B0 +cpipj)de =0, j=1,...,n.
=1

Sistem linearnih jednac¢ina (32) u matri¢nom zapisu ima oblik
(33) Kv=f

)

gde je K = (k;;) simetri¢na, kvadratna matrica dimenzije n sa elementima

1
kij = / (¢i¢; +coipj)dx, i,j=1,...n.
0

Kako bazisne funkcije (29) imaju kompaktne nosace, matrica K je trodijagonalna,

k?i)j:O, ‘Z'—j‘>1, 1=1,...,n,

x; 1
(34) ki1 = / (@10 + chi—1i) da ki = Z/
XTj—1 jZO xr

T2 2
()" +cpi”) da.

i—1+4j
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Vektor v = (v1,...,v,)" je nepoznati vektor, i £ = (f1,...,fn)" je vektor sa
elementima,

1
== [ Ghos +eong)dz, =1

Na kona¢nom elementu (intervalu) [z;, z;41] razli¢ite od nule su samo bazisne
funkcije ¢;(x) 1 ¢iy1(x). Oznacimo prave koje predstavljaju delove ovih funkcija
na posmatranom elementu sa Ny ;(z) i Na;(z), redom,

1 1
(35) Ny i(z) = —(zit1 — ), Noji(z) = —(x — x;).
hi hi
Tada aproksimacija v(z), data izrazom (30), na elementu [x;, z;41], i = 1,...,n—1,
ima zapis
(36) v(z) = vi¢i(2) + vig10i41(x) = viN1i (@) + vig1 Na (@),

jer su ostale bazisne funkcije na tom elementu identicki jednake nuli. Sistem (33)
se na elementu svodi na dve jednacine

k)
/ +1 ((’UZN{,Z + Ui+1Né’Z-)N]/-$Z-+C(UiN1’Z‘ + ’Ui+1N2’i)Nj’i> dx =0,

j=1,2 i=1,...,n—1.

(37)

Desna strana je jednaka nuli, jer je odredena funkcijom ¢g(z), koja je identicki
jednaka nuli na svim elementima, izuzev na prvom. Na prvom elementu [zg,x1]
aproksimacija je oblika

v(z) = ¢o(x) + v1¢1 (),

i on, u globalnom sistemu (33) daje doprinos samo promenljivoj vy,

x1 x1
(38) Ul/ ((Nz/,o)2 + C(NQ,O)Q) dr = — / (N{,oNz/,o + CNLONZO) dx.
xo To

Globalni sistem (33) se moze odrediti sabiranjem odgovarajuc¢ih koeficijenata sis-
tema po elementima (37)—(38). Asembliranje se sastoji u tome da se saberu ko-
eficijenti uz promenljivu v; sistema (37)—(38), napisanih za elemente [z;_1,z;] i
[€i, xiv1], kojima je ¢vor x; zajednicki ¢vor, za i =1,...,n — 1.

Izracunajmo, prvo, koeficijente sistema (37). Ocigledno je da su svi istog ob-
lika, nezavisno od indeksa elementa i. Stoga ¢emo proizvoljan element preslikati
na kanonski, izracunati koeficijente sistema, i inverznim preslikavanjem odrediti
polazni sistem i-tog elementa. Ako za kanonski element izaberemo interval [0, 1],
preslikavanje proizvoljnog elementa [z;, x;11], ¢ = 0,...,n — 1, na kanonski element
zadato je izrazom

Smenom (39) linearni delovi (35) bazisnih funkcija preslikavaju se u bazisne funkcije
kanonskog elementa N;(t) i Na(t) (slika 3.6, desno),

(40) le({E) = Nl(t) =1-t, NQJ((E) = Ng(t) =1, X € [xi,xzurl], te [0, ].}



64 3. GRANICNI PROBLEMI

Pomocu ovih funkcija preslikavanje (39) moze se zapisati izrazom
x(t) = x;N1(t) + zi41Na (1), i=1,...n—1,

a probna funkcija (36) je oblika

(41) v(x(t)) = viN1(t) + Vi1 Na(t).

Konacni elementi, ¢ije je preslikavanje na kanonski element definisano bazisnim
funkcijama (Sto je ovde slucaj), nazivaju se izoparametarski elementi.
Smenom (39), uzimajuéi u obzir da na osnovu (40) za svako i vazi da je

d d a1, ,
N = (G00) = Mo, =12

integrali (37) transformisu se u integrale

/ (hi (0N} (6) + vis 1 N3 N 1)
(42) '
+C<UiN1(t)+U¢+1N2(t))Nj(t)>hidt:0, j = 1,2.

Ponovo na osnovu (40), oni se mogu zapisati u slede¢em obliku

/01 (h% (Vi — vig1) + chi(vi(1 — t) + vigat) (1 — t)) gt =0

71
/0 (E (Vig1 —vi) + chi(v; (1 —t) + vi+1t)t> dt =0,

§to, posle izracunavanja integrala, daje sistem

V; — Vi41 + Chi
h; 6

V; — Uy Chi
HT + T (7)1‘ + 2’Ui+1) =0.

(2Ui + UZ'+1) =0
(43)

Sistem se moze zapisati u matri¢nom obliku
(44) kivi = (ksﬂ' —+ km,i)vi = O7

gde su matrica krutosti elementa k,; i matrica mase elementa k,, ; jednake

1 (1 -1 h (2 1 , ;
(45) ks = — ) k’mizc , a vie [ ).
’ h1 —1 1 ’ 6 1 2 Vi+1

Izracunavanjem integrala (38) nalazimo da je doprinos prvog elementa [xg,x1] sis-
temu (33) jednak

1 chg 1 chy
4 — 4 Sy =2
(46) T3 M T T e
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Asembliranjem sistema (44) za i = 1,...,n — 1, i jednacine (46), dobijamo da je
sistem (33), dimenzije n?, jednak

(47) (Ke+ Kp)v="1,
gde je K, globalna matrica krutosti,
wta 0
—m wmtn
(48) K, = :
hnl,z + hnl,l - hnl,l
0 RS e

K, globalna matrica mase,

2hgo + 2hq h1 0
h1 2h1 + 2hy  ho

2hn—2 + 2hn—1 hn—l
0 hn—l 2hn—1

a slobodni ¢lan sistema je vektor f = (hi[J - %, 0,...0)".
Ako su svi kona¢ni elementi iste duzine, h; = h, i = 0,...,n — 1, ove matrice
dobijaju jednostavniji oblik

-1 2

2 -1 4 1

0 -1 1 0 1 2
Resenje sistema (47), odredenog sa ¢etiri kona¢na elementa jednake duzine i

izborom bezdimenzione konstante ¢ = 9.6, kao u primeru 1, prikazano je na slici

3.7, levo. Greska opada sa poveéanjem broja elemenata (smanjenjem njihove duzine

h), i ova zavisnost prikazana je na logaritamskoj skali, slika 3.7, desno. 1

Analogno, ali tehnicki mnogo slozenije, primenjuje se metoda konacnog ele-
menta za reSavanje viSe dimenzionih problema.

3.4 Sopstvene vrednosti diferencijalnog operatora

Matematicki model koji opisuje izvijanje grede pod dejstvom boc¢ne sile je, na prvi
pogled, slican modelu raspodele temperature, formulisanom primerom 1. Ipak,
drugaciji grani¢ni uslovi i drugaciji znak koeficijenta jednacine, opisuju sasvim ra-
zli¢it fizicki proces.
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greska =10/

korak = 2'*h

Slika 3.7: ReSenje odredeno sa 4 elementa (levo), i zavisnost greske od broja
elemenata (desno)

PRIMER 10. Greda je pri¢vrséena na jednom kraju, a na drugi kraj deluje sila
u pravcu grede, koja izaziva izvijanje grede. Ukoliko se greda ne polomi pri prvoj
kriticnoj vrednosti sile, ona ¢e nastaviti da se izvija do druge kriticne vrednosti, i
tako dalje. Jasno je da je vrlo vazno znati ove kriti¢cne vrednosti, pri kojima moze
do¢i do pucanja grede.

Opisimo ovaj fizicki proces matematickim modelom. Postavimo gredu duzine
D u pravcu z-ose, tako da je njen levi kraj u koordinatnom pocetku (slika 3.8).
Neka U(X) predstavlja vertikalno pomeranje grede (izvijanje) u tacki X. Dalje,
pretpostavimo da je greda oslonjena na krajevima, U(0) = U(D) = 0. Na desni
kraj grede deluje, u pravcu grede, sila P, usled ¢ega se greda izvija.

; z

D

Slika 3.8: Izvijanje grede pod dejstvom bocne sile

Matematicki model je formulisan grani¢nim problemom

d2U(X)

(51) R—5

=-PU(X), U(0)=U(D) =0,

gde je R konstanta koja karakteriSe elasticnost grede. Kao u primeru 1, smenama
(52) X=Dz, UX)=u(z) za 0<z<1, i c¢=PD?R,
grani¢ni problem (51) svodi se na bezdimenzioni grani¢ni problem

(53) u'(z) + cu(z) =0, u(0)=u(l)=0.
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Jasno je da je u(xz) = 0 jedno resenje problema (53). Nas interesuju netrivijalna
resenja (deformisana greda), kao i vrednosti parametra ¢ za koje postoje netrivijalna
reSenja. Te vrednosti parametra c odreduju kriticne vrednosti sile P za gredu duzine
D i elasti¢nosti R, pri kojima moze do¢i do pucanja grede. Vrednost parametra
¢ za koju problem (53) ima netrivijalno re§enje naziva se sopstvena vrednost, a
odgovarajuce reSenje sopstvena funkcija graniénog problema (53).

S obzirom da je problem sopstvenih vrednosti predstavljen homogenim grani¢nim
problemom, za njegovo numericko reSavanje se koriste ve¢ pomenute metode konacnih
razlika i varijacione metode. Diferencijska Sema koja aproksimira problem (53) sa
greskom O(h?) je, prema (19),

(54) vix,i"_cnvizo, 7::].,...,71—]_7 v():'[}n:()’

gde je sa ¢, oznacena aproksimacija sopstvene vrednosti odredena na mrezi sa
korakom h = 1/n. Semom je, ustvari, definisan problem sopstvenih vrednosti

Av = ¢, v,
(n — 1)-dimenzione kvadratne matrice

2 -1 0 0
1 [-1 2 =1

Neposredno, smenom, moze se proveriti da su sopstvene vrednosti i sopstveni vek-
tori grani¢nog problema (54) jednaki

A o sin kwxq
(55) cmk:ﬁsinz%, vk = : . k=1,....n—1,

sin kmwx,_1

i da predstavljaju diskretizaciju, na ¢vorovima mreze koraka h = 1/n, prvih (n—1)
sopstvenih vrednosti i funkcija kontinualnog problema (53),

(56) cr = k*n?, ug(x) = sin ke, k=1,2,....

T ako kontinualan problem (53) ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti i sop-
stvenih funkcija, diskretizacijom kona¢nim razlikama su odredene aproksimacije
prvih (n — 1) vrednosti, gde je (n + 1) broj ¢vorova mreze diferencijske Seme
(slika 3.9). Pri tome je aproksimacija sopstvene vrednosti to losija sto je k vece.
Zgusnjavajem mreze, tj. smanjivanjem koraka i povecavanjem broja ¢vorova n,
dobijaju se aproksimacije veéeg broja sopstvenih vrednosti i veca ta¢nost aproksi-
macije onih sa nizim indeksom &. ]

Za nalazenje sopstvenih vrednosti i funkcija mogu se koristiti i varijacione
metode, kojima se takode problem svodi na nalazenja sopstvenih vrednosti i vek-
tora matrice. Dimenzija matrice je u ovom slucaju odredena dimenzijom prostora
u kome trazimo aproksimaciju resenja.
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A

1 2 3 4 B 02 7 o5 o5 1
k X

Slika 3.9: Metodom mreze odredene aproksimacije sopstvenih vrednosti (levo) i
funkcija (desno)

Teme

1.1 Putanja projektila ([24], pp.225)

1.2 Teniska loptica ([12],pp.143)

1.3 Skok u dalj ([24],pp.226)

2.1 Izbor najbrzeg puta ([11],pp.71)

2.2 Unutrasnje polje u poluprovodniku ([13],pp.73)
2.3 Raspodela toplote u sfernom zidu ([13],pp.191)
2.4 Teé¢ni kristal ([15],pp.166)

2.5 Catenary kriva ([13], pp.421)

2.6 Disperzija dima iz visokog dimnjaka ([37],pp.150)
3.1 Kapljica vode ([15],pp.163)

3.2 Podmazivanje klizajuéeg nosaca ([2],pp.205)

4.1 Nelinearni primer ([2],pp.217)

4.2 Konopac za preskakanje ([16],pp.188, [15],pp.166)

4.3 Deformacija osovine ([16],pp.192)
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Mesoviti problemi

Kada se modeluju fizicki procesi koji se menjaju sa vremenom, velicine koje se
javljaju u modelu zavise i od prostornih koordinata (a mozda i nekih drugih) i od
vremena. Stoga je prirodno da odgovarajué¢i matematicki model bude definisan kao
Cauchy-jev problem u vremenu i grani¢ni problem u prostoru, Sto ¢emo nazvati
mesovitim matematickim problemom.

4.1 Jednacina provodenja toplote

U uvodnom primeru prethodnog poglavlja, primeru 1, modelovali smo raspodelu
toplote u §tapu, u tzv. stacionarnom slucaju. Naime, parametri problema se nisu
menjali sa vremenom, te i raspodela toplote u Stapu ne zavisi od vremena. Sada
¢emo pretpostaviti da postoji izvor toplote (ili hladenja) koji se menja sa vremenom,
i da se uslovi na granici menjaju sa vremenom.

PRIMER 1. Formulisimo matematicki model koji opisuje raspodelu toplote u
Stapu jedini¢nog poprecnog preseka, ¢ija je temperatura T (x,t), i koji se greje nekim
spoljasnjim izvorom toplote q (apsorpcija, radijacija, struja, hemijska reakcija, ...)

Zakon o odrzanju energije kaze da promena koli¢ine toplote u ma kom elementu
zapremine [z1, Z3] unutar tela mora biti jednaka zbiru koli¢ine toplote koja prolazi
kroz granicu i toplote koja se telu predaje iz spoljasnjeg izvora g,

%(toplotna energija) = —toplotni fluks izlazi kroz o
T

+ toplotni fluks ulazi kroz x; + / qdz.

x1

(1)

Toplotna energija je jednaka integralu toplote po jedinici zapremine, a toplotni
fluks je srazmeran temperaturnom gradijentu

vz oT
(2) toplotna energija = / cT' dzx, toplotni fluks = —k B
T €

69
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gde je c toplotni kapacitet po jedinici zapremine, a k termalna provodljivost. Sme-
nom matematickih zapisa fizickih velicina (2) u zakon o odrzanju energije (1),
dobijamo integralnu formu jednacine difuzije
T2
+ / qdz,
T=x1 1

koja vazi i kada su ¢ i k prekidne funkcije (na primer, kada je Stap napravljen od
razli¢itih metala).
Da bismo dobili diferencijalnu formu jednacine, uoc¢imo da vazi

d ™ 29T
— Tdx = —d
’ dt /HC1 oo /zl “or
§to, zamenom u (3), daje

200 0, 0T

Da bi izraz (4) vazio za proizvoljan interval [z1,z2], podintegralna funkcija mora
biti jednaka nuli, Sto daje diferencijalnu formu jednacine difuzije

d [* oT
3 — Tdr=k—
®) dt J,, oar Ox

oT
_ké‘_x

=2

oT
o) ke Tk

T=T2

/8k8T or

1 r=x1

or o kOT

Ako je k konstanta, dobijamo jednostavniji oblik ove jednacine

2
“ or _ T

ot 0z +@

gde je k = k/c toplotna provodljivost (difuzivnost) materijala, a @ = g/c toplotni
izvor po jedinici zapremine. Jednacina (6) je parcijalna diferencijalna jednacina
paraboli¢kog tipa! i naziva se jedna¢ina provodenja toplote. Jednacina difuzije ne
opisuje samo Sirenje toplote, ve¢ se njom moze modelovati, na primer, i zagadenje
vode ili vazduha, i sli¢no. 1

U m-dimezionom slucaju jednacina je oblika

oT

— =k AT

5 — AT+ E,
gde je A Laplace-ov operator definisan formulom (3.27). U stacionarnom slucaju
temperatura u tacki se ne menja sa vremenom (97 /0t = 0), pa zadovoljava Poisson-
ovu jednacinu (jednacina eliptickog tipa, §3.2)

PRIMER 2. Odrediti raspodelu temperature u izolovanom Stapu, koji na kraje-
vima ima stalno temperaturu jedngku nuli, a pocetna raspodela temperature je
odredena funkcijom T'(x,0) = e~ 10%" x € [~1,1] (posle skaliranja).

1[18], strana 176
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Matematicki model stapa definisan je mesovitim problemom zadatim jedna¢inom

or  0°T
7 — =7 -1,1], t>0,
grani¢nim uslovima
(8) T(-1,t) =T(1,t) =0, t>0,
i poc¢etnim uslovom
(9) T(z,0)=e 19" ze[-1,1].

Po prostornoj promenljivoj z problem je granicni, i definisan je grani¢nim uslovima
(8). Kako je opisano u prethodnom poglavlju, metodom mreze problem se aproksi-
mira na mrezi

wp, = {z;, |xi:ih,i:—n,...,n, h==},
n
za, svako t, diferencijskom Semom

T
a—(xi,t)sz(xi,t), i=-n+1,...,n—1,

(10) ot
T(x_pn,t) =0, T(xpn,t) =0.

U jednac¢inama (10) i dalje postoji izvod po vremenu. Problem (9)—(10) je pocetni
problem po vremenu u svakom ¢voru z;, ¢ = —n + 1,...,n — 1, mreze wy, jer je
zadato T'(x;,0) uslovom (9). Aproksimiramo ga na novoj mrezi, po t,

tmax

WT:{tja|tj:j7_aj:07"'>m77—: m }a

gde tmax definiSe vremenski interval u kome posmatramo problem. Primenimo
neku od metoda tipa Runge-Kutt-a, polazeéi od pocetne vrednosti zadate funkcijom
(9), ¢ime vrsimo potpunu diskretizaciju problema (7)-(9) na mrezi

(11) wp X wr = {(x;,t;),i=—-n,...,n,j=0,...,m}.
Ako primenimo osnovnu Euler-ovu metodu, dobijamo tzv. eksplicitnu Semu

vl =l i=-n4+1,...,n—1, j=0,....,m—1,

N X,
(12) j j 0 —1022
vl, =v), =0, v, =e ‘,

gde smo oznacili pribliznu vrednost temperature u évorovima mreze (11) sa v! ~

i
T(z;,t;). Ako aproksimiramo izvod po vremenu kona¢nom razlikom unazad, dobi-
jamo tzv. implicitnu diferencijsku semu

J+1 _ j+1 s S
Vi = Vrpo i=—-n+1,....n—-1, j57=0,....m—1,
J 0 _ ,—10]

— ) —
vl, =v), =0, v;
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i
g T, e |
m g . £
8 —— o . Y .

(1)) G {#1)) 1) (i) (i+1) @)

Slika 4.1: Sablon eksplicitne (levo), Crank-Nicolson-ove (sredina) i implicitne
(desno) seme

Sema sa tezinama dobija se kao zbir formule (12), pomnozene tezinskim koefici-
jentom (1 — o), i formule (13), pomnozene tezinskim koeficijentom o (0 < o < 1),

. . . i=-n+1,....n—1
J i Jj+1 ’ ’ )
Uti—(l_a)vm,i"'av

s Tx,1?

(14) j=0,...,m—1,
vin = v% =0, v? = 67101?,
jer je vgj.l = viz Za o = 0.5 dobija se tzv. Crank-Nicolson-ova Sema, koja je

tacnosti O(7%) po vremenu i numericki je stabilna. Slika 4.1 prikazuje tzv. Sablon,
pozicije na mrezi (11) évorova kojima su pridruzene vrednosti resenja koje ucestvuju
u (4, j)-jednacini sistema (14). Nepoznate vrednosti su uokvirene. O¢cigledno je da
se u eksplicitnoj semi (slika levo) one direktno rac¢unaju, jer svaka jednacina sadrzi
samo jednu nepoznatu. U Crank-Nicolson-ovoj (slika u sredini) i implicitnoj semi
(slika desno) svaka jednacina sadrzi tri nepoznate veli¢ine, te je potrebno na svakom
vremenskom nivou j reSavati sistem sa trodijagonalnom matricom. Ovaj zakljucak
vazi kad god je o # 0.

S obzirom da su Seme (12) i (13) obuhvadene semom (14) (prva se dobija za
o =0, adruga za o = 1), reSava¢emo problem (7)-(9) Semom sa tezinama (14). Kao
§to je reteno, ona na svakom vremenskom nivou, za j = 0,...,m — 1, predstavlja
sistem linearnih jednacina sa trodijagonalnom matricom

— g v (L 2gg) ol = Tl = mtlne 1,
l—o)r 20—y ; (1—o0)7
(15) :( hz) v+ (1= ( 2 ) )Uzj""( hz) Vi
vin:vgz:()-
0 —10z7

Desna strana sistema za j = 0 je odredena pocetnim uslovom v; = e , a7za
j > 0 prethodno izrac¢unatim vrednostima na nivou (j — 1). ReSenje Seme (14)
je predstavljeno na slici 4.2. Slika levo predstavlja reSenje odredeno eksplicitnom
gemom (0 = 0), a slika desno predstavlja resenje odredeno implicitnom Semom
(o0 = 1), za isti izbor koraka h = 0.1 i 7 = 0.05. Nestabilnost eksplicitne seme
je ocigledna. Da bi se ovom Semom dobilo stabilno resenje potrebno je da odnos
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koraka po vremenu i koraka po prostoru bude mnogo manji. Dakle, jednostavniji
racun na svakom vremenskom nivou mora se kompenzovati mnogo veéim brojem
vremenskih nivoa (manjim korakom 7), da ne bi doslo do nagomilavanja racunske
greske. 1

o=1

Slika 4.2: Promena temperature u Stapu sa vremenom

4.2 Talasna jednacina

Talasna jednacina opisuje razlicite fizicke pojave, kao $to su zvuéni talas, mreskanje
(talasanje) vodene povrsine, oscilovanje Zice ili membrane, ali i elektromagnetene
talase. Dve glavne osobine talasa jesu da se oni prostiru kona¢nom brzinom kroz
sredinu, i da prenose energiju kroz tu sredinu ne proizvodeéi trajnu promenu sre-
dine.

PRIMER 3. Izvedimo jednodimenzioni matematicki model koji opisuje konvekciju
(convection = prenosenje, strujanje) fizicke veli¢ine u konstantnom brzinom c.

u = sin (12(x+0.1)?)
LAREN

0.5

Slika 4.3: Kretanje veli¢ine sa vremenom u desno (¢ > 0), ili u levo (¢ < 0)
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Velicina u u datoj tacki zavisi od polozaja tacke na z-osi i trenutka u kome
posmatramo tu tacku, u(x,t). U pocetnom trenutku posmatranja, za ¢t = 0, neka
je ova veli¢ina zadata funkcijom u(x,0) = ug(z), tzv. pocetnim uslovom. Pret-
postavimo da se profil ug(x) tokom vremena, bez promene oblika, konstantnom
brzinom ¢ pomera udesno. U trenutku ¢ on se pomerio za rastojanje ct (slika 4.3,
levo). Ako novi koordinatni pocetak postavimo u tacku x = ct, rastojanje od njega
je &€ = x — ct. Posto se oblik funkcije nije promenio, mora biti

(16) u(z,t) = up(§) = up(x — ct).
Kako je
gu _ ug gu _ —cuy
ox U ot Y

funkcija u(x,t) je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine

ou ou
(17) 5 T Cor =0
Na primer, resenje ove jednacine je i funkcija sin k(z — ct), koja predstavlja osnov
Fourier-ove analize.
Ako se pocetni profil pomera ulevo, translacija ¢e biti definisana smenom 7 =
x + ct (pretpostavlja se da je brzina ¢ pozitivna), tako da je funkcionalna zavisnost
od vremena u ovom slucaju (slika 4.3, desno) izrazena funkcijom

(18) u(z,t) = ug(n) = uo(x + ct).
Parcijalna diferencijalna jednac¢ina, ¢ije resenje je funkcija (18), je

ou ou

1z izraza (16) (ili (18)) jasno sledi da resenje ima istu vrednost uo(X) u svim
tackama (z, t) ravni za koje vazi da je

(20) x—ct=X — u(z,t) = up(X).

Prava x — ¢t = X naziva se karakteristika. To je, dakle, prava duz koje se vred-
nost funkcije u, koja postoji u pocetnom trenutku u tacki X, prenosi bez promene
kroz prostor i vreme. Nagib i oblik karakteristike odreduje brzina c¢. Ako je brzina
konstantna, kao $to je slucaj u prethodnom primeru, karakteristike su prave linije,
medusobno paralelne. Na slici 4.4 to su prave linije u ravni (z,t) koje odgovaraju
razli¢itim vrednostima za X. Ako je brzina funkcija promenljivih x i ¢, karakteris-
tika je kriva linija, koja moze biti i prekidna, ukoliko je brzina i funkcija resenja u
(udarni talasi).

PRIMER 4. Opisati matematickim modelom prostiranje talasa.

Kada bacite kamen u vodu, talas se prostire u svim pravcima. U jednodimen-
zionom slucaju, talas se prostire i levo i desno. Matematicki model prostiranja
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u(x,t)

U(x.0)= e—100(x—0.3)2

0.5

Slika 4.4: Kretanje duz karakteristika

talasa bi trebalo da opisuje konvekciju u oba smera, i da resenje ovog modela sadrzi
i resenje jednacine (17) i reSenje jednacine (19),

(21) u(z,t) = v(§,n) = f(§) +9(n) = f(x —ct) + g(x +ct),
gde je
(22) f(x) +g(x) = u(z,0) = uo(x).

Kako su ¢ i n nezavisne promenljive, to je

0?v
(23) gear =
Sa druge strane, s obzirom na vezu (21) i uvedene smene
(24) p=gErn, 1=,
2 2c
sledi da je

S
7N
Q.D|Q>
I <
~
I
S
/—\

Ouds 0w oty _ 0 (10w, 1 ou
Oxr on = Ot On) 06\ 2 Oz 2082&
9 (Lou_Low\ 10 (1ou 1o
0x\2 0x 2c Ot 2¢ Ot \2 0xr 2c Ot

1 [ ,0%u 9%
= — cC — — —
4c? o0x2 o2 )’
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. ex 2 . . . 92u  __ 03u . . s . ..
gde je koriS¢ena osobina izvoda da je 57 = #5,. Uzimajudi u obzir jednacinu

(23), dobijamo jednodimenzionu talasnu jednac¢inu

0%u 0%u
(25) — =c? —.
ot? Ox?
Ova parcijalna diferencijalna jednacina reda dva naziva se jednacina zice koja
treperi, i spada u jednagine hiperbolickog tipa?. U viSedimenzionom slu¢aju ona je
oblika o2
u 2
— =c"Au+ P,
ot?
gde su u, ¢i P funkcije vremena ¢ i prostornih koordinata 1, ...z, a A Laplace-ov
operator (3.27). Brzina c i slobodni ¢lan P mogu zavisiti od reSenja u, Sto definise

mnogo slozenije nelinearne modele.

Ocigledno je da funkcije f i g ("desni” i ”levi” talas) nisu jednoznaéno definisane
pocetnim uslovom (22). Za potpuno odredenje partikularnog resenja Cauchy-jevog
problema talasne jednacine (25) u neogranic¢enoj oblasti potrebno je zadati i drugi
pocetni uslov. Taj uslov se definiSe zadavanjem prvog izvoda reSenja u trenutku ¢ =
0, posto je ovo diferencijalna jednacina reda dva po promenljivoj ¢ (vidi poglavlje
2 o Cauchy-jevim problemima za obi¢ne diferencijalne jednacine),

ou

(26) E(m, 0) = ui(x), r eR.

Sada je, na osnovu (21),
(27) ui(z) = —c f'(z) +cg'(z).
Integraljenje jednacine (27) od z¢ do x daje jednacinu
1 xr
o [ wlds = fao) = £@) + 9(a) ~ glao).
o

§to, zajedno sa (22), ¢ini sistem jednacina po funkcijama f(z) i g(z), ¢ije resenje je

(29) F@) = guo(@) = 5 [ ) ds = 3 (gta0) — f(a0))
(29) @) = guo(e) + - [ urls)ds+ 3 (gte) — S(w0))

Uvrstimo dobijene funkcije u resenje (21), pri ¢emu treba zameniti z sa  — ¢t u
(28) i sa x + ct u (29). Posle sabiranja, dobijamo tzv. D’Alambert-ovo resenje

1 x+ct
u(zx,t) = 3 (uo(x — ct) +ug(x + ct)) + % / ui(s)ds
r—ct

2[18], strana 192
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Cauchy-jevog problema za homogenu talasnu jednacinu

O*u(w,t) 2 0u(z,t)

= , r€eER, t>0,
(30) 8t2 ax2
Ou(z,0)
U(SE,O) _UO(m)v ot _ul(x)
i i
u o0 612 u _ _-100(x-05)°
U = g-100x-05) uy=e
u,=0 U =x
1 ~
’ \
! v
' \
’ \
- ! B
\
05t - ~ 051 :l N ' .
Y R B \ \
1 \ \ y
PN S i : .
‘ v ! \ ! A -
; \ E y /
‘ \ \ :
I L \ ;
! \ h
! \ B
‘ " ;
A \ ;
R N B
i o5 PR () 05 . !
1 1
u u = e—mo(x—oﬁ)z )
o u _ o-100c-0.5)
uu—e

u =0

u,=x

Slika 4.5: ReSenje talasne jednacine reda dva

Slike 4.5, gore, pokazuju pocetni uslov ug i reSenje problema (30) posle vremena
T/3, za razli¢iti izbor drugog pocetnog uslova, funkcije u;. Donje slike pokazuju
3D grafike istih talasa (u (z,t) koordinatnom sistemu).

S obzirom da je reSenje problema (30) funkcija ¢ije reSenje je superpozicija dva
talasa, jednog koji se krece levo i drugog koji se krece desno konstantnom brzinom
¢, pocetna vrednost resenja u tacki xzg, u(xo,0), uticate na vrednost reSenja u
oblasti odredenoj karakteristikama x — ¢t = zo 1  + ¢t = zo (slika 4.6, levo).
Vrednost resenja u tacki xg u trenutku ¢g bi¢e odredena pocetnim uslovom zadatim
u intervalu [xg — ctg, o+ ctp], odredenom karakteristikama koje prolaze kroz datu
tacku (z,%o) ravni (slika 4.6, desno).

Jasno je da pri konstrukciji numerickih metoda treba voditi ra¢una o ovim
fizickim karakteristikama resenja, tj. da pocetni interval [xg — ctg, 29 + ctp] od
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\ Oblast uticaja / Xty

X X
(%5,0) (xg=Cty) Interval zavisnosti (xg*cty)

Slika 4.6: Oblasti zavisnosti i uticaja odredene karakteristikama

koga zavisi reSenje u tacki (zg, to) treba da pripada oblasti koja odreduje numericko
reSenje u toj tacki. Od poklapanja ovih domena zavisi stabilnost i disipativnost
numericke metode. Tustrovaéemo prethodni komentar na jednacini (19), izvedenoj
u primeru (3).

PRIMER 5. Odrediti priblizno reSenje Cauchy-jevog problema

au@

(31) e + oz

=0, uo(z) = ¢ 100(@=0-3) reR,

periodi¢no na intervalu [0, 1].

Kao i u primeru 2 za jedna¢inu provodenja toplote, diskretan problem resavamo
na mrezi w, X w,, definisanoj formulom (11). U jednacini se javljaju prvi izvodi
po vremenskoj i prostornoj promenljivoj, te ¢emo ih aproksimirati koli¢nicima
kona¢nih razlika reda jedan, pri ¢emu mozemo koristiti kona¢ne razlike unapred
ili unazad. Za aproksimaciju izvoda po prostornoj promenljivoj izbor Seme i ko-
raka treba izvrsiti tako da karakteristika pripada numerickom domenu (Srafirane
oblasti na slici 4.7).

Uzvodna shema )
Nizvodna shema

o
©

o
O

5 A e L O
CFL>1 CFL=1 CFL<1 X e d d

Slika 4.7: Optimalan izbor diferencijske Seme
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Cvorove Seme treba izabrati iz pravca odakle talas dolazi, tj. uzvodno. Kada se
talas kreée sa leva na desno, koristi¢emo konac¢ne razlike unazad, a kada se krece
sa desna na levo, konacne razlike unapred,

Py L0 ) e (=) =0
(32) -

ou ou Lo ' L

E_Ca_mzo ;(vg“—vf)—c—(vfﬂ—vz)—o

Ovakva Sema naziva se uzvodna diferencijska Sema.

Slika 4.7, levo, pokazuje da nije dovoljno izabrati uzvodnu Semu da bi odgo-
varajuca karakteristika pripadala numerickom domenu. Potrebno je da nagib karak-
teristike 1/c bude veéi od nagiba granice numerickog domena 7/h, Sto se izrazava
tzv. Courant-Friedrichs-Lewy-jevim uslovom stabilnosti diferencijske seme

<1, stabil
CFL — ¢ T <1, stabilna
h |>1, nestabilna.

CFL =1 X CFL =1, ¢>0, du/dx=A u‘lh

Slika 4.8: Uticaj odnosa koraka po vremenu i prostoru na diferencijsku semu
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Slika 4.8 prikazuje grafike numerickih reSenja problema (31) pri razlicitim iz-
borima koraka i Seme. Punom linijom je prikazan pocetni uslov, i ova funkcija se,
kako smo ve¢ zakljucili u primeru 3, sa vremenom pomera udesno bez promene ob-
lika. Kada se koristi uzvodna Sema uz uslov da je CFL < 1, reSenje je stabilno, ali
se pocetna funkcija 8iri i smanjuje (disipacija - slika gore levo). Ista Sema za izbor
CFL > 1 pokazuje nestabilnost sa oscilacijama do veli¢ine 6 (slika gore desno), a
za izbor CFL = 1 numericko resenje je identi¢no tac¢nom resenju (slika dole levo).
Kona¢no, ako se izabere nizvodna Sema (numericki domen predstavljen na slici
4.7, desno), numericko resenje je jako nestabilno (vrednosti reda veli¢ine 1018), bez
obzira na vrednost CFL broja (slika dole desno). 1

Sliéno Semi sa tezinama (14), koja se koristi za resavanje jednacine provodenja
toplote, za reSavanje talasne jednacine (25) koristi se Sema sa tezinama sa dva
tezinska koeficijenta,

(33) Ugt,i =0 11%;11-4—(1—01 —O'Q)U%x’i+020%;71i, j=1,...,m—1,

gde je 0 < 01, 09 < 1. Umesto dva vremenska sloja koja se javljaju u Semi (14),
u Semi (33) povezana su tri vremenska sloja, $to je posledica aproksimacije drugog
izvoda po vremenu konacnom razlikom reda dva. Sema je eksplicitna za oy = 0,
jer se tada u jednacini javlja samo jedna nepoznata veli¢ina v; 1 (slika 4.9, levo).
Ako je o1 # 0, Sema (33) predstavlja na svakom vremenskom sloju (za svako j > 0)
sistem linearnih jednacina sa trodijagonalnom matricom (slika 4.9, desno).

] ]
[ L F | a
1+1) (i-1,+1) (1) (+Lj

vV— " v : r \2 v
1) W 1) (-1) i) (+1)

(-1j-1) -1 (+1-1) ‘ [ (-1j-1) (1) (+1j-1)

Slika 4.9: Sablon za eksplicitnu (levo) i implicitnu (desno) Semu sa tezinama

U jednagini (33) vektor vit! = {... ™' ... vit1 ...} je nepoznati vektor,
a vektori v/ i v/~! su poznati. Oni se odeduju ili izra¢unavanjem u prethodnim
koracima, ili na osnovu zadatih pocetnih uslova (30), ako je j =01ili j =1,

(34) Lo
vy ; = uy (), odnosno v =wv; + Tug(a).
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Izrazima (33)-(34) je aproksimiran Cauchy-jev problem (30), definisan na beskonac-
noj oblasti (realnoj pravoj). U prirodi je obi¢no sredina u kojoj se prostire talas
ogranicena, ili se pretpostavlja periodi¢nost talasa. To zahteva zadavanje uslova
na granici intervala [a,b] (ako razmatramo jednodimenzioni slucaj, kao do sada)
opsSteg tipa,

(35) alul(aﬂ t) + /Blu(a7 t) = p(t), a12u/(b’ t) + 62“(1)’ t) = Q(t)v t>0,

gde su ag, Bk, k = 1,2, poznate konstante, a p(t) i ¢(t) poznate funkcije, ili peri-
odi¢nih graniénih uslova

(36) u(a,t) = u(b,t), u'(a,t) = u'(b,t).

Jednacine (30),(35) ili (30),(36) definisu meSoviti problem za talasnu jednacinu,
koji se resava diferencijskom Semom na mrezi (11).

PRIMER 6. Modelovati oscilovanje Zice koja je

(i) u¢vrséena na krajevima,

(ii) izloZena je dejstvu sile, ¢ija je zavisnost od prostora i vremena predstavljena
funkcijom f(x,t) = 2% + 2, pod pretpostavkom da je duzina Zice normirana na
jedinicu duzine,

(iii) oblik Zice na pocetku posmatranja je definisan funkcijom sin (wz) (uz istu
pretpostavku o normiranosti),

(iv) pocetna brzina oscilovanja %(w,()) je jednaka nuli.

Matematicki model opisanog fizickog problema je

2 2
8_“:%+x2+t2, O<z<1, t>0,
otz 0x?
(37) ;
u(0,t) =u(1,t) =0, u(z,0) = sin (rz), a—?(m,()) =0.

Resimo mesoviti problem (37) diferencijskom Semom sa tezinama ta¢nosti O(h? +
72). Promena Seme sa tezinama (33), koju treba prilagoditi ovom modelu, sastoji
se u dodavanju slobodnog ¢lana zadatog funkcijom f(z,t) (tacka (ii)),

. i1
J .zalvfr

(38) vft,z zTx,l + (1 — 01— 02) ’U%a:,i +o02 (U%;; + f(xlv tj)v

1=1,...,n—1, j=1...,m—1
Grani¢ni uslovi (i) odreduju vrednosti resenja na krajevima zice,
(39) u(0,t) = u(1,t) =0, — v = vl =0, j=0,...,m,
a uslov (iii) definiSe pocetni oblik zice
(40) u(x,0) = sin (7x) — v = sin (7x;), i=0,...,n.

Drugi pocetni uslov (iv) je definisan prvim izvodom, koji, prema zahtevu zadatka,
treba aproksimirati sa ta¢noséu O(72). Aproksimacije v}, odredene formulom (34),
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nisu zadovoljavajuée jer je tac¢nost aproksimacija reda O(7). Da bismo dobili
aproksimaciju prvog izvoda trazene tac¢nosti, potrebno je u Taylor-ovom razvoju
zadrzati i sledeéi ¢lan,

uy(x,0) = = (u(z,7) — u(z,0))
72 0%u
2 02

N

ou
(u(x, 0)+7 E(m, 0) +

ou T 9%u

B AR

Prvi sabirak je zadat poGetnim uslovom (iv) i jednak je nuli, a drugi je zadat samom
jednacinom i pocetnim uslovom (iii),

(z,0) + O(T%) — u(w, O))

(z,0) + O(7?).

o? 02
871;(%0) = 8—;;(95,0) + f(x,0) = —7? sin (7z) + 22

Zamenom u (41) dobijamo da je
ug(x,0) = g (—n?sin (wz) + 2%) + O(?),

te zanemarivanjem ¢lana O(72) dobijamo da je drugi pocetni uslov diskretnog prob-
lema jednak

2
(42) v} = sin (7x;) + % (27 — n°sin (7x;)), i=0,...,n.
Objedinjavanjem aproksimacija (38), (39), (40) i (42) dobijamo diskretan model
problema (37),

v? = sin (1),

2
v}:sin(wxi)JrT—( 12*7728111(”%)), i=1,...n—-1,

2

i+1 i+1 i+1
—coq vﬁfl +(1+ 2001)11174' —coy vﬁ'l

=c(1 =01 = aa)vl_y + 2(1—c(l—01— 02))”g +c(l—o01— Uz)vzjﬂ

+eopv! ] — (142co)0) !+ coy vf_:f + 7% (22 —|—t§),
USZU%ZO, 7=0,1,...,

gde je uvedena oznaka ¢ = 72/h%. Ako je o1 = 0 Sema je eksplicitna. Kada je
o1 # 0 Sema je implicitna, jer se mora resavati sistem linearnih jednacina da bi se
odredile nove vrednosti resenja. Od vrednosti parametra c zavisi stabilnost Seme.
Za izbor parametra ¢ = 1.12 (h =0.11i 7 = 0.11) eksplicitna Sema (o1 = 02 = 0 je
ocigledno nestabilna (slika 4.10, levo), a implicitna Sema sa tezinama za isti odnos
koraka po vremenu i prostoru je stabilna (slika 4.10, desno, za 01 = 1/3, 09 = 2/3).

|
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Slika 4.10: Eksplicitna i implicitna diferencijska Sema

Teme

1.1
1.2
1.3
14
1.5
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Analiza hemijskog uzorka putem zagrevanja ([37], pp.6)
Zagrevanje povrsine ([13],pp.195, [11],ch.7)

Busenje laserom ([3],pp.83)

Raspodela toplote u sfernom zidu ([13],pp.191)

Difuzni modeli u biologiji ([10],ch.10, [15],pp.172)
Protok saobradaja ([21],pp.41)

Stabilnost diferencnih Sema za talasnu jednacinu ([31])
Protok granula u levku ([37], pp.83)

Ispitivanje zile uglja zvukom ([37], pp.78)

Detektovanje podmornice zvukom ([37], pp.68)

Dinamika pantografa (uredaj za napajanje elektri¢ne lokomotive) ([37],
pp-40,50)
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