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Predgovor

Teorija Berovih prstena a posebno teorija Berovih prstena sa involucijom ima svoje
duboke korjene u funkcionalnoj analizi, zapravo u von-Nojmanovoj teoriji opera-
tora definisanih na Hilbertovom prostoru, kao i u teoriji AW™ algebri mada je jako
povezana i sa teorijom mreza imajuéi u vidu da neke apstraktne mreze projekcija

AW™ algebri imaju strukturu neprekidne geometrije.

Disertacija je strukturno koncipirana u tri dijela.
1. Involutivni prsteni.

2. Kvazi-Berovi prsteni.

3. Armendarisovi prsteni i rigidni prsteni.

Prvi dio je vezan za involutivne prstene. Najprije je dat pregled osnovnih pojmova
vezanih za ekvivalentne projekcije u involutivnom prstenu. U ovom dijelu je dokazano
da ekvivalentnost projekcija u ‘prstenu sa involucijom indukuje izomorfizam odgo-
varajuéih uglova u prstenu (Teorema 1.1). Potom je uvedena klasa Rikartovih prstena
sa involucijom i dokazano da ako u Rikartovom prstenu sa involucijom postoji pro-
jekcija e takva da je e ~ 1 —e tada je u prstenu element 2 = 1+ 1 invertibilan (Lema
1.1).

Poglavlje 1.3 je vezano za uvod u Berove prstene sa involucijom gdje na veoma kon-
cizan nacin dolazi do izrazaja teorija mreza jer u Berovom prstenu sa involucijom

skup projekcija ima strukturu mreze. Poglavlje 1.5 je vezano za veoma vazan pojam



centralnog pokrivaéa proizvoljnog elementa u prstenu. Poglavlje 1.6 ima interesan-
tan aspekt vezan za teoriju proSirenja u involutivnom prstenu gdje je dokazano da
u Rikartovom prstenu sa involucijom koji sadrzi projekciju e takvu da je e ~ 1 — e
za svako x-uredenje postoji proSireno uredenje. Isto tvrdenje vazi i u Rikartovom
prstenu sa involucijom koji zadovoljava WSR, aksiom i sadrzi projekcije e, f takve da
je ef — fe invertibilno. Potom je u poglavlju 1.5.1 uvedena relacija uopstene uporedi-
vosti projekcija (GC), kao isvojstva (PC) i zakon paralelograma koji ima veoma veliku
primjenu u Von Nojmanovim algebrama operatora (vidjeti [2]). U odjeljku 1.5.3 raz-
matraju se pitanja reprezentacije involutivnog prstena pomodu prstena matrica gdje
Je dokazano da ako u prstenu postoji ortogonalna dekompozicija jedinice medusobno
ekvivalentnim projekcijama tada prsten ima matri¢nu reprezentaciju. Takode je raz-
matrana matriéna reprezentacija PI-Berovih, homogenih, ogranicenih i neprekidnih
Berovih prstena. Dat je potreban i dovoljan uslov za ekvivalentnost ortogonalnih
projekcija u slabom Rikartovom prstenu sa involucijom.

Glava 2 vezana je za kvazi-Berove prstene i PQ-Berove prstene koje je uveo W.
E. Clark. Uglavnom su izlozeni rezultati koji se odnose na prim-prstene, semicen-
tralno redukovane prstene kao i na karakterizaciju PQ-Berovih prstena (propozicije
2.0.8, 2.0.9). Poglavlje 2.1 govori o odnosu izmedu PQ-Berovih i kvazi Berovih
prstena. IzloZeni su rezultati vezani za reference {17]i [20] gdje vidimo da osobina
kvazi berovosti PQ-Berovog prstena lezi u kompletnosti mreze ideala generisanih li-
jevo semicentralnim idempotentima. Poglavlje 2.1.1 je vezano za karakterizaciju PQ-
Berovih prstena koji sadrze kompletan skup trougaonih idempotenata ([15],(16]), a
poglavlje 2.1.2 je vezano za karakterizaciju PQ-berovosti prstena R[[z]] gdje se vidi
da se osobina PQ-berovosti prenosi sa prstena R uz dodatni uslov da svaka prebrojiva
familija idempotenata ima uopS§teni supremum. Poglavlje 2.3 vezano je za generali-
zovane Berove prstene.

Glava 3 je strukturno vezana za Armendarisove i rigidne prstene. Klasa Armendariso-

vih prstena ima korjene u klasi redukovanih prstena. Teoretski njen najveéi znacaj je u



¢injenici da u ovoj klasi postoji bijekcija izmedu skupa anihilatora prstena R i odgo-
varajuéeg polinomijalnog prstena R[z|(Hirano). Dokazane su osobine zatvorenosti
klase rigidnih i slabo rigidnih prstena za direktne proizvode kao i tvrdenje da se os-
obina rigidnosti prenosi sa prstena na odgovarajuéi polinomijalni prsten. Takode je
naveden rezultat vezan za referencu [28] koji govori da se osobina slabe rigidnosti
prenosi sa prstena R na neke potprstene' prstena M, (R). Poglavlje 3.1 vezano je
za Armendarisove prstene Loranovih redova gdje su date dvije vazne karakterizacije
o-kosih Armendarisovih prstena (Teoreme 3.8, 3.9 ) a takode dokazana i teorema
koja daje dovoljan uslov za prenoSenje osobine redukovanosti sa prstena R na prsten
R[[z;0]). U poglavlju 3.1 dokazano je da izomorfizam prstena ¢uva slabu kosu Armen-
darisovu strukturu ( Lema 3.1) a primjenjujuéi ovo tvrdenje dat interesantan primjer
slabog kosog Armendarisovog prstena koso simetri¢nih matrica. U sljedeéem dijelu
je dokazana osobina zatvorenosti klase slabih Armendarisovih prstena za direktne
proizvode (Teorema 3.1.2), kao i Cinjenica koja govori da se osobina slabe armen-
darisovosti prenosi sa faktor prstena R/I na prsten R pod pretpostavkom da je I
nilpotentan ideal. U poglavlju 3.2 se razmatraju Berovi i rigidni prsteni, poglaviju
3.3 kosi polinomijalni prsteni nad kvazi Berovim prstenima, a poglavlje 3.4 vezano
je za semikomutativne prstene. Disertaciju zavrSavamo odjeljkom vezanim za sps-
Armendarisove prstene vezane za referencu [34] gdje vidimo da se u ovoj klasi osobina
berovosti i kvazi berovosti prenosi sa prstena R na odgovarajuéi kosi polinomijalni

prsten.

Na kraju rezimiramo autorov originalni doprinos disertaciji odnosno originalne
rezultate disertaéije.
Teorema 1.1 pokazuje da ekvivalentnost projekcija u prstenu indukuje izomorfizam
odgovarajuéih uglova u prstenu. Lema 1.1 dokazuje egzistenciju inversa elementa
2 =1+ 1 pod pretpostavkom egzistencije projekcije e koja je ekvivalentna sa 1 — e.
Teoreme 1.8 ,1.9 dokazuju egzistenciju proSirenog uredenja u prstenima sa involuci-

jom. Teoremsa 1.11 dokazuje matri¢nu reprezentaciju involutivnog prstena u kome



postoji ortogonalna dekompoziéija jedinice medusobno ekvivalentnim projekcijama.

Teorema 1.12 daje karakterizaciju ekvivalentnosti ortogonalnih projekcija. Teoreme
3.1 i 3.3 dokazuju da je klasa rigidnih odnosno slabo rigidnih prstena zatvorena za
direktni proizvod. Teorema 3.5 dokazuje da se osobina rigidnosti prenosi sa prstena R
na prsten R[z]. Teoreme 3.813.9 daju karakterizaciju o-kosih Armendarisovih prstena
Rlz,z7';0]i R[[z,z7};0]]. Teorema 3.10 daje potreban uslov da prsten R[[z; o]| bude
redukovan u slucaju redukovanosti prstena RE. Lema 3.11 dokazuje da izomorfizam
prstena Cuva, na izvjestan nacéin, Armendarisovu strukturu. Teorema 3.11 daje in-
teresantan primjer kosog Armendarisovog prstena matrica. Teorema 3.12 dokazuje
zatvorenost klase slabih Armendarisovih prstena za direktni proizvod. I kona¢no teo-
rema 3.13 pokazuje da se svojstvo armendarisovosti moZe prenijeti sa faktor prstena

R/I na prsten R u sluéaju nilpotentnosti ideala I.

Tokom svakog ozbiljnog poduhvata, kakav je i izrada disertacije, prirodno je da
se stvaraju odredene prepreke. Svima onima koji su doprinijeli da moje prepreke
postanu premostive dugujem veliku zahvalnost. Za pocetna istrazivanja disertacije
veliku zahvalnost dugujem Prof. Dr Biljani Zekovié. Posebnu zahvalnost dugujem
svom mentoru Prof. Dr Zarku Mijajloviéu koji je pratio moj nauéni razvoj jos od post-
diplomskih studija i koji za mene, na izvjestan naéin, predstavlja uzor i u ljudskom i
nau¢nom pogledu. Najvetu zahvalnost dugujem Prof. Dr Slobodanu Vujosevi¢u koji
je istinski zasluzan za oblikovanje zavr$nih rezultata disertacije u §to bolju formu i

koji me je tokom izrade disertacije, zajedno sa mentorom, istinski potsticao.

Mr DuSan Jokanovié



Izvod teze

Doktorska disertacija Klase Berovih i involutivnih Berouvih prstena sastoji se iz tri di-
jela. U prvom dijelu su dati osnovni pojmovi vezani za teoriju prstena sa involucijom
koji se odnose na Rikartove prstene i Berove prstene. Dokazano je da ekvivalent-
nost projekcija u prstenu sa involucijom indukuje izomorfizam odgovarajuéih uglova
u prstenu, kao i tvrdenje da ako u Rikartovom prstenu sa involucijom postoji projek-
cija e takva da je e ~ 1 —e tada je u prstenu element 2 = 141 invertibilan. Takode se
uvodi pojam centralnog pokrivanja gdje vidimo da klasa Berovih prstena sa involu-
cijom ima osobinu da je desni anihilator svakog desnog ideala generisan centralnom
projekcijom. U ovom poglavlju je takode razmatrana teorija proSirenja u prstenima
sa involucijom.

Najvazniji rezultat u Berovoj teoriji prstena sa involucijom u kojima postoji ortogo-
nalna dekompozicija jedinice, jeste moguénost matri¢ne reprezentacije tj. izomorfizima
involutivnog prstena sa prstenom matrica. U ovom dijelu je takode dat potreban i do-
voljan uslov za ekvivalentnost ortogonalnih projekcija u slabom Rikartovom prstenu
sa involucijom.

Poglavlje 2 je vezano za teoriju kvazi-Berovih prstena i PQ-Berovih prstena. Uglavnom
je dat pregled rezultata vezanih za klasu prim-prstena i semicentralno redukovanih
prstena. Ovdje na veoma jasan naéin do izrazaja dolazi teorija mreza gdje vidimo
da je klasa PQ-Berovih prstena okarakterisana osobinom kompletnosti mreze ide-
ala generisanih lijevo semicentralnim idempotentima, odnosno osobinom egzistencije
kompletnog skupa trougaonih idempotenata. Jedno od osnovnih pitanja u teoriji

prstena sa involucijom jeste pitanje prenosenja osobine berovosti sa prstena na neku



njegovu ekstenziju ( matriénu, polinomijalnu, prsten redova...), gdje vidimo da se os-
obina berovosti prenosi sa prstena R na prsten redova R|[[z]] uz dodatni uslov da svaka
prebrojiva familija idempotenata ima uopsteni supremum. UopStenje klase Berovih
prstena jeste klasa generalizovanih Berovih prstena. U ovoj klasi posebno je razma-
trana moguénost prenoSenja osobine generalizovane berovosti sa prstena R na prsten
gornjih trougaonih kvadratnih matrica nad R sa jednakim elementima na glavnoj
dijagonali.

Poglavlje 3 je vezano za Armendarisove i rigidne prstene. Klase Armendarisovih i
rigidnih prstena veoma dobro korespondiraju sa klasom Berovih prstena u smislu
prenoSenja osobine berovosti sa prstena na neku njegovu ekstenziju. Najprije su
dokazane osobine zatvorenosti klase rigidnih i slabo rigidnih prstena za direktne
proizvode kao i tvrdenje da se osobina rigidnosti prenosi sa prstena na odgovarajuci
polinomijalni prsten. Takode su date dvije karakterizacije kosih Armendarisovih
prstena Loranovog tipa i dokazana teorema koja daje dovoljan uslov za prenoSenje
osobine redukovanosti sa prstena R na prsten R[z;c]. U ovom poglavlju dokazano
je da izomorfizam prstena ¢uva slabu Armendarisovu strukturu a kao posljedica ovog
tvrdenja konstruisan interesantan primjer slabog kosog Armendarisovog prstena koso
simetri¢nih matrica. Dokazano je tvrdenje da je klasa slabih Armendarisovih prstena
zatvorena za direktne proizvode kao i moguénost prenoSenja slabe armendarisovosti
sa faktor prstena R/I na prsten R pod pretpostavkom da je ideal I nilpotentan.
Posljednji dio disertacije vezan je za sps-Armendarisove prstene u kojima se osobina
berovosti odnosno PQ-berovosti prenosi sa prstena na odgovarajuéi kosi polinomijalni

prsten.



Abstract

The subject of Baer *-rings has its roots in von Neumann’s theory of rings of operators,
that is x-algebras of operators on Hilbert space, containing the identity operator, that
are closed in a weak operator topology. The von Neumann algebras are blessed with
excess of theory of algebraic structures.

Thesis consists of three sections. In first section we introduce the theory of rings
with involution which is related to Rickart rings and Baer rings with involution. We
also introduce the concept of central cover and we give the key of central cover in
Baer # rings which lies in fact that an annihilator of every right ideal is generated
by central projection. After that we consider the theory of extensions of orderings in
rings with involution. The most important results in theory of rings with involution
is possibility of representing those rings in terms of matrix rings especially in Baer
rings which allows orthogonal decomposition of unity.

The second section is related to quasi Baer rings and PQ-Baer rings. The main
notion of these section is relation of theory of rings and lattice theory were we see
that the quasi Baer property lies in completeness of lattice of principal right ideals
generated by right semicentral idempotents of ring. Rings which have a complete
set of triangular idempotents are also considered were we see that in those rings the
terms of PQ-Baer and quasi Baer ring coincides.

The third section is related to Armendariz and rigid rings were we show that the
class of rigid (weak rigid) weak Armendariz rings is closed for direct products and
that the notion of rigidity naturally transfers from the ring R to the corresponding

polynomial ring. On assumption that factor ring R/I is weak Armendariz and I is

vii



nilpotent ideal, we prove that R is weak Armendariz ring. We also prove that ring
isomorphism preserves the weak skew-Armenadariz structure. Armendariz rings of
Laurent power series rings are also considered. At the end we introduce the class
of semicommutative rings and sps-Armendariz rings, and see that the number of

interesting properties of a ring R transfers to its skew power series rings.
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Glava 1

Involutivni prsteni

1.1 Mreza projekcija

Involutivni prsten (prsten sa involucijom, * - prsten) je prsten (R, +,-) na kome je
osim operacija sabiranja i mnozenja definisana unarna operacija * : E — R koja je

involutivni automorfizam tj. prsten u kome vaze identiteti
(z+y) =z"+y", (zy)" =y'2",(z") =z, Vz,y € R.

Ako je A algebra nad poljem F na kome je definisana involucija A — \* tada za

algebru A kazemo da je *-algebra ako vazi
(Az)" = X'z*, Vz € A, VA€ F.

! Osnovna motivacija za uvodenje prstena sa involucijom jeste u von-Nojmanovo]
teoriji prstena operatora tj. involutivnim algebrama operatora definisanih na Hilber-
tovom prostoru (W*-algebre) kao i u teoriji AW*-algebri Kaplanskog gdje operacija
involucije jeste uopStenje operacije konjugovanja u algebri operatora. Naime Ka-
planski je dokazao da mreZa projekcija svake konatne AW™* algebre jeste neprekidna

geometrija. Takode je pokazao da neke apstraktne klase mreZza imaju strukturu

1Za teoriju involutivnih algebri vidjeti referencu [11].
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neprekidne geometrije a kao osnovno sredstvo koristio je teoriju regularnih involu-
tivnih prstena. Teorija Berovih prstena sa involucijom koju je takodje uveo Irving
Kaplanski jeste prirodna generalizacija AW™ algebri kao i teorije C*— algebri tj. Ba-
nahovih algebri sa involucijom koje zadovoljavaju uslov ||z*z|| = ||z]|?.

Centralni pojam u teoriji involutivnih prstena jeste pojam projekcije.

Definicija 1.1. Za element e involutivnog prstena R kaZemo da je projekcija ako je
e idempotent fiksiran involucijom tj vaZi e = €2 = e*.
Sa R oznadavamo skup svih projekcija involutivnog prstena R.

Za S CR, S=8 N R. Na skupu R uvodimo relaciju poretka na sljedeci nac¢in
e<fee=ef &e= fe
Lako se vidi da relacija poretka < zadovoljava sljedece identitete:
l.e<feRC fR& ReC RYf.
2.e=f&seR=fR& Re= Rf, ‘v’e,feﬁ.

Zaista iz e < f imamo e = ef € Rf pa je Re C Rf. Obratno iz Re C Rf
e=ce € Re C Rf. Neka je e = zf. Sada imamo ef = zff = zf = e pa je dakle iz
definicije uredjenja e < f.

U teoriji involutivnih prstena pojam ortogonalnosti projekcija uvodimo na sljedeci
nacin:

Za projekcije e, f prstena R kazemo da su ortogonalne ako je ef = 0. Lako se pokazuje
da ako su e, f ortogonalne projekcije tada je e + f projekcija. Takodje ako je e < f

tada je f — e projekcija ortogonalnasaei f —e < f.

-

Generalno u u involutivnom prstenu R sa relacijom poretka < skup R nema obavezno



strukturu mreze. Medutim ako projekcije e, f komutiraju tada postoji e V f,e A f i

dati su sa
eNf=ef, eVf=e+f—ef.

Za projekcije e, f involutivnog prstena R kazemo da su ekvivalentne ako postoji
w € R takav da vazi w*w = e,ww* = f. Koristimo oznaku e ~ f. ? Element w € R
naziva se parcijalna izometrija ako vazi ww*w = w akko e = w*w je projekcija takva
da je we = w. Element w € R je parcijalna izometrija akko je elememt e = ww*
projekcija (e ~ f) i vazi ew = w. Projekcija e je najmanja projekcija za koju je
we = w odnosno projekcija f je najmanja projekcija za koju je fw = w.

Dokaz da je uslov potreban je trivijalan. Obratno ako je ww*w = w, tada stavl-
jajuéi e = w*w dobijamo da je we = w i €? = (w'w)(w'w) = ww = e = e*.
Odavde odmah slijedi da je w* parcijalna izometrija i za f = (w*)'w* = ww*
imamo da je w*f = w*, fw = w. Za projekciju g za koju je wg = w slijedi da
je wrwg = w*w,eg = e. Dakle e < g. Zaista projekcija e je najmanja sa svojstvom
we = w, a potpuno analogno dokazujemo tvrdenje za projekciju f.

Saglasno prethodnoj definiciji projekciju e nazivamo pocetnom a  projekciju f krajn-

jom projekcijom parcijalne izometrije w.

Propozicija 1.1.1. [1] Neka su e, f projekcije involutivnog prstena R. Tada jee ~ f
akko postoji parcijalna izometrija sa pocetnom projekcijom e i krajnjom projekcijom
f.

Doxkaz. Dokaz da je uslov potreban, slijedi trivijalno iz prethodnog rasudivanja.
Obratno iz e ~ f imamo da postoji w € fRe pri ¢emu je ww* = f. Kako je

w = we = ww*w, w je parcijalna izometrija.

2U teoriji C* algebri koristi se termin
ekvivalentnost u smislu Murray-von Neumanna,
mada postoje i unitarna i homotopska ekvivalentnost.



Relacija ~ je relacija ekvivalencije 1 vrijedi:
l.e~0&e=0.
2. e~ f = he ~ hf za svaku centralnu projekciju h.

Iz e ~ 0 imamo da postoji w € OR0 = {0} za koju vazi w*w = e. Dakle e = 0.
Nadalje neka je w element za koji je w*w = e, ww* = f. Tada za svaku centralnu
projekciju A imamo

(wh)*(wh) = hw*w = he

(wh)(wh)* = hf.

Sljededa propozicija pokazuje da je relacija ekvivalencije na skupu R konaéno aditivna
tj. da vrijedi:

Propozicija 1.1.2. [1] Ako su ey, ...,e, i f1,..., fn familije ortogonalnih projekcija
takvih da je e; ~ f; za 1t =1,...,n tada je

n n
de~ )t
=1 i=1
Dokaz. Neka su w; parcijalne izometrije za koje je
witw; = ey, wiw;” = fi.

Neka je je w = wy + ... + w,. Kako je wie; = w;, wyw;* = f;, to se za projekciju w
postize trazena ekvivalencija. O

Neka je R prsten sa involucijom i e € R idempotent. Tada je skup eRe potprsten
od R koji nazivamo ugao prstena R generisan idempotentom e. Termin ugao prstena
motivisan je ¢injenicom da u slu¢aju da je R = M,{R;), dakle prsten matrica za neki

prsten R;, ie = diag(1,0,...,0) tada je eRe & R;.



Sljedeéa teorema pokazuje da ekvivalentnost projekcija u prstenu sa involucijom in-
dukuje izomorfizam odgovarajuéih uglova u prstenu R.

Teorema 1.1. Neka je R prsten sa involucijom i e, f projekcije takve da je e ~ f
pomocu izometrije w. Tada preslikavanje ¢ : eRe — fRf definisano sa () = wrw*,
predstavija involutivni izomorfizam, ¢ ¢uva uredjenje i za svaku projekciju g < e
vrijedi g ~ ©(g).

DokAzZ. Jasno je da za z € eAe imamo da ¢(z) € fAf. Dokazimo da je ¢

izomorfizam. Lako se provjerava da za z,y € eRe imamo

o(z +y) = p(z) + ¢(y), Vz,y € eRe.
Takodje je
o(zy) = wryw* = wreyw* = wrw wyw* = (z)e(y).

Neka je z € eRe i wrzw* = 0. Tada je
0 =w"(wzw")w =ezxe =1

tj. o je 1-1. Dokazimo da je preslikavanje ¢ sirjektivno. Neka je y € fRf. Tada je

w*yw € eRe 1 p(w*yw) = y tj. preslikavanje ¢ je na. Takodje za proizvoljno @ € ¢Re
o(z") = wr'w" = (wew")" = (p(z))".

Primjetimo da je fm eRe={g € R, g< e}, odakle odmah dobijamo da je g ~ ¢(g)
pomodéu parcijalne izometrije wg. O
Sada na skupu projekcija involutivnog prstena uvodimo relaciju dominiranosti.

Definicija 1.2. Za projekcije e, f € R kaZemo da je e dominirano sa f i piSemo
e = f ako postoji projekcija g, takva da je g < f i e ~ g tj. ako je projekcija e
ekvivalentna sa podprojekcijom od f.

Relacija dominiranosti ima sljedeéa svojstva:



DokAz. Dokaz za (1) i (2) je veoma direktan. Dokazimo dio tvrdjenja (3). Neka
su w, v parcijalne izometrije takve da je w*w = e, ww* = f < fivv* =g < g. Neka
je nadalje u = vw. Tada je u*u = e i ue = u. Prema propoziciji 1.1 u je parcijalna
izometrija sa pocetnom projekcijom e i gu = u, pa je dakle uu* < g. O

Postoji izvjesna analogija relacije dominiranosti na skupu idempotenata involu-
tivnog prstena i relacije poretka na skupu kardinala. Za skup projekcija R kazemo

da ima Sreder-Bernitajnovo 3svojstvo ako za svake dvije projekcije e, f vazi
exXfAfle=>e~f

U sluéaju da je R involutivni prsten u kome je mreza projekcija uslovno kompletna
(za svaku projekciju e skup [0,e] = {z € R, 1< e} je kompletna mreza) tada vazi
osobina Sreder-Bernstajna.
Teorema 1.2. [1] Neka je R involutivni prsten u kome je mreza projekcija uslovno
kompletna u odnosu na relaciju <. Tada vazi svojstvo Sreder-Bernstajna.

Dokaz. Najprije uotimo da je za svaku projekciju e prstena R [0,e] = eRe
Pretpostavimo da je e < f, f < e. Neka su w,v parcijalne izometrije za koje je
ww =¢e ww* = f < five = f, w* = € < e Definisimo niz preslikavanja

©1, Y2, 3, P4 Na sljedeéi nacin:

@1:[0,f] = [0,e] sa i(g) = vgv",

3Teorema na izvjestan naéin predstavlja
analogon Kantor Bernstajnove teoreme o kardinalima.



@s:[0,e] = [0,e] sa @a(9) =e—gy,

w3 :[0,e] = [0, f] sa p3(9) = wgw*,

04:[0, /] =10, f] sa walg)=f-g.
Neka je
P =P40P30P20Q.

Eksplicitno ¢(g) = f — w(e — vgv*)w*, za svako g < f. Zbog kompletnosti mreze
[0, f] i izotonosti preslikavanja ¢ postoji fiksna tatka za preslikavanje ¢ * tj. postoji
projekcija g9 < f takva da je p(go) = go. Nadalje je w(e — vgov*)w* = f — go.
Za z = w(e — vgov*) dobijamo zz* = f — gy pa kako je w*w = e imamo da je
T*r = e — vgev*, f — go ~ e — vgeu*. DefiniSemo li y = wvgy lako se dobija da je
Yy = go, yy* = vgov*. Dakle gg ~ vgov*, odakle slijedi f — go ~ e — go, a ovo povlaci

e~ f. O

4Ovo je poznato tvrdenje iz elementarne teorije mreza.



1.2  Rikartovi involutivni prsteni

Neka je R involutivni prsten i S neprazan podskup od R. Tada se skup
r(S)={z € R|sz =0Vs €S}

naziva desni anihilator skupa S. Potpuno analogno skup
[(Sy={z € R|lzs=0Vs € S}

nazivamo lijevi anihilator skupa S. KaZemo da je R Rikartov prsten (PP-prsten) sa
involucijom ako je desni anihilator svakog jednoélanog skupa generisan projekcijom
tj. za svako z € R, r({z}) = gR, gdje je g projekcija u prstenu tj. g> = ¢g* = g. Iz
elementarne teorije prstena poznato je da anihilator skupa ima sljedeée ososbine:

Neka su S, T i S;, (i € I) neprazni podskupovi prstena R. Tada vazi:
(a) ScCl(r(S)), Scr((s)).
(b) S C T = r(S) > r(T).
(c) 7(8) = r(i(r(S))), US) = Ur{(S))).
(d) r(UierSi) = Nier 7(S5)-
(d) 7(S) je desni ideal a I(S) je lijevi ideal prstena R.

(e) Ako je R algebra tada su r(S), [(S) linearni potprostori pa dakle i podalgebre
od R.

(f) Ako je R involutivni prsten tada je [(S) = (r(S*))* gdje je S* = {s*,s € S}.

Primjer 1.2.1. Svaki Bulov prsten sa jedinicom u kome je involucija identicno pres-
likavanje predstavlja Rikartov prsten.



Definicija 1.3. C* algebra koja je Rikartov prsten sa involucijom naziva se Rikartova
C* algebra.

Primjer 1.2.2. Neka je H Hilbertov prostor. Tada je algebra L(H) ograniCenih
operatora definisanth na prostoru ‘H Rikartova C* algebra.

Sljedeca propozicija daje veoma vaznu osobinu Rikartovog prstena sa involucijom
u smislu pravilne involucije.

Propozicija 1.2.1. [1] Neka je R Rikartov prsten sa involucijom. Tada prsten R
ima jedinicu t tnvolucija u prstenu je pravilna tj. vazi xx* =0= 1 = 0.

DoxkAz. Iz pretpostavke da je prsten R Rikartov imamo da je r(0) = gR za
odgovarajuéu projekciju ¢ ali zbog r(0) = R dobijamo R = gR. Dakle g je lijevi
jediniéni element u prstenu. Kako je R prsten sa involucijom g je obostrana jedinica.
Dokazimo da je involucija u prstenu pravilna. Neka je zz* = 0. Tada je r(z) =
hR, h = h? = h*. Zbog z* € r(z) slijedi da je hz* = z*, zh = z odakle dobijamo da
vrijedi h € r(z) pa je konaéno 0 =zh = z. O

Neka je R Rikartov prsten sa involucijom i z € R. Tada postoje jedinstvene

projekcije e, f takve da vazi
(1) ze=zizy=0&ey=0.
(2) fr=ziyr=0&yf =0.

Eksplicitno r(z) = (1 — e)R,l(z) = R(1 — f). Projekcije e, f su minimalne koje
zadovoljavaju svojstva (1) i (2). Projekcije e i f iz prethodnog tvrdenja nazivaju se
desna odnosno lijeva projekcija projekcije z i oznacavaju sa LP(z) i RP(z).
Propozicija 1.2.2. [1] Neka je R Rikartov prsten sa involucijom. Tada vrijedi

1. LP(z) = RP(z*). -

2. zy =0« RP(z)LP(y) = 0.
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3. Ako je w parcijalna izometrija tada w*w = RP(w), ww* = LP(w).

Sljedeti primjer Rikartove algebre ima veoma veliki operativni znaéaj.

Primjer 1.2.3. Neka je H Hilbertov prostor.Tada je algebra L(H) ogranidenih op-
eratora definisanih na prostoru H C* algebra. Eksplicitno za T € L(H) LP(T) je
projekcija na zatvorenje prostora slika operatora T a I — RP(T) je projekcija na jezgro
operatora T .

Propozicija 1.2.3. [1] Neka je R Rikartov prsten sa involucijom a e;, i € I familija
projekcija, za koju postoji supe; = e. Tada za v € R ze = 0 akko ze; = 0 za svako
1€ L

Doxkaz. Neka je ze = 0. Odavde slijedi da je RP(z)e = 0, odnosno e < 1—RP(z),
odakle dobijamo e; < RP(z), za svako i € I, odnosno RP(z)e; = 0 za svako i € I i
konaé¢no ze; = 0 za svako i € 1.00

U teoriji prstena sa involucijom jako je vazna osobina invertibilnosti elementa
2 =1+ 1. Sljedeca lema je jako korisna u teoriji proSirenja uredenja u involutivnim
prstenima.

Lema 1.1. Neka je R Rikartov prsten sa involucijom u kome postoji projekcija e
takva da je e ~ 1 — e. Tada je element 2 =1 + 1 invertibilan u prstenu R.

Dokaz. Iz e ~ 1 — ¢ imamo da postoji odgovarajua parcijalna izometrija w
tako da vrijedi w*w = e, ww* = 1 — e. Kako je R je Rikartov prsten imamo da je
r(e — w*) = fR, pri ¢emu je projekcija f jedinstvena. Iz ¢injenice da je f € r(e — w*)
imamo da je (e — w*)f = 0. Primjenjujuéi involuciju dobijamo fw = fe. Kako je
w € (1 — e)Re postoji z € R tako da vrijedi w = (1 — e)ze. Sada je

(e—w*)(e+w)=ew—we=¢e(l —e)ze —ex*(1 —e) — ex*(1 — e)e =0,
odakle dobijamo f(e + w) = e + w. Odavde dobijamo

e=2fe—w, | (1)



11

ew" = 2few” — ww,
(1-2f)w*(l—e€)=—(1—e).

Na kraju je kona¢no

w* =2fw* — (1 —e),
l-e=2wf-w. (2)

Iz (1) i (2) dobijamo
2(fe+wf—w) =1,

odnosno 27! = fe+wf —w. O
Da li u Rikartovom prstenu sa involucijom R skup R ima strukturu mreze i da li
je ta mreza obavezno kompletna? Skup R Rikartovog prstena sa involucijom R ima

strukturu mreze pri ¢emu su operacije supremuma i infimuma date sa:
eV f=f+RP(e(l-f)), enf=e— LP(e(l - f)),

za svake dvije projekcije e, f.

Postoji primjer Rikartove C* algebre u kojoj je mreza projekcija nekompletna.
Rijec je o C* algebri ograni¢enih operatora u inseparabilnom Hilbertovom prostoru([2}).
Ako je R prsten sa involucijom i e projekcija, eRe ugao prstena R, tada vrijednosti
LP(e), RP(e) u prstenu R koincidiraju sa odgovarajuéim vrijednostima u prstenu
eRe(Vidjeti[1]).

Lema 1.2. Neka je R Rikartov involutivni prsten i e projekcija. Tada za svako z € R
RPg(z) = RP.ge(z), LPr(z) = LP.g.(x).
Klasa Rikartovih prstena je zatvorena za uglove i centar u prstenu, drugim rijeéima

vaze sljedete leme:
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Lema 1.3. Neka je R Rikartov prsten sa involucijom i e projekcija. Tada je ugao
prstena eRe takode Rikartov prsten.

Lema 1.4. Centar Rikartovog prstena je Rikartov prsten.

1.3 Berovi involutivni prsteni

Definicija 1.4. Za prsten sa involucijim R kaZemo da je Berov ako je je desni
anthilator svakog nepraznog podskupa generisan projekcijom tj. za svaki S C R
r(S) =g¢gR, g € R.

Postoje brojni primjeri Berovih involutivnih prstena.

Primjer 1.3.1. Svaka komutativna Bulova algebra je Berov prsten sa involucijom.

Primjer 1.3.2. Svaki prsten sa involucijom bez djelitelja nule je trivijalno Berov
prsten.

Primjer 1.3.3. Neka je F polje i |F| = 3. Tada je prsten matrica My(F') Berov
prsten sa involucijom (involucija u prstenu matrica jeste operacija transponovanja).

Vidjeli smo da mreza projekcija u Rikartovom prstenu nije obaveno kompletna.
Veza izmedu Berovih i Rikartovih prstena sa involucijom lezi upravo u kompletnosti
mreze projekcija u prstenu. Zapravo vrijedi sljedeéa:

Lema 1.5. [1] Sljedeéi uslovi u involutivnom prstenu R su ekvivalentni
(1) R je Berov prsten sa involucijom.
(2) R je Rikartov prsten sa involucijom u kome je mreza projekcija kompletna.

(8) R je Rikartov prsten sa involucijom u kome svaka ortogonalna familija projek-
cija tma supremum.
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DoxkaAz. Dio dokaza (1) = (2) je naravno trivijalan. Neka je R Berov prsten sa
involucijom i S neprazan podskup u R. Tada zbog osobine berovosti u prstenu R
postoji projekcija e takva da vrijedi r(S) = (1 — e)R. Dokazimo da je e supremum
skupa S. Zbog 1 — e € r(S) imamo f(1 —e) = 0 za svako f € S. Sa druge strane
ako je g projekcija takva da je f < g za svako f € Stadal—g € r(S) = (1 — ¢)R,
pa je prema tome 1 —e < 1— g tj. e < g. Takodje trivijalno slijedi da postoji inf S i
da vrijedi inf S = 1 —sup{1l — f, f € S}. (2) = (3) trivijalno.

(3) = (1)

Neka je S neprazan podskup od R. Jasno je z € r(S) akko LP(z) € r(S). Dakle ako
je jedina projekcija u 7(S) 0 tada je r(S) = 0 = OR. Neka je (e;) maksimalna ortogo-
nalna familija ortogonalnih projekcija razli¢itih od 0. Mreza projekcija je kompletna
pa postoji supe; = e. Dokazimo da je r(S) = eR, odakle slijedi berovost prstena.
Zbog e € r(S) imamo eR C r(S). Obratno neka je z € r(S). Tadazay =z —ex

imamo da y € r(S) pa je zbog toga LP(y) € 7(S). Tada za svako ¢ imamo
ey = 6T — e;ex = ;T — ¢;x = 0.

Odavde imamo da je e;LP(y) = 0. Zbog maksimalnosti familije e; dobijamo LP(y) =
0 odnosnoy =0tj. x €eR. O

Kompletnost mreze projekcija u Berovom prstenu sa involucijom dozvoljava veoma
korisnu karakterizaciju anihilatora u prstenu. Naime vazi:
Propozicija 1.3.1. Neka je R Berov prsten sa involucijom 1 S neprazan podskup od
R. Tada je r(S) = (1 — g)R gdje je g = sup{R(s),s € S}.

Doxkaz. Kako je z € r(S) akko gz = 0 dokaz neposredno slijedi iz propozicije
1.2.3.

Definicija 1.5. AW* algebra je C* algebra koja je Berov prsten sa involucijom.
Takodje se koristi termin Berova C* algebra.
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Termin AW™* algebre je prvi uveo Irving Kaplanski u algebarskoj teoriji Von No-
jmanovih algebri. Postoje brojni primjeri AW™ algebri ali se u literaturi involu-
tivnih algebri najcesée susreéu algebra L(H) Hilbertovog prostora H i algebra C(T')
neprekidnih funkcija definisanih na Stounovom prostoru 7. Naime u Hilbertovom
prostoru T algebra C(T) je C* algebra. Ostaje da se dokaze da je mreza projekcija
kompletna. Naime mreza projekcija u L(H) izomorfna sa mrezom zatvorenih potpros-
tora od H koja je kompletna. Eksplicitno ako je S neprazan podskup od L(H) i F
projekcija na zatvoreni linearni omota¢ od Im(s), s € S, tada je L(S) = L(H)(1-F).

U daljem prsten sa involucijom radi lak8e notacije oznatamo sa *-prsten.

Definicija 1.6. Neka je R Berov-* prsten ¢« B *- potprsten od R. KaZemo da je B
Berov *- potprsten od R ako vrijedi:

1. x € B= LP(z) € B.
2. Za svakiSCﬁésupSEB.

Neka je R Berov *- prsten i B Berov *- potprsten od R. Tada je B takodje Berov
*-prsten i za svako £ € B RPg(z) = LPgr(x), LPg(x) = LPg(z). Takode za svaki

skup S C R,supg S =supy S, infg S =infg S.

Neka je R Berov -* prsten i B Berov-* potprsten od R, e jedini¢ni element u B i
T neprazan podskup u B. Ako je r(T) = (1 — g)R za odgovarajuéu projekciju g tada
je rg(T) = (e — g)B. Sada imamo da je g = sup{RP(z),z € T}. Kako supremumi u
R i B koincidiraju to odmah dobijamo da je r(T") = (e — g)B.

Neka je R Berov -* prsten i (B;) familija Berovih -* potprstena od R. Tada je

() B; takodje Berov *- potprsten od R. Ova ¢injenica se direktno provjerava.
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Sljedeca propozicija nam govori kako se pomodéu projekcija konstruisu novi Berovi-
* potprsteni. Naime pokazuje se da je klasa Berovih prstena zatvorena za uglove u

prstenu.
Propozicija 1.3.2. Neka je R Berov -* prsten i e projekcija. Tada je eRe Berov-*
potprsten od R.

Doxkaz. Skup projekcija u prstenu eRe upravo ¢ine projekcije u R koje su manje

ili jednake od e pa se svi uslovi iz prethodne definicije jednostavno provjeravaju.

1.4 Centralni pokrivac

Pojam centralnog pokrivaca se definiSe u proizvoljnom *- prstenu ali se najvise oper-
ativno koristi u Berovim -* prstenima.

Definicija 1.7. Neka je R *-prsten i ¢ € R. KaZemo da element x ima centralni
pokrivad(pokrivanje) ako postoji najmangja centralna projekcija b takva da je hr = z.
Koristimo oznaku h = C(z).

Veoma vazne osobine centralnog pokrivaca su date sljedecom propozicijom.

Propozicija 1.4.1. [I] Neka je R *-prsten u kome svaka projekcija e ima centralns
pokrivaé C(e). Tada vaZi:

1. Ako je e projekcija u R tada je h = C(e) najmanja centralna projekcija u R
takva da je e < h.

e,h€ R, e<h=C(e) < C(h).
Ako je h centralna projekcija tada je C(he) = hC(e).

e =supe; = C(e) =sup C(e;)-

AN SN

Ako je involucija v R pravilna tada vaZi e ~ f = Cle) < C(f),e 2 f =
Cle) < C(/).

U slu¢aju da je R Rikartov *- prsten sa centrom Z tada vazi:
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6. Svak: element x 1ma centralni pokriva¢ C(z) i vrijedi C(z) = C(RP(z)) =
C(LP(z)).

7. Cl{zz*) = C(z*z).
8. C(hz) = hC(x), 2a svaku centralnu projekciju h.
9. Zaz €R, z € Z tada 2z =0 akko 2C(z) = 0.

Kljuéni rezultat koncepta centralnog pokrivaa vezan za Berove *- prstene jeste
¢injenica da je desni anihilator svakog desnog ideala obavezno generisan centralnom

projekcijom. Naime vazi:

Lema 1.6. [1] Ako je R Berov*-prsten i J desni ideal u R tada je r(J) = hR za
neku centralnu projekciju h.

DoxkAz. Neka je J proizvoljan ideal u prstenu R. Tada je zbog berovosti prstena
R r(J) = hR, za odgovarajuéu projekciju h. Ostaje da se dokaze da h € Z(R). Iz
Cinjenice je J ideal to je r(J) obostrani ideal. Specijalno R(hR) C hR. Zbog toga je
Rh C hR. Nadalje je h(zh) = zh za svako z € R. Takode je hz*h = z*h. Konagno
je he = hzh = zh za svako ¢ € R, tj. h € Z(R). O

U Berovom prstenu sa involucijom svaki element ima centralni pokriva¢ (vidjeti
[1])

Teorema 1.3. Neka je R Berov *-prsten. Tada za svako x© € R postoji C(z). Ek-
splicitno ako je e = RP(x), f = LP(z) tada je C(z) = C(e) = C(f), ¢ takode je

(1 - C(z))R =I(Rz) =l(Re) = l(Rf),
(1-C(z))R=r(zR) =r(eR) =r(fR).

Dokaz. Najprije je R(zR) = (1 — h)R, gdje je h centralna projekcija. Takode
z(1—h) = 0 tj zh = z. Sa druge strane ako je k proizvoljna centralna projekcija takva
dajekr=ztadaz(l—k)=0,zR(1-k)=2(1-R)k=0,1-ke (1-h)R,1-k <
1 — h, tj.h < k. Dakle zaista C(z) postoji i C(z) = h. Naznalene jednakosti se lako

provjeravaju. O
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Lema 1.7. Ako je R Berov *-prsten i z,y € R tada vrijedi

Ry =0& C(z)C(y) = 0.

DoxAz. Neka je h = C(z),k = C(y). Ako je hz = 0 tada zRy = (zh)R(ky) =
tR(hk) = 0. Obratno ako je zRy = 0 tada = € I(Ry) = (1 — k)R pa je zbog toga
(1—k)r =z,h=C(z) <1-k odakle imamo hk = 0.0
Lema 1.8. Neka je R Berov *- prsten u kome su jedine centralne projekcije 0 i 1 i
z,y € R. Tada vazi

zRy=0&2=0vy=0.

DokAz. Akojexz #01iy # 0tada C(z) = C(y) = 1 pa je dakle C(z)C(y) # 0

no tada prema dokazanom zRy # 0. O

Propozicija 1.4.2. Neka je R Berov *- prsten, e € Ri fe eRe. Tada su sljedeci
uslovi ekvivalentni:

(1) f je centralna projekcija u eRe.
(2) f=eC(f).
(8) f = eh za neku centralnu projekciju h.

(4) 0 i1 su jedine centralne projekcije u R.

DoxkAz. Dajemo dio dokaza (1) < (3).
(1) = (2) je trivijalan.
Neka je a € R proizvoljno. 1z jednakosti f(eae) = (eae)f tj. fae = eaf, dobijamo
fae(1— f) = 0 za svako a € R. Dakle fRe(1 — f) = 0. Prema propoziciji 4.2 imamo
e(l— f) er(fR)=(1-C(f))R, pa je zbog toga

e(1-f)C(f) =0, eC(f) = efC(f) = FC(f) = f.

Dakle 0 i 1 su jedine centralne projekcije u R odnosno 0 i e su jedine centralne

projekcije u eRe. O
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Posljedica 1.4. [1]
Neka je R Berov *-prsten i Z centar prstena ¢ neka je e projekcija u R. Tada vazi

(a) Centar prstena eRe sadrzi eZe tj. eZ C (eRe)((eRe) .
(b) Skupovi eZ i eRe|) (eRe)/ sadrze iste projekcije.

(¢) Ako z € eRe tada je eC(z) centralno pokrivanje za x u prstenu eRe.

Dokaz. (a) Ovaj dio dokaza je ocigledan.
(b) Ako je f projekcija u (eRe)[)(eRe) prema propoziciji 1.4.2 postoji A € Z takva
da je f = eh.
(c) Neka je f = Cege(z),h = C(z). Dokazimo da je f = eh. Kako je eh centralna
projekcija u eRe i (eh)z = e(hz) = ex = x imamo da je f < eh. Sa druge strane,
kako je f centralna projekcija u eRe imamo da je f = eC(f) pa je ponovo prema
propoziciji 4.2 zC(f) = zeC(f) = zf = z pa je konatno h < C(f),he < eC(f) = f.
0

Sljedeéa posljedica pokazuje kako se konstruiSe centar prstena eRe u slucaju da
je R AW™ algebra.

Posljedica 1.5. Ako je R AW™ algebra sa centrom Z i ako je e projekcija u R tada
je eZ centar u eRe tj. eZ = (eRe)()(eRe) .

1.5 ProSirenja u Rikartovim prstenima
sa involucijom

Istorijski ovi pojmovi potiéu od Kaplanskog.

Definicija 1.8. Kazemo da u *-prstenu R vazi slabi zakon kvadratnog korjena (WSR P
aksiom, ako za svako x € R postoji r € {z*z}", (bikomutant elementa z*z) tako da
vrijedt x*x = r*r.

> Weak square root aziom.
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Definicija 1.9. KaZemo da u *-prstenu R vaZ (EP)° aksiom ako za svako & ER,z#
0 postoji y € {z*z}" tako da je y* =y i (z*x)y? = e, 26 neku nenultu projekciju e.

Definicija 1.10. KaZemo da u *- prstenu R va# (UPSR)aksiom 7, ako za svako
z > 0 postoji jedinstven element y € {z}" takav da jey > 0 i T = y>.

Primjer prstena koji zadovljava (UPSR) akiom je proizvoljna C* algebra. Za
teoriju C*— algebri vidjeti referencu [2]. U *-prstenu definiemo simetri¢ni element r

kao element za koji vazi r* = r. Sa S(R) oznadamo skup svih simetri¢nih elemenata

*.prstena R.
Sljedeéi dio vezan je za teoriju proSirenja u Rikartovom prstenima sa involucijom u
kojima je element 2=1+1 invertibilan. Sljedeéa definicija poti¢e od M.Marshall([13}).

Definicija 1.11. Neka je R *-prsten sa jedinicom. *- uredenje P je podskup P C
S(R) koji zadovoljava sljedeéa svojstva:

(1) 1€ P, -1¢P.

(2) P+ P CP.

(8) rPr* C P za svakor € R.

(4) PU—P = S(R).

(5) Za svako a,b € S(R) ako aba € PN —P tadaa € PN—-P ilibe PN -P.
(6) a,b€ P tada ab+ba € P.

Definicija 1.12. Progireno *-uredenje *-prstena R je podskup @ od R koji zadovol-
java:

(1) Q+Q C Q.

(2) QR C Q.

(3) Q" =Q.

(4) TQr* C Q za svakor € R.

6 Existence of projections aziom. -
7 Unique positive square root aziom.
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(5) QN S(R) je *- uredjenje P u R.
(6) rzr* € Q = x € Q 2a svako T koje ne pripada idealu generisanom sa @ N —Q.

Skup P N —P naziva se nosa¢ uredenja P.

U [13] je dokazano da za svako *— uredenje postoji prosireno * uredenje.
Definicija 1.13. KaZemo da su elementi a,b € S(R) ekvivalentni ¢ pisemo a ~ b ako
postoji prirodan broj n > 1 takav da je nla| > |b|, n|b] > |a| gdje > je uredenje na
S(R) indukovano sa P tj. a > b<a—be P.

Prosiruju¢i ovu relaciju sa S(R) na R* sa a ~ b & aa* ~ bb* dolazimo do relacije
ekvivalencije na R*. Koristimo oznaku v(a) za relaciju ekvivalencije elementa a u
odnosu na relaciju ~ kao i ', za koli¢nik skup. Takodje neka je v(0) = co. Kazemo
da je v prirodna * - valuacija indukovana uredenjem P. Skup I', mozemo snabdjeti

.....

uredenja u Rikartovom prstenu sa involucijom govori sljededa:

Teorema 1.6. Neka je R Rikartov *-prsten sa jedinicom koji sadrZi projekciju e tako
da je e ~ 1 — e i P proizvoljno *-uredenje R. Tada postoji prodireno *-uredenje Q za
koje je QN S(R) = P.

DoxkAz. Prema lemi 1.1 postoji 27! u prstenu R. Sada prema [13] mozemo
pretpostaviti da je R domen kao i da je nosa¢ od P {0}. Mashall u [13] dokazuje da
Je

Q={p+k:pe Pk*=—k,v(k)>v(p)}
slabo prosirenje * - uredenja (zadovoljava 1-5 iz definicije), sa @ N S(R) = P. Ostaje
nam da jedino dokazemo da @Q zadovoljava uslov (6) iz iste definicije . Ako je rzr* €
@, r # 0 tada imamo razlaganje z = s + j,s € S(R),j* = —j. Nadalje dobijamo
rer* = p+k gdje jep = rsr*, k = rjr*. Iz rzr* € Q dobijamo p € P kao i v(k) > v(p)
odakle imamo s € P, kao i v(j) = v(k) — 2u(r) > v(p) — 2v(r) = v(s), odakle konaéno

dobijamoz = s+ j € Q. O
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Definicija 1.14. Za *-prsten R kaZemo da je beskonaéan u pravom smislu ako je
jedina konaéna centralna projekcija 0. Drugacije reGeno R nema konacan direkini
sumand osim 0.

Posljedica 1.7. Neka je R Rikartov *-prsten ¢ P proizvoljno *-uredenje na R. Tada
postoji prodireno *-uredenje Q za koje vazi QN S(R) = P.

Teorema 1.8. Neka je R Rikartov *- prsten sa jedinicom koji zadovoljava (WSR)
aksiom i neka su e, f projekcije R za koje je ef — fe invertibilno. Tada za svako *-
uredenje P postoji prodireno *- uredenje Q tako da je @ N S(R) = P.

DokAz. Iz [1] propozicija [7] imao da jee ~ f ~ 1 —e ~ 1 — f. Sada je dakle
specijalno e ~ 1 — e pa dokaz slijedi iz Cinjenice da je 2 invertibilno u prstenu i

predhodne teoreme.

Teorema 1.9. Neka je R Rikartov *- prsten koji zadovoljava (EP)i (UPSR) aksiome.
Ako su e,f projekcije za koje je RP(ef — fe) = 1, tada za svako *- uredenje P u R
postoji *- uredenje Q od R za koje je QN S(R) = P.

DokAz. Iz [1] znamo da su e i f razmijenjive pomocu simetrije (specijalno je
e ~ 1—e). Sada iz leme 1.1 imamo da je 2 invertibilno u prstenu i dokaz direktno

slijedi iz prethodne teoreme. O

1.5.1 Uopstena uporedivost projekcija
Definicija 1.15. Za projekcije e, f *-prstena R kaZemo da su uporedive ako jee < f
i f <e.

Definicija 1.16. Za projekcije e, f kaZemo da su uopsteno uporedive ako postoji cen-
tralna projekcija h takva da je

he < hf, (1 —h)f < (1 — h)e.

Kazemo da prsten R ima svojstvo uopstene uporedivosti(svojstvo (GC) ) ako su svake
dvije projekcije uopsteno upredive.

-~

8 Generalized comparability.
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Definicija 1.17. Za projekcije e, f kaZemo da su veoma ortogonalne ako postoji cen-
tralna projekcija h takva da je he = e, hf =0, tj. e < h, f < (1 — h).

Ako je R Berov *-prsten tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:
a) e, f su veoma ortogonalne projekcije.
b) C(e)C(f) = 0.

c) eRf =0.

Veza izmedu uopstene uporedivosti i veoma, ortogonalnosti je sadrzaj sljedece leme:

Lema 1.9. [1] Neka su e, fprojekcije u *-prstenu R. Tada su sljedeci uslovi ekviva-
lentns :

1) e, f su uopsteno uporedive.

2) Postoji ortogonalna dekompozicija € = ey + ey, f = f1 + fo gdje je ex ~ f1 i

fa, €2 su veoma ortogonalne.

DOKAZ. 1) = 2) Neka je h € R tako da vrijedi he ~ f; < hf,(1 — h)f ~ e].
Definisemo li e} = he, f; = (1 — h)f‘ imamo da je eje] = 0, fif; = 0. Stavljajuéi
ey =€ +e, fi = fi + f odmah dobijamo da je e; ~ f;. Kakojee; <e. f; < f
definisimo li e, = e — ey, fo = f — f1 odmah dobijamo da je he; =0, kao i hfy = f5.
2) = 1) Pretpostavimo da takva dekompozicija postoji. Neka je h centralna projekcija
takva da je hfy = fo, heo = 0. Tada je he = he; ~ hf; < hf pa je dakle he X hf.
Potpuno analogno je (1.— h)f < (1 —h)e. O

Definicija 1.18. Za projekcije e, f u *-prstenu kaZemo da su parcijalno uporedive(svojstvo
PC)ako postoje nenulte potprojekcije eq < e, fo < f tako da je ey ~ fo. Kazemo da

*. prsten R ima svojstvo (PC) ako iz eRf # 0 slijedi da su projekcije e i f parcijalno
uporedive.

% Partial comparability.
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Propozicija 1.5.1. [1] Neka je R *-prsten koji ima svojstvo (GC). Tada prsten R
ima svojstvo (PC).

Dokaz.

Pretpostavimo suprotno da postoje projekcije e, f koje nisu parcijalno uporedive.
Dokazimo da je tada eRf = 0. Neka je e = e; + €, f = f1 + fo. Sada imamo
e; = f1 = 0. Ako je h centralna projekcija takva da je hf = f, he = 0 tada je
eRf =eRhf = ehRf = 0 sto je i trebalo dokazati. O
Propozicija 1.5.2. Neka je R *-prsten koji zadovoljava (VWEP) aksiom. Tada
prsten R ima svojstvo (PC).

DoKkAz. Neka su e, f projekcije takve da je eRf # 0 & fRe # 0. i neka je
z € fRe,z # 0. Tada postoji y € {x*x}' takav da je (y*y)(z*z) = eq, gdje je eg
nenulta projekcija. Sada je eg = y*(z*z)y = (zy)*(zy). Stavljajuéi w = zy imamo da
je w*w = eg. Kako je involucija u R pravilna imamo da je w parcijalna izometrija.
Neka je sada fo = ww*. Zbog z € fRe i ey = (y*y)(z*z) dobijamo da je e < e'i
fo = ww* = (zy)w* odakle je konatno fo < f. O

U Berovim *- prstenima uopstena uporedivost projekcija je povezana sa adi-
tivnoscu relacije ~. Zapravo vazi:

Propozicija 1.5.3. Neka je R Berov*-prsten sa svojstvom (PC) i pri tom je relacija
~ aditivna. Tada R ima svojstvo (GC).

DoOKAZ. Neka su e, f proizvoljne projekcije u R. Ako je eRf = 0 tada su projekcije
e, f veoma ortogonalne pa tada uporedivost projekcija e i f slijedi trivijalno. Neka
su (e;), (f;) maksimalan par ortogonalnih familija nenultih projekcija takvih da je

e; < e fi < f,e~ fi,i € I (Primjetimo da koristimo Zornovu lemu). Neka je

7

¢ = supe;, f =supfi,e =e—¢€,f = f—f. Sada je jasno e ~ f zbog

aditivnosti realacije ~. Sa druge strane je € Rf = 0. U suprotnom zbog svojstva



24

(PC) imamo kontradikciju sa maksimalno$éu familija (e;), (f;). Sada su e, f veoma
ortogonalne pa odmah imamo dekompoziciju e = € +¢",f = f + f tj vazi (GC)
svojstvo. O

Specijalno ako je R AW* algebra tada zbog osobine aditivnosti projekcija i svo-
jstva (EP) odmah imamo svojstvo (PC) pa dakle vazi svojstvo (GC).

Definicija 1.19. KaZemo da projekcije e, f u *-prstenu R imaju svojstvo ortogo-
nalne uopstene uporedivosti (ortogonalna GC) ako su svake dvije ortogonalne projek-
cije uopsteno uporedive.

Propozicija 1.5.4. Neka je R Berov*- prsten sa svojstvom (PC). Tada R ima svo-
jstvo ortogonalnog (GC).

DokAz. Neka su e, f projekcije sa ef = 0. Sada dokaz direktno slijedi iz pred-
hodne propozicije i &injenice da je u razlaganju € ~ f kao i iz [1] teoreme 11.1.

O

1.5.2 Zakon paralelograma u involutivnim prstenima

Definicija 1.20. Neka je R *- prsten u kome skup projekcija ima strukturu mreZe.
KaZemo da u prstenu R vaZi zakon paralelograma (P) ako za svake dvije projekcijee, f
vazie—eNf ~ eV f—f. Ovaj uslov je ekvivalentan sae—eA(1—f) ~ f—(1—€e)Af.

Propozicija 1.5.5. [1] Neka je R slabi Rikartov *- prsten u kome Yz € R vaZi
LP(z) ~ RP(z). Tada u prstenu R vazi zakon paralelograma.

Propozicija 1.5.6. [2] Neka je R Von Nojmanova algebra. Tada u R vaZi zakon
paralelograma.

Propozicija 1.5.7. Neka je R Rikart *- prsten koji zadovoljava zakon ortogonalnog
(GC) i zakon paralelograma. Tada u R vaZi zakon (GC).

Doxkaz. Neka su e, f proizvoljne projekcije u R. Iz zakona paralelograma imamo

ortogonalnu dekompoziciju e = € +¢',f = f +f ivazie ~ f,e f=ef =0.
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Takodje projekcije ', f imaju svojstvo (GC). Sada imamo dekompoziciju
e =e+eyf =fi+fae~f,

gdje su ey, fo veoma ortogonalne. Sada je

e=(€ +e)+eyf=(f+Ff)+fa

gdje je e; ~ f1, 1 e, fo veoma ortogonalne projekcije pa prema tome projekcije e i f
imaju svojstvo (GC). O

U Berovom prstenu sa involucijom pojmovi (PC),(GC) i ortogonalnog (GC) koin-
cidiraju. Svaka AW™ algebra ima svojstvo (GC). AW™ algebra zadovoljava zékon (P)
(EP) aksiom pa dakle i zakon (PC).
Posljedica 1.10. Neka je R Berov *-prsten takav da je LP(z) ~ RP(z) za svako
z € R. Tada R ima svojstvo (GC) i zadovoljava zakon (P).

Doxkaz. Prsten R zadovoljava svojstvo (P) ostaje da dokaZemo da vaZi zakon
(PC). Zaista neka su e, f projekcije takve da je eRf # 0. Neka jez = eaf # 0,a € R.

Tada su eg = LP(z), fo = LP(y) nenulte potprojekcije od e i f redom sa ey ~ fo. O

1.5.3 Teoreme o reprezentaciji

U teoriji prstena veoma, je vazna matri¢na reprezentacija. Generalno nemamo odgovor
na pitanje da li je prsten matrica nad Berovim *-prstenom Berov*-prsten. Motivisani
ovim mozemo postaviti sljedeée pitanje. Kada je i pod kojim uslovima Berov-* prsten

izomorfan prstenu matrica? U sljedeéem dijelu pokazujemo da neke klase

(i) PI Berovih-* prstena,

(ii) Homogenih Berovih* prstena,



26

(iii) Ograni¢enih Berovih-* prstena tipa I,
(iv) Neprekidnih Berovih-* prstena

imaju matri¢nu reprezentaciju. Najprije dokazimo jedno veoma vazno tvrdenje.

Teorema 1.11. Neka je R*- prsten i n prirodan broj. Ako prsten R sadrii n

medusobno ortogonalnih, ekvivalentnih projekcija ey, e, .., e, ¢ija je suma jednaka 1
tada je R = (e Rey)y.

DokAz. Defini§imo preslikavanje ¢ : R — (R), sa ¢(a) = (w}aw;),a € R pri
¢emu su wy, .., Wy, parcijalne izometrije takve da je w;*w; = ey, wyw;* = e;. Dokazimo

da je ovo preslikavanje trazeni izomorfizam tj. da vrijedi

p(a+b) = p(a) +w(b), w(ab) = p(a)p(d), ¢(a*)=(p(a))*" Va,b€ R

Neka je a € R. Tada w}aw; € e1Re;, za svako ¢,7 pa je i p(a) € (e;Re;),. Lako se

provjerava da vazi

pla+b) = ¢(a) + ¢(b), v(a’) = (¥(a)”, Va,b € R.
Ako je wiaw; = 0 za svako %, j tada imamo :
e;ae; = wi(w;‘awj)w; =0 Vi,

odakle slijedi,
a= (Z ei)a(z ej) = Z e;aej = 0.
i J 43

Dakle ¢ je 1 — 1 preslikavanje. Za (ai;) € (e1Re1)n i a = Y, ; wia;jw;, dobijamo

* _ * * — * P * e .. —_ ..
w;aw; = E W; WGk W, W) = W WA Wi W5 = €18ij€1 = Gsj)
ki

tj. preslikavanje ¢ je na. Konacno je

S (wfawguibws) = (wia)($ wew) (bus)

k
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= (wja) (Y ex)(bw;) = wi(ab)w;

tj za a,b € R imamo g(ab) = p(a)p(h). O
Sljedeca teorema karakteriSe ortogonalne ekvivalentne projekcije u slabim Rikart-
ovim prstenima sa involucijom.

Teorema 1.12. Neka je R slabi Rikartov prsten sa involucijom @ e, f ortogonalne
projekcije. Tada je e ~ f akko postoji projekcija g takva da vazi

2ege=¢, 2fgf=1/f, 2g9eg=29fg=yg.

Dokaz. Ako takva projekcija postoji definidimo w = 2fge. Odmah imamo
sljedede

w'w = 4degfge = 2e(2gfg)e = 2ege = e

tj. zaista e ~ f. Obratno predpostavimo da je e ~ f. Ne gubedi opStost posmatrajmo
prsten (e + f)R(e + f) i dakle smatrajmo da je R Rikartov-* prsten sa e + f = 1.
Neka je w parcijalna izometrija za koju je w*w =e, ww* = f. Prema predhodnoj

propoziciji postoji izomorfizam ¢ : A — (eRe), definisano sa
p(a) = (wiaw;)s.
Oznaéimo sa a;; = w;*aw;,1,J = 1,2. Kako je
a1 = ewe = 0,a12 = eww* =0,a9; = w'we =¢€,a90 =0

mamo
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e 0
w(e)=<0 0)’

0 0
¢(f)=(0 e)-

Ako sa 1 oznacimo jedinicu u prstenu (eRe) to zbog izomorfizma mozemo pisati

()= ()= (02)

Sada kona¢no zbog invertibilnosti 2 u prstenu (e ~ 1 — €)([3]) mozemo definisati

-(11)

Dokazuje se da ovako definisano g zadovoljava trazene identitete. O

Dol DO
D= N

Za projekcije e, f u prstenu sa involucijom kazemo da su uporedive ako je e < f
ili f < e. Za prsten sa involucijom R kazemo da ima svojstvo (PI) ako je jedina
centralna projekcija 0. Prije §to damo jo$ jednu matri¢nu reprezentaciju vidjeti [2].

Teorema 1.13. Neka je R Berov-* prsten sa svojstvom (PI) i svake dvije ortogonalne
projekcije imaju svojsvo (GC) tada vrijedi

a) Postoji niz ortogonalnih projekcija (f,) takav da je

supfi=1,fi~1,1€l

b) Za svako m € N postoje ortogonalne projekcije gi.go, .., Gn G g1 + .. + gn =
1,:~1,1<i<n.

Teorema 1.14. Neka je R Berov-* prsten sa svojstvima (PI),(GC).Tada za svaki

prirodan broj n € N prsten R je izomorfan prstenu (R),, prstenu matrica nad R.
DokAz. Prema predhodnoj teoremi postoji particija jedinice ey, ..,e,. Dakle

R ~ (e, Rey),. Nadalje ekvivalentnost e; ~ 1 indukuje izomorfizam prstena e; Re; i

prstena R. Konacno (e;Re;), ~ R, tj. R ~ R, §to je i trebalo dokazati. O
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Za Berov-* prsten sa involucijom kazemo da je homogen ako u prstenu postoji
homogena particija jedinice ¢iji su ¢lanovi Abelove projekcije tj. postoji niz (e;)
Abelovih projekcija sa

supe; = l,e; ~e; ,7€l.

Kardinal skupa I naziva se stepen homogeniteta. Sljedeéa teorema daje matri¢nu
reprezentaciju ogranienih homogenih Berovih prstena sa involucijom (vidjeti [1]).

Teorema 1.15. [1] Neka je R ograniéen Berov -* prsten sa (GC) stepena homogen-
iteta n. Tada je R = B,, gdje je B Abelov Berov-* prsten . Uslovi teoreme jed-
noznacéno odredjuju n i prsten B do na izomorfizam.

Za Berov-* prsten R kazemo da je neprekidan ako u prstenu R ne postoji Abelova
projekcija razlicita od 0. Poznato je da u neprekidnom Berovom-* prstenu sa (PC)
za svaku projekciju e i za svaki prirodan broj n postoji homogena particija od e.

Teorema 1.16. Neka je R neprekidan Berov-* prsten sa (PC) i n prirodan broj.
Tada postoji projekcija g takva da je R = (gRg)n.

DOKAZ. Specijalno na osnovu gore navedenog ako se uzme (e = 1). O

1.5.4 Uslovi Kaplanskog

Neka je sada R Berov-* prsten i R, prsten matrica nad R. Generalno R, nije Berov-
* prsten. Za klasu ograni¢enih Berovih-* prstena pokazuje se da prsten R mora da

zadovoljava sljede¢ih Sest uslova (vidjeti[2]).
(a) R jeogranicen Baer-* prsten koji zadovoljava aksime Kaplanskog (EP) i (UPSR).
(b) 1+ aa* je invertibilno Va € R.
(c) Parcijalne izometrije su aditivne.

(d) R sadrzi centralni element 1 takav da je i* = —1,¢* = —i.
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(e) Ako je u € R unitaran element i RP(1 —u) = 1 tada postoji projekcija e, € u”

tako da e; 11, (1 — u)ex je invertibilno u exRey za svako k.

(f) Ako je fi niz ortogonalnih projekcija i sup f; = 1 i za svako k i svaki niz

elemenata ag,0 < ax < 1 postoji a € R takav da afy =a Vi € N.

U klasi regularnih ograni¢enih Berovih-* prstena posljednja dva uslova su suvisna . U
AW* (C* algebra koja je Berov-* prsten) ograni¢enim algebrama svih Sest uslova su
zadovoljeni. U daljem imamo da pored uslova (a)-(f) prsten R, zadovoljava sljedeca

dva svojstva:

(g) Za svake dvije projekcije e, f

e—eNfr~eVf—f

(h) Svaki niz ortogonalnih projekcija u R,, ima supremum.

Sljedece dvije teoreme razmatraju dovoljne uslove pod kojim je prsten matrica nad
ograni¢enim odnosno regularnim Berovim-* prstenom takodje Berov -* prsten sa GC
odnosno regularan Berov-* prsten.
Teorema 1.17. [1] Neka je R ogranicen Berov-* prsten kogi zadovoljava uslove (a)-
(f). Neka je n prirodan broj takav da prsten R, zadovoljava uslove (g),(h). Tada je
R, takode Berov-* prsten sa (GC).

DokAz. Neka je h centralna projekcija takva da je hR tipa I i (1 — h)R tipa
II. Tada su h(R), = (hR), i (1 — h)R, = ((1 — h)R), Berovi-* prsteni pa je i
R, = hR,+(1—h)R, takodje Berov-* prsten. Jasno je da vrijedi i svojstvo generalne
uporedivosti. O

Direktna posljedica ovog tvrdenja je da je za svaki prirodan broj n prsten matrica

R, nad AW™ algebrom takodje AW™* algebra.



Glava 2

Kvazi-Berovi prsteni

U okviru ovog poglavlja sa R oznactavamo prsten sa jedinicom. U daljem dijelu teksta,
ako nije posebno apostrofirano, R oznacava prsten bez involucije.

Definicija 2.1. Za prsten R kaZemo da je Berov ako je desni anihilator svakog S C R
generisan idempotentom tj za svaki S C R postoji idempotent e € R takav da je
- 1rr(S) =e€R.

Definicija 2.2. Za prsten R kazemo da je kvazi-Berov prsten ako je desni anihilator
svakog desnog ideala prstena R generisan idempotentom. Ova definicija dualno vazi
i za lijevi ideal.

Definicija 2.3. Za prsten R kaZemo da je PQ-Berov prsten ako je desni anthilator
svakog glavnog ideala generisan idempotentom.*

Obje definicije poti¢u od Clark. W. E i motivisane su moguénosti karakterizacije

konaéno dimenzionalnih algebri nad algebarski zatvorenim poljem.

Definicija 2.4. Za idempotent e prstena R kazemo da je lijevo (desno)semicentralan
ako je xe = exe(ex = exe), za svako z € R.

Skup svih lijevo (desno) semicentralnih elemenata oznatavamo sa S;(R)(S,(R)).

Skup svih centralnih elemenata u prstenu R oznatavamo sa B(R). Jasno je da vrijedi

! Ako umgjesto generisanosti svakog glavnog ideala -
imamo generisanost glavnog desnog(lijevog)ideala
dolazimo do pojma desnog(lijevog) PQ-Berovog prstena.

31
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B(R) = Si(R) (S (R).
U slucaju da je R poluprim prsten tada je S;(R) = S,(R) = B(R). Za idempotent

prstena R kaZemo da je semicentralno redukovan ako vazi S;(eRe) = {0,e}. Vazi
Sr(eRe) = {0,e} < Si(eRe) = {0, e}.

U slucaju da je 1 semicentralno redukovan element kazemo da je R semicentralno
redukovan prsten.
Sljedeéa lema je veoma operativna u ovom poglavlju.

Lema 2.1. [20] Za idempotent e prstena R sljedeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) e € S|(R).

(11)) 1 —e € S.(R).

(i11) (1 —e)Re = 0.

(1) eR je ideal prstena R.

(v) R(1—e) je ideal prstena R.

(vi) eR(1 —e) je ideal od R i eR = eR(1 — €) ® Re.

Za prsten R kazemo da je prim prsten ako vazi tRy = 0 = = = 0iliy = 0.
Sljedeca lema daje veoma jasnu karakterizaciju prim-prstena.
Lema 2.2. [17] Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) R je prim prsten.
(i) R je semicentralno redukovan kvazi-Berov prsten.
(iti) R je semicentralno redukovan PQ-Berov prsten.

(iv) R je semicentralno redukovan desni PQ-Berov prsten.
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Dokaz. (i) & (i) prema [20] Lema 4.2. Takode je jasno da (i7) = (i17) = (iv).
Dokazimo da (iv) = (7). Neka je zRy = 0, z,y € R. Tada postoji idempotent e € R
takav da je r(RzR) = eR, i pri tom je eR ideal. Odavde slijedi da e € S(R). Iz
¢injenice da je R semicentralno redukovan dobijamo da je e = 0 ili e = 1. Ako je
e = 0 tada RyR = 0. U slucaju da je e = 1 imamo da je RxR = 0. Dakle konaé¢no
slijedi y = 0 ili z = 0 tj prsten R je prim-prsten. O

Sljedeéi prsteni su kvazi-Berovi ali nisu Rikartovi prsteni.

Primjer 2.0.1. Neka je R prim prsten sa osobinom da je Z.(R) # 0. Laverence
je konstruisao desno primitivni prsten R sa Z(R) # 0. Takodje je u u [30] dat
primjer grupovne algebre R = KG nad poljem K koji je uniformno desno primitivan
sa Z.(R) # 0.

Primjer 2.0.2. Prsten ( D , gdje je D domen koji nije divizioni prsten, je

D
0 D
kvazi- Berov ali nije ni desni ni lijevi Rikartov prsten (Vidjeti [17]).

Lema 2.3. [17] Neka je T prsten sa jedinicom takav da je |T| > 1, i neka je
S = [Liea T, gdje je T\ =T, a A beskonadan skup indeksa. Ako je R beskonacan
potprsten od S generisan sa @yepTy i pritomjeilil e Silile {f: A>T, f =
const}. Tada prsten R nije kvazi-Berov prsten. Ako je T desni PQ-Berov prsten tada
to svojstvo ima i prsten R.

Primjenjujuéi predhodnu lemu dobijamo sljedeée primjere PQ-Berovih prstena.

Primjer 2.0.3. Neka je T komutativni reqularan prsten. Tada je T Rikartov prsten
pa dakle i PQ-Berov koji nije kvazi-Berov prsten.

Primjer 2.0.4. Neka je R = A® B direktna suma kvazi- Berovog prstena A koji nije
Rikartov prsten ( [14]) i komutativnog Rikartovog prstena koji nije Berov([20]). Tada
je R PQ-Berov prsten koji nije ni kvazi-Berov ni desni Rikartov prsten.

Sljedeca lema uslov iz definicije PQ-Berovog prstena o generisanosti desnog ani-

hilatora proizvoljnog glavnog ideala prstena pooStrava na uslov o generisanosti ani-

hilatora svakog konac¢no generisanog desnog ideala.
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Propozicija 2.0.8. [20] Sljedeéi uslovi su ekvivalentni
(a) R je desni PQ-Berov prsten.

(b) Desni anihilator svakog konacno generisanog desnog ideala je generisan (kao
desni ideal) sa idempotentom.

(c) Desni anihilator svakog glavnog ideala je generisan(kao desni ideal) idempoten-
tom.

(d) Desni anihilator svakog konacno generisanog ideala je generisan idempotentom.

DokAz. Jasno (b) = (a). Neka je R desni PQ-Berov prsten i X = Y " %R,
konaZno generisan desni ideal. Tada jer(X) = ., &R, gdje jer(z;R) = &;R, €7 = ¢;.
Kako je svaki e; lijevi semicentralan idempotent, odmah dolazimo do idempotenta e
takvog da je ()., &R = eR. Zbog toga je 7(X) = eR. Ekvivalentnost (a) & (c) &
(d) proizilazi iz (a) < (b) i Einjenice da je r(I) = r(RI) za svaki desni ideal I prstena
R. O

Iz prethodne propozicije moglo bi se na prirodan naéin pokuSati generalizovati
da je u desnom PQ-Berovom prstenu desni anihilator svakog prebrojivo generisanog
desnog ideala generisan idempotentom. Sljedeéi primjer pokazuje da to nije slucaj.

Primjer 2.0.5. Neka je T konacéno polje i R prsten iz predhodne leme. Tada je R
desni PQ)-Berov prsten. Kako je R prebrojiv i nije kvazi-Berov tada postoji prebrojivo
generisan desni ideal ¢iji desni anihilator nije generisan idempotentom.

Propozicija 2.0.9. [20] Prsten R je desno PQ-Berov akko za svaki glavni ideal
prstena R postoji e € S.(R) tako da

I C Re,r(I) ﬂRe = (1 — e)Re.

DokAz. Neka je I glavni ideal prstena R. Tada iz ¢injenice da je R desni PQ-
Berov prsten postoji ¢ € S;(R) tako da je r(I) = cR. Tada je I C l(r(I)) =r(1 —e),
kao ie € S,(R). Takode je r(I)[\Re = (1 —e)R(]) Re = (1—e)Re. Dokazimo i obrat
tvrdjenja. Neka postoji e € S,(R) takav da je I C Re,r(I){)Re = (1 — e)Re. Tada
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jasno (1 —e)R C r(I). Neka je sada a € R proizvoljno. Tada vrijedi ae = eae + (1 -
e)ae € r(I) [ Re = (1 —e)Re, odakle dobijamo ea = eae = 0,a = (1 —e)a € (1—¢)R.
Konagno dobijamo 7(I) = (1 — e)R, tj. R je desno PQ-Berov prsten. O

Posljedica 2.1. Neka je R desni PQ-Berov prsten i, I glavni ideal v R. Tada postoji
e € Si(R) takav da vrijedi I C Re, i skup (1 — €)Re je ideal prstena R.

Propozicija 2.0.10. [23] Neka je R desni PQ-Berov prsten. Tada je centar prstena
R Rikartov prsten (PP prsten).

DoxkaAz. Neka je C centar prstena R, i a € C proizvoljno. Tada vrijedi lg(a) =
lr(Ra) = rr(aR) = eR, gdje e € S;(R). Primjetimo da je [g(Ra) = lgrrlr(Ra) =
lrrr(eR). Neka je rr(eR) = fR, f € Si(R). Zbog toga imamo da 1 — f € S,(R).
Sada je eR = Ig(Ra) = lr(fR) = R(1 — f). Nadalje postoji £ € R tako da vazi
e = z(1 — f), odakle slijedi ef = z(1 — f)f = 0. Imamo fe = efe = 0 pa dakle
e € Si(R). Takode jeef = fe =0. Iz eR = R(1 — f) slijedi da postoji y € R tako da
vazi1—f = ey paimamoe = e(1—f) = ey = 1— f. Daklee € S;(R) () S;(R) = B(R).
Konaé¢no dolazimo do r¢(a) =rg(a)(VC =eR[C =eC. O
Propozicija 2.0.11. [17]

(i) Ako je prsten R Abelov tada je R desno Rikartov
(PQ-Berov) prsten akko je R Rikartov (PQ-Berov).

(i) Ako je prsten R Abelov i desno Rikartov tada je R PQ-Berov prsten i zadovol-
java IFP-uslov.?

(111) Ako R zadovoljava IFP-uslov tada su sljedeéi uslovi ekvivalentna:

(a) R je desno Rikartov prsten.
(b) R je Rikartov prsten.
(c) R je PQ-Berov prsten.

2Za prsten R kazemo da ima svojstvo IFP (insertion of }‘actor property) akko iz
ab = 0 slijedi aRb =0, a,b € R.
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(iv) Ako je R desni PQ-Berov prsten tada R zadovoljava IFP uslov akko je prsten
R redukovan.

DoKAz. (i) Neka je R desno Rikartov prsten i z € R. Tada postoji centralni
idempotent e € R takav da vrijedi 7(z) = eR. Kako je idempotent e u centru prstena
dobijamo 7(z) C l(z). Neka je a € {(z). Tada z € r(a) C I(a) pa zbog toga a € r(z).
Dakle r(z) = {(z) = Re, tj. R je Rikartov prsten. Obratno tvrdenje je oégledno.
Sluéaj PQ-Berovog prstena dokazujemo analogno.

(¢) Neka je z € R. Iz éinjenice da je R desno Rikartov i Abelov slijedi da je r(z) = eR
za neki centralni idempotent e. Iz ¢injenice da prsten R zadovoljava uslov IFP slijedi
r(z) =r(zR) = eR pa je dakle R PQ-Berov prsten.

Dokaz za (4i1) slijedi iz ¢injenice da je R Abelov (Shin). Dalje dokaz slijedi iz (%), (i1).
(iv) Neka je R desni PQ-Berov prsten koji zadovoljava uslov IFP. Neka je z? = 0.
Dokazimo da je z = 0. Najprije je r(z) = r(zR) = eR, gdje je e centralni idempotent
(Shin). Odavde dobijamo da je z = ez = ze = 0. Dakle R je redukovan. Obratno

tvrdenje slijedi iz ¢injenice da svaki redukovan prsten zadovoljava uslov IFP. O

Primjer 2.0.6. Postoji poluprim prsten A sa centrom koji je Rikartov prsten ali pri
tom A nije ni desni PQ Berov prsten niti je A ni desno ni lijevo Rikartov prsten.
Ryeé je o prstenu A= R & Maty(Z[z]). Ovo je primjer P.M.Cohn.

Propozicija 2.0.12. [20] Sljedeéi uslovi su ekvivalentni
(1) R je desni Rikartov prsten koji je Abelov.

(ii) R je Rikartov prsten koji je Abelov.
(iii) R je desni PQ-Berov prsten koji zadovoljava uslov IFP.
(1v) R je redukovan PQ-Berov prsten.
Propozicija 2.0.13. [1/] Neka je R desni PQ-Berov prsten. Tada vazi
(i) R je poluprim akko je S;(R) = B(R).

(11) Ako je svaki esencijalni desni ideal od R esencijalna ekstenzija nekog ideala u
R tada je prsten R desno nesingularan.
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2.1 PQ-Berovi prsteni naspram
kvazi Berovih prstena

U ovom poglavlju dolazi do izrazaja teorija mreza. Sljedeca lema je uopStenje rezul-
tata koji vaze za Artinove PQ-Berove prstene.

Lema 2.4. [20] Skup svih glavnih ideala generisanih lijevim semicentralnim idem-
potentima prstena R je distributivna podmreZa mreZe svih ideala prstena R. Takodje

(Z exR) ﬂ cR = Z(eARﬂ cR).

AEA AEA

DoOKAzZ. Neka su c,e;,e; € Si(R). Najprije je jasno da su e, R, e R ideali u R.
Neka je e = e; + e3 — e1e2. Direktnim izratunavanjem dobijamo da e € Sj(R), kao i
e1R+esR = eR,e R[] eaR = e1eaR odakle slijedi da ejes € S;(R). Takodje imamo
(e;R+ eaR)[cR = eR[\cR = ecR,

(elRﬂ cR) + (@Rﬂ cR) = e;cR + escR = (e1¢ + exc — eyceac) R = ecR.

Sada uposteni distributivni zakon lako slijedi iz slucaja za A = {1,2}. O

U daljem sa SS;(R)(SB(R)) koristimo oznaku za mrezu glavnih ideala gener-
isanim sa lijevo semicentralnim(centralnim elementima) prstena R.
Lema 2.5. [17] Neka je R kvazi Berov prsten. Tada je SS;(R) kompletna podmreza
mreze svih ideala prstena R.

DoxkAz. Neka je (ex)aea € Si(R). Primjetimo da je R(1 — e,) ideal u R za svako
A € A. Tada postoji idempotent e takav da je (Nycp exR = yea 7(B(1 —€))) =
(2 _xea B(1—ey)) = eR. Dakle svaki podskup u 3S;(R) ima najvecu donju granicu.

a
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Teorema 2.2. [17] Prsten R je kvazi-Berov akko je R desni PQ-Berov prsten i
3S1(R) je kompletna podmreza mreze svih ideala prstena R.

DokaAz. Dokaz da je uslov dovoljan direktno slijedi iz predhodne leme.
Dokazimo da je uslov potreban. Neka je I ideal u Ri I =), , Rz)\R. Iz Cinjenice
da je R desni PQ-Berov prsten imamo da postoji ey € S;(R) tako da vrijedi r(I) =
(Maea T(RzAR) = (\\cp exR. Zbog kompletnosti mreze postoji ¢ € S;(R) tako da
vrijedi cR C [ cp xR i pri tom je cR najveéa donja granica za {e\R | A € A}
u S5 (R). Dokazimo da je ﬂ/\E rexR C cR. Pretpostavimo suprotno da postoji
a € [yea €xR\cR. Iz &injenice da je R kvazi Berov prsten postoji b € Si(R) tako
da vrijedi RaR C r({(RaR)) = bR. Zbog RaR C e)R za svako )\ € A, imamo da je
R(1 —ey)) C l(RaR). Nadalje je bR = rl(RaR) C r(R(1 — e»)) = exR. Zbog toga je
bR C (yep exB. Nadalje imamo a € bRia ¢ cR,cR C cR+bR = (c+b—cb)R C
(Maen 1R gde c+ b — cb € Si(R).

Ovo je u suprotnosti sa ¢injenicom da je cR najveéa donja granica za skup {e)R |
A € A}. Prema tome ()¢, exR = cR. Dakle r(I) = cR tj. R je kvazi-Berov prsten.

a

2.1.1 Trougaoni idempotenti
Definicija 2.5. [16] Uredjeni skup {bi, ..., b, } nenultih idempotenata prstena R naziva
se skup lijevo trougaonih idempotenata ako zadovoljava sljedecéa svojstva:
L1=b+..+b.
2. by € S(R).
3. brt1 € Si(ckRey), gdjejecr =1~ (by + ..+ b),1 <k <n.

Definicija 2.6. Za skup trougaonih idempotenata {bl, ,bn} kazemo da je kompletan
ako je Si(ckRek) = {0,bx},1 < k < n.
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Potpuno analogno definiSemo skup desnih trougaonih idempotenata prstena R
mijenjajuéi uslov (2) sa b; € S,(R) odnosno uslov (3) sa bxy1 € Sp(ckRex). U [16] je
dokazano da je skup {bi,...,b,} skup lijevih trougaonih idempotenata akko je skup
{bn,...,b1} skup desno trougaonih idempotenata tako da prethodna definicija moze
biti preformulisana.

Lema 2.6. [16] Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) R ima kompletan skup trougaonih idempotenata.

(i) {bR|b € S,(R)} je konaéan skup.
Cak sta vise ako su {by, ...,b} i {ci, ..., cx} kompletni skupovi trougaonih idempotenata
tada je n = k. Takodje za b € S}(R),bR = ,., biR za A C {1, ...,n}.

Gordon i Small su uveli pojam dio po dio domena da bi poopétili poznate rezultate
u Neterinim prstenima i semiprim prstenima.

Definicija 2.7. Prsten R naziva se dio po dio domen(dio po dio prim prsten) kratko
PWD (PWP) prsten ako u prstenu postoji kompletan skup primitivnih idempotenata
(trougaonih idempotenata) {ey, ...,e,} tako da iz zy = 0 (xRy = 0) slijedi x = 0 ili
y =0 za svako z € e;Re;, y € e;Reg, 1 < 4,5,k < n.

Jasno je iz definicije da je svaki PWD prsten i PWP prsten. U [16] je dokazana teo-
rema koja dokazuje da osobine lijeve, desne PQ-berovosti, kvazi-berovosti i ososbine
PWP koincidiraju.

Teorema 2.3. [16] Neka je R prsten u kome postoji kompletan skup trogaonih idem-
potenata. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni:

(i) R je desni PQ-Berov prsten.
(11) R je lijevi PQ-Berov prsten.
(iii) R je kvazi-Berov prsten.

(iv) R je PWP prsten. -
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Lema 2.7. [16] Za prsten R sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) R je desno perfektan PQ-Berov prsten.
(1) R je semiprimaran kvazi-Berov prsten.
(iii) R je desno perfektan i lijevi PQ-Berov prsten.
Propozicija 2.1.1. Neka su dati sljedeéi uslovi:
(i) R je kvazi-Berov prsten.
(1) R je PQ-Berov prsten i centar od R je Berov prsten.
(iii) R je PQ-Berov prsten i Bulov prsten centralnih idempotenata je samo-injektivan.
Tada (i) = (i) = (i41)
U sluéaju da je R poluprim prsten tada (i) < (ii) < (1i1).
Posljedica 2.4. Neka je R biregularan prsten. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:
(i) R je kvazi-Berov prsten.
(11) Mreza glavnih ideala prstena R je kompletna.

(1ii) Centar prstena R je Berov prsten.

(tv) Bulov prsten centralnih idempotenata je samo-injektivan.

Propozicija 2.1.2. [19] Neka je R desni PQ-Berov prsten koji posjeduje kompletan
skup trougaonih idempotenata. Ako je prsten R poluprim tada je R konaéna direktna
suma prim prstena. Ako je prsten R bireqularan tada je prsten R konaéna direkina
sumao prostih prstena.

2.1.2 Jedna karakterizacija PQ-Berovih prstena

Ova karakterizacija potice od Z. Liu ([22]).

Lema 2.8. Neka je e(z) = €9 + 17 + ... = epz" + ... € R[[z]] lijevi semicentralan
idempotent. Tada vazi: :

(1) eq je lijevi semicentralan element u prstenu R.
(2) epe; = €;,e,0=0,i=1,2,....

(3) e(z)R[[z]] = eoR[z]].

Sa I(R) oznatavamo skup svih idempotenata prstena R.
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Definicija 2.8. Neka je {eg, €1, ...} prebrojiva familija idempotenata prstena R. Kazemo
da familija {eo, €1, ...} 1ma uopsteni supremum u I(R) ako postoji idempotent e € I(R)
takav da je

(1) e;,R(1—e)=0,i=0,1,...
(2) Ako je f € I(R) takav da je e;R(1 — f) = 0 tada je eR(1 — f) = 0.

Teorema 2.5. [22] Neka je R prsten takav da je Si(R) C C(R). Tada su sljedeéi
uslovi ekvivalentni:

(1) R[[z]] je desni PQ-Berov prsten.

(2) R je desni PQ-Berov prsten i svaka prebrojiva familija idempotenata u R ima
uopsteni supremum u I(R).

Ako je prsten R Abelov (svaki idempotent je centralan) tada skup /(R) ima struk-

turu Bulove algebre gdje je
eVfi=e+f—efeNf=ef e =1—¢

Dakle u sluéaju da je prsten R Abelov imamo sljede¢u posljedicu:

Posljedica 2.6.
(1) R[[z]] je desni PQ-Berov prsten.

(2) R je desni PQ-Berov prsten i svaka prebrojiva familija idempotenata u R ima

uopsteni supremum u I(R).

2.2 Samokonjugovani ideali u Berovim *-prstenima

U ovom poglavlju pokazuje se da je svaki ideal u kvazi -Berovom *-prstenu esencijalno
prosirenje samokonjugovanog ideala a takodje i esencijalan u samokonjugovanom ide-

alu ( dakle u sendvi¢u izmedju dva samokonjugovana ideala).
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Propozicija 2.2.1. [14] Neka je R *-prsten. Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) R je kvazi-Berov *-prsten.
(i) R je kvazi Berov prsten u kome je svaki semicentralan idempotent projekcija.

(113) R je poluprim kvazi-Berov prsten u kome je svaki semicentralan idempotent
projekcija.

(iv) Lijevi anihilator proizvoljnog lijevog ideala je generisan, kao lijevi ideal, projek-
cyjom u prstenu.

Dokaz. (i) = (i) pa je dakle R kvazi -Berov prsten. Neka je e lijevi semi-
centralan idempotent. Tada je r((1 — e)R) = eR. Postoji projekcija f takva da je
eR = fR. Nadalje je Re* = eR, pa je e = ee* = e* tj. e je projekcija.

(i1) = (¢19) Kako je svaki centralni idempotent lijevo semicentralan idempotent jedino
treba da dokaZzemo da je R poluprim prsten. Neka je z € R takav da je zRx = 0.
Imamo da z € r(zR) = eR, gdje je e lijevo semicentralan idempotent. Takode je eR
samokonjugovan ideal. Sada je ex* = z* i ze = z. Ali je takode ze = 0 tj. R je
poluprim prsten. |

(12) = (tv) Neka je Y lijevi ideal u R. Kako je R kvazi-Berov to postoji desno semi-
centralan idempotent e takav da je I(Y) = Re. Iz ¢injenice da je Re ideal prstena R
dobijamo er = ere za svako r € R i (1 — e)Re je ideal prstena R Iz ¢injenice da je
R poluprim prsten imamo (1 — e) Re = 0. Dakle imamo da vrijedi er = ere za svako
r € R. Sada imamo er = ere = re za svako r € R. Dakle e je u centru pa je dakle
projekcija.

(iv) = (i) Neka je R desni ideal prstena R. Zbog I(X*) = (r(X))* postoji projekcija
e tako da je [(X*) = Re. Odavde slijedi r(X) = Re, pa je prsten R zaista kvazi-Berov
*_prsten. O

Posljedica 2.7. [14] Neka je R prim prsten sa involucijom *. Tada je R kvazi -Berov
*
- prsten.
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DoxkAz. Iz Einjenice da je prsten R prim imamo da je R kvazi-Berov. Dalje dokaz

direktno slijedi iz predhodne propozicije. O

Primjer 2.2.1. Postoji poluprim Berov prsten sa involucijom koji nije kvazi-Berov
*. prsten. Neka je R = F + F gdje je F polje u kome je involucija x definisana sa
(a,b)" = (b,a), a,b € F(tzv. razmjenjujuéa involucija).

Primjer 2.2.2. Postoji komutativan Berov *- prsten R koji sadrZi ideal I koji nije
samokonjugovan. Neka je * involucija na C|z] (involucija indukovana involucijom
na C). Uzmimo a koji nije realan. Sada je (z — a) — (z —a)” # 0. Zbog toga
I = (z — &)C[z] nije samokonjugovan ideal.

Namede se prirodno pitanje karakterizacije prstena u kome je svaki ideal samokon-

jugovan.

Primjer 2.2.3. U prstenu R = ( xCC[%[xcg] xg&iﬂ] ), koji je kvazi Berov *-prsten i

zCllz]] zC [Fﬂ]]

nije Berov prsten, postoji ideal I = ( ) koji nije samokonjugovan.
! 72C[(a]] 2C][z]]

Neka su X, Y ideali u prstenu R takvi da je X C Y. KaZzemo da je ideal X
esencijalan u Y ako svaki nenulti ideal koji ima neprazan presjek sa Y ima neprazan
presjek sa X.

Lema 2.9. [14] Neka su X,Y ideali u poluprim prstenu R. Ako je ideal X esencijalan
uvY tada je r(X) =7r(Y)=U(X) =1(Y).

DokAz. Jasno je r(Y) C 7(X). Pretpostavimo da je Y ()r(X) # 0. Tada je
X Nr(X) # 0 sto je kontradikcija. Dakle Y ()r(X) = 0. Prema tome imamo da je
r(X) C r(Y). Konaéno je r(X) = r(Y). Kako je R poluprim prsten imamo da je
(X)=r(X)=1Y). O

Lema 2.10. Neka je R poluprim prsten sa involucijom * 1 I nenulti ideal prstena
R. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni. .

(i) r(I) je samokonjugovan ideal u R.
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(i) 1I* #0.
(iii) IT* Ce 1.
(iv) II* Ce55 1.
Teorema 2.8. [14] Neka je R kvazi Berov*-prsten.

(i) Ako je I ideal u R tada je r(I+1I*) = r(II*) = eR, gdje je e centralna projekcija
u R.

(11) Ako je I nenulti ideal u R, tada postoji centralna projekcija f € R takva da je
I CeP 1 e 1+ 1" C2*° fR,
I ce 1y I+1 S fR.

(113) Ako je X nenulti desni ideal tada je X X* # 0.

(iv) Ako je Y nenulti lijevi ideal tada je Y*Y # 0.

2.2.1 Jedna karakterizacija Berovih *-prstena

Potsjetimo se da je u Berovom x-prstenu involucija pravilna. Medjutim generalno

prsten sa pravilnom involucijom nije Berov. Sljedeca propozicija daje dovoljan uslov

da prsten sa pravilnom involucijom bude Berov.

Propozicija 2.2.2. [14] Neka je R *-prsten. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni.
(i) R je Berov *- prsten.

(it) * je pravilna involucija 1 lijevi anthilator proizvoljnog nepraznog samokonjugo-
vanog podskupa je generisan kao desni ideal sa projekcijom.

(1ii) * je pravilna involucija i lijevi anihilator svakog nepraznog samokonjugovanog
podskupa je generisan kao lijevi ideal sa projekcijom.
DoxkaAz. (i) = (i) Prema [1] * je pravilna involucija. Dalje dokaz slijedi iz
definicije Berovog *-prstena.

(11) = (i) Neka je Y neprazan podskup od R. Koristimo oznaku Y*Y = {y*y,y € Y'}.
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Imamo da je Y*Y samokonjugovan neprazan podskup od R. Sada postoji projekcija
e takva da je r(Y*Y) = eR. Neka je y € Y. Tada je y*ye = 0, odakle slijedi da je
ye = 0. Zbog toga je 7(Y*Y) C r(Y). Dakle r(Y*Y) = r(Y) = eR. Odakle je zaista
R Berov *- prsten.
() < (4i1). Dokaz je analogan dokazu (i) & (43). O

Postoji Berov prsten R koji je kvazi-Berov *- prsten sa pravilnom involucijom ali
nije Berov *- prsten.

Primjer 2.2.4. Neka je R = My(Z) prsten sa involucijom koja je transponovanje
matrica. Prsten R nije Berov x - prsten ali je ipak Mo(Q) Berov *- prsten.

Propozicija 2.2.3. [14] Neka je R *-prsten. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentns.
(1) R je kvazi-Berov *-prsten.

(1) aRa* # 0 za svako 0 # a € R, i desni anthilator svakog samokonjugovanog
ideala je generisan kao desni ideal sa projekcijom.

(111) aRa* # 0 za svako 0 # a € R, i lijevi anihilator svakog samokonjugovanog
ideala je generisan kao lijevi ideal sa projekcijom.

2.3 Generalizovani Berovi prsteni

Poznato je iz {17] da je centar Berovog prstena Berov prsten. Takodje je centar
kvazi-Berovog prstena kvazi-Berov prsten, centar desnog PQ-Berovog prstena je PQ-
Berov prsten. Postavlja se pitanje kada je prsten R sa PQ-Berovim centrom PQ-Berov
prsten tj kada se osobina PQ-berovosti moZe sa centra prstena prosiriti na cijeli prsten.

Teorema 2.9. [23] Neka je R prsten sa PQ-Berovim centrom C(R). Ako prsten R
zadovoljava bilo koji od sljedecih uslova za bilo koji ideal I tada je R kvazi Berov, pa
prema tome i desni PQ-Berov.

1. INC(R) je nenulti konaéno generisan desni ideal od C(R).

2. INC(R) # 0 i svaki centralni idempotent u R je ortogonalan.
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3. INC(R) # 0 i svaki desni ideal u R generisan sa centralnim idempotentom

sadrzi C(R).

Posljedica 2.10. Neka je R poluprim PI-prsten sa PQ-Berovim centrom C(R). Ako
je i svaki idempotent u R ortogonalan ili svaki desni ideal koji je generisan sa cen-
tralnim elememtom sadrzi C(R), tada je R kvazi-Berov prsten.

Primjer 2.3.1. Neka je K polje i R = K[X.Y,Z] sa XY = XZ =7ZX =YX =
0,YZ # ZY. Tada je prsten R redukovan, C(R) = K[X] je Berov prsten pa prema
tome i PQ-Berov.

Primjetimo da rz(Y) nema idempotenata. Prema tome R nije desni PQ-Berov
prsten. Takodje primjetimo da je I = {f(Y,Z) € K(Y,Z) | f(0,0) = 0} obostrani
ideal prstena R kao i da vazi I N C'(R) = 0.

Definicija 2.9. Za prsten R kaZemo da je generalizovan desni PP-prsten ako za svako
z € R postojin € N tako da je rr(z") = eR, za neki idempotent prstena R.

Potpuno analogno se definiSe generalizovani lijevi PP-prsten. Za prsten kaZemo
da je generalizovan PP-prsten ako je generalizovan lijevi i desni PP prsten. Klasu
generalizovanih PQ-Berovih prstena uveo je T.K.Kwak u [24].

Definicija 2.10. Za prsten R kaZemo da je generalizovan PQ-Berov ako za svako
z € R postoji prirodan broj n tako da je desni anihilator od 2" R generisan sa idem-
potentom prstena.

Sluc¢aj lijevog generalizovanog PQ-Berovog prstena definiSe se analogno. Prsten
R je generalizovan PQ-Berov ako je lijevo i desno PQ-generalizovan.

U slu¢aju redukovanosti prstena vrijedi sljedeca lema:

Lema 2.11. [2/] Neka je R redukovan prsten. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:

1. R je desni PP prsten.

2. R je PP prsten.

3. R je generalizovan desni PP prsten. -

4. R je generalizovan PP-prsten.
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5. R je desni PQ-Berov prsten.

6. R je PQ-Berov prsten.

7. R je generalizovan desni PQ-Berov prsten.
8. R je generalizovan PQ-Berov prsten.

Propozicija 2.3.1. [23] Neka je R prsten sa koji zadovoljava svojstvo IFP. Tada je
R generalizovani desni PP prsten akko je R genemlizovani desni PQ-Berov prsten.

Propozicija 2.3.2. [23] Sljedeéi uslovi su ekvivalentni:

1 - R je generalizovan PQ-Berov prsten.

2. Za svaki glavni ideal I oblika Ra™R prstena R n € N postoji e € S.(R) takav

da je I C Re i rg(I) N Re = (1 — e)Re.

Sljedeca lema predstavlja uopstenje za klasu Berovih prstena.

Propozicija 2.3.3. [28] Ako je R generalizovan desni PQ-Berov prsten, tada je C(R)
generalizovan PP prsten.

Potsjetimo se da za prsten R kazemo da ima svojstvo IFP (insertion of factor
property) akko iz ab = 0 slijedi aRb = 0 za svako a,b € R. Pojam IFP se pominje u
teoriji skoro prstena (K.Bell).

Propozicija 2.3.4. Neka je R prsten koji zadovoljava svojstvo IFP. Tada je R gen-
eralizovan desni PP akko je R redukovani PQ-Berov prsten.

Sljedede tvrdenje daje interesantnu karakterizaciju generalizovanih PQ-Berovih
prstena i na odreden naéin predstavlja analogon za propoziciju 1.9 u [20].
Propozicija 2.3.5. Sljedecéi uslovi su ekvivalentni:

(1) R je generalizovan desni PQ-Berov prsten.
(2) Za svaki glavni ideal I oblika Ra™R prstena R, n € N,
postoji e € Si(R) takav da je I C Re i rg(I) N Re = (1 — e)Re.
T.Kwak u [23] takode daje analogon za tvrdenje o centru prstena za klasu kvazi-

Berovih prstena.
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Propozicija 2.3.6. Neka je R generalizovan desni PQ-Berov prsten. Tada je centar
C(R) prstena R generalizovani PP prsten.

Sljededi primjer pokazuje da postoji poluprim prsten R sa centrom koji je gener-
alizovan PP prsten ali R nije generalizovan PQ-Berov prsten.

.. . o 1. F P, F
Primjer 2.3.2. Neka je R = R+Maty(Z[x)) gdje je R = ( n=11n sh=1-n )
J J 2( [ ]) gaje] = F, <@n:1 le>

Tada je centar od Re generalizovani PP prsten. Kako R nije generalizovan desni
PQ-Berov prsten to R takode nema to svojstvo. Takode Mat,(Z{]z]) nije generalizo-
van PP prsten. Sada je jasno da prsten R nije generalizovan desni PP prsten.

Sljededa lema pokazuje da se svojstvo IFP prenosi sa prstena R na prsten gornjih

trougaonih matrica nad R sa jednakim elementima na glavnoj dijagonali.
Lema 2.12. [28] Neka je S prsten i zan > 2

~ . 3
( a a2 a3 ... Q1ip
0 a a3 ... ag
Rn:< 0 0 a ... Q3n ]a,az]€S>
L0 0 0 ... a )

Ako prsten S ima svojstvo IFP tada za svako A € R, i svaku E? =FE € R,
AE = 0 implicira AR, E = O tj. i prsten R, ima svojstvi IFP.

DokAz. Najprije primjetimo da je proizvoljan idempotent F € R, oblika

(e 00 ... 0]
0e 0 ... 0 5
,ec=e€S.
_O 00 ... e
!—a aio Qi3 ... aln-
0 a oz ... Qo9pn

Nekaje AE=0,A= |0 0 a ... as, | € Rn.
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Iz predhodne jednakosti slijedi ae = 0, a;; = 0,4 < 7,4 > 1,7 > 2. Kako prsten S
ima svojstvo IFP to je aSe =01 a;jSe = 0za i < j,¢ > 1,5 > 2. Odavde dobijamo
da je AR, E =0, tj. i prsten R, ima IFP svojstvo. O

U klasi prstena koji imaju svojstvo IFP osobina generalizovanosti se prirodno
prenosi sa prstena R na prsten matrica nad R i svojstva iz klase generalizovanih
desnih PQ-Berovih prstena i generalizovanih desnih PQ-Berovih prstena koincidiraju.

Propozicija 2.3.7. Neka je R prsten sa svojstvom IFP i R, prsten iz predhodne
leme. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:

(1) R je generalizovani desni PQ-Berov prsten.
(2} R, je generalizovani desni PP-prsten.

(8) R, je generalizovani desni PQ-Berov prsten.



Glava 3

Armendarisovi prsteni i rigidni
prsteni

Klasu Armendarisovih prstena uveli su Rege i Chhawchharia u [31].

Definicija 3.1. Za prsten R kaZemo da je Armmendarisov ako za svaka dva polinoma
f(z) = ag+ a1z + ...anz™, g(x) = by + b1z + ... + byz™ polinomijalnog prstena R[z],
vrijeds

f(z)g(z) = 0= a;b; =0, Vi, j.

Motivacija za uvodenje ove klase jeste u éinjenici da klasa redukovanih prstenal
zadovoljava svojstvo iz prethodne definicije. Ova klasa prstena ima jako vaznu karak-
terizaciju izmedju anihilatora u prstenu R i polinomijalnom prstenu R[z|. Naime Hi-
rano je u [35] pokazao da postoji bijekcija izmedju skupa anihilatora Armendarisovog
prstena R i skupa anihilatora odgovarajuéeg prstena R[z].

Definicija 3.2. (/32]) Za endomorfizam o prstena R kazemo da je rigidan ako vrijedi
aa(a) =0=a=0, a € R.
2 Prsten R na kome je definisan rigidan endomorfizam o naziva se ca-rigidan prsten.

Definicija 3.3. [28] Za prsten R sa endomorfizmom « kaZemo da je slabo a-rigidan
ako vrijedi
aa(a) € nil(R) & a € nil(R),

gdje je nil(R) skup svih nilpotentnih elemenata prstena R.

1Prsten u kome je jedini nilpotent 0.
2 Uslov je ekvivalentan sa a(a)a=0=a =0Va € R.

50
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U sljedeéem dijelu dajemo direktne dokaze da su klase rigidnih prstena kao i slabo
rigidnih prstena zatvorene za direktne proizvode.

Teorema 3.1. Ako je A o,-rigidan prsten i B oy-rigidan prsten tada je A x B -
rigidan prsten, gdje je y(a,b) = (o1(a), o2(b)).

Dokaz. Neka je (a,b)y(a,b) = (0,0). Iz definicije v slijedi (a, b)(o1(a), 02(b)) =
(0,0), odakle dobijamo (ao1(a),bos(b)) = (0,0) odnosno aoi(a) = 0, boa(b) = 0. Iz
¢injenice da su A, B rigidni prsteni imamo (a,b) = (0,0), a ovo upravo znati da je
prsten A X B v-rigidan. O

Posljedica 3.2. Neka je (A;) familija o;-rigidnih prstena 1 < i < n. Tada je A =
[Ti, Ai y-rigidan prsten gdje je

v(a1, ag, ...an) = (01(a1), 02(az), -..on(ax))-

Teorema 3.3. Ako je A slabi o1-rigidan prsten i B slabi oy-rigidan prsten tada je
A x B slabi y-rigidan prsten, gdje je v(a,b) = (01(a), 02(b)).

Doxkaz. Pretpostavimo da je (a, b)y(a,b) € nil(A x B). Iz definicije preslikavanja
v imamo (a, b)(01(a), 02(b)) € nil(A x B), odakle dobijamo (ao1(a), boa(b)) € nil(A x
B). Odavde imamo da postoji n € N tako da vrijedi (aoy(a), boe(b))™ = (0,0). Sada
je (aoi(a))" =0, (boz(b))™ = 0, odnosno aoy(a) € nil(A),bos(b) € nil(B). Iz ¢injenice
da je A slabi o;-rigidan i B slabi os-rigidan dobijamo a € nil(A), b € nil(B). Odavde
imamo da postoje n;,ny takvi da je a™ = 0, b = 0.. Konaéno je (a, b)max(mn2) =
(0,0), a ovo upravo znati (a, b) € nil(Ax B). Obratna implikacija se dokazuje potpuno
analogno. O

Posljedica 3.4. Neka je (A;)L., familija slabih ;- rigidnih prstena. Tada je A =
[T, A; slabi y-rigidan prsten gdje je endomorfizam v definisan sa

Y(a1,as, ..., an) = (01(a1), 02(az), ..., Onl@n))-
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Ako je o endomorfizam prstena R tada se ¢ moze produziti do endomorfizma ¢’
polinomijalnog prstena R|[z] na sljedeéi nacin
n n
a'(z a;z") = z o(a;)z".
=0 i=0
U sljedecem tvrdenju pokazujemo kako se osobina rigidnosti prenosi sa prstena R na

odgovarajuéi polinomijalni prsten R[z].

Teorema 3.5. Ako je R o-rigidan prsten tada je R[z] o'-rigidan prsten.

Dokaz. Nekaje f(z) = ap+a,z+...+a,z", proizvoljan element iz R[z]. Dokazimo

da iz f(z)o’(f(z)) = 0 slijedi f(z) = 0. Zaista iz
(ao + a1z + ... + anz™)(0(ao) + ofar)z + ... + o(an)z™) = 0,

najprije dobijamo ago(ag) = 0 pa zbog rigidnosti prstena R imamo ay = 0. Iz

¢injenice da je koeficijent uz z? jednak nuli dobijamo
ago(as) + a1o(ay) + azo(ag) =0,

odakle odmah dobijamo a;0(a;) = 0, odakle slijedi a; = 0. Kako je koeficijent uz

2?2 jednak nuli imamo

an—2a(an) + an~la(an—l) + ana(an—2) = 0,

odakle dobijamo a,_10(a,—1) = 0, odakle koristeéi rigidnost prstena imamo da je
tn-1 = 0. Koristeéi analognu argumentaciju za koeficijent uz z?* na kraju dobijamo
ano(an) = 0 odakle imamo a, =0 tj. f(z) =0. O

Sljedeéi primjer pokazuje da je klasa slabo rigidnih prstena pravo prosirenje klase

rigidnih prstena.
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Primjer 3.0.3. Neka je oo endomorfizam prstena R ¢ R a-rigidan prsten. Neka je

R3 = ,a,b,c,d€ R

Q QO

b
a
0

o O QR

potprsten prstena T3(R). Tada se endomorfizam o« moZe produZiti do endomorfizma
@ : R — R i definisan je sa
a((aij)) = (alay))-
Tada vrijedi:
(1) R3 je slabi G-rigidan prsten.

(2) Rz nije @-rigidan.

O vezi izmedu redukovanih, rigidnih i slabo rigidnih prstena govori sadrzaj sljedece
propozicije.

Propozicija 3.0.8. [28] Neka je o endomorfizam prstena R. Tada je prsten R -
rigidan akko je slabo a-rigidan i redukovan.

DoxkAz. Pretpostavimo da je prsten R a-rigidan. Tada je R naravno i redukovan.
Pokazimo da je R slabo a-rigidan. Iz a € nil(R) imamo da je a = 0, jer je prsten R
redukovan, pa je prema tome aa(a) = 0, odakle dobijamo a = 0 € nil(R). Prema
tome prsten R je slabo rigidan i redukovan. Obratno pretpostavimo da je prsten R
slabo a-rigidan i redukovan. Tada iz aa(a) = 0 dobijamo a € nil(R) jer je prsten R
slabo rigidan. Sada je a = 0 jer je prsten R redukovan. Dakle R je a-rigidan. O

Iz elementarne teorije prstena je poznato da za prsten R skup nil(R) nije obavezno
ideal u prstenu. Sljedeéa propozicija pokazuje veoma vazno svojstvo ako nil(R) jeste

ideal slabo rigidnog prstena.

Propozicija 3.0.9. [26] Neka je R slabo a-rigidan prsten i nil(R) ideal u prstenu.
Tada je a(e) = e za svaki centralni idempotent prstena R.
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Propozicija 3.0.10. Neka je R Abelov prsten sa a(e) = e za svaki element e? = e €
R. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:

(1) R je slabo a-rigidan prsten.
(2) eR i (1 — e)R su slabi a-rigidni ideals.

3.0.1 Prosirenja u slabo rigidnim prstenima

Neka je a endomorfizam prstena R. Sa T,(R) oznatavamo prsten gornjih trougaonih
matrica nad prstenom E. Tada se endomorfizam o moze produziti do endomorfizma

a:T,(R) = T,(R) i definisan je sa

- - _ -
( ay;; Qa2 43 ... Qip \ a(au) a(alg) a(alg) e a(aln)
0 ayp Qs ... Qa9 0 alag) alas) ... alam)
19 0 0 as3 ... asp = 0 0 alass) ... ofas)
\[ 0 0 0 ... n |/ 0 0 0 ... o(Gnn) |

Svojstvo slabe rigidnosti se prenosi sa prstena R na prsten T,(R) o ¢emu govori
sadrzaj sljedece teoreme.

Teorema 3.6. [28] Neka je o endomorfizam prstena R. Tada su sljededi uslovi
ekvivalentni:

(1) R je slabo a-rigidan prsten.

(2) T,.(R) je slabo @-rigidan za svako n.

Ouyang daje primjer prstena koji je slabo a-rigidan i nije slabi a-kosi Armen-
darisov.

Primjer 3.0.4. Neka je R prsten i My(R) prsten kvadratnih matrica formata 2 x 2

nad R. Neka je
A B
S-{[O C}|A,B,CEM2(R)}.
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Neka je a endomorfizam definisan sa

([38])-[3 2]

Tada je prsten S slabo a-rigidan ali nije slabi a-kosi Armendarisov prsten.

Posljedica 3.7. Neka je a endomorfizam prstena R. Tada je R slabi a-kosi Armen-
darisov prsten akko je prsten T,,(R) slabi @-kosi Armendarisov prsten.

3.1 Armendarisovi prsteni Loranovih redova

U ovom dijelu ¢ je automorfizam prstena R.
Kazemo da je prsten R o-kosi Armendarisov prsten Loranovog tipa ako za svaka dva

polinoma

Za,x g(x beJERxxl;a],

1=—p j=—t
vrijedi
f(z)g(z) = 0= ai0’(b;) =0, -p<i<q —t<j<s
Kazemo da je prsten R[[z,z~}; o]] Loranovih redova o-kosi Armendarisov ako za svaka

dva elementa

Zazx g(z) = be

1=—p j=-t

prstena R[[z,z7!; o]] vrijedi

Sljedeée dvije teoreme daju korisnu karakterizaciju navedene dvije klase.

Teorema 3.8. Neka je o automorfizam prstena R. Tada su sljedeéi uslovi ekviva-
lentna:

1. R je o-kosi Armendarisov prsten. -

2. R je o-kosi Armendarisov prsten Loranovog tipa.
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Dokaz. Neka je f(z) = 3L, a2, g(z) = Y ;__, b2’ za koje je f(z)g(z) = 0.

Odavde slijedi da 2?f(z), z'g(z) € R[r;o]. Nadalje kako je f(z)g(z) = 0 odmah

dobijamo z” f(z)g(z)z* = 0. Iz predhodne jednakosti dobijamo
0?(a;)o*™(b;) =0, —-p<i<gq ~t<j<s.

Iz Cinjenice da je o automorfizam prstena dobijamo of(a;0*(b;)) = 0 i konaéno
a;0*(b;) = 0. Obratna implikacija slijedi iz ¢injenice da je R[z;o] C Rlx,z7';0].
0

Kazemo da je prsten R[[z,z7',0]] o-kosi Armendarisov ako za svako f(z) =
> ety glz) = Y22 bial f(z)g(z) = 0 implicira a;0*(b;) = 0,—p < i <
00, —t < 7 < 0.

Teorema 3.9. Neka je o automorfizam prstena R. Tada su sljedeés uslovi ekviva-
lentni:

1. R je o-kosi Armendarisov prsten.

2. Prsten R[[z,z7%; 0]] Loranouvih redova je o-kosi Armendarisov.

DokAz. Dokaz potpuno analogan dokazu prethodnog teorema.
Dio vezan za Loranove nizove i redove zavr§avamo sa tvrdenjem o potrebnom
uslovu da bi prsten formalnih redova nad redukovanim prstenom bio takodje reduko-

vall.

Teorema 3.10. Neka je o endomorfizam prstena R. Ako je prsten R redukovan
i zadovoljava uslov kompatibilnosti ac(b) = 0 => ab = O tada je prsten R[z,0o]]
redukovan.

DokAz. Neka je f(z) = Y2, aiz* i (f(x))? = 0. Dokazat éemo da je f(z) = 0.
Najprije iz (f(z))? = 0 dobijamo a2 = 0, odakle zbog redukovanosti prstena R slijedi

ap = 0. U sljede¢em koraku imamo

-

aoasz + a10(ay) + 420 (ao) =0,
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odnosno a;o(a;) = 0 odakle koristeéi uslov kompatibilnosti dobijamo a? = 0, pa opet
koristeéi uslov redukovanosti prstena R imamo a; = 0. Koristeéi istu argumentaciju
za koeficijent uz z®® dobijamo a,0"(a,) = 0, odakle ponovo koristeéi uslov kompati-

bilnosti a,c™}(

an) = 0, odakle uzastopno a,o(a,) = 0. Dalje indukcijom dobijamo
a; = 0 za svako i tj. f(z) = 0. Dakle R[[z; 0]] je zaista redukovan prsten. O

Bez uslova da prsten R zadovoljava ac(b) = 0 = ab = 0 prethodni teorem
ne vazi. Neka je R = Z;Zy 1 0 : R — R definisan o(a,b) = (b,a). Lako se
provjerava da prsten R[[z;c]] nije redukovan. Primjetimo da je (1,0)(0,1) = (0,0),
ali (1,0)0(0,1) # (0,0).

U sljedeéem dijelu su generalizovani rezultati iz [27] koji se odnose na o-kose
Armendarisove prstene do klase slabih o-kosih Armendarisovih prstena.

Potsjetimo se ako je 0 : R — S homomorfizam prstena tada se o moze produziti
do homomorfizma R[z] — S[z] koji je definisan sa Y op ;2" — Y oog0(ai)z* koji
¢emo takode oznacavati sa o. * Chen i Tong ([27]) su dokazali da ako je o : R — S
izomorfizam prstena i R o-kosi Armendarisov prsten tada je S cao~!-kosi Armen-
darisov prsten.

Mi éemo dokazati varijantu slabog kosog Armendariovog prstena a potom koriste¢i
ovaj rezultat dokazati teoremu koja konstruiSe veoma vazan primjer slabo kosog Ar-
mendarisovoé prstena.

Lema 3.1. Neka je o izomorfizam prstena R i S. Ako je R slabi a-kosi Armen-

darisov tada je S slabi cao™'-kosi Armendarisov prsten.

Doxkaz. Neka je

f(z) = Zaz-:ci, g(z) = f:bjxj € S [z;0a07"].
i=0 -

=0

3Cesto se ektenzija homomorfizma oznacava isto kao i sam homorfizam.
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Dokazat ¢emo da iz f(z)g(z) = 0 slijedi a;(cac™)'; € nil(S) za svako 4,j. Iz
¢injenice da se izomorfizam prstena R i S na prirodan na¢in produzava na odgo-
varajuce polinomijalne prstene dolazimo do izomorfizma o : R[z] — Sz] gdje je

oY oairt) =Y it o(a;)xt. Iz injenice da je o izomorfizam postoje polinomi

fl(x) = Za’;xia gl(x) = Zb;iLJ,
=0 7=0

takvi da je
f(z) = o(filz)) = Z a(aj)e', g(z) = o(gi(z)) = 20(63)1‘”3

Najprije éemo dokazati da iz f(z)g(z) = 0 slijedi fi(x)gi(z) = 0. Zaista iz

F@)g(e) =S aiat Y bl =0,

1=0 3=0

dobijamo da za svako
0 < k < m vaziaob; + ay(caoc™ V) (bg_1) + ... + ax(cac™1)*(by) = 0.
Sada imamo
o(al)o () + o(a))(cac Yo (b,_,) + ... + o(a;)(cac™H*o(by) = 0.
Iz (cac™1)t = oalo~! dobijamo da je ,
aphy, + aya(by_,) + ... + ayaf (by) = 0,

a ovo upravo znadi fi(z)g1(z) = 0 u kosom prstenu R[z;c]. Iz ¢injenice da je R
slabi a-kosi Armendarisov prsten slijedi ajo’ (b)) € nil(R). Kako je af = 07 (a;), b} =
o~1(b;) dobijamo -

o Ha;)olo "1 (b;) € nil(R),
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odnosno
o Ha)o toato T (b;) = o7 (ai(cao™h)E(b;)) € nil(R),

odakle odmah slijedi
a;(cac™?)*(b;) € nil(S), 0 < k < m.

Dakle zaista je S slabi cao~-kosi Armendarisov prsten.O

U daljem pokazujemo koristeéi prethodnu lemu da jedna veoma vazna klasa pot-
prstena prstena gornjih trougaonih matrica nad prstenom R pod odredenim uslovima
ima slabo koso Armendarisovo svojstvo. Slededa notacija se koristi u [33]. Koris-
timo oznaku RA = {rA,r € R} za svako A € M,(R), gdje je M,(R) prsten matrica
formata n X n nad prstenom R.

Zan > 2neka je V = Z;‘z—ll E;i+1, gdje su Ej; = (en : 1 < 5,t < n) matricne
jedinice prstena R, gdje je e;; = 1ieqy =0zas #dilit#7,0< 4,5 <n,i
Vo(R) = RI, + RV + ...+ RV™1,

Teorema 3.11. Neka je o automorfizam prstena R. Ako je faktor prsten R[z]/(z™)
slabi a-kost Armendarisov tada je Vi (R) slabi a-kosi Armendarisov prsten.

Doxkaz. Pretpostavimo da je R[z]/(z") slabi a-kosi Armendarisov prsten. Neka
je

6 : Vo(R) = R[z]/(z") definisano sa
O(rol, + 1V + . 41 VP ) =rg+ s+ .+ ™t (27).

Lako se provjerava da je preslikavanje 6 izomorfizam pa primjenjujuéi prethodnu
lemu imamo da je V,(R) 6~ '&6-slabi kosi Armendarisov prsten.

Nadalje je

07 al(roln, + 11V + ..+ 1 V) = 07 0 (rg + 1T + Tz (™))
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= 0" a(ro) + a(r))z + ...a(ra_1)2™* + (z"))
= a(ro)l, + a(r)V + ... + a(rp_) V!
= a(roly + 1V + ..+ VP,
tj. Vo.(R) je slabi a- kosi Armendarisov prsten, §to je i trebalo dokazati. O
Z. Liu and R. Zhuo su generalizovali klasu Aljmendarisovih prstena i uveli pojam
slabog Armendarisovog prstena.

Prsten R je je slabi Armendarisov ako za svaka dva polinoma
f@)=ay+ a1z + ...+ anz", g(x) =bo+ b1z + ... + bypz™ € R[z],

iz f(z)g(z) = 0 slijedi a;b; € nil(R) za svako i,j. Ova definicija je ekvivalentna sa
tvrdenjem da je ideal 0 slabi Armendarisov ideal. Dokazat ¢emo da je klasa slabih
Armendarisovih prstena zatvorena za direktne proizvode kao i da ako je faktor prsten
R/I slabi Armendarisov prsten za neki nilpotentan ideal I tada je prsten R slabi

Armendarisov.

Teorema 3.12. Direktni proizvod konacno mnogo slabih Armendarisovih prstena je
slabt Armendarisov prsten.

DokAz. Neka su Ry, Ry, ..., R, slabi Armendarisovi prsteni, R = [, I% i
f(z) = ap + a17 + apz® + ... + ap 2", g(x) = by + 51T + ... + bpz™ € R[z]
a; = (i1, Qig, -+ Gin), b; = (bir, biz ..., bin)
takvi da je f(z)g(z) = 0. Definisimo sljedece polinome :
fe(x) = agr + a1, + ... + ank:v",.gk(x) = box + by + ... + biz™, 1 < k < n.
Iz f(x)g(z) = 0 dobijamo

aobo = 0, a0b1 + albg = O, ...,anbm = 0.
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Odavde slijedi

ag1bor = agebo2 = ... = apnbon = 0,
agibir + a11bg1 = ... = aonbin + a1nbon =0,
C'm,lbml = an2bm2 — .= a"nnbmn = 0.

No ovo upravo znaéi da je fi(z)gk(z) = 0 u prstenu Rglz], 1 < k < n. Kako
su prsteni Ry slabi Armendarisovi dobijamo abjx € nil(Rx). Sada za svako i, j
postoje myjx takvi da je (aubjr)™i* = 0 u prstenima Rg, 1 < k < n. Neka je sada
my; = maxmyje, 1<k <n. Jasno je (a;b;)™ = 0, za svako 1,7, tj. R je slabi
Armendarisov prsten. O

Teorema 3.13. Ako je prsten R/I slabi Armendarisov i ideal I nilpotentan u R,

tada je R slabi Armendarisov prsten.

DoKAZ. Neka su
f() =ap+ a1z + ... + anz™, g(z) = bg + b1 + ... + bz™ € R|2]
takvi da je f(z)g(z) = 0. Odavde odmah dobijamo
(@ + a1z + ... + @az”)(bo + b1z + ... + bpz™) = 0.

Kako je R/I slabi Armendarisov imamo da je a,_zE € nil(R/I). Iz pretpostavke da je

I nilpotentan ideal dobijamo a;b; € nil(R) ¢ime je dokaz zavrSen. O

3.2 Berovi i rigidni prsteni

Neka je o endomorfizam prstena R. Podskup S prstena R naziva se o-skup ako je
skup S o-stabilan tj 0(S) C S. Specijalno ako je S = {a} jedno¢lan skup kazemo

da je element a o element. Lijevi (desni, obostrani) ideal I prstena se naziva lijevi
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(desni,obostrani) o-ideal ako je ideal I o skup prstena R. Za prsten R kazemo da
je o -Berov (o-kvazi Berov) prsten ako je desni anihilator svakog o skupa (o-ideala)
generisan idempotentom prstena. O odnosu ove dvije klase u slu¢aju rigidnih prstena

govori sljedeéa lema:

Lema 3.2. [26] Neka je R o-rigidan prsten. Tada je prsten R o-Berov akko je R
o-kvazi Berov.

DoKAZ. (=) Trivijalno.
(«=)
Neka je prsten R o-kvazi Berov i neka je S bilo koji o skup. Posmatrajmo desni
ideal (S). Kako je S o skup prstena R to je (S) desni o ideal. Iz Einjenice da je
prsten R o-kvazi Berov to je rg(S) = eR za neki idempotent u prstenu R. Dokazimo
da je Tr(S) = r&((S)). Jasno je rr({(S)) C rr(S). DokaZimo i obrnutu inkluziju.
Neka je b = Y = siz; € (S) proizvoljno. Ako je a € rg(S) tada je s;a = 0 za svako
s; € S. Kako je prsten R rigidan pa dakle i redukovan to je s;a = 0 akko as; = 0
akko s;Ra = 0. Sada je Y 7 (as;)z; = > . ,(siz;)a = ba, dakle a € rx(S). Konactno
dobijamo rg({(S)) = eR tj. R je o-Berov prsten. O

Posljedica 3.14. Neka je R redukovan prsten. Tada je prsten R Berov akko je R
kvazi Berov.

DokaAz. Direktno iz prethodne leme uzmemo i 0 = idg. O
Lema 3.3. [26] Neka je R o— rigidan prsten. Tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni:
(1) R je desni o-PP prsten.
(2) R je o-PP prsten.
(8) R je desni o-PQ Berov prsten.
(4) R je o-PQ Berov prsten.

(5) Za svaki o-element a € R i svaki pm'rod;m broj n rr(a™R) = eR, za neki
idempotent e € R.
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DokAz. Kako je R o-rigidan to je rr(a) = lg(a) = rr(aR) = Ig(Ra) = rr(a™R)
za svaki o— element a i svaki prirodan broj n. O

Armendariz je pokazao da ako je R rigidan prsten tada je je prsten R Berov
akko je polinomijalni prsten R[z] Berov. Sljedeéi dio predstavlja generealizaciju ovog
tvrdenja. Neka je 0— endomorfizam prstena R. Tada postoji endomorfizam & defin-
isan na R[z : o] koji je ekstenzija od o. Oznatimo sa ¥, skup svih ekstenzija od
o. Jasno je da je £, # 0 jer endomorfizam 6 definisan sa 0(X7 ,a,z') = &2 0 (a;)x?
pripada X,.

Lema 3.4. [26] Neka je R prsten na kome je definisan endomorfizam o i ¥, skup
svih ekstenzija od o definisanih na prstenu R[z;o]. Tada vaZi:

(1) Ako je I o-ideal u prstenu R tada je 1A 0-ideal ideal prstena A = R|z; 0] za
svako 6 € ¥.

(2) Ako je I glavni desni o-ideal prstena R tada je IA glavni desni 6-ideal prstena
A za svako 8 € X,.

(8) Ako je I glavni ljevi o-ideal prstena R tada je Al glavni lijevi 0-ideal prstena
A za svako 6 € %,.

DoKAZ. Direktno po definiciji.O

Lema 3.5. [26] Neka je R prsten na kome je definisan endomorfizam o i neka je ¥,
skup svih ekstenzija od o definisanih na prstenu R[z;o]. Tada je prsten R o-rigidan
akko je prsten R[z; o] 0-rigidan, za svako 6 € ¥,. Takode u tom sluéaju vazi o(e) = e
za svakt tdempotent e prstena R.
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3.3 Kosi polinomijalni prsteni nad
kvazi Berovim i PQ)-Berovim prstenima

Kako je desni anihilator desnog o-ideala ideal zaklju¢ujumo da je desni ideal svakog
desnog o-ideala generisan semicentralnim idempotentom u sluéaju da je R o-kvazi
Berov prsten. Ako su ey, ey, ..., e, lijevi semicentralni idempotenti prstena R tada je
e = ejés...€, idempotent prstena R.

Lema 3.6. [26] Neka je R prsten i o endomorfizam prstena. Tada je R desni(lijevi)
o-PQ Berov prsten akko je desni(lijevi) anihilator svakog konacno generisanog desnog
(lijevog) o-ideala prstena R generisan idempotentom u prstenu.

Doxkaz. Dovoljno je dokazati varijantu desnog anihilatora. Pretpostavimo da je
R desni 0-PQ Berov prsten i I = )" a;R konatno generisan ideal prstena R. Tada
je rd) =N e;R, gdje je rr(a;R) = e;R. Prema tome rg(I) je ideal u prstenu i e; je
semicentralan idempotent prstena za svako ¢ = 1,...,m. Sada je kona¢no e = ejes...ep,
idempotent prstena R i rg(l) = eR. Obratno je trivijalno. O
Lema 3.7. Neka je R o-rigidan prsten. Ako je e € R lijevi semicentralan idempotent

tada je e lijevi semicentralni idempotent u prstenu R[z;o].

DokAZ. Neka je f = Z a;x' € R|x;0]. Kako je prsten R o-rigidan to je o(e) = e.
1=0
Iz ¢injenice da je e lijevi semicentralan imamo da je ea;e = a;e za svako i. Sada je

m m m
fe= Z a;0'(e)z’ = Z a;exr’ = Zeaiez’ =efe.
i=0 =0 =0

a

Teorema 3.15. [26] Neka je R prsten i i o endomorfizam u prstenu i ) skup svih
ekstenzija endomorfizma o u prstenu A = Rlx;o|. Ako je prsten R o-rigidan tada su
sljedeéi uslovi ekvivalentnai:

1) R je o-kvazi Berov prsten.

2) A je kvazi Berov prsten.
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3) A je 0-kvazi Berov za svako § € Y _.

Posljedica 3.16. Neka je R prsten i o endomorfizam, y_ skup svih ekstenzija od o
u prstenu R[z;o]. Ako je prsten R o-rigidan tada su sljedeéi uslovi ekvivalentni.

1) R je o-Berov.
2) R|z; o] je Berov.
8) Rlz; 0] je 0-kvazi Berov za svako 0 € Y.

Posljedica 3.17. Neka je R redukovan prsten. Tada je prsten R Berov akko je prsten
R[z] Berov.

Teorema 3.18. [26] Neka je R prsten, o endomorfizam u prstenu 1 ) skup svih
ekstenzija endomorfizma o u prstenu R[z;o]. Ako je prsten R o-rigidan tada su
sljedeci uslovi ekvivalentni:

1) R je desni o-PP prsten.

2) R je o-PP prsten.

3) R|z;o] je desni PP prsten.

4) Rlz;o] je 0-PP prsten za svako 8 € Y.

5) Rlz; 0] je desni 6-PP prsten za svako § € ).

Posljedica 3.19. Neka je prsten R redukovan. Tada je prsten R PP prsten akko je
polinomijalni prsten R|z] PP-prsten.

3.4 Semikomutativni endomorfizmi

Teorija semikomutativnih prstena ima svoje korjene u radovima G.Shin iako ter-
minoloki autor govori o u pseudosimetri¢nim prstenima. Osnovna karakterizacija
semikomutativnih prstena jeste u éinjenici da je semikomutativnost prstena ekviva-
lentna sa svojstvom da je desni anihilator svakog elementa ideal u prstenu.

U ovom dijelu R je prsten sa jedinicom.
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Definicija 3.4. Za endomorfizam o prstena R kaZemo da je semikomutativan ako
vrijedi:

ab=0=aRa(b) =0, a,b € R.
Za prsten R kaZemo da je a-semikomutativan ako postofi semikomutativan endomor-
fizam « prstena R.

Primjetimo da iz definicije ab = 0 = aRa(b) = 0 slijedi aa(b) = 0. Odavde
zbog semikomutativnosti prstena slijedi aRa?(b) = 0, odakle indukcijom izvodimo
aRa*(b) = 0, odnosno specijalno ac*(b) = 0 za svaki prirodan broj k. Jasno je da je
prsten R semikomutativan akko je R Ir semikomutativan, gdje Ir oznacava identitet
prstena R. Takode neka je S C R potprsten a-semikomutativnog prstena R takav da
je a(S) C S. Tada je S takode a-semikomutativan prsten. Sljedeéi primjer pokazuje

da obrat iz definicije semikomutativnog endomorfizma generalno ne vazi:

Primjer 3.4.1. Neka je R = Zy,® Z5. Prsten R je semikomutativan jer je redukovan
1 komutativan. Neka je o : R — R definisan sa ofa,b) = (b,a). Tada za a =
b = (1,0), aRa(b) = 0 ali je ab = (1,0) # (0,0). Cak Sta vise prsten R nije «
semikomutativan. Zaista (1,0)(0,1) = (0,0) ali je (1,0)(1, 1)e((0,1)) # (0,0).

Veza izmedu rigidnih i semikomutativnih prstena jeste sadrzaj sljedeée teoreme:
Teorema 3.20. [8/] Prsten R je a-rigidan akko je redukovan, c-semikomutativan i
a je monomorfizam.

DoxkAz. Neka je R a-rigidan prsten. Tada je jasno R a-redukovan i naravno R
je monomorfizam prema [36]. Neka je a,b € Riab = 0. Tada za proizvoljno r € R
imamo ara(b)a(ara(b)) = ara(ba)a(r)a?(b) = 0. Iz pretpostavke da je prsten R
rigidan imamo ara(b) = 0 pa je aRa(b) = 0.

Obratno neka je aa(a) = 0. Prsten R je redukovan i a-semikomutativan pa je
a(a)Ra(a) = 0. Nadalje imamo a(a?) = 0, odakle slijedi a = 0 jer je oo monomor-

fizam. Dakle kona¢no dobijamo da je R a-rigidaln. a
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Sljededi primjer pokazuje da se uslovi semikomutativnosti odnosno monomorfnosti
u prethodnoj teoremi ne mogu izostaviti.

Primjer 3.4.2. Neka je

a

i a endomorfizam definisan sa a( [ 8 Z ] ) = [ 8 b }

R nije redukovan pa prema tome nije ni a-rigidan. No prsten R jeste semikomutati-
van.

Propozicija 3.4.1. [8/] Neka je R semikomutativan prsten. Tada vrijedi
(1) (1) =1 akko je a(e) = e za svako idempotent e prstena R.
(2) Ako je a(l) =1 tada je R Abelov prsten.

Posljedica 3.21. Neka je R semikomutativan prsten. Tada je R Abelov prsten.

Sljedeéi primjer pokazuje kako se svojstvo semikomutativnosti prirodno prenosi sa
prstena R na neke potprstene prstena matrica nad R.

Primjer 3.4.3. Neka je R redukovan prsten. Ako je prsten R semikomutativan tada
je 1 prsten
a b c
S3(R) = 0 a d|,a,bc,dER
0 0 a

a-semikomutativan, gdje je & ekstenzija endomorfizma o na prsten S3 kao i ranije.

Naravno kao posljedicu ovog tvrdenja imamo da je u slu¢aju redukovanog prstena
prsten S3(R) semikomutativan, ali se ipak u prstenu S,(R) svojstvo semikomuta-

tivnosti generalno ne nasleduje sa prstena R (vidjeti primjer 2.15 u [34]).
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3.5 Berovost u sps-Armendarisovim prstenima

Definicija 3.5. Za prsten R sa endomorfizmom o kazemo da je sps-Armendarisov
(skew power series) ako za svako

p(r) = Zaixi, q(z) = Zb,z’ € R|[z; ]],

iz p(z)q(z) = 0 slijedi a;b; =0 za svako 1, j.

Lako se provjerava da ako je prsten R na kome je definisan endomorfizam o« a-
rigidan tada je R sps-Armendarisov kao i da je klasa a-sps Armendarisovih prstena
zatvorena za klasu potprstena S prstena R za koje je a(S) C S.

Lema 3.8. [34] Neka je R sps-Armendarisov prsten. Tada skupovi idempotenata
prstena R[z; ] i prstena R koincidiraju. Takode, prsten R[[z; o] je Abelov.

U mnogim tvrdenjima vidjeli smo da se neke osobine prirodno prenose sa prstena
R na neku ekstenziju prstena (matriénu, polinomijalnu). Sljedeéa teorema pokazuje
da se u slu¢aju sps-Armendarisovog prstena osobina berovosti(kvazi berovosti) prenosi
sa prstena R na odgovarajuéi prsten stepenih redova.

Teorema 3.22. [3/] Neka je R a-sps-Armendarisov prsten. Tada vrijedi

(1) Prsten R je Berov (kvazi-Berov) akko je prsten R[[z;a]] Berov (kvazi-Berov).

(2) Ako je prsten R|[z; ] desni PP-prsten tada je R desni PP-prsten.

DoxkaAz. (1) Neka je R Berov prsten i A neprazan podskup od R|[z; ¢]]. Oznacimo
sa A* skup svi koeficijenata elemenata skupa A. Kako je A* neprazan podskup od A
to je zbog berovosti prstena R rr(A*) = eR, za neki idempotent e prstena R. Kako
€ € TR[lz;a])(A) odmah dobijamo da je eR[[z; o] C rrz;q(4)-

Za 0 # q=by+bx+..+bz'+ .. € Rpjo(4) imamo Ag = 0 pa je prema tome
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i pg = 0 za svako p € A. Iz Cinjenice da je prsten R a-sps Armenadarisov imamo da

bo, b1, ..., b, ... € TR(A*) = eR. Sada postoje ¢y, cy, ..., Ct, - € R takvi da
g=eco+eciz+ ... +eczt+ ... =e(co+ 1z + ... + izt +...) € eR[[z; ],

pa je dakle eR[[z; a]| = gyz;aq(A) tj. R[[z;a]] je Berov prsten.
Obratno pretpostavimo da je R[[z;a]] Berov prsten. Ako je B proizvoljan podskup
prstena R imamo da je 7g{z;0)(B) = eR[[z; o]] za neki idempotent prstena R. Nadalje
je
Tr(B) = TR{z;0)(B) N R = eR[[z;a]] "N R = eR,

pa je dakle R Berov prsten.
Dokaz varijante kvazi Berovog prstena se neznatno razlikuje samo se za bilo koji desni
ideal A prstena R[[z;al] skup A* definiSe kao desni ideal generisan koeficijentima
elemenata iz A.
(2) Neka je R|[[z; a]] desni PP-prsten, i a € R proizvoljno. Tada postoji idempotent
e € R takav da je rgjz(a) = eR[[z; o] prema lemi 3.5. Dakle imamo rr(a) = eR tj.
R je desni PP-prsten. O

Kao posljedicu odmah imamo:
Posljedica 3.23. Neka je R a-rigidan prsten. Tada je R Berov akko je R[[z;cl]
Berov prsten.

Postoji primjer a-sps Armendarisovog prstena i desnog PQ- Berovog prstena R
takvog da prsten R[[z;«]] nije PQ-Berov.
Primjer 3.5.1. Neka je F' polje i : >

00 .
R ={(an) € H F,| a, = const za konaéno mnogo indeksa n}
n=0 -

koji je potprsten od [, Fn gdje je F, = F.

n=0



Tada je R desni PQ-Berov prsten i Ig-rigidan, gdje je Ip identitet na R, (zbog
toga i I sps-Armendarisov) ali prsten R[[z; Ig]] nije desni PQ-Berov prsten a samim

tim ni desni PP-prsten, niti lijevi PP-prsten.
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