
UNIVERZITET CRNE GORE 
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET 

Mr DUSAN S. JOKANOVIC 

KLASE BEROVIH 1 
INVOLUTIVNIH BEROVIH 

PRSTENA 
- DOKTORSKA DISERTACIJA -

PODGORICA, 2009. GODINE 



PODACI 1 INFORMACIJE О DOKTORANTU 

Ime i prezime: Dusan Ј okanovic 

Datum i mjesto roaenja: 20.12 1970 godine, Trebinje 

Postdiplomske studije: Matematicki fakultet Beograd, 1999 

INFORMACIJE О DOKTORSKOJ DISERTACIJI 

Naslov teze: Klase Berovih i involutivnih Berovih prstena 

Fakultet: Prirodno-matematicki fakultet Pogorica 

UDK, OCJENA 1 ODBRANA DISERTACIJE 

Datum prijave doktorske teze: 

Datum sjednice Senata Univerziteta 
па kojoj је prihvacena teza: 

28.032007 

25.05 2007 

Komisija za ocjenu podobnosti teze i kandidata: 

Prof. Dr Zarko Mijajlovic, redovni profesor 
(Matematicki fakultet Beograd) 

Prof. Dr Vucic Dasic, redovni profesor 
(Prirodno-matematicki fakultet Podgorica) 

Prof. Dr Biljana Zekovic, redovni profesor 
(Prirodno-matematicki fakultet Podgorica) 

Mentor Prof. Dr Zarko Mijajlovic 

Komisija za ocjenu doktorske disertacije: 

Prof. Dr Zarko Mijajlovic, redovni profesor 
(Matematicki fakultet Beograd) 

Prof. Dr Vucic Dasic, redovni profesor 
(Prirodno-matematicki fakultet Podgorica) 

Prof. Dr Biljana Zekovic, redovni profesor 
(Prirodno-matematicki fakultet Podgorica) 



Komisija za odbranu doktorske disertacije: 

Prof. Dr Zarko Mijajlovic, redovni profesor 
(Mateтaticki fakultet Beograd) 

Prof. Dr Vucic Dasic, redovni profesor 
(Prirodno-тateтaticki fakultet Р odgorica) 

Prof. Dr Biljana Zekovic, redovni profesor 
(Prirodno-тateтaticki fakultet Podgorica) 

Datum odbrane: 

Datum promocije: 



Мојој Nadi 



Predgovor 

Teorija Berovih prstena а posebno teorija Berovih prstena sa involucijom ima svoje 

duboke korjene u funkcionalnoj analizi, zapravo u von-Nojmanovoj teoriji opera

tora definisanih па Hilbertovom prostoru, kao i u teoriji А W* algebri mada је jako 

povezana i sa teorijom mreza imajuCi u vidu da neke apstraktne mreze projekcija 

AW* algebri imaju strukturu neprekidne geometrije. 

Disertacija је strukturno koncipirana u tri dijela. 

1. Involutivni prsteni. 

2. Kvazi-Berovi prsteni. 

3. Armendarisovi prsteni i rigidni prsteni. 

Prvi dio је vezan za involutivne prstene. Najprije је dat pregled osnovnih ројmоуа 

vezanih za ekvivalentne projekcije u involutivnom prstenu. U оуоm dijelu је dokazano 

da ekvivalentnost projekcija u prstenu sa involucijom indukuje izomorfizam odgo

varajucih uglova u prstenu (Teorema 1.1). Potomje uvedena klasa Rikartovih prstena 

sa involucijom i dokazano da ako u Rikartovom prstenu sa involucijom postoji pro

jekcija е takva da је е "-Ј 1 - е tada је u prstenu element 2 = 1 + 1 invertibilan (Lema 

1.1). 

Poglavlje 1.3 је vezano za uvod u Berove prstene sa involucijom gdje па уеоmа kon

cizan nacin dolazi do izrazaja teorija mreza jer u Berovom prstenu sa involucijom 

skup projekcija ima strukturu mreze. Poglavlje 1.5 је vezano za уеоmа vazan ројаm 



centralnog pokrivaca proizvoljnog elementa u prstenu. Poglavlje 1.6 ima interesan

tan aspekt vezan za teoriju prosirenja u involutivnom prstenu gdje је dokazano da 

u Rikartovom prstenu sa involucijom koji sadrzi projekciju е takvu da је е I".J 1 - е 

za svako *-шеаепје postoji prosireno ureaenje. Isto tvraenje vazi i u Rikartovom 

prstenu sa involucijom koji zadovoljava WSR aksiom i sadrzi projekcije е, ј takve da 

је еј - је invertibilno. Potomje u poglavlju 1.5.1 uvedena relacija uopstene uporedi

vosti projekcija (ас), kao i svojstva (РС) i zakon paralelograma koji ima уеоmа veliku 

primjenu u Уоп Nojmanovim algebrama operatora (vidjeti [2)). U odjeljku 1.5.3 raz

matraju se pitanja reprezentacije involutivnog prstena роmоси prstena matrica gdje 

је dokazano da ako u prstenu postoji ortogonalna dekompozicija jedinice medusobno 

ekvivalentnim projekcijama tada prsten ima matricnu reprezentaciju. Takoae је raz

matrana matricna reprezentacija PI-Berovih, homogenih, ogranicenih i neprekidnih 

ВегоуЉ prstena. Dat је potreban i dovoljan uslov za ekvivalentnost ortogonalnih 

projekcija u slabom Rikartovom prstenu sa involucijom. 

Glava 2 vezana је za kvazi-Berove prstene i PQ-Berove prstene koje је иуео W. 

Е. Clark. Uglavnom su izlozeni rezultati koji se odnose па prim-prstene, semicen

tralno redukovane prstene kao i па karakteIizaciju PQ-Berovih pIstena (propozicije 

2.0.8, 2.0.9). Poglavlje 2.1 govori о odnosu izmeau PQ-Berovih i kvazi Berovih 

prsteIla. Izlozeni su rezu1tati vezani za reference [17] i [20] gdje vidimo da osobina 

kvazi beIovosti PQ-Berovog prstena lezi u kompletnosti mreze ideala generisanih li

јеуо semicentralnim idempotentima. Poglavlje 2.1.1 је vezano za karakterizaciju PQ

ВегоуЉ prstena koji sadrze kompletan skup trougaonih idempotenata ([15],[16]), а 

poglavlje 2.1.2 је vezano za karakterizaciju PQ-berovosti prstena R[[x]] gdje se vidi 

da se osobina PQ-berovosti prenosi sa prstena R uz dodatni uslov да svaka prebrojiva 

familija idempotenata ima uopsteni supremum. Poglavlje 2.3 vezano је za generali

zovane Berove prstene. 

Glava 3 је strukturno vezana za Armendarisove i rigidne prstene. Klasa Armendariso

УЉ prstena ima korjene u klasi redukovanih prsteIla. Teoretski пјеп пајуеБ znacaj је u 



Cinjenici da u ovoj klasi postoji bijekcija izmedu skupa anihilatora prstena R i odgo

varajuceg polinomijalnog prstena R[x](Hirano). Dokazane su osobine zatvorenosti 

klase rigidnih i slabo rigidnih prstena za direktne proizvode kao i tvrdenje da se os

оЫпа rigidnosti prenosi sa prstena па odgovarajuci polinomijalni prsten. Takode је 

naveden rezultat vezan za referencu [28] koji govori da se osobina slabe rigidnosti 

prenosi sa prstena R па neke potprstene prstena Mn(R). Poglavlje 3.1 vezano је 

za Armendarisove prstene Loranovih redova gdje su date dvije vazne karakterizacije 

O"-kosih Armendarisovih prstena (Teoreme 3.8, 3.9 ) а takode dokazana i teorema 

koja daje dovoljan uslov za prenosenje osobine redukovanosti sa prstena R па prsten 

R[[x; 0"]]. U poglavlju 3.1 dokazano је da izomorfizam prstena cuva slabu kosu Armen

darisovu strukturu ( Lema 3.1) а primjenjujuCi ovo tvrdenje dat interesantan primjer 

slabog kosog Armendarisovog prstena koso simetricnih matrica. U sljedecem dijelu 

је dokazana osobina zatvorenosti klase slabih Armendarisovih prstena za direktne 

proizvode (Teorema 3.1.2), kao i cinjenica koja govori da se osobina slabe armen

darisovosti prenosi sa faktor prstena R/I па prsten R pod pretpostavkom Ја је 1 

nilpotentan ideal. U poglavlju 3.2 se razmatraju Berovi i rigidni prsteni, poglavlju 

3.3 kosi polinomijalni prsteni nad kvazi Berovim prstenima, а poglavlje 3.4 vezano 

је za semikomutativne prstene. Disertaciju zavrsavamo odjeljkom vezanim za sps

Armendarisove prstene vezane za referencu [34] gdje vidimo da se u ovoj klasi osobina 

berovosti i kvazi berovosti prenosi sa prstena R па odgovarajuCi kosi polinomijalni 

prsten. 

N а kraju rezimiramo autorov originalni doprinos disertaciji odnosno originalne 

rezultate disertacije. 

Teorema 1.1 pokazuje da ekvivalentnost projekcija u prstenu indukuje izomorfizam 

odgovarajucih uglova u prstenu. Lema 1.1 dokazuje egzistenciju inversa elementa 

2 = 1 + 1 pod pretpostavkom egzistencije projekcije е koja је ekvivalentna sa 1 - е. 

Teoreme 1.8 ,1.9 dokazuju egzistenciju prosirenog шеЈепја u prstenima sa involuci

јот. Teorema 1.11 dokazuje matricnu reprezentac~u involutivnog prstena u kome 



postoji ortogonalna dekompozicija jedinice meausobno ekvivalentnim projekcijama. 

Teorema 1.12 daje karakterizaciju ekvivalentnosti ortogonalnih projekcija. Teoreme 

3.1 i 3.3 dokazuju da је klasa rigidnih odnosno slabo rigidnih prstena zatvorena za 

direktni proizvod. Teorema 3.5 dokazuje da se osobina rigidnosti prenosi sa prstena R 

па prsten R[x]. Teoreme 3.8 i 3.9 daju karakterizaciju a-kosih Armendarisovih prstena 

R[x, х-Ј; а] i R[[x, х- 1 ; а]]. Teorema 3.10 daje potreban uslov da prsten R([x; а]] bude 

redukovan u slucaju redukovanosti prstena R. Lema 3.11 dokazuje da izomorfizam 

prstena сиуа, па izvjestan nacin, Armendarisovu strukturu. Teorema 3.11 daje in

teresantan primjer kosog Armendarisovog prstena matrica. Teorema 3.12 dokazuje 

zatvorenost klase slabih Armendarisovih prstena za direktni proizvod. 1 konacno teo

rema 3.13 pokazuje da se svojstvo armendarisovosti moze prenijeti sa faktor prstena 

R/I па prsten R u slucaju nilpotentnosti ideala 1. 

Tokom svakog ozbiljnog poduhvata, kakav је i izrada disertacije, prirodno је da 

se stvaraju odreaene prepreke. Svima onima koji su doprinijeli da тоје prepreke 

postanu premostive dugujem veliku zahvalnost. Za pocetna istrazivanja clisertacije 

veliku zahvalnost dugujem Prof. Dr Biljani Zekovic. Posebnu zahvalnost dugujem 

svom mentoru Prof. Dr Zarku Mijajlovicu koji је pratio тој naucni razvoj јОБ od post

diplomskih studija i koji za mene, па izvjestan nacin, predstavlja пzог i п lјпdskот i 

папспот pogledu. Najvecu zahvalnost dugujem Prof. Dr Slobodanu Vujosevicu koji 

је istinski zasluzan za oblikovanje zavrsnih rezultata disertacije п sto Ьоlјп formu i 

koji те је tokom izrade disertacije, zajedno sa mentorom, istinski potsticao. 

Mr Dпsап Ј okanovic 



Izvod teze 

Doktorska disertacija Klase Berovih i involutivnih Berovih prstena sastoji se iz tri di

jela. U prvom dijelu su dati osnovni pojmovi vezani za teoriju prstena sa involucijom 

koji se odnose па Rikartove prstene i Berove prstene. Dokazano је da ekvivalent

IlOst projekcija и prstenu sa involucijom indukuje izomorfizam odgovarajucih uglova 

и prstenu, kao i tvraenje da ako и Rikartovom prstenu sa involucijom postoji projek

cija е takva da је е f'.J 1- е tada је и prstenu element 2 = 1 + 1 invertibilan. Takoae se 

uvodi ројаm centralnog pokrivanja gdje vidimo da klasa Berovih prstena sa involu

cijom ima osobinu da је desni anihilator svakog desnog ideala generisan centralnom 

projekcijom. U оуоm poglavlju је takoae razmatrana teorija prosirenja и prstenima 

sa involucijom. 

Najvazniji rezultat и Berovoj teoriji prstena sa involucijom и kojima postoji ortogo

П<11па clrkompozicija jcdiIlicc, jcstc mogucIlost matricIle IcpIcztmta6jc tj. iZUШUIfiZIIШ 

involutivIlog prstena sa prstenom matrica. U оуоm dijelu је takoae dat potIeban i do

voljan uslov za ekvivalentIlost ortogonalnih projekcija u slabom Rikartovom prsteIlu 

sa iIlvolucijom. 

Poglavlje 2 је vezano za teoriju kvazi-Berovih prstena i PQ-Berovih prstena. Uglavnom 

је dat pregled rezultata vezanih za klasu prim-prstena i semicentralno redukovanih 

prstena. Ovdje па уеоmа jasan naCin do izrazaja dolazi teorija mreza gdje vidimo 

da је klasa PQ-Berovih prstena okarakterisana osobinom kompletnosti mreze ide

ala generisanih lijevo semicentralnim idempotentima, odnosno osobinom egzistencije 

kompletnog skupa trougaonih idempotenata. Jedno od osnovnih pitanja u teoriji 

prstena sa involucijom jeste pitanje prenosenja osobine berovosti sa prstena па neku 

v 



njegovu ekstenziju ( matricnu, polinomijalnu, prsten redova ... ), gdje vidimo da se os

obina berovosti prenosi sa prstena R па prsten redova R[[x]] uz dodatni uslov da svaka 

prebrojiva familija idempotenata ima uopsteni supremum. Uopstenje klase Berovih 

prstena jeste klasa generalizovanih Berovih prstena. U оуој klasi posebno је razma

trana mogucnost prenosenja osobine generalizovane berovosti sa prstena R па prsten 

gornjill trougaonih kvadratnih matrica nad R sa jednakim elementima па glavnoj 

dijagonali. 

Poglavlje 3 је vezano za Armendarisove i rigidne prstene. Klase Armendarisovih i 

rigidnih prstena уеоmа dobro korespondiraju sa klasom Berovih prstena u smislu 

prenosenja osobine berovosti sa prstena па neku njegovu ekstenziju. Najprije su 

dokazane osobine zatvorenosti klase rigidnih i slabo rigidnih prstena za direktne 

proizvode kao i tvrdenje da se osobina rigidnosti prenosi sa prstena па odgovarajuCi 

polinomijalni prsten. Takode su date dvije karakterizacije kosih Armendarisovih 

prstena Loranovog tipa i dokazana teorema koja daje dovoljan uslov za prenosenje 

osobine redukovanosti sa prstena R па prsten R[x; 0-]. U оуоm poglavlju dokazano 

је da izomorfizam prstena cuva slabu Armendarisovu strukturu а kao posljedica ovog 

tvrdenja konstruisan interesantan primjer slabog kosog Armendarisovog prstena koso 

simetricnih matrica. Dokazano је tvrdenje da је klasa slabih Armendarisovih pIstena 

zatvorena za direktne proizvode kao i mogucnost pIenosenja slabe armendaтisovosti 

::;а f"aktOI prstena R/I па prsten R pod pretpostavkom da је ideal 1 nilpotentan. 

Posljednji dio disertacije vezan је za sps-Armendarisove prstene u kojima se овоЫпа 

berovosti odnosno PQ-berovosti pIenosi sa prstena па odgovarajuCi kosi polinomijalni 

prsten. 



Abstract 

The subject of Baer *-rings has its roots in уоп Neumann's theory of rings of operators, 

that is *-algebras of operators оп Hilbert space, containing the identity operator, that 

are closed in а weak operator topology. The уоп Neumann algebras are blessed with 

excess of theory of algebraic structures. 

Thesis consists of three sections. In first section we introduce the theory of rings 

with involution which is related to Rickart rings and Baer rings with involution. We 

also introduce the concept of central cover and we give the key of central cover in 

Baer * rings which lies in fact that ап annihilator of every right ideal is generated 

Ьу central projection. After that we consider the theory of extensions of orderings in 

rings with involution. The most important results in theory of rings with involution 

is possibility of representing those rings in terms of matrix rings especially in Baer 

['iпgs \\'hicll (1110\,,1s orthogollal dесшщюsitiОI1 of uпitу. 

The second section is related to quasi Baer rings and PQ-Baer rings. The main 

notion of these section is relation of theory of rings and lattice theory were we see 

that the quasi Baer property lies in completeness of lattice of principal right ideals 

generated Ьу right semicentral idempotents of ring. Rings which ћауе а complete 

set of triangular idempotents are also considered were we see that in those rings the 

terms of PQ-Baer and quasi Baer ring coincides. 

Тће third section is related to Armendariz and rigid rings were we show that the 

class of rigid (weak rigid) weak Armendariz rings is closed for direct products and 

that the notion of rigidity naturally transfers from the ring R to the corresponding 

polYllomial ring. Оп assumption that factor ring R/I is weak Armendariz and 1 is 

УН 



nilpotent ideal, we prove that R is weak Armendariz ring. We also prove that ring 

isomorphism preserves the weak skew-Armenadariz structure. Armendariz rings of 

Laurent power series rings are also considered. At the end we introduce the class 

of semicommutative rings and sps-Armendariz rings, and see that the number of 

interesting properties of а ring R transfers to its skew power series rings. 
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Glava 1 

Involutivni prsteni 

1.1 Mreza projekcija 

Involutivni prsten (prsten sa involucijom, * - prsten) је prsten (R, +,.) па kome је 

osim operacija sabiranja i mnozenja definisana unarna operacija * : R --* R koja је 

involutivni automorfizam tj. prsten u kome vaze identiteti 

(х + у)* = х* + у*, (ху)* = у*х*, (х*)* = х, Vx, у Е R. 

Ako је А algebra nad poljem F па kome је definisana involucija л --+ л* tada za 

al~(~brH А kazemo cla је * -algebra ak() vazi 

(лх)* = л*х*, Vx Е А, VЛ Е F. 

1 Osnovna motivacija za uvodenje prstena sa involucijom jeste u vоп-NојmаllOvој 

teoriji prstena operatora tj. involutivnim algebrama operatora definisanih па Hilber

tovorn prostoru (W* -algebre) kao i u teoriji AW* -algebri Kaplanskog gdje operacija 

involucije jeste uopstenje operacije konjugovanja u algebri operatora. Naime Ка

planski је dokazao da mreza projekcija svake konacne AW* algebre jeste neprekidna 

geometrija. Takode је pokazao da neke apstraktrie klase mreza imaju strukturu 

1 Za teoriju involutivnih algebri vidjeti referencu [l1Ј. 

1 



2 

neprekidne geometrije а kao osnovno sredstvo koristio је teoriju regularnih involu

tivnih prstena. Teorija Berovih prstena sa involucijom koju је takodje uveo Irving 

Kaplanski jeste prirodna generalizacija AW* algebri kao i teorije С* - algebri tj. Ба

nahovih algebri sa involucijom koje zadovoljavaju uslov Ilx*xll = IIx1l 2
. 

Centralni ројат u teoriji involutivnih prstena jeste ројат projekcije. 

Definicija 1.1. Za element е involutivnog prstena R kaiemo da је projekcija ako је 
е idempotent fiksiran involucijom tj vaii е = е2 = е* . 

Sa R oznacavamo skup svih projekcija involutivnog prstena R. 

Za S С R, S = S П R. Na skupu R uvodimo relaciju poretka па sljedeCi паСјп 

е ~ Ј {::} е = еЈ {::} е = Је. 

Lako se vidi da relacija poretka ~ zadovoljava sljedece identitete: 

1. е ~ Ј {::} eR с Ј R {::} Re с RJ. 

2. е = Ј {::} eR = / R {::} Re = R/, \;је, / Е R. 

Zaist.a iz е ~ .f iшаш() р = p..f Е ЯЈ ра јР Rf' С RJ. ОhГCltп() ј?; Ле С ЛЈ 

е = ее Е Re с R/. Neka је е = х/. Sada imamo е/ = хЈ / = х/ = е ра је dakle iz 

definicije uredjenja е ~ /. 

U teoriji involutivnih prstena ројат ortogonalnosti projekcija uvodimo па sljedeCi 

na<:in: 

Za projekcije е, / prstena R kazemo da su ortogonalne ako је е/ = О. Lako se pokazuje 

da ako su е, Ј ortogonalne projekcije tada је е + Ј projekcija. Takodje ako је е ~ Ј 

tada је .f - е projekcija ortogonalna sa е i Ј - е ~ Ј. 

Generalno u u involutivnom prstenu R sa геlасiјош poretka ~ skup R пета obavezno 
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strllkturu mreze. Medutim ako projekcije е, f komutiraju tada postoji е V ј, е 1\ f i 

dati su sa 

е 1\ f = еј, е V f = е + f - еј. 

Za projekcije е, f involutivnog prstena R kazemo da su ekvivalentne ako postoji 

ш Е R takav da vazi ш*ш = е, шш* = ј. Koristimo oznaku е I"V ј. 2 Element ш Е R 

naziva se parcijalna izometrija ako vazi шш*ш = ш akko е = ш*ш је projekcija takva 

da је ше = ш. Еlеmепtш Е R је parcijalna izometrija akko је elememt е = шш* 

projekcija (е I"V f) i vazi еш = ш. Projekcija е је najmanja projekcija za koju је 

ше = ш odnosno projekcija f је najmanja projekcija za koju је fш = ш. 

Dokaz da је uslov potreban је trivijalan. Obratno ako је шш*ш = ш, tada stavl

јајllб е = ш*ш dobijamo da је we = ш i е2 = (ш*ш)(ш*ш) = ш*ш = е = е*. 

Odavde odmah slijedi da је ш* parcijalna izometrija i za f = (ш*)*ш* = шw* 

imашо da је ш* f = ш*, fш = ш. Za projekciju 9 za koju је шg = ш slijedi da 

је ш*шg = ш*ш, eg = е. Dakle е ~ g. Zaista projekcija е је najmanja sa svojstvom 

ше = ш, а potpuno analogno dokazujemo tvrdenje za projekciju ј. 

Saglasno prethodnoj definiciji projekciju е nazivamo pocetnom а pIojekcijll.f krajn-

јоm projekcijom parcijalne izometrije ш. 

Propozicija 1.1.1. [lј Neka su е, f projekcije involutivnog prstena R. Tada је е I"V f 
akko p08toji parcijalna izometrija ва pocetnom projekcijom е i krajnjom projekcijom 
ј. 

DOKAZ. Dokaz da је uslov potreban, slijedi trivijalno iz prethodnog rasudivanja. 

ObIatno iz е I"V f imamo da postoji ш Е f Re pri сети је шш* = ј. Kako је 

ш = ше = шш*ш, ш је parcijalna izometrija. 

2U teoriji С* algebri koristi se termin 
ekvivalentnost u smislu Murray-von Neumanna, 
mada postoje i unitarna i homotopska ekvivalentnost. 
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Relacija rv је relacija ekvivalencije i vrijedi: 

1. е rv О {:} е = О. 

2. е rv f =} he rv hf za svaku centralnu projekciju h. 

1z е rv О imamo da postoji w Е ORO = {О} za koju vazi ш*ш = е. Dakle е = О. 

Nadalje neka је w element za koji је ш*ш = е, шш* = ј. Tada za svaku centralnu 

projekciju h imamo 

(wh)*(wh) = hw*w = he 

(wh)(wh)* = hf. 

Sljedeca propozicija pokazuje da је relacija ekvivalencije па skupu R konacno aditivna 

tj. da vrijedi: 

Propozicija 1.1.2. (1) Ako su ђ, ... ,еn i Л, ... ,јn familije ortogonalnih projekcija 
takvih da је ei rv fi za i = 1, ... , п tada је 

п п 

I:ei rv I:fi. 
i=l i=l 

DOKAZ. Neka su Щ parcijalne izometrije za koje је 

Neka је је w = Wl + ... + шn . Kako је щеi = Щ, WiW/ = fi, to se za projekciju w 

postize trazena ekvivalencija. о 

Neka је R prsten sa involucijom i е Е R idempotent. Tada је skup eRe potprsten 

od R koji nazivamo ugao prstena R generisan idempotentom е. Termin ugao prstena 

motivisan је cinjenicom da u slucaju da је R = Mn(R1 ), dakle prsten matrica za neki 

prsten R 1 , i е = diag(l, О, ... , О) tada је eRe rv R1 • 
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Sljedeca teorema pokazuje da ekvivalentnost projekcija u prstenu sa involucijom in

dukuje izomorfizam odgovarajucih uglova u prstenu R. 

Теогета 1.1. Neka је R prsten sa involucijom i е, / projekcije takve da је е rv / 

роmосu izometrije w. Tada preslikavanje <р : eRe ~ / R/ deJinisano sa <р(х) = wxw*, 
predstavlja involutivni izomorJizam, <р cuva uredjenje i za svaku projekciju 9 ~ е 

vrijedi 9 rv <p(g). 

DOKAZ. Jasno је da za х Е еАе imamo da <р(х) Е / А/. Dokazimo da је <р 
- . 

izomorfizam. Lako se provjerava da za х, у Е eRe imamo 

<р(х + у) = <р(х) + <р(у), 'Vx, у Е eRe. 

Takodje је 

<р(ху) = wxyw* = wxeyw* = wxw*wyw* = <р(х)<р(у). 

Ncka је х Е eRe i wxw* = О. Tada је 

0= w*(wxw*)w = ехе = х 

tj. <р је 1-1. Dokazimo da је preslikavanje <р sirjektivno. Neka је у Е / R/. Tada је 

II'*y?tJ Е pRp i <р(7l1*УШ) = У t.j. preslik~vRnj(' <р ј(' nR. T~koclj(' z~ proizvoljno.r Е ('н(' 

<р(х*) = wx*w* = (wxw*)* = (<р(х))*. 

Primjetimo da је R П eRe = {g Е А, 9 S е}, odakle odmah dobijamo da је 9 rv <p(g) 

роmоси parcijalne izometrije wg. о 

Sada па skupu projekcija involutivnog prstena uvodimo relaciju dominiranosti. 

De:finicija 1.2. Za projekcije е, / Е R kaiemo da је е dominirano sa / i pisemo 
е ~ / ako postoji projekcija g, takva da је 9 < / i е rv 9 tj. ako је projekcija е 
ekvivalentna sa podprojekcijom od /. 

Relacija dominiranosti ima sljedeca svojstva: 
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(1) е :::; ј :::} е :::S ј. 

(2) е '" ј :::} е ::5 ј. 

(3) e:::S ј, f :::s g =} е :5. g. 

DOKAZ. Dokaz za (1) i (2) је veoma direktan. Dokazimo dio tvrdjenja (3). Neka 

su w, v parcijalne izometrije takve da је w*w = е, ww* = l' :::; f i vv* = g' :::; g. Neka 

је nadalje и = vw. Tada је и*и = е i ие = и. Prema propoziciji 1.1 и је parcijalna 

izometrija sa pocetnom projekcijom е i gu = и, ра је dakle ии* :::; g. о 

Postoji izvjesna analogija relacije dominiranosti па skupu idempotenata involu-

tivnog prstena i relacije poretka па skupu kardinala. Za skup projekcija R kazemo 

da ima Sreder-Bernstajnovo Зsvојstvо ako za svake dvije projekcije е, ј vazi 

е :::s ј 1\ ј :5. е :::} е '" Ј· 

U slucaju da је R involutivni prsten u kome је mreza projekcija uslovno kompletna 

(za svaku projekciju е skup [О, е] = {х Е Я, х ~ е} је kompletna mreza) tada vazi 

oso Ыпа Sred ет-В ernstajna. 

Теогеша 1.2. {1} Neka је R involutivni prsten и kome је mтейа projekcija uslovno 
kompletna и odnosu па relaciju~. Tada vaii svojstvo Sreder-Bernstajna. 

DOKAZ. N ajprije uoCimo da је za svaku projekciju е prstena R [О, е] eRe 

Pretpostavimo da је е :::s Ј, f :::s е. Neka su w, v parcijalne izometrije za koje је 

w*w = е, ww* = l' ~ ј i v*v = ј, vv* = е' ~ е Definisimo niz preslikavanja 

CPl, СР2, СРЗ, СР 4 па slj edeCi паСјп: 

CPl: [О,ј] -7 (О, е] sa CPl(g) = vgv*, 

3Teorema па izvjestan nacin predstavlja 
analogon Kantor Bernstajnove teoreme о kardinalima. 
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1Р2 : [О, е] -+ [О, е] sa 1.{J2(g) = е - g, 

I.{Jз : [О, е] -+ [О, ј] sa I.{Jз (g) = wgw*, 

1.{J4 : [О, ј] -+ [О, ј] sa 1.{J4(g) = Ј - g. 

Neka је 

I.{J = 1.{J4 о I.{Jз о 1.{J2 о I.{Jl· 

Eksplicitno l.{J(g) = Ј - w(e - vgv*)w*, za svako 9 ::; Ј. Zbog kompletnosti mreze 

[о,л i izotonosti preslikavanja I.{J postoji fiksna tacka za preslikavanje I.{J 4 tj. postoji 

projekcija go ::; Ј takva da је l.{J(go) = go. Nadalje је w(e - vgov*)w* = Ј - go. 

Za х = w(e - vgov*) dobijamo хх* = Ј - go ра kako је w*w = е imапlO da је 

х*х = е - vgov*, Ј - go rv е - vgov*. Definisemo li у = vgo lako se dobija da је 

у*у = go, уу* = vgov*. Dakle go rv vgov*, odakle slijedi Ј - go rv е - go, а оуо povlaci 

е rv Ј. О 

40уо је poznato tvrdenje iz elementarne teorije mreza. 
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1.2 Rikartovi involutivni prsteni 

Neka је R involutivni prsten i 8 neprazan podskup od R. Tada se skup 

1'(8) = {х Е R I sx = О Vs Е 8} 

naziva desni anihilator skupa 8. Potpuno analogno skup 

[(8) = {х Е R I xs = О Vs Е 8} 

nazivamo lijevi anihilator skupa 8. Kazemo da је R Rika1'tov p1'sten (PP-prsten) sa 

involucijom ako је desni anihilator svakog jednoClanog skupa generisan projekcijom 

tj. za svako х Е R, 1'( {х}) = gR, gdje је g projekcija u prstenu tj. g2 = g* = g. Iz 

e1ementarne teorije prstena poznato је da anihi1ator skupa ima s1jedece ososbine: 

Neka su 8, Т i 8i , (i Е 1) neprazni podskupovi prstena R. Tada vazi: 

(а) 8 с 1(1'(8)), 8 с 1'(l(8)). 

(Ь) 8 с Т::::} 1'(8) :) 1'(Т). 

(с) 1'(8) = 7"(l(1'(8))), [(8) = [(1'и(8))). 

((1) 1'(8) је desni idea1 а [(8) је lijevi idea1 prstena R. 

(~) Ako је R a1gebra tada su 1'(8), [(8) linearni potprostori ра dak1e i poda1gebre 

od R. 

(f) Akoje R involutivni prsten tadaje [(8) = (1'(8*))* gdjeje 8* = {s*,s Е S}. 

Primjer 1.2.1. Svaki Bulov p1'sten sa jedinicom и kome је involucija identicno p1'es
likavanje p1'edstavlja Rikartov p1'sten. 
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Definicija 1.3. С* algebra koja је Rikartov prsten sa involucijom naziva se Rikartova 
С* algebra. 

Primjer 1.2.2. Neka је 1i Hilbertov prostor. Tada је algebra Ј2(Н) ogranicenih 
operatora definisanih па prostoru 1i Rikartova С* algebra. 

Sljedeca propozicija daje уеоmа vaznu osobinu Rikartovog prstena Ба involucijom 

u smislu pravilne involucije. 

Propozicija 1.2.1. [lЈ Neka је R Rikartov prsten sa involucijom. Tada prsten R 
ima jedinicu i involucija и prstenu је pravilna tj. vaii хх* = О =} х = О. 

DOKAZ. Iz pretpostavke da је prsten R Rikartov imamo da је т(О) = gR za 

odgovarajucu projekciju 9 ali zbog т(О) = R dobijamo R = gR. Dakle 9 је lijevi 

jedinicIli elemeIlt u prstenu. Kako је R prsten Ба iIlvolucijom 9 је obostrana jediIlica. 

Dokazimo da је iIlvolucija u prstenu pravilIla. Neka је хх* = О. Tada је r(:r) = 

hR, h = h2 = h*. Zbog х* Е т(х) slijedi da је hx* = х*, xh = х odakle dobijamo da 

vrijedi h Е т(х) ра је konacIlo О = хћ = х. О 

Neka је R Rikartov prsten Ба iIlvolucijom i х Е R. Tada postoje jedinstvene 

projekcije е, Ј takve da vazi 

(1) хе = х i ху = О {:} еу = О. 

(2) Јх = х i ух = О {:} у! = О. 

Eksplicitno т(х) = (1 - e)R, l(x) = R(l - Л. Projekcije е, Ј Би minimalne koje 

zadovoljavaju svojstva (1) i (2). Projekcije е i Ј iz prethodnog tvrcieIlja Ilazivaju Бе 

desna odnosno lijeva projekcija projekcije х i oZIlacavaju Ба LP(x) i RP(x). 

Propozicija 1.2.2. [lј Neka је R Rikartov prsten sa involucijom. Tada vrijedi 

1. LP(x) = RP(x*). 

2. ху = О {:} RP(x)LP(y) = О. 
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3. Ako је w parcijalna izometrija tada w*w = RP(w),ww* = LP(w). 

SljedeCi primjer Rikartove algebre јmа уеоmа ve1iki operativni znacaj. 

Primjer 1.2.3. Neka је 1i Hilbertov prostor.Tada је algebra .с(Н) ogranicenih ор
eratora definisanih па prostoru 1i С* algebra. Eksplicitno za Т Е .с(Н) LP(T) је 
projekcija па zatvorenje prostora slika operatora Т а 1 - RP(T) је projekcija па jezgro 
operatora Т. 

Propozicija 1.2.3. {1} Neka је R Rikartov prsten sa involucijom а ei, i Е 1 jamilija 
projekcija, za koju postoji sup ei = е. Tada za х Е R хе = О akko xei = О za svako 
i Е 1. 

DOKAZ. Nekaje хе = О. Odavde s1ijedi daje RP(x)e = О, odnosno е ::; 1-RР(х), 

odakle dobijamo ei ::; RP(x), za svako i Е 1, odnosno RP(x)ei = О za svako i Е 1 i 

konacno xei = О za svako i Е 1.0 

U teoriji prstena Ба involucijom jako је vazna ОБоЫпа invertibilnosti elementa 

2 = 1 + 1. Sljedeca lema је jako korisna u teoriji prosirenja шеаепја u involutivnim 

prstenima. 

Lema 1.1. Neka је R Rikartov prsten sa involucijom и kome postoji projekcija е 
takva da је е f".J 1 - е. Tada је element 2 = 1 + 1 invertibilan и prstenu R. 

D()KAZ. Iz е rv 1 - е iшашо Ја postoji oJgovarajuca рагсiјаlrш izошсtгiја '{L' 

tako da vrijedi w*w = е, ww* = 1 - е. Kako је R је Rikartov prsten imamo da је 

r(e - w*) = JR, pri сеmије projekcija Ј jedinstvena. Iz Cinjenice daje Ј Е r(e - w*) 

imamo da је (е - w*)J = О. PrimjenjujuCi involuciju dobijamo Jw = Је. Kako је 

w Е (1 - e)Re postoji х Е R tako da vrijedi w = (1 - е)хе. Sada је 

(е - w*)(e + w) = ew - w*e = е(l - е)хе - ех*(l - е) - ех*(l - е)е = О, 

odakle dobijamo Ј(е + w) = е + w. Odavde dobijamo 

е = 2Је - w, (1) 
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еш* = 2Јеш* - шш*, 

(1 - 2I)ш*(1 - е) = -(1 - е). 

Na kraju је konacno 

ш* = 2Јш* - (1 - е), 

1- е = 2шЈ - ш. (2) 

Iz (1) i (2) dobijamo 

2(Је + шЈ - ш) = 1, 

odllOsno 2-1 = Је + шЈ - ш. О 

Da li u Rikartovom prstenu sa involucijom R skup R ima strukturu mreze i da li 

је t,a mreza obavezno kompletna? Skup R Rikartovog prstena sa involucijom R ima 

stгukturu mreze pri сети su operacije supremuma i infimuma date sa: 

е V Ј = Ј + RP(e(1 - 1)), е 1\ Ј = е - LP(e(1 - 1)), 

za svake dvije projekcije е, Ј. 

Postoji primjer R.ikartove С* algebre u kojoj је mreza projekcija пеkотрlеt.на. 

Rijec је о С* algebri ogranicenih operatora u inseparabilnom Hilbertovom prostoru([2]). 

Ako је R prsten Ба involucijom i е projekcija, eRe ugao prstena R, tada vrijednosti 

LP(e), RP(e) u prstenu R koincidiraju Ба odgovarajucim vrijednostima u prstenu 

eRe(Vidjeti[1 Ј). 

Lema 1.2. Neka је R Rikartov involutivni prsten i е projekcija. Tada za svako Х Е R 
RPR(x) = RPeRe(x), LPR(x) = LPeRe(x). 

Klasa Rikartovih prstena је zatvorena za uglove i centar u prstenu, drugim rijeCima 

vaze sljedece leme: 
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Lema 1.3. Neka је R Rikartov prsten sa involucijom i е projekcija. Tada је ugao 
prstena eRe takoae Rikartov prsten. 

Lema 1.4. Centar Rikartovog prstena је Rikartov prsten. 

1.3 Berovi involutivni prsteni 

Definicija 1.4. Za prsten sa involucijim R kaiemo da је Berov ako је је desni 
anihilator svakofL nepraznog podskupa generisan projekcijom tj. za svaki S с R 
г(В) = gR, g Е R. 

Postoje brojni primjeri Berovih involutivnih prstena. 

Primjer 1.3.1. Svaka komutativna Bulova algebra је Berov prsten sa involucijom. 

Primjer 1.3.2. Svaki prsten sa involucijom bez djelitelja nule је trivijalno Berov 
prsten. 

Primjer 1.3.3. Neka је F polje i IFI = 3. Tada је prsten matrica M 2 (F) Berov 
prsten sa involucijom (involucija и prstenu matrica jeste operacija transponovanja). 

Vidjeli smo da mreza projekcija u Rikartovom prstenu nije obaveno kompletna. 

V"eza izmedu Berovih i Rikartovih prstena sa involucijom lezi upravo u kompletnosti 

mreze projekcija u prstenu. Zapravo vrijedi sljedeca: 

Lema 1.5. [1} Sljedeci uslovi и involutivnom prstenu R su ekvivalentni 

(1) R је Berov prsten sa involucijom. 

(2) R је Rikartov prsten sa involucijom и kome је mreia projekcija kompletna. 

(3) R је Rikartov prsten sa involucijom и kome svaka ortogonalna familija projek
cZJa zma supremum. 
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DOKAZ. Dio dokaza (1) :=} (2) је naravno trivijalan. Neka је R Berov prsten Ба 

involucijom i S neprazan podskup u R. Tada zbog osobine berovosti u prstenu R 

postoji projekcija е takva da vrijedi т(В) = (1 - e)R. Dokazimo da је е supremum 

skupa В. Zbog 1 - е Е т(В) imamo 1(1 - е) = О za svako 1 Е В. Sa druge strane 

ako је 9 projekcija takva da је 1 ~ 9 za svako 1 Е S tada 1 - 9 Е т(В) = (1 - e)R, 

ра је prema tome 1 - е ~ 1 - 9 tj. е ~ g. Takodje trivijalno slijedi da postoji inf S i 

da vrijedi inf S = 1 - sup{l - 1, 1 Е В}. (2) :=} (3) trivijalno. 

(3) :=} (1) 

Neka је S neprazan podskup od R. Jasno је х Е т(В) akko LP(x) Е т(В). Dakle ako 

је jedina projekcija u т(В) О tada је т(В) = О = OR. Neka је (ei) maksimalna ortogo-

nalna familija ortogonalnih projekcija raz1iCitih od о. Mreza projekcija је kompletna 

ра postoji Бир ei = е. Dokazimo da је т(В) = eR, odakle slijedi berovost prstena. 

Zbog е Е т(В) imamo eR с т(В). Obratno neka је х Е т(В). Tada za у = х - ех 

irnamo da у Е т(В) ра је zbog toga LP(y) Е т(В). Tada za svako i imamo 

Udavde irnamo daje eiLP(y) = о. Zbog maksimalnosti f"ашiliје ei dоЬiјапю LP(y) = 

О odnosno у = о tj. х Е eR. о 

Kompletnost mreze projekcija u Berovom prstenu Ба involucijom dozvoljava уеоmа 

korisnu karakterizaciju anihilatora u prstenu. Naime vazi: 

Propozicija 1.3.1. Neka је R Berov prsten sa involucijom i S neprazan podskup od 
R. Tada је т(В) = (1 - g)R gdje је 9 = sup{R(s), s Е S}. 

DOKAZ. Kako је х Е т(В) akko gx = О dokaz neposredno s1ijedi iz propozicije 

1.2.3. 
~ 

Definicija 1.5. AW* algebra је С* algebra koja је Berov prsten sa iшюluсiјоm. 
Takodje se koristi termin Berova С* algebra. 
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Termin AW* algebre је prvi иуео Irving Kaplanski u algebarskoj teoriji Von No

jmanovih algebri. Postoje brojni primjeri AW* algebri ali se u literaturi involu-

tivnih algebri najcesce susrecu algebra L(H) Hilbertovog prostora Н i algebra С(Т) 

neprekidnih funkcija definisanih па Stounovom prostoru Т. Naime u Hilbertovom 

prostoru Т algebra С(Т) је С* algebra. Qstaje da se dokaze da је mreza projekcija 

kompletna. Naime mreza projekcija u L(H) izomorfna sa mrezom zatvorenih potpros

tora od Н koja је kompletna. Eksplicitno ako је S neprazan podskup od L(H) i F 

projekcija па zatvoreni linearni omotac od Im(в), s Е В, tadaje L(S) = L(H)(l-F). 

U claljem prsten sa involucijom radi lakse notacije oznacamo sa *-prsten. 

Definicija 1.6. Neka је R Berov-* prsten i В *- potprsten od R. Kaiemo da је В 
Berov *- potprsten od R ako vrijedi: 

1. Х Е В=} LP(x) Е В. 

2. Za svaki S С R =} supS Е В. 

Neka је R Berov *- prsten i В Berov *- potprsten od R. Tada је В takodje Berov 

*-prsten i za svako Х Е В RPB(x) = LPR(x), LPB(x) = LPR(x). Takoae za svaki 

skup S С R, sUPB S = sUPR В, infB S = infR В. 

Neka је R Berov -* prsten i В Berov-* potprsten od R, е jedinicni element u В i 

Т neprazan podskup u В. Ako је Ј(Т) = (1 - g)R za odgovarajucu projekciju 9 tada 

је 'Гв(Т) = (е - g)B. Sada imamo da је 9 = sup{RP(x), Х Е Т}. Kako supremumi u 

R i В koincidiraju to odmah dobijamo da је Ј(Т) = (е - g)B. 

Neka је R Berov -* prsten i (Bi ) familija Berovih -* potprstena od R. Tada је 

П Bi takodje Berov * - potprsten od R. Оуа Cinjenica se direktno provjerava. 
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Sljedeca propozicija пат govori kako se ротоси projekcija konstruisu novi Berovi

* potprsteni. Naime pokazuje se da је klasa Berovih prstena zatvorena za uglove u 

prstenu. 

Propozicija 1.3.2. Neka је R Berov -* prsten i е projekcija. Tada је eRe Berov- * 
potprsten od R. 

DOKAZ. Skup projekcija u prstenu eRe upravo cine projekcije u R koje su manje 

ili jednake od е ра se svi uslovi iz prethodne definicije jednostavno provjeravaju. 

1.4 Centralni pokrivac 

Ројат centralnog pokrivaca se definise u proizvoljnom *- prstenu ali se najvise oper-

ativno koristi u Berovim -* prstenima. 

Definicija 1.7. Neka је R *-prsten i х Е R. Kaiemo da element х ima centralni 
pokrivac(pokrivanje) ako postoji nајmаnја centralna projekcija h takva da је hx = х. 
Koristimo oznaku h = С(х). 

Уеота vazne osobine centralnog pokrivaca su date sljedecom propozicijom. 

Propozicija 1.4.1. [lЈ Neka је R *-prsten и kome svaka projekcija е ima centralni 
pokrivac С ( е ) . Tada vaii: 

1. Ako је е projekcija и R tada је h = С ( е) nајmаnја centralna projekcija и R 
takva da је е ~ h. 

2. e,h Е R, е ~ h =? С(е) ~ C(h). 

3. Ako је h centralna projekcija tada је C(he) = hC(e). 

4. е = SUpei =? С(е) = supC(ei)' 

5. Ako је involucija и R pravilna tada vaii е rv f =? С(е) ~ Си), е -< f =? 

С(е) ~ С(Л. 
и slucaju da је R Rikartov *- prsten sa centrom Z tada vaii: 
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б. Svaki element х ima centralni pokrivac С(х) i vrijedi С(х) = C(RP(x)) 
C(LP(x)). 

7. С(хх*) = С(х*х). 

8. C(hx) = hC(x), za svaku central1?'u projekciju h. 

9. Za х Е R, z Е Z tada zx = О akko zC(x) = О. 

Kljucni rezultat koncepta centralnog pokrivaca vezan za Berove *- prstene jeste 

Cinjenica da је desni anihilator svakog desnog ideala obavezno generisan сепtгаlпош 

ргојеkсiјош. Nаiше vazi: 

Lema 1.6. [1] Ako је R Berov*-prsten i Ј desni ideal и R tada је r(J) = hR za 
neku centralnu projekciju h. 

DOKAZ. Neka је Ј proizvoljan ideal u prstenu R. Tada је zbog berovosti prstena 

R r(J) = hR, za odgovarajucu projekciju h. Ostaje da se dokaze da h Е Z(R). Iz 

Cinjenice је Ј ideal to је r(J) obostrani ideal. Specijalno R(hR) с hR. Zbog toga је 

Rh с hR. Nadalje је h(xh) = xh za svako х Е R. Takoae је hx*h = x*h. Копаспо 

је hx = hxh = xh za svako х Е R, tj. h Е Z(R). D 

u Вегоvош prstenu sa involucijom svaki еlешепt ima centralni pokrivac (vidjeti 

[1]) 

Teorema 1.3. Neka је R Berov *-prsten. Tada za svako х Е R postoji С(х). Ek
splicitno ako је е = RP(x), f = LP(x) tada је С(х) = С(е) = С(I), i takoae је 

(1 - C(x))R = l(Rx) = l(Re) = l(RI), 

(1- C(x))R = r(xR) = r(eR) = r(JR). 

DOKAZ. Najprije је R(xR) = (1 - h)R, gdje је h centralna projekcija. Takoae 

.T(l-h) = О tj xh = х. Sa druge strane ako је k proizvoljna centralna projekcija takva 

daje kx = х tadax(l-k) = О, xR(l-k) = x(l-R)k = О, 1-k Е (l-h)R, 1-k ~ 

1 - (~, tj. h ~ k. Dakle zaista С(х) postoji i С(х) = h. Naznacene jednakosti se lako 

provjeravaju. D 
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Lema 1.7. Ako је R Berov *-prsten i х,у Е R tada vrijedi 

xRy = О {:::} С(х)С(у) = о. 

DOKAZ. Neka је h = С(х), k = С(у). Ako је hx = О tada xRy = (xh)R(ky) = 

.IR(hk) = о. Obratno ako је xRy = О tada х Е l(Ry) = (1 - k)R ра је zbog toga 

(1 - k)x = х, h = С(х) ~ 1 - k odakle imamo hk = 0.0 

Lema 1.8. Neka је R Berov *- prsten и kome su jedine centralne projekcije О i 1 i 
х, у Е R. Tada vaii 

xRy = О {:::} х = О v у = о. 

DOKAZ. Ako је х =1= о i У =1= о tada С(х) = С(у) = 1 ра је dakle С(х)С(у) =1= о 

по tada prema dokazanom xRy =1= о. о 

Propozicija 1.4.2. Neka је R Berov *- prsten, е Е R i ј Е eRe. Tada su sljedeci 
uslovi ekvivalentni: 

(1) ј је centralna projekcija и eRe. 

(2) ј = еС(Л. 

(3) ј = eh za neku centralnu projekciju h. 

(4) о i 1 su jedine centralne projekcije и R. 

DOKAZ. Dajemo dio dokaza (1) {:::} (3). 

(1) =:} (2) је trivijalan. 

Neka је а Е R proizvoljno. Iz jednakosti ј(еае) = (еае)ј tj. јае = еај, dobijamo 

.fae(l - f) = о za svako а Е R. Dakle ј Re(l- f) = о. Prema propoziciji 4.2 imamo 

е(l - .f) Е r(f R) = (1 - C(f))R, ра је zbog toga 

е(l - лси) = о, еси) = ејси) = јС(Ј) = ј. 

Dakle О i 1 su jedine centralne projekcije и R adnosno О i е su jedine centralne 

projekcije и eRe. о 
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Posljedica 1.4. [lЈ 
Neka је R Berov *-prsten i Z centar prstena i neka је е projekcija u R. Tada vaii 

(а) Centar prstena eRe sadrii eZe tj. eZ С (eRe) n(eRe)'. 

(Ь) Skupovi eZ i eRe П (eRe)' sadrie iste projekcije. 

(с) Ako х Е eRe tada је еС(х) centralno pokrivanje za х u prstenu eRe. 

DOKAZ. (а) Оуај dio dokaza је oCigledan. 

(Ь) Ako је f projekcija u (eRe) п( eRe)' prema propoziciji 1.4.2 postoji h Е Z takva 

da је f = eh. 

(с) Neka је f = CeRe(x), h = С(х). Dokazimo da је f = eh. Kako је eh centralna 

projekcija u eRe i (eh)x = e(hx) = ех = х imamo da је f :::; eh. Sa druge strane, 

kako је f centralna projekcija u eRe imamo da је f = еС и) ра је ponovo prema 

propoziciji 4.2 ХСи) = хеС(Ј) = хј = х ра је konacno h :::; Си), he :::; еС(Ј) = Ј. 
о 

Sljedeca posljedica pokazuje kako se konstruise centar prstena eRe u slucaju da 

је R А W* algebra. 

Posljedica 1.5. Ako је R AW* algebra sa centrom Z i ako је е projekcija u R tada 
је eZ centar u eRe tj. eZ = (eRe) n(eRe)'. 

1.5 Prosirenja u Rikartovim prstenima 
sa involucijom 

Istorijski ovi pojmovi poticu od Kaplanskog. 

Definicija 1.8. Кайеmо da u *-prstenu R vaii slabi zakon kvadratnog korjena (WSR)5 
aksiom, ako za svako х Е R postoji r Е {х* х }", (bikomutant elementa х* х) tako da 
vrijedi х*х = r*r. 

5 Weak square root axiom. 
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Definicija 1.9. Kaiemo da и *-prstenu R vaii (Ер)б aksiom ako za svako х Е R, х =1-

о postoji у Е {х*х}" tako da је у* = у i (х*х)у2 = е, za neku nenultu projekcijv. е. 

Definicija 1.10. Kaiemo da и *- prstenu R vaii (UPSR)aksiom 7, ako za svako 
х ~ О postoji jedinstven element у Е {х}" takav da је у ~ о i х = у2. 

Primjer prstena koji zadovljava (UPSR) akiom је proizvoljna С* algebra. Za 

teoriju С* - algebri vidjeti referencu [2]. U * -prstenu definisemo simetricni element r 

kao element za koji vazi r* = r. Sa S(R) oznacamo skup svih simetricnih elemenata 

*-prstena R. 

SljedeCi dio vezan је za teoriju prosirenja u Rikartovom prstenima sa involucijom u 

kojimaje element 2=1+1 invertibilan. Sljedeca definicija potice od M.Marsha11([13]). 

Definicija 1.11. Neka је R *-prsten ва jedinicom. *- uтеаеnје Р је podskup Р ~ 
S (R) koji zadovoljava sljedeca svojstva: 

(1) 1 Е Р, -1 (ј: Р. 

(2) Р+Р ~ Р. 

(3) rPr* ~ Р za svako r Е R. 

(4) Р U -Р = S(R). 

(5) Za svako а,Ь Е S(R) ako аЬа Е Рп -Р tada а Е Рп -Р ili Ь Е Рп -г. 

(6) а, Ь Е Р tada аЬ + Ьа Е Р. 

Definicija 1.12. Prosireno *-uтеаеnје *-prstena R је podskup Q od R koji zadovol

.7ava: 

(1) Q+Q ~ Q. 

(2) QQ ~ Q. 

(3) Q* = Q. 

(4) rQr* ~ Q za svako r Е R. 

6 Existence о! projections axioт. 
7 Unique positive square root axioт. 
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(5) Q п S(R) је *- uredjenje Р и R. 

(6) ТХТ* Е Q =? Х Е Q za svako Х koje nе pripada idealu generisanom ва Q п -Q. 

Skup Р п - Р naziva ве nовас игеаеnја Р. 

u [13] је dokazano da za svako *- uredenje postoji prosireno * uredenje. 

Definicija 1.13. Кайеmо da ви elementi а, Ь Е S(R) ekvivalentni i pisemo а i"'.J Ь ako 
postoji prirodan Ьтој п > 1 takav da је nlal ~ Ibl, nlbl ~ 'а' gdje ~ је игеаеnје па 
S(R) indukovano ва Р tj. а ~ Ь {:} а - Ь Е Р. 

Prosirujuci оуи relaciju sa S(R) па R X sa а i"'.J Ь {:} аа* i"'.J ЬЬ* dolazimo do relacije 

ekvivalencije па R X
• Koristimo oznaku v (а) za relaciju ekvivalencije elementa а u 

odrlOsu па relaciju i"'.J kao i Г v za kolicnik skup. Takodje neka је v(O) = оо. Kazemo 

da је v prirodna * - valuacija indukovana uredenjem Р. Skup r v mozemo snabdjeti 

sa strukturom polugrupe definisiCi v(a) + v(b) = v(ab). О egzistenciji prosirenog *-

uredenja u Rikartovom prstenu sa involucijom govori sljedeca: 

Теогета 1.6. Neka је R Rikartov *-prsten ва jedinicom koji sadrii projekciju е tako 
da је е i"'.J 1 - е i Р proizvoljno *-игеаеnје R. Tada postoji prosireno *-игеаеnје Q za 
koje је Q п S(R) = Р. 

DOKAZ. Prema lemi 1.1 postoji 2-1 u prstenu R. Sada prema [13] mozemo 

pretpostaviti da је R domen kao i da је nosac od Р {О}. Mashall u [13] dokazuje da 

Q = {р + k : р Е Р, k* = - k, v (k) > v (р) } 

slabo prosirenje * - uredenja (zadovoljava 1-5 iz definicije), sa Q п S(R) = Р. Ostaje 

пат da jedino dokazemo da Q zadovoljava uslov (6) iz iste definicije . Ako је ТХТ* Е 

Q, r =1= о tada imamo razlaganje Х = s + ј, s Е S(R),j* = -ј. Nadalje dobijamo 

тхт* = p+k gdjeje р = твт*, k = гјг*. Iz ТХТ* Е Q dobijamo р Е Р kao i v(k) > v(p) 

odakle imamo s Е Р, kao i v(j) = v(k) - 2v(r) > v(P) - 2v(r) = v(s), odakle konacno 

dobijamo Х = S + ј Е Q. О 
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Definicija 1.14. Za *-prsten R kaiemo da је beskonacan и pravom smislu ako је 
)edina konacna centralna projekcija О. Drugacije тесеnо R пета konacan direktni 
sumand osim О. 

Posljedica 1.7. Neka је R Rikartov *-prsten i Р proizvoljno *-итеаеnје па R. Tada 
postoji prosireno *-итеаеnје Q za koje vaii Q п S(R) = Р. 

Теогеmа 1.8. Neka је R Rikartov *- prsten sa jedinicom koji zadovoljava (WSR) 
aksiom i neka su е, ј projekcije R za koje је еј - је invertibilno. Tada za svako *
итеаеnје Р postoji prosireno *- итеаеnје Q tako da је Q п S(R) = Р. 

DOKAZ. Iz [1] propozicija [7] imao da је е r-.J ј r-.J 1 - е r-.J 1 - ј. Sada је dakle 

specijalno е r-.J 1 - е ра dokaz slijedi iz Cinjenice da је 2 invertibilno u prstenu i 

predhodne teoreme. 

Теогеmа 1.9. Nekaje R Rikartov *- prsten koji zadovoljava (EP)i (UPSR) aksiome. 
Ako ви е,! projekcije za koje је RP(ej - је) = 1, tada za svako *- итеаеnје Р и R 
postoji *- итеаеnје Q od R za koje је Q п S(R) = Р. 

DOKAZ. Iz [1] znamo da su е i ј razmijenjive роmоси simetrije (specijalno је 

е r-.J 1 - е). Sada iz leme 1.1 imamo da је 2 invertibilno u prstenu i dokaz direktno 

slijedi iz prethodne teoreme. О 

1.5.1 Uopstena uporedivost projekcija 

Definicija 1.15. Za projekcije е, ј *-prstena R kaiemo da su uporedive ako је е :S ј 
ili .f :S е. 

Definicija 1.16. Za projekcije е, Ј kaiemo da su uopsteno uporedive ako postoji сеn
tralna projekcija h takva da је 

he :S hJ, (1 - h)J :S (1 - h)e. 

Kaiemo da prsten R ima svojstvo uopstene uporedivosti(svojstvo (СС))8 ako su Bvake 
dvije projekcije uopsteno upredive. 

8 Generalized coтparability. 
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Definicija 1.17. Za projekcije е, Ј kaiemo da зи veoma ortogonalne ako postoji сеn
tralna projekcija h takva da је he = е, hJ = О, tj. е:::; h, Ј :::; (1 - h). 

Ako је R Berov * -prsten tada su sljedeCi uslovi ekvivalentni: 

а) е, Ј su уеота ortogonalne projekcije. 

Ь) С(е)С(Ј) = О. 

с) еЦ! = О. 

Veza izmedu uopstene uporedivosti i уеота ortogonalnosti је sadrzaj sljedece leme: 

Lema 1.9. (1) Neka зи е, Jprojekcije и *-prstenu R. Tada зи sljede6i uslovi ekviva
lentni : 

1) е, Ј зи uopsteno uporedive. 

2) Postoji ortogonalna dekompozicija е = еl + е2, Ј = Л + Ј2 gdje је еl '" Л 
Ј2, е2 зи veoma ortogonalne. 

DOKAZ. 1) =} 2) Neka је h Е R tako da vrijedi he '" J~ :::; hJ, (1 - h)J '" e~. 

Definisemo li e~ = he, J~' = (1 - h)J imamo da је e~e~ = О,ЛЈ~' = О. StavljajuCi 

еl = Р; + f; ~, Ј1 = .f~ +Ј;' odmah dobijamo da је еl '" .f1. Kako је е1 :::; е, .fl :::; .f 

definisimo li е2 = е - ђ, Ј2 = Ј - Л odmah dobijamo da је he2 = О, kao i hJ2 = Ј2' 

2) =} 1) Pretpostavimo da takva dekompozicija postoji. Nekaje h centralna projekcija 

takva da је hћ = 12, he2 = О. Tada је he = hel '" hЛ :::; hJ ра је dakle he ~ hJ. 

Potpuno analogno је (1 - h)J ~ (1 - h)e. о 

Definicija 1.18. Za projekcije е, Ј и *-prstenu kaiemo da зи parcijalno uporedive(svojstvo 
PCj9ako postoje nenulte potprojekcije ео :::; е, Јо :::; Ј tako da је ео '" јо. Kaiemo da 
*- prsten R ima svojstvo (РС) ako iz eRj =1= о slijedi da su projekcije е i ј parcijalno 
uporedive. 

9 Partial comparability. 
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Propozicija 1.5.1. [1} Neka је R *-prsten koji ima svojstvo (СС). Tada prsten R 
ima svojstvo (РС). 

DOKAZ. 

Pretpostavirno suprotno da postoje projekcije е, Ј koje nisu parcijalno uporedive. 

Dokazirno da је tada eRJ = о. Neka је е = el + е2, Ј = Л + Ј2. Sada irnarno 

el = Л = о. Ako је h centralna projekcija takva da је hJ = Ј, he = О tada је 

eRf = eRhJ = ehRf = О sto је i trebalo dokazati. о 

Propozicija 1.5.2. Neka је R *-prsten koji zadovoljava (VWEP) aksiom. Tada 
prsten R ima svojstvo (РС). 

DOKAZ. Neka Би е, Ј projekcije takve da је eRJ =1= о {:;> Ј Re =1= о. i neka је 
, 

х Е fRe,x =1= о. Tada postoji у Е {х*х} takav da је (у*у)(х*х) = ео, gdje је ео 

nenulta projekcija. Sada је ео = у*(х*х)у = (ху)*(ху). StavljajuCi w = ху irnarno da 

је w*w = ео. Kako је involucijau R pravilna imamo da је w parcijalna izometrija. 

Neka је sada Ја = ww*. Zbog х Е JRe i ео = (у*у)(х*х) dobijamo da је ео ::; е i 

.Ја = ww* = (xy)w* odakle је konacno Ја ::; Ј. о 

U Berovim *- prstenima uopstena uporedivost projekcija је povezana Ба adi-

tivnoscu relacije "'. Zapravo vazi: 

Propozicija 1.5.3. Neka је R Berov*-prsten sa svojstvom (РС) i pri tom је relacija 
'" aditivna. Tada R ima svojstvo (СС). 

DOKAZ. Neka Би е, Ј proizvoljne projekcije u R. Ako је eRJ = О tada Би projekcije 

е, f veoma ortogonalne ра tada uporedivost projekcija е i f slijedi trivijalno. Neka 

su (ei), (Ji) maksimalan par ortogonalnih familija nenultih projekcija takvih da је 

ei < е, Ji ::; ј, ei '" Ji, i Е 1 (Primjetirno da koristimo Zornovu lemu). Neka је 

е Ј' ј" 'ј" ј ј' S d .. , ј' ь sup ei, = Бир i, е = е - е , = -". . а а Је Jasno е '" z og 

aditivnosti realacije "'. Sa druge strane је е' Rj' = о. U suprotnom zbog svojstva 
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(РС) imamo kontradikciju sa maksimalnoscu familija (ei), (Ji), Sada su е', ј' уеоmа 

ortogonalne ра odmah imamo dekompoziciju е = е' + е", ј = ј' + ј" tj vazi (GC) 

svojstvo. О 

Specijalno ako је R AW* algebra tada zbog osobine aditivnosti projekcija i svo

jstva (ЕР) odmah imamo svojstvo (РС) ра dakle vazi svojstvo (GC). 

Definicija 1.19. Kaiemo da projekcije е, Ј и *-prstenu R imaju S1юјstvо ortogo
nalne uopstene uporedivosti (ortogonalna СС) ako su svake dvije ortogonalne projek
cije uopsteno uporedive. 

Propozicija 1.5.4. Neka је R Berov*- prsten sa svojstvom (рс). Tada R ima svo
jstvo ortogonalnog (СС). 

DOKAZ. Neka su е, Ј projekcije sa еЈ = О. Sada dokaz direktno slijedi iz pred

hodne propozicije i Бnјеnјсе da је и razlaganju е' rv Ј' kao i iz (1] teoreme 11.1. 

о 

1.5.2 Zakon paralelograma u involutivnim prstenima 

Definicija 1.20. Neka је R *- prsten и kome skup projekcija ima strukturu mreie. 
Kaiemo da и prstenu R vaii zakon paralelograma (Р) ako za svake d'u'ije pTojekcije е, Ј 
vaii е-еl\ј rv eV Ј-ј. Ovaj uslov је ekvivalentan sa е-еl\ (1- f) rv Ј - (l-е) I\Ј. 

Propozicija 1.5.5. [1] Neka је R slabi Rikartov *- prsten и kome Vx Е R vaii 
LP(x) rv RP(x). Tada и prstenu R vaii zakon paralelograma. 

Propozicija 1.5.6. [2ј Neka је R Von Nojmanova algebra. Tada и R vaii zakon 
par·alelograma. 

Propozicija 1.5.7. Neka је R Rikart *- prsten koji zadovoljava zakon ortogonalnog 
(С С) i zakon paralelograma. Tada и R vaii zakon (С С). 

DOKAZ. Neka su е, Ј proizvoljne projekcije и R. Iz zakona paralelograma imamo 

1 d k . .. '" Ј ј' ј'" .' ј'" Ј ј" о ortogona nи е ompOZlClJti е = е + е, = + 1 vazl е rv , е = е =. 
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Takodje projekcije е", ј" imaju svojstvo (GC). Sada imamo dekompoziciju 

gdje su е2, ћ уеоmа ortogonalne. Sada је 

gdje је еl f'.J Л, i е2, Ј2 уеоmа ortogonalne projekcije ра prema tome projekcije е i Ј 

imaju svojstvo (GC). О 

U Berovom prstenu sa involucijom pojmovi (PC),(GC) i ortogonalnog (GC) koin

cidiraju. Svaka AW* algebra ima svojstvo (GC). AW* algebra zadovoljava zakon (Р) 

(ЕР) aksiom ра dakle i zakon (РС). 

Posljedica 1.10. Neka је R Berov *-prsten takav da је LP(x) f'.J RP(x) za svako 
х Е R. Tada R iтa svojstvo (СС) i zadovoljava zakon (Р). 

DOKAZ. Prsten R zadovoljava svojstvo (Р) ostaje da dokazemo da vazi zakon 

(РС). Zaista neka su е, Ј projekcije takve da је eRJ =/: о. Neka је х = еаЈ =/: о, а Е R. 

Tada su ео = LP(x), Ја = LP(y) nenulte potprojekcije od е i Ј redom sa ео f'.J Ја. о 

1.5.3 Teoreme о reprezentaciji 

U teoriji prstena уеоmаје vazna matricna reprezentacija. Generalno nemamo odgovor 

па pitanje da lije prsten matrica nad Berovim *-prstenom Berov*-prsten. Motivisani 

ovim mozemo postaviti sljedece pitanje. Kadaje i pod kojim uslovima Berov-* prsten 

izomorfan prstenu matrica? U sljedecem dijelu pokazujemo da neke klase 

(i) PI Berovih-* prstena, 

(ii) Homogenih Berovih * prstena, 
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(iii) Ogranicenih Berovih-* prstena tipa 1, 

(iv) Neprekidnih Berovih-* prstena 

imaju matricnu reprezentaciju. N ајprijе dokazimo jedno уеота vazno tvraenje. 

Теогета 1.11. Neka је R*- prsten i п prirodan Ьтој. Ako prsten R sadrii п 
meausobno ortogonalnih, ekvivalentnih projekcija ђ, е2, .. , еn cija је suma jednaka 1 
tada је R f'..J (e1 Re1)n. 

DOKAZ. Definisimo pres1ikavanje <р : R ---7 (R)n sa <р(а) = (w;aWj) , а Е R pri 

cemu su W1, .. , wn parcijalne izometrije takve da је W/W1 = е1, W1 w/ = ei. Dokazimo 

da је оуо preslikavanje trazeni izomorfizam tj. da vrijedi 

<р(а + Ь) = <р(а) + <р(Ь), <р(аЬ) = <р(а)<р(Ь), <р(а*) = (<р(а))* Va, Ь Е R. 

Neka је а Е R. Tada w;awj Е ђRђ, za svako i,j ра је i <р(а) Е (ђRе1)n. Lako se 

provjerava da vazi 

<р(а + Ь) = <р(а) + <р(Ь), <р(а*) = (<р(а))*, Va, Ь Е R. 

Ako је w;awj = О za svako i, ј tada imamo : 

odakle s1ijedi, 

а = (L ei)a(L еј) = L eiaej = о. 
i ј i,j 

Dakle <р је 1 - 1 pres1ikavanje. Za (aij) Е (e1Re1)n i а = :Ei,j щаiјwј, dobijamo 

tj. preslikavanje <р је па. Копаспо је 

L(w;aWkWkbwj) = (w;a)(L WkWk) (bwj) 
k 
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= (w;a)(L ek)(bwj ) = wi(ab)wj 
k 

tj za а, Ь Е R imamo <р(аЬ) = rp(a)rp(b). о 

Sljedeca teorema karakterise ortogonalne ekvivalentne projekcije u slabim Rikart-

ovim prstenima sa involucijom. 

Teorema 1.12. Neka је R slabi Rikartov prsten ва involucijom i е, / ortogonalne 
projekcije. Tada је е f'.J / akko postoji projekcija 9 takva da vaii 

2ege = е, 2/g/ = /, 2geg = 2g/g = g. 

DOKAZ. Ako takva projekcija postoji definisimo w = 2/ ge. Odmah imamo 

sljedece 

w*w = 4eg/ge = 2e(2g/g)e = 2ege = е 

kao i 

ww* = /, 

tj. zaista е f'.J /. Obratno predpostavimo daje е f'.J /. Ne gubeci opstost posmatrajmo 

prsten Се + f)R(e + f) i dakle smatrajmo da је R Rikartov-* prsten sa е + / = 1. 

Neka је w parcijalna izometrija za koju је w*w = е, ww* = /. Prema predhodnoj 

propoziciji postoji izomorfizam rp : А -+ (eRe)2 definisano sa 

OznaCimo sa aij = wi*aWj, i, ј = 1,2. Kako је 

all = ewe = О, a12 = eww* = О, а21 = w*we = е, а22 = О 

imamo 

( 
о о) 

rp(w) = е о)' 



~(e) = (~ ~), 

~(j) = (~ ~). 
Ako sa 1 oznaCimo jedinicu u prstenu (eRe) to zbog izomorfizma mozemo pisati 

Sada konacno zbog invertibilnosti 2 u prstenu (е rv 1 - е)((3]) mozemo definisati 

Dokazuje se da ovako definisano 9 zadovoljava trazene identitete. о 
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Za projekcije е, ј u prstenu sa involucijom kazemo da su uporedive ako је е -< ј 

ili ј -< е. Za prsten sa involucijom R kazemo da ima svojstvo (PI) ako је jedina 

centralna projekcija о. Prije sto damo јов jednu matricnu reprezentaciju vidjeti (2]. 

Теогета 1.13. Nekaje R Berov-* prsten sa svojstvom (РI) i svake dvije ortogonalne 
projekcije imaju svojsvo (СС) tada vrijedi 

а) Postoji niz ortogonalnih projekcija (Јп) takav da је 

SUpji = 1,ji rv 1,i Е 1. 

Ь) Za svako т Е N postoje ortogonalne projekcije gl.g2, .. , gn sa gl + .. + gn = 
1,gi rv 1,1 ::; i ::; n. 

Теогета 1.14. Neka је R Berov- * prsten sa svojstvima (РI), (СС). Tada za svaki 
prirodan Ьтој п Е N prsten R је izomorjan prstenu (R)n, prstenu matrica nad R. 

DOKAZ. Prema predhodnoj teoremi postoji particija jedinice е1, .. , еn . Dakle 

R rv (e1Re1)n. Nadalje ekvivalentnost ei rv 1 indukuje izomorfizam prstena e1Re1 i 

prstena R. Копаспо (e1Re1)n rv Rn tj. R rv Rn sto је i trebalo dokazati. о 
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Za Berov-* prsten sa involucijom kazemo da је hoтogen ako u prstenu postoji 

homogena particija jedinice ciji su clanovi Abelove projekcije tj. postoji niz (ei) 

Abelovih projekcija sa 

Kardinal skupa I naziva se stepen homogeniteta. Sljedeca teorema daje matricnu 

reprezentaciju ogranicenih homogenih Berovih prstena sa involucijom (vidjeti [1]). 

Teorema 1.15. [1] Neka је R ogranicen Berov -* prsten sa (СС) stepena hoтogen
iteta n. Tada је R I".J Вn7 gdje је В Abelov Berov- * prsten. Uslovi teoreтe jed
noznacno odredjuju п i prsten В do па izoтorjizaт. 

Za Berov-* prsten R kazemo da је neprekidan ako u prstenu R ne postoji Abelova 

projekcija raz1iCita od О. Poznato је da u neprekidnom Berovom-* prstenu sa (РС) 

za svaku projekciju е i za svaki prirodan broj п postoji homogena particija od е. 

Teorema 1.16. Neka је R neprekidan Berov-* prsten sa (РС) i п prirodan Ьтој. 
Tada postoji projekcija 9 takva da је R ~ (gRg)n. 

DOKAZ. Specijalno па osnovu gore navedenog ako se uzme (е = 1). о 

1.5.4 Uslovi Kaplanskog 

Neka је sada R Berov-* prsten i Rn prsten matrica nad R. Generalno Rn nije Berov

* prsten. Za klasu ogranicenih Berovih-* prstena pokazuje se da prsten R mora da 

zadovoljava sljedecih sest uslova (vidjeti[2]). 

(а) Rje ogranicen Baer-* prsten koji zadovoljava aksime Kaplanskog (ЕР) i (UPSR). 

(Ь) 1 + аа* је invertibilno \;ја Е R. 

(с) Parcijalne izometrije su aditivne. 

(d) R sadrzi centralni element i takav da је i 2 = -1, i* = -i. 
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(е) Ako је и Е R unitaran element i RP(l - и) = 1 tada postoji projekcija ek Е и'" 

tako da ek t 1, (1 - u)ek је invertibilno u ekRek za svako k. 

(f) Ako је fk niz ortogonalnih projekcija i sup ћ = 1 i za svako k i svaki niz 

elemenata ak, О ::; ak ::; 1 postoji а Е R takav da afk = а Vk Е N. 

U klasi regularnih ogranicenih Berovih-* prstena posljednja dva uslova su suvisna . U 

AW* (С* algebra koja је Berov-* prsten) ogranicenim algebrama svih sest uslova su 

zadovoljeni. U daljem јmаmо da pored uslova (a)-(f) prsten Rn zadovoljava sljedeca 

dva svojstva: 

(g) Za svake dvije projekcije е, f 

е - е Л f rv е V Ј-Ј. 

(h) Svaki niz ortogonalnih projekcija u Rn јmа supremum. 

Sljedece dvije teoreme razmatraju dovoljne uslove pod kojim је prsten matrica nad 

ogranicenim odnosno regularnim Berovim-* prstenom takodje Berov -* prsten sa СС 

оdпоsпо re.е;пlаrап Berov-* prst,en. 

Теогеmа 1.17. [1} Nekaje R ogranicen Berov-* prsten koji zadovoljava uslove (а)
(ЈЈ. Neka је п prirodan broj takav da prsten Rn zadovoljava uslove (g), (h). Tada је 
Rn takoae Berov-* prsten sa (СС). 

DOKAZ. Neka је h centralna projekcija takva da је hR tipa 1 i (1 - h)R tipa 

П. Tada su h(R)n = (hR)n i (1 - h)Rn = ((1 - h)R)n Berovi-* prsteni ра је i 

Rn = hRn + (1- h)Rn takodje Berov-* prsten. Jasno је da vrijedi i svojstvo generalne 

uporedivosti. о 

Direktna posljedica ovog tvrdenja је da је za syaki prirodan broj п prsten matrica 

Rn nad А W* algebrom takodje AW* algebra. 



Glava 2 

к vazi-Berovi prsteni 

u okviru ovog poglavlja sa R oznacavamo prsten sa jedinicom. U daljem dijelu teksta, 

ako nije posebno apostrofirano, R oznacava prsten bez involucije. 

Definicija 2.1. Za prsten R kaieтo da је Berov ako је desni anihilator svakog S с R 
generisan ideтpotentoт tj za svaki S с R postoji ideтpotent е Е R takav da је 
TR(S) = eR. 

Definicija 2.2. Za prsten R kaieтo da је kvazi-Berov prsten ako је desni anihilator 
s'uakog desnog ideala prstena R generisan ideтpotentoт. Ova dejinicija dualno vaii 
i za lijevi ideal. 

Definicija 2.3. Za prsten R kaieтo da је PQ-Berov prsten ako је desni anihilator 
svakog glavnog ideala generisan ideтpotentoт. 1 

ОЬје definicije poticu od Clark. w. Е i motivisane su mogucnosti karakterizacije 

konacno dimenzionalnih algebri nad algebarski zatvorenim poljem. 

Definicija 2.4. Za ideтpotent е prstena R kaieтo da је lijevo (desno )seтicentralan 
ako је хе = ехе( ех = ехе), za svako х Е R. 

Skup svih lijevo (desno) semicentralnih elemenata oznacavamo sa Sl (R)(Sr (R)). 

Skup svih centralnih elemenata u prstenu R oznacavamo sa B(R). Jasno је da vrijedi 

Ј Ako umjesto generisanosti svakog glavnog ideala 
imamo generisanost glavnog desnog(lijevog)ideala 
dolazimo do ројта desnog(lijevog)PQ-Веrоvоg prstena. 
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B(R) = Sl(R) П Sr(R). 

U slllcaju da је R poluprim prsten tada је Sl(R) = Sr(R) = B(R). Za idempotent 

prstena R kazemo da је semicentralno redukovan ako vazi Sl (eRe) = {О, е}. Vazi 

ВТ ( eRe) = {О, е} {:::} Sl ( eRe) = {О, е}. 

U slucaju da је 1 semicentralno redukovan element kazemo da је R semicentralno 

redukovan prsten. 

Sljedeca lema је уеота operativna u оуот poglavlju. 

Lema 2.1. [20] Za idempotent е prstena R sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

(i) е Е Sl(R). 

(ii) 1 - е Е Sr(R). 

(iii) (l-е)Rе=О. 

(iv) eR је ideal prstena R. 

(v) R(l - е) је ideal prstena R. 

(vi) eR(l - е) је ideal od R i eR = eR(l - е) ЕЈЭ Re. 

Za prst~n R kazemo da је prim prst.en ako vazi xRy = () => х = () јlј ?Ј = (). 

Sljedeca lema daje уеота jasnu karakterizaciju prim-prstena. 

Lema 2.2. [17] Sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

(i) R је prim prsten. 

(ii) R је semicentralno redukovan kvazi-Berov prsten. 

(iii) R је semicentralno redukovan PQ-Berov prsten. 

(iv) R је semicentralno redukovan desni PQ-Berov prsten. 
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DOKAZ. (i) {::} (ii) prema [20] Lema 4.2. Takode је jasno da (ii) =;. (iii) =;. (iv). 

Dokazimo da (iv) =;. (i). Neka је xRy = О, х, у Е R. Tada postoji idempotent е Е R 

takav da је r(RxR) = eR, i pri tom је eR ideal. Odavde slijedi da е Е SI(R). Iz 

Cinjenice da је R semicentralno redukovan dobijamo da је е = О ili е = 1. Ako је 

е = о tada RyR = О. U slucaju da је е = 1 imamo da је RxR = О. Dakle konacno 

slijedi у = о ili х = О tj prsten R је prim-prsten. о 

SljedeCi prsteni Би kvazi-Berovi ali nisu Rikartovi prsteni. 

Primjer 2.0.1. Neka је R prim prsten sa osobinom da је Zr(R) #- О. Laverence 
је konstruisao desno primitivni prsten R sa ZI(R) #- О. Takodje је и и [ВО} dat 
primjer grupovne algebre R = ка nad poljem К koji је uniformno desno primitivan 
sa Zr(R) #- О. 

Primjer 2.0.2. Prsten ( ~ ~), gdje је D domen koji nije divizioni prsten, је 
kvazi-Berov ali nije ni desni ni lijevi Rikartov prsten (Vidjeti [17}). 

Lema 2.3. [11} Neka је Т prsten sa jedinicom takav da је ITI > 1, i neka је 
S = ПЛЕЛ ТЛ ! gdje је ТЛ = Т, а Л beskonacan skup indeksa. Ako је R beskonacan 
potprsten od S generisan sa ffiлЕлТл i pri tom је ili 1 Е S ili 1 Е {ј : л -+ т, f = 
const}. Tada prsten R nije kvazi-Berov prsten. Ako је Т desni PQ-Berov prsten tada 
to .'3vojstvo ima i prsten R. 

PrimjenjujuCi predhodnu lemu dobijamo sljedece primjere PQ-Berovih prstena. 

Primjer 2.0.3. Neka је Т komutativni regularan prsten. Tada је Т Rikartov prsten 
ра dakle i PQ-Berov koji nije kvazi-Berov prsten. 

Primjer 2.0.4. Neka је R = А ffi В direktna suma kvazi-Berovog prstena А koji nije 
Rikartov prsten ( [Ц}) i komutativnog Rikartovog prstena koji nije Berov([20}). Tada 
.је R PQ-Berov prsten koji nije ni kvazi-Berov ni desni Rikartov prsten. 

Sljedeca lema uslov iz definicije PQ-Berovog prstena о generisanosti desnog ani-

hilatora proizvoljnog glavnog ideala prstena poostrava па uslov о generisanosti ani-

hilatora svakog konacno generisanog desnog ideala. 



Propozicija 2.0.8. [20] SljedeCi uslovi ви ekvivalentni 

(а) R је desni PQ-Berov prsten. 
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(Ь) Desni anihilator svakog konacno generisanog desnog ideala је generisan (kao 
desni ideal) ва idempotentom. 

(с) Desni anihilator svakog glavnog ideala је generisan(kao desni ideal) idempoten
tom. 

(d) Desni anihilator svakog konacno generisanog ideala је generisan idempotentom. 

DOKAZ. Jasno (Ь) => (а). Neka је R desni PQ-Berov prsten i Х = L~l XiR, 

konacno generisan desni ideal. Tadaje т(Х) = n~=l eiR, gdjeje r(xiR) = eiR, е; = ei· 

Kako је svaki ei lijevi semicentralan idempotent, odmah dolazimo do idempotenta е 

takvog da је n~=l eiR = eR. Zbog toga је т(Х) = eR. Ekvivalentnost (а) {:} (с) {:} 

(d) proizilazi iz (а) {:} (Ь) i cinjenice da је т(Ј) = r(RI) za svaki desni ideal 1 prstena 

R. о 

Iz prethodne propozicije moglo Ы se па prirodan nacin pokusati generalizovati 

da је u desnom PQ-Berovom prstenu desni anihilator svakog prebrojivo generisanog 

desnog ideala generisan idempotentom. SljedeCi primjer pokazuje da to nije slucaj. 

Prinljer 2.0.5. Neka је Т konacno poljc i R prstcn iz prcdhodne leme. Тасlа је R 
desn't PQ-Berov prsten. Kako је R prebrojiv i nije kvazi-Berov tada postoji prebrojivo 
generisan desni ideal ciji desni anihilator nije generisan idempotentom. 

Propozicija 2.0.9. [20] Prsten R је desno PQ-Berov akko za svaki glavni ideal 
prstena R postoji е Е Sr(R) tako da 

1 с Re, т(Ј) П Re = (1 - e)Re. 

DOKAZ. Neka је 1 glavni ideal prstena R. Tada iz Cinjenice da је R desni PQ-

BeI'ov pI'sten postoji с Е SI(R) tako da је т(Ј) = cR. Tada је 1 с l(r(I)) = т(l - е), 

kao i е Е Sr(R). Takode је т(Ј) П Re = (1- e)Rfl Re = (1- e)Re. Dokazimo i obI'at 

tvrdjenja. Neka postoji е Е Sr(R) takav da је 1 С Re, r(I) П Re = (1 - e)Re. Tada 
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jasno (1 - e)R с r(I). Neka је sada а Е R proizvoljno. Tada vrijedi ае = еае + (1 -

е)ае Е r(I) nRe = (1-е)Rе, odakle dobijamo еа = еае = о, а = (1-е)а Е (l-е)R. 

Konacno dobijamo r(I) = (1 - e)R, tj. R је desno PQ-Berov prsten .. О 

Posljedica 2.1. Neka је R desni PQ-Berov prsten i, 1 glavni ideal и R. Tada postoji 
е Е SI(R) takav da vrijedi 1 с Re, i skup (1 - e)Re је ideal prstena R. 

Propozicija 2.0.10. [23) Neka је R desni PQ-Berov prsten. Tada је centar prstena 
R Rikartov prsten (РР prsten). 

DOKAZ. Neka је О centar prstena R, i а Е О proizvoljno. Tada vrijedi lR(a) = 

lR(Ra) = rR(aR) = eR, gdje е Е SI(R). Primjetimo da је lR(Ra) = lRrRIR(Ra) = 

lRrR(eR). Neka је rR(eR) = 1R, 1 Е SI(R). Zbog toga imamo da 1 - 1 Е Sr(R). 

Sada је eR = lR(Ra) = lR(J R) = R(1 - Л. Nadalje postoji х Е R tako da vazi 

е = х(1 - Л, odakle slijedi еЈ = х(1 - Л1 = о. Imamo Је = е1е = о ра dakle 

е Е SI(R). Takode је еЈ = Је = о. Iz eR = R(1 - Л slijedi da postoji у Е R tako da 

vazi 1~ Ј = еу ра imamo е = е(1-Л = еу = 1-1. Dakle е Е SI(R) П Sr(R) = B(R). 

Konacno dolazimo do r с (а) = r R (а) П о = eR П О = еО. О 

Propozicija 2.0.11. [17ј 

(i) Ako је prsten R Abelov tada је R desno Rikartov 
(PQ-Berov) prsten akko је R Rikartov (PQ-Berov). 

(ii) Ako је prsten R Abelov i desno Rikartov tada је R PQ-Berov prsten i zadovol
java IFP-uslov. 2 

(iii) Ako R zadovoljava IFP-uslov tada su sljedeci uslovi ekvivalentni: 

(а) R је desno Rikartov prsten. 

(Ь) R је Rikartov prsten. 

(с) R је PQ-Berov prsten. 

2 Za prsten R kaieтo da iтa svojstvo ЈРР (insertion о! Jactor property) akko iz 
аЬ = О slijedi aRb = О, а, Ь Е R. 
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(iv) Ako је R desni PQ-Berov prsten tada R zadovoljava IFP uslov akko је prsten 
R redukovan. 

DOKAZ. (i) Neka је R desno Rikartov prsten i х Е R. Tada postoji centralni 

idempotent е Е R takav da vrijedi г(х) = eR. Kako је idempotent е u cent,ru prstena 

dobijamo г(х) с l(х). Neka је а Е l(х). Tada х Е г(а) С l(а) ра zbog toga а Е т(х). 

Dakle г(х) = [(х) = Re, tj. R је Rikartov prsten. Obratno tvпiепје је ocgledno. 

Slucaj PQ-Berovog prstena dokazujemo analogno. 

(ii) Nekaje х Е R. 1z cinjenice daje R desno Rikartov i Abelov slijedi daje г(х) = eR 

za neki centralni idempotent е. 1z Cinjenice da prsten R zadovoljava uslov 1FP slijedi 

r(x) = r(xR) = eR ра је dakle R PQ-Berov prsten. 

Dokaz za (iii) slijedi iz cinjenice daje R Abelov (Shin). Dalje dokaz slijedi iz (i),(ii). 

(iv) Neka је R desni PQ-Berov prsten koji zadovoljava uslov 1FP. Neka је х2 = о. 

Dokazimo da је х = о. Najprije је г(х) = r(xR) = eR, gdje је е centralni idempotent 

(Shin). Odavde dobijamo da је х = ех = хе = о. Dakle R је redukovan. Obratno 

tvrdenje slijedi iz Cinjenice da svaki redukovan prsten zadovoljava uslov 1FP. о 

Primjer 2.0.6. Postoji poluprim prsten А sa centrom koji је Rikartov prsten ali pri 
tom А nije ni desni PQ Berov prsten niti је А ni desno ni lijevo Rikartov pTsten. 
Лiјеё је о prstenu А = R EIЭ Mat2(Z[X]). Ovo је primjer P.M.Cohn. 

Propozicija 2.0.12. (20] Sljedeci uslovi su ekvivalentni 

(i) R је desni Rikartov prsten koji је Abelov. 

(ii) R је Rikartov prsten koji је Abelov. 

(iii) R је desni PQ-Berov prsten koji zadovoljava uslov IFP. 

(iv) R је redukovan PQ-Berov prsten. 

Propozicija 2.0.13. [Ц] Neka је R desni PQ-Berov prsten. Tada vaii 

(i) R је poluprim akko је 81(R) = B(R). 

(ii) Ako је svaki esencijalni desni ideal od R esencijalna ekstenzija nekog ideala и 
R tada је prsten R desno nesingularan. 



2.1 PQ-Berovi prsteni naspram 
kvazi Berovih prstena 
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u оуоm poglavlju dolazi do izrazaja teorija mreza. Sljedeca lema је uopstenje rezul

tata koji vaze za Artinove PQ-Berove prstene. 

Lema 2.4. [20ј Skup svih glavnih ideala generisanih lijevim semicentralnim idem
potentima prstena R је distributivna podmreia mreie svih ideala prstena R. Takodje 
vaii 

лЕЛ лЕЛ 

DOKAZ. Neka su с, el, е2 Е Sl(R). Najprije је jasno da su e1R, e2R ideali и R. 

Neka је е = el + е2 - ele2. Direktnim izracunavanjem dobijamo da е Е Sl(R), kao i 

ђR + e2R = eR, е1RП e2R = ђе2R odakle slijedi da ele2 Е Sl(R). Takodje imamo 

(e1R + e2R) ПсR = еRПсR = ecR, 

Sada uposteni distributivni zakon lako slijedi iz slucaja za А = {1, 2}. о 

U daljem sa ~Sl(R)(~B(R)) koristimo oznaku za mrezu glavnih ideala gener-

isal1im Ба lijevo sernicentralnim( centralnim elementima) prstena R. 

Lema 2.5. [17ј Neka је R kvazi Berov prsten. Tada је ~Sl(R) kompletna podmreia 
mreie svih ideala prstena R. 

DOKAZ. Neka је (ел)лЕЛ ~ Sl(R). Primjetimo da је R(l - ел) ideal и R za svako 

,\ Е А. Tada postoji idempotent е takav da је ПлЕЛ елR = ПЛЕЛ r(R(l - ел)) = 

т(L:ЛЕЛ R(l- ел)) = eR. Dakle svaki podskup и ~SI(R) ima najvecu donju granicu. 

о 
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Теогета 2.2. [17] Prsten R је kvazi-Berov akko је R desni PQ-Berov prsten i 
C;:SSI(R) је kompletna podmreia mreie svih ideala prstena R. 

DOKAZ. Dokaz da је uslov dovoljan direktno slijedi iz predhodne leme. 

Dokazimo da је uslov potreban. Neka је 1 ideal u R i 1 = LлЕЛ RхлR. Iz Cinjenice 

da је R desni PQ-Berov prsten imamo da postoji ел Е SI(R) tako da vrijedi r(I) = 

ПЛЕЛ r(RхлR) = ПЛЕЛ елR. Zbog kompletnosti mreze postoji с Е SI(R) tako da 

vrijedi cR с ПЛЕЛ елR i pri tom је cR пајуеса donja granica za {елR I А Е А} 

u C;:SSI(R). Dokazimo da је ПЛЕЛ елR с cR. Pretpostavimo suprotno da postoji 

а Е ПЛЕЛ елR\сR. Iz Cinjenice da је R kvazi Berov prsten postoji Ь Е SI(R) tako 

da vrijedi RaR с r(l(RaR)) = bR. Zbog RaR с елR za svako А Е А, imamo da је 

R(l - ел) с I(RaR). Nadalje је bR = rl(RaR) с r(R(l - ел)) = елR. Zbog toga је 

bR с ПЛЕЛ елR. Nadalje imamo а Е bR i а ф- cR, cR ~ cR + bR = (с + Ь - cb)R ~ 

ПЛЕЛ елR gde с + Ь - сЬ Е SI(R). 

Оуо је u suprotnosti sa cinjenicom da је cR пајуеса donja granica za skup {елR I 

А Е А}. Prema tome ПЛЕЛ елR = cR. Dakle r(I) = cR tj. R је kvazi-Berov prsten. 

О 

2.1.1 Тrougaoni idempotenti 

Definicija 2.5. [16] Uredjeni skup {Ь1 , ... , Ьn } nenultih idempotenata prstena R naziva 
se 8kup lijevo trougaonih idempotenata ako zadovoljava sljedeca svojstva: 

1. 1 = Ь1 + ... + Ьn . 

2. Ь1 Е SI(R). 

3. bk+l Е SI(CkRck), gdje је ck = 1 - (Ь1 + .. + bk), 1 ~ k ~ n. 

Definicija 2.6. Za skup trougaonih idempotenata {Ь1 , ... , Ьn } kaiemo da је kompletan 
ako је SI(CkRck) = {О, bk}, 1 ~ k ~ n. 
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Potpuno analogno definisemo skup desnih trougaonih idempotenata prstena R 

mijenjajuCi uslov (2) sa Ь1 Е Sr(R) odnosno uslov (3) sa ЬН1 Е Sr(CkRck)' U [16] је 

dokazano da је skup {Ь1 , ... , Ьn } skup lijevih trougaonih idempotenata akko је skup 

{Ьn , ... , Ь1 } skup desno trougaonih idempotenata tako da prethodna definicija moze 

biti preformulisana. 

Lema 2.6. [16ј Sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

(i) R ima kompletan skup trougaonih idempotenata. 

(ii) {bRI ь Е Sr(R)} је konacan skup. 

Cak sta vise ako su {Ь1 , ... , Ьn } i {Сl, ... , Ck} kompletni skupovi trougaonih idempotenata 
tada је п = k. Takodje za Ь Е SI(R), bR = ЕiЕЛ biR za Л ~ {1, ... , п}. 

Gordon i Small su uveli ројаm dio ро dio domena da Ы poopsti1i poznate rezultate 

u Neterinim prstenima i semiprim prstenima. 

Definicija 2.7. Prsten R naziva se dio ро dio domen(dio ро dio prim prsten) kratko 
PWD (PWP) prsten ako и prstenu postoji kompletan skup primitivnih idempotenata 
(trougaonih idempotenata) {ђ, ... , еn } tako da iz ху = О (xRy = О) slijedi х = О ili 
У = О za svako х Е eiRej, У Е ejRek, 1 ~ i,j, k ~ n . 

.Jasno је iz definicije da је svaki PWD prsten i PWP prsten. U [16] је dokazana teo-

rema koja dokazuje da osobine lijeve, desne PQ-berovosti, kvazi-berovosti i ososbine 

PWP koincidiraju. 

Teorema 2.3. [16ј Neka је R prsten и kome postoji kompletan skup trogaonih idem
potenata. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni: 

(i) R је desni PQ-Berov prsten. 

(ii) R је lijevi PQ-Berov prsten. 

(iii) R је kvazi-Berov prsten. 

(iv) R је PWP prsten. 



Lema 2.7. [1 бј Za prsten R sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

(i) R је desno perfektan PQ-Berov prsten. 

(ii) R је semiprimaran kvazi-Berov prsten. 

(iii) R је desno perfektan i lijevi PQ-Berov prsten. 

Propozicija 2.1.1. Neka su dati sljedeci uslovi: 

(i) R је kvazi-Berov prsten. 

(ii) R је PQ-Berov prsten i centar od R је Berov prsten. 
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(iii) R је PQ-Berov prsten i Bulov prsten centralnih idempotenata је samo-injektivan. 

Tada (i) =} (ii) =} (iii) 
И slucaju da је R poluprim prsten tada (i) {:} (ii) {:} (iii). 

Posljedica 2.4. Neka је R biregularan prsten. Tada su sljedeCi uslovi ekvivalentni: 

(i) R је kvazi-Berov prsten. 

(ii) Мтейа glavnih ideala prstena R је kompletna. 

(iii) Centar prstena R је Berov prsten. 

(iv) Bulov prsten centralnih idempotenata је samo-injektivan. 

Propozicija 2.1.2. [19ј Neka је R desni PQ-Berov prsten koji posjeduje kompletan 
skup trougaonih idempotenata. Ako је prsten R poluprim tada је R konacna direktna 
suma prim prstena. Ako је prsten R biregularan tada је prsten R konacna direktna 
8'1Ш7д prostih, pr8tena. 

2.1.2 Jedna karakterizacija PQ-Berovih prstena 

Оуа karakterizacija potice od z. Liu ([22]). 

Lema 2.8. Neka је е(х) = ео + ђХ + ... = еnхn + ... Е R[[x]] lijevi semicentralan 
idempotent. Tada vaii: 

(1) ео је lijevi semicentralan element u prstenu R. 

(3) e(x)R[[x]] = eoR[[x]]. 

Sa I(R) oznacavamo skup svih idempotenata prstena R. 
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Definicija 2.8. Neka је {ео, eI, ... } prebrojiva faтilija ideтpotenata prstena R. Kazeтo 
da jaтilija {ео, eI, ... } iтa uopsteni supreтuт и 1 (R) ako postoji ideтpotent е Е 1 (R) 
taka~J da је 

(1) ei R (1 - е) = О, i = О, 1, ... 

(2) Ako је f Е I(R) takav da је eiR(1 - ј) = о tada је eR(1 - ј) = О. 

Teorema 2.5. [22Ј Neka је R prsten takav da је 8l (R) с C(R). Tada su sljedeci 
uslovi ekvivalentni: 

(1) R[{xJJ је desni PQ-Berov prsten. 

(2) R је desni PQ-Berov prsten i svaka prebrojiva faтilija ideтpotenata и R iтa 
uopsteni supreтuт и I(R). 

Ako је prsten R Abelov (svaki idernpotent је centralan) tada skup I(R) irna struk

turu Bulove algebre gdje је 

е V f = е + f - еј, е 1\ f = еј, е' = 1 - е. 

Dakle u slucaju da је prsten R Abelov irnarno sljedecu posljedicu: 

Posljedica 2.6. 

(1) Н[[.Т]] је desni PQ-Bcroy prstcn. 

(2) R је desni PQ-Berov prsten i svaka prebrojiva farnilija idernpotenata u R irna 

uopsteni suprernurn u I(R). 

2.2 Samokonjugovani ideali u Berovim *-prstenima 

u оуоrn poglavlju pokazuje se daje svaki ideal u kvazi -Berovorn *-prstenu esencijalno 

prosirenje sarnokonjugovanog ideala а takodje i esencijalan u sarnokonjugovanorn ide

alu ( dakle u sendvicu izrnedju dva sarnokonjugovana ideala). 



Propozicija 2.2.1. [14} Neka је R *-prsten. SljedeCi uslovi su ekvivalentni: 

(i) R је kvazi-Berov *-prsten. 
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(ii) R је kvazi Berov prsten и kome је svaki semicentralan idempotent projekcija. 

(iii) R је poluprim kvazi-Berov prsten и kome је svaki semicentralan idempotent 
projekcija. 

(iv) Lijevi anihilator proizvoljnog lijevog ideala је generisan, kao lijevi ideal, projek
cijom и prstenu. 

DOKAZ. (i):::} (ii) ра је dakle R kvazi -Berov prsten. Neka је е lijevi semi

centralan idempotent. Tada је Т( (1 - е )R) = eR. Postoji projekcija f takva da је 

eR = f R. Nadalje је Re* = eR, ра је е = ее* = е* tj. е је projekcija. 

(ii) :::} (iii) Kako је svaki centralni idempotent lijevo semicentralan idempotent jedino 

treba da dokazemo da је R poluprim prsten. Neka је х Е R takav da је xRx = о. 

Imаmо da х Е r(xR) = eR, gdje је е Нјеуо semicentralan idempotent. Takocte је eR 

samokonjugovan ideal. Sada је ех* = х* i хе = х. АН је takocte хе = О tj. R је 

poluprim prsten. 

(iii) :::} ('iv) Neka је У lijevi ideal u R. Kako је R kvazi-Berov to postoji desno semi-

cpntr:t]an inrmp()tpnt, f' tRk:tv па је l (У) = Re. Iz Cinjcnicr аа је R(' i(!rR] ргstrrш R 

dobijamo ет = ете za svako r Е R i (1 - е )Re је ideal prstena R Iz Cinjenice аа је 

R poluprim prsten imamo (1 - е )Re = О. Dakle imamo da vrijedi ет = ете za svako 

т' Е R. Sada imamo ет = ете = те za svako r Е R. Dakle е је u centrupa је dakle 

projekcija. 

(iv) :::} (i) Neka је R desni ideal prstena R. Zbog l(X*) = (т(Х))* postoji projekcija 

е tako daje l(X*) = Re. Odavde slijedi т(Х) = Re, раје prsten R zaista kvazi-Berov 

*-prsten. О 

Posljedica 2.7. [14} Neka је R prim prsten sa involucijom *. Tada је R kvazi -Berov 
* - prsten. 
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DOKAZ. Iz cinjenice da је prsten R prim imamo da је R kvazi-Berov. Dalje dokaz 

direktno slijedi iz predhodne propozicije. о 

Primjer 2.2.1. Postoji poluprim Berov prsten sa involucijom koji nije kvazi-Berov 
*- prsten. Neka је R = F + F gdje је F polje и kome је involucija * definisana sa 
(а, Ь)* = (Ь, а), а, Ь Е F(tzv. razmjenjujuca involucija). 

Primjer 2.2.2. Postoji komutativan Berov *- prsten R koji sadrii ideal 1 koji nije 
samokonjugovan. Neka је * involucija па С[х] (involucija indukovana involucijom 
па СЈ. Uzmimo а koji nije realan. Sada је (х - а) - (х - а)* f- О. Zbog toga 
1 = (х - а)С[х] nije samokonjugovan ideal. 

N аmесе se prirodno pitanje karakterizacije prstena u kome је svaki ideal samokon-

jllgovan. 

Primjer 2.2.3. И prstenu R = (x~ffl~] X~f~~]), koji је kvazi Berov *-prsten i 

о о В t t .. °d 11 (хС[[х]] хС[[х]]) k' O о О k о 
nZЈе erov prs еn, pos OJ~ ~ еа = х2 С[[х]] хС[[х]] OJ~ nZЈе samo onJugovan. 

Neka su Х, У ideali u prstenu R takvi da је Х ~ У. Kazemo da је ideal Х 

esencijalan u У ako svaki nenulti ideal koji ima neprazan presjek sa У ima neprazan 

presjek sa Х. 

Lema 2.9. [Ц} Neka su Х, У ideali и poluprim prstenu R. Ako је ideal Х esencijalan 
и У tada је г(Х) = г(У) = l(X) = l(Y). 

DOKAZ. Jasno је г(У) С г(Х). Pretpostavimo da је У П г(Х) f- О. Tada је 

Х П г(Х) i= о sto је kontradikcija. Dakle У П г(Х) = О. Prema tome imamo da је 

т(Х) ~ г(У). Konacno је г(Х) = г(У)о Kako је R poluprim prsten imamo da је 

l(X) = г(Х) = l(Y)o о 

Lema 2.10. Neka је R poluprim prsten sa involucijom * i 1 nenulti ideal prstena 
R. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni. 

(i) r(I) је samokonjugovan ideal и R. 



(ii) Ј Ј* =1- о. 

(iii) Ј Ј* ~~ss Ј. 

(iv) Ј Ј* ~lss Ј. 

Теогета 2.8. [Ц] Neka је R kvazi Berov*-prsten. 

44 

(i) Ako је Ј ideal и R tada је r(I + Ј*) = r(I Ј*) = eR, gdje је е centralna projekcija 
и R. 

(ii) Ako је Ј nenulti ideal и R, tada postoji centralna projekcija Ј Е R takva da је 

Ј 1* ~~ss Ј ~~ss Ј + 1* ~~ss Ј R, 

Ј 1* C ess Ј C ess Ј + 1* C ess fR. -Т -/ -/ 

(iii) Ako је Х nеnuЊ desni ideal tada је ХХ* =1- О. 

(iv) Ako је У nеnuЊ lijevi ideal tada је У*У =1- О. 

2.2.1 Jedna karakterizacija Berovih *-prstena 

Potsjetimo se da је u Berovom *-prstenu involucija pravilna. Medjutim generalno 

prsten sa pravilnom involucijom nije Berov. Sljedeca propozicija daje dovoljan uslov 

cla prsten sa pravilnom involucijom bude Berov. 

Propozicija 2.2.2. [Ц] Neka је R *-prsten. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni. 

(i) R је Berov *- prsten. 

(ii) * је pravilna involucija i lijevi anihilator proizvoljnog nepraznog samokonjugo
vanog podskupa је generisan kao desni ideal sa projekcijom. 

(iii) * је pravilna involucija i lijevi anihilator svakog nepraznog samokonjugovanog 
podskupa је generisan kao lijevi ideal sa projekcijom. 

DOKAZ. (i)::::} (ii) Prema [1] * је pravilna involucija. Dalje dokaz slijedi iz 

definicije Berovog * -prstena. 

(ii) ::::} (i) Nekaje У neprazan podskup od R. Koristimo oznaku У*У = {у*у, у Е У}. 
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Imamo da је У*У samokonjugovan neprazan podskup od R. Sada postoji projekcija 

е takva da је т(У*У) = eR. Neka је у Е У. Tada је у*уе = О, odakle slijedi da је 

уе = О. Zbog toga је т(У*У) ~ т(У). Dakle т(У*У) = т(У) = eR. Odakle је zaista 

R Berov * - prsten. 

(i) {::} (iii). Dokaz је analogan dokazu (i){::} (ii). о 

Postoji Berov prsten R koji је kvazi-Berov *- prsten sa pravilnom involucijom ali 

nije Berov *- prsten. 

Primjer 2.2.4. Neka је R = M2(Z) prsten ва involucijom koja је transponovanje 
matrica. Prsten R nije Berov * - prsten ali је ipak M2 (Q) Berov *- prsten. 

Propozicija 2.2.3. [Ц} Neka је R *-prsten. Tada ви sljedeci uslovi ekvivalentni. 

(1) R је kvazi-Berov *-prsten. 

(ii) aRa* =f. о za svako О =f. а Е R, i desni anihilator svakog samokonjugovanog 
ideala је generisan kao desni ideal ва projekcijom. 

(iii) aRa* =f. о za svako О =f. а Е R, i lijevi anihilator svakog samokonjugovanog 
ideala је generisan kao lijevi ideal ва projekcijom. 

2.3 Generalizovani Berovi prsteni 

Poznato је iz [17] da је centar Berovog prstena Berov prsten. Takodje је centar 

kvazi-Berovog prstena kvazi-Berov prsten, centar desnog PQ-Berovog prstena је PQ-

Berov prsten. Postavlja se pitanje kada је prsten R sa PQ-Berovim centrom PQ-Berov 

prsten tj kada se osobina PQ-berovosti moze sa centra prstena prosiriti па cijeli prsten. 

Teorema 2.9. [23} Neka је R prsten ва PQ-Berovim centrom C(R). Ako prsten R 
zadovoljava Ьйо koji od sljedecih uslova za bilo koji idealI tada је R kvazi Berov, ра 
ртеmа tome i desni PQ-Berov. 

1. 1 п C(R) је nenulti konacno generisan desni ideal od C(R). 

2. 1 П C(R) =f. О i svaki centralni idempotent и R је ortogonalan. 
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S. 1 П C(R) =1= О i svaki desni ideal и R generisan sa centralnim idempotentom 
sadrii C(R). 

Posljedica 2.10. Neka је R poluprim PI-prsten sa PQ-Berovim centrom C(R). Ako 
}е ili svaki idempotent и R onogonalan ili svaki desni ideal koji је generisan sa сеn
tralnim elememtom sadrii C(R), tada је R kvazi-Berov prsten. 

Ргјтјег 2.3.1. Neka је К polje i R = К[Х.У, Z] sa ХУ = Х Z = ZX = У Х = 
О, YZ =1= ZY. Tada је prsten R redukovan, C(R) = К[Х] је Berov prsten ра prema 
tome i PQ-Berov. 

Primjetimo da rR(Y) пета idempotenata. Prema tome R nije desni PQ-Berov 

prsten. Takodje primjetimo da је 1 = {1(У, Z) Е К(У, Z) I 1(0, О) = О} obostrani 

ideal prstena R kao i da vazi 1 п C(R) = О. 

Definicija 2.9. Za prsten R kaiemo da је generalizovan desni PP-prsten ako za svako 
Х Е R postoji п Е N tako da је rR(Xn ) = eR, za neki idempotent prstena R. 

Potpuno analogno se definise generalizovani lijevi PP-prsten. Za prsten kazemo 

da је generalizovan PP-prsten ako је generalizovan lijevi i desni РР prsten. Кlа..'ш 

generalizovanih PQ-Berovih prstena uveo је T.K.Kwak u [24]. 

Definicija 2.10. Za prsten R kaiemo da је generalizovan PQ-Berov ako za svako 
Х Е R postoji prirodan broj п tako da је desni anihilator od хn R generisan ва idem
potcntom pr8tena. 

Slucaj lijevog generalizovanog PQ-Berovog prstena definise se analogno. Prsten 

R је generalizovan PQ-Berov ako је lijevo i desno PQ-generalizovan. 

U slucaju redukovanosti prstena vrijedi sljedeca lema: 

Lema 2.11. [241 Neka је R redukovan prsten. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni: 

1. R је desni РР prsten. 

2. R је РР prsten. 

3. R је generalizovan desni РР prsten. 

4. R је generalizovan PP-prsten. 



5. R је desni PQ-Berov prsten. 

б. R је PQ-Berov prsten. 

7. R је generalizovan desni PQ-Berov prsten. 

8. R је generalizovan PQ-Berov prsten. 
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Propozicija 2.3.1. [23ј Neka је R prsten sa koji zadovoljava svojstvo IFP. Tada је 
R generalizovani desni РР prsten akko је R generalizovani desni PQ-Berov prsten. 

Propozicija 2.3.2. [23ј Sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

1. R је generalizovan PQ-Berov prsten. 

2. Za svaki glavni ideal 1 oblika Ran R prstena R п Е N postoji е Е Sr (R) takav 
da је 1 ~ Re i rR(I) П Re = (1 - e)Re. 

Sljedeca lema predstavlja uopstenje za klasu Berovih prstena. 

Propozicija 2.3.3. [23ј Ako је R generalizovan desni PQ-Berov prsten, tada је C(R) 
generalizovan Р Р prsten. 

Potsjetimo se da za prsten R kazemo da ima svojstvo IFP (insertion of factor 

propert,y) akko iz аЬ = О slijedi aRb = О za svako а, Ь Е R. Ројаm IFP se pominje u 

teoriji skoro prstena (К.ВеЩ. 

Propozicija 2.3.4. Neka је R prsten koji zadovoljava svojstvo IFP. Tada}e R пеn
eralizovan desni РР akko је R redukovani PQ-Berov prsten. 

Sljedece tvrdenje daje interesantnu karakterizaciju generalizovanih PQ-Berovih 

prstena i па odreden naCin predstavlja analogon za propoziciju 1.9 u [20]. 

Propozicija 2.3.5. Sljedeci uslovi su ekvivalentni: 

(1) R је generalizovan desni PQ-Berov prsten. 

(2) Za svaki glavni ideal 1 oblika Ran R prstena R , п Е N, 
postoji е Е SI(R) takav da је 1 с Re i rR(I) П Re = (1 - e)Re. 

т.К wak u [23] takode daje analogon za tvrdenje о centru prstena za klasu kvazi-

BeI'Ovill prstena. 
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Propozicija 2.3.6. Neka је R generalizovan desni PQ-Berov prsten. Tada је centar 
C(R) prstena R generalizovani РР prsten. 

SljedeCi primjer pokazuje da postoji poluprim prsten R sa centrom koji је gener

alizovan РР prsten ali R nije generalizovan PQ-Berov prsten. 

Primjer 2.3.2. Nekaje ~ = R+Mat2(Z[X]) gdjeje R = ( ~~l; 
Wn=l п 

Tada је centar od Re generalizovani РР prsten. Kako R nije generalizovan desni 

PQ-Berov prsten to ~ takode nema to svojstvo. Takode Mat2 (Z[]x]) nije generalizo

van РР prsten. Sada је jasno da prsten ~ nije generalizovan desni РР prsten. 

Sljedeca lema pokazuje da se svojstvo IFP prenosi sa prstena R па prsten gornjih 

trougaonih matrica nad R sa jednakim elementima па glavnoj dijagonali. 

Lema 2.12. [23} Neka је S prsten i za п > 2 

а a12 аlЗ аln 

О а а2З а2n 

Rn = О О а азn I а, aij Е S 

О о о а 

Ako prsten S ima svojstvo IРР tada za svako А Е Rn i svaku Е2 = Е Е R n 

АЕ = О implicira ARnE = О tj. i prsten Rn ima svojstvi IРР. 

DOKAZ. Najprije primjetimo da је proizvoljan idempotent Е Е Rn oblika 

е О О 

О е О 

о о о 

а а12 аlЗ 

О а а2З 

Neka је АЕ = О, А = О О а 

о 

о 

е 

аln 

а2n 

азn 

о о о а 

,е2 = е Е В. 

Е Rn· 
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Iz predhodne jednakosti slijedi ае = О, aij = О, i < ј, i 2': 1, ј 2': 2. Kako prsten S 

ima svojstvo IFP to је аВе = О i aijSe = О za i < ј, i 2': 1, ј ~ 2. Qdavde dotijamo 

da је АRnЕ = О, tj. i prsten Rn ima IFP svojstvo. О 

U klasi prstena koji imaju svojstvo IFP osobina generalizovanosti se prirodno 

prenosi sa prstena R па prsten matrica nad R i svojstva iz klase generalizovanih 

desnih PQ-Berovih prstena i generalizovanih desnih PQ-Berovih prstena koincidiraju. 

Propozicija 2.3.7. Neka је R prsten ва svojstvom IРР i Rn prsten iz predhodne 
lеmе. Tada ви sljedeci uslovi ekvivalentni: 

(1) R је generalizovani desni PQ-Berov prsten. 

(2) Rn је generalizovani desni PP-prsten. 

(3) Rn је generalizovani desni PQ-Berov prsten. 



Glava 3 

Armendarisovi prsteni i rigidni 
prsteni 

Klasu Arтendarisovih prstena uve1i su Rege i Chhawchharia u [31]. 

Definicija 3.1. Za prsten R kaiemo da је Armmendarisov ako za svaka dva polinoma 
ј(х) = ао + аlХ + .. .аnхn , g(x) = Ьо + Ь1 х + ... + ьтхт polinomijalnog prstena R[x], 
lп·iјеdi 

f(x)g(x) = о =* aibj = О, Vi,j. 

Motivacija za uvoaenje оуе klase jeste u Cinjenici da klasa redukovanih prstena1 

zadovoljava svojstvo iz prethodne definicije. Оуа klasa prstena iтa jako vaznu karak

terizaciju izтedju anihilatora u prstenu R i polinoтijalnoт prstenu R[x]. Naiтe Hi

rano је u [35] pokazao da postoji bijekcija izтedju skupa anihilatora Arтendarisovog 

prstena R i skupa anihilatora odgovarajuceg prstena R[x]. 

Definicija 3.2. ([32]) Za endomorjizam а prstena R kaiemo da је rigidan ako vrijedi 

аа(а) = О =?- а = О, а Е R. 

2 Prsten R па kome је dejinisan rigidan endomorjizam а naziva se a-rigidan prsten. 

Definicija 3.3. [28} Za prsten R sa endomorjizmom а kaiemo da је slabo a-rigidan 
ako vrijedi 

аа(а) Е nil(R) {:} а Е nil(R), 

gdje је nil(R) skup svih nilpotentnih elemenata prstena R. 

1 Prsten u kome је jedini nilpotent о. 
2 Uslov је ekvivalentan ва а(а)а = О =} а = О Уа Е R. 
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U sljedecem dijelu dajemo direktne dokaze da su klase rigidnih prstena kao i slabo 

rigidnih prstena zatvorene za direktne proizvode. 

Teorema 3.1. Ako је А (Jl-rigidan prsten i В (J2-rigidan prsten tada је А х В "(
rigidan prsten, gdje је "((а, Ь) = ((Јl(а), (Ј2(Ь)). 

DOKAZ. Neka је (а, Ь)"((а, Ь) = (О, О). Iz definicije "( slijedi (а, Ь)((Јl(а), (Ј2(Ь)) = 

(О, О), odakle dobijamo (а(Јl(а), Ь(Ј2(Ь)) = (О, О) odnosno а(Јl(а) = О, Ь(Ј2(Ь) = о. Iz 

Cinjenice da su А, В rigidni prsteni imamo (а, Ь) = (О, О), а ovo upravo znaci da је 

prsten А х В "(-rigidan. о 

Posljedica 3.2. Neka је (Ai) jamilija (Ji-rigidnih prstena 1 ~ i ~ n. Tada је А = 

П~l Ai "(-rigidan prsten gdje је 

Teorema 3.3. Ako је А slabi (Јl -rigidan prsten i В slabi (J2-rigidan prsten tada је 
А х В slabi "(-rigidan prsten, gdje је "((а, Ь) = ((Јl (а), (Ј2(Ь)). 

DOKAZ. Pretpostavimo daje (а, Ь)"((а, Ь) Е nil(A х В). Iz definicije preslikavanja 

.'У imamo (а, Ь)((Јl (а), (Ј2(Ь)) Е nil(A х В), odakle dobijamo (а(Јl (а), Ь(Ј2(Ь)) Е nil(A х 

В). Odavde imamo da postoji п Е N tako da vrijedi (а(Јl (а), Ь(Ј2(Ь))n = (О, О). Sada 

је (а(Јl (а))n = О, (Ь(Ј2(Ь))n = О, odnosno а(Јl(а) Е nil(A), Ь(Ј2(Ь) Е nil(B). Iz Cinjenice 

daje А slabi (Jl-rigidan i В slabi (J2-rigidan dobijamo а Е nil(A), Ь Е nil(B). Odavde 

(О, О), а ovo upravo znaCi (а, Ь) Е nil(AxB). Obratna implikacija se dokazuje potpuno 

analogno. о 

Posljedica 3.4. Neka је (Ai)i=l jamilija slabih (Ji- rigidnih prstena. Tada је А = 
П~l Ai slabi "(-rigidan prsten gdje је endomorfizam "( definisan sa 
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Ako је а endomorfizam prstena R tada se а moze produziti do endomorfizma а' 

polinomijalnog prstena R[x] па sljedeCi naCin 

п п 

a'(~.=aixi) = La(ai)xi. 
i=O i=O 

U sljedecem tvraenju pokazujemo kako se osobina rigidnosti prenosi sa prstena R па 

odgovarajuCi polinomijalni prsten R[x]. 

Teorema 3.5. Ako је R a-rigidan prsten tada је R[x] a'-rigidan prsten. 

DOKAZ. Nekaje Ј(х) = aO+alx+ ... +anxn, proizvoljan element iz R[x]. Dokazimo 

da iz Ј(х)а'(Ј(х)) = О slijedi Ј(х) = о. Zaista iz 

najprije dobijamo аоа(ао) = О ра zbog rigidnosti prstena R imamo ао 

сiпјепiсе da је koeficijent uz х2 jednak nuli dobijamo 

о. Iz 

odaklf'. odmah dobijamo а, а( 0.,) = о, odakle slijedi а, = о. Kako јр kоеfiсiјf'пt. ш'; 

х2n-2 jednak nuli imamo 

odakle dobijamo an-la(an-l) = о, odakle koristeCi rigidnost prstena imamo da је 

аn-l = о. KoristeCi analognu argumentaciju za koeficijent uz х2n па kraju dobijamo 

аnа(аn ) = О odakle imamo аn = О tj. Ј(х) = о. о 

Sljedeci primjer pokazuje da је klasa slabo rigidnih prstena pravo prosirenje klase 

rigidnih prstena. 
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Primjer 3.0.3. Neka је а endomorjizam prstena R i R a-rigidan prsten. Neka је 

potprsten prstena Тз(R). Tada se endomorjizam а moie produiiti do endomorjizma 
а : R --+ R i dejinisan је sa 

Tada vrijedi: 

(1) Rз је slabi a-rigidan prsten. 

(2) R:з nije a-rigidan. 

О vezi izmedu redukovanih, rigidnih i slabo rigidnih prstena govori sadrzaj sljedece 

propozicij е. 

Propozicija 3.0.8. {28} Neka је а endomorjizam prstena R. Tada је prsten R а
rigidan akko је slabo a-rigidan i redukovan. 

DOKAZ. Pretpostavimo da је prsten R a-rigidan. Tada је R naravno i redukovan. 

Pokazimo da је R slabo a-rigidan. Iz а Е nil(R) imamo da је а = О, jer је prsten R 

redukovan, ра је prema tome аа(а) = О, odakle dobijamo а = О Е nil(R). Prema 

tome prsten R је slabo rigidan i redukovan. Obratno pretpostavimo da је prsten R 

slabo a-rigidan i redukovan. Tada iz аа(а) = О dobijamo а Е nil(R) jer је prsten R 

slabo rigidan. Sada је а = О jer је prsten R redukovan. Dakle R је a-rigidan. о 

Iz elementarne teorije prstenaje poznato da za prsten R skup nil(R) nije obavezno 

ideal u prstenu. Sljedeca propozicija pokazuje veoma vazno svojstvo ako nil(R) jeste 

ideal slabo rigidnog prstena. 

Propozicija 3.0.9. {2б} Neka је R slabo a-rigidan prsten i nil(R) ideal и prstenu. 
Tada је а ( е) = е za svaki centralni idempotent pr~tena R. 
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Propozicija 3.0.10. Neka је R Abelov prsten sa а(е) = е za svaki element е2 = е Е 
R. Tada su sljedeci uslovi ekvivalentni: 

(1) R је slabo a-rigidan prsten. 

(2) eR i (1 - e)R su slabi a-rigidni ideali. 

3.0.1 . Prosirenja u slabo rigidnim prstenima 

Neka је а endomorfizam prstena R. Sa Tn(R) oznacavamo prsten gornjih trougaonih 

matrica nad prstenom R. Tada se endomorfizam а moze produziti do endomorfizma 

а : T~(R) -+ Tn(R) i definisan је sa 

о 

о 

о о о 

a(al1) 

О 

О 

о о 

а(аlЗ) 

а(а2З) 

а(азз) 

о 

a(aln ) 

а(а2n) 

а(азn) 

Svojstvo slabe rigidnosti se prenosi sa prstena R па prsten Tn(R) о сети govori 

sadrzaj sljedece teoreme. 

Teorema 3.6. [28ј Neka је (у. endom.or:!izam. prstena R. Tada S7J, sUedpri u.'IlO?Ji 
ekvivalentni: 

(1) R је slabo a-rigidan prsten. 

(2) Tn(R) је slabo a-rigidan za svako n. 

Ouyang daje primjer prstena koji је slabo a-rigidan i nije slabi a-kosi Armen-

darisov. 

Primjer 3.0.4. Neka је R prsten i M2(R) prsten kvadratnih matrica formata 2 х 2 
nшl R. N eka је 
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N eka је а endoтorjizaт dejinisan ва 

Tada је prsten S slabo a-rigidan ali nije slabi a-kosi Arтendarisov prsten. 

Posljedica 3.7. Neka је а endoтorjizaт prstena R. Tada је R slabi a-kosi Аттеn
darisov prsten akko је prsten Tn(R) slabi a-kosi Arтendarisov prsten. 

3.1 Armendarisovi prsteni Loranovih redova 

u оуоm dijelu а је automorfizam prstena R. 

Kazemo da је prsten R a-kosi Armendarisov prsten Loranovog tipa ako za svaka dva 

polinoma 
q s 

Ј(х) = L aixi , g(x) = L ЬјХј Е R [х,х- 1 ;а] , 
i=-p j=-t 

vrijedi 

Kazemo daje prsten R[[x, х- 1 ; а]] Loranovih redova a-kosi Armendarisov ako za svaka 

clva elementa 
оо оо 

Ј(х) = L aixi , g(x) = L ьјхј , 
i=-p j=-t 

prstena R[[x, х- 1 ; а]] vrijedi 

Sljedece dvije teoreme daju korisnu karakterizaciju navedene dvije klase. 

Теогета 3.8. Neka је а autoтorjizaт prstena R. Tada ви sljedeci uslovi ekviva
lentni: 

1. R је а -kosi Arтendarisov prsten. 

2. R је a-kosi Arтendarisov prsten Loranovog tipa. 
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DOKAZ. Neka је ј(х) = 2:i=-p aixi, g(x) = 2:;=-t Ьјхј za koje је j(x)g(x) = о. 

Odavde slijedi da хР ј(х), xtg(x) Е R[x; 0"]. Nadalje kako је j(x)g(x) = О odmah 

dobijamo хР j(x)g(x)xt = о. 1z predhodne jednakosti dobijamo 

1z Cinjenice da је О" automorfizam prstena dobijamo O"P(aiO"i(bj )) = О i konacno 

aiO"i (Ьј ) = о. Obratna imp1ikacija slijedi iz Cinjenice da је R[x; 0"] С R[x, х-\ 0"]. 

о 

Kazemo da је prsten R[[x, х-l, 0"]] O".-kosi Armendarisov ako za svako ј(х) 

2::-р aixi, g(x) = 2:;-t Ьјхј j(x)g(x) = О implicira aiO"i(bj ) = о, -р ::; i < 

оо, -t ::; ј ::; оо. 

Teorema 3.9. Neka је О" automorjizam prstena R. Tada su sljedeci uslovi ekviva
lentni: 

1. R је O"-kosi Armendarisov prsten. 

2. Pr·sten R[[x, x- 1; 0"]] Loranovih redova је O"-kosi Armendarisov. 

DOKAZ. Dokaz potpuno analogan dokazu prethodnog teorema. О 

Dio vezan za Loranove nizove i redove zavrsavamo sa tvr(!enjrm () r()t,г('lmоrп 

uslovu da bi prsten formalnih redova nad redukovanim prstenom Ыо takodje reduko-

van. 

Teorema 3.10. Neka је о" endomorjizam prstena R. Ako је prsten R redukovan 
i zadovoljava uslov kompatibilnosti аО"(Ь) = О ===> аЬ = О tada је prsten R[[x, 0"]] 
redukovan. 

DOKAZ. Neka је ј(х) = 2::0 aixi i (Ј(х))2 = о. Dokazat сето da је ј(х) = о. 

Najprije iz (Ј(х))2 = О dobijamo а6 = о, odakle zbog redukovanosti prstena R slijedi 

ао = о. U sljedecem koraku imamo 
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odnosno а10"(а1) = О odakle koristeCi uslov kompatibilnosti dobijamo a~ = о, ра opet 

koristeCi uslov redukovanosti prstena R imamo а1 = о. KoristeCi istu argumentaciju 

za koeficijent uz х2n dobijamo аnО"n(аn) = о, odakle ponovo koristeCi uslov kompati

bilnosti anO"n-1(аn) = о, odakle uzastopno аnО"(аn ) = о. Dalje indukcijom dobijamo 

ai = О za svako i tj. Ј(х) = о. Dakle R[[x; 0"]] је zaista redukovan prsten. О 

Bez uslova da prsten R zadovoljava аО"(Ь) = О ===} аЬ = О prethodni teorem 

ne vazi. Neka је R = Z2 Е9 Z2 i О" : R ~ R definisan О"(а, Ь) = (Ь, а). Lako se 

provjerava da prsten R [[х; 0"]] nije redukovan. Primjetimo da је (1,0)(0,1) = (о, о), 

ali (1,0)0"(0,1) =1- (о, о). 

U sljedecem dijelu su generalizovani rezultati iz [27] koji se odnose па O"-kose 

Аппепdагisоvе prstene do klase slabih O"-kosih Armendarisovih prstena. 

Potsjetimo se ako је О" : R ~ S homomorfizam prstena tada se О" moze produziti 

do homomorfizma R[x] ~ В[х] koji је definisan sa 2::0 aixi ~ 2::oO"(ai)xi koji 

сето takoae oznacavati sa 0". 3 Chen i Tong ([27]) su dokazali da ako је О" : R ~ S 

izomorfizam prstena i R a-kosi Armendarisov prsten tada је S O"aO"-l-kоsi Armen-

darisov prsten. 

Mi сето dokazati varijantu slabog kosog Armendariovog prstena а potom koristeCi 

оуај rezultat dokazati teoremu koja konstruise уеота vazan primjer slabo kosog Ar-

meIldarisovog prsteIla. 

Lema 3.1. Neka је О" izomorJizam prstena R i В. Ako је R slabi O'.-kosi Атmеn
darisov tada је S slabi O"aO"-l-kоsi Armendarisov prsten. 

DOKAZ. Neka је 

т т 

Ј(х) = I:aixi, g(x) = I:bjXj Е S [х; 0"0'.0"-1] . 
i=O ј=О 

3ёеstо se ektenzija homomorfizma oznacava isto kao i sam homorfizam. 
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Dokazat сет о da iz f(x)g(x) = О slijedi ai(aaa- 1)ibj Е nil(S) za svako i,j. Iz 

cinjenice da ве izomorfizam prstena R i S па prirodan nacin produzava па odgo-

varajuce polinomijalne prstene dolazimo do izomorfizma а : R(x] -t В(х] gdje је 

0"(2:::0 aixi ) = 2:::0 0"( ai)xi. Iz Cinjenice da је О" izomorfizam postoje polinomi 

т т 

Л(Х) = L a~xi, gl(X) = L Ьјхј , 
i=O ј=О 

takvi da је 

т т 

Najprije сет о dokazati da iz f(x)g(x) = О slijedi fr(X)gl(X) = О. Zaista iz 

т т 

f(x)g(x) = L aixi L ьјхј = О, 
i=O ј=О 

dobljamo da za svako 

Sada imamo 

а оуо upravo znaCi fr(X)gl(X) = О U kosom prstenu R[x; й]. Iz cinjenice da је R 

slabi a-kosi Armendarisov prsten slijedi a~ai(bj) Е nil(R). Kako је a~ = 0"-1 (ai), Ьј = 

0"-1 (Ьј ) dobijamo 
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odnosno 

odakle odmah slijedi 

Dakle zaista је S slabi aaa-1-kosi Armendarisov prstenoO 

U daljem pokazujemo koristeci prethodnu lemu da jedna уеоmа vazna klasa pot

prstena prstena gornjih trougaonih matrica nad prstenom R pod odredenim uslovima 

ima slabo koso Armendarisovo svojstvoo Sledeca notacija se koristi u [33] о Koris

timo oznaku RA = {Т А, r Е R} za svako А Е Mn(R), gdje је Mn(R) prsten matrica 

formata п х п nad prstenom Ro 

Za п ~ 2 neka је V = E~:ll Еџн, gdje su Eij = (est : 1 ::; S, t ::; п) matricne 

jedinice prstena R, gdje је eij = 1 i est = О za S =ј:. i ili t =ј:. ј, о ::; i, ј ::; п, 1 

v~(R) = Rln + RV + 000 + RVn-l о 

Теогета 3.11. Neka је а automorfizam prstena Ro Ako је faktor prsten R[xJl(xn) 
slabi a-kosi Armendarisov tada је Vn(R) slabi a-kosi Armendarisov pTsteno 

l)OKAZo Pretpostavimo da је R[xJl(xn) slabi a-kosi Armendarisov prsteno Neka 

в : Vn(R) -+ R[xJl(xn) definisano sa 

Lako se provjerava da је preslikavanje В izomorfizam ра primjenjujuCi prethodnu 

lemu imamo da је Vn(R) B- 1 аВ-slаbi kosi Armendarisov prsteno 

Nadalje је 

В- 1 -в( 1 V V n- 1) в- 1 -( n-l (п)) а ТО п + Тl + Оо + Тn-l = а То + тIх + 000 + Tn-lХ + х 



= 0-1(а(rО) + а(ђ)Х + ... a(rn _l)Xn - 1 + (хn )) 

= a(ro)In + а(ђ)V + ... + a(rn _l)Vn -'-l 

= o.(roln + ђ V + .. + rn -l V n
- 1), 

tj. У;1 (R) је slabi 0.- kosi Armendarisov prsten, sto је i trebalo dokazati. о 
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z. Liu and R. Zhuo su generalizovali klasu Armendarisovih prstena i uveli ројат 

slabog Armendarisovog prstena. 

Prsten R је је slabi Armendarisov ako za svaka dva polinoma 

iz f(x)g(x) = О slijedi aibj Е nil(R) za svako i,j. Оуа definicijaje ekvivalentna sa 

tvrdenjem da је ideal О slabi Armendarisov ideal. Dokazat сето da је klasa slabih 

Аппеndаrisоvih prstena zatvorena za direktne proizvode kao i da ako је faktor prsten 

R/I slabi Armendarisov prsten za neki nilpotentan ideal 1 tada је pI"Sten R slabi 

Armendarisov. 

Teorema 3.12. Direktni proizvod konacno mnogo slabih Armendarisovih prstena је 
slabi А rmendarisov prsten. 

DOKAZ. Neka su R1 , Л2 , ... , Rn slabi АПllенdагisuvi pIsteIli, R = П;~11~ i 

takvi da је f(x)g(x) = о. Definisimo sljedece polinome : 

Iz f(x)g(x) = О dobijamo 
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Odavde slijedi 

No оуо upravo znaci da је fk(X)gk(X) = О и prstenu Rk[x], 1 ~ k ~ n. Kako 

su prsteni Rk slabi Armendarisovi dobijamo aikbjk Е nil(Rk). Sada za svako i, ј 

postoje mijk takvi da је (aikbjk)mijk = о и prstenima Rk, 1 ::; k ::; n. Neka је sada 

mij = maXmijk, 1 ~ k ~ n. Jasno је (aibj)mij = О, za svako i,j, tj. R је slabi 

Armendarisov prsten. О 

Теогета 3.13. Ako је prsten R/I slabi Armendarisov i ideal 1 nilpotentan и R J 

tada је R slabi Armendarisov prsten. 

DOKAZ. Neka su 

takvi da је f(x)g(x) = О. Odavde odmah dobijamo 

Kako је R/I slabi АгmЕшdагisоv imamo da је ai Ьј Е nil(R/1). Iz pretpostavke da је 

1 nilpotentan ideal dobijamo aibj Е nil(R) cime је dokaz zavrsen. о 

3.2 Berovi i rigidni prsteni 

Neka је (Ј endomorfizam prstena R. Podskup S prstena R naziva se (J-skup ako је 

skup S (J-stabilan tj (Ј(В) ~ В. Specijalno ako ,је S = {а} jednoclan skup kazemo 

cla је element а (Ј element. Lijevi (desni, obostrani) ideal 1 prstena se naziva lijevi 
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(desni,obostrani) O"-ideal ako је ideal 1 о" skup prstena R. Za prsten R kazemo da 

је о" -Berov (O"-kvazi Berov) prsten ako је desni anihilator svakog о" skupa (O"-ideala) 

generisan idempotentom prstena. О odnosu оуе dvije klase u slucaju rigidnih prstena 

govori sljedeca lema: 

Lema 3.2. [26} Neka је R O"-rigidan prsten. Tada је prsten R O"-Berov akko је R 
O"-kvazi Berov. 

DOKAZ. ('*) Trivijalno. 

( <=) 

Neka је prsten R O"-kvazi Berov i neka је 5 bilo koji о" skup. Posmatrajmo desni 

ideal (5). Kako је 5 о" skup prstena R to је (5) desni о" ideal. 1z cinjenice da је 

prsten R O"-kvazi Berov to је rR(5) = eR za neki idempotent u prstenu R. Dokazimo 

da је rR(5) = rR(5)). Jasno је rR(5)) ~ rR(5). Dokazimo i obrnutu inkluziju. 

Neka је Ь = ~~o SiXi Е (5) proizvoljno. Ako је а Е rR(5) tada је Sia = О za svako 

Si Е 5. Kako је prsten R rigidan ра dakle i redukovan to је Sia = О akko aSi = О 

akko SiRa = о. Sada је 2:~=o(asi)xi = 2:~=o(sixi)a = Ьа, dakle а Е rR(5). Копаспо 

dobijamo r R( (5)) = eR tj. R је O"-Berov prsten. О 

Posljedica 3.14. Neka је R redukovan pr-sten. Tada је prsten R Berov akko је R 
kvazi Berov. 

DOKAZ. Direktno iz prethodne leme uzmemo li о" = idR . О 

Lema 3.3. [26} Neka је R 0"- rigidan prsten. Tada ви sljedeCi uslovi ekvivalentni: 

(1) R је desni О"-рр prsten. 

(2) R је О"-рр prsten. 

(8) R је desni O"-PQ Berov prsten. 

(4) R је O"-PQ Berov prsten. 
-

(5) Za svaki O"-element а Е R i svaki prirodan Ьтој п rR(anR) 
idempotent е Е R. 

eR, za neki 
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za svaki СЈ- element а i svaki prirodan broj n. о 

Armendariz је pokazao da ako је R rigidan prsten tada је је prsten R Berov 

akko је polinomijalni prsten R[x] Berov. SljedeCi dio predstavlja generealizaciju ovog 

tvrdenja. Neka је СЈ- endomorfizam prstena R. Tada postoji endomorfizam ас defin

isan па R[x : СЈ] koji је ekstenzija od СЈ. Oznacimo ва ~O" skup svih ekst,enzija od 

СЈ. Jasno је da је ~O" =1- 0 jer endomorfizam () definisan ва ()(~i=Oaixi) = ~i=OCJ(ai)xi 

pripada ~O". 

Lema 3.4. (26) Neka је R prsten па kome је deJinisan endomorJizam СЈ i ЕО" skup 
s'vih ekstenzija od СЈ deJinisanih па prstenu R[x; СЈ]. Tada vaii: 

(1) Ako је 1 CJ-ideal u prstenu R tada је 1 А ()-ideal ideal prstena А = R[x; СЈ] za 
svako () Е ~O". 

(2) Ako је 1 glavni desni CJ-ideal prstena R tada је 1 А glavni desni ()-ideal prstena 
А za svako () Е ~O". 

(3) Ako је 1 glavni ljevi CJ-ideal prstena R tada је АI glavni lijevi ()-ideal prstena 
А za svako () Е ~O". 

DOKAZ. Direktno ро definiciji. о 

Lema 3.5. [26) Neka је R prsten па kome је deJinisan endomorJizam СЈ i neka је ~O" 
skup svih ekstenzija od СЈ deJinisanih па prstenu R[x; СЈ]. Tada је prsten R CJ-rigidan 
akko је prsten R[x; СЈ] ()-rigidan, za svako () Е ~O". Tako<le u tom slucaju vaii СЈ(е) = е 
za svaki idempotent е prstena R. 
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3.3 Kosi polinomijalni prsteni nad 
kvazi Berovim i PQ-Berovim prstenima 

Kako је desni anihilator desnog O"-ideala ideal zakljucujumo da је desni ideal svakog 

desnog O"-ideala generisan semicentralnim idempotentom u slucaju da је R O"-kvazi 

Berov prsten. Ako su еl, е2, ... , еn lijevi semicentralni idempotenti prstena R tada је 

е = ђе2 ... еn idempotent prstena R. 

Lema 3.6. [2бј Neka је R prsten i О" endomorjizam prstena. Tada је R desni(lijevi) 
O"-PQ Berov prsten akko је desni(lijevi) anihilator svakog konacno generisanog desnog 
(lijevog) O"-ideala prstena R generisan idempotentom и prstenu. 

DOKAZ. Dovoljno је dokazati varijantu desnog anihilatora. Pretpostavimo da је 

R (lesni O"-PQ Berov prsten i 1 = L~l aiR konacno generisan ideal prstena R. Tada 

је 7"(1) = n~leiR, gdje је rR(aiR) = eiR. Prema tome rR(I) је ideal u prstenu i ei је 

semicentralan idempotent prstena za svako i = 1, ... , m. Sadaje konacno е = еlе2 ... ет 

idempotent prstena R i rR(I) = eR. Obratno је trivijalno. О 

Lema 3.7. Nekaje R O"-rigidan prsten. Ako је е Е R lijevi semicentralan idempotent 
tada је е lijevi semicentralni idempotent и prstenu R[x; 0"]. 

m· 

DOKAZ. Neka је ј = L aixi Е R[x; 0"]. Kako је prsten R O"-rigidan to је О"(е) = е. 
i=O 

Iz Cinjenice da је е lijevi semicentralan imamo da је eaie = aie za svako i. Sada је 

m m m 

је = L aiO"i(e)xi = L aiexi = L eaiexi = еје. 
i=O i=O i=O 

о 

Теогета 3.15. [2бј Neka је R prsten i i О" endomorjizam и prstenu i Lcт skup svih 
ekstenzija endomorjizma О" и prstenu А = R[x; 0"]. Ako је prsten R O"-rigidan tada su 
sljedeCi uslovi ekvivalentni: 

1) R је O"-kvazi Berov prsten. 

2) А је kvazi Berov prsten. 
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3) А је O-kvazi Berov za svako О Е ЕО", 

Posljedica 3.16. Neka је R prsten i (Ј endomorjizam, 2:0" skup svih ekstenzija od (Ј 
и prstenu R[x; (Ј]. Ako је prsten R (J-rigidan tada su sljedeci uslovi ekvivalentni. 

1) R је (J-Berov. 

2) R[x; (Ј] је Berov. 

3) R[x; (Ј] је O-kvazi Berov za svako О Е L::O". 

Posljedica 3.17. Neka је R redukovan prsten. Tada је prsten R Berov akko је prsten 
R[x] Berov. 

Теогета 3.18. {26} Neka је R prsten, (Ј endomorjizam и prstenu i L::O" skup svih 
ekstenzija endomorjizma (Ј и prstenu R[x; (Ј]. Ako је prsten R (J-rigidan tada su 
sljedeci uslovi ekvivalentni: 

1) R је desni (Ј-РР prsten. 

2) R је (Ј-РР prsten. 

3) R[x; (Ј] је desni РР prsten. 

4) R[x; (Ј] је О-РР prsten za svako () Е 2:0"' 

5) R[x; (Ј] је desni О-РР prsten za svako О Е L::O". 

Posljedica 3.19. Neka је prsten R redukovan. Tada је prsten R РР prsten akko је 
polinomi.ialni pr.'3ten R[x] PP-prsten. 

3.4 Semikomutativni endomorfizmi 

Teorija semikomutativnih prstena ima svoje korjene u radovima G .Shin iako ter-

minoloki autor govori о u pseudosimetricnim prstenima. Osnovna karakterizacija 

semikomutativnih prstena jeste u Cinjenici da је semikomutativnost prstena ekviva-

lentna sa svojstvom da је desni anihilator svakog elementa ideal u prstenu. 

U оуоm dijelu R је prsten sa jedinicom. 
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Definicija 3.4. Za endomorfizam а prstena R kaiemo da је semikomutativan ako 
vrijedi: 

аЬ = О ~ aRa(b) = О, а, Ь Е R. 

Za prsten R kaiemo da је a-semikomutativan ako postoji semikomutativan endomor
.fizam а prstena R. 

Primjetimo da iz definicije аЬ = О ~ aRa(b) = О slijedi аа(Ь) = О. Odavde 

zbog semikomutativnosti prstena slijedi aRa2(b) = О, odakle indukcijom izvodimo 

aRak(b) = О, odnosno specijalno aak(b) = О za svaki prirodan broj k. Jasno је da је 

prsten R semikomutativan akko је R IR semikomutativan, gdje IR oznacava identitet 

prstena R. Takoae neka је S С R potprsten a-semikomutativnog prstena R takav da 

је a(S) С S. Tada је S takoae a-semikomutativan prsten. SljedeCi primjer pokazuje 

da obrat iz definicije semikomutativnog endomorfizma generalno nе vazi: 

Primjer 3.4.1. Neka је R = Z2 EIЭ Z2. Prsten R је semikomutativan јет је redukovan 
i komutativan. Neka је а : R --+ R definisan sa а(а, Ь) = (Ь, а). Tada za а = 
Ь = (1, О), aRa(b) = О ali је аЬ = (1, О) =1 (О, О). Cak sta vise prsten R nije а 
semikomutativan. Zaista (1,0)(0,1) = (О, О) ali је (1,0)(1, l)а((О, 1)) =1 (О, О). 

Veza izmeau rigidnih i semikomutativnih prstena jeste sadrzaj sljedece teoreme: 

Теогеmа 3.20. [84Ј Pr8ten R је a-ri9idan akko је reduk о 7Юn, a-8еmikоmutаti7Юn i 
а је monomorfizam. 

DOKAZ. Neka је R a-rigidan prsten. Tada је jasno R a-redukovan i naravno R 

је monomorfizam prema [36]. Neka је а, Ь Е R i аЬ = О. Tada za proizvoljno r Е R 

imamo ата(Ь)а(ата(Ь)) = ата(Ьа)а(т)а2 (Ь) = О. Iz pretpostavke da је prsten R 

rigidan imamo ата(Ь) = О ра је aRa(b) = О. 

Obratno neka је аа(а) = О. Prsten R је redukovan i a-semikomutativan ра је 

a(a)Ra(a) = О. Nadalje imamo а(а2 ) = О, odakle slijedi а = О jer је а monomor-
-

fizam. Dakle konacno dobijamo da је R a-rigidan. о 
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SljedeCi primjer pokazuje da se uslovi semikomutativnosti odnosno monomorfnosti 

tl prethodnoj teoremi пе mogu izostaviti. 

Ргјтјег 3.4.2. Neka је 

i а endoтorjizaт dejin~an ва а ([ ~ : Ј) = [~ ~b] 
R nije redukovan ра ртеmа tome nije ni o.-rigidan. No prsten R jeste semikomutati
van. 

Propozicija 3.4.1. [34Ј Neka је R semikomutativan prsten. Tada vrijedi 

(1) 0.(1) = 1 akko је о.(е) = е za svako idempotent е prstena R. 

(2) Ako је 0.(1) = 1 tada је R Abelov prsten. 

Posljedica 3.21. Neka је R semikomutativan prsten. Tada је R Abelov prsten. 

SljedeCi primjer pokazuje kako se svojstvo semikomutativnosti prirodrlO prenosi sa 

prstena R па neke potprstene prstena matrica nad R. 

Ргјтјег 3.4.3. Neka је R redukovan prsten. Ako је prsten R semikomutativan tada 
је i prsten 

Sз(R) = {[ ~ ~ ~] ,a,b,c,dE R} 

o.-semikomutativan, gdje је й ekstenzija endomorJizma о. па prsten Sз kao i ranije. 

Naravno kao posljedicu ovog tvraenja imamo da је u slucaju redukovanog prstena 

prsten Sз(R) semikomutativan, ali se ipak u prstenu Sn(R) svojstvo semikomuta

tivnosti generalno пе nasleauje sa prstena R (vidjeti primjer 2.15 u [34]). 



68 . 

3.5 Berovost u sps-Armendarisovim prstenima 

Definicija 3.5. Za prsten R sa endomorJizmom а kaiemo da је sps-Armendarisov 
(skew power series) ako za svako 

оо оо 

р(х) = L aixi , q(x) = L bixi Е R[[x; а]], 
i=O i=O 

iz p(x)q(x) = О slijedi aibj = О za svako i,j. 

Lako se provjerava da ako је prsten R па kome је definisan endomorfizam а а-

rigidan tada је R sps-Armendarisov kao i da је klasa a-sps Armendarisovih prstena 

zatvorena za klasu potprstena S prstena R za koje је а(В) С В. 

Lema 3.8. [34Ј Neka је R sps-Armendarisov prsten. Tada skupovi idempotenata 
prstena R[[x; а]] i prstena R koincidiraju. Takoae, prsten R[[x; а]] је Abelov. 

U mnogim tvrdenjima vidjeli smo da se neke osobine prirodno prenose sa prstena 

R па neku ekstenziju prstena (matricnu, polinomijalnu). Sljedeca teorema pokazuje 

cla se u slucaju sps-Armendarisovog prstena osobina berovosti(kvazi berovosti) prenosi 

sa prstena R па odgovarajuCi prsten stepenih redova. 

Теогеmа 3.22. [34Ј Neka је R a-sps-Armendarisov prsten. Tada vrijedi 

(1) Prsten R је Berov (kvazi-Berov) akko је prsten R[[x; аЈЈ Berov (kvazi-Berov). 

(2) Ako је prsten R[[x; а] desni PP-prsten tada је R desni PP-prsten. 

DOKAZ. (1) Nekaje R Berov prsten i А neprazan podskup od R[[x; а]]. OznaCimo 

sa А* skup svi koeficijenata elemenata skupa А. Kako је А* neprazan podskup od А 

to је zbog berovosti prstena R rR(A*) = eR, za neki idempotent е prstena R. Kako 

е Е rR[[x;Q]](A) odmah dobijamo da је eR[[x; а]] с rR[[x;Q]](A). 

Za О -1- q = ЬО + ь 1х + оо. + btxt + оо. Е RR[[x;Q]](A) imamo Aq = О ра је prema tome 
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i pq = о za svako р Е А. Iz Cinjenice da је prsten R a-sps Armenadarisov imamo da 

Ьо , Ь1 , .:., bt, ... Е rR(A*) = eR. Sada postoje со, сl, ... , Ct, .. Е R takvi da 

q = есо + еСIХ + ... + eCtxt + ... = е(со + сIх + ... + Ctxt + .:.) Е eR[[x; а]], 

ра је dakle eR[[x; а]] = rR([X;Q]] (А) tj. R[[x; а]] је Berov prsten. 

Obratno pretpostavimo da је R[[x; а]] Berov prsten. Ako је В proizvoljan podskup 

prstena R imamo daje rR([X;Q]] (В) = eR[[x; а]] za neki idempotent prstena R. Nadalje 

rR(B) = rR([X;Q]] (В) П R = eR[[x; а]] П R = eR, 

ра је dakle R Berov prsten. 

Dokaz varijante kvazi Berovog prstena se neznatno razlikuje samo se za bilo koji desni 

icleal А prstena R[[x; а]] skup А* definise kao desni ideal generisan koeficijentima 

elemenata iz А. 

(2) Neka је R[[x; а]] desni PP-prsten, i а Е R proizvoljno. Tada postoji idempotent 

е Е R takav da је rR[[X;Q]](a) = eR[[x; а] prema lemi 3.5. Dakle imamo rR(a) = eR tj. 

R је desni PP-prsten. О 

Као posljedicu odmah imamo: 

Posljedica 3.23. Neka је R a-rigidan prsten. Tada је R Berov akko је R[[x; а]] 
В erov prsten. 

Postoji primjer a-sps Armendarisovog prstena i desnog PQ- Berovog prstena R 

takvog da prsten R[[x; а]] nije PQ-Berov. 

Primjer 3.5.1. Neka је F polje i ... 

оо 

R = {(аn) Е П Fnl аn = const za konacno mnogo indeksa п} 
n=о 

koji је potprsten od П~=о Fn gdje је Fn = F. 



Tada је R desni PQ-Berov prsten i IR-rigidan, gdje је IR identitet па R, (zbog 

toga i IR sps-Armendarisov) ali prsten R[[x; IR ]] nije desni PQ-Berov prsten а samim 

tim ni desni PP-prsten, niti lijevi PP-prsten. 
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