S. PRESIE

PRILOG TEORIJI ALGEBARSKIH STRUKTURA



I. UVOD

Uporedo sa razvitkom starih grana algebre /teorija grupa,
prstena, polja, linearne algebre i drugih/ u novije vreme naglo
se razvijaju i novije algebarske teorije / teorija neasocijativ-
nih prstena, teorija struktura, kategorija, semigrupa, kvazi-
grupa, topoloska algebra, diferencijalna algebra/.

Mnoge od tih teorija prema svome razvitku izasle su iz
okvira algebre i postale teorije koje povezuju algebru, topo-
logiju, funkcionalnu analizu, geometriju.

Na razvitak algebarskih teorija jednu od najznadajnijih
uloga odigrala je dvotomna knjiga Moderne Algebra od B. L.
van der Waerden-a /1930, 1931 god./.

Jedna od novijih oblasti algebre koja se poCela snaZno
razvijati radovima G. Birkhoff-a ( (1], [3]), K. Shoda [2],
Maljceva [ 4] i drugih jeste teorija univerzalnih algebri [ 7].

Ova teorija je primila u svoj domen proudavanja mnoge
zajednicke neresSene probleme raznih drugih algebarskih teorija.
U takve probleme dolaze, na primer, konstrukcija odredjenih
algebarskih struktura, ispitivanje broja neizomorfnih algebar-
skih struktura, ispitivanje veze izmedju algebarske strukture
i njene grupe automorfizama.

Ovaj rad je prilog proucdavanju bas tih pitanja. Rad je
podeljen na uvod i tri glave.

Neki od rezultata u ovom radu su veé Stampani i referisa-
ni u stranim referativnim Zasopisima ([17] , [18]) .



II. JEDAN NACIN KONSTRUKCIJE
RELACIJA I OPERACIJA

2.1. U ovoJj glavi razmatraéemo jedan nacin konstrukcije
relacija i operacija nepraznog skupa E koje zadovoljavaju od-
redjene zakone. S tim u vezi navodimo i jedan nadin konstruk-
cije multigrupoida (5], [14], [15] koji zadovoljavaju unap-
red date zakone.

Prethodno uvodimo sledeéu definiciju.

Definicija 2.1.1 Za ternarnu relaciju r skupa E kaZemo
da je asocijativna relacija skupa E ako su ispunjeni sledeéi
uslovi:

1° ((x,y,a)r, (y,2,b)r, (a,z,c)r)=> (x,b,c)r
(1)
2° ((x,y,a)r, (y,2,b)1, (x,b,c)r)=> (a,z,c)r.

Ako je u skupu E definisana operacija . tako da je (E,*)
semigrupa onda Jje ternarna relacija r definisana na sledeéi
naéin:

(2) (X,¥7,2)T & X.y= 2

Jjedna asocijativna relacija skupa E.

Zaista:

((x,y,a)r, (y,z,b)r, (a,z,c)r)=> (x.y= a, YezZ=Db, 8.2= c)=>
=¢(y.z=b, (x.y).z=c) => (y.zzb, Xe(yo2)= c)=> (x.b)=Cc =>
=(x,b,c)r,

a na slican nad®n
((x,y,8)r, (¥,2,0)T, (x,b,0)T)=> (a,z,8)T,

pa je r asocijativna relacija skupa E.
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Ako asocijativna relacija r skupa E ispunjava i uslov

(3) za svako(x,y)€E postoji jedinstveno z€E, tako da
Je (x,y,2)r,
onda pomoéu (2) definisana operacija . Je asocijativna ope-
racija & (E, ) je semigrupa.
U sludaju kad relacija r ne ispunjava uslov (3) , ope-

racija uvedena pomoéu (1) ne mora biti jednoznadna i ne mora
biti definisana na &itavom skupu E.

Radi konstruisanja svih asocijativnih relacija skupa E3
sledeéu operaciju wW duZine 3:

’lxl,yl,zl) ako X;=X,~Xz
J1=J2=33
Zl‘ 22= 23
(4) ((xl 1T1927) 1 (X54F0920) » (XBvY39Z3))“’:4(x1’229337 3k°‘ T1=%5

Zl=13

I~ y3

(zl,y2,23) ako X=X
\ yl=x2

Ova ternarna operacija nije definisana na &itavom 35 . Pre-
ma navedenoj definiciji Jje

((x,y,z), (X,¥,2), (x,y,z))w= (x,¥,32)
(5) ((x,y,a), (y,2,b), (a,z,c))w- (x,b,c)
(x,7,8), (F52,0), (x,b,c))w= (a,z,c) .
Za operaciju W predpostavljamo da je proSirena i na P( 155) ’
na sledeéi naédin:
Akoc su L, M, NC E5 onda je
6) (L,MNw={ (l1,mn)w| 1€L, meM, neN .

Ova operacija je unutra3nja operacija skupa P{E°).
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Neka je r Dbilo koja ternarna relacija skupa E /odnosno
podskup skupa E5 /. Sledeéi stav daje potreban i dovoljan uslov
da relacija r Dbude asoé¢ijativna relacija.

Stav 2.1.2 Ternarna relacija r skupa E je asocijativna
relacija ako i samo ako je ispunjen uslov

(7) (r,r,v)W =

Dokaz. Pretpostavimo da je =r asocijativna relacija sku-
pa k. rrema (4) je (r,r,r)w> r. Medjutim, prema (5) i prema
definiciji 2.1l.1 zakljudujemo da je (r,r,r)w=r, pa je uslov
(7) ispunjen.

Obrnuto, ako je ispunjen uslov (7 ) onda
((x,y,a)r, (y,z,b)r, (a,z,c)r)—“?

”[((x,y,a}, (Y,2,D), (a,z,c))W_]r , odnosno prema (5)
(x,b,c)r.

Na slican naéin je
((x,y,a)r, (y,z,b)r, (x,b,c)r) => (a,z,c)r,

pa je ispunjen uslov (1), odnosno relacija r Jjeste asocija-
tivna relacija.

Na taj nadin je stav dokazan.

Oznadimo sa R(E) (EP(EB))skup svih ternarnih relacija
skupa E, a sa A(E) skup svih asocijativnih relacija toga skupa.
Neka je r€R(E) bilo koja ternarna relacija skupa E. Niz
Tys oy seey Tpy eeo uvodimo na sledeéi naCin

(8) TPy= Ty TP T, T)W , ..o, rn:(rn-l’rn-l’rn-l)w""

Océigledno vaZi uslov

I'lCI‘ECI'BC. L N 4 an_lc,rnc_ *8 8

Prema stavu 2.1.2, ako je re A(E) onda je r=r (V neN).

Vazi sledeéi stav.
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Stav 2.1.3 Ako Jje re R(E) proizvoljna relacija onda je

(9) rg= U r,

neN

asocijativna relacija skupa B. Obraouto, ako je T € ACE ) onda
postoji re R(E) tako da vazi (9) .

Relacija Tg» dobijena prema (9) je najfinija relacija
skupa E koja sadrii relaciju r.

Dokaz. Neka je r€ R(E) i neka je T, relacija uvedena
pomoéu (9). Ako x,y,alrg, (y,z,b)r,, (a,z,c)r, onda pre-
ma (9) za izvestan prirodan broj n je

(x,y,a) T, (y,z,b)rn, (a,2z,c)r, .
Posto je rmlz(rn,rn,rn)uo i posto je
((Xay’a)9 (¥,2,b) , (8,2,¢))w = (x,b,c)
prema (5), to je (x,b,e)r,,,, odnosno (x,b,c)r . Na taj nadin

r, ispunjava uslov (1) 1°. Sliéno, ispunjen je i uslov (1) 2°,
Stoga. Je T, asocijativna relacija.

Obrnuto, neka Jje rac— A(E). Uzimanjen r=ry, na osnovu sta-
va 2,1.2 i matematidke indukcije ( n-n+l) zakljudujemo da je

nE.JN r, = kcJN r, = T4, pa vaii (9).

Da bismo dokazali da je relacija r, najfinija relacija
iz skupa A(E) koja sadrii relaciju reR(E) predpostavimo da je
r'e A(E) bilo koja relacija koja sadrii relaciju r i dokaZimo
da je r'os Tge

Operacija W uvedena pomoéu (5) 1 (6) ima ovu osobinu
(L> 1, MoM?, N> N?)=> (L,M,N)w>(1’ M’ N)w
(L,M,N,L* ,M* ,N*) € R(E)

Koristeéi ovu osobinu zakljudujemo da r’> r= (r’,r’,r’)m&',r,r,)uﬂ
odnosno r’ > r, . Sli¢no iz rbr, dobijamo
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(r?,r?,r’)w O (r2,r2,r2<) odnosno r'> T3, & 0a 0snovu defini-
cije niza ry, Tp, Tzs eess Tpy eoe o Indukcijom ( n—~>n+l)

neposredno sleduje r’> r, (VY neN), a odavde r'> {J r

’
neN o

tj. r'> T,

Tako Jje stav u potpunosti dokazan.

Dokazani stav s jedne strane daje vezu skupova A(E)i R(E),
a s druge strane daje moguénost formiranja svih asocijativnih
relacija skupa E, ukljudujuéi i one asocijativne relacije ko-
jima preko (2) odgovarajula operacija . ispunjava uslov (3),.
Na taj nadin obrazac (9) obuhvata i sve asocijativne operacije
skupa E, odnosno sve semigrupe (E, .) .

Primer 2.1.4 Neka je E={a,b,c} i neka je r slededa ter-
narna relacija r={(b,b,c), (c,b,a), (a,b,b)} . Tada je
rg‘(rar'r)wz{ (b,b,¢),(c,b,a), (a,b,b), (b,c,8),(c,c,b), (8,6,0)} ’
rB:(rZ,ra,rg)wz{(b,b,c) , &,b,a), (a,b,b),(b,c,a), (¢c,c,b),(a,c,0) ,
(b,a,b),(c,a,c),(a,a,a)} . Dalje je r,= T3, i uopste T,= T3 28

n> 3. Prema tome je U TS Tao Znali, najfinija asocijativna
neN
relacija koja sadrzZi relaciju r je relacija Tze

Odgovarajuéa binarna operacija (uvedena pomoéu (2 )) ima
sledeéu Cayley-evu tablicu

Dobijena operacija je o&igledno asocijativna, jer je ( E,.)
ciklié¢na grupa.

Postupkom, upotrebljenim za dokaz stava 2.1.3, moZe se
dati reSenje funkcionalne jednacine

(10) f(f(x,y),z) = f(x,f(y,z)) (x,y,f(x,y) [ E)
u skupu mnogoznacnih funkeija f(x,y).
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Zaista, neka Jje r proizvoljna ternarna relacija skupa E
sledeleg oblika

(11) r 2{ (x,5,F(x,y) , X,y € E}

gde Jje F(x,y) proizvoljna funkcija koja preslikava E2 u E. Po-
moéu obrasca (9) dolazimo do relacije

(12)  r={(x,7.£(x,5) [ x,57¢E)} ,

gde je f(x,y) izvesna mnogoznadna ili jednoznalna funkcija ko-
ja preslikava E2 u E.

Dokazaéemo da je f(x,y) resSenje jednaline (10).

Neka su x, y, Z bilo koji elementi skupa E i neka je
ce f£(£(x,y),2). Tada za neko a€E je (x,7,a)ry, (a,z,c)r,.
Slicno za neko DE€E je (¥,2,0)r,. Iz (x,¥,a)r,, (8,2,c)r,,
(y,z,b)ra prema definiciji 2.1.1 dobijamo(x,b,c)ra, tj. cef(x,b)
Po3to je b€ f(y,2) to iz ce€ f(x,b), be f(y,z) dobijamo
ce f(x,f(y,z)) . Prema tome je

f( £(x,y),2)a f(x, fiy,z)) (Vx,y,z¢ E).
Na slidan nadin keriséenjem uslova 2° iz definicije 2.1.1
dolazimo do nejednakosti
£ £(x,5),2) > £(x, £(3,2)) (Vx,y,2€ E).

Na osnovu dobijenih nejednakosti zakljuéujemo da je f(x,y)
reSenje jednadine (10) za svako x, y, z iz E.

Primeéujemo da svakom resSenju f(x,y) Jjednadine (10) odgo-
vara jedna biharna /mnogozpadna ili jednoznalna/ operacija .
(x . y = £(x,y)) skupa E, takva da je (E, .) asocijativan
multigrupoid.

Prikazanim postupkom ne dobija se opSte resenje jednacine
(10), odnosno ne iscrpljuju se svi asocijativni multigrupoidi.

Dobijaju se samo oni kojima je korespodentna relaclija r
((x,y,z)r &> z€x.y) asocijativna relacija.



Tako, multigrupoid

1 2 3

1 1 | {,2}{{1,3

2 11,2} 2 |{2,3}

3 [{1,3} | {2,3| 3

pripada klasi asocijativnih multigrupoida, dok njegova kores-
podentna relacija nije asocijativna kao sSto vidimo iz toga Sto
je (1,2,1)r, (2,3,2)r, (1,3,3)r, a nije (1,2,3)r, Sto bi tre~
balo da bude u sludaju da je r asocijativna relacija.

2.2. Prikazan metod konstruisanja multigrupoida koji za-
dovoljavaju zakon (xy)z = X(yz) moZe se prosSiriti na konstruk-
ciju multigrupoida koji zadovoljavaju umesto asocijativnog za-
kona razne druge zakone.

Pokazaéemo prethodno konstrukciju multigrupoida koji za-
dovoljavaju jedan od sledeéih zakona
1. Zakon Stein-a (9] , alab)= ba .
2. Zakon Schroder-a [10] , a(ab)=(ab)Db .
3. Zakon ciklidéne asocijativnosti (11}, a(bc)=c (ab).
(13) 4, Zakon Abel-Grassmann-a [12] , a(bc)= c(ba).
5. Zakon desne tranzitivnosti , (ba)(ca)=(bc)a .
6. Zakon bisimetrije /entropije/ [13], (abl(cd)=@c)(bd).
U ovom sludaju, analogno asocijativnoj relaciji za slucaj
zakona a(be)=(ab)e, uvodimo redom jednu od sledec¢ih relacija

Tys Tpo ra, Tys rs, Tg skupa E koje treba da ispune u saglas-
nosti sa korespodentnim zakonom‘/od 1l do 6/ sledeée uslove-



1. [(a,b,c)rl,
[(aab3°)r1’

2. [(a,b,c)rz,
[ea,b,c)r,,

3. [(b,c,d)rz,

[(b,c,d)ra,
(14)
4. [(b,c,d)r,,

Ub,c,d)rw

50 [_(b,a,d)r5,
{_(b,a,d)rs,

6. [(a,b,e)r6,

=2>(g,h,

[(a,b,e)re,

=> (e,f,

(a,c,d)rll =>
(b,a,d)r]_] =>

(a,c,d) r2] =>

(c,b,d)ra] =

(a,d,e)ra,
(aab’f)r5v

(a,d,e)rq,
(b,a,f)r4,

(c,a,f)rs,
(cyaaf)r5v

(c,d,f)r6,
i)r6 i

(c 9d$f}r69
i)r6 .

(b,a,d) ry i

(a,c,d)rl .

(c,b,d)r2 i

(a,b,f)r3]=7 (c,f,e)r5 i

(c,f,e)r3]-—-> (a,d,e)r5 .

(c,f,e)r4]=> (a,d,e)r, .

(b,c,e)rs,
(b,c,e)rB,

(3’098)r69

(a,c,g )1'69

4a,f ’3)r5]f"(e 7aa3)r5
(e ’a’g)r5}'—?(dvfa8)r5

(b,d,h)rg, (e,fy1) ra

(b,d,h)rG, ( g,h,i)ré]

Nadin dobijanja ovih uslova objasniéemo na primeru rela-
cije r, koja odgovara zakonu &4 /Zakon Abel-Grassmann-a/.

Ako grupoid (E, .) ispunjava zakon 4 onda njegova operaci-
ja ispunjava sledee uslove

(boc =d,
(b.c=a,

8to je evidentno.

b.a=f’

a.d=e,

b.a= f£) => c.f= e

c.f=e)= a.d=e ,

Korespodentna relacija r4( (x,y,z)rQ@ z=x.y) ’

onda zadovoljava uslove
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((b,c,d)rw (a,d,e)rw (b,a,f)r4) = (c:,f,er)x'4
((b,c’d)r4, (b,a’f)rq, (C,b,e)rq_) =2 (a,d,e)l‘q‘
odnosno uslove (14) 4, Primeéujemo da ako multigrupoid zado-
voljava zakon a(bc)= c(ba), onda njegova korespodentna rela-
cija r4( (x,;;',z):r4 <> 2z €Xx.y) ne mora da zadovolji navedene
uslove (14) 4.
Na slican naéin se dobijaju i uslovi za ostale relacije
T1s To» ra, rb5 i Tge
Svakoj od navedenih relacija dodeliéemo po jednu operaci-
juWi , w2, Wy Wy, Ws, Wg skupa B ¢ije su QuZine redom 2, 2,
3, 3, 4, 5. Ove operacije su definisane u skladu sa uslovima
koje treba da zadovolje relacije r; (i=1, 2, ..., 6).
Tako, na primer, operacija Wi je definisana na sledeéi
nacin
((a,‘o,c) ’ (a,c,d))wz =(b,a,d)
(ta,b,c), (b,a,d))wy = (8,c,d)
(a,bycy, (aybyc))wa= (@,b,c),
a na slidan nadin su definisane i ostale operacijew: (i=1,2,...
Sve su definisane tako da kad se izvode nad Jjednakim ure-
djenim trojkama kao rezultat daju tu uredjenu trojku.
Operacije w: proSirujemo i na sve neprazne podskupove sku-
pa E30
Ako je r bilo koJji podskup skupa E3 onda (z:l,:ra,...:r:'k Jwe

gde Je k duZzina operacije wi i gde je = Ty =eee -.rk = r
oznacavamo ovako r Wi (i=1, 2, «0., 6)0

Vazi sledeéi stav.
Stav 2.2.,1 Neka je 1 Jjedan od brojeva skupa
{1, 2, 3, ..., 6}.

Ako je re R(E) proizvoljna ternarna relacija skupa E,
onda relacija
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(15) By = :Zé T,
gde Jje Ty= T, Ty PWi gy ooy = rn—lu“ s ese o

zadovoljava zakon (14)(1i).

Obrnuto, ako je Ei bilo koja relacija skupa E koja zado-
voljava zakon (14) i1 onda postoji takva relacija r skupa B
da vazi (15).

Relacija Ei dobijema obrascem (15) je najfinija /najmanja/
relacija skupa E koja sadrZi relaciju r.

Dokaz ovog stava je slidan dokazu stava 2.l.3 pa ga ne
navodimo. Stav vazi za sve brojeve skupa‘{l, 2, 3, 4, 5, 6&.

Ovaj stav otkriva moguénost formiranja svih relacija
Tyy Tps eeey Tg skupa E koje zadovoljavaju uslove (14 (1),
(14(2), ..., (18)(6).

U sluéaju kada fi (i=1l, 2, s¢sy 6) ispunjava uslov

Vx,y€E, dz eE, (x,y,z)fi

korespodentna operacija X.y= 2z «<(x,y,2) Ei skupa E ispunjava
uslov (13)(1) A=1, 2, ecey 6).

Ovo je svakako, u sludaju kada r u obrascu (15) ispunjava
navedeni uslov,

Na taj naéin obrazac (15) daje i moguénost formiranja mul-
tigrupoida koJji zadovoljavaju zakone (13)(i) (i=1, 2, eeey 6)e.

2.3, Navedeni nacéin konstruisanja relacija koje odgovaraju
operacijama koje zadovoljavaju odredjene algebarske zakone moZe
se prosSiriti i na konstrukciju relacija koje odgovaraju sistemu
koji se sastoji iz jednog skupa i viSe operacija.

Pre formulisanja opSteg rezultata /stav 2.4.2/ prikazaéema
konstrukeciju relacija 8 1 m koje redom odgovaraju operacija-~
ma + i .+ skupa B koje su vezane zakonom

(16) (a+b)e c=a.c+ bD.c (va,b,c€E).
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Zakon (16) moZe se i na ovaj naéin karakteris#&ti.

a/ Ako je a+b=d4d, a.c=e, b.c=f, etf=g

onda je d.c=g
(17)
b/ Ako je atb=d4, a.c=e, b.c=f, d.c=g

onda je e+ f=g,
U skladu sa ovim uslovima relacije s i m treba da za-

dovolje sledede uslove

(18) a/((a,b,d)s, (e,fog)s, (a,c,e)m, (b,c,f)m) = (4,c,g)m,
b/ (ta,b,d)s, (a,c,e)m, (b,c,f)m, d,c,g)m) = (e,f,g)s.

Radi konstruisanja svih ternarnih relacija s i m skupa
E koje zadovoljavaju zakone (18) u skupu 33 definiSemo dve ope~-
racije wi i W: duZina 4 na sledeéi nadin

1° (ta,b,d), (&,£,8), (a,c,e), (b,c,f))ws =(d,c,g)
2° ((PyQsT)y (DPyQ,T), (a,b,c), (a,b,c))w, = (@a,b,c)
3° (tayb,d), (a,c,e), ,c,f), (d,c,8))w, =(e,f,g)
4° (ta,b,e), (£,a,T), (Pyq,T), (Psq,T)) W2 =(a,b,c)
(Va,b,c,d,e,f,8,p,q,Tc E).

Za operacije Wy i W: predpostavljamo da su prosSirene & na
sve neprazne podskupove skupa Es, odnosno na ternarne relacije
skupa E.

Neka su 8 1 m dve proizvoljne ternarne relacije skupa

E. Nizove Sl, 52, veey 8 ceee § ml, m2, ceey mn’ ese 4 uvodimo

n’
na slededéi nadéin

817 8, 32'—‘(31, By, M, ml)wz, seoy SE(sn-l’mn-l’mn-l’mn—l)“jz' .o
ml= m, m2= (il' 81’ ml’ ml)lU‘, QQQ, mn'-'(Sn.l,sn-l,mn-l'mn-])w’.’o..
Tada relacija

(20) Er-Usi , ﬁ--Uni
ieN jeN
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su najfinije ternarne relacije skupa E koje obuhvataju relacije
s 1 m respektivno, i koje zadovoljavaju zakone (18),

Obrnuto, formulama (20) su obuhvaéene sve ternarne relaci-
Je s i m skupa E koje zadovoljavaju zakone (18).

Ovaj stav je specijalan slucéaj opSteg rezultata /stav 2.4.2/
koji &emo u nastavku dokazati.

Zbog toga dokaz ovog specijalnog stava ne navodimo.

2.4, U ovom delu daéemo generalizaciju rezultata dobijenih
u 2.1, 2.2 i 2.3, odnosno pokazaéemo jedan nacin konstrukcije
relacija /duZina > 1/ jednog skupa E koje zadovoljavaju odredje-
ne zakone. Ti zakoni obmhvataju posmatrane zakone relacija u
prethodnim odeljcima kao specijalne slulajeve. Uvedene kores-
podentne operacije Wi uop3tavaju operacije Wi posmatrane u 2.1,
2.2 1 2.%. Operacije w: su, u stvari, generalizacija poznate
operacije mno%enja uredjenih parova ( (a,b) . (b,c) = (a,c)) ’
koja se prirodmo javlja kod gradjenja tranzitivnih relacija 16 .

Neka su ry, Ty, «+sy Ty Trelacije skupa E, duZina redom
dl’ d2' *n ey d‘ Veéih Od. 10

Pretpostavimo da svaka od relacija Ty /1l i€ f, / zadovolja=~
va izvestan broj /ri’/ zakona oblika

( (1) ) 1) (2} 2) t2)

(21, (%'l 1] xﬂl , ceosny xw.,)r%l [ (XM 9 IE“ g eeossy 5‘4‘.‘ ) 1‘,1, s o0
i) (1) (lety) Y-
Xy 2 X, s eeey X rlm,,,)#(yu 3Ty, ,...,‘;z:&_)ri

()}: 1’2’000’1‘1’; kmﬁ;{il,ie’tOo‘ik}‘{l,a’OOQQe}) ]

gde simbole xil:j, ¥y .3 koji ne moraju biti svi medjusobno raz-

1iéditi, treba na sve moguée nadine zameniti elementima iz E.

Za skup Tys Toy eeey T pretpostavljamo da je dobro ure-
djen relacimom ¢ tako da je i< rp€érz<...< r, idau 21)
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relacije T; 5 Ty s veey Ty zadovoljavaju uslov
1l 2 kW

. £ I £ o000 £T .

.7 T Kw)

Uvedena je ta pretpostavka radi jasnijeg formulisanja

osnovnih rezultata. Ona ne utiCe na generalnost dobijenih re-
zultata.

1

Svaki od zakona medju relacijama koje smo posmatrali u
ranijim odeljcima je izvestan zakon oblika (21) .

Radi formiranja svih relacija T1y Tpy eeey Tp skupa E
koje zadovoljavaju zakone (21), svakoj od tih relacija dode-
ljujemo redom po jednu operaciju Wi, W2 , ..., Yo skups

v E50= coe L; E? = P, u stvari preslikavanje dela skupa
< W n»
éﬂ F u skup F.
Tako, preslikavanje #¢ koje odgovara relaciji 2¢, defini-
Semo na sledeéi nadin
o (1} 1) 1) L) (jlllw) (l'mv))
(22) l ((x,u, Xﬁz, seo0y x’)’d‘)’ *eo 0y 35“ ’x"'z 9 eecaey adl‘ZﬁII))
':(yvl‘, yv.?.’ oo ey y‘,'d‘:’ /V:l, 2’ ooo‘ ri’/

gde simbole xﬁ?

elementima iz E.

s Tu treba na sve moguée nacine zameniti

2° Ako su u formuli 1° sve n-torke koje prema (21)
odgovaraju istoj relaciji jednake izmedju sebe onda je rezul-
tat operacije Wi u tom sluéaju jednak onoj di-torki koja odgo-

vara relaciji T

Navodimo, radi ilustracije, sledeé¢i primer.

Primer 2.4.1 Neka su ry i TH relacije skupa E redom du-
Zina 2 i 3 koje zadovoljavaju sledeie zakone

((a,b)rl, (bye)ry, (a,c,d)T,) = (a,diry
((a,b)rl, (b,a,c)ra, (a,c,d)r2)=9 (a,b,d)rz
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Preslikavanja Wy i wW; su u ovom sludaju definisana na
slede¢i naéin
1° (1a,b), (b,c), (a,c,d)) Wi =(a,d)
(a,b), (b,c,a))w, = (c,a)
(ta,b), (b,a,c), (a,c,d))¥:,=(a,b,d) (Vg,b,c,d€E)

2° (tayb), (a,b), (p,q,r))uu: (a,b)
{(ayb), (pya,T))wista,b)
(a,b), @sa57)y (Pyqs®)h=(p,q,7) (Va,b,p,q,r€E).

Za svako od preslikavanja &/ predpostavljamo da je, kao za
slucaj obicnih algebarskih operacija, proSireno i na sve nepraz-
ne podskupove skupa F. Tako za sluaj prethadnog primera je, na
primer,

(Dl, Dy, Tl) wr{(ul,uz,ua)w/ u;€ Dy, uy€D,, u3éT1}
gde su ]}1 i 1)2 izvesni skupovi uredjenih parova skupa E, a Tl
je izvestan skup uredjenih trojki istog skupa.

Neka su Ty1s Tpy eeey Tp proizvoljne relacije skupa E redom
duZina dl, &2, ese d(. Nizove r{nl réni essy rf,muvodimo na
sledeéi nacin

1“- = I“
(23) {(nt1) - U ( tn) in} {h) )
ri )_]:1 it ! riz ! e i iy}

/i: l’ 2, LI I ; neN/C

Rada vazi slededéi stav.,

Stav 2.4.2 Ako su Tys Tpy ooy Tp proizvoljne relacije
Skﬂp& E I‘edom duéin& dl’ dz’ es oy d,t On.da I‘elaCije 51’52’...’58
definisane na sledeéi nadin

ey F= U Y Jisz1, 2, ceeyt/
ne<N
su najfinije relacije skupa E koje obuhvataju relacije
Ty, Tpy eesy T /63 TyD Ty, i=1, 2, eeey £/ 1 koje zadovo-
ljavaju sve zakone (21).
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Cbrnuto, sve relacije Tys Tpy seey Tg skupa E koje zado~
voljavaju sve zakone (21) mogu se dobiti obrascem (24).

Dokaz., Ako su T1s Tps eeey Tp izvesne relacije skupa E
redom duZina dl, dg, esey de onda na osnovu (22) 2° Jje

1) 2) (n) (n+l)
(25) ri: Ty r“c sescryVery

LR N J

/ig 1’ 2’ .oo,e/c

Neka su, prvo r;, Tp, eeey Tp bilo koje relacije skupa E
odgovarajuéih duZzina. Tada relacije 51; 52, essy Tp dobijene
pomoéu ( 24) su, takodje, redom duZina dys Aoy eeey deo

P
Ako je za neke elemente x, ; Skupa B
(s) A (1) - (Luw)) (uwy) (o
(xﬂ,l LR xi.dii ) ri- ' ."’( vy * °*°°? :fd”‘w’ Ixiv ?

onda bar za Jjedan prirodan broj n vazi

( (1) xu} r licw)) (irent)

X se e ) . - (x . e X .

va ? > Tudiy PO G T (,4;,,(,,)rtum ’
pa je, na osnovu definicije preslikavanja Wi i na osnovu ¢inje-

. . (N+1) =
nice da je r; cr; ,

(7, » T, 2 e ymu) T, .

Navedeno rasudjivanje va¥i za bilo koji ie€{ 1,2,...,€} i
bilo koji vVe{l, 2, ..., rﬂ.

Stoga relacije ?:-l, 52, esey Tp zadovoljavaju svaki od za-
kona (21) i 513 I‘i, .1-'231'2’ ceoy E.:)r .

Ako su ¢, , %, ..., Yo bilo koje relacije skupa E koje za-
dovoljavaju zakone (21) i sadrZe redom relacije Tys Tpy eeey T,
onda one sadrie i relacije r{n}, rg(m, ceey r;’n) /nek/.

Stoga fi:) fi /i=1l, 2, «e.y ¢/, pa BU fi najfinije /naj-
manje/ relacije skupa E koje sadrzZe relacije Ty i zadovoljavaju
zakone (21).

Obrmuto, ako su §5 , 8, ..., £ bilo koje relacije skupa
E redom duZina dl, ‘12’ eeey d, koje zadovoljavaju sve date za-
kone (21) onda obraszac (24) za T f’l, r2=5’2, sesy To=8 daje
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El: fl, 52"'“ §2’ esey Ee‘fe s jer gl’ ?2, seany ?(’
voljavaju zakone (21) pa (25) postaje

/i: 1, 2; --.,e/.

Na taj nacin je stav u potpunosti dokazan.

zado~



III., NEKE NEJEDNAKOSTI

3.1. U ovoj glavi izvesSéemo neke nejednakosti izmedju bro-
jeva izvesnib specijalnih univerzalnih algebri.

Ovi rezultatl uopsStavaju rezultate koje sam ranije obja-
vio [6].

Neka je E neprazan skup i neka je F izvesno mnoStvo ope-
racija /duZina » 1/ definisanih u tom skupu. Neka je Z izvestan
sistem zakona oblika

(1) W (X 3 Xp e e ey X )= WolXy s Xnpeee X)) WXy X5,000,X € E)

gde su reli W, i LD sastavljene od istih slova /odnosno, ako
jedno slovo udestvuje u izgradnji jedne od tih reéi onda ude-
stvuje i u izgradnji i druge reéi/. Zakone oblika 71} zvaéemo
Jjednakoslovni zakoni. U takve zakone spadaju, na primer, zakoni

XelYe2)=x(XeY) 025 (XeX)eY= FeX; Xe(F+2)= Xy +Xa2}

((x,y,z)fl,u)fzz-((x,u)fa,y,z)fl /fl i f2 ozn, operac./
dok, recimo, zakon

(X.¥) ¢ (Zou)= Zo(Fyou)

nije zakon oblika (1), jer je red (x.y).{(z.u) sastavljena od
slova X,y,2 i u, a re¢ z.(y.u) od slova y,z,u i u drugoj reci
ne udestvuje x koje udestvuje u prvoj reci.

Univerzalnu algebru (E, P, Z) za koju je Z sastavljeno od
jednakoslovnih zakona oblika (1), u daljem Cemo zvati algebraill).
U algebre(l) dolaze semigrupe i polulatise, ali ne i grupe.

Ako je Z bilo kakav sistem zakona oblika (1), onda se u
svakom nepraznom skupu E moZe uvek definisati sistem operacija
F tako da je (E, F, 2) algebra (1).

Zaista, dovoljno je u E izabrati jedan odredjen element a
i za svaku operaciju £fGF duZine k /k>1/ definisati
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(2) (Xys Xpy eeey XY= a le, Xy eeey X € E).

3.2. Neka su F i Z redom dati sistemi operacija i jednako-
slovnih zakona. Ako je E skup sa n elemenata /n prirodan broj/
sa B n ¢emo ozna8iti broj svih neizomorfnih algebri (1), od-
nosno malgebri (E, F, 2).

Vazi sledeéi stav.

Stav_3.2.1 Ako su P1» Poy eeey Dy razliéiti prirodni bro-
jevi onda Jje

e ¢
3 3H{Z.p;+1) 7 1 iy
i=1 i=1

- 1 1 ' 2 2 2
Dokaz. Neka su Gl-{ 8 5 8 5 cuey ?’4}’ Gg-{ 85 8 5 esey %‘},
ss ey G‘!={ af, &:, * sy 8}.):} (Gir)G’j=¢ &kc i#j)proiz-
voljne algebre (1) redom sa DP1s Pps ee.y D, elemenata. Neka
je L sledeéi skup

. 4 2 14 e
L:{a:, o0y a& [ a:’ seo 0y aP‘ ,ooo’ai,ooc’ %’ 0}
t
gde je 0 & iL‘}l Gy proizvoljan simbol.

Ako je feF bilo koja operacija duZine k onda u skupu L
definiSemo operaciju f duZihe k na sledeéi naédin
{(xl,xe,...,xk)f ako se Xy 9XpseeesXy
nalaze u istoj

algebri Gy
() (xl,xg,...,xk)f‘-'— <
o} u ostalim sludéaje-
vima

\

Na taj nadin u L su definisane sve operacije iz sistema F.

Neposredno se zakljuduje da je dobijena algebra iz iste
klase algebri kao i algebre Gy Gz, esey Ggy Oodnosno ako je Z
mnos$tvo jednakoslovnih zakona koje zadovoljavaju algebre
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Gl, G2, eesy Gg, onda i algebra L zadovoljava iste zakone Z.
Dobijenu algebru L oznadiéemo simbolom <Gl’ Goy ooy Ge] . U
celoj ovoj glavi (Gl, G2, eesy Gg)oznadava algehru formiranu
na navedeni naéin.

Neka su Gy i G; dve algebre (1) reda Py (L1 =1,250004?)
Pretpostavimo da su algebre L=(G,, Gy, «.., Ge) i
L= (Gl’, G5y +eey Ge’) izomorfne i neka jeP izomorfizam
prve na drugue.

Tada Je

(5) (X35 Xpy evey X)L = (X9, X590, cuey X P) £
(V£eF, Vx;, ..., x € L),

Ako u 5 stavimo Xy = 0, a X5, 13, coey X izaberemo tako
da 0¥, X0, esey P ne budu u istoj alBebri G,’, onda iz

(5] dobijamo OW = 0’ gde je 0’€L’ i 0°'4 ) Gy’
i=1

Ako su X9 Xpy seey X 3 elementi algebre Gi’ onda na osnovu
(5) i na gsnovu O = 0°, element (X395 P, ooy 5¥ ) £ mory
biti razlidit od 0'. Na osnovu definicije (4), elementi
xl{ ’ x2‘{> y eeey X P moraju biti elementi iste algebre Gj’.
Medjutim, posSto su drojevi P1s» Doy sesy Py SVi razliéiti, to

Gj’ mora biti bas Gi"

Na taj naéin, ¥ mora biti izomorfizam algebre Gi na algeb-
rau G;* (i=1, 2, ..., ¢), pa prema tome

(7) ((Gl, GZ’ eeey Gg) = (Gl’, G2’, ceey G ’)=> Gi-'—,_‘:Gia
(i = 1' 2’ se ey -e) .

Koristeéi se ovom ¢injenicom i uzimajuéi za Gl’Ga""'G‘
sve mogule neizomorfne algebre (1) odgovarajuéeg reda
Pys Ppy eeey Pg U skupu algebri (Gl’ GZ’ esey Ge) , dobijamo
B(py) » BPy)y +++» B(pe) neizomorfnih algebri. Broj B( 2 lpifl)
Jje veéi od tog proizvoda jer se u skupu algebri Gl’ Goy eeey G

ne nalazi algebra kod koje su operacije definisane pomoéu obras-
ca (2),
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Na taj nacin stav 3.2.1 je u potpunosti dokazan.

Pretpostavimo, sada, da svi brojevi Pys Pos eesy Dy nisu
razlicéiti izmedju sebe veé da P, =Py i da su svi Pzs Pyoeeesbp
razli¢iti izmedju sebe kao i od -

Neka su

B (P BtR;) G B) Buy)

1 _ 4 2
$ G’p"' G‘p‘ ’ sz=GP| 9 eeoy " G‘,' H

4 2 B8(Ps) 1 2 B(Pe)
G"p" 9 Gﬂ& 9 eeey GPO H G’m Ty Gp‘, csey GP«(

1 2
GP‘ [ G'p' 9 ooy

sve algebre (1) respektivno reda Pys DPps esey Dy o
. i ) .
Algebre (G o Gp o Gy b eeey Gp ) i
i2 te ta it . . .
(sz s Gp G,,:5 s seey Gpp ) su izomorfne Jjer je P1= Poe

Neka ( Gp, , Ggi ) oznadava skup svih algebri (1) oblika

3 J i3 i i \ ie )
(Gi » G » Gpy 5 wees G ) 836 ( Gy 4 «eey Gp ) prolazi
kroz sve algebre (1) respektivno reda Pzy s++s P o

Tada se skup A:

1 2 8(R) B(P)
(GP« aG;’,)’ (GPI ’G(:k)a ‘0"(G-p, ’G’p, )

(es, »6p ), (65 2 65), «en

. LR N L ] LA AR J

(eh »ag™) (Gf,{ , )

[ b(a)
(Gp, » Gp, ) s
sastoji iz medjusobno neizomorfnih algebri (1). Broj tih algebri
u tom skupu Je

(Bl(pl) +1
B‘p ) ese B(p( .
2 3 ‘

U sludaju da u skupu Py, Ppy e++y P, imamo A4 jednakih
brojeva p;, A, Jednakih brojeva p,, i najzad A+ jednakih ele-
menata p, onda bi odgovarajuéi skup A imao
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A

AL elemenata.
i=1 *
Na osnovu navedenog rasudjivanja zakljudujemo da vaZi sle~

deéi stav,

Stav 3,2.2 Ako su Pys Poy oo, P, medjusobno razliditi
prirodni brojevi i ako su Ay 4, A2, eeesy Ap proizvoljni pri-
rodni brojevi, onda vazii nejednakost

4
(8) a1+ 2 8 T g [T ]Bp* A -2
i“l i"-l /\i .
U sludaju ’\1= A= cefAe = 1, stav 3.2.2 se svodi na stav

3.2.1, pa je prema tome stav 3.2.2 uopsStenje stava 3.2,1.

Tvrdjenje dskazano pomoéu (7), koje smo koristili pri do-
kazu stava 3.2.1, moZe se prosSiriti u sledeéu lemu, na osnowvu
koje éemo dokazati krajnju nejednakost (10).

Leha 20202 Neka su GP; ’ sz, ssey GP(‘ G‘é,’ G’;’, ceey GI‘."
izvesne algebre (1) respektivno reda PysPosesesDy i pl’,pa’,...,p‘mz
Ako Jje

(Gpl ['Y sz.’ seey GPQ)Q(d’H" G‘élg e ey Gp,d"(),
ondas Jje svaka od GP /i=1,24ee¢ / izomorfna sa izvesnom

i

G‘p 'Y /j=1,2’ooo’m/o
J

Dokaz. Stavimo L=(Gp , Gp s +eey Gp)y L=( Gl 1G5 4eensGyy ).

Neka je ¥ izomorfizam prve na drugu algebru. Tada vaZi (5) pa
kao i u dokazu stava 3.2.1 dobijamo OY=0' (0'¢ L'l Slidno, iz
(5) dobijamo

(xl,xa,...,xk C Gpi) #( BPJ’ i XI\PQ 12?’ XX xk\P € (j;)
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pa je G. C G/, s odnosno slika svake od algebri G
p; Pj Py
(i= 1, 2, +eey2) Je podskup izvesne od algebri GI'), (3=1,2,00.,m)
J
Pretpostavimo da G_¥ ¢ G, . U tom sludajuu G', postoji

Py Py Py
jedan element a, takav da a¥y ¢ Gp .
i
Medjutim, u tom sludaju prema (5) imamo
(9) (8y35,000 % ) E¥ = (at WX seseyxy P) £ (fe r)

za SVe X5yeee X iz Gp . Posto a, Xy Xzs eeey G nisu svi u Gp.
i

to leva strana u (9) izmosi O0Y=0', a desna je # O? jer su
8 5, X 5 eeey X U istoj algebri Gp . Znadi (9) ne va¥i,

odnosno (5)ne vaZi 8to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
¥ izomorfizam algebre L na algebru L°’.

Znaéi, GI’),\P = G, , pa je svaka od algebri G_ izomorfna
i

Pj Py
sa nekom od algebri GP';j s jer (5) vazZi za sve X19XpyeeeyXy, iz
G (i < 1’ 2’ > 6 , e) 4
Pj

Na ta;f nac¢in je lema 3.2.3 u potpunosti dokazana.

Neka je najzad n (> 1) bilo koji prirodan broj. Ovaj se broj
moZe na viSe nadina prikazati kao zbir prirodnih brojeva - svojih
sabiraka,

Neka je

6:: L(p:+ p;-} .-o*pil“‘ (Lp;fp; fooo‘l‘pz';);’ ocoﬁ'(\p;&*’pi“‘\"oor} p;‘.i)/

i . ¢ . Dl
) sabiraka A% sabiraka A¢s8abiraka

jedno takvo razlagenje. Skup svih takvih razlaganja oznadimo sa b .
Ako su Gpi , Gﬁz s sesy Gp;.-,. izvesne algebre (1) reda

P} s PL s eeey P}, onda razlaganju §i odgovara izvesna algebra

. . . i > .
(G‘Rt ’ Gﬂc g eoey G‘ﬁ; 3 seey prlii 9 %?ﬁ 9 esey GP{:-‘) .
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06: .
i v
Razlaganju 0i prema stavu 3.2.2 odgovara ' , B(p,}fk, 1
V=1 )\;l;

neizomorfnih algebri (1) reda ntl .

Razliditim razlaganjima 6i i ; , prema lemi 3.2.3, odgo-
varaju razlifite neizomorfne algebre (1) reda ntl .,

Prema tome broj B(n+l) zadovoljava sledeéi uslov

Stav 3.2.4
<N

B(pj)tAS, -1
(10) B(n¢l) >Zﬂ[ (o)t Ay

6ced v I\ip



IV, AUTOMORFIZMI UNIVERZALNIH ALGEBRI

4,1, U ovom delu tretirademo problem veze algebarske struk-
ture i njene grupe automorfizama. Rasmatratemo konstrukeciju uni-
verzalnih algebrisa unapred datom grupom automoffizama.

4.2, Neka je Z jedna primitivna klasa univerzalnih algebri.
Z moZe biti klasa semigrupa, grupa, prstena ili klasa grupoida
kod kojih vazZzi zskon X.y = Y.(x.x) i sliéno. Klasa Z Jje karak-
terisana mnoStvom zakona koje treba da ispune njene operacije
/éije duZiine mogu biti 0, 1, 2, .../. Tako, klasa semigrupa je
karakterisana zakonom X.(Y«2z)=(X.y)ezZ. Sa Z Céemo ujedno ozna-
¢iti i mnos8tvo zakona klase Z.

Ako je G data grupa i Z klasa Abelovih grupa onda u Z po-
stoji bar jedna Abelova grupa A takva da se G moZe izomorfno.
potopiti u grupu automorfizama grupe A [7]. Ovu poznatu teore-
mu iz teorije Abelovih grupa proSiriéemo utoliko Sto éemo doka-
zati da vazi i pod pretpostavkom da je Z bilo koja primitivna
klasa univerzalnih algebri, odnosno dokazaéemo sledeéi stav.

Stav 4,2,1 Neka je G data grupa i neka je Z data primitiv-
na klasa algebri. Tada u Z postoji bar jedna algebra A takva da
se G moZe izomorfno potopiti u grupu automorfizamg algebre A.

Dokaz. Neka je G={:i, fy 8 +..} data grupa, gde je i
jediniéni element. Neka je x proizvoljan simbol. Formiraéemo
skup rec¢i u €ijoj izgradnji udestvuju x, i, £, g€y eo. i sim-
bobdi O, Jj&J koji odgovaraju operacijama duZine nula date kla-
se Z., Neka je F sistem svih operacija klase Z.

Reéi uvodimo na sledeéi nadin:

1° x, 0, (jeJ) su redi.

J

2° Ako su Wiy Woy eesy W, reli i WeF bilo koja
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operacija duZine n ( > 1) onda je i (W1, Woy eoey W)@ red.
3° Ako je w reé¢ onda je i (w)f red za svako feG.

Skup svih rei definisanih ovom definicijom oznaliéemo
simbolom W.

U skupu W uocavamo sledeéi sistem zakona 2
1°v 2 uvrsiéujemo svaki zakon W= Wy iz Z.
2° ((wlf)g = (wif.g) (wew; £,g8, feg8c G)
3° (W) s Woyeee W )0) £ =((W) £, W) £y0en, (W) £)w
(wWeF, w,e W, fe@G)
4° (wyi=w (weW; ic @)

59 0y £~ 0 (teG, jeJg).

U skupu W uvodimo sledeéu binarnu relaciju ¢ :

WS Wy, &> odwy se moZe doéi do W, posle konacne
primene izvesnih zakona iz Z°.

Ovu felaciju éemo zvati
éemo w; = w, (mod Z°).

mod Z° i umesto w19 v, pisa-

Uvedena relacija je relacija ekvivalencije.

U kolidnik-skupu K = W/= mod Z' uvodimo operacije ko~
je odgovaraju operacijama iz F na sledeél nacdin.

Simboli O'j (j€ J) su ssmo~ekvivalentni pa njima dodelju=~
jemo ulogu operacija duZfina nula u K.

Ako je WeTF bilo koja operacija dufine n( »” 1l)njoJ dode-
ljujemo sledeéu operaciju u K

(0'13 Cwas s0ey G'gw* = c('l"Z""‘lwn)u’

gde Cw oznalava klasu ekvivalencije reé¢i w, odnosno element
skupa K.

Uvedena operacija je jednozhaéna jer ako je wy= wy (mod Z'),
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W, = w2' (mod 2°), evey W, wn’ mod Z' , onda se od redi wy
i 1,2, ¢esy, n posle konalne primene zakona iz 7' moZe doéi

do redéi wi’ (i=1, 2, ¢e.o n), pa Je

(W] 9WoseceyW )w = (wl’,wa’,...,wn_') (mod Z?).

Na taj nadin u K se prenosi sistem operacija F. Ovako dobijena
algebra (K, FP) pripada klasi Z jer su u 2Z2' uvrséeni i zakoni
iz Z.

Dokazademo da algebra (K, F) ispunjava zahteve stava, od-
nosno da algebra A iz iskaza stava moZe biti (K, F) .

Svakom elementu f € G pridruZujemo sledele preslikavanje
f? gskupa K. Ako je Cy original onda je slika C s odnosno

(w)f
9 -
(Cw)f = Qumf (Cwé K).

Uvedeno preslikavanje f' je jednoznalno jer ako ng Cm
onda je w= w' (mod Z°’) pa je i (w)f=(w?)f (mod Z°’) odnosno

—-—

= C .
((}W)f (wn I

rreslikavanje f* je preslikavanje skupa K na skup £ Jer

ako je Cy €K bilo koji element onda ( Cryygu)f® = Cluysu)s ™

= C(w)(;?{)zc(w)(i) = cw hd

Preslikavanje f' je 1-1 preslikavanje, jer ako je

(c )£ =(C,_ )£’ onda je Cow.yt = Gw,)g » odakle
1 2 1 2
c((w‘H){" - c((w:.H)S" t3. 0'1-—* cwa ¢

Na taj nadin f£' je permutacija skupa K. Ako je weP bilo
koja operacija onda je

((Cwl, 0'2, cesy C'Lw)f' = (¢ )f’:

(Wy 5 12; crey W)W
= C((wl,wa,...,wn)w) £ c((vlif,(wz)f,...,(wn)f)w
(‘Cw{ £, (sz)f’, ceey (C‘?x: £ )w
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za sve cw ’ Cw 9 esoy Cw € K, pa je £f' automorfizam algebre
(K, F)O l 2 n

Oznac¢imo sa G® skup svih f® (fe G).

Neka je Y sledeée preslikavanje skupa G na skup G’:
£ = £* (feG, £'¢ G?). Ako Je fl‘9= fa‘P onda je

(Cw)fl’ :(Cw)fa’ za sve Cwe K, pa je C s odakle

(w;fl“ qw:fg

_ . .
cw(flfa-l) - c w "’ Odavde J€ flfz = 1, tao fl— f20

Znaci, ¥ Je 1-1 preslikavanje skupa G na skup G’.

Jje

Ako su fl’, fa’ € G onda sa fl’.fa’ oznadavamo proizvod
preslikavanja fl’ i f2’.

Posto je
(C) 2y o8, = ((C01,°)2," = (C«w)fl)fa' = c“"‘frfa’:
= (C) (£7.£5)°  za sve Cy€ K 1 sve £,°, £,°€ G’ to je
(£008,") = (£y8,) (Ve)7, £,7¢ G*) .

f’

o

Na taj nadin Jje G grupa i preslikavanje ¥ : f¢
Jje izomorfizam grupe G na grupu G’.

Prema dokazanom (K, F) pripada klasi Z, u grupi automor-
fizama algebre (K, F) postoji podgrupa G’ izomorfna sa datom
grupom G.

stav 4.2.1 je na taj nadin u potpunosti dokazan, jer kao
algebru k klase Z mofemo uzeti bad formiranu algebru K.

Navodimo sledeéi primer.

Primer 4.2.2,

Neka je G={ i, £, £2/ £7= 1} 1 neka je Z skup sledeéih
zakona

2

8~ = a, ab=ba, al(bcr=(ab)c .

Tada se K sastoji iz klasa ekvivalencija sledeéih elemenata
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X, xf, XI2, X.Xf, X.Xf°, Xf.Xf°, X XL xf2 .

Istim simbolima éemo oznaditi i njihove klase ekvivalencije.
Tada grupoid K ima sledeéu Cayley-evu tablicu

x xf xt? xxf | X.xf> | xf.xf? |x.xf.xf?

x x xoxf | oxext | XoXE2 | XX £ | %0 XL XL

xf x.xf xf | xf.xt? | x.xf |x.xf.xf2| xf. X.xf  x£2

x£2 xoxt? | xf.xt? | x£? x.xf.xfé XoxXf2 | xf.xf2 |x.xf.xf?
Xexf x.xf X.xf x.xf.xf2 Xoxf x.xf.xfe x.xf.xf2 x.xf.xfe
202 | xexf? | xexfuxf?| xoxf? |Xoxfoxf?| xoxf? |xexf.xt?|xoxfoxts
2.xf? |x.xfoxt?| xf.xt? | xf.xf? |x.xf.xr? x.xf.xt?| xt.xe? |xoxt xt?
:f.xf2 x.xf.xfa x.xf.xfz x.xf.xfz x.xf.x£2 x.xi.xfa x.xf.xfa x.xf.xfa

Dobijeni grupoid je izomorfan sa grupoidom (P’(S), U) gde
s=<{ x, xf, xf2} i gde P’(S) oznadava skup svih nepraznih pod-
skupova skupa S.

4,3, Svaka algebarska struktura ima svoju grupu automorfi-
zama. Ovo je Jjedan od najvainijih stavova u teoriji algebarskih
struktura. G. Birkhoff [8] je dokaszao jedan stav koji se moZe
shvatiti kao inverzan tome stavu.

On je dokazao da ako Jje G grupa sa o elemenata onda postoje
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1° algebra G sa £ elemenata i & operacija duZine 1,

2° izvestan parcijalno uredjen sistem sa o2+ d eleme-
nata,

3° izvesna distributivna latisa, ¢ije su grupe auto-
morgizama izomorfne sa grupom G.

Na osnovu ovog stava ne mo¥e se zakljuditi da 1i postoji
grupoid sa unapred zadatom grupom automorfizsma G.

Mi demo dokazati stav 4.3.4 koji izmedju ostalog to potvrdjt
Jje i predstavlja dopunu navedenog stava G. Birkhoff-a.

Neka je G={1, &, «ss } (1 jedinidni element ) data gru-
pa i neka je G={1’, a°’, .++} Tregularna reprezentacija grupe
. [ x
G, gde jJe a’“(xa)xeG (VaeG) .

Za skup G pretpostavlijamo da je dobro uredjen i da mu je
1 prvi element.

Neka je n(> 1) odredjen prirodan broj. U skupu G2 uvodimo
relaciju = mod G® na sledeéi nacin:

(X35 Xpy eeey Xp)= (F1s Tos eeey Ty) (mod G?)
ako i samo ako u G? postoji bar jedan element f takav da je
¥i= xlf, Jo= xef, seey Y= xnf.
Uvedena relacija‘,je relacija ekvivalencije skupa G2,

VaZzi sledeéa lema.

Lema 4.35.1 U svakoj klasi ekvivalencije nalazi se jedan
i samo jedan element oblika (1, Xpy eeey X,)e

Dokazg Neka je C bilo koja klasa ekvivalencije i neka je
(yl, Tos eees Tp) bilo koji element te klase. Neka Jje f€ G’
takvo preslikavanje da Je 1lf-= M Tada
(F19 Tos eves yn)s(ylf'l, yzf"l, ceny ynf"l) (mod G*)
odnosno
(Fys Tos eees Tp)= (1, yaf"l, ceey ynf'l) (mod G’),
pa C sadrzi bar jedan element navedsnog oblika.
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Pretpostavimo da se u C nalaze (1, X5y ecey Xp ) i
(1, 2%y ooy x,°). Tada je

(1, Xoy eoesy xn)E(l, X% eeey X,°) (mod G?)
pa za neko f€ G’imamo
1f= l, xzfz 12’, sseyg xnf: In’.
Medjutim, prema definiciji regularne reprezentacije, iz

1f =1, dobijamo da je f identildko preslikavanje, pa Je
(1, Xpy eeey Xp) = (1, X5y eeey X,') , Sto dokazuje lemu.

Prema dokazanoj lemli svaka klasa ekvivalencije ima oblik
c(l’xgvo,o.,xn):i ( i1, fo’ M x1’.1.1.)/ fGG’}
i ima isti kardinalni broj jednak kardinalnom broju skupa G.

Na osnovu dokazane leme dokazujemo sledeéu lemu.

Lema 4.3.2 Svako preslikavanje
(1) (I’X2,ooo,xn % 32,3’.‘.’n)z(xz,xa,...,xn; Xz’a’...ma)

moZe se produZiti u operaciju Wp /duZine n/ skupa G tako da
svaki element iz G’ bude automorfizam za (G, We).

Dokaz. Svaki element iz G" se moze jedinstveno prikazati
u obliku ( 1f, XLy ooy x,f) gde je £ izvestan element iz G’.

Operaciju Wy /dufine n/ uvodimo na slededi nadin
(2) (lf, xaf’ ce ey xnf)alpz y(a,a,‘..,n,f

(X5y eeey X € Gy £€6°)

gde pretpostavljamo da Jje T(2,3,00040) odredjen pomodu (1),
odnosno da Jje ®y praizvoljno odredjeno preslikavanje.

Tada, ako je g€ G’ bilo koji element, onda je sa jedne
strane

(lf' x2f, ce sy xnf)%g = y(2,3"..’n)fg ?
a sa druge strane Jje

(1 fg' Xng’ ceey xnfS)w‘P = y(a’a’."$n} fg *
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pa je
(1f, x,f, ouey X F)WpE = (1£g, %,£8, .., x fg)
(VXpy ooy X €G; VI, geG),
odnosno svaki element iz G' jeste automorfizam za ( G, wy).

Na taj nadin je lema 4.3.2 u potpunosti dokazana.

Na osnovu ove leme ne mo¥e se zakljuditi da (G,%+) ima
grupu automorfizama G’ bez obzira kakvo bilo preslikavanje
definisano pomoéu (1). Tek na osnovu sledeée leme moZe se do~
kazati egzistencija bar jednog preslikavanja ¥ za koje ée to
biti ispunjeno.

Lema 4.3.3 Neka je ¥ preslikavanje definisamo na sledeéi
nacéin

(3) (1,1,.00,1,8)¥=8 (VvaxdaeG; (1,1,...,1,0€G6") ,

gde je a naslednik elementa a pri pretpostavljenom dobrom ure-
djenju beskonaénog skupa G.

Ako je ¥ /definisano pomoéu (1) / proizvoljno produZenje
preslikavanja V¥ , onda je operacija Wy definisana pomoéu (2)
takva da je G' grupa automorfizama za (G, We) .

Dokaz. Pre svega, ¥ se mo¥e produtiti u¢¥ , a¥ u wy |,
na osnovu leme 4.3.,2, tako da svi elementi iz G' budu automor-
fizmi za (G, We) .

Sa S(G) oznadiéemo simetriénu grupu skupa G. Dokazalemo
da u S(G)\ G’ nema automorfizama za (G, W¢).

Pretpostavimo da je £ bilo koJji automorfizam za (G, W ) za
koji je 1f= 1. Tada prema (3)
(1, 1, vvey 1, af)¥= &f,
odakle prema (3) zakljudujemo da je &f naslednik elementa af
af - E, (Vva€ G). PoSto je 1f=1, na osnovu principa transfi-

nitne indukcije zakljudujemo da je af= a (Va€eG)pa je f
identiCko preslikavanje.
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Ako sa A oznaldimo grupu automorfizama za (G, Wy), onda
prema dokazanom u A se nalazi jedno i samo jedno preslikavanje
f za koje je 1f= 1.

Neka je a bilo koJji element iz G. Tada u A se nalazi bar
jedno preslikavanje f, za koje je 1f= a, jer na primer la’= a
(a’e g?).

Ako je flé A bilo koje preslikavanje koje prevodi 1 u a,
onda £,£71 (€ A) mora da prevedi 1 u 1, pa je £;£71=1I, odnosno
f1=-f. Znacéi u A postoji jedno i samo Jjedno preslikavanje koje
1l prevodi u a (a€ G). PoSto to vaZi za svako a€ G, to je A=~ G?,
pa je lema 4.3.3 dokazana,

U sludaju da je G={ 1, 8oy esey ag} konac¢an dobro uredjen
skup (1= 85 ¢ eee € ag) preslikavanje w moZe se definisati na
sledeéi naéin

(l,ooo,l’l)\‘) 232, (1’000,1,32)\‘/: 85’ seey (l,l,oco,l,ag)“jzl,
pa opet vaZi tvrdjenje odgovarajule leme 4.3.3.

Na osnovu lema 4.3.1, 4.3.2 i 4.3.3 neposredno sleduje
sledeci stav.

Stav 4.3.4 Ako je G data grupa i n(> 1) dati prirodan
broj tada se u skupu G moZe definisati jedna operacija w
/duZine n/ takva da je grupa automorfizama za (G, W) izomorfna
sa grupom G.

Primer 4.3.5. Neka je G={1, a, b, ab / ab=ba, a°= b°= 1}

Klein~ova detvorna grupa i neka je n= 2.

Skup G dobro uredimo na sledeéi nadin 1ls< a< b.<ab. Grupa
G® ima sledele elemente

10= labab , a’= la bab , b 1 abdab , (ab) 7= labab
{11 ab ab alsab b babl a eabba 1

a skup G/zmod G* sastoji se iz sledelih klasa ekvivalencija
0(1’1)={(1,1), (a,a), (b,b,, ab‘,ab)}
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c(l,af{(l’a” (a,1), (b,ab), (ab, b)}
C(l’bf{(l,b), (a,ab), (b,1), (ab, a)}
C(l,abf{(l,ab), (a,b), (b,a), (ab, 1)}.
Preslikavanje w Jje u ovom slufaju definisano na sledeéi
nadin '
(1,1)w=a, (lL,a)¢¥ = b, ((1,b)¥ =ab, (1,ab)¥=1,

a operacijd w definisanoj jednakoSéu (2) odgovara slededa
Cayley-eva tablica

1 a b ab

1 a b ab 1

a | ab 1 a b

b a b ab 1

ab ab 1 a b

Dobijeni grupoid ima grupu automorfizama G?

4.4, Konstrukcija navedena u 4.3 za n=1 ne dovodi do al-
gebre ¢ija je grupa automorfizama G', Medjutim, tim postupkom,
kao Sto éemo pokazati, neposredno se dokazuje prvi od navedenih
rezultata G. Birkhoff-a.

Neka je G={1, £, g, ...} /1 jedinilni element/ grupa
¢ija je Cayley-eva reprezentacija grupa G’=w{1', £%, 8%y eoe} o
Radi formiranja operacija duZine 1 /preslikavanja skupa G u
skup G/ za koje su elementi iz G* automorfizmi u skupu G defi-
nisadéemo sledeéu relaciju ekvivalencije (= mod G?)

X; = X, (mod G*) &> dfre g, X, =% £’

PosSto je G’ regularna grupa to svaka dva elementa iz G se
nalaze u toj relaciji pa je G/ - poq g* Jednoélan skup. Svaki
element f€ G se moZe Jjedinstveno prikazati u obliku £ =1f?
(£'¢€ g7).
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Ako je w operacija duZine 1 skupa G ked koje je 1W= a
/a izvestan element iz G/ i za koju je svaki od elemenata iz
G’ automorfizam onda iz lw= a dobijamo 1f'w = af?, odnosno:
fw = af? (Vf€G).. Na osnovu toga operacija W 2za koju je
svaki od elemenata iz G’ automorfizam je odredjena poznavanjem
1w , Ako je 1W = a, operaciju @ éemo oznaditi sa ‘Ua. Nepo~
sredno se zakljuduje da svaka od operacija w, (a€G)ima
svaki od elemenata iz G® kao automorfizam.

Algebra A=( G, w,, W, Wer ooe ) ima takodje svaki
od elemenata iz G’ kao automorfizam. Dokazalemo da je G’ grupa
automorfizama algebre A.

Pretpostavimo da je P bilo koji automorfizam algebre A
koji 1 prevodi ul (1¥= 1) . Primenom ¥ na jednakosti

19 =1, 1w, = ¢ 19, =8 ...

dobijamo

1“’1=1, 1w, = £, 1wg= EPy eoe s

odakle je £=£¥, B=8P 4 eee 4 tje x=x¢¥ (VxcG )pa je
identidko preslikavanje skupa G. Znaéi, u grupi automorfizama
algebre A nalazi se samo jedno preslikavanje koje prevodi 1 u 1.
Slicéno kao pri dokazu leme 4.3.3 zakljucujemo da se u istoj
grupi nalazi samo po jedno preslikavanje koje prevodi 1 u a

gde je a bilo koji element skupa G.

Na taj nacin je G® grupa automorfizama algebre A i navede-
ni rezultat G. Birkhoff-a je dokazan.
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