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1. linogi procesi -~ u prirodi, fizidki, bioloéki,
procesi u Covekovom organizmu, razni tehnolodki i ekonomsiki
procesi, itd., Jesu procesi kojima se moZe upravljati; zato
Jje razumljivo Sto se postavlja problem kako upravljati talvinm
procesima na najbolji moguéni nacin, odnosno kako odabrati

optimalni parametar upravljanja,

Matematidki formulisani, takvi problemi spadaju u
oblast varijacionog racduna; medjutim, kako se pokazalo, mno-
gl problemi vaZni za savremenu tehniku nisu se mogli redavati
klasiénim metodama varijacionog raCuna., Proulavanje jedne kle-

se takvih probgeme bilo je c¢il] naSeg istraZivanja, &ije re-

zultate iznosimo u ovom radu,

2. Najpre cemo navesti osnovne pojmove i &injenice
koji sa odnose na jednu klasu takozvanih neklasiénih varija-
cionih problema, a koji su inace tokom poslednje cccenije bi-

1i predmet mnogih monografija (na primer [11,L[23,043,0111)

Ia kraju ovog uvodnog dela bide formulisane tcorcma
1 (v.0'8]) 1 teorema 2 (v.022)), koje daju neophodne uslove optimal=-

nostl za razmairane provleme,
U nizu problema pomenutog tipa ispituju se procesi

kretanja objekata koja se mogu matematilki izraziti sistemon



difcrencijalnih jednad¢ina u vektorskom obliku

& = o(x0), (D

. 1 "
gde je x = (x7, xz, cess xp) vektor faznog prostora X koji

u svakonm momentu odredjuje stanje objekta upravljenja, 2 u =
1 2 r N ) i ss A

= (U, Uy eeey W), T < n, parametar upravljanja koji od-

redjuje tok procesa, dok je t vreme; P(x,u) = (fl(x,u),

f2(x,u), ceey fﬂ(x,u)) predtcavlja vektorsku funkciju koja

karakteriSe proces upravljanja.

Da bi se reSio sicetm diferencijalnih jednadina (1),
neophodno Je znati na koji se nadin menjaju u toku vremena
perametri upravljanja uj, J=1, 2y ¢eey e Ako je poznato
ponaianje funkcije upravljanja uj(t), J =1y 25 esey Ty

t > to, moZe se iz sistema od n diferencijalnih Jjednalina

2t = £i(xl, 22, eeey 25 uT(ET, US(E), eee, uT(E))  (2)

(i = 1, 2, evey n)

jednoznacno odrediti kretanje objekta upravljanja za +t > Ty
ukoliko Jje poznato njegovo poletno fazno stanje za t = to’
Sto sledi iz teoreme o egzistenciji i jedinosti refenja :i=-

stema diferencijalnih jednalina (videti, na primer, [9],010]).

3. Varijacioni problem koji se odnosi na objekt u-
pravlijanja (2) sastoji se u sledelem: rasmatra se fuakcional
t,
Jd = S fo(xl, x2, vesy X103 ul, u2, ceey ut)dt (3)
«to .

. . s ' 2 ry
sa zadatom funkcijom fo(xl, x2, ceey < ul, Uy eeey W T3



o J . .
gvakom upravljenju u“(t), j=1, 2, ...y r, 2zadatom u nckonm

intervalu to = % é:tl, odgovara odredjeno znalenje funkcio-

Nopomenimo da Jje u ovom radu rel o takozvanim auto-
nomnim procesima izragenim sistemima diferencijalnih jednali-
na oblika (2),., Naime, iz autonomnosti sistema (2) (to jest,
zvog Cinjenice da leva strana jednalinf sistema (2) ne zavisi
cksplicitno od vremena t ) sledi da se svoistva parsmetara
upravljanja u(t) koja utilu no ponadanje razmabranog objek-
ta upravljanja ne menjaju ako se parametar upravljanja u(t)
translatorno pomera duZ ose t, Drugim redima, ako je u(t),
to <t é-tl, parametar upravljanja pod ¢ijim se dejstvon ob-
jekt upravljanja (2) prevodi iz faznog stanje X, u fazno
stanje X;, a funkcional (3) dobija odredjenu vrednost J,

-

2 za praizvoljnu realnu vrednost h, parametar upravljanje

(s
0]

u(t+h), t,~h st < t;-h, daje potpuno isti efekat,

Pretpostavimo da postoji parametar uprar 1janja

u(t) pod &ijim dejstvom objekt upravljanja (1) dospeva iz pos
Cetnog faznog stanja xb = (xé, xg, ...,‘xﬂ)
no fazno stanje Xq = (x%, x%, ceey x?) za vreme tl - to

u zadato konal-

koje nije Tfiksirano,

. Traii se parametar upravljanja ud(t), 3 =1, 2,
ceey Ty koii objekt upravljanja (1) pravodi iz polctnos faz-
nog stanja x, u tonatno fazno stanje x; talko da pri tome

funkcional (3) dostiZe ninimalnu vrednost,
U slucaju kada je funkcija fo(xl, xg, eeoy X ut



ue, vees UT) = 1, funkcional (3) svodi se na J = Ty = % 1

varijacioni problem ko ji smo formulisali svodl se na problem

nalaZenja uprav ljanje u(t), t, €% = %, pod ¢ijim Ce dej

stvom objekt upravljanja (2) za najkrade vreme dospeti iz zes

datoy poletnog faznopg stanja x, = X(to) u zadato koralno faz-

o)
no stanje xq = X(tl), to jest na takozvani optimalni problem

u smislu brzine dejstva.

Lo U problemima savrenene teainike parametri upravlja-
nja su ograniceni strukturcm samog objekta upravijanja, i ma
da se u metematidkoj formulaciji problema optimalnog upravlja-

S

nja mnostvo parametara upravlijenja U moZe smatrati »roizvolj-

nim, najvide su se izudlavali problemi sa ogrenilenjima u odno-

su na mnoitvo U, & koJji su od velikog znalaja

N

a prirenu u

tehnici,.

Posebno je zracajan slulaj zatvorenog mnolitva U,
uj] £, 1120, J=1, 2, saey Ty koji dopulia mogulénost
ontimalnosti granicnih vrednosti parametara upravljanja, 2 u-
ravo to ne dozvoljava primenu klasilnih varijacionih metoda

pri relavanju takvila nroblema.

Na primer, u problemu optinmizacije u smislu brzine

dejstva linearnog objekta upravljanja

d“
=< = f(x,u)

- . cxos i .
u kojem su funkecije fi linearne po promenljivim X i

o
C.te
o

i =1, 2, eeegny J=1y2, eeey Ty T <n, amnnostvo dopu-

stiviih upravljenja U Jje konveksan zatvoren poliedar, opti-



malnc urravljanje uj(t), J=1, 2, esey ¥y recalizuje ded DO
¢eo konsvantna funxeija sa vrednostime u temenima poliedzra

U; prema tome, optimalno upravljanje u ovon sludaju daje pra-—
vilc po kojem perametar upravljanje skokovito prelazi iz Jjed-

nog temena u drugo teme poliedra U,

Zato se najdéesile pretpostavlja da dopusiiva upravlija-
nja pri aju anodtvu deo po deo neprekidnih funkeija, a to
gnadi da su oc¢zovarajule trajektorije kretanja objekita uprav-
ljanja (1) deo po deo diferencijabilne funkcije, $to, razume
se, iskljuduje mozudnost primene klagicnih varijacionih metoe

-

ds pri reia vangu razmatranih problema

ReSavanje takvih varijacionih problema je i1 dovelo

e
. . %)

do razzvijanja novih pravaca u teoriji optimalinih procesa™’.

Sredinom Sezdesetih godina Jje L. S. Pontrjagin sa

svojim saradnicima formulisao 1 razvio jednu novu mctodu, =

takozranil princip maxﬁlmuaaﬁﬁ) - powmodu koje sc vcona uspé-
Sno wedavaju vorijacioni prqblemi navedenog ﬁipa.
%) Par (W (%), x=(%)) mnazivamo optimelnim proce-
som ako je uwt(t), t, £ t =t%;, optimalno upravljanje, a
rija.

=(t), t.<1t s Ty odgovaraiuéa optimalna trajektor:
4 Princlp maksimuma Je prvi put formulisan u radu
{181 %L, 3. Pondrjacina, V. G. Bolﬁjaﬁskag i1 Re Ve Ganirelid-
zea 1956, podine; u to vreme, ta mefoda Je davele reienje u
nekoliko specijalnih slulajeva razmairane klase problcema, Ko-
snije je primena principe makeimuma, kao molnog aperata, proii-
rena na reSavanje i raznih klasa neklasiénih verijacionih pro-

vlerna,.



5. Precdjimo sada na formulaciju teorcme po kojoj i

sama netoda nosi naziv préncip maksimuma, Pretpostevino da

se razmatrani objekt upravlijenja kredle po zakonu

ol
i

== = F(x,u)e (4)

ch

QJ

Velitorske funkeije f£(x,u), i =1, 2, eee, n, neprekidne

xl, Xg, ooy xﬂ, u 1 neprekidno diferen-

cijabilne po promenljivim xl, X2, coey =

]

E-

u po promenl jiv:

[ 4
Dopustivo upravljanje u(t), T, 5t £ %., u(t)eU
e
(zde je U kompaktno mno$tvo deo po deo neprekidnih funkci-

ja)sprevodi objekt upravljanja iz faznog stanja x u fazno

]

stanje x; ako odgovarajule redenje Jednaline (4) zadovoljae

va graniéne uslove

X(to) = X x(tl) = Xpe

O’

-

leka je, osinm toge, date

Cd
O
K
[
-+
o
5,
ry
Q
H'

Ctle
o

koja Jje u celom prostoru XXU definisana i neprekidna zajed-
o1L°
no sa svojim parvijalnim izvodina eyl 1 =1, 25 eeey No

Optinmalninm uvpravljanjem u(t), +.< © < %,, naziva

se oxno dopustiveo upravlijenje koje objext upravlijanje (4) pre-
p:d

vodi iz faznog stanja o Y fazno stanje Xy talo da pri
tom funkcional
t1
o -
o= 8 £9%x(t), ult))at (5)
to

destilfe minimalnu vrednost¢ odgoverajuda trajektorija =(t),
to £t s tl, koja zadovoljaeve grearniléne uslove x(ﬁo) = Zg

X(tl) = Xy, nasiva se optimalnom trajektorijom. iko fazain



- 1 2 n . - \
koordinatama X7, X°, eeey X, koje se mengaju po zakonu (4),
- - ~ » - 0 3 3
odnosno (2), pridodemo jo3 i koordinatu x koja se menja po
zalonu

2.0
ax o, 1 2 1
= f (ng 3 eovey }{ﬂ)’
dobijamo sistem diferencijalnih jednacdina

i .
. = lx,u), i=0Q, 1, eeey, 0, (6)

At

ili, u vektorskonm obliku,

= o —. o
& = IEw, (67

sde su % = (x°, Xl, eeey T = (29 %) i T(E,) = (£°%(x,u),

eeey TH(xyu)) vekbtori u n + 1 - dimenzionom faznom prosto-

=

ru Ko

Leka je (u(t), =(%)), Tt =t =t;, dopustivi

o
proces“) s polethidm uslovon X(to) = X3 sa §5 = (0, XO)
(to jest EB = (0, X 5 eves X J)) oznadidemo tallku prostora X,

e reSenje sistema (6%) koje odgovara dopustivor upravljaniu

u(t), %, =% 1%y, s poletnim uslovom x(t,) =

O O’
2
%° = §C £O(x(%), u(t))at, = = x(t),
o]
aza Tt = tl Je
t,
L =) Oxe), wtda = 5, X = %y,
Lo

*/ popustivim procesom neziva se par (ul{t), x(%))

Loji se sastoji iz upravljanja u(t) i odgovarajule trajck-



£to zrati da za t = By trajelitorija %(%) sistema (67), ko-
ja polazi iz telke X(t,) = X , prolazi kroz taliu X = (3,755
Ao oznalCimo sa P pravu u n + 1 - dimenziozomn volk=-

o
(@]
0
rj
O
3
o)
mn
®
s}
[
(0}
[0}
]
0n
ct
[0]
i
Y
~
[}
%\
~
k4
(6]
=
o
s
(S
S
-
il
b
[
-
Y
B
O
i_J
€2
N
e
B
3
(@]
N

u
tacku sa koordiratom =X = J koja leZi na pravo] P

o~

U tom sludaju, formulisani varijacioni pioblen se no-

ze iskazati u sledelen obliku

U n+ 1 - dimerzionom faznom prostoru X date su

[

talke ¥ = (0, XO) i prava P koja je paralelra osi =x
prolazi kroz tadku (0, Xl). Treba odrediti dopustivo uprave

lianje u(t) =za koje odgovarajuda trajektorija *x(+) sistena

~
o
~
Nt
w

poceinim uslovom E(to) = X, preseca pravu P tako da

. " . . . . (o]
prescecna tacka ima nojmanju koordinatu x7.

o

2 bismo Tormulisali teoremu = princip makesimuma -
koja daje reSenje postavljerog vrcblema, mi demo pcred osnov-—

moe sistema (6) rozmatrati i sistem jedradina sa pomoénin nro-
o Py

o
avy C k
- i
i o £™(=,u .
—‘;;'Zt“"" - = i“"“‘\y)_, i = O, 19 voey 1l K7>
(€A - PAYS
k=0 X
k0ji, za dati dopustivi proces (u(t), x(t)), &, ¥ < tyy 8

poéetnin uslovom E(to) = X, mozemo napisati u oblilku



n
d* 53 £ (x(t), uls))

i
k=0 X

Yo (7
(i = 0, l, veoy n);

a to je lincaran homogen sistem koJi za proizvoline poceinc

vrecnosti W i ina jedinsiveno refenje VY = (‘i’ 3.’ 5599 ‘l’n)
definisano u celom intervalu 'b £ 3 s ’cl definisancoti dopu-
stivoz procesa (u(t), x(t)) i, kao i trajektorija =(t),

neprekidno i deo po deo difewxrencijabiino,

Ako se uvede tekozvana Hamilitonova funkcija
% (Poxu) = (¥, T(x,u)) = Z y kfk(x,u),
k=0

tada se sistemi (6) i (7) mogu pomolu te furkcije napisati u

obliku Hamiltonovog sistena

. |
—g-j'é"— = 9\.}/ Y il = 0, l’ seeyp Il (8)
1
d¥y d3H .
.-—d-{_.}- = - axi » 1l = O, l’ L) ils (9)

Dakle, za proizvoljno dopustivo upravlijanje u(t), T, =

<t < ty, 1 za dat poletni uslov 'Ec'(to) = X,, dobija se iz

sistema (8) odgovarajula trajektorije

R(t) = (x0(1), TE(t)y eeeyp T2(E)),

2 zatim i reSenje sistema (9)
P(8) = (Y1), ¥1(8),y waey ¥, (8))

koje odgovara funkcijara u(t) i X(%).
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Za konstantne vredrnosti W i x, funkcija A za-

visi samo od parametra upravljanja u ¢ U. Reka Je

JUL (V¥,x) = sup%( ¥ ,x,u).
ue

Ako ©e supremum nepreckidne funkeije % dostizZze u ucko] tad-
ki u e U, da je M(w s ) naksinum funkeije H ze fik-
sirone vrednosti ¥ i x, Zbog toga se sledela teoreno, ko-

-

Jja predstavija neophodan uslov optimalnosti, a

;_s.
R

ju sustinu

izraZava relacija (10), i naziva principom maksimuma

ci
JI
(2

Teorema 1, Neka je wu(t), t, <
dopustivo upravljanje kojem odgovera trajektorija
T, & T £ %, takva du Je Z(t,) = 5,, =(tq)e€ P, za

optimalnost vrocese upravlijanja (ul(t), x(1)), IR A
étl, neophodna je cgzistancija takve vcktorske funkci-
Je % (t) = (Vo(t)o \Vl(t)’ esey \Vn('t)), qj(t) # 0, ko=
a odgovara procesu (u(t), %(t)) s obzirom na relacije

38) 1 (8) i za koju su ispunjeni slededéi uslovi:

Lo Code

K (v (), =), ut))
= Mew ), =), ve [t 6] (10)

it
il

1°  max (¥ (%), x(t), u )
ueU

20 za T = tl: \{/O(tl) < O, M( E(“L-':L) 935(4‘51)) = 00(11)

o

o Za problem opiimalrosti u smislu brzine dejstvae,
tcorcma 1 ¢e imati nedto izmenjen oblik., Laime, u tom slulaju

jr %=, w) =1, tc je
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, L
ko uvedemo funkeiju H(Y, X, u) = Zi ﬁé T (x,u), gde jc ca

Y  oznaden n-dimenzioni vekitor VY = (%}l,\yz, eeey ¥V ),y ta-

":{i 2 . ™
T e TeLeZ e (2)
dy s 21 .

w = T5Te =12 e m (137

Za fiksirare vrednoeti Y 1 x, H predstavlja funkeiju

w

parametra u C¢iji demo suprcerum oznaliti sa

uel)

Xako Je /4 ( ¥,x,u) = H(¥ ,x,u) + Yo imamo da Je

H(Y,x) = A(¥P,x) - v

O,

Sto znall da se uslovi (10) i (11) tcoremes 1 svode ne

H(W (), x(4), u(t)) = (v (t), (%)) =-v, 20,
Prena tome, moZe se formulisati sledela teoremag):
Teorema 2, Xeka je (ult), =(t)), %t = t<

siﬁ} dopustivi nroces koji prevodi objeckt upravljanja

iz faznoz stanja X, = x(%o) u fazno stanje =x; = x(Lq).

i

Za optimalnost u smislu brzine dejotva prccesa  {(u(t),

lz!

x(t)) necovhodna je egzis tancija takve odgoverajuce™ %)

Vek‘LOZ‘SI{G furll{(}ijc Y (t) = ( ( ), \ij (v/, ceey Y.Y.(—b)),

®) v. 91 i [22]

#%) Odzovarajuca u snislu sistema (13),
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Vv (1) £ 0, za koju vaZe velovi:

1° max H(w (), x(t), u) = H(v(t), x(+), uls)) =
ue

i

Y (8), =(5)), ¥ be [5,%q]. 22
2° mat = ty: H(¥(%p), x(3), ulty)) =
= (v (%q), x(ﬁl)) z 0. (15)

»

7. Sada Zemo ukratko izloZiti sadria] ovo

U prvom poglavliju se formulise priancip maksinuna za
lincarmi problenm optinizacije u smiselu brzine dejstva ze slu-
aj sa poXxretnim krajevima. Pretiiodno sz polazni sistenm difcs

0
rencijalnih linearnih diferencijalnih jednadina

koji karakteride ponalanje razmatranog objekta upravljanje, li-
nearnom transformacijom zamenjuje Jedrostaveijim linearninm si-

stemen

& zatim se uvode definicija 1 1 deiinicija 2, koje Jje Ve Co Zol-

tJdancki koristio u svom radu [ 1¥ ] prilikom formulisenjzc teo-
ja za rozmatrani problem daje necphodan i devoljan us-
lov optimalnosti u smislu brzine dejstva, uz pretpostaviku da

) H

na kojem sc proces zavidavae (takozvano termi-

nokretnin krajevima, uvode se uslovi transverzalnosii za lineg-
k- 3

arnl objekt upravljanja.
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Ya poletku drugog poglavlja izneti su rezultati V.

G. Boltjonskog koji vaZe i za sluCa] kada je terminalno mno-

stvo Il; stabilno, ali nije i jako stabilno (lema 1, lema 2
i posledica te lemej}.Iema 3. . : koja se koristd u daljem izla~-

anju, utvrdjuje vaino svojstve konveksnih mnostava n-dinen-
zionog euklidskog faznog prostora X, Pored ostalog, u tom po-

glavliju pojavljuju se definicija 5 i definicija 6, koje sam

uveo u svom radu [30] i koristio u formulisanju rezultata o-

vog istrazivanja.

Princip maksimuma, u obliku teoreme 4 i tceoreme 5,
koje daju neophodne i dovoljne uslove optimalnosti za razma-
tranil problem s rpokreinim krajevima, predstavlja glavni deco
tog poglavlja, Pomenute teoreme sam formulisao i dokezao u
radu [20]; one se odnose na sludaj kada je terminalno mnostvo
Hl stabilno, ali nije i jako stabilno.

U tim teoremama koristio sam lemu 4 1 lenu 5, koje

sam takodje formulisao i dokazao u radu [20].

U trelem i ujedno poslednjem poglaviju ovog rada da-
ti su kroz teoreme 6, 7 1 8 aovol;nm uslovi optimelnosti koji
se odnose na neke specijalne sludajcve razmetranog problena,
Heki od tih razultata su veé objavljeni u radovima [2¢01 i [27].

U teoremi 7 koristi se i takozvani pojalani uslov transverzal-

1psti u desnom kraju, koji sam uveo u radu (211,

U ovom poglavlju navedena su i dva primeira; dck prie
mer 1 gluZi za ilustraciju teoreme T, preko primera 2 je dolko-
zano da uslov naveden u teoremi 7 ne predsiavlja neophodan uce—

lov optimalnosti (videti [211),



Tcorena 8, kojo proizlazi iz teoreme 6, 1 lowa 6 su
neophodne u recalizociji postupka kojinm sc, na kraju ovog nogla=-
vlja, dokazuje teorema 9,

Rezultati k. je sam formulisao 1 dokazao u drugom 1
tredem poglavlju ovog rada zaokruzuju problematiku kojo se od-
nosi na one sludajeve rozmatranog -inearnocg vroblema optimal-
nog upravljanje s pokretnim krajevima u koJima je terminelno

unostvo ki stabilno, ali nije i jako stabilno,



b4

LINEARNTI PROZBLILI OPTINIZACIJE

a3 T TIIW OV TSANTA
U SUISLU BRZINE DODJSTIVA

1, Xao &to Jje releno, princip moksimuna uveden Je
kao necophodan uslov optimalnosti, liedjutim, kada je red o 1li-
nearnom problemu upravijanja u smislu brzine dejstva, princip
maksinmume predstavlja ne samo neophodan veé i dovoljan uslov
optimalnosti, 5to su dokazali R. V. Gamkrelidze [22],[23, za pro-
blem sa fiksiranim krajevima, i V. G, Boltjanski [ I¥] , za

problen s pokretnin krajevima,

Primetimo da u linearnom problemu Hamiltonova Ifunlici-

ja H dobija slededi oblik

n
s {
H = %’k (‘Zi a?xa + ZE; ??u ) =

Y (Ax + Bu) = VY Ax + y DBu,

it

sde je A kvadratna matrica reda m, 2 B matrica dimenzija

-

L

[ 4

-

..E'
u
(@]
o’
o
=
o]
0
ct
©

s 4
=



[
(o)

imamo da je

n

u‘i’i, 1~
. ? &£ . - .
K = - a5 Yo 1 =1, 25 seey 113 (&)

to je takozvani konjugovani sistem homogenog sicicma

n
4 -
ox - ik _
F - 2 e - o,
k=1

lorespondentnog nehomogenom sistemu diferencijelnih joednadina
4] r
x E i 3 .
ﬁ “+ b- U.J, 1:-"-1’ 2’ L 2K ] n, (EE::)
k=1 =1 9

< n.
Sistem (=) moZe se napisati u vektorskom oblik
\‘V: -A_"\*/’

gde je A7 = (ay),i,k = 1, 2, .esy 1, transponovana matrica ma~

.

trice A = (aﬁ),i,

~
]
ot

-
no

-

eeesn, koja se javije u sistemu (z=:),

Kapomenimo Jjos i to da se, u linearnom problemu, us-—

lov 1° teoreme 2 svodi na uslov

max W(t) Bu = W (%) Bu(t), ¥ t<5[to,t7].
ue -
Usiov 2° ¢ teoreme postaje, medjutinm, suvidan, Laime, cpditoct

2) oblast upravijenja U Je r-dimenzioni kouvelcaon

M4
h ]

(=l
b

toordinatni poletak r-dimcnzioncs
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k%,
P
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t

Ly

~r -
w

Mol am [P T U s L QN DR U TN e -
olectak ne podudara ni ca jednim temenom policdza U,

F

E
£
pat
¥
F)

K3

Pod uslovima 1) 1 2), u izrazu

i

I(Y(Uj)a u(® )9 3‘:(%1))

i

%’(tl) Ax(tl) + %’(%1) Bu(t,)

prvi sabirak je jednak mull Jer je =(t4) =0, & drugl cabi-
- s . 1 2 r e

ral je uvek nenegetivan jer za us = eee = U =0 dLmam

da j Y (4,)Bu = 0, 3to znali da je

{
5
)]
)
,6
Pt
ci
‘,.J
et
b“j
[

Dakle, u linearnom problemu Jé uvek icpunien uslov

&

H( ‘V('bl>, X(tl), u(tl))

¢3
H
&)
o8
(%]
l._J
H.
H)
o)
0
E
‘.Jn

2, S obzirom na to da Jeprcdmel ovog

L]

problem optimizacije u smislu brzine dejstva s pokretnim kra-

Jevina, neophodno Je osvranutl se na teox remu Ve Go Doltjenskog

koJa daje neophodne 1 dovoljne uslove optinalnosti,
Reé¢ Je o obiektu upravlijanja C¢ije je kretanje u faz-

nom prostoru X (n-dimenzioni euklidski prostor) daito sicte-

mom diferencijalnih jednaline
. n r
axT ik E i3
}‘2& \ -
—— = al,_X + b.uJ, (15.1.)
O.u K.__»‘ 'S j': J

. i . i I . P s
pde =uoa 1 bj zadatl konstantni koeficijenti, ili u obli-
AN



sée su kvadratna matrica A reda n 1 matrica D dimenzija
ax > notrice s konstantaim komponentanma, dopustivi poramciar
upravljanja u  je deo po deo neprekidna funkeija (sa Lonadao
mroso prekide prve vrste) koja pripada zabtvorenom, ograni

konveksnom mnodtva U

=

Vektorska jedraline (1.17) moZe se uprostiti na sle-

deéi nalin. Ako napiSemo
u . i = l, 2, ceep 1’1, (102)

-

. . 1 2 ¥

tada smo umesto ¥ perametara upravijana Uy, U, eeey U
1 2 v s

avell n parametara upravljianja Vi V y eceey v s Sto znaci

da smo sistem (1l.,1) zamenili linearnim sistemon

1 4}

o ik i

xt = a;x + Vo, (1:3)
k=1 <

.

odnosno vekitorsku Jednalinu (1.,17) vekitorskom Jednalinon

(1.37)

e
i
é:;
+
3

S obzirom na lincarncst presliksvanja (1.2), ograni-

¢eno zatvoreno konv ksao nnodtvo dopustivih upravljanja U

sreclikele se u ogranideno zatvoreno konveksno mmodtvo V

n-dimenzionog faznog nrostora X; rozume se da su novouvedeni

“n -~ “n -~ 2 - - - - - N D e e
nekon intervalu to £ T = 11 odsovers trajektorijc =(%),

- 3 N ] R Jo [ A 0 cp w T .- L
io & % S %g, kojo za ove ¢ [tys By)y usuzev v tackama prelki-
S Remmmen - H b -~ LS > 3. N [ N 4 B W

a avljenja v(t), zadovoljava jedaalinu kretanja (1.37)



o

Gatoz objekia unravljanja., Xao to je vel weleno, ove itrajck-

torlijae se jednoznadno odredjuje iz sistema (l.3), odnosno iz
Jednedine (1.37), ako su dati dopustivo upravlijenje v(i),

Ty, S % = %4, 1 poCetno Tazno stanje x, = x(t5)e

Pretpostavimo da su u Taznom prostoru Z data mno-

t'\
o
-t
4
6]
1]
e
r—«;
;M.;
[
[8
o
C.te
(0]

(v(t)y =(£))y t,5 % €%y, zodatl

nroces; kaZe se da ta] proces prevodil objekt uprav-

-

i
1janja (l.3) iz mnosStva II. na naodtvo M, &ako su zadovolje-

-

nri tome s¢ ta- 1 naziva vrenmencn prelaska iz mnostva Il

o)
na rmostvo ml.

Proces (v(t), x(t)), t. <t = Ty, naziva se opii-

melninm ako Je nemogucdno dati objekt upravljanjae prevesti

I
£

mnodtva MO na mostvo Ml za vreme manje od tl - %

o°
S obzirom na to da Je linearni objekt uopravljaanja
(1.3) u potpunocti definisan matricom A 1 mnolivom ¥V, ce-

ighodno Jje ubudule oznalavati ta] objekt sa (&L, V),

3. Za dalje izlaganje neophodna je slededa definis
cija:
Deifinic il as- Zaitvoreno mmolsitvo il &€ L nh-

axX0 za ¥,€ i 1 proizvoljan interval by = T = tl
nostoji takvo dopustive unravljenije v(t), Ty = s tg,

ovarajula trajckiorija (1), to < %S tl, xojae



n
()

nolozi iz tadke X, = x(yj, u poitpunostl pripada mrmositTu
L:.lg tO jCS'iZ v(t) & 11, \V!vi;é(:bc’ AG-’ .
TormuliSimo sada linearni nroblem ontimalnos unrav-

-

U n-dimenzlonom fasncm prostoru X lincarnos objekia
(L, V) data su dva zatvorena kounvekena mnod
prl Cemi je mnogivo g gtabilno u odnosu na (4, Ve
i se optimalni proces (v(t), x(%)), to SEEEE SR
1 o] L - - 3 Vrom e 5 o hanlsd
koji Ce za mnajkracle vreme prevesti dati linearri oblekt

2w Harny T ~ A Sx bk
1Z mnogsyve L na manosevo Ly e

(&)
.

¢ princip meksinmuma i dovol]

s
i Ul

)

lov optimalnocti za formulicanl limceerni prodler, V. Go Bolt-
jensli je zo terminglno mmoiivo iy (to jest mmoltvo na kojom

ogranicenje izraZeno cledce

93]
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Definiciljias 2, Stabilno mnodtvo 1, nazi-
va se Jjako stabllnim ko za proizvoljno >0 posioji

otvorenc mnoitvo U, I, C U, takvo da za ¥ x € U po-
dopustivi proccs (v(t), (%)), O £its& , koji
zadovoljava uslove

x(0)

W (V% A AT alri A mairo aaramey aes
9 Topevey 1., nomocna VeillorsIn Dol

"

o B . AP G on AN " it !
ive, d0k je A7 fmanchnonevanc notrica matricce L.

U teonreni koja daje neophodan i dovol

-
s

ijan uslov opti-



o
l...l

malaosti v snislu brzine dejoiva ga lincarai objekt (&, 7)
» 2. - '_‘,‘ - »
Javijaju se 1 sledeci uslovi:

1" Uslov maksimuna, Ieka jo W(
= (‘Vl(t}ﬁ'wz(t)g ,.e,‘fn(t)) proizvolino reienje jedrna-
¢ine (l.4), a v(%), T, € v 2%y, proizvoljro dopusiive
upravijanje. Funkeije W (t), v(t) zadovoljavaju u intco-

valu t. £t € %, uslov maksimuma ako je u svakoj talki

o)
€ [ﬁo, tlj u kojod je upravijanje neprekidno
nmex V() v. = w(t) v(t). (1.5)

polazi iz murositva My x(t.) € ,s ako vazli jednckost
max¥(t,) = = ¥(t,) x(t,). (1.6)

. n r N .
.1 ~ 5 1 J
2 (3) =/ at(s) x(4) + ) b (%) w5,
k=1 K i=1 3

(i = l, 25 2009 R),



. ) ™~
bl(t) = Z. B?(t) U.a('i}), i = lg 2, seey 1’1,
1=1

>3

Ve
4
.{w
~r
i
<
o

-

[
it
-4

w
f

>
L]

[ )
.

°
+
o

~

. 1. S
Tece o r ¢ m a, ks su funkedlje o (%) 1 b7(%),

13

oY
@
+
!.h
5
'J-
0
)

K= 1y 25 eeey Iy ane i neprekidne u intexvalu

L < Lt < B, tada za ¥F5,L<t<(® 1 nroizvoljne brojeve
A . . 1 2.

eeey . poOStoje Tunkelje = (4)y Z°(T)y eeos

(%) definisane u intervelu o<t <@ kojo su rofe-

A-(%O> = XS, i=1, 23 seeg Ilo
Lo U radu [I1%F] V., G. Boltjia je formulisas i do=-

tazeo sledell teorcru koja je o

'—J »
t'}
<
=
[ 6]
ch
s
(o]
2
3
13
?Q
]
C.t
]
1o
[}
ot
o
O
k)
’-5 .
Cts
s

Teoreneae 3. azmatre se lincerni problen
optimalnog upravijenja (1.37) i pretpostavlja se da Je

mnodtvo i, na kojem sc zavriava proces jo
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Definicija 4, Pretpostavimo da stabliluno
mnosStva Ly nije i jako stabilno & odnosu na lincarni
objekt (4, V), i neka je T > 0, Tada mnoitvo svih ic=-

¢aka x faznog prostora X 1z kojih pod dejstvom ncliog

(;
§

dopustivog upravljanja v € V objekt upravljanja dos
va na mno$tvo Iy kreduéi se po zakonu (l.37) za vrenc
manje od T 1ili jedmako T, mnaziva se sferom dostizivo-

sti mnoitva My ko ja odpgovara vremenu T > O,

Mnostvo Y 4dvih taleka iz koJjih pod dejstvom nskog
dopustivog upravljanja linearni objekt (A, V) rmoZe dospe
na terminalno mnoétvo l; zove se oblast dostizivosti mnolit-
va M;: ¥ = L) Yoo

Svakako da su za teoriju linearnih optimelinih Jroce-
sa od interesa rezultati koji ea odnose na slula]j kada je tcr-
minalno mnostvo Mq stabilno ali nije i jako stabilno i keda,
razune se, nisu ispunjeni uslovi dovoljni za Jeku stabilnost
mnostva My o u odnosu na linearni objekt (4, V).

Upravo na taj slulaj odunose se razultati koje sam do=-
bio ispitujuéi postavljeni problem 1 koje sanm izloZio u narcd-

nim poglavljima IT i IIT,



II
PRINCIP MAKDIIIULL

KAQ NEOPHODAKE I DOVOLJALN USLOV CPTIMALNOSTI

. 2 w s

1, U daljem izlaganju Yoristidemo se i slededinm re-
sultatima koje je Ve G, Bolt@janski objavio uradu [ ] i ko=
ji vaZe za slufaj kada je terminalno mnoStve 1II; stabilno,
ali ne 1 Jjako stabilno.

Lema 1. Ako je X, unutradnja tadke sfere dogii=-

MY

ivosti Y, tada postoji dopustivi proces (v{t), =(t))

v

t0ji prevodi linearni objekt upravlijanja (4, V) iz tal-

o

ke X, na nnos$tvo Ml za vreme manje od To

Lema 2, Ueka je v(%t), Ty =t = %;, proizvolj-
no deo po deo neprekidno upravljanje a =x(t) odgovaraju-

da trajskiorija sisiema

(%) = Ax(t) + v{(%) (2.1)

a polaznonm talkom =z, = x(t,). Neka je ¥ (%) proizvo-

(’)

ljno redenje sistema

YV = =- A,Wa <202)
U tom sludaju za sve tadke u kojima Jje upravijenje (i)
neprekidno va¥i relacija

L), x(8) = W () vis), (2e3)
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=0,

jednadine

Y (%)

Celishodno jJje

Definici

objekta upravljanja iz

boﬁ'té'tl,

ig a,

Y(ss) x(%,)

B
§ v

to

Iz

to jest ako Je

©
X = Ax,

x(%)
uvesti s

Ja 5
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proizvoljno relenje

DIOLZV
P

nu vre

£y

\.—L-.L

13 g
4

- .f‘s ki/ [}
OS%Te

(v{t)y, =(t)),

na mnostvo

;-’.

sistema (2.2) 2z

zadovoljava

ju uslov

U‘\
@
i

clc

o
[
f

dopustivi proces koJi realizuje preclozel

A=
Fue

J RN
PR

uslove transverzalnosti na levom 1 desnom kiaju,

tada demo proces

(v(t), =(%)),

ckstremalnim procesomn,

7
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Senls G R
SadirZl o unuitras

£

& ponmnm

T > 0,

b

%) Gvu defin riciju uveo sam u radu [320]

€ Il &

ni objekt

xr

Ve

(A, V) vaZi uslov nedegcnericanccii

sﬁabilnoéﬁnoétva
-,

Ge. Boltjanski Jje uz
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pro=-
O ~ron
Su.‘?g ,:/O./ ¢

s,
.



PoSto ¢e nam ta Cinjenica biti potrebna u Galjom iz-

&
laganju, a s obzirom na to da ne pretpostavljamo da je uslov

, =
il 5_1

nedegenerisanosti ispunjen, koristidemo slededlu lemu (veT 254

Lema 3, Svako konvekeno mnodtvo ecuklidskos n-déi-

mvnzionog faznog prostora X 1ili je konveksno telo ili

potpuno lezi u nekoj hiper-ravni &ija j imenzija manja
od 1.
leka Je M C X proizvoljino konveksno mnoditvo a

goez M proizvoljno odabraona tadka., Posmatrajme sve mosgudne
vektore oblika & ¥, gde ke M. Iz moltva vekiora {g.E,

Ee m}- odaberimo meksimalno moguéni broj linecarno unezavisnih
vektora i pretpostavimo da su ito vektori §Op§1, ooy §O €.

gde je k = n,

Ragmotrimo slucaj kada je k = n; tada sc, zbog linc-~
arne nezavisnosti vektora & %1} coey % § , tadke § _,
coesy §'n ne sadrze ni u jednoj hiper-ravni n-dimenziono;
nog prostora X, to Jest predstavljaju temena n-dimenzionog

simpleksa |& 0! g 19 eees gzn]‘ Kako mnoStvo N sadrii si

W

acCke §o’ El, cssy §n’ to ono sadrxii konveksan omoval tih
alaka pa, prenma uOHG, sadrzi n-dimenzionl simplclis

veey EZ;L koji predstavlja konveksno telo, to Jjost sadrzl wiu-

talke, - dakle, da je I konveksno telo.

Pretpostavimo seda da je k <n, 1 neka je x o»ro-

1)



3]
o

R AtTe TN ﬁ.'\:?f‘ vy Tl T T e gy - b
luVul(j 2 tacka mnodtve k. Veltori g o glg esos C/:O Skg
gu lincerno zavisni Jjer i dme k + 1, <c ee veltor £
Ze predstaviti koo linecarna kombinavija preostclin k velto

K

‘émx_ = Z¢i§0§i;

=1
S0 zuall da talka x leZi u  k-dimanzirno] hipereravil
ja prolazi kroz tadku § o 1 ¢iju bazu éine vektori
ceos §0 e IKeko je telka x € I proizvoljno imabrana,
isti zakljulak veZi i za bilo kxoju drugn talku mnoitva I,
jest L C P,

5.5,

7

Q-

-

O

to

Ova lema ine i znadajne posledice, koje se odnose =&
k=dimenzionu hiper-ravan P,
Posledilcea 1, 04 egvih hiper-raval kojec sadr-
Ze mnolivo I t~-dimenzicna hiper-raven 2 ina nejnaniu
dinenziju.
Zaiste, pretpostavili smo da mnostvo I sadril Yalls
= e P4 ~ Ay e mota ;,,- o b
50, \gl’ seay glc’ pITL cemu su veiktor go gl’ XX 50 52,
linearno nccavisni, Sto znacdi da ove talie, =~ a somin tin 3
rcodtvo I koje ih sadrii, - ne mogu pripadati hincreroval
Cija je dimanzija monja od ke
Boesledicsa 2, Hiper-ravan 2 Jjc jcduoonol-
1o odredjena konvelsnim mnodtvon M kao hipcr-raven mi-
nimalne dimenzije lkoja sadxrii 1,
Lo bi postojale dve razlidite k-dimanslone iiinci=-
raval Pl i PZ, Pll> i, “2 > i, tada bi njihov preccik
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vijalno relfenje sistema (2.2) da Je proces (v(i), =(t)), .=
N
£t &% ckotrenalen, Oznadimo sa | . hiper-ravan koja pro-

51 sadrii mno3tvo 1p). Dolkefimo da jo hiper-roven | hipore
J4 A mo i 1 ° ReShRR & g nly DV a8 o BN 04
Lavan o f“lo‘:’]on =la] f'.s*x"’e ) Cj m-"~i?: 41 VO e Y A% dem At A s
e VGl i L0 Qs el C4L HORONVN AN STl -)-JG 99 [ NS Y] Ga 4o
l -
3 pa] - 2 - ER
Y x eV, vasl ne jednakost

'Cl"" @
V(o) (x" - x(8)) = 0,

=

ke . T ]
Posto tacka x
g

(v=(%), :;:":(z)), 5 <3

2.
donuse

m
=

»
O
Q
[0]
ol
O

€t
=

[l

uslovi =(8) = =, xﬁ(tl

V(O™ - x(8)) =
= (¥ (t) =x(tg) - v(e) x(8)) -
- (Y (%) KE(“GJ_} - Y (&) (&Y +

o (W(By) T(8) = W) x(5y)) =
£
- D ove) vy - v vREDar
°© X

Y () F(E) = ¥ ey) =300,

iako je, po prebposiavei, pmces  (v(t), x(t)) cko-

U S : - ER A A [P JRPRRN. S 2 e e 3 2
u.‘.”Ci.-E&z.u,ﬂg TO JCO8T Vaill NELOV MalSlirivildy inernd . je

V() v(8) - ¥(8) vE(D) 20, 6 S% €3y, (2.5
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20, 5to znali da je, zaista, | _ Thiper-ravan oslonct za slc-

Lena 5, uWeka Je (v(t), x(%)), Ty, £ S 1,

C""
o]
£
ta
K
%]
-t
4

i

dopustivi proces koji realizuje preclazak objekt

vijalno redenje Y (t) sistema (2.2) za koje je procas

(v(t), x(t)) ekstremalan, tada funkcija

H(t) (1) () =

i

{

Y (ax(t) + v($))

zadovoljava usiov
H(t) = const., 2 O,
)

Konstantnost funkecije H(t) Je poznata &injenica™’,
DokaZimo da Jje H = O,
Ty

78 % = je H() = ¥(ty) x(t,). Tedka =(t.) =

= 7 + - ‘ 4  an
= XOG I.-.o N Y,t a 2a T}O = .‘L = tl’ K(‘tO) & Y. E LS

- gt -
1= ® v17%
Rorigtimo sada lemu 4, Hiper-ravan f~0 koje prolazi lkroz tacl-

Itu x_. ortogonalna Je na vektor %’(to) i predstavlja hincr-

(o}
ravan oslonca za konveksno mnoStvo Y, _ . , to Jest
hl uo
Y(t M(x(t) = x ) =20 za % x(t)e Y. . s
0 0 u-!"" VO

gde Je W (b.) vektor orijentisan u unutradnjost poluprcsiocra

o
X, koji sadrii sferu dostiZivosti Y, o Ali, tadn Je
+ '51"' to

H(E,) = w(tg) =(t,)) =
x(t) = (T
= ¥, lin (%) Co) 50,

tot, t -1

%) v, 28] str10.

z(5)) 2
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Sto je 1 trebalo dolazati,
Uveséemo Jod Jednu definiciju™’,

.
NneTrivie

!«J.
[}
pu
-J
®
e
By
O
o
3
C)
[ 1
RN
PN
)
H
<
@]

Definic
jelno redenje VY (t) eocistema (2.,2) 4da je prozcs  (v(%),
x(t)), t, €t %y, ckstremalan 1 da je, osinm toga, za-
dovoljen 1 dopunski uslov

H(t) = Y(t) ®(%) =

tada cemo ekstremalni proces (v(t), x(%)), t <= ¥t S %,,

nazivati iskljucivim procesonm.

Pre nego £to formulifemo teorcmu koja sc odnecli na

L
a

igkljulive procese, primeiimo da korildiéenjem definicijec 5 tcow-
rema 3 moZe biti formulisana na slededi nadin:
Tecorena 3% U razmatranom lirnearnonm problesu

-

optimalnog upravijenje u kojem Jje terminslino mnoiivo ey
jako stabilno, za optimalnost procesa (v(t), =(t)),
.=t S-tl, neophodno je i dovoljno da ta proces bude
ekstremalan,

Keo 5to se¢ vidi iz teoreme 3, odnosno iz ieocrcme 27,
bez pretpostavke o jokoj stabilnostd mnoStva Iy ekstremalnosy

@? dstavlja 1 neophodan i doveljan uslov optimalnostl, I%o

ge¢ lako moZe videti i u primerima novedenim u redu CFFJ; D

=) Ovu definiciju uveo gam uw rodu [30] , stw, 2675,



topunski uslov H > 0 ne obezbedjuje optimalnost nrocesa

£

(v(%), x(%))y, % € ¥ =ty, koji prevodi objekt upravljanje
iz datog mnoSiva I, mne zadato stabilno mnostvo je lodju-

tim, za isti primer vezanayd Jje Jedna interesantna éinjenica:

J
iako u tom primeru navedeni ekstremelni proces ne zadovoljova

uslov H =0, to jest nije i iskljudivi proces, kounstrulcan
.. - ~ . [3 - . > m N (34 L4

je proces koji prevodi objekt upravljanjas mnoitvo I, Drze

od navedenog ekstremalnog procesa, i na taj nacin dokazuje se

neoptimelnost tog procesa,

\ Il X . - Woe 3 .

Sledela teorenma ) utvrdiuje de ova Cinjenica ima
opsti larakier,

Teorena 4, Ako, uz pretpostavku da Jje nio=-
Stvo 1If; stabilno, ekstremalni proces (v(t)y =(T)),

sts tl, koji realizuje prevoljenje objekta uprave

o

(914

ekstremclni proccs

=0

to
ljenja iz datog mnoftva I, na zadato mnodtvo I3 ni-
e iv

je optimalan, tada postoji iskljw
koji realizuje to prevodjenje za krade vrenmec.
D ok a3z, Prectpostavimo da ekstremalni proces
(v(t), =(t)), tof£ v é:tl, nijs optimalen, Tada postoji ta-
kvo dopustivo upravljanje ¥(%) pod ¢ijim dejguvoa faznl ob=-
Jekt koji u momentu to polazli iz nekog faznog stanja X, €
€ll, dospeva na terminalno mnodtvo I uwmomeniu T < g

(to jest kasnije negoli pri kretaaju po trajektoriji x(<)).

v, . 3 ~
Oznadino sa xX(t) TLaznu trajextoriju koja polazi iz talke

%) Ovu teoremu feormulisao sam 1 dokezao najpre u

redu [3201, st», 266.
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Wl

~o ~s
m, 1 olzgovara donusvivom upravljianju v(i)., 2Po nrc

-4 -+ e 3 - g~ “ -, -
ova frajektorija oljava sledele granilne uslove:
~J St AL
4 5 g .
x(t.) =x. €Il =T) €.,
( o) (o) c? 1

WMalra c O ~olovoldng tadira vremensiro~ intervala
LA G J\ pfOl.ﬁVO 34'1u vaCLD TEMENSII0 5 lavecrvaela

funkeije Y (t), v(t), =)

simuma 1 uslov transverzalnosti u levom kraju,

Ze relacije:

V() v(t) - V() V(&) = 0, t,< t< 6,
~
¢ (5,) x<t0> - Ys) X(t,) = 0.
Ako sada iskoristimo lemu 2 vodedi racuna

nim dvema relacijama, dobijamo da Je

v(e) x(8) - w(8) X(8) =

= (V&) =(e) =~ %’(to) x(to)) -

- (Y () X(8) - w(by) X(5,)) +
(W) x(t) = Y(5,) E(8)),
0in0osSnNo
v(e) x(8) - Ww(8) x(8)
S\y{*) w(t)as - Sm) F(v)ar =

j () v(t) - ¥(t )V( Mdte

t,

I~ oo
nalL038%

Dakle, vazl ncjed

Po3to je, po pretposiavei, proces (v{i),

zadovoljavaju uslov mak-

Y

0 prethod-



v(e) x(6) - Y(6) X(8) 70, H, s BT (2.7)

zni objeckt moZe biti vieveden
na mnoltvo I, za vreme T =6 (kretanjem po trajeltoriii
’(J . - [ - - ~
(%), & £t =T ), wmofemo napisati da je x(8) € Y, _ C
Y, (po pretpostavei je < tyy pa je 1ty -8 > T - ) e
1%

-r

Iz tacke x(©) faznl objekt dospeva na mnodtvo Mg za vreme

T, - & (kwedudi se po trajektoriji (%), © £ t s &y, Ito
znatl da je x=(6) granidna talka sfere déstifivosti Yo _ oo
1=

Po vreipostavei, proces (v{t), x(t)) je ekstremalan te, pre=-

ma Immm lemi 4, u tadkli x(8) se moZe postaviti hiper-rovan
oslonca [~e za keaveksno telo Y, _ _, to Jest
1

V() (x™ - x(8)) > 0, ¥ e Y,

i - . » & .
a kako x(8) ¢ !}t o C‘Yﬁ 0! dobija se ne jednakost
- 1-

Y(8)(X(6) - x(8)) = 0, {2.8)

-1
[l
o
o
C e
@

nakostl (2.7) 1 (2.8) gledi da je

Y{e)(Z(e) - x(8))=0, t_ <tsT, (2,97

Pretpostav o broizvoljne vatka vree-
menckog intervala t.< 1t <T u x0jo) su funkeije upravlje-
) -~ 9 d
(v
~A
njg v(t) i v(t) neprekidine, odnosno talka u kojoj funlkci-

NS
je x(t) 1 =(¢) ihaju nerprekidne izvode:

;
[ 4
-
g

(]
~

i

AK(@O) + v(@o),

~ ~ ~ (2.10)
ﬂx(@o) - v(@o).

»
LamY
@
S
i



Oznaclimo tq - T sa h; ako je 6 € fto,%] N {5y &, + Il

imamo da je © £ Qo + hy te Je, prcma tome,

X(@o) IS Y"C-

o '-'—"Y.L Y °
=3 by~ h - 90C ty- ©

Primenom leme 4 Zm sada dobiljamo:

v(e)(x(e,) ~ x(8))2 0, e[t ,r]0[t,,0,+ hl. (2.11)

Osin toga, © obzirom na identilnost (2.9) je

Y(&)(x(6,) - x(8,)) = 0, (2.12)

£to znali da je neprekidana funkecija ‘V(Q)(%KGO) - x(6)) pro-

-

menljive © nenegativana u intervalu [%O,?f]r1[to, GO + i,

2

e da je u unutradnjo] tacki e, tog intervala jednalka nuli,

to jest deéctiZe minimalnu vrednost u tactki © = @O. Cdatlc

sledi da Jje izvod te funkecije u tacki 6 = 6 Jedrek nuli,

o
to Jjest

i

ad_ 5 ~
= VOIS, - m(e))]
0

= P, )(H(8,) - u(8,)) - W(8,) x(6,) = O,

$1i da Je
(= 27%(8))(X(8,) = x(8,)) = Y(B ) (hx(6,) + v(6,)) =0

ili

= (B )(£F(R,) - Ax(6)) = Y(6,)(ax(6,) + v(8,)) = O,



Y

a odatle, inmajud

b
(o]
C
Q
5]
¢;~

Dokaz
dovoljaveju u

ronsverzsalnos

i
1jud
Xalo

x(t) isounjen

za svako v e V

(& )(ua(oo) +v(8,)) = 0O, 2,13)
aalje, difcronciramo identilncst (2.9), ==
0, S obzirom na sisten (2,2) 1 jednadine (2.10)
T(&,)(V{g,) - v(6,)) = © (2,123
i u vidu relaciju (2,13),
Y(e,)(ax(e,) + V(o)) = o,
y(e,)x(6,) = C. (2.15)
netimo da jednakosti (2.14) (2,15} vaie v svin
Tunkeiie upravljanja v(%4) i V(%) znc-
est u svin tadkcma intervala [to,t’3 sa izu-
nnoge tadaka,
Yimo sada da furnkeije W(%), V(t), (%) za-
intervalu % < % T uslov maksinuma, uclove
ti ra oba kroja, kao i dopunski uslov I = O,
je redeno, dkaiinmo da je (V(%), ®(%)), t,=t s
ivi ekstremalini proces,.
je, po prcinostavei, za funkeije W (%), v(i),
uslov maoksinmuma, to Jje WY(t) v(t) > w(i) v
uzev u konalno mnozo romenata vl lcdiu-
vidu da wmelecija (2.14) vali za proisvoljas
o< By < T , u kojem su funkcije v{(t) :
ine, Sledi da Jc
W(t) V(5) T Y (%) v
copustivo usnravijonje v e V 1 za ovako

. I o
tels , U] izuszov sa konadao mmogo momenata

v(t), =(t) szodovoljaeveiu uslov molciiuuic,
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0

Polte za funkeije W (t), wv(%), =(%) wvail uslov

transverzalnosti na levom kraju, o Je

Tan
.
0

g

W

W(C )4&. u Z \}/

A

za gvakzo = Ko Ali tcola, © obziron na rcelaciju (2.9),

&}
11
[-1s

[
[

VIt )E(E) = Y (5 )x(5,) 2 W(t,) =, F=mell,

) - et ) N [ 0 o
za funkecije Y (%), v{(t), x(t) Je ispunjen uslov

transverzalnosti na levom kraju.
Haposletku, razmotrimo koanveksno mnoditvo Yﬁ T
-

kojey po lemi 3, prcdstavlja konveksno telo, Prema lemi 4, no-
szojl hiper-ravan oslonca r;, ofere dostiZivosti ¥ z Loja

-

1
rolazi kroz naku granilnu tecku Xy e i, i cricopenoina

1

WA - () = 0.

to jest funkeije w(t), V(t), (%) za

troncverzalnostl na desnom kraju,.

nekle, dokazalil smo da je proces (v(t), %(t)}s

t.& 3 =T, ekstremclon, a dobijena relacija (2.15), tc joos

PR . - = N 2 A Tl Sem M RPN 3 o [ e A
nokezuje da Jc taj »roceo i dskijudiv, jer Jje © RO LEVel -

e

. . . . 1
- 2 s e, - N PR R . K . o e e
mn Sl dntorvala [uO,TfJ u ojod je funlkeija v(t) wonio-



V- Ja - 3 ~ s PPN PRV S g} K
.z..l(gf.&:, ¢S 8C In0%C NLHLUaTL a2 je

H(E) = ¥Y()%) = 0, t s tsT.
Time Je teoreme 4 u punosti dokazana,

!,

jeva za deta mnodtva II i Hl ne postoje u provlenima ovakve
D

-

procesi koji prevede fazn

=
Q
s
L
C.le
(6]
Yoent
&
v

iz nmnostva HO na mnostvo s ako, medfmtinm, takvi procesi

-

poctoje, tada ih Jje leko odrediti s obzirom na dinunski uslov

iih izdvojiti onti malnl Proces, Prems TONE,

Je mnostvo Ml na kojem se proc

1 jako stabilno,

}Jo
H‘
()
[~
jg]
v
(@)

Hedjutim, znalaj ove teoreme je JoS uodljiv

CA(
ot
o]

ge ona formuliZe u ne! izmenjenom obliku,
Teorema 35, Ako ne pvosioji iskijuclivi cksire-

malinl proces kojgi prevodi faznl objelkit iz datcz mnodive

HO na gato stabllno mnoitvo El, tada je za opivinalnost
procesa  (v(t), =(%))y t, €t s %y, koji realizuje pre-
lazel 1o MO na Iy, neophodno 1 dovoljno do te] proces

Iz teorene 4, kojli smo uprave dokagali, sledi da ¢

‘ormulisani uslov dovolijen, Ostaje nem, Gakle, da nokcieno do
je taj uslov i neophodan,
Pretvpostavimo da Je nroces (v(t), x(%)), T, s ¥
<%+, Opiimcian i da Je
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Tov T L iy smmat P BN PN 2 -y I . N [ N PO

Ltcg’tjj zojem pripada tacka T 1 koji sadriin u intervalu

-~ . e T 1 S A ) - . - Py ~

[gog v ] talkav da u njemu vezl nrethodana nsjednakost {2.18),
1 T :

..«Z“:'.z. . < A . M2 vn - 4 JR . S S - T s
e ca T (t), T, S t £ %4, oznadimo trajekitoriju kcjo ocigova-
s Gpravijenju v (1) (v smislu jednaCine (2.,1)) i zndovolja=-
va ioti koracdni uslov 3?‘39 = i & Jl, kao i trojckiorija

pa s
1»'(-— Al Sy 1t s T ey W Tene A BN Y o Sy R
(T}, QO CCiltd jeilu DOLLENY Tacku 0INaClidl ga X = X (7T
1%

4 =z " - ) we e Bt . o _
jer iz tacke = € I, dopustivi proces (vt x{5)),

. KR R o~ b 3. S KR Ty A Tete seaveam el S e Y v on 5V

TSt = 1s Prevodl rezhovrani objekt upravlionjc v talku
0

- - 7 e ATy A i 1 PN PR . v oy ot

Ty €y zavreme T = %4 - %t . Ako na konveksno rmostvo U

-

primenimo lemu 4, dobijamo rejednakoset

Wit = - =) 2 0, (2.20)

Yy w(3) - w6 =) = ) Y8 visdes

- , t1

@ (%) =4 ) - v{t,) xﬁ(ﬁo) = i Yo%) vE(5)as.
Q
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Yt J= - %) > C (2.22)
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crenciranmen funkeije x(T) - x(%
S (1) = (i)
"‘d“_g‘"\k Y -\ v -

= (ax(E) + v(8)) - (ax(t) + v(%)) =
A(z(8) = =(%)),

i

dobijomo dz Jje

ZHE) - x(t), t.St <
L&,

A » - Ay - LY s = - N — .
refenie homogenos sistema diferencijalinih Jedrnadina x = i,

- 3. - A - o~ . o e 2 - K3
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50 jc u protivrelnosti s opolaznom pretpestavkeon (2,21), Dailic,
T e o Taqem et S - arf o - L Ea crem
cicta, za funkecije W(L), (%), =(t), T, =% S Ty, vaiil

a0

elije, iz relacije (2,17) se vidi da je isnuijen i

Proma bome, 2ko,je proces (v(t), (%)), T, =T s i,
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e e Y o we L de Yy - - T
UGS = R Mty ) o= =< nijc opvinclen, U
1 Gonustivi proces  (VU(E), Z(E)), by S
& o o - I . 3 %~ o L -
Lojd femnl objekt (3.1) koji se u momentu
stenju x (t.) = xT € 11 nrevodl za vrome
0] 9] -
T . T - . N 2. \ .o *
bric uenoii proces (vlt), x(%)), Jer Jje

na modtvo iay T (&) € I4.

YE) v(E) - Y(B) vi(s) 20, %
Wt ) =2(t.) - Y(t.) =(s.) 20
isiorietimo lemu 2, dobijeno:

¥(e) x(8) - Y(8) m(&)

il

(v(e) =(e) - v(t,) =(

t

+ (P s) =(8,)) - Y(%,)
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1 Laps s FUTOPRIS P S = = 4 T g i 8 o Sy e T e
5 obzirom na uslov moksimuma, odatle sledi da vaizl nejednnliccs
_ [ AN =2y Y
YY) x{e) - Y{&) z7{0) = O, (3e3)
Pzimenimo 1i sada lemu 4, orenma koloj hiper-ravan F‘ Zola

prolazi kroz tacku =x(6) 1 oritogonzlna Je na vekior V(&)

jeste hipcereravan oslouca za sferu dostizivosti Yt s CODL-

demo da je za svaku talku X% & ¥, _ , %adovoljena nejednalocy
.-
Y(e)(x® - x(8)) = 0, iicajubim, kako, po pretpostavei, u Jor-
k] h pig

nulaciji ove teorene, hiner-ravan r~ nema zajc
ka sa mnoftvom I, a talka x5 (8) € M Yy

stroga nejednakost
Y (e)(zF(e) - =(8)) > 0, (3e4)

jer je u tom slulaju = (&) vanutradnjs talka sfcre dos
st Uy | e
Y1
S obzirom na to da su relacije (343) 1 (364) protive
relne jedna drugo]j, ekstremalni proces (w(t), x(%)), T, € 1S

s tl, xo0ji zadovoljava depuneki uslov naveden u formulociji

ove teoreme mora biti opltimalan.

Doveljan uslov optvimalrosti formulisan u tcorcmi 6

dav je u geometrijsxo

[

formi, Taj uslov, formulisan v Lzmenjic-

PIS

g 2 Y. LI . b S z K
ticko] foxmi, daje nmogucnost

(=

rom obliku, u aral

da Je doveljan, 2li do nije 1 neoghodan uelov opntimalnosti.

+

Za Tormulaciju nomenutor dovoljnozg uclova opitinclic-
ati za proces (v(t), ={t)), T, ST I
opisano vektorskom Jednalinom (3.1) neophpdan je sledlsdi

A%

glov:



e - o _ - LT . - - LI EN . ;o e
St i na desunon kraju, deko Jo YW (L) nro-
> L ~ o ed -~ Mo YA -~ PR SIS,
izvoljrno nstriviielno relenjc konjuzovanocy zictema (2.27,

- e . LN o A e s Ko
a =x(%), Ty €4S %, prolsvelina traj

LT PR
CiL U ld\u« .‘.s’«...:.lv.;

objekta (3.1) koja zadovoljava uglov () € M. Rell

’

U

deno da Je za Imiei] Y(t), =(t) dspunjen po

C.h
0]

+
¥

uslov transverzalnosti na dennom lrajun aks ze cvolun taclu

x gtebilnog mnostva iy vaizi ne jednakost

Y(tl): 2 Y (%

min ¥ (t)x = VY (t7) x(t4), (3.3)
xeM,

a da je, ocim toga, u svakom momentu 1 <t; zadovolje-

na siroga ne jednakosv

metriiski cmisco, CbeleZinmo se [ . hipor-rovesn foznon 1rosis-
rs X koja prolezi kroz tacku (%) i ortoconcdina jo no vel-
tor Y (%), a sa F]t Cemo oznaditi

proctor koji odredjuje hiper-ravan (ﬂt’ to Jegt rmodivo

svih taleaka x € ¥ =zz koje vasi stroza nejednalocst

Lo se preipostavo da Jo zatvoreno nnolive 1. Colo-
nileno, ncjednakost (3.06) oznalava da jec za t < %4 lLomvelinn
X ) . v . s e T
nostvo Il u povounosti snicsicno u pogitivan nolunrocisl gl
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ljanja iz mnostva M, dospeva na mnostvo ml. 7Za onti-
malnost procesé (v(t), x(t)) dovoljna je cgzistencija
takvog netrivijalnog reSenja VY (t) sistema (3.2), da
funkcije Y (t), v(t), =x(t) 2zadovoljavaju ucslov maksi-
muma, uslov transverzalnosti na levom kraju i pojadani

uslov transverzalnosti na desnom kraju,

Do k a z, Pretpostavimo da funkcije ¥ (t), v(t),
x(t) dispunjavaju navedene uslove, a da za datu trajektoriju
x(t) vaZe graniéni uslovi x(to) =X, € M, x(tq) = x%; € ﬁl.
Dokazimo da je tada proces (v(t), x(t)) optimalan,

Kao i u prethodnim dokazima, poli &emo od suprotne
pretpostavke, to jest dopustidemo mogudénost da proces (v(%),
x(t)), t, €t S %y, ne bude optimalan, U tom sludaju pcsto-
ji dopustivi proces (v&(t), x(t)) koji objekt upravlianje
(3.1) iz nekog poletnog faznog stanja xf € M, xf = xﬁ(to),
prevodi na mnostvo M, za vreme e - to, e < %y, to jest

=
x7(e) € M.

Kako., po pretpostavei, funkeije W (t), v(t), =(%

zadovoljava ju uslov maksimuma i uslov transverzalnosti na le-

vom kraju, to vaZe nejednakosti

V() v(t) = Y(t) v(t) 20, t st <6,

W(t,) x(t,) = ¥(t,) =(t,) Z 0.

Ako sada kao i u dokazu teoreme 6 primenimo isii

postupak u koriséenju leme 2, dobijamo nejednakost



52

Y (e) x(8) = Y(8) ¥*(6) > O. (3.7)
S druge strane, po3to X () € My, 0< tl’ imamo da je
v(e) x7(6) = min ¥(8)X > Y (&) x(8),
odakle sledi da Jje
Y(e) x(e) - ¥(e) x7(6) < 0,

8to je u protivrelnostl sa nejednakoidu (3.7). Dobijena kon-
tradikecija upravo i dokazuje da je proces (v(%), x(%)),

1, & t < *bl, optimalan, &ime je teorema 7 dolkazana,

Nave&éemo jedan primer koji ée razjasniti smisao

teoreme 7,

Primezxr 1l, Dat Je objekt upravljanja

:?:lzxz-i-vl, leO,
° 5 (3.8)
x2:v2, -lsv"s) 1,
a terminalno mnodtvo Ml definisano Jje relacijema
<t = %(X2)2. %2 < 0, =za xt < 2,
(xl - 3)2 + (xe)zs 5, x° < 0, =za =t = 2,

Kako se utvrdjuje da Jje mnodtvo Ml konveksno, zo-
tvorcno 1 stabilno u odnosu na linecarni objekt delinisan re-
lacijama (3.8) 1 da u tadki =x; = (2, ~2) mnodtvo Iy ima
jedinstvenu hiper-ravan oslonca r (u datom slulaju to je
prava koja prolazi kroz tagke (2, -2) i (0, -1)). Xao Il

uzedéemo tadku X, = (8, =4) 4 razmatralemo dopustivo uprav-

ljanje VI(t) = 0, vo(%) =1 41 trajektoriju (%) dofini-
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#
j
~
ot
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i
ok

T
5 (=4 £t & =2)

Ova trajektorija zadovoljave granklne uslove

x(=4) = Xoi x(=2) = xq
i odgovara datom dopustivom upravlijanju (3.8).

Konjugovani sistem (3.2) za razmatrani objekt uprav-

ljenja je predstavlijen jednadinama

‘!"l = 0, qu = .. 1.
Rezmotrimo sledele netrivijalno reSenje ovog sistema:

Yi(1) =1, Yo(t) = - t. (3.9)

Neposredno se proverava da u intervalu ~4 £t £ -2 na-
vedene funkeije Y (t), v(t), =(t) =zadovoljavaju uslov
maksimuma i uslove transverzalnositi na oba kraja, kao i da
je zadovoljen i pojalan uslov tranyverzalnosti na desnom

kraju.

Zaista, za vredunosti ¢ < -2 dizraz

12 2 1
-¥Y(t) x(£) + minv¥(t) x = — + min(tx® - x7)
Xe M1

j§§ozitivan (8to se lako woZe proveriti mepocrcdnim izraluna-
venjem), Iz dokazane teoreme 7 proizlazi da je razmetranl pro-

ces optimalan,

Primerimo da mnoditvo I, nije jako stabilno (jer



jedne tacke poluprave x; = 2, X2 = - 2 dati objekt

-

ni

[
]

upravljanja ne moie dospeti na mnoitvo 1y za vrere kojo bi
bilo manjec od 2), te se rezultati ruda [ 1¥]1 ne nogu princ-
niti na ovaj sludaj. Na navedenu trajekboriju x(t) nc moie
se primeniti ni teorema 2 mog vada (201, jer trajektorija
x(t) dodiruje mmnoitvo i u tadki Xy, Te se odsovara jud
funkecija VY (t) (koja zadovoljava uslov maksimuma i uslov
transverzalnosti na desnom kraju) podudara s funkeljom (3,9)
(s taCno3déu do pozitivnog mnoZioca), a za tu funkeciju je odzgo-

varajuéa Hemiltonove funkcija
H o= 9@ « v+ ¥,8) vE(s) = o.

Hije tedko navesti primere koji pokazuju da teorcna
7 nc daje neophodan usleov optimalncsti u sluclaju kada trajck-
torija kojom objekt upravlijanja (3.1) dospeva na terminalno
mno3tvo ﬂl lezi na ravnom d elu granice oblasti dostiZivosyi
Medjutinm, sledelin primerom Cemo dokazati da i ze trajeltori-
je koje leZe unutar oblasti dostiZivosti uslov naveden u tco=-

s

remi 7 nije i neophodan uslov optimelnosti,

Prime»r 2, Posmatrademo objekt upravljanja
J

\%l:::ec‘-;-vl, vla”—_o,
ﬁz = v2, -1 < vzzs 1, (3.,10)
> =3, -1<v2< 0,

¢ije je terminalno mnostvo 11 definisano necjednakociina

-

2 2= + 322, 2c0, =xts

IN

-
- o'

N}
-

e



dok ¢e nam polazno mnodtvo I, predstevljati tatka =x_ = (&,
- 4, 2) trodimanzionog faznog prostora X, Lepocredno se pro-
verava da je mnoStvo M1 konveksno, zatvoreno i stabilno u

odnosu na linearni objekt (3.10) i da u tadlki Xy = (2, =2, 0)

ima jedinstvenu hiper-ravan oslonca (odnosno u datom sludaju

ravan).,
x; + 2x2 + 2 = 0,
Primetimo i to da oblast upravljanja objekta upravijanjs (3.10)

predstavlja poluprostor xB - 3 Paznog prostora X, jer moZe
o s . s 2
pod dejstvom dopustivog upravljanja vlz— ¢, v =0, v3§ -1,
- > Y » "n L3
docpetd na ravan x3 = -3, a zat1g?recuc1 ge u to] rav-

3= 0) po zakonu (3.8) (koji u datonm

ni (a to znadi, za v
slucaju predstavlja dopustivo kretanje) dospeve u %tacku

( %w 0, =3) € My; s druge strane, iz taaka faznog prostora
X koje ne pripadaju poluprostoru X3 2 - 3 vel pripadaju
otvorenom popuprostoru kB < - 3, objekt upravl
ne moZe dospeti na mnoStvo Iy po3to Je %> = v3=5 0, & za

3

sve tacke mnoltva Ml vazi uslov x° > - 3,

Razmotrimo sada dopustivo upravlijanje v(t):

3

i odgovarajuéu trajektoriju =x(t) definisanu relscijana
- L2
28 = = E(D)

x2(t) = =t =2, -4t <=2,
koja zadovoljava granicne uslove

x(-4) = x

0? X(-2) = Xlé ml:



Odgovarajuéi konjugovenl sistem ima u ovom slufaju oblik

l{J]_ = 0, ‘%{2 = ""\{/1’ WB = O, (3012)
Nije tedko uveriti se da je rasmatrana trajekt_oxija =(t),

-4 £t < -2, opntimalna i do ceclom svojom AZinom leZi u unu-

trasnjosti oblasti dostizZi-vosti, Zaista, po3to mnoitvo Ml

=

. “ . . 1 z - ~
u potpunosti leZi u oblasti x* = §(x‘)2, to iz talke ¥,

'3

to0ia sc zi na grax agsti bizd i ot it
koj nalazi u 1ici oblasti dostizivosti rmodtva “l

objekt upravljanja ne noZe dospetl unutar te oblasti (to jest
u mnodtvo =t >>-; (K ) ) 22 vreme koje bi bilo monde od 2
(pa &ak ni za vrcme koje bi bilo mame od 4). Zbog tosa za
vreme koje je = 2 objekit upravljanja moZe (kreluli se po
proizvoljnoj trajektoriji) dospeti samo u takvu telku rmoitva
» “ - » 3. 1 2 2 . b L4
Ml za koju vazi Jednakost X7 = ﬁ-(x ) i, s obzirom na
oblik mno3tva My, =zadovoljava 1 jednakost X2 = 0. Hedju-

tim, kako iz tacke X, objekt upravlijenja ne moZe dospeti

\)’

na ravan = O vrie negoli zo vremenski interval duzine 2,

to je trajektorija (3.,11) opiimalna,

lieka je Y (t) proizvoljno netrivijalumo refenje
sistera (3.12) za koje vale uslov meksimuma i1 uslovi tronsver-
zalnostil na obza kraja (zasad se ne zahieva da budc ispunjen i

pojalani uslov trancverzalnosti na desnom kraju), Tada Je

Y(=2) = k~{1, 2, O}, gde je k > 0, Jer 3e u tadki %y hi=
per-ravan oslonca Jedinstvena, S obzirom na relacije (3.10)

sledl
‘Vl(t) =k, Wz(t} = = kt, WB(t) =



Dakle, vektorska funkecija VY (%) odredjujec sc jed-
noznatno, ¢ tacdnoséu do konstantnog mnoZicca, Ali, ova vokio
ska Tunkeija ne ispunjave pojadani uslov transverzalnosti na
desuom kraju. Naime, za vrednosti t, <3

0
y(t) = ( uga, t,0) pripada nmnoltvu ;5 keko je vektor
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x(s) = y(t) ortogonalan na vekior WY {(%), to jesi
Y (5)(x(t) - y(8)) = 0,
imamo da Je

iny(t) = € Y (35) y(&) = v(&) =x(v),

xe M,

-BS"GS-'E.

To znacl da u daton sludaju stroga nejednakost (3.6) nije za-

dovoljena za % € [=3, -2],. to Jest, za razmatranu optimalna

c

trajektoriju x(t) pojadani uslov transverzalnos ne aesnon

- 03

kraju nijw zadovoljen,

Dakle, razmotreni primer 2 dokazuje da dovoljan us-
lov optimalnosti formulisan u teoremi 7 ne predsiavija isto-

.

vremeno 1 ncophodan uslov optimalnosti za pro

;.s.
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oljnu dopusti-
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vu trajektoriju smestenv u unutraidnjosti oblasti
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ili u faznon prosteru X, 111l u njesovom SonsSt-

gslora dogtizivosti YT’ T >0, terminalnog mnoliva iy kon=
vekono o (i

venom poluprostoru kojem mnolitvo ﬁl 1 njezova sflerc dosti-
zivostl YT u potpunosti pripadajui
Ako se pretpostavi da jc svake sfera doostifivosti

~ . v

strogo konvekono ™’ mmodtvo ili, drukdije medeno, da je odblact

1 v

coshiZivostl strogo konveksna, tada de vaZiti sledela teoreme,

l~'

koja Je posledica vel dokazane teowveme 6:

Teorena 8, Rmumtra se lincarni nroblecm

optimalnog upravlijanja u smislu brzine dejosiva u kojen

bilno, a oblast dostisiv
vekeno mnostvo. Ao nostoji tokvo netrivijelno reienje
VY (%) Xkonjugovanog cistema (3.2) zalkoje je dopustivi
preees  (v(t), x(t)), %, <% < %y, koji prevodi objelt
ravljanja (3.1) iz mnoftva 1, na mnoltvo Ii; chksbme-

-

malan, tada je taj proces i optimalan,

Rasmotrimo safa sluda aj kade sfere dostiZivosti mno-
STva hl nisu otrogo konvekeona mnodtva, vel granica oblasti

4 . » - v

dootifivooti sadrzi delove koJi pripadaju nelim hiper-ravnine

Jednrostavnosti radl, (koje ne utide na oplitost Goko-

"

Za ncko mnoltvo reli deno da je Strogo konvekond
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vosti sadruan u nekol hiper-ravnl [ rfaznog nrostora ALy G

da su osiall Gelovi granice oblagel dostiidivestl sirose Zon-

velkuni, kao i da granice svin gicra dostizlvosti Y T >0
9 !5_\5 9

mnoltve Ly imaju ravine delove sadrione u hiper-ravni [

dok su im preostali delovi gxanice strogo konvelisni,
Celisheodno Je uvesti sledelu definiciju:

R S - Ty Gt A - f e
Def inicijea 8, Lnostvo r‘ ceo nazivaii
inverijantninm ako gvela trajcktorija koja odgovare nckon
Jold A= P L= 36 S TR L VOO T "“‘J pes & e SO [ VOIS 0CIo

dopustivom upravijanill L povezuje dve proizvelinc tadke

iz 1o¥i u mnoltvu | u evekom nomentu kretanja ob-

jekta upravljania (3.1).

lewq .

Lema 6, Ako su sve sfere dostiZivosti nmuoitva
Hl konveksna maodtva Cije grarice sadrie ravne delove

.

ako svi t1 ravni delovi pripadaju neko] hiper-ravnl

T
N

aznog prostora X, koja ima zajednilkih tatcka ca

mnoStvomn 11 s tada za sve talke oblasti dosgviiivoosti,
izuzev za tacke koje pripadaju hiper-ravanil s Drin-
cip maksinume predsvavlja dovoljan uslov opiimtinosti,

Do kag ove lerme £c u povpunosti oslanje na prei-
nodno Jormulisanu tcoremu S,

1° zZadriino se najopre na sludaju kade je X dvodi-
menzionl fazgal prostor,

*

recipostavimo da Jranica svake si

by

‘ere doctiZivogli

Fy
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%, & Il,. Oznalimo sa x(t), t,< t < tqs neku dopusiivu
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tadki X = x(tF) trajektorije x(t), t, & %< %y, Dbiti
veneren vaa oblasti dostiZivosti Y mnoStva i, Jor biu
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tervalima neprekidnosti upravljajuleg parametra v(t) odmo-

varajuda trajektorija x(t) wrepularna kriva, bilo mozulno

da. rozmatrani objekt upravljanja kretanjem po isto]d trajeis
- - N w ;E - oy - ] gl 2 by Joan
coriji dospe u tadku I iw neke tacke van oblorii dogtliiivo-
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camo kretanjem duZ takve dopustive trajekiorije (i), oS
€ TS Gy, x(ty) = X, ( % € li;, koja ili u pobpu-
nosti lefi na pravej [ 4 D> I, ili sge u nekoj tadki = =
g S "**< + drais & ox {-— ] 59 wmm %
= x(17), i, s % ., odvaja od nrave 4 i prodire u

vnutrasnjost oblasti dostiZivosti imaiudi pri tom u talld

x°  tangentni vekitcr fezne brzine usmeren duZ nrave rmjo

Ako datl objekt upravlijenja dospeva na mnoitvo Ml
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kretanjem duZ prave (*3 2 Il’ tada pravu f“l moZeno uzetl

o

kao koordinatnu osu (dovoljno je igvrditi lincarnu tronsior-

naciju feznih promenljivih) i razmoirati je keo Jednodimenzie

oni prostor. U tom slucaju imemo problem prevodjenja cbjekta
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Zaista, poito su prava {~l i njeni odeccel st oo
konveksna mnostva, to se na proces (v(t), =(t)), ﬁl’

koji se odvija u jednodimanzlonom prostoru & kojim s¢ poduda-

- moe primeniti teorema 3.

Tmajuddl u vidu ovu lemu i prethodna ranmairanjae,

medeno izvestl zakljulel da u sludaju dvodimenziorcy fannoz
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