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§ 1. O3NOVNI POJHOVI,DEFINICIJE I STAVOVI

1° - Neka je C prostor neprekidnih na skupu R, 2%~
periodickih funkecija g(x} sa normonm

H/g ”C 0 <X 42_3{ g'(x)

2° - Reka je Lyf'\_*o«}-zjt ({<p<+ee) prostor merljivin ,2%-
periodickih funkcija 8(30) ¢iji je p ti stepen apsolutne vrednosti
]3‘30 integrabilna funkeija u Lebegovom smislu na intervalu duine
periode, sa normom

4= 141, {Eé(é )’

3° - ideka je M prostor nerljivih,2X— periodi&kih,bitno
ogranidenih funkcija (:X‘,) sa norom

1= 130l

Cesto, umestoM i M.HM piSemoleoi N&Hoc Imajuéi u
vidu ovu konvenciju stavidemo

Lp (A=jp<+o0)
LP(’P&Pﬁ*“‘C’)z{ P P=P+oo)

,/P<+ 00}
&”PH4P<“°°) { P_—}- oo)

Ubuduée, axo niSta posebno ne kafemo, smatrademo da
Lf znadi isto ¥to i Ly (1<p< +20)

N

5° - YNeka ae Ly:, skup funkclaag,el.p za xoje Jje

S&(fcdx -0

5° - Kodul neprekidnosti fimkc:.aeg_éx (XG{C M, Lp})
prostoruXje funkcija

) w(@fxm S C+u)-§Clly,  (Ost<+o)

Ubuduée demo umesto «({, é)L (1€pg+ o) pisati wiff, ¢ (1<% +oc
e umesto w(f,t) — prostow(ft) .

H
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AKO jeféc onda Jje

4] wift) g, gl w-dedls

X
| - fa)| (0=t<+o0) .
JC”

odul neprekldnostl M} funkc:x.ae!eX ima sledeéa svojstva

I. ({,0)k=0

II. «r(f, f) ne 0pada na polusegmentu J<£ <+ ;

IiI. modul neprekidnosti /// je poluaditivma funkcija t.j.

ol it <ot )+ lf it ({>0,4>0);

Iv. cJ(fg)X je neprekidna funkcija za éé [0 + 00)

Iz poluaditivnosti modula neprekidnosti w(fé)y sleduje
da je za svako nm e M\

) o (f, i), < n-wrft)y (meN).

Zaista, zam=- tvrdjenje vaZi, a iz pretpostavke da Jje
tvrdjenje ta¢no za M=K sleduje

C(T(g,(K*‘"’f)'é)x < CJ(& K{)X-" C{f(/g) é))( =
<Ka(f £} + (] b= (ke A)0(], )

iko je A>(0 onda umesto/)) va¥i
(3)  w(fx), <Qr)wfik

alto oznadimo sa [A] najvedi celi deo od A(AT=A< [ﬂ]—%’f)
i xoristimo monotoniju funkcije ca'(/f}{}x i nejednakost Q} dobijemo

w(f My < (], (W) (AT (f,he = Qet) o (St

6° ~ U siudaju X=( svojstva I. - IV. modula neprekid-
nosti Cu"(ﬁf}x karekteristidna su u tom smislu £to se mo¥e dokazati
ta svaka funkcija q}f(@, koja ima ta svojstva, i takva da Je w({)=«7¥x)
(+>%) , predstavlja modul neprekidnosti neke funkci"ceféc . Zato
e celishodno uvesti pojam modula neprekidnosti JOpite, ne vezu-
uéi taj nojam sa bilo kakvom konkretnom funkcijom } .

funkeija cd‘(é),]este, po definiciji, modul neprekidnosti

uopdte) ako i samo ako je

I. funkcija @i¥) definisana za svakofefg,tee) i «(0)=;

II.<(¢) ne opada za te[0;+0°°) ;

III. funkcijaw(t) je poluaditivna, t.j.

wi,+t,) <ot )ro(t,) (4,>0,¢,70);

IV. &(t) je neprekidna funkeija na poluseguentulCr o) |
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f Miuéemo pretpostavl;}ati da je modul neprekidnosti « (é}
f"joé 1 konveksna funkcija, t.j. da je za svako f}O svako 1‘: >0
‘& svako oe[0,1] |

) et -t (et -E).
| ( Nejednakost (4) &esto upotrebl:javamo za o(=-{- |

fLote) veotel Jw(£ %) (trotz0).)

Jasno Je da postoal konveksna funkcija koja nije
ﬁodul neprekidnosti. Da postoji modul neprekidnosti koJji nije
::ikonveksna funkcija dokaguje sledeéi primer. Neka ae o< £<// i

;\

if ; o<t h
wr(t)= 4 , HER PPy
i—(é-—«-&) 3 A< t<4+4
Y | 2 y tzA+R
;
2f----o
41- !
i v: >
B VA 3
Ol & 4 A+ i £
S1.1.

- : Dovoljne uslove da neka konveksna funkecija jeste

" moduo neprekidnosti daje slededi

v Stav 1. bvaka konveksna funkeija « (¢ ) kcga zadovolja-
" va uslove
L I. funkcija w(¢) definisana je zate[04+°°) i(©0)=0 ;
II.w®*) ne opada zate[0+°°) ;

: III.w(t) je neprekidna funkcija na polusegmentu [0+99),
;*»?Jeste moduo neprekidnosti.

Hoduli neprekidnosti «(#) koji su konveksni imaju dopun-
ska svojstva koja potidu bas iz konveksnosti. Slededi stav navodi
;;eka od tih svojstava.

- Stav 2. Ako je wi¥) konveksni modul neprekidnosti, onda
f 8/ na intervalu 0<{< 00 postoje konadlni,nerastuéi, ne-~
;'_egativni ;]ednostram. izvodi w..(»é) iwyi(t) , pri Semu je

Qf+(£} < w? (é}
b/ q)'(é) ‘je apsolutno neprekidna funkeija.
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: Dokaz stava 2. Neka je fg(o,.oo) 1£>0 takvo da{ £€/0+oo/_
Kako je funkcija (%) (0<t<+ 00) konveksna to je

ALt )raolt-4)]= w(t)

'a%[ww;) w®)]< 4 [w)-ote-A)] .

Kad »Kaﬂ koliénik na levoj strani je ograniden odozgo
i ne opada, a kolidnik na desnoj strani je ograniden odozdo i
ne raste. Dakle, kad 4@,0 postoje konadne granidne vrednosti
pomenutih koli&nika i jednake su, tim redom, cJ, (¢ ) i e’ (é}
i pri tome Jje

() wy(L) <w?(4).

Ako Jje {}<£f<t/2<+oo i (?<%<él-é , onda je , zbog
konveksnosti funkcije -

(k) () > ol )+ ITE)
tede
- Flette b)) |2 E o) -0t R)]

‘odakle, kad L0 sleduje &I;(éjzaﬁ(éz) £to, zajedno sa (\5) daje
wW(t)z Wi (t) = (¢,)

‘t.jo

Wl(t,) = (L, )

i

o qu_ (é4) = wr? (,?,"2_)7‘:&-{- (ﬁz )

4.

: SACYEISACH

é_‘:éto znadi da suco’(¢)(0<t<+oo) i P#)(0<t<+c0) nerastude
funkcije.

: Fako je co¢)(0<€<+oo) neopadajuéa funkcija to je
Wwli(t) 20 (0« i<t o)

wl(t) Z0 (0< t-<+20)
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7 b/ lleka jeéf >0 ,po volji malo i.S;gﬁﬁ) odredjeno tako
- da Je w(§)=¢& . Neka je Gimﬂk)(K=4pl;fnJ sistem disjunktnih
: intervala takvih da ae

Z(ﬂ’:% <®

[ Iz konveksnosti funkcljecJTf)sleduae da je za svako
0<t,<t, i svako A>0 ‘

(6') o’ ( -é;ﬂ,/“qj (‘61} = w(£4+’g') - CJ( év) .

Stavljajuéi u relaciju ( 6 )

‘imc 0 , K=A
;({59‘044) H K:Z.,S,‘;,.”,’n

M=, (K=4,2,.,m)
%(K:" ﬂK'OCx (K=—’/f,2,.,, 7’72)

"' dobijamo redom

"‘f@) - C‘)‘(v"(q} = Cd‘([b‘» 0('4)

ar(/s,.) W (L) = W [(Bd, J+H(R,~ oL, ]~ (- K, )

ar(@,,,,) ~ (L) <cJ[ ;(&; 9)} D;(@f"{’)]

3odakle, sabirajuéi imamo

[eo(ay) - ()] 40[;(& ]~< w(d)=¢.

%to znadi da je wr(¢) apsolutno neprekidna funkcija.

§ Iz apsolutne neprekidnosti konveksnog modula neprekidnosti
ﬁ)’(é) sleduje

W(t) = f tu)de

pri éezm i) postoji skoro svuda na (0+oo) i integrabilna je
NVBkclja. Ako stavimo

W7 (M) = i[qf’(u) + w2 iw)]

ada Je a)"({{) definisano za SVaKOM,E(O‘l”OO) i predstavlja nerastudu
gnkclau.

7°- Sada demo uvesti pojmove koji e nam u daljem radu
$ti veoma korieni,



Ako je cw({) fiksirani modul neprekidnosti, co({jZ(
onda éemo sa Her oznaditi skup funkca.ja ﬁeC za koje je
w(ft)<wolt) >0),
Klasu Her moZemo definisati JO§ kao skup svih funkecija
gec za koje je | |

1§ ) x| < o (hax- )Y

prl demu je «(¢) dati modul neprekidnosti.

, Sa Hesla,8] Coo< a<é<+oo) oznadidemo skup funkcija i_
datlh na segmentu [Q,#] koje zadovoljavaju uslov

[4(a) - fo) | < wjoo-an) Yo wvela, 4]

pr:. demu je «r(¢) dati modul neprekidnosti.

2 8° - Neka je W~ H, (7=0,12,..)skup J&- periodiénih,7-puta
diferancn.,]abllnlh funkcija »g('x,) za koje moduo neprekidnosti

'7“- toga izvoda qr(gmf ) (ff@ f) ne prevazilazi zadani moduo nepre-
k.:xdnost:. ).

9° - Neka je WH.,(7=91,2, .)skup funkcija /fe % Hw,(f)’“ﬁ )
“'za koje je

j,g;(fc)df-.-.-o
Neka je W H (’7"..04_2 )skup funkeija iew Hw—(T 2,1, . )
za koje je 5/0)_—(7

: 10° - Punkecija &eL ima izvod, reda7(7>0), u smislu
Vejla, jednak «ﬂ(cc)-— ;p[q:) ako i samo ako je

Jex) =4 [D7t¢) prec- f)a/z‘
.D/‘lé} Z_cos(f(f ) (/Y'>O)

y Gede

pri femu je

1,0

ioel_

2%

f wt)dt =0
, (0)
Ako je ie Lm onda je, po definiciji (x)=4(x).
Iz same definicije izvoda funkcije u Vejlovom smislu

leduje da je za svaku funkeciju koja ima izvod reda 7=¢ u
fejlovon smislu

2%

Jj&)de=0.
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U daljem ceno dii‘erencijabilnost. u Vejlovom smislu prosto
zvati diferencijabilnost.

119 - Neka je WTH(J(’Y’ >0) skup 2% - periodidnih ~-puta
diferencijabilnih ( u Vejlovom smislu ) funkcija 5 za koje moduo
neprekld.uostlc«fﬁ‘ é) 7T— toga izvoda ( u Vejlovom smislu ) ne
prevazilazi zadeni moduo neprekidnosti w(€).

: ( Xako je za 7=0,12,.. diferencijabilnost 7- toga
funkcije JC u Vejlovon sm::.slu isto 3to i diferencijabilnost 7
toga reda funkc:.ae § u obiclnom smislu 2zajedno sa uslovom

}Kf)iﬂé"a
o]
to je jasno zadto je u 11° upotrebljena ista oznaka (W:HQJ kao
o
ia9” ).
12° - ileka je Hff({ﬁf)sw»w) skup funkeija iz L, (’l»épﬁ“*‘?"",)

za koje Je ‘
o(fi)=wit)  (1=p=reo).

. weka je WTH (’7‘>0 //<P<+0°) skup .2f~ periodidnih, 7~ puta
idlferencigabllnlh (u VEJlOVOIZI smislu ) funkcija 4 za koje integra-
‘1ni moduo neprekidnosti cJ.\i ) 7-toga izvoda ( u Vejlovom smislu)
‘ne prevazilazi zadani moduo neprekidnosti cJt¢).

130 ~ Jedan od rezultata koji se ovde verovatno najvise
koristi je lema sornejéuka ( tako nazivana po N.P.Kornejcéuku, koji
Ju je prvi objavio i dokazao, meda je S.B.Stelkin do istog tvrdje-
nja dofao ranije ali ga nije publikovao ). Pre nego &to iska¥emo i
:dokazemo lemu kornejcuka definisademo neke pojmove i dokazati n=ko-
1iko stavova koji ¢e nam pomwoéi da pomenutu lemu jednostavnije do-
‘kaZemo.

deka je p(x) nenegativna i sumabilna funkcija na intervalu
( ayb ) (konalnom ili beskonadnom ) i prema tome skoro svuda ko-
nac,na na ( a,b ) funkcija. zZa svako%>0 defini&emo )72(5;} kao neru
skupa t? tadaka x€a, w), za kojs je p{x});&

’Wc‘(f/“ mey, E ~{x|xe(@,b), pix) > ;fj

runkcija x= m‘;,) » koju ponekad zovu funkecija raspodele
la funkciju }ﬂ(x) , definisana za svakoy,é [o+°0], ne raste i pri
ome je

, A
N (O) = fg-—d , M (’:l‘ OO/::/: {%’7%’%

0 %/ = 7

Ako je funkeija m&;/‘neprekidna i strogo opada, tada

pstoji njoj inverzna, strogo opadajuéa nay ’3 & (} funkeija =7 )

J
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koju zovewo opadajuda permutacija Junkcije /f‘a/fzzz,/.

,g,l

mY) bra 2 ———% x
Sl.2. E

U op3tem sludaju m (g// moZe imati intervale konstantnosti,
a takodje i najvise prebrojivo mnogo prekida prve vrste i , da bi
jednoznaéno definisali inverznu funkciju, ispraviéemo grafik /m,:y/’
na slededéi nadin. U svakoj tadki prekida ﬁa funkcije o%(/%/dOpunimo
njen grafik otsedkom }“%o,'m{%of&/f.xé'ﬂ?@*ﬁ , a zatim na svakom seg-
mentu [o{} Qj sy gde je funkcija /m{y/konstantna, ostavimo na n/,jenox‘n
grafiku jednu tacku sa koordinatama, naprimer 5L= _—’Zﬁ(oa—,e), I:zm{g@%ﬁ}.
Sada svakom X , 0=)X=< fo-—a_ sodgovara jedinstvena tacka sa koordi-
natama(fx,fm“(m)),i‘ time je definisana na(qé-a) funkeija ng}%'?z)zjffai}
koju 1 zovemo opadajute permutacija ( ili samo permutacija )
funkcije @x). .
‘ Za svako 4 >0 mera skupa talaka xe(gé-q)u kojima  je
?fx)?‘g{, , Jjednaka je m(%}, §to sleduje sa slike 2. zato je

| w0, b-a), )2 4] =& | T @ 0), i) >yl mEy

]&‘odatle sleduje, prema definiciji Lebegovog integrala

pA b-a
Jpezjae - |Fra)de.

U rasudjivanjima povezanim sa koriiéenjem permutacija
‘bide korisna
Lema l. Ako je [ merljiv skup iz ( a,b ), onda je

; % mE
I U S .
£ E 7

b-a-mE

Dok az. ueke je
/e;(:z:) = ,&fcc) [a 2 A << 4,5;)

4 neka su fm,(é;)i/m{y/} odgovarajude funkecije raspodcle za i



vada je za svako .y =(¢
m, (4) < m(y)
Fix)<plx)  (o<a<b-q)

Specijalno,ako stavimo

/@(x):/;&/x) , XeF

i zato Je

imamo
| Zx)<@d(x) (g<x<b-a)
i
4 b-a - omE mE

Jprataat = g (x)dloe= Jpolac - S b= S ol < Jpe)el

i druga nejednakost je dokazana.
Da bismo dobili prvu nejednakost stavimo E1=61,5)\Eii

#le) ,  xek,

f&ﬁX)=
| 0o , xe(a,6)\E,=E
Onda je
| 2, (x) < p(x) (0< X< b-a)
i vaZi

2
5

2
s et »??LE{

J (L) ol OJ Z(x)dx. = Oj Z(X)dx <

(2251 éid—sz'
ﬁégﬁﬁéavaétH:(J;;(Ivaét

teje G- -mE

5 I = ) (LI e
E,F (x)ax E{ @y (XLjctac ==

Vo) alx < 7 x)dx.
3}( / &5/5{’ )

{

ri,

v@uzimajuéi poslednju nejednakost od
74 bt

) %A% = 0) Zloxc)d
a2
dobijamo
4 @ -t bt - WL ey
j PSP rf I S i SRR S (P oy {;,‘;,”» Wb
ﬂ’-ﬁ/@fil, - 1 ;[_ﬁ/l LA l,.:,u! o "»A,/ﬂ - y 7 \L»P',n ez o ;,‘.nu { X / Ry
A ) F Y f o :
a £y v e Gy Rk
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4
g 14 "»C)ﬁ—}:_ ,f glac)doc ;}}{ f\fg;cc)o&ac = Ef () aloc

tage bon

5 proodc 2 [ Peo)cl

Pime je dokazana nejednakost ( 7 ).
‘ Iz leme l. neposredno dobijamo sledele posledice.
Posledicale 4ko Je

(8) g pix)oloc > ; @rac)ax
‘onda je M E>S .
| Dolkagz. Izdruge nejednakosti U (7) i (8) imamo

iﬂ(ac)d;c< 5;0(1)5595 < J;p(oc)aoc

Od&kle ,je /mz__>8.o

Posledica 92. Ako Je

(9] 5 pc)doc < 5 }9( x)aboc

..a,—-

-onda je 72 E\S .
- D ok az. Iz prve nejednakosti (7) 1 (9) sleduje

L b
j)ﬂ(/x)a/x J;&((X‘,)M<j 7 x)a/x
te je
7 (:.._.
b E> b0
tede

mE<?S .

I sledede leme su veoma vaZne za nafe rasudjivanje.

L emna 2. 4kKo apsolutno neprekidna na [a, &?]fumccn.aa f,; i o
strogo monotono oreslikxava segment a«t«@ na segment < &pﬂ

onda je za svaki nmerljiv skup [cla, &7

2 f(g) = Ejg (t)dt .

Pri dopunskoj pretpostavei da je j’{t’,}:D najvise na
W mere nula, va¥e slededa tvrdj =nj

l) ako je -m ;u—_)‘_b,ondq jem L=l

i) za svako £~ 0 postoji o <7 &) takvo,da iz "x i(?ﬁj"«_i?
eduje “Y t.\&,

b
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iii) inverzna funkcija gﬁ je epcolutno neprekidna na
fed] . 7
| D o k a z. Kako apsolutno neprekidna funkcija preslikava
merljiv skup u merljiv skup to je skup ;(E) merljiv.

*’ada ;;e F. 3] formula (10) va*i oligledno jer je
4E) }:g& »)] ( pri dokazu pretpostavlijamo, bez szanjenja
‘op&tosti, da fg (t, strogo raste na [oc 5])

o d(E)=J(6)-fd) = Tt

bllc,no se postupa kada je [ = (a( ) «lo, tada je jasno da
(10) va?i uvek kada je £ otvoren skup ( u tom sludaju Je i é(F
otvoren skup).

Prelazedéi na komplement ubedjujemo se da (1l0) va%i i
za sludaj kada je E zatvoren skup.

Razmotrimo najzad op8ti slucdaj kada je E proizvoljan
merljiv evup. -3 za svako £€>0 postoje skupovi l; i Gg takvi
da je

Rey(E)cGc(a,b), mG-c <mi(E)<mF+c .
‘_ Hera sv ¥ i G 1g1na11 skupova F; i G Ha osnovu
dokazanog je ( Jjasno je da je F zatvoren, a G otvoren skup)

-

fada je, zbog %’:’;);-0

o f(E)-e<mF _S;W;Cg{;Smdz S{e, Jeb < m{(z)re
i zbog oro:.zvolanostl £ prvo tvrdaeqae leme 2 je do‘cazano.
i) Neka je i(t/‘«‘&s roro svuda na [a 6] i neka je za
proizvoljni szup Ec [a, é»] W&E}, . Dokazademo da jem E=0 .

PretpODth:L 10 da je mE 0 .1z te pretpostavke i &injenice da

Je .‘”l?;»/‘ skoro svude na | lu sladuje
38 L/ L J J

R N |
)3 tjadl — (,4
5to zbeg E

SrO ! .. 5 St
'}’\C,«.’,\\,{ = ML

fﬂ(_.,——"’\

povlali m;ﬂ;—);{j, a to je newosude. Dakle je k=0
idi) sexa je, odredjenosti radi, &to ne unmanjuje opdtost,
pley st {10
#koro svuda nz L* O] . tada je, ozrafavajudli sa ?ﬂ;’-'} opadajudu
permutaciju za }5{"&) , /" e
lato €0 naka dc

o7 skoro savuda N, g oy

e
iy s
el f TS LR £+
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b

o= S'(c,w:. S?ft/af
i b-a-¢
&
f'>%f<”£}~5§ s fg«"{é at <o - S;V ¢a

b-a-¢&

Iz posledice 2 sleduje mE«E , 8to je i trebaloc doka-
zati.
: iii) &-4 keo inverzna funkcija neprekidne i strogo mono-
tone funkcije ,g, na {a,.&] sjeste 1 sama stroge monotona i nepre-
kidna na [c,d] . Neka je(c d, )(K=12,., ) sisten disjunktnih
intervala iz [¢,d] i

dngﬂ(cx) ’ 6;(: sd(dk) (Kzri{"z""’%)

Ako pretpostavimo da strogo raste na a<f<é vada i
&' strogo raste na [C, 0[] i intervali (CZK, K) (K //2, ,n} su
disjunktni. leka je E.. (a.(. ). Jasno je da je F_c(a ) . ileka
Je wrt)= :g”’);o &> 0 1 proizvoljno malo,

~a,

&-5(5) j}ﬂ/ﬁ/’df
1 b-a-¢
: mﬁ(g);.m(g (c&o[,‘) Zm(‘f« 2. ,.Z (¢ )<o,
tege k=1

Sf(f)ouf S?’Yé)caf

onda je mE<¢&, t.j.

n

b= U (T, 1 da)- Z\ﬁ(c dl<e

(U (a,

K=

.
S et

§to je i trebalo dokazati.

L ema 3, lieka je apsolutno neprekidna funkcija .. .
data na [a 6—] , Strogo monotona. iko je F( ) avsolutno nepreudna
Ra [%(a) X\[})] , tada je funkcija F(&(oc)) apsolutno neprekidna
pa [0, 8] .

Dok az. il ¢emo pretpostaviti, ne smanjujuéi opdtost,
tag, strogo raste.

Uzmimo £€>¢ 1 nadjimo o> 0 tako da za svaxi konalni
istenm disjunlftnih intervala (AK,BJ iz

Z.(B AJ<E = > IF (R FAi<¢

...... 4
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Zatim za takvo ® nadjimo takvo ¥ >0 tako da za gvaki
konaéni sistem disjunktnih intervala{a,,f;)za koji je

%—(z)fx—ax)<ly bude 233(6;)"?(@&};‘(5\

K=
+08to je prethodno udinjeno, izaberimo mra koji konalan

sistem disjunktnih intervala Gxg,é;) sume duZina kojih Jje manja
od7 o Intervali (&Glx),iéﬁgl) takodje su disjunktni ( zbog
monotonije funkcije & ) i njihova suma ima du¥inu manju od > i
zato Je

2[RI -F3 () | <e

gto 1 dokazuje lemu 3 .
Sada éemo navesti iskaz i dokaz leme Kornejcuka.
T

L ema_ _HKornejluka. Neka je y{{/’ sumabilna funkecija
na [a,&], a funkcija

X
V)= ) ptjat
(11 ) '
strogo raste ( opada) na(a, &’ ,strogo opada ( raste ) na (4’ 5',)
(0L<a’<@’<@‘) i konstanta na [a' 5] ( ako je a’< & ), pri demu

je }V/@)xﬁ .

Tada je
[yt
M () == VY wie i abl <
fer \ )“ jw 'aY{"/ s/l | ==
Q’
. i , , L { v . PR
= i We)io(§E)—t)az = ) i) (& - [ CIIts
>

r o~}
pri Cemu je funkcija 53(’96) definisana za a.fa;’xsfl—;lzc re2lacijama

y) /

) =TTi00 X< Y iy Y g
( 13 ) Y(JC/ "i‘ff{ V(X \C{ = L= & ‘:"‘)"\1’)’% Uf}

- ’ i ol )

a SO"("II;) funkcija inverzna funkcija SD{“‘"JC).
Ako je «w (%) konveksni wmodul neprekidnosti, tada u (12)
s8t0ji znak jednakosti, pri cdemu supremum realizuju funkeije oblika

Ki&o s K je proizvoljna konstanta i



[t
N gptothy sl R Y SRS
[ 3
(14 ) Yo o
g
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\J
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A
~
e d
P
o~
!
i
-
N
-
L -
Rt
f~
&
Y
=",
N
>
W
IS
>
.
e,
~
\\4
.

dolacijonm {(15) fuskeija (}i}{i’x.;,‘ ca a0k ) de o dobro defind -

annp. on Lo bo gaiaba bako dokazade aledede rozsatranie.

Loeaop e i b Conda wbor aeprokidnosti funkeije {11)

268 K G ri&’j,p(; :hogn Jovluo jedino l/,_,‘ - '2'(}’ {17 {(’1’/1 tako da je
‘ o ‘ Lo )

r

Pl

IR VL SEPTI R S R 4

‘l{'";m / ¢ l,,,/ ‘} ylff/,{’{
{ «

Shoy, aaprekidnosti funkeijs ( 11) zn e [ 6 4] vostoji bor

I R

Jatno 4 lf"*,f/"( 6 (i, W) ) tuno daje

( 16 ) Yoo

7]
Yo gl . fepe g % Ty P . , o | s
a a0 Jo funkeija (L1) strogo wonotona za ’X‘E'f[;:(rtj s Lo poatojl

Jedno jedino .{/g[{?, y’u’p‘}j kojo zndovoljave uslov (16).

a0, kako Jo funicija

. ; R | . Fed
. L It i ( J B R )
N ool s AL Rt |
.I/ ¥ / ’

MR

geprekvdnag Lo abropo sonobana Lo ong o wma tnversou funkeliju

ga akupon veodnoab it O 00 - b Koo Je Tratonje nepreokidna 1

e

BLUGTO Bono Lo,

; s . . o R w 1 RN
P prebhodoor alodu e da 2a wesonn "1" R O ‘gff\ T
' ) ; 3.
pw.‘{.«.gd [ RS S S R Ao L e k ,{’ RERAN bt dn g8
v 1
1 'r/ !\ if
R
; ;
(1 y sl i ay
b
Lo, cdor 4 (17 ) wleduin
. b
L : : AR 8 i
[ "7 '
g Ty FELERE! i RSN Ty {s ;i:*‘ ***** Y i [ k"
b
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.,

jednoznacno odredjeno x« [g,’ 4] tako da va?i (1&), &to znadi da je

2 =7 (x) (a<Xx=a? b6« FEix)<br)
U daljem tekstu demo umesto X - () pisati X ’g\f:c) i jednakost
(18) kojom je definisana funkecija 50{’“12} sada dobija oblik

o prac)
(1 APEdEJpat (asxsar, B<poc)<b)

Cvim je dokazano da je funkcija f(x j dobro definisana.
7!

Ako obele¥imo sa zf,," funkciju inverznu funkciji Yf(fx,}
na segmentu [4 4] onda iz (13) sleduje

(19 fx) = %4(}/’(@}/ (a<x<a’)

$to znaci da je \p(’oc ) (a<X=<a’) strogo wonotona i neprekidna
funkcija.

Funkcija fo"'(OC)([f’«x;@) kao inverzna funkcija funkeije
f’(x) (a< X<’ neprekidna je i strogo monotona.

Tunkcije @(x) (a=x=a?) i @ ) (6= x<bjsu i apsolutno
neprekidne. DokaZimo to tvrdjenje za funkciju 50(’35)

Funkcija EZ" ( prema lemi 2 ) kao inverzna funkcija
apsolutno nenr*kidne i strogo monotone funkcije }V(’x)(lg.’é”xééfvjza

“koju je =0 na1v1se na sikupu nmere nula, Jjoste apsolutne nep-
rekidna na LO,Y(@ Y .
' Iz definicije funkcije {16:\:“:; J((13)) sleduje

DU e LT X Ja= o<

\,} 7 J: h '\‘_ /i,'

i kako je /) ('Q;c x<a?) arsolutno neprekidna strogo ronotona

Z ‘
funkcija, a }7 /e / ,:;:.4{,;5'{';7@ '7(’ ) apsolutno neprekidna, to
je ( prema lemi ) 1 éé{;(:x'jf P W ’L’) apsolutno neprekidna funk-
V3

cija.

A

“ Y v - . . [P R I
Na slicdan nacin dokazujeuwo da je l:}i‘ K, '\{,‘"«sxeggﬁ apsolutno
neprekidna funkcija.

Jedrakosti
‘/‘7-/; > ;i/r ‘/&'}, }‘ 3 ! Y oy ;
Vie)=¥ipL)) [a=<xs),
r 7 ’J Loon I B >
2} J\, )-" sl ) ! P
} J ( ,j. T A & Lo (/'rx

mo¥emo diferencirati skoro svuda na naznacenin intervalina { to
Jednostavno doiazuje) i dobijamo da vaii skoro svada na
fntervalinra



i
-
o)

1

(20) FL) = PRI o) (o< w2’
) —"v‘f‘\ - YRR RS v 17 ’ s : i 3
( 21 ) B { ’:fslali)’\ j') {‘\ ‘XL /}/.} -F w’i ‘-E/ L (}")“; ST,

rredjimo sada na dokaz leme Xornejduka. ilake je veé doka-~

zano funkcija “ L/ neprekidno i strogo monotono preslikava segment
¥ . o - . 3 /! o -4 -

[,c] na seguent [c,&] i pri tome vazi paj=t, iC) =C  .Stavlja-

juéi = :jﬂg}f_} na [&’ &1 ( zamena promenljivih je noguca zbog
apsolutne neprekidnosti funkcije f’{‘l‘-)) dobijano za svako géH,,._rtcz 55|

& a’
Lt i ‘{/" s S = Voo ) n s Sz ‘,\‘,,"t’ ' P ;:
(22) 5 JUsi g side = e \‘j"'\‘f/)';%“\}"\*'--/','""' &L
3 ¢
llako je 7¢5=0 skoro svuda na (@’ &', za svaku funkeiju
Je Hotali , xoristedi (20) i (22) imamo
’ a’ &
i}l(t/j—\tf)v | ‘f(:, ~§\t,cu:‘1‘ Y"('t)i(é/dt =
(23 ) a’ < &' ¢
.2
::\ S.!x}/,/}r— E{{; i n[" 1“‘5\'; ;"i !<S !{43'_\‘: (' 7 B
' 1‘; (t/ L.gitr}@mbm | = J Y ‘J\@t, -t jat .
o RPURPURR SR 4.« & . . ‘e
Sliéno, stavljajuéi U=y (2) na [a;-<]i koristedi

(21) imamo

ti

AT 07 s T *: y
é,‘r’(fk%ig‘? ’{t))"ga%,); do | =

Jednakost
a’ &
¢
oo iy, £~ :},—" | S U s g Ny
SiV&t}iJ’\@\:)"f»/at = Yl ok =T ) o
L
proverava se elementarno »omodu iste zamene promenljivih £ =& (=),

Prvi deo leme je dokazan.
deka je «w(¢) konveksni modul neprelzidnesti. Jada je «rie
apsolutno nenrekidna funkeija i

-
(=3

¢
AL - r - !
r’J‘;c) = \} <J ’\f.b) Al
N
pri Ceuu ) ne raste.iokaine da funkeija i, x) ,definiszna

-
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jednakostima (14), zadovoljava relaciju

(28 /;?a {SOC’JCP)“ ﬁ(m) = U«;’f(i% X) (a<x=c).

Ako je a=x<C , onda je cxprc)<{r i smena €-pz)
daje
fP(x)

Jolptx) = Jo(-g7(e i = 5«?’(50(2) )Pz
i vaZi
@(@fvc)) 30\&)”5@'(0&) )L §7E)- 11t

c
3 ,<Sa\.t/ t)d\ 1€ ) t)w_co—\ag (2)-X).

Sada iz (26) sleduje da u (23), a na osnovu (25) i u
26), za funkciju §= %_O znak nejednakosti moZemo zameniti znakom
jednakosti. Po&to Je 4

Vi) = Syt =
to supremum u (12) zzjedno sa & reelizuje i ma koja funkecija
oblika Kt g_ (K je proizvoljna konstanta).
Sada Cfemo dokazati dsa /3 éH [a,&1 - leka je as s acls o
i na pocetku pretpostavimo da je x'<c<xl . Funkcija fﬁE}~'J:
neprekidno i strogo monotono preslikava segment Ezﬁij na segnentu
[o,6~c] 1 zato postoji tadka &, x<x,<C takva da je
Placy) - Lo = XM !
leka je, odredjenosti radi, w's o, , tada je gjk(‘¢w:1
va¥i x,-W’== =0(x,)~ X” . Kako funkcija jo raste, imano

”

ot = Lo = Aotaet=§o0o)=T o (0a))- {o(oea) J+

"

nam s

I ERESEREIIEFERCDERWIEN

[

i kako je

g . g s Famn L e -
/jl'o(g)({xo})"'}oi"):‘ﬁ} =""Ji~i$é'\:‘l'°/§m ‘X'O‘} = \i X' "L“é}

’
treba dokazati de Jje suna r“osledn}‘:, dvekvadratne zagrade nerozi-

tiwma., Iz (171) cleduje da izvod ;o(.m fu.hxu, ge ”>L ne opada na

(OL;C,‘ 1 ne raste aa (Lo i va¥ .fo‘ wa Iw' l_f ;

"

zatd ja



Xop d& Lo
¢ oy Sy \ 1 ,

- {2 peee. 1) (peace - o)

Ako su X'i X" sa 1ste strane tacks ¢ nPr. o <3l <z,

tada izabravdi tacku X, tako da je ¢- Ky A imamo S obziron
na veé razmotreni slucdaj

. ¢
Lo s al -, g P S

{ f"'7) " ‘ = P A T 5 ( Do}
")&‘O \ ')'\* &-o X / | %ok \.I-’GJ'_ L= “5'0 . v/j CL‘;‘F -3
v X,

“"3o\x_)“§('l“§_~LJ"‘ ’,1)-~ e () CC’~"X}}D.

Cvim je dokazano da 3 € H sla i .
[

14° - Uors.w..4 nejednakost ilinkovskog. HNeka je funkecija
g@*é‘) definisana za

asx<d, C=y<,

onda je
& o 3
15y Vol |
( i1i pisano drugadije
¢
b a3c yiaully=5c yilldy (teper] ).

( za dokaz videti Sire 296)

C

-0 L s . .
.57 - deke oznaxe i rezultati.
/™ /“., i

l.- lieka je Wy, (T=12..; sktup2i’- reriodidnih funk-
eija ¢iji je izved veda (=] avsoluitno m:z;:re‘&:idna Twneija i

- o .
1D o] S . Y S r N . = [
i Tl by ; P D < T T R N P
i EE S SR § 2 Vy ’Nf:: ;;..u.g [ ’” ﬂ}» gc.,& “;,é;. \'S‘M o1 iL.QJ*:? 38
C
VivL i h
“ IS [N b
£ v
P T O T s v
Bvaza Tuarstcina Lo el ) moZe an vhredstaviti o oblisu
\?' M,( A\ 2 E S
is
- F Y
1; Sy f T NN S
o K s A A T L
BTy N F R R
e



Jer ie .funkc:.a a gcﬁr

izvod per:.odlcne funkcn.aeg, o

- 15° 3.~ 2Za dati mz(o(x)(KeN géwmo ili /g,é\)(/’r%

stavimo

*@ fx:oL =4 ng*’(oc-t);- % cog(v - X

-Oéigledno je da je za ol =4 { K {’_2

)o&é
-)

| F'r(,&,oc}o(.)a 3—(&)
15° 4.-
D (OC) Z Mudoe  (K=4,2,.. )
15° 5. =1
KOC. L L
D () 2_%«3m+iw\<oc». oK BT (\K__ )
2 ‘ K \ s
2tg = fgoc | 7/
15° 6.-
JK(@:ZL";-QE& (K=42,.)
i wa¥i I=1
Ag/nSK(oc = Mgmsmoc (K=4,2,..),
5(0(: = /7// (;\ ’,,.)/acél_ R)
15° 7.-
4 &, 8]
y NN == T ’34‘ }7 Kv‘-f o
Sfj}%ymx 7+ ?_ 2.|<;T X (a2
K=0
W2 K’
Uprecy e - LS @KLy
£ el -2-i<i“f L P .



G L AV A 1.

§ 1.1, IZRACUNAVANIS SUPRIZNUNMA 0L PUHKCITA
KOJE PRIPADAJU ODRx=DJENIN KLASALA

Neka je skup S podskup metrifkog prostoraX . roble-

%H%HX

za razne prostore X 1 razne skupove 3 bavili su se mnogi uctori.

‘mom odredjivanja

Za nas su od interesa radovi N.P.Kornejcuka i V.F.3torlaja. U tim
stavovima koriste se skupovi ¢ije definicije upravo navodimo.

o : } . . s

17 - Hw[o);’t] Je skup funkcija g zadanih na seguentu
[0%] xoje zadovoljavaju uslov

B ’ i (CXL”)“‘ ’"{{ (,xn -z C()— _é
m?ﬁqﬁié { () | (£)
X, X [0 %]

pri Cemu je <« (€) dati moduo neprekidnosti ;

o) 7 . . e

o -

27 =W H.,rox] (’)”7.0) /{;2}_") je smp_Z?‘C~($)erlod1cn1h
funkeija 3_ ¢iji 7 -ti izvod zadovoljava uslov /3 € Hy o x3

(o] e o /. F— ~ o ’ Mt o

37 - W, ,.‘UEO)J;,] (r;O)»{}Z_),,,/ je skup funkcija &é\)&/ H.ytox]
za kojz Jje a2r

riY S .
ngt)ai =0;
o

O /% ) j ol 4 /M

47 =W Her L] (ITZO) /{)2}“‘ je skup funkcija Ve \V/ Horto
za koje Jje

n) .
{(0)=0.

Napomiena. Iz definicije navedeiih skupova sleduie da
su ornejcuk i JStorcaj koristili restrikciju konveksnog na gZore
(i1i samo konveksnog) =modula neprekidnosti <o {£) na semaent[p x].

HePeKornejcuk je¢ dokazao siededle stavove:

stav A, (radal2], 1362 ) ieka je £, nula funkeije

28, AN (P= D )
D) =)D ot (d=12,.)

- N ~r . . K:'{ o 5 . .
na segmentu [0 JT, , funkeija f)()c) definisana relacijiouw

~28, vy w28y 0y e ;e Y e Y e e

S S U ) R R U o 1 (Yt o Rl bt

bjia’o Ve 0y o F JJ)o 1L/ \Le= X=Ta \} VA e
3 ]

(¢) dati, ouvazksan ua rore, Loduo nenrekidnoati.



Unda je i

S ‘-0"(2t/ Mm(2 K+{
E Zktdredl
(.2.:(.1‘ { )

suplill, = 5 Z_ ScJ(ngcJ)co:md‘

v
)
e
;1,,
(R
Q

gvechw | T e o r=2¢ ) {=<12,
K={
%a 'rza je
A&U{J“%c : %' ar(;z{-)oe,t
&\X/ HWLOJCI o

Stav B. (rai[3], 1967) UNeka je «w (¢, dati, kon-
veksan na gore, woduo neprekidnosti. Onda je

-—

pad
5
A

8

OO N4 \
8 Z'C_/U r;’u)’@t/ yL?l\.u\f{/ ud.l,,
‘ LK+ {} A

y T=0, 1,2,

VeifeStorcaj je dokazao zatim stavove
Stav €. (radl{6], 1972) lieka je co@&/dati,
konveksan na gore, moduo neprekidnosti. Onda je

supffll, = (k)

&g W7 HE . tox] £

ol ““)\cJ 7
0 4 1) 2 )mvm m& ~.
-y -«-«l\*t' i’

%GW h(‘rLCﬂl CK=0
3 tav . (radlb], 1972) iHeka je «r&) dati
konveksan na gore, moduo nenrckidnosti. Onda je

9L
alde
o o
/ ) ) (2% ')&?l\h_.\r(”_qiﬂ N I
i __...._.v...m.v,...‘_.,...,_,_. amantat im P F S
a9 7 P f‘,r PR S N A A
ITANET] K_f’ \{'—"M.—'i .
TR - :
er);f*k i} = - » :o
\&ewv’r‘ * S . H “4.v ,} ,\‘ ,’ (\ (» \.J VB ., ALY ':‘ ] f;,\a ; { - ";
. Lozl [ 4y Ty ; =
; e 4 N
[T
~
S e i RS R S 2o b 1,
Pri ceiu . R R UL e 2naden, jo ka0 1w gtava A,
LT \ , Coa s
s oA v o L Tacl ]? ..;_?/;v ) et So Y e S okabn,
konvekson nz core, comie monrotidsosti,



funkeija &iji je izvod reda )/ neparna,2/{- periodidna funkcija

Stav F. (raal 51,1978 ) ¥ueka je e dati,
konvessan na gore, zoduo neprelcidnosti,

{ ) / ‘1 “‘; “ A f %
Jioer 1€ a‘,.:; b =0,

RGN AN
”

funkcija ¢iji Jje izvod reda .Z€+"" neparna, 27 - periodidéna funkeija

28+ 1) i(-1)" i) y 0% 0 S5
(204 4) ("JC)={ < T 2

-

L2 | T g eas
.
Onda je .
2%
e § ;i = 5 NS R RN P

g 28+ 1, * "‘P 0 ”}‘ize“’f/ / VT eyt S
'C H <o ]

vii ¢emo u nasim ragmatranjime raditi sa slededim skunovina

.0

57 - HCJ[O 255 Je skup funkeija S zadanih ne segmentu
[0,277] koje zadovoljavaju uslov
L LA " ’ﬁ\‘// 5

,g‘i;‘l‘ ,"‘ ,,» LA
W= LW = e

¢

pri demu je & (¢ dabti moduo neprekidnostiy
) 59 “"P{/if;?{;a-:m:j { e .\*/3 je skup /i~ - periodi¢nih funi-
cija 3, ¢iji 7 -ti izved ( wu Vejlovom smislu ) zadovoljava uslov
{Th oo
0 s

A ML 3 K 4 ey oo, Je shup funkeija zadanih na

*

I‘
N T ret T S NV ;e A e 4 - ; -
gegmentu 0 200, 1oje, za ncko e L«fﬁ- Moy ycadoveljovaiu uslov

ar LA R
{
SR o s i}(‘; r», y
R 1 7o 3 5‘ PR e ‘.‘
Vg k. 4
b J,, i 44 / L
w4 j




o oy, ygm w)-- L) | = (¢)
Wwist 02

— '.ﬁf"ié[u),z\:\,
pri emu je «r(¢) dati moduc neprekidnosti ;
W3 HS 021 (e RF A< oeoc)je skup 2% -periodidnih

funkcija Y <&iji 7 -ti izvod ( u Vejlovom smisiu) zadovoljava
uslov & cm_(, 277 ; i izracunaceno

o 0
| 3%}0 ii$ o (reR*T A< 4 uo)
L e WaHE o253
liapomena. U stavovima 1 i 2 koristimo restrikeciju,

konveksnog na gore, modula neprekidnosti « (%/)na segment ['_02’*"‘ ’
dok gu dornejduk i Stordaj ( kako je refeno) koristili restrikeiju,
konveksnog na gore, modula neprekidnosti «J(%) na segment [0,%] .
Otuda i razliditost rezultata XKornejduka i Stordaja, sa jedne , i
stavova 1 i 2 ( zavreN ), sa druge strane.

. NN A g .
$ 1.2. xLasA TUEECITA Wo Mosfozsl (77=0)

T 2 AT '\n,j:- 'Z:‘z) s .
‘D ) 2 Kq-—' (‘765{ ) \,f.,_ 7~\“;/
=1

. R .. 7 e s . . 2 .7 e .
( za 7= { funkcija D, (t) definisena je 1 zaé=T i¢:d2 ) 1
wi{+)dati, konveksan na gore, moduo neprekxidnosti.
a/ Heka je o< 72 i neka je &,( 7, jedira nula od
Dré) iz {0,2%) . Ako je funkcija ?.¢, definisana rslacijou

3 g2
L j“’f{i’fﬂ} )
o fad
Yo T ! t Py il . ;
: { — ; h - L . 0.
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b/ leka je 7= 1 meka su €,(v; 1L;7/j{C
jedine dve nule od ]7(£) iz [o, 251
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rrema toume, funkeija _Do ({')(O«i“fﬂé 1) neprekidna je i
strogo monotono Opada na intervalu (0 23‘7. Usim toga Jje i

+4r )‘... r"f"f/ . {f/;

S:Do (t)eil =D, (2%

Dakle,postoji dedlnntvena vrednost f,,pr/a’" tf"C) ( u daljen

tekstu samo £, ) takva da je

L—((O, \,o}

. 'r/ , i ,/ y . R | . - p
5) D) (=0, t-t, (07 1)
<0 , telt,,2k)
Imajuéi u vidu dinjenicu da je funkcz.ga.DOtt {u“’r" lyte
sa gresSkonm c,:LJ:L Je red velidine ravnomerno Jjednak l/ ;‘/ s Jednaka
il .
i g o«t=
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i H - L (3»4
O za » / sid <Zl vl

§ 13., str.118 ) to je, prema svemu redenom grafik
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51.3.00(t) (0< V=<4, +e{0,27)).
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e wie Y s TT ul ! ’
stroge monotono opada za ez, 200 1wl e,
jo) 3 f “ \
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Kornejtuka na izraz u relaciji { 3) ¢ i I <. o dobijamo
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odnosno zbog ( 5)
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pri demu je funkcija Q. (CL) definisana relacijon
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s + » . . ;’)‘ ~p ',“*5.“
rouenuti supremum postiZe se pomocu funkcije © x 7 o
pri demu Je C proizvoljna konstanta,
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i funkcija @’ JC.) inverzna funkciji SJ,.{“‘} iz (7).
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" . / ..:.N,
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Keko je za O0<t<{25T, D;: {éj-:((&“t"'fifgi, to Je
/
! Jc-_-_j& s 0t 2T
D) - |
o (T {
(’ g ; =0, £=28
?"to znaci da funkc:x.aa ﬁc’f{') (0&‘&?‘52‘3(?)’ ma jedino dve nule
=t,{1) i ﬁ,,-»"-ﬁf {4) vz JC iz [} «vh) ( u daljem tekstu
plsas:.amo samo t, i £, ). Grafik funkcije _Do &t) \Gf:{. J‘.,} je

D) |

Ex
i , “\\\ 1'::3‘5
t=0 S~ 2%
T
Z|
~ 4 |
s1.a,(t) (0<t<2%).
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T
cod (KT - 52 e ,
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li .,.'2.} &L D k > )
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neprekidna. Medjutim, za 7e4i2,3,4,.} funkeija I (c) sz svedi
na poznatu Bernulijevu funkeiju koja ima tadno dve nule n2 inter

valu [2,2%) . ( videsi[4], stranz 39.)
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rema beoremama 2.4 i 2.5 radal? ], ma koji trigonometrijski

polinom reda 7—4{M=4,2,3,.) T ((£) mo¥e interpolirati funk-

o o [ o2 Y ~ . - cie} ..
ciju D {t) u najvife 2n tafaka na intervalu [2,2X, . 7o
vazi 1 za DOliIlOI“

I
koji prema reéenom,lnterpou.ra Do(é/; u najvise dve tacke na

€] e

intervalu [J AJL) .

Daxle, funkcija _D H'.) ,~,~>7 \ ima na [.,’},Q,:ft
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Ly
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Sa f‘n}

770N it Odt (¢ A o Q)= I
) -Dc ‘:‘t/}‘fi D (LO—{.OC'-‘z -~~-S)'r'£ x)= to"r*—jt .

Fomenuti supr@.fxum oostlze se pomodu funkecije C % '70*(0c'} pri ¢emu
Jje C proizvoljna konstanta,
(5 .
. - S U’(Sa,(é).-i;a’z , E,<ax=t,
(12) g*(x)= ¢
Gt

\S- CJ’(T{' . §;4<é )}\ i’: b TJ"( ‘?::" /\x: <. t’? ~t- Lt
a\@q-(rdc/ je funkeija inverzna funkeiji Pr(C)iz ( 11).

Da bismo dobijeni razultat u ( 9?)napisali onaxo kako

% I :
je to u iskazu stava 1 navedeno odrediumo &%‘ﬂ)”l} 1~ I, Ve, e

0\“*/

Nieka je prvo 7k 29+4 (A :r.f,f,;,z}‘..)t-%
2A+4 < <29+3 (N=0,1,2,...)

Jasno Jje da je

v* RS .
A?/)'LD ()=~ 9D, (0)=—59m (con % )‘;;(%}x——bg/n *%,_

(204 /<1< 279+3, a»-o {20 b t<t,).
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i razmatranje svodi na interval Jdu¥ine T ( t.j. posmatra

skup H., 00,71 e
Medjutiam, kada v nije prirodan broj ( veé samo 770 )

s1i¢nih osobina simetrije ( u opstem sludaju ) nema i zato smo
mi ostali na segmentu dufine 2.7 ( t.j. posmatrali smo skup

H., 0,271 ).
§ 1.3. KLasA FunxcIsa WOHYE (7>0, 1< <o)

Stav 2. ieka je

;‘ \JI)/KV'“ ",/ /\ FeRY, te(0,25))
/ n

:-‘! . . 4 :
( za 7 [ funkeija =~ ] t)deflnlsana je izac=0 1if-=27
iar) datl,l‘:onveﬁsan na gore, moduo nﬁpre’{id wsti.
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.y L ot )
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Dokaaz. a Newajel<r<i . x&zio}(g .:‘;i'O“’_m:jiEf; sroito je
Gu(J7e)=we)  (f<p<ro, tel0; 251
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(1< Pé~f- Jo) za svako oL . Zato je (gw’m?p/‘
- 2% 1
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znajuéi da je O0<7T<.{ dovijamo
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({g/ {"\}H’a‘"r‘}lil%‘iiyg = :_TC \.> 3-1‘«"‘0 (t,‘iid-\ \“V"{é,} 't/}(j}: \ {MWK)&:T = /
FEW My 027 o J
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a funkcija (', . inverzna je funkciji ., - .

Da biswo dokazali nejednakost suprotnog smera primetino
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§ l.4. IZRACURAVAITE SUPREMULA HCK.d
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pri c¢emu se pomenuti supremun postife pomodu funkcije ?o*éHuf{o,J‘C]
koja je @efinisana ovako

,ﬂx(m) Folx) s O < X LT
~F(x); T= =28,

to ,
~5«f‘(§%<ﬁ)-t)o{; . oecet,

x

x | | .

S‘J’({:*?:"(f))dt 3 fo=e (L VL,

€

- S‘z..w(gam-t)olt . fea<t,

Fz('x)"‘ qu,{f Sbﬂ({:))dj; t«ﬁ‘flxlfé‘?.ifi,

(76) S{xQza(‘é)o& S?*aﬂ(é)o[i (0g XX gto= @)= )

77) (G, @dt= BE @)t (rewst=fomi=2x),
a funkc:LJe pilx) (i< 4,2} su inverzne funkcijama 501,(@) (i=4,2).
Iz jednakosti (76) i (77) i oblika funkcije @,,(¢) sleduje
a(®)=2T-((2%-%) 1 Q7(%)=2T-(u(2R-25) . -
Iz (70), (71), (72) i (75) sleduje

o0
Oy to
(73) A EFM(%:',QC: ﬁé? A Sofv"mnt} L,’CC"Km ..__.n_.._i‘l"‘ 23- "i‘\:‘
I /
YRS V& <«
%E%cﬁﬂw[{?,’}z] =4 K & =4
fedjutim, kako je oo

%“’@, &)-£jeas ktdjt
" )\4‘. )
;

2]
F22(p%, 0}@):%

K=d
to je

} ’w\tl

% r.‘, /
5% HFE2, - il ?'%Z_Q(K LT (@) ~t)esaictelt

ot Ku..'h
LeWH ot ke=A

§to zajedno sa ( 78) . daje jednakosti (62).

| Keko niz

(w}%‘-‘;—a—-) (keN)

te raste, to i niz \
(L% ) (KeN)
\ K*? \
e raste 1 zato,28 7=24+4, 24+2 25432.... va¥i formula (80).
+ ] - .‘, *h) » K
N apomena. 0O stavu 6 b/ wo2ec ge slifno refi kao

0 stevu 4 b/ u § 1.6. ( Videti napomenu).
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G L A V A 2.

§ 2.1. APROKSIMACIJA TRIGONOMETRIJSKIM
POLINOMIMA

Neka je C prostor neprekidnih 2T~ periodidnih funkeija
% {C C) skup neprekidnih, ZT-’ periodickih funkcija T oblika

U()= U, ()= iao(/n )+Z_[a,<(/n )cosKoc%K(mmeoc] me NUA0)
Rastoganae A(,g UT funkclae&e C od elementa Ue U

AlU).& i %!gox) Uéocl—-lg Ul

Neka je COMCC (m- 04*2 skup svih trigonometri-
skih polinoma stepena I'YL .

Najbolja aproksimacija E(X fp )c funkci,jegec polinomima

Predm  je
E(3,5)=E.(4 m}gn& )Pl

, Akxo je .ﬂ_C C neka je

E(q 2= EA(R) = aup{E gtug%l&( )= Pn ()]

Praktidéni smisao velidine E(({,Jm,)cje u tome £to pozna-
vanje te velicine dozvoljava da se da minimalna garsntovana ocena
greéke koja nastaje aproksimacijom bilo kog elementa 1zﬂ pomodu
skupa f,,‘, .

Slededi rezultat ( D¥ekson 1911.) dage brzinu kojom najbo-
lja aproksimacija ( kada je J ~Wmo 111 ¥ q \X/o Hcg- ) te?i nuli
kad m—>»+o0 ( t.j.brzinu kojom niz polinoma najbolje aproksimacije
za svaku funkeciju / g.eJq konvergira ka /S. e

Ako je ﬂ,wm (’7‘:4 2 5 ) onda Jje

£ () < AT (1=0,4,2)

”
a ako je \(S)L=W Har (7=4,2,.,@r~ modul neprekidnosti ) onda Je

Enlf) = (7”_4),.@(3{;7-) (n=0,1,2,. )

pri (cmu konstante +1i Dy zavise sazo od T .
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§ 2.2, AUROKSIFACIJA LINEARGIN POSTUPCILA PRIMENJENIM
NA FURIJEOVE R:DOVi. PRLGLED DOSADASKJIH REZULTA
U OVOJ OBLASTI

eka je sada svakoj funkcijigec s 2a svako M= 0,4,2,__
dodeljen element

V.(§,x)=1a (fn)+2__[a,<(/n caskx+brm ) simxa] e Y
x(aue'r:o da gm sa

U'n.(’g')(gec, m=0,1,2,.. )

definisan postupak aproksiasacije u skupu C s ako i samo ako, za

svako geC
AL V)= 18- U >0 (m—v =)
Ako Je SCCI Um &)(&GC,’YL—-O{%Z,) postupak aproksima-

cije u skupu C s, tada skup

(8GR = {I4-UBll}ses

fn—o 4,2, m=0,1,2,.
karskterife pomenuti vostupak aproksn.maclae u odnosu na skup S sy t.

postupak
U, (8) (§eS, m=0,1,2,..)

Velicina

€S, 7). =€, (S). g?W)m@)n

¢ijim éemo se izradunavanjem dalje baviti, dade nen informacije o
powenutoud postupku coroks:macije posmatranom na skupu S y Telde
Unl§) (1S, m=0,1,2,..)
Nailice, praktidni smisao vellc1ne 6(3 U )c Jz u toume,
§to poznavanje te velidine dozvoljava da se da najmanja ocena gref-
ke kx0ja nastaje kada se bilo koji element iz 5 aproksimira postupxo
Un(]) ¢ 3eS5,m=0,1,2,.. ),
Jedan od problema koji se sam »o sebi nazefe Je
- Za datu xlasu funkcija S 1 datil postupak aproksimacije
u odnosu na zkup .S y ted. ;
U () ($e5, m=0, 2, )

izradunati

En (S, =~=gi>w§ NEC)=UL ()l (nsoyi,2,00)
e
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po mogudéstvu
- tacdno,
- asimptotski tadno, ili
- odrediti red beskonadno male £m(5)c kad M—>+©

( Postavljeni problem ima smisla jer od ponafanje niza
(f,n_(S)C )y (m=0,4,2,..), kad M~—>+°° , zavisi kojoa brzinom
odrovarajudi niz (Um_(&) ) (m=0,1,2... ) za svaku funkciju &&3
Xonvergira ka /3, ).

ri demo u ovom radu uzeti da Jje ‘5=W,Io(’7‘€ N) 111
S=Wo Hes (1€ N) i pod tom pretpostavkom femo refavati gore postav-
ljeni problem.

ieka je, daXxle %.65 (5 € {WQO;W:HQ,-};reN) y (funkcija g.(oc)

je neprekidna jer je neodredj eni integral), i

S(4, )= Z(a covk o+ AimKk )

K=
Furijeov red od g, . 1

Utvrdimo najpre da li napisani red konvergira i ako konver-
gira da 1i mu je suma jednaka funkciji /g, .
Da bismo to utvrdili po:;;;_suplvemo na slededé¢i nadin. Kako je

@, cos ke L Mmc..—- Sg ) coyK (x-t)olt

to, integrirajuéi parcijalnoe 7" -puta i imajudéi pri tome u vidu peri-
odi¢nost funkcije 8.(-{;) i njenih izvoda, dobijamo

2K
()
axwt,Koca-@;»m»(oc:gf% 53 Joos [ (1)~ }OHZ

/
Stavljajusdi to u \S(’g,f’c) imamno

00 x.
¥ rio
g, DC; "%‘ Z -L; )C%[K(I‘t)" 'Z_ ]dt
| odakle, Dposle smene o=t g, sledu;;e

$,%)=4 Z.K*S? et yoos (k- TE)olt

N -

eka je,kao i do sa«ia

r N f* 5
D=0 = (eN).

Funkeija D:(f) (’7"6 N roivnada shoupn Lz « I funkeija
(«1" F\;) {ggS} rripada zlkuapu L:. . Ydalsbta, =2k Jje
'r{ TeN) onda, zbog

1§70, <1 (7eN)




sleduje
2% 2% .
STVt < N okt < 201§ 7w 200 (e N)
gto znadi da «g,(,g)l.,_ (re N) y @ éko je gengqy(’Té N) imamo

137 g () (PeN,x20)
2%

SW (4)|olt < §QT’“(4:)O&.;<.2D‘CQ}"’-(2$)
i opet g_(*)g L, (’TeN).

Uznacino sa

\S({m -Z:_ (M (CODKA+M DM K) (’T'GN)
S0, ) i(}o,(unmuqv smrex)  (reN)

Furijeove redove funkc:Lga )(’7“6 N) i D?(’r‘é N)
Kako funkcije A’ }(/r‘é N)i _Do (’f‘é N) pripadaju skupu
L:. , to je ( videti 8] ,tom I, str.65 i 66.)

£ (8Tt DTt =

_.Z_[(rm }QK N ClK)me+(mKiK+%xPK)WKm]

K= 4
pri Cemu napisani red konvergira apsolutno i ravnomerno u odncsu na X,
Ja bismo napisani red transformisali u, za nafe potrebe ,
pogodniji oblik napo a@n*mo da je

) ces (ke N)
n ---—-J§m(t)ww< dt (ke N)

i odredimo '3;4 i CLK (KSON). U toxz cilju analizirajmo nujpre redove

;_ SRKX (e N)

(

.1'-'

. =4 K
1 S0 .

5T MM KA e D )

Kfr: V=

W= q
fa%o = 1 . " .

. e o= 13 $odm g

(L) (reN.xen)

konveksan, nula niz, %o red
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o0
cod KL

Z < (7eN)

K=A4
onvergira
a/ za V=4 za svako € + 2K (K= 0,1'4,12,...),
b/ za T=23,.. za svako xe R
ka nenegativnoj, sumabilnoj funkciji i predstavlja Furijeov red ¢te
funkcije. ( Videti [8], tonm.I, str. 294.) Kako niz

H(—,,.) (reN, keN)

monotono opadajuéi teh nu71 i kako Jje

;— et <00 (1TeN)

<= A KL
Z — (re N }
ltonvergira ka sumabllnoa funkciji i predstavlja Furijeov red te
funkecije. ( Videti [8] s tom.I, str.297-298.)

Iz prethodnog sleduje da i red

to red

73T »

Z_wKﬁa—/&m.'rijMKt __Z_cm(x =) (reN)

K=

konvergira ka sumabilnoj funkeciji, a to je funkcija
o adF BET .
D.&) (veN)
i predstavlija njen Furijeov red.

Iz dobijenoz zakljucdka sleduje da je
2% T

| T O
“KZ%BD:&)%K&&:MW (’reN Kéf\\i)
olqt. I

AL /
Q= ”}{59 (t)aomictolt=- ‘2 (7eN, ke N).

( Da su W 19« dati navedenim for: mlama molo se utvrditi i na

druzi nacine. Ha prim. neposrednon integracijom.)

- Imaju’i u vidu formule za Moy My }’OK i CZ."' moZemo sada
s
pisati ar

(r) N, ;
f" e t) };{;)ﬁi ==

LY
94

o‘w"‘*a

1

s ] N ’\ A N PR
= o A L e ey L PA Y e
= 2 A g {.'ﬂ’“h(y:}ﬁlm beq Kz’""m"*"\'x?!\ ?}lﬁf}\ i h‘\;pg,{f RS if\ “y
K;: 'Q F':’ A
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< wﬁqjc A ‘iffi”,“ iy it i.g;s:w Vaimtdts
= “ T [rfg J (T Jeod KLALCOOK X+ 7= G% (£)¥MmK »M%K@:] +
=t TR 27 21
.ML _2 4 2 \'7') | _(_ i o y n(’f‘} ]
K‘T‘ [3«[ So:; {f jQOT)KLOd:ﬁM}U\ "5’1..: Sbg ({;)M‘ﬁf(t’xl,&oﬁ KAC :} o

+
20 T& 2% am TE AR ,
=31%. [E.‘Z?_,_?-.f:_ gc(o)c-é)cosktc{i+ mK,f* 5&((&-{)44/71;4%]:
a
o0 27

er) g
L5 L et kt-TE)l
T £ K %

pri demu,kakc je recleno, napisani red konvergira apsolutno i ravno-

merno u odnosu na A . Kako je S(ﬁ,oc)jednak napisanom redu, ovim

Jje utvrdjeno da 5(9,%) konvergira apsolutno i ravaomernc u odnosu
na X .

Ho, kako Je 8, neprekidna funkcija i S(g,DC) konvergira
ravnomerno u odnosu na X tomje i (videti [8} , tom I, str.28)
n r s A .
Lex)=504, %)= (oKX +by simkac)
K=A
( pri demu, naglasimo joS jednom, S(&g)ﬂ:) konvergira ka /g. apsolutno
i ravnomerno u odnosu na %A ). o~ .
Y/
(Iz prethodnih relacija, za svako %.6 -S (SG{WM,O;\X’ 0 H°
Te N) sleduje i jednakost

23T
Y@)=L G- DIt)dt  (reN)

koja ( uopZtena) vaZi i za bilo koje T >0 i mi swo je ved koristili.

Neka je dat skup A natrica
!
‘A' = “An}g’l\%,‘(‘—:o,«f,z,...

1 koje Jje

7. —_ 7,
({‘} .&m«z, ,C.,“'A'TCK = { “‘.\ }fif\.:: 0) /7, 2"_' )

T b

) A | P N )
{2; }V:L»;lyi:'q )i !i n"‘“w,1’-&?_7l“) ?\“‘J f,z.,-..
{

i ','
! o ¢ & ,_4‘1"
- ) Qo vy, s 7y ,
Svarom elementude.) (= &;M’g it 9= W ?{'.-a') y 22 =vako
M =_ (,/‘, : 1

T T 4 # 3 : . R SPE "r e ) e S \ )
; i Y o ' RN ¢ SR LY oy 7 N ! % N 3
Ul w, = e L e i Sk ) (e 4

< ” N\
. e R S - - N - yow Y
koje predstavljaiu linszarnu trensforsacijiu reda (%, 0.
s s N 4 R B N I
aelovi 2o iima au definizan: fusksiie T [ LN nw,“is'l»=~.’, Lydss
P ’ v

‘ Y 5 A dirbrma dre . 33 L4 :
gbog ( 2) i 2szolutne ronversevcide medn O 32 JL. ., na onmovy Vojer-
~ H ¢

étraSOVD%‘ 1‘1"' Lo ?.L : WA j\ij‘V}_[' :i'{_"fn I\} ,q"\fq{)i}_x‘p'?;';ﬁ'}

Y
12 XL .

LRRVIIDNTLODNY W 0N
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Niz funkcija Uu(/g,oc,)\) ’\/’77'-’5%2',} konvergira ka funkciji
,g(oc)za gvako ‘X , §to sleduje iz sledeleg pomodnog stava.
£%

L e n a. seka red

P
K
LR,
konvergira apsolutno i nek caoé';e

(CGT:O)

ol

/D = C

feka elementi matrice A "“*' imaju osobine

() Im dmu= 1  (k=0,1,2,.)

N~y + 20
) | Al <4 (nk=01,2,.)
unda je 1 50
2. /
Lasn t = C(*’E;‘c Z ,( == 3 .
L R B %-—)fw K==A4

D o k a z. kako red

> Cu

konvergira apsolutno,to zzi(;:s"val:i proizvoljno mali broj € >0 postoji
K(C’I)QN cako da je o4

PRIM <-§:‘-

K=KE&)H+4
i postoji pozitivna konstanta M tako da Jje za svako Ke N

IC[< M

Dakle, imajudéi u vidu ( c.), za svako M = 0,1,2, ... vaZi

]tﬂb\“};knxcx ;CK%é

ug
&

K v "%".?J > K
e o ! 1 i Al !
:ES.Z.,)“‘JJ gite K“’) tht( K‘sé‘v?&;ﬁ“‘]"‘ K ”4“2 ;CK" <MZ..~‘.1'_‘3’“’”~"‘1‘*+
K= =K+ Ke=A K= K&+ w=4
K

;
s25 =M/ gty 5
K= |

.,/

S

L

E/ \/‘f ?i
;\J\'u 1'15\!
i

o 1'\‘\4

s’

No, zbog ( 1), za svaki vroizvoljno mali broj & > 0 postojid
tako da j=2 za svaki p»rirodan brojm » Ng\f‘) i svako X:=T,- 1,

2,
&
\ 1- Am&\ “:""'"‘“v

A -"f"‘p
. . 2-MKE
i za%o je, z2 svalo M o> N }
'\
vy & -
bl e M K e
e ) g x/! },: 'v S

(‘F

.B{Mvg

$to znz/ T e leLLL



- 72 -

1z ovoga gto je do sada izneto mofewo zokljuciti da za
. {9 . .
svako (ge S ‘)( X'; “’:/ i niz b""-\é-; et )(W =0, | fr <y “/} linearnih
~ 4 n
transforzacija reda O {},’3‘;

N

konvergiraju ka -4 ; fto znadi da faktor
\.]\.vug\’t)\ 4 RN =05y uticati samo na brzinu konvergencije reda
5(&_ 2, 'ka funkeiji i, .

_LZVI“l"IO 1i 7 -puta integraciju naznacenu u obrascima

za @&, i tn inadezo za svako "7.’,::0,!, 2y
21‘1‘. 0O
i) v" , '
Y osa =, . ALK ,r.f__
1 c(}, K ~"’~)W’ T j\;(x:"“‘-)‘f L CO'C’(K = )dff‘ (V’IEA)
lmagufu u vidu c¢inje nlcu da funkcvja 3&5(0 (’7‘( N)i i sz\X/:Hw

(7reN)) ima reprezentaciju o

a7 - NS 2 o
o LoEgen Sy SERKES ) ( o ;)
§’QL) 3 ‘; K \‘/’_,.{/m,_ (< e =aa a’é rely

( ovo swo i mi uzgred uO tazali) doblwamo, za -/)LEA sredoum

At
P V) . ks
P ‘) IR DA e T
(3) [ ! ,‘5_ 7 r{/‘ ’)2": r)’mfx s b4 K »“vx'_;ﬂ—} ) _:_m"’%&w,/é(t_m 3 k{
MNA S N - .
VFIMGIT g X LIRITI G g KT < 5 O%

{i

/ -,
<,
<

w

(/)

‘I e .—;“:"r L 4 ' ,.{’i TA»: \
Jtuﬂ _'{3.. IR /\ ii._’.:‘.l.,.._.m( o an f\K*;w’“ﬁ'*‘ /’OHL
5 N } NV L - -
K=1
Neka Jje dalje
- P@¢{3 skup matrica.lﬁiX, Zoje za ncko YY~{x;52,m} zadovolja-
vajuli usiov
R
(=em f‘fl¥£&5ff
T S
~ \NTe !I!
. N ~p T ;o 4=
pri dewm de W o= L, [, .., K o=l e 00,
N A
= Miey SKUD m%:rlca sir;zk.’ za .lcge Je )
. . , N ST S . ey
"'/2‘4 - - \ [ - si;»‘m: ‘)k‘\/’ ’s—l
i ®oje za neko Yyg. . !, %, 7 zodovaliavaiu usiov
‘o / i
I S SN
- S
N 7
w 7 .
S i
)‘1 A - 3 had 4 t
1 : y F
Yy b““ i A-." .
ST f“& 0 . DR Ie SR




>
\\\
\
\\
=
g /f

y, VLTA //’
g /

-
e /,/

Sl.6.

Iz stavova 7 i 8 sleduje da, za svako A€ Mnr, E(8,Un)e>0 (Mm—>+]
naf je zadatak, u skladu sa veé redenim, da, u sluajevima koje

demo razmatrati, izradunavamo 5(5,7/7;,,},; (n-=3,72,.) po noguéstvu

- ‘tacno,

- asgimptotski tacno,

(S, Un) 0o

E{S5,Un)e kad M ->+00 -

Stavovi kojl daju redenje ovog problema u pojedinim

- 11i da odredimo red velidine

slufajevima zovu se direktni stavovi. Na refavanju ovog problema
radio je i radi ditav niz autora kao Sto su Kolmogorov,Finkevid,
Nikoljski,Nadj, finan,Efimov,Ganzburg,Gavriljuk,Stepanec,RiZankova...
Da hismo 1zloZili njihove rezultateuvedimo oznake za Furijgov red -
i njegove parcijalne sune za funkcije‘g ( pri Cemu, jasno,pretpos-

tavljamo da je 4 sunmabilna funkeija).
,ww
deka je,dalle, % suzmabilna fhﬂiClJa i neka su

. o ,
SCE, w)=Fe 4 5 \(,ﬁ,Kcm;f;!:rwu,( ALK R
P

5
AN 2] 2 y
» }1
i ; “L *«'\'y" f’ . v/ N
o ‘ P T N SO f"g’ ‘»M e A, oo § %Y - Y -
h W
;
T‘ 3 4 ] - '* - o~ i3 HET B 3 A 3 bad - - *
furijeov red furlicije } ng:govaeﬁ—uag?tméaﬁntj poreijalna suna.
&
- . e sy s » o - A . - o~ E »
nolmoﬂarov A.T. Je 1035, zod.objavio (T4 1) siededi
rezultac
% B g
; H , ! P R
S G nm DA e, 2.3,
NG R e ul e i R A e
AT nr o Lm0 R
Y o ‘}'./ ’ B - p {4 .
FE VMO
T , O A4 N S : p] iy A o R -
Uvaj »czultat gw aogzuse uonetltl na Yri nadina. saine,togultzs je,
n 1 : . , - : ;
unesto sizupa ﬁ' 7%43; nzetl druge skupove Ifunkoilia; zatim,umest
’ f‘ Ry . \ T 5 s
? n/l“z - 1 \ o S e g g S
niza .') '}‘;“ ; j ’9 Wy LoaamETCLIALINIA suma surijeoveg reda J oy S /
funzc;gn f; ﬂa“u'u 42 uz2ti razne linearne trongfornaciie  Puriieovoxm
\, ~ a2l e
s . 2 e cq e e o ey T S o -
reda funiecise 3,, Tonngzedy unessio wo@etridon CotgoatoTu o, TaYe oz
s ; . . !
sve To posnatrati u nelon Srigom nobrldinn cooaloara, no i, L.
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Pinkevié V.L., 1940, god. uopdtava rezultat Kolnogorova
na taj nadin Sto umesto skupa \X/,:,o (1eN) uzina skup W,;:o {-"7‘&*0}
i dobija 1istu formulu,([43])

5 siikoljski Seiie, 1741.1 1245.zod. uzimajudti umesto
W/l e N A
ot (TN scop WTHL (120, 0=L2 1)
dobija da je ( videti[1445))

Re

4 X 7
1 (0;3 ¢ fnoy ?5 2 [’ﬂ YL ( oL / ,,,z '{
& %‘*z NAORDRISTE e Erimtdt + | /{57
B '{; ‘t

‘ 2. - y ,}?‘7‘-{»«.
o ‘o 9Cr P {

('7“;>4?, J = o £;-¢'},
a 1946, zod. uzimajudéi skup H.o,- (&r

( ridetil[ 46 1)

-moduo neprekidnosti) dobija

;
s

i

& wo | §)=3nd, Ml = 9@”“5«7” it Jsintat ()fer(f)

\,«i'ru-f ni;
CJ'

. . s e
pri cenu Je f/ :; S { , i zakljuduje da je™ =.{ k
monotono

a jelr == kada je crid)
rastuba konveksna funkcijae.

re iste gpodine wnikoljski je ustanovio asipptotske jednako-

sti 1 za
W,y oo It i s F*)
. : Byfetam ~ & o A A ALY
3‘«‘{}9 i;k'\ / L ey Aol \ =N
8 iy > <
= &?\v ‘)»an‘

Jemod. ( vidstiinA7 1) usten

-r1 - 3 <
»CENOV 331»7& 23 ge
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a kada je w(¢) konveksna funkcija, onda je
(72»} 2 ‘ﬁ ,/'M "' I
C, " (w) =2 yes! &) sim Eoll .

odaliles sleduju rezultati Nhik olas O,
Zfimov.A.V., 1360, god. razmatra skup \)(/m HCJ(“?"wv e R:

(%”HJ Vr’>3,,€2e.,.7{) je skup furkeija g,{:x:} koje mogu biti predstavla
ne u obliku

o0 x
{(a)= Z ;L., S;ﬁ{fcw,}wﬁm + 2 )de (750,,0<R)

pri cemu je # ‘x)neprekidna 20 - periodidna funkcija koja zadovoljava
uslove

() tr,;z, é x (7 i f.a s ;1 Yy )

i dobija rezultate ( videti[43 )

konversira).

Yada je «r¢) konveksna funkecija, onda je &

b/

m
L R i ! )M) inn ¢ e :
Mk ﬁ SO 'gii caA ML TR . |
it 4 ‘ i a1 Qey 44 e = P S
P NG T i )
FEW 3
T4
. v o STl
odzklz 32 za /%= dobija W i FW goi

! f' Ve : !
! 9/ o % 11 YL -
Ak A= /2 . LR Sy 4
ot e I Iy E » N
. [ YAy fue . \ s
‘!‘ o “é ! ,.g -
> .f ¥ T
Syre o m s sx e - P ’ 1007
Wikoliski o.m., 1%4€,00d., { videtdi E";?}' [ ), ustenovliava asiop-
. J T P
tobasimu Jednakost za
: y
vnon oL n . Lol
Mgkt T Ve Yy { » Y B e :
. RARSS I ?.& i e > ¥ £ §iL \ — QQ}‘
5 ) ‘[;\}:V Ve
Eudibe R VY [
"}7"3 € - . s
™ Moy e LR 7157 ot adldniy o Tesa g L . ‘ i
PP o200 ¢ v L SAUD G . =DeDLoaLonl L LTEL o e S n
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™
- !

avsolutno neprexidna funkcija i IX“ <A,
Berdifev je 1305.god. ( videti [[20 | ) ustanovio asimp-
totsku jednakost za

/_}UJ’ g,( ) - m(%»')\\L
Yell
pri cCemu je HQ»-, skupzj’i -neriodickih funkcija za koje je
15 () - §Cacet)il = 0 (E)
gde jew (¢} dati wodul neprekidrosti.
Demenko A.G., 1971, god., ( videti [Z’i ] ) dokazuje da
va?i asimptotska Jcdnakost

3 2‘ . -
var! 2 ':',, -3 J. "" >'i
w{aﬂ- =S =g j“«"" ) Ww*“c(‘ff;f%/’”)
SHPLIIT D o TR B gy )

pri c<emu je W H (”'f'% N) klasa 2 - periodicénih funkecija g.(CC)
¢ijir-4 izvod ~-§ (kz) Je apsolutno neprekidna funkcija i vazi

1§ ocrt)- 4T e) Nl = k)

gde je «rit) dati mocul ne_.;}re‘.:f. sti,
/w/%?é,
ik Y, P
,}a /":A- - f "!' e - BN ﬁ =
C(‘;r)' (‘/j ,}z)"‘ s ‘?‘ v% (f
ithy=d alo je «wrf{t) konveksni modul neprekidnosti ne segmentu
I : o Za Clwr; 7, 7¥) va%Zi vrocena

Yy }{ - T
S XOL, ,smxl

ey la
W L sl

Seit, ¢
olle 4
RNV INTY O
procense

ey X
Sadne

.
'S ) .
Widryv 1T 20 AU H £ o ﬁ}
, 15 s o 2 , N ‘iﬂiJ igﬂ ? - ,\j E
v 9 : . EN &
1 Fem ~
pryr cem i )
I
TY , L ) j 3
Lo ¥ £ o Y ;oA i « -
«“J 3"&.{ . LA § FE Y :‘,v‘y‘ﬁ' Ly 1.\ i :?’3 ;{_ 7 ] J’



Gavriljuk V.o. i Stevance AeI. ( 1973.) ( videti Lid 1
ustanovljavaju asimptotsizu ;}ea::f"’w:oqt za

L)

-Ralf e (7N, o<tz
up J80-Ra ‘

gde je \V ('Y€N <L 1) skup 2% - periodilnih funkeija g(a.)

)
za koje fﬂr H“ (0<<>L4 {) , a R f oc) su sredine rogozinskog Furijeovcyg

rcda funkeije g, y date formulom
V2 S y
. ;0 Ay . HEE A .IL [
T Ol P A - '
P\";’L\B},"‘)\,j trz Lu'ﬂi\“}‘,th“‘ I b )%Q VLK);;’ H?’L /.\ -

Isti autori,sakodje 1373.g50d. ( videtd ?_ ] ) pronalaze asizptot-
A

M@??%H-Bm(@,')ﬂc (7eN)

(>
W
A,
e
<2
G
-7
o5 A
i
=
-
Cpians
-
—
)
\\
?
m
——y
<
-~
(i\)
I
’x
I
F—
L g

\“;,)"A“f ! alr S A I Hamd la Puglrmd o § o0 Y 4 1 :
- W (TEN sXUp <~-v -periodicnih funxcija $.%C/ takvilh 42 Je
Q‘:ﬁ:‘{] Y an ia o] *‘\g‘ﬁw'nf\':" A Logmlray do 4 ;} I‘?'T-‘; L T r.
+ X oye u)...;{\.u‘ SL2SACNNA LJUNIXCLIZ L g T AR )
PETIR RPN N : . A~ 2% - .
- ; { o  RE . P I -t 2 b BN P4 - PN
W JTEN, PR emE g sEun 1ol je definisan kao u prathodnonm

siucajus
o0 ; SamnEtadng Tumd 4 Furiciie b A
- Dy x,su credine jernftajna Furijeovoz reda funicije 3 dnte
formulon
-
-
ih N ',j : ’7 \ " \ X
i _ﬁ‘ - ) ‘\7:"7..5. Q‘ \" - I
[ el 3 T hd EiR 3 i
w‘n\}) v/ A, / -t 41

-ﬂnnn
i/

Ifimov ( wideti 143,001 ), Demenio (

. . . . - B
vaju 1351 zadatal radedi sa  sredinana Talo- 15 S
druzi u o).
) - r92 7
M Te p v -, v »om AL A -
dZantova Gu.L, { 1976.) ( videsi L3 1) dovozudte .
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i btime uonitava vel
HJa bisno

2L bmm 714N L
x r% ;-( {/)?“ ’T:f{ , ,)C >4

A $5§.5¢)

(")

j&mugnﬁaqg@m)zadovoljavaju redon uslove

M= 00

| A= 4

A =1

Nos= 1, A

A % D

ili

AT T

L. j“{,%:{'ﬁ“"
£
Sl

*

=2,
=3 &
sledeci nadin

‘3

('-,4 '{ T WL
e o= T S el

0

2

LK RATS ]

> P

L

(k=0,41,2,...)

(> 1)

(L>1)

(/}’L:: Q: :4721”7){"‘ 0,1,2,..

{ﬂﬂgggm,K>wﬂ

I
{

I2Y A
k i\{\w- hf‘é,ll” )2’ -.,;’%’-

2 A =
N Km\:}’ (‘;27 n.’*n““'“’1)

)

;A 2. +4] definisani su na

no 121l0%ili rezultate A.F.Timana definisimo skup
H £ Y > = g . -
g(v,(ﬁ?e§¥§fi0 macrlca.j\ kao skup mavrica ¢iji elementi
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— - .
‘};(.,n,g - ( Y Yo d 1
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q ) a S,
Uw(‘g,uf.,}t} :""”””? -t ,4 vb,;&\«~xml‘\~t*’ﬁ«x -.IV(TLKJL

i uvedemo oznake
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_ 2 . S TR N ¢ - b4
A !Q;L"KK=M%K”‘M'”’K+4 ’ Af»{m,;‘“l.\ Mm.: L’E\j&m,m-/{ j"{mx Zui*{-fn,m:r ;}'t’ﬂ.,hé‘i
J N,

Rezultat Timanovog reda iz 1953 god. ( videti [29 } )

glasi
i) Za svaku matricu Ae Kr, za svako celo 7= 0@ i svako o
{ggf;éfj éna je asimptotska geaaa kost
ey {mi'i-. A !

Y 8 TT L) Y1 L AR

e R A mm T e Y
Sl Uy, il g AT j\, Sl LU“J;["M T

ey

ge:W;r *

u kojoj, za =0 desnu stranu treba pomnoZiti sa 2.
ii) Neka je 7" =0 - Ako matrica.‘ﬁ.e\ﬁo za svako M zadovoljava

uslov - v -

Z\.\‘*;‘A L ff; 3

3 3 N -y A - f pp— -
Fenzburg Lk ( 2952.) ( widesi JJ ) dciazuje sta
o - - 3 :
Liro e matrica Lo S2ltva da je
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x=0,1,2,.,7 4)
soduo neprekidnosti, onda je

LmeallE > e ] e

i

o =1

S = SVG Y B TSI NTY NS p gy emee opoepn INTTRS TS TTTI O TR
TeDs Jus O APROISIHACICT LIN ARATIN »OSTUPCIMA
:’” et b gl ‘ T : :"‘ s TTA “:_—NT' he el ""\ T ".' =y {\T :3
it ST RN U OF LU U R TS \a?._: lr_,;.@\) vr:‘.-

7

<

ay 7. a)fewa je zmatrica Ael 4€f04.2 .}, niz

IS Sl ST
= LV Ll

i <

N
~a ™
-y - 1 -
*’ - naLa - --J_}_JO
.
-
w et
- : N
.
s - . - A - o : o ; L - PN « T I
dm immae e oA . . PRI T et ey ey e .
12 Lnoerrs . A R ) ), [ MDD AN QDML RN o s i om
-
N Y e
A
e s ) - et
\A !:3_‘ e e R T L4 1Y o -
S o - e,
. -
i f.eJ’r/";) Treymeraiom V| ) 3 PR Vs ~ . . N - e
e RO NN AC NS LA Cr b 7l . J » Y
-
Sy - R ;
e Wy . ’ T "

¢ . A ";.v o ic, [ K y . 5 P
2y, bl T )T NEY gy ey B U et



o

S

o0

25 A=Amaves S SOE)SM@E 5 T=2044,2545, 23+ 3,
0

t
il
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x (x) | |
SoB.zé(‘UOd = ‘CS,‘BM({)G%— (O S ALLT,S .Sa‘fx) = jC)

i wr(f) xonveksni modul neprekidnosti. Onda je

(f vVo'ﬂa,(Ln M\ ,}Jt =<
[%( )~ %}w 4, A, ;.
= Z;/' Arazces T&TQ‘&)M(ZKHM-‘-‘Z fnm_ S )/W@tdl:'*'

Qe o
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to, primenjujuéi rezultat Nikoljskog

. i L)
(i AP0 -B5 folgntat OB

(r»=4,2,...)

i stavove 5 i 6 a) ( uslovi za primenu su ispunjeni) dobijamo
tvrdjenje stava 7 ¢).

Sli¢no se dokazuje stav 7 d).

Stav 8. a)Ako je matricale A 4&{0 4,2,. },nlz

’f“Jlm()
( K26 K:‘:‘{;l)u. (/YL 20’ /f’ 2 ’ ‘")
nerastuéi ( t.j. A e M:MD ), onda je za svako 7 >24 (7€ N)
RN
. - - M, 2K+4
C(WM,O :Um)c % KZ;_O (2K+4)¢“+4
b) Neka je matrica AeA , d¢ N , niz
1-A
( Kibqj{‘() (%’-‘-‘0,4,2,,“)

K=4,2,..

perastudi ( t.J. J\.eM;,_,Ma ), onda je za V=25~

o x(%gs {n) ) 00 x\:ﬁwx) )
- { M, 2K+ 4 4;( 2“5-47 (—1 ,,{__ Iy ,
étZ; (2K+4)22 14 \L{WM’ ’J%) ik-_:o 2k+ 1)24-4\»4 +2 \’t"—ﬁ.m‘f}
za T=24
K(25+4) ) 4 f.;.".( )x(zﬁ;tﬂ ) __1_ N
("4}(4 )anm 46 w U \4 =7, 2K+ 4 2 A“‘“ nK
Mvﬂ - £ o 2 e

Ako je /,)e{O,/{,l,..‘} , matrica Ae A sa osobinama
./\%,(:—:3 (’YL&O ”f 9 )

4“',&-%1( > /t"jl."n s R (")’La— 3 i\ - ,4:{,2}”” YL - {}
K22 (K+4)20

i
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( ted- J‘.GMMB ), onda je za svako 7 >2A (re N)
[’A:_
K(7A)

A A= Anawss) . 4 nm /7/,;7_’_ :
6(WMO7UM)C "'Z_ (ZK*F/{);.:: +5{E_‘2: nr +(/’} nr/ !
d) Neka jese N , matrica Ae A sa osobinama

‘/1-”"&:0 (’71.=0,4,2,..., K>%)

1=A A= Ak =2,3,.., K=4,2,..M~1
KZ&’?"K > (K+4)26_4 (/YL )31 ) Al ? )

( t.j.ﬁe M2,5,1A ),onda je

E(Weoi Un)e
[MI KT+ 4) 2(4 A y V=24
44 (“4 (4’ﬁ.n 1«4) ’r* (7/1_/ %4 ’ ’
TL_ (2krd)™ ”*" 2 7’ Z L Ao v 2

Dok az. a)Najpre je

EWno; Un) f’”&’/” 14.¢) -V d, - M =
M’*

g e )<
g')t:{:»z;t S t) CLC ()

odatle, koristedéi stavove 3 i 4. a) ( uslovi za primenu tih
tavova su isvunjeni) dobijamo tvrdjenie stava 8 a).

31ifno se dokazuje deo stava pod b).
) rrvo je
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| (rx.%:) 4= “l"""coa(xf

&+ M,.}}Xg@-t)b et

xf’;f)

Imajuc'.i u vidu rezultat Kolmogorova

& ,,_Tl}Sg(m.f)D | =l (L) (reN)

i stavove 3 i 4 a) dobijamo tvrdjenje stava 8 c).
Slié¢no se dokazuje stav 8 d).

§ 2.4, VEZA IZMEDJU REZULTATA IZLOZENIH U STAVOVIMA
7 i 8 I TIMAROVIH REZULTATA.

Uodimo skup matrica J.eA_ sa osobinom Anx=0 (’"—z o1,2..,

K> ) i za svaku od njih definiZimo matricu sa elementima
0 y K=0
! A=A . qiuwem
(*) _ﬁ”’u( K‘T’ ? -
A K
: = N+ 1
(m+q)™

Timan u svom radu uodlava skuo Kr (’7”:0,’{,2,--.)matrica Ae A_ ¢iji

elementi zadovoljavaju uslove

A%o:"’f_ v';L mi=0 ('7"' = 0) "{: 27“') K>'){}Q’)

r&m\){,.*rbm“—‘”{ (K=~= 0, "{,2,

N>+ OC

’Jlfm({ < 4 im=0,14,2,..., Km(},*’/,ﬁ,...)

2 ) ! .
A,ﬁ(-m.x < Q ( K o= O, ’{7,{7...1 ;:Vl.-',//’

i |
Alf'(mﬁ 70 <K: 7, 1, Ly ..,//}
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0 ( fn’”*"')

( jasno je da je K,,»CA (7=04,2,.) ili grari&ki

/ T~

Kr

Sl. ?l

i tvrdi

- Za svaku matricu A€ Kfr (/’r"a 0,4,2,...):‘1 svako Q<<
va¥i jednakost

W H, Unde = ()-Tnld, ) =
e( ) &WZ‘H* 24 7,

I

<+ 4 7 7 / ,,
~21 ’ ’(r‘x S P "ait] VZ‘%K + OIJ;M\!
T T 4%*&-&--1 (-ﬂ‘ /

o

itanje je sada

- U kakvoj su vezi rezultati izlo?eni u stavovima 7 i 8
a Timanovim rezultatima. Da bismo dali odgovor na to pitanje
tvrdino prvo da 1i postoji neprazan presek skupova Mw~( za matri-
¢ AeMr va¥e rezultati iz ovog rada) i K, ( za matrice
Le Ky  vale Timanovi rezultati).

Pretpostavimo da skup MrOKr nije prazan i da postoji

trica Ae M+»N K+ . Onda, matrica A za neko ’7‘6(_0,4,2,...]
dovoljava uslove

) q{‘i}"’:w\«'&%;&-— { (Kﬂb,"f,z,. }
) L/L%K{ ‘5- ! i'\”’i'": 0:‘{)‘27"7 K=, "i‘fa*gyw)

) A=Anw o A=A m k1 ("‘717»‘-‘-.2,3,..., K=1,2,...,"
7 '<tr' ‘/ {K*‘ )T’
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(8) -/{.;n.o:/{ 1 .A.M,K:: 0 (’n: 0,““/,2,..., K)/yt/\

A
= vy K= ey P
() Afenn <0 (M=1,2,0, K= 0,4, 2,0, M1 )

](.(l){.) A1 M-mk}/ 0 (/n':' 41 2 AR K= 0’ //’2""1 /}2”4)

i
(10) 0/}17‘?4

Kako je, za matricu A€ Ma N Ko~ zbog (¢) i (6)

W fer0 042 Ke 0,0, )
i zbog (7) |
(12) Af(mx"A A~ ij,K }0 (YL =2,3,..., K=4,2,..,)%—-,{}

to, imajuéi u vidu definiciju brojeva van.& (/n-‘—‘ O, 25, K=0,4_,...,-’)Z+4)
mo¥e biti, zbog (11) i (12), samo
Aldﬂ(%o :ﬂ'*O”‘2}&{%4‘{1"{-%1::4’(4;4‘AMM1- (/YL 2 3 }
Doka%imo da va¥i jedino AZMM_O=G (=2, 3,..)« Pretpostavimo da je
A, <0 M=2,3,..7.

Onda,po¥to matrica A zadovoljava jedan od uslova (9) ili (9?) amora
biti
Azﬁ{%,iéﬁ (’qt:f?-: ey K=0, -, ‘21 /;’z'*m‘{)

odakle, za v=23. 1 K=9l-{ inamo redon

AZ( e ;'(, ~ Y
“ ")("L ”L-'J = A ’{0% m-—,‘“ Ahﬂu% i "‘: O 3‘7’1‘:“:.“.{)‘-)’-.. /'}

t.j. ( zbog (12) )

- A
‘ { ', { 1 J,_,.n,” 4 h
0< Ay met €A v =2 (02,5, )
- A4 -
A-Kmm f =2,3,..)
, ot L= 2,3,
nr (m+g)7 ) ‘

fto, obzirom na (7) daje



|

fodmi 2D =23

Kako iz (10) sleduje da postoji Me RT takvo da je za
dovoljno veliko e N M
{

\fﬁn4==‘4"dtm4\§;“jgj”“‘

T4

to je,za dovoljno veliko mme N

.__Zi_.__. < ,1__}0“4 é..._j\'i__

(rn‘*_’,f)‘r /n’r"ﬁ/{
YA
()"
a to je apsurd. Dakle,ne moZe biti ni

Aa‘;"(%o‘< 0 (/YL =2, '3:---) .

Prema tome, mora biti za n= 2,3,...

Aif"(.no ::"'J&Ln\.a[ - Af{m_ A = 0

to,jo

t.3d.
/;('“'4:0 i A.J{(aw”':O

odakle sleduj

fri=0 1 fou=0 (m=2,3,.)

t.d.

. £ . 5
\A"r‘{_{z 4 1 ﬁanz{? :\fﬂo';_:‘?;’J}““/;‘

Kako je

.j,.:‘}" BT oy i v‘*‘w‘nﬁxﬁh i~ 7 ;‘:}q_ ;,32’3

Y - p- R ..
&Y (\K*f"f) > PR
to je 1
‘ e
v;s\, 7;,3\"4;-: : ii ")I_ - .2? 3}.., P K e »’{J Q;".) (;v}z’)
§to zajedno sa (8) daje
’ ‘w‘a. mo = lf ( ) [N Q} f /v
(13) ) ’ | )
AV R (’VL - 2,@,‘»,,,, , K‘t‘:ﬁ’“"t:;ru, - '} '

s 5 [ . Pary : 4 '
z (13) sleduje ’Afl"»'\ *n.x"'«"-O { Y= 2)'5)“')&::8;”{”:, )“)Afi"{'*‘n.s\:‘ 00 e

7 S 3
= 0] //, Ly TN f) 1

o L |
,\“:-‘[‘,J-.-..,
R4 L4

L f



(14) Aiﬁgsz (m=2,3..,Kk=01,2,..,m~2),

a kako je zbog ( 13) i Jx%,mf-(,,-{-{;;g; (m=0,4,2,.)

(15) A’j,ﬁc,,.,,,,,,,_,,:ﬂm,m_rzﬂm%-& j»c =

N Mt A (/YL'f‘/U(’“

za ( n=2,3,...) to, iz (14) i (15), imamo da za matricu Ae Mzr»f’} K
va¥i

16) Aftp 20 (M=2,3,., K=0,4,2,.., M~1).

Do sada je samo element J“«H matrice A& M:rﬂ K 4 ostao blise
neodredjen. No,da bi (16) va¥ilo za celu matricu A mora biti

Bftgg=flig =Lt + flug ==2(1-R )+ 4 2 0,

tej. ( imajudéi u vidu (6) )

f-d_ <A, <1,

2'7‘-4-4

Dakle jo MyNKp=Mypn N Kr=9 , t.4.

{ matrica )\.E Msrﬂ an- mo%e imati samo oblik

: o4
Au= 1> Auo=A, Aode < A= 1,

n ""4-4

A= 1 (”1:"2: 3,0, K=0, {)“' X fﬂ)

7) &JLM::O (M=0,4,2,..., K>N),.

Iz oblika matrice AeM4p Ky, tod. zbog Amlimm, oo 2wl m
SR Jowtep 1Y

, y . . ,
0dnosno 0 (,n“;”-" , sleduje da je M, . N K= o {
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Za takvu matricu J\\E Man er,» je, kad "+ X, po
Timanu (0<«L< 1)

(18) c(W’:H*;U%)f&/&ggg.z [FYORRVARCINN)

L L 5 toimtdt + (de)

Neka Jje sada celi broj ~ za koji vaZi

\/16 M»rf\sz-

oblika T=24-4(deNjili o =24 (He{0,1,2,.}).
Uzmimo na prim. da je 7= 2A5-A4 (3@ N) . Tada je, zbog
(17) (0<dL< 1)

mlé-«(i-

No, kako je, zbog

z
gﬁ"‘mﬂczm;«}-&,ﬁa A ..‘) ,
(g

. t »-f)i‘f'f’u-f R f" "’“
?:Z“ CZ ) 25 3¢ ST ATaL

LT -

zxfz MR e ! ;;/,A.,‘.-\,&M VA

( ,:A, ot ‘: ° -v(/ﬂ, ,‘J- n"\f"ii;:a}\, 1= H f” RO ; {’{"'s"ﬂm N
’f?“ N “‘ e h ' o oy S E
Vs Koz O LN 23 / Y

L kako Jje
4 4 4 \\ & ~ \

) ! ‘\1 ? (.L_ 1 \B» LA \ < ‘2 5{/"1- A -;5'"{“’&4{ » g

‘ T KEFRA N AV AN S

to je, prems stavu 7. 4) ( imsjudi u vidu (17) )



- \ ey T S Y
éw’. }V‘ié ’fh ,% ; :_:,; 4 “‘g_:‘.i,_. mezx , ,v:-:w} d’: 2
N A1 } i
T/.?. o M
2 ¢ . f Y OO D SN
TR 2344 ‘t “sintal (1= Ams) + L
—_6‘{7* 23 ,‘M J g W& &/b ‘f ! / 4.3“’{1‘1. f: .

Ako je =2 (/56{0,4,2,...}},zakljuéu;juéi na slidan nadin, dobija-
mo formulu (18). L

Zna¥i, za matrice A&/l Ko~ (/)'”EN) va¥e i rezultati
stavova 7. i 8., i Timanovi rezultati.

Hapomena. Neka matrica VL& Mya\Mrn. Onda moZemo
primeniti, imajudi u vidu da A€ Mfr-a ,neki od stavova 7.a), 7.b),
8.a8) ili 8.b). Isto tako, polazedéi od &injenice da je matrica
A€ Myrp ,mo¥emo primeniti neki od stavova 7.c¢), 7.d), 8.c) ili 8.4).

Kada matrica Ae M+ra Men ,koju demo pretpostavku
(AeMypn ili Ae M~ ) uzeti kao polaznu, i prema tome, koji éemo
od navedenih stavova koristiti, zavisi od preciznosti dobijenog rezul-
tata.

- -

Naprimer, matrica A iz stava 9 pripada skupu Mvuﬂ Mq-b
(e N ), i, u sludajevima r = 2,3,4, ... , koristiéemo é’injenicu
da A e M.,p;_“ a, u sludaju r = 1, koristidemo Sinjenicu da Ae Mirn
jer, tako postupajuéi, dobiiamo talniji rezultat.
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§ 3.1, NEKI SPECIJALNI RLZULTATI

Ovde femo koristedi rezultate iz druge glave dokazati

sledede stavove o’ o k)
, [
St av 9, Neka je g.eWM,o \”"GN),"C>’{7 Am.“'( "

..é.!'-_';_ﬁ_ M =0,4,2,..,K=142,
A% ]
\Am;(z m
O s %20,4,2?..., K>”%;

4

(
2% AT A i
A (o) Amow 3KE=Z7) 12
Un (50,4 = [ et)) = ™ot
Onda Jje
f(W: 0, Um.)c, = M()'“Um(‘g; ':A‘)“c:
¥ &é ,r.-
M,0
o0 K{(7¢4)
.4_26..2 1) _+ + O .ii + ﬁ”"’j”_" D T=2,3, 4,
In =0 (3.':(-}-»{}% Y n
2L Amm () N
T T \O(%/ ’ 1
J ok az. Kako je
« (M) (e EA2 ) rm) oS [):_{_ N n*
Am.=< n )= Y Pia{* \gif-r L)} Wio(:f{)

(L#~1,-2,-3,...)

to su brojevi A pozitivni zaL>—-1 | rastu ( kao funkcija od M)
ia L>0 |, opadaju za-4<L<L0A=4z2a svako M, i ako je ol <—f
onda A;E, olrfava isti znak za dovoljno veliko rn .

vari jof i relacija



- % -

N
& Z oA~ 4
Afn, .‘:"} 5 A& .

. Iz definicije elemenata matrice A i osobina brojeva
Am, sleduje redom

N
<—4 ey
z g: Aa g Al
(1) 0 <ga,/nK-— A’ﬂ."’ = =R-Ki4 __/t =
m.

— M= o g
ok ol
Mm, Am.

Ax

(m=o0,4,2,..., K=0,4,2,... /n)

. /2, %
,&m ./lnxa-‘wm \/’{"7’)%)3'4 (1<z0,4,2,..,)

N —» + 00 N> +00

(2) A /1"};&%;( — «’1 -l.m.& — 4“'.2.41-:3('1'-,{: /{‘-J‘\L%K _ i:mﬁ/n,x
K K+ K K+ 4

4 ‘A"‘-" f—-)»'n.x-u 4-A L,
K+ 4 A K(KL)K [(4 Jl'nk (’( Am K+4)]

)(()(+4;A°L Z A (kr{jA"‘ ( n—.xq-,{ *Z
d.-.{ o= /( 'C A
K(x+4)A°‘ (Z <A “) KK+ A%, (A >0 )

V=N~ KH 2N~ Kt+4
Iz navedenih osobina brojeva .A.m.;{ sieduje da matrica

Aer& s onda 1 A& MT& ( r = ;"'93’ o-o) ( Jer iz
Aﬁi&u>o (M=, 2y, K=0,1,..., m~A)

sleduje i

ﬁiiékn“}'>ﬁ {,‘6‘:2,3 s at=A4,2,. =0,1 ooy J())

Dakle, za matricu A va®i

-),‘?: MT’A (Té ;V;) *

- I3 + - 1 -4 A e > * Y ~ 4
( Ako definiciju siurova Mra 1 M,.,,& profiriwmo talxo £to deno
tahtevati da je uclov

A 3

+ /7 . . \

i »s»'*.k ~. 1 o - (’ i N N 4 BN }

o e { Py, = L7 FUR (- 7 X e,

A ;J e -~ A P ) 2 ¥ sy /
T,




AL=S Kv}_m( >0 (M=4,2,., K=0,4,2,.,7~1)
ispunjen tek pocev od izvesnog 'YLOGN pa dalje stalno ( jer to je u
stvari va?no u procesu odredjivanja ponafanja velidine 6(3 1 ’n)c:’
kad m—>+9 ), onda matrica A pripada i skupu Mg (’Tél\). Da
bismo to dokazali,dovoljno je da dokaZemo da va¥i
A-Amw _ A~ A, xrd
- K':: /n DL ’f m.+2 rey
K = (K+4)7- (/‘)’“6 N ’ ? } 4 )
polev od nekog prirodnog broja 7, pa dalje stalno. Za *elN i
K=M+4,M+2,... (M bilo koje iz N ) , gornji uslov va%i jer je
talka nejednakost

4 -
7{{;" > AT (reN,meN, Kem+q, me2,..)

Doke*®~- 3o  pnX-~ od nekog "n..,,&N i dalje stalno, va?i i

A= A=A, meq
S ETLA (veN,meN).

T - s e mira je
’f*lm.m.__”"i"'h”lti_z 4_%i_ 1 =
nr (m+4)7" nr (n+4)7

il

A T -_\i'!:i_ /“f’_:f..‘,? AT 1
P N I At CANS T T i;/r'*_ OM)J

to, za svako rell , postoji M,e N tako da je za svako 2 >,

T
Oviz je dokazano da za matricu A va¥i i

b

u). = -\4 ™0 C‘-)N = :" /E

£to znacdi d4a je .

Le Mra N M (TR

rs >
~2ga je sada Ted, 4,5, 0. Gnda je, orera stavu 8.c)

- ’ . - - X . ,
(keristedi &ig jenicu da je J‘,f';,"’m,( T o= 3,0, ea. ) )



- 96 =

(W Un) = N9 =T (4 20 =
(3) (Wi Tl m&,og ;

{74}

{é_t_"“z(...nu-mu”) / 0 ) (r=3,4,..)
= ! -+ D s e =3, ..
7 2' 744 "E 4&”“ \ 7
e (2k+4)
Yosle kratke transformacije iz

) A= u)“ ~0&)}
dobijamo

e A st (1 ((2521)

A°<

‘('er=0,/{,2,‘.., K= 034:2;-"1 Eﬁ“éi} }

(4) Kg[ko je ( imajudi u vidu pogleénju relaciju) l -4)
"~ .~ J
(= KOHA) AT YK+ 4)
4 il{_“”“‘ ("" Mot _ 4oL 2_— (-4} - 0[{_{, ..g._.i!._...,r_/‘ :{::
K=o (2 K+4)™H T (2»<+4) — (2K+1)
A2 ) N4 ) « 4)“(”*“’ -
:@n K=0 (AK*% kfﬂ‘z r/n..(:;z K+4

R(7+4)

‘10(. < (“4) ;/ /
vL’)’L‘—-——-(ZK-%—’{) T Ui
to je, u nejednakosti (3), prvi sabirak beskonadlnoc mala ni¥eg reda

(sporije te¥i nuli kad M~—>+oc ) od ostalih sabiraka i zato je,zdbog
relacije (4)

(5) R A

Neka je sada r = 2, Unda je prema stavu 8 d) (koristedi
éinjenicu da L& My )

. ] P, L 3d
(&) E(WE 0 Tm)e :r.Q’:'}L’J’J WACY-TT CORNE I
e o i
?‘:\i“zvx,o



["‘"‘} K(2+4} m
‘; ("’()(4 A JLKH | 4"~lm< 4 ﬁnx /:ff‘ )
=% T (2K+/;;:““4 ZZ {ZA VR v L//n*/

Kako je, prema (2) i (1) a{
A-Ane _A-Ane 4-Anueq __ 1 [ A= _{.)
A [ 12 A& J :

K K K+ K(K+4

= A » A=Amw GH_L A=A mx 4 _)L
Z?Aﬁmzéx‘i K o= 0(712)

K=A4
to zbog [21.2_1] K(2¢4)

\K@#)
Z (41) ('1“&4&,2:«4) 4L ’/'/fj ,...: . O(i) ,
Qx+4)*1 Jtn (2:\4-4)2 n?

iz (6) sleduje

K{2+4)

(7) IR A 00y /.'*’34;( &4) nn
((Wm,o;m)c'g‘%ﬂjlﬁ.() UM\ ,,A)ha fffﬂg—o(ZK+4)1+0%ii l%)

EWmMmpo

Neka je najzad r = 1. Do sada smo koristili finjenicu
da matrica Ae Myp (7€N ). No ta pretpostavka, sada kada je 1 = 1,
dude nam samo red velidine & ( \)(/MO 3 Un )y » kad Mproo,
Naime,prema stavu 8.d4) Je

] K{1+4)
E 1) (1-A
f(WM,o:Ufn %“g(} Lm@., ,.,:L _‘/i_. (2K+{n4i:+4)
4 £ ;
mj?. f’;{.'% .2 f"‘d&«w_{/ﬁ‘&{é )
odakle, zbog
| NN aes
(e) 1A ni=—r {/1 +] /\}—L} {Ji £
i
"’?L 4] ' E"}t'-v{?
K(4+4) , 2 YR P
(@) ll -4} (4~ l’n;ll(*f)_‘:fi{i ?“.M:LM‘_H,;"E{:L!m n b;z”w by [! m,‘}
| TK=0 (2x+1}* J’C%é_ogx- 1AM T mm n

nanmd sanmo



E(Wih o Uh), %ﬂfu U, < ()2 + (L J

¢ime je odredjen samo red velidine E(WM{?}U,R) kad N>+
Koristimo sada {injenicu da je Aeg M.m . Onda iz stava
8.b. imamo ,,,__4

| voo
A = A, 2xtq j

Z Qu+ )2 ""‘5/{-‘ Z; @A =
sehv

Aé(wMo ) U”t)cé

3

ﬁ_ A= J{-’n,ﬂ-va 4 4 a ¢ _ |
= JCem— (2w+4)* 57“ Z (Tk+,{)l+¢z(’{ ./1%«1)

K=0
a odatle, prema (8) i (9) i imajudéi u vidu da je

> = O

K-- ."!i::i]-t-
sleduje
. 24 Inn /.
(10) E(Who; Un)e= 3;' w wi)

Iz (5), (7) i (10) sleduje tvrdjenje stava 2.
W T P
Stav 10. Teka jofeWoH®(reN ,0<m<q ),o(> 1,

o [T+
L )? A«i
MA’E&::& ; *‘7‘2.30,w{,Z,...,KmO’/[’zw’f,
A= ”
MK
0 ; 41:034;2‘;“., K>% '
/ 2K ) 4
T - f'%ffr A L "7’1’2’
Vil h) =5 [hat)) Loem(ict- 28 Nat
e Kad AnK -
Onda je



-
~Z
L2 Mm@t ot '
Fn é (2K+4)'r4 002’7% n””fxz) ; T=28-4, LeN
) 5 Tt Inn) . |
(?&3( “t) K O& {%fms %@[J ; T=28 LeN

pri femu je za T = 2 ‘ﬁc nula funkclje

n — 'u-K - Am.-(m-»{)

e K K+ 4 T 2K
iz intervala % 0,J ), a funkcija j?(é} deflnlsana relacijon

x =)
-§_B (t)olt = (B Jdt {Géf’xétofé?{’m)é%);

aza T = 4,6, e to Je nula i‘unkc;je

B (¢) Z_G Ao ) o Kt

KT

iz intervala (0,JC ) 1,J0{0c)ge funk01ga definisana relacijom
X gs(cc.}
1B, (t)dt = {B.(0)lt (0<ocst,<pE)<er)

Dokaz stava 10 izvodi se slidéno dokazu stava 9.

Hapomcna. Ustavu 9, izveli smo ( metodama

koje su posledica rezultata ovoga rada ) na jednostavniji na-
¢in rezultate koje je Ri¥ankova dobila u svom radu'tzgl .

Stav lo ( &iji su rezultati do sada nepoznati) noka-
zuje efikasnost i laku primenljivost womenutih metoda i1 u dru-
gin sludajevima,
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