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UVOoODNI DEO

I.1 UVOD

Teorija aritmeti¢kih funkcija je jedna od najvaZnijih
oblasti teorije brojeva i obuhvata mnoge probleme te teorije, kao Sto
je naprimer, teorija raspodela prostih brojeva i prostih brojeva u
aritmetic¢kim progresijama. Cela teorija je dobila poseban zamah ele-
mentarnim dokazom teoreme o prostim brojevima, koga je 1949. daoc A.
Selberg uz saradnju P. Erddsa i J. van der Corputa,kao i opStim nap-
retkom pojedinih oblasti Analize, kao 3to su recimo teorija Dirich-
letovih redova, i teorija teorema Tauberovog tipa. Neke od oblasti
teorije aritmetic¢kih funkcija, kao 8to su npr. multiplikativne ili
aditivne funkcije, predstavljaju danas veé samostalne grane teorije
brojeva (videti Postnikov, (43)).

Cilj ovoga rada je izu€avanje odredjenih klasa aritme-
ti€kih funkcija koje su vezane za raspodelu prostih brojeva i koje
predstavljaju prirodnu generalizaciju funkcije A(n) von Mangoldta
koja igra veliku ulogu u teoriji prostih brojeva. Posle Uvodnog dela
dolazi originalni deo rada koji je podeljen na tri dela: u prvom
se izucavaju funkcije Ak(n), u drugom se pomoéu metode integralnih
jednadina dobijaju asimptotske formule za funkcije ak(n) i bk(n)
koje su generisane funkcijama ;-k(s) i ck(s)c'k(ZS), dok se u tre-
dem delu vr3i detaljno ispitivanje funkcija Ag y(n) koje generalizu
i funkciije Ak(n) i funkcije Af(n)'koje koriste Levin i Feinleib u
svom metodu odredjivanja asimptotskih formula pomoéu integralnih
jednadina.

Definisudéi Ak(n) =df u(d)logk-g- za sve prirodne bro-
din
jeve n 1 k (za k = 1 dobija se funkcija A(n) von Mangoldta izvodi se

slededa rekurentna relacija koja vaZi za m<k:



m n m-i n
1‘1)d}nﬁi<d”‘k-m‘a’1"g -

e o

m
Ak(n) = Ak_m(n)log n + N

koji je u specijalnom sludaju m=1 dobio I. Kasara, (44). Sem izudava-
nja ¢isto aritmeti&kih osobina, jedan od glavnih ciljeva izudavanja
aritmetidkih funkcija je i dobijanje asimptotskih formula, koje je

je u radu detaljno sprovedeno za funkcije Ak(n). Asimptotsku formulu

(1) ) A (n) = kxlogk-lx + O(Xlogkazx

n<x

)

dobio je i N. P. Romanov, (22), ali drugim putem, primenjujucéi izves-
ne linearne operatore na prsten aritmetic¢kih funkcija. U radu su do-
bivene i druge, sloZenije formule, za ¢€iji se dokaz &esto koristi (1),

kao na primer

is! r+s=-1 r+s=2 .
{2) A_(m)A_(n) = £ - xlog X + O(xlog X) i
mngx r s (r+s-1)!
(3) 1 A, (n)A,_(n) = xlogkx + O(xlogk-lx).
n<x 1 k

Produbljivanje takvih rezultata dobija se odredjivanjem odgovarajuéih
asimptotskih formula za Ak(n) u aritmetidkim progresijama, naime za

(1,i)=1, formule (1),(2) i (3) daju respektivno

k k-1 k-2
(4) ngx A (n) = o xlog” “x + O(xlog” “x),
nzl (modi)
risi r+s-1 r+s-2
) ngx Ar(m)As(n) = ¢(i)(r+s-1)!Xlog x + O(xlog x),
mnE1l (modi)
xlogkx k-1
©) nzx Ap(a)dy () = Z05= + o(xlog” ") .

nél(modi)
Na kraju dela o funkcijama Ak(n) data je i jedna ops$ta teorema pomodu

koje se na osnovu pona3anja g(n) nalazi asimptotska formula za f(n)

gde su f(n) i g(n) aritmeticke funkcije vezane rélacijom

f(n) = g{d)A, (7).
d%n k 3



*
U delu posvedenom odredjivanju asimptotskih formula za
funkcije ak(n) i bk(n) odredjuju se i aritmetidke osobine tih fun-

kcija, nalaze se funkcije Aa (n) 1 Ab (n) i izlaZe se metod Levina i
k

k
Feinleiba, (16), pomoéu koga se dobijaju asimptotske formule tipa
(7) § b, (n) = kB, xlog® *x + 0(xlog® %x) i
k k
n<x
(8) ] a, (n) = o(xlog" 2x).
n<x

Konstanta Bk se odredjuje primenom Tauberove teoreme H. Onishija,(%),

1, 6,k
i1 iznosi ( .

Y e
Poslednji deo je posveden funkcijama Af k(n). Svaka arit-
’
metifka funkcija f(n) za svaki prirodan broj k jednozna&no odredjuje
aritmeti&ku funkciju Af k(n) relacijom
1

k n
(9) f(n)log ' n = f(a)A (=),
d}n £,k'd

za £(n)=1, Af,k(n) = Ak(n), a za k=1, Af'k(n) = Af(n) (funkcije koje
koriste Levin i Feinleib u svom metodu). Tako ustvari funkcije Af’k(n)
predstavljaju prirodnu generalizaciju funkcija koje su ispitivane
u prva dva dela. Data je teorema o jednozna&nosti funkcija Af,k(n)
kao i viSe aritmetilkih osobina i identiteta. Iz odredjenih razloga
ispitivanje funkcija Af'k(n) suZeno na klasu multiplikativnih funkcija
f(n) i izvrZeno je detaljno za odredjene klase multiplikativnih fun-
kcija i za najvaZnije posebne multiplikativne funkcije. Tako npr. ako
je £f(n) totalno multiplikativna (f(mn)=f(m)£f(n)),

Af,k(n) = f(n)Ak(n),
ako je f(n) multiplikativna i beskvadratna

kn
A, . (n) = ( 1 (-1)222(p)rE(D)log 5~
£k d§n p?|d d d-

a ako je £(n) = 1(n) = } 1 (funkcija broj delitelja),
din

A, (@) = 2A (n) + i;l(i)dgnAi(d) My 'd



Kako se u vecéini takvih formula javljaju funkcije Ak(n), to se i odgo-
varajuce asimptotske formule mogu dobiti koriicenjem asimptotskih for-
mula za funkcjje Ak(n). Na taj nalin su odredjene asimptotske formule
za A (n) u slu€aju £(n) = t(n), o,(n) = di, x{n),u(n),¢(n) 1

£,k i aln
r(n) (r(n) oznatava broj predstavljanja n kao zbir kvadrata dva cela
broja). Na kraju je data slededa opita teorema koja zaokrufuje ispi-
tivanje funkcija Af k(n):

?

Neka je Ag ,(n)20 1 ) Ag y(n) = Ax + O(Iag—ii. Tada va¥i

n<x
k-l - -
he o (n) = & T (2+%)x10g® " x + o(x1og®"%x).
£,k i
n<x i=1

Ova teorema je posebno interesanina, jer podvladi vezu izmedju funkcija
Af'k(n) i raspodele prostih brojeva. Naime, ako se za uslov u pretpos-
tavci teoreme uzme f(n)=1, A=1, dobija se upravo teorema o prostim bro-

jevima.,



I.2 Pregled definicija, stalno koriddenih oaznaka i teorema

Definiecija 1. Y £(n) oznafava sumu po svim prirodnim
n<x

brojevima n koji ne premasaju x, ) £(n) = £(1)+£(2)+...+E£([x]).
n<x

Definteija 2. f£(x) = O(g(x)) oznafava nejednakost

|£(x)|<Cg(x) za neku pozitivnu konstantu C i za sve x>x020.
£(x) = 0(g(x)) za x»x; (x moZe biti i *«) oznadava da je

£f(x

S

*;& = 0.

1

6

Definietija 3. % f(d) je suma funkcije £ po svim deli-
din

teljima broja n ukljudujuéi 1 i n.

Definieija 4. } £(m)g(n) oznadava sumiranje po svim
mn<x
prirodnim brojevima m 1 n &iji proizvod mn ne premasa x.
Definicija 5. Y £(p) je suma funkcije f po svim prostim
pP<x
brojevima koji ne premasaju x. Ukoliko nije drugalije naznadeno, p

oznafava prost broj.

Definieija 6. Y £(n) oznafava sumu po svim
n<x
nz1(modi)

prirodnim brojevima n koji ne premaSaju x i koji su kongruentni 1 po
modulu i, tj. koji su oblika ki+l.

Defintetja 7. T f(p) oznadava proizvod funkcije f po
pln
svim prostim brojevima p koji dele n, a a1II £(p®) proizvod po svim
plin

stepenima pa prostih brojeva koji dele n,ali sa osobinom da pa deli n,
a pa+1 ne deli n.

Definiecija 8. Funkcija f£(n) je multiplikativna ako za
svaki par uzajamno prostih brojeva m i n (tj. brojeva za koje je

(m,n)=1) vaZi f(mn) = £f(m)£f(n),



a totalno multiplikativna ako za svaki par prirodnih brojeva m i n
vaZzi f{(mn) = £(m)£f(n).

U radu se koriste sledefe standardne oznake za poje-
dine aritmeticke funkcije:

p(n) za funkciju Mobiusa;

1 n=1
p(n) =d-n)* n=p;Py.. Py
0 259rd8nBgdgid YO L¥RgTBECT

A(n) (isto Sto i Al(n)) za funkciju von Mangoldta;

_.a
An) = logp n-pa
0 n#p

¢{n) za funkciju Eulera;

¢(n) = broj brojeva manjih od n uzajamno prostih sa n = n ? (l—é)=
pin
()3,
.dln

1(n) (Cesto se oznafava i sa d(n)) broj delitelja broja nj;

t(n) = 1
din
gi(n) za zbir i-tih stepena delitelja broja n;

i
o;(n) = d
i d%n '

x(n) za karakter od n poc modulu i (xo(n) je glavni ka-
rakter od n po modulu 1i);
1 (n,i)=1
(n) = !
Xo {0 (n,i)>1"
(videti Specht (41), str. 37-43, Rademacher (g), str. 122-128),

t({s) za Riemannovu zeta funkciju;

oo

t(s) = Zln-s (Res>1), a za ostale vrednosti s nalazi se pomodu
n=
funkcionalne jednadine Riemanna

.8 ~1=s 1-
m2M($)g(s) = v T T(25E)¢(1-s)

(Chandrasekharan (2 ), str. 28-33, Davenport (43), str. 71-75)%



r(n) za broj predstavljanja broja n kao zbir kvadrata dva

cela broja;

r(n) = J 1 ,
2 2
n=x*+y

m(x) za broj prostih brojeva koji ne premadaju Xx;

m(x) = § 1,
p<x
8(x) i p(x) za funkcije CebiBovaj;
8(x) = ] logp, ¥(x) = } A(n).
p<x n<x
U radu se Sesto koristi sledefa teorema o parcijalnom
sumiranju:

Neka je u;<uj<...u <... niz realnih brojeva koji teZi «,
a g(t) funkcija sa neprekidnim izvodom u intervalu ulitﬁx.Tada je za
proizvoljan niz a,

X
I ag(u) = A(x)g(x) - [A(t)g’ (t)dt,
Uy <u, <x v,y

gde je A(t) = Loa.
u; <u <g
Takodje se &esto koriste 1 sledede teoreme poznate kao
formule inverzije (Rademacher (9 ), str., 104-105, Huxley (4 ), str. 5,
Specht (14), str. 14-15):
Prva teorema inversije. Ako su f(n) i ¢g(n) aritmeticlke
funkcije, tada su sledede relacije ekvivalentne:

g(n) = % £(d) i
din

£(n) = } u(d).
dln

Druga teorema inverzije. Ako su £(x) i g(x) funkcije defi-

nisane nad 0< <=, tada su sledede relacije ekviwvalentne:

gix) = £(%)
ngx n i
£(x) = ] umigd).

n_<_x



Dirichletovi redovi. Aritmetilkoj funkciji f£(n) &esto

- -3
se pridrufuje red zlf(n)n"s koji se naziva Dirichletov red i koji
n=

se oznadava sa F(s). Dirichletovi redovi su va¥an analitidki aparat
za izuCavanje aritmetilkih funkcija i sledede teoreme de se Zesto

koristiti (Mandelbrojt (1%), str. 9-21, Chandrasekharan (2 ), 111-11
Prachar (24), str. 423-427):

[ -]
Teorema o uniformmoj konvergenciji. Ako red |} ann-
n=1

3]

konvergira za S=8 s tada on konvergira u poluravni RessRes i to uni-
formno na svakom kompaktnom skupu koji je sadrZan u toj poluravni. U
toj poluravni konvergencije Dirichletov red predstavlja regularnu
analiti&ku funkciju koja se sme poc¢lano diferencirati.

Teorema o mnoZenju Dirichletovih redova. Neka su Dirich

letovi redovi F(s) = ] £(n)n"% 1 G(s) = ] g(n)n~° absolutno konver

n=1 ri=1
gentni za neko s. Tada je H(s) = F(s)G(s) absolutno konvergentno i

H(s) = | h(n)n"® gde je h(n) = % £(a)g(d).
n=1 dln d

Teorema o jedinstvenosti Dirichletovih redova.Neka

X0
) g(n)n~® konvergiraju u istoj

redovi F(s) = } f(n)n °G(s) =
! n=1

n=1
poluravni, i neka je F(s) = G(s) nad‘nekim nepraznim otvorenim skupo
koji leZi u toj poluravni. Tada je f£(n) = g(n) za svaki prirodan
broj n.

Teorema o inversziji Dirichletovih redova. Neka red
F(s) = E f(n)n~° absolutno konvergira u poluravni Res>Res.Tada za

n=1
pozitivno y i svako w=u+iv vaZi

I b4ic
-W_-n 1 W~
nzlf(n)n e y=-—-—-2"i j I (s-w)y sF(s)ds
b-icw

gde je b>Res; i b>u.



I.3 Problemi raspodele prostih brojeva

Zbog povezanosti funkcija Ak(n) i Af,k(n) sa raspodelom
prostih brojeva u ovom odeljku bice ukratko izloZena teorema o prostim
brojevima, njeni ekvivalentni, kao i raspodela prostih brojeva u arit-
metid¢kim progresijama. Teorema o prostim brojevima se najlesScée formu-

lig%e u obliku

(1) pyptixilogx o ili u obliku
X+ X

(2) Mok -

u kbjem ju je naslutio Gauss jo$ 1849. (Davenport (’3), str. 64), gde

Je lix = z-IggE'

a svi logaritmi u teoriji brojeva su prirodni (i po tradiciji se ne oz-
nafavaju sa ln veé uvek sa log). Teoremu su dokazali tek 1895. Hadamard
i de la vallée Poussin koristeéi kompleksnu integraciju i &injenicu da
(l+it)#0 (Chandrasekharan (2 ), str. 123-124, Prachar (24), str. 65-81)

i to u mnogo jalem obliku nego 3to su (1) i (2):

(3) T(x) = I3§_§ + O(xexp (-cv/Iogx)) (c>0).

Dokazi metodom kompleksne integracije koriste osobine zeta funkcije, u
prvom redu se postavlja pitanje u kojoj oblasti zeta funkcija nema nula;
§to je ta oblast veéa, ostatak u teoremi o prostim brojevima se smanjuje.
Ako se iskoristi teorema Littlewooda (Chandrasekharan (4 ), str. 58-62)
da zeta funkcija nema nula u oblasti (s=o0+it)

Aloglo ti{+3

o>1l- 55

gde je A neka pozitivna konstanta, dobija se teorema o prostim brojevima

u obliku jo¥ jalem od (3):

(4) m(x) = lix + O(xexp(-cvlogxloglogx),

gde je ¢ pozitivna konstanta koja se razlikuje od one u (3). Najbolji

: dosada dobiveni rezultati dobiveni su upotrebom trigonometriskih suma



(I.M. Vinogradov (42), Chandrasekharan (4 ), str. 89-112, Huxley
(4),str.107-109) tzv. metodom Vinogradova. Ta metoda omogucava

izvodjenje teoreme Cudakova koja kaZe da zeta funkcija nema nula u

oblasti

B
o>l - o (tzt )y
- log3/“t(loglogt)3/“ 1

a iz teoreme Cudakova se dobija teorema o prostim brojevima u obliku
(3) m{x) = lix + O(Xexp(-Clog“/7x(loglogx)°3/7))

Dosada najja&i oblik teoreme o prostim brojevima je
(6) m(x) = lix + O(xexp(-clogs/sx(loglong‘/s))
koji je dobio Walfisz (Chandrasekharan (4 ),str.111) koristeéi rezultat

Korobova i Vinogradova da zeta funkcija nema nula u oblasti

o>1 - , £>3,052/3.

logat
1860. B, Riemann je iskazao hipotezu (koja ni do dan danas nije ni do-

kazana ni opovrgnuta) da sve netrivijalne nule zeta funkcije (trivi-
jalne su -2,-4,-6,...) leZe na pravoj 1/2+it. Ukoliko bi Riemannova
hipoteza bila taéna, onda bi iz nje (Davenport (43), str. 125-126)
sledovala teorema o prostim brojevima u obliku jadem i od (6):
(7) m(x) = lix + O(/Xlogx).

Postoji viZe ekvivalentnih tvrdjenja teoreme o prostim
brojevima u obliku (1) ili (2). Tako naprimer (Rademacher (9 ), str.

117~118, Specht (ii), str. 24, Prachar (24), str. 68-69) vaZie sledele

veze
B(x)
(8) T(X) = yoor * o(—#—)
ogx log2x '
(9)
= ¥(x) X
B
(10) 8(x) = y(x) + O(/xlogx),

koje pokazuju da su teoremi o prostim brojevima u obliku (1) ili (2)

ekvivalentna tvrdjenja
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(11) pptl .y i

(12) RS S

Pomoéu parcijalnog sumiranja pokazuje se da vaZi formula

“plis) _ X, _—sX
(13) -g-ﬁ-é-j- I\j}(e e dx,
0

a iz nje se lako dobija (11) uz pomoé sledede Tauberove teoreme
(Chandrasekharan (2 )}, str, 122-~130):
Tauberova teorema Wiener-Ikehara. Neka je A(x) nene~

gativna, neopadajuca funkcija od x za nenegativno x. Neka integral

{A(X)e"sxdx (s=0+it) konvergira za o>1 funkciji f(s). Neka je f(s)
analiti¢ka za o0>1, sem za s=1 gde ima pol prvoga reda sa ostaétkom 1.
Tada je

%igA(x)e-x = 1,

(11) se dobija ako se uzme Y(x) = A(logx), odnosno A(x) = W(ex).
Jo$ od Landaua je poznato (Prachar (24), str. 84-85)

da je teoremi o prostim brojevima u obliku (1) ekvivalentno

o n
(14) ) P—rﬁ—lso’

n=1
dok se sasvim elementarno moZe dokazatli da je (1) ekvivalentno sa
p
(15) %;gﬁrggﬁ = 1, (pn je n-ti prosti broj)

Godine 1955 A.G. Postnikov i N.P.Romanov (Postnikov i Romanov (20))
su dokazall elementarno teoremu o prostim brojevima u sledeéem
obliku koji je ekvivalentan (1):

(16) E p(n) = o(x).
ns<x

Pod "elementarnim” dokazom se podrazumeva dokaz koji je zasnovan samo
na ¢isto aritmeti&kim osobinama i realnoj analizi, za razliku od

dokaza Hadamarda koji je zasnovan na kompleksnoj analizi, ili od dokaza
koji koriste duboke teoreme analize, kao &to je recimo Tauberova

teorema Wiener-Ikehare.
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Prvi elementaran dokaz teoreme o prostim brojevima dao je 1949.
A. Selberg uz saradnju P. Erddsa i J. van der Corputa koristedi
u osnovi sleded¢i identitet:

(17) ! log?p + ] logplogg = 2xlogx + O(x).
pgx pa<x

U osnovi svih kasnijih elementarnih dokaza i svih varijagija i up-
ro3¢avanja originalnog Selbergovog dokaza leZi (17) ili neki nje-
gov ekvivalenat. Tako npr. Prachar (24), str. 94-107, daje sledeéi

ekvivalenat identiteta (17):

(18) 8 (x)logx + Z logplogg = 2xlogx + 0O(x),
, pasx
dok Postnikov i Romanov (20) rade s identitetom
(19) M(x)logx + ] u(n)e(X)= o(x)
n_<_x

pomoéu koga dobijaju nejednakost

(20) M) g I InE)] + o
X

xloglo x)
-logx n<

ogx

iz koje izvode teoremu o prostim brojevima u obliku (14), pri Cemu

Jje M(x) = } u(n).
n_<_x

Ovde de biti data Spechtova varijanta elementarnog dokaza teoreme
o prostim brojevima (Specht (41), str. 18-37), pri femu &e se
Selbergov identitet koristiti u obliku

(21) Y(x)logx + } Ahh)w(g) + O(x) = Zilogx.
ngA

Osim funkcije A(n) = Al(n) uvodi se i funkcija A2(n) koja se defi-

nise na sledeéi naéin:

(22) Ao(n) = p(d)log?d
2 d§n d.

Procena y(x) = O(x) je sasvim elementarna, dok se za procenu

(23) b,y (x) = )} A, (n) = 2xlogx + O(x)
n<x
koriste formule inverzije i slededa lema Shapiroa:
(24) ] HR - o,
n<x
uln). _x _
(25) ) —-logs = 0(1) i
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(26) ] HBliog2% = 210gx + 0(1).
n<x n

Sumiranjem identiteta

(27) A,(n) = A, (n)logn + d§nA1‘4“1‘3’

po svim n koji ne premaSaju x i1 koriscenjem (23) dobija se Selber-
gov identitet u obliku (21). Ako se uvede oznaka p(x) = Y(x) - x
i iskoristi dobro poznata relacija (Chandrasekharan (2 ), str.82)

(28) xlogx = J A (n)E + O(x),
n_<_x

oduzimanjem_(28) od (21) ¢e se dobiti

(29) -p(x)logx + O(x) = J Al(n)p(§).
n<x n

U (29) se x smeni sa %, sve se pomnoZi sa Al(m) i vrdi se sumiranje
po svim m koji ne premaSaju x da bi se dobilo

(30)  p(x)log?x + O(xlogx) = [ (-A (n)logn+ ] A (a)A, (2))p(¥).
n<x aln 1d n

Uzimanje apsolutne vrednosti i kori3cenje identiteta (27) dade

(31) lo(x) [20gxs § Aym)p(3) |,
——— n
n<x ©
Parcijalnim sumiranjem se ustanovljava (Specht (44), str.26) da vaZi

(32) I Ao ] = 2§ |ed)|logn + o(xlogx),
nix nﬁ X

te se time kona&no dobija nejednakost

(33) |p(x)|log?x< | |p(¥)|legn + O(xlogx)
n<x

koja ustavari daje procenu funkcije p(x) pomodu vrednosti funkcije

p{x) za ?, %, § itd., 1 predstavlja klju& za dokaz teoreme o prostim

brojevima. sa@m dokaz teoreme koristi jo3 relacija sa funkcijom p(x),

a ideja dokaza je sledeca:

Neka je a neka vrednost iz intervala 0<a<2 tako da

za neko x_ i x_>_xa vaZi

a
| o (%) | <ax.
Tada se uz pomoé nejednakosti (33) ustanovljava da postoji neka

fiksna pozitivna konstanta C i neko X} tako da je za X>Xy
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lo(x) | <bx,
pri &emu je

0<b = a({l==s==)<a.

512C
Kako se nejednakost [p(x)!<2x lako ustanovljava, to znadi da ako

se definiSe niz a_: a1=2, a

n =a, (1=

n+l Ti35a) » onda svakom a, odgovar

512C
neka vrednost X, tako da je za x>x,
| p(x) |<a,x.

S obzirom na &injenicu da brojevi a_ monotono opadaju, sledi da

n
postoji %igan, a iz definicije a, sledi da taj limes mora biti 0,
pa je zate

3ipeE - o,
tj. lig-‘k-(-ﬁ-)-:§ = 0, odnosno

um-“’_(’il

¥Fo
Sto je ekvivalentno teoremi o prostim brojevima.

S prethodnom problematikom tesno je povezana i pro-
blematika raspodele prostih brojeva u aritmetidkim progresijama.
Jo¥ je Dirichlet dokazao godine 1837. (Davenport (43), str. 7-18)
da aritmetifka progresija ak+b sadr¥i beskona®no mnogo prostih
brojeva &im su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi.Analitidki
pristup je preko Dirichletovih b-funkcija koje se defini3u na sle
de¢i nadin:

s -s

Lis,x) = | x(m)n™® = 10(1 - x(p)p ),
n=1 P

gde je x(n) funkcija karakter od n po modulu k (Chandrasekharan
(4), str. 142-149, Rademacher (9), 121~136, Huxley (4 ), str.
10-13). Takodje se uvode i sledefe funkcije koje su analogne

funkcijama w(x), 6(x) i Y(x):

m(x3k,1) = g 1,
pix
p=1 (modk)
8(x3k,1) =
’ szﬂbaf

2L (medh)
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Y(x3k,1) = ] A(n).
n<x
n=1 (modk)
Teorema o prostim brojevima u aritmetidkim progresijama mo¥e onda
da se formuliSe kao

mi{x3k,1) _ 1
(34) 3= = sTK)

Postoje i jati oblici te teoreme nego &to je (34), tako npr. vaZi

slededa relacija koju je dobio E. Landau

(35) T(x3k,1) = 3%%§ + O(xexp(-c/logxloglogx)),

gde je c pozitivna konstanta koja ne zavisi od k i od 1. od po-
Sebnog interesa su rezultati koji vaZe uniformno po k; takav je

rezultat A. Walfisza (Chandrasekharan (4 ), str. 146):

(36) m(x3k,1) = %%%T + 0(xexp(-cvI5g%)),

koji vaZi uniformno za 3§kilog“x, gde je o proizvoljno veliki
pozitivan broj, a ¢ fiksna pozitivna konstanta. Takodje je inte-
resantno i pitanje nalaZenja najmanjeg prostog broja u aritmetidkoj
progresiji, posebno kada je k veliko. Sledeéa teorema Linnika
(Prachar (24), str. 411-419) daje odgovor na to pitanje:

' Teorema Linnika. Neka e k>2, (k,1)=1, 1<k i p(k,1)
najmanji prost broj u aritmetifkoj progresiji mk+l. Tada postoji
konstanta C koja ne zavisi od k tako da va¥i

p(k,1)<kC,
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DRUGI DFEO
Funkeije Ay (n)

II.1 Definicija, osnovne osobine i identiteti

Funkcije Ak(n) predstavljaju prirodno poopstenje

funkcija iz raspodele prostih brojeva o
logp  n=p

m

A(n) = A (n) = d% u(d)loqg = )
n 0 n#p

n
A,(n) = u(d)log?z
2 d%n d
1 mogu se za svaki prirodan broj k definisati na sledec¢i nadin:

k n n k

(1) A (n) = p(d)log - = u(z)logd.

k din din d
oOfigledno je da za svako k vaZi A (1) = u(l)logl = 0, dok se iz
formule inverzije neposredno dobija
(2) § A (d) = log*n,

din
§to moZe da posluZi kao ekvivalentna definicija (1). Slededa teorema
daje formulu za rekurzivno izrafunavanje funkcija Ak(n):

Teorema II.1. Za svako m manje od k vaZi

m-1
- m m n i
A () = Ak_m(n)log n +i{0(i)d§ AkgﬁAm_i(d)log d.
= n
u(d)logh-f- = (a) log™—F-log" ™ 2
d% g — - § M g —-log” T —3
n din

]

Dokasz. Ak(n)

n k-m k-m(s) =

= ] udlog" § A __(s)= u(d) log —3—-A
din s 3 dsin

mn - ._n_ m =
ds§nu(d)1og 155N (8) = %nu(d)(logds + logs) A, __(s)

ds

m :
p(dA,__(s) T (M log™ t-B10gts =
ds%n k-m i£0 117%9 357"

m-1
m m-i n i m
ds§nu(d)Ak_m(s)i£0(i)log Folog™s + u(d)A _ (s)log's =

ds;n
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m-1
m
I )

i m-in m
A, (s)logsu(d)log -_— A, _ _(s)log's p(d) =
120 ds%n k-m ds s%n k-m a7

s

m-i

m-1
i n n
Z (m) A, _(s)log™s u(d)log =— + A, _ _(n)log n =
yoo 1 s%n k-m d}g ds k=-m

S

n i
(s)A_; (S)log™s,

m-1
A, (n)log™n + § () T A _
k=-m 120 1 gTn k-m

1 n=1

gde je koriZdena poznata osobina funkcije MUbiusa u{d) =
din L0 n#¥l’

Za m=1 dobija se identitet (Kasara (14)),

(3) ~ Ag(n) = A _, (n)logn + d%ﬂAk_l(d)Altg).

Za k=3 to postaje

(4) Ay(n) = Az(n)logﬁ.+xd§nA2(d)A1(§);

dok se iz opSteg slutaja teoreme dobija za k=3,m=2

(5) Ay(n) = Al(n)logzn + %nAz(g)Al(d) + 2d§nAl(d)A1(§)logd.

d
Uporedjivanjem (4) i (5) uz koriScenje osobine f(a) = £(2)
din d[n 4

dobija se
_ 2 n

(6) A,(n)logn = A;(n)log®n + 2d§nAl(d)Al(d).
Istim postupkom se dobija da je sa jedne strane

: n
(7 Ag(n) = Ag(n)logn +d§ Ay(d)A, (),

n
dok se iz opsteg sludaja teoreme za k=4,m=3 dobija

3 n

(8) Ay(n) = Aj(n)log™n +d§nA3(d)Al(a) +

3d§ Az(g)Al(d)logd + 3 % Al(g)Al(d)logzd.
n din

Uporedjivanjem se dobija identitet

n 2

A, (d)A, (3)1og™d,
d?n 1l 1*d

i analognim postupkom se mogu izvesti identiteti i za k>3.

3
A4 (n)logn=A, (n)log n+3d§nA2(g)A1(d)logd + 3

Identitet (6) se moZe dobiti i na drugi na€in; u tu

svrhu se posmatra funkcija
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k
F, (n) = g(d)g(i-1 log™d
k d{n d) ’

pri &emu je k prirodan broj ili nula, a g(n) je proizvoljna arit-

metidka funkcija. Kada 4 prolazi skupom delitelja broja n i g pro-~

lazi takodje tim skupom, pa ¢ce biti
Fe(m = § g@ghiogha = J 9(Dg(@)1og®F- =
din din

ig =

k -
g@a(D I 11109 *nlog
din i=0

% g(a)g(3) (logn-logd)* = }
din

k k
! -1 (%) 10" n ) g@giogla = ] (-1 log
1=0 din i=0

k"im.ri(n).

Time se dobila rekurentna veza

k
(9) Fem) = 1 (-0 F (n)10g" n,

i=0
koja je posebno pogodna za neparno k (za parno k Fk(n) se potire
sa F, (n) sa desne strane (9)) 1 koja u sludaju g(n)=A, (n),

Fo(n) = Az(n) - Al(n)logn, za k=1 1 k=3 daje identitete

(6) A, (n)logn = Al(n)logzn + Zd%nAl(d)Al(g)logd

(10) A, (n)log’n = Al(n)log4n + 6logn % Al(d)Al(g)logzd -
din

3
-4 § A, (@)A, (B)log7a
d%n 1l 1'd '

i kasnije jo3 komplikovanije identitete.

Relacija (3) omoguéuje dobijanjevjednog aritmetidkog
svojstva funkcija Ak(n) kojeg iskazuje sledecda teorema:

Teorema II.2. Funkcije Ak(n) su za syako k nenegativne
funkcije koje nisu jednake nuli samo onda kada n ima k ili manje
raznih prostih brojeva kao faktore.

Dokasz. Za k=1 teorema je ofigledno tafna jer je

logp n=p"

0 n#p

rime je zapo&et induktivni dokaz teoreme; neka je ona ta&na za neko

k-1, Tada iz (3) sledi
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Ay () = A _, (n)logn +d§nAk_1(d)Al(§).

Po induktivnoj pretpostavci svi ¢lanovi na desnoj strani su ne-
- negativni, te je stoga i Ak(n) nenegativno. Ako n ima vise od k
raznih prostih delitelja, tada za svako d koje deli n ili d ima
viSe od k-1 prostih delitelja, ili g ima viSe od jednog prostog
delitelja, te je tada zbog induktivne pretpostavke za svako d

A=y (@A) (5)=0,
pa sumiranje i (3) daju da je i Kk(n) = 0.

Postavlja se i pitanje veli&ine, odnosno rasta
funkcija Ak(n). Za funkciju A,(n) moZe se pokazati (Ivi¢ (6)) da
va¥i slededa procena
(11) A,(n)<2A, (n)logn + %logzn -~ A% (n),
dok procenu u opStem sluXaju daje slededa

Teorema II.3. Za svaki prirodan broj k vaZi

A, (n)10g*"In<A, (n)<klog¥n:

Dokaz. Za k=1 nejednakost postaje

A, (n)<A , (n)<logn,

5to je ofigledno iz definicije funkcije Al(n). Time je zapodet
induktivni dokaz; neka je nejednakost ta&na za neko k, tada (3)
daje .

Mgy (B) = Ay (n)logn +d§nAk(d)A1(§),

pa se primenom induktivne pretpostavke dobija

k-1

Aysy (02 Ap(n)logn > A (n)log” “n = Al(n)logkn.

Drugl deo nejednakosti se sli¥no dokazuje:
k n
Ay 4q () <klog™nlogn + .{ A (d)logy <
A din
k

klog®*'n + 1logn A, (@) = klog

din
Stavljanjem tih nejednakosti u (3) dobijaju se sledede oltrije,

k+1 +1

n + lognlog'™n = (k+1)logk n.

ali manje prakti®ne za upotrebu nejednakosti:

k-1 n k-2
(12) Ay (n) > A (n)log™ "n + d%ﬂAl(d)Al(a)log d
(13) A & (k-1)log"n + (k-1) 37 A (3) 0oy d..
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Eksplicitno odredjivanje Ak(n) za neko n nije jednostavno, sem u
sluc¢aju kada je n stepen prostog broja, i tada vaZi:

Teorema II.4. Za svako prirodno k i a vaZi
A a k
K (P7) = £(k,a)log"p,

pri ¢emu brojevi f(k,a) zadovoljavaju uslov f(l,a) = f(k,1) =1, a

za k,a>l vazi
a-1
f(k,a) = af(k-1,a) + ) £(k-1,1i).
i=1

Dokas. Kako je Al(pa) = logp, to odmah sledi f£(1,a) = 1.
Neka je indukcijom po k pokazano da je £(k-1,1) = 1, odnosno
'Ak_l(p) = logk-lp. Relacija (3) za n=p dade
A (P) = Ay 4 (P)logp + d}pAk_l(d)A1(§)= Ay (P)logp
5to daje Ak(p) = logkp, tj. £(k,1) = 1.
Neka je sada u op3tem sluaju za neko k~1 Ak_l(pa)=f(k~1,a)logk-1p.

Koristeéi (3) i induktivnu pretpostavku dobide se

a k-1 a a
A (p7) = f(k-1,a)log" “plogp™+ % Ay (@A) (=5=) =
a a
xk_ . ! i a-1 ¥ a1 x
af (k-1,a)log"p + ] Ak-y(p)A, (p* ")=(af(k-1,a)+ | £(k-1,1))log"p =
i=1 i=1

k
f(k,a)log™p, Time je zavrZen induktivni dokaz teoreme.
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II.2 Funkcije generatrise aza funkeije Ap(n).

Funkcije Ak(n) imaju osobinu da im se funkcija generatrisa

u obliku Dirichletovog reda nalazi dosta jednostavno. Po&lanim
diferenciranjem zeta funkcije dobija se

(1) -1)%c®)(s) = T 10g%n.n"S.
n=1

S druge strane zna se da vaZi (Prachar (24), str. 76)

(2)

b -8
Z(s) nzlu(n)n !

pa se mnoZenjem i koriZdenjem teoreme o mno¥enju Dirichletovih

redova dobija

(k) o -
(‘lk)L—c—(-é'ji * Z f(n)n 8
n=1

gde je f(n) = % u(d)logk—g— = A (n). Time je dobiven analitiki
din

aparat za ispitivanje funkcija Ak(n) i ujedno pokazano da vaZi:

(k) g
11 kC (s) _ -5
Teorema II.5. (=-1) S nzlAk(n)n .

Ova teorema moZe da se iskoristi za dokazivanje raznih identiteta

sa funkcijama Ak(n), tako naprimer} (Ivi¢ (5 )), identitet

Ay(n)logn = A (n)log n + 23§nA1(d)A1(§)1ogd

koji je dokazan u pro3lom odeljku vrlo jednostavno se dokazuje
pomocu Dirichletovih redova. Sada fe biti dat nov dokaz teoreme

II.1

Ay (n)

m=-1
m m n i
M-p(m)logtn + 1 () % Ao () Mgy (3) Log7d,
din

i to u obliku

m
-i
A (n) = A, (n)log™n + igr(T)d§nAi(d)Ak_m(§)logm 2

koji se dobija ako se u teoremi II.l i zameni sa m-i, a 4 sa 3.
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Ne piZuéi zbog preglednosti promenljivu s, dobide se

k (k=m) -
k) 5y = ddg(s) = (& > y (m)_
]

Tomy 1) g5 (meg)_
izo(i)c ()

(k-m) (m) m (k-m) (m-1)
Lo+ T MW, :

Stoga vaiZi

(k) k-m_ (k-m)
O D =2 0 Ml S L

4 4

| ix(d) _ _(k-m), (m=1)
+1?1 (‘“)-‘—1—’{—-—-(-1)“‘ L-nk e

i

Izjednadavajuéi koeficijente uz n” S poslednjeg identiteta, uz ko-

ri%éenje osobine

(L E@n™5) @) o 307 £ny1oginenS)
n=1
dobija se upravo

m
- m m n m-i n
Ay (n) = Ay (n)log'n +i£1(i)d§nAi(d)Ak_m(d)lOg =

Primenom teoreme o jedinstvenosti Dirichletovih redova

o (k)
() = (-1)*5L8)r2 (s

na identitet
z(s) (-1)%g ()
dobija se identitet

k n
(3) log™d = A (@) T(y)
d%n d}n k i

tmn”%, g(s) = ¥ a7%, (-1)k %) (5= ] logXn.nS,
1 n=1 n=1

jer vazi r?(s) =
ol

It~ 8

Iz (3) se dobija da va¥i:

Teorema II.6. A (@ t12) = iv(n)iogn.
‘ R al =3

Dokaz. Iz (3) se za k=1 dobija da vaZi

(4) A ()T (D)= logd,
d?n 1 d d}n
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Izraz ; logd moZe se transformisati na sledeéi nadin:
din

logd = logg = logn 1 - logd,
din din dln din
§to daje
} logd = %t(n)logn,
din
¢ime je zavrsen dokaz teoreme. Sumiranjem identiteta (3) po svim
n koji ne premasaju x uz kori3cenje oznake wk(x) = Z Ak(n)
n<x
dobide se -
I T a@ud = § logha = § [%]10g%n =
k d g n g
n<xdin n<x din n<x
k+1
z %logkn + O Z logkn) = Xl°+ X 4+ 0(xlogkx), gde su koriscene
n<x n<x
poznate procene iz analize
logkn _ logk+1x
) n  k+1 + 0(1)
n<x '
i J log®n = 0(xlog¥x).
n<x

S druge strane,

) ; A (@) T(B) = A, (m)T(n) = T(n) A (m) =
n<x din k d mnzx k , ngx mgg k

) t(n)wk(ﬁ)' te je time pokazano da va¥i:
n<x

k+1
Teorema II.?7. nzxt(n)wk(ﬁ) = xlo+ X . O(xlogkx).

B (k) z{s-1)
Iz identiteta (-1)kE-ETé§lc(s-1) =(‘1’kc(k)(s)""ET§T

koriZfenjem teoreme o jedinstvenosti Dirichletovih redova dobija se

sledeéi identitet

(4) A@) R = T ¢(B)logka,
gl @d = 10
jer je t(s=1) = J nen"% i £i§:}l = T $(n)n"S,
n=l1 zis nzl
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II.3. Asimptotske procene za sume u kojima

ge javljaju funkeije Ak(n)

Prvi cilj ovoga odeljka je dobijanje asimptotske

formule _
(1) b (x) = I A(n) = xlog"™} k=2y)

n_<_x

X + O(xlog

koja za k=1 predstavlja jedan od oblika teoreme o prostim broje-
vima. Jedan dokaz formule (1) daoc je N.P. Romanov (22), a ovde Ce
biti data dva dokaza koja se razlikuja od njegovog. Prvi dokaz se
zasniva na poop$tenju leme Shapiroa (Specht (42), str. 16)

k-1 2

(2) J u(n)¥logh%- = kxlog®* Ix + 0(xlog" %x) (k>2),

a drugi je induktivan i zasniva se na sumiranju veé izvedenog

identiteta

(3) A (n) = A _, (n)logn + d% Ay (A (@)

Da bi se dobila formula (2) potrebno je da se prethodno dokaZe sler
deéa Lema. za pozitivno k vaZi

(4) ) logk-ﬁ— = 0(x),
_ n<x

a za svakil prirodan broj k vaZi

k+1
(5) ) Klogk X - xlog_ x 2 D xlog x + O(log x),

n<x™ k+1 i=0

pri &emu su Dy apsolutne konstante.

Dokaz. Zbog monotonosti logaritamske funkcije bice

n X
Z 1°9k§ < 2 flogk—%—dt £ {logk—i—dt, 8to e posle smene y=5‘-c dati

k
zxigg-xdy = 0(x), gde je koricena

] log"X- < XI -3~x"dy

<X
n<; X

ta
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k
¢injenica da ]—lgg—zdy konvergira. Ako se iskoristi poznati
Yy
1

rezultat da je

i i+l i
jlogn . log X c 4 odeLE) (i=0,12,...)
n<x x
tada €e biti
k x X k
} Zlog"-=- = J Z(logx-logn)® =
n<x " n<x”
Koy 4. kei k 1k k-i_ ¢ login
1 3 X (~1) (i)log nlog” “x = § (-1)7({)xlog" "x ] —=2— =
n<x Mi=0 i=0 n<x
i
I ent *)x10g" L lea____ + ¢, + o(R2LE)) -

i=0

k k
1k, 1 k3 1 k-1 k
(1 17 (gpxles x4 Lo (¥1¢;x109" 1% + 0(log"x) =

xlo k+1x

+

i

k
+ 3 D xlog™x + O(xlogkx), gde je stavljeno
i=0

Dy = (-l)k-i(k)ck_i, i gde je iskorisSden identitet

koji se dobija integraljenjem od 0 do 1 identiteta

k
a-0* = § -niHt,
i=0

Time je pokazano da vaZi

(5) )

n_<_x

k+1
-logk x = Xlog X

n k+1

i

+ 2 D;xlog x + O(log X) .

1=0

Dokaz formule (2) sada je lako izvesti matematifkom indukcijom;
kako je ta formula po lemi Shapirca ta&na za k=2, ako se pret-
postavi da je ta&na za neko k, onda e se primenom druge formule
inverzije na (5) dobiti

k
xlog x= } uéi;ﬁ

k+l x
n<x n

log 2 --(-—-xlogi %~ + 0( ] log ——-) =

n<x

1=oi



-26=

k

1 X k+l x i

T GH(n)log” "= + ¥ Dp.xlog x + O(x),
+lh§x n n i=1 i

odakle sledi

I Zutn)1og"* X o (xi1)xlog®x + 0(xlogh~lx),

n<x
te je time zavr$en dokaz relacije (2).
Teorema IT.8. Yy (x) = [ A (n) = kxlog*Ix + 0(xlog® %),
n<x
Dokaz. Za k=1 tvrdjenje teoreme je kao 3to je poka-
zano u uvodnom delu (str. 11) ekvivalentno teoremi o prostim bro-
jevima, Za'k>1 koristice se upravo dokazana relacija
(2) I ¥u(n)log®X. = kxlog® 1y + 0 (x1log® 2% )
n n
n<x
te ¢e se dobiti

P (x) = A (n) = k n
k ngx k ngx d%ng(d)IOg a

! u(n)logkm = I u(n) leogkm =

mn<x n<x niﬁ
ngxu(n)(ﬁlogk—g—-kﬁlogk-l-§—+...+(-1)kk!§+0(logk—§—))=
kxlogk-lx + O(xlogk_zx) + O(xlogk-zx) + O(x) =
kxlogk-lx + 0(xlogk-2x),

pri &emu se viSe puta koristila relacija (2) kao i

] u(mo(log“E) = o | loghX) = o(x).
n<x n<x

Drugi dekaz ove teoreme dobija se sumiranjem identiteta
= n
(3) Ag41(n) = Ap(n)logn + d%nAk(n)Alld)c
uz koriscenje matematilke indukcije. 2a k=1 ve¢ je re&eno da se
dobija ekvivalenat teoreme o prostim brojevima, a za k=2 dokaz je

dao Specht (44), str. 19. Tako zna&i sumiranjem (3) po svim n koji

ne premasuju x dobide se

v I Ax(n)logn + % A ()AL (F) =
n

ke 0= ¢ n<x d
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A, (n)logn + A, (nYA, (m).
ngx k mngx 1 k

Parcijalno sumiranje uz induktivnu pretpostavku dade

) Ay (n)logn = kxlogkx + 0(xlogk-lx) -
n<x
-thl k=1t 4 o(tlogF2¢)
- j og : 9 ) 5 o
1
kxlogkx + O(xlogk~lx),
te jo3 ostaje samo da se pokaZe Z Al(n)A (m) = xlog X + 0(xlogk lx)
mn<x
Polazeéi od dobro poznate relacije (Chandrasekharan (2 ), str. 81)
2 A(g) = logx + 0O(1),
nx
parcijalnim sumiranjem se dobija
i+l
Z Ai%llogin = ES%IT'E + o(logix),
n<x -
te €e biti (A(n) = Al(n))
LA (A (m) = ] A (n) A (m) =
mn<x 1 k n<x 1 m< k
X k-1 x k-2 x -
nngl(n)(knlog 5~ + O(log™ “===)) =
kx ) Ali—- E -1 k7 1)logk 1=ix1ogtn+or ) Al(n)logk'zx)
n<x n<x
kb4 k-l. kel-i_ ¢ 1 1 k-2
= kx § (-1)7¢( 4 )log x } =A,(n)log'n + O(xlog" “x) =
= n'l
i=0 n<x
k-1 i+ 1
kxizo( 1 -1 1eg® k(29 Xi6 (10gtx) ) +0 (x10g¥ 2x) =
k~1
k k~1
k(izo( 1) ( i )1+1)xlog X + O(xlog  "x).
‘ 1 _ bk-1 L k-1 el g oen s
Medjutim vaZi k= Ju du = {(l-x) dx = J T o(=1)7¢ 4 )xTdx =
1 0i=0

2 (~ 1) ( i )IéT' te je time dokazana po drugi put teorema II.8, i
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ujedno pokazano da vaZi

(6) I A ()AL (m) = xloé‘x + O(xlog®™}
n<x

X) e

Polazedéi od identiteta ( str. 16)

logkn = Ak(d)
din

sumiranjem po svim n kojl ne prema3uju x dobicée se

] logkn = § % A (@) = § Ag(n) =
n<x n<x din mn<x

X X
={A, (n) = =A,_(n) + Of A (n)) =
l [n} k ngxn k 323 k

) ﬁAk(n) + o(xlogk-lx

n<x

).

a ako se iskoristi elementaran rezultat
z logk k"lx
n<x
dobide se da vaZi

n = xlogkx + O(xlog )

Teorema II.§9. |} %Ak(n) = logkx + O(IOQk-lx)

n<x

Parcijalnim sumiranjem te formule moZe se dobiti i opstija formula

koju daje

Teorema II.10. Za svaki prirodan broj k i za 130 vaZi

i k+i—lx).

¥ iAk(n)login = E§Ilogk+ x + O(log

1 4 1 i
Dokaz. ) =A (n)log™n = ( ] ZA (n))log'x -
ngxn k nsxn k

i-1 k+i k+i-lx

tdt = log x + O(log

) -

X
k+i~1 k+it~2
Jilog t + O(log t) 3¢

t =

1

E§Ilogk*ix + 0(logF*ti=ly,
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Teoreme II.8. i II.10. omogufuju da se dokaZe sledefa teorema koja
predstavlja uopStenje relacije (6).
Teorema II.11. Za sve prirodne brojeve r 1 s vaZi

r+g=-1 r+s-2x)

X + O(xlog .

rlsl
LA m) = rrTyyeles

Dokas. A_(m)A_( = A A (m) =
okas mnéx £ (M)A (n) néx r(n)mgﬁ g (M)

X X s~-1 X
anAr(n)ws(a)-- nExAr(n)sﬁlog - +

X

8~-2 X
o(néanr(n)log -

A_(n)s=1
by s-1 i
7, 1,01 ("1 1eg

=0

8x s-1-~1

n<x

xlogin + O(xlogs'zx-z %Ar(n)) =
néx

Ar(n) i

——1log™n + 0(xlog® 8%

sx (-l)i(szl)logs'l'ix )
n<x

) =

s=-1
i,8-1, 1 r+s-1
rs( } (=1)" (%] )===)xlog
i=0 1 "+

- Koristeéi istu ideju kao i u dokazu teoreme IX.10. dobide se

X + 0(x1°gr+°-2x).

1
8=l - -l e
I -0 ety = Ju-t)' le¥1ae =
i=0 0

IF'(x)l(s - (E-1)1(8-1)1]
T(r+s8) lr%s¥TTT e

Time se kona&no dobija

ris!
1 LtE8=1 r+s-2
ngxAr(m)As(n) = =0T xlog X + O(xlog™ x).
A, (n)
Da bi se ispitalo ponaZanje sume &iji je op3ti &lan ——r
log™n

nejednakost teoreme II.3 se napiZe u obliku

Al(n) Ak(n)

logn = 1ogkn

Lk

a zatim se vr3i sumiranje po svim n veéim od 1 koji ne premaSaju x

te se dobija
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) é_izl ) ﬁ_ifé- k= kx + 0(1)
= X .
n<x

n<x log'n  n<x
A, (n)

zbir Z 1Ogn jednak je m(x) + 0(———2—) (specht (44), str. 22-23),
nSx log“x

te se stoga mo%e formulisati

Teorema II.12. Postoje konstante A,B i neko fiksno Xq

tako da za x_>_x0 vazi

X Ak(n)

T(x) = A—=t—— <
log?x ~ n<x log'n

< kx + B,

pri Zemu n u sumi ide od 2 (zbog logaritma u imenitelju).
S obzirom na éinjehicu da w(x) teZi Meskona&nosti kad

x tefi beskona&nosti, to ova teorema ustvari pokazuje da red

® Ay (n)
n=2 logﬁn
divergira.
Teorema II.13. Za k vecde od 1 va¥#i
¥, (n) - -
(7) ) k = kxlogk i + O(xlogk 2 i
n<x
¥, (n) -
(8) = 1og®"1x + 0(log" 2x).
n<x n?
Dokaz. Iz teoreme II.8. za x=n se dobija
yg (n) - -
(9) Rn = klogk 1n + O(I.ogk 2n)
(10) ¥y (n) - klogk'ln + o(logk—zn)
2 n n *

n
Sumiranjem (9) po svim n koji ne prema3uju x dobide se

¥ (n) -
kn = ] klogt™in + ] Ollog
nix n_<_x nf_x

k-2

n)

k-1

kxlog® 1x + o(xlogF™?2

x).

($) se dobija potpuno analogno, sumiranjem (10).
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Teorema II.14. Za svakil prirodan broj k vaii
I Ay (A (n) = xlog"x + 0(xlog¥ " 1x).
n<x

Dokaz{ Koristeci teoremu II.4. i osobinu funkcije Al(n)

da je jednaka nuli &im n nije stepen prostoga broja dobide se

I AymAn) = T A (6%)1ogp = ] f£(k,a)log"*p =
n<x pa<x P <x _

T log®*lp + ol £k a)log®*lp, (2>2)
psx p <x

Svaki od ova dva zbira bife posebno procenjen; kori3éenjem teoreme

o prostim brojevima u obliku 6(x) = x + °‘T§§§’ i parcijalnim su-~

miranjem dobicde se

X
'Z log®*lp = 8(x)1log¥x - k[e(t)log Yt4e -
px i

xlog®x + O(xlog" lx) - [B(t)log tdt.

Medjutim kako je

X X
k-1
lje(t)lgg tae| < {]Eéslllogk-ltdt <
1

X
k-1 -
C{log tdt = o(xlogk 1x), zbog 8(x) = x + O(IE§§)° Time se dobilo
1

Z logk+1p = xlogkk‘* O(xlogk-lx).
p<x

Z f(k, a)logplogkp = 0(log X a{ logp) =
p%<x piex
a>2 aiZ

k
O(log'x( } _logp + | logp + logp +...)) =
p<vx p< /X pg'/i

k+1x 2
p</X

O(log logp) = 0(logk+1xe(/§5) =

O(/Elogk+1x) = 0(xlogk-1x),
te je time gotov dokaz teoreme.
Na str. 13. uvedena je funkcija p(x) = y(x) - x, po-

:moéu koje se teorema o prostim brojevima mo%e napisati i u obliku
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c/logx

p(x) = O(xe” ).

Sledeca teorema pokazuje da se funkcija p(x) moZe izraziti preko

svojih vrednosti u ta&kama %, %. f, itd.

Teorema II.15. Za svaki prirodan broj k&2 vaii
-p(x)logkx = J Al(n)logk‘lnp(ﬁ) + 0(xlogk-1x)
n<x
Dokaz. Sumiranjem veé dokézanog identiteta (str. 17)
Ay(n)logn = A, (n)log?n + 2 } A, (d) A, (5)loga
din
po svim n koji ne premaZaju x dobide se

J Aj(n)logn = J A, (n)log?n + 2 A (@A, (B)loga =
n<x 2 nzx i ngx din 1 1'd

) Al(n)logzn +2 ] Ay (m)A, (n)logn =
n<x © mn<x

wl(x)logzx + O(xlogx) + 2 } A, (n)logn zxAl(m) =
‘ nix miﬁ

wltx)logzx + O(xlogx) + 2 Z Al(n)wl(ﬁ)logn.
n<x
Parcijalnim sumiranjem teoreme II.B8. za k=2 lako se nalazi da je
) A,(n)logn = 2xlogzx + O(xlogx),
n<x '

8to daje sledecu relaciju

(11) 2x10g%% = ¥, (x)log’x + O(xlogx) + 2 ] A, (m)y, (X)logn.
n<x

Sumiranjem elementarne relacije (Chandrasekharan (2), str. 81)
Ay (n)

logx + 0(1)
n<x

dobija se
A, (n)

n

(12) xlog®x = 2 )
‘ n<x

xlogn + O(xlogx).

Oduzimanjem (12) od (11) dobiée se

(13) -p(x)log?x = Al(n)p(g)logn + O(xlogx),
n<x
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a to je upravo tvrdjenje teoreme za k=2, Sada se dokaz nastavlja
matematidkom indukcijom; pretpostavi se da je teorema ta¥na za
neko k, i pesle mnofenja sa logx dobija se

k+1x k

-0 (x) log = I ApmeE)log" InlogE+ | A, (n) o (%) log¥n+o(x1ogkx)=

n<x ng<x

k

)) Al(n)p(ﬁ)log n + O(xlogkx),

n<x
ukoliko uspe da se poka%e da je

) Al(n)p(§)109k°1nlog§ = O(xlogkx).
n<x :

-chogE

k=1 X K] X X
E A (n)p(*)loq nlog= = 0O A, (n)idd; "nlog:eZe n, =
n<x 1 n n 328'1 ék nn )
A, (n) -
x0( ] 2——10¢""1n) = o(xlog*x),
n<x

pri &emu je koriZdena &injenica da za dovoljno veliko x funkcija

xe ¥ opada, te je

-cv/logx/n

logﬁe = 0(l).

Time je dokaz teoreme zavrien.



II.4 Asimptotske procene za funkeije Ak(n)

u aritmetidkim progresijama

Cest problem kod ispitivanja aritmetiZkih funkcija je
odredjivanje asimptotske formule } f(n), posebno ako se veé zna
n<x
nZl(modi)

pona3anje sume 2 f(n) za velike vrednbsti X, Oznaka - Z £(n),
n<x , n<x

nzl (modi)

oznaéavé sumiranje po svim n koji ne premasaju x i koji su oﬁlika
ai+l, pri &emu su i i 1 uzajamno prosti (razlika izmedju 1 i 1,
cifre 1 i1 slova 1, nije lako uo¥ljiva na maZini; u oznaci n=1l(modi)
ako nije drugo nazna&eno uvek se radi o slovu). Ispostavljé se da
su za funkcije Ak(n) asimptotske formule za nzl(modi) vrlo sli&ne
asimptotskim formulama gde se za n ne postavlja drugl uslov sem da
ne premaSa x; ova slifnost je ustvari poslediga veé proulene blis-
kosti funkcija Ay (n) 1 funkecija iz raspodele prostih brojeva; tako

naprimer va%i (teorema o prostim brojevima)

Vi) = T Aj(n) = x + O(ye=)
ngx 1 ogx

a odgovarajufa teorema za aritmetilke progresije je (Prachar (21),

str. 150-154)

Y(x3i,1) ngx 'Al(n) Y68 + O(IEEE-)
=1 (modi)

pri Cemu je ¢ (i) Eulerova funkcija. Sledefe teoreme daju asimptotske

formule za funkcije Ak(n) u aritmeti&kim progresijama, i sliéne su

teoremama II.8, II.11. i II.1l4.

Teorema II.16. Za svako k 1 (1,1i)=1

- kx k-1
AT T RLE

n=1l(modi)

k--2x

X + O(xlog ).
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Dokaz. Za k=1 ve¢é je recCeno da je tvrdjenje tadno, a
za k=2 dokaz je dao Specht (4{), str. 59-60. Ako je k>2, tada se

uz induktivnu pretpostavku dobija

A, (n) = (A (n)logn + J§ A (d)A, (D)) =
ngx k+1 ngx k d}n k 1'd
n=1(modi) nzl (modi)
)} A (n)logn + A, (n)A, (m).
n<x k mngx 1 k
nzl (modi) mnzl (modi)
X
A, (n)logn = kx 1ogkx + O(xlogk—lx)— (2 1ogk-1t+0(logk~2t))dt=

nex k $ (1) ¢ (1)
-— 1
nzl (modi)

¢(l)logkx + O(xlogk 1x).

Ostaje znadi jo3 da se pokaZe da je

kx k k-1
A, (n)A, (m) = log™x + O(xlog X).
mnz1 (modi)
I A (A (m) = ] Ly Ay ()AL (m) =
mn<x n<x m<n
mnzl(modi) (n,1)=1 mz=n’1l (modi)

- kx 1 k-1 x /X k-2 _x
ngx Al‘“’m§§ Ay (m) ngxxo(n)A (n) (grgyales —+0(Rlog™ ")),

(n,i)=1 m=n’l(modi)

gde je sa n’' oznaleno jedinstveno reSenje kongruencije nn’=1(modi),

a xo(n) je glavni karakter od n po modulu i,

1 (i,n)=1
Xo(n) = .
0 (i,n)>1

k-2 x Al(n) k-2 x

X
n;x)(o(n)ﬁl (D)O(ﬁlOg T) = O(Xngx——ﬁ-—log T) =
_ A, (n) _ A (n)
0(xlog® %x | A—) = o(x1og*7Ix), jer je ] —A— = logx + o(1).
n<x n<x n

Dokaz €e biti gotov ako se jo% pokaZe

k
logk 1 z = log . 3N O(logk—lx).

Al(n)

(1)
nngO‘n)
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Parcijalnim sumiranjem slededeg identiteta (Specht, (41) str. 54)
Xg(n)A; (n)

(2) ) = logx + O(1) dobide se (j>0)
n<x
xo(n)Al(n) 3 1o j+1x 3
nEx———-—a-—---log n = “‘§$T" + 0(loglx), te &e biti

_ Xn(N)A, (n)k=1 — e \
) Xoiﬁ%ﬂliﬂllogk l_ﬁ_ = ] _2__3_1___ ) (_1)3(kj1)1ogk i jx.logJ
n<x n<x j'O

k=1
= - j kfl k-l’j l j =
jZO( 1)7 (") log xngxnxo(n)hl(n)log n

k=1 . 1o i+l .
I DI 106" Ik (228X + 0(10g7x)) =
j=0

k=1 .
20(-1)33%T(k;1)1ogkx + 0(logh"lx) =

S &

k
(l—t)k—ldt°logkx + 0(logk 1x) = Lg%—ﬁ + o(logk—lx).

O

Time je dokaz teoreme zavr3en, uz napomenu da konstanta kod simbola
0 (a takodje i u ostalim teoremama iz ovog odelijka) zavisi ne samo
~od k, nego 1 od modula i, ali razume se ne zavisi od x.

% Teorema II.17. Za svakil prirodan broj k i za xo(n)

i

Fqlavni karakter od n po modulu i va¥i

I Xo(n)Ay(n) = kxlogh™?
n<x :

Dokasz. Dokaz je indukcijom po k. Za k=1 bice

k-2
X

X + O(xlog ).

I xomA () = T (] (@A (n) =
n<x n<x dj(n,i)

) % p(d)-Ay(n) = ] § u(d)A, (md) =
n<x din md<x d|i

alt

u(d) A, (md).
d%i mgg 1

Kako je Al(n) = 0 kada n#pa,a u(pa)=0 za 0>2, to u % samo
dii

;osti brojevi koji dele i i jedinica dolaze u obzir, a sve ostale

gednosti daju nulu. Stoga je
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[ Xgm)A (n) = u(1)s ] Aj(m) + % u(p) I A (mp) =
n<x m<x piil

¥, (x) - Y A (mp) .
! p§1m<— 1

-p logx .3
~1
; 2 ogp .
Dopu$tene vrednosti za m su 1,p,p",...,p , jer m mora

biti oblika pa, inade je Al(mp)=0. Stoga vaZi

! XomA (n) =y, (x) —p% lx Ay (mp) =

n<x i m<=
- -P
logx, X _
wl(x) + p{ilogp O(Isgs) = X + O(Iagg) + O(logx) =
X
x + O(logx)’

Neka je teorema talna za neko k; tada fe biti

! Xp(n)A, . (n) = Xn(n)A, (n)logn + Xq(n) ¥ A (DA, (D) =
nix 0 k+1 ngx 0 k ngx VR i 1'd

I Xg(n)A, (n)logn + X (@A () x~ (DA, (D) =
nbx 0 ngx g X8y 0'a’ Mk (g

X (n)A (n)logn + Xn(n)Aq (n) Xq (M)A, (m) .
ngx 0 ngx 0 1 mgﬁ'o k

Primenom parcijalnog sumiranja dobide se
k-1 k-2

t+0{tlog t)dt

t

X

! Xg(n)A, (n)logn = kxlogkx + O(xlogk'lx), jktlog
n<x _
- 1

k-1

kxlogkx + O(xlog X))o

I Xom)A (n) J oxomA, (m) = ] Xg(n)A, (n)(
n_<_ Hl(;'l n<x

k=-2x

k=-1x
og" "Z+0(Zlog’ °f) =

A, (n)
kx § xo(n)——1log*” X +o( ] %A, (n)log"”
n<x n<x

kx ) — , (—1)i(k;l)logk_1"ixlogin + 0(xlog®™%x |

n<x 1=0 n<x P

xo(n)Al(n)k-l

k-1 -1 Xna(nYA, (n) -
ke § (-1 H10g" e § 20 1 ogth 4 o(xlog" 2k 1ogx) =
i=0 n<x

o s

k-1 +1

kx [ (- Dt *Th10g571" iy (dog = + 0(log'x))+0(xlog

k--lx)=
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k=1 k-1
(k _yyi 1 k-1 k X)
150( 1) 737¢ 1. ))*xlog x + O(xlog

=

1 - -
k( {(l-t)k 1dt)~xlogkx + o(xlogk 1x) =

k k~1X

xlog™x + O(xlog Yo

Time se konadno dobilo

k
) Xo(MA, ., (n) = kxlog™x + xlogk

n_<_x
(k+1)xlog®x + O(xlogk'lx)

-1

x + O(xlogk X)

[
¢ime je dokaz teoreme zavrEen.

Teorema II.18. Neka su i1 i 1 uzajamno prosti brojevi.

Tada za prirodne brojeve r i s va¥i

_ ris! r+s-1 r+s-—-2
mngx A (m)A_(n) = SO (EFs=TyT* 109 X + O(xlog X).
mnzl (modi) z z 2
Dokas. A_(m)A _(n) = A_(n) A_(m) =
mn_<_x r s n_<_x S mf_g X
mnz1 (modi) (n,i)=1 mzn’1l (modi)
I Xo A, (n)griy (Blog™ 1-E 4 o(Elog" "2 X)),

n<x
pri Cemu je kori3dena teorema II.16, a n’ oznadava reSenje kon-
gruenciije nn’zZl(modi). Polazeéi od

xo(n)As(n)

= = 1ogsx + 0(logs~lx)
n<x
parcijalnim sumiranjem se dobija
1. j s s+j s+j-1
3 = A 1 = 1 X + 0(lo
(3) ngxnxo(n) s(n)log”n 3yt (log X),

pa e stoga biti

Xa(n)A (n)r-1
A_(m)A_(n) = rx 0 S
mngx r S ¢(1)n§x n j=0

mnz1l (modi)

(=137 (*31 Log" "1 Ix10g7ns

X (R) A (n)
n

+ O(x } r-z—%-) =

n<x

log

: 3
xo(n)Ag(n)log n
n +

r-1 . .
$av.l DIFTH10g" Iy
. g X
1 j=0 J n_<_x
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+ O(xlog  “x } =
n
n<x
—TIT 2 (- 1)j r l)logr 1~jx(;§;logs+jx + O(logs+]~1x)) +
+ O(xlogsx-logr—zx) =
——Tyx z (- I)JE:T(r 1)locr+s°1x + O(xlogr+s'2x) =
1 - - - -
¢§i) J'(l--t)r 1tS 1dt.xlogr+s I + O(xlogr+s 2x) =
)
Ty ey ixlog™ 8 ik + 0(xlog™ %) =
¢(i§i§is_l)!xlogr+s 1x + O(xlogr+s-2x).

KoriScenjem asimptotske formule za [ A,(n)A (n) i
n<x

teoreme o prostim brojevima u aritmetifkim progresijama u obliku

8(x;i,1) = | 1logp = zrfy + Olygas)
! p<x $(1) ogx
p=1 (modi)

moZe da se dokaZe slededa

Teorema II.19. Za svaki prirodan broj k i (i,l)=1 vaZi

k
Ay (A, (n) = 5%%%75— + 0(xlog® 1x).

Il<x

n=l{modi)

Dokaz. ) Al(n)Ak(n) = az Ak(pa)logp =

nix P f_x
nz1(modi) p%z1 (modi)
[ logp:log®p + ) £(k,a)log"*p.  Kako je
p<x pT<x,a>2
pzl (modi) p%z1(modi)
) f(k,a)logk+lp = O uz logk+lp) = O(/Elogk+lx§i
P <x,0>2 p <x,a>2
p%=1(modi)

S§to je dokazano kod formule za z Al(n)Ak(n), pa se moZe posmatrati
n<x
samo -
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X
k-
2 logp-logkp = e(x;i,l)logkx - Ike(t;i,t)log tdt =
p<x

p=1l (modi)

k X
x;‘? )x + 0(xlogt 1x) + O({logk'ltdt) =

xlogkx +

k-1
3 (1) O(xlog X).

Teorema II.20. Neka je g(n) aritmeticdka funkcija za

(o]
koju red Z lﬂiﬂl%iﬂﬂﬂ konvergira. Ako je f(n) aritmetidka funkcija

n=1
definisana preko relacije
: n

(4) f(n) = d§ng‘d’Ak‘d"
tada za k>2 vaZe sledece asimptotske formule:
(5) ] £(n) = kGxlog® 1x + 0(xlog®"%x) i za (1,1)=1

n_ix

kH k-1 k-2

(6) ) f(n) = —TTTXIOg X + O(xlog" “x),

n<x ¢

nzl (modi)

pri &emu je

o= Jla@l g . Xemlam]
n=1

n=1
gde je xO(n) glavni karakter od n po modulu i.

Dokaz. Relacija (4) moZe se prekd Dirichletovih redova

napisati u ekvivalentnom obliku

(k)
e (-11K&_ _ (s8)G(s)
(7) P(s) = (-1)F—8)
gde je F(s) = J £(m)n™%, G(s) = § g(n)n™%,
n=1 n=1

L -]
Redovi G i H su konvergentni zbog konvergencije reda } lﬂiﬂ%llQS&
n=1

koji ih majorira. Koristeéi teoremu II.8. dobife se

£(n) = g(a@)A, () = T g(n)A, (m) =
ngx ngx d%n k'd ngx k

I gn) LA (m = kx | LBLogh l X 4 o(10g* 22 =

< <= <
n<x m<s n<x
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(n) ook, , 55 1
kx § L2 (109" x 1 (- nik i 1y10gtx+10g
n<x o i=1

k- l-in) +

+ 0(xlog" %k Z lﬂi&ll) =
n<

kxlog ~ly ) 2——— + 0(xlog ~2, ) iﬁiﬂlllgﬂﬂ) + O(xlog 2, ) lil%Ll)
n=1

n<x n<x

kxlog® 1x ) 21%1 + 0(xlog~ %x) =
n<x

kxlogk-lx ) Elgl + xlog k=1 Lo Z lﬂiﬂll)+o(xlog -
n=1

kGxlog
n>x

k-1

X + O(xlogk"2

kGxlog X).

! £(n) = g@n, &) =
n<x ngx d%n k'd

nzl (modi) nzl(modi)

I g m = [ g [, A =
mn<x n<x miﬁ
mnzl (modi) (n,i)=1 mZn’1(modi)

nZXXO(n)g(n)mZx A (m);
—~n

mn l(modi)

gde je n’ reSenje kongruencije nn’zl(modi). Kori3denjem teoreme

II.16. dobicde se

I £ = ] xoman) (Fglos™ T2

n<x n<x
nzl (modi)

Odavde je dokaz isti kao i za prethodnu formulu, samo svuda stoji

Xg(n)g(n) umesto g(n) i javlja se jo¥ i konstanta ¢(i

potrebe za»ponavljanjem.

k=ls + 0(xlog x ) lﬂiﬂll&gﬂ&) + o(xlog -

+ o(%log

2x)

2x)

k-2

), te nema

1
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TRECI DEO

Odredjivanje asimptotskih formula nekih aritmetidkih

funkeija metodom integralnih jednadina

III.1 Definiectja © osobine funkeija ak(n) 1 bk(n)

U ovom delu bice ispitivane asimptotske formule nekih arit-
meti¢kih funkcija metodom integralnih jedna&ina Levina i Fein-
leiba (Levin i Feinleib (46), Postnikov (18), str.379-393). Sva-
koj multiplikativnoj funkciji £(n) pridrufuje se jedna nova arit-
metifka funkcija Af(n) koja je jednaka nuli &im n nije oblika pa,
a iz asimptotske formule za Af(n) (koja je Cesto posledica teo-
reme O prostim brojevima) reSavanjem izvesne integralne jednaline
dobija se asimptotska formula za f(n). U &etvrtom delu rada bide
definisane funkcije Af,k(n) koje generalisu i funkcije Ak(n) i
funkcije Af(n).

Neka su ak(n) i bk(n) za svaki prirodan broj k>2 aritmeticCke

funkcije definisane na sledec¢i nadin preko Dirichletovih redova:

(1) f a, (n)n ° = —El__
n=1 * g (s)
4 - k )

(2) [ b (n)n™S = 548}
n=1 L7 (2s)

Ispitivanje se vr$i za k>2, jer se za k=1 dobijaju dobro poznate
funkcije teoreije brojeva al(n)=u(n) i bl(n)=u2(n5, koje su obe
multiplikativne. Iz identiteta

1 = L(s)
sy f(s)

1 1 1
z(s) Zﬁ‘l(s) Kis)’

k~1 k

o tis)  (F2s)
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primenom teoreme o jedinstvenosti Dirichletovih redova dobijaju se

relacije
(3) a,_.(n) = a._(d),
e = e
(4) a, (n) = w(dya, ,(3) 1
(@ = L u@a G
(5) b, (n) = u2(d)b, ().
k d}n k'd

Relacije (4) i (5) zajedno sa multiplikativno3éu al(n) i bl(n) daju
multiplikativnost funkcija ak(n) i bk(n); zna¢i za svaki par uza-
jamno prostih brojeva m i n ak(mn) = ak(m)ak(n) i bk(mn) = by (m)by (n).

Isto to se zakljufuje i iz slededeg razlaganja

— — k -
4 k(s) = [[(1-p s)k =10 } (-l)i(t)p is Stoga je
P p i=0
i {0 za 1>k
(6) ap(p™) = N

(—l)l(}j{.) i=l'2,'c.'k

|
Sli¢no se nalazi

-is

) =

k
r®(2s)%(s) = L(+p™%)" ) . Stoga je

i 0 za i>k
(7) by (p*) =

‘\(]j{_) i=1,2'o..pk-

Relacije (6) i (7) zajedno sa multiplikativnoddu funkcija ak(n) i

bk(n) daju

by (n) = [ak(n)

3

Radi primene postupka Levina i Feinleiba na odredjivanje asim-
ptotske formule za funkciju bk(n) potrebno je grubo odrediti tu

asimptotiku, 3to je i sadrZaj sledele leme.
k-1
X

O(xlog

n<x

b, (n)
n

0(log™x) .

n<x



Ad-

Dokas, Lema Je oéigledno tadna za kel, jer je

it = 0f 1) = ofx),

<X n<x

a drugd deo se lako dobija parcijalnin suniranjem, Neka je sada lema

tana 2a neko ky kori¥denjen indukciie 1 (5) dobide se

Zk+1(n) ] fuztd)bktf;.‘)a FRUIOE

n<x din mex

H L -

0 Lt =01 [y 0lxlg ).

- w]] -

-

X
| -]
— '( (n)) = [ by, (1)) ~=dt =

O(logkx) t 0(logk+lx) = 0(logk+1x).
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III.2 Metoda integralnih jednadina

Za svaku multiplikativnu aritmeti&ku funkciju £(n)
definiSe se nova aritmetilka funkcija Af(n) (Levin i Feinleb (16),

Postnikov (49), Postnikov (48), str. 379-393) na sledeéi na&in:

(1) £ (n)logn = £(d)Ae (2)
d%n £la’

(-]
ili Sto je ekvivalentno, Dirichletov red F(s) = ] .f(n)n-s
n=1 "
zadovoljava uslov

(2) _El(s) _

e ) Af(n)n-s.

n=1
za funkcije ak(n) i bk(n) te funkcije se mogu odrediti na slededéi

nadéin:
’ -
za a, (n) - F—F{-z-,’- = (-1ogF(s))’ = (-klogI(1-p Syt =

(-flog(1-p ))’ = § § (-k)logp-p S.
P p i=1

Prema tome vaZ#i

(3) Aak(n) = -kAl(n).

S

za b, (n) (-logF(s))’ = (-kglog(l+p- )! =

g— ) (-1)iklogp'p-1s. Prema tome vaZ¥i
i=1

0 ngp°
A, (n) = klogp n===p2m-1 m=1,2,...
bk 2m
) —klogp n=p m=1 ? 2 7 e

Teorema Levina i Feinleiba tvrdi sledede: Neka je f£(n) multipli-
kativna funkcija za koju vaZi
7 |£(n)| = 0(log™x),

n<x

) Ag(n) = tlogx + B + h(x),
n<x
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pri ¢emu h(x) ne raste i h(x) = O(min(l,log°Nx)). Tada je

] £(n) = Klog"x + 0(logh™!

n<x

X),

gde je K neka konstanta ( Postnikov (48), str. 381-383). Kori%cenjem
teoreme o prostim brojevima nalazi se za funkciju bk(n)
(8) ) A, (n) = J klogp + O(xlog™Mx) = kx + 0(xlog Vx),

n<x "k p2m-1§mx

pri &emu je N proizvoljan prirodan broj. Otigledno, funkcija bk(n)

ne ispunjava uslove teoreme Levina i Feinleiba, medjutim slededa

lema pokazuje da funkcija —Ekﬁal- ispunjava uslove te teoreme.
Lema III.2 Za svaku multiplikativnu funkciju £(n) i

svaku totalno multiplikativnu funkeciju g(n) vazZi

Afg(n) = Ag(n)g(n).

Dokaz. Ako se (1) pomno%i sa g(n) dobide se

f(n)g(n)logn = § £(d)g(n)A.(D) = £(d)g(d)g($HAa. (D),
g I a§n R AY: d§n d’'t'd

te je zbog jednoznadnosti funkcije Af(n) dokaz gotov. Primenom te
leme dobija se (g(n)=%) da funkcija gk(n) &= Ekéﬂl zadovoljava uslove
teoreme Levina i Feinleiba, jer je po lemi III.1

I 9,(n) = 0(logx),
n_<_x

(gk(n) je nenegativna funkcija, pa apsolutna vrednost nije potrebna),

a parcijalnim sumiranjem (4) dobide se

1
A (n) = =A, (n) = klogx + 0O(1).
ngx Ix ngxn by

Sada se lako moZe dobiti integralna jedna&ina koju zadovoljava fun-

kecija mk(x) = Z gk(n), ako se u (1) umesto f stavi Iy i sumira po
n<x
svim n koji ne © premasuju x dobide se

g, (n)logn = A, (n)g, (3) =
ngx k ngx d%n Ix k'd

' g, (n) YA (m) = g, (n) (klog® + 0(1)) =
ngx k mgﬁ Ix ngx k n
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kmk(x)logx -k Z gk(n)logn + 0(1ogkx).
- n<x

Posle parcijalnog sumiranja Z gk(n)logn i sredjivanja dobice se

n<x
X
(5) m, (x)logx - (k+1)[ﬁkéildt = 0(log®x),
1l
i to je integralna jednadina koju zadovoljava funkcija mk(x)= Z gk(n).

n<x
Ta jednaina se reSava na sledeéi nadin: x se smeni sa u, jednadina se
podeli sa ulogk+2u, i zatim se integrali (zbog logaritma u imeniocu)

od 2 do x, te se dobija

X X u
‘m, {u)du (k+l)du {m, (t) 1
-:kf‘ﬁ—- - I““ELI‘ [—k t =C, + Of ).
I ulog * 2ulog * 1 k logx
2
Smena reda integracije dace
X 2 X X X
m (u)du {t) J du {t) du
Tk-STF - (k+1) | BxElat -(k+1)jmk dtj =
lulog +1u I t 2ulogk+7; 2 t tulogk+2u

1
Ck + 0(1-0-9—);) o
Posle izralunavanja integrala dobidée se

K+l 4 0(logx).

X
(6) Jﬂkéﬁldt = ¢, log
2

X
Smenom relacije (6) u (5) ( [ T

X
EklEldtajﬂkéEidt+o(1)) bide
2

m, (x)logx - (k+1)C,log"*1x = 0(log®x), i1t
(7) I BBl = n x) = B log®x + o(log® k).

n<x ,
b, (n)

Time je dobivena asimptotska formula za ; konstanta B, bice

eksplicitno odredjena u sledefem delu, ali relacija (7) predstavlja

znatno poboljSanje leme III.l. Iz (7) se ne mo¥e parcijalnim sumiranjen
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dobiti precizna formula za bk(n), veé samo gruba procena leme III.1,

te se mora primeniti druga metoda. Relacija
n
(8) b, (n)logn = b, (AYA, (%)
k aln k bk d
se sumira po svim n koji ne premaSaju x:

by (n)logn = by (n)A_ (m) = § b, (n) A (m).
ngx k mngx k bk ngx k mgg bk

Ako se relacija (4) napiSe u obliku (N=1)

X 3
xl\bk(n) = kx + O(m)

($to je mogucde jer je I%Ei = O(Taéfi)’ a dvojka je potrebna zbog

logaritma u imeniocu) dobiée se

(9) b, (n)logn = kx — + O(x ——-—-7_) =
n<x k n<x n : n<x nlog;%
b, (n)
k k-1 k
kxB, log”x + O(xlog” "x) + O(x ) 55 -

n<x nlog—a

Da bi se iz (9) mogla dobiti asimptotska formula za bk(n) koristi se

Lema III.3. Neka je f£(n)>0 i neka je za m>2
] £(n) = Alog™x + o(logm-lx).
n<x
Tada je

) _£i2%§ = 0(1ogm-1x).
n<x log—H

Dokaz. Iz pretpostavke sledi

“Tx o+ O(logm-zx) = 0(logm-1x),

pa je dovoljno pokazati da je

1 1 m-1
1 £(n)( - ) = 0(log x).
n<x log£§ logx
X
£ty - ) = ] e [ S5
n<x log= g n<x ZX/Elog t
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X X p X
f(l)j dt__ 4 f(z)f-—fﬂﬁ;- + f(B)J-—SEL——- toout £([x]) [ —2E— =
2xtl°g t ytlogt 2x /3thg t Zx/riflOg t
R
T [x --12)(/i 1l fm)
f(l)f—~93;—- + f LI gt -
2thog t i=2 tlog“t
2x/1i+1
) 2x/1i ) £(n)
[x]-1 2x/t<n<x " 1
o(l) + TR dt. Naime za t<|2x/i+1,2x/i]|
i=2 tlog?t
2x/1+1
f(n) = z f(n),
2x/t<n<x i+1<n<x

.jer je za t = 2x/i+l n = 2% = i+l, pa je n>i+l, a za t<2§,n>2§>i,

tj. n opet polazi od i+l. Stoga je

2x/1 I £

% [x]-1 2X/teneX
1 £(n) J ——QE;— = 0(1) + % /tsng - 4t =
n<x . tlog“t i=2 tlog“t
2x/n 2x/i+1
X 1  £(n) X £
2x/t<n<x {2 tz < (n)
0(1) + ——dt = 0(1) + XLENSX  g¢ -
tlog?t tlogzt
Zx/[x] 2

2x/E) 3¢ + o(1) =

X
JAlogmx + 0(1log™ x) - alogM2x/t + 0(log™ !

tlogzt
2
‘ xo(log n- x) + Clogx-log™ *t + O(logm*lx)
o(1) + I < at =
5 tlog™t
0(log™ 1x).

Lemu III.3. moguce je primeniti na funkciju f(n)—-kiﬂl, pri
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gemu Jje A=Bk, m=k, pa se dobija

z EK.LI}L.; = O(logk-lx)’

n<x nlogZE

pa relacija (9) postaje

(10) ) b, (n)logn = kkalogkx + O(xlogk-1

n<x

x),

a parcijalnim sumiranjem se odatle nalazi

k-1 k-2

(11) ) b, (n) = kB, xlog” "x + O(xlog" “x).

n<x

Time su débivene asimptotske formule za funkcije bk(n), a pomoéu
njih se dobijaju asimptotske formule za funkcije ak(n), koje ne
sadrZe glavni ¢lan, veé samo &lan sa simbolom O, jer su za razliku
od funkcija bk(n) koje su nenegativne, funkcije ak(n) promenljivog
znaka, pa glavni &lan u asimptotskoj formuli otpada. Sumiranjem
relacije (4) po svim n koji ne prema3uju x dobija se

ay (n) = u(da, . (3) = u(m)a, _, (n) =
ngx k ngx d%n k=-1"d mngx k-1

n< m<=
— —n

—— x -—
Zxak_l(n) ZxU(m) = anak-l(n)o(HI3§5§7H) =

0(x z lgk_l(n){) = O(x Z _Ek-lial) = O(xlng—z

n<x nlogZE n<x nlogzﬁ

X),

pri &emu je kori3cena relacija (7), lema III.3, kao i procena

! u(n) = O(Tng =),

n<x

koja je posledica teoreme o prostim brojevima sa ostatkom. Par-

cijalnim sumiranjem

k-2

(12) ) a, (n) = o(xlog" “x)
n<x
dobijaju se formule
(13) y ak(n)logn = O(xlogkﬁlx) i

nix
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(14) ) 3 dn) _ (109K 1y,
<

n
n<x

Ova poslednja relacija omogucdava da se dobije i bolja procena za

funkciju fk(n) = Ekégl. Na osnovu leme III.2. bide
148 & }logx - k + 0(rl )
= Thlogx Tog2x /

pri Zemu je korifcen jedan od oblika teoreme o prostim brojevima
sa ostatkom. Sumiranjem (1) sa fk umesto £ po svim n koji ne pre-
maSaju x dobija se

! f(n)logn = ] fk(n)Afk(m) = ] £ (n) zfok(m) =

n_<_x mn_<_x n_<_x mzﬁ
I £, (n)(-klogk - k + o(—2—)) =
n<x log2t

-k } fk(n)log§ -kl £ +o0(] lfkiﬂﬁl) =
X

n< n<x n<x 10925

-k X fk(n)logi + O(logk-lx) + Of 2 —Ekiﬂl;) =
n<x n<x nlogZE

X k-1
-k ] £, (n)logZ + O(log

n<x

X),

pri femu je koriZcena relacija (7) i lema III.3. Odavde se par-

cijalnim sumiranjem i uvodjenjem oznake sk(x) = X fk(n) dobija
n<x
X
(15) sk(x)logx + (k-l)jgkégldt = O(logk-lx).
1

k=2
Ova integralna jednalina re3ava se tako %to se pomnoZi sa l22§__§,

X se smeni sa u, a zatim se cela jednadina integrali od 1 do x.

Tako se dobija

X X u
k-2
jﬁk‘“)lgg Yiu + (k-l)jlgﬂa——gduJEkéSLdt = 0(log?k~2
1

1 1

k-1
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X X

pre
k-1 k-2
jfk(u)lgg Uiy 4 Jikét)itj(k-l)logu Uiy = O(long—zx)
1l 1 t
X k=1 X
jikiEll%E___Edu + [ikésl(logk_lx-logk-lt)dt = o(long—Zx)
1 1
X
109k-1xj-§k—-—dét) t = 0(log?¥%x)
1
X
(16) j-s-k-é-g-dt = 0(log® " x).
1l
Smenom (16) u (15) dobija se sk(x) = >o(logk-2x), odnosno
(17) I 2B = o(log" %),
n<x

8to je, razume se, poja¥anje asimptotske formule (14). Ceo pos-
tupak je detaljno sproveden, jer da se direktno primenila teo-
rema Levina 1 Feinleiba, dobila bi se upravo procena (14), poSto
se u opStem sludaju o nepoznatoj funkciji ne zna mnogo, veé se

koristi sasvim gruba procena ) f(n) = 0o( ] |£(n)]), dok je
n<x n<x

u ovom sluCaju poznavanje grube procene (14) omogucilo da se
dobije integralna jednadina (15) koja na desnoj strani sadriZi
0(log®"Yx), a ne O(log™x). Rezultati ovog odeljka formulisani
su u sledeéoj teoremi:

Teorema III.1. Za k>2 vaZie procene

!an = o(xlog® %x),
n<x

I 22 = o(10g" 20,
n<x

J b, (n) = kB, x1og" Ix + 0(xlog® ?x) 1

K k

n<x

] 242 = B 106"k + 0(log"1x),
n<x

a konstante By bife eksplicitno odredjene u slededem odeljku.
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III.3 Primena jedne Tauberove teoreme na odredjivanje

asimptotske formule za funkeiju ékﬁﬁi
. . b, (n) o
Asimptotska formula za funkciju = aa kao i1 vrenost kon-

stante Bk mogu se dobiti primenom sledecde Tauberove teoreme
(H. Onishi (8 )):

©o
Neka je ¢(8) = Z an® a>0 %
n=1 " P =

a) ¢(s8) konvergira za o>0, s=o+it,

b) ¢(s) =-%; + 0( i—l) za a>1,|s|<1,

8 s |
¢) ¢(s) = ofls|®) za £21,0>0 ¢ k>0. Tada je
1 a, = F(a+1)_ZZogax + O(Zoga-lx).

n<x

Navedena teorema primenice se na funkciju

- (Lf2)r(s+l)\k _ v . =S
o) = G ) = LA

pri &emu je jasno da je
2k
= k_b (n) _ 7°"b, (n)
a = c(Z)) --—kn Gkn" > 0.

¢(s) je ofevidno konvergentno za ¢>0, jer je red kojim je defini-

sana zeta funkcija konvergentan za o>1. 2a ls'llil vaZzi razvoj
t(s) = 2 + a, + a, (s~1) + a (s-1)2+
s-1 0 1 2 te

pa znadi za |s|<1 va%i

2
+ag + a;s + ays” + ...

0

L(s+l) =

1 . ! 2
pri ¢emu numeridke vrednosti konstanti ay i bk ovde nisu od zna-

¢aja, te se mnoZenjem dobija da va’#i za |s|<1
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g(s+1l) vk _ 1 4 & stk vee +C_ys L4 +CyS+...
Tizs+a)) Kok e

pa je prema tome

¢(s) = sF + o(]s|P®y,
te je 1 druga pretpostavka teoreme ispunjena (a=k). Za prirodan
broj k aritmetidka funkcija Tk(n) definise se preko svog Dirich-

letovog reda na sledeéi nadin:

o

. tmn™S = sy,
n=1

odakle sledi da je 1,(n) = I <t (d). Kako vaZi
k d|n k-1
by(n) = JT ur(@u*(3) < J 1<t (n)=1(n),
dfn dln 2

ako se pretpostavi da vaZi bk-l(n) < tk-l(n), onda se dobija
. n
b, (n) = u?(d)b, _, (n/d) < T,._,(3) = 1, (n),
k d{n k~1 aln k-1'd k

te je time indukcijom pokazano da va%i bk(n) < Tk(n) za k>2.

k o« [ 0
1) b, (n) b, (n) T, (n)
|efstl) ket < ] Bkt < 7 Il <
X (25+2) n£1 nStl n£1 n°* nzl no*!
ck(o+1) < ctk(1-6) O([s]x){

pri &emu je kori3éena slededa procena (Chandrasekharan (4 ), str.33)

$

le(s)] < c($)el” (0<8<1)

za 0>§,t>1, te je i poslednja pretpostavka teoreme zadovoljena,

poSto o+1>§ daje uslov 0>-1+6>0. Stoga primena teoreme daje

2. k b, (n) 1 k k-1
la = Z(E—) *=k = - log™x + O(log™ “x)
nex B n§x6 n I (k+1)
odnosno
b, {n) l, 6.k k k-1
] =kt = = (=) log™x + O(log X)
n<x n k! n?

odakle sledi sa uporedjivanjem teoreme IIILl da je
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CETVRTI DEO

Funkeije Aj;k{n)
IV.1 Definteija © opdte osobine

Za svaku aritmeti®ku funkciju f(n) defini¥imo novu
aritmeti&ku funkciju Af k(n)-na osnovu sledece relacije:
’

ko o a
(1) f(n)log n = % f(d)Af’k(d).
din
Ovakva definicija omoguéava rekurzivno izradunavanje funkcije
Af k(n); k je proizvoljan prirodan broj, a svaki izbor broja k
’
daje drugu funkciju Af k(n), tako da definicija (1) definise
r
ustvari familiju aritmeti®kih funkcija Af k(n) koje zavise od
’
funkcije f(n) i od prirodnog broja k. Ovako definisane funkcije
Af k(n) predstavljaju poopstenje i funkcija Ak(n) i funkcija
14
Af(n)' naime za f(n)=1 dobija se iz (1)

k n
log™n = A (3) = A (d)
ot ® = I h e,

odakle se pomoéu formule inverzije dobija
Ay k) = T u(d)log®E- = A, (n)
I’k d; g ) k *
n
S druge strane, ako se u (1) stavi k=l dobija se

£(n)logn = £(d)A, L (D)
d}ﬂ £,143)

a to je upravo relacija koja definiZe funkciju Af(n) (v. str., 45),

te je stoga

Af(n) = Af,l {n).

Definicija (1) moZe se dati i u drugom obliku; ako je

1]

o
! £(n)n"%, tada se po&lanim diferenciranjem nalazi
n=1 '

F(s)

(k) k v X
F (s) = (~1) 2 f(n)log ™ n+n s' pa se (1) moZe napisati u obliku
n=1
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(2) -1Xr X (5) = F(s) ] A (m)n”S 111
n=1

-S
nzlAflk(n)n ']

kn (k)
(<1)"F'"(s) _
(3) ()

§to moZe da sluZfi ako ekvivalentna definicija funkcija Af k(n).
’

Definicija (1) ima smisla za svaku aritmeti®ku funkciju f(n) i
svakl prirodan broj k, medjutim sledeéa teorema o jednoznalosti
pokazuje di: je proulavanje funkcija Af,k(n) zgodno ogranié&iti na
oﬁe funkcije Af,k(n) koje odgovaraju multiplikativnim funkcijama
£{n).
Teorema IV.1. Svaka multiplikativna funkcija £ (n)
za svaki prirodan broj k jednoznaZno odredjuje funkciju Af,k(n).
Dokaz. Neka je, nasuprot tvrdjenju, za dve razlidite
multiplikativne funkcije f£(n) i g(n) Af,k(n) = Ag,k(n)' Tada je

¢ -8 _ T -s
nZIAf'k(n)n = ¥ Ag,x(m)n"", odnosno

(k) (k)
krB gy kg R (s
(5) -1 Xr X (s)6(s) = (-1) KK (5)F(s) odakle je
(6) g(@) £ (B 1og®B- = T £(d)g(2)logh-B,
afn d = d d

Kako su f(n) i g(n) po pretpostavci multiplikativne, f£(l)=g(l)=1,
pa iz (6) sledi za n=p
k k k k
g(l)f(p)log'p + g(p)f(1l)log™l=f(l)g(p)log p + £(p)g(l)log 1,
odnosno f(p)=g(p). Neka je pokazano da je f(pi)=g(pi) za i=1,...,a-1.

Ako se u (6) stavi n=pa dobice se

a-1 _ _, a=1 _ .
X g(pi)f(pa i)logkpa i,= Z f(pi)g(pa i)logkpa i
i=0 i=0
a k.a 331 4 a-i k_a-i a k_a
f(p7)log P + § £(p )E(p° T)log'p- “=g(p®)log p +
i=1

I £ol)e(p® Yy 10gKp2 71
i=1

a
p
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odakle se dobija f(pa) = g(pa) za svakl prirodan broj a, pa je
zbog multiplikativnosti f(n) = g(n) za sve n, 3to je kontra-
dikcija. Time je teorema dokazana.

Teorema IV.2. Za svako k>2 va¥i
(7) Af,k(n) = Af,k_l(n)logn + d}nAf’l(d)A

Dokaz. F(s) } Ag k(n)n_s = (-1) F(k)(s) =
1 4

n=

k—lF(k-l)

-((-1)" (s))" = (<1)(F(s) § Ag \ _,(n)n"%)" =
n=1 "'

oo

JA. ., (m)n" 5y,
L E kL

F(s) ( zlAf’k_l(n)logn.n's+ ZAf'l(n)n's

n= n=1

Teorema o jedinstvenosti Dirichletovih redova omogudava da se
posle skrac¢ivanja sa F(s) dobije tvrdjengteoreme.
Teorema IV.3 Ako je f(n) multiplikativna funkcija,
a n ima viSe od k razli&itih prostih faktora, onda je Af'k(n)=0.
Dokaa. Za k=1 Postnikov daje (Postnikov (48), str.
379-380) skicu dokaza pbmoéu Dirichletovih redova. Sledeéi dokaz

za k=1 ( A (n) = A.(n)) je elementaran.
f,1 £

v -s _ _ F'(s)
n£1Af'1(n)n i - )

. R - 1 - m— -S R
pa ako se defini%e funkcija f(n) redom FIsT = nglf(n)n , tada je
- = V F By 10q8
Af'l(n) = Af(n) d}nf(d)f(d)logd.

Neka n ima viSe od jednog prostog faktora, tada je n=pam, m>1 i
(p,m)>1. Delitelji broja n su brojevi 4, pd, pzd, ceey pad, gde je

d delitelj broja m.
a a
Ap (pPm) = E(a)f(ES) 1091 =
£ 4 pam d d

a
] nm_a r a-1 a-1 b
d% B@)£ (557 1ogge™s ] F(pa) £ (»*7 ) logp™IG+ %f(pad)f<§>1og§ =
n dim dim

1

E(1)£(p?) ; f(d)f(g)(1ogpa+log§>+f(p)f<pa“1)§E<d)f<§>(1ogpa'l+1oq§>+
d

m dim
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+ oo + E(PHEQ) % £(@)£() (logl + log}) =
dim

a a
Fa)f(Brylogle ¥ F(a@ye (D) +
d{pa %T dd}m d

a
E@ftEr) § E@fS1oet = 0
d}pa %T d%m d d '

8to dolazi zbog F(s)'r(;) = 1, odnosno

1l n=1

d{nf(d)f(g) = d§nf(d)f(3) = .

0 n>1
U dokazu jé korisdena multiplikativnost funkcija £(n) i f(n), pa
treba da se pokaZe da multiplikativnost f(n) povla¥i za sobom mul-
tiplikativnost funkcije £(n). Neka je F(s) = § f(n)n" %,

n=1
G(s) = g(1+f<p)p's+f(p2)p‘25+f(p3)+...),§<s) = flf(n)n‘s. Tada je
n=

F(s)G(s) = M(1+£(p)p S+£(p%)p 25+...) N (1+E(p)p S+...) =
P P

n(1+f(p)p‘s+f(p2)p‘2s+...)n(1+§(p)p‘5+f(p)p'25+...) =
p P

0 i
m(1+ ] % J@OEEDP™®) =m0y = 1,
p i=1 afp p
zbog osobina funkcije f(n). Stoga je F(s)F(s) = F(s)G(s) = 1, &to

1 E(p?), te je F(n) doista mul-

daje F(s) = G(s), odnosno f(n) =a]
p° |In

tiplikativna.
Dokaz same teoreme sprovodi se induktivno uz pomoé rela-
cije
n
(7) Af,k(n) = Af,k_l(n)logn + d§nhf.l(d)Af,k-1(5)'

Ako n ima viZe od k razliditih prostih faktora, Af k__l(n) je po
’

induktivnoj pretpostavci nula, a kako 4 i 3 dele n 1 d-§=n, to ili

d ima viZe od jednog prostog faktora, ili g ima vi¥e od k-1 razli-

&itih prostih faktora, pa je u svakom sluZaju % Ag 1(d)Af k_l(g)=0'
dfn ~’ ’

S§to dovr3ava dokaz teoreme.
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Teorema IV.4 Neka je f(n) multiplikativna funkcija
razli¢ita od nule. Tada Af'k(n) nije multiplikativna funkcija
ni za jedno k.

Dokaz. Neka je (m,n)=1. Ako d|m, d4’|n, onda dd’ prolazi
skupom delitelja broja mn i obrnuto, ako d" deli mn, onda je
d"=dd’ pri €emu d deli m, d’ deli n i (d,d')=1. Neka je nasuprot

tvrdjeniju Ag x(n) multiplikativna funkeija i d|m, d’|n. Tada je

Mg, (dd") = Ag y(d)Ag \(d")

n ry n
d,%nf(a»Af,k(dd ) = Af'k<d)d'§nf(d»Af,k<d')
!

£(3) ] (@4 p(ddy = T A, (@) § £(EA, ()
d%m d d%n Tk dfm @ .k <T;n T ek

£(PE(SIA, L (dd’) = £(m)logKm-£(n)loghn
d%m d'%n a d' f,k

£@3r)A, | (dd’) = £(m)£(n) (logm*logn)X
dd,§mn Qa* £,k
dn%mnf(gg)Af,k(d") = £(m)£(n) (logm-logn)*

£ (mn) log®mn = £(m) £ (n) (Logm- logn) ¥
Kako je zbog multiplikativnosti f(mn) = £(m)£f(n), skraéivanje u
sluCaju f(n)#0 daje

logkmn = (1ogm-Logn)k,

logm + logn = logmslogn,

a to je kontradikcija koja dokazuje teoremu.
Neka je j prirodan broj izmedju 1 i k, 1<j<k. Tada se

moZe napisati

s - (k) ap (3) ¢ (K)
S = (-1)kE 8) = (-1yIE_ (s8) _  k=3F "7 (s)
oy M7 = (VSR = oI () v 7 o)

= (I () ki D) () (D)

F
F(s) F 30 (o
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Kako je medjutim (—1)3—FT§§—- X Af'j(n)n-s,
n=1

F(j)(s) =7 f(n)(-l)jl.Ot_:;jrvn-'s = ) f(n)(—logn)jn-s,
n=l n=1

©

T Apyoqnd p_s(n)n”%,

k_ng(J){ s)) k- J)_
F(3) (g

gde je
At (-109)3,x-3 ™) = Ag(ny (-1ogn)d k-5 (M)
Time je ustvari pokazano da vaZi

Teorema IV.S5. Neka je 1<j<k. Tada je

N @
e, (m) = d%nAf,j(d)Af(‘log)J,k‘j(d)'

Ova teorema kao i teorema IV.2. omogudavaju rekurzivno
izrac¢unavanje funkcija Af’k(n). Teorema IV.2 i teorema II.l. mogu
mogu se poop3titi, kao 3to pokazuje

Teorema IV.6. Neka je m prirodan broj manji od k. Tada

vaZi
m
- m m . n m-i n
Ae i (0) = Ag y p(n)log'n + i£1(i)d§nAf'i(d)Af’k_m(d)log -
Dok T A, (n)n~S = <-1)k§£;l§§l =
{(k~m) k- ~m, {m) (k=m) (m)
_1\m{F (s)(-1) -1k “? (s)
(-1) (5 -7—?{F(s) 5 }
k-m_ (k-m) ,_, (m) m (k-m)
(-1)" (-1)*"F (s) @y p (1) (-1) % (8) (m-1),_
F(sy (F(s)( F(S) HLGIF T ) F(s) ) =
m k-mF(k-m)(s (m)
(-1)"{(-1) _—_?TgT—l} +
(1) (k=-m)
ir'~(s), _..m=i, . k-mF s) 4 (m-1)
+ 2 (1) 1 ey 1™ (-1 eamad .

i=1

Ako se iskoristi ¢injenica da je
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{k-m) s) (m=1)

(1) o
iP s ~S k-i,F
(~1) _FTéTl = nzlj\f'i(n)n , (~1) {_?TS_YL_}

[ m-1 -s
nzll\f'k_m(n)log n.n ~,

=

kao i teorema o jedinstvenosti Dirichletovih redova, neposredno se
dobija

m
A,k (m) = Ag, k-p(n)log'n +121(‘;‘)d§ Mg,y (@Ng y o (Blog" B
= n



-62~-

IV.2 Odredjivanje Qf k(n) za pojedine funkeije

t pojedine klase funkeija

Bez obzira na rekurzivne veze za funkcije Af’k(n) koje
daju teorema IV.5. i IV.6, njihovo eksplicitno odredjivanje za
pojedine funkcije nije jednostavno. U ovom odeljku biée odredjene
funkcije Af'k(n) za neke klaee multiplikativnih funkcija kao i
za najznadajnije posebne multiplikativne funkcije.

Teorema IV.7. Ako je ¢ konstanta razlidita od nule,
tada je

Aeg,x(m) = Ag (n).

Dokaz. Po definiciliji e biti

ko = n
cf(n)log ™ n = d%ncf(d)l\cf'k(d).

Skradivanjem (c#0) se odatle dobija
k \ n n
f(n)log n = f(d)A ("') = f(d)A (3).
d{n cf,k'd aln f,k'd
Jednozna¢nost daje tvrdjenje teoreme.
Teorema IV.8. Neka je f(n) multiplikativna, a g(n)
totalno multiplikativna funkcija. Tada je
heg,x (R} = Ag (n)g(n).
Dokaz. Imamo po definiciji

' k n
f(n)log'n = fan (3)
d{n £.k'a

£(n)g(n)loghn = o f @@ DA G-
d}nf<d)g(d)nf,k<§)g(§).
Teorema o jednoznadnosti daje Afg,k(n) = Af'k(n)g(n).
Posledtca. Ako se uzme da je f(n)=1, tada se zbog
Al,k(n) = Ak(n) dobija

Agj’k(n) = g(n)Ak(n)'

za svaku totalno multiplikativnu funkciju g(n).
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Za aritmetidku funkciju f(n) se kaZe da je beskvadratna

ako je f(n)=0 &im je n deljivo kvadratom nekog prirodnog broja
veeg od jedinice (funkcija Mébiusa naprimer).
Teorema IV.9.Ako je f(n) multiplikativna beskvadratna

funkcija tada je

a a n kn
Af,k(n) x d§n{pan (-1) £ (p) }f(a)log T.

Dokaz. Ako je f(n) beskvadratna tada je

F(s) = ] £(n)n~S = N(1+£(p)p S+£(p?)p 25+...) =
n=}1 P

I(1+£(p)p °).
P

1 1

F(s) =T

— =1 ] 1)t pypTis,
p 1+f(p)p

p i=0

-]

o0

(k)
_ =8 _ ,_1+k.F s) .
nilAf,k(n)n = (-1) —§T§§—l

{I £(m)log®n.n"33(n § (-1)ist(p)p~is).
n=1 p 1i=0

Izjednacdavanje koeficijenata uz n_ S daje tvrdjenje teoreme.
Ove teoreme omoguéuju da se eksplicitno odredi Af k(n)
’

za najvaZnije multiplikativne funkcije f(n).

1. Odredjivanje Au,k(nz; Ako se u prethodnoj teoremi
uzme f(n)=u(n), tada je u(p)=(-1), %l (-1)%¢%(p) = 1, pa se
piid

dobija

n kn _ k
Ay, x () d§nu<d)1og I = d§n"(d’1°g d.

‘ ovaj izraz je slifan izrazu kojim se definiZu funkcije Ak(n), i on
se moZe transformisati u oblik u kome figurisu funkciije Ak(n) na

slededéi na¥in:

Ay k™) = % u(d)log®a = ; u(d)(logn-logg)k =
' dln

din

K KiK. . 4 . k-inp Ktk
u(d) (=1) 7" ({)log"nlog = u(d) (-1)7log'™n +
d%n 1£o ¢ d d}n
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k-1

] - 17 %) 20gtnr 1ogh "2 -
in d
k-1

) (-1)%4 k)loq n ; u(d)logk-i—%- =
i=0 d,n
k-1

k=i k i

L 0T () logtn,

Odatle se za k=1.dobija

2. Odredjivanje A xin). Kako su svi karakteri od n po
, ,

nekom modulu i totalno multiplikativne funkcije, to iz posledice

teoreme IV.8. neposredno sledi

Ax.k(“) = x(n)A, (n).
Ako se u teoremi IV.8. uzme da je f(n) = ﬁg, onda se
doblja Af,k(n) =

jer je stepena funkcija totalno multiplikativna.

3. Odredjivanie ér k(n). za funkciju broja delitelja
[

F(s) = ) t(n)n~® =z2?(s). Kori%cenjem Leibnizowvog pravila o izvodu
n=1
proizvoda dobija se

()
nFEprfsl - i_?l;_{;(s);(s)}(k) =
L (s

k-1
——?l;{zc<s)c‘k’(s) + 2 &g gy (g =
4 [

(k) k=1 (1) k-i_(k=-i)
kg™ (s) (0t sy (Rt ) s)
21 g ® LD T

Odatle sledi

k-1
Ax(®) = 2h) + T (5 } Ag(@y-a,_ (3.

4. odredjivanje Af,k(n) za f£(n) karakteristi&nu funkciju

potpunih l-tih stepena. Neka je £(n) karakteristi&na funkcija

brojeva koji su potpuni 1l-ti stepeni:
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1l n=m
f(n) = y 1 Tada je
0 n#m

F(s) = § £ma™S = § a})7% = r(1s).
n=1 n=1

(k)

® (k)
S _ _.\k,F s) _ ,_..kiz(ls)} -
JLte e = o0 tErlsh i)

(

k)
(~1)k1k' = éls .
(k)

(-]
. - k s)
Medjutim, zbog | A _(n)n"% = (-1) S_T_§~‘ dobija se
, n=1 k t(s

A o (n) = lkf(n)Ak(n).

Sledeca teorema omogudava da se odredi Af k(n) za dosta $iroku
14

klasu funkcija koje su vezane relacijom konvolucije sa drugim

aritmetickim funkcijama.

Teorema IV.10. Neka je f(n) = ? g(d)h(g). Tada je
din

k-1
k n
Ae,x(m) = Ay (@) + A, (n) + izl(1)d§nAg'i(d)Ah’k_i(a).
Dokaz.Neka je F(s) = | £(n)n"%, G(s) = ] g(n)n"%,
psl n=l

H(s) = ] h(n)n"®, Tada se pretpostavka teoreme u obliku Dixdch~-
n=1 ‘ .
letovih redova moZe napisati kao F(s) = G(s)H(s), pa ¢e biti

-0Xr ) (g) = (~1)¥(c(s)r™) (s)+u(s)c %) () +

k-1
L 16 ) (g)u k1) (43,

(=1 % k) (g (-llkG(k)(s)*(-l)ku‘k)(s)fkil(k)(-l)kG(i’(s),H(k-i)(s)
F(s G(s) H(s) q=p 1 G(s) H(s)

Teorema o jedinstvenosei Dirichletovih redova neposredno

daje tvrdjenje teoreme izjednaavanjem koeficijenata uz n % uz

(-1)kr(k)(s) _ E A

koriscenje T

(n)n~® i analogno za H 1 G.
£,k
n=1
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5. Odredjivanie Aai,k( )» AkO se u prethodnoj teoremi uzme
i

g(n)=1, h(n)=al (1>0), onda Ce biti f£(n) = % (’a‘)1 = } al = o;(n).
din din

Kako je onda Ah k(n) = niAk(n), to e se primenom teoreme dobiti
14
A3 . (n) = A (n)(1+nd) + kfltk) A _s(@a (B it
olik k 5i4 d§n k-3¢ 4418 tg) -

6. Odredjivanje A¢ k(n). Funkcija ¢(n) moZe se predstaviti u
’
obliku

$(n) = J u(d)3
d{n d’

pa se prethodna teorema moZe primeniti sa g(n) = p(n), h(n) = n,

te e se tako dobiti
A, . (n) = A _(n) +nA_(n) + kfl(k) A (d)A, (D

7. Odredjivanije Ar k(n). Funkcija r(n) oznafava broj pred-
14

stavljanja prirodnog broja n kao zbir kvadrata dva cela broja, 1

r(n) = 4} x(d),
din

o n=2k
x{n) = '
g .
(-1) n=2k+1

pri %emu Cetvorka dolazi zbog uzimanja u obzir svih moguéih kom-
binacija znakova. 2Za funkciju x(n) (u ovom slufaju to je neglavni
karakter od n po modulu 4) pokazano je da je

Ax,k‘n) = x(n)Ak(n).

Po teoremi IV.7. konstanta 4 ne utide na odredjivanje Af k(n), pa
’

se moZe primeniti teorema IV.10. sa g(n)=1, h(n)=x(n), pa se tako

dobija

AL L (n) = (1+x(n))A, (n) + kEl(k) A (Dxh
r,k A Y d§n R A LR L



3;' ivanje A A1, (n). Ako se u prethodnoj teoremi uzme
)-d (1>0), onda Ce biti f(n) = ; (a ; = 0y (n),
d

h k(n) = n A (n), to de se primenom teoreme dobiti
k-1

o) = 1y (o) (1anty + ,21(1 o5 Mg @Ay D (D

ig; ivanie A¢,k(n)' Funkcija ¢(n) moZe se predstaviti u

¢(n) = } w3,
din

f;odna teorema moZe primeniti sa g(n) = u(n), h(n) = n,
' ako dobiti
k..
n.n
o) = A, k() + nA (n) + Z (3 ky } Ay, (@A (DF.
in atn
»?;i ivanje A k(n). Funkcija r(n) oznalava broj pred-

'; prirodnog broja n kao zbir kvadrata dva cela broja, i

r(n) = 4} x(d),
din

o n=2k
X(n) = '

(17 n=2k41
g';tvorka dolazi zbog uzimanja u obzir svih moguéih kom-
fiﬁakova. Za funkciju x(n) (u ovom sluaju to je neglavni
;od n po modulu 4) pokazano je da je

Ax’k(n) = x(n)Ak(n).

IV.7. konstanta 4 ne utie na odredjivanje Af k(n), pa
’

w

meniti teorema IV.10. sa g(n)=1, h(n)=x(n), pa se tako

k=1
:(n) = Gx@dn @)+ ] ) % Agtaya, o Brx (@ .

';{
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IV.3 Asimptotske formule za funkcije Af k(n)
>

Cilj ovog odeljka je dobijanje asimptotskih formula
za pojedine eksplicitno odredjene funkcije Af,k(n)' kao i dobi-
janje jedne op3te asimptotske formule. U tu svrhu vriide se su-
miranje rezultata iz prethodnog odeljka.

1. Asimptotska formula za funkciju AT,k(n).

Za funkciju t(n) pokazano je da va%i

k-1
: k n
Ar () = 250, (m) + § () ¥ A (A, . (D,
T,k k 121 i d§n i k-i'‘d

pa e se sumiranjem po svim n koji ne premaSaju x dobiti

k=1
k n
A (n) = 2A, (n) + () A, (d)A, . (3)
ngx T,k ngx k 1£1=i ngx d}n i k-1'd

2kxlogk-1x + O(x].ogk-'2

1

k=~ X
x) + ;) A, (m)A (n)

k-1

2kxlog® 1x + 0(xlogX 2x) + ) ( ~§;f‘!k-f1!'(xlogk—1x+0(xlogk~2xﬁ =
i=1 :

k-1 k3l k-1

2kxlog" "x + 1Ilkxlog x + O(xlogk™2x) =

k-1 k-Zx

k(k+1l)xlog X + O(xlog ).

Time je dokazano da va¥i

k-1 k-2

Teorema IV.11. |X AT k(n) = k(k+l)xlog X + O(xlog X).
X ’

n<

U dokazivanju su koriZéene teoreme II.8. i II.1l1.

2. odredjivanje asimptotske formule za funkciju A ; k(n).
g= K=

2a funkciju zbira i-tih stepena delitelja n, oi(n), pokazano je

da vaZi
1, X5k
Aotk () = A (m) (14n) + § (9

n, ni
i) {nﬂk-j‘d’Aj‘a"a’ '

d

pa se sumiranjem po svim n koji ne premaSaju x dobija
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k=1

i
(n) = J A (n)(1+nd) + 7 () A (@) A5 By (B
nzx ol,k ngx 321 an d} k=3 ita’’d
) TE :
A (n)(l+n ) + AL _s(n)A;(m)m™.
n<x k j=1 3 mn<x k-3 3

Da bi se dobila asimptotska formula za Ak(n)ni vr3i se parcijalno

sumiranje formule

k-1 k-2

! Ay (n) = kxlog
n<x
pa se dobija

x + O(xlog x) (Teorema II.8),

2 Ak(n)ni = kxi+llogk'lx + 0(xi+ll°gk"2x) -

n<x x
- Jiti‘l(ktlogk'lt + 0(tlog® 2t))at =
1
x 3
kx1*110gk"1x + o(xi*llogk=2x) - kijtllogk-ltdt =
1
IéTxi+llogk—1x + O(xi+llogk-2x) (k>1,1>0).
Stoga je
1A (n)= in;IIOg x+0(xi+Hogk %Q+2( )1.A (n) J A (m)mi =
ﬁ<x i k n<x k- j mf.§ J
iflxiul " 1x + o(x**110g8" %) +
kol &) 141 3§ 5 -1 _x Xyi41; 0 3-2 x
32 3 L Mytn n) {(5) " dplog? TE- 4 o((%) -1,
Polazec¢i od
) Aka(-qllogin = E%;logk+ix + 0(logi*ti1y,
n<x
parcijalnim sumiranjem se dobija
A, (n) ix _ kiit k+i k+i-1
nzx‘kn log™—— = 1E3IyTlog X + O(log x)
. k+i k+i- 1
) Ak(n)logl X_ k!i!log X O(log X)
n<x nj+1 n +1) 1y

glaien)™ 5 - Sl o ded ),
X
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Stoga je
k _i+1, k-1 141, k-2
A (n) = ——=x lo X + O(x lo x)
ngx oL,k I+l g gl '
jer je ) Ak_j(n)(2)1+llogj—l-§— = o(xlog® Ix) = o(xt*110g5 2y,
n<x

jer je po pretpostavci i>0. Time je dokazana

2 kxi+1
Teorema IV.12. } A § , (n)= =pe—m—e

k-1

log” “x + O(xi+hogk-2x).

Glavni ¢&lan ove asimptotske formule dolazi od Ak(n)nl, a svi os-
tali &lanovi daju velidine niZ¥eg reda.

3. Odredjivanje asimptotske formule za funkciju Axlk(n).

Ukoliko je x(n) = xo(n) (glavni karakter od n po modulu i), tada

je asimptotska formula za Ax k(n) ustvari sadrZaj teoreme II.17,
OI

jer je AX k(n) = xo(n)Ak(n). Neka je onda x(n) neglavni karakter
(| '
od n po modulu i; tada vafi

Teorema IV.13. J A x(n) = o(x).
n<x A/

Dokaz. Neka je X(n) = x(1) + x(2) + ... + x(n).
Parcijalnim sumiranjem se dobija

) x(n)logkn = ) x(n){logk(n&l)—logkn}+X([x])logk(x]+l),
n<x n<x 1

Sada se koriste osobine karaktera |x(n)|<1l i|X(n)|<i, pa e biti

k k k k
1 1 1)-1 X log™ ([x]|+1
[ngxx(n) og n[inzx[x(n)lt og” (n+l)-log n| + [X([x])log" ([x]+1) <

I (1og®(n+1)-1og¥n) + 0(1og¥x) = 1og®([x]+1) + 0(logfx)=

n<x
0(logkx).
Sada se moZe odrediti asimptotska formula za AX k(n) :
’
k n
YA, (n) = T x(mA (n) = § x(a@adh } u(d)log —— =
n<x Xrk n<x k n<x d din d

7 x(n)u(n)x(m)loghm = 1 x(n)u(n) Zxx(m)logkm =

mn<x n<x m<ﬁ

I x(mu(n)o(loghZa) = o Jlog®%) = o(x).
n<x _ n<x




-70-

4., Odredjivanje asimptotske formule za Au,k(n)' Asimptotska
formula za Au,k(n) ne sadrZi glavni &lan u op#tem sludaju, isto
kao i asimptotska formula za u(n), 3to je karakteristidno za fun-
kcije koje osciluju (uzimaju i pozitivne i negativne vrednosti),
dok asimptotske formule za nenegativne funkcije obino imaju i
glavni &lan, VaZi slededa

Teorema IV.14d.

1A (n) =
n<x Hrk 0(xlog

Dokaz. Sumiranjem relacije

k-1
k-1 k i
Au,k(n) = 120(_1) (1)Ak_1(n)109 n

po svim n koji ne premaSaju x dobija se

k-1
k-1 k i
A (n) = (-1) (A, _,(n)log™n =
k=1
ik i
(-1) AL_:(n)log™n =
L (1)n§x k-1 (R)log
k3l k-1 ok k-1 k=2
iEo(~1) (1) ((k=1)xlog" *x + O(xlog™ “x)) =
T k k-1 k=2
{1 (-1) (k-i)(i)}xlog X + O(xlog “x) =
i=0 :
k j. k k=1 k-2
j{ (~1) j(j)-xlog X + O(xlog" “x) =
=]

-x + °(T§%§) k=1

d 1-: kitgl'xlogk-lx + 0(xlog¥™%x) =
O(xloqk-zx) k>2 '
X -1 k=1
jer je éiéisl"t=1’ .
0 k>2

5. odredjivanje gsimgtotske formule za A¢,k( ). za fun-

kciju A¢'k(n) vaZi:

2
Teorema IV.15. anA¢’k(n) = 5%—109

k-1 k-2

X + 0(x%*log' “x).




-.7 1—-

Dokaz. Sumiranjem formule za A¢ k(n) iz proslog odeljka
’

dobija se
k-1
n.n
nzx%.k(n’ = LAy an“Ak‘n)*izl(iigxdf Ay, @Ay (R3¢
[ A, (n) = 0(xlog" 2x) (za k>2).
n<x
o,n =
nzx d%n u,i(d)Ak—i(d)d ngxA ’i(m)Ak g {min
Pan_ g LA m) = § oA (nolegtTi X <
nix m<y H, n<x

i-2 x -2
O(x § A__.(n)log™ “~Z—) = O(xlog x ) A _.(n)) =
n<x k-1 n<x k-1
O(xlogi'zx-xlogk'i"lx) = O(leogk-3x).

Parcijalnim sumiranjem se dobija

I nA (n) = kx2log®~1

x + 0(x?logF™?x) -
n<x

2
(ktlog® 1t + O(tlogk 2¢)at =KX gk

>—log “lx+0(x210g% %) .

—— X

Time je teorema dokazana za k>2, medjutim kako je A¢ 1 (n) (n=1}Ay (n

to se lako vidi da je teorema ta¥na i za k=1.

Dosada su bile odredjivane asimptotske formule za pojedi-
ne funkcije Af

x (0. Sledefa teorema daje asimptotsku formulu u
[4

opitem sludaju, pod pretpostavkom da Af 1(n) poseduje odredjenu
asimptotsku formulu.

Teorema IV.16. Neka je Af l(n)_>_0, i neka vaZi
14

! A, . (n) = Ax + O(s=—).
n<x £,1 logx
Tada je
k-1 k-1 k=2
1A £, k(n) =21 (142 7)xleg” “x + O(xlog” “x).
n<x i=1
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Dokaaz. Dokaz je matematickom indukcijom po k. Za k=1
dobija se pretpostavka teoreme o funkciji Af 1(n) koja je ustvari
14
poopStenje teoreme o prostim brojevima, jer se ta pretpostavka o
funkciji A (n) za aA=1, £(n)=1 ( A (n) = A;(n) ) upravo svodi
£f,1 £,1 1
na teoremu o prostim brojevima. Prema tome, pretpostavimo da je

teorema tac¢na za neko k. Tada va¥i teorema IV.2

n
e ka1 (n) = Ag y (n)logn *AdEnAf,k‘d)Af.l‘a"

koja pokazuje da iz Af 1(n)_>_0 sledi Af k(n)zo za svako k 3to e
’ [

biti potrebno zbog procena u kojima se javlja simbol O. Sumiranjem

po svim n koji ne prema3aju x dobija se:

n
! Af x+1(n) = Z R l he (DA 1 (3) =

n<x n<x d%n

! Ag ((n)logn + ] Af,k(n)mzfopl(m)'

< ! <
n<x n<x <h

. 1 2 ,
Kako je za x>2 Tog% < Togox to se pretpostavka teoreme moZe

napisati u sledefem, pogodnijem za pFimenu obliku
1 A = AX + O(x2x).
(1) an f,l(n). X (13352

IndUktivna pretpostavka uz parcijano sumiranje daje redom

(2) I A £,k (n)logn = Ak (1+-)xloqu + o(xlogk vy,
n<x 131
k -1 X -1
ngx Kyl
Stoga je
k-1 X K2

A (n)y=A I (1+-)xlog x+0(xlog" “x)+ (n){-—+01~——-7~)} =
ngx Erk+l 1=1 ngx £,k nlog<t

k=1
A I (1+5>X1°9kx+Ax ] 2,180 (x10gM 1)+ 0(x ] Ae,kiB)) -
i=1 n<x nix nlog==
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k~1 A 2k (n)
{a 1 (1+i)+ n (1+-))xlog x+0(xlog x)+0(x ) —f k“?‘) =
i=1 i=1 n<x nlog——
k=1 &, , .A k k-1 2
A T (1+7) (145)xlog x + O(xlog” "x) + O(x ) Ag,xd L) =
i=1 n<x nlog-—
koA k k-1
AT (1+i)xlog x + O(xlog x),
i=]1

pri demu se koristila lema III.3. primenjena na funkciju —f k(n)

sa m=k, pa je stoga ] 3f,kZl = o(log" Ix).

n<x nlog1;

6. odredjivanje asimptotske formule za Ab,k(n)' Kao primena
prethodne teoreme odredice se asimptotska formula za Ab,k(n)' pri
temu je b(n) karakteristi&na funkcija za brojeve koji se mogu
predstaviti kao zbir dva kvadrata, dakle

1n=x%+y?
b(n) = .

0n#x? +y?
Dobro je poznato da je b(n) multiplikativna funkcija i da brojeve
koji se mogu predstaviti kao zbir dva kvadrata generiZu 2, prosti
brojevi oblika 4k+1 i kvadrati prostih broje&a oblika 4k+3. Stoga
vaZi

F(s) = J b(n)n™® = (1-2757* 1 (1-p”Si*n (2-p~5)"

n=1 pEl(mod4) p=3(mod4)

logF(s) = -(log(1-2"%)+log T (1-p S)+log I (1-p~25)).

p=1(mod4) -~ p=3(mod4)

-s F'(s .
nZIAb L(In7% = - SBr = - (logF(s))’ =

] 1eg2 4y [log . ] Zoge

i=1 2 p=1(mod4) i=1 p p=3(mod4) i=1 p

Stoga vaiZi
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| logp n=p®  p=2, p=1(modd)

A (n) =

b,1 24 .
2logp n=p P=3 (modd)

1A ,(n) =0(1) + logp + ] 2logp =
n<x br1 §éx <X

pEl{mod4) p=3 (mod4)

0(1) + Y(x,4,1) + P(vV%,4,3) = % + O(Ig%§)'

gde je korisZdena teorema o prostim brojevima u aritmetidkim pro-

gresijama, kao i oznaka

vix,k,1) = z A(n).
n<x
nzl (modk)

Primena teorema (Au%) daje

k-1
1 1 k-1 k-2
nZxAb’k(n) = 3 ii!l(u-ﬁ-)xlog x + O(xlog

Lgélllil-xlogk—lx + 0(xlogk-2x).

27 (k-1)1!

xX) =

7. Odredjivanje asimptotske formule za A_ k
Ly

kciju r(n) koja predstavlja broj reprezentacija prirodnog broja n

{n). Za fun-

u vidu zbira dva kvadrata, pokazano je da va¥fi

_ k=1 k n n
Ap x(R) = A (n) +X(n)A (n) + 121‘1’d}n"1‘d”‘k-i‘a’x‘a"

Sumiranje po svim n koji ne premaSaju x uz kori3denje osobine

neglabnog karaktera po modulu 4

1
-y1y2n(n-1)
o (-1) n=2k+1 daje
X{n) = .
0 n=2k

I Ag )= T A (n)+ {xx(n)Ak(n) +

n<x ngx ng
T T A ]

( A, (n) A, (m)x(m) =
i=1 i n<x 1 m<§ k-1

-l
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k-1

k=1
xxlog®¥ lx + 0(xlogX¥ %x) + ) (?)(Z Aitn)(ZxAk_i(m)- IxAk_i(m))}
i=1 mf_ﬁ m<=

<
ngx Il

m=1l (mod4) m=3(mod4)

k-1 i
x+0(xlogk—2x) + 2 (t)z Ai(n)o(ﬁlogk i 2_5_)

i=1 n<x n

k-1

kxlog

k-1 k-2

kxlog X + 0O(xlog x),

jer je ve¢ ranije pokazano da je

y ﬁiéﬂllogk‘i"Z X . il(%;i;?gllogk-zx + 0(1og" 3x),
n<x

pa se time kona¥no dobija
-1 k-2
x

x + O(xlog

I Ay y(m)= kxlog" ),

n<x

8to znadi da se ] A_, (n) asimptotski pona3a kao | A, (n).
r,k k
n<x n<x
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