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OpSta teamrija dinamidkih sistema n metri&kin prostorie
nan dota Je u EJS], gde su izloZene osnovne definicije 1 teo~
reme 1 gde se uzima u obzir jednoznalnost preslikavanja me-
trickog prostora R u samog sebe. Veé pri samoj definiciji
dinamickog sistema, ne vezuje se za diferencijalne jednadi-
ne 1 izvode se teoreme nezavisno od njih, mada se trajektori-
Jn kretanja dinamicékog sistema u Euklidovom prostoru moZe in-
texrpretirati kao integrelna kriva siastema diferencijalnih je-
dnacina

dx
(1) -Tir - Ii (Il,ngca-xn)y (1 - lt_zl"'n)'

rde Bu X4 funkolje, a parametar ¢ nezavisno promenljiva, Tako
Je nastale teorija apstraktnih dinamilkih sistemna, gde se
obilato koriste topolo3ko~metridke metode, a u novijim rado=-
vimn se posmatra dinamicki sistem u ma kakvom topolodkom pro-
storu, Topoloski problemi teorije dinamilkih sistena dati su
u {18, gde su navedeni 1 neki primeri, a op3tija definieijs
dinamickog sistema, gde parametar t ne mora pripadati skupu
realnih brojeva, data je u [16].

Hedjutim, iako u jednom pravcu mnogo opstiji, ovako
definisan dinamidki sistem (u daljem ivsctu demo upotreblja=-
vatl skradenicu DS) ima tu ogranidenost 5to predasiavlija Jeo=-
dnoznadnost preslikavanja, 3to nije uvek sludnj ni kod rese=
nja diferencijalnih jedna&ina. Stoza se morala dati definici-
ja nopStenih (disperzionih) dinamidkih sistema i razvitl &i-
tava teorijs koja je s jedne strane uop3tenje teorije inte-

~ralnih krivih sistema (1), koju je joS izgradioc H. Poincaré,

a 8 druce uop3tenje teorije dinamidkih sistema, koja pretpo-
atavlja jednozna&nost preslikavanja. Teorija uopstenih DS
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ohradjena je u [2], [14], f5], [6] i f15]. Uop5steni odn,
disperzioni DS je definisan s1i%no kao 1 DS G, Birk:off-a
((31), tj. kac preslikavanje, ali viSeznalno, netridkog pro-
siora u samog sebe, pri ¥emu su ispunjeni dopunski uslovi.
Sa topoloXke talke gledil3ia razlika u definicijamn Bastojl
se u tome Zto se "jednoznudni® DS definide kao jednopara-~
metarska grupa neprekidnog preslikavanja topoloZkosz proize
voda RX I na R, gde je R metridki prostor, a I obiZno skup
realnih bdbrojeva, a uopiteni kao jednoparametarsika polusrupa
preslikavanja proizveda RX I' na R, gde Jje It sZup nenega-
tivaih realnih brojeva. Pri tome nmoraju biti ispuirjeni Jjos
noki uslovi, | |

U kvalitativnoj teoriji diferencijalnih jed1alina ve-
oma opseino je obradjena stabilnost u emislu Ljapunova poe
cev od prvobitne teorije ([11] , [13], [23]) pa do najnovi-
Jih radova u teoriji apstraktnih DS ({11, [;26] [21]).
nno-obrojnim radovima su obradjeni mnogi problemi teorije
stabilnosti u smislu Ljapunova, koji se odnose na eiabilnost
rretanja nekog materijalnog sistema podvrzautog trenutninm
dsjotvom poremeéajnih mila. Ak je zakon kretanja dat siste-
mom diferencijalnih jednadina, onda se istim gistenon odre-
djuju tzv, neporemedena i poremeéena kretanja, a uzinajn se
Bamo drugi poletni uslovi, ¥koji taju razna poremedena kreta=
nja, $to znadi da poremedajne silc deluju samo trenutno, a
ne za vreme kretanja. Strogo uzev3i u prakei se kretanja ve-
5@ uvek pod stalnim dejstvom poremedajnih sila, te je stoga
1 stvorena odgovarajuéa teorija stzbilnosti kretanja, odn,

- dinanickih sistema. Ovakva definieiia i osnovne teoreme u
vezi sa stabilno3du u smislu Ljispunova pod stalnin dejstvom
poreneéaja data je u radovima (7i, [8]1 [12]. vamo je za
definieciju stabilnosti pod sts'inim dejstvom poreneéaja uze-
to u obzir dva sistema diferenciisinih jednadina

dx
@ Eer Gmmen), G
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(3) dxy I
I = xi(t’xl’x?f”xn) + .1( lxllxziﬁ"xn)!

zde su naravno ispunjeni uobilajeni uslovi neprekidnosti %

jedinstvenoati. Funkelje Ri' koje su podjednako ozraniéene u
neko] onlasti, su ba3 te koje karakteridu neprestano dejsivo
pore~eéaja, pa se stabilnost reSenja sistema (2) definide
paﬁoéu.reéeﬂja aistema (3).

Op3tija definicija stabilnnsti kretanja odz. DS pod
stalnin dejstvom poremeéaja 11i, kako se josS naziva, stroge
stabilnosti data je u [20] 1 {21]. DS se uzima u lokalne kom-
pakinom metridkom prostoru R i definisSe se kao poluzrupa
f(p,t) (p€ R,tel"') neprekidnog preslikavanja tepolofkog
prolzvoda R)CI"' na R, gde je 1t skup nenegativnih realnih
brojeva, pri &emu ne mora biti ispunjen uslov jedinstvenos-
t1i. Za definiciju stroge stabilnosti nekos skupa HCR u odno-
su na DS £(p,%t) uzeti su u obzir i drugi diramilki sistemi
£*(p,t) koji sa DS f(p,t) stoje u odnosu

Q[ (p, ), 27 (p,8)] < Y1),

ade je ? netrika prostora R a ¥ (t) definisana na IT neopa-
dajuéa funkeija takva da je Y(0) = O,

Porenuta upotreva drugih DS pri izudavanju siadilnos-
t1 kretanja odn. stabilnosti skupova pri stalnim delovanjem
porencéaja navela mes je na ideju da definisem fomiliju DS,
¥oju oznadavam sa F = &é}j{fi(p,t)] (pgER, tel = 1 e
skup indeksa), u kojo} je svakl DS definisan kao u.[19}.
dn donekle razvijem teoriju stabilnoagtl familije DS, U to0]
teoriji se uglavnom radi o stabilnosti u smislu Lagrange-a,
u snislu Ljapunova i stabilnosti u smislu Polsson-&. Pored
jos nekxih kvalitativnih svojetava familije kretanje, koja

je definissna sa F {fi(p.tjv (p = const,), to je su-
P 4%y
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%tina ovog rada., Naravno da on ne pretetavlja neko vece uop-
ttenje teorije dinami¥kih sistema date u [19], veé u izves-
noj meri samo onih delova, koji se odnose na stadilnost kre-
tanja., Kako sam mnoge definiclje i teoreme iz [19] i drugih
radova Zeleo da "prenesem" na familiju DS, to su neki doka-
zi veoma s1i3ni u njihovim algoritmima, ali sam ih u velini
slutajeva izvodio radi odrZavanje celine i postupnosti,

Ovaj rad je podeljen na pet poglavlja,

U prvom poglavlju data je najpre definicija familije
dinanidkih sistema, zatim definicije potpuno invarijaninog
skupa, of 1 W -graniinih talaka, analogne onima 1z [19].
leki stavovl su dokazani, & neki su samo navedenl bez dokaza,
zhor 1stovetnosti dokazivanja u{[19]. Naveden Je i nriner
za W =grani&ne taéke modifikovan primeru iz [19], Zatim je
dnta definicija of i WU -granilne funkecije, kojs se 1 daljle
upotrebljava, 1 dati su stavovi koji se odnose na nju. De-
finisan je dinamidki levak, njegov odsecak 1 presek i doka-
sana dva stava, koji se odnose na koneksnost (analogan sia-
vuu [ﬁ]) 1 kompaktnost odselka levka. Naziv "dinamifkl le-
vak" uzeo sam stoga Ito slilan naziv veé postojl u litera~

turt ([2), 350,50, [6]).

Drugo poglavlje je posvedeno stabilnosti u snmislu

Langrange~a, no u njemu se daju jo5 neke definicije, leme

1 stavori kojl se docnije primenjuju. Dokazana su analogno
kao u [5] dva stava (2.1 1 2.7) o potrebnim i dovoljnim
uaslovima stabilnosti u smislu lagrange-a., U dokazima ovlh,
a 1 drugih stavova, figurise "odstupanje", kao 8to je defi-
nisano u [22]¢.Lema 2.1 1 2.3 koje su ovde dokazanas, analo-
gne su onima iz [15], gde su uzete kao aksiome, a lema 2.2
je analogna teoreml 2, % 3. u [15], camo ge ovde odnosi na
familiju kretanja, Stavovi 2.8 1 2.9 dokazani su koristedti
se teoremom 4., ¥ 3. u radu [15], ali uz pomoé uvedenih sita=-
vova. ledjutim, osnovaa definicija koja dominira ovin po-
glavljem je translatornost familije DS Fp, koja je karakte~

'\
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ristiéna bad za familiju DS. Na nju se nadovezuje ncizoliko
gtavova, & neki se prenose u sledele poglavlje. Sem toga Je
ovde definisan i1 potpuno minimalni skup.

U treéem poglavliu se govori o stabilnosti famili}e
kratanda.Fp u smislu Liapunova (S-stabilnost). Daju se 1%
definicijepadjednake i asimptoiske stabilnosti fau:ilije
kretanja, koje su u izvesnom smislu generalizacija poznatih
definicija 1z [19], [10] 1 [9]. Zatim se definile stabil-
noat familije DS u skupu A u odnosu na skup B 1 porazuje
“paralelnost”" definicija stabilnosti familije kretanJaTPp
i fanilije DS u skupu A. Dalje je data definicije tzv., Q
stabilnosti DS foe F 4 dokazani neki stavovi u vezl sa
meani&nom funkcijom, a data je 1 veza izmedju S 1 Q stabil-
nosti sa nekoliko stavova. Stav 3.9 se dokazuje deliniéno
na slidan nedin kao u [19] (str. 421), ali ovde pretsiav-
1ja ucpStenje za familiju kretanja, zatim su polazeli od
d1efinieija u [20] definisane ogranilene familije D3 i do-~
kazaona dva stava koji se odnose na njih. Na kraju Je kao u
[10] (str. 32) definisana stabilnost i asimptotska stablle-
nost skupa ACR kao 1 potpunopod;e‘dnaha asimptotska stabile
nost 1 dokazani, analogno kao u [lo] (str. 36 1 38) neki
etnvovi.

Getvrto poglavije je posveéeno stabilnosti u smislu
Poissona (P=-stabilnost), potpuno minimalnim skupovima i od-
nosina sa S stabilnim familijama kretanja. Koristeéi se de-
finicijama 4z [14] 1 [15] date su definicije P siabilne
fanilije kretanja i1 preoseka dinamilkog levka 1 dokazani o~
snovni stavovi, sli&no onima iz [14] (str. 75) & [15]
(str. 146). Zatim su dokazani neki stavovi ko}i povezuju
potpuno invarijantne i potpuno minimalne skupove sa 5 sta-
bilnim familijama kretanja, a koje su u neku ruku geierali-
raciia 914&nih s4s%ova iz [24] (str. 97=103). Ha kraju
vog poglavlia je data veza izmedju potpuno invarijantnihb
skupova, P stabilnih 1 translatornih familija. Definisana




ja 1 stroga sitablilnost u smislu Poiszgon-a i dcokazan jadan'
gtay v vezi 8 $im.

Peto poslavliie je ustvari nastavak cetvriog, Jjer su

u njerm desfinisane rekurentnse familije kretanja, kole su
spoecijalar sludaj P stabinih familija, 8to Je i dolkazano.
U poletku ovog poglavlja je pokazana ekvivalentnoat dveju
definicija rekurentnih familija i dokazanl anekl stavovi u
vorzi tib definicija. Koristedi se teoremama iz fiij (atr.
375 - 376, teoreme 7.07 i 7.09) dokazana je pod izvesnim
uslovina totalna minimalnost adherencije dinamickog levka
1 dati su potrebni 1 doveljini uslovil da familija Fp bude
re'surentne. Na kraju je data vaza izmedju reiurentine {ami-
lije kretanja i granine funkeije. |

] R ]
_:I? 't-l -~ -*‘-Lk.fll- 3*‘-
-rf;;;-j b e . F"‘hta_-u! oy oy o ..w,_.-_-_,...i: ""j*ﬂi':ﬁ J:_}*ML .f"‘l.ﬂ'" 1. vy x Ao _1{3
L. - . iV ivF 1 vy Fele e R ELJ 7 L] i_ff"_:- s ""‘g._!l"' "--"--.:.-.p-lct h{; S L :J- =& ‘3".._. LC,-.-:.- o 1%

noestd 1 p“*-wtir* i knko
Zod %opolo s ih problena teorije apstralinld D3 tako i ked
tabilnosti reSenjs sistema diferencd

mn Yoms,; ukoliko dodje do tiln kekvog daljer v

jalnin jednniizs, Tre-

o3
3
L
w?
b ¥
LS
i
<
3
3
L

seorlie odbuhvadene ovim padom, nnsloy rads gss mora
d naslora pad "lganyi¥ 113

& b
va pozlavlia goveorve, da S8 Lro pUvo no-

- -
;aC gnne r&alﬂdngq dva 1

~ 3 ~ 1™ o g 1, . A - : : .
w1 oproveavatl dalie klsgs P giadblinin fanilijs poln-eci 44

3 b 7 i "} 4
------ e - 14m e - - - -
nodele nayadane u {25, 111 palk mnoze ¥valivsidva- evajsiva
‘h -
e Ty Y ’_?i % 3 t A
~ ; : 3 _ A i X - s - T :
et 0yd G-ﬁ < ?..-1. ! .'-‘:} ; i i e o i 1\}_3“!"' i‘:‘ - W A iz fja.. | S ..,}..1] ?.L ......I."-.} . q_}l {.ihh -.1.~'.'h;ﬂ
i~ - - -
™OnY o8N gt A waccl ed R T VL e rRRA w1 T “*'-‘ﬂl‘l"ﬁm
i 7 Lo sl T St ™ LL... UJS..? b e e = ?:...1!"} P - 1--‘1-5- . L -3 = ¢ [ Elr 2
3 - £ s ¥ - . ] a :" iy I,r.h‘-" . ".-u; — “:':' - . - =
SAUNe UISYL e posinwliend sy (190 4 1Ig aacuraze v oaisiu
e o
- P-4 - 1 3 et -1 - '::.-" r r = o — ‘:: -3
tevitieije Tamilije B35, Jedan pravase opat J2 izuleovanje
} e o5 . O ' AL T B - a i = Y
MU viing 3ty v drugih beallsativain =2votatuys o teanoalaskim
-~ - 3
-t P . - * ¥ - -ﬂ E | wr

prosvosims ansiogae onim o AT 4 idr, arme and ua Sitavy




Vil

Da napomenem da sam pojedine delove ovog radr saopdtio
na sednicama Matematilkog instituia u Beogradu u 1966 god.,
ne Cehoslovaiko3 konferenciji za diferencijalne jednalins,
odrZane u Bratislavi 1956 god. i1 na Seminaru za kvalitatlv~
nu teoriju diferencijalnih jednadina, u Mat. ingtitutu u
Beogrradu 1967 god.

Literatura je podéljena na dva dela, U prvom delu su
ugzlavnom nauéni radovi i monografije kojima sam ®e¢ néposred-
no sluZio pri izradi ovoz rada, 3to se uostalom vidl iz ovog
uvoda., U drugom delu js navedena literatura koju sam uopite
koristie pri izulavanju dinamiékih sistema,

Na kraju Zelim da izrazim zahvalnost profesorinas D7
T, Pajoviéu 1 DP Dj. Rurepi, koji su mi svojim savetima 1
primedbama pomogli u radu, kao i prof. DP Z, Mamuzidéu, koji
ml 342 daoc pravu srijentaciju jcE na samom poletku ovog rada,

Reoorad, majs 1957 ged. C.D3.




1, UVODYE DEFINICIJE I STAVOVI

U'elta je dat metridki prostor R sa meirikom 2, skup re-
alnih brojava I 4 familija preslikavanja f£(p,t), pe i, t €1,
tako da svakoj %taZki pe R 1 svakom broju t €1 od:ovara jedna
odredjena tafka f£{p,t)e R,

DEPINICIJA 1.1, DinamiZki sistem (u daljem teksiu DS)
naziva se jednoparametarska srupa f£(p,t) preslikavanja topolos=~
ko~ proizvoda RXI na R, ako su izpunjeni slededéi uslovi odn,
svrojsival |

I. £(p,0) = p, za evaku talku pé&€R.

I, 1lim f(pn,tn) = £{p,t), zde je lim ¥ = %, lin p, = P,
n=> 00 n-> o0 N> 00

odn., 20 ma kakvo 1&‘,}0 mo%e se naéi neko §( &) >0, takvo, da uko-
liko je §(p,po)<5i [t - t°|<,5, onda Jje

Q2(0,8),8(pgste)] < c.

111, f(f(p,tl),tz) = £(pyty + tz), za gvako p€:l 1 ma
koja dva broja %,,t,€7T (svojstvo zrupe).

Tz uslova II mo¥e se lako izvestil neprekidna zavisnost
£f{p,t) od poletnih uslova, koju Cemo dalje obcleZavati sa II, 1
ovako formulisati ([19], str. 327):

IIP.r 7a proizvoljno izabrano £>0 1 ma koju tnCku peR &

proizvolino veliki realan broj T>O0 moze se nadéi bdrod S(,Ti>0,
takxny da, ukolikxo Je ?(p,q)<(5 (4yeR) 1 lt\;_g‘l‘, nnda je vsadovoe
1jena nejednakoat

Q[ zipst) 2 (a,9)]<E,
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Iz I 1 III sleduje inverzna transformacija f£(f(p,~t), jap.
Posnntrajmo sad skup dinamiékih esistena

F = {fi(p,t)zpe R, t & I}, gde svi dinamickl eisteni fi (1 prola-
zi s'upom indeksa _J ) ispunjavaju  gore navedene uslove (svojs-

tva) 1 ~azovimo ga familijom dinamidéikih sistena.

Za jedno fiksirano p fuakeiju fi(p,t) nazvadeno kreta-
njznn O3 £,(p,i) familije F, parametar t yremenom, a s<up taclaka

£,(p,t), sde t& (-0, + @), trajektorijom kretanja f,(p,t) 4
ohelelinvati sa fi(p,I), |

Smp svik DS za jedno fikxsirano p &ini pndfaniliju fami=-

1ije 028 F 1 nju éemo nazvati familijom kretanja 1 o.ele’avati sa

. 8kl
Fp akle

%ﬂ{fi(p,t)} = FPC ¥ i pLGJR %{fi(p,t)} = F,

Analozno gornjem nazovimo skup tadaka fi(p,t) (p = const,
i = const,), gde je teg(O0, + ), odn., t€(-00, O] . pozotivnom,

odn. nezniivnom polutrajektorijom kretanja fi(p,t) i ohelezimo
Bn fi(p,I+), odn. sa fi(p,I'). |

Ako t varira u razmaku r_tl,tz-_l , onda demo odgov-rajuél
deo trajektorije zvati konadni luk trajektorije i o"eleicvati =a

£,(pst 35%5)s
PEFINICIJA 1.2. Ako je p=const, i t=const.,, onda demo
akup SE = Lij{fi(p,t)} (fie ¥) nazvati presekom dinamickog lev-

ka Tp tadke p, gde je dinamidki levak dat sledelon definicijom:

SFINICIJA 1.3. Skup U {'fi(p,I)} , gde i usiia sve
- i

vrednoati iz t] zove se dinamidkil levak talke p i obeleZava

828 8a Tpn




4malogno se definise skup Li ‘j} {fi(p,I+)} odn.
3

U{fi(pgf)} kao pozitivan, cdn. nezativan dinamidki
ie] 1_

e ' - 1
polulevak talke p 1 obelezhve sa T, odn, T, )

3 P
sko vreme t varira u konadnom razmaki [tl,tzjg onda me
akup L J{fi(p;tl,tgﬂs sove konaéni odselak dinanicrog
ic] /

lovka talke p 1 obelaiava 854 Tp(tl,tz).

MAFINICIJA 1.4, Familija kretanja Fp = Li} {fi(P.t)}

gzore se podjednako neprskidna po pofetnim uslovima, axo proizvo-
l1inom dbroju &> 0 i ma koliko vellkom hroju T> 0 odzovara za
ava kretanja £,(p,t)@ F'p vrey &(EL,T)7 0, tako da Je

i

Pleytp, 00,040t )] < E

za ovako «TL 1€ +7, vholike je ?(?;_:1}{'5¢

STAV 1.1, Ako jo metricki prostcr R kompaiktan, onda je
za svako p&€ R familija kretanja'i’p podjednake neprekidaa po po=-

Cotaim uslovina,

Neka je £> O proizvoljnn ali fiksirano i nexa je T3>0
nakl konndan broj, Zboz syoiatwa I'l’3 D3 mozu s nadi Trojevd

o]

- -t B om - 3 - .
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4
za evako <2 t £+, kadgod je §(p,q)<S,. ik uzneno jedan brod
63‘5{61! 1€]} onda &s umesto jedne nejednakosti (1.1) doéi
skup nejcdnakostl

(1.2) O£y (p,t),24 (a,0)]< &y, (1eJ).

Formirajmo sad skup nejednskostl

9 [fi(P!t)tfi(Qit)]:sE;r

»
gde je =a svako 1 Ei - E; = 217 O. 1). Odgovarajuée ozoline ta-
Caka fi(p,t) oznadimo sa SHE Formirajmo dalje za jedzmo fiksirano

£ gkupove T = L{, Si(fi(p,t)- Ei) i B = l{ Si(fi(p,t), E;_) (v

orolinama 1z skxupa T s= ofigledno nalaze tacke fi(q,t)}.

nEgyay 0 S uiha—

Dokaﬁim_q najpre da je E:c E. Neka xXeE’ = \1) 57 » sgde
je 5} = B8], za svako 1¢J, a to zna¥i da je za bilo koju okolinu
U(x) tacke x presek Li}Sif\U’(x) £ N. Kakxo je prema konsirukcle
31 53C S5 za svako 167,‘pa prena ftome 1 li)Si C. Li) 840 o sle-
duje da 1'preaek l,i} Sin\f(x) £ N. Taj presek je otvoren skup.
Dolkafiino da on sadrZi tadku x. |

Iz relacije li)simf(x) L N\ sleduje da postojl »ar je-

adno kej za koja jé -S]"‘/\U(x) A A , 8 to znali da xe-.‘.":i = Sft.

Uzmimo sad _zi_c_ okolinu tadks x, Kako to X & Si_ s +Ho dée bitl

»

&
(xa S’) = inf (1, )< —T »
? K .‘}es;ﬁ 7
I)

Ef je proizvoljno mali konadan broj.




>
jer se srvaka tacka adheracije skupa (u ovom sludnju nkupn 3;)

u metrilkxom prostoru nalazi na nulfom rastojanju od tor niupa,
l;edjutim, prema izboru brojeva E;{ bide S(Si,gi’r)c Gps 0
zhog tosza xesk' te 1 xéu Si = £, Proma tome frC. E,

i

ake je R konpsktan, to je onda i E?'kompaktan, 203 28~
tvoren okup kompaktnoz preostora. Posmatrajmo njesov poxrivad
{Si:iEj} skupa L', Zhoz njezove kompaktnosti postoii konacan

brod skupova, SJ (3=21,2,¢04,), kojl takodje pokrivajun L* 3 Ako

ton ¥onafn07 pokrivadu dodamo okolinu predanika £, koju demo
oz1aci:l ea Qo, onda de se svi parovi tadfaks (fi(p,t),fi(q,t)'},

ode 1 prolszl skupom {ndeksa J razbiti na H+l srupu, %Saxzn da de-
mo unesto (1.2) imati skup nejedqakosti

(1.3) Sleiterd e, 00]<Ey,  (1eTs 3=0,1,..00m),

ukolixo jo  P(p,0)<&,.

- iko u (1.3) umesto brojeva €'J uznems jedi otven Hroj
So = E,. onda ¢ée mesto »roja ‘Sk do¢i brojevi 83(5 ) > C
(J=041lyeueyil) 1 nejrdnakosti ?(p,q){éj, tako da c¢e za svih N+l

erupa Hitl zadovoljewn relacija

(1.4) Q. t),1d(a, )] <8

Ako stavinmo 8: min (50, 81,...,6y), onda ¢e tim pre bitl u
raznoatl relacija {1.4). 3ududéi da smo vrene t uzmell proisvoljino,

time Jje siay dokazan,

JIFINICIJA 1.5, Familija kretanja F_ naziva sc podjedna-

p
¥o neprekidna po parametru i, ako proizvoljno izabranom droju

& >0 oilgovara za svs kretanja fiEF arod S (£ )>0, tako da Je

P




L 2y(pyt)yE (D, 8) )<<,
za sva kretanja £y € F , kadgod je [t* - 1| < S,

Ila osnovu te definicije, a analogno dokazu u s*awvu
1.1 moZe se dokazati da wazi

POSLEDICA 1,). Ako Jje prostor R kompaktan, onda Je fa-

mnilijs kretanja.Fp podjednako neprekidna po parame’ru i,

DEFINICIJA 1.6, Neka je dat niz brojeva {t }CI, ta-

kay do Js L . . . v 1im

0 < L s LV, L oo m%i = 400,
1< %2 n nes co ™

A¥o za jedno kretanjs f,(p,t)€ Fy odgovarajuéi niz {fi(p,tﬁ)}

konverzira ka tadki gq, kad n< oo, onda se tadka q zove

W=~granidna tadka kretanje f ;(pyt). Skup svih W=~ge sanidnih

todnka kretanja nbalaza?aéemo aa .[) pi®

Ako je pak dat niz brojeva

vees <& tﬂ< sea < t2< tls 0, 1lim t = = 00,
n=> 0o 2 |
i prl tome odzovarajuéi niz tadaka konvergira ka talki », tj.

ako je lim fk(p,t ) = v, onda se talka r zove X -sranilna
n= CO

tacka kretanje f, (p,t). Skup svih takvih talaka ohelriavale-

mo sQ ﬁpk'
DEFINICIJA 1.7. Ao za sva kretanja f (p,t) postoje
rastuci nizovi '{tn}' (1¢J), takvi da je lim ti = + 00, kad

n-wm s odn, da je 1lim 1‘;i = - 0, 1 da Je 1im £ (po i) = {,
nereo

onda se tadkn q zove W -granifna odn, o -zraniéna tadka
fanlilije Fp‘

Skup svih takvih talaka obelsZavademo sa .flp (Ap).

Odriah se vidi da je, ukoliko Ilp odn. Ap postoji




T
Q= R 8pe &= AR TEE ‘QpCLij‘Qpi' <Y Apse

7 dalien tekstu stavliademe Li)npi = ‘QpF | Lijﬁpi = ApF .

| JLFINICIJA 1.8. Skup A zove se potpuno invarijantan, ako
je fi(;l.t) = A, za sve funkeije fiéF i svako t €I, 1), Skup A

ZovVe Se delimiégo invarijantan, ako je fi(A,t) = A, za funkecije
fis F* C I, gde je ¥* pravi deo od F, za'avako tcl.

To zna¥i, da ukoliko peA, onda 1 f,(p,t)€ 4, za svako
fiEI-‘ i svako t €1, odn. za samo nekes fiE.F.

Ofigledno d= je R potpuno invarijantan skup. Jvaka trajek-
torija fk(p,I) familije Pp Je invarijantan skup u osdn»nsu na pre-
slikavanje £, ({19}, str. 330),.

oTAY 1,2, Adherenciia potpunc invarijantrog s-upa je pot-
puno invqujantan skup,.

~exa je A potpuno iivarijantan sikup. Ako je pe A C A, onda

jo 1 fi(p%,t)axl-:ﬁ, za8 avako £, = F 1 gvako t €I, Stooa vemimo da
. 3
Je n& A™ A, Cnda poetoii niz { p‘}ca, kojl konvergirs Xa p. 2bog

nepreiidnostl preslikavanja £,2F bide 1 1lim £,(p,,t) =£,(9,%)
n=>co

28 avakoe fif';'-,:, 7y Podlimo od inkluzijia fiip,u C_fi(g,t). Taxzo je A
pospuno invarijantan skup, to nizovi {fi(pu,t):f, C A, za svako §
1 gvako 12J. Prelazeéi na limess bide £, (p,%) CA. 7nabi,

ke (E $)¢ 4. Kako je prems arvojsivu I DS A w f, (E,t), 0 je A =

= “‘i" f,%), za ovako % 1 sveko 124, Sta s yis2, T (p,t) ¢ A, Jer
Ay,=1%.

<t

azo bi £,(p,t) &4, onda bi pai, ) = A, suproino proipostavei
e

a tacki o,

T; t) = ijfi{’f {Py’t}} 3 ACH.
P




&

;. UOI0A 1.2. Svaki potpuno invaritantan s asdrzi
javarijontan skup u odaosu na svajfu fuxkeiju fit_il?.

Stvarno, prema def. 1.8, iz piA sleduje ritp.t)ea, 78
aynko $ €1 1 sve fieF, ukoliko je A potpunc invarijanian akup.
7nati, zo svaku funkeiju £, £ F mo%Ze se 1aéi skup B,C A, da =ko
p€ By, onda 1 fi(p.t)ﬁBi. 3roj skupova B, sze jednu Fankeiju
Ty

L.
dno ic Li) {BY = A

o%s biti 1 begkonafan, zavisno od talaks u skupu Jd. Géigle-

3TAY 1.3. Skupovi .Qpi 1Ay w= 1 K=graniénih tacaka

familijc T, su invarijantni u odnosu na odgovarajuée kretanje fi

P
i zatvoreni skupovi.

Jokaz 88 izvodi na potpuno analogan naé¢in kao u [19] s te
za ovds nedemo izvoditil,

POSLEDICA 1.3. Svaki skup D, odn. A, (1e)) snstoji se
iz celih trajektorija.

Zzbog invarijantnostl, ako qﬁﬂpi, onda 1 fi(il,t)éﬂpis
za svako t€I, a to znadi da u O‘pi ulazi 1 cela iTrejeziorija
r,0(q,I).

Isto se ndnosi i na skup Api'

FC3LEDICA 1.4, Skupovi .Qp 1 A, su zatvoreni.

Zatvorenoat skupa Qp proizlazi stogza, 5to je on, prema

daf, 1.7. nresek zatvorenih skupova Q , tJ. Sto je Q. = ﬁﬂ ’
| pi p - 4 pi

Tato vazZl 1 za sikup A

P

S kA s » . - = 23 J=
CEAT 1.4, 3Skupovi ‘QpF Li) 'Qp'l i %‘F l‘i}ﬁ“pi an zatv¥o




g

IzveSéemo dokaz samo za skup .ﬂpp. Uzmimo jedan niz ta-
Caka {qn} C 'O'pP tako da 9, > Qs kad m > . To =nac¢! da za
proizvoljno izabrano §£>0 postoji prirodan bro] Hl(%)' takry da

jo §(q,,q) <%, za svako m 2 N,. Kako {qn‘} COPF' to svaxoj tade-

p* tako da je }lg;m(p.tn)zqn,

sda £, H 02, kad n » 00, tj. uzetom £5>0 moZe se nacéi opet priro-

ki q, odzovara kretanje fm(p,t)eF

dan o] 112(-%-), takavy da Je ?[fm(p,tn),qm]é—% . Jtavino
N = max(Hl,Hz) pa da bitl

?[fm(p’tn)ﬁq] é?(q’qm) + ?[qmsfm(Patn)J < Ev,

zn nvako n, m> N, Sto dokazuje da g G.Dp?

iati j2 dokaz i za sikup AnF’

Géizladno ja

- TCSLEDICA 1,5. Skupovi Jap 1 4, su delimine invarijant-
nl,

o

Doxaz ¢ano lzvesti samo za skup _ﬂp a za :ln s doazuje
atavy na isti nadin,

Taka ta2lia qeﬂp. Cnda pestoje nizovd {ti}, gds "ai > £0,

¥ad n > 2 , za svaxc i€ J, takvi da jJe

o

1in fi(y,'?;;) = q, za svaktu funkelijnu fi e F

n< &0 P

nbeg svojetva IIy DS za proizvoline £>0 41 ma x0Ji1 realan broj]

T >0 mosu 32 nafi brojsvi 5i(€ Y>> 0, %aks da je

<




?Lfi(p’ti +Z)lf1(qu )_,‘(6, za r-;-:jf. o~

unkolizo je ?{ i(p, ) q'—ld_cSi To zn1aéi da za ma koje qell i

P
nroizvoljnu 11i fikedranu funkeijn fiEEFp f (q,t,) portdje
w ~7eenilne facke bar za Jednu funieijun £, € F s 3. fi(q;t)e£LC=J
Zto okazunje delimiénu invazrijantnest 3upa (1

h

POSLEDICA 1.6. Ako ja skup srenidnik talaka () = U'Qpi'
»

onda 12 ¢en potpuno invarijiantan.

Lage je uvelk Ilp = f} Il to znadl da ido Slp = flpi

spets 1ad, Uo, prome stavu 1.3. 8ko talka qef]pi, oade 1 fi(q“t)a
Eﬁlpi, ra ma X039 Tel, Podsto to vazi za arvako kretanje fi(p,t}e

et

2%, 4 podto de {1, ={l za srake 41&l, to znadi da iz q_e.Q
| o p - o ij_:_ p ? ?
proi~iazt da £,{g,T ‘Eﬂﬁ, za svako i€ J 1 svako TE I.
Usnita, EE“ 1 nko postoji ze jednn familiiju ¥_, ne mors
Y P
23 pexlasatl ni sa Jzdnim skuponm fzpi.

i

pinedba. Kao 1 ranije, poslsdnje dva posledice vaue 1 za
sxup n¢ wbududes demn stavove 1zvoditl samo za ckupove Q0

P’ pi’
odn, f)_ kso 1 one stavove koli se odansa na pozitivae polutra-

tavovi za nazativne polutryajektorijs izveds
aa 13t2 aadin, mem u izvesnim siludajevima, koje <ema posgbnd na-
~laziti, JMoka 3afinicije i gsavovi vaZe za celu trejeztorijn 11d
annidkl lovek te cemo ih kao tekve navoditl,

Primep, Neka le dat gistom difersncijalnik jednalina

¥ -,
iy 1 1 7
"7 i;:"i _ﬂl‘;‘:ﬂa‘?ﬂu A R - b R ﬂt'_h,*: i "L { ? 0 \’
— 3 W “l i; hrac 3 L. L. 2 {i . g -'-H---:-'-i _—:;_@ 3 L - P
s . s




92*:12-!-‘.[2, tg@-—%—,

raoiji isrnliava zakon kratan]a
na traiasksorijama ?a Ca™ .
za jedio fiksirano C dobija~-
md jodnu trajektorijn, po ko-
joj se vris kretanja data za-
yonon (1.,6), Lako je proveri-
t1 dn ava ta kretanla zadovo-
1inynj: uslove I-IIT DS i
prena tomn, Cine dinamickd
aiaten,

-

Trye3imoc sad smenn

b B

sronenliivih X, T u 2, ¥

semodén jednadins =3

A

&= Ti = xjiln + 23 ? T =3

de n prinadsa, racima, skupu

53213y ne~ativni »njeva, .
Pralagiton 1ajp“e 3 Dravougla

Yoordinate 4, ¥ Jednadine
(1,6) pestajn

L 48y dy _ @7
“EF T AT T 1T+ ’

2

4y dx 'S

fw-I®TI7 ¢

oda%le se posle uvodjenja smene doblia n sistema od po dve dife~
rosncijalne jednadins

4

(1 - ;ggix) {x- vy(1 - x)(n + x)]
ET' ? Y{n + x)




-
T~

g‘%“'n—lg»—[’ ¢ T Te

ovakl od ovih n sistems daje familiju trajektorijn %
pri tom su ispunjeni uslovi I « III. O0d tih trajektorijn moZe=~
mo uretl 1z svake familije po jednu, tako da sve tako izabrane
trajekiorije prolaze kroz tadku p. {sl. 1). Tako smo dobili fa-

milijun kratanja Fp = {_}{fi(p,t)}, gde 1 prolazi skuponm celih
i

ng ntlvnil bwojeva, Svako kretanje f1€ Fp ima ovde kao o ~gra-

ni&nu t-Cku koordinatni podesak., Prema tome, skup ﬁp poatoji 1

sagtoji ea iz samo jedne tatks, O{eo,0). Pri tore je za svako

ig7] Ay = Ao Skup Ilp takodje postoji i to je prava x = 1, dok

as skupovi "O‘pi saziilkuju od ”Qp za sveko 1&7, Nains, svaki

aloup fﬁpq (1 = 1,2,4..) 2astodl se iz dve paralelne prave x = 1

b
M
il
L
(-
o

JFITICIJA 1.9, Neprekidaa funkeija £ (p,t) zove se
@D (X )=rranicéna funkeiia fanilije kretanja {fi{pm,tj}-, gde

on fi sy preslikavanja iz F, aka'poataji pozitivan Hroj T 4

niz {fn(pm,tf} (fnGLF}, koji uniforrmno konverglira ka fa(p,t)
na axupu ¢ 2T (t£-1), kad n 00 , tJ. za prolzvonllno E£> 0
noie ae naéi hroj H(E ) 0 tak=v da je za svako n> N

sup O£, (pyt)s 2,(p,8] < E. 1)
t=T

U epecijalnom sludaju, ako sva kretanjia fi 12aju istu
. pocéetnu iacku p, definife se zranina fuakeija fo(po,t) familie

3 lrrai = 2
Jo kretania l{l{fi(‘p,t)} Fp. )o

Skup W{(K )=zranitnih funkeija oheleZavactemn sa cb(odn.‘{-{).

a akzo se val skup odnosi na familiju U{fi(p,t)}, aa Cbp
i
(Odﬁ- W.p)u

Wil m——— -

LV I bl ¥ — 2 Y .
i) p, o1 u opStem sludaju razlidit: u ?; ~) p, moie va porlapati

:
an P
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U daljem izlaganju lzvodicdemo stavove samo za skupn-

0# i GtDp Jer se za skupove 1}( i Wi-fp stovovi doxae

zuin na 1otl aadin,

STAY 1.5. Ako niz kretanja {fn(pm,tf} , (fnfaf) uni-
forrnoe xonvergira ka funkeiji f (p,t) za sve £ I, 1 ako Je
fg(fo{p’tl)’tz) = £ (p,ty + ¥, ) za ma koja dva broja iy,t,% I,
onda funkeija fo(p,t) pripada familijil F

L4

P
Treba samo dokazati da funkcilja fO(p,t) jiespurjava

avojasya T 1 IT DS,

Iz avojistava III, fc(fg(p,tl),tg) = fO(p,tl + t2) glo-
duie da je za t, = O, fo(fo(p’ ),0) = T (p,t }s 8 1nzd jJe ty
pro;n?aljno i buduél da je fa(p, } = q ne{a tu ra nn trajek-
toriji fo(p,l), to je fa(q,O) za avako gq&f (p .

Dalje iz svojstva IXI sleduje da je za ncku tacku
= fﬂ(_p,tc). za ma koji hroj t €1, fo(r,t) = fﬁ(fo(p,to),t) =
= fo(p,to + t) = fo(p,tr), gde je stavljeno t, + t = t.
Xeprekidnost funkeije f (p,t) po t proivlani i uslova
stava, a neprekidnost po p doka?aéemo tako sto ¢evo za prolz-

volino izadran brod £> 0 naéi prirodan broj II(-§—), pn ée one
da =hor uniformne konvergencije biti

L £ 1
(10?) QLfD(Pk’t)] fn(pk!t)_l < -:'3- | )
. ¢
(1.3) 53’[fn(139t): fo(Pyt)J< "3" »

za sve n> N, a zbog neprekidnosti kretanja fn(p,t)

?[fn(Pk’t)' £ (pat)< %—

1) Ovde Jje Py = fo(p'tk)’ te je a obzirom na prethodno tvrdje-

njs £,(p,,t) = £ (p,t, + t), tj. tadke na fﬁ(p,I)u
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rn 3., t3. 8ko P 2 D kad k » o0 .
voglednje tri neiednako=sti zovaore da je

?[fo(pit)'fO(Pk,t)]<8, kad je ?(PE;P)<6(£«}: -¢o do-

Emzuje neprekldnnst po p.

NAPCMENA. Nejednakost (1.7) je lako dokacati Jer je
?[fo(Pkst). fn(Pk;t)] = Q[ (p,ty + t), £ (D%, + t)]:é

LO[2, (paty + ), £ (py £y + 8)] + F(f (Pt + ),
fo(p,tk + t)] s zda P, = fﬁ(pm,O) konvergira, prems uslovu

stava, ka p = fo(p,o), 3. f‘ﬂ(pm,t) afﬂ(p,t) za svnko 1
kad n Sco , Isto vaii 1 za (1.8j.

Akas Je akup svih kretanjis {fi(p,t)} = F(p€R,1€])
uniforrmo ozraniden i podjednako neprekidan, za t37 (t£-T)
onda je cb(“{l’) neprazan. To sledi neposredno iz togn, Sto
je tada I kompaktan skup i iz svakog nisa Tuixciia {fn(pm,t)}
moie se izdvojiti konversentan podniz za t32T (% £ ~1),

5PAV 1.6, 3kup graniénih funkeija C.‘Dps uzolizo ‘e od-.

sovarajuéi skup {Tm-} ozraniten, je zatvoren u suminlu meiri-
- ke date u def, 1.9.

i'feka je dat niz sranicnik funkeljs {gm(p,t)}cc#:)p
koji uniformno konvergira ka ga(p,t) Z8 t'aTo 1 doknZino da
go(Pft)erpi

Za proizvolinn £» 0 moZe se naéi dbro} Hl(%) tokav da

je

sup ?[gm(p.t), go(p.t)]‘f-%- ' zn  m> Hy.
t» 7T,

Uzmimo jednu grani?ﬁnﬁ fviizeiju gm(p,t)ecbp, ostojl
niz krat~nja, prema definiciji zranicéne funxcije,

N
(fn(p,t)J{_ Fp tako da je
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sup O[2_(p,t), gu(pst)]< 55 v 28 > (5
ty T |

iladjimo brojd N = max(Nl,Nz) i stavimo

T — ﬂup(TegTI’uiﬂTm?ria)g p& ée biti

T {p,¥), 21N L f (p,t), . (pst)] +
:’“-:ETS[ n{Prt)s 5P 8 E?Tg[np &P ]

+ 2%‘?'1' [g,(ps%), ge(p,t)] <&,

za n, >N, 8%to dokazuje da ga(p,t)gc}ﬁp.

STAY 1.7. Skup svixz graniénih funkelja 47: aizo je odgo=-
varsjuéi skup {Tm} ograniden, je zatvoren u smislu melrike
date un def, 1.9,

Jzmimo niz zraniénih funkzeije {gv(pn,t)} X231 unifor-
mno zonvergira ko go(p,t) z8 t‘nga'i dokazZimo da gg(p,t)€¢u

Za svaku graniénm fuszeiju gv(pn,t) poetoji neki niz
kretanja fk(pm,t), koji uniformno konvergira ka gv(pn,t), %8
£ > T,. Znadi, za izabrano £>0 moie se naéi broj Hl('%» o,
tako da Je

sup (£t 8, (e t)<F 4 3 KT
- 4y ‘

S druse strane moZe se naéi »hro] HQ(J%—Qprﬂ, tako dan Je

& <
81 ' t), s EX< V> N (emee),
t:;T§>[;V(pn ) go(p ﬁ E 9 48 2( 2

Uznimo broj N = max(Nl,Nz)'i stavimo T = sup(?o,Tl,...

,T ’il')’ pa ée biti

m
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? » V), ’ ’ gv ’ R
g%pm[fk(pm t), g,(p,t)] < :lggg[-so(P £y 3.(p, st}

+ :gg[fk(pm.t). Ev(pn't)]< —S— + -E- =c» za k>N,

‘3to dolzazuje da gﬁ(p,t)eqb.

STAV 1.7. Ako je svaki presek kona&nog odsecka 2p(To'T)
diramifloz levka Tp konekean, onda je i odpedalk TO(TQ,E) konek=-
san.

Pretpostavimo suprotno, t}. da Je Tp(To,T) = AUB, gde
su A 1 B zatvorani skupovi 1 A A, B A2, ANB = A, Prema uslo~-
v1 otava bife za ma koje t 111 Lij {£;(0,8)JCA 114

‘IJ {fi(p,t)}CB, Uzmimo niz brojeva {tn} takny da Je, recimo

{ fk(p,tn)}c A. Onda ¢ée zhog koneksnostl presekn 1 svaxi niz
{fi(p,tn)}ca (1¢])., To je, zbog udinjene pretposiavze, uvek
mosués naéi, Iato tako formirajmo niz {t}}, teko da je

{fk(p,t;n)}CB, ali da Je tn< t; za sayako m 3§ n, Jasno je

da se jedan od tih nizova moZe svesti na tadku.

Oznadimo sa t* gornju medju niza {tn}, poiits je
Toé{t:?] £ T. Pretpostavimo da fk(p,ﬁ')e B, Onda se mols nadéi niz
{$2), sde £, (p,t2)CA, tako da ¢! > t*, kad n 3> 0 , te ée pre-
ma svojstvu JII DS biti

X
;11; Jk(p't;l) = fk(P,t Yo

I'edjutin, zbog zatvoranosti skupa 4, tadka fk(p,fﬁ) ne rnoze
pripadati ekupu B, Ako bi pak fk(p,t*) €A, onda i se mogao
naéi niz {31’} sa osobinom da{f, (p,t2’YC B, takev da

t2* 5 t* kad m > 00 . Medjutim, u tom bi slulaju bile

1im fk(P't;) = £{p,t*) €4, 3to je nemoguée zbos zalvorenos-
m <> oo

ti skupa B, Znadi, tacka fk(p,t*) u ovom sludaju ne prip-da ni
jedaom od skupova A 1 B, 3to je iskljuleno 2z%0z naie pretpos-
tovke, Dobijena protivrelnost dokazuje stav,
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STAY 1.8, Ze araka talku peR vadl

(1.9) lf {fi(p,I)} C 1U{f1(p,1)}

gde 1 nrolazi skxupom indaksa J. Dokaz se 3izvodi 1a uobilajen
nacin,

Ako je broj trajektorija fi(p,I) konadan, onda u
(1,3) dolazi znslk jednakosti.

Todto inkluzija (1.9) va%i za svaku tadku p€R, to de
bitd

Py T 1Fe 7o ) *
) Uz, 6,1 CPLGJR Ul nf < L) Ut 5, 10)

pER

t3. sltn adherencija trajektorija DS familije F Je podskup ad=-
“erencije skupa trajektorija DS familile ¥,

STAV 1.9, Ako je svaki preseX S?; = U{fi(mt)} y 2de
i

’i‘o-@té;‘i‘, odssdka dinamidkor levka T_ kompakt, oada je 1 od-
nadak Tp 2,,%) kompakt.

. Uzmimo ma %X03ji niz tadaka {'pn'}c‘rp, gde Jje

Py = fk(p,Tnk Yo Taétnf‘ Te 1).. Pretpostavidemo da ru te tale
ke za n> XY (N je proizvoljno veliiki droj), na rarnin irajek-
torijana kratanja fi(p,‘h)c F, jer ako bi bile na istoj, onda
sdmah sladuje kompaktnost iz kompaktnosti luka fk(p;To,T)

([19], str. 330). Kako je niz {‘Em} ogranilen, to iz njeza

izdvojimo konvergentan podniz koji demo oheleziti icio sa ‘L“nk,

tnko da T, < ([, kad k¥ 900 . Obrazujmo presek 5P =
A

- Li}fi(p,'f). Kako je on prema pretpostavci kompakt, to se mo-

e 1z niza {fk(p,'t)} jzabrati konvergentan podniz {tkz (p.T)}
tako da rk (p,T) = fo(p,'[,'), kad k > 0 . DokaZimo da podniz
1

P E—— :
) d i %k, £ k.

asne je da Je k<n, nk-én 3
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R ira, %3}, d»
{pm“;\J niza {prﬂ takodje konvergira, %)

P, = Tk, (p,Tn ) 2 £,(p,T), kad k H o0 .

%bog konvergencije niza {fk (p,'[‘)} za & >0, po-
atoji bro] Hl(wr) > 0 takav da Je za k, > 111(—2—)

£
?[fkl (p:_{)a fo(?lr)]é N

Mo, zbog neprakidnoati DS moie se naéi N (---) > 0,

takav da jo za n, > N (T)

§Slee, (0T 7 (0T, >]<

2%o izabewenoc bro) N = maX (IEI,NZ),' ondn Ce poslednje

dve ~a2jednakoati dati

A EACRS) S AERC AR +9ft (0,758 (00T, K

L e
Time je dokazansa koavergencija niza (an =

- {f,':{ (p,"(_"ﬂk)} , a ujedno i kompaktnost odsecakas Fp(Ta'T)'
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2, STABILNOST U SIiISLU LAGRANGE - A

DEFINICIJA 2.1. Familija kretanja U[f,(p,%)]=F,
1

(p=const, f,€F), naziva se stabilna u emislu Lagranze-a,
(pozitivno, negativno stabilna), ako Je

5, = Ula e} (05 = U660 4 5 U {00

P

korpaktan ekup. OheleZimo ovu stabllnost kratko sa L(L*,L-).

Ako je za sve peR \_/ T
pPER P

daro raci da je familija DS F stabilna u smislu Lasgrange-a,
analomne su definicije za pozitivnu i negativnu stabilnost,

kompaktan siup ondsa

Odlizledno je da, ako se Tp nalazi u kompaktnon pro=-
storu 2, onda je familija kretanja lJ.{fi(p.ti} I stabil-
i

na, Jalja, sleduje iz definicije da za 1t stabilnz faniliju
kretanja skupa 'ﬁlpF , 8 prema tome 1 I)pi nije prazon,

dox za 1~ stabilnu, skupovi ApF i Api nisu prazni,
iko je familija kretanja ) {f,(p,t)} L st23iina onda,
i

kako 45 proizlazi iz same definicije, Je 1 svako kretanje

fk(p,t) L stabilno, Jer Je fk(p.I) kao zatvoren skup kompak-
tno~ prostora kompaktan. Isto tako ukoliko je familija DO P
1 atavilna, onda je 1 stabilna i svaka familija xretanja Fp~=

=l{{fi(p,t)} . Obrnuto ne vaZi: 1z L stabilnosti fanilije Fp

ne sleduje stabilnnet familije DS F.

Cesto demo umesto I stahilansti familije kreianja

L}{fi(p,tf},-pisati 1 stabilnost dinamickog levks Tp 114
i
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irace lavka Tp.

Napomena, U daljem izlaganju bide re¥i samo o L' eta-
nilnosti jer se za I~ 1 I stabilnosti stavovi izvode ma isti
nacin,

Uvedime pojam polucdstupanja i odstupanja skupova A 1
3, kako je to dato u [22)(str. 293).

DEFINICIJA 2.2, Poluodstupanje skupa A od skupa B,
zxojo éemo obelezZiti sa J0(s,B), se definiSe ovako:

J(a,B) = sup (1n£2(x,7)), sgde Je  1nfS(x,y) =P (x,3).
XsA yeB yeB

Udstupanje T (4,B) izmedju skupova A 1 B se defini-
Ee ga

T(4,3) = max[ T (4,3), T (3,8)].

STAV 2.1. Da bi levak T, bio I¥ stabilan, poirebnn je
1 dovoljne:
1° £1?¢ postoji 1 kompaktan je skup,

o -
2° 1im ﬂ(bg,ﬂp}:) = O

t = +00

3% avaki presek Sg_(T ja konadno) Je kompaktan,

Potrebnogst. Tretpostayimo da jJe O komprzian SXup,

P
Uomino niz ~(qﬁ} {fi(p,t j} gde t = +00 e kad n ~ 00 ,

{qn}cf (p,I) za ma koje fieF o Kako {qn‘,c T+ to s8¢ i% njega

moZie izdvojiti konverzentan podniz an = fi(p, ﬁ’), ede

-T = v

IJpF la kompaktan jer je Il ¢ zatvoren (v.atav 1.4.) 4

.
S) 7S Ty

Ako ne bi bio ispunjen uslor 2% nsZao b1 se niz prese-
~P | P
kn (utn} gde tn-e,wm , takav da Je W(stﬂ’ .QPF))E. Prema
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definlciji poluodstupanja, onda bi postojao niz tadaka
{Pn: l'n€ 32 ﬂ}. 9 (pn. Q.w)}& « Al% sbog kompakinosti skue
pa 'r; iz nisa {pn'! noie se isabrati konvergentan podnis {pn}.
takav da Py, Pos kad k 3 . Poito ofigledno p, ¢ Q“, to
Q Py, 0 Q.3) »0, kndkr@, 5to je u kontradikeiji sa nadom
pretpostavkon,

Ispunjenje uslova 3° je o¥igledno.

Dovoljnost, Treba dokazati da Je ;: kompaxzten skup
ako je ispunjeno 1°, 2% 5 23°,

Usmimo niz [qn's " { fk(p.tn)]c;f. Iz $otih razloza

kao u stava 1.9. pretiposiavimo da &lanovi niza pripadsju rase
nim trajektorijama familije kretanja LfI.J{ £,(pot)}e iko jo nis

{t,}s 2de Je t_> 0, ograniZen, to niz {q ] pripade konaZnom

odselk: levka, kojil je kompakian (v. stav 1.9.,). Trenma tome,
i niﬂa{qn} moZe se izdvojiti konverrentan podaiz, Usnino zae

tin dn t <> +C0 . Zbozx uslova 2% moZemo izahrati nkav oriro-

dan )ro,j By tako da je g, = felp,t, ) 4 T (s? , Qp}*’* % ?

n
Bdﬂkle sledl da postojil tacka rk&Q P takva dn Je ?(qn ,l't%

£ E o« A0k0o Jje prems 1° .Q. kornpaktan skup, to niz {' rk} no-

sono gaatrati konvergentnim, t3. Ji:lm r, o= D Znaci, o dati
> O
broj &£ 0 moZe se naél prirodan bro] k tako da je ?(rk.r)< %.

te Seno inati

?{qu,I‘)é' ?(qn Irk) ""_ ?(rksr){% »

odakle se vidi %onvevzenclia niza {q i Sto dokazuie ko pskt-

. w:i:h 1!""
nent sixupa 0,
* X

FPOSLEDICA 2,1, fko je familija xreiania ?p HL{({?ff?ftﬁ
1t gtabilaa 1 ukoliko NE: -Qp “‘{'Qpi* oada je .Op ko elksan

SKuDoe




Ako je Fp LY stabilns, onda je i svako kretanje A
ptabilne, ledjutim, za svako LY stabilne kretanje fi(p,t)
shup i?pi je koneksan ({19], str. 342). Kako je prema usrlovu
starn np E‘Qpi 75 svako 1zJ, onda je 1 Qp koneksan.

STAY 2,2, Ako je fTanilija kvetanja Fp Lt stadilna 14
0 ﬂiig , onda ja, ukecliko w -grsniénz funkelja fo(pa,t) po-

pif
gtoil, ﬁiﬁlpa, zde Js §2p0 skup granidnih tadnka funkcije

fﬁ(?ggt)a
Pod&ts 32 u tom siudaju 1 svaiko kretanje fi(p,‘b)EF.p Lt
stabiino, bide ze ma koje kretanje T, ({19}, str. 341)

1im ﬁ*[f-{p,t), (11 = 0, To znadi da se za ma koju tacku Qz(2,

% +e0 , ¥ad n,% co, takay

molle maéi niz vrajewa {tn;} ; gd2 t_

dn proizroljno izabranon broju &3> 0 odgovaras prirodan broj
4] (wgw}g takoe da je

it 2

{2,1) ?i“f (pe%...) cﬂ"f- < za gvake kretanje f.£F_..
+ Tt AL RS FRAIR - A ! i %p

edintinm, zhoz kompakiaosti iu}{fi(p,l+i} moZa se nadéi broj
i

I, (—5=), takev de relacija (2.1) 7a#l za ave funkeije £y, ako

je 2,7 Uy {Dokaz posladniesg tvrlienja je anclogen Xao u siavu

1.1)
Prama definiecijl ) ~granidne funkeije, postoji broj
Ty 0, tuko da le za svako T 1 za alz kretanjia {fm(p,t)}

- ™
sup O[T {p, %}, £,{pg et} 9 O,
m=y 00

& to z1adl de zs ved uvzato L7 0 mozz g2 nadl prirodan broj
e ?;'cl sfa A 1
ﬁ?awﬁ—o, tekar da ie

S—
tat

Ty, D2 (e %
{(Zoz ) 1551-ﬁ3?vw ‘ _
S 2oty -
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ra svako n N, gde t - +00, ¥ad n, v . Tako prena (2,1)
v . m
vaiil i nejesdnakost

(2.3) Pty (Poty ) G]< == 38 ngy I,

to ée se iz (2.2) 1 (2.3) dobiti, sko stavimo N = mex (¥,,H,),
nejednakost

ERCRNDE 1] <%,

koja vazl za svye n,.% N, Sto dokazuje da qeﬂpo. ITrena tone,
Q,< Q

FO3SLEDICA 2.2, Ako Je famili]a Fp ¥ gstahilne, onda je

pozitivna polutrajektorija w -graniéne funkeije, urolizo ova
postoji, kompaktan skup.

ObeleZimo We—granléau funkeiju sa fo(po’t) 1 uznimo
niz tacaks {'r }u {f (pys %, )} Ct (po;T,-i-m ) gde T odzovera

definieljl w-ﬂranicne funkcije 1 gde Je t > T za svako M.

Tratpontavimo da ’s - +0 o Xxad m 0, jer ako t teZi konfie
¢non broju dokaz ,je odigladan, Prema definiciji *rmicﬁe funi-
ciie za svaku tadku r, € f(po;1,+m ) postoji niz tacnka {pﬁ} =

= {f (p,*% )}, gde t >+ kad m » oo koji konvergira ka ¥
kol m-» @ o, S druge strane, iz svakog niza po m {p } moze
ge zhnf Lt stabilnosti izdvojiti konvergentan podniz {pn} =
= {fntp'tmk)}’, tako da pz" >q, kad ¥ 2> o ., Z2acl da se prol=-
jzvolijnom £»0 moZe naéi prirodan broj K(%—) takav dr je

oy

?(pg“, qn)-< -ﬁ;—- . za svako k 2> K,

Nedjutimnm, zbog konvergenclje nizova .[ }po n nole se naéi
druni bro) H(-F-) tako da je

?(rm, pm" ) & % za svako n>l.
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Kalko niz {qn.'l = q, 5to Je lako pokazati, to Je

SD(qn,q){-%- ’ za svako n> N,
Ao stavimo N, = max (K,N), to ée poclednje tri nejednckosti
datl

?(rmksqj‘<6 ’ za k>N

$to dolzazuje konverzsnciju niza {rm‘} a 1 kompaktnost
K
2,(DgsI7)e

IE¥MA 2.1, Ako je prostor R kompaktan, onda se 78 pro-
jzvoline brojave £>0 1 T &I moZe nadéi drugt broj §&§(§&,7)>0,
takav d1 je T(SH, sR)<E (SR = {f (P,T)}s 33 =

= Lg{f.L(q,T)}). ukoliko qeS(p, 5 ). (sa S(p,5 ) je ozaadena

& =okolina tadke p, a Tel),

Jvog kompaktnosti prostora R, familija Fp je, prema sta-
vi 1.1 podjednako neprekidna po pocetnim uslovima te proizvolj-
zo izabranom £ >0, odgovara Jjedinstven broj, za sve f1€ F
S{,2)> 0, tuko da je S’[f (p,%t),f (q,t)]«( &, ukolilo
1€ S(p,5). 28 svako kretanje kaFp bice ?[f (p,%), U{fi(q,t)}]
< £, znadi da je

?[’[L}g {fk(mt)}, Li) {fi(q,t)}} < &, =zaesvako |[t|LT

p’

Na 1éai naéin se pokazuje da je

TLY {23ca)s Y tetm el < E.

Kako 1 1 k prclazi skupem indekaa J s tO je

’C[ kj_){fi (Pit)}-@ L{, {fi(Qst)}]‘(E!

a kako ova ralaci;ja vaii za svako [t}{£ T, to moZeno napisati
da je  T(SR, Sp)< &, ukoliko je qe S(p,5 ).
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DGFINICIJA 2.3. Dinamidka cev skupa AC R nazivo ge

skup (UJ T, = (fi(p,I)}, U sluéaju da t varirs u Zonale
ped P peid 1

now raztisku, tj. da Je tl,g <t2, onda se skup l ){” (1:1,1: )}
pé'.d.

zore dinamicka cev gkupa A konadne duZine. Dinamidin cev Se-

mo o :¢cledavati sa Tys 2 dinamicku cevy konalne duline sa
T-ﬁ‘(‘bl’tg)ﬂ

Pressk dinamilkes cevi T, naziva se skup \ )S? =
- pEA

=U(fi(.’"ig“t' )}-'- L_} U:{fifp,'t')}= L}U{f (p,f)} » Presek dina-

micke cavi skupa A u momentu T abﬂlezavacnmo 8a S“}C .

LiiIIA 2,2, Ako Je proesto® R kompaktan, onda za sve ta-
¢ p zatvoranog skupa ACR vaZi stav: Za proizvoljno imasbraw
no £70 moZe se nadl broj H(E,T)> 0, nezaviman od tnlke p,
tako da je T(s? s Sq}-<€, ukoliko qe 5{p,8), 2%a svrko TET

‘l.(

Pratpostavimo suprotno, ti.da 6 zavisi ne somo od
neso 1 od tadke p. Onda se prema lemi 2.1. mo¥e nadil konvere
sentan niz tadaka {p“}c&. talto da za izabrano >0 od:;ovara
§pmokolina tadke p ., takva da je TSR} S3 )<E, za dato T,

ako je qe S(pn,én) Zako je linm p, = Pea, to mozeno uzeti $o=-
n *‘)CG

1171 Hroj N> 0 da bude ?(p,p )<5 za n>H, a ondn e biti
"C'(SP-, E“)<-§‘- , gde je § (—2-) > 0 broj, koiji ile ndreljen na
07" NovY ﬁladaceg- ako kaS(p,& ) onda je 'T(Sﬂ Sk)<—! o O drugse

strane za ovo ‘Sp biée prsma pretposatavei, uopite 'C(S%’;'Sk)>€,
~de jeo tadka P, izabrana tako da S(pﬁ,s ‘CS(p,& ) 4
i é‘ L:a(nn,é ) Onda ¢a biti

T(S%;l Siﬁf)m‘é—cisﬁas } KX M(STtumﬂ)‘<£s

Zte dovadi do p“ﬂti veacncsti,

LEMA 2.3, Za tadku » kompakitnoz prostera R i nroizyoe
1jno &> 0 moZe se naédi drugzgi broj S{E£)>0, takav da je
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6(329352“)48, kadgod je [t* - t*’| < O.

Usniro jednn fiksiranu tadku p€R 1 proizvoljen hroj &> 0.
7bog pedjednake neprekidnost fi po promenljivoj ¥ moze se,
prana poslediecl 1.1 nadi jedinastvyan droj &(&)> 0, tako da

jo
Q[ 2,(py5%)s1y (p,3?*) <&,

za svakxo kretanjis f (p,t)erg xadgod Je lt’ - t“\({,(e) Na
osnovu toga, za svako kretanje I, (p,t) EFP imano da je

o2, (st Li){ficp,t")}] <&,
Yto zradi da je, ako pustimo da k prodje skupom indeksa j,

MY {tee) 5 Y (2, (e, 87"} | <E.

I3%c tako ss doblja 1 da J2

T[? (fi(p,t“)% L&) {fk(?.’c’ )}]«’Qa

Poste 1 1 k prolaze u orim ralacijama calim sltupem 3 g to Je
[ARNIEARRIE Lii{fi(p,t")}]x’ £,

odn. T(53,,5%+s) <&, kadgod je |t* - £2°] <& (E).

IEHA 2.4. Feka su dati skupovi P = {p} 1 Q ={a}.
Akxo svakoj tadki pe¢ P odgovara neka tatka qeQ 1 mrnuuo, svaw
koj tadki qu odgovara neka talka p€P, tako da je 'C'(S Sq)<E,
onda je 1 T(S sq)-c £

Uzmimo najpre par fiksiranih tadaka p 1 q, tako da Je
T(sB,89) < €, onda je 1 JT(s?,sH< €, gde Je Q = {a}.

alke oe posiednla nejednnkﬂa% mota formirati za svaku tadku
pel, onda j® CT(S SQ)< , Na isti nalin se pokazujs da Je

i 7{ (SQ,S£)< £ . Prema toms je ’C(St,ag)«i & o
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18MA 2,5, Za proizvoljne brojsve £€>0 1 T>0 noxe
gz nacl druzl hroj §( £)>0, takav da, ako je T{i,B)<«d, gde
g A 1 B skupovi u kompaktnom proztoru R, onda je i
T (5), s2)<E, 23 ma koje [t| <1,

Izaverime brod €50 4 nska je S (& )> 0, za koje je
T{LB)<LE: Iz te nejednakostl sleduie da za svaku tadku pel
nogtodl bar jedaa tacka qEBlc.B tako da Je f;'(p,q)z;ég Prema
lami 2.31. Je

(2.4) sk, sh< &, 1)

za syako |i| £ T. Isto takn sleduje da za svaku tnlku q’¢B
pgstcji bar Jedna tadka p’c¢ A1CA takva da je ?(p’, )<,
a odatls

s . on? .q? =

(2.5) T(sY , 83 < =
za BYaKO i";}éTa 1z (2.4) prema lemi 2,4, proinlazi da jJe
& 1y

o 3 S ; .d'-ﬂ-é 3
TS, Sgt) < 5 8 iz (2.5) da Je TS, Sp)<5

onda jo tim pre 1 T(SB?, s§1)<% , te dobijsmo

T(sh, sPigest, By« wisBe, sty ish, sDH<g,?)

5%0 Je trebalo dokazati,

S

STAV 2.3. Uvek je St

> 82 gds jaS:Sp =
t1+ t2’ tl

= 1 e, (p, 800, 1€
fiip 17 J

Sl

1) 3. Bl je ohelaian g Xup g7ih 4tacaka q za kolise voii l"elﬂﬂija

(2.4), Analogno je unudinjeno 1 za sikup A,.

E) Tacke p’eg A]_CA odigladno rmadoveljavalun ralacija (2.4).
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1+ %
U{f (2,(p,tq)t,) Y 4 onda e bitl x = £, (£, (p,3;),%,), gle
ie k neki broj iz J. Ako stavimo £, (p,%4) = p,, onda je
x = £ (pk,tz). a kako p, € Sz , tada 1 x efk(spl, tz)C
c&)(fi(st yt5) ) = % = s} .
¥rema dafiniciji 2.3, preseka dinamiéke cevi T,, tj.

praasokn S% = lzlfi(ﬁ,t), ako je skup A = Sgc s 5de je 1 fike-

girnne, bife
gP
%o . \UJ 53558
S, 0 = 3 S
t qu% t S t !
o

Yto govorl da presek dinamidie cavl presska dinamidkog levka

’.'i."p za neko Piksirano t sadr®i presek levke gvake tadke c:1~‘.'.-‘5P
o

zn to t.

DEFINICIJA 2.4. Za niz zatvorenih sxupova ﬂl’ﬁz""’
;n?.., rata ge da metridki konvergira ka skupu A, ako se za
ma kakav izabran broj €>0 mo¥e naéi prirodan broj N(E), ta-
zo da je za svako n »N ispunjena pejednakos? ’(’(An.-’s)‘(&- Skup

A se zova metridka granidna wvrednosi niza sxupova {:Aﬁﬁ i pi-

e ge

lmA = A .
n=> @

Lﬁko je pakgzati da ‘je metridka granicéna vrednost niw-
ma skupova zatvoren skup.

Ka osnsvy leme 2.1. vidi se da je u kompakinom prosic=-
ri, 8Xo Py > P Xad n = O ,

Py
m S, nSE,

n < oo

»q gvako $t €1,




"‘-lr

téltl. >i zatvoren skup, onda Je 1 odsecak [ RPN
xog levka T zatvoren skup u odnosu na metriis: - .

STAV 2.4. AKO Je PrustOor it XORLARG®ds & .lo.i. S5 2o 1F had
} .

P
Uzmimo niz tadaka [q}C T, {6y, 0,0 o

1im q,n = Q@ 1 dokal imo da 1 tadka qe;p(ﬁl,ﬁ?). Todyo i
1= 00 ] '

iz konwver~entnog niza délimiﬁan niz { oedbelezimn = clipnta
insto sa {qﬁ} i pretpoataTimo da je q = fk(p,tnk). ~de ‘e
tl\- 'l:nkg' ta 1 zde ¥ 30 83 n. Jer ako bl poley od :ckog n
q, € fkg(p’tl'tz)* tj. Jednoj trajektorijl, dokaz je oligle-
dan {v.[19], sitr., 330).

Niz brojeva ‘{tnf} sadrZi konvergentan podniz, koji

ceno imto obaleZiti sa {tn ’j. Stavimo da je lim %

K k=> o0 k
= toé[tl,tzl 1 konstrui3imo niz preseka
D
{ otn’} . Prema lemi 2,3 1 def. 2.4, bide
lm SP a 8P 1
k->::o t'ﬂ: to * )

odaklo se, prema definicijl odstupanja, vidi da

q = o

k-&man to

et 3 £e P
Kako odoecak Tp(tl’ta} > 3t° s %o kiit;)an = q;Tp(tl.te).

Ako uzmemo niz {q.} *z{ (pyt )}eﬂp s Bde £ .€ r"?]_stg]! on=
da Je zbog zatvorenosti skupa S@o 1im o) = qes@ CT (1:1.132).
FOSLEDICA 2.3. U uslovime stava 2.4 odsedak T pCt1ota) Je

kompaktan sikup.
Dokez Jo oCigladsn, 2zbog zatvorenosti odsedka 7 (tl .ta) .

e e

) O¥igledno onda i odgovarajutt niz { qnl konvergira ka g,
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DUTINICIJA 2.5, Za familiju DS Fp kaZe se dz2 se moze

translatorno pomerati, sko je za ma kakva dva kretanja

fi(p,t), fk(p,t)an i ma koja dva broja tl,t2 €I ispunjeno

£, (£,(p,81)s ty) = £, (EL(D,t5), ty).

Takvu familijuv nazvademo tranalatornomn,
Primey 2. Tieka sa Fp gsagsioli iz dva kretanja:

rd‘
8 cos (% + %F-

ey
w
t

.n-‘--“
e
!

£c(pyt) .
e a sin (t + %%0

+ t2 + —%—

.

M
i

cr . o Lo .8
(nl.1), cde je p tacka P( V?"Tﬁ)' N

T

S C Q)
Uzmino da je %4 = il ndn je ‘
' ‘ ’

x =0 N

\

ri(p,tl) :{

y=a

CheleSimo tacku P2(0,a) 88 Py, pa je

£, (£,(D,87)st) = £,(p,,%). Kretanje

fk(Pz't) bide dato jednacdinama sl, 2.

I=t2

y=1;2+a-

fk(pQIt) 3{

Ako sad uzmems da je t, = Va , onda ée biti
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X = 8

£, (2, (Pyty)st,) = £, (Dpsty) :{3 o

70 jo na slici tacdka P3(3,2a).
Fodjimo sad ohrnutim putem, Uzmimo opet t2 = Ya, pa

je
a
X =8 +
£ (p,t,) 3 V2"
a
y=a +
V2
"o Jje tacka P,(a + féz y 8 + —E-). Obelezimo Je 82 44, P8 ée
1777 v3 V3 1

kretanje fi(pl’t) biti izraZeno jednadinama

X = a [1 + cog (t +.;%:0]

2.(pq,t) :{
i‘¥1 o
Y = 8 [1 + 8in ('t + 'é:'-)]i

Uzmimo opet da Je 8= ;%;., pa ¢emo dodbiti

X =8

fi(fk(p’tz)' tl) x fi(Plvtl) 3{-
y = 28,

Gto zadoveljava gornju definiciju.
STAV 2.5, Ako je familija Fp translatorna, onda je i

familija Fq’ zde qup translatorna. Dokazimo to.

Uzmimo ma koja dva D3 £, 1 fk iz familije Epg slkko tacka
qeﬁ?p tj. ako je g = fi(p,ti), ade Je fi makakvo kretanje iz Fp,

ondn je 1 familiis Fq translaterna,

Uzmimo ma koje kretanje iz Tp i primenimo definieciju
2.5, pn e se dobitl

fi(fk(pttg)l ti + tl) = fk(fi(Ppti + tl)' tg ), ti.
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fi(fi(fk(pit2)lt )!tl) f, (fi(fi(P: )'tl)'ta)' 1
prizenjujuéi def, 2.5. dnhijamo

fi(fk(fi(p’ti)'t2)'tl} = fk(fi(fi(p*ti)'tl)'tg)’ Ogﬂ-

fi(fk(q’tZ)’tl) = fk(fi(Q!tl)lt2) >

gto dokazuje translatornost familije Fq.

lleka sad taka qef) ., tj. 4 = 1im ¢ (p,t,), zde
pl ne> 00

tn-‘*}-l- o0 kad n &> mw., Podjimo od relacije
fi(fk(P:tz),tn + tl) = fk(fi(pitn+ tl)’tz)'
(t,2%7+8,€ 1 ). HNju moZemo druk¥ije napisati,
fi(fi(fk(p’tQ)’tn)'tl) = fk(fitfi(Pitn)rtl)ttQ)t
odn., primenjujuéi opet uslov definicije,

| £y (E (25 (pyt )s%,5),84) = £L(£,(£,(P,t, )0%4),%,).

Kad predjemo nﬁ limese kad n - oo , dobidemo s obzirom na ne=-
prezidnest, |
fi(fk(q’tZ)'tl) = fk(fi(q'tl)'t2)'

Potpuno isto hi se dobilo da smo uzeli tacku iz Slpk’ pa zbog
proizvolinid kretanja fi i fk poslednja jednakost vaZi za
ma koju tadku qeﬂpF

veka sada qeT N T, 1 q¢{)l ;. Onda ¢e posiojati niz

1) = {£,(Psty)} » ade m > 0 sam, gde moZemo bez povrede op-

Stostl uzeti da t, >t,, ksd n S 00 . Tada je 1lim q, = 4. Kako
n4>00
je qne Tp, to Je prema def. 2.5.
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£, (£,(8,,t) s ty) = £,(£,(q,%,),t,).

flad predjemo na limese leve i desns sirane pusiivii da n > oo ,
dohijamo

Tine Je stav u c2losti dokazan.

STAV 2,5. Ako je familija DS Py LY stabilnn 1 ako se mo~

e ona irans’atorno pomerati, onda je i familija £,y gde tacdka

q 1eZi nao m. kojoj trajektoriji kreianja iz familije I
gtabilna,

Wity wllapulll

Treba dokazati da je skup Tz z l_}fi(qi,1+) kompak=-
i

+an, ?mtpostavimo da q = fo(p’to)' gde (p,t)GFp 1l uvedimo

o
preslizavanje kompaktnog skupa T; u T; 3
(2.6) L} P + _:f_a. U +

tako dn svako]j tadki fi(p,tl)e T; odzovara tacki fi(q,tl)eT+ .

. q
Dokasiimo da je to preslikavanje neprekidno.

Uzmimo najpre tackun » = fi(p,tl)e T; i jznberimo ma
£oje brojeve £>0 1 T > 0, koji odgovaraju neprekidnoj zae
visnostl funkeije £ € F od poletnih uslova, tako da bude t, ¢ T,
zde Je t,> 0. Nadjimo neku talku & = £, (p,t,) eT;. koja lezi
u S5( &)=okolini talke r, tj. da bude

(2.7) 9(1"3) = ?[fi(pstl)l fk(p’tg)]<6 »

Vzell 810 da tafke r 1 8 leZe na razliditim trajektiorijama, iler

ako laze na 1s8toj trajektoriji, odn. na trajektoriji jednog is~
tog krstanja, dokaz je odigledan.

Tadke fi(p.tl) i fk(p.tz) se putem preslikavanjs datog
odqosom (2.6) preslitavaju u tadke fi(q'tl) | fk(Q.tg)s koje
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ove pripadaju polulevku T = U{f (Q.I+J} pa ce biti =hog
q i 1

translatornosti familije Fp
(2.8) 9[fi(qlt1)lfk(q.tt2)] =?[fi(fo(p’to)'tl)'fk(fo(p'to)'
t)l = Qe (2 (paty) st ) a2 (2 (p,t,),t,)]

ledjutim, prema relaciji (2.7), a zbog svojaiva 11,
DS rastojanie iz (2.8) postaje

(2.9) ?[fi(.Qstl):fk((htz)} = ?[fo(rs to):fotartg)]‘fa .

rako nejednakost (2.9) vazZi za ma koju tadku
r = fiip,tl)e T; s time je doknzana neprekldnost preslikava-

nja ¥ polulevka T a ‘I";.

P —
- + + - “w g "
Uzminmo sad dve tacke 1:':l i rke Tp ~ Tp. Ako tacke ri

i rkET: Qpl?" onda ce biti

®; = 1im £.(p,t.) i *, = 1im £ (p,t.)
1 n#mi 'n ke m—E?ook g
gdo t 1 ¢, S0 , kadminSoo .

Kakes tackama fi(p,tn) p fk(p,tm) putem presliksvenia ¥ odgo-
varaju talke £,(q,t,) 1 f,.(q,t) 1 ako Je $(r,,r)<S,
onda se loko dokazuje da je ?(Bi.ﬂk)< E, zde je

g, = 1im f,(q,t. ) g, = 1lim £,.(q9,%t. ).
i n_:?mi_'n’ k n_)mk'm

Zaiata, ako stavimo ?[fi(p,tn),fk(p,tm)]-(é, onda Be
dobija

Ol 250a8,),2(q,t0] = Q[ 2, (2 (Pt o) st )2y (£,(R0tg)sty)]

Pl (25 (Pat ) t,) 2 (£, (Baty)st,)]< O
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1ad predjemo na granice kad n,m & o , dobidemo posle uiinje-
ne translacije

Fl1m £, (0,800 Um 20040 = P[£o(mgt0)eTo (it <6,

odn. ¥ (8,,8,)< ¢, Eito dokazuje neprekidnost.

Na slidan na&in se dokaruje neprekidnost preslikavanja,
ako Je ?(ul,u2)< &, gde su tacdke vy 1w, date sa

= 1im £_(p,%,) = lim £_(p,tq)
1% oo e k! ir-gcit Mokt M
a t,. 1 %, uzimaju u opitem sludaju razne konalne vrednnsti,

)
fime je dokazana neprekidnost preslikavanja ‘f’ gkupa
T; u skup T;, a ujedno i kompaktnost skupa Tz;

Analocgno je 1 sa We-graniénim tackama kretanjn fi(p,t)e
€ Fp. Keko je familija F_ translatorna, to moZemo poci od iden-

tic¢nosti

P

(2.10) fi(fk(p'tl)’tr) = fk(fi(p’tr)’tl)'

Budnéi da je ‘1‘; kompaktan skup to iz nlzova {fk(p,tl)} 1

{fi(p,tr)} moiemo izdvojiti korvergentne podnizove, “adriie
mn, unroifavanja radi, iste ozrake i za te podnizove. ikn pre-
d:emo na limese u identidnosti (2.10), onda Ce zbog neprekid-

nootl preslikavanjia f1 1 fk bitl

(2.11) 1im £, (£, (Pyty),t, ) = £, (1im £,(p,*t ) t,)
riru:i * "1 k rerani ’ O S

gde ., 2+ 00 , ty P o0, kad r, odn., 1 =>00

ila levoj strani u (2.11) imamo tadku qié;gl i’ gde Je

stavljeno py = fk(p, ), a na desnoj f (31,1:1), gde tac.;.a g eﬂpi.
Tacka 95 odgzovara konacqom yremenu tl' Ako pugtime da 1-»c0 ,
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tadka qy ¢e konvergirati nekoj tadki qﬂe()nti. gde n.ke ka.
a fk(si,tl) nekoj tadki v € 'Q"Sgk’ Kako primenjujuci oha limee

sa v (2.11) moramo i na levoj i1 na desnoj sirani doditi istu
talku, a isto bi se desilc da smo primenjivall limese ovrautim
redom, ﬁb znacl da se, ukolixo je familija Fp traaslatorna §
1," otabilna, ta definicija translatorne familije DS moZe se
profiriti kad t,, odn. t, teZe beskonalnosti,

LEMA 2.6. Neka je familija Py L” stadilna. iko

p, &£ (p,I), onda je .Qp g = 1,5 z& svake krelanje f, ¢ Py

..,, P

Zhog LY s:abilnosti skupovi 'Qpi su neprnzanl za avae
kj iEjl
Ako py = 2 (p,ty)eT, 1 ako qeﬂpnk, to je

ngrgo fk(pm,tn) = ¢, No, to moZemo, prena svojisitvu III DS napi-

a~ti kao

1im £ t )2Yim £ t + t = q.,
i GO k(Pm' n'= e k(p! m n) q

Kako %, + £, % +00 , kad ns ® , zaadi da je g granicéna talka
niza {fk(p'tn + tm)} i da q_E.ka. Prema_tome, 'Qp-mkc ka. -

Obrnuto, ako uzmemo da qE.QPk. to lim £, (p,t,) = q. Polto je
n=» 90

Pm" fk(p!tm)! %o Jﬁ P = fk':pm!"tm)i pa Je l};‘;k(?ltn) =

o éé?&ik(pm'tn-gﬂ) = q. Kake je %  konalno, to t =t < +o0o kad

a3 00 1 qeQ ,, odakle sicduje da 0..¢c) .. ove in-

vk P
| 1 | |
kluzlje daju .mek = .kau )e
1_"""————— _
) é4ixledne je da za kretanje fk(p;t) je '£)Hmk = Ilpk‘ gde

p_ & £, (p,I¥) 1 ako ono niju L* stavilno, samo sko £, po-
eBo3s K pIL
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.apomena. U specijalnom sludaju ako je ‘Qpl?‘ =.Qp,

ona ako u fermuli (2.10) pustimo da prvo 1 pa » 111 obrnue
to teio beskonalnosti, tadka p dolazi u skup I)p i ostaje u
njemu ez obzirs koja kratanja fi’fk iz Fp budeno uzimali,

Zalsta na desnoj strani u (2.11) dobideno, kad 7 = o0,
s~jore taliu qigﬁp . No, prema lemi 2,6, qie..Qp. Ta levo]
1

avrani dobidemo tadku fk(si,tl), gde 8,€ .Qp. Ao pustimo za-

tin da 1< oo » onda zbog L' stabilnosti 1 potpune i varijante
nostl skupa .flp, dodijamo opet tadku knoja je u 0 y 0AYRw
v20 1 na levnd 1 na dernoj mstrani jednskosti (?.11).

POSLEDICA 2,4, Iz leme 2.6, neposredno =ledi dJda, ako
je Tamilija Fp LY stabilns 1 ako je re T;, onda je

9(Qp};_¢., 'QrF) = 0, gde je ? dato metrikom u smisln rostoja-
nja dva skupa ([19))

‘s _ | +
CCigledno da je ?(.QPF, ‘QrF) = 0, gde re¢ Tp i kad

faniliin Fp nije 1t atabilna, samo ako §2PF peatoii.
FOSLEDICA 2.5. Slup svih tafaka {p}, za koje jo nd-
~ovarajuta familija kretanja F_ = i?y){f (p,tj} ranclatore
P ayYiT .
na, le poipuno invarijantan,

Zaista, ako q ¢ 7, koja je translatorna, o5-da fe po
Btava 2,5, 1 familijg Fq = U(fi(q.t)} translator-a, tj., ta-
3 |

¢kl q = fk(p.tl), gde je fk ma koja funkcija iz fawilije DS F,
od=ovara translatorna familija kretanja Fq. 1).

DEFINICIJA 2,6, Heprazan, zatvoren i pospunn invarie

ininn skup zove se potpung minimelan skup, ak%o se u je~u ne
sadrii skup, koji poseduje goraje nsobine.

Hepokretna tadke p = fi(p,t) za swako fiﬁin pretata=
v1lje poipuno minimalan akup, |

) iko takve tadke nazovemo translatornim, onda moiemo redi,
akup avih transiatornih tadaka Je potpuno ivvariinntan,
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lioZe se pokazati, analogno kao u [i@j (~:%, 374} ds
svarzi potpuni invarijantni, zatvoreni kompaktni srup a-drzi
nexi totalno mininalan skup, kojl je odigledno kowpnizian %nao
zatvoren podsikup kompaktnog prostora.

Ako jJe prostor R kompaktan, odizledno da on sadrii
potpuno minimalni skup.

ilapomena. Ako je Tp potpuno invarijantnn ekup I ako
qE‘I'p, onda 1 i"i(r,t) GTp, gde je r» ma koja talka na ’i‘q.

Zalsta iz 4y€T_, sleduje da fi(q,t)ET . Uzmine rETqr

P p
* ='.:L"k('11.'C') < ’i‘p, jer fi(q,t)e Tp. Onda zbhog 1av-rijant=
nosti ’,_-Tp mora 1 fl(r,t)e:l'p za ma koje 1 1 svako te€1l.

SPAV 2.7. Da bl itranslstorna familija kretnnja.Fp bie
la L7 stabilna potrebno je i dovoljno da su ispunieni sledeéi

uslovis

12 Ako reT;, onda Je 'Qr]? neprazan,

29 'flpF je kompaktan,

3° Svakl presek Sg (T je konaéno) Je ronmpaktan,
Potrebnost, Iz LY stabilnosti familije F_ sleduje na

oonovu stava 2.6. 1 L' stabilnost familije DS Fr =LJ{f1(r.ti}
» §

a to govori da je SQIF neprazan skup. Ispuaiezie snials dva
uslova je oéizledno,

Jovolijnogst. Ha oenovu stava 2,1. dovoljno 3e doknz=ti

da je lim (Sg ,IIPF) = O, Ako pretpostavimo obrauto, io zna-
t< +00

1y
¢i da se moZe nadl niz preseka J{Sg } 3 za koje ic
JI (Stn,QpF)‘?,E, gde je & neki pozitivan droj. Ovo apeg
~ovori da postoji niz {pnk?{ , gde Py, = £.(prt,), (k€J) )r

trizav da Je g’(pn . _QPF) },E. Na osnovu uslova 1° Q.p P je
K

Nk
e
)

U=zmine da tn-) +00 , kad n » @ ..

2) k u opStem sludaju moZe uzinati sve vrednosti iz t] .
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neprazan 1 prema poslediei 2,4, bice
Q( QP I {1 F) = 0, Zbog toga se za portojede & mole 1ndd
o

nexi broj N>0 1 niz [T Y}, (T 7 0), tako da je
= . .
?(rnﬂ, QPF)<6, gda rnk = fk(pnﬁ, L,n). za 8vakxo 23 (E ).
Ao acpilemo da je p. = f,.{(p. , 0}, onda se zbog neprekidnos=-
n K n,

t1 nole nadi neko 0T, < '“C'n, takvo dn Je

(2.22) Ol t(py +Ty)s 2 5] = €.

Prema uslovu 3° i stavu 1.9, dinamidki polulevak kona-
Ene "yremenske duZine" je kompaktian a to znallil da jJe T; lokale

no ko?::rpaktan skup. Zbog toga 1 uslovs 20, S(‘ﬁplﬁ’zé )HF Jeo

kompaktan skup. Kako, prema (2.12) fk(an,Tn)ES(QPF,EE );-.,T;,

to se 1z niza {fk(pnk,'l‘n)} = {fk(p'tng*' Tn)} moZe i~dvoji-

t1 podniz koji konvergira ka nekoj tacdki QQEPF, knd 71> o0,
%10 je u nrotivreénosti sa (2,12), Time je smtav doika=an,

STAY 2.8. Ako skup aAZ R, gde Je R kompaktan prostor,
onda Je 13punjano’ako 'le z.a Svako F'-‘EFX S.E zatveren SkUP)

“A oA
St = bt

zn svnko t2 I (S U{f (A,t)j "L, (f (p,‘c)g
p=

A J:

C S e« Uznimo tacku § &at.

"'E

RokazZimo najpre da je S

Ao q & S'% s Onda ¢33 Sf, pa je gorn;ja inkluzija »d—ak ispunje~

na, stoga pretpostavimo da qﬁsg Sé. Tada postojl niz {'qn‘}c

s-‘g = Li’{fi(.@.t),} takav da . >4d, kad n D®.

" Nizu {qm odgovara, zbog jednoznadnosii preslikavanja
fi’ har jedan niz {p ’C A, takav da Je 9, = fi(pn,t)(ié.j).
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Zbhoz kompaktnostl prostora R moZe ss iz niza {pn-', fzdvojiti
Xonvargentan podniz, koji demo isto obeleilii sa {Pn]li koji
xanvergira ka tadkl peX, kad n & co. Ako sa {qn} oznadimo
ol~ovarajuéi podniz konvergentnom podnizu {pn], onda Je
otisledno da niz {qn} ronrerglira ka %tacki q, kad n 00 .

‘Axo g8 poals nakog n» N sve aldke niza {q jnalaze
na jednoj trejektoriii fk{pn’l)’ t}, ako je za n>l g =

= fk(pn,%), onda da sz dobiti, vosto primenime invertano pre-

plilkav:inje

o= lim £, (q_,=t) = £ _(1im q_,~t) = £, (q,~%),
T S est Ins N L S

Ndayde nroizlazi

| ,
Q= £,.(p,%)€ (i’{'fi(p,t)}c\ij pLefi {2;00,9)} =

- - A
L{{fiiﬁ,t)} = Sﬁu

t

Ako tatke q, posle nekog a> N ne le%e nn jednoj
trajekxtoriji, tj. ako je q, = fi(pn,t), gde 1 < o0, kad

n <>co, onda pokafimo najpre da q = lim qnésg. Pretpostari-
| N <00

mo da ‘e naprotiv S’ (q,sg):;,»a_ . 1z odnosa P,—> Py kad n«> o0,

proiniizi prems definiciji 2.4 da je 1m SPrw 5%, ti. da se
n=: 0O ¢

za p'wizvoljne nmalo £€>0 moZe nacéi prircdan bro] Hl(nfh),

takay da je ’C'(S?;"',Sg)< -%'— za svako 2 >l,, 8 to dajs relaci-

Ju

. . 5. .
(2:13) TsI™s< ==, za 1>l

™ . ' _ | Y -y - v T "{1 p
Jaljs, kako je g, = fi(pn,t}, t2 prema tome, Incka @ &Si7
to se moZe napisati da je

(2.14) g‘(siﬁ,qn) < _%__ .
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§ odzirom aa konvergenciju nize {q] ka talki q, to veé
uzetor broju & odgovara prirodan broj !2(-3-). takav da je
(2.15) ?(qn,Q) < 18.- ’ za n732-

Ako stavimo da je N = max (HI,HQ), onda nejedaakosti (2.13),
(2.74) 1 (2.15) daju

? (‘hsl.g)< 8’

Sto dovedi do protivrecnosti, PoSto je Sg zatvoren akup to
qesg « Prema tome, moZemo staviti_ da je za neko foe F

.\
q = fo(p,t) € fﬂ(I’t) C St »

P

§t9 .dadﬂ gfc Sf-

Jokazimo inkluziju Sf C Eg._ Heka tadka q& S§ -

- {£4(X,+)} . onda postoji neka funreija f e P, 1 talka

v\ _ ' A X
PE A, tako da Je rk(q,-—t) = Do Ako p€ A onda Q€3 C S, te
Je gornja inkluzija odmah zadovoljena, Stoga uznino da
peEX N\ A, Tada postodi niz {.pn‘}ca tako da P,>p, kad n> o0 ,
te }e onda

Y0ty 00t} C Ylry ) = she X

Kad pustimo da n =00, onda ée biti na osnovu leme 2,1,
def, 2.4, 1 prema poslednjoj inkluziji

S? = Imn SP7ax 1m f,(p_,t) EI
' ade ¢ n->coL1}{i a }C v’

-

Jer je St zaivoren skup. Kako je poslednja inkluzija zedovo-

ljena za ma koju tadku p-z.-’_-.ﬁ, gamine tim je zadoveljena 1 inklu-
i o~ Qi

zija 3% C 5%,

Obe inkluzijs daju
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S‘E = SE , te je time stav dokazan,

AV 2.9, Neka je u kompaktnom prostoru R ﬂp skup
We-~raniénih tadaka familije Fp. Ako je familija I5 trane=-
1atorna, odda postoje Ww=graniéni skupovli familija Fp, zde

«
je py = 2, (p, ), za ma koje £, €F 1 |T| < T (T Je proizvo-

1jan brod) 13 Q. = {I_(r>0).
P, P
Teks su T>0 1 &0 proizvoljno izavrani "wrojevi, a

6(-;'-)'.-'" O broj koji odgovara podjednako neprekidnoj mavisnos-

$1 familije Pp = U{fi(p.t_)} od podetnih uslova i neka tadka
i

g€ .Qp. S obzirom na konpakinost prostora R moie sc nnél pri-
rod~n vroj N(& ), kojl odgovara broju S (-%-), tnko de je

?[fi(p,t; ) )8 q]-(f) za svako kretanje fie Fp i savnko n2> N,
Irena svojstvu Il DS wide za neko kretanje fke ‘Fp

?[fk(fi(p.t;).'l').fk(q.'[‘)]< -‘%—

zZa 8Ve l’t“._é__T { za n 7N,
Tediutinm na osnovu yranslstornosti familije Fp Je

£,(2,(p,T )otd) = £,(£3(put3) T,
tako da ée za ma koja dva kretanja f,,f,€ Fp biti
£
?[fh(fk(plt )'tg)sfk(‘llt )]é "'Z i

(2.15) O [ £,(2,(p T Noth) it (LTI 5 &

odakle Je

OTe, (£,(p,T Do D)1, (£, (2, T 25 [< €.

PoSto Je p, = fk(p,?f), to znadi da je
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h pl
(2.17) n-t?mh( (P T )sty,) n-:mi( L(PeT )rt ) = 2 €

€Q, , zde en £, 1 £, ma koja kretaaja iz F,. Uzi-ninéi u
By P
ohzir Cinjenicu da, sko q%flpk onda 1 qéflpkk,,gde jo py =

= fk(p,'i.'), pojedinacdno za svako kej i svsko Tel, vidi se
da Q) -granidne tacke Py iz skupa .Q-p_ ne zavise od iadeksa

X
17 7, t3. od kretanja £,(p,t)EF, ). PoSto smo obeleiill

P

fk(P.r) s& p,, onda, kako je prema lemi 2.6. ﬂpgi ’Qpi

% svako 1877, to je .Qp = £, Bto vail 7a avakn So¥ku
<
Py fk(PnT)ET;. Prema tome Je za svako k

Lo =l -
Sl TN e T ‘Qp'

Jadnakost (2.17) pokazuje ezzistenciju skups We~rrani-

énih t~Caka familije kretanja.Fpka

POSLEDICA 2.6. Ako je 4 zatvoren skup u kormpakinon

proatoru onda 1 presek S% zatvoren 1 kompakian skup.

7aista, kako je onda A = A, to ée prema stavu 2.9.
bits

A_ A _ LA
Sg = S; = Sy

Prema tome S% je i kompaktan skup, kao zaivoren skup
kopakinog prostora

1) Sa -Qp je orelefen sicup W =craniénih taénks Yenilije
¢ 1
Fpk3tj' slup talaks r_ za koje je ¥, = i;?afi(pk’tn)' z8

ave fie F,
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3, STABILNOST U SHISLU LJAPUIOVA

DEPINICIJA 3.1. Pamilija kretanjs F_ = U{fi(p,t)}
P 3

naziva se stabilna u smislu L;}aguﬁova (pozitivno, negativno

stnbilna), ako za proizvoljnoc izabran broj £>0 moon se naél
vrojevi §,(€)> 0, tako da je ?[fitp,t).ritq.t)ka. ukolie

ko je ?(P'Q)(Si (p,qSR) za svako £;€PR, 4 svoko t 61

(t‘tﬂ""w ),tef-m 9 OJ)-_
Tu stabilnost &emo skraéeno obeleZavati sa s(s¥.37).

Ako je jo% pri tom ispunjen uslov

. %j-_)‘mi[fi(p,t),fi(q,t)] = 0, z8 svako fie I-‘p

stabilnﬁat ge zove aeimgtatska.

Odmah se vidi da iz S stadilnosti famillije Fp sledi 1
S stabilnost svakog kretanja iz te familije,

Ako se pod uslovima go¥nje definicije moze naéi za da-
to £70 za svako kreianje fi(p,"a) jedinstven brod §(& Y7 O,
onda se stabilnogt zove podjadnaka.

¥ toku daljeg izlaganja uglavnom femo navoditil definlel-
je 1 izvoditi stavove kojl se odnose na gt stabilnost, jer se
dokazi za S 1 S” stabilnost izvode na isti nalin,

STAT 3.1. Ao je kretanje £, (p,t}€F, S' stadilno,
onda je 1 kretanje fk(pl,t), gde je py ma koja ta’za na pnlu-
trajoktoridi £, (p,I7), S* stebilno.

Haka Je Py = fk(p’tl) proizvoljno izabrana, ali fiksi- )
rana tadka na polutrajektorijil fk(p.I+). Kako je kretanje
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£,.(p,%) st atabilno, to se za proizvoljno E>»0 mole 1261 dru-
zi hrol 5k(£)> 0, tako da je ispunjena necjednakost

(3.1) 3‘[fk(p.t+t1).fk(q,t+t1)]< 6, 78 8ve t+1:1> 0,

ukoliko je S’(PN)(ék-

Kadjimo sad bro} 51(5]‘))0 prema urlovu II, DS, & to
ée reéi za uzeto 51:" 0 1 neki izabrani broj T> O moZe se
noéi drod 54(5 )7 0, tako da Je

(3-2) ? [fk(pl’-tl)’fk(ql'-tl)] - ?(P'Q)<6k ’

ukolikoe Je g (pl,q1)< 61, za -tlé-&. 1)

S druge strans nejednakost (3.1) se moZe, prean syojs-
tvu ITI DS, napisati kso

O £ (e (prty) s 00,2, (F(aity)ot] = Q[ (1o 0aty (a0 <6

gde je kao u (3.2) stavljeno fk(q'tl) = Qe
Poito uzeto &, u krajnjoj liniji zavisl od &, to po-
slednjn relacija dokazuje stabilnost kretanja fk(pl,t).

SPAY 3.2. Ako je familija kretanjn F_ = U{fi(p.t)} s’
P 3

stabilqa 1 translatorna, oada je 1 familija Fr =\{(f1(r, t)}.
rde r& '1‘;, s* stabilna,

f'eka je tadka p€&€R 1 neka je uzeto proi-voljqo £>0,
Odrevimo orojeve 7, (&) saglasno uslovu II, DS. irera nslovu
stnya, mogu se naél Hrojevl Si(ﬂqi))() tako da je =a svakeo
1€ ] 4spunjena nejednakost
I) Rako svako] talkl q,¢ S(pl,ﬁl) pre~a relaciji (3.,2) odzovare
tadlka q=fk(q1,-t1)ES(p,§k), a nejedrakont (3,1) vnZ! 2a eva-
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(3.4)  G[2,(0,8),8,(3,8)]<T;  2a sve t>0,

uzoliln Je ?(p,q) 48 . Uznimo tacku r = fk(p,t ) 6"' , gde
je fk rna ko;je kraetanje iz Fp. Prema stavu 3.1 kretanje
£, (r,t) Jo st gtabilno, tj. za uzeto £ > O moie se naél Lrof

512170 tako da e
[fk(r,t),fk(a,t)] < & za sve t> U, 2)

ako jo g(r.s)(’ 61.. Rao Sto se vidi iz dokazn siava 3.1 mo-
%e se staviti s = fk(q,t ). Zbog translacije fomilije Fp 8o
dovija za svake 1€ J

QO £4(rs1),24 (5,00 = O£, (2, (pst,)8) 484 (080D, %))

> ?{fk(fj_(p't)'to)'rk(fi(q't)'to)] ’

70 8ve t5>0 1 srako ¢ .-.,(T gde 1T odgovara uslovu III DS. Zhog
to a ualcva. 8 prema (3 4) vazi nejednakoat

ARACKVACIOIE g?[fk(ficp.t) t ).fk(ficq.t) t, ] <E

%p OVAko £,EF 1 sve t?f}, Sto dokazuje stav.

ko q&(p,&k), to molemo uzeti da se tadka q 1z relacije (3.2)
po‘flﬂpa ga talkom q iz nejednakosti (3.1).
2) laprvi pon-led {z>leda da bhroj} 5]‘ ne zavisi od indezsa 1,

ato Bl u jzvesnom smislu dsvalo uniformnu stanilnost, lie-
djutim, ta zavisnost ser widil iz dokaza stava 3.1, =de 6

zaviai od indeksa k preko broja &’.k’ koji wajorira rasto-

janje talaka p 1 q¢. Ovde je to rastojanje 7ajorirano bro-

jen 6 1,' te zbog toga 51 zavisi i1 24 indeksa 1,
k
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POSIEDICA 3.1, Ako Je famili}a kretanja Fp u kompakt-
non prostoru podjednako st stabilna 1 translatorms ondz je %
R | ’
Fo = g{ fi(r,t) s gde r-.:-,-'r;, podjednako st stabilna.
Uzmimo na koje kretanje fk(p.t)&'?p. Zhog kompskinoae
4 prostora R i na osnovu stava 3,2 za proizvoljino £>0 moZe
se za to kretanje naéi jedinstven droj &§,.(£)»»0, tako ds on
olzovera S stabilnosti za svaku tadku Ye T"' ([19] etr, 385).

Ako sad fiksiramo tadky Y 8 uzmemo sva kratan.ja fi(‘hﬂi x *
(1¢]), onda zbog podjednake S stabilnosti broj &(&) odzova-
rn svim kretanjinma ri. Odavde sleduje da se za proizvoljno
E7 0 nole nadéi jedinstven hroj S(E )0 tako da Je na svaku
talu Y €1%] 1 svako kretanje £, & F QL (rt)2,(q,8)]<E,
ako je €@(r,q)<X$, tj. podjednaka stadbilaost fanilije T

D"‘FI"IIGIJ& 3.3, Famllija DS F = UF » 5de ;]o ACBCR

+nzliva ge g ~) stabilna u skupu A u odnosu na_skup B, ako se

za proizvolino izabrano £>0 1 za ma koju ta&ku p€A mosu naéi
brojovi Si(p.f. )> 0, tako da je ?[fi(p,t).fi(q,t)]< £, za
sve t> 0 (£<£0), gde £f,€F, ukoliko q€ S(p,54)" B.

Ako se za uzeto £>0 moZe u gornjoj definiciji naél Je-
dinstven bro S(L)> 0 za sve tadke p€ A stadilnuost éemo
nazvati uniformnu, a ako § ne zavisi od indeksa 1, oada éemo
re¢i da je podjednaka stabilnost,

Ako Je familija F istovremeno S* 1 S” stabilna, onda kae
Zemo da Je ona 8 stabilna, |

Ukoliko uz zadovoljenje uslova gornje definiclje Je 18-
punjen 1 uslov

;
(3.5) _L];’im;[fi(p,t),fi(q,t)_j = 0

ond~ se stabilnost zove asimptotska,

Skup svih tadaks q€&B(q¢ A), za koJe vaZi (3.5) cine
oblast privliadenia skupas A famllijom F.




WAPOIENA. Ako fe familija kretanja F_ 537 minilan 1
tr-nnrlotorna, onda je 1 femilija F =L“JFq E ginahilan n Alue
+.

U T;, u odnssu na naski sxup B:JT;. ‘o n1eposredns nraizlezi

iz stava 3,2 1 definicije 3.3, Dalje iz posladice 3,1 i def.
3.3 ne vidil da, ukoliko je familija Fp u konprktnsn prosto-

ru padjednako_8+ stabilna i translatorna, onda Je 1 (a+ilija

& =L_J?q podiednako uniformno st gtshilna u axupu T; u odno-

su na neki skup BD T;.
Umeato kompaktnosti prostora R moZe se m-hlevsoti, uz

sxtnle —slove, LY stabilnnet familije Fp, jer ir o-drn preva
def. 2.1 T; kompalktan skup. Ali, prema stavovinn 2.5 1 2.6

o1da je i svaka fqmilija.F (q::T )} translatornn i I stabil-

no, pa Je 1 svakl skup ‘: kompaktaq, a prema posledici 3.1

i svala familija F U{fi(q,t)} (q eTh) je pndjednko st
| 5 D

q::
atabllna, 3toga je v vaznoasti

3PAV 3.3. Ako je translatorna LV stabila~ friniliia
kratanja Fp njedno 1 podjednako s* stabilna, onda je i avae

xa fomilija F = LJF (qu ) podjednako uniformno 5% sta-
reTq
bilna u skupu Tq_u odnosu na neki skup B::Tq. 1)

STAV 3.4 Oblast privladenjs B potpuno invorijantnog

‘ekupa ACB familijom F =\_JF; je otvoren siup,
PEA

1y odisledno da je F9 = ui_U{fi(r,t)‘} . t3. uti‘a svih
r&T

fanilija Fr gde » prlpqda polulevknu Tt a qé*'.x'.‘+

q!
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Uzmino ma koju talku p €A 1 ma koje krstanje |
fi(p,t')e?p. Zbogz asizpiotaks stabilnosti moZe se ua ma kee
kvo € >0, nafi éi(p, £ )>0 tako da, ukoliks je

Q(3,0)< 8, (1€ 2,a¢ A), onda Jo Gy (ma12s2y (0, ] <E 4
?(fi{p‘t)l'fj_{qﬁ%)] -~ 0, kad §t d+e0 ,

Proma tome, moZe 22 nadi brej TY 0 takay da vail ne-
Jsd~akosd

(3.6) Q[ eytpamat (@] < 16, .

Ne, uslad svojstys II, DS za brojeve 51 1 >0 moia se
naél odgsvarajuél droy 6,7 0, takay da ukeliko wei(q, 61),
(r¢f A}, onda Je

(3.7) lest@mry=m] L =5, .

_Hajadn#koati {3:.5) 4 {3,7) dajnu

Stavime filp’.T) £ pie A, pa ¢ea zhoz uslova stavn Hitl za
istt broj 1 €]

Un 9ff, (r,741),8, (54,8)] = O,

“to kazulo ds i ta¥ks 7€ 5(g,8 1) prigada oblastl priviaia-
njax B, %j. 43 j2 B otvoren skup.

STAY 3.5. Axo Jo Tamilija P LU 2, (,%) trazslatomna,

a7 ;'5+ gtabilna, gdls je i’@(pa%} L) =rranidia Tunkelja familie-

2

g ¥ r»a nd¥o 'i:.';,T, anda jo 4 f@{q,t) Wegranifna funkeijsa

P

familids 18 yé

ja taCka levka 7

za isto to 2T, gds 39 q w i’a(g,%@) @ koe

p?
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Uzmimo proizvoljno, alil fiksirano £»0 1 odredino oroj
$S{Z )>0 kojil odgovara gt gtabilnosti funkecije £.e Za to
molomo, prema definieiji w =granicne funkelje naéi drugi
yrod (S )7 0, takav da bude

:?T? [:fo(p,t),fn(p.t):l.(é za n>N(S ).

Po mnali, da je za svako t3T ?[ro(p,t),fn(p,t)ké, ukoli«-
ko je n>W(S). Onda ée za talku q = £ (p,t,) bitl, prema

unlovu stava za svako t»T 1 svako n 2N(JS)

g)[fn(%t),fa(%t) = g[fn(fz(p.to),t),fo(fa(p'to)’t)] _
=02 (2, (py8) s 65) 124 (£ (P 1) 0)]

To, kako Je ?[fg(p,t)-,fn(p,t):](é, onda ¢e zbog s* stabile

nosti biti ?{fn(q,t),focq,t)]<£ za svako t2T 1 n>N(&)
a to z7a¢1 da Je 1

gng?[fo(q,t),fn(q.t)]<5. za n>W(S(E) ) = Hy(®)
7/

5to dokazuje da je fo(q,t) () =granidna funkeija fanilije Fq'

ﬁagomena, Ako graniéna funkeijs fo(p,t)ein, tj. is-~
putjava uslove I, 1II, III D3, onda se ona 20Ve ~raniéno
kretanje familije ¥

L

P
DEFINICIJA 3.4. Kretan]e fo(p,t) fanilije Fp naziva
8e Q"’QQ‘} stabilno u adnoﬁu na fé.miliju F;ch, axo se 2za

proizrvoljno izabran broj &> 0 moZe nati realan bro]
P(E)>0 (~T(EZ )LO0), tskav da Je

S [2,(pst)s2y (s8] LS




za sve t3 7 (t<£-~-T7) 1 sveko kretanje fie F; o Y)

DIFINICIJA 3.5. Dinamidéki sistem f € F’ nazive se
Q+§Q"[ stabilan u ndnnsu na familiju F'C F, ako se na pro-
izvolino izabran broj £ > O, moZe naéil broj T(€ ,D)> O
(-2( & ,p)<0) takav da je za svaku talku p€R

(3&8) ?[fa(Pit):fi(Ptt)]é 6

za sve t,7 (t L£~-T) i svaku funkeiju fié.F'-

Ako broj T u def. 3.5 zavisi samo od &, pirhilnont
ae move uniformna.

Ako jJe DS f_ istovremeno Qt 1 Q" stabilmn, onda éemo

recl do je on Q stabilan.

STAV 3,6. Ako je kretanje fo(p,t) Q¥ stabilno u

od1ssu na familiju Fp, koja je podjednako st siabilna, onda

je 1 kretanje £ _(q,t) gde je Q€ S{p, D), ¥F stanilio u
adnosu na Fq (&= &§(E) ).

Izaberimo nroizveljne £ O shodno definieijama 3.1
4 3.4 1 nadjimo bro} T(%)}O takav da je

& 1
Q{fo(p,t),fi(p,t)]< =5 za svako t 2T 1 ovako f,€ Fp.

-,
Prena def, 3.1 moZe se naéi bro] 5 ("5')> 0, tako d» za
svaku talku qQ€S{p,d ) vaZe nejednakostl

Za fu’ fie Fp i svako 2 0,

I wr d L - Lot
Y 0Qficledno da je onda i cela familija F; QT (J") siabilna,
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Poslednje tri nejednakosti daju za svako “reicrnje
fie Fp

@[t tat), 2 (a,8)]< € za sve 13T,

£to dokazuje da je kretanie fo(q,t) Q" stabilno, Ila isii na=

Zin oe dokazuje Q  stabilnost.

ﬁnaIOgno se dokazuje 1
POSLEDICA 3.2, Ako je DS f_(p,t) (p€ACR) uzoformno

Q" stabilan u odnosu na familiju F = |\ ) B,y & fanilija F po-
peh

djednako uniformno S* stabilna u 4, u odnosu nn skup B, onda
Je 1 D3 £, (q,t), gde q¢S(p,$)NB uniformno Q¥ stabilan u

odnsau na familiju P? =L__)F .
qesng

Iz def. 3.1 vidi se dan zsa podjednaku S stnhilau fami-

1iju P vaZl inkluzija

P
fi(s(pié ) t) Cs(fi(p!t)r £)

-

za svako t&€I 1 svako kretanje rier

Isto tako se iz def. 3.3 vidi da za podjed-ako unifor-
mo 57 stadilnu familiju DS F u skupu A u odnosu nc skup B
vazi

£,(S(4,%),£)CS(,(a,1), E),

za avako t€I 1 svaku funkeijn fie F.

STAY 3.7. Ako je kretanje fo(p,t) Q" stabilno u odno-

su na translatornu familiju Fp aU{fi(p,t)} (p = eonst.),
i

onda su i sva kretanja fo(r,t), gde '!'GT;, " srabilma u

O(‘.nosu na fﬁmiliju Fr = ki} {-fi(r,t)} @
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Izaverimo proizvolino £>0 1 dovoljino vellro *y% U !
aa~lr~sno svojstva II; DS 1r~djimo bra) 5(E£,79)>0. Irera

dJefinicljl Q7 stanilnosti za taj brod & moze ne naci
(& )>0 tako da Je

(3.9) O ttpat)ety(py)] < & 2a t3 1 evero £,aR,,

mmimo proizvoljnu,ali fiksiranu taku r = fk(p,'tk)s'r;,
zia Je ‘tkgéml. Onda dée 8 obzirom na transl-iornori fa-i-

11 e Fp, biti

?[fo(r;t)tfi(rtt)] n?[fo(fk(p.tk).t),fi(ft(p'tk"tﬂ -
-?[fk(f'o(p't)’tk)'fk(fi(prt)rtk)] .

I'edjutinm, prema svojatvu III DS na ornowvu nejednaxosti
(3.9) dohice seo z.a'ltk‘:é'rl

S) [fk(fo(p't)'tk)'fk(fi(p' t).tk)]< 8 >
te jc onda 1

?[fo(r,t),fi(r,t)] < & za t7 T,

%to 8 obzirom na proizvoljnost izbora tacke r doknruje siav,

STAV 3.8. Neka je u lokalno kompakinom prostoru famili-
jaF ={JJ?t (p,t)} L stabilna, Ako je pri tom ona i S sta-
p Y 71 {

bilna onda je skup talaka {q'} = {q:qETp = Uffi(p.l)‘f}
otvoren. 1

Premn urlnvu teoreme svako kretanje fi(p.t)EFp Je L
{ S stabilno, te je skup tadaka na svako] trajektoriji dina-




rillzne levka Tp otvoren, ([19j. ate., 427), 8 22ln Je 1 c20

levak Tp ¥an unija otvorenih afxupova oLvoren aud.

3TAV 3.9. Neka je familija Fp 3t gtanilne n lokrlno

kompaktnom prostoru R, Ako je o1a pri tome LT ne~tahilan,

onda je skup .K) prazan.
Pretpostavino suprotno, de skup ﬁ] nije pracan. Onda

postoji tadka q eﬂp, tako da je z= svako kre tatrje T (Ppt)_l’p

(3,10) 1im £ (p,t } =
n<> oot

gde ti St00 , Xkad B 200 o S druge strane zLog L
noati posto,ji niz {q'l, {f (p.’C) )} iz kXo~a se ne nois

jzdvojiti konvergentan podniz. (n} m); neki od Hrajeva T’m
n

mo~u »iti jednaki, iako su im jndeket razliciti,

4
vretpostavime 1ajpre da T >+ , kad = > mo. Iz ni-

i 2
ZOvh {fi(p,ti)} (127) notemn izdvoiiti dijnzo-nlan 1z

} {f (p,t' )} knji oCigledno konveracira Lo g, kad
&?0, koiji odmovorr 3% girhil-

nonti 4 odredimo N(E ) itako da bude ?(rm,q)w. -%—- 7za mP»N,

{rmly na ovaj nacing

m -g;s 00 o Izaberimo sad hwro]

Inpiliine nizove {qn‘} i

(qn.!ﬁ {fm(pmt Tm“)} i {rm} = {fm(Pm:tm‘n)} s ‘o Je

nmoruée véiniti, jer sme ialke p, nalaze na treajekiorlijama

4 (p,I) 1). Odredimo brojeve {em’f takve da bude
Q(rm,i‘m(pm,ez)] < za svako kretanje f . 2a Gmétéz;

bice ?(rm’fm(pm't)]> %. palje dobijamo za prirodan ol

N

tvlm

I e 2 - ’
) utﬁ?lja:jut}i, recimn fmfp,Tm.q) = fm(pgtm + tm'ﬂ) o




%5

m> s,

0 [0rrpr8D] € § () + P rtutraeOB<h

Zre8i £ (pm, Gm) &5(q, £ ) za svako m >N, Zbog konpakinosii
0zoli e S(q,e ), iz svakog od nizova {f (pm,em)} mor
g¢ izdvojiti konvergentni podniz_wi. xoje éemo uproiienja ra=-

di, obaleiﬁti istim oznakama. Onda:ja

(3.11) 1inm ¢ (pme ) = q,€3(q, £ ), 2a svako m>HN,
n> o™ oI <

31i¢éno %ao u [19] (str. 421) moZe se pokazati da hfojevi
{Tm -6 } neo"*‘raniceno raqtu kad n S 0, za svako m> N,
n

Dalje se doxqz izvodil kao u {19], ali ga navodimo radl
celine,
| Uzminn sad ma koje kretaije fm(p,t) (m>n) 1 nadjimo,

aaclaano 5% stabilnosti broj 6m(-8§~) Xako je pre=s stavu

3.1 1 kretanje fm(fm(Pm’ 92).1;) ST stabilno, to 6m zavisi 14
a1 ke fm(pm,e‘r‘:). Odredimo prirodan broj M,, tcko da je-

wo ngyl, prema (3.11)

(3.12) Q[ql.fm(pm,eﬁ)] < 6,

Uemrizo 7 GI;; i odredimo prirodan droj Nl')H takav, da jJe
t - 1} ("C' em: Onda de biti e .(6 +t- H<

Ny
<tmN4' No, za to vaZi nejednakost ?[rm,f (pmem b t-g )}
> 5, a prema (3.12) bide

2

ey e, -

| | |
= £ (£ (Daty)s Tp) 1 £(0st,) =9y, to e biil fm(pflmn)ﬁ

= fm(pml Tmh )I
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? {ql'fm(pm’ 9?0)]4( Sn 1 ?[ql’fm(pm’ egi )] < 8!‘

Prinenjujuéi dvaput S* sta’ilnost dobijamo
Q[ 2alayst ~ O )ty (r, 0)]< 5
m ql’ N,’'%'m Pmt 'g'

?[fm(ql’t - ego)rfm(l)m! 9}'}1 + t - 9;0)14 "2""-

Fornirajmo nejednakost
[ artaP OF, + t - O7)]<Frp ) + [ty 8)]
+ Q[ £n(ppet) oty (ay,t - eﬁo)]+ O[£(ay,% - 5,0 En(Pys 31 +
F b - Q’Iga)] .
Odnvde premas gornjem, sleduje
?[q.fm(pm,t)]'7 g— - %— - —E'g - —Eg = % o

Kako Je t)QE proizvoljno veliko izabreno, to je poslednjs
~ o

nejed-akost u kontradikciji s tim Sto ?[q.fm(pm,tm )] 0 kad
i Seco ., n

m
n
Ako uzmeno niz {fm(p'tm.n)}' gde je 0<tm.n"4-T' a T ko=
nacan 1 pozitivan »rol, onda sve tacCke fn(p’tﬁk) leZe u sferi

ko1acénoy polupraénika S(p,d), 8 zbog lokalne kompaitnosti, iz
¥ojez niza k t d o'rani-

ma ko3 niza oblika {fn(p, nk)}' gde Je niz (tnk} 0’ rAn

cen, mo¥%e s izdvojiti konvergentan podniz. Zaacl da za nekom-

paktnoat skupsa T; dolazi u obzir za rasmatranje sany rluce]

kad niz £ 5> +o0 , Zto je proulavano gore, Time Jje atav u

poipunosti dokazan.

DIFINICIJA 3.6, Familija DS ¥ naziva se onra:icens,ako
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za makckav ozranifen skup A za svako preslikavanje fié F
aitup fi(A,I) je ogrsnicen, tJ. fi(A,I){_‘,B", gde jJe Bi nekl
o~-rai’en skup.

Analozno se definife pozitivio odn. nermativio orranice~
nag Tanilija DS F. 2a te famnilije Je fitA,I+) odn., fi(A,I‘)',

orranicen skup, tj.
ti(a.r“)CB{. odn, £,(4,17)C B3

gde su.B% i B% neki ogranifeni skupovi.

BPINICIJA 3.7. Familija DS F naziva se potpuno pozie
tivno ozranilena, ako pestoji jedan onraniéen skup D, tako

da se z2 svaki ogzranifen skup C moZe naéi broj ‘Tel, takav
da vaZ%i inkluzijs |

£,(C3 T, +00 ycpl, za svako f,eF.

Ao je pri istim uslovima def. 3.7 ispuziena inkluzija

fi(C; -00 ,“C)c,D% za svako f£,&7F,

onda ce familija DS zove potpuno negzativno ozranitens.

Iz potpune ogranilenosti familije F ne sleduje njena

oxzranidenost, a isto tako ne vaZzi ni obrnuto.

U definicijama 3.6 1 3.7 skupovt BY, Bi, B}, ol 14 o}

zovise u opStem sludaju od preslikavanja f, TF. iko sc mozu
naé¢i takvi skupowi nezavisni od f1 onda se orrariéenost na-

ziva podjednaka.
| STAV 3.lo. Ako Je DS foéaF ﬁi uniformn?_gtabilan u odno-

gy na familiju P 1 ako Je 3(¢, & Y2 BCA, onda 1z uslova 1°
£,(8,T')c & 12° £,(5(4,E)3 T, +o0 )CC, gde & 1 T odgo-

varaju definici}i Q' gtabilnnsti sleduje
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£, (B;27,+00 )C8(C,E), za svako £, €%

Prema uslovu 1° proizlazil da je za ma kakav Hroj
tle [T,+oo ) 1 ma koju tadku pe B,

fo(p.tl)_e A,

a na osnovu definicije Q* stabilnosti i kako je BcA bide za
svako fie ¥

£,(p,t,)ES(A, C).
Onda je prema uglovu 2°, ako stavimo ri(p,tl) = Gy,
£,(243T,+00) C C.
Xako Je DS foeF Q+ stabilan, bide dalje N
Clesaqat)at (2,00 ]< €
za svako f,€ F i svako t€[T,+00 ), odn.
f,(az3 T, +00} CS(C,E),

te de 8¢ na osnovu svojstva III DS i zamenom za U =

fi(p;ZT, +00 ) £S{(C,E )}, 2za svako pE&D,

odn,
£,(B;2T, +o0 ) € 5(C,& ), za svoko f,€ F,

liapomena, A%Xo u stavu 3,10 Q+ stabilnost veil za ne=

ko T, umesto T, onda pri ispunjavanju svih ostalih uslova
stave vaZl inkluzija

fi(B;Tl-t-T, +00 )¢ S{(C, &), za svako £;€F.
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STAV 3.11. Ako je DS f o< Fy koji fe u odnncu ta fo-
miliju ¥ uniformno QF stabilan, pozitivno oxranifien 1 pozie.
tlvno polpuno ozraniden, onda je 1 familija F podjediako po-
n1tivno 1 podjedrako pozitivno potpuno ogranidena.

lleka su & 1 '1‘1 brojevi kojJi sdgovaraju Q"' stabilnog-
t1 din, Bistema f 1 neka je D stup u koji se na ssnovu def,
3.7 preslikava svaki ograniden skup. Ako uzmemo mo ko3l ozra-
nicen skup BD>S(D,£, ), onda de prema def, 3.6 1 uslovu sta-
va slup A = £_(B,I") biti ogranifen. Skup S(4,& ) je iakodje

ograniden 1 prema uslovu stava postoji broj T., tckav da je
fo(S(A, £ )3 7,5, +c0 )C D.
Hako Je zbog izabranih skupova B i A
S{D, &) CBTA,

to se moZe na familiju F primeniti stav 3.lo. Stoza stavimo
najpre T = max(Tl,Tz), pa e biti

(3,13) fi(B;2T, +00)CS(D, E ).

PoSto se skup B moZe proizvoljno uzeti, to je time is-
punjen uslov podjednake potpune ozranidenosti,

Podjednaka pozitivna ogranidenost familije F =leduje
neposredno na osnovu definicije Q stabilnosti D3 £, = iz
njesove pozitivne ogranidenosti.

HNlapomana. U dokazu ovog stava uzet je skup B koji sadr-
Zi skup S(D,&£ ) 1 za njega dokazan stav, Ako se ucne
ByPS(D:¢8), onda se uvek mole naéi skup B za koji je B>B, 1
B5S3{(D,& ). Kako fermula (3.13) vaZi za taj skup B, ondsa de
tim pre vaiiti i za B,C B.

DEFINICIJA 3.8. Zatvoren i potpuno invarijanitan skup
AC2 zove se ST (S7) stabilan u ndnosu na familiju DS I, ako
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sa zo proizvoljnb izabrano €3> 0 mogu nadi hrojevi 61(8))0'0
tako da Je 9[f£,(q,t),4]<E ukoliko Jo 9(q,4)<8,, ste

fiél". za sve t>0 (t<0) 1 svako 1€ J.

Ako se za uzeto €3> 0 moZe u zornjo) defif:idiji naéi
Jedinatven broy & (€ )> 0 nezavisan od DS £,, onda se ova

stabhilnost zowe Eodjedﬂaka.

Ako je skup A istovremeno st 38" stahilan onda kaZe-
mo da Jjo on S atabilan, |

Ukoliko Je uz ispunjene uslove def. 3;8 » |

1im ‘?[fi(q,t),.&] = Q, za svako f,;€ F,
to+00

kazalemo da Je zatvoren i potpuno invarijantan exup A agimp-~
totski ST etabilan u sdnosu na familiju DS F. Annlogzno sa
dalje definieija negativne asimptoiske gtabilnoatid,

POSLEDICA 3.3. Ako je familija DS B = {_J F, uibfor-

| - - ~ pea

mno ST stabilna u zatvorenom i poipuno invarijantnom skupn
ACR, onda je i skup A S¥ stabilan u odnosu na Faniliju F.

Zaista, ako su ispuajeni wuslovi def. 3.3 uzumifozwmu
stabilnost u odnosu na tadke pc ACR, t0 znali da se za pro-
izvoljno uzeto £>0 mogzu nadi za svaku funkeiju £f,€F broje-
vi 51(£)>0 tako da je za svaku talku p¢ga |

(3.14) 9[ fi(p,tyfi(q,t)_] < &, za gyako t >0,

ukoliko je S {p,q) < §,(E).
Uzmimo sed da Je §{q,A)<E5,( &) (8to xamje da je

inf@’ (2,71 (& }) i-da je zrdoveljens aejednakost (3.14),
péd 1 '

Kfako je A poipunc iavarijantan akup, to zna%i da je fi(p,t) =
e r'iﬁm. pa onds 1 za svako 1€l e ?[Ti,ff{q,'&)](g a

tim pre 3




61
Clafe,n]LE.

ST4AV 3,12, Neka je zatvoren i potpuno invarijanian ekup ACR
57 stzbilen u odnosu na DS £ € F, koji je uniformmo <F sinbi-

lan u odnosu na familiju P 1 neka je g> 0 proizvoljno iza-
»ran b»roj. Onda se moZe nadi brol T2> 0 tako da je zn svako

£, &7

O[2,(p,t),8]<E 22 2T 1 svaku tadiu peS(A,S) 1.

fleka bro} T(-%-)?'O od govara QT stabilnosti I3 £o0 tO
se zs izabranc £ mo¥e nadéi brol S (—%-)) 0, tako dn je pri
?(p,i)( S zadovoljena nejednakost ?[fo(p,t),A‘J{-%- y tJo

&
(.2;.15) iréfﬂ.e [fo(p.t),r] <L < » 28 §Ve t> 0.

S drugs strane iz uniformne Q+ gtabilnostl O6 fo' gle~-
dujs da Je |

(3.16) ?[fa(p,t),fi(p,t)]< -%-, 73 BVe fiGF 1t>7,

hilo za koju tadku p€R, pa 1 za p&€S(a, B ).

Yo kako Je nejednakost
O £, (0,4),81< Q2,00 ), 25 (2,8)] + P[£,(p,8),5)
ispunjena za sve DS fiEF j srako t+>»T, to ¢e se s obzirom
na (3.15) 1 (3.16) dobitl da je ?[fitp,t),.a].(S, uzoliko je

(p,3)< & , za ovaki DS f,eF 1 t3 T

POSIEDICA 3.4. Ako je zatvoreni 1 potpunn invarijante-
ni s7up A asimptotskl st gtabilan u ndnosu na DS fgel?‘, koii

e — i __

1) Broj & (& )>0 odgovara S¥ gtabilnosti skupe A,
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je uniformno Q¥ stabilan u odnosu na familiju F, ondn je i

1lim ?[fi(p,t),A]- 0 za svako 1€,
t=> +c0

Dokaz neposredno sledi iz prethcdnog stava a na 08n0=
vua def. 3.5 1 3.8, |

Ha osnovu stava 3.12 i posledice 3.4 moZemo refi da je
pod uslovom iskaezanim u stavu, skup A.podjadnako(asimptotskij
3* gtabilan u odnosu na familiju DS P, ali za vresme t 37> 0,
rde T( ¢ ) odgovara uniformno]j Q"' gstabilnostl DS foE.F.

Hapomena, Uz definiciju'stabilnosti krstanja £(p,t)
111 fanmilije kretanjain u smislu Ljapunova moZe se datli de-
finicija stabllnostl u skupu talaka trajektorije fi(p,I) 111
pojedinadno 111 celog dinamidkog lavka Tp = \{{fi(p.ﬂ}

odn. polulevka T; = L{ffitp,f’)‘ﬁ i '1‘; - L{ {fi(p,I')} .

Xako se onda trajektorija 1l1i levak odn. polulevak itretira
¥ao ckup talaka, onda se samim tim definicija stabilnesti
jednog DS £, € F 114 pak familije F daju shodno def, 3.3 gde
jo A skup tadaka trajektorije fi_(p,I) 111 recimo levka

Tp = LiJ {fi(PtI)} o

DEFINICIJA 3.9. Zatvoreni potpuno invarijantan skup
ACR, koji je 8* asimptotski stabilan u odnosu na familiju

D3 TP, zove se potpuno asimptotski st gtabilan, ako postoje
brojevi T],> O takvi, da ma kakc izabranom wroju £> 0 odgo-

vara broj B(EZ )> 0, tako da Je ?[fi(p,t),5]<5, zn sve funke
cije £,€F 1 svako t2 7T, ukoliko Js 5 (p,A)<My.

DEFINICIJA 3.l0. Zatvoreni potpuno invarijantni skup
ACR, koJ1 Je st podjednako asimptotski stabilen, u odnosu
na familiju DS F, zove se potpuno podjednako asimptiotsiki st
stohilan, ako pomstoji jedinsiven broj 71>0C za eve DS f4€ F,
takay da ma kojem &£ O odgovara broj (& )> 03 taks da je
za sve Tunkecije fie? ?[fﬂp,t),A]{i, za svako ¢ 2T, uko-




like je € (p,4)< 7.

STAV 3,12, Neka je zatvorenl i potpuno invarijsntni
skup A asimptotski st stabilan, u lokalno kompakinom prostoe
ri1, ¥ odnosu na DS f°€ Fo Ako je pri tom DS fo wiiformno Q7
stabilan u odnosu na familiju F, onda je skup A potpuno pod-
jednako asimptotski S* stabilan u odnosu na Tanilijo P,ze
neko t> T,

Kako je pod uslovima stava skup A potpuno asi ptotski
5T stavilan u odrosu na £, (flo?, str., 38), to se moZe uvek
naél sroj 5> 0 takav da za ma kakvo £ 0 postoji “roj

T () >0, tako da je

(3.17) P 2,(pst),4)< -%- ra t37,,

ukolixo je ¢ (p,A)Z 6 » Zhog uniformne QY stabilaosti fami-
11je 7 za ve¢ uzeto £ moie se naéi vroj T,(E), tako da je
za svalku tacdkun p€R 1 svakl DS e

(3.18) 9[f°(p,t),f1(p,t)] -<. -%— za t?;.-Tl.

llejednaitosti (3.17) 1 (3.18) daju, posto stavino 7 = m(TOtTJJ’

?[ri(l’"‘)'k]< < za t2,T 1 sve f,€ 7,

Kako Jje prema posledici 3.4 skup A podjedasko asimp=-
totaki ST stabilan u odnosu na familiju F, za t>T, to Je
prema def, 3.lc0 on i podjednako potpuno aaimptoiskil st atabi-
lan u odnosu na familiju F za t> T,

STAV 3.13, Ao je familija Fp podjednake S stabilna u

odnesu na levak ‘Dp 2 familija Fpu fo(p,’b), gde je fO(P,t)

sranicna funkeija familije F_ zm gsve t&€ I, je translatorna,

P
onda je& 1 ta granidna funkeija S stabilqa,
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leka je £>0 proizvoljan ali fiksirani Yroj % 8(-;-);0

bro] ko}l odgovara podjednakoj S stabilnosti, S obzirom na
definieiju grani®ne funkecije, moies se naéi prirodan broj

aboég). takav da je
| ¢
:?IQ[fo(P.t)'fn(P.t)]< % 28 svako a3 N,
5to ~ovori da je za svako t€ 1
(3.19) Ol 2,0, ), (p.t)](-— 28 n 3N,

5 druge strane zbog S stabilnosti bide

(3.20) Q[ 2,0, 82,2, (0,434

z8 avako nej, ukoliko Je ?(p,q)(cs.

Kako, prema pretpostaveci, talka qé‘l‘"\S(p, &), onda
e na osnnvu stavae 3,5 1 ¢ (q,t) granicna fun{cija ramilija
Fy» te se za veé uzeto & HOAO naéi prirodan broj HJ_(—-),
takav da Je

(3.21) ?[fofq,t),fn(q,t)] < '3'2'-' z3 n’;"H]_

i svako ¢S 1, Stavimo N = max(N ,Hl), pa ¢e za n» N nejedna-
kosti (3.19), (3.20) 1 (3.21) dati

Ol 2,(p:8),2 (L 0)]< &,

ukoliko Jje ?(p,q)( &, Eto dokazuje S stabilnost funkeije
fo(Pnt)n
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4. STABILNOST U SHMISLU POISSON-A

e LY sloe el =
BFINICIJA 4.1, Familija kretenja F_ L{ {fi(p.t)}

naziva ac Eozitivno (negativno) stabilna n smislu Polsson-a,

ako =:. vroizvoljno izabrane brojeve £>0 § T>0 (2L 0) moZe
ac 11¢1 broj tH P (t<-T, tako da Je

Tip,Sp)<E.

(0datupanje U(AB)je dato definieijom 2.2)

Ao je familija Fp istovremeno stahlilna u o2a pravesa,
reél éemo da je ona stabilna u smislu Poisson-a, Ovu stabile

noat cemo, kratkode radi, obheleZavati sa P, odn, P PT,

WEFINICIJA 4.2, Presek s{a dinami&kog levka ﬂ_'p -

U{'fi(p,II)} naziva se pozitivno (nezativno) stabilnom u smi=-
3 _

slu Tolsson-a, odn. PT (P”) stabilan, ako za proizvoljno iza=
brae Srojeve €5 01 TH»0 (T7<€0) moze 88 naéi bhroj t> T
(t$ T)’ tako da jO

T 058 4 & )<L &

Ako je preselk Sg stablilan u oha pravca %azacdeno da
w

je on stabilan u smislu Poisson-a, odn. P stabllan.

U daljem izlaganju govoriéemo uglavnom o_P+ stabilnos-
t1, jer se stavovi za P i P~ stabilnosti izvode analozno.
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Lako se moZe pocazati slidno kao u [1I4 | («ir. 75)

da jo za PT (P7) stabilnost familije F, potreban i dovoljan

uslov, da postoji niz hrojeva {tn} s takav da tn-b +00
(t,»=c0), kad n» ® , za koji je
T{pssgn) -~ 0, kad n > 00 ,
a ako je u pitanju stabilnost preseka Sg s Onda je
o

P goP
T B¢, 5%

POSIEDICA 4,1, Ako je familija F
in~, onda p E.O-p, odn, pEAp.

°+tn)""70j kadn"m-

5 P*, odn. P~ etabil-

Zalsta kod, recimo, Pt stabilne familije ¥_ Je

11;17:(1),32 ) = 0, gde Je tn-? +00, kad n =200, & go co réi
n~=» ¢o

da le za svako kretanje fi(p,t}EF 1im ?(p,fi(p,tn) = 0,

p n"'
-> 00
Iad tn < +00, TOo govori da pED-..P,

STAV 4,1. Ako je u kompakinom prostoru familijs Fp p*

otnhilaa, onda je {1 svakil presek Sg (to>0) polulevka ‘.D; pt
atahilan, ©

Yeka su £> 0 1 T>0 proizvolini ali fiksirani brojevi
1 neka im odgovara bro] & > 0 saglasno neprekidnoj savisnni-

t1 od poletnih uslova. Zbog PV stnbilnosti familije Fp noze

se za to 5> 0 naéi broj t 21 takav da Je T(Psﬂg-)< S, a
to z-nc) da je

St p,0)] €6

725 avako fiéF » Na osnovu svojatva II1 DS, a zbng zompaktnosge

P
t1i nroatora R bice opet za svako £y
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(4.1) Ol (ot 05008, + )] &,

za svako itO!fQ:T..Medjutim, prema dokazu iz leme 2,1 iz

najodnakosti (4.1) se odmah dobija da jJe
T[ t{ {fi(?ito)} ’ \g{fi(pito"'t)}] < 8’

t).
Tt » 5%, <&

%o va%Zl za svako {-tolé T 1 %>»7T. 3 obzirom na prolzvolj-
nont izbora broja T stav je dokazan,

STAT 4.,2. NHeka je dinamicki levalk Tp = g{fi(p,l)}

- potwuno invarijantan skup i L stabilan. Potreban 1 dovoljan
nglovy da zaivoreni skup A bude totalwo minimalan je da
1

)

Uslov ie potrsban., Ako pretpostavimo da je A totalno
minimalan skup, ¢nda ¢e za p£ 4 bitl 1 fi(p,t)E A, za svako

Tye 4 za svaku tadku pLA.

£, €T 1 svako t €I, pa prems tome 1 Tw=U {£,(p,I)jcA. Kako
i ’ Nl J

o
Ja & zatvoren skup onda ée biti i TPC he 08djusim ’I'p je ns

ooaovu stava 1,2 1 def, 2.1 potpuno invarijanien koapakian 1
zntvoren sXxup pa sadrii totalno minimalan siup tj.’ThtbiB.

ko b1 o4l B £ A, onds s n2 bl vio tocvalno minimalan skup,
4o Je suprotine praipoatavel. Znudl ?pf; 4 1 omdla je dakle
F o
i Ik g
p.
Usloy je dowvoljan. Uzmimc sad da uz pg A bude ‘f’p = A,
Ako pretpostavime da A nije potyuno minimalan skup, onda
i) Cesto umesto redi "potpuno® uzimamo red "totalno",

~




& D B, gde je B sad potpuno minimalan skup. No, ZJOg Nj8=
fiove potpune invarijantnosti mora biti pri poeiB 1
L,(Pyet)EB za avako 1 € J 1 svako t €I, a zboj zaivorenos-

t1 4 .:.pa(: B. Iz T]Jﬁ = ADOB 1 TPGC B sleduje A = B, Sto

sovori da je A potpuno minimalan skup. 1)

POSLEDICA 4.2. Neka je A potpuno invarijantan, zatvo-

ren 1 konpaktan skup. Ako je Tp = A za svaku tadku pegi,

o1da je A poipuno minimalan skup.

Zalsta, ako bi bio skup B C A {pravi dec), potpuno
niisinnlan, onda bi, s obzirom na njegovu potpunu invarijan-~

tnost 1 zatvorenost, iz P, € B, sledovalo da 'fp C B. Ali ka-
o

ko, zﬁeg uslova stava mora bhiri 55 = A, to 88 odmah dobilja,
@

273 1 gsvavu 4,2 da je B = A,

_ 'exa je A potpuno minimalan skup. Zbog njegove potpu~-
ne invarijantnostl i zatvorenosti b»ide za svaku talku p € A
i Tpc:ﬂ. Odavde sleduje da se potpuno minimalan skup mofe

del{inisatl kao unija adhersncija levaka Tp ¢iji "vrhovi® p

lefie u A tj. A = i P . Ako su svi levkovi Tpc A, gde

P
gad "C " oznacava pravi deo, zatvoreni, onda sledi da nije-
dan od njih nije potpuno invarijantang jer u ton slucaju ne
21 Hio skup A poipuno minimalan. HMedjutim, ako je Tp, z& ma
x0je p €A zatvoren i1 potpuno invarijantan, onda je '.Ep w A,
z& 8Vaxo pe A, Otuda 1 sledujes

571 potpuno invarijantni i1 zatvoreni levkovi Tﬁ Jednog
potpuno minimalnnz skupa A se poklapaju sa skupom A,

POSLEDICA 4,3, Nakxa je levak T_ potpuno invariiantan

¥
skxup, a Fp L stebilne familija 1 9 ma koja tadka u TP' Ako

) ﬁ; = A, Jer uslow dovolinosavi se odncsi na nm koju tedéku

ud, ts iz p_€ BCA jJs T; = A, pa je ispunjeta polazna

pretoostavka, © \
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qu 'fp, onda je Tp potpuno minimalan.

Iz q&T_ odmah proizlazi, kao u dokazu sinva 4,2 da

— P - -
M c® . za ma koju tadkn q&T,.. Prema uslovu stava T, > T,
I - R 4 P
te se 1z obe inkluzlje dobijas da je .'..D-q s Ep' za svaku tacku

qe T p* o, onda je na osnovu pnsoledice 4.2 skup Tp totalno

mininalan,

Obrnuto, ako Je E; totalno minimalan skup i ako jJe
za svaxu tacku qE.Tp Tq‘p ‘l‘p, onda je ‘.Eq = ‘I'p..

STAY 4,3, Neka je dinamicékl levak Tp potpuno invari-
;1nn*uin skup, a Fp 1 stabilna familija. Ako pri qup i
N € Tq’ onda Je "Ep potpuno minimalan skup.

Fretpostavimo suprotno, da Tp nije totalno nminimalan

skup. Cnda Efp: B (pravi deo), gde je B totalno mizimalan
skup. 2bog toga e zbog potpune invarijantnostl B bitl: za

ovako 4 € B 1 T, C B, odn. zbog zatvorennsti B, ch_ B,
Er_emn torne, B = \cI'é)B Tq, Hedjutinm, 1z p € Tq doiin se da

p € B, a zbog potpune invarijantnostl i zatvorenossti skupa

B ondn 1 EPC‘ B, Iz ove 1 prve inkluzije sledi Tp = B, 8Bto

znndéil da je T, potpuno minimalan szup.,

P
S5TAV 4.4, Ako je familija FP S stahilna, a Tp totalno

ninimalan skup, onda ukoliko tacke qQ & Tp, za nju vazl:
P €Tge )
Tretpostavimo suprotno, ti. da p & qu Tadn se moZe
nadél neki broj 4> 0, tako da je za ma kojn talim
£, (48,0 €Ty




To

(4-2) ?[p,fi(q.to)] Z, d.

Uzmimo sad proizvoljan srol €3> 0, £< 4 1 odrelimo

S (£)> 0 saglasno S stabilnosti familije F,. Tududi da

q e}'ﬂp, to pontoji talka £,(p,%,) & Tp taxyva da je
@[ 2,21(p,%1)] L & + Zbog S stabilnoati bice dalje

(4.3) - ? [fl(%-tl),?] L €"r

adjutim relacija (4.2) treha da vazl i za tacku fl(q,-tl)

Tq, a to je u protivrednosti sa nejednakosdu (4.3).

S3TAV 4.5 Neka Je familija Fp S stabilaa, a Tp

minivalan skup i neka je £>0 proizvoljan, ali fi+siran broj.
Onda postoji har jedna funkeija fk c F, takva dn ne za ma

potpuno

ko)1l konverzentan niz {qn} C Tp mozu 21ac¢i prirodan Hroj N
1 oroj T €1, tako da £,(q.,"T )€ S(p, £ ), z2 svako n3 N,
Teka niz {q,} = {f n(;:.,..’C'mk)-} konvergirn %a tadki

q, %2jia mora pripadati ".l"'p. Prema stavu 4.5 onda tndka pe q’

te s¢ moLe naéi realan bro] 'C 1 funkcija fk(q,t) & Fq, ta-
ko da Je

(4.4) Ole, (1, Trp] < <.

adjutin, zbog neprekidnnsii funkeile fk’ moZe se aaCi takav
prirodan broj N, da nsled konvergencije'qn ka q, Ddude

(4.5) ?[i’k(q,‘t )of (a5, T )] < %—- za sve n 2N,

Tejednakost (4.4) 1 (4.5) daju '?[fk(qn’ T ), p]<6,
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LEEA 4,1, Naka je levak Tp potpuno iavarijantan skup,

familija Pp 1 stabilna, a { qn'} C T ma kakav konvergentan
niz. iko se za proizvoljno 1zabrano £ > 0, mogu naéi priro-

den broj N, funkelja £, eF 1 broj T &I, tako da £.(q,sT)e
&¢5(p, £) za svako n>N, onda je skup Tp totalno mininalan,

Meka ma koja talka g€ Tp. l'oZe se naéi konverrzentan

niz  {q.}C T,s tako da lim q, = q, kad n S ©® . Izaberimo
ma kakav broj € 0. Prema uslovu leme postoji prirodan

bro;j ni funkci,ja 4 - tako da ;je?[fk(q.n, 'U)QP}(—— zZa
svako n 7N, Hedjutim zbog konvergencije ntzas{qn’, i zbog
neprekidnogti Je ?Lfk(qn, T ),i’k(q,’f)] <L z odankle sle=
di da Je ?[_f (3, T )» ]< C. Kako se £ moZe icabrati po

volii nalo a £, (q,T)E T, to P € T . Prema stavu 4.3 !Ep

je potpuno minimalan skup.

STAV 4.6. Neka je familija F podjednako uniformne S
atabilaa u potpuno invarijantnom leviku Tp u odnosu 1a njeza
annog. Ako je familija.Fp 1, stabliina, onda je skup Tﬁ

potpuno minimalan,

Uznimo proizvoljan konverzentan niz tacakas {qn'7,-
{f (p,*t )} C T i broj € > 0 i nadjimo saglasno uslovu

stava hroj 6(8))0, Kako niz {q.} konvergira, to se moZe
naéi dovoljno veliki prirodan bro] H(S) tako da je

(4.6) ' Q (aprdny) < &

zn svako n» N 1 k31 (k je priroden broj). Tadke q 19 .,

lefe na trejektorijama f (p,I I) 1 fn+k(p'1) levika Tpa Iz

(4,6) dobija se za funkeiju f eF, a na osnovu S siabllnos-
t4 da Je ?[fn(qn,t),fn(qn_,_k,t)] Z &  za svako t & I. Iza-

herimo ¥ = t, tako da bude fn(qn,to) = p, t8 Ce bitl
| ?['tn(’q'né;;%o)}ﬂ}@a? Stavimo da je n + k = m, pa ée po-




T2

- glednia nejednaxogt dati ?[fn(qm’to)in< &, &to znadi da

jo za svako m > N fﬁ(qm,to)GS(p, £), a t_i_zne je u stvari
igpunjen uslov leme 4.1, Prema tome, skup T. je potpuno mi-
nimalan, |

Prema napomeni posle definicije 3.3 moZemo umesto ue-
glova u stavu gzahtevatl da prostor R bude kompaktan i da fa-

milija.Fp buds uniformno S stabilna i1 translatorna jer to

povlati 1 uniformnu podjednaku stabilnost familije F = L)T Foo
qs

Haravno da uslov potpune invarijantnosti mora ostati, Dalje,
uanlov kompaktnosti prostora R moZemo zameaiti, uz odriavanje
osta}ip uslova, sa 1 stabilqo3éu familije Fp, jer je onda
skup T, kompaktan, pa dobijamo

P

P
STAY 4.7. Heka je dat potpuno invarijantan levak Tp.
Ako je translatorna I stabilna familija Fp ujedno 1 podjed-
nako O stabilna, onda Je skup Tp totalno minimnlan,
LEMA 4.2. Ako Je familija.Fp translatorna, onda je za

na koje kretanje fk(p,t)er i ma koja dva broja %y, t,€ I

fx(p,t,)
5, kP2

(4.7) :, = £,(53 +%5)-

Podjimo na osnovu pretpostavke u lemi, od identidnesti
‘fi(fk(p’tz)’tl) = fk(fi(p'tl)'tE)
1 fermirajmno uniju po 1 eJ y 3.
(4.8) \1) {208 (py85),84) = L{{fk(fi(p,tl),tz)} .

Prera definiciji preslikavanja fk skupsa U{fi(p,tl)} =A
dobija se . i
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£, ( U{f (p,%9)},t,) -L_J{(fk(f (22%),%,) ),
l(p;*‘)eﬂ

Jer au tacke f,(p,t;) (1 €7 ) svi elementi skupa

U { fi(p,tl)} = A, te moZemo relaciju (4.8) napisati kao
(4.9) Li) {2502,(0,,),60) = 2.( Li}{fi(p,tl)},t2)
-8 to je prema definieiji preseka levika Tp Jednakost (4.7).

LA 4,3, Ako je familija Fp translatorna, onda je za
ma koja dva broja tl' t2 L

(4.10) SSE' SSE?-
' b2 T 7ty

Drugim_reéima treba pokazati ds je

T
L@%{ (U{fhcp, t))st5)] = L_thc
za 12 koja dva broja tl,t2 < j o

lleka najpre x € U S ¢ (U L, (Petqy)tst,) Yo Onda de

Jp ; {1, h ENC IR R }
bitil za aeko kej X & fk(%{fh(p,tl)},tz), & prema jedna-
kosti (4,.9) =z € Lﬁj(fh(fk(p,tg),t ) }» Tada mora bitd 4
e (U e, (0,4,00,8) 0, te je
X e YU {2 (p,t,0%,00)]

167{r1(p. )} t )

1&3(1’ ( LJ {f'h(::’,.’sl)}i.t?2 ) C%g{fh( {1\& (z, (p,t? }rtp) )

Buduéi da ga inkluzija u suprotnom smeru dokazuie na
potpuno isti nadin, time je dokaz leme zavrien,

e
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POSIEDICA 4.4. Ako je familija kretanja Fp P stabil-

na, onda je i svako kretanje fi(p.t)e Fp P stabilno,

?0 neposredno sledi iz def. 4,1 jer se onda za proiz-
voljno £>0 1 T>0 moZe naéi broj t2T , takav du je

?[p,fi(p,t)]< & , za svako kretanje fie_Fp. 0éigledno je da

vaii 1 obrnutoes iz P stabilnosti svih kretanja ‘anilije F
proizlazi P stablilnogt familije ¥

P
P’ |

POSIEDICA 4.5, Ako je familija P, P* (™) stavilna,
onda Jje skup ﬁptﬁ.p) neprazan,

Kako je prema prethodnoj posledici u tom sluceju i

avako kretanje fii Fp Pt (P7) stabilno, to taiks péﬂpi

(%1) za 8svako 1 te Je Q _Q_pf "ﬂp neprazan 8Skup.

POSLEDICA 4.6, Ako fe familija F P* stabilne, ona
je 1 svaka t)-graniéna funkecije fo(p.'t) Pt stabilna za
Tt 2Ty gde je T, uslovljeno definicijom granilne funkeije.

Proma definiciji granidne funkcije za prolzvoljno
uzeto € > 0 postoji bro) N(-%-) > 0 takav da Je

g’[fn(p.t),fo(p,t)] < -E_—-

28 svako n» N 1 sve t7%. S druge stirane, prema posledlel
4.4 svako krotanje fn(p.t)EF Je p*t atabilno, pa o6 OBY ha=
¢i bro) t7/Tl tako da je

g’{p,i’n(p,t)‘] < -%'- za svako n> Il

Poaslednje dve nujednaline daju g[p,fo(p,t)]<€, za neko
t 3Ty 3to dokazije stav.

3PAY 4.8, Ako je familija Fp P* ctahil»a 4 ra-slator-

na, onda je 1 f:milija F_, gde Je q ma koja talka na T;, p*

q
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Etabilnﬂe
ilaka Je q = fk(p,to) € Sga' proizvoljno izabrana ta~
¢ka na T;. Uzmimo prolzvoljan brojd %50 i1 odradimo 6k( £)>

>0 shodno svojatvu II, DS, Prema def. 4.1 mofe se za oveo '51:
1 ma koldki bro] T> 0 nadi t2,T da je

(4.11) T(2:53) < &,

Akxo primsnimo obrazas (4.9) u slededim jednskostima,
dobilamo |

T(e,8]) =T 2 (p,t,), W (£102,(0s2,),87 ] =

- [ £ (0sto), 2 (L) {2500, 01]5%,)) = T[2pat,),s

2,(52,5.) ] ,

gde je ¥ isto kao u (4.11).
~ Dalje iz relacije (4.11) dobijz se da je ?(p,r)-ﬁsk-
za svako resg, jer se za tadkn odstupanje T svodi na rasto-

janje ? » Frema svojsivu II, DS bide za veé uzeti broj t,

T L2e(paty)st (rt )< £,

o
1

Hto va¥i ma svaku tadku ra‘sg,-, pa je onda i

Tl 2tmat),2, (30,801 < &,

$3. 'C'fﬁlgs.%)f{ & 22 $2»7P. S obzirum da su funkedja £, bro-

Jevl %0 1 T uzetl proizvoljno, tims 32 sizy dokazan,
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~

SFTITICTIJA 4.3. Frasek S% dit1amidkog levika oy
L

nomiva 88 8irogo pozitivno (negativno) stabllan u s~islu

Toinsin~-a, ako za ma oje brojeve £>0 1 T >0 (2 Q) poato-
35 £ 0 (£<£T), takvo da je =madovoljena nejedan-ost

S

(4,12) T(s? ,5,7° )< &,

t,7 %

sf ; X
Ilno i ranije S'I: ? = U{fi('sp . 1;)}= Ui l{fi(q,t))‘
%0
Ako Je presek Sg atrozo stabilan u oba ninvea, kae
L

~aéern da je on strogo stanilan u smislu Folsgon-a il4 stro-
oo © stabllan,

STAV 4.9, Ako je familija F_ p* gtabilns 4 transla-

tor:a, onda je i1 svaki presek Sg polulevka T; st1'ogo p*
stnabllan, °

Meka su &, 1 I proizvoljni ali fiksirani pozitivni
spoievi, DokaZimo da njtma odgovara broj t 27 za kd>ji je ig-
pnaiena relaciia (4.12).

Budud4 da je prema stavu 4.8 u uslovizn rnalez siava

- -— ; 1» -
i svaka familija Fqi(q1 = fi(p,to), zde je t, ma koil re

slan broj) Pt stabilna, ondan ée biti za t 3%, e 1 {;
odoveraju P stabilnosti familije F.,

. Q-
(4.13) T(qi,stl)éza

q:
Formirajmo polusdstupanja tacaka 93 od preseka St1
nn ée biti za svako 1€ 1 za n1eko £V

q q-
j?(qiasti) = ?(qirstl ) '<..6.
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A  kako 93 € SI,:O, to je za svako 1 €3

st Sy
?(qiist tb ) = mqitstta )4&  J

gde je SE = \UJ {fi(p,t )} o« PoSto poslednja nejednakost
o 4 0

valli za svalm tadku qie Sga, +t0 Je

(4.14) sup §(q,;,8,°°) = JI(sh , s

iz (4,13) 8 obzirom na izbor broieva £ 1 T sleduje

L] . ™
sup ? (1"?, qi):"“ (S%! qi) 4: e;- ZR7 BYVaLo qiéﬁg ?
rkesq o
i %

pa ce onda biti 4

s-)(r];, Sga)< C, 7za svako x & § 1 iéj. 1)

Poda Je 4 .
("\J
(4.15) sup _, P (res] ) = U(s, %82 ) < €.
rfe g4 |
i t
~F

w )
Relacije (4.14) 4 (4.15) daju T (s8,5.%0) L §, Zto porasuje

giro-u stabllnost familije Fp.

w‘——
) Skup indeksa 7

5 obuhvata ovde samo one indekse koji se
odnose na preglikavania familije F.
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5. REXURENTNE FALUILIJE KRETANJA

DEFIVICIJA 5.1. Familija krstania DS Fp naziva se

roleiventna ako se za svako &> 0 moZe nadél broj L{E > O,

tako da je za ma koja dva broja tl,tggal ispunienas nejedna-
kos{

(5.1) T {sgi,szlwﬂ) < g

gla Je to neki broj: Oétoé L.

| POSIEDICA 5.1. Ako familija F pekurentna, onda je
gvazi presek 1evka Tp gtabilan u gmislu Polisson-2t.

Izvedino dokaz za Pt siabilnost, Uzmimo proizvoljne
hrojeve £ 0 i TH0 saglasno P* stabilnosti 1 neka Js
t1:>0 ﬁakkoji broj. Stavima-liugf’+ T = tz, onda se vrema
def. 5.1 mofe naéi broj L(€)> 0, takav da je za neko
$,€ [O,L] zadovoljena nejednakost

$to dokazuia Y stabilnost preselka S

Q

L

Na istl nalin se dokazuis P~ stabilnost, pa ndatle
sledujs P stebilnost evakog praseka lsvia T

P
BOSLEDNICA 5.2, Ako Jje familiia F? rekure-tna 1 trang-
latorna, onda je 1 svakl »resek Sg lavka Tp atrogo P stavi-

13& » _
Iz rekurentnosti Tamilije Fp gladuie prens nonledicd
5.1 1 stabilnomst svakog preseka dinamidkeg levka Tp n smislu
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Polsson-a bilo u kom pravecu, pa prema towme 1 T siadlilnost
familije Fp, Vo, kako je prema pretpostaveil familija FP i
translatorna, to je prema stavu 4.9. 1 svaki presek levia

Tp atrogo stabllan,

NAPOYENA 5,1, U kompaktnom prosioru rekureninost fa-

milije ?p moZe se definimati 1 na drugi nadin. Hal-e, iz def.

5.1 8leduje & obzirom na proizvoljnost brojeva ﬁl,t?esl da

se 7o izabrano £ > 0 moZa 18éi broj L( 2) tako dn je za sva-
ko tk

(5.3) TPy Ty (tpaty + | <& ,

Sto éeo radi: familija F_ naziva se reiturenina, ako za ma
xoje T 7 O poatoiil brej L(E) takay da swvalki odselak lev-
ka "yremenske duZine” I sadriil u svojoj & oknlini ceo

leavak T .
evak T,

PokaZimo da su definicijes dats formulama (5.1) 1
(5,3) ekvivalentne. Iz (5.1) slpdi da pri proirnvoljin ali
filtsiranim brojsvima tl i t2 pastoai Lok adely t *E'LO—L] tako
da veZl relacija (5.1). Ako sad ‘umesgto i uziﬂqﬂo hrojeve

b 4 ', -
t, 3 B, + ¢, onda ¢e se za svako %, nacl neki T

D v .
s 0L t?gﬁ t,s tako da je T (3] B, 45,4 Y< . Znadi, svi pre

saci u vremenskom intervalu [ t,,t,+ ﬁﬁ] nalaze se 1 £-0koe-
1in? praseka Sg sUrimamo 11 =2ad bHrojsve t(dé[ltz-i-'ta,tzi-L]

orda s po definiciji mogu naét odgovarajucl krojevi t mps

3 Oétﬁ%«:ﬁ}; takvi da Je T fSp ,E::* N s YL &, te pre-
i ) Jé"t"' {Hb

mit toma mora bitid (,[Sm T _{1; ,1:_2 + EL)] o 6 s 12 Obzirom

na proivwoljnost izbora nreja %1 i ako sravirno Ll unesto 2L
. 2 7 | . 7 i, I SN

dohilja ze da je 'C[’I‘p,, T gtg,?,g + Ll}_j<€, cdn. defindcija

P
dnte relacijom (5.3).
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Dokazimo sad ekvivalentnost u ovrnutom praycu, Zza
dilo koja dva broja tl i t2 moze s2 1aéi bro} to’ takavy

de Je 'Z'(S%I, Sg + & YL € . Zaisia, ako stavine recimo
1 p) 0

aa je t, = 3, - t, +§, onda 3¢ zbog kompalktnosti prostors

R mole primeniti lema 2.3, pa se 7a lzabrans £% 0 role

A

neéd § (€ Y>0, tako da je T (spi, s%';’ ¢ V< E , Jer
. éf. o
|t + 5 =~ £, 1 < & . Dokaiimo da pri defiviciji dae

to] nejednakoséu (5.3) mora biti 0£%,£ L, za Xoie vaii re-
1neija (5.1), |

Fretpostavimo suprotno, tj, da e 2za ave & E[O,L]
7 ¢
"C( ,Sp_!_ta)},f,g Onda je recimo [ (5¥ Sg+t ) > &

-t.*l-
(Doznz tede na isti nalin dalje, 2ko0 uz-emn da je

(7( + t gs >,}- 8 )e Odatle Je

sup Q(X,Sg+t)?a€o

b

P
xﬁ'st{
Sto znadi da postoji talka x&sgi tako da je
51 %
(..?.13,) 9 (zﬁ St1+ tﬂ) >/."’ 8 ¢

Bez povrede opStosti moZemo staviti, o obzirom na
proivoljnoat broja tk u (5.3), da je ST“j - T ~ T (%

s Vo
» 2% "2V
+L},io

+ 1, Tpltosty + I)s Kako (E,f) trﬁsn dn vazi za
sre §,€ | Q,L:}, onda de bitl i

(5.3") Sl = (tyty, + 1) | 2
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3 druce strane, iz {5.3) 8lednis da je
Gy | om aP .
i \_:ﬁp, T (%5 ty + ‘L)]A’ &, a kake 3, Ty
ondn 1 :jTl_S%i, Tp(tz, 5,y L)]{E, 0 ?;?aéi dn je za avae

TN jeé

P
ko X € -.Jtﬂ

?[x, Tp(tz, t, + L)] < 6 ’

a to jo u yrotivrednosti sa (5.3").,
Tyidjenie je tim pre ispunjenoc ako 1

AP _
3, C Tpltas By + 1

POSIEDICA §5.3, Ako izmedju slupowa A 1 B pontoje
_ oy .
relaciis ACB 1 JT(B.A)< £, onda Je 1 Ji(a,B) L £ , t1.
T(-&—sﬂB:} <L 8 3

(et
Jasno je da pri uslovu ADB 1 {l (B,4) < & ne sle-
duje da je T(A,B)x{ﬁ , Doxaz posledice je ocCiledsn,

SPAYV %,1. Ako je R kompaktan prostor onds iz reku=-
renti0sti svakog pojedinalnog kretenja f,; iz familije Fp
pfaizlazi i rerurentnost famiiije F

L

P
Prama definiciii rekurentnog “retanjia fi dato] u

13] (sir. 375/ za proizvoline izabrano £>0 posioli broj
Ly ), ta¥o da jJe

%\[qiﬁfi(pgﬁkytk + Li)]<€ .

agde e ﬁk ma koji realan obved, 2 3; m& kojan tacka na trajelk-

3 .o . ~7 o n
tord’i T,{p,1I) (1€} ), ti. q; = fi(p,ta). Slidng a0 u sta=-

va lo.l moZe sme dokazati, a obzirom na kompakinosi prosiora

R, do 92 z3 8va kratenja £, &F, mote naél poziftlvan bro]
2

7{&), takn da Jso
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(5.4) 1 (qi,fi(p;tk,tk + L)] <g,

~=de 8u qy = fi(p,to) ma koje tadke ns trajektorijama fi(p,I)
a %, na ¥o0ji realan broj, te se iz (5.4) dobija

(5.5) W[*uqi, T, (bpa by + 1) | <E .
1

Eadjntiﬂ, kako (5.5) vaZi za ma koju tadku g u Tp, pa sto-
el ? u Tp(tk,tk + L) to éa bhiti

(5.6) W [ryom bty + 1 ] <E,

n prema poslediel (5.3) 4
T[Tp’Tp(tk’tk + I')] .4 6)

£to dorazuie rekurentnost familije ?p'
STAY 5,2, Ako je familija F. rp{urﬁntna i L stabilnsa

a Tp potpuno invarijantan skup, on4a je skup Tp totalno mi-

ni~nlan u odnosu na familiju F.
Azo pretpostavimo suprotno, onds postoii zatvoreni
poitpuno invarijantni skup A ¢ Tp, kao pravi deo od 5;. Taw-

Ckn p% A u tom sludaju, jer ske bi p€4, onla b1 zbog po-
tpune invarijantnosti bilo £.(p,t)E 4, za svako 1 &7, 1

avako t €I, odn, U {f (0, I);: T,T A, a zbog naivorenosti

rupa 4 1 Tp C A, Usled udl: rjﬂqe pretpostavie hilo hHi-

Tp = A, ¥Yrema tome je

3

(5.7) G p,a) > 2> 0
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Izaberime brojeve E}dh—%w 1 L(% ) Bsaglasno re=-

zurentnoati familije Fp. Neka tactka thA'C;Eéu 20685 078 po-

.‘." o -r ﬁ ! ; i = &
ateli niz tadaka kpn} Lfk(p,tnk)}r ako da Je ij?dfn q

Zratpostavime najpre, da sa pofev od nekog n3 Il sve tacke p,
nalaze na istod trajektoriji f,,(p,1). Usled avojsiva 1ly
035 bide

? [fk(Pn,t),fk(q#t}‘}:é £

Z0 itlé L, ukoliko je ?(pn,q).e:f’;.kﬁ Kako zbog potpune invaw-

rijintnosti fk(q,t)'é. A, to je tim pre 1

(5'8) Q[fk(pnit)gﬁ‘}ée .

rosto je P, = fk(p’tnk)’ to ¢e titi dalje

. b |
(5.9) ?[fk(fk‘p'tnk)?t)?ﬁl =§)[fk(p,tn& + t},:ljé o .
Iz (5.7) 1 {(5.9) se dobijis
. “ -
?[p,fk(p,tnx+ ty>d-c >t
Lto daje T(P,S]‘Enm 4t P&, 8 Yo, B cbziren da je |t| & L,

protivredi rekurentnosii familije FP'

Hla 48ti nadin se izvodil dokaz sko tacke Do pocevy od
eknor n N ne leZe na isto} trajektoriii,

STAV 5.3. sko je familija kretanjia FP L, stanrilna, a

lavak Tp zatvoren i potpuno i:varijantan, onda je on 1 total-
r:alan u ndnesu aa familijuv T

Ny

no mini

Fretpostavimo suprotnor da postoji skup ﬁtiTp, xao
pravi deo, 1 da je totalno minimalaun. Najpre pokalinms da pgA.
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To je sigurne, jer akn bi p&EA, onda bl zboz notpuis inva-
‘rijantnosti skupa A 3 fi(p,t)eiﬁ za svako fing 1 ave t %3,
lIL[fi(p,I)} = Tpc: A, Sto sa prethodnom inkluzijon daje

T? = A, & to je suprotno uvedenc) pretpostaveil. Uzmiro sad
tacku »e A, Kako, ujedne i re‘}?p, to Je r = fk(p,“C), oda-
kle so dobija f,.(r, =T) = pd A za neku funkeciiu f,e7F, a
té protivrecd potpunoj invarijantnosti skupa A,

STAY 5,4, Neka je familija DS Fp L stadilaa, » Tp
poipuno invarijantan skun, Da bi familiia Fp bile rekurentna,

po=rebno je i doveljno, da =zs proizvoljno €3> 0 skup vrednose
t4 {t} » 28 koje waZi nejednakost FC'(?,SI;)-(‘E, s Sude relative

no gust, 1)

Potrebnosi. Ako uzmems da je familija Fp rexurentna,
0win je po def., 5.1 ‘-C(S% ,SY N YL e, gde je 0Lt L (e ),
1 iz"'!"‘ o (e

a L odzovara definiciji rekurentnosti. Kako def. 3.1 vazi za
ma koja dva broja tl,tgael; to, ako stavimo tl = (, t2+to = £,

onda fe Eiti t2=;t$t2 + L 3 'C'(Pssz)'< 8, a skup brojevs

{t} vide relativno gust, & tim 3to Je L{E) = D(£), ~de D
odaovara definieciji relativne gustine, '

Dovoljnost, Neka ie ispunjen uslov stava. Onda de za
svako £, & Fp bitd

(5.10) Cle2p,8) <&

gde ¥ pripada vremsnakom intervaln duline D, Pretrostavimo da
Tamllija Fp nijs rekurentna, Prens stara 5.2 1 raks je zbhog

L svabilnogti Tp Kompaktan $o on zadri! kao pravi 320 totalno

1 : - S
) Definieija relativno gustog ekups data je u (1% (eir. 378).




mininalan skup A, i, Tnl‘*.&.u Pokmzuje e ¥Xno u gitavn 5.2

e

da p¢.;h Neka jz2 daklo
(5.11) < (p,a) = &

1 izaberimo & takve da bude 2€ £ d, Uzmimo sad tadku

g€ AC E'pu NjoJ sigurne odgovara neka funkeija :E'ke Fp’ i ne=
ko t, tako da je §{ £, (p,t)),9]<& gde je & broj koji,
sagzlasnoe svojstvu II1 DS, odgovara uzetom broju £ > 0.

~Onda jJo za 0£+t4 D
g[fk(pst@ + t}ﬁfk{‘ht)] < E’ )
a kakxo 1 fk(q,t)é A, to Je
(5.12) 9[:3};(13,'{;0 + t),ﬂ] £ ?a todé ta+tétq+ D,
e jednakosti (542) i (5.11) daju

?[pafk(Pyteﬂk ‘5)] ?} ? {p,a) = 9[fk(p’to+ t)'ﬁ]>d - SE

za ¥, + % < [ta,to + D-] s 5to zaadl da se tal.a p u vremen=

sitom intervalu duZine U ne vrada u S(p, ), 8 to je u Bue
protnostl sa relacijom (5.10),

STAV 5.5, Neka su T_ 1 T dva potpuno invarijantna

P q
levka. :iko qup, onda s¢ oni poklanmju.
Uzmimo ma koju talku v = f,(q,%,.) ETqa Kako g ETP,
to zhog poitpuna invarijantnosti i fk{q’tk)eTp z8 Bvako

x c—_j 1 svakeo 'E:-k, Znacéi T.C T‘n"' Uzmime obrnubto ma koju ta=~

, t3. a = £ (p,5,), to Je

q

n? Kako q €T

P
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. Zvog invarijanitnosii skupa T, bids

8 = fi(p'}{‘-i)e T

9

. Prema tome, T LT . Oba ove Inkluzlje

q P4
dzju ip ze Tq'
POSLEDICA 5.4. Ako qe.Tp, gle i3 Tp potpuno invari-
jantni skup 1 ako Tq A Tp, onda Tq e moke biti potpuno

i?i'lvﬂrij antan,
Tvrdjenje je odigledno iz stava 5.5. Hedjutim, kako

Je T, potpuno invarijantan, to za svaiu talku ¢ = fi(q,T )E

& Tq vazl r¢g Tp, posto qup, 8to znaci da TqCTp, sde ine

¥1uzija u ovom sludaju iskljudivo oznacava pravi deo.

STAY 5.6, mekaje{fn{p,t)} niz kretanja koji unifor-
mno konvergira ka funkeiijl fo(p,t) za t €(=00, +00). iko Je

= \J {f_(p,t)] reurent=
¥ n>N = , ‘}

na, onda je i granicna funkeillia fo{pgt) relourentna,

za nekl bre) N familija kretanja ¥

Kaks Je famiilija Fp rekurentna, ts se za svako ¢ >0

'Y
mose nadéi bio] L{i—)>0, tako ds je

.
T8 4 1) <5 (¢, € [o,11),

za na xoja dva broja ‘El 3t2 € X,
&
Uzmimo biro) Hl(-'?'é-—‘:}*ﬂ tako veliki da je usled kon-

e

N —r : 7; ,F}' w4y “J::-
varcanceije nizalr b= {fniﬁat}; ji?ﬂk;éarli:’( i=s 78

nkgni‘;» Hl’ Posto Je familija F rekurentng, to poatoje fune

P

} 7 al ig 132
keija anﬁfnaé Fp tako da ]

{(5,13) ?{fﬂK{P’tl)’fﬁ;ip’ﬁQ + %G)]< -r%- »
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a4 .
Ka%o J9 niz {i’ﬂ(p,%)} unifoermno konvergenioan, to je za

tﬂtl

. £
(51314) ?[fn‘ﬁ(p’ Hl)gfni(p,tl)}(T ? 28 nkgni>Hl>Hu

Poslednje dve nejednakosti daju

_ _ e
?[fni(y’tl)’fﬂiu}’ tz + '30)]“( T o

)

Za potpuni dokaz stava izaberimo sz 531)1*}‘ tako ve-

likn, da je =za 1:11“>I~I2 1 svako t, zbog uniformme kovergencija

) e e ©
gffni(?”l)’fo(?’al}-}‘( "3 1

g’[fni(p,zz F 80, T (0,8, + 3,)] < _%_ a

'. -3 -2 G
I'nalscdaje tril nejednakostt daju %}[ fg(pﬁtl),fo(p,tghg)]( oy

¢ime je dokazana relkurentnost granidne fuareite £,(ps%),
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REGISTAR
{(unesto redi dinamidkil eistem stoji askradeno DS)

Delinicno invarijantan skup -~ 7
Dinanicka cey -~ 25
— w Xonaéne duZine = 25
Diranicki lewak - 2
e polulevak -~ negativni - 3
— e  « pozitivnl - 3
e 8isten -~ 1
Pamilija DS - 2
Familija Xretanja -~ 2
.~ e=== preslikavanijs - 1

Granifna funkcija (ol ,W)) = 12
Grani¢no Xkretanje = 50 |
Graniéna tadka familije Fp - 6

e — (L,W) kretanja - ©

Imvarijantan skup - 7

 —— e delimidno = 7
e w= potpuno = 7
—— — 1 odnosu na - 7

Inverzna transformacija = 2

Jednoparametarska grupz - 1

Lonaéni luk trajektorijs = 2

e d3elak dinamilflkog levia = 3

Eretanie « 2

I(L*,L”) stabilnost - v. stabilnoat u smislu Lagrange-a
Levak - v, dinamidki levaXk

Ietrictka graniéna vrednost - 28

——-  Xonvergenclja -~ 28
Ilatricki prostor - 1




NMegantivan dinamidki polulsvak -« 3
Negativna polutrajektorija ~ 2
stabilnost u sumisln Lagrange-a - 19
- m——— Ljapunove - 44, 47 1 59
- w— Poisson-a - 65
egativno stabilan presek u smislu Poisson~a =~ 65
Nepokretna talka ~ 37 | |
Heprekidna zavisnoat od poletnih uslova = ]
ZJleprekidno presliikavanje - 33
Hiz “retanjas - 12

OCblast privladenia - 47
Odatupanje « 2Q
Ogranicena familija - 56
negativna -~ 57
pozitivna - 57

Podjednaka stabilnost u smislu Ljapunova - 44, 47 1 60
Podjednako neprekidna po parametru %t - 5
- po¢etnim uslovima -~ 3
Polulevak -~ v, dinamickl polulevak
Poluodsiupanje - 20
Polutrajektorija - negativna - 2
= pozitivna ~ 2
Fotpuno invarijantan skup = 7

w— minimalan skup - 37

———  ogranifena familija DS -~ 57
- nagativna - 57
e e pOA38dnako -« 57
~— pozitivno - 57
Pozitivan dinamidki poluelavk - 3
Pozitivna poluitrajekiorija - 2
stabilnest u snislu Lagragl-a - 19
Lyasnnova - 44, 47 4 59
| - cmee  Toizgonea - 55
Pozitivno stabilan presek u smislu Poisson-a - 65

in———
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Presek dinamilke covl - 29
wwemes  Ginamiékog levka -« 2
~—e lkonalnog odsalka - 15
P{P+,P") stabilnost - v. stabilnost u smisiu Poiscon-a

Q(Q",Q”) stabilnest DS - 51
| kretanja ~ 50
DS - uniformna = 51

wah i adaibind

Rekurentna familija kratanjs - 78
graniéna funkeija - 86
Reiturentno kretanjs - 81 |

Skﬁp.dinamiﬁkih sistemg « 2
wee graniténih fusnkeija (zﬁ,ﬁ¥[) - 14
{ psjﬁé) - 14
_ - b
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