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Poznato je da se KoSijev problem

(1) y'= £(x,¥)s ¥(x,) = y,,
za obic¢ne diferencijalne jednaiine prvog reda ne moze, u opStem
sludaju, reSiti pomodu kvadratura. Tim pre to vazi za diferenci-
Jalne jednaline viSeg reda. Zbog toga, kada se utvrdi egzistenci-
ja i jedinstvenost reSenja problema (1), potrebno Je razraditi me-
tode za njegovo pribliZno reSavanje. Pored toga, &esto je korisno
uporediti trazZeno reSenje zadatka (1) sa poznatim reSenjem neke
druge diferencijalne jednadine. Isto tako je korisno uporediti
funkeiju y(x), koja zadovoljava diferencijalnu nejednadinu

(2) uw (x) g flx,ulx)), ulxy) =y,
sa odgovarajuéim reSenjem diferencijalne jednadine (1).

Sovjetski matematidar S.A.Capligin dokazao je 1919.godine
Jednu teoremu o diferencijalnim nejednaé¢inama koja le%i u osnovi
jedne pribliZne metode za reSavanje diferencijalne jednadine (1)7)
Ta teorema omoguéuje uporedjivanje resenja zadatka (1) sa funkeci-
jom u(x), koja zadovoljava diferencijalnu nejednadinu (2). Tacénije,
ako vazi (2) za x> X pod odredjenim uslovima za funkciju £(x,¥),
vazi i nejednadina

(3) ulx) < y(x), (x> x,),
gde je y(x) reSenje problema (1).

Ako se radi o obiénim diferencijalnim jednadinama prvog reda,
nejednatina (3) sledi iz diferencijalne nejednadine (2) za svako
X} X, za koje vazi (2). Medjutim, ako se radi o sistemu diferenci-
Jalnih jednadina, pa prera foime i o jednadinama vi¥eg reda, vazZenje
diferencijalne nejednadine odlika (2) ne povia¢i va¥enje odgovara=

Jjuée nejednactine oblika (3) za svako x> X,+ Na nekom intervalu

*) Interesantno Je nepomenuti da je prvi dokazao teoremu o dji-

ferencijalnim nejedna¥inama G.Peano jo¥ 1886.godine'[§21




(xo,xl) nejednadina (3) vaZi.Jedan od znalajnih problema u teoriji
diferencijalnih nejedna¢ina je odredjivanje maksimalnog intervala
na kome va?i pomenuta nejednadina (3). Tom problematikom bavilo
ge vise matematiéara: Pomenimo sovjetskog matematidara V.N.Azbeleva
i njegove saradnike. Istom problematikom vavio se i nad matematicar
M.Bertolino.

U drugu grupu problema moZemo svrstati probleme za Cije se
reSavanje koristi teorema o diferencijalnim nejednadinama. Tu se
najéedée radi o odredjivanju pribliZnih resSenja zadatka (1), o
ispitivanju monotonosti niza pribliZnih resSenja, utvrdjivanje kon-
vergencije tog niza i procene brzine te konvergencije. Pored toga,
diferencijalne nejednatine koriste se pri ispitivanju stabilnosti
reSenja diferencijalnih jednacina.

Profesor Bertolino ukazao mi je 1965.godine na problematiku
vezanu sa diferencijalnim nejednac¢inama i pod njegovim rukovod-
stvom radio sam magistarski rad, u kome je tretirana pomenuta pro=-
blematika.

Magistarski rad, [29], bio je posveéen, uglavnom, odredji=-
vanju maksimalnog intervala vaZenja nejednacine (3). U radovima

[}o] .{[31], pored primene, ispitivanja je i moguénost primene
teoreme o diferencijalnim nejednaéinama.

U ovom radu bavidemo ge problemima primene Capliginove te-
oreme i nekih drugih teorema o diferencijalnim nejednacinama
(teorema Va¥evskog). Ispituje se mopatonost niza pribliZnih rede-
nja zadatka (1), utvrdjuje se konvergencija toga niza i vrsi pro=-
cena brzine konvergencije za obi¢ne diferencijalne jednacine, za
gistem diferencijalnih jednacdina i za diferencijalne jednacine u
_ Banahovim prostorima.

Prilikom rada na pomenutim proolemima, pored rezultata koji
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se odnose direktno na njih, uspelo mi je da dobijem neke nove re-
zultate druge vrste. To se, pre svega, odnosi na uopStenje rezul-
tata R.Zubera, 113]. [14] . Isto tako, uz pomoé rezultatd K.P.Orlova,
[1f1, dao sam jedan postupak za izradunavanje pribliZnih reSenja
problema (1), kada je desna strana analitidka funkcija.

Na ideju da se pozabavim pomenutim pitanjima doSao sam pro-
uc¢avajuéi rad N.B.Babkina, [1] y k0ji se bavi pitanjem monotonosti
niza Pikarovih aproksimacija za zadatak (1) i rad R.Belmona,1:91 "
koji se bavi istom problematikom za Njutn-Kantorovidev postupak.

Rad je podeljen na dve glave, ¢iju sadrzinu ukratko izlaZem.

U prvoj glavi izloZeni su rezultati koji su vezani za obicne
diferencijalne jednacine prvog reda. Neki od tih rezultata mogu da
se prenesu na sistem diferencijalnih jednacina. Prva glava podinje
Gapliginovom teoremom o diferencijalnim nejednac¢inama, ¢ija se for=
mulacija i dokaz razlikuje od onih u[?] 5 [}] ,'[5] i [?81 . Naime,
u tim dokazima jedinstvenost se obezbedjuje preko LipSicovog uslova
sa konstantom L. Ako se, pak, to ne pretpostavlijaonda u(2) i (3)
stoji stroga nejednakost za x% X U formulaciji teoreme 1 se pret-
postavlja da zadatak (1) ima jedinstveno reSenje i dokazuje se da
(2) poviadi (3) za XY Xge

Teorema 2 omoguduje da se uporede reSenja zadatka

(4)  y'=glxy), y(x,) =y,

i zadatka (1), ako se mogu da uporede funkcije f(x,y) i g(x,y).
Posle teoreme 1 i 2, na osnovu kojih se radi, dokazuje se
niz lema, od kojih su neke poznate a neke nove. Lema 1,[:3] y Sluzi
za dokaz jedinstvenosti reSenja zadatka (1). SadrZaj slededih lema
izloZidéemo nesSto detaljnije.
Lema 2 nalazi se u poznzto] knjizi, [2] y 1 moZe se korisno

upotrebiti u mnogim pitanjima teorije diferencijalnih jednacina.
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Polazi se od diferencijabilne funkeije Cr(x)gp 0, koja na inter-
valu '[;o,xo+dl zadovol java diferencijalnu nejednacinu

(5) 67(x) < 25 6(x) + 2€ Vo(x),

gde su £ i L pozitivne konstante. Dokazuje se da vaZi nejednacina

(6) b (x)L VJ(xo)e L(x-xo)+ -"-Ei(el'(x-xo) - 1)1 .
na intervalu Exo,xo+a]_. Pri primeni leme 2 pokazala se potreba

za dokazivanjem op3tije leme. Naime, pri reSavanju odgovarajuéih

problema dobijale su se nejednacine oblika

_ (1) §7(x) < p(x) §(x) + a(x) | 6(x),
gde su p(x) i q(x) neprekidne funkcije i q(x);po na [?0,x0+§].

Polazedéi od (7) dokazao sam da vaizi

1 X
' 2
b-(x)s[mo) e

1 X
_Lqp(x)dr X Ta-fp(r)‘dr
£ B E(s) e ¢ as | 2,
2

8to i ¢ini sadrZaj leme II. Dokazao sam lemu I koja je sama po sebi
interesantna a sluzi za dokaz leme II.

Teorema I je u vezi sa pomenutim Babkinovim rezultatima,
[}{], koji iz nje i proizilaze. Naime, Babkin pretpostavlja da u
odgovarajucéoj oblasti Dc:R2 funkcija f(x,y) ima neprekidan poziti-
van izvod f;(x,y),iéto je ‘dovol jno da funkcija f(x,y) raste po
drugom argumentu.

Teorema I dokazana je pod pretpostavkom da je f(x,y) ras-
tuda funkcija po drugom argumentu, ne pretpostavljajuéi nista o
egzistenciji izvoda fy(x,y).

U daljem radu naveo sam i dokazao teoremu A, koja je nave=-
" dena u [;2] bez dokaza a potide od S.M.Lozinskog. Na #Zalost, nisam
mogao da nadjem dokaz Lozimekog da bih ra uporedio sa mojim dokazom.
Teorema A predstavlija uopftenje Pikarove teoreme. U njoj su date
dve ocene odstupanja tafnog od pribliZnog reSenja. Jednu od tih
ocena dobijam pomodéu leme II i ukazujem na to da se pomenuta te=-

orema moZe da dokaZe pod slabijim pretpostavkama. U drugoj glavi
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daje se bolja ocena iz koje sledi pomenuta océna Lozinskog.

Medjutim, glavni razlog zbog koga dokazujem teoremu A
jeste moguénost da se ona iskoristi za uopS8tavanje nekih drugih
rezultata.
I Sli¢éno Babkinu, R.Belman.i:gik, je raspravio pitanje mo=-
notonosti niza pribli¥nih reSenja zadatka (1), dobijenih Njutn-
Kantorovidevim postupkom. Taj postupak se sastoji u sledecdem:
ako je poznato pribliZno resenje yn(x) zadatka (1), to se naredno
dobija kao reSenje linearne jednacine

(9) ¥ = Ty, (0) (7 =¥ (0)+ £(x,y,(0).

Belmin je pretpostavio da je funkcija f(x,y) konveksna po Yy,
uniformno po x i pokazao da Njutn-Kantorovic¢ev postupak daje mo-
noton niz pribliZnih resenja zadatka (1). Mamedov navodi u [}d]
drugi postupak za odredjivanje niza pribliZnih resenja zadatka (1)
Po njemu, u jednadini (9) mesto funkcije fy(x,yn(x)) uzima se fun-
keija fy(x,yo(x)), gde je funkcija yo(x) unapred izabrana i ostaje
ista za svako n. Taj postupak se zove modifikovan Njutn-Kantoro-
videv postupak. Dokazao sam teoremu III, koja daje dovoljne uslo=-
ve pod kojima je poslednji postupak monoton.

U teoremi A, mesto LipSicovog uslova sa konstantom L, ko=
risti se uslov

(10) |£(xyy) = £yl £X(x) | ¥y = Yol

gde je k(x) nenegativna i integrabilna funkcija na intervalu

[?o,xo+a] .

Neka su ¢lanovi niza (yn(x)) (n = 1,2, ess ,) odredjeni

kao reSenja niza zadataka

(11) o, = ~K(x) (Tpq=vp()+ £(xy,(x),

yn+l(x0) = Yo(n = 0,1,2, oo-).

U teoremi IV dokazao sam pod kojim uslovima je ovaj niz monoton.
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U daljem izlaganju iznose se neki rezultati poljskog mate=-
matitara R.Zubera, koje sam uopStavao i koristio za dobijanje
nekih drugih novih rezultata. Naime, Zuber, polazeé¢i od zadatka
(1), definiSe niz novih zadataka.
y'= Fn(x,y), y(xo) = yo(n = 09142y 00s)
takvih da reSenja toga niza defini3u niz funkcija'(yn(x)) koji 
konvergira ka reSenju zadatka (1), [131,. Nave&déu Zuberovu te=-
oremu, da mogu rezultate te teoreme da uporedim sa mojim rezul-
tatima.
Zuberova teorema. Neka su funkcije f(x,y) i Fo(x,y)
(n = 0,1,2,I...) definisane i neprekidne u pravougaoniku
(12) R -{(x,y) 2 | x=x,|< a, [y-yo‘_é_b}.
Pored toga, neka te funkcije zadovoljavaju LipSicov uslov sa kon-
stantom L:
(13) [£(x,y) = £2(x, )| & L{y-F |,
(14) [Fy(x,y) = F (6, 9) [ £ L |y -7
Za funkcije yn(x) ¢ine se sledeée pretpostavke:
12 grafik sveke od njih leZi u R;

0

2° za svako n funkcija yn+l(x) zadovol java slededi

zadatak., )
(15) ¥pa1 = Ba(0¥pa)s Y (xy) = 3,

za |x-x°|$ aj

3° na kraju, imamo da je
O

(16) F (x,y,(x)) - £(x,5,) .

Tada niz (yn(x)) uniformno konvergira na dosta malom intervalu
[x - x,1¢h ka reSenju y(x) zadatka (1)

Lako se vidi da Zuberov postupak obuhvata Pikarov i Njutn-

Kantorovidev postupak.

Polazeéi od Zuberove teoreme, izvrSio sam generalizaciju
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u dva pravca. Prvi pravac se sastoji u tome da se oblast defini=-
sanosti proSiri i mesto uslova (13) i (14) uzmu uslovi oblika (lo).
Da je to moguée, pokazuje teorema V. Medjutim, interesantniji je
drugi pravac, koji se satoji u odbacivanju ili slabljenju nekih

od uslova iz Zuberove teoreme. o je takodje mogudée, Sto se vidi

iz teorema VI i VII. U teoremi VI odbacio sam uslov (13) i dobio
sam teoremu Peanovog tipa: pokazao sam egzistenciju reSenja za-
datka (1). Za razliku od Zubera, interval egzistencije je ceo in-

terval |x - xo\fg a., Pored toga, uslov (16) zamenio sam uslovom

el leill]é_al Fn(x,yn(x)) - f(x,yn(x))\ ='é"n

: o2
gde En.-,- o kada n — >=. Dakle, nije potrebno da redXjd
n=

konvergira, veé je dovoljno da (5-n) bude nula niz. Pod izmengje-
nim uslovima, zadrZavajuéi i uslov (14), dokazao sam teoremu VII.
Konvergencija vaZi i u ovoj teoremi na celom intervalu. Uz pomoé
leme I1 dokazana Jje i ocena greske.

Onako kao 8to su Babkin i Belman postavili pitanje monoto-
nosti Pikarovog i Njutn=Kantorovidéevog postupka za reSavanje zadat-
ka (1), prirodno je postaviti pitanje monotonosti Zubefovog postupka.
Dokazao sam dve teoreme u vezi sa tim pitanjem. To su teoreme VIII
i IX. Teorema IX, kod koje je zadatak (1) nema jedinstveno resenje,
omoguduje da se dokaZe da taj zadatak ima minimalno(maksimalno)
resSenje.

Uslovi (13) i (14) mogu se zameniti sledeé¢im uslovima

(18) [ f(x,y) = £(x,¥)]g¥(x., ly=¥1 )

(19) \F (x,y) - F (x, 7))« @ (x,|y =7 )»
gde je ¥ (x,u) neprekidna funkecija definisana za [X-X |2, 0&Lu < 2b
i tekva da zadatak

(20) u’= @(x,u) , u(x,) =o

ima samo nulto reSenje. Sa uslovima iz teoreme VI,(18) i (19)
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dokazuje se teorema X. Ako se izostavi uslov (18), moZ¥e se dokuzati
teorema analogna teoremi VI. Nereminjem da sam pri dokazu teoreme
koristio teoremu 3 o diferencijalnim nejedna&inama koja je opStija
od teoreme 1.

Neke od ovih teorema, kao na primer teoreme VI,VII i X,
mogu se dokazati za sistem diferencijalnih jednacina.

Druga glava poc¢inje izlaganjem jedne teoreme iz‘L2], gde
se vidi kao se odgovarajuéi problem, vezan za sistem diferencijal-
nih jednadina moZe svesti na diferencijalnu nejednacinu koju zado-
voljava odgovarajuéa realna funkeija.

U daljem izlaganju daje se jedan nov dokaz teoreme K.P.Or-
10va,[}71 ; koja se odnosi . na jednad¢inu (1) kada je desna strana
analiti¢ka funkcija. Iskoristivsi tu teoremu dao sam jednu metodu
za odredjivanje koeficijenata analiti®kog redenja zadatka (1). Ko-
risnost ove metode dolazi do izraZaja kod onih diferencijalnih jed-
na¢ina kod kojih je glomazno izrafunavanje parcijalnih izvoda fun-
keije f(x,y). Sve je to ilustrovano ddgovarajuéim primerima.Med jutim,
glavni rezultat jeste ocena greske kod metode K.P.Orlova. Problem
sam sveo na reSavanje odgovarajuée diferencijalne nejednadine, Qb=
jasnicéemo to detaljnije.

Neka je xn(t) pribli%né‘a x(t) tadno reSenje sistema

(18) x’= f(t,x), x(to) = X,

gde se pretpostavlja da funkcija zadovoljava LipSicov uslov sa kon=-
stantom L. Stavimo da je

(19) X, () = £t x (£) = x () »
Dokazuje se da se provlem svodi na diferencijalnu nejednacinu

(20) D, 07,(6) £ 20 6, () + 20(,(t) V6 (%), 6(0) = o,

2

gde je & (t) =(x(t) - x (t) a D, §,(t) desni izvodni broj

funkecije Ghﬁt) u tadéki t. Za red8avanje poslednje nejednaine ne moZe
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se koristiti lema II iz prve glave. Radi toga je bilo potrebno da

se dokaZe lema III, koja uopStava lemu II. Dokazuje da va¥i ocena

' L(t= ¢)
(21) §x,(8) = x()h &[ox,(F) e Fag .
Problem se svodi na procenu funkcijgo{n(t): kod Pikarove metode
imamo da jeo(n(t)é.uxn(t) - xn_l(t)“ , Pa iz (21) sledi procena
Lozinskog, o kojoj je bilo re¢i u teoremi A. Kod Njutn-Kantorovi=-
devog postupka vaZi ocena o(n(t)£:2 “xn(t) - xn-l(t)“ . U nekim
sludajevima, kao sto je slucaj sa metodom K.P.Orlova, EiBl, '[19],

izracdunavaju se razlike

& ,(8) = x)(8) = £(,x,(%) )
pa se zbog toga (2), u ovom sluéaju’koristi vrlo lako,
Za sistem (18) dobijena je, preko odgovarajude diferenci-

jalne nejedna¢ine, sledec¢a procena

x(t) e | x(e )i + | e%(*8) (1 x(s,x )| as.
1o
Neka, odgovarajuca, pitanja razmatrana su za jednadéine u

Banahovim prostorima.

Na kraju rada daje se jedna teorema Mamedova, [?4],.T0 je
teorema 6. Dokaz te teoreme je dobra ilustracija kako se mogu di-
ferencijalne nejednadine primeniti pri dokazivanju jedinstvenosti
reSenja diferencijalnih jednacdina i konvergenciji pojedinih
postupaka. |

Inspirisan teoremom b, formulisao sam i dokazao teoremu XITII
za jedna¢ine u Banahovim prostorima. Dokaz feoreme XIII takodje
pokazuje koliko su korisni stavovi u vezi sa diferencijalnim

ne jednac¢inama.

Sve integrabilne funkcije koje se pominju u radu su inte-

grabilne u Rimanovom smislu.




Na kraju, napominjem da su teoreme drugih autora numerisane
arapskim ciframa. Teoreme drugih autora, koje sam na nov nacin
dokazao, numerisane su velikim Stampanim slovima latinice. Teoreme

koje sam formulisao i dokazao numerisane su rimskim ciframa.




PRVA GLAVA

Vedina diferencijalnih jednafina ne mo%e se reSiti pomodéu kvad-
ratura, pa je zbog toga vaZno razraditi metod uporedjivanja nepozna-
tih reéénja jedne diferencijalne jednaline sa poznatim reSenjima neke
druge diferencijalne jednatine. Isto tako, esto je korisno uporediti
reSenje diferencijalne jednadine

y'= £(x,y)
sa funkcijama koje zadovoljavaju odgovarajudu diferencijalnu nejedna-
ginu

g (x)=f(x,g(x)).
Sledeéa teorema omoguéuje takvo uporedjivanje i ona se u daljem izla-
ganju stalno koristi. MoZe se reéi da je osnovna teorema, pomodéu koje
se dokazuju skoro sve teoreme koje dolaze. U literaturi Je poznata
kao Eapliginova teorema ili teorema o diferencijalnim nejednadinama.
Zbog toga dajemo dokaz te teoreme, koji de biti prilagodjen nasim bu-
duéim potrebama,

Teorema 1. Pretpostavimo sledeée:

(a) funkcija f(x,y) je definisana i neprekidna u pravougaoniku

R = {(x,y): X, € X<X, + a, ]y-yolgb};
(b) y = y(x) je jedinstveno reSenje sledeceg Ko¥ijevog zadatka
(1) y=£(x,3), y(xy) = y,,
definisano na intervalu [xo,x°+é];

(e) na intervalu [xo.xo+§] funkcija u = u(x) zadovoljava diferen-

cijalnu nejednadinu
(17) w'(x)<f(x,u(x)), u(x,) =y,

Tada je
(2)  u(x)=<y(x)

na intervalu Exo,xo+a].

Dok az., Defini3imo niz Fn(x,y) = f(x,y) + %, n &€N. Neka je




Y, = yn(x) reSenje slededeg zadatka
. - i
y'=F (x,y), x}xo)-yo+ﬁ
Na osnovu pretpostavke pod (c) imamo
(3) u'(x)= f(x,u(x)<f(x,u(x))+}1§ Fn(x,u(x)),
1
u(x,) = Yok Yo*n"
Pokazacdemo da je
u(x)< y, (x)
na intervalu [xo,xo+a1 . Pretpostavimo da to nije taéno. Zbog toga
postoji xzé,(xo,xo+a:[ , tako da' je u(x2)>yn(32. Kako je u(x0)4 yn(xo)
to postoji bar jedno xég(xo,xz} tako da je u(x) = yn(x). Neka je xq
najveée medju njima, Tada je na intervalu (x,x5] u(x)y y,(x).
Zbog toga imamo
u(x)-u(x,) o Y (X)-y(xq) =

u(x,) = 1lim ——————=— >, lin
( 1) X+-xg0 X = X ?X-?xl‘;o X=X

= Yﬁ(xl) - Fn(xl’yn(xl)) = Fn(xl’u(xl))'

Kona&no, imamo
u’(xq)y Fn(xl,u(xl}),

gde je xle[xo.x°+a], §to protivureci sa (3).

Kako niz funkcija Fn(x,y) uniformno konvergira ka funkciji
f(x,y) na R i zadatak (1), po pretpostavci, ima jedinstveno redenje,
tada, prema [_4]', yn(x) uniformno konvergira ka y=y(x) na intervalu
[xo.x0+a] . Ako se u nejednadini u(x)<:yn(x) pusti da ns»eo , dobide
se u(x)< y(x) na intervalu [xo,xo+a] . Na taj na¢in teorema je wu pot=-
punosti dokazana. |

U vezi sa teoremom 1 navodimo dve napomene.

Napomena 1. Teorema 1 ostaje u vaZnosti ako se mesto
znaka & stavi znak; .

Napomena 2. Formulacija i dokaz teoreme 1 koji navodim
razlikuje se od onih u [?] ,[3]1[5]. Naime, u tim dokazima jedinstve-
nost se obezbedjuje preko LipSigovog pyslova sa konstantom L i to se

koristi pri dokazu [2],[5). Ako se to ne koristi, omda u (1°) stoji
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stroga nejednakostJ:Sjr Formulacija teoreme 1 bliska je onoj koja je
data u [6].

Naredna teorema dokazuje se pomoéu teoreme 1. U njoj se ispi-
tuje odnos reSenja diferencijalnih jednadina u zavisnosti od desnih
strana tih jednadina. Zbog topa se ta teorema i zove teorema o upo-
redjivanju. Prelazimo na njenu formulaciju.

Teorema 2. Neka su funkcije f(x,y) i g(x,y) definisane
i neprekidne na pravougaoniku R i neka je na'njemu ispunjena nejedna=-
gina f(x,y)<g(x,y). Pored toga, pretpostavlija se da bar jedan od
sledeé¢ih zadataka

y'= £(x,¥)y v(x,) = ¥4

v'= g(x!v)! v(xo) = .YO

ima jedinstveno reSenje na intervaluﬁgo,xo+a]. Tada za njihova reSe-
nja vazi
y(x) = v(x)
na tom intervalu.
Dok a z. Neka, odredjenosti radi, druga jednadina ima jedin-
stveno reSenje na intervalu[xo,xo+a]. Tada je

¥y (x) = £(x,y(x))< 8(x,y(x)), y(x,) =y,

Prema teoremi 1, imamo na [xo.xo+q1 da va?i y(x)< v(x). Ako je fun-
kcija f(x,¥) takva da zadatak (1) ima jedinstveno reSenje, tada funs
kecija u = =-y(x) i¥= -v(x), redom, zadovoljavaju diferencijalne jedna-
¢ine

w'= = £(x, - u),P’= -g(x,-€).
Teorema 1 se primenjuje na funkcije u(x) i @(x) i H(x,y) = -f(x,-y).
Zbog toga je

Y(x) = -g(x,- @(x))L-1£(x,-¥(x)) = H(x, ¢(x)),
pa je €(x)<u(x), odnosno - v(x)g~ y(x) na intervalu [xo,xo-ra].

Na taj nacin je teorema dokazana.
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Pored teoreme 1 i 2, koje su osnovne, navodimo nekoliko lema,
koje éemo koristiti dalje. Sledeéa lema je u svojoj formulaciji
vrlo jednostavna a vrlo korisna pri dokazu jedinstvenosti redenja
zadatka (1), [3].

L ema '1l. Neka funkcija r(x) zadovoljava nejednadinu

r’(x)< k(x)r(x),
ria intervalu'[xo,xo+a]_, gde je k(x) integrabilna funkcija na tom
intervalu. Tada r(x) zadovoljava i nejednadinu
[kttt
r(x)< r(xo)e"b
Do k a z. Ako se polazna diferencijalna nejednalina pomnozi

X
sa exp(-égk(t)dt), dobide se

—{“kma‘:‘) ,

(r(x)e Z 0.

Posle integracije u granicama od x_ do x(x»x_ ), dobijamo
X 0 o
- [ ke dt

r(x)e £ r(xy),

i konaéno X
[ ktydt
r(x)g_:r(xo)e""’ ;

Posledica 1leme 1. Neka funkcija r(x) zadovoljava
uslove leme 1,. r(x)zo na [x,,x,+a] i r(x,) = o. Tada je
r(x) = o na intervalu [xo,xo+é].

Dokazademo i lemu koja se nalazi u{lé], a zatim dati njeno
uopsStenje. Ba¥ to uopStenje biée prava radna lema. Navodimo lemu
iz [ 2), koju takodje u daljem radu koristimo.

L ema 2. Neka diferencijabilna funkcija 0 (x)» o na
intervalu [xo,xo+g1 zadovoljava nejednac¢inu

(4) 67 (x) 4206 (x)+2EV0(x).
Tada je

N— — 2
(49 F(x)é[\m‘(xo)e"w”) +-E<eL(“) -1)]

za xe{;o.xo+a] , gde su L i pozitivne konstante.

Dok a z. Za dokaz ove leme koristidemo teoremu 1. Desna
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strana u (4) jeste funkcija

f(x,y) = 2Ly + 2E)y
koja zadovoljava ].ipéicov uslov u svakoj poluravni y> C’To>o, koja
ne sadr¥i pravu y = o. Zbog toga moZe primeniti Capliginovu teoremu
u sludaju kada je S(xo)y o. Jer, ako je§(x,)>o0, onda reSenje jed-

nadine :
(5) u'=2Iu + 26 VU (uzo)

koje zadovoljava uslov u(xo) = 6(xo) ima nenegativan izvod i zbog
toga ée ostati, za X X,» unutar poluravni u;ﬁ(xo)y-o.

Jedna&ina (5) je Bernulijeva. Njeno reenje sa podetnim
uslovom u(xo) = 6Tx0) glasi

slit] = D'g(';;)e L(x=-x,) , %’_ (ellx=x,) _ 1);]2 '

pa kako je prema teoremi 1 J(x)=u(x), to je (4°) i dokazano.

U sludaju da je bﬂ(xo) = 0, teorema 1 se ne moZ%e primeniti.
U tom sludaju posmatramo reSenje jednadine (5) koje zadovoljava
uslov un(xo) = % (n&N)., Polto je desna strana jednadine (5) ‘nene-
gativna, to je un(x) rastuéa funkcija od x. Pokazademo da je
un(x)j?GTx) na intervalu'[xn,xn+é]. Pretpostavimo da u nekoj tzcks
X1y X, imamo u_(x; X0(x;). stavimo da je €(x) = u (x)-0(x). Tada je
ne(xo) = un(xo) - 5(x0) = %;70 i f(xl) = un(xl)— 6Tx1)4:o. Zbog toga
postoji bar jedno xc&(xo,xl) tako da Je ¢(x) = o. Neka je medju nji-
ma x, najveée. Tada je o =¢(x,) = u (x,) = 0(x,), odnosno 6(x2) =
= un(xz)gféyro. Prema prethodnom delu dokaza imamo un(x)ggﬁfx) na

intervalu [xz,xﬂ. Medjutim, to je nemoguée, jer je protivuredno sa

un(x1)<6_(xl). Na taj nacin je
6‘(::)_4_{—1- BOE) G o) )2

\n

za s8vako né&N. Ako pustimo da n— oo, dobidemo
£ <2
6x) 2[5 %) - 1T,

§to je viBe nego 8to se traii u lemi. Na taj nadin lema 2 je

dokazana,
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U primenama ée biti korisniji op3tiji rezultat od onoga koji je
sadr¥anvu lemi 2. Naime, pretpostavimo da nenegativna diferencija-
bilna funkeija §(x) na intervalui:xo,xo+a] zadovol java slededu di=-
ferencijalnu nejednadinu.
6’ (x)<p(x) §(x) + q(x)\ﬁ'@c—,
gde su p(x) i g(x) neprekidne funkcije na intervalu [xo,x0+al.
Pitanje je da 1i se moZe funkcija 6 (x) na intervalu[xo,xo+a]
majorirati reSenjem odgovarajuce Bernulijeve jednaCine. Odgovor
je odigledan ako su funkcije p(x) i gq(x) nenegativne. Medjutim,
u sludaju da je p(x) promenljivog znaka, odgovor nije tako ocigle-
dan. Pre nego 5to sve to iskaZemo u obliku jednog stava, dokaZimo
jednu lemu koja je i sama ponekada korisna u primenama.
_-L.e m.a I. Neka je A(x) neprekidna i nenegativna funkcija
na intervalu [xo,xo+é]. Ako diferencijabilna nenegativna funkcija
6(x)> o zadovoljava diferencijalnu nejednadinu
6" (x)& A(x) | 6(x)

na intervalu [xo.xo+a], tada je

S 1 X (3
6(x) ¢ [[6lxg) + 3 §atedas|
%o
Do k a z. Posmatrademo funkeiju ¥(x,y) = A(x){y yo0, koja ima
neprekidan izvodi;(x,y) = %%%2 u nekoj okolini tacke (xo. GTxo)p-@.

Tad datak
aae meders u’= A(x)Wu, u(xo) =6(xo)7o

ima jedinstveno refenje koje ostaje u oblasti u)G‘(xo)yo. Zbog

toga se moZe primeniti teorema 1. ReSenje zadatka (%) glasi
- 2
u(x) = [V6Gx,) + %S’:(s)ds] ,

pa prema pomenutoj teoremi sledi tvrdjenje leme. Neka jetf(xo) = 0,
Sada ne moZemo primeniti teoremu 1, zato §to na x-osi nije ispunjen
uslov jedinstvenosti. Zadatak (5°) ima dva reSenja koja prolaze
kroz tadku (xo,o): u=oius= %I? A(s)ds]z. Mi éemo nadéi reSenje

jednadine u’= A(x)Vu koje zadovoljava uslov un(xo) = %, neN.
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Pokazademo da je un(x);.G(x) na intervalu [}0,x0+é]. Pretpostavimo
suprotno: neka postoji xzée(xo,x0+dl, tako da je un(xz)-cﬁtxz).
Stavimo da je ¥ (x) = un(x) -6 (x). Kako je \}’(xo) - (xo) = %}o

i Y(xz) = un(xz) - 6(x2)<:o, to na intervalu (xo,xz) postoji bar

jedno x tako da je W(x) = o. Neka x; bude najveée. Zbog nenegativnosti
izvoda reSenja jedna&ine (57) imamo\f(xy) = o = un(xl) -6(xl), 0<

< % (un(xl) = E(xl). Na intervalu [xl,xé], prema prethodnom delu
dokaza vazi ﬁ'(x)é un(::cT ), &to pritivuredi sa pretpostavkom un(x2)<

<6(x,). Dalji postupak je kao u lemi 2: u nejednadini

O(x) < [——— v ESA(s)ds]Q

pustimo da n—» oo i dobijamo O(x) « zL)A(s)ds] . Ovim je dokaz
leme I u potpunosti zavrSen.

Koristeéi lemu I, dokazujemo joS jednu lemu, koju cemo cesto
koristiti u toku rada. Kao §to smo malo pre rekli ona ¢e biti uopSte-
nje leme 2. Prelazimo na njenu formulaciju.

L ema II. Neka je f(x)y o neprekidna i diferencijabilna
funkcija na intervalu [3o,xo+a]. Pored toga, neka ona zadovoljava
slededu diferencijalnu nejednac¢inu

(6)  67(x)<p(x)0(x) + a(xWo(x)
na intervalu [xo,x +é], gde su p(x) i q(x) date neprekidne funkcije

na tom intervalu i q(x)j o. Tada je

X

1 | X :

(7) f(x)ﬁglm)e LPtV')C"+ 2&1(8)812§P‘06£'512.
D o k a z. Odgovarajuéa Bernulijeva jednatina glasi
(67)  u’= p(x)u + q(x)\u,
gde desna strana ne mora biti ﬁenegatiVna. pa se metod dokaza leme 2
ne mo%e primeniti. Mi demo dokaz svesti na dokaz leme I. Zbog toga
(6) napifemo na sledeci nain
5 (x) - p(x)6(x)=a(x)(0(x)

: X
i pomnoZimo sa funkcijom exp(-Sp(r)dr), odakle se dobija
X
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"pir)d —— L
(6@ ™) o) 186y M

Poslednja nejednaline se moZe napisati

AL DN

(0 (x)e
- ﬁptr)dr -1 ‘p(r)dr
)

koja se, posle smene
(8) y(x) =b(x)e » A(x) = q(x)e*

X e | (T)0
(;! p(rjdl" o 2 SP

svodi na

y (x)£A(x) Vy(x), (y(x) =0(x,))

i dokaz tefe dalje kao u prethodnoj lemi. Prema tome, imamo da je

y(x)élm + %E(s)ds]z

Ako se iskoriste veze (8), dobicdemo (7), &to je trebalo i dokazati.
U toku daljeg rada vradademo se na poslednju lemu. Pomodu nje
dobiéemo neke nove rezultate i dooviti veé poznate rezultate jedno=-
stavnijim postupkom.
Kod iterativnih postupaka za reSavanje zadatka

(1) Y"‘ f(x,y), y(xo) = yO

postavlja se Cesto pitanje kada dobijena pribli#na reSenja obrazuju
monoton niz. Takvo pitanje razmatrao je B.N.Babkin [}] za Pikarov
postupak sukcesivnih aproksimacija. Navesdu, ukratko, njegove
rezultate i dokazati jednu teoremu, koja ée biti uopStenje njegovih
rezultata. Najpre dajemo jednu definiciju.
Defimnicija 1. Neka je funkcija f(x,y) definisana -
i neprekidna u oblasti Dc:R?a y = y(x) jedinstveno reSenje zadatka
(1), definisano na intervalu [xo,xo+a]. Funkcija y = v(x) koja
zadovoljava uslov v(x) » y(x) I(v(xo) ?;y(xo) = yo) na tom intervalu
zove se gornja funkcija. Sli¢no se definise i donja funkcija y = u(x).
Egzistencija gornje(donje) funkcije sledi iz teoreme 1 i 2.
Babkin je pretpostavio da funkcija f(x,y) ima neprekidan izvod

= vo(x) tako

fy(x,y);ro u D, Dalje, on bira funkcije u = uo(x) - A

da gadovoljavaju sledede diferencijalne nejednadine
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(9) ui(x) - f(x,u (x))<o, vi(x) = £(x,v (x))»o0
f1a intervalu [xo,xo+a]. Na osnovu teoreme 1 te dve funkcije su,
redom, donja i gornja. Ovako izabrane funkcije ponekada c¢emo zvati
Sapliginove - krive. Neka je
(9%) D, = (x,¥): X, &Xx<Xx +a, u (X)L yg vo(x)}.
Naredni par pribliZnih reSenja (ul(x), vl(x))odredjuje se na sledeédi
nac¢in . X
u, (x) =y, +i.f(t;-uo(t))dt, vi(x) =y, +E(t,vo(t))dt,
pa iz pretpostavke da je fy(x,y)y o dokazuje se da vazZe nejednaline
u (x)guy (x)2yx)gv (x)gv (x).
Postupak se nastavlja i formira se niz parova (un(x), vn(x)), n =
= 0,1,2, ..., tako da vaZi ocena X
04V (x) - u_(x) = SH’(t v (8))= £(t,u_ (1))]at ¢
<8 pelax, )0 h
gde je 5 = Tﬁ;wé& (x) - uo(xj], K = Bix fy(x,y).Poslednja ocena
dobija se vrlo lako, zahvaljujuéi pretpostavci da postoji neprekidan
izvod fy(x,y). Dovoljna je egzistencija ogranidenog izvoda. Ta ista
procena omogudéuje da se izvedu potrebni zaklju€ci o konvergenciji
nizova (un(x) i (vn(x)), n =o0,1,2, coyt oba ta dva niza konvergi=-
raju jedinstvenom reSenju zadatka (1) kao zajednidkoj graniénoj
vrednosti.
Poznato je da iz nejednacine fy(x,y):ro sledi da funkcija
f(x,y) raste po drugom argumentu i Babkin to pri dokazu koristi.
Ja sam dokazao slidénu teoremu, pretpostavljajuéi da je funkcija
f(x,y) rastuéa po drugom argumentu a ne pretpostavljajué¢i nisSta o
egzistenciji izvoda fy(x,y). Naravno, jedan od uslova jedinstvenosti

za zadatak (1) mora biti ispunjen. Videde se da pri dokazu konver=-

gencije koristimo sloZeniji matematidki aparat.

Neka je funkcija f(x,y) neprekidna i neka raste po drugom argu-

mentu. Sliéno Babkinu, odredjujem oblast (9°), gde su donja i gornja
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funkcija odredjene iz uslova (9). Kako je funkecija uo(x) odredjena
iz uslova ué(x) - f(x,uo))é;o, tada je, prema teoremi 1, ispunjena
nejednaéina uo(x)éy(x) na intervalu][&ﬁéfa‘]) gde je y = y(x) redenje
zadatka (1). Narednu funkciju odredjujemo iz jednakosti
X
u (x) =y, +£f(t,u°(t))dt.
Tada je
u, (x) - ul(x) = u (x) - T ™ Jff(t u (t))dt =

jm (t) - £(t,u_(t))dt <o,
odnosno uo(x)é&u (x) na intervalu [xg0x,*a]. Kako je f(x,y) rastuda
funkcija po drugom argumentu, to imamo
ui(x) - f(x,ul(x)) = f(x,ug)) - f(x,ul(x))ggo,
odakle zakljudujemo da je ul(x) donja funkcija na intervalu[;o.xo+a].
Sasvim analogno se dokazuje sledede: ako je un(x) donja funkcija do-

bijena iz uslova uﬁ(x) - f(x,uﬁ(x))é:q,tada je i
X
L (x) =y, + T(t,u, (t))dt

takodje takva funkcija i un(x)égu (x) na intervaluExd,xo+a]. Prema

n+l
tome vaZi sledede
uo(x)é ul(x)é "'éun(x"é- coegy(x)
na pomenutom intervalu. Zbog toga za svako fiksirano erxo,xo+a]
postoji lim u (x) =¥ (x). Pokazademo da je grani&na funkecija{(x)
n—s oo I

neprekidna, Zbog toga formiramo razliku
%

w (x5) = up(xq) =iif(t.un+1(t)dt.
odakle je
|“n("2) - un(xl)léM]xl-le '
gde je M = maxlf(x,y)‘. Ako pustimo da n-»oo u poslednoj nejednadini,

dobiéemo
¥€0xy ) =p(xp)| &M [xy =%, |5

odakle sledi neprekidnost funkcijef(x). Kako je (un(x)) rastuéi niz

funkcija i granic¢na funkcija neprekidna, tada, na osnovu Dinijeve

teorem%ITYJ , imamo da niz (un(x)) uniformno konvergira ka funkciji
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Y(x) na intervalu [xo,xo+a]. Keko je
u_(x) = y0+}(of('t:, u__, (t))at,
tada je posle prelaska na graniénu vrednost,
Y(x) = y + g}(t.%(t))dt.
Prema tome, graniéna funkcija jeste reSenje zadatka (1). Na taj
natin dokazana je slededéa teorema.

Teorema I. Neka zadatak (1) ima jedinstveno reSenje
ca za funkciju f(x,y) pretpostavimo da je neprekidna u oblasti
D¢:R2 i da raste po drugom argumentu. Tada moZemo, polazecéi od donje
funkcije uo(x) koja je odredjena iz uslova (9), formirati niz
(un(x)), n=0,1,2, ... pomocéu %Prasca

un(x) = ¥t is(t, un_l(t?dt, (n = 1,2, 660),
tako da je un(x)é_unﬂ(x) 5__'y(x) na intervalu[xo,xo-i-a]. Graniéna
funkcija ¥(x) toga niza jeste reSenje zadatka (1).

Napomen a. Sli¢an zakljudak vazi i za niz (vn(x)),

n=o0,1,2, ..., takav da je
y(x)évn+l(x)£vn(x), (n. = 0,102, wus)y
na intervalu [;o.x°+a]. U ovom sluc¢aju treba teoremu I primeniti ng

jednadinu
u'= - f(x, = u).

Dalje, navodimo jednu teoremu S.M.Lozinskog, koja je u [12]
navedena bez dokaza.

Te orema A. Neka je funkeija f(x,y) neprekidna u obla-
sti B (zatvoreno)] ili otvorenoj) i neka postoji takva nenegativna
integrabilna na konalnom intervalu [xo,x0+a] funkcija M(x), tako da
je |f(x,y)| £M(x) ako je xe[xo.xo+a], (x,y) €B, (x, M(x))&B. Pret-
postavimo da Jje konadnd. zatvorena oblast Q odredjena nejednakostima

X, < X £ X +a, v - yo\é_s’:m(u)du,
sadrZana u B. Dalje, neka postoji nenegativna i integrabilna na

[xo,x°+a] funkcija k(x), tako da je
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(1o) | £(xy3y) - 2(x,3,)|< k(x)[y1-, |

Za X £ X £X +a i (x,yz), (x,yz) ?roizvoljne tatke koje pripadaju
oblasti Q. Tada je:

1) za proizvoljnu neprekidnu na intervalu{?o,xo+d] funkeiju y (%),
(x,yo(x))éQ, formulom 2
y (x) = y;Lf(t,yn_ltt))dt
odredjen niz (yn(x)) (n=1,2, ...) tako da je (x,yn(x))esq za

xos X&X_+a;

0
2) zadatak

(1) y'= £(x,y), y(x) =y,

ima jedinstveno resenje y = y(x) ((x,y(x))e&Q, xos:x5$x°+a) i pri
tome je
y(x) = lim-y,(x)

na intervalu on,xo+a];

3) vaZe sledeée ocene

X
SN(u)du + Eaxlyo(u) -y fo n
(11) [7(x) = (x))g Mo T : e
; X ni
(12) [y(x) - yncx)|<i£k(“)d“k(-§>|yn<§) - Va1 )| 8z

Navedena teorema Lozinskog je uopStenje poznate Pikarove teoreme
za zadatak (1). Teoremu navodim i dokazujem iz sledeé¢ih razloga:
1) dokaz koji dajem jeste ilustracija kako se moZe koristiti lema II;
2) pokazadu da se teorema mo¥e dokazati pod slabijim pretpostavkama
nego 8to su navedene u [lé] i 3) moZe se formulacija te teoreme pre-
neti i na teoreme koje dolaze. Prelazimo na dokaz teoreme Lozinskog.

D o k a z. Dokazademo da zadatak (1) ima jedinstveno reSenje.
Pretpogtavimo da postoje dva reSenja zadatka (1) yi-:-yl(x) 1y, =
¥o(x), pri cemu je yy(x)) = y,(x,) = y,. Uvodimo funkeciju O (x) =
(yl(x) - yz(x))z i koristimo pretpostavke za funkecije yl(x) . yz(x)J

pa dobijemo jednakost
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3 (x) - 2(yl(x) - Y2(X)J (Yl(x) e yl(x)) -

2(y,(x) = 7,(x)) (£(xay (%)) = £(x,5,(x))),
iz koje sledi slededa diferencijaln nejednadina

6 (x)<2k(x)6(x)
Na osnovu leme 1 i njene posledice imemo da je 6(x) = o na inter-
valu fxo,xo+a__|. Dakle, yl(x) = yz(x) za X < X<X +a.

Dalje, dokazujemo da je (x,yn(x»éQ za xe{?o,xo+a1 i svako

n=0,1,2, ...r%2 n =0 to sledi po pretpostavei. Ako se pretpo=-

stavi da je (x, = . J_(J:)) €Q za x <x <x_+a, tada je

|7, () = 3, z_Ltfct,yn )| et S_gl(t)dt,
(x,y,(x)) €Q za x <x<x % a.
Dokazademo da niz (yn(x)),11ébauniformno konvergira na in-
tervalu [xO,xo+a]. Iz samog izbora funkecije yo(x) imamo da je
% :
|yo(x) " Tol& 5 M(t)dt i zbog neprekidnosti funkcije f(x,y) vaZi
Ko % X
Wy (0) =y = ity (0)) ate S:‘(t)dt-
AQ /

Na osnovu toga vaZzi sledecéa ocena
%

172 (%) = v ()| 2 [97(x) = yo| +] ¥~y (X)lé__?icl“l(t)dt-
Prema nadinu formirania niza (y (x))l prema (lo) vaZi sledede

| ¥p(x) = I(XD\ASK(t)ly 1 (8) = y o (8)\dt.
Iz poslednje nejednad¢ine za n = 2 doblgamo

|¥2(x) - yl(x)lé_{ku)[yl(t) - S(Bat<

o Xt
L2 k(t]dt/l\‘l(f)dfz_(zj M(t)dt) k(t)dt

Xha
Stavimo da je m = 2i&M(t)dt pa éemo donltl zan=3

x
|y3(xx) - yz({fnna k(£)|y,(t) = yp(t)\dt <&

£ &(t)dtLok(g’)df - mjéx-t) K(t)dt.

Sada je jasno da se indukcijom moZe pokazati da vaZi slededa ocena
X
alx) - v, 21 OI€ (T (=) "2k (4)at ¢
ml;kftzdt n-2

(n=2)!
odakle sledi uniformna konvergencija reda
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Vo(x) + (y7(x) = y,(x)) + «uus (y, (x) - Yol (%)) %eee

ka funkciji y(x) na intervalu [xo,xo +a], za koju éemo pokazati
da je reSenje zadatka (1) na tom intervalu. Ta &injenica sledi iz

ocene
X

X
ljé(t.yn<t3>dt . E(t;ﬂt))dtlé_Jk(t)lyn(t)'-' ¥(t)| at.

Pre¢idemo na dokaz ocena (11) i (12).. Primetimo da je
X

1Y) = v, (= 1 £(u,y(u))du + v, - v, (x)|<

X X
éS:f(u.y(u))ldu +|yo—yo(x)kﬁ(u)dux'zngayo(u)-yo\,

0

pa zbog toga (1l1) vaZi za n = o:
i X

(x) - (x)|< Jm(u)du + max|y (x) - )
\y Tgs*a %o x,éuaxyo Yol
Neka (1l1) va¥i za prirodan broj n.xTada Je, na osnovu nejednadéine
Tna2 () = ¥ & [R(@)]y(0) = y(w)| ay,
, ']

ispunjeno i sledede

X
|v(x) - Yne1 X4 J;F(u)‘y(u) - yn(u)ldusé
u
¥ fM(t)dt + m%xlyn(t) - yo\ "

<[ e fe(oae] %

n!
X
fM(t)dt - maxlyo(t) = Vol X i
%o X% &tex
< . ml J:éc(u) &k(t)dt:j " au =
fxlj(u)du x’:é‘ﬂi_’;lyo(“) " Yol x .
) (n+l)! l{zfu)du] '

Na taj nadin, ocena (11) je dokazana.
Pri dokazu ocene (12) koristimo lemulI. Pored ostalog, ovde
¢e se videti korisnost lemell pri oceni greske.
Zbog (lo) imamo
¥ (x) = ¥ (x)] = |£(x,y,_; (%)) = £(x,y(x))[ <
< k(x) |yp_ (%) = ()| gk(x) |y, (x) = y(x)] + k(x) |y, (x)-y, &

Posle mnoZenja sa 2]yn(x) - y(x)l, dobi jamo
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2|75 (x) = ¥ ()] |y, (x) = y(x)g2k(x)|y,(x) = y(x)) 2
+ 2k (x) |y (X)=yp (O 7y ()= 3, () - 5

Ako stavimo da je 0 (x) =|¥5x) - y(x)lz, tada je

6 (x) £ 2k(x)6(x) + 2k(x)|y,(x) - yn__l’(x)\fé‘(x).

Na osnovu (7) imamo

X
k(u)du X k(u)du
gorels £ (1 - rea T

odakle sledi (12):

EACE y(x)\4f Ik k(;)pr () - ¥, ()] aF-
Na taj nadin teorema A je u potpunosti dokazana.
U vezi sa teoremom A navodimo dve napomene.
N'apomena l. Teorema A ostaje~da vazZi i bez pretpostavke
.0 egzistenciji funkcije M(x): mesto oblasti Q moZe se uzeti oblast
{(x,y): | x-x,| £ a, -oo<y4+aa}. Ako se podje od neprekidne funkci-
Je yo(x) definisane na inter:alu ]x-xolg;a, tada je takva i funkci ja
713 =y, + [£(4,y,(8))a
Zbog toga je moduo njihove ?;zlike ograniéen:[yl(x) - YO(X)L$=#

(X€R). MoZe se pokazati da va%i sledeéa ocena

41i=2 LA
|y (%) = vy 1 (x)|& - k(t)dt.
)

Dalje dokaz tele kao u teoremi A.

Napomena.2. Jasno je da je teorema Lozinskog uwopStene
Pikarove teoreme. MoZe se i ovde, slic¢no kao Sto je uradio Iabkin
sa Pikarovom teoremom, postaviti pitanje monotonosti niza (yn(x),néeN
Lako se moZe dokazati teorema koja ée biti opS8tija nego teorema 1
iz [1]. samo ako se pretpostavi da je Qy(;,y)y-o na B i1 da je

yo(x) = £(x,3,))&0
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na intervalu [xo,x0+a] . Medjutim, tako dobijena teorema jeste
posledica teoreme I koju sam dokazao.

Sli%no Babkinu, R.Belman, L9}, je raspravljao pitanje mono-
tonosti Njutnovog postupka za reSavanje zadatka (1). Pre nego ¥to
navedemo Belmanove rezultate, navodimo Jednu teoremu koja se odnosi
na konveksnost funkcije f(x,y) po y, uﬂiformno po x. Prvo dajemo

definiciju takve konveksnosti,[B), [9]..
' Definicija 2. Funkcija f(x,y) je konveksna po y uni
formno po x u nekoj oblasti G, ako je ispunjen slededéi uslov
(13)  £0yA + (1= A) 7)< Af(x,yp) + (1-X) £(x,y,)
za bilo koje tadke (x,yl), (x,yé), (x,yz)éc,x\&{ i o<Acl.

Nejednad¢ina (13%) moZe se napisati u slededem obliku

(A37) (y1-vp) £(x,5) + (y,-y) £(x,57)+(y-y1)E(x,¥,)2 0
gde je y neka vrednost izmedju yp 1 y,. To éemo dokazati. Neka je
odredjenosti‘rada, ¥1< ¥, Tada je y =/\yl + (1—)\):{2 uvek izmedju
y, 1 Yoo Obrnuto, svaki broj y koji leZi izmedju y i Yo moZe se
pretpostaviti u obliku

y -Ayl + (1 -/\)32,
gde je A = (¥ - ¥): (yz-yl). Zaista, kako Je y;& ¥<¥,» to je

Yo = V1
Y=y +Y -y =y + (¥ - yq) =
yZ-yl
y"‘yl ‘Y—yl
Bylnyl-—--+y T ———
¥s= ¥ Yo= ¥1
Zbog toga se (13) mo%e napisati u slededem obliku
Y5 = ¥ Yy -y

f(x,y)@ ﬁ f(xryl) + Y_g'_fflf(x'yz)’
odakle sledi (13°).

Posle ovoga, dokazadu jednu teoremu koja se odnosi na vezu

izmed ju egzistencije parcijalnog izvoda fy(x,y) i konveksnosti
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funkecije f(x,y) po y, uniformno po x. Teorema koju navodim jeste
jedno uopstenje rezultata iz'L;ol, vezanog za konveksnu diferen-
cijabilnu funkeciju f(x), definisanu na intervalu[g,ﬁ]. Prelazimo
na formulaciju te teoreme.

Te or ema II. Neka je funkcija f(x,y) definisana i
neprekidna u nekoj oblasti G i neka u njoj ima konacéan izvod fy(x,y).
Da bi funkeija f(x,y) bila konveksna po y,uniformno po x u oblasti G
potrebno je i dovoljno da njen izvod fy(x,y) raste (u 3irem smislu)

Po Y.
Dok a z. Uslov je potreban. Neka je f(x,y) konveksna

funkecija po y’uniformno po x u oblasti G. Tada, polazeéi od (137)

moZemo napisati

(14) £(x,y,) = £(x,y)  £(x,¥,) - £(x,y)

>/ .
Y2_y Yl-y

Ako pustimo da y—sy, U poslednjoj nejednac¢ini, dobicdemo

f(x,y,) = £(x,¥,)
fy(x’yz) P : : .
yp - Y2

Potpuno analogno, kada pustimo da Y=Y dobijamo

£(x,y,) = £(x,¥,)

=z f (xty1)l
¥, = ¥, :

odakle zakljuéujemo da je
(15) fy(x!yz)} fy(x'yl)

za yz ‘;; y‘l.

Uslov je dovoljan. Neka vaZi (15). Tada je

f(x,yl) - f(x,y)

= f_(x, )
V1 = ¥ %

£(x,7,) - £(x,¥)

= f (xv )v
Yo ¥ y X2

gde je y,<%; < y.(ﬁ(yz, odakle sledi (14), pa iz toga (13°).

Na taj na¢in je teorema II u potpunosti dokazana.
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Ova teorema je vrlo korisna pri radu, jer je lakfe raditi sa
izvodom nego se koristiti pojmom konveksnosti.

Navodimo dve napomene u vezi sa teoremom II.

Napomena 1., Oblast G mora biti takva da sadrzi sve duzi
koje su paralelne sa y-osom a njihovi krajevi leZe u G. Dakle, G
ne mora biti konveksan skup u ravni Oxy.

Nia pomena 2. Teorema II moZe se dokazati i za funkciju
f(x,y), gde je y =(Y1s eoes yn). Uredjenje u R" je po koordinatama:
yl = (yi, 5 S yrll) i y2 = (yzzL. ooy yi)éﬁn; yl‘ y2 ako i samo ako
je yig,y?(i = 1,2,00.,0).

Posledica, Ako funkcija f(x,y) ima unutar oblasti G
pozitivan drugi izvod, tada je ona konveksna po y}uniformno Po X.

Kao 8to smo veé rekli, R.Belman Je ispitivao monotonost Njutn-
Kantorovicevog postupka za reSavanje zadatka (1). IzlaZemo, ukratko,
u éemu se satoji taj postupak. Neka je Vo1 (%) ¥4 (x,) = .
pribliZno reSenje zadatka (1) odredjeno. jada se naredno priblizZno

reSenje y_(x) odredjuje kao reSenje slededeg zadatka.
n

,

Yn = fy(x’yn-l(x))(yn - yn-l(x)) + f(x.yn_l(Jc)),
Yn(%g) = y,(n =1,2,...).

Belman, uz pretpostavku da je neprekidna i diferenc%ﬂg?&%na po
y funkcija f(x,y) konveksna po y, uniformno po x, dokazujevhiz pri=-
bliZnih reSenja (yn(x)), n=1,2, ..., monotono rastudi.

Mamedov,{}i],navodi joS jedan postupak za reSavanje zadatka (1)3
koji je poznat pod imenom modifikovan Njutn-Kantorovi&ev postupak.
Ovim postupkom se pribliZno resSenje yn(x) zadatka (1) odredjuje kao

reSenje slededeg zadatka

Vn = T3y (x))(yy = ¥ (x)) + £(x,5,_(x)),
RALYES Y

pod.pretpostavkom da je y,_j(x) veé odredjeno i Yo(x) veé izabrana
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neprekidna funkcija koja ostaje ista za n = 1,2, +e. .
| Koristeéi teoremu o diferencijalnim nejednadinama i teoremu
II, dokazao sam teoremu III koja daje dovoljne uslove da bi niz
pribliZnih resSenja yn(x), n=1,2, ..., dobijen modifikovanim
Njutn-Kagtoroviéevim postupkom, bio monotono opadajuéi,
Teorema III. Pretpostavimo sledede:
(1) neprekidna funkcija f(x,y) definisana u nekoj oblasti
D<:R2 ima peprekidan izvod fy(x,y) koja je opadajuéa funkcija po
drugom argumentu;
(ii) zadatak

(1) y'= £(x.y), y(x,) =y,

ima jedinstveno resSenje na intervalu [;O,xo + é];
(iii) funkcija yo(x) klase Cl[?o,xo+d] zadovol java nejed-

nadinu
yé(x) - f(x.yo(x));po.

Tada niz (yn(x)), n=1,2, «o., definisan na sledeéi nadin
Y] = £ (%03 () (3773, (X)42(x, 3 (%)) 17 (x0) =,
Ype1=Ty (076 (D) (3 g =y )+ £ (X0 3
.'yn_'_l(xo):yo’ n = 1,2’ s ee 9

konvergira ka reSenju zadatka (1) i pri tome je

YoXz ¥y (X)z veezy (X)z coi 2 ¥(x)
na intervaluI?o,xo+a].
D o k a z, Prvo uporedjujemo funkecije yo(x) i yl(x).
Ako u jednacini
y1 = T00y, (1)) (3 =y (x)) + £(x,5,(x))
mesto funkcije yl(x) stavimo yo(x) imaéemo, na osnovu pretpostavke
za funkeciju yo(x), slededu nejednadinu
Yo x) = £(x,y,(x))p 0,
odakle, na osnovu teoreme 1, va’i da je yo(x);;y(x) i yo(x);pyl(x).
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Dalje uporedjujemo funkcije yl(x) i y(x):

y1(x) = 206,37 (x)) = 2,(x,7, () (73 () =y, (x))+2(x, 5, (x) -

- 205y () = £y () - £ p ) (100 - (),
gde je.?l neka vrednost izmedju yl(x) i yo(x). Zbog toga je
fy(x,yo(x)) - f(x, ) l)fgo, jer funkeija fy(x,y) opada po drugom
argumentu. Prema veé dokazanom imamo da je i yl(x)-yo(x)fgo.

Prema tome vaZi nejednacéina

y1(x) - £(x,y,(x))» 0

odakle je y(x):é.yl(x)fg yo(x) na intervalu Exo,xo+a1 i
Neka je yn(x) (n»1) funkcija koja zadovoljava sledeée uslove
yﬁ - f(x,yn);,o ) yn(x)fgyo(x) na intervalu [;o,xo+a]. Lako se doka-

zuje da reSenje jednacine

L4

Ypel ® fy(X.yo(x)) (Yne17vq) + £(x,y,)
zadovol java uslove yn+1(x)£;yn(x) i yn+1(x);;y(x). Prema tome, doka-
zali smo da je formirani niz (yn(x)) monotono opadajuéi:
V(X)L eve &Y 1L eeec y1(x) <y (x).

Sada ¢éemo pokazati da je taj niz uniformno konvergentan na in-
tervalu. Za to je dovoljno dokazati da je 'yn+l - ynlféan, gde je
a, op8ti ¢lan konvergentnog reda. Pre svega, uvodimo ognaku
hy(x) = [£(x,y,(x)) = y7(x)] .
Tada iz

,

Ynse1 = Yn ™ fy(x,yo(x))(yn+l = Tyl + £(xsy,) = Yn
vaZi

e ‘yn+1 - yn] ,y;+l - 3£Fé 2K (¥p41 - yd °

+ 20, ()| yy4 = Yyl |

gde je [fy(x,yo(x))jéak na intervalu [xo,x°+a]. Na onsovu leme II

va¥i ocena X <k (t-x)
Se hn(t)dt.

| Yn41-¥n |

o
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Kako je
b (x) = {20, y,(x)) - y (x)| =
= 1£0,y,(x)) = (x5, (X)) (v, = Ypq) = £(x, 5, )<
:szlyn = Yn-1l e
to konaéno imamo X
g .
IYIH']. = ynl.ée aj lyn = yn-l‘ it , (n = .1!2’-“)
%
odakle se lako dokazuje da vazi

i & ka\n a®
{Tia "ynléa("‘e )" 2y -
Dalji dokaz je sasvim jednostavan.
Napomena ..Ako je funkcija fy(i,y) monotono rastuéa po dru-

gom argumentu, tada treba staviti da je
Vosl = * fy(x,yo(x))(yn+1 - Tyl * £(xy¥,) Ynlxg) = Yo ,
pa i ux tom sluCaju dobijamo jedan monoton postupak. (n =0,1,2,...
Ako funkcija f(x,y) zadovoljava uopSteni LipSicov uslov sa inte-
grabilnom funkcijom k(x);;o na intervalu [xo,x0+a] y onda se moZe na=-
vesti jedan monoton postupak za reSavanje zadatka (1) koji je sli&an
onom u teoremi III. Medjutim, dalje se nedée pretpostaviti nista o
egzistenciji i raséenju izvoda fy(x,y). Naime, vaZi slededa teoremas
Teorema IV ., Neka je,lpored uslova u teoremi A, za‘funkciju
f(x,y) ispunjen i uslov
Vo(x) = £(x,5,(x)) 2 0 (y,(x,) = y,)
na intervalu [xo,xo+a] . Tada je
Vol¥)z 7 () > oo 2y (x) > ... >V (x)
gde je
Yne1 = = K(x)(y,,4 (x) = y,(x)) + £(x,y,(x)) (n=0,1,...)
a y = y(x) reSenje zadatka (1).
Dok a2z . Prema natinu konstruisanja niza (yn(x)) y imamo da
yl(x) zadovol java sledeéu jednadinu
y1(x) = = k(x)(y(x) = y (x)) + £(x,y (x)) .

Ako umesto funkcije yj(x) stavimo Yo(x) imaéemo nejednacinu
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Yo(x) = £(x,y,(x))>o0
na intervalu [;o,x°+é]. Zbog toga je, na osnovu teoreme 1, na tom
intervalu yl(x)z,yo(x). Na¥ je zadatak, dalje, da pokaZembd da vaZi
i nejednadina
y1(x) = £(x,y3(x))»o0
na l:xo,xoﬂa;'l , odakle éemo zakljuditi da vaZi y(x)< yl(xJ, gde Je
y(x) reSenje zadatka (1). Radi toga primetimo da iz &injenice da je
yo(x);pyl(x) i uslova
| £(x,5,(x)) = £(x,y7(x))[ < k(x) |y, (x) = y;(x))

sledi - k(x)(y,(x) = y3(x))< £(x,5,(x)) - £(x,5;(x)) <

< k(x)(y,(x) = y;(x)).
Koristeéi prvu nejednadinu, imamo da Je

0 k(x) (v, (x) = y(x)) + £(x,y,(x)) - £(x,y,(x)) =

= - k(x)(y7(x) = y (x)) + £(x,y,(x)) = £(x,57(x),
odakle zakljudujemo da vaZi

yi(x) = £(x,y,(x)) = |

= - k(x)(y(x) = y,(x)) + £(x,y,(x)) - £(x,y,(x))> o.
Odavde, koristedi teoremu 1, dobijamo sledeéu nejednadinu |

¥y (%) > y(x)
na intervalu [xo’xo+a_]. Neka je, dalje, funkcija yn(x) odredjena iz

uslova y, - f(x,y )»0 a funkcija Yn41 (X) kao reSenje jednadine

4

Yper = = KGOy -y, () + £(x,y,(x))y yp 0 (%)) = y,-
Jasno je, na osnovu teoreme 1, da je yn+1(xJ;;yh(x). Zaista, ako se
u poslednjoj jednadini umesto y ., stavi yn(x). dobiéde se

ya(x) = £(x,y, (x))z o0,
odakle sledi naSe tvrdjenje. Dalje, imamo da je

Va1 =T(X0¥g 1) = =k(x) (v g Y E(x,5,)~£(x,y,,1) 20,
pa je Yn+1(X)2¥(x) na intervalu [xo,xo+31. Dakle, dokazali smo

da je YoX)py1(K)p ey (x)2 oo > y(x).
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Konvergencija niza (yn(x)), n=1,2,... , dokazuje se kao u teoremi III
Iskoristidemo lemu II, i oceniti razliku [yn+l(x) - y(x)l. Pre
svega, primecujemo da iz jednakosti .
Ype1(F) = = k() (v 0 (X)) = v (x)) + £(x,¥(x)),
yi(x) = £(x,y(x))
na intervalu_[xo,x°+al, sledi
lyi‘l-l-l - Y’[ ék(x)\ynq-l-ynl * k(x))yn A
Dalje,imamo

[yn+1-y”lék(x)!yn+l- yni+ k(x)lyn— Ynsl * Vel ~ YIL

~

._(__k(x)[yn+l - yn\"' k(x)‘yn = yn+1\-+ k(_")]?’ml - yl,'

odnosno
1Ype1 = Y1) |ygyy = w1+ 2k(x)|yn+1 = Yai:

Posle mnoZenja sa 2,yn+l - y‘i smene O (x) = (yn+l - y)z, dobi jamo

67 (x) £ 2k(x)8(x) + 4k(x)[y,,1 - v, V6(x) .

Primena leme II dovodi do ocene

X
X_Lk s)ds

| ¥4y (%) = y(x)lg‘zj e k()| ¥p,q (8) = ¥, (8)] at.
" RO v '
Sli¢nim postupkom se moZe oceniti i razlika 1 il ™ Yn|
U daljem radu iznosimo neke rezultate poljskog matematidara
R.Zubera, koje éemo dobiti pod slabijim pretpostavkama i iskoristiti
ih za dobijanje novih rezultata.
R.Zuber, polazeéi od zadatka
(1) y‘= f(x’ij Y(xo) = yO'
definiSe niz novih zadataka
y'=F (x,y), y(x)) =y, (n=0,1,2, ...),
takvih, da reSenja toga niza definisu niz funkcija
Yl(x)! Yz(x)t ss ey yn(x): sy
koji konvergira ka reSenju zadatka (1). Sve se to preciznije iska-

zuje u sledeéo teoremi,[l?],.
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Teorema 3. Neka su funkcije f(x,y) i Fn(x,y) (n=o0,1,2

definisane i neprekidne u pravougaoniku

R = {(x,y)l {x = x |<a, |y - yoléb}-

Pored toga, te funkcije zadovoljavaju LipSicov uslov sa konstantom L:

|£(x,y) - £1(x,¥)| £Lly -7
an(x,.‘J) - Fn(x,'fr)lé'[;ly -v|-
Za funkcije yn(x) gine se sledeée pretpostavke:

0

1Y grafik svake od njih leZi u R;

2° za svako n funkcija yn+1(x) zadovoljava sledec¢i zadatak
y;1+1 = Fn(x’yn+l)’ Yn+l(xo) =Y

za|x = X |£a;

39 na kraju, pretpostavimo da je
oﬂ

n] . - f L ‘
)g)ma&;rn(x g (x)) = 2(x,7, (%)) | +00

Pod navedenim pretpostavkama niz (yn(x)), n=1,2, «esy, uniformno
konvergira na dosta malom intervalu |x - xoféghke.reéenju zadatka (1).

Lako se vidi da Zuberov postupak iz prethodne teoreme obuhvata
Pikarov i Njutn-Kantorovidev postupak za reSavanje zadatka (1).
Dokaz teoreme 3 dat je u [14] i konstanta h odredjuje se iz uslova
hL<:%. Dokazadu teoremu V koja uopStava Zuberove rezultate iz
teoreme 3. Za funkciju f(x,y) imamo iste pretpostavke kao u teoremi A.
Keo 5to teorema A (S.M.Lozinski) wopStava Pikarovu teoremu za zadatak
(1), tako teorema V uopStava Zuberove rezultate iz teoreme 3.

Te orema V. Pretpostavimo da su funkecije f(x,y) i Fn(x,y)
definisane i neprekidne u oblasti BCLR2 (zatvorenoj ili otvorenoj)
i da postoji integrabilna funkcija M(x), takva da je]f(x,yﬂg&M(x)
(xo_{- x<x + a, (x,y(x)) &B). Pretpostavimo da je zatvorena oblast

Q = {(x,y) t xoé_xéxo +a, |y -_yo\éﬁi\i(t)dt}

sadrzana u B. Pored toga, neka na Q funkecije £(xy¥) 1 F (Xs¥)

zadovoljavaju uopSteni LipSicov uslov sa integrabilnom nenegativnom
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funkcijom k(x) na intervalu [xo,xo+al;
If(x!y') - f(x!—i), _ék(]() IY - _3;',
B, (x,7) = Fo(x,¥)|< k(x)\y - 7|
za funkcije, pak, yn(x) ¢ine se sledeée pretpostavke:
1% grafik sveke od njih le%i u Qj

(¢]

2" za svako n funkcija yn+1(x) zadovoljava sledeéi zadatak

In+1 = En(x’ynﬂ.)' yn+1(xo) = Yoi

39 vazi sledeéa ocena
oo

;ﬁ_ﬁgnu.yn(x)) - £(x,y,(x))|< +o2 .
Pod navedenim. pretpostavkama niz funkcija (yn(x)) uniformno
konvergira k4 refenju y(x) zadatka (1) na nekom intervalu
X, £X £Xx, + h, gde je h dosta mali broj.
D o k a z. Stavimo da je C%(x) = F (x,y,(x)) = £(x,y,(x)),

pa zbog toga imamo

¥ = £(x,y,) + Fp(x,yp,,) = Fo(x,y,) +dy

Yo = T06Y,) * By O6yn) = B () +dng

Posle integracije i oduzimanja dobijamo

Yn41~ In = £3?(t’yn) - f(t'yn-lx)]dt ¥

+r\:Fn(t’yn+1) - Fn(t’ynﬂ'&t_ S [Fn-l(t’yn) -Fn-l(t'-'),’,lg‘;{
X % Xo
+LLa"n<t> - &,op(8)]at.

Dalje, na osnovu pretpostavki za funkeije f£(x,y) i Fn(x,y), imamo
da je A X
Pns1 - yn+5.2&f(t)|yn = Yp4| 4t +Lk(t)\yn+l"yn\dt *
X o 0

+L(J & (8)|+ ]840 (8)) )at.

Neka je

gn-rl ;é;£u£+a‘yn+l(x) - Yn(")f' En )‘:’:Xi‘:j-:-?l(x”’

gde ée h biti dalje precizirano. Tada je
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gml\&;k(t)dt)f . (jk(t)at}‘o o ¥B(E € _

Konstantu h biramo tako da je
Xoth
jk(t)dt(%‘
Xo

pa zbog toga moZemo napisati

CnergBep + 122 (6, + £, (n=1,2, ...).

%a tako izabrano a imamo da je q = %%E<l° Stavicdemo da je
b _
Yn = i-afgn "'én-l)'
pa dobijamo sledecu vezu

gn+1< qf?n +‘f’n (n = 1,2 ses)s

Nije te3ko videti da vaZi sledecde

fzéqsyl +\rlf P3-‘—4. Q?z *Yzé qul + ql{"l +|f/2o eee 9

§n+1 Sa"f1 + qn'lh + q™82 4 Lo+ af g+

odakle se dobija

oo oa
>fnn & 200" + (Zq“‘lnzﬁl ).
h=1 n={
Na taj nadin, dokazali smo da red 2 fh 1 kOnverglra.

=

‘yn-n-l(x) .Vn(x)’4 Suplyn+l(x) t\')l_. 51-1
XEXth

Kako je

to imamo da red

Vo (x) + (37 (x) = yo(x))+ een # (¥ (%) = yp(x)) + ...
uniformno konvergira na intervalu [;o,xo+ﬂ1 ka funkeciji y(x), gde
je h <:—%. Zbir poslednjeg reda jeste reSenje problema (1), 8to se

vidi iz Jjednakosti %

X -
Vpaq (X) = ¥+ fo(t,yn(t))dt +5LFn(t,yml(t))-Fn(t,yn(q]d¢
i - Xa
+ (0 (t)at

kada se pusti d‘x’a n—» o , Tada je




s Y

X
y(x) =y, +Lf(t,yct>>at,
8to je trebaloidokazati.:

Zuber je pretpostavio da funkcije f(x,y) i F (x,y)(n = 0,1,2,...)
pored ostalog, zadovoljavaju LipSicov uslov sa konstantom L. To obez-
bedjuje da zadatak (1) ima jedinstveno reSenje. ~Ako odbacimo taj
uslov za funkciju f(x,y), pitanje je da 1li se onda moZe dokazati
Peanova teorema. Kao S8to de se videti, odgovor je potvrdan.

Sve navedene uslove iz teoreme 3 za funkcije f(x,y) i Fn(x,y)
zadrZavamo osim Lip8icovog uslova za funkeciju f(x,y). Dakle, funkci-
ja f(x,y) bide samo neprekidna u pravougaoniku R.

Pokazademo, prvo, da je niz (yn(x)), n< N, uniformno ograniden
i podjednako neprekidan na intervalu |x - X |<£ a. Ta dinjenica sledi

iz pretpostavke da funkeije yn(x) leZe u pravougaoniku R. Tada je
| ¥, 2 L7y (x) = Fo] *# (Tl L B+ 1 T)

za svako x¢|x. - a, x. + a\ i svako n&l.
o} (¢)

Dalje, kako je

X
Yn(x) - ‘YO + I&Fn—l(t’yn(t)dt'
to je P
yn(x) - yn(?{) = j Fn-l(t’yn(t)dt,
X

odnosno _ ¥
|y,}tx) 4 yn(x)lﬁlL\Fn_l(t,yn(t)) - ;n_ltt.yn_lct))l at| +

+\S|Fn_1(t, L1 (8)) = £(t,y, 1 (8))] at]

X x X
+ Aoy, (9))] et T [[19,08) = gy (8)f at[+
0 L8

4 le -%| + M|x - X|, gde je K konstanta takva da je

o=
;Z___o rxf;f,upéclan(x'yn(t)) - f(x,y, ()| <K

a \f(x,y)]4& M(£(x,y) - neprekidna funkcija na R). Kako funkcije
yn(x)_ne izlazi iz R za |x - xojféa, to je razlika lyn(x) - yn_l(x)k;26

Dakle je |y,(x) = v, =4 [x =7%[ ,
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gde je A = 2br + x + M zajx - x |£a i svako negN. Na taj nadin smo
dokazali da je niz (yn(x)), neN, podjednako neprekidan za|x - X, | < a.
Prema Arcela-Askolijevom stavu,'{j], postoji podniz (yn (x)) niza
(yn(x)) koji uniformno konvergira na intervalu [x - X,|¢ a ka nepre-
kidnoj funkeiji y(x). Kako sve funkcije niza (yh(x)) prolaze kroz
tadku (xo,yo) to isto €ini i funkcija y(x). Pokazademo da je y(x)

reSenje zadatka (1). Da bismo to dokazali, polazimo od jednakosti

X
ynk(x) o >~ +j;?nk_1(t,ynk(t))dt

i pokazademo da neka desna strana teZi ka

X
y, + i£<t,y<t))dt

Za |X = X |4 a. Radi toga uwo€imo sledeéu jednakost

X X
v, ..jjnk_l(t,ynkm)dt = ¥, +Laf(t.y(t))dt .

*x
+ J?nk_l(t,ynk(t))-Fnk_l(t.ynk_l(tJ{rdt +

X X
+L[f(t.ynk_l(t))-f(t,y(-t))_ldt +j[Fnk_1(t,ynk“1(t))-f(t,):]’((;{ﬂjjdé f

i pokaZimo da drugi, treéi i &etvrti integral na desnoj strani teze
uniformno ka nuli na intervalu |x° - x|4£a kada k= +oo. Drugi
integral te%i ka nuli zbog toga Sto funkcije Fn(x,y) zadovol javaju
Lip8icov uslov sa konstantom L i $to niz (yhk(xJ uniformno'konvergira

zZa |x - x_ |4 a:
|x - x, )

X
Ba, bova, (001, oy, @]at|gnify, (90-y, ot
lg\—nk-l oy T V| | 2l ny ny o M
* Yo
Zbog neprekidnosti funkcije f(x,y) na zatvorenom pravougaoniku R,

sledi njena uniformna neprekidnost. Kako niz (yn (x)) uniformno kon-
k
vergira ka funkeciji y(x), to se razlika

f(x,y(x)) = f(x.ynk(x))

moZe u€initi proizvoljno malom za dovoljno veliko k i za svako x iz

intervala'[ﬁ;a, x,+a] .




- D
Dalje, kako je
sup | B (x,y,(x)) = £(x,y, (x))]

op8ti &lan konvergentnog reda, to onda on te%i nuli. Medjutim, kako je
F_ (x,y (x)) - £f(x,y (x))]| <
Lsup [P (x,y, (%)) - f(x,y, (x))
| Mg Pkl Ny P ®

to je tvrdjenje za treéi integral oligledno.

Na osnovu gornjeg, ako pustimo da k —» + ==, dobidemo

y(x) =y, + /?cf.y(t))dt
za |x - xojé_a. Kako sg funkcije y(x) i f(x,y) neprekidne, to je i
funkcija pod integralom u poslednjoj jednakosti neprekidna. Zbog
toga desna strana u toj jednakosti ima izvod za svako x. Takva'je

tada i leva, pa je poslednja jednakost ekvivalentna sa slededéom

y (x) = £(x,y(x)), y(x,) = y,

za |x - x |4a.

Ako izvrsimo analizu koriSéenja uslova
oo
=1 _— O
(16) ) mup [7,(r07,(0)) = £ty (D)) <o
n=gv <143

u prethodnom rasudjivanju, onda dolazimo do sledeéih zakl judaka.
Dva puta smo se pozivali na uslov (16). U prvom sludaju hteli smo

da procenimo integral

X
| { | Fae (6 (80) = (63, (8))] at |
Xo
i za to nam je bilo dovoljno da

6—n—1 =| sup}yFn_l(x,yn_l(x)) - f(X,yn_l(x)]}
X-Xol - .

?(Fn_l(x!yn_l(x)) - f(x, n-l(x))-l

bude ograniden niz.
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U drugom sludaju bilo je potrebno da pokaZemo da integral
%

LLFnk_l(t.ynk_lcm . f(t,ynk_lctn] at

teZi nuli a za to je dovoljno da 6; bude nula niz: u tom sludaju

imamo procenu za poslednji integral

X
1] - ’ £
S&\Fnk-—l(t Yo, (8 = 26y, ()] &t &

X
F (t,
ol o P 7y

Prema tome,uslov

v
16 F - f(x, o
16) >7 M_E{Eglrn(x.yn(x)) (xyy, (x| L+
N=o0 =
mozemo zameniti sledec¢im, slabijim, uslovom

()=2(ey, ()] as2 0, fx=xy|,

k-1

l&‘irza an(x'yn(x)) - (%, y,(x))] = d‘n-—:- 0

kada n-» oo,

Prethodno moZemo iskazati u sledeco] teoremi.
Teorema VI. Neka su funkcije f(x,y) i Fn(x,y). o w0152, 000

neprekidne u pravougaoniku

Sve funkcije Fn(x,y) zadovol javaju LipSicov uslov sa konstantom L:
|Pa(xy) = P (0, FNLT |y =TI
ZB funkeije yn{xJ, (n=1,2, ..., €ine se sledede pretpostavke:
1° svaka od njih leZi u pravougaoniku R;

2° za svako n = 0,1,2, «.. funkcija yn+1(x) zadovol java slededi

zadatak

'

Yn+el = Po(xy¥pi1)s Ynea(xe) = ¥,

za |x = x,| 4 a3
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3° na kraju, va#i i
sup |F,(x,y,(x)) = £(x,y,(x))| =0~ 0 (n—soo ).

Tada postoji bar jedno reSenje zadatka (1) definisano na celom in-
tervalu [x - x | &a.

Koristeéi ideju dokaza teoreme VI i neke njene rezultate, do-
kazao sam narednu teoremu koja je opstija od Zuberove teoreme 3.
Teorema koju dokazujem, za razliku od Zuberove, sadrZi i ocenu gres-
ke koja se dobija pomocéu leme II.

Teorema VII. Neka su funkcije f(x,y) i Fn(x,y),(nao,l,z,
definisane i neprekidne u pravougaoniku l

R = {(x,y) s [ x - x )a a8y - yoléb} .

Poted toga, te funkcije zadovoljavaju LiSicov uslov sa konstantom IL:
|£(x,y) - £(x,PNLL |y =T,

|Fn(x,¥) = F(x, 7)) £L | y-¥| -
Za funkcije yn(x) ¢ine se sledede pretpostavke

1° grafik svake od njih leZi u R

6

2° za svako n funkcija y (x) zadovoljava slededéi zadatak

n+l
Tn+l = P (X9 ¥p4 ) yn+l(xo) = Yo
za |x = X, | £ a3

30 na kraju , pretpostavimo i da vaZzZi
lx_%?‘?& |Fp (v (%) = £(x,7,(x))| =0 —>0 (n—>e0).
Pod navedenim pretpostavkama niz (yn(x)), n=1,2,e.0, uniformno

konvergira na celom intervalu lx - X,|<a ka reSenju zadatka (1) i

pri tome vaZi ocena

L(x-x,) > ~L(t-x)
| ¥pe1 (X)=y(x)| £ g”-(e iy -1)+25 Vreg (B)=y, ()] e “a
Xo

P
za xo_xé_xo + a.
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Dok a z, Ova teorema se razlikuje od teoreme VI po pretpo-
stavei da funkcija f(x,y) zadovoljava LipSicov uslov sa konstantom L.
Zbog toga zadatak

(1) '\Y" £(x,¥), Y(xo) = Yo

ima jedinstveno reSenje za [x - X |4a 1 iz niza (yn(x)) nije potreb-

no izdvojiti podniz (ynk(x), videti paprimer [41. Prema tome, giz

(yn(x)) konvergira ka jedinstvenom reSenju y(x) zadatak (1).
Oceniéemo razliku [yn+l(x) - y(x)l, koristedi lemu II.

Polazimo od jednakosti
yn+1(x) . Fn(x'yh+l(x))' yn+l(xo) = Yo)

y (x) = £(x,y(x)), y(x,) = ¥,

dobi jamo
\¥i1 = ¥ 1= B (oyp,g) - £GI<E

éJFh(x’yn+l)—Fn(x,yn)|+|Fn(x:yn)-f(x;3nn +

* |f(x,yn)—f(x,y)lé1, Iyn-i-l—yn\ *b—n +L|yn-y| =
=Llyn+1-ynl+5;+Llyn_yn+l+yn+l'y\éﬁ
5;-'I"\yn-t»l“l"n\"' 2Llyn+l-yn\+6;'

Poslednja diferencijalna nejednacina moZe se napisati 1 ovako

ly£+l - y]QL\yn+1—yl+fn(x),
gde je\en(x) =6}1¢-2L|yn+1 = ¥y|+ Poslednju nejednad¢inu mnoZimo sa
2\yn+1-y\ i dobijamo _

2|yﬁ+l-y]\yn+l—y‘€é2Liyn+1-y\2 +2Fh(x)‘yn+l-y\'
Ako:stavimo da je{(x) = (yn+1-y)2, pa iz poslednje nejednadine
dobijamo nejednacinu -

5”(::)_4_21:6?::) + 210“(::)\} 0(x), 6(x,) = o.

Na osnovu leme II imamo ocenu

L(x=-x §|Yn+1-xde L(t x)dt,

X

)
| Tnsi=¥ <& —%(e °-1)+2

dime je teorema u potpunosti dokazana.
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Onako kao $to su Babkin i ‘Belman postavili pitanje monotonosti
Pikarovog i Njutn-Kantorovidevog postupka za reSavanja zadatka (1),
prirodno je postaviti i pitanje monotonosti Zuberovog postupka.
Dokazacu sledeée dve teoreme, u kojima imamo dovoljne uslove da bi
Zuberov postupak bio monoton. Dokaz tih teorema zasniva se na
teoremi 2.
Te orema VIII. Neka je, pored uslova u teoremi VII ispu=-
njen i sledeéi uslov
Fo(x,y)éFl(x,y)ﬁ_...Q;Fn(x,y)&...__q__f(x,y)

na R]_CR, gde je
Ry ={(x,y): fxo{:xé_xo + a, \y-yolé_b}

Tada je
V(x)£y,(x) g gy (X)g.e.n 2¥(x)

na intervalu [xo,xo+a].

D o k a z. Kako funkcije f(x,y) i Fn(x,y) zadovol javaju
Lip8icov uslove sa konstantom L, to je moguée primeniti teoremu 2.

Kako je yn+l(x0) = y(xo) =3, 1

Voep = By )< f(xy5) (0= 0,1,2,000),
odnosno

yn+1«__=;_f(x.yn+1).
pa je

yI'Hl(x)é_y(x) (xoéxexo + a)s (n = 0;152;s56 )%
Dal je,pdkazademo da je
Vo (K) Ly 1 (x) (xggxgx +a), (o = 1,2,000)0

Zaista, prema uslovima u teoremi imamo

,

Yn an,._l(x,yn)éFn(x.Yn) ’

odnosno "
I LFn (XY ) s Tp(xg) = ¥oe

Medjutim, kako je

Ynel = Fn(x, n+l)’

pa je na osnovu teoreme 2 ispunjena nejednacina
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Tpn(K)Ly 1 (x) (xyex<x, +a) (n=1,2,...).
Na taj nadin teorema je u potpunosti dokazzna.

Jos§ jednom se vradamo na teoremu VII iz koje izbacujemo
pretpostavku da funkecija f(x,y) zadovoljava LipSicov uslov. Pokaza=-
¢emo da zadatak (1) ima minimalno reSenje na intervalu[xo,xo+a].

Da bi bilo sve to jasnije, dokazacdemo slededu teoremu.

Teorema IX. Neka su funkcije f(x,y) i Fn(x,y) (B=0,1,2,

definisane i neprekidne u pravougaoniku
R, = {(x.y): X &XLX, +a, |y - yo{éb}.

Dalje, funkcije Fn(x,y) zadovoljavaju LipSicov uslov sa konstantom L:
I, (x,y) = F (x,¥)|Ljy - Fi

i niz nejednacina na Rl
Fo(x,y)ngl(x,y)fg...gaFn(x,y)ég... < f(x,y).

Za funkecije yn(x) 8ine se sledeée pretpostavke:

1° grafik svake od njih le#i u Ry

2° za svako n funkcija y (x) zadovoljava sledeéi zadatak
n+l

Yot w
n+l Fn(x.yn+l), Vi1 (Xe) = ¥,
za xoéxé_xo + aj}

30 na kraju, pretpostavimo da je

xoﬁiip)‘m\Fn(x.yn(x)) - f(x,y,(x))\=§,— 0, n— o=,

Tada niz (yn(x) zadovol java uslov
YO(X)£EY1(X)££o-u Eiyn(X)éé"'
i sadr?i podniz ynk(x) koji konvergira ka minimalnom resSenju y(x) l
zadatka (1) na intervalu [}O,x0+dl .
D o k a z. Onako kako smn to ucinili »ri dokazu teoreme VI,
tako i1 ovde dokazujeno da je niz yﬁ(x) uniformno ogranid¢en i poipuno
neprekidan, Zbog toga moZemo da izdvojimo podniz ynk(x) koji uniformno

konvergira ka neprekidnoj funkeciji y(x). Dalje, kao u teoremi VI,
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dokazuje se da je y(x) re3enje zadatka (1) na intervalut?o,xo+a].
Koristeéi niz nejednadina za Fn(x,y) (8 ® 05125680 ) & £(Xs¥)
imamo

Yn. T Fn (x’ynk) -.{'..:,Fnk(x’ynk)v

pa je na osnovu teoreme 1 ispunjena nejednakost

AOPEANC

k+

na intervalu]:xo,xo+a]. Dalje, za bilo koje k imamo da je

y. =TF (x,y. )£ £(x,y. (x)),
Ny Biel By = ny

odakle je

ynk(x) é?(x )5

gde je y(x) bilo koje reSenje zadatka (1). Ako se u posledngo

nejednadini pusti da k—» + ©=, dobviée se nejednacina

y(x) < ¥(x)
na intervalu [;O,xo+a1 . Na taj natin je dokazana egzistencija
minimalnog reSenja problema (1) na [x,0%x,*a] -
Analogno se moZe dokazati egzistencija maksimalnog reSenja
zadatka (1) na intervalu [xo,x0+53 .
Napomena, Nije tesko videti da se neke od dokazanih
teorema mogu preneti i na sistem diferencijalnih jednatina
yi = fi (X,yl, eee 3 yn) ( i= 1,2’ “nw ., n),
pretpostavljajuéi da su funkecije fl,fz, vee s T neprekidne i da
zadovoljavaju LipSicovuslov. To se, pre sve, odnosi na tereme Vi i

VII.
Pretpostavke da funkcije f(x,y) i Fn(x,y) zadovol javaju

LipS8icov uslov sa konstantom L
If(X,Y> - f)X,-ﬁ')I .E-_I-'Iy - ?' ’
,Fn(xtY) - Fn(xv?n&_ Lly =7l

zamenidéemo opstijim uslovima
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1 £(x,y) = £(x,7)|g €(x, |y =71),
\F (x,y) - F (x, 7 (x |y =31,

gde je ‘F(x,u) neprekidna funkecija za|x = X l&a, oLu < 2b.
Formulisademo i dokazademo teoremu sa novim pretpostavkama, koja
daje opdtiji rezultat nego teorema VII. Za dokaz nec¢e biti dovol jna
teorema 1 o diferencijalnim nejednad¢inama. NaveScemo opStiju teoremu
o diferencijalnim nejcdnadinama [20] , [21] i iskoristiti je za
dokaz move teoreme.
T e or ema 3%, Pretpostavimo da je f(x,y) neprekidna
funkcija u oblasti GeR? i da | neprekidna.funkcija v(x) zadovol ja=-
va diferencijalnu nejednalinu
D, v(x) £ £(x,v(x)) » v(x,) =¥, »
gde je D+v(x) - desni donji izvodni broj funkcije v(x) u tadki x.
Osim toga, neka je y(x) maksimalno reSenje zadatka
(1) y'= £(xy) o, y(xy) =y, .
Tada je v(x) < ykx) za X X, e
U toku daljeg izlaganja viSe puta éemo koristiti teoremu 3.
Prelazimo na formulaciju ranije pomenute teoreme.
Teorema X . Neka agu funkcije f£f(x,y) i Fn(x,y)
(n = 0,1,2,...) definisane i neprekidne na
R = {(x,y): | x=x |42 » Y=Y l< b}-.
Pored_toga, one na R zadovoljavaju uslove
(A7) | £(x,37) = £(x,7p) 1< C(x,[y3=¥,l) »
(18) | F (x,y1) = F(xv,)| <« (x5 \¥1-¥51) »
gde je ¥ (x,u) neprekidna funkcija definisana za |x-x |£2a ,
0£ u< 2b i takva da zadatak
(19) u'= ¥(x,u) , ulx)) =0
ima safio nulto reSenje. _
za funkecije yn(x) (n=1,2,...) Cine se sledeée pretpostavke:

(1) svaka od njih le#i u R ;
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(ii) za svako n=0,1,2,... funkcija yn+1(X) zadovol java Ko~
Sijev zadatak

(20)  ¥pa = Fp(®e¥pa) , Ygaalx,) =5 »

(iii) na kraju, pretpostavimo da vaZi i

(21)  sup | Fp(x,y, (x)) = £(x,y, (x))|< X;fﬁ;o (n— o=).
| X=X (<&a

Tada niz (yn(x)), n=1,2,..., uniformno konvergira ka reSenju zadatka

(1) y'=£(xy) 5 ¥(xy) =y,
na intervalu |x-x |42 .

Dok az . Kako su funkcije f(x,y) i Fn(x,y) neprekidne,
to postoje reSenja zadataka (20) i (1). Pokazademo da su ta reSenja
jedinstvena, U&inidemo to, primera radi, samo za zadatak (1). Pret-
postavimo da postoje dva takva reSenja yl(x) i yz(x) . Stavimo
da je v(x) =lyl(x) - ya(x)\ i iskoristimo nejedna&inu

D v(t) £ |v (),

koja ée biti dokazana u II glavi. Tada je, na osnovu (17),

D,v(x) = D |y;(x) = yy(x)|<|yy(x) =yz(x)| =
| £(x,y7(x)) = £(x,5,(x))| « €(x,x(x)) .

Prema tome, dokazali smo da funkcija v(x) =zadovoljava diferenci-

jalnu nejednac¢inu

(197) D, v(x) =Y (x,v(x)) , v(x,) =0 .
Kako zadatak (19) ima samo nulto reSenje, na osnovu teoreme 3 o di=-
ferencijalnim nejednatinama imamo da je v(x) = lyl(x) - yzkx)[gg().
odakle sledi da je yl(i)ggyz(x) na intervalu [;O,xo+al. Moguénost
preslikavanja intervala [xo-a,xal'na interval Exo,x0+ajklinearnom
transformacijom dopusta svodjenje dokaza za interval'fxo-a,xo] na
dokaz za [ko,xo+al. Na taj nac¢in, dokazali smo da zadatak ima jedin-
stveno reSenje na celom intervalu \ x-xoLga .

'Napominjemo da smo zaklju€ak o jedinstvenosti reSenja zadatka
(1) izveli na osnovu teoreme o diferencijalnim nejednadinama.

Lako je dokazati da je niz (yn(x)) (n=1,2,...) uniformno ogra-
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nicen:
\yn(x)k=\yn(x) =Y * Yol < \yn(x) = Yol +,yo“1 b +[¥ol-
Primetimo da je konvergentan niz (d‘ ) ograniden: Oéjf < M .
Zbog neprekidnosti funkeije ¢ (x,u) i f(x,y) imamo da su i one
ogranitene na odgovarajuéim oblastima definisanosti:
[C(xu)jety, » [£(xy)e Mg o
Zbog toga vaZi sledede
\ yI;+l(x)‘-é\Pn(x'yn-n-l(x))-Fn(x’yn(w))l"'
fF L (%, ¥, 00 )=£ 00,3, (x))] +|£(x, 5, ()]
¢ (%, ] ¥y, () =y, (x)) )+a My L M)+, + M= M
Na osnovu toga i LagranZove teoreme o0 srednjoj vrednosti imamo
| v, (%) = ¥, (%) =|y, (F)jfxy =%, | € M]xy-x,(,  elxqy%,)

odakle zakljudujemo da je niz (y_ . (x)), (n=0,1,2,...), podjednako

n+1l
neprekidan na intervalu \x-xoléa. Prema Arcela-Askolijevom stavu

postoji podniz (yn (x)) niza (yn(x)) koji uniformno konvergira ka
k

neprekidnoj funkciji y(x) na intervalu \X-x°[£=a-
Pokazadéemo da je pomenuta funkcija y(x) reSenje zadatka (1).

" Da bismo to pokazali, polazimo od funkcije
X
Vs ¥ ¥, (t,ynk(t)) at ,

xo k=1

i dokazademo da onaxteii ka funkeciji

Yo * £ £(t,y(t)) 4t .

Lako se vidi da vaZi sledeé¢a jednakost
X

X
t, t))dt - f(t,y(t))dt =
Lfﬁk-l( Vo (8)) 4;( y(%))
x
-S [Pn, (40 (¥)) - Fnk_l(t.ynk_l(t))]dt .

+5Es(t,yn (t)) = £(t,y(t))]at +

Ko
®

+j L8y (80 - 2y, (e)]at .

Na osnovu poslednae aednakosti, (17), (18) i (20) imamo slede-

éu procenu
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X
Ijx;[F:lk—l(t’ynk(t)) - f(t,y(t)x)] dt lé..
'L‘ét'ly“k(t)'ynk-l(t)l)dq+ |L‘f’(t,ynk_l(t)-y(t) Jat|+ &7 bex) -

Pokazademo da u poslednjoj nejednadini integrali na desnoj strani
teZe nuli. Ta ¢injenica sledi iz neprekidnosti funkcije Qf(x,u) za
jx-x |£ a, 0£u<L?2b i pretpostavke da zadatak (19) ima samo nulto
refenje: 0= (x,0). Zbog toga ¢ (x,uk(x)) uniformno teZi ka ¢ (x,0)=0
kada uk(x) uniformno teZi ka nuli pri Kk-—soo. Ako u jednakosti
X

y, (x) =y, + | F (t,y, (%)) dt

ny 0 J‘o n,_q n,
pustimo da k —» o© imademo jednakost

X
y(x) =y, + [ £(t,5(t)) at ,

Xo
time smo pokazali da podniz (yn (x)) teZi ka jedinstvenom reSenju
k

y(x) szadatka (1). Analogno se dola"uje da. bilo koji drugi nodniz

(yn (x)) niza (yn(x)), koji uniformno konvergira, konvergira ka je-
m

dinstvenom reSenju y(x) zadatka (1). Pa, prema [4]. iz niza (yn(x))
nije potrebno izdvajati podniz. Ustvari, sam niz (yn(x)) konvergira
ka funkciji y(x). Na taj naéin teorema X je u potpunosti dokazana.
Napomena 1 . Ako se u teoremi X odbaci pretpostavka
A7) [ £(xyy7) = £(x,5,) | £ @ (x5 (y3-¥,))
a zadrZe sve ostale, moZe se dokazati jo3 jedna teorema Peanovog
tipa, koja uop3tava teoremu VI .
Napomena 2 « Teorema X moZe se dokazati i za sistem di-

ferencijalnih jednadina.



DRUGA GLAVA

U ovoj glavi pokazuje se kako osnovna teorema o diferencijalnim
ne jednainama moZe da se primeni na sistem diferencijalnih jednaéina
i jednadine u Banahovom prostoru. To se, pre svega, odnosi na teore=-
ma 1 i leme 2,I i II iz prve glave. U &emu se sastoji ta primena ,
moZe se videti iz sledede teoreme,izl,.Zbog toga, pre svega, navodi-
mo tu teoremu zajedno sa dakazom.

Teorema 4 . Neka funkecij@ x = (xl(t). —y xn(t” i
vy o= (y()y eee y yo(8)), telt, t,+a] » zadovoljava redom sledeée
sisteme diferencijalnih jednacina

(1) x"= X(t,x), X(t,x) = (Xl(t,x),..., Xn(tvx))o
(1’) y’= Y(tQY)! Y(thV) . (Yl(tlx)!"'! Yn(tix))-

Osim toga, neka su funkcije X(t,x) i Y(t,y) definisane i neprekidne
u oblasti [to,to+é] x D, gde je D neka oblast sadrZana u Euklidskom
prostoru R® i neka je '

(2) ix(t,2) - ¥(¢,2)l« £ , (t,2)e[t,,t,+4]xD.

Na kraju, pretpostavicemo da funkcija X(t,x) zadovoljava LipSicov
uslov sa konstantom L.
(27) | x(t,yp) = X(£, 5,00 £ L ly-y,

Tada je

. L(t-{.,) L(t-)
1x(6) - (el 2 xdp-y)g e + -f-(e -1),

(tos_ tet + a),
Za funkciju Y(t,y) nije ovavezno da zadovoljava Lip8icow uslov.
Napominjemo da je norma u R" Euklidska norma.

Dok a z. Polazimo od relacije

15
» 2 2
6(t) = fx(t) - y(t)| =K_Ziﬁck(t) - ¥ (8]
koja je definisana i diferencijabilna na intef%alu[ﬁb,ﬂﬁagYOdeéi

raguna o (1) i (1°) i svojstvima skalarnog proizvoda u R" imamo da je
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ﬂ e
0°(t) = 25&1((1:) - 7 ()] () = y(e)]=
= 2( X(t,x(t))- ¥(t,y(t)), x(t) - y(¢)) =
= 20 X(t,x(£)) - X(t,y(£)), x(t) - y(£)) +

+ 2(x(t,y(%)) - ¥(%,y(%)), x(t) - y(%)) .
Koristeéi KoSi-Svarcovu nejednadinu za skalarni proizvod,

dooijamo
6 (t)< 6t h&2 | x(t,x(t)) = X(t,y(t))|[x(t) - y(e)f +

+ 2 X(t,y(t)) - ¥(t,y(£)f) UXEE)-yeo .
Zbog (2) i (2°) imamo

¢ (8)&2 Lhx(t) = y(6)i] ° + 2£4x(t) - y(L)| -
Vodeéi racduna o nacinu kako je funkcija §(t) definisana, dobijamo

sledec¢u diferencijalnu nejednac¢inu

(4) 6° kt)_&, 2 LO(t) + 2 £/6(%).

Dakle, problem se sveo na skalarnu diferencijalnu nejednac¢inu, pa
je dalji dokaz sadrZan u lemi 2 prve glave. Na osnovu pomenute leme

imamo slededu ocenu
6(e) <J0L) o

i vodeéi raBuna o uvedenim oznakama dobijamo procenu (3). Na taj

L(t=- L(t=-
( in)-‘_ E Go ( {01 1)'12’ tué:tﬁ:to'fa

na¢in teorema je u potpunosti dokazana.

U dokazu prethodne teoreme koriste se uslovi dati u njoj i pro=-
blem se svodi na reSavanje odgovarajude diferencijalne nejednaéine.
ReSavajuéi nejdnadinu (4), dobijamo procenu za "x(t) - y()f .

Mi smo problem sa sistemom diferencijalnih jedna¢ina sveli na
problem skalarnih diferencijalnih nejednat¢ina. Objasnidemo zafto se
to ¢ini.

Poznato je da se teorema o diferencijalnim nejdnat¢inama ne pre- !

nosi na jednacine viSeg reda bez dodatnih uslova. Naime, ako je
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vektorska funkcija\P(t) takva da na intervalu Eto,tbwa] vazi nejed-
nac¢ina

@ (t)Lx(t, ¥ (1))
a x = x(t) reSenje sistema (1) na tom interwalu, tada ne vaZi, u
opdtem sludaju, nejednacina ¥(t)< x(t) na intervalu tto,t°+a] .
Takva nejednac¢ina vaZi na nekom intervalu‘[jo,tll ’ (tld;to + a).
Medjutim, koliko je to t, nije lako odrediti, [15], [16}. Zbog toga
je korisno neke probleme vezane za jednacinu viSeg reda ili za sistem
diferencijalnih jednalina svoditi na skalarne diferencijalne nejedna-

gine, pa izvoditi odgovarajuée zakl juCke za postavljene probleme.

U daljem radu pokazademo kako se odgovarajuéi problemi iz
teorije diferencijalnih jednacina mogu resSiti pomenutom metodom.
To se, pre svega, 0dnosi na resSavanje odgovarajucih nejednacina,
koje sadr#e apsolutne vrednosti (norme u Rn ili u Banahovom prostoru)
kako nepoznate funkcije x(t) tako i njenog izvoda x"(t). Do takvih
nejednatina se dolazi u kvalitativnoj analizi ili kod pribliZnog
reSavanja diferencijalnih jednac¢ina i kod ocene greske. Sve ée to
biti ilustrovano u daljem izlaganju.

Rezultati iz [ 17| omoguéuju praktidno reSavanje zadatka

(1) x“(t) = X(%,x(%)), x(t,) = x,
ako je funkcija X(t,x) holomorfna u okolini tacke (to,xo)..Koristeéi
se tim rezultatom, daéu jedan postupak za reSavanje zadatka (1),

u sludaju kada je jednacina skalarna. U tom postupku koristi se
simbol ((x). Pored toga dacu ocenugreSke postupka iz [;f]. [lé},[}é]
i pri tome éu koristiti lemu II iz prve glave. Prvo,navodimo rezul=-
tate iz [17], koji su sadrZali u slededoj teoremi. Ovde se navodi
nov dokaz:teoreme,

T eorema D, Neka je data diferencijalnd jednaéina

(5) ¥'="f(x,y), ¥(xy) = ¥,




= 3
gde je funkcija f(x,y) holomorfna u nekoj okolini tadke (xo,yo).
Neka je funkeija

(6) yn(x) = a, + al(x—xo) + eee + an(x-xo)n

pribli¥no reSenje zadatka (5), gde su ays87y see, &, koeficijenti

n

tadnog resenja &0

- =¥ I
(67) y(x) =2.5an<x - x)"
Dalje, obrazujemo jednaﬁinu

(5°3 Tnug ™ f(x,yn). yn+1(xo) =8, = Yo
odnosno

X
(1) Ty = Vo * fxf(t'yn(ﬂ)dt-

o
Ako desnu stranu u (7) razvijemo u red, dobide se

= 2
(10)  Tp,q = ¥o *+ Pp(x=x) + y(x=x, )%+ «u0 +

n n+l
+ bn(x—xo) + bn+1(x-xo)

+ LI O
Dokazuje se da je
(8) an = bl’l‘l (m=1,2, eee , n+l).
Dok a z. Pre svega, primetimo da iz (6) sledé jednakosti

ygk) (x,) = kta, ( k = 0,1, «v0 , n),

odakle je
k k
(6") ylgl ) (xo) = }’( )(xO)’ ( k =0,1, 00 , n)-
Ako hodemo da doka’emo jednakosti (8), dovoljno je dokazati da
funkei ja yn+1(x), odredjena pomodéu (7), ima jednake izvode sa reSew
njem y(x) zadatka (5) do reda (n+l).

Dakle, treba da dokaZemo da vaZe jednakosti

Vne1(Xg) = y(k)(xo). (k = 0,1, oue , n+l).
Poslednje jednakosti se lako dokazuju za k = 0,1, +sid4 , n+l
direktnim izradunavanjem. Tako za k = o imamo iz (7)
(T9)  Tpa1(x) = ¥, = ¥(x,).
Posle diferenciranja (7) postaje (5°) i ako stavimo da je X=X

¥ ¥ dobijamo
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(7,) Yne1(Xo) = £y, (%)) = £(x,,5,) = ¥y (x,).
Dalje, ako se (5°) diferencira dobide se

—-ll' ”
(9) Y1 (¥) = L0y, (x)) + £00x,y, (%)) yq(x).
Ako u poslednjoj jednakosti stavimo da je x = XoY = Yy imacdemo
-—-a’ r
Yna1 (Xo) = £ (%07, (x0)) + £0x0, 7, (x0)) ¥y (x,)
7ndeéi raduna o jednakostima (6"), dobijamo
(7,) Vna1(xe) = £50x070) + £.0x00y,) ¥(xy) = ¥ (x,).
Postupak se moZe dalje nastaviti: diferencirane jedna&ine (9)

dovodi do sledéée jednacdine

Trea (X) = £, (63, (0) + 28, (x5, (x))y, (x)
t 2y (¥ (10)772(x) + 2, (%, 7, (1))ya(x, ),
iz koje se za x = XY = ¥, dobija
(75) Tk () = L (xge¥g) # 280z ,7,) ¥i(x,) +
0 (X0070) 155 (x,) + £(x0,3,) ¥ (x) = y'(x,).

Tako nastavljamo korak po korak i na kraju izradumavamo iﬁri)(x):

'}(2:%)(x) = £k (x,y,(x)) + £k=1o (%, 5, (%)) yp(x) + oo 4

+ fy(x,yn(x)) yén)(x).

Ako stavimo da je x = Xg» ¥ =Y, U poslednjoj jednakosti i vodimo
raduna o jednakostima (6"), dobiéemo

(Taad)  Tom (xg) = £(x070) + £ddy (x0s7)7"(xg) + wve +

+ fy(xo.yo)y(n)(xo) = y(n+1)(xo).
Na taj nadin dokazali smo jednakosti (7°J - (7n+1)’ §to je ekviva=-
lentno sa (8). Na taj natin teorema je u potpunosti dokézana.
Koristeéi teoremu D, izloZidu jedan postupak za odredjivanje
pribliZnog resSenja (6) zadatka (5).

Pretpostavimo da smo odredili pribliZno reSenje

(6) yn(x) =a, + al(x - X,) + eee # an(x - xo)
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i pomoéu njega formiramo jedna01nu
(7) Va1 (x) = /f(t,y (t))dt.
Ako se desna strana u (7) raZVlJe u red, dobide se
(1o) Yn+1(x) =¥ # bl(x-x°)+b2(x—xo) - ...+bn+l(x-xo)9¢}.,
pPa se,prema dokazanoj teoremi, to moZie napisati na
slede¢i nadin

Tpey(x) = ao+a1(x-xo)+...+an+l(xvx°)+bﬁ42(x—xo)n+2+...,

odnosno
(107) T, (%) = ypq (%) + OfCx=x_)™*1).

Formula (10”) u sebi sadr#i pribliZno reSenje
n+l
Yne(x) = ag+ay (x=x,)+ ...+an+1(x—x0) '

i omogudéuje postupak,vz pomoé teoreme D, za njegovo odredjivanje.
Naime, polazeci od (7), ne moramo desnu stranu razvijati u red (1lo)
veé samo napisati asimptotsku formulu (lo’). Na¥ zadatak je jo# jed=
nostavniji: sastoji se samo u odredjivanju sabirka an+1(x—xo)n+1 iz
formule (lo”). To zbog toga §to je pribliZno redenje, prema teoremi D,

ik 1
il Vel (%) = 3 (%) + 3y (x=x )

U pojedinim slulajevima desna strana moZe se u (7) razviti u
red po stepenima od
al(x—xo) + al(x—xo)?+ swe an(x-xo)n
u okolini tadcke Xye U tim slucajevima je izdvajanje sabirka
an+1(x-xo)n+1 vrlo lako i odredjivanje pribliZnog reSenja oblika(6)
moZe se izvrSiti dosta brazo.
Ako se desi da je a ,1 = 0, tada se (7) pretstavlija u obliku
Y. (%) = ag#ay (X=X )*esot an(x—xo)n+ah+2(x.xo)n+2+
+ o((x-xo)n+2),
pa je pribliZno resSenje |

n+2
yn+2(x)=a0+a1(x-xo)+...* a 2(x X )
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Medjutim, ako se desi da je i 840 = 0y to se razvitak desne strane
od (7) trazi do prvog &lana an+p(x-x0)n+p,jpj> 2 u kome je
an+p 7‘ s |
Napominjemo da prelaz od diferencijalne jednadine (57) na

integralnu jednalinu (7) nije neophodan. MoZemo an+1(x-xo)n+l odre-
diti na sledeé¢i nafin: desnu stranu jednadine (5°) pretstavimo na
slede¢i macin

?n/-rl(x) =a, + cl(x—xo)+ - cn(x-xo)n+ O((x-xo)n)
pa integracija u granicama od xo do x daje formulu

Tpe1 (¥) = 0 () + 0 ((x=x)™*).

Sada du navesti nekoliko primera kojima se ilustruje znadaj
teoreme D i efikasnost metode koju sam predloZio.
P'rimer 1. Pretpostavimo da treba odrediti pribliZno

re3enje sledecdeg zadatka

y'=eY, y(o) = o.
Za reS8avenje tog problema moZemo iskoristiti Pikarovu metodu. U tom
sluaju prvo pribliZno reSenje glasi yo(x) = 0, Naredno pribliZno
redenje jeste funkcija 2

yl(x) =feodt = X

o
Sledede pribliZno redenje glasi
th
yz(x) = /e dt.
%

Daljim postupak ovom metodom postaje potpuno nepraktifan. Medjutim,
kao je XY analiti¥ka funkcija u okolini tadke 0%0)4 to moZemo pri-
meniti metod diferenciranja. Ali, ni on nije mnogo praktiéniji, jer
su izvodi isuviSe glomazni:

yll - (xy + y)exy’

y" = [2y + xy" + (xy’+ y)%]e*Y,

y'V=[By exym + 20xy ey) (xy + 2y7)) €Y 4

- 2 . # X
+ [éy'+ xy" + (xy’+ y)'] (xy”+ y)e;?, 5
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odakle je y(o) = o, y(o) =1, y"(o) = o, y"'(o}mz,in (o) = o.

Prema tome, pribliZno re$enje glasi y3(x) = X+ -% x> i

Ovaj problem reSidemo, koristedi teoremu D. Prvo pribliZno
reSenje glasi yo(x) = 0. Sada éemo mest03y u desnoj strani polazne
Jednadine staviti y = o i imamo diferencijalnu jednaéin'?i'= 1,
?i(n) = o, odakle imamo'§i(x) = X = yl(x). Dalje, mesto y stavimo

yl(x) = x i dobijamo jednadinu

2

f&;(x) =eX =1+ x°+ o(xz), y(o) = o.

2

Iz izraza 1 + x° + o(x2) izdvojimo samo x2 i vr8imo integraciju u

granicama od o do x i dobijamo pribliZno reSenje y,(x) = x+ s =
3 5 &

Naredna diferencijalna jedna?ina glasi

X & 4
x(x+ 3 el (x24 %—)+%—(x2+ %-)%o(x4);§3(o)=o.
4 b

i 5 X - & & S .
Iz desne strane izdvojimo samo Z— + =", odakle se dobija naredni
5 2

?;(X)=e

sabirak -%— za pribliZno reSenje
5

X

o
yB(x) S B AR

Ako se obrazuje naredna diferencijalna jednacina
x(x+ x3+§4

Fa(x) = e 3 F,(0) = o,
4 6 4 6

o 4 6 X x 2 1 X X
sauens ?A(x)nl + (x2+ §-+§-)+ %—(xz+ 7= +-€-)+ E-(x2+<3—+ 5-)?+

+ o(xﬁ\.
Na desnoj strani poalegnje jednatine izdvajamo sabirke ¢iji je

o
. X X X- 2.6 oo A W
stepen 6: = & . ek ;? X « 4bog toga je naredno pribliZno
: 5

resSenje y7(x) PR §_ N E‘ +2%_ x7

Primer 2. Neka je
y'= (L+x)¥%, y(o) = 1,
Naéi y3(x). Odmah je jasno da moZzemo odmah naéi y (x) .= 1, ¥y (x)=1+x,
Dalje, obrazujemo jednadinu

¥o(x) = [Lex)d, Yz(‘{) =1,
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koja se moZe napisati na slededé¢i nadin

(2x+1) In (x+1)

Yy(x) = e » Tp(0) = 1.

Ako se iskoristi formula 25(1+x) =x + o(x), dobidemo

2
'ié(X) = oX*2X +o(x)_ ex+o(x)T= i Bilad,

odakle se dobija pribliZno redenje

Vo(x) = 1 + X +=Xx

; 2 2

Dalji postupak se nastavlja kao u primeru 1. Formira se jednadina
2.

F5(x) = Q)G L Fi(0) = 1,
koju moZemo napisati na sledeédi nadin >
(l+2x+x2é) ln(1+x)=e(1+2x+x%9(x-'§++o(x2)),

Ti(x) = e

—-3 X+ 2%° + o(le 3.2 1 5 2.2 2

yg(x) = e 2 £z l+(x+zx ) + E(x+ 5 )S+o0(x“)
Nas interesuje sauno %xz + %xz = 2x2. Prema tome, naredno pribliZno

reSenje glasi

2 5

2
+3—x.

Primer 3. Naéi y3(x) za sledeéi zadatak

y3(x) =1 +x + %—x

y'= 2x + cosy, y(o) = o.
Kako je y“(o) = 1, to je yl(x) = X, Mesto y u funkciji f(x,y) =

2X + CcO8y zamenimo yl(x) = X 1 dobidemo jednalinu

T?é(x) = 2X + cosx,'§2(o) = 0,
koji se moZe napisati na sledeéi nadin
'ﬁé(x) =1 + 2x + o(x), yzio) =0 .
Pogslednja jednacina omogudéuje da se formira naredno pribliZno resSe-

2

nje yz(x) = X+x". Sli¢nim postupkom formiramo narednu jednadinu

'iéfx) = 2X + cos(x+x2) = 2X+1l = % (x+x2)2 + o(sz,
odakle se vidi da'je traZeno pribliZno resenje
; p)
y3(x) = x + x% -
Prethodni postupak moZe se primeniti i na jednaline viSeg reda.

Neka je data jednalina




- 49 -

(11) y M e, y,y0 ven, ¥
sa poletnim uslovima

Ki25) y(xo) = Yo Y'(X ) = Y', see y(n-1)<x ) = yo(n-l)v

gde je T(X,¥,¥ sy eee y(n 1)}analltlékq funkecija u nekoj okolini

(n-l))

tadke (xo,yo, R . Tada zadatak (11) - (11f) ima reSenje

y ='¥(x) koje se moZe razviti u red

\(;(x) =Za (x-x )

H=0

koji konvergira u intervalu (r - x_y r+xo]yg&e je r=poluprednik

o
konvergenci je.

Lako se pokazuje da reSenje ¥Y(x) zadatka (11) - (11°) zado-
voljava jedna€inu

h-4 n-=-k

(x=-x_) -1 r
(12) € (x) =Zy(n iy (x4) et ﬁx-ﬂc]{)1 f(t.%&{;-u“fwjdf

Va?i i obrnuto: funkcija ¥(x) koja ima neprekidan izvod reda (n-1).
i zadovoljava jednadinu (12) jeste reSenje i zadatka (11) - (117).
MoZe se dokazati teorema sliéna teoremi D. Naime, ako se podje od
pribliZnog redenja zadatka (11) - (117)

m
+ al(x-xo) T oeee + am(x—xo) (mz n)

Yy (%) = a,

i obrazuje jednadina

(n-1)

7ii2;l)= £(x, ¥, (%) wee » ¥y (x))
Tme1(Xo) = Yor Ypaa (%) = Yoo oo m+l%x ) = y(n—l)

moZe se pokazati da vaZi jednakost

-— 1
Vo1 (%) = ¥pap (2) + of(x=x)""")
Sve éemo ovo ilustrovati slededim primerom. Naéi pribliZno
reSenje ya(x) zadatka

y" = 2\Je2x-y2, y(o) = o, y'(0) = 1.

Odmah je jasno da imamo yl(x) = x. Obrazovadéemo jednalinu
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2x_,2

V5 = 2l e“7-x%, y,(0) = 0,y5(0) = 1.

Poslednju jednac¢inu moZemo napisati na sledeéi naédin

‘y; = 2 l+2x+2x2+o(x2)—x2 = 2dl+2x+o(x),
odakle imamo

Ty = 20+ = 3(20)-F (20)2) = 2(14x - FxPeo(x?)).

Nas interesuje samo sabirak 2, ¢ija integracija daje x2. Prema tome,

pribliZno reSenje glasi yz(x) = x+x°. Ono §to smo uradili sa prib-

. —i Do -
}iZnim refenjem y (x) uradidemo sa y,(x): ¥z =??VC -(X+Xa)€

3}% = 2(1+ - (2x+x°) - % (2x+x°)? + o(x?)).

SliZno kao malo pre, uocavamo samo 2x i uzastopna integracija daje
>

X " R - .

z . Prema tome, traZeno pribliZno reSenje glasi

2 x3
ya(x) =X + X"+ 3.

Napominjem, da je ovaj problem reéena[?i]metodom diferenciranja
i metodama iz [;81 o {191 .
"_“—h daljem radu razmotridemo ocenu greSke zadatka (5). Pitanje
ocene greSke zadatka (5) moZe se reSiti, koristeéi komparativnu jed-
nadinu za jednadinu (5). Medjutim, moZe se to pitanje raspraviti,
ne uzimajuéi u obzir komparativnu jednadinu.
Prvo navodim jednu teoremu koja reSava pitanje greske zadatka (5)
a u svojoj formulaciji sadrZzi komparativnu jednac¢inu. Radi jedno =
stavnijeg pisanja stavicdemo da je Xy = o ™ O
Teorema E. Neka je data analitic¢ka diferencijalna jednadina
(13) y'= £(x,y), y(o) =0
i odgovarajuéa komparativna jednacina
(14) 7'- F(x,fl )s ?/(o) = 0,
%ija su reSenja, ‘redom, sledeée funkcije
(137) y(x) = arx + a2(x2+ sacey A BEE b seveie

n
(147) q(x) = blx + b2x2 ¥ e bnxn & v
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Dalje, odgovarajuéi ostaci neka su

2

(134) Ri = y(x) - (a;x + a5 X+ «u. + 2 x"),

n

(14m) R;zm?(x)-(blx+b2x2+...+bnxn)

Tada je Y - 5
(15) Rn & d Al
. *——'"")
(15") 7(6) ) 1- A
za |xl4f2r, gde Jje r polupreénlk konvergenc1je reSenja (137) a

f fyksiran realan broj manji od r.

Pre nego 5to predjemo na dokaz teoreme E, napominjemoda je
americki matematic¢ar W.Kaplan y[?6] dobio sli¢ne rezultate, koristedi
jedan stav iz teorije kompleksnih funkcija i. Ko#ijevu komparativnu
jednaéihu. Dokaz koji dajem ne koristi taksv stav i, po mom misljenju,
Jednostavniji je nego Kaplanov dokaz. Pored toga, teorema E odnosi
se na bilo koju komparativnu jednadinu.

D o k a z. Pitanja vezana za komparativinu jednac¢inu uzeta su
iz‘Lil. Iz same definicije komparativne jednadine dokazuje se da
vazi, [ 3] ’ | 2pl& bn’
pa zbog toga vazZi i

(15) ‘anxn|épn|x|n i
Kako je
?(|x|) = by (xl+ ... bn(xln * swn ¥
to na osnovu (15) imamo da va¥i
(157) eIl p (D)

Na osnovu toga imamo

[RY| = [y(x) -Z.'a X ‘=|Z'an+f P

2:1 “X I]+\] Lbn+ ‘x)n-t-ljg

V=i 0
"V(lx\) -:ZH3[3JW - Rn'
8to je vise nego neaedna01na (15). Neka je r poluprecnik konvergencije

reda (137) ig‘realan broj iz intervala (o,r). Tada je]?(x)ké ?{fﬂ zA




w52 =
]xiéf. Zaista, imamo da vaii

I’Z(x)lébllxh cee bn[xlp 3w

£ 0§+ aen 4 bng:},‘.,=?(f),

odakle se dobija nejednalkost bn?néé?pf), oduosno
o o L),
n<s ?n

Kako se radi o analitic¢kom reSenju zadatka (13), imademo, na osnovu

prethodnog, sledeé¢u ocenu

la \_ (O)'Z_b QZ('Fl
1

koja i reSava problem:

(n+i)

| RY |<.Z' m—(—l fx| nﬂ( ?(5’)2

gﬂﬂ[x‘ T

- h(§) "“ m I (1 per),
e

¢ime je teorema u potpunosti dokazana.

U daljem izlaganju izvrsdidemo procenu

- N 2 n
(13") Ry = y(x) = (a;x + a,x” + «u0 + a,x),
ne koristeéi komparativnu jednadinu (14).
Pretpostavimo da je odredjeno pribliZno reSenje

N n
yn(x) = 21X 4+ ... 4+ A X

zadatka (13). Formirademo razliku

J . (x) = £(x,y,(x) - y7(x),
kao 8to se €¢ini u E}éli [}91 . Ove razlike se formiraju za odredji=-
vanje koeficijenta R narednom pribliZnom reSenju po metodi
K.P. Orlova., Mi éemo ih ovde iskoristiti za ocenu razlikely(x)-yn(x)‘,
gde je y(x) ta¥no reSenje zadatka (13). Za dobijanje odgovarajude

ocene iskoristide se lema II.
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Teorema XI. Neka je

(13°) y(x) = Qix =-+i'azx2 * e # anxn F 0ns

reSenje zadatka (13). Pretpostavlja se da funkcija f(x,y) zado=-

voljava LipSicov uslov sa konstantom L:
[£(xyy7) = £G9 )£y = vy -

Ako se uzme za pribliZno reSenje zadatka (13) funkei ja

n
yn(x) = a;X + aX + ... +ax ,

tada vaZi ocena
X

A |y -y (15012 a4t (ogxeper),

Xo
gde je

5 (%) = £0x,y,(x)) - ¥ (x). ‘
D o k a z. Lako se vidi da vaZi slededa jednakost I

|
y(x) = yp(x) = £(x,y(x)) = £(x,y,(x) +E(x, ¥, (x) )=y (x)

i prema uvedenim oznakama imamo

y(x) = yp(x) = £(x,y(x)) = £(x,y,(x) +¥ (x).
Iz poslednje jednakosti lako se dobija slededa diferencijalna nejed-
nag¢ina u kojoj je odgovarajuda funkcija i njen izvod pod znakom

modula .
ly"(x) = 3£ Tly(x) - y (0] +|€ (x)].

Ako se poslednja nejednaCina pomboZi sa 2|yn(x) - y(x)l dobide se

sledeéa nejednadina
2|y (x) = ;)] [y(x) = y,(x)| £ 2L\y(x) = y_(x)| %+

+ 210 (0l [ y(x) = y (x)].

Ovde demo staviti da je 0 (x) = ( Yo (x) = y(x))? , §(o) = o, pa
poslednja nejednac¢ina postaje i
6 (x)g2 L g(x) + 218 (x)\ V6(x).

Na osnovu leme II imamo X

0(x) = Ul Saft)| e L(t=x) dt}z
Xo J
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odakle se dobija X
(7)) [yu(x) = y(x)[L ;([é;(t)\ P (¥ X)at, (og x< pe 1)
%

8to je trebalo i dokazati.

Ako se stavi da Je
X = max Ié—n(x)\.

n
iz (17) imamo

< -
l7,(x) = 3O GREMF %) 1), ozx=par.
Nije ted8ko videti da za |x - xo‘faf94;r vazi ocena

o B | v (x) = y(x)lég-jfl;-(el‘ be=xst < 1),
U daljem izlaganju pokazademo kako se lema II moZe iskori-
stiti za ocenu reSenja sistema _
(1) x= x(%t,x), x(to) =X, -

Oznake su iz teoreme 4.
Dokazao sam sledeéu teoremu u vezi sa ocenom re3enja siste-

ma (1), ;
Teorema XII. Neka je funkcija X(t,x) neprekidna i

neka zadovoljava LipSicov uslov sa konstantom L

"X(t,xl) - X(t,xzﬂ < Lx=x,

Tada vaZi nejednafina y |
ARCE) I <= dX(t )y + J&eL(t‘s) k X(t,x )| ds.

Doka z., Zaista, .polazedi od jedna®ine (1), dobijamo
sledede nejednadine

Ix (O = Ix(t, %)l = [%X(t,x) = X(t,x )+ X(t,x )|
< 4x(t,x) = X(t,x )] + IX(t,x )|
tde 1" <= Ly x(t) = x )| + §XCt,x )l

Ako se poslednja nejednaéina-pomno%i sa 2 ||x(t) - Xo | dobide

se nova nejednadina
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(18) 2 4x"(e)f || x(t) - xJ & 2L (x(t) = x | 2 +

+ 2 NxCe,x ) i x(t) = x_§

Neka je sada
2 _'ﬁ% 0o 2
OCt) = Ix(t) = x| © =20(x, (%) = xp )¢,
K=1

odakle Je L-(yy 2(xi(t)—Xf)f}(if(+)+ coe + 2(x, (%) - xg) x (t),

odnosno

0 (%) = 2( x(t) - xOJX'(t)) .
Ako se primeni KoSi=-Svarcova ne jednac¢ina, dobice se
6(t) = 2(x(t) - x,, x"(£))< 2} (x(t) - -JCO,X'(t))‘,é__
é2ux(t) - x| I x“ ()| «
Zbog toga nejednadina (18) postaje

67 (£)L2L6(t) + 2Wx(t,x)i V6(¢),6(t,) = o,

pPa na osnovu leme II imamo procenu

.f
b(x) & [[e**%) ix(o,xy )k as] 2 .
o

Vodeéi raduna o uvedenim oznakama imamo

{ .
[|x(t) - xoﬂé Lel’(t_s) “X(s,xo)u ds.

Kako je ||x(t)|l £lix(t) - X+ (X (| » to iz prethodne nejednaine

sledi T
Ix ()< x| + JteL(t-s)kX(S’xo)u as,

a

¢ime je teorema dokazana.

Posledica. Ako je sup lX(t,x)ll < M, tada iz posle-

dnje nejednadine dobijamo poznati rezultat}[j])

C L(t-t_)
(0 <« Uxh + —%—(e 9w 1)

) Prirodno je postaviti pitanje da 1li se moZe poslednja teorema

preneti na diferencijaine jednad¢ine u Banahovom prostoru.
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Pored toga, da 1i se postupak za ocenu greSke moZe iskoristiti za
takve jednadine. Pokazade se da je to moguée u izvesnom smislu.
Jasno je da se pitanje svodi na lemu II iz prve glave., lMi éemo
dokazati jedno uopStenje te leme. Za dokaz fte leme koristidemo
tebremu 3 o diferencijalnim nejednac¢inama koja uopstava teoremu 1.

U daljem radu se izradunavaju izvodni brojevi pojedinin fun=-
kecija i dobijaju se odredjene nejednacine. Ta izraéﬁnavanja i od-
redjene granidne prelaze opravdava sledeca lema realne analize.
Ova lema je modifikacija jedne leme iz [27].

Lema 3. Neka Jje x »o0 konvergentan niz'i'yn bilo koji

. . ’ val Gl BAdR ;
niz na realnoj nravoj za koji Jen:;gbsﬁA:> - , tada je

lim X ; o 1im
Nsee 71 poper D oo yn‘

Ako je == X4 = - oo i lim x >0, tada je

li““deﬁ —_ —

n_?da i

Pored navedene leme, bide nam potrebna sledeéa teorema iz
analize'tzzl ¢ 'E231 . Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 5. Neka je funkcija f(x) neprekidna na -otsecku
{a,b] i neka je jedan od Eetiri izvodna broja te funkcije - obele=-
%imo ga sa Df(x) - nenegativan za a4 x4 b. Tada je f(b)2 f(a).

U daljem radu biée nam potrevna lema koja je uopStenje leme II.
Naime, ako mesto diferencijabilne funkcije §(x) i njenog izvoda 0 “(x)
stavimo neprekidnu funkciju i desni donji izvodni broj u tacki x,
tvrdjenje leme II ostaje u vaZnosti. Za dokaz te &injenice koristi-
éemo teoremu 3, lemu 3hi teoremu 5.

L ema III. Neka je'GYx);,o neprekidna funkcija na intervalu
[xo,xo+a] . Pred toga, neka ona‘ zadovoljava sledeéu diferencijalnu

ne jednac¢inu

(19) D,8(x) < p(x)f (x) + a(x) V6(x)



wn BT oas
na intervalu.[xo,xo+51 , gde su p(x) i q(x) definisane neprekidne
funkcije na tom intervalu i g(x)>o0 a D+¢51x) desni donji izvodni
broj funkcije §(x) u tadki x.
Tada je

X
1
T — )a d
(194) 5(X)éu5(xo) e zlup(r 7 g " %L?(s)ezfp(r) I‘ds] )

" Do k a z. Nejednaéinu (1Y) moZemo napisati na slededéi nadin

D,6(x) - p(x) E(x)ga(x) Vo(x),

¥
i posle mnoZenja sa exp(- Sp(r)dr), vodeéi raduna o lemi 3%, imamo
Xo

- Jp(r)dr - | p(r)d
D, (6(x)e ff ) a0 VE(x)e !;p G asl

Poslednja nejednad¢ina se moZe napisati na slededi nacdin
X

_ - ) p(r)dr )dr - d
D+(;j”(x)e LE 1 )éq(x) hizde % rp(r r jP(I‘) r

koja se smenom 5
—fp(r)dr
(20) y =0(x) e %o

svodi na nejednadinu

-L/ (r)dr

Dy<iy alx)e 2%

Radi kradeg pisanja stavidemo da je

d
(o} % dlx] =iglxie f"pcr) :

pa poslednja nejednacina postaje
(21)  Dy£A(x)\y.
Neka je 5'(x0)> 0. Tada iz (20) imamo da je y(xo) =6(xo)>o.
Kroz tatku ( xg, kao)) prolazi jedinstveno refenje jednaéine
(217) u’= A(x) {uw
i ostaje u poluravni u>5(x0)7 0, jer je desna strana u (217)

nenegativna pa reSenje raste desno od x_. ReSenje jednadine (21°),

0
koje zadovoljava uslov u(xo) ='6Txo):> o glasi
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(21n) u(x) =[mxo) + % jA(s)dsIz "
Ko

Na osnovu teoreme 3 o diferencijalnim nejednaéinama, imamo da

vaZi nejednacdina

y(x)Lu(x)

na intervalu [xo,xo+a} . Vodedi raduna o (20), (20°) i (21")

dobijamoo (19°). Prema tome, ako jeiT(xo);po lema III je dokazana.

Neka je 6130) = 0., Ne moze se primeniti teorema 3 u sluéaju
da je{f(xo) = 0, zbog foga §to kroz tadku (xo,o) prolaze dva rese=-
njau=0 i us= %[Lﬂﬁ(s)ds}z zadatka (21°). Ne znamo da 1li je
drugo reSenje maksimalno, jer ne znamo da 1li samo ta dva resSenja
prolaze kroz tadku (xo,o). Zbog toga nalazimo reSenje ﬁn(x) jedna=-
gine (21°) koje zadovoljava uslov un(xo) = % , n&N. Pokazademo
da je un(x)z 5\x), 5Ix0) = 0, na intervalu [?o,xo+a]. Pretpostavi=-
mo suprotno: neka postoji xzé(xo,xo+a1 tako da je un(x2)<5(x2).
Sada éemo uvesti neprekidnu funkeiju W(x) = un(x) -6 (x), koja u
tacdkama X, i X, ima vrednosti razlid¢itog znaka. Zbog toga postoji |
bar jedno x takvo da jeY (x) = o. OznacCimo sa Xq najvecée. Kako je
desna strana jednaline (21°) nenegativna, to je onda 0 %.(un(xl) =
= 5(x1). Sada na intervalu [;1.x2] primenimo prvi deo dokaza i dobi=-
demo da je 5Yx):gun(x), §to protivureéi sa pretpostavkom da je
un(xz)-< 5(x2) . Dokaz se zavrSava ako se u nejednadini

Six)é-[-’_—l_ P rA(s)dslz

Yn 2 %o

pusti da n—» o<, odakle je
y il 2
§igy | [ |
ST L
Na taj naéin je lema u potpunosti dokazana. L
|
Naredni zadatak se sastoji u primeni leme II1I na diferencijalne

jednafine u Banahovom prostoru .

Neka je za svako T e[?, T] definisan operator f(t,x): B—>B

- 1
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(B » Banahov prostor). Tada moZemo posmatrati sledeéu jednadinu u B |
(22) x = £{t,x)
sa pocetnim uslovom
(23) x(o0) = x_ .
Ako je funkcija f(t,x) neprekidna i ako zadovoljava LipSicov
uslov sa konstantom L:
(24) ] f(t,xl) - f(t,x,)l 2T %, - X, 0
tada postoji jedinstveno reSenje zadatka (22) -(23), [3].

Nas interesuje da 1i se mozZe izvrSiti procena tog resSenja
slidno kao 8to je uradjeno sa odgovarajuéim reSenjem sistema dife-
rencijalnin jednacina u teoremi XII. Pokazade se dé je to mogude
uz pomo¢ leme III.

Neka je x = x(t) reSenje zadatka (22) - (23). Tada je

hx" (e = J£(t,x(%)) = £(t,x ) + f(;,xo)uéa
Z I f(t,x(t)) - f(t,xo)h + l]f(t,xo)u 5 /

odakle se, na osnovu (24), dobija nejednac¢ina

x (ML Ux(t) = x fh+UECE,x Il . ?
Ako se poslednja jednacina pomnozi sa 2{x(t)=- xo“ , dobidée se
nova jednacina
(25) 2 | x"(t)ll fx(t) - X, 1< 2|;X(t)-~><ou?-'+2hf(t,x0)h i x(t)=%

Stavimo da je §(x) = || x(t) - x0||2 ; 5(0) = 0. Tada je za h~>o

Gt+n) - 6() x(t + n) = x % =qx(s) = x j*

h n

= (x(t+h)=x, +ux(t)-xoﬁ5"x(t*h)'xél;"x(t) ‘ xohég
hx(t+h)-xﬂ“1hx(t)-xo“
£ (x(t+h)=x G +ix(t)-x ) = e e

| x(t+n) = x(t)) .
(xCtom) g w0 P 2 2 20

Kako je h » o, to konafno dobijamo

eam s = e o m e s B B e e R o L
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6(t+h) - §(t) S8 ~ FE)
h _é(“X(t-l-h)—}(oﬁ-l-ﬂx(t)_xo“)“ S +1 - ”.

Ako pustimo da h~> + o, vodeé¢i racduna o lemi 3 i da je norma ne-
prekidna funkcija, dobicemo
(24°) D, 0(t)£2 I x(t) = x HU=x"(t) i .

Zbog toga se nejednadina (24) moZe napisati na sledeéi nalin

D, ()£ 28§ (8) + 2 [ 2(5,x )i W(t), glo) = o,

pa je problem sveden na lemu III1. Na taj naéin vaZi za reSenje x(t)

zadatka (22) - (23) slededa ocena

L(t -7)
hx(U < C,u+fnf(f X, )1l e af .

Jod jednom se vracamo na pltange greske. Taj problem bice
raspravljen za zadatak (22) - (23). Neka je za pomenuti problem
odredjeno pribliZno redenje xn(t), xn(o) = X, Ocena razlike posta=-
je aktuelna i, kao 3to de se pokazati, sveS8ée se na ocenu.

K, (8) = [ £(t,x,(8)) = = (£)l

na intervalu [o,T].
Polazimo od sledece identicénosti

X" (£)=x7(t) = £(6,x(£)) = £(%,x,(8)) + £(%,x,(8))=x,(t),

iz koje dobijamo nejednacinu

x“(t) - xn(t”ﬁé Lix(t) = x (t)ff + q%(t).
Poslednju nejedna®inu mnoZzimo sa 2§x(t) - xn(t)“ , stavimo
da je ovde Efn(t) = |x(t) - xn(t)u 2 i vodimo raduna o (247),pa
éemo dobiti

D, §_(£)£2 L, (t) + 2, (OO, (%), 6,(0) = o.

Iz poslednje nejednacine i 1eme I11I dobijamo procenu

(25) | x(t) = x (t)lufo( (§) eL t—f)df

na intervalu Eo T]
Ne jednadina (25) mo%e se korisno primeniti pri oceni greske

kod razlicitih pribli%nih metoda zareSavanje zadatka (22) - (23).
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Kao primer uzmimo, prvo, Pikarov postupak. Neka je xn(t),xn(o)=x°;
odredjeno. Tada je

x;l(t)_ - f(t!xn(t) = f(tsxn_l(t)) - f(t'xn(t))’
odakle imamo procenu

o (£) = Nx"(£) = £(t,x () =(£(t,x, 1 (£))=2(t,x_(t)|2

£L |\ x (t) - x ()1 .

Na osnovu poslednje nejednadine i (25) dobijamo

t
L(F - t)
(257) flx(t)-xn(t)ﬁéLjlen(t) - x, 1 (t)] e ¥ ag,
o

iz koje se moZe izvesti poznata ocena greske za Pikarov postupkql:ﬁlf
Prema tome, (25) je bolja procena od (25°). Napominjem da je nejed-
nat¢ina (25°), ustvari procena Lozinskog iz teoreme A, tamo izve =
dena za skalarni sludaj.

Nije tefko videti da za Njutn-Kantarovifev postupak vaZzi sledeca
procena zad(,(t):

o o () =lx](6) = £(t,x, (£)) | = | £, (x,%, g () (x <X fB) 4
+ £(x,x, (%) = £(,x (£)) [ £ 2M | x, (%) = x,_; (£)]]

gde je || fx(t,x) Il £ m.
Iz napred izloZenog se vidi da je formula (25) primenljiva u
Pikarovom i Njutn-Kantorovidevom postupku. To je zbog toga Sto se

kod tih metoda lako moZe da proceni funkcija
A (%) = x (£) = £(t,x () .

Ranije smo videli da je nejednacina (25) lako primenljiva u metodi

K.Orlova. Naime, u to]j metodi se izradunavaju razlike

Tn(t) = £(t,x,(£) - x (%),

pa se provlem svodi na odredjivanje maksimuma funkcije u5;(t)" na

intervalu[p,T] P




U radu [2&1 izloZeno je nekoliko iterativnih procesa za recSa-
vanje obic¢nih diferencijalnih jednaéina. Jedan od postupaka je i
metod izgladjivgnja. Taj pojaﬁ se uvodi narednom definicijom koja
potite od M.A Krasnoseljskog {247,

Definicija. Reéidemo da su jednacdine

(26) x’= fn(t,x), (neN), x(o) = R,

dobijene izgladjivanjem desne strane jednadine

(26°) x’= f(t,x), x(o0) = X,

ako je
(27) 1im{§_ = o, & = max |f_(t,x) - £(t,x)l

n—» o2 (t:x)

i ako su reSenje xn(t) zadatka (26) odredjena jednoznadéno.

Slededéa teorema, [24] , daje dovoljne uslove da nigz (xn(t)).
n €N, konvergira ka reSenju zadatka (26°). Naves8éemo tu teoremu,
a zatim formulisati i dokazati jednu novu teoremu koja se odnosi na

diferencijaine jednaCine u Banahovim prostorima.

Te orema 6. Neka neprekidna funkcija f(t,x), definisana
na R, gde je
R ={(t,x): oLt £ T, lx—xolér},
zadovol java uslov

(28)  sign(x-y) [£(t,x) = £(t,3) e (t, [ x-y ),

gde je?(t,u) neprekidna funkcija i takva da zadatak

u'=%(t,u), u(o) = o
ima samo nulto resSenje. Tada reSenje xn(t) zadatka (26), dobijeno
izgladjivanjem zadatka (26°), konvergira ka jedinstvenom resSenju
zadatka (26°) i pri tome je brzina konvergencije odredjena nejed-

na¢inom
[x,(t) = x(£)|4€_ (1),

gde je En(t) refenje zadatka
u’= (t,u) +d., u(o) = o

In
1 lim €n(t) = 0.
h—
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Direktno prenoSenje teoreme © na jednaCine u Banahovim prosto-
rima nije moguée zbog uslova (25). Meaujutim, moZe se dokazati slid=-
na teorema teoremi 6. Pre ne o Sto predjemo na formulaciju i dokaz
te sli¢ne teoreme primetimo da za nprekidnu funkciju x(t), defi-
nisanu na intervalu[p, T]_sa vreunostima w Banahovom prostoru vaZi

nejednacina ,
(29) D, Ix(t)ll< ix{t)i .

Ta €injenica sledi iz nejednacline

[ x (t+n)-x(t) = [ Ix($+h) = x(e)l < lx(t+n)-x(t) [

iz koje se za h>»o dobija

| x(t+n) = x(t)l  x(t+h) - »(t)
= -

h h

Vodeéi raduna da je norma neprekidna funkcija’nustimo da h=-» + o

i dobidemo (29),.
Neka je za svako t€&[o,7] definisan operator f(t,x): B—>3B
(B - Banahov prostor). Tada moZemo posmatrati sledeéu jednadéinu u B

(30) x'= £(t,x)

sa pocetnim uslovom
(31) x(o) = X,
Mogu da formuliSem i dokaZem slededu teoremu.
Teorema XIII. Neka zadatak (30) = (31) ima reSenje.

Neka je funkcija f(t,x) neprekidna nc R =[§,T1 x S5, gde je

S ={ x: | x-x0||é:1i}. Pored toga neka zadovoljava i uslov

i£Ct,xy) = £(t,x,) < Cltixg = x0 ),
gie je¥(t,u) neprekidna funkeija i takva da zadatak
(32) u’s= L((t'u)' u(o) = o
ima samo nulto reSenje. Neka su jednacine

x = fn(t,x), xn(o) = X,

dobijene izgladjivanjem jednadine (30), &ija su reSenja xn(t),
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x,(0) = x_. Tada je

0
lim xn(t) = %(%)
T S

i pri tome je brzina konvergencije odredjena nejednaCinom
(x,(t) = x(£))iek ()3
gde je En(t) reSenje zadatka

(33) u’=€(t,u) +d,, ulo) = o

u lim En(t) = 0, Ovde je
n—= o>
lhn5;l= o i 6;=suph fn(t,x) - f(t,x) Il

N~ (t,x)eR
D o k a z. Pretpostavka da postoji reSenje zadataka (30) -(31)

potrebna je, jer neprekidnost operatora f(t,x) ne ovezbedjuje
eszistenciju refenja zadatka (%0) = (31) kod jednaina u Banahovom
prostoru,[li}'. Prvo éemo dokazati da zadatak (30) = (31) ima
jedinstveno reSenje. Pretpostavimo da zadatak ima dva resdenja
xl(t), i xz(t) i stavimo da je

V() =0 xH(t) - x2(8) , v (o) = o.

Tada j / / |
ad ) uxl(t)-xz(t)l[ - “i‘(t,xl(t)-f)t,xg(t))ﬁ_.a_‘ﬂ(t,lfxl(t)—)(z(’ﬂhl

odakle je, na osnovu (29)

DA(£)L®(t, (1)), 10 = o.
Koristeéi rezultat teoreme 3 imamo da je ¥(t) £u(t) = o, odakle
sledi da je xl(t) = x2(t). Koristidemo i dalje teoremu 3 o diferen-
cijalnim nejednaCinama i dokazacemo da xn(t) konvergira ka resenju
x(t) zadatka (30) - (31). Lako se vidi da je sledeé¢i niz nejednadina

tacan
%5 (8)=x" (O =, (t,x, (£)) = £(t,x(8))l<

< £, (tyx () = £06,x(6)) | + (£(8,x,(8)=£(t,x))I]

£ (s U (t) = x(£)f ) + 0,

Na osnovu (29) poslednja nejednadina se moZe napisati
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D, 1 x5(%) = x(8) = € (%, Uxy (1) = x(8) )| ) + 3,
pa na osnovu pomenute teoreme 3 o diferencijalnim nejednadina i
pretpostavke da jecfg(t) reSenje zadatka

(33) u’=¥(t,u) +,, ulo) = o

vazi nejednadina
x,(8) = x(0)f = & (%)
na intervalu [o, T]. Ako pokaZemo da<fn(t) te%i uniformno ka nuli,
to je i dokaz zavrSen. To demo i dokazati. Zaista, kako je limcfn=o.
to Y (t,u) +5}1uniformno teZi ka funkeiji €(t,u), pa resenje zouw.
(33) uniformno teZi ka reSenju zadatka (32) kada n—s oo , [4] .
lim € (t) = u(t) =o.
n->o<
Na taj nalin teorema je dokazana.

Navodimo sledece napomene u vezi pretpostavke da zadatak
(30) = (31) ima bar jedno reSenje.

Napomemna 1. Ako se pretpostavi da je operator f(t,x)
potpuno neprekidan, onda u formulaciji teoreme XIII moZe da izostane
pretpostavka o egzistenciji refenja zadatka (30) - (31). To je zbog
toga Sto potpuno neprekidan operator obezbedjuje egzistenciju bar
jednog reSenja zadatka (30) -~ (31).

Napomemna 2. Ako se pretpostavi da je funkcija P(t,u)
monotono rastuéa po drugom argumentu, mo%e se dokezati da zadatak
(30) = (31).ima jedinstveno redenje, koje se mo¥e dobiti metodom

sukcesivnih aproksimacija,
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