UNIVERZITET U BEOGRADU
PRIRODNO -MATEMATICKI FAKULTET

OCHOBHA OPTANHIAUUJA YAPYIHEHOT PAAA

\
ATHKY, MEXAHHKY o ACTPOHOMH)
SA MATE?M‘BJIHOTEKA

. i s - ?’2,’
Epol: fojo‘ 3 AS7s.

Stevo B. Todordevi¢ Raryw

REZULTATI I DOKAZI NFZAVISNOSTI U
KOMBINATORNOJ TEORIJI SKUPOVA

— Doktorska disertacija —

Clanovi komisije:

D. Kurepa
K.J. Devlin
M. Marjanovié

S Presi¢

Beograd, 1979. god.



l.
2.
5'

SEDRZLT

Strana
Uvod ...'l...’..‘..."'.‘..l........l.......'..‘..l 5
Glava I
Drveta i uredjajni tipovi. Definicije .....veve.... 153
Odnos drveta i uredjajnih tipova ..eeweeeeeeen.o... 18

Poddrveta wy=drveta .veeeeeeeveseeroocoennscavannes O3
Poddrveta w,-Arosnzajnovih drveta v.eevecevesesess. 25
Poddrveta Kurepinih drveta cuiieieeeiseseseeosnseees B4

Problem ErdSsa 1 Hajnala ce.eeeeceseeoesocccossaces 36

Glava II

Krute Booleove 2lgebre ..evecececocsossocnccsoancas 43

Automorfizmi (wq,0z)=ATVetd wueeveeseseseoessenees. 61

Glava II1

Kurepina hipoteza i relacije particija veeveeeee... 71
Drveta i particije siveeeceeeeecoencenesensoeanesnes 88

Jedan problem o beskonalnim grafovima ..e.eeee..... 124

D

~3

o=-gusti parcijalno uredjeni SKUPOVI seeeeeeveececose 12

Bibliografija LA B B AR I AU Y BE AN B AN AP AN B I R

cece eresesa oa 103



v

U glavi I posmatramo odnos drveta i ured jajnih tipova 1 to
odnos relacija drvo-podrvo i tip-podtip. Uz pomo¢ Jensenovog princi-
pa ¢ konstruisademo w,-Aronszajnovo drvo koje ne sadrZi ni jedno A=~
ronsajnovo i Cantorovo podrvo. Sa druge strane, pokazademo da u ne-
kem modelu ZFC + GCH svako w,~Aronszajnovo drvo sadryi i Arons zajno-

vo i Cantorovo podrvo. Time demo odgovoriti na jedno pitanje K.J.Devs

lina iz [lo, str. 1l60] .

U § 5.1 posmatrademo egzistenciju Aronszajnovih i Cantorovih
poddrveta Kurepinih drveta raznih visina. Tako demo modi dobiti mo-
del ZFC u kome za svaki reguleran kardinal x > w postoji w-metrizabi-
lan k~kompaktan prostor modi > « (tj. uopSteni Cantorov diskontinuum),
Sto daje konsistentnost pozitivnog odgovora na jedan problem R.3ikor-
skog iz [69). Inale, takvi prostori ne postoje u ZFC. Pored toga dobi-
¢emo konsistentncst egzistencije wy~metrizabilnog wy-kompaktnog pros-
tora X za koga vaZi wy < |Xl < Zw’, tj. poznata Cantorova tecrema, da
je moé proizvol jnog metridkog kompakta ili prebrojiva ili jednsaka Zw,

se ne uopsStava,

U zborniku [23] Erd8s i Hajnal formuliSu slededu redenicu i

traZe da se ispita njena istinitost uz GCH:

% : sveki uredjajni tip ¢ modi w, sa osobinama w,, wi € ¢ sadrii pod-

. . . a5
tip ¥ moéi wy; sa osobinama wg, wy # Ve

U [lo] Devlin dokazuje da V = L implicira 71 & i postavlja pi-
tanje konsistentnosti & (sa GCH). U $6.I mi demo odgovoriti na ovo Dev-

linovo pitanje time Sto demo dokazati da je sa ZFC -+ GCH konsistentna



sledeéa jaka forma recenice &:

¢’; svaki uredjani tip v moéi w, sa osobinama w,, ws # ¢ sadrzi 1

Aronszajnov i realan neprebrojiv podtip.

FPored toga, dokazademo da [ implicira 7%, Sto predstavlja

bitno pojacanje gornjeg Devlinovog rezultata, jer se dokaz uopStava.

U §1. gl.II posmatramo problem egzistencije Booleovih algeb-
ri koje nemaju netrivijalnih automorfizama, odnosno endomorfizama.
Tako demo pokazati da za svaki kardinal x > w postoji tadno 2% tipo~
va izomorfnosti Booleovih algebri bez netrivijalnih automorfizama.
Slifan rezultat éemo dobiti i za slufaj 1-1 odnosno "na" endomorfi-
zama. Time Cemo dobiti reSenja problema 6, 7, & i ¢ iz [58].

U §2, gl. II éemo posmatrati problem izomorfizama i automor-
fizema wy~drvete (precizrije rcermelnit (wg, w1}~drveta). Tako demo
pokazati da postoji o1 tipova izomorfnosti totalno krutih Aronszaj-
novih drveta (drvo T = (T, ST) je totalno kxruto ako su ([x, -)T,ST)
i ([y, .)T, ST) neizomorfna drveta za svaki par talaka x,ye T, x P4 Vs

odakle, posebnc, sledi da T nema ni jedan netrivijalni automorfizam).

O%o daje pozitivan odgovor na jedan problem T.J.Jecha iz [33].

U glavi III éemo posmatrati neke probleme vezane za relacije
particija Erd8sa, Hajnala i Radoa iz [26] (koji su ponovo postavljeni

i u zbornicima [22] i [23] Erd8sa i Hajnala).

U §1.IIT posmatrademo odnos Kurepine hipoteze i relacija V iz

. . . . . 2
[26].Tako demo dokazati da KH(K,K+) implicira « 4 [A"] R
r‘{,
Problem va¥enja «' - [K+]K N je postavljen u [26, str. 154]. Dakle,
Ky
u xonstruktibilnom univerzumu L imamo da va%i « 4 [x*}% o 22 svako
Ly

k=cf(x) >N > w. Pored toga, dokazadeno da KH(ww, ww) implicira ne-

gativan odgovor na problem 7 iz [26].
U $2.III éemo konstruisati model ZFC u kome vaZi:

(1) Neka je x 2wy, 2 < T < ISl = lr“l(K). Tada postoji r-particija

(IZ, Ii) skupa S za koju vaZi:

(1) eko je S?csS i |S/] = «*, tada je [s/]F gIli”, za svako i < 2
(ii) ako je S c s i [S’ | = «¥, tada postoje 8,5 8,C 87,
\ . r r - . ;
|Sol = ISll = x, tako da je [Si] c Ii’ za svakoc 1 < 2.



(2) Neka Je cf(x) = K >Ww, 2 $T < Wy vV 22,r< hg § Kk 1wg Xg =
= cf(XE) < kza EZO0, E<v. Tada
r . . K r4l
K A [xg]g<v implicira 2" 4 [xg+1]€<v.

(3) Neka Jje x > w regularan i ne slabo kompaktan kardin=z1l, tada je

K(n)+ // [K]2+2, za svako n < w.

(4) Neka je k > w, E<r <win < w tada je
(nel)+ r+l+n +4T+N
i« /{ ([ 3+n ]: K ) ’
(1) daje konsistentnost pozitivnog odgovora na problem €2 iz [22],
(2) daje konsistentnost pozitivnog olgovora na "glavni" deo problema
17 iz [22], (3) daje konsistentnost pozitivnog odgovora na pojafanu
(do maksimuma) formu problema 17 aiz [22] i (4) daje konsistentnost

pozitivnog odgovora na jedan problem iz [26, str. 160].

Ovde su ovi rezultati konsistentnosti opravdani, jer je poz-
nato da postoji model ZFC u kome ne vaZe ni najprostije forme tvrdje-
nja (3) odnosno (2).

U §3.III demo posmatrati jedan problem o beskonadnim gr-fovi-
ma, Pokazalemo da MA + TCH implicira da svaki graf modi w,, koji sa-
drzi Shelahov podgraf ima hromatski broj < w. Ovo re3ava moblex 4 iz
[21].

U dodatku se, primenom metoda Devlina [14] i lMitchella {5¢],
konstruiSe mocel teorije ZFC + TwKH + MA+ T1CH. Koristedi ovaj rezul-
tat dokazujemo da u ZFC ne postoji o=-gust parcijalno uradjen skup mo-

{2
CL Wyee

U [46] Kurepa posmatra sledele uopStenje separabilnosti topolo-

Skih prostora (i oznaka je iz [46]):
Ko: postoji familija ?Dnlnz;wx diskretnih podprostora prostors X, ta-

ko da je U Glnlng w} gust u X.
J

Posmatrademo Kurepino pitanje iz [46], da 1i postoji prostor

sa prvom aksiomom prebrojivosti, koji ne zzdovoljava w«,. Prvo éemo kon-

‘struisati Linearno ur<d jen tonoloSki prostor gustine > w,, sa prvom



aksiomom prebrojivesti, koji ne zadovoljava koo Zatim éemo pokazati
da u ZFC ne postoji linearno uredjen topoloSki prostor gustine < w,,
koji ne zadovoljava uslov k. Naime, pokazademo da TwKHseMA+ T1CH im-
plicira da svaki linearno uredjen topoloSki prostor gustine w, zado=-

voljava kg.

Na kraju posmatramo problem 12.D knjige [64], koji pita da 1i
postoji savrSeno normalan ne-Arhimedovski prostor, koji nije metriza-
bilan., Pokazademo da je odgovor na taj problem negativan, za slulaj
prostora teZine < w;. Naime, pokazademo da 1wKH + MA % ICH implici=

ra metrizabilnost svakog savr3eno normalnog ne-Arhimedovskog prostora

teZine wy.

Teorija u kojoj radimo je ZFC (Zermelo-Fraenkel 4+ aksiom iz~
bora). Koristidemo opSteprihvadene skupovno-teori jske definicije i oz-

neke, koje moZemo nadi, na primer, u [9) ili [37].

Ordinal identifikujemo sa skupom man jih ordinala dok je kar-

dinal inicijalni ordinal. Dakle, Na i w demo identifikovati. Sa a,

..
-~

B> ¥» & & ... Cemo oznalavati ordinale, dok su slova Ky Ny Uy U,

rezervisana za oznafavanje (beskonadnih) kardinala. fko Je a = SIJSBi,
J

tada kaZemo da je o izolovani ordinal i piSemo succ(a). ko je o =Ua,

tada kaZemo da je a granidni ordinal, i piSemo lim(a). Ako je A proiz-

voljan skup teda postoji jedinstven kardinal Ky za koga postoji bijek-

cija f: x — A. Kardinal « demo zvati mod (kardinalnost) skupa % i oz-

nadavati sa |A|. Sa P(A) oznadavamo skup svih podskupova skupa 4. Ako

Je k = |A|, tada je [P(A)] = 2%, 0p3ta kontinum hipoteza GCH je rede-

. . . K + + v . s
nica ¥ (k je kardinal > o -» 2° = & ), gde sa «" oznadocvamo najmanji

. . . + . .
kardinal veéi od «. Ako je k = AT za neko A, tada « zovemo izolovani

kardinal (sukcesor) u suprotnom je « granidni kardinal. Pojmove kofi-

nalnost, regularnosti i singularnosti, nedostifivosti (inakcesibilno-

sti) i slabe nedostijivosti kardinala shvatamo na uobidajen nadin.

Kardinalnu funkciju 1 (k) definiSimo induktivno sa: 1 (k) = «, 1 L (k)=
1 (K) =N =0 =N4".
= 2~ MK,

Ako su A i B proizvoljni skupovi tada nam AB oznadava skup
svih preslikavanja skupa A u skup B. Dakle, %o je skup svih 0,1-ni-

zova duZine a. Ako su a i B proizvoljni ordinali tada definiZemo



L
nadan) i A proizvoljan skup, tada definiSemo

Bly < a}. Ako je « proizvoljan kardinal (konalan ili besko-

[4) = {xlxca 5 fx| = «]
L J

1 = ol (a7 | < K}.

x je kardinal Mahloa, ako svaki zatvoren i neogranifen podskup od «

sadrzi bar jedan inakcesibilan kardinal. x je slabo kompaktan, ako za

svaku I} refenicu ¢ i svaku relaciju U na Vs (VK, g, U) |= ¢ implici-
ra (VX’ €, U(WVK) |= ¢, za neko A < x (detaljnije o tome videti [18]).
Neka je A granilni ordinal. Podskup SC A je stacionaran ako je

SNC £ ¢, za svaki zatvoren i neograniden podskup C od A. Neka je

0 £ ACX proizvoljan podskup, tada funkciju f: A » A zovemo regresivnom ,

ako je f(a) < a, za svako o & A. Bide korisna slededa poznats lema (ko-

ristidemo je bez posebnog spominjanja):

Neka je « regularan neprebrojiv kardinal i 0 £ 3C«. hko je S
stacionaran i ako je f: S » « regresivna funkcija, tada postoji g e «,

tako da je (@ e S|f(a) = @} stacionaran podskup od « (Aleksandrov-Uryschn,
Neumer, Fodér).

Koristidemo slededle kombinatorne principe Jansena, koji vaZe
uz predpostavku V = L (v. [40] ili [9]).

¢ : Postojl niz (Sala < w1} , takav da je Saf;a, za svake a < wy 1 takav
L

da je za proizveljan XC wy skup (a <wy{XNa=3 7 stacicnaran u wy.
L j

Neka je x 2 wy proizvoljan kardinal, tada je

O : Postoji niz ?Cala <« lim(a)} , tako da vaZi:

(1) Ca je zatvoren 1 neograniden podskup od a;
(i1) ako je cf(a) < x tada je ICa‘ < Ky
(1ii) ako je y granidna tadka skupa Ca’ tada je CY =y N Ca.

festo demo pisati [ umesto O
1
U nekim delovima rada demo predpostavljati da su &itaocci upoz-
nati sa metodom forsinga 1 to u obliku koji je dat u [37] ili [66].

Zeto demo sada dati samo kratak pregled toga.



za svako p & P tad« pifemo P ||~ ¢.

Neka je « proizvoljan kardinal, tada kaZemo da parcijalno
ured jeni skup (P, <) zadovoljava x-c.c., ako P ne sadrzi podskup
moéi x med jusobno nekompatibilnih elemenata. fko I* zadovoljava
wy~-C.c., tada demo govoriti i da P zadovoljava c.c.c. ‘zount=ble

chain condition).

Parcijalno uredjeni skup P (tj. (P, <) ) je x-zatvoren, ako

za svaki monotono opadajuéi niz p@j@<ﬁ’ B < « elemenata iz [ posto-
L
jipe P, tako da je p € P Za svako a < B.

Parcijalno uredjeni skup P je x-gust, ako je presek proizvo~
1jne kolekcije od < x gustih podetnih komada od F, gust u F. wy-zat-

voren i wy-gust parcijalno uredjeni skup zovemo i J=zatvoren io—-gust,

Jasno je, da je svaki w-zatvoren parcijalno uredjen skup i k=~gust.

TLema 0.1, Neka je M p.t.m. ZFC, P parcijalno uredjen skup u

M i x regularan neprebrojiv kardinal u M 1 neka vaZl M [z" P zadovo-
ljava k=c.c. ". Tada za svaki ordinal o u M a 2 k vaZi i =" a je kar-
dinal " akko M[G]|= " a Jje kerdinal ", gde je G M-generifki podskup
od P.m

Lema 0.2. Neka je M p.t.m ZFC, P parcijalno uredjen skup u ¥,
x regularan neprebrojiv kardinal u M i neka vafi M !: P je wx-gust ",

Neka je G M-generilki podskup od P. Tada za svoki ordinal a < « vaZi
M a. MG
[ = [M) (e,

parcijalno

&

Lema 0,3. Neka je M p.t.m. ZFC 1 neka su Py i Pz

ured jenl skupovi u M, Neka Je Pl x P2 kartezijev proizvod Pl i P?, tJ.

(pl, p2) < (ql, q2) akko je Py < qp 1 Pg < Qg Tada Jje Gl * G2 Ve~gene =
ridki podskup od Py x P, ako i samo ako je Gy M-generidki podskup od
P, 1 G, M[Gl]~generi5ki podskup od P, 1 teda vaZi M[G; x Gz] = M[Gy 1[Gy e
Ako je G M-genericki podskup od P x Po, tada je Gy =
~ I -
= ?p € Pll (p, 1) ¢ Gj I-generiGki podskup od Py, Gzz}quQ!(l,q)st
-

S

M{Gl]ugeneriéki podskup od P, 1 vaii G = Gy x Go.m

Predhodne leme demo Sesto koristiti i bez posebnog navod jenja.
To se, takodje, odnosi i na sledede leme (dokaze ovih lema moZemo na-
é¢iu [37] i [66]).
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Lema 0.4. Neka je M p.t.m. ZFC 1 neka je Fy parcijalno u-
redjen skup u M (B = [RO(P)]M). Neka za P, € M(B) va%i ¥y - Fo

je parcijalno uredjen skup ". Neka je u M

Q= gq{(ap eP) (o lf-p "aqePy ")t i
P1®P2=§((p,q)lpspl, QeqQ,p H-pl Tae Py "
Definifimo parcijalno uredjenje skupa P1 ® P2 (u M) sa

(pl’ql> € (pZ,Q2> akko pl <1 pz pl i'i"Pl ! QI <2 CJ2 "

Ako je Gy M-generifki podskup od P; i ako je G M[G ]-generidki pod-
skup od i, (P2), tada postoji M-generidki podskup G;® Gy od Pye P
1 :

2 1 2
tako da je M[Gl][Gz] = M[Gl ® Gg]. Obrnuto asko je G M-generidki podskup
od Py e Py i eko je Gy= (o130 ( (0,a) & G)] i GJ L ()] T3p ((pra)e 8) -

tada jJe Gl N~generiCki podskup od Pl, G? M[Gl] generlcxl nodskup od.
i, (P2) 16=06y® Gyom
1
Lema 0.5. Neka su ¥, Py i Py oni iz predhodne dve leme. Neka
je P = Pl X P? ili P = Pye P?. Tada je sledede ekvivalentno u h:

(a) Py zadovoljava c.c.c. i Py Hl- P, zadovoljava c.c.c.

i 3

(b) P zadovoljava C.C.C. w

Martinova aksioma MA je sledela relenica:

Neka je P proizvoljan c.c.c. parcijalno uredjen skup 1 neka je

— . . . , . w . P v s
T nroizvoljna familija modi < 27. Tada postojl i'=generilki podskup od P,
J i} P J £

Jasno je, da CH implicira MA, med jutim, poznato je da Jje MA
konsistentna i sa 1CH (v. [74]).

Na kraju rada demo koristiti neke topoloSke po jmove (top. pro-
stor, baza, gust podskup, teZii>, separabilnost, ...), tako da &itaoce
upudujemo na [29], gde se nalaze definicije tih pojmova. Ovde éemo na-

vesti samo nexe definici je.

Kolekel ja J nepraznih otvorenih podskupova tono’ockop prostors

X je m-baza, ako za svakl otvoren skuo U iz X postoji V’a4f tako da
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Je V. C U,

Kolekcija ¥ nepraznih podskupova topoloSkog prostora ¥ je
diskretna, ako svaka tadka x iz ¥ ima okolinu koja sede najvide

-

jeden eliment iz ¥,

Kolekeijz F je g-diskretna, ako je jednaka uniji prebroji-
vo mnogo diskretnih kolekei jn prostora X. Analogno definifemo i oo

Jjam o=dis junktne kolekei je.

Autor ovog rada izrea¥avs veliku zahvelnost profesoru D juri
Kurepi na 6ijim je seminarimn u poslednje &etiri godine stekao in-
teresovanje zn teoriju skupovs, Posebno mu se zahv=ljuje na nomodi

u pripremi ovog rada i velikoj pomoéi u literaturi.
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Glava I
1. DRVETA I URMDJAJNI TIPOVI. DEFINICIJW

Dryvo Jje parcijalno uredjen skup I = (T, ST) kod koga je skup
(-, x)T = {y e T Iy <p x} dobro uredjen, za svako x ¢ T, i &iji ure-

djajni tip predstavlja visinu tadke x u T u oznaci YT(X>. ﬂkq Jje a or-
dinal, tada o-ti sloj drveta T je skup RT = - e Tly(x) = al. Cesto

A -

éemo taj skup oznadavati i sa T Visina drveta T je ordinal T =

= min(quaT = ¢}. Neka je XCT proizvoljan skup, tada slededi Kurepu

sa RoX oznadavamo skup {x e X| (-, X)TFWX = ¢3. Inade, operator RO le-

|
-~

mo posmatrati i u drugim parcijalno uredjenim skupovima.Cvorifte drve-
ta T je svaka klasa ekvivelencije relacije: x ~ y akko (¢, x) —( ,Y)

CvoriSte drveta T odred jeno talkom x € T oznalavamo sa lx[ (v

str. 72]). Zax e T stavlgamo“x]T: (y‘a le $pX ili x sTyi. Skup

4
i

L ,

XCT je lanac drveta T, ako su sveka dva elements iz X sl-uporpdiva.

Lanac b ¢ 7T nazlvamo a-lanac ako je o njegov ured jajni tip u odnosu na
relaciju Sp N b . Lanac b € T je kofinalan lanac drveta T ako je
br\Ra T# ¢, za svako a < yT. Skup X CT je antilansc drveta T, zko
su svaka dva razliéita elementa iz X sT—neuporediva. Relrciju neupore-
divosti drveta T oznadavamo sa ||T. S Jje poddrvo drveta T, ako je 3C T
1 ako je ss = sTrwsz. Ako je C proizvoljan skup ordinala, tada sa T| C
oznadavamo poddrvo (U T [a e C |, Tr\(U {Ta{a € Cz)z). Posebno je

< J

T |a = (U{rslﬁ < a}, n (U {T IB < @j 2.
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Neka je « proizvoljan ordinal a A proizvol jan kardinal, Dr-
vo T = (T, sT) zovemo (k, N)-drvetom (v. [9, str. 441]), ako va¥%i;
(1) 4T = «;

(i) ‘Tai <\, za svako a < «.

Neka je T proizvoljno («, A)=-drvo. T je normalno («, A)=drvo
ako vazi:

@) [z | = 1;

(2) ako je a + 1 < kixe Ta’ tada postoje Y15 ¥y € Ta+l, tako da
Je yl?-(yz 1Xx <T Y1 y2§

(3) za svako x € T, visina drveta ([x]T, ST(W[X}i) je Jjednaka k;

(4) ako je x,y e T i ‘XIT = lyIT i ako je a = YT(X) = YT(y) graniéni
ordinal, tada je x = y.

Proizvoljno drvo T visine « éemo jo§ nazivati i «~drvetom,

Sada navodimo osnovne vrste drveta. Aronsza jnovo drvo je svako

(w1, wy)=drvo, koje ne sadr¥i ni Jedan kofinalan lanac (ws-lanac), Ako

Je « > w proizvoljan kardinal, tada x-Aronszajnovo drvo definiSemo kao

(ky 1)=drvo bez kofinalnih lannca. Egzistenciju Aronszajnovih drveta (t3.

wy-Aronszajnovih drveta) prvi je dokazao Aronszajn 1934-te godine (v.
[45, str. 98]).

U radu [47] su konstruisane razne vrste fronsz2jnovih poddrve-
ta drveta (09, -|), gde je o9 skup svih dobro uredjenih ogranifenih
podskupova racionalnih brojeva a -I relacije "biti pofetni komad". U
[75] je konstruisano «*"~Arons za jnovo drve, za svaki regularsn kardinal
# 2 w, uz predpostavku GCH. Sa druge strane, u [59] je konstruisan mo-
del ZFC u kome ne postoji w,=-Aronszajnovo drvo.w+l-drvo I je Cantorovo
drvo, ako je ITnlsw, za svako n<w, dok je lTw[ > w. Nekg je « > w pro-

izvoljan kardinal. Drvo I je_x-Cantorovo drvo, ako je yT = S+1l, zde Je

6 < « beskonalan kardinal, |T]8] < «, dok je ,Tél > K

Jedno (w,, wy )=~drvo I koje ima > wy maksimalnih w,-lznaca zove-

mo Kurepino drvo. Kurepina hipoteza KH je uslov da postoji Kurepino dr-
vo. Neka je « > w proizvoljan kardinal, tada svako (k,«)-drvo T sa >«

maksimalnih x-lanaca zovemo k~Kurepinim drvetom. Dobro.je poznato (v.

[76], [36]) da je KH konsistentna sa ZFC. Posebno, znamo da Kurepino
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"drvo postoji u L (konstruktibilni univerzum), $to je rezultat Solo-
veya. Sa druge strane J.Silver (v. [70] ili [368]) je dokazao:

Con(ZFC + " postoji inakcesibilan‘kardinal") - Con(ZFC+GCHyIKH), Pred-
postavka egzistencije inakcesibilnog kardinala je 1 nuZna (v. n2 pri-
mer [36]).

Suslinovo drvo je svako (wy,w, )-drvo koje nema ni neprebroji-

vog lanca ni neprebrojivog antilanca. Analogno definiSemo i pojam x-Su~

slinovog drveta, za proizvoljan kardinal x > wy. Poznato je (v. [45,str.

132]) da je egzistencija Suslinovog drveta ekvivalentna negaciji Susli-~

nove hipoteze (SH: svaki neprekidan linearno ured jen skup bez krajeva

i neprebrojive familije otvorenih intervala je izomorfan sa realnim kon-
tinuumom). Dobro je poznato da se SH ne moZe ni opovrgnuti ni dokazati

u ZFC (v. [35], [77], [39], [74], [17]). U [14] Devlin je pokazao pot-
punu nezavisnost hipoteza CH, KH, SH.

Primetimo da u gornjim definicijame Aronszajnovih, Kurepinih i
Suslinovih drvete nismo zahtevali normelnost, Jjer "normalizovenjem" o-
vih drveta uvek mo¥%emo dobiti i odgovara juéa normelna drvets, ako nem
to bude potrebno (v. [17], [9]).

Ako je (E, <) linearno uredjen skup, tada sa tp(E, <) oznadava-
mo uredjani tip skupa (E, <). Ako je ¢ = tp(E, <), tada je |¢| = |E| 1
¢* = tp(E, >). Ako je V = tp(El, <4) i v= tp(Ez, <2), tada nam V¥ < ¢

oznadava da postoji 1-1 preslikavanje f: El - E2, koje Cuva poredak.

Ako je ¥ <y, tada kaZemo da ¢ sadr3i V.

Neka je (E, <) proizvoljan linearno uredjen skup 1 FCE., F je
gust u (E, <), ako za svako X,y € E, x < y postoji z & ¥, tako da je

X € z £y, Kerdinal min ?[Fl IF Jje gust u (E,<)§ zovemo gustina linear-
- J

no uredjenog skupa (E, <) i oznaavamo sa d(B, <). 4ko je ¢ = tp(E, <),

tada taj broj oznalavamo i sa d(yp).

Uredjajni tipv je realan ako predstavlja ured jajni tip rekog

skupa realnih brojeva. ¥ je Aronszajnov tip, ako vaZi:

(1) el > w;
(11) wi, i $o;

(iii) ¢ ne sadrzi ni jedan realan neprebrojiv podtip.
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Egzistencija Aronszajnovog tipa je prvi put dokazana u [45,
str. 128; S(r)], gle je on bio odredjen "prirodnim uredjenjem" nekog

Aronsza jnovog drveta. Klasa ovih tipova u [3] je oznalena sa &,.
Kurepin tip je svaki uredjajni tip sa oscbinama:

(1) ’¢, > Wy
(2) a(9) < wy;

(3) ¢ ne sadr?i ni jedan realan neprebrojiv podtip.

2. (DNOS DRVETA I URED JAJNIH TIPQVA

Neka je (E,<) proizvoljan linearno ured jen skup. Induktivno mo-
Zemo konstruisati drvo T = (T, D) nepraznih konveksnih delova linearno

ured jenog skupa (E, <), tako da va%i:
(1) TO = {E},

(1i) ako je I e T_ 1 |T| > 1, tada postoje disjunktni I, I
tako da je I = I0 U Il;

1 € Td&l,

(iii) ako je bC T lanac drveta T i ako je Nb # ¢, tada je Nb & T.

Drvo T = (T, :)) se zove drvo atomizacije linearno ured jenog

skupa (E, <). Ako je v = tp(E, <), tada T zovemo i drvetom atomizaci-
je tipa v (v. [45, str. 112. "développment complet de L’ensemble or-

donné E"]).

Sada posmatramo obrnutu relaciju. Neka je T = (T, ST) proizvolj-
no drvo. Svako &voriSte NCT uredimo relacijom <y dobrog ured jenja. Pri-

rodno uredjenje drveta T je relacija < definisana sa

x <y ako i samo ako je x <p ¥ ili x|lTy iz(x) < N z(y),

gle je z(x) <,-najmanji element skupa (',X)T-(',Y)T, z(y) Spmpajmanji
element skupa (',y)T-(',x)T a N = N(x,v) jedinstveno odredjeno Svoriste
drveta T, kojem pripadaju tadke z(x) i z(y) (v. [45, str. 127. "ordinnan-
ce naturalle"]). Na taj nadin smo svakom drvetu T dodelili tip v =tp(T,< )

nJjegovog prirodnog uredjenja.
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Tvrdjenje 2.1. Ako je T = (T, sT) Aronszajnovo drvo, tada je

tip ¢ = tp(T, <), njegovog prirodnog uredjenja, Aronsajnov. Ako je
¢ = tp(E, <) Aronszajnov tip, tada je svako njegovo drvo atomizacije

Aronszajnovo,

Dokez: Prvi deo tvrdjenja je implicitno dokazen u [45, str.
128-9). Doka%imo zato samo njegov drugi deo. Neka je T = (T, o) proiz-
voljno drvo atomizacije Aronszajnovog tipa ¢ = tp(E, <). Svaki w;-la=
nac drveta T bi odred jivao jedan dobro uredjen ili inverzno dobro ure-
d jen podskup od (E, <), 3to bi bilo suprotno predpostaveci w,,wf fo.
Dakle, T nema wy-lanaca odakle, posebno, imamo da je y T < w;. Da bi
dokazali da je T Aronszajnovo drvo dovoljno je JjoS dokazati da je
]qu < w, za svako a < yT, jer ée iz |T| > w, slediti yT = wy. Pred-
postavimo suprotno, tj. da je lTal > wy, 2za neko a < yT. Neka je o naj-
manjil ordinal sa tom oscbinom. Na osnovu osobina (i)-(iii) drveta T zna-
mo da o mora biti granifan ordinal. Za svako T e T, talku x(I) € I oda-
biramo proizvol jno. Za svako I eT ‘a odabérimo kofinalan sa njim skup
A(I)C T i koinicijalan sa njim skup B(I) C I, tako da je I,E(I) |, |3 (1) S w

(postoje, jer wy,wi § ¢). Neka je D = U{A(I)]I e T | a; u USB(I)II e T, aj
J L

i neka je F=D U {X(I)[I € Ta}. Neposredno proveravamo de Jje D gust u

A
(F, ¢n FZ) i da je |D| ¢ w. Dakle, ¥ sadr?i neprebrojiv realan podtip
¥ = tp(F, <N Fg), suprotno predpostavci da jefAronszajnov tip.w

Tvrd jenje 2.2. Neka je T = (T, ST) proizvoljno drvo i ¢ =tp(T, < )
tip njegovog prirodnog ured jenja. Tade ¢ sadr?i Aronszajnov podtip ako i

samo ako T sadrZi Aronszajnovo poddrvo,

Neka je ¢= to(E, <) proizvoljan tip i neka je T = (T, 2) njego-
vo drvo atonizacije. Tada ¥ sadr%i Aronszajnov podtip ako i samo a2ko T

sadrZi Aronszajnovo poddrvo,

Dokaz: Dokazujemo prvi deo tvrdjenja. Neka je T = (T, ST) proiz-
voljno drvo i ¢ = tp{T,<) tip njegovog prirodnog uredjenja. rredpostavi-
mo da ¥ sadrZzi Aronszajnov podtip, tj. da postoji SCT, tako da je V¥ =
= tp(S, < N 82) Aronszajnov tip. Neka je U = (-, S] = Sx € T|x < s, za

neko s € S} i neka je U = (U, <

N U2). Predpostavimo prvo da postoji
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(najmanji) ordinal a, tako da je IRQUI > wy. Lako proveravamo da q

mora biti granidni ordinal veéi od 0., Za sveko x ¢ Ra U odaberimo

s(x) & S proizvol jno, tako da je x <7 s(x). Po definiciji« lako pro-
veravamo da je x » s(x), x ¢ R U izomorfizem izmed ju (R U,-<rw(RaU)2),
i jednog podskupa od (S, <n S° ) Dekle, tp(RaU,-< n (RQU)‘) Jje

dje Aronsajnov tip. Jasno je, da je cf(a) < wy (na osnovu predhodnog

sy taxo-

tvrd jenja imamo da svaki Aronszajnov tip ima moé = w,). DokaZimo dsa je

cf(a) = wy. Predpostavimo suprotno, tj. cf(a) = w i da je (Q”‘nem stro-

go rastuéi niz ordinala koJji konvergira ka a. Neka je D :U(R(1 U]n < w)
n
J
iF=DU R U. Neposredno proveravamo da je D prebrojiv gust podskup 1i-
nearno uredgenog skupa (F < nF )y 3to znadi da je tp(F, < N F2) realan,
Odatle je i tp(R U, <N R U) ) realan neprebrojiv tip, suprotno gornjoj

Sinjenici da je on AronszaJnov. Dakle, cf(a) = w;. Neka je fa@‘ & < w,)

strogo rastuéi niz koji konvergira ka a. Za svako & < wy neka je V

i}

)
{x e R UI skup [x, ) NR U je neprebroglv). Kako je IR Ul < w,

to je V % ¢ za svako & < wy. Neka jeVs=oyU §§6|6 < w,} 1 neka je V=

= (v, $p N V ).Iako proveravamo da je V Aronszagnovo podrvo drveta T,

Predpostavimo sada da je ,Ra Ul § w 2za svako a. Neka je C = (u[ posto-

Ji s e 8, tako da je s e Ra U}J)akle, C Je neprebrojiv skup ordinala, pa
odbacivanjem jednoi dela skupa S moZemo predpostavidi da je tp C = wy.

Neka je {aalé < wy ) monotona numeracije skupa C. Za svako & « wy stav-
. J

ljamo Ve=lxz e R Ul |[x, ). N S| > w,? . Kako je |R_ U] € w, za

6 og T j % -
svako § < wy imamo da je Vs # ¢, za svako & < w. Nekn je V = U (Vélé < w1f
‘ J

iv= (v, Sp N V2). Opet se nedemo zadr¥avati na jednostavnoj proveri da
Je ¥ Aronszajnovo poddrvo dryeta I.
v . 2
Predpostavimo sada da T sadr?i Aronszajnovo poddrve S= (8, g.,N 7).

)\T
Jednostavno se dokazuje da je tp(S, <rw82) Aronszajnov podtip tipa

¥ = tp(T, <).

DokaZimo sada drugi deo tvrdjenja. Neka je ¢ = tp(E, <) proiz-
voljan tip 1 neka je I = (f D ) njegovo drvo atomizaci je. Fredpostavimo
da ¥ = tp(E <) sadr21 Aronszajnov podtip, tj. da postogl F Cu, tako

da je ¥ = tp(F, < n 72 ) Aronszajnov tip. Nekz je U = (I NFlTer i

INF ¥ ¢} . Lako se proverava da je U= (U, 5 ) drvo atomizacije skupa
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(¥, <n F2). Na osnovu predhodnog tvrdjenja zakljudujemo da je U

Aronszajnovo drvo. Za svako J e U sa I(J) oznadavamo D -najmanji ele-

ment I &€ T sa osobinom J = I N F, Neka je V = (I(J ]J € U, iV = (v, o
o) ) Kako je J » I(J), J e U izomorfizam drveta U iV, to Jg V ‘ron-

zajnovo poddrvo drveta T,

Neka je sada § = S(, o) Aronszajnovo poddrvo drvetz I. Z=
- B
S|I

oo

. . . . . {
svako a < wy odaberime I(1 € RGL S proigzvoljan sa osobinonm ] Ie £§IQ$[=
. ‘ J
= w;. Kako je ICL neprebrojiv za svako a < wy, to induktivno po ¢ < w, mo¥emo

. 3 - i - 0 T
konstruisati niz Xaja < wp? tako da je x, € I@ i xa£ Xgs 28 Q@ #Z B. Neka
je F = fxala < w,}. DokaZimo da je tp(F, <N F2) = ¥ Aronszajnov tip.

Predpostavimo suprotno, tj. da je, na primer, wy, ¢ V. To znadi da pos-
toji neprebrojiv ¢ C F, tako da je tp(G, < n G2) = wy. Kako je G ne-
prebrojiv i |RQS| € w, 2za svako a < w,, to moZemo nadi J € R S, tako
da je IGrﬁJa! > wy. Kako je tp(G, < n 62 ) = oy lako dokazugemo da je

Ja € RGS Jjedini element Slea RqS sa tom osobinom. To znadi da je

(Jala < w1} Jjedan wq-lanac drveta S, suprotno predpostavci d2 je ono

i
5 >,

Aronszajnovo. Analogno dokazujemo wf # ¥Yi da V ne sadr?i ni jedan
realan neprebrojiv podtip. To znadi da je ¥ Aronszajnov podtip ¢ .0vo

zavrSava dokaz tvrdjenja 2.2.m
Jednostavan dokaz slededeg tvrdjenja izostavljamo.

Tvrd jenje 2.3. ako je T = (T, ST) Cantorovo drvo tada je tip
tp(T, <), njegovog prircdnog uredjenja neprebrojiv i realan. fko je
¥ = tp(B, <) neprebrojiv realan tip, tada (E, <) moZemo tako atomizirati

da dobijemo Cantorovo drvo. m

A
1

Tvrdjenje 2.4, Neka je T = (T, ) proizvoljno drvo i ¢ —tp(T

St
~<) tip njegovog prirodnog uredjenja. Tada ¢ sadrii neprebrojiv realan

podtip ako i samo ako T sadr?i Cantorovo poddrvo.

Neka je v = tp(E, <) proizvoljan tip i neka je T = (T, D) nje-
govo drvo atomizecije. Tada ¢ sadrZi neprebrojiv realan podtip ako i sa-

mo ako T sadrzi Cantorovo poddrvo.
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Dokaz: Dokazujemo prvi deo tvrd jenja. Neka je T = (T, sT)
proizvoljno drvo i neka je ¢ = tp(T, <) tip njegovog prirodnog ure-
djenja. Predpostavimo da ¥ sadrzi realan neprebrojiv podtip, tj. da
postoji S C T, tako da je tp(S,-<r782) realan neprebrojiv tip. Neka
jeU= (-, S ]T i neka je U = (U, Sp N U2). DokzZimo &2 tostoji ordi-
nal a, tako da je IRa UI 2. wyes Predpostavimo suprotno, tj. da je

)Ra U| € w, za svako a. Neka je C = (alpostoji se S, seR, U7 .
!

. J
Kako je C neprebrojiv skup ordinala, to odbacujuéi jedan deo skup S

moZemo predpostaviti da je tp C = wy. Neka je C = (aélé < w,k mono-

tona numeracija ovog skupa. Neka je D C S, takav prebrojiv skup, da je
D gust u (S, <N 82) (jer je tp(S, =< N SZ) realan tip). Neka je &’< wy,
takav ordinal da je DC Ul R% Ul & < &/ - Kako je 5 neprebrojiv a

R, ’U prebrojiv, to postoji x e R U, éako da je l[x,-) NS > wy.
Meggutlm, to znac1 da je [x,- ) NS konveksnn skup linearno uredjenog
skupa (S <ns? ) moéi > 2, kOJl ne sadrzi nl jedan element iz D, sup-
rotno predpostavcl da jeD gust u (S, <N S ) Dakle, IR U] wy 2a
neko a. Neka je a najmanji ordinal sa tom osobinom. Lako proveravamo
da je a granidni ordinal veéi od 0. Doka%imo da je c¢f(a) = w. Ako za
svako x & R U fiksiramo tadku s(x) & S, sa osobinom x <p s(x), dobija-
mo 1zomorflzam x » s(x), x e R U linearno uredjenog skupa (R U,< n(R U) )
sa podskupom od (S, <N s? ). To znadi da je (R U, < Nn( R U) ) neprebo-
jiv realan tip. Neka je X C R, U prebrojiv gust skup u (R U, <N (R U)
Svakom paru x,y € X, X £ ¥ oigovara ordinal B(x,y)< a, tako da SlOJ

Rﬁ(x y)U sadr?i &vorisSte koje odluduje o poredku talake x i y u relaci-
1

ji—< (v. gornju definiciju uredjenja <), Lako dokazujemo dz skup

{B(x,y) | x,ye X, x # y} mora biti neogranilen u a, Sto znadi da je

cfa) = w. Neka je {an new strogo rastuéi niz ordinala koji konvergi-

2
ra ka a, neka je V = (R U) u U(R Ulu < w] i neka je V = (V, <oV ).
Dakle, V je Cantorovo poddrvo drveta T. »

v ﬁ2
Predpostavimo sadn dn T sadrzi Cﬂntorovo poddrvo S = (Q < ).

Tads se jednostavno dokazuje da je tp(S, < N S ) neprebrojiv realan pod-
tip od ¢ = tp(T, <).

Doka¥%imo sada drugi deo tvrdjenja Neka je v-= tp(E, <) proizvo-
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ljen tip i neka je T = (T, D ) njegovo drvo atomizacije. Predposta-
vimo da ¢ sadr¥i neprebrojiv realan podtip, tj. d= postoji F C &, ta-

ko da je tp(¥, < n Fg) neprebrojiv realan tip. Neka je U =

= (I e T|IINTF Z£ ¢7, tada je U poletni komad od T, Naime, U = (-, X]T,

cO,
gde je X = (‘x?]x € F?g:T. Analogno prvom delu dokaza nalazimo granid-

ni ordinal a >0 kofindlnosti w, tako da je IR U > @, dok je

RBU[ < w,

za svako B < a. Neka je {ap
‘ i

e strogo rastuéi niz koji konvergira ka

a, neka je V = (RGU) u U(Ra Uln < m? i neka je V= (V, D), tada je
! n )

V tra¥eno Cantorovo poddrvo drveta T.

Neka je sad V= (V, o) Cantorovo poddrvo drveta T. Za svako

Ice R,V fiksiramo tadku x(I) e I. Neka je F = (x(l)|1 e R, VE. DokaZ%i-

J

mo da je tp(F, < N F2) neprebrojiv realan podtip tipa ¢ . Neka su I_,I,eV

proizvoljna dva razlidita elementa nekog &voriSta drveta V. Stavimo '
Io-< Il ako 1 samo ako je X < y za svako x & IO, y € Il' Ovakvo ure-
djenje Svoridta drveta V inducira prirodno ured jenje < drveta. Neposred-
no proveravamo da je V| w prebrojiv gust skup u (V, <), $to znadi da je
tp(V, <) realan tip. Odatle je i tp(F, < N F2) realan tip, jer je (jas-
no) x(I) > I, Ieg RV izomorfizam (F, < N Fz) i (RQV,—( N (RwV))z. Ovim
bi zavr3ili dokaz tvrdjenja 2.4. =

Tvrd jenje 2.5. Ako je T = (T, sT) Kurepino drvo i ako je < lek-
sikografsko uredjena skupa E = E(T) svih kofinalnih lanaca drveta I, ta-

da je ¢ = tp(®, <) Kurepin tip.

Ako je v = tp(E, <) proizvoljan Kurepin tip, tada (E, <) mo¥emo

tako atomizirati da dobijeno drvo bez zadnjeg sloja bude Kurepino drvo.

Dokaz: Dalemo samo skicu dokaza drugog dela tvrdjenja. Neka je

¢ = tp(E, <) Kurepin tip, tj. uredjajni tip sa osobinama: o] > wy,

d(¢) € wy 1 ¢ ne sadr¥i ni Jedan realan neprebrojiv podtip. Fredpostavi-

mo da je (E, <) gust linearno uredjen skup (mads to nije nu%no) i da je

{xala < w1} numeracija jednog njegovog gustog podskupa. TraZ%eno drvo
y N
demo definisati induktivno po slojevima Ta’ a € wy. Neka je TO: 'E .

Predpostavimo da je a < wy i da smo TB' B < o veé konstruisali pri Ze-
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mu je [TB| < w, Neka je a = B+l. Neka je I ¢ Tq & |I] > 1. Neka je
x e I unutra¥nja taCka ovog skups, pri Semu u sludaju dn je x_, unut-

radnja tadka skupa I uzimamo x = x_. Neka je T,=1n(,x], 1

I.=1In (x, . Neka je Tu = U((I Il lI € T !Il > 1, . Svaka

1 g ,

tatka x € E odred juje lanac b(x ) (I £ T)afIzax ', koji ima duZinu

1

< a Jedino u slufaju (x} e b(x) e T‘ a. Kako je !T lal € w i |B] > w

i
y

mora postojati x e E tako da je b(x) a-lanac i N b(x) ¢ T ima bar dva
elementa., To znadi da je TB £ ¢. Jasno je da je |T I 2|T [ < w. Pred-
postavimo sada da je a < wy; granidni ordinal. Tada st vlgamo

Ta = (ﬁ b| b je a-lanac iz Tla inb £ ¢

Kao u sludaju o = B+1 dokazujemo nepraznost skupa Ta. Zato dokaZimo sa-
mo da je ITQI € w. Predpostavimo suprotno, tj. da je ITal 2 wy. Z8 sva-

ko I < T fiksiramo tadku x(I) eI. Neka je F = §¥(1)|I e T » DokaZimo

da je tp(F, < F\Fz) realan neprebrojiv podtip tipa ¢, 5imejéemo dobiti
protivreZnost sa predpostavkom da je ¢ Kurepin tip. Neka su IO, I1 ele-
menti istog EvoriSta drveta T i (a+l). Neka je I, < I1 ako je x <y za

svako x g Io’ y e Il' Neka je < relacija prirodnog uredjenja drveta

I ;(a+l) inducirana ovim ured jenjima &vori¥ta. Jednostavno proveravamo

da je T | a prebrojiv gust skup u (T | (a+l), <), 3to znadi da je

tp (T | (a+1), <) realan tip. Kako je x(I) » I, I & T, izomorfizam line-

arno uredjenog skupa (F, < N Fz) i (Ta,-<) imamo da je tp(F, < N F2)

realan tip, Sto je i trebalo dobiti , Dakle [Tq[ < w, Neka je

' )
Tw = {r1bl bC T !w,je wy=lahac i Nb £ ¢ ',
1 " ) )

Neka je T = U;rTCL la < w,} iT= (T, D). Na osnovu konstrukcije jedno-

"~

stavno proveravamo da je T drvo atomizacije skupa (B, <) i da je T | o,

Kurepino drvo,. =
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3. PORVETA wy-DRVETA

U ovom odel jku demo dati pregled uglavnom poznatih rezultata,
Posmatrademo egzistenciju Aronszajnovih i Cantorovih poddrveta nexih
vrsta wy-drveta, Tu demo se ograniditi na (w,, wy )-drveta i wy~-drveta,

koja nemaju wy-lanaca. Sledela teorema je verovatno prva teorema tog
tipa (v. [48]).

Teorema 3.1. (Kurepa) Postoji normalno (wj,ws)-drvo T sa oso-

binama:
(1) T ne sadr?i ni jedno Aronszajnovo podrvo;

(1) ako je T’ proizvoljno normalno (wq,w, )-drvo, tada ili T’ sadr¥i
Jedno Aronszajnovo poddrvo ili T’ sadr¥%i poddrvo izomorfno drve-
tu 20.

Primetimo da ni jedno (wi,w, )=-drvo ne sadri Cantorovo poddrvo.
O prirodnim generalizacijama teoreme 3.1, videti [52] i [53]. Dokez sle-

dedée teoreme se nalazi u [lo].

Teorema 3.2. (Jansen) Predpostavimo V=L. Tada postoji Kurepino

drvo, koje ne sadrZi ni jedno Aronszajnovo poddrvo. a

Ova teorema ima vrlo interesantne posledice o kojima democ govo-

riti neSto kasnije. U §5 demo govoriti o njenim generalizaci jama.

Sada femo posmatrati egzistenciju Aronszajnovih poidrveta wy-
-drveta T sa osobinema: (i) Y[t]T = wy, 2a svako t & T; (ii) T nema ni

jedan wy-lanac,

U sludaju da (ii) zamenimo jadim uslovom (ii)’: na T postoji
strogo rastuda realna funkcija, dobijamo Kurepin "Probl2me 1" iz [47,
str. 160].

Neka je C C wy stacionaran podskup ¢iji je komplement, takod je,
stacionaran, Neka je T skup svih zatvorenih podskupova od C. Neka je
s, t € T, tada stavljamo s :I t ako i samo ako je s = t N (max(s)+1).
Jasno je, da je (T, =|) drvo. Da je yT = w, moZemo izvesti, ns primer,
iz leme 2 iz [15]. T nem~ w;-lanaca, jer bi sveki od njih odred jivao

zatvoren i neograniéen podskup od C 5to je nemoguée. Doka%imo da T ne
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sadr?i Aronszajnovo poddrvo. Iredpostavimo suprotno, tj. da je S =
= (S, =|) Aronszajnovo poddrvo drveta I. MoZemo predpostaviti da je
S pofetni komad od T. Neka je

D = (a < w1[ lim(a) A (t ¢ Sl a - tgfa)? ,

—

tada je D zatvoren i neograni&en podskup od wy. Kako je wy-C stecio-
naran to postoji a & D Fﬁ(w,-C). Neka je t ¢ Ra S proizvoljan element.
Neka je a, = max(t). Neposredno na osnovu definicije skupa D sledi da

Je @ = a e wy=C, Zto je suprotno predpostavei da je t C C.

Sledeéi primer drveta sa istim osobinsma pripeds J,E.Baumgar-
tneru. Neka je T skup svih funkcija f, takvih da je za neko a < wy,
strogo rastuda i neprekidna funkecija iz a u wy, tako da je £(g) > B, za
svako B < a. Dokaz da je (T, C ) jedno w;-drvo bez wy-lanaca i Aronszaj-
novih poddrveta je analogan dokazu slidnog u prvom primeru. Sto se tide
Kurepinog "ProblEme 1" slededa teorema Je dokazana u naSem magistarskom
radu.

Teorema 3.3. Postoji wy-drvo I sa sledeéim osobinama:

(1) Y[t]T = wy, za svako t g Ty
(ii) T ne sadrii ni jedno Aronszajnovo i Cantorovo poddrvo:

(iii) na T postoji strogo rastuéa realna funkcija.m

Slededa teorema nam daje informaciju viSe o moguénosti konstruk-

cije drveta sa gornjim osobinama.

Teorema 3.4. Neka vaZi ¢ . Svako normelno wy=~drvo kod koga su

SvoriSta izolovanih visina neprebrojiva sadrZi poddrvo T sz osobinama:

(1) Y[t]T = wy, za svako te T;

(ii) I pe sadrZi ni jedan wy-lanac i ni Jedno Aronszajnovo poddrvo.

Dokaz: Neka je {Xala < w,} niz iz ¢, Lako se uveravamo da se

moZemo ograniiti na posmatranje normalnih ws-drveta sa neprebrojivim
&voriStima izolovanog ranga, koja imaju oblik S = (w,, SS)’ pri femu iz
@ < P sledi a < B (ordinalno).

DefiniSimo skupove Uy @< wie Za a=01ilia = B+l stavljamo

Ua = ¢. Neka je sada o granian ordinal. Ako Xa nije poletni komada ,q



25

S la, pri demu je visina d rveta (X s S ) (X )2) jednaka a, tada opet
stavljamo U = ¢. Predpostavimo spda da je X cS | a pofetni komad i
da je visina drvete (Xa’ s N (X ) ) Jeanka a. Nekn je B kolekei j»

svih maksimalnih a-lsnaca drveta (Xa’ < n (X ) ). Neka Je

2
U = U?(b, )5l e B_|.

B
gde je (b,’)S = gy £ S[x <S ¥, 2za svako x ¢ bl ., Na kraju stavljamo

-

T=8S-1U gU Ia < w,}
LCL
-
(poisetimo se da je S = wy). Neposredno proveravamo da drvo T = (T,

< N TZ) zadovoljava uslove (i)=(ii). m

4, PORVETA w,~ARONSZAJNOVIH DRVETA

Sva wp-Aronsza jnova drveta konstruisana uz predpostavku CH (v.
[75] i1i [36]) nu¥no su sadr¥avala i Aronszajnovo i Cantorovo poddrvo.
Zato je prirodno postaviti pitanje egzistencije w,-Aronszajnovih drve-
ta koja ne sadrZe ni jedno Aronszajnova i Cantorovo poddrvo. Sledeéa

teorema daje Jjedan odgovor na to pitanje.

Teorema 4.1, Predpostevimo O . Tadn postoji wp-Aronszajnovo

drvo koje ne sadrzi ni jedno Aronszajnovo i Cantorovo poddrvo.

Dokaz: Neka je Dl = of + wy 1 neka je Rl skup svih konadnih
nizova elemenata iz Dy Dakle, imamo da je |D1| = [Rll = wy. Neka su
a = (ao, cees aK) i b= (bo, ceny bl) proizvol jni elementi skupn Rl.

Stavimo da je

a <b akko je a pofetni komad od b ili a; < by, gle Je
: )
1:min.‘(' a., b. .
(\Jl S £ 5]

Lako se proverava da je < relacija linearnog uredjenja na R

ida je (Rl, <) gust linearno uredjen skup.
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Lema 4,2. ([55. Theorem 2.4.]). (i) sveki intervel iz R- sa-
drZi podinterval slizn sa (Rl, <) (kvazihomogenost); (ii) svzki pra-
zan Dedekindov rez XIY ima tip (w,w*), tj. X je kofinalno sa wa Y
sa w¥, (iii) o g tp(Rl, <), za svako a < w; i w, £ tp(Rl, <)em

Neka je (ﬁl, <) Dedekindova xomplefifikacija linearno ured je-
nog skupa (Rl, <) i neka Je Ql = ﬁl-Rl. Na osnovu predhodne leme zak-
ljuCujemo da je (Ql, <) gust linearno ured jen skup, da sadr?i q za
svako a < wz a ne sadr¥i w, (po tipu) i da svaka tadlka x e %’ ima u

(R7, <) i levi i desni karakter Jjednak w.

Neka je le skup svih ogranienih dcbro ured jenih podskupova
od Ql i neka je =| relacija "biti poSetni komad" na GQl (tje s =| ¢t
akko je s pofetni komad od t; wv. (651, [56]). Za svako z ¢ Ql unapred
fiksiramo strogo opadajudi niz | 7, tadaka iz ﬁl, koji konvergira ka
2, tako da je levi karakter talke Z u ﬁl jednak w4, za svako n g w.
Neka je < fiksirano dobro uredjenje skupa Ql po tipu (Ql) (=2®). 7a
svako z ¢ Ql i n e w unapred fiksiramo strogo rastuédi niz ix(z,n,a)[

o < Wy elemenata iz Ql na sledeéi nadin, Neka je x(z,n,o) = 2z, Pred-
postaviﬁo da smo konstruisali x(z,n,ﬁ) < 2., 28 svako B < a < wy. Ka-

ko je levi karakter t=&ke z, Jjednak wy to je sup{x(z,n,ﬁ)l B < a3< z,

- . 1
(supremum je uzet u (Rl, <)). Neka je x(z,n,a) <-najmenji x e O sa

osobinom x(z,n,ﬁ) <X <z, 2a svako B < a (Ql Je gust u(ﬁl, <)).

TraZeno drvo T ée biti poddrvo drvets (od, =|)i konstru-
isademo ga induktivno po slojevima Ta’ a < wz. Svnki element t & T e
imati maksim .. Istovremeno demo konstruisati preslikavanje ¥: T - W3 4

tako da iz s -I t, sledi H(s) < H(t).

Neka je To = §¢ i H(¢) = 0. Predpostavimo da je 0 < a < w,
i da smo TB’ B < o ved Konstruisali, tako da je T |a normalno (a,w,)-

-drvo, pri Cemu va%i slededi induktivni uslov:

. =1
Ia: za svako B <y <a, se T, ixeR, tako da je max(s) < X, pos-

toji t e TY, tako da je s -] t i max(t) < x.
Neka je (Cgllim(g), E < wz} niz iz (J, tj. niz sa osobinama:
(i) Cg Jje zatvoren i neograniden podskup od E;

(ii) ako je cf(E) < wy, tada je [Cgl < W3



(ii1) eko je y grani&na ta8ka skupa Cg, tada je CY = Cg Ny .

. =1 . .
Kako je IRII = wy to je gustina (R, <) a time i (Ql, <) ma-
nja ili jednaka wy. Zato fiksiramo skup P C Ql moél w,, koji je gust

u (Rl, <Je

Sludaj 1. a = B+l. Za svako t € TFj definiZemo succ(t) =
= (t U (x}lx eP i x> max(t)} - Neka je T = U{succ(t)lt £ TB}.

o

Preslikavanje H produZavamo na Ta proizvoljno na minimalan nadin, Ja-
sno je, da je [T | ¢ wy i da vaZi T
I J I a, s a+l®

Slufaj 2. lim(a). Neka je {Y5!5 < 51 monotona numeracija sku-

pa Ca izO. Na osnovu (ii) iz O imamo da je E < w;. Prvo demo za svako

teTiC (= U{T |ﬁ e C )) i ne w odrediti maksimalni a-lansc ¢  dr-
a B al t,n
veta T \a, koji sadrZi t, Zetim demo Ta definisati kao skup produlenja

lanaca bi‘ o tel 10@, new. U tomcilju demo induktivno definisati
s .

=4

niz {pg’nlé(t) €& < g} elemenata iz T| a, gde je &§(t) < £ jedinstven

5 sa osobinom t e TYE. Neka je
t,n
p&:l =q € TY6+1 sa najmanjim H(q), koji ima osobine pg,n ;l q
max(q) s x{max(t),n,8+1).
Primetimo da na osnovu IOL ovakav g uvek postoji. Ako je & granidan or-
dinal, tada definiSemo
pg,n =q € TY , tako da je péjn -] q, za svako & < § i

6 max(q) -< (max(t),n,s),

ako takav q postoji. U suprotnom indukciju definisanja niza

(pg’nlé(t) g 6« g? zavrsavamo. Ako indukcija nije nigde obustavljena
definisani niz (pg;nIS(t) £ 8« g} Jednostrano odredjuje jedan maksi-
malni a-lanac bg;n drveta T | q, koji sadr¥i t. Ako je cf(a) = w, tada

. stavl jamo



28

( = ™
=$(Ubt v { x(max(t),n,g)}| teT| Conpew i b je definisan |
L ’ L

a t,n J
tko je cf(a) = wy, tada stavljamo

= | (¢ U( x) x je <-najmanji element iz ”1 vedi od sup(b® ),
i t,

jun
g teT]cC G REW i b . je definisani .

Kako je C(1 kofinalan sa a, to ée biti zadovoljeni svi induktiv-
ni uslovi ukoliko pokaZemo da je konstrukcija gornjeg niza
(t,n )
{pg |8(t) < & < g(, t e T'Ca’ n € w uvek moguéa uz prednostavku da
je bila moguda za manje granidne ordinale.

Predpostavimn suprotno, tj. da je za neko t g T | C,inew
konstrukcija niza { |6(t) g & < g) obustavljena na koraku § < E.

Kako smo veé napomenuli & mora biti granilan ordinal. Na osnovu (iii)

iz imemo da je C 5 = C N Yy = (YB,IB < 6?.

)

Ukoliko definiZemo niz (qﬁ,nlé(t) &1 < 63 za ordinal Y&

(< @ ) na isti nadin na koji smo definisali niz (pé,HIB(t) <E1,

[N

to se lako moZemo uveriti da je qé’n = pgjn, za svako 8(t) < &’ < &

(primetimo da je t & T IC i da je definicija 6(t) invarijantna).

Niz {quﬂé(t) < & < 5} (:{bgznlé(t) < 8 < 6§) odred juje
Y “ g

maksimalni Yé—lanac bt drveta T Y koji smo po predpostavci produ¥i-

. . . ? . t,n . . .-
1i,Sto protivredi predpostavci da pF’ nismo mogli naci.
O

Dakle,indukciju mo¥emo dalje nastaviti. Neka je

= U(T la < w23 i
o

-/
T = (7, =|), tada je, po konstrukciji, T jedno w,-Aronszajnovo drvo.

DokaZimo prvo da T ne sadrZi ni jedno Aronszajnovo poddrvo.,

Predpostavimo suprotno, tj. da imamo jedno Aronszajnovo poddrvo S =

[
—

(s, =|) drveta T. Lako proveravamo da moZemo predpostaviti da pos-

toji ordinal a < w, kofinalnosti w,, tako da je RE S ¢ TY , 2za svako
‘ &

S < wy, gde je (Ygl & < w,} monotona numeracija skupa Ca izp.

Za svaki graniéni ordinal 8§ < w, odsverimo S_. € R.S proizvoljno.
~

3
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Po gornjoj konstrukciji znamo da postoji &’ < §, t& eR, S cT

& Ysr
i n(8) < w, tako da je s6 jedinstveno proSirenje maksimalnog y.-lznca
Y

bt n(s)’ Oznadimo &' sa p(§). Time smo definisali regresivno presli-
b4

6

kavanje h,. {6 < w1llim(8)) - wy. Dakle, postoji stacionaran DEZ{S < wy |
lim(&)} i & < wy, tako d; jeh'(D) = {603. Pored toga moZemo predpo-

-~
staviti da je n(8) = n, za sverko § €D ida je t t e R

C
5, S ET

& = s,

za svako & € D (Jer je R8 S prebrojiv).
o]
Neka su §,8’ €D, 6 < &’ proizvoljni. Kako su & i &’ groni&ni
= Ca N Yoo odnkle je C = C N Yge

&t v Yg Yo
Po konstrukeiji neposredno proversvamo da je b, " pofetni komad
Y ’

-
od bt n’ odakle je 56 —Isé,. Ovo dokazuje da jJe ;Sa|£ > D?Jedanxw, -lanac

ordinali, to je CY6 = Ca N Yy 1 CY

2

W

drveta S, suprotno predpostavci da je ono Aronszajnovo drvo.

Dokazimo sada da T ne sadrii Cantorovo poddrvo. Predpos-
tavimo suprotno, tj. da imamo jedno Cantorovo poddrvo S = (S, =|) drve-
ta I. Lako proveravamo da moZemo predpostaviti da postoji granian or-

r ™
\

Vap | %o0ji konvergi-

dinal o < w, kofinalnosti w i strogo rastuéi niz n sw
|
-

ra ka a, tako da je RSCT iRSE T , za svako n < w. Nekz je
w a n an

Ca = {Y615 < g} monotona numeracija skupa Ca iz O . Na osnovu (ii) iz
.
0 imamo da je & < wy, tj. da je Ca prebrojiv. Za svako § < E stavljamo

B6 = (t e T |t —I s, za neko s € R SQ .
Y& w

Kako je B

?t e TY |t =] s, za neko se S | w} imamo da jJe ‘Bél < w,

)
5 B
za svako 6 < E, Dakle skup B = U{Bélé < g} je najviSe prebrojiv. Po kon-

i

strukeciji znamo da je svake tadka s e RwS‘jedinstveno ~roS§irenje lanca
oblika bz,n’ za neko t € Bin e w. Neka je (t,n) = 1(s). Time smo de-
finisali jedno 1-1 preslikavenje 1: Rw S » B x w, §to je nemoguée, jer
Jje lRwSI >w 1|3 x w|] s w. Dakle, T ne sedr%i ni jedno Cantorovo

poddrvo. Ovim bi zavr3ili dokaz teoreme 4.1.w

. . . + X . .
Drvo T je specljalno x -Aronszajnovo drvo (k > w proizvoljen

kardinal) ako je ono K+—Aronszajnovo i ako postoji preslikevanje £:T » «

sa osobinom f(x) # f(y), za svako x,y € T, x < ¥ tko je T drvo koje
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smo konstruisali u dokazu teoreme 4.1. tad~ je g(t) = max(t) strogo

rastuée preslikavanje iz T u (Ql, <), Neka je U= U Ta+1|-1 S a<wy:

i0= (U, =|). Doka¥%imo da Jje U specijalno w,=-Aronszsjnovo drvo. Do-

)
voljno je nnéi strogo rastude vrreslikav-nje iz U TCH 0 € 2 < w i u

(R1, <). Neka je t ¢ Ta+1’ 0 €£a< w ineka je T ¢ T, Jedinstven ele-
ment sa osobinom ¥ ~| t. Kako je g(%) < g(t), to moZemo nadi r(t) e at
tako da je g(t) <f'(t) < g(t), Jjer Je Rl gust u (ﬁl, <)..Neposredno

roveravamo da Jje f traleno preslikavanje. Dakle, va¥i slededs teorema.
P J p J ’

Teorema 4.1°. Predpostavimo O . Tada postoji specijalno wp-Aron-

szajnovo drvo koje ne sadrZi ni jedno Aronsza jnovo i Cantorovo poddrvo.a

Teorema 4.1. ima prirodno uopStenje, pri Semu se i dokaz pre-

nosi,

Teorema 4.3. Neka je « > w regularan kardinal i neka vaii D .

Tada postoji « -Aronszagnovo drvo koje ne sadrZi ni jedno K—rPOhSZ&JnO—

vo poddrvo i ni jedno A-Cantorovo poddrvo u slulaju daz je A= ke w

Kako smo veé jednom spomenuli w,-Arons:zajnovo drvo je mogude
konstruisati uz predpostavku CH. Zato se posle teoreme 4.1. postavlja
pitanje da 1i se w,-Aronszajnovo drvo bez Aronszajnovog ili Cantorovog
poddrveta moZe konstruisati pomoéu CH. Pitanje da 1i se u ZFC4+GCH moXe
konstruisati w,-Aronszajnovo drvo bez Aronszajnovog poddrveta je pos-

tavljeno i u radu [lo, str. 160]. Mi demo ovde pokazati da su odgovori

na ova pitanja negativni,

Prvo éemo dokazeti sledeéu lemu:

Lema 4.4, Neka je M p.t.m. ZFC, P o-zatvoren parcijslno uredjen
skup u M i T proizvoljno normalno A-drvo u M. Neka je G proizvoljan l-ge-
neric¢ki podskup od P i neka vali M[G]|= " T ne sadr¥i ni jedno ‘ronszaj-
novo poddrvo ili T ne sadr%¥i ni jedno Cantorovo poddrvo". ‘ko je b ko-

finalan lanac drveta T u M[G], tada je b & K.

Dokaz: Ako A nije granilan ordinal, tada je zakljuSak leme tri-
\ A
vijalan, Zato predpostavimo lim(A). Prvo predpostavimo da je cfhék) =

Tada u M[G] postoji niz xnln € w)C b kofinalan sa b (u uredjenju ST).
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5

‘Na osnovu leme 0.2, znamo da je {xnln € w)e M, odakle je i b e M.

Dakle, moZemo predpostaviti da je ch(X) > W

Neka je B = ROM(P) Booleova algebra regularno otvorenih pod -
skupova parcijalno ured jenog skupa P. Predpostavimo da zakl} julak le-
me ne va%i, tj. da postoji b® ¢ M B » tako da je g =|| b° je kofi-
nalan lanac drveta i ip° ¢ v || > 0. Predpostavimo da jed =11da

dalje radimo u M.
Neka je

s=(xsT| |15 e v°l] > 0f .

Ako je x <p ¥, tada je |l ¥ e v°| s“i e b°|], 5to znadi da je S po-
Setni komad od T. Kako je Il b° Je kofinalan lanac drveta T |1=1, to
svako a < A mo%emo naéi x g T a tako da je || x € b°|| > 0. To znadi
da je visina drveta (S, $p N 5 ) Jjednaka A. Neka je x € S proizvol jan,
tada iz ll b° é \ !l = 1 lako zakljuSujemo da moraju postOJatl X1sXy € Ta’
a > y(x), xl £ X, 1 x <p ¥ys X5, tako ?a je 0 < || x X v° ||, H ig € boll
|| X e b° l! tJ. Xy5%Xy € S. Neka je X new pr01zvolgan sT—rastuéi nig

iz S. To znali da je || i e b° [l 2 ]| x o[[, za sveko n e w. Ka-

ko je P o-zatvoren, to postogl P e P(C:B)? %ako de Jep s || % e b°|],
za sveko n € w, Neka je a < A, takev ordinal da je o > Y(x ), za svako
n e w. Kako va%i p ||~ v° Jje kofinalan lanac drveta I ", to postoji q <p
ixe Ta’ tako da je g l|-" X € bo", odakle je, posebno, x & S. Kako je

v ) . v
l!-" X, € b"" za svako n & w, toza svako n e w vn¥i q |l-"x X

n m s

<

[p]

Sto znali da je Xy Sp X 2a sveko n e w., Ovo dokazuje da je 3 (3, < <n 57)
o-zatvoreno drvo. Na osnovu cf(k) > w 1 dokazanih oscbina drvetg 2 moZe-

1
mo lako konstruisati poddrvo drveta S izomorfrno drvetu nizova T2, ).

Kako je P o-zatvoren, to je 219 apsolutno medju ¥ i M[G] 3to zna-

¢i da smo dokazali da va¥i M[G] [: " I sadr?i poddrvo izomorfno drvetu

Q19 ". Odavde lako sledi da vaZi M[G] |= " T sadr¥i i fronsza jnovo
b —-—

i Cantorovo poddrvo" suprotno predpostavci, Cvim bi zavrSili dokaz leme. =

Teorema 4.5. Con(ZFC + " postoji slabo kompaktan kardinal ") -
+ Con (ZFC 4+ GCH + "svako wz—Aronszajnovo drvo sadrfi i fronsza jnovo i

Cantorovo poddrvo"),
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Dokaz. Neka je x > w inakcesibilan kardinal. Parcijalno ure-
djeni skup P(«) definifemo na sledeéi nadin (v. (27, Yoiel VI1). Tle-
menti p skupa P(x) su prebrojive funkcije sa osobinama: dom(p) C w, Ky

X
rang (p) C « i p(a,ﬁ) < B, za svako (a,ﬁ) e dom(p). leka je p < q akko
P2 Q.

Neka je P = P(«) i neka je N < k proizvoljan ordinal. Tads de-

v . W
finisemo: PX = gb l(w, x K)]p € P}.l Px = fbjp[ (ws x K)]p e B . Dokaz
sledeéi leme moZemo nadi u [70] iTi [36]. ° ’
Lema 4,6, (Lévy) Neka je M p.t.m. ZFC i neka je x > w inakce-
sibilan kardinal u M. Neka je P = [P(K)]M. Tada va%i M |= " P je o-zat-

voren 1 zadovoljava x-c.c. ". Ako je G M-genericki podskup od P, tada
M M{G] . M[G]
Wy 1 K= W,

Je wy = - Pored toga, ako je A < x neprebrojiv regula-
ran kardinal u M, tada va¥%i M[G n Px] [= » Px je o=-zatvoren 1 zadovol ja-
ve k-c.Cc.". m

Neka je G M-generidki podskun od P = [P(K)]M iXN< k, teda stav-

ljamo G, = 6 P i "= G PN Keko JePE P x P*, to po lemi 0.3. ima-

mo da Je GX M-genericki podskup od PK’ da Je GX M[Gx]-generiéki pedskup
od P 4 M[G] = M[Gk][GX].
Krenimo sada u dokaz teoreme 4.5, Neka je M p.t.m. ZFC 4+ GCH i
.
neka je « > w slabo kompaktan kardinal u M. Neka je P = [P(k)]" i neke

Je G M-generilki podskup od P. Na osnovu leme 4.6. imemo da je wy =
M . MG
w’,[G]lx—wEH

= . Pored toga vaii M[G] |= GCH. DokaZimo da u M[G] svako
wz-Aronszajnovo drvo sadrzi i Aronszajnovo i Cantorovo poddrvo., Fredpo-
stavimo suprotno, tj. da u M[G] postojivwz-Aronszajnovo drvo T = («, sT)
(ako je a < B, tada je « < B) koje ne sadrii ili Aronszajnovo poddrvo

1
ili Cantorovo poddrvo. Neka je p €68 PCB = [RC(P)]" sve ovo forsira.

Dalje radimo u M. DefiniSimo T?: « x « - B sa

T (a,8) = A || @< 8 ||
T

- o]
"p ||- " (¥ x Cc k) (x nije kofinalan lanac drveta T) " je NI'-redenica

0 1
koja vaZi u strukturi (VK, g, P, B, T, (p$) (njenu formulaciju videti
u [59, str, 42]). Kako je « slabo kompaktan to postoji inakcesibilan
A < k, tako da je T| A = (1, <p 0 A%) e M[Gx] i tako da (Vx’ g, PV,

B‘|Vx, | A, !p}| ) zadovoljave gornju redenicu. Mo¥emo X birati tako



da je B IV K = (Booleova podalgebra od B generisana sa P ) To
znadi da drvo T|xe M[G ] nema ni jednog kofinalnog lanc~ u L[GX]
Neka je x ¢ RXT pr01zvolJna talka i neka je b = (- ,x)m. Daxle, imemo
da va%i M[G6] = M[G ][G 1|z " b je kofinalan lanac drveta TInir)a
ne sadrZi ili Aronszajnovo ili Cantorovo poddrvo", Po lemi 4.6. imamo
da vazi M[G., ] I: Px Je o-zatvoren", Med jutim., Sve ovo zajedno zhali

a M[GR]’ P%, T|X 41 b direktno protivreXe lemi 4.4., &ime se dokaz

teoreme 4.5, zavrSava, g

Prirodno je sada postaviti pitanje o nu¥n,sti predpost-vke eg-
zistencije slabo kompaktnog kardinals, Naime, ako predpostsrvimo ds SVa -
ko wz-Aronszajnovo drvo sadr®i ili Aronszajnovo ili Cantorovo poddrvo,
tada na osnovu teoreme 4.1, imamo da va%i 1), Na osnovu Jjedne Jenseno-
ve primedbe (v. [40, str. 286. Remark (3)]) znamo da je tada w, kardi-
nal Mahloa u L., U sludaju specijalnih wz=Aronszajnovih drveta imamo sle-

dedu teoremu,

Teorema 4.7. Cob(ZFC + "postoji kardinal Mahloa") < fTon(Z8C 4

+ GCH + "svako specijalno wz=Aronszajnovo drvo sadr¥i i Aronszajnovo i
Cantorovo poddrvo"),

Dokaz: Neka je M p.t.m. ZFC + GCH i neka je x kardinal Nahloa
T
u M. Neka je G M-generidki podskup od P = [P(« 11", Kao i gore imamo da
M M[G] M[G]
Je wy = K= Wy i M[G] |= GCH. Doka¥imo sada da u M[{G] svako

specijalno wz-Aronszajnovo drvo sadr¥i i Aronsza jnove i Cantorovo pod -
drvo.

Predpostavimo suprotno, tj. da uVM[G] postoji specijalno w,-Aron-
szajnovo drvo T = (K,ST)(HkO je a<pp, tada je a < B), koje ne sadr¥i ili

Aronszajnovo ili Cantorovo poddrvo.

Kako je « kardinal Mahloa u M, to na standardan nalin (v.[59,
str. 41]) mo%emo nadi inakcesibilan kardinal A<k (uM) tako da je
TIx = (a, Sp N A%) e M[Gx].

Neka je x ¢ RXT proizvoljna to8ka i b = (-, x) « Lako mroverava-
mo da M[GX]’ PK Tirninb zadovol java ju uslove leme 4. 4 odakle imamo
da je b ¢ M[G ]. Xako je T specijalno wz-Aronsza jnovo drvo lansc b od-
redjuje preslikavanje f: A - w?. To znadida je A = w¥[GJ. Yed jutim,

ovo protivredi lemi 4, 6., jer je 1nakces1b11an kardinal u M ( i
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~ M
Py = [P(X)])-
Obrnuta implikacija teoreme sledi na osnovu teoreme 4.1°. i

gornje Jensenove primedbe, m

Na osnovu teoreme 4.1’ u modelu predh-dne teoreme mora vali-
ti 110, &ime smo dokazali jedan nepublik-rveni rezultet Solovaya. To

sa gornjom Jensenovom primedbomda je:

Posledica 4.8. Con (ZFC+ "postoji kardinal Mahloa") <
Con(ZFC+GCH+1O). u

o. PMDRVETA KUREPINIH DRVETA

Prva teorema iz ove oblasti je teorema 3.2. Jensena, koja je
u [lo] dokazana Jensenovom tehnikom u L. Dokaz koristi nexe posebne
osobine kardinala w, tako da se ne moZe direktnc uopStiti. Kalko Je te-
orema dobila interesantne primene postavlja se pitanje njenog uop3te-
nja. U sledefoj teoremi demo to postiéi metodom forsinga. Inale, teo-

rema ¢e biti dokazana na podetku &2.IIT.

Teorema 5.1, Neka je M p.t.m ZFC4+GCH i neka Je k¥ > w regularan

kardinal u M. Tada postoji Cohenovo proSirenje M[G] modela X sa istim
kardinalima i funkcijom kofinalnosti u kome postoji «x-Kurepino drvo
bez A-Aronszajnovih i p-Cantorovih poddrveta, zz svako X = ¢f(A) » w i

V 2 We m

Primenom metoda Eastona [20] u §2.II1 éemo ovu teoremu nrofiri-
ti, tako da pokrivs klasu svih regularnih kardinala, tj. dokazzéemo sle-

deéu teoremu,

Teorema 5.2. Neka je M p.t.m. ZFL. Tada postoji Cohenovo pro$i-
renje N modela M sa istim kardinalima i funkcijom kofinalnosti u kome za
svaki regularan kardinal « > w postoji k=Kurepino drvo bez A-‘fronsazaj-

novih i v-Cantorovih poddrveta, za svako A = ¢f(A) 2 w i v > w.u

Nave3éemo sada neke definicije iz [69]. Neka je « > w regularan

kardinal. Neka je G uredjena abelova grupa (v. [89]), tako da postoji
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strogo opadajuéi niz (gg|§ < K} elemenata iz G koji konvergiraju

- h
ka 0 e G. Neka je X skup i neka Je p: X x X » {g € G|g 2 O§ preslika-

vanje koje ima osobine:

(1) plx,y) = 0 akko x;= y
(ii) p(X,}’) P(X,Z) + p(Z,y)
(iii) P(x: y)= P(y’x)-

A

Tada p zovemo x-metrikom na X. TopoloZki prostor zovemo k-metrizabilnim,

ako mu je topologija generisana nekom k-metrikom. w-metrizabilni pros-

tori su obidni metridki prostori.

TopoloSki prostor X je k~kompaktan ako svaki otvoreni pokrivad
prostora ima podpokrivad modi < x. U [69, str. 132] R. Sikorski pita:
Da 1i za svaki regularan kardinal « > w postoji wx-metrizabilan x-kom-

paktan prostor modi > «?

Uvezi sa ovim problemom Sikorskog u [42, Theorem 4] je dokaza-

na sledeéa teorems.

Teorema 5.3, (Juhész—ﬁéiss). Neka je « > w regularsn kardinal

i neka je A > O proizvol jan kardinal, teda su slededi uslovi ekvivalen-
tni;
(i) Postoji x-metrizabilan k=kompaktan prostor modéi A.

(i1) Postoji (k,k)-drvo I sa X maksimalnih x-lanaca, koje ne sadr¥i ni

Jjedno «=-Aronszajnovo poddrvo.as

Na ocsnovu ove teoreme i teoreme Jensena, Juhasz i Teiss [42]
zakljuCujuda je sa ZFC konsistentno da postoji wy-metrizabilan w,-kom-
paktan prostor moéi > wy (ovakav prostor ne mo¥emo nadi u ZFC, Jjer, kako
smo jednom spomenuli, u ZFC nema Kurepinih drveta). Medjutim, posle na-
Se teoreme 5.2, moZemo dobiti konsistentnost pozitivnog odgovora na &i-

tav problem Sikorskog.

Teorema 5.4. Sa ZFC je konsistentno da za svaki regularan kar-

dinal x > w postoji wx-metrizabilan k-=kompaktan prostor moéi > «.
U [44] je posmatrano pitanje uopStenja poznate Cantorove teore-
me, da je moé proizvol jnog metrifkog kompakta ili prebrojiva ili jednaka

® . . ‘. s
2" nezavisno od CH, Posebno je posmatrana ta teorema za slucéaj prostora
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teZine € wy ili karaktera < wy. Jo§ direktnije bi bilo pitanje da 1i
je moé proizvoljnog wy-metrizabilnog wy-kompaktnog prostors ili < w,
ili jednaka 2®' nezavisno od 2*' = wz. Slededa teorema tvrdi da odgo-

vor moZe biti negativan.

Teorema 5.5. Sa ZFC je konsitentno da postoji wy-metrizabilan

wy-kompaktan prostor X, za koga vaZi wy < [XI < 291,

Dokaz: Neka je M p.t.m. ZFC + 2% = @, + 2% 5 @, i neka je
P = [KP(w,)]. Na osnovu lema 2,1,, 2.2,TIT znamo da je P o-zatvoren i
da zadovoljava wp=-c.c. u M. Neka je G M-generilki podskup od P, T =

= (U(Tp[p € G}, U{splp £ G} ) ib(E) = (t eT]( peG)(E & dom(1p)

t ép lp(g))}), za svako & < w, (v. odgovarsjube definicije ne poSet-
ku $§2.IIT). N4 poletku §2.IIT éemo dokazati da je T Kurepino drvo, ko je
ne sadr?i ni jedno Aronszajnovo poddrvo i da je

?b<€)lg < wz}

J

kolekcija svih meksimalnih wy-lanaca drveta T u M[G]. Sadn na osnovu
teoreme 5.3. znamo da u M[G] postoji wy-metrizabilan w,; -kompsaktan

prostor moéi w, (< Qw'), Sto je trebalo pokazati. m

6. PROBLEM ERDOSA I HAJNALA

U zborniku [23] Erd8s i Hajnal formuliSu sledeéu redenicu i

traze da se ispita njena istinitost uz predpostavku GCH:

$: svaki uredjajni tip ¥ moéi w, sa osobinama w,,wf % ¢ sadrZi podtip

VY ¢ ¥ moéi w, sa osobinama w,,wj # v,

Prvo femo prevesti & u termine drveta i poddrveta a zatim ée-

mo ispitivati njenu istinitost koristeéi se novom formulaci jom.

Teorema 6.1. 1% je ekvivalentna sa egzistencijom ili Kurepi-

nog drveta bez Aronszsjnovog poddrveta ili w,-Aronszajnovog drveta bez

Aronszajnovog i Cantorovog poddrvets,
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Dokaz: DokaZimo prvo obrnutu implikaciju. Neka je T = (T, ST)
Kurepino drvo bez Aronszajnovih poddrveta. Neka je B = E(T) kolekcija
svih njegovih maksimalnih ws~lanaca. Neka je < leksikografsko uredjenje
skupa E inducirano nekim ured jenjima &voriSta drveta T. DokaZimo da je
¢ = tp(E, <) primer uredjajnog tipa, koji dokazuje T1¢. Ha osnovu tvr-
djenja 2.5, znamo da je ¢ Kurepin tip, tj. da ima osobine: lwl > Wy,
d(¥) € wy 1 ¥ ne sadr?i ni jedan realan neprebrojiv podtip. To znali da
trebamo jo§ dokazati da ¢ ne sedr%i ni jeds~n Aronszajnov podtip. Pred-
postavimo suprotno, tj. da vpostoji FC E, teko da je V¥ = tp(F,<r1F2)
Aronszajnov tip. Za svaki lansc b & F postoji t & b, tako da je [t, °)Tr1b’=

= ¢, za svako b’ & F,b? £ b, U suprotnom bi mogli konstruisati strogo

2

rastuéi niz |t elemenatas iz b 1 niz b elemenata iz F-b i,

D (a<wy A lacw,y v

. ~ A

tako da je (+s J. =b b, za svako a < w, (predpostavili smo da je
a-T a -~

T normalno drvo). Bar jedan od skupova Al = la < w,]bq;< b01+1§ i Ay =

“1

= {a < w1|bOL >-ba*l } je neprebrojiv. Neka je, na primer, A, neprebro-
jiv. Tada lako proveravamo da je {ba|a € Al} ~~dobro uredjen neprebo-

jiv podskup od (F, < N F2), suprotno sa wy § V. Ako je A, neprebrojiv

slic¢no dobijamo protivrednost sa predpostavkom wf § V.

Dakle, za svako b & F postoji <y-najmanji t(b) & b, tako da je

[t(v), -)Tﬂb’ = ¢, za svako b’ &€ F, b’ £ b. Neka je S = (t(b)‘]b £ F} i

neka je U = (* S]T = {t e T|t <pS, za neko s e S}. Kako je 5 neprebrojiv,

to je i U neprebrojiv‘poéetni komad od T. Doka%imo da je U= (u, sTerz)
Aronszajnovo poddrvo drveta 'T. Predpostavimo suprotno, tj. da postoji wy=-
-lanac b € E, tako da je b C U. Na osnovu definicije taSaka t(b), b e F
imamo da je IbfWSI < 1. Kako je bCU, to znali da za svako t € b posto-
ji v’ & F, tako da je b* 3 t, i b> £ b, To znadi da induktivno mo%emo

konstruisati sT-strogo rastuéi niz ta<a<m elemennta iz b i nigz
’ 1

{ba}a<w1 elemenate iz F, tako da je (°, ta]T =b N b5 za svako a < wy .

Sada na isti nadin kao gore obrazujemo skupove Al i A2 i dobijamo proti-

vurednost sa jednom od predpostavki w, # ¥ iowf§ V.

Neka je sada T = (T, ST) jedno wp~Aronszajnovo drvo, koje ne
sadr?i ni jedno Aronszajnovo i Cantorovo poddrvo, Neka je < relacija

prirodnog uredjenja drveta T (v. §2: &voriSta su dobro uredjena). Doka-
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%2imo da je o= tp(T,-<) ured jajni tip koji dokazuje 18 . Pre svega

imamo da je le = ITI = wz. Na osnovu tvrdjenja 2.2, i 2.4. znamo da
¢ ne sadrzi ni jedsn Aronszajnov i ni jedan realan neprebrojiv pod-
tip, Zto znali da za svrko V < ¢, IWI = wy mor~ vakiti bsr jedan od
uslova wy < V¥ 11i of < ¥. Dakle, trebamo jo¥ dokazati ds vale uclovi

Wz ,w3¥ # ¢. Predpostavimo suprotno, tj. da Je, na primer, w, < v , tj.

da postoji U C T, tako da je tp(U, < N U ) = wa. Keko je IR TI i
kako je [U, = Wz, to mora postojati bar jedan t ¢ R T sa osobinom
l[t ) N U | = wz. Kako je skup [t, ) konveksan u (T, <) i kako Je

tp(U '< F‘U ) = wy, to za svako a < w2 postogl najvise jedan t g R T,
takav da je I[t ) F1U| = wz. Dakle, za svako q < wp postoji Jed1n~

N = Is a j

stven ta s.RaT sa osoblnom l[ta’ )T Ul = wz. To znadi da Je

{tala < wz} wz-lanac drveta T suprotno predpostavci da je ono w,-Aron-
suajnovo drvo,

DokaZimo sada direktnu implikaci ju. Neka va®i 1¢. To znadi da

postoji uredjajni tip ¢ = tp(E, <) modi w2 Sa osobinama w,, w” # ¢, ta-
ko da za svako ¥ <Y, ]WI = wy vazi bar jedan uslov wy €V 11l wf s V.
VaZi bar jedan od sledeéa dva slufaja.
(A) postoji ¢'<¢ sa osobinama o] = wp i A(v’) € wy ;
(8) a(¢ )zwa, za svaki podtip o' €y modi w,.

Neka vaZi (A). Neka je ¥ <y tip sa osobinema ]w'[ = wp 1

d(v’) < wy. Dakle ¢ je Kurepin tip koji ne sadr%i ni jedsn Aronsazajnov
podtip, Na osnovu tvrdjenja 2.5. postoji drvo 7 = (T°. 2) atomizacije
tipa ¢’ visine w, + 1, tako da je $’| wy Kurepino drvo. Nz osnovu tvr-

djenja 2.2, T’ a time i i |m1 ne sadrZi ni jedno Aronszajnovo poddrvo,

Neka veZi (B). Dakle, za sveko ¢’ <¥,le| = a(¢’). Neka je
I = (T, D) proizvoljno drvo atomizacije skuna (m, <). Na osnovu tvrd je-
nja 2.2. i 2.4, znamo da T ne sadrZi ni jedno Aronszajnovo i Cantorovo
poddrvo. Zna¢i dovoljno je jo¥ dokazati da Je ono wy-Aronszajnovo., Kako

m

vazi wp,w$ # ¥ , I nema wy-lanaca., Odatle je, posebno, ¥T < wp, Sto
znai da je jo3¥ dovoljno dokazati da Je IR TI € w1, za svako a < yT, jer

je |T] = w, (odakle de slediti da je ¥T = wz).

Predpostavimo suprotno, tj. da postoji a < yT (< w,), tako da

Je IRQTI > wz. Neka je o najmanji ordinal sa tom osobinom. Na osnovu



39

definicije drveta atomizecije (§2) lako zakljudujemo d= je « gr=nifni
ordinal veéi od 0, Za sveko Ig R T fiksirajmo x(I) e I. 2Zn svzko
IeT|a odaberimo skupove A(I), B(I)CI modi < w,, tako da je A(I)

kofinalan sa I a B(I) koinicijalan sa I, Neka je D = U(A(I)II e T a§ u

. B
u U{B(I)[I eT |ajineka je F=D U|x(I)|T ¢ R T |. ko je
‘ J
IT |al < wy, to je IDI € wy. Neposredno proveravamo da je D gust u (F,

< NF"). Dakle, podtip ¢ = tp(F, < N F2) tipa ¥ ima osobine |¢'| = w,
ida(v') < wy, Sto je suprotno predpostavei da radimo u sludaju (B). To
znaCi da je [RQTI <€ wy, 2a svako a < ¥T, tj. T je wp-Aronszajnovo drvo
koje ne sadrZi ni jedno Aronszajnovo i Cantorovo poddrvec, Cime se dokaz

teoreme zadrZava.

Na osnovu predhodne teoreme i teoreme Jensenn (teorema %.2)

imamo slededi rezultat iz [lo, Theorem 5].

Teorema 6.2. (Devlin) V = L implicira 713. m

Teoreme 4.1 1 6.1, daju slededu teoremu koja predstavlja pojada-
nje predhodne teoreme i u &ijem se dokazu dobija bitno rnzlidit ured jaj-

ni tip koji protivredi 3.
Teoreme 6.3. O implicira 7@, w

Posle teoreme 6.2, i 6.3. postavlja se pitanje konsistentnosti &
Sa ZFC odnosno ZFC+GCH, tj. da 1i se 71 moZe izvesti iz CH (v. [lo, str.
160] i [11, Abstact]). Naime, pitanje konsistentnosti & za Z7C 4+ GOV se

prirodno postavilo Devlinu, jer je on u {11] doksazao:

Con(ZFC + "postoji kardinal Ramseya") - Con(ZFC+2” = 2% = w, + ).

Dokaz ovoga tvrdjenja je relativno dug i koristi neke ideje
titchella [59] i Silvera [71]. Med jutim, posle teoreme 6.1. vidimo da &
vaZi u Mitchellovom modelu koji je konstruisan i dokazu teoreme 5.8. u

[69]. Time dobijamo sledede pojadanje gornjeg Devlinovog rezultata.

Con(ZFC+ "postoji slabo kompaktan kardinal") - Con(zZ0C + 2° = 2%'= o, + &),

Mi demo ovde dokazati da je & konsistentna i sa ZFC + GCE (3to
reSava gornji problem Devlina). I viSe od toga, pokazademo da je sa ZFC+

+GCH konsistentno i sledede jako pojadanje redenice ¢&.
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®’: svaki uredjajni tip ¢ moéi w, sa osobinsma wa,w¥ # ¢ sadr¥i i-

Aronszajnov i realan neprebrojiv podtinp.

Teorema 6.4. Con(ZFC + "postoji sl. komp. kardinal" )-Con(ZFC4+GCHLE ),

Dokaz: Neka je M p.t.m., ZFC + V = L, « slabo kompaktan kardinal

uMiP= [P(K)]M (v. §4). Neka je G N-generilki podskup od P, Tada na
]

osnovu leme 4,6. imamo da je uﬁ = M[G] K = ka[G]. Pored toga, vaZi

M[G] |= GCH. Doka¥imo da u M[G] vaZi 3/,

U suprotnom, u M[G] postoji uredjajni tip o= tp (B, <) modi w,
sa osobinama w,,w§ # ¥ , koji ne sadrzi ili Aromnszajnov ili neprebrojiv

realan podtip. Opet posmatramo sludajeve (A) i (B) iz dokaza teoreme 6.1.

'

Posmatrajmo prvo sluaj (B), tj. a(y') = w, za svako o' <o s
|| = wa. Neka je I proizvoljno drvo atomizacije skupa (B, <). Da je iy
wz=Arons za jnovo drvo dokazujemo kao u dokazu teoreme 6.1. Na osnovu tvr-
djenja 2.2, i 2.4. imamo daT ne sadrZi ili Aronszajnovo ili Cantorovo
poddrvo. Medjutim, ovo protivredi dokazu teoreme 4.5., Jjer se rrdi o is-

tom modelu,

Dakle, mora vaZiti (A), tj. morn postojati ¢’ < ¢, tako da je
lw'l:wa id(gp')S(m.

Kao u dokazu drugog dela tvrd jenja 2.5, koristedi sad~ CH, tip
¢! moZemo tsko atomizirati de dobijeno drvo T’ ims visinu wy+1l, pri de-
mu je lRw,T’I = wy (=x) i |77 lw,, = wy. Neka je S = T |w;. No osnovu
tvrdjenja 2.2. i 2.4. znamo ds I’ a time i S ne sadr?i ili fronszs jnovo

ili Cantorovo poddrvo.

Kako S ime moé wy u M[G], to mo¥emo nadi A < « (regularan i nepre-
brojiv kardinal u M), tako da je S & M[G 1. Kako va%i L[G ] ]= je
inakcesibilan" i kako drvo S u M[G] = M[G ] [G ] ima w, (— ) maksimalnih

ws~lanaca, to mora postojati mak31maln1 w,-lan ¢ b drveta S u M[G], koji
nije u M[Gk]' Med jutim M[GXJ’ ph » S i b direktno protivrede lemi 4.4.

Dakle, ni sludaj (A) ne mo¥fe nastupiti &ime se dokaz teorrme zodrjava, .

Posledica 6.5. Con(ZFC+"postoji sl.komp.kardinal™) - Con(ZFC4GCH 4+ &).

U teoremi 6.4. i posledici 6.5. predpostavka egzistencije nekog

velikog kardinala je donekle i nu¥na. Naime, ako predpostavimo da vaZi o,
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tada na osnovu teorema 4.1, i 6.1, imamo da vn3i M0, Sto na os-
novu spominjane Jensenove primedbe iz [40] znadi da je w, kardinal
Mahloa u L. Da 1i se predpostavka "postoji slabo kompektan kardinal"

u teoremama 4.5. i 6.4. mo¥e smanjiti na predpostavku "postoji kardinal

Mahloa" mi jo3 neznamo.

Sada demo posmatrati generalizaci ju re&enice &. Neka Je x 2 w

proizvoljan regularan kardinal, tada stavljamo:

® : svaki uredjajni tip ¢ moéi «* sa osobinama Ky (k) f e sadrsi

podtip ¥ modi x sa osobinama x, «* Fv.

Primetimo da je & = %w, 1da &y ne va%i, I za redenicu
%  moZemo dobiti teoremu analognu teoremi 6.1. na Cemu se neéemo za -
drzavati., Ovde samo napominjemo da priradno ured jenje « -Aronsqunovog
drveta (« = cf(k) » wy), kojeg smo dobili u dokazu teoreme 4.3, odre-
djuje uredjajni tip, koji dokazuje 7% T Sve ideje dokaza te &injenice
se nalaze u dokazima tvrdjenja 2.2, i 2.4. i teorema 4.1. i 6.1, Tako

dobi jamo sledede tvrd jenje:

Teorema 6,6, DK implicira 19 » 22 svaki regularan kardinal K201 o u
K

Posledlca 6.7. Neka va%i V=L. Tsda vajsi "1@ zz svaki regularan

kardinal « > w. n

Leksikografskim ured jenjem svih maksimalnih x-lanaca Jednog
k=Kurepinog d rveta koje ne sadrii k=Aronsza jnovih poddrveta, takod je,
dobijamo primer ured jajnog tipa koji dokazuje & o i koji ima druge01-
Je osobine od onih tipova koje smo dobili u dokazu teoreme 6.6. Dokle, u
modelu teoreme 9.2., takodje, va¥%i '1@K za svaki regularan kardinal

K 2 W,
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Glava II

1. KRUTE BOOLEOVE ALGEBRE

Booleovu algebru nazivamo krutom ako nema ni jedan netrivi-
Jjalan automorfizam. Pitanje egzistencije krute Booleove algebre pos-
tavlja jo§ Birkhoff [6, Problem 74]. Katetov [43] med ju prvima kon-
struife krutu Booleovu algebru i to modi 2® (istovremeno do krute
Booleove algebre su do31li i Rieger [63] i Jénsson [41]. Radi odgovo-
ra na jedno pitanje de Groot, McDowella [33] Lozier [57] konstrui-
¥e krutu Booleovu algebru modi 2%, za svaki kardinal « > w. McKenzie,
Monk [58] konstruiSu krutu Booleovu algebru moéi A\, za svaki jako
granidan kardinal A > w. de Groot [32] pokazuje da postoji tadno 22
tipova izomorfnosti krutih Booleovi algebri moéi Zw, dok lcKenzie,
Monk [58] pokazuju da postoji tadno 22 tipova izomorfnosti krutih
Booleovih algebri modi 2K, gde Je x takav regularan kardinal da je

2x < k, 2a svako A < «.

Mi demo ovde pokazati da za svaki kardinal x > w postoji tad-
no 2% tipova izomorfnosti krutih Booleovih algebri moéi « (ne postoji
kruta Booleova algebra moéi 1,2,3,4,5, ..., w). Ovo potpuno zavr3ava
gornju diskusiju datog problema (posebno, time dobijamo odgovore na
probleme 8 i 9 iz [58]). Zatim demo odgovoriti pozitivno na problem 6
istog rada [58], dok na kraju dajemo jedan odgovor na problem 7 istog

rada,

Slededa lema &e biti veoma korisnsa u naSim rasudjivanjima a

vezana je za imena Aleksandrov-Urison, Neumer, Fodor (v. [30]).
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Lema 1.1. (i) Neka je « regularan neprebrojiv kardinal is
stacionaran podskup od x. Ako je f: S »P (k), takvo preslikavanje da
je |[f(a)] <w i f(a) C a, za svako a € S, tada postoji stacionaran
S?C S i FC«k tako da je f(a) = F, za svako a & S°.

(i1) Neka je « regularan neprebrojiv kardinal, S stzcionarasn podskup
od x 1 f: S » «k proizvoljno preslikavanje. Teda ili postoji staciona-
ran §* €S i B < «, tako da je f(a) = B, 2za svako a € S’ ili postoji
stacidnaran 8" C S teko da je f | g 1.1 preslikavanje i f(a) > a, za

svako a & S".

(iii)Neka Je « regularan neprebrojiv kardinal, S stacionaran podskup
od ki B < k. Ako je S = U{zala < B}, tada postoji a < B, teko da jJe
Sa stacionaran podskup od K. =

Neka je « proizvol jan regularan neprebrojiv kardinal i neka
jeD = Duxx) = {a < klef(a) = w}. Jasno je, da je D, Stacicnaran pod-
skup od «,

Za svako a € Dw unapred demo fiksirati neprekidno strogo ras-
tuée preslikavanje £ o+ 1>k, takvo da je fa(O) =01 fa(w) =a. Za

proizvoljan skup S C Dw sa E(S) oznadavamo skup 3fa|a e 34 kojeg de-
! ",

.

mo uvek smatrati uredjenim relacijom < leksikografskog urédjenja:
£ < :f‘B ako i samo ako je fa(6) < fB(S), gle je & = min ty}fa(y) £

# f I .
Uslov (i) sledede leme je trivijelan, (ii) se moZe izvesti na

osnovu rasud jivanja iz [3, §§3,5], dok je (ii%) posledica teoreme 5.3.(i)
iz [3].

Lema 1.2, Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kardi-

nal, tada vaZi:

(i) Neka je S C Dw(x) proizvoljan skup. Tada proizvoljan neprebrojiv

X C E(S) sadrZi neprebrojiv Y, koji je dobro uredjen relaci jom <.

(i1) Neka je SQI)w(K) stacionaran skup.Tade postoji S?C S, tako da

S - 8’ nije stacionaran i tako da je {y e S’ If‘a-< fY.-< £ }stacio_

P

~

nharan, za svako a, B € S/, fa-< fB.
(1ii) Neka su 8§, S’S'Dw(x) proizvol jni skupovi i neka je (E(S), <)
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slian podskupu od (E(S’), <), tada je S-S’ nestacinnaran podskup
od «.

Dokaz: (i) Neka je X CE(S) neprebrojiv. Mo¥emo predpostavi-
tida je X = gfal aeAl, gde ACS ima uredjajni tip jednak w,. Neka

je T(X) = gf | (n41)[n < w i £ & X |, tada T(X) odredjuje drvo T = (T(X), c).
.
Skup T(X) | w = U{RnT(X)|n < w) je neprebrojiv., U suprotnom bi posto-

jao a € A, tako da je g(max(dom(g))) < a za svako g ¢ T(X)] w. Neka je

£ e A, B >a proizvoljan. Keko je f_ neprekidna, to postoji n < w ta-

ko da je f(n) > a. Neka je g = fB' (n+1), tada je g € T(X) i g(max(dom(g)))=
= £(n) > a, suprotno izboru a & A. Neka je n < w prvi sa osobinom

an T(X)| 2 wy . Kako je IROT(X)I =1, to je n > 0. Neka je g e R, T(X),
takav da je Y’ = {g’ € Rn T(X)lg’j g} neprebrojiv. Za svako g’ & Y’ oda-

3

berimo f£(g’) & X, tako da je £(g’)5g’. Neka je Y = {f(g’)[g’ € Y’X
\ J

tada je Y traZeni neprebrojiv <-dobro ured jeni podskﬁp ad X,

(ii) Neka je Sg:Dw(K) stacionaran skup i neka je T(S) = {f | (n+1)|f & E(S),

n < w} . Opet posmatramo drvo (T(S), C ). Doka%imo da va®i:

(+) postoje stacionarni skupovi §’ S"CS, tako da je f < g, za svako
feB(S’) i ge E(s").

Predpostavimo da (+) ne va%i, Kako svaki element iz T(S)’ w
moZemo shvatiti kao konaZan podskup od «, to po lemi 1.1.(i), za svako

n < w postoji g e R T(S), tako da je {a € Slfa ) gj stacionaran. Na

osnovu predpostavke da (+) ne va%i imamo da je takav g e Rn T(S) je-
dinstven, pa ga zato oznalavamo sa &, (n < w), Iz istog razlopa imamo

da je gn(:gn+l’ za svako n < w. Neka je Sn = ({a € Slfa:)gn , N < w.

Skup S-Sn je nestacionaran, jer bi u suprotnom primenom leme 1.1. (i)

dobili g’ ¢ Ry T(S), g’ ¥ g,» tako da je {a € Slfaf)g’) stacionaran,

suprotno predpostavei da (+) ne va%Xi. Neka je S’ = r\fgn[n < wJ, ta-
L

da je S+S’ = U{?rshln < w} nestacionaran po lemi 1.1, (iii), jer je

S—Sn nestacionaran, za svako n < w.Dakle, S’ je stacionaran, 3to je

suprotno &injenici da on mo¥e biti najvife jednoSlan. Ovo dokazuje (+).
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Primetimo da na osnovu (+) imamo zakl judak da E(S) nije <-dobro ,
ured jen, ako je Sgl)w(x) stacionaran (a, takodje, po lemi 1,1, (iii)

nije jednak uniji od < x svojih <-dobro uredjenih podskupova).
Nastavimo dokaz (ii). Neka je o & S proizvoljan. Ako postoji

gc:fa, teko da jJe {B € Slfa~< f 1igcft } nestacionaran, tada sa

g g
1(a) oznadimo C -najmanji takav g. Neka je 5y = {a e s|l(a) je defi-

nisan}. Sl nije stacionaran. U suprotnom bi po lemi 1,1(i) posto-

jeo stacionaran S,CSy, i g e T(S), tako da je 1(a) = g, za svako
a € S2, odakle lako dobijamo protivrednost, ako (+) primenimo na Soe
Dakle, S1 je nestacionaran podskup od k. Neka je S? = S =- Sl. Direk=-
tno na osnovu konstrukecije zakljudujemo da S’ zadovoljave traZeni

uslov,

(iii) Neka su S, S’C])w(x) proizvoljni skupovi i neka je h: E(S) -

» E(S’) izomorfizam (E(S), <) i nekog podskupa od (E(S’), <). Rela-
ciju =< proSirujemo na T(Dw(x)) = fa‘ (n+l) |a € Dw(K)’ n<wlsa:
f< g ako i samo ako je fcg ili £(&) < g(8) gde je &= min{flf(y) #

Zely)l (tj. =< je relacija prirodnog uredjenja drveta (TG)w),C ) iz

§1.I). Za svako g € T(S?) = ?f &(n+1)|f e E(S?), n < w} stavljamo

-

D (g)

{f e E(8)|n(f) = g ili g< h(f%

L(g)

n

{f e E(s)| h(f)< %

Dakle, D(g) i L(g) su desni i levi Dedekindovi rezovi odredjeni sa g.

Neka Jje
d(g) = {f' e T(L(g))| ako je g’ & T(L(g)) i &” < £7,tada je gcf}
.
1(g) = (f’ e T(L(g))| ako je g* e T(L(g)) i f* < g?, tada je f'C g’}.

.

Dakle, d(g) i 1(g) su lanci u TO(g)) = (f | (n+1)|f e D(g), n < w} i

]
i
-

i t(L(g)) = (f | (n+e1)]f € L(g), n < w} , respektivno. Neka je C skup
~ ! ) 3 .

svih a < « za koje va%i:
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(1) f(max(@om(f))) < o ako i samo ako je h(f)(max(dom(h(f)))) < a,
za svako f e E(S);

(2) ako je g & T(S), g(max(dom(g))) < a i ako postoji f e E(S), ta-
ko da je gc f, tada postoji takav f, sa osobinom f(max(dom(f))) < a;

(3) ako je g € T(S?) i g(max(dom(g))) < a, tada je

sup{f(max(dom(f))) ife d(g% <ai sup?f(max(dom(f)))lfé 1(g) } < a;

.

(4) ako je g e T(3%), © & T(L(g)), g(max(don(g))), f(max(don(f))) < a
i ako postoji f? e L(g), tako da je f< f? i £ C f’, tada postoji

takav f’ sa osobinom £’ (max(dom(f’))) < a;

(5) ako je g & T(8*), £ e T0(g)), g(max(don(g))), f(max(dom(£f))) < a,
i ako postoji f’ e D(g), tako da je f’ < f, tada postoji tek~v £’

sa osobinom £’ (max(dom(f’))) < a.

Kako je « regularan neprebrojiv kardinal jednostavno dokazujemo da je
C zatvoren i neogranifen podskup od «. Za dokaz (iii) dovoljno je po-

kazati CNSCS?, jer je tada S - S* C x = C nestacionaran skup.

Neka je o & CNS. Trebamo dokazati da je h(fa) = f (jer de
iz h(fa) e E(S’) slediti a e S’). Pre svega imamo da je
h(fa) (max(dom(h(fa)))) > a, Jjer bi u suprotnom iz (1) sledilo
fa(max(dom(fa))) = fa(w) = a < a, $to je nemoguée. Dakle, u sluaju
g(fa) £ £, imamo da je h(fa)(w) > a, 3to znadi da postoji n’ < w sa
osobinom h(fa) (n’) < a < h(fa) (n’4+1). Neka je g = h(fa) | (n+1).Xa-
ko za fal (n+l), n < o va%i predpostavka uslova (2), to na osnovu (2)
znemo da postoje £ & E(S), £ |(n+l)CZ_f'n i fn(max(dom(fn))) < a, za

svako n < w.

Sludaj 1. |In < w|fn e L(g){| = w. Doka%imo da je tada
(fql (n+l) |n < u{}g 1(g). Pre svega imamo da je {fa ‘(n+l)|n < w
A

é T(L(g)). Ako fa] (n+l) £ 1(g), tada postoji g’ € T(L(g)) tako da

je fa l(n+1)~< g’ i fal (n+l) ¢ g*, Jasno je da mo¥emo predpostaviti

da je g’ & L(g). Na osnovu (4) mo%emo predpostaviti da je g’ (max(3om(g’))) =
=g(w) < a. Na osnovu (1) imamo da je h(g’) (w) < a. Kako je £f,=< & to

je h(fa)-< h(g’), $to na osnovu h(fa) (n?+1) > @ > h(g’)(n’+1) znali

- da je m = min m'|h(fa)(m’) Z h(g’)(m®)} < n’+1. Kako je .

g = h(fa) 1 (n?41), to # g~< h(g’) odakle je g’ & D(g) suprotno pred-

postavei,
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Dakle, gfa. (n+1)|n < w} C 1(g) odakle je sup{f(max(dom(f)))lf € 1(g)} 2 a

suprotno sa (3).

Sludaj 2. l{n < wlfna D(g)}l = w. Protivrefnost dobi jamo

kao u slulaju 1.

Ovo kona&no dokazuje da je h(f ) = f» tJ o e S Zime se do-

kaz leme zavriava, m

Na osnovu (ii) predhodne leme imamo da zn svaki stacionaran
SCﬂ)w(K) sadri S’C S, tako da je S-S’ nestacionaran skup i tako da
E(S’) ima osobinu: |y € S'lfa-< fY-< £

G.,

p

} je stacionaran za svako f
fﬁ e E(8?), £, < fﬁ: Ovo éemo izraZavati redima da je u E(S’) svaki

interval stacionaran.

Neka je Sgl)w(K) proizvoljan skup, tada sa B(S) ozna¥avamo Bo-

oleovu algebru svih konadnih unija intervala iz E(S) oblika [x, y),
X, ¥ € E(S) ul- oo +o{}.Dakle, imamo da je |B(S)| = |S|, za beskona-

N
Zan Sgﬂ)w(K). Primetimo da je {[- o £), |f e E(Sg u (>—oq +o0o|  mono-
L J

tona baza algebre B(S).

Lema 1,3, Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kardinal
i neka su §?, S"g])w(x) proizvoljni skupovi, Ako postoji strogo rastude
preslikavanje H: B(S’) - B(S"), teda je S’ - S" nestacionaran podskup
od «.

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da je S = S?-S" stacionaran
podskup od k. Neka je b, = [« eo0, T ) (= {f e E(?)|fr< r } e B(S?)), za

svako a € S.Dekle, po predpostavci je H(b )C H(b ), za svako a,B € S,
f ~< f£_ (Cc nam uvek oznalava strogu 1nk1uz1Ju) Neka je @ £ S proizvo=-

lJan. Kako je H(ba) € B(S"), to postoji jedinstveno razlagnsnje
i i .
1) = Uf 1<, y)] 1 < nlo) } : (6)

gde je n(a)<w, i x:, y; e E(s") U{- 00y +«}, za svako 1 < n(a) i

x, <y, < x;+l, za svako i < n(a) - 1. Kako je S stacionaran, to postoji

stacionaran TCS i n < w, tako da je n(a) = n, za svako a ¢ (v. lemu
1.1.(1)).
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Preslikavanje h: T » x definiSemo na slededi nadin. Neka je
a & T proizvoljan, tada ili postoji .f & S", tako da je xZ = f

je xz = ~o. U prvom sludaju stavljamo h(a) = B 2 udrugom h(a) = O,

Po lemi 1.1.(ii) ili postoji stacionaran S1€ T 1 By < x, ta-

ko da je h"(S ) = {B,} ili postoji stacionaran SiCZT takav da je h| bi

1-1 preslikavanje i 'h(a) > a, 2a svako a e S]- PokaZimo da drugi slu-
Saj ne moZe nastupiti. Predpostavimo suprotno, tj. da takav Si
Neka je a, p e 5 i £ < f,. Kako je H(b JcH(b_), to na os-

0 o o
novu (6) imamo da je X, >-x‘3 Kako je hia) ¥ h(ﬁ), to je x_ = fh(a) £

postoji.

0 ™ ’
# fh(ﬁ) = ﬁ’ odakle mora biti fh(a) >f Ovo dokazuje da je (u(Sl),

h(p)”

inverzno izomorfan podskup od (E(S"), <). Med jutim, ovo ne moJe biti,
Jer po lemi 1.2,(i) E(Si) sadrZi neprebrojiv dobro —<-uredjen pod skup

a,E(S") ne sadrZi ni jedan neprebrojiv inverno dobro <-ured jen podskup.

Dakle, postoji stacionaran S;CT i B, < «, tako da je h"(Sl) =

. O 0

= {51}, tj. X, = xB, za svako a, B € Sl.

DefiniSimo sada preslikavanje 1: S1 -» x. Neka je a ¢ S1 proiz-
voljan, tada ili postoji B € S", tako da je yz = f‘3 ili je yﬁ = 4+ 60 s
B a udrugom 1(a) = 0. Po lemi 1,1.(ii)
1 1 Bz < «, tako da je 1"(82) = (523 i1i

U prvom sludaju stavljamo 1(a)

ili postoji stacionaran S (@

postoji stacionaran S’C Sl’ takav da je 1| S’ 1-1 preslikavanje i
1(a) 2 a, za svako a e S’. Poka¥%imo da drug1 sludaj ne moZe nastupiti.

Predpostavimo suprotno, tJ. da takav 82_ S1 postoji.
3 Kako je H(b JCH(b ) i kako je
85 <8, to na osnovu (6) 1mamo da je y yg . Kako je 1(a) # 1(B), to

. _ .0 Cps _
je ya = l(a) # fl(ﬁ) =Yg odakle mora biti fl( )~ fl(B). Ovo doka

Neka je a,P e 5] 1 f =< f

zuje da je (E(Sé),—<) slidan sa podskupom od (E(S"), <), 3to po lemi
1.2.(ii) zna8i da je S2 = S’ - S" nestacionaran podskup od « suprotno

2 2
predpostavci (podsetimo se da je Ség;S =S5 -~ 8g"),

Dakle, postoji stacionaran SpC 84 i By < «, tako da je
., .0 )
1"(82) = {ﬁz}, tj. Yy, =¥ 8? za svako a, B € 82.

Nastavljajuéi ovaj postupak 2n puta dola21mo do sta01onarnog
c i i, i i
San SZn—l‘ ...CISIC TC S, takvo da jJe x = xB iy, = yB » za svako

<)



So

i<nisvako a, B e S, . To znali da Je H(ba) = H(bﬁ) (na osnovu (8))
za svako a, B € SZn’ Sto je suprotno sa predpostavkom da je H: B(S’) -

- B(S") strogo rastude preslikavanje. Ovo zavr3ava dokaz leme. m

Na osnovu predhodne leme posebno imamo da su algebre oblika
B(S’) i B(S") izomorfne jedino u slulaju ked je S’ A S" nestacionaran
podskup od «.

Lema 1l.4. Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kardinal
i SQTDw(K) takav skup da je u E(S) svaki interval stacionaran., Tada ne
postoji ni jedno netrivijalno strogo rastude preslikavanje iz B(S) u
B(S).

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da postoji jedno netrivi-
jalno strogo rastudée preslikavanje H: B(S) » B(S). Dakle, postoji b ¢ B(S),
tako da je ¢ = H(b) # b.

Posmatrajmo prvo sluaj c-b £ ¢, Sto znadi da postoje a,p € S,

3 Cc-
£ =< f[3 tako da je [fa, fﬁ)_ c-b.

Neka je 3’ = { eS|If <xf < ¢ i 8" = e S|f c}. Dak-
j v e S|f, y B} ,{Y | YE

le imamo da je S’NS" = ¢, dok je po vredpostavci S’ stacionaran pod-
skup od «,.

DefiniSimo strogo rastude preslikavanje F: B(S?) » B(sS") ima-
juéi u vidu jednostavne Sinjenice B(S’) = B(S) | [f o T ) i B(S") =
B(S)l (E(S)-c). Neka je d & B(S’) proizvoljan, tada stavlgamo F(a) =
= H(b ud)-c.

Na osnovu predhodne leme imamo da je S’ = S’-3" nestacionaran
0
podskup od « suprotno &injenici da je S’ = {Y £ Sffa=s fY-< ka stacio=-
naran. /
Posmatrajmo sada sluaj cC b. Neka je d = H(c), odakle je

dCccb (C je stroga inkluzija). Neka je S° = (Y > S|f'Y g b-c i

A
S" = {Y € SlfY € c-d}, tada su po predpostavci (leme) skupovi S* i S"
stacionarni i S’ NS" = ¢.

Definifimo strogo rastuée preslikavanje G: B(S’) - B(S?) imaju-
¢i u vidu jednostavne &injenice B(S’) = B(S) | (b-c) i B(S") = B(S) | (c-a).
Neka je e & B(S’) proizvoljan, tada stavljemo G(e) = H(c u e)-d. Na os=-

novu predhodne leme imamo da je S* = S’ - S" nestacionaran podskup od
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. ky Sto protivre®i gornjoj Sinjenici. Ovo zavr3ava dokaz leme l.4. n

Posmatrajmo sada "na" homomorfirme u klasi algebri oblika
B(s).

Lema 1.5. Neka je « proizvoljen regularan neprebrojiv kardi-
nal i neka su §*, S"Sﬁ)w(x) proizvoljni skupovi. Ako postoji "na"
homomorfizam H: B(S’) » B(S"), tada je S"-S’ nestacionaran podskup
od «.

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da je S = S"-S* staciona-
ran podskup od k. Opet 2a svako a £ S posmatramo b, = [~ ooy fa) (eB(S™)).
Dakle, bac:b » za svako a,B g S, fa—< f,. Sli€no za a & S’ posmatramo

§ = {f e E(SY) < fax e B(S’). Dakle, (éala > s'} U

a " [0 fa

U {¢, E(S’)} €ini monotonu bazu algebre B(S’), Na E(S’) definiZemo

relaciju ekvivalencije ~ sa: £~ B’ ako je H(c ) = H(c,). Jasno je,
da su klase ekviwalencije re1301Je ~ konveksni podskupov1 od E(S?).
Neka je TCS’? takav da je Ia e T} jednak skupu predstavnika klasa

ekvivalencije relacije ~. Dakle, sa’a, Be T, f < f, imamo H(c )C H{c )

p
(C je stroga inkluzija).

B
Kako je H "na" homomorfizam i kako je cala eSS’ U

monotona baza algebre B(S’) to je |H(c )la € S'j U g

na baza algebre B(S"), odakle je i H(ca)la e T{U
baza algebre B(S") (naime, ove kolekcije su jed ake}.

Neka je a e S proizvoljan. Kako je b & B(5") i kako je
{g(cY)IY € T} U {¢, E(S")} monotona baza algebre B(S"), to postoji je-

dinstveno razlaganje.

b, = U {-aED)nnGh)] 1 < n(a)} (7

gie je n(a) < w, xi, y; € {EYIY € T} U {¢, E(S’)}, za svako i < n(a) i
i i itl . S § i isl
H(xa)C H(ya)C:H(xa ), ze svako i < n(a) (odakle je i x Ccy,cx T, za
za svako i < n(a), pri &emu nam C uvek ozna¥ava strogu inkluziju). Ka-
ko je S stacionaran, to prelaZenjem na stacionaran podskup mo%emo pred-

postaviti da je n(a} = n, za svako a € S.
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Preslikavanje h: S -» definiSemo na slededi naéin. Neka je

@ & S proizvol jan, tada ili postoji B € T, tako da Je x

c, i1i je
B
0

0
X, = ¢ U prvom sludaju stavljamo h(a) = B & udrugom h(a) =

Na osnovu leme 1.1(ii) znamo da ili postoji stacionaran §.C

1

i By < k, tako da je h"(S ) = Pr) 1li postoji stacionaran SiC S, ta-
kav da je h ,Si 1-1 preslikavanje i h(a) > a, za svako q & S°. Poka¥%i-

1

mo da drugi sludaj ne mo%e nastupiti. Predpostavimo suprotno, tj. da

takav Sl postoji,

Neka je a, B e Si i f < f..Tada na osnovu b Cb_, na osnovu
osobina skupa T i na osnovu (7 ) zaklguEuJemo da mors bltl H(x° ) D

II& )Kako je h(a) £ h(B) to je xOL = %h(a) £ c h(ﬁ) = xo, Odakle je

2

h(CL), a € bl
inverzni izomorfizam skupa (B( S’),-<) sa jednim podskupom od E(T)

odnosno E(S?), Med jutim,ovo ne moZe biti, jer po lemi 1.2,(i) & (S’)

ch(a):)ch(ﬁ)’ tJ. fh(a) >'fh(ﬁ)' Ovo dokazuje da je fOL - f

sadr¥i neprebrojiv dobro ~<=-ured jen skup a E(S’) ne sadr¥i ni Jedan
neprebrojiv inverzno dobro <-ured jen podskup.

Dakle, postoji stacionaran S1€ 8 1 By < «, tako da je f"(Sl) =

= {ﬁ,}, tJ. H(XZ) = H(xg), za svako a, B € 3.

DefiniSimo sada preslikavanje 1: Sl -+ k. Neka je a ¢ 21 pro-
i1i j = E(S?).
cB ili je Yy, (S?*)

U prvom slufaju s tavljamo 1(a) = B a u drugom 1(a) = 0.

. .0
izvoljan, tada ili postoji B e T, tako da je Vo =

Na osnovu leme 1.1,(ii) znamo da ili postoji stacionaran S

i B2 < «, tako da je 1"(82) = {52} ili postoji stacionaran 82C 8y, ta-

kav da je 1| 85 1-1 preslikavanje i l(a) > a, za svako a € S). Poka-

%imo dad rugi slufaj ne moZe nastupiti. Predpostavimo suprotno, tj. da

takav Sé postoji,

Neka je a, B & Sé i f ~< f_ . Tada na osnovu b C b_, na osno-

vu osobina skupa T, na osnovu S’CZS1 i na osnovu (7) mora biti H(y )¢

c H(y% ), tj. y° Cy‘3 . Kako je 1(a) ¥ 1(B), to je yOL = ©1(q) £ Cl(ﬁ) =

0 j . 0 dokazuje da je
= yﬁ’ oiakle Je Ol(a) tj. fl(a)_< fl(B) vo dokazuj J

c
1(p)’
£, £ izomorfizam linearno uredjenog skupa (E(Sé),-<) sa podskupom
0‘ a s s
od (E(S?), <). Med jutim, ovo protivre&i lemi 1.2, (iii), jer je §3=57-8
stacionaran skup (podsetimo se da je 83C 8 = s"-57),
Dakle, postoji stacionaran szc;sl i By < x, tako da je
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1%(s,) = ?623’ tj. H(yZ) = H(yg), za svako a,f e S,.

Nastévljajuéi ovaj postupak 2n pute dolazimo do stecionarnog
cacC . 1y _ iy . iy,
SkupaiSch;S2n-1C; ... ©8,C8, tekvog dn je H(xa) H(x.) i H(ya) =
= HCyﬂ), za svako 1 < n i svako a,B € 8o, Na osnovu (7), to zna&i da
je ba = bB, 2a svako a,PB € S2n’ S§to je nemogube. Ovo zavrZava dokaz
leme. n

Lema 1.6, Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kardinal
i SC])w(K) takgv skup da je u E(S) svaki interval stacionaran. Tada

B(S) nema netrivijalnih "na" endomorfizama.

Dokaz: Neka je H: B(S) » B(S) proizvoljan "na" endomorfizam.

Opet za svako a & S posmatramo b, = (= oo fa) (= (f e E(S)|f < faj €

L a
monotona baza algebre B(S). Ako je H |4l 1-1 preslikavanje, tada je,

Jjasno, i samo preslikavanje H 1-1 preslikavanje, tj. automorfizam al-

e B(S) ). Kako smo ved napomenuli skup 1 = fb la e Sj U {¢b E(S) je
L

gebre B(S). Na osnovu leme 1.4. imamo da je H = identidkom preslikava-
nju algebre B(S), 3to nam i treba.

Dakle, moZemo posmatrati sludaj H(ba') = H(b,,), za neko a’y, B’ e S,
a’ # B’. Neka je, na primer, £.,=<7fy, 1ineka jeb = [fa" f.,) & B(S).
Neka je c & B(S), takav da je H(c) = b. Kako je H(b) ¢ i H(c) =b £ ¢,
to je c=b # ¢ 1 d = H(c-b) # ¢ (1 ACD). Neka je S° Y]fY € c—b} i

H

neka je S" = {Y € S[f‘Y e % s tada su po predpostavci leme S’ i g

stacionarni, dok je S*Ng" = ¢. Definifimo F: B(S?) » B(S") sa F(e) =

~

= H(e) pri &emu imamo u vidu jednostavne &injenice B(s*) = B(S) | (c-b)
i B(S") = B(S) | d. Tada je F homomorfizam Booleove algebre B(S’) na
B(S?) 3to protivredi lemi 1.5. Dakle drugi sluaj ne moZe nastupiti.

Ovo zavrSava dokaz leme. u

Teorema 1.7, Za svaki kardinal x > postoji tadno 2% ti-

pova izomorfnosti krutih Booleovih algebri moéi «,

Dokaz : Predpostavimo prvo da je « > w regularan kardinal,
Neka je Sgl)w(x) proizvoljan stacionaran skup, takav da je u E(S) svaki

interval stacionaran, tada je po lemi 1.4, B(S) kruta Boolev
moéi k.

a algebra

Na osnovu [73] postoji familija Ta’ a < x medjusobno disjunktnih
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stacionarnih podskupova od Dw(K). Takod je znamo da postoji familija
Xa’ a < 2K, podskupova od «k, tako da je X - X_# ¢, za svako a, B < 2K,

a B «
o £ B. Neka je Sa = U gTﬁlﬁ [> Xa} , %a svako a < 2,
“

Dakle familija Sa’ a < 2% ima osobinu da Je SCL - 5 staciona-
ran, za svako a, B < 2%, a £ B. Na osnovu leme 1.2,(ii) znamo da posto-
ji 82 ¢ S, takav da je S - S’ nestacionaran i takav da je u E(S’) sva-

a a a a « a
ki interval stacionaran. Jasno je, da familija S&, a < 2 ima osobinu
da je S& = S’ stacionaran za svako a,p < 2, a ¥ B. Sada na osnovu le-
ma 1.4. i 1.3. znamo da je B(S&), a < 2° familija krutih med jusobno ne-

izomorfnih Booleovih algebri.

Predpostavimo sada da je x > w singularan kardinal. Neka je K2
@ < A = ¢f{x) strogo rastuéi niz regularnih neprebrojivih kardinala &i-

ji Jje supremum «.

Za svako a > A odaberimo stacionaran Sag[Dw(Ka), takav da je u
E(Sa) svaki interval stacionaran., Pored toga predpostavljamo da su E(Sa )s

o < A med jusobno disjunktni i da imaju minimalne elemente.
Neka je E = U ?E(Sa)la < K} . Skup E ured jujemo relacijom < tako
)

da Jje= lE(Sa) Jjednako leksikografskom ured jenju toga skupa, za sva-
ko o < A, dok Jje E(Sa)-< E(Sﬁ>’ za svako a < B < A.

Sa B(E) oznadavamo Booleovu algebru svih kons&nih unija in-

tervela iz (E, <) oblika [x, y), X,y € B U { - o +mx . Dakle, imamo
: J

da je |B(E)| = |E| = «.

Kako je IB(Sa)l bl = ky» za svako ¢ Zbe B(Sa) i svako a <A,
to svaki automorfizam algebre B(E) inducira automorfizam algebre B(SCL )
za svako a < \. Dakle, po lemi 1.4. imamo da je B(E) kruta Booleova al-
gebra,

Neka su B(E) i B(E’), tako dobijene Booleove algebre na osnovu
nizova 8§ , a < M1 §) ,a <\ respektivno i neka je H: B(E) » B(E’) izo-
morfizam. Kao i gore imamo da H inducira izomorfizam H : B(Sa) > B(Sé),

za svako a < Ae.

Kako je K, regularan i neprebrojiv, to na osnovu dokazanog
posto ji familija moéi 2%% med jusobno neizomorfnih Booleovih algebri
oblika B(S ), S €D (« ) i u E(S ) je svaki interval stacionaran, za

a a” Tw'a a

svako ¥ < A. To znali da postoji Il 2Kdl a < x} = 2" krutih med jusobno
' |

niizomorfnih algebri oblika B(E) (i svaka, jasno, ima moé k), Ovo za-

vrSava dokaz teoreme. m
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Stoneov prostor Booleovih algebri, koje smo konstruisali u
dokazu predhodne teoreme je uredjen. Naime, Stoneov prostor algebre
B(S) (odnosno B(E)) se dobija iz Dedekindove komplefifikacije linear-
no uredjenog skupa (E(S), <) (odnosno (E,—<) ) udvajanjem svake nekraj-
nje talke iz E(S) (odnosno E). Primetimo da teorema 1.7. daje pozi-

tivne odgovore na probleme 8 1 9 iz [58].

McKenzie i Monk [58, Problem 6] pitaju:Da 1i postoji beskona-

¢na Booleova algebra, koja nema netrivijalnih 1-1 endomorfizama?

Familija B(S’), a < 2K, koju smo definisali na poletku dokaza
a
teoreme 1.7. zajedno sa lemama 1.3. i 1.4. daje sledeéi pozitivan od-

govor na mnogo jale pitanje:

Teorema 1.8, Neka je « proizvol jan regularan neprebrojiv kar-
dinal. Tada postoji familija Ba’ a<2” med jusobno razliditih Booleo-
vih algebri, od kojih svaka ima moé «, tako da je svako strogo rastu-
ée preslikavanje H;: B(1 - Bﬁ’ a,f < 2% nuzno jednako identifkom presli-

kavanju algebre Ba'-

Posle "Problema 6" McKenzie i Monk [58, Problem 7] postavlja-
Ju sledede dualno pitanje: za koje beskonadne kardinale x postoji Boo-

leova algebra moéi « bez netrivijalnih "na" endomorfizama?

Oni ovaj problem postavljaju u ovom obliku, jer je Rieger f63]
konstruisaoc Booleovu algebru bez netrivijalnih "na" endomorfizama, i
jer je njena moé dosta velika. Naime, njegove Booleove algebre ima ju
moé izmed ju Na i 2x“, gde za Na vazi: ga = a. Sledeba teorema daje
dovol jno kompletan odgovor na to pitanje. Una je veé dokazana, jer na
osnovu Lema 1.5, i 1.6. imamo da familija B(S&), a < 2K, koju smo kon-

struisali na poletku dokaza teoreme 1.7., zadovoljava njen zakl juSak,

Teorema 1.9. Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kar-
dinal. Tada postoji famili ja Ba’ a < 2° med jusobno razliditih Booleovih
algebri, od kojih svaka ima moé «, tako da je svaki "na" homomorfizam
H: B - BB’ a, B < 2% nu¥no jednak identidkom preslikavanju algebre B o=

Primetimo da ista familija (tj. familija B(s?), a < 2%, koju

smo konstruisali na podetku dokaza teoreme 1.7) zadovoljave i teoremu

1.8 i teoremu 1.9, tj. vaZi tvrdjenje:
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Stoneov prostor Booleovih algebri, koje smo konstruisali u
dokazu predhodne teoreme je uredjen. Naime, Stoneov prostor algebre
B(S) (odnosno B(E)) se dobija iz Dedekindove komplefifikacije linear-
no uredjenog skupa (E(S), <) (odnosno (E,—<) ) udvajanjem svake nekra j-
nje tafke iz E(S) (odnosno E). Primetimo da teorema 1.7. daje pozi-

tivne odgovore na probleme 8 1 9 iz [58].

McKenzie i Monk [58, Problem 6] pitaju:Da 1i postoji beskona-

Ena Booleova algebra, koja nema netrivijalnih 1-1 endomorfizama?

Familija B(S’), a < 2%, koju smo definisali na poletku dokaza
a
teoreme 1.7. zajedno sa lemama 1,3. i 1.4, daje slededi pozitivan od-

govor na mnogo jale pitanje:

Teorema 1.8. Neka je « proizvol jan regularan neprebrojiv kar-

dinal. Tada postoji familija Ba, a&ear med jusobno razliditih Booleo-
vih algebri, od kojih svaka ima moé k, tako da je svako strogo rastu-
de preslikavanje H: Ba -> Bﬁ’ a,p < 2" nuZno jednako identi&kom presli-

kavanju algebre Ba"

Posle "Problema 6" McKenzie i Monk [58, Problem 7] postavlja-
ju sledeée dualno pitanje: za koje beskonadne kardinale « postoji Boo-

leova algebra moéi x bez netrivijalnih "na" endomorfizama?

Oni ovaj problem postavljaju u ovom obliku, jer je Rieger [63]
konstruisao Booleovu algebru bez netrivijalnih "na" endomorfizama, i
jer je njena moé dosta velika. Naime, njegove Booleove algebre imaju
moé izmed ju Nd ZNd, gle za W _vaZi: W = a. Sledeéa teorema daje
dovol jno kompletan odgovor na to pitanje. Ona je veé dokazana, jer na
osnovu Lema 1.5, i 1.6, imamo da familija B(S;), &< 2K, koju smo kon-

struisali na poletku dokaza teoreme 1.7., zadovoljava njen zakljulak.

Teorema 1.9. Neka je « proizvoljan regularan neprebrojiv kar-
dinal. Tada postoji famili ja Ba’ a < 2 med jusobno razliditih Booleovih
algebri, od kojih svaka ima moé Kk, tako da je svaki "na" homomorfizam
He BCL -> BB’ a, P < 2" nu¥no jednak identidkom preslikavanju algebre Ba .

Primetino da iste femilija (tj. familija B(S)), a < 2%, koju

smo konstruisali na po8etku dokaza teoreme 1.7) zadovoljave i teoremu

1.8 i teoremu 1.9, tj. va%i tvrd jenje:
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'(8) za svaki regularan neprebrojiv kardinal « postoji famili ja B o
a < 2% med jusobno razliditih Booleovih algebrl od kojih svaka
ima moé k, tako da ako je H: B, > By o B< g* proizvol jni "na"
homomorfizam ili strogo rastude preslikavanje, tada je ¥ nu¥no

Jednako identiCkom preslikavanju algebre Ba'

Neka su B1 i Bz dve proizvoljne Booleove algebre, tada piSe-
mo Bl € B2 ako je B slidne podalebri algebre B2' Pisademo B1 < 32 ako
vaZi By B, 1 B, # By. Jasno je, da je s relacija kvazi ured jenja, tj.
da je reflekslvna i tranzitivna., Kako na standardsn nadin mo%emo nadi
familiju s q! @ < k stacionarnih podskupova od D (K), tako da je 8, ¢ SB,
dok je S_ - S, Stacionaran podskup od «, za svnko B<ac<«k (i svakl in-
terval u E(S ) Je stacionaran), to primenom teoreme Sikorskog o produ-

Zenju B(S ) > B(Sl) > e > B(S ) > r.., 0 < k. Dakle va¥i:

(9) za svaki regularan neprebrojiv kardinal « postoji strogo <-opada-

Juéi niz du¥ine x krutih Booleovih algebri moéi «.

Posmatrajmo sada pitanje va¥enja teorema 1.8. i 1.9. odnosno tvr-
djenja (8) za singularne neprebrojive kardinale. U sludaju singularnog
¥ > w smo u dokazu teoreme 1.,7. odabrali strogo rastuéi niz « L O < A=
= cf(x) regularnih neprebrojivih karinala (na primer sukcesora) zatim
za niz S, a <A ( 8,ED (K ) stacionaran i (S ) ima sve 1ntervale sta-

01onarne) smo ODrazovall llnearno ured jen skup E (u(S )Ia < K ial-

gebru B(E), za koju smo dokazali da Je kruta Booleova algebra modi «. Da
bi dokazali da B(E) nema netrivijalnih "na" endomorfizama odnosno strogo
rastudih preslikavanja potrebna nam Je dodatna osobina stacionarnih sku-
pova S odnosno linearno ured jenih skupovaE(S ). Naime, potrebna nam je
osoblna da za svako a < B < A, E(S’) ni je sllEan podskupu od E(Sﬁ)’ za
svaki stacionaran S&;g SOL (podsetlmo se da se uvek dr%imo dogovora sa
poSetka odeljka: da smo za svaki ordinal a, cf(a ) =w unapred fiksira-
1i neprekidno i strogo rastude preslikavanje f : w+l » 0, tako da Je

fa(O) =01i fa(w) = a, tako da nam je E(S) = \fala £ S} » za svaki skup
Sc (allim(a),cf(a) = w} pri €emu na E(S) uvek posmatraﬁo leksikografsko

ureajenje) Gornju osobinu skupova E(S ) mo%emo obezbediti ako predposta-

vimo da za svaki kardinal K 2 w vazi sledeca relenica;
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"E(x"): Postoji stacionaran skup Dg?Dw(K+), tako da je DN a nestacio-

+
naran podskup od a, za svako a < «x .

Naime, na osrmovu E(K+) znamo da je svaki podskup od E(D) mo-
&i < «F jednak prebrojivoj uniji svojih dobro <-ured jenih podskupova
(v. [3, Lemma 7.2]). Sa druge strane u dokazu leme 1.2.(ii) smo vide-
1i da ako je Scl)w(X), cf(A) = A >w stacionarasn skup, tada E(S) ni-
je Jjednak uniji od < A svojih dobro—<-uredjenih podskupova,3to znadi

da u sludaju A < «* E(S) nije sliBano podskupu od E(D).

Sto se tide va¥enja E(x), poznato je (v.[40] ili [9] da u L

E(k) va¥i za svaki regularan ne slabo kompaktan kardinal.

Neka je do daljnjeg x > w singularan kardinal i neka je Koo
a < A= cf( k) strogo rastuéi niz sukcesora koji konvergira ka k, pri
demu je kg >Ny za svako a < A. Neka je DG;TDw(KQ) stacionaran skup,

koji zadovol java E(Ka).

Lema 1l,lo. Neka su E* = U {E(S'a)la < xj iE"=U {E(S”a lo < x}
L

gore definisani skupovi pri Cemu su S&, Sagl)a proizvoljni (negrazni),
za svako o < A. Ako postoji strogo rastude preslikavanje H: B(E’?) -

-+ B(E"), t ada je 5! - 8" nestacionaran podskup od ks 22 svako a < .

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da postoji a’ < A, tako da
je $ =8!,- 8, stacionaran podskup od x_,. Neka je b_ = [ 50y £ )
(= {f e B |f< fa} e B(E’)), za svako a € S. Dakle, po predpostavci je

H(ba)c H(bﬁ)’ za svako a, B € S, fa-< fB. Neka je a e S proizvoljan,

tada postoji jedinstveno razlaganje

() = U [ [, y))I5 < n(a)], (10)

< i i s . i i i+l
gde je n(g,) < w, xa’ ya e E" U?i oo}, za svako 1 < n(c,) 1 XCL—< yo,‘< XCL »

za svako i < n(a) - 1. Prelazedi na stacionaran podskup od S moZemo

predpostaviti da je n(a) = n, za svako a & S. Neka je

. . 3
A= {z € E"{i m%lz = x; ili z = y;, za neko i < nya e |}

Kako Jje IAI < Ko to postoji 1-1 preslikavanje r: A - Kot

Preslikavanje h: S » « , definiSemo na slededéi nalin. Neka je

G,I

’
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-a & S proizvoljan, tada postoji z e A, tako da je XZ = z, Neka je
h(a) = r(z). Po lemi 1.1.(ii) ili postoji stacionaran U;€ 8 4
By < Koo tako da je h"(Ul) B ﬁ,} ili postoji stacionaran UiQTS
takav da je h[ U’ 1-1 p~eslikavan3e. DokaZimo da drugi sludaj ne mo-

%e nastupiti, Predpostav1mo suprotno, tj. da takav Ui postoji i de

je h(a) # r(-), za svako a e U?.

1
Neka je a, B e Ui i By % fﬁ' Kako je H(b )C:H(b ), to na
osnovu (lo) imamo da je xCL >-xg. Kako je h(a) £ h(ﬁ) i kako je r

1-1 preslikavanje, to je xz = r_l(h(a)) £ e (h(B)), odakle mora biti

el «1 -
™ (a(a)) >r7 (n(B)). Ovo dokazuje da je £_ - r (n(a)), a e U2 in-
verzni izomorfizam E(Ui) sa podskupom od E", 5to je nemogude, jer po
lemi. 1.2.(3) E(Ui) sadrZi neprebrojiv dobro <-uredjen podskup a E" ne

sadr?i neprebrojivih inverzno dobro <-ured jenih podskupova,
Dakle, postoji stacionaran U, 8 i By < Koo tako da je h"(Ul)z
. .0 0
= {ﬁ,} s ti. X, = XB’ za svako a, B € Ul'

Sada definiSemo preslikavanje 1l: U Koo Neka je a e U1 pro-

izvoljan, tada postoji z e A, tako da je yOL = z. Neka je 1(a) = r(z).

}_l

Po lemi 1.1.(ii) ili postoji stacionaran U,CU; 4 B2 < & or? tako da je
1"(U ) = {Bz} ili postoji stacionaran U, CU;, tako da je 1 lU’ 1.1

preslikavanje. DokaZimo da drugi slufaj ne mo%e nastupiti. Predpostavi-
mo suprotno, tj. da takav U, postoji i da je 1(a) # r(+ o), 2za svako

o € Ué.

Neka je a,p e U) i f fB Kako je H(b )CH(b ) i kako je U2CU
to na osnovu (lo) imamo da je y yﬁ Kako je l(a) £ 1(B), to je y

54

= v H ) £ 21 a(p)) = ygr odakle jo r(1(a)) < 2" el gl ot8 skl nn-

je da je f_ - r-l(l(a)), a & U} izomorfizam E(Ué) sa jednim podskupom

od E". Oznalimo sa t taj izomorfizam. Kako je | U (E(Sa Ja < af ] < Ko
e

to, odbacivanjem nestacionarno podskupa od U2, moZfemo predpostaviti da

2
t"(E(Ué))Fl(U {E(S;)|a < a’} )= ¢« Na osnovu leme 1.2.(iii) mo¥emo, od-

bacivanjem nestacionarnog podskupa od Ué, predpostaviti da je t”(E(Ué))
n E(s&) = ¢. Dakle, moZemo smatrati t"(E(Ué))‘g U(E(sgb) la’ < a <A
' C.
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‘Na osnovu osobina skupova'Da odnosno Eﬁ)a) (videti primedbu pre leme)
znamo da je svaki podskup od E(S;) moéi manje od Ko Jjednak prebroji-
voj uniji svojih dobro <-uredjenih podskupova,Dakle t"(E(Ué)), a time
i E(Ué) Je Jjednako prebrojivoj uniji svojih dobro <-uredjenih podsku-
pova suprotno ¢injenici koju smo dokazali u dokazu leme 1.2, 1348).
Dakle, postoji stacionaran Upg Uy 1Bz < K, tako da je

' . .0 0
1"(U2) = {Ba}, tJ. Yo = yB’ za svako a, B e U2.

Nastavljajuéi ovaj postupak 2 n puta dolazimo do stacionarnog

: i o A i
R o e = =
skupa UZanUgn_lgi €U, C S, tako da je x }c{3 iy, yB, za svako

i <nisvako a, B e U, + Na osnovu (10) to znadi da je H(ba) = H(bﬂ>’

za svako a,f € U2, Sto je suprotno predpostavci da je - H strogo rastu-

ée preslikavanje. Ovo zavrSava dokaz leme. m

Slededu lemu dokazujemo koristedi predhodnu na isti nadin na

koji smo dokazali lemu 1l.4. na osnovu leme 1.3.

s

Lema 1.11. Neka je E = U(E(sa) la < ﬂ, pri demu suS_ D_

s " : : . . 5
a < A stacionarni skupovi takvi da E(Sa) ima“sve intervale stacionarne,

za svako o < A.Tada svako strogo rastude preslikavanje H: B(E) - B(E)
mora biti jednako identiZkom preslik-vesnju algebre B(E). =

Lema 1,12, Neka je E’ = U{E(S;)la < x} iE" = U{E(S&]a < x} 5
‘ J «

ri emu su S’, S"CD proizvoljni i neprazni, za svako o < \ . Ako po-
p p J p
a’ "o a ?

stoji "na" homomorfizam H: B(E’) » B(E"), tada je Su - 8} nestacionaran

podskup od Ko 28 svako a < A.

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da postoji a’ < A, tako da

je S = e Sa” stacionaran podskup od « ,. Neka je b = [- “*fa)

G:’

—~
It

za svako a,p & S, IR f_. Neka je d(f) = [= oy T)(= {f’ e B |f? < f}

P

e B(E*) ), za svako f & E’., Kao u dokazu leme 1.5. mo¥emo naéi FCE’
tako da je {H(d(f))|f > F} i) {¢, E"} monotona baza algebre B(E"), pri

Semu je H(A(f) ¢ H(A(g)), za svako f, g8 e F, £ £ g. Neka je a € S pro-

izvol jan. Kako je b e B(E"), to postoji jedinstveno razlaganje

{f’ e B"|f< fa} e B(E")), za svako a e S. Dakle, imamo da je b cb

ﬁ,

€
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g U{ Gy oG s < n(a)} : (11)

gde je n(a) < w, x;, yi & {d(f)|f € F] U {(ﬁ, E’}, za svako i < n(a)
: 1 i Tl : i 4 1 |
i H(xa)c H(ya)C:H(Xa+ ) za svako i < n(a) -1 (odnosno Xi(:yac xa+ .
za svako i < n(a) =1). Opet moZemo predpostaviti da je n(a) = n, za

svako a & S. Neka je

A= {zlz = x> ili z = yl, za nekoi<niace S} .
a a
- J
Kako je ]Al < Ka,, to postoji 1-1 preslikavanje r: A » « .. Dalji tok

dokaza leme je analogan dokazu leme 1l.lo. (odnosno leme 1. 5) te ga

’

izostavljamo. Naime, opet moZemo doéi do sta01onarnog skupa UZ Qﬂ12n 1_
CesecU,C S, takvog da je x; = x; i yl = yﬁ za svaki i <nia,pe S,

Sto.na osnovu (11) zna&i ba = bﬁ’ za svako a,B € S, Sto je nemogude.

Ovim bi zavr3ili dokaz leme. m

Sledeéu lemu dokazujemo na osnovu predhodne na isti na&in na

koji smo dokazali lemu 1.6. na osnovu leme 1.5,

Lema 1.13. Neka je E = U{E(Sa)]a < K}, pri demu su SagiDQ, a < A

takvi stacionarni skupovi da E(Sa)’ a < A imaju sve intervale stacionar-

ne. Tada B(E) nema ni jednog netrivijalnog "na" endomorfizma. s

Kao u dokazu teoreme 1.7. za svako a < A moZemo nadi familiju

9’ B < 2“¢ stacionarnih podskupova od D _» tako da je B Sg, stacio-
naran za svako B, B’ < 2%, g & B’y pri Semu E(S%) ima sve intervale
stacionarne. Za svako p e Il 2K“|a < A} posmatramo skup L = U(S (a)l

Ia < X} i algebru B(Ep).

Na osnovu lema l.lo. i 1,12, imamo da ne postoji ni jedno stro-
go rastuée preslikavanje iz B(E_) u B(E ,) i ni jedan na homomorfizam iz

B(Ep) na B(Ep,), za svako p, plell {éKala < K}, p £ pti

Na osnovu lema 1,11, i 1.13. znamo da je svako strogo rastude
preslika vanje ili "na" endomorfizam H: B(Ep) -» B(E_) nu?no jednako iden-

tikom preslikavanju algebre B(Ep), za svako p g II ZK“IQ <Al. Time smo

* dokazali teoremu:?
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Teorema 1.14.(¥\) E(X+) Za proizvoljan kardinal « > w, pos-
toji famili ja Ba’ a < 28 med jusobno razliditih Booleovih algebri, od
kojih svaka ima moé «, tako da ako je H: BOL - BB, a, P < 2" "na" homo-
morfizam ili strogo rastuée preslikavanje, tada je H nu¥%no jednako

identidkom preslikavanju algebre Ba' "

2. AUTOMORFIZMI (wy, wy )-DRVETA

Drveta S i T su izomorfna, ako postoji bijekecija h: S » T,
koja Suva uredjenja drveta S8 i T.Ako je S = T, tada je h automorfi-
Zzam drveta S. Drvo je kruto, ako nema netrivijalnih automorfizama. U
ovom odeljku demo, &eSée nego u ostalim, pisati T umesto T, jer e

nam relacija g,, obiéno biti jednaka sa C . Za svako x &€ T skup

T

{y € le >n x} oznadavamo sa T smatrajuéi ga drvetom sa uredjenjem

induciranim iz T. T je totalno kruto, ako je 2‘ neizomorfno sa 2?, z8a

svako x,y ¢ T, X Z ¥.
. _— . g (
Neka je AC T proizvoljan podskup i neka je U = Z(T(x), sx)|x e A
L

familija med jusobno disjunktnih drveta, tako da je TNT(x)=¢ za svako
x € A. DefiniSemo operaciju bodnog umetanja (v. [45, str.lol. "interca-

lation Latérale"]), koja daje novo drvo S = Lt, (5 ﬁy), tako da je S=

=T u U{T(x)lx € A}, dok je <q odredjeno sa :

2
NT(x) = <,s 22 svako X e A;

/A

s 2 :
(1) gNT =g, 1 5

(ii) (-, x]T <q T(x) i (S - (',X]T) IIS T(x), za svako x & A,

Primetimo da je T podetni komad od S i da je T poddrvo drveta
S. Definiciju normalnog (wy, w;)-drveta iz §1.I pooStravamo na slededi

naéin., T je normalno (wy, wy)-drvo, ako vaZi:

]

(1) yT

(2) |ROT|= g ! lRaT| < w, 2a svako a < ws;

w4

-(5) YT = wy, za svako x e T;
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(4) svako x € T ima ta¥no w neposrednih naslednika;

(5) ako je y(x) =+v(y) =a (x,yeT) granidan ordinal, tada iz
Y Y
(- X)T = (-, y)T sledi x = y.

Neka je D1 U{awla < w1} skup svih nizova s €iji su domeni

prebrojivi ordinali a vrednosti prirodni brojevi. Neka je 1(s) = dom(s),

1

W : 5w
za svako s € ~'w. Svako normalno (wy,wy)-drvo ima representaciju u skupu

TC 'y (sa C keo ured jenjem), koji zadovoljava uslove:
(8) s “ne?T zasvako se Tine w;

(b) za svako s € T i a < wy postoji t e T, tako da je 1(t) =a i tCs
ili t D sy

(c) TN % je najviSe prebrojiv, za svako a < wq.
Iz uslova (b) vidimo da je y(s) = 1(s), za svako s ¢ T.

NaveSéemo prvo neke poznate rezultate. Oznafimo sa o(T) broj
svih automorfizama normalnog (wi, w,)-drveta T. U [38] je pokazano da
o(T) ima osobine:

- i1i je o(T) < w ili je 2% < o(T) < 2°%;

- ako T nema Suslinovih poddrveta, tada je ili o(T)< o ili o(T) = 2%

i1i o(T) = 2™1;
- ako je ofT) > w, tada je o(T)* = o(T).
Aronszajnova, Kurepina i Suslinova drvets &ine osnovne vrste
normalnih (wy, wy)-drveta. Sledede dve teoreme daju pregled poznatih

rezultata o ovimd rvetima, ako se radi o njihovoj egzistenciji, izo-

morfizmima i automorfizmima.

Teorema. 2.1,

1. (Aronszajn) Postoji Aronszajnovo drvo,

2. (Gaifman-Specker) Postoji 2! neizomorfnih Aronsza jnovih drveta,

5. (Jech, Tennenbaum) Konsistentno je sa "ZFC da postoji Suslinovo
drvo.

4. (Jech) Konsistentno je sa ZFC da postoji 2®°' neizomorfnih Susli-
novih drveta,

5. (Lévy, Rowbottom, Stewart) Konsistentno je sa ZFC da postoji Kurepino

drvo.
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6. (Jech) Konsistentno je sa ZFC da postoji 2°' neizomorfnih Kurepi-

nih drveta. =

Dokaz 1 se nalazi u [45, str. 96]; dokaz 2 se nalazi u [31];
dokaz 3 1 5 moZemo naéi, na primer, u [36] ; dokaz 4 i 6 se nalaze u
[38] . Tvrdjenja 3, 4, 5 i 6 va¥e i u L, ¥to su rezultati Jensena,

Jecha, Solovaya i Jecha, respektivno.

Teorema 2.2. Sa ZFC je konsistentno:

1. (Jensen) Postoji kruto Suslinovo drvo.

2. (Jensen) Postoji Suslinovo drvo P, %5 koga je ofPF= 2%,
3. (Jensen) Postoji Suslinovo drvo T, za koga je o(?) = 21,
4, (Jech) Postoji kruto Kurepino drvo.

5. (Jech) Postoji Kurepino drvo T, za koga je o(T) = 2%,

6. (Jech) Postoji Kurepino drvo T, za koga je ofT) = 2°'. s

Dokazi 1, 2 1 3 se nalaze u [17] a dokazi 4, 5 i 6 u [38],

Inade, sva ova tvrdjenja va%e u L.

U [38] je pokazano da polazeéi od proizvoljnog tranzitivnog
modela M teorije ZFC +CH i kardinala x« u M, za koge u M va%i g - Ky
mozemo nreko o-zatvorenog parcijalno ured jenog skupa dobiti generi&ko
proSirenje M[G], sa istim kardinalima i funkeijém kofinalnosti, u ko-
me postoji Suslinovo drvo T, za kogs je o(T) = « . Deakle, moZemo dobiti
model u kome postoji Suslinovo drvo T, za koga va%i 2° < o(T) < 2°', U

[38, str. 67] se napominje da se slidno moZe postiéi i sa Kurepino drvo.

Naime, na osnovu o-zatvorenosti gore spomenutog parcijalno ure-
d jenog skupa znamo da ¢ vaZi u M[G] (v.[17]). Na osnovu [38, lema 4.2.]

znamo da tada u M[G] postoji totalno kruto Kurepino drvo T.. Neka je T

l.
gore spomenuto Suslinovodrvo T za koga je of(T) = «.

Neka nam je, za svako x ¢ T, dat primerak Tl(x), drveta Tl’ pri
gemu je Tl(x) NT(y) = ¢, 2a svakox, y e T, x £ y, i T (x)NT = ¢, za
svako x € T. Neka je

5 =T t,(T, ),

gde je g,; {Tl(x)lx e T). Neposredno proveravamo da je S Kurepinod rvo
)

= O’(T) = Ko

ida je ofS
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Posle rezultata sadrZanih u teoremi 2.2. Jech [38, Problem,
str. 7o0] postavlja pitanje da 1i u ZFC postoji kruto normalno (wy, wy )-
-drvo. On pritom primeduje da u ZFC ne moZemo dokazati egzistenciju
normalnog (wq,w)-drveta T, za koga je o(T)< 2%' a da pritom ne doka-
Zemo egzistenciju krutog normalnog (ws,w, )-drveta. Gvde demo pokazati
da je odgovor na ovaj Jechov problem pozitivan, Naime, konstruisademo

2% med jusobno neizomorfnih totalno krutih Aronszajnovih drveta.

Prvo navodimo neke definicije iz [31]. Neka je s niz a X skup

ordinala, t ada nam s|X oznadava niz (s, ... s , ...) a, < L(s),
Qo (16 5

gde je X = gao, se+y Qgs +e. ) monotona numeracija skupa X a s = (Sa)a<l(8)°

s [X definifemo kao s|(1(s)-X).

Ako je s|X = s* i s|X = s", tada piSemo s=s’#ys", Ako su 8’

i S" skupovi nizova, tada stavljamo S’*X - {s’ *X s"ls’ e S/, s" ¢ Sn}.
|

Ako skupove nizova S’, S"™ i S° *¢ S" shvatamo kaod rveta (u odno-

su na relaciju C ), tada se sledede osobine 1lako proverava ju;

- Ako je s,t e S’ﬁXS", tada je sCt ako i samo ako je s|X§:t[X i
slig;tli.

- Ako je s e RQ(S’ *e S"J, teda je s » (s|X, s|%¥) jedno 1-1 preslikava-
nje iz Rﬁ(S’*X S") na R, S? x Raﬂ S", gde je a’ uredjajni tip skupa

anX a a’ ured jajni tip skupa o - X.

- Ako su 8’ i S" normalna (wy, wy)-drveta nizova, koja zadovoljavaju us-
love (a)-(c), tada je takvo i S* *X S",

- Ako su S” i S" normalna (wy, wy)-drveta, pri demu je S* Aronszajnovo
i XCwy ima moé wy, tada je i S’ *X S" Aronszajnovo drvo (v. [31, Lemna
345 ] )s
Neka je Sy = {s € @'wlgalsa # O} je konaEan}. Jasno je, da je

S, Jedno normalno (w4, wy)=drvo nizova, tj. da zadovoljava uslove (a)-(c)

sa poCetka ovog odeljka. Slededa Lema i njen dokaz se verovatno prvi put
sree u [52].

Lema 2.3. Svaki poletni komad B drveta S, moéi wy sadrZi w,-Lanac.

Dokaz: Za svaki granidni ordinal a < wq odaberimo s* g BrWRaSo
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proizvol jno. Za lim(a) sa h(a ) oznadavamo najmanji B < a, sa osobi-
nom sg = 0, za svako B € & < a. Preslikavanje h: {a < w1|lim(a)3 > Wy
(a < w,|lim(a.)7 i

L J

S prebrojiv, moZemo predpo-

je regresivno, Sto znadi da postoji stacionaran CC

B < wy, tako da je h"(C) = 5} . Kako je RB

/
s I B, za svako a, a’ € C. Medjutim, to znadi da

staviti da je s*|p = s
!
je BCLg s , za svako a, a’ € C, a < a’, tj. skup { |a e C B je

wy=-lanac. s

Do kraja ovog odel jka Sg:g'w ¢e nam biti fiksirano Aronszajnovo
drvo nizova (tj. zadovoljavajube gornje uslove (a)-(c)). Za sveko X wy,
definigemo T(X) = S * S0

Lema 2,4, Neka su X,Y&;{a < w,la = u)p za neko B ) disjunktni i

neprebrojivi i neka je x € T(X) i y e T(Y). Tada T(X)* i T(Y)Y nemaju

izomorfnih neprebrojivih poletnih komada,

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da postoje x ¢ T(X) i y e T(Y),
tako da T(X)™ i T(Y)Y imaju izomorfne pofetne komade A i B, respektivno.

Neka Je A0 = {slils € A}, tada je A0 U [s € Solsgjxli} neprebrojiv polet-
ni komad od So' Na osnovu Leme 2.3. postoji maksimalni w;-lanac ag;Ao u
U {s > Solsgfxli}. Neka je A, = {s e A|s|i € a}. Lako proveravamo da je

A, neprebrojiv poletni komad od T(X)x. Neka je s,t e A1F1R6+1 T(X),
s|8=t|861i8 4 X. Kako 8 ¢ X imamo da je s|X = t|X, a kako su s|X
i t|X elementi lanca a istih duZ%ina, to je s|¥ = t|X. Dakle, s = t.

Kako je A, neprebrojiv pofetni komad od T(X)X i kako su A i B
izomorfni, to postoji neprebrojiv poletni komad B,C B drveta (Y)Y (a
time i drveta B), tako da su A; i By izomorfni. Neka je By = \s|? |s e B (e
Tada je B2 Uls g8 lsCIyIY} neprebrojiv poletni komad od S . Po lemi
2.3. postoji mak51malan wy-lanac bC B, U (s e S |sC:y|Y} Neka je Bz =
= (s € B1| s|Y € b}. Neposredno proveravamo da je By neprebro jiv podet-

“

ni komad drveta T(%)y. Doka%imo da su svaka dva elementa iz B5 uporediva
odakle dobijamo protivvre&nost sa Sinjenicom da je T(Y)Y jedno Aronszaj-

novo drvo.
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Predpostavimo suprotno, da postoje s, t e B2, tako da ne vaZi
ni sCt ni tcCs, Neka je B < 1(s), 1(t) najmanji ordinal sa osobinom
Sq # s, ineka jeu=s| (B+1) i v = t | (B+1).Dakle, imamo da je u Ip =
=v|p iugv. Neka su u’ i v’ elementi od Ay, tako da je u slika od
u’ a v slika od v’ pri posmatranom izomorfizmu, To znadi da postoji or-
dinal & < w;, tako da je u’, v’ ¢ AR T(X), w| &= v’ 5 ida je

u’ # v’. Na osnovu gore dokazane osobine skupa A,, mora biti § & X. Ne

1
gubeéi od opStosti mofemo predpostaviti da je & > 1(x), 1(y), 3to, na
osnovu & g€ Xgiiala = wB za neko B < wy ), 2znadi da je visina talaka u’ i
v? udrvetu T(X)™ jednako 8+1. Dakle, i visina tafaka u i v u dryetu

T(Y)y je Jjednaka &+1, Sto, na osnovu & e {a|a = wﬁ, za neko B < w11 i

8 > 1(y), znadi da je 1(u) = 1(v) = 6+1. Dakle, imamo dve tadke u,v e Bos
sa osobinama u £ v, 1(u) = 1(v) = &1, u |86 =v |6 i 6 ¢ X (jer je b e X
iXNY = ¢). Kako 8 ¢ Y, to je u|Y = v|Y a kako su u|¥ i v

= Y elementi
lanca b istih visina, to je ul? = v!?. To znac¢i da je u = v, suprotno

gornjoj &injenici u ¥ v. Dakle, B2, nema neuporedivih elemenata, Sto je

trebalo pokazati. m

LY

Teorema 2.5. Postoji o%1 med jusobno neizomorfnih totalno krutih

Aronszajnovih drveta.

Dokaz:Neka je £X8|6 < w,} dis junktna kolekeija neprebrojivih
{

podskupova od {a < w,la = wﬂ za neko ﬁ}. Ovoj familiji skupova odgovara
familija & = {T(X6)|6 < w.} Aronszajnovih drveta, pri &emu predpostav-

ljamo da su njeni elementi disjunktni skupovi.

Induktivno éemo konstruissti monotono r-stuéi niz Ta’ a < wy

Aronszajnovih drveta, tako da je Ta podetni komad od T za svako

B,
a < B < wy.
Neka je T = T(X_ ). Svakoj tadci x e R T, (a postoji samo jedna)

dodeljujemo drvo T(x) & J'—{TO}, tako da ta korespondencija bude 1-1 i

minimalna, Sto znaldi da ako.je T(Xé) dodeljeno nekom x ¢ ROTO, tada je

i T(X6:) za svako &/ < 6 takodje dodaljeno nekom x € ROTO. Neka jJe

?: {T(x)lx e ROTO} . Neka je

o~
Tl = LtROT (To: Jl)’
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drvo dobijeno bodnim umetanjem T(x) na mesto x e To’ za svako x ¢ RoTo
(v. poletak odeljka). Direktno na osnovu odgovara juéih definicija pro-

veravamo da Jje Tl Aronszajnovo drvo 1 da je TO njegov poCetni komad.

Predpostavimo da je a < wy takav ordinal da je T , B < a veé

P

konstruisano,

Ako je a graniBan ordinal, tada stavljamo

T =T {?ﬁlﬁ < a} ;

Neposredno proveravamo da je TCL Aronsza jnovo drvo, dok &inje-
nica da je T poletni komad od Ta’ za svako 8 < a, sledi direktno iz

induktivne predpostavke.

Neka je sada a = p+l. Za svako x e R T odaberimo T(x) e, koje
do sada nismo koristili, tako da ta korespondencija bude 1-1 i minimalna.

Neka je

ol
T o= Dgeq K20 dds
a a

o
gle je J&: {T(x)lx € RBTB}. Opet se ne zadr¥avamo na jednostavnom do-
J

kazu &injenica da je TOL Aronszajnovo drvo i da je T, (a time i T&’ 5 < B)

B

poCetni komad ot Ta' Neka je

T = U{T ] a < w,}
w9 t a ’

Da je Ta poCetni komed ot Tw , za svako a < wy sledi direktno na osnovu
1

iste C€injenice za T[3 - Tﬁ" za svako B < B/ < wy.

Po konstrukciji lako pokazujemo da je RﬁT = R za svako B < a

gl

odakle je RT = RT , za svako a < wy , 3to znaci da je T  jedno nor-
a Wy ﬂ Qa w4

malno (w,,w,)-drvo.

DokaZimo da je Tw Aronszajnovo drvo, Predpostavimo suprotno, tj.
1

da Tw sadrzi jedan maksimalan ws-lanac b. Neka je x € b jedinstven ele-

1

ment iz bNnR T , 2za svako a < wy, Kako je RT =R T, to jex €T,
a”w a” w a a a a

1 1
za svako a < wy. Neka je a < wy; granicéni ordinal, tada, na osnovu defi-
nicije T _, znamo da postoji B < a, tako da je x € Tﬁ' Neka je h(a) je-

dan takav B < a. Time smo definisali regresivno preslikavanje

h: {a < w,|lim(a)} - wq. Dakle, postoji stacionaran Cgi{a < w,|iim(a)} i

< Wy,
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B < wy, tako da je h"(C) = {B} . To zna®i da je x_ & TB’ za svako
ae C, Kako je T poletni komad od T i kako je (x la e C§ kofinalan
B €+ { a J

sa b imamo da jJe bg:TB. Med jutim, ovo protivredi &injenici da je T
Aronsza jnovo drvo, Ovim smo dokazali da je Tw Jedno (normalno) Aron-
1

szajnovo drvo. BokaZimo sada da je Tw totalno kruto.
1

Predpostavimo suprotno, tj. da postoje x,y € T 3 X # v, tako
W1
da je TZ izomorfno sa ™ . Predpostavimo, odredjenosti radi, da je
1
y(x)s Y(y). Neka je m: T - Ti jedan od automorfizama,
1
Prilikom konstrukecije drveta Tﬁ+1’ gle je § = y(x) imali smo
da je T(x) e T bilo bodno umetnuto na mesto x ¢ R. T drveta T.. To zna-

gi da je T(x)c T ida je U= ﬁx} u T(x) poSetni komad drveta Tw . To
1

znadi da je i ﬂ”(U) poletni komad drveta Ty Za svaki graniéni ordinal

a < wy, a > y(y) odabiramo proizvol jan Y, & ﬂ”(U)rwR T, - Kao i gore,zna-
Wy

mo da Jje Wi & Ra?a' Na osnovu definicije Ta’ za granian a < wy, znamo
da postoji najmanji f < a, sa osobinom v, € T .. Pored toga, u sludaju
B > O mora biti B = 6+1 za neko B. Ako va%i ovaj poslednji slulaj, to
iz veze

T, = LtRéTé(Tg, fg),
znamo da postoji jedinstven zZ, € R6T6’ tako da je N Té ). Oznadimo

B sa i(a). Time smo dobili regresivno preslikavanje i: |a < wy|lim(a)

b
a > y(y)! > wy. Dakle, postoji stacionaranDC (a < w,lllm a), a >y (y)

L )

i By < wy, tako da je i"(D) = {ﬁ,} . Pored toga, predpostavljamo da je

u sluaju By > O, 2, = 2¢€ R T , 8de je By = 8;+l. Po definiciji pres-
likavanja i imamo da Je ¥, Ia > D} E) pri demu je, u sludaju By > O,
ispunjeno {y Ia € D} c T(z), z € R T6 . Pored toga u slufaju gy > 0 imamo

da je y < z, odakle je x # z (gde je < relacija uredjenja drveta T ).
Posmatra jmo prvo sluaj By > 0. Neka je V = ( y <u < 3 U T(

tada je V poletni komad drveta T,.» ba_Jje takav i B = Vna (U). B je,
1

pored toga, i neprebrojiv, jer sadrZi yala eD . Ako je z=y, tada su
A - fx} iB - (y} izomorfni neprebrojivi pofetni komadi drveta T(x) i

T(z), respektivno, gde je A = ﬂrl(B). Med jutim, ové protivredi Lemi 2.4.,
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Jer iz x £ z sledi da je T(x) = T(X ) i T(z) = T(X ) za & £ &, Ne-
ka je sada z £y, tj. z >y i neka je x’ ¢ A, takav da je w(x’) =
Kako je z >y, to je t’ & T(x). Neka je B’ = BNT(z 14 & s —1(3’)
tada su A’ i B’ neprebr031v1 izomorfni podetni komadi drveta T(y)y' i
T(z) gde je x" = 1 (mlnT(z)) sukcesor tadke x’ e T(x). Medjutim, ovo
protivredi lemi 2.4., jer je T(x) = T(Xg) iT(z) = T(Xé,), za § £ &',

Neka je sada By = 0. Neka je B = TN (U) i A = «r"l(B), tada

Su A i B neprebrojivi poSetni i izomorfni komadi drveta U(= U T(x))
i Ty jer B:D{§ la €D | (primetimo da jeyeT ) Neka je y’ = w(mlnT(x))
iA° = A-{#} i B? - B- y? Tada su A’ i B’ izomorfni neprebro jivi poSet-

b
ni komadi drveta T(x) i Ty . Med jutim, ovo protivre&i lemi 2.4.,jer je
T(x)=T(X ) za 8 > 0. Ovo kenadno, zavrSava dokaz da je T totalno kru-
to Aronsza jnovo drvo. o

Drvo Tw smo mogli konstruisati na gornji nadin ne koristeéi
1

sve elemente famili je 5f§eé samo elemente jedne njene neprebrojive pod -

familije {T(Xé)lé € F}, FCwy, |F| = wy. Oznadimo sa Tz tako dobi jeno
1

drvo,

Neka su F i G proizvoljni neprebrojivi i razliditi podskupovi
od wy. DokaZimo da su drveta T£1 i TG neizomorfna. Neka je, na primer,
F-G £ ¢ i neka je & < wy jedan element te razlike. Drvo T(X ) je koril-

¢eno prilikom konstrukcije drveta T s Sto znadi da postOJl B < wy 1
W4

X e Rﬁ’l‘g R T(m, tako da je T(x) = T(X,)C TF&IQ To

Predpostavimo da postoji izomorfizam 1r: TF - TG . Ponavlja juéi

w1 1
gore sprovedeno rasudleanJe moZemo naéi T(z)c:T . x' e T(x) i 2/ ¢ T(z),

tako da drveta T(x) i T(z) imaju izomorfne neprebrojive poSetne ko-
maede. Kako je T(z) = T(Xé,) za neko &’ € G, to je & ¥ &' &ime dobijamo

protivrednost sa Lemom 2.4. Ovo dokazuje da je

{Tf)1 IFQOH i IFI = (1)1}

familija modi 2*' med jusobno neizomorfnih totalno krutih (normalnih)

Aronszajnovih drvets, &ime je dokaz teoreme zsvrien. =
Kako postoji familija % modi 2% neprebro jivih podskupova od

wy, takva da je F-G # ¢, za svako F,G e F, F £ G, to iz dokaza predhodne
teoreme zakljuSujemo da je { |F e;f} famili ja moél 2®' totalno krutih
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-Aronszagnov1h drveta, takva da TF nije izomorfan podetnom komadu
od T s za svako F,G e‘f F £ G. Sledeca teorema je posledica pred-

w4
hodne i predstavlja konadnu dopunu teoreme 2.2, =

Teorema 2.6,

1. Postoji kruto Aronszajnovo drvo.

g%,

oW1,

"

2. Postoji Aronszajnovo drvo T, za koga je o(T)

"

3. Postoji Aronszajnovo drvo T, za koga je o(T)

Dokaz: Tvrd jenje 1 sledi iz predhodne teoreme, Neka je T’ sle-
dede drvo

N e w pu‘ta,

gde je T kruto (normalno) Aronszajnovo drvo. Neposredno proveravamo
da je o(T?) = Zw, Sto dokazuje 2.

Dokazimo sada 3. Neka su S i T proizvoljna normalna (wy,w)-dr-

veta. Drvo U = S @ T definiSemo na skupu

U={®ﬁ”se&teTiyﬁ)=ﬂﬂ},

relacijom (s’t’) < (s,t) ako i samo ako je s’ <g 8 1t <5 t. Neka je
50 _ {s € @'2| {a|sa £ 0 } je konaéan} i neka je T proizvoljno normalno

Aronszajnovo drvo., Lako se proverava da je U = §O®_2, takod je, normalno
Aronszajnovo drvo. DokaZimo da je ofU) = o™, Za svako f ¢ “'2 definiSe-

; o
mo automorfizam Mo drveta S sa

me(s) = 5, gde je 3(&) = (s(&>, ako je g} =
1-s(E), ako je f(&) =

Jasno je, da je mp, £ ar e za f { g, odakle imamo da je G(S Jieio®l, ga

svaki automorfizam ﬂ'drveta S definiZemo automorfizam m drveta U sa

w(s,t) = (m(s), t).

Jasno je, da je my £ mo,za m # mp, 3to znadi da je ofU) =
vaZi tvrdjenje 3. 'm

o™ ¢,
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Glava III

1. KUREPINA HIPOTEZA I RELACIJE
PARTICIJA

Bide kori3éene razne forme uopStenja Kurepine hipoteze u is-
pitivanju relacija V iz [26, str. 18]. Tako éemo modi dobiti konsis—
tentnost negativnog odgovora na Jedan problem istog rada. Inale, do~

bro je poznato da se o tom problemu ne moje govoriti u ZFC (111 ZFC4+GCH).

Kurepina hipoteza KH (v, §1.I) se prirodno uopStava na slededi
nadin (v. [9, str.lo]). Neka je « > w proizvoljan kardinal, tada stav-

1ljamo
(\/
KH(k): Postoji familija & c P (k), takva da je [%?] > k, dok je za

svako a < «k

(£nale s?}l & la, + @

Hipotezu KH(x), x > w mo%emo dati i u terminima drveta:
Postoji drvo T = (T, sT) visine «, koje ima > x maksimalnih
k=lanaca, tako da je
IRGTI < |a| + w, za svako a < k.

Slededa forma uopStenja Kurepine hipoteze pripada C.C.Changu
(v.[8] i1i [9, ¢p. 18] ). Neka su « i A proizvoljni beskonadni kardi-
nali i neka je A < «, tada stavljamo:

KH(k,\): Postoji familija 4 c P(k), takva da je 157] > k, dok je
][fmxlfe‘f}l il e vy

za svako xC «, lxl < A

Dokaz sledede teoreme moZemo nadi u [9, ch, 18].
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Teorema 1.1. (Jensen). Neka va%i V=L,

(i) za svaki regularan neprebrojiv kardinal x i neprebrojiv kardi-

nal X < « va¥i KH(«,7);

(i1) ako je x regularan neprebrojiv kardinal, tada KH(«,«) va?i ako i

samo ako « nije neiskaziv kardinal. m

Sto se tile KH(x) za singularne kardinale k, poznato je da
KH(k) ne va%i, ako je x > cf(k) > w (v. [25] ili [4]). Medjutim, poz-

nato je da, na primer, KH(ww,ww) moZe va%iti,

U teoremi 2.5., §2.I smo videli da je Kurepina hipoteza ekvi-
valentna sa egzistencijom Kurepinog tipa, tj. ured jajnog tipa ¢ koji
ima osobine: [¥| > wy, d(¥) € wy 1¥ ne sadr¥i ni jedan realan nepre-
brojiv podtip.Sada éemo u termine ured jajnih tipova prevesti i ostale

forme Kurepine hipoteze.

Teorema 1.2, Neka je « > w proizvoljan kardinal, tada je KH(k,«)

ekvivalentna sa sledeéom redenicom:

postoji uredjajni tip v koji zadovoljava sledeée uslove:

(1) el >«
(ii) d(») < «;
(iii) a(¥) =|¥| za svako ¥ < ¥,|¥| < «.

Dokaz: Neka je ?Ng P(k) familija koja zadovol java KH(«,«k).
Elemente familije 9?gemo identifikovati sa odgovarajudim karakteristid-
nim funkci jama, tj. elementima skupa “a, Familiji grdodeljujemo drvo
I=(T,c), gle jo

T = {t € KZI(afe% (tcf)} .

Kako je I{frﬁa]f egiy < la| + @ to je i IRQT[ < |la] + w, za svako a < k.

Odatle posebno imamo da je [TI < k. Odbacivanjem nekih ¢lanova famili je

grgoéemo predpostaviti da za svako f € 1 tcf,t e T postoji £’ ¢ EFJ,

2 £ £ i 2D t, Pored toga, elemente famili je gfidentifikujemo i sa mak-
simalnim k-lancima drveta T. Za dva neuporediva elementa by, 2 8 T

definiSemo
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’ 4 ] ’ i
p(tyt’) = min {a | t, # taj :
Neka je
g =
Y = tp(d:, < ):

gde je < leksikografsko uredjenje familije (’JZ' Doka%imo da ¢ zadovo-
ljava uslove (i)-(iii). Uslov (i) vazl, Jer o | = I?] > k. DokaZimo
(ii). 22 svako t € T odaberimo f(t) ef £f(t)> t, pri Semu, u sludaju
da postoji, biramo da bude <-najmanji element iz f sa tom osobinom, Do-

kaZimo da je

D J ()|t e T?

P .
gust u (¥, <), odakle ée (ii) slediti, jer |D| < |T| < «. Neka su

f"‘ . . 0 . . - * s
£, £, e, f, =< f, proizvoljni. Tada je po definiciji f‘l(p (fl’fg)) =0
i f‘2(p(f'l,f2)) = 1. Neka je t = £, | (p(fl,fz) +1). Ako za t & T pos-
toji~<-najmanji £ e ¥ sa osobinom f D t, tada je on jednak sa f(t), pa
je £, < f£(t) =< f,, $to nam i treba.

Predpostavimo da <-najmanjeg f € CJZ: fOt nema, Neka je f5 € ?

takav da je 3Dt i fy< fy. Neka je t’ = T | (P(f2’f5) + 1), tada va%i

f1=< £(t’) < o)

Sto je trebalo dobiti. DokaZimo sada da vaZi uslov (iii). Predpostavi-
mo suprotno, tj. da postoji cfip C 27, tako da je [D]| < I“ﬂl < K
i tako da je D gust u (3,-< ). Prelazedi na podskup od \ﬁ mozemo pred-
postaviti da je A\ = I‘ffl regularan (Sak i sukcesor). Pored toga, jasno

je, da je A > w.

Induktivno po slojevima Uo.’ o < X éemo konstruisati poddrvo U
drveta T.

Neka je a x A 1 neka smo UB’ B < a veé konstruisali tako da va-

Ze induktivni uslovi:

- IUﬁ' < Iﬁl + w, za svako B < a ;

- neka je £ £ J i neka je du¥ina lanca ft e Ulaltc f| manja od a, ta-
da postoji t(f) e U| a, tako da je {f" > ‘fj |25 t(f) | = (f‘} ;

-[f‘ etfj|f3t};(¢za svako t & Ul a. | 7
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Slucaj 1: a= 0. Neka je Uo = {qb}

Slucaj 2. a = B+l. Neka je t ¢ U takav da je I(f' € lth}b 1.
Jasno je, da postoje tys t10¢, t oty e R6T za neko 5 < «, ty £ ty,
tako da su I, = (f’ > ("7 |f Dtox i Il = {f € %7 |f 31:1? dis junktni ne-

parni i I VI, = ff £ Lf“/ |t Dt}\. Neka je

=U ,( {to,tl} It e U E’f e Yles t}l > 1}.

Jasno je, da v-zi ]Ua.l < |a| + w. Zato dokaZimo samo n epraznost skupa

Ua’ tj. egzistenciju t e U za koga je gf‘ € %Ifat}l > 1. U suprot-

nom bi, na osnovu induktivne predpostavke, svakom f ¢ ﬁ odgovarao
t(f).e U|a, t(f)cf, tako da je [f’ € % i t(f)? ] To znali da

g.
je £ » t(f), fe ‘9 Jedno 1-1 preslikavanje skupa moél A u skup moéi
< Ja] +w < A, 3to je nemogude,.

Sludaj 3. 1lim(a). Neka je

U, = {Ub [bCU |a je maksimalni a-lanac i {f e ff7|f DUb} £ ¢} .

Kao i gore dokazujemo nepraznost skupa U » pa za to dokaZimo samo

|U | la] + w. Predpostavimo suprotno, tJ. da je IU l Za svako
t e U fiksirajmo f(t) e %7 sa osobinom f(t)c t. Neka je (ﬁ’ = ;f(t)|
|1: € Ua}. Dakle, I ‘3’] = IUGI Jednostavno proveravamo da za f ¥ f?,

T, ' e %}’ postoje t, t’ e U, za neko B < a, t £ t’, tako da Je
tCf it Cf’. Dakle, p(f,f?) = p(t,t?), tj.

x =?p(f,f’)|f,f’ e, £ 4 f’q‘, c v(p(t,t’”t,t’ Uy Becaity t’} )

Kako skup na desnoj strani ima moé < |a| + w, to je |x]| < la] + w.

Neka je f,f’ ¢ %’ i f # £, Ako nredpostavimo da je, na primer,
f< £ to je £(8) = 01 £2(8) = 1, gde je & = p(f,£?) & x. To zna¥i da
je 8 e (f2-f)nx. Dakle, za £ £ £7, £, £’ ¢ Y imamo da je £ x £ £n x.

To znadi da skup
{fnxlf > ?I}

. ’ v . c\’
ima moé 2 l ‘g'l > le, Sto je suprotno predpostavei da F zad ovol java
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'KH(K,K). Ovo zavr3gva dokaz induktivnog prelaza u sluda ju 3. Neka je

v=ulu |a,<)\} i
a \

neka je U= (U,c ). Doka%imo da svakom f & %’odgovara t(f) € U tako
da je {f’ eg?lf’:)t(f)} = (f}. Predpostavimo suprotno, tj. da za f ¢ &
takvog t(f) e U nena. éo konétrukciji, to znali da je b = {t eUlt c R

\ L =
jedan maksimalni A-lanac drveta U. Neka je b = gtala < xj njegova mo-

notona numeracija. Takodje, po konstrukciji za svako a < A moZemo oda-

brati fa 887, tako da je ta(: fa i ta*l¢ fa. Bar jedan od skupova

. i s 2
A [fcl|fa—< fml} i {fqlfa >-fml),

ima moé A i predstavl ja dobro uredjen ili inverzno dobro ured jen pod-
skup od (9, <), ¥to je suprotno sa predpostavkom da je d(9,< )<|p| < A.
Dakle, svaki f ¢ %?inm.t(f) e U. Kako je A regularan i IDI < N to postoji
a < A tako da je

Yh(t(f)) < a, za svako f D,

Kako je |Ual <la] + 0w @ U |al < la] + w), to mora po-
stojati t ¢ Ua tako da je I(f efflf:)t}] >1 (to smo dokazali u sluda-

ju 2). Neka je f,f, ey, £1,0,5t e U'(1 if) < f,. Keko je D gust u
(Z?,-<) to mora postojati f € D, tako da je fi= f= f,, odakle ée lako
slediti da je t(f);>t.'Dakle, Yh(t(f) > a, 5to je suprotno sa izborom
ordinala o < A, Ovo zavr3ava doksz da ¢ = tp(gi-<) zadovol java uslov

(iii) &ime je dokazana jedna implikacija teoreme.

Doka¥imo sada obrnutu implikaciju. Neka je o= tp(E, <) uredjajni
tip, koji zadovoljava uslove (i)-(iii). Predpostavljamo da je (E, <) gust

linearno uredjen skup i da jeD = xa[a < k) Jjedan njegov gust podskup.
(

Induktivno po slojevima Ta’ a < k+1 éemo konstruisati drvo atomi-

zacije linearno ured jenog skupa (E, <) visine w+1l. Neka Jje a < k¥ 1 neka
ﬁ’
Slucaj 1. a = 0. Neka je To = [E}.

smo T

B < a veé konstruisali tako da je ITB! < BI + w, 2z svako B < a.
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SluCaj 2. a = P+l. Neka je I ¢ T i |I, > 1, Ako je x_. & I unutra$-

nja tadka tog skupa, tada stavljamo IO = (-, Xﬁ]f\I i Il = (XB’ «)nI

u ako nije tada je u toj definiciji xB zamenjujemo sa proizvol jno oda-
branom unutraSnjom tadkom skupa I. Na standardan nadin pokazujemo da je

Ta =U { kIO,II}II € TB’ 1| > l} neprazan i da ima moé < |a| + w.

Sludaj 3. lim(a). Neka je tada
'l‘cL = {ﬂb|b;CT a je maksimalni a-lanac i Nb ¥ ¢-< .

Opet se ne zadrZavamo na dokazu da je Ta neprazan, DokaZimo samo da je

lTal < |a| + w. Predpostavimo suprotno, tj. da Jje la| < IT

. Za svako
I & T, odaberimo x(I) & I proizvoljno. Neka je F = x(I)[I g T 1 odakle

je || = ]T . Neka su I;,I, e T | (a+1) elementi istog &vorista drveta
T \(a+1) DefiniSimo:
Il-< I2 ako i samo ako je x <y, za svako x g I iye 12.

Neka je < relacija prirodnog uredjenja drvetas T | (a+1) odred jena
ovekvim uredjenjima 8voriSta. Neposredno proveravemo da je T|a gustu
(T 1 (as1),<), 8to znadi da je

a(T | {arl), <) < |a| + o

Neposredno provernvamo da je preslikavanje x(T) - I, I ¢ T izo-

morfizam 1zmed3u (F, < NF ) i jednog podskupa od (T l(a+l <) (naime,
(TG,—<r\Ta)).

Dakle, imamo da je
a(r, <rﬁF2) < la| + w < |P],

Sto protivredi uslovu (iii).

Neka je

T, = {ﬁ'b[bQ?T | k je k=-lanac inb # ¢2.

T:U{Talas/{}

iT= (T, D). Po konstrukciji imamo da x € E odred juje lanac b(x) =

Neka je

= (I > TII > x} visine < «, samo ako je (x} e T |K.’Kako je IEI > K

~



77

i |1 k| <« to

N
E - {x e E[b(x) je w+l-lanac drveta g}

ima moé > k. Neka je x, x* € E’ i x £ x*. Doka¥imo da je b(x) £ b(x?).
Predpostavimo suprotno da je b(x) = b(x’) = b. Kako je D gust u (E <),
to postoji B < «, tako da je x < x_ < x’. Neka je I jedinstveni element
skupa berB. Po konstrukeiji su I = (" =x ]rWI il = (XB’ *)NI suk-
cesori I u TB+1. Tadno jedan od nglh prlpada b. Neka je to I . Med jutim,
tada va¥i x’ 4 I o* Suprotno predpostavei I, e b(x*) = fI £ TIIs x!
Dakle,

(1(x)|x g E’} -5

Je kolekcija moéi > k maksimalnih x-lanaca drveta T |k, gde je 1(x) =

= b(x) - (( }}.

P.d
Da bi dokazali KH(x,x) dovol jno Jje pokazati da éfzadovoljava
uslov

|[1<x>mx|x : E'}l < x| + @,

za svako XC T |k, |X| < . Predpostavimo suprotno, tj. da postoji bes-
konadan XCT | «, |X| <« 1 FCE, |F| > |X], tako da je 1(x)nx ¥
# 1(x*)NX, za svako x,x’ ¢ F, x £ x°.

Dakle, za svako x e F 1(x)nX je maksimalni lanac drveta [X,3)
pri Eemu moZemo predpostaviti da nema poslednjeg elementa, Neka su

I, I’ € X elementi istog SvoriSta drveta (X, D). Definifimo
I< I’ ako i samo ako je x < x’ za svako x e I 1 x’ ¢ I?
Neka je < leksikografsko ured jen je skUpa‘Qf: (1(x)r)X[x e F!

koje je inducirano gornjim uredjenjima SvoriZta drveta (X,> ). Na veé

uobidajen nadin mo¥emo dokazati da Je
a(L, <) < |x].

Neposredno proveravamo da je x »1(x)nX, x e F izomorfizam

linearno uredjenih skupova (F, <r1F2) i (¥, <). To zna&i da va¥i
a(F, <nF) < |x| < 7|,

$to protivredi Cinjenici da v = tp(E, <) zadovoljava uslov (iii) iz
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formulacije teoreme. Ovo zavrZava dokazd ruge implikacije teoreme

1.2. a time i Sitave teoreme. u

Sledeéa teorema nam daje prevod dvokardinalne Kurepine hipo-
teze u termine ured ja jnih tipova, Predpostavka GCH je u¢injena samo
zbog jednostavnosti formulacije, Sto znadi da KH(x,\) mo%emo prevesti
u termine ured jajnih tipova i bez te predpostavke, stim 3to demo ima-

ti nedto drugdiju formulaci ju,

Teorems 1.3, (GCH) Neks su x i X proizvol jni beskonadni kar-

dinali i neka je A < x, tada je KH(k,\) ekvivalentna sa sledeéom refe-

nicom:
postoji uredjajni tip o' za koga vaZ%e uslovi:

2) o | <«
(i) d(v ) < «;
(1i1) a(¥) = |¥|, za svako ¥ < ¢ » Y] <.

Dokaz: Kako je dokaz ove teoreme Jje analogan dokazu predhodne,
to ¢emo ovde navesti samo raglike. Ako je F c P(x) familija koja zado-
voljava KH(k,\), tada opet obrazujemo odgovarajuée drvo T = (T, c ),
TC“2. Kako va¥i GCH to je |7] <« pa e biti a(F, <) < k(jedino me-
sto u dokazu ove implikacije gle se koristi GCH). Ostali deo dokaza ove

implikacije je potpuno identi&an sa onim iz dokaza predhodne teoreme.

Kod dokaza obrnute implikacije opet konstruiSemo drvo atomizaci-
Je I skupa (E, <). U slufaju granicnog « induktivni uslov je lTa[ < k za
a < k. Ovaj uslov se odr¥ava pomoéi GCH. Ako je w= v’ tadas Je induktiv-
ni uslov ]TQI S K, za svako a < x.Ako je a < x granidan i IT | o] < k tada
Je ITal < k%= Ky na osnovu GCH. Dalji dokaz ove implikacije je potpuno

identian sa odgovara juéim dokazom u predhodnoj teoremi, m

Sada navodimo definici ju relacija V iz [26 8§18, 3. ] sa namerom
da posmatramo njihov odnos sa Kurepinom hipotezom. Neka su Ky Ny Uy, v

proizvoljni kardinali i neka el gr < w

= D»]p’v (1)

v o . r
oznacava sledeéu redenicu: ako je [«]

H

U {Ia,a < p} disjunktna parti-

cija skupa [«]", tada postoji BCx iD W, tako da je |B| =%, | = v
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i[B)fcu {Iala en} g
U [26, str. 154] Erd8s Hajnal i Rado napominju da posle rezul-
tata koje su oni dobili u tom radu ostsje sledeéi problem otvoren:
da 1i va3i « - [x*]i , 28 svako k > A 2 w 7
3

(videti, takodje, Problem 3.1. i Problem 3.2. iz [26] kao specijalne

sludajeve ovog problema).

U sledeboj teoremi je sadr¥an osnovni rezultat ovog odel jka.

Teorema 1.4, (G.C.H) Neka je ¥« > A > w proizvoljan par kardi-

nala, tada va%i implikacija
Bile, X5 = &5 4 P
KyN
Dokaz: Neka va%i Ki(x,.A*), tada po teoremi 1.3. znamo da pos-

toji uredjajni tip ¢ = tp (E, <) sa osobinama: | ¢ | > x; a(¥) < « ;
a(y) = |¥|, za svako ¥ s¢, |¥| <%,

Predpostavl jamo da je (E, <) gust linearno uredjen skup i da

je D

]

L 2 A
{xa|a < K} gust u (E, <). Particiju (Ia)a<x skupa [E]” defi-

niSemo sa
{x,y}( > ICL akko je a < ¥ najmanji ordinal sa osobinom x < X, < Y.

Kako je D gust u (E, <), to je jasno da je ovim particija (Ia)a<x

dobro definisana (i da je to disjunktna particija). DokaZimo da ova par-
ticija dokazuje «* A1 ..
Ky A

Neka su XC EiBC k, |[B| = X\ proizvoljni i neka je [X]Zg U{Ia|
la e B}.To znadi da za svako {x,y}( € [X]2 postoji a € B, tako da je
X <x <Y Neka je D? = {xala € E} i F=XUD’, tada ovo znadi da je
D’ gust u linearno uredjenom skupu (F, < N FZ).

Na osnovu treée osobine tipa ¢ imamo da je

IF| = a(®, < nF2) < [D’] = A

Dakle, |X| < A. Ovim smo dokazali da za svako X CE i B C «, |B| = A

iz [x1%c U {Iala £ B} sledi |X| < A, $to dokazuje x* 4 [x*]i Sk
;4
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Isto rasud jivanje dokazuje sledeéu teoremu pri demu se prime-

njuje teorema 1,2. umesto teoreme 1.3,

Teorema 1.5. Neka su ¥« > A 2 w proizvoljni kardinali, tada vaZi

implikacija
+ +.2
KH(k,k) => « A [A .
(1, &) ENS

Iz dokaza predhodne teoreme imamo informaciju viSe. Naime, go-

re definisana parcijalna (I€)§<K dokazuje relaciju «' - [x+]i ) 2o _sva-
’

ko N\, w € X < k, 3to je interesantno uporediti sa jednim opStim pita-

njem Erddsa Hajnala i Radoa (v. [26, str. 156. Remarks] ).

Na osnovu teorema 1l.l., 1l.4. i 1.5, imamo slededu teoremu, koja
daje konsistentnost negativnog odgovora na gornji problem Erd8sa, Hajna-

la i Radoa u sludaju regularnog «.

Teorema 1.6. (V = L) Neka je cf(x) = ¥« >\ > w, tada va¥i
S NS AN
Specijalan sludaj gornjeg opSteg problema ErdSsa Hajnale i Ra-
doa Jje pitanje vaZenjs relscije w, - [w,]i1’w (v.[26, Problem 3.1.a]
ili [22, Problem 19]). Danas je poznato da o vaZenju te relscije nemo%e-
mo ni¥ta reéi u ZFC (ili ZFC+GCH). U [22] Erd8s i Hajnal upored juju tu

relaciju sa KH 1 sa slededom re&enicom.,

TH(w, ): postoji familija moéi w, skoro disjunktnih funkcija iz P10,

/

(f,8 ¢ “'w su skoro disjunktne ako je {a < wy|fla) = g(a)7 prebrojiv).

Neki autori TH(w,} oznaavaju sa wKH.

2

(VD 0.).
Zato ErdSs i Hajnal (v. [22, Problem 19/c]) pitaju da 1i vaZi jedna od

Jednostavno se dokazuje da va¥i KH => TH(w,) => w, A [wy ]
obrnutih implikacija. Da ne vaZi TH(wy) => KH sledi iz sledede teoreme.

Teorema 1.7,

Con (ZFC + "postoji inakcesibilan kardinal") - Con(ZFC+TH(w, )+ TKH).

Dokaz: Pre svega podsetimo se da je ovde predpostavka egzisten-

cije inekcesibilnog kardinala i nuZna.
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Parcijalno uredjen skup C definiSemo na slededi nalin:

p € C akko je p prebrojiva funkeija, dom(p) C w, i rang (p) c L1;
P,q € C, p < q akko je dom(q)c dom(p);
a(E) c p(E), za svako £ e dom(q) i

q(8) nq(€’) = p(E) n p(&’), za svako
E, &' ¢ dom(q), E # E’.

Neka va%i CH. Doka¥imo da C zadovoljava w,-c.c. Neka je £ C Gy
I?T = W, proizvoljna familija. Na osnovu poznate generalizacije Leme

Marczewskog, znamo da postoji F C w, i.?ﬁggw, ]§5| = wz, tako da je
dom(p) N dom(q) = F, za svako p,q € F’, p # q.

Kako je ]FI < w i.|@1w| = wy, to na osnovu CH moZemo predpo-
staviti da je p |F = q | F, za svako p,q € F/. Neposredno proveravamo

da su svaka dva &lana p,q € F’ kompatibilna,

Takod je, je Jjasno da je C o-zatvoren parcijalno ured jen skup.

Neka je DE = (p e C| dom(p) 2 g}, E < wp i neka je Ea = (p e C|

\

ldom(p(g)) 3> a, za svako & e dom(p)}, a < wp., Neposredno proveravamo da
su])g, E < wp i Ea’ a < wy gusti podskupovi od C.

Neka je M p.t.m. ZFC4+GCH i neka je G M-generilki podskup od
[C]M. Na osnovu osobina parcijalno uredjenog skupa C imamo da M i M[G]
ima ju iste kardinale i funkciju kofinalnosti. Za svako E ¢ wg = sz[G]

u M[G] definiSemo

fp=U {p(g)l p e G, E'e dom(p)j-

Jednostavno se proverava da je [fglg < wgi familija moéi w¥ skoro dis-
junktnih funkeija iz ®'w, $to znadi da TH(w,) va®i u M[G].

Neka je M p.t.m. ZFC4+V = L i neka Jje « prvi inakcesibilan kar-
dinal u M, Neka je P = [P(K)]M, gde je P(k) parcijalno uredjen skup
Lévya, koji kalapsira «x u w; (v. 84.1I). Neka je G M-generidki podskup
od P i neka je N = M[G. Poznato je da va%i N |= TKH + GCH (v. [70]).

Neka je C = [C]N, gle je C gore definisani parcijalno ured jen
skup koji daje TH(w,). Dakle, ako je H N-generidki ‘podskup od C, teda
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va%i N[H] |= TH(w,). Za dokaz teoreme 1.7. je dovoljno jo¥ dokazati
da vaZi N[H] |= T1KH. Neka je T = (wy, ST) proizvol jno normalno (w,wy; )-
-drvo u N[H] (w4 = w¥ = wy[c][ﬁs. Trebamo dokazati da T u N[H] ima

< K = wy H maksimalnih wg-lanaca.
Za X < wp (= «) definifemo C, = fpl AP e c} 5 oM . fp-p{ A

lp € C}. Tada je (u N) |C | = wy, za svako A < wg. Neka je H, = HNC,
i HK = Hn Cx. Tada je Hi N-genericdki podskup od C, i H N[H ]-generi&-

ki podskup od e 1 wepi N[H] = N[Hk [Hx] "

Na osnovu leme istinitosti za forsing postoji A < wg (= k), ta=

ko da je T ¢ N[HK]. Kako je ICKIN = w§ iN-= (L[G])N (pri gemu mo¥%emo

smatrati G C « = wg), to po lemi kondenzacije postoji v < « (predpostav-
ljamo da je v regularan i neprebrojiv u M), tako da je I, C e M[G [HX
(definicije PY, P s &, G v <« videti u §4.1),

Primenom Leme 0.3. za Pv, Cki M[Gv] imamo da je Hi M[Gv]-generi-
8ki podskup od C, a g" M[Gv][HK]-generiéki podskup od P”i da va¥i

(e, 108 106" ] = ufe M”18 ] = N(x 1. (2)

Kako je C, o-zatvoren u M[G ] (jer je takav u N), to se svaki
prebrojiv niz iz M[G ][H ] elemenata iz M[G ] nalazi u N[G ], 8to znadi
da je P’ o-zatvoren i u M[Gv][Hx]’ jer je takav u N[Gv] (v. [70], [36]).
Iz istog razloga je CK o-zatvoren parcijalno uredjen skup u N[HX], jer
Jje takav u N. Primenom leme Silvera (v. [70] ili [36]) znamo da je sva-
ki maksimalni ws=-lanac drveta T iz N[H] sadr3an u N[Hx] a zatim u

N[Gb][Hi]’ na osnovu iste leme i (2).

Posmatrajmo parcijalno uredjen skup P, © C,uM (v. Lemu o.4).
Lako se proverava da je IPU ® CXIM < k. Po Lemi o0.4. imamo da je

M[Gv][Hk] = M[Gv ® Hx], gde je G o H, M-generi&ki podskup od

p, ® CX' Dakle, « je inakcesibilan kardinal u M[Gv][Hx]’ $to znali
da T ¢ M[Gv][Hx] ima < x maksimalnih w,-lanaca u M[Gv][ ] a time na
osnovu gore dokazanog i u N[H]. Dakle u N[H] ima < « = wy H] maksimalnih

w¢-lanaca drveta T, 8to je i trebalo pokazati, =

U radu [61] autor nas obave3tava da je teoremu 1.7. dobio i J.
Baumgartner (vidi, takodje [5, str. 235]). J.Baumgartner nije publiko-
vao taj rezultat, pa smo se odludili da ga ovde d okaZemo, radi komplet-

nosti diskusije gornjih problema.
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Na kraju posmatramo "Problem 7" iz [26, str. 164], koji gla-
si:

. 5 . 2 .
Neka je |S| = W, neka je [S]” = I U I,. Predpostavimo da
za svako X C S, IXI = wy postoji YCX, ]YI = wy, tako da je

[Y]Zg I,. Da 1i tada postoji S’°c's, [8’] = @, > tako da je
2
' 2
[s*]” c 1,7
Teorema 1,8. Neka va®i KH(ww, ww). Tada postoji S, |S| =0,

i particija [8]2 = I u I, tako da vaZi:

l’
(1) za svako X C S, |X| = wypostoji Y ¢ X, |Y| = wy, tako da je [Y]Zg;Il;

ot i B =
(2) ne postoji S’ C s, |S!] = w,,1» tako da je [s']°C I;.m

Dakle, imamo da KH(ww’ ww) implicira negativan odgovor na "Pro-
blem 7", Pre nego krenemo u dokaz teoreme 1.8. navodimo slededu lemu

koja ima 1 samostalni interes.

Lema 1.9. KH(ww, ww) je ekvivalentna sa egzistencijom ured jaj-

nog tipa ¢ sa osobinama:

1) lel >wg;
(11) 4(9) < wy

(iii) ako je ¥V < ¢ 1 |W| = wy, tada je wy < VY.

Dokaz: Neka je F C p(ww) familija koja zadovoljava KH(ww,ww ¥e
Kao u dokazu terema 1.2, i 1.3. elemente familije F identifikujemo sa

odgovara juéim karakteristicénim funkci jama.

Posmatrajmo drvo T = (T, c ), glde je

— {t e®l(Irerw) (tc f)} ,

3 = +1.
gde je & @,

Na osnovu osobina familije F lako proveravamo da Jje |RaTl < Ia] + Wy

za svako a < w, i da je R6T(= F)ima moé > W . Posmatrajmo sledeée w+l-pod-

drvo U = (U,C ) drveta T, gde je

U =U {R |n < w} .
Wn

Dakle, |R U| < wn, za svako n < w, dok RwU'= F ima moé >w .
n

Doka%imo da U ima slededu osobinu.
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(+) Ako je X C R U neprebrojiv, tada je takav i
Y:{tetﬂM(Est)(tcﬂ}.
Predpostavimo suprotno, tj. da postoji XC % IY] 2 Wy,
tako da je Y = {t eUlwl( 3fe X)(tc f)j prebroglv. Za svako f, g e ¥,

f #gpostojinc<wis, te RU, s £t iscf, tcg. Jasno je, da tada
vaZi p(f,g) = p(s,t). Ovo dokazuje inkluziju:

X = {p(f,g)lf,g eX, f ;(g}_c I{p(s,t)ls,t e Y, sZtiy(s)s Y(t)}.

Dakle, vaZi [x| s |Y| + w € w. Kao u dokazu teoreme 1.2. imamo da Jje

fNx £ gnx, za svako f,g e X, £ £ g, Sto znadi da je

I{fmxlf € F}I > |x| + w,
L
suprotno predpostavei o familiji F. Dakle, va3i (4).

Za svako n < w sloj RuU ured jujemo dobro uredjenjem < po tipu

< wn. Neka je
= tp (F, < ))

gde je < leksikografsko ured jenje skupa F inducirrno gornjim ured jenji-
ma slojeva. DokaZimo da ¢ zadovoljava uslove (i)-(iii). Krko je | v |
® | > w, to uslov (i) je ispunjen. Da va¥i (ii) proveravamo kao u
dokazu teoreme 1.2. Yoka%imo (iii). Neka je ¥ <o, |¥| = wy proizvoljan,
tj. neka je X CF, |X| = wy 1 ¥ = tp(X, <« ).
Na osnovu (+) Y = {t eUlw/[(Jfe X)(tcf‘)? je neprebrojiv.

. J
Neka je n < w prvi sa osobinom |RnY| 2 wy. Kako je ]ROYI < |ROU|

to je n > 0. Neka t ¢ Rn-lY ima osobinu da je Y’ = |s ¢ RnY!s:)t ne-
prebrojiv. Za svako s e Y’ odaberimo f(s) € X tako da je f(s)>s. Jas-
no je, da je X’ = {f(s)ls £ Y’} neprebrojiv < -dobro uredjen skup, odakle
imamo wy < V¥, tj. vaZi (iii).

DokaZimo sada obrnutu implikaciju. Neka jed at ured jajni tip ¢

sa osobinama: "Pl > w5 a(v ) < w5 28 svako ¥ <y, l\lf, = wy vaZi

w1 < \Fo

DokaZimo da za svako V¥ < ¢ , I‘I’[ < w, vazi d(‘l’) I‘Yl, tako da

¢e implikacija slediti direktno na osnovu teoreme 1.2
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Jasno je, da je dovoljno dokazati d(¥) = |¥|, za svako Vv < v,
IW[ < W .
w

Neka je V $¢,|W| < W, proizvol jan. Ako je V Jednak prebroji-

voj uniji svojik dobro ured jenih podtipova nema ni%ta dsa se dokazuje.

Dakle, predpostavljamo da V¥ nije jednak prebrojivoj uniji svo-
Jih dobro uredjenih podtipova. Pored toga na osnovu osobine (iii) tipa
¥ imamo da istu osobinu ima i V., Dakle, ¥ ¢ &, (specijalna klasa ure-
djajnih tipova ¥’ sa osobinama: ¥’ nije unija od prebrojivo mnogo svo jih
dobro ured jenih podtipova; za svako W < e, IWWI = wy vaZi @y < W, vi-
deti [3 ]). Na osnovu [3, Theorem 4.6, (i)] zakljuujemo da je x < ¥, gde
Je k = |¥]. To znadi da je a(¥) = « = | v

« Ovo zavrSava dokaz Leme 1.15. m

Primetimo da smo u dokazu direktne implikacije Leme 1.9, od
KH(ww,ww) koristili samo KH(ww,w1) i IT lwwl < W Kako smo ovaj pos-
lednji uslov mogli obezbediti, na primer, pomoéu GCH, to smo zapravo do-

kazali sledeée interesantno tvrd jenje.

Lema 1.1o. (GCH) Sledeéa tri uslova su ekvivalentna:
(a) Ki(u,0.);
(b) Wi, 00);
(¢c) postoji uredjajni tip ¢ sa osobinama:
) lel| >ay

(i1) a(v¢ ) < w3
(1i1) ako je ¥ < v, V| = wy, teda je w, < V. =

Dokaz teoreme 1.8. Neka je¢= tp(E, <) uredjajni tip koji ima

osobine (i)—(iii) iz Leme 1.9. DefiniSimo partici ju
2
[E]] = Tyu I, (3)

na slededi nadin. Neka je < fiksirano dobro ured jenje skupa E, tada stav-

1jamo

{x,y}; € Io’ Xy eE akko jex<y y<x

{X,y} {8 Il’ X, ye B akko je x<y x < y..

Doka¥%imo da je (Io,Il) trafena particija, tj. da zadovol java uslove (1),



(2) teoreme 1,8. Neka je X CE i |X| = wy. Na osnovu osobine (iii)
tipa ¥ znamo da postoji neprebrojiv <-dobro uredjen Y C_ X. Dakle, ima-
mo da je Y dobro uredjen i relacijom < i relacijom—<. Na osnovu opSte-
poznate Leme znamo da postoji Y’ C Y, IY'I = wy tako da se < 1< pok-
lapaju na ¥, tj. x,y € Y’, x < y akko x< y. Na osnovu definicije par-
ticije (Io’ Il), to znadi da je [Y']zg;Il, §to dokazuje da za (Io,Il)
vazi (1).

Doka¥%imo da za (Io,Il) va¥i i uslov (2) iz teoreme 1.8. Pred-
postavimo suprotno, tj. da postoji E’ C E, |E'| =W
e cr

wr 1’ tako da je

1
Na osnovu definicije (Io,Il) imamo da za svako x,y € E’ iz x< y
sledi x < y, tj. da je E? <-dobro uredjen. Med jutim, ovo protivredi &i-

njenici da je d(v ) < W, ¢ime se dokaz teoreme 1.8, zavr3ava. a

2. DRVETA I PARTICIJE

Na podetku ovog odeljka ée biti redi o egzistenciji Kurepinih
drveta bez Aronszajnovih i Cantorovih poddrveta. Dobiéemo neke rezul-
tate konsistentnosti, koje éemo kasnije primenjivati pri posmatranju

nekih problemaErd8sa i Hajnala iz [26], [22] i [23].

R.Jensen je prvi konstruisao Kurepino drvo koje nema ni jedno
Aronszajnovo poddrvo uz predpostavku V=L (v. [10, Theorem 4]). Konstruk-
cija bitno koristi neke specijalne osobine kardinala w, tako da se ne
moZe direktno uopStiti. Sa druge strane egzistencija takvog drveta ima
interesantne posledice kako u kombinatornoj teoriji skupova (v. [10])
tako i u skupovno teorijskoj topsvlogiji (v. [42]).Dakle, od interesa je

dobiti razna uopStenja te teoreme. Ovde éemo to postiéi metodom forsinga.

Neka je k regularan neprebrojiv kardinal. Parcijalno ured jen
skup KP(x) definiSemo na sledeéi nadin (uporediti sa [76] ili [36]).

Elementi skupa KP(«) su parovi p = (T lp) pri demu vaZi:

p)
(1) Ip je normalno (ap+1, k)=drvo koje ne sadr¥i ni jedno \A-Aronszaj-
novo poddrvo i nijedno v-Cantorovo poddrvo, gde je A > w proizvo-
ljan regularan a v > w proizvoljan kardinal; gp =(Tp, <), gle je

p
Tp ordinal iz «.
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(2) 1p je bijekcija izmed ju dom(1p)cC x* i zadnjeg sloja R, Tp drveta
P

T
-P
Ured jenje < skupa KP(x) definiSemo na slededi nadin: p < q
Py, q € KP(«) akko va¥i:

’

(3) Ip je endekstenzija drveta Tq, tj. 2p|(aq+l) = Iq'
(4) dom(1p)2 dom(1q).
(5) 1q(&) £ 1p(E), za svako E & dom(1g).

Pre svega primetimo da skup KP(x) nije prazan, jer drveta sa
osobinom (1) ima dosta i to proizvoljno velike visine, Naime, za pro-
izvoljno a < k skup {S € U{52|B < a}|{ﬁlsﬁ £ 0 } Jje konaéan} sa rela-

cijom C predstavlja jedno (a+l, x)-drvo, koje zadovoljava uslov (1).Po-
red toga, svako p € KP(x) ima dva nekompatibilna proSirenja, Sto se jed-

nostavno proverava,

Lema 2,1. Parcijalno uredjeni skup KP(«) je w-zatvoren. ViSe od

B < k elemenata iz KP(x) ima infimum

toga, svaki opada juéi niz{pa e’

p € KP(k), za koga, pored ostalog, va%i i dom(lp) = U{dom(lpq)[a < p} .

Dokaz: Jasno je, da se moZemo ogranifiti na sludaj kad je p < «

beskonadan i regularan kardinal. Neka je = U Tp la < ple Skup T’ ure-

- Ya
djujemo na prirodan nadin relacijom s , tako da (T°, < ) bude endeksten-

zija svakog Tp sy @ < p. Neka je D= U}dom(lpa)|a < pu) . Za svako E €D

a
sSa

5(8) = [t e P [(Ja < W(E e don(ip,) ¢ <p, 12,©))

je jedinstveno odredjen kofinalan lanac drveta T’, Svaki lanac b(E),
E e D femo produfiti jedinstveno, takoda dobijamo novo drvo T = (T, sp),
koje ima poslednji sloj., Time je odredjena i bijekcija 1: D -» poslednji

slojdrveta T. Neka je p = (T, 1). Doka%imo da p zadovoljava uslove leme,

Netrivijalno je pokazati samo da T zadovoljava uslov (1) iz de=
finicije skupa KP(x). Doka%imo prvo da T ne sadr?i ni jedno A-Aronszaj-
novo poddrvo, za proizvoljan regularan kardinal A\ > w.Lako proveravamo da
Je dovoljno posmatrati sludaj N = p > w, jer de ostali sluajevi slediti
direktno na osnovu predpostavke da gpa, a < W ne sadr¥i ni jedno A-Aronsza j-

novo poddrvo.
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ProSirivanjem niza {pa a < p moZemo predpostaviti da je
dom(lpa) = U[dom(lpﬁ)|ﬁ < a}, za svaki granidni ordinal a < p . Pred-

postavimo suprotno, tj. da T sadrZi A-ironszajnovo poddrvo S. Jedno-
stavnim rasud jivanjem proveravamo da moZemo predpostaviti da je R_ S
CRa_ T
a4 BB < u

Za svaki granifan B < p odredimo xB € RBS proizvoljno. Na os-

novu predpostavke o nizu {pﬁ}ﬁ < @ znamo da za svaki granidéni ordi-

za svako B < p (i da je niz {p strogo rastudi).

nal B < p postoji & < Bi E(B) e dom(lpé), tako da je xB = lpﬁ(g(p)) >
> pﬁ 1pg (E(B)) € RgS. Oznadimo ovo § sa f£(B ). Time smo definisali

fegresivno preslikavanje f: | B < pllim(ﬁ)} - p. Dakle, postoji stacio-

naran cg;{s < pllim(ﬁ)} i 8’ < u, tako da je £"(C) = {8’}. Kako je

IR68| < p; to moZemo predpostaviti da je g(ﬁ) = E’ za svako B g C.
Neka su B, B’ € C i B < B’ proizvoljni, tada je po definiciji preslika-

vanja f xg = lpﬁ(g,) < Py lpB, (") = xB,. To zna&i da je {xﬁlﬁ € C}

Jedan p-lanac drvetaS, ¥to je suprotno predpostavci da je ono p=Aron-
szajnovo, Ovo zavr3ava dokaz da T ne sadr%i A-Aronszajnovo poddrvo, za

svaki regularsn A 2 w.

DokaZimo sada da T ne sadrZi ni jedno v-Cantorovo poddrvo, za

svaki beskonadan kardinal v.

Predpostavimo suprotno, tj. da T sadr%i v-Cantorovo poddrvo S,
v > w. Neka je & takav ordinal da je yS = &+1. Dakle, po definiciji iz
§1.I znamo da je & kardinal < v. Jednostavno se proverava da moZemo pred-
postaviti da je R6S podskup nekog slojaldrveta'g, Sto na osnovu predpo-
stavke pﬁ e KP(k), B < p znadi da to mora biti poslednji sloj drveta pigh
Ako je v < p, tada na osnovu regularnosti p znamo da je S| 6g;TpB, za
neko B < p, odakle lako dokazujemo da Tp, sadrZi v-Cantorovo poddrvo,
suprotno predpostavei pB e KP(k). Dakle, mora biti v » p. Neka je X
skup svih t € RgS za koje je (-, t)s ograniden skup u (-, t)T- Lako do-
kazujemo da mora biti lX| € v, tako da odbacivanjem skupa X moZemo smat-
68' Za B < p
stavl jamo BB = {t € quB Tpﬁlt sp 8, za neko s g RBS}. Kako je BB =

={t/e Ra Tp |t <_ s, za neko s ¢ S|6 s, to jJe |V | € v, za svako B < M
4 PB p p g

ratida je (-, t)s neograniden u (-, t)T, za svako t € R
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Neka je A‘3 = 1;1(86), B < uineka je A = U{AB]B < p}. Dakle, imamo

da je IAI SV u = v, Jednostavno proveravamo da mora biti 1"(A):)R68,
odakle je IR68| S vV, suprotno predpostavei da je S v-Cantorovo drvo.
Dakle T ne sadr?i ni jedno v-Cantorovo poddrvo, za svaki beskonaan

kardinal v,
Dokaz sledeée leme je potpuno analogan dokazu Prop. 4.3, iz [(7].
Lema 2.2. Neka je « neprebrojiv regularan kardinal, tako da je

2 = Ky za svako A < k. Tada svaka kolekcijaf?T;KP(x) moéi k¥ ima isto-

brojnu podkolekeiju G ¢ija su svaka dva elementa kompatibilna, u

Neposredno proveravamo da su

D
a

1

(p € KP(K)lap > a} -1

el
Il

(p e KP(«)|& ¢ dom(lp)} .

o . < +
gusti i otvoreni u KP(k), za svako a < x i svako E < K .

Neka je M prebrojiv tranzitivan model (p.t. m.) ZFC4+GCH i neka je
K regularan neprebrojiv kardinal u M. Za parcijalno uredJen skup P =
—[KP(K)] vaii M |= "P je k-zatvoren i zadovoljava k'-c.c.", na osnovu
lema 2.1. 1 2.3. Neka je G M-generidki podskup od P tada M i M[G] imaju
iste kardinale i funkeiju kofinalnosti. U M[G] definiZemo

(u {Tplp £ G}, U { splp € G}).

Kako su, za svako a < « i E < K+, [D ] i [E ] gusti otvoreni podskupo-

viod P uM, to je T jedno («, K)ﬁirVO, pri cemu je

b(&) < ¢ e 21(Ip e O)(& ¢ aon(ip) at <, 12(6)) |

jedan njegov maksimalni k-lanac, za svako £ < K+, tj. I je x-Kurepino
drvo u M[G]. Na osnovu uslova (1) iz definicije skupa KP(x) imamo da T
ne sadrzi ni jedno A-Aronszajnovo poddrvo, za svaki regularan kardinal

w <A< k 1ni jedno v-Cantorovo poddrvo za svaki beskona&an kardinal v .

Lema 2.3, M[G] |= "I ne sadrZi ni jedno k-Aronsza jnovo poddrvo".
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Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da T sadrzi jedno k-Aron-
Szajnovo poddrvo S u M[G]. MoZemo predpostaviti da Jje S pofetni komad

od T. Neka p € G sve ovo forsira.

Dalje radimo u M. Neka je j: x » wxk takva bijekcija da iz
j(a) = (u,v) sledi u < a. Induktivno po a < k demo konstruisati mono-

elemenata iz KP(k) na sledeéi nadin:

tono opada juéi niz {éa} o

Sludaj 1: P, = P.

Sludaj 2: lim(a). Neka je trda p, Jednek infimumu niza ?pa36<a 5

kojeg smo dobili u lemi 2.1.

Sluaj 3: a = B+l. Neka je j(B) = (u,v). Ako je v » tp(dom(lpu)),
gde na dom(lpu) podrazumevamo uredjenje inducirano iz K+, tada stavlja-
mo p, = pB. Na osnovu predpostavke u < B imamo da je Py veé konstruisan
Sto opravdava njegovo gornje pojavljivanje. Predpostavimo sada da Je
v < tp (dom(lpu)) i neka je £ v-ti elemenat iz dom(lpu). Kako je P < p
to vaZi

py |[- "6 (E)5n
Zato postoji Py S p£3 i x e k tako da va¥i

P, ||- "X g g(é) - é",

pri  Zemu moZemo predpostaviti da je x € Tpa' Ovo zavrSava konstrukciju
niza [pa}a < i Neka je

C = (u < k[lim(a)A (B < a » §-1 (pxB)c a/\tp(dom(lpﬁ)) < a)} .

Kako je ¥ regularan neprebrojiv kardinal, to se na standardan nadin pro-
verava da je C zatvoren i neograniden podskup od k. Neka je B & C proiz-
voljan 1 neka je E ¢ dom(lpﬁ), tlakod je, proizvol jan. Keako je B granidan,

to po konstrukeiji u sludaju 2. znamo da postoji 6 < B, tako da je & edom(lps).
Neka je v < tp(dom(lpé) < By takav ordinal, da je £ v-ti element skupa
dom(lpé). Kako je B & C, to postoji y < B, tako da je j(y) = (8, v). Po

konstrukei ji pY+l u sludaju 3. znamo da postoji x e TPY*l’ tako da vaZi

Pg,1 |- "x e b(E) - s,



o1

Dakle, za svako E g dom(lpB) postoji x e TPB’ tako da va%i

)

py |I- v e b(E) - S". Iz p

|- "1§g(g) e b(E)", za svako E & dom(lp
imamo da vaZi

B P

|- "Ra>"Tp NS = ¢ "
= )

p
P Py B
e ~" ‘ v
odakle, na osnovu pB ||— "Ra; T = Rap Tpﬁ", imamo da vaZzi
b .ﬁ L] B
- "Ra¥Y Tn S = ¢"

suprotno ¢injenici da iz p13 < p sledi p_ ||- "S je poSetni komad od T

B

moéi x". Ovo zavrSava dokaz leme. m

Dakle, T je u M[G] jedno x-Kurepino drvo, koje ne sadr?i ni je-
dno A-Aronszajnovo i v-Cantorovo poddrvo, za svaki regularan kardinal

A 2 w i svaki kardinal v 2 w.

Iz dokaza predhodne leme se vidi da smo, takodje, dokazali da

{b(E)IE < it }

predstavl ja kolekciju svih maksimalnih k-lanaca drveta Tu M[G].

Posle ovoga se prirodno postavlja pitanje proSirenja gornjeg
rezul tata, tako da budu pokriveni svi regularni neprebrojivi kardinali
istovremeno. Drugim redima, da 1i za svaki regularan neprebrojiv kardi-
nal « postoji w-Kurepino drvo koje ne sadr?i ni jedno A-Aronszajnovo i

v-Cantorovo podrvo za svako A = ¢f(A) > w i v > w.

Koristeéi merod Eastona [20] pokazademo da je to uvek mogude,

time 3to demo pokazati da va%i sledeéa teorema.

Teorema 2.4. Neka je M p.t.m. teorije ZFC4V = L, Tada postoji Co-
henovo profirenje M[G] modela M, takvo da M i M[G] imaju iste kardinale i
funkciju kofinalnosti i da u M[G] vaZi:

(1) klase slabo kompaktnih kardinala V i L se poklapaju;

(ii) za svaki regularan neprebrojiv i ne slabo kompaktan kardinal « po-

stoji k-Suslinovo drvo;

(iii) za svaki regularan neprebrojiv i ne slabo kompaktan kardinal k po-
stoji «-Kurepino drvo koje ne sadr¥i ni jedno A-Aronszajnovo i
v-Cantorovo poddrvo, za svaki regularan kardinal A > w i svaki bes-
kona€an kardinal v;

(iv) GCH.



Dokaz: Neka je X klasa svih regularnih neprebrojivih i ne-
slabo kompaktnih kardinala u M, Parcijalno uredjenu klasu C u M defi-
nisSemo na sledeéi nalin;

f & C akko je f funkeija dom(f)c X (dom(f) je skup) i ako vali:
(1) f(x) ekp(k), za svako « € dom(f);

(2) |Andom(£)| < A, za svaki regularan kardinal \.

Uredjenje < na C definiSemo sa: f,g & C, £ < g akko je dom(f)>

dom(g) i f(x) < g(«), za svako, k & dom(g).

Za regularan kardinal A\ stavljamo

(@]
1

&‘ecjdomujg X (m&)}

(@]
I

(f e G| dom(£)N (A+1) = ¢3

/

Za regularan kardinal X\ i f ¢ C stavljamo £ o= f | (xn (A1) i
il f-f,. Lako proveravamo da je f -» (fk’ fx) izomorfizam medju C i
C, x Cx, koji prevodi (f,q) u fug. Neka je G proizvol jna M-generidka
podklasa od C i M[G] odgovarajuée Cohenovo pro3irenje (v. [66, 8127 ili

[79]). Za regularan kardinal A stevl jamo Gx = f If € G} i6 - (fx]f € G},

tada je Gy M-generlckl podskup od Cy» 2 a M[G ] -generifka podklasa od ¢t
ule] = M[G][G] (v. [e6, §19).

Lema 2,5, C, zadovoljava At-c.c. a CX Jje At -zatvorena arcijalno
—_——mre p
ured jena klasa u M, gde je A\ proizvoljan regularan kardinal. Preciznije,
neka je Ci = {f e C| dom(f) C XrWX}, tada va?Zi:

(a) svaka familija jTEfCK moéi At sadryi istobrojnu podfamili ji Fr o&i-

Jja su svaka dva elementa kompatibilna;

(b) svaka famili ja g’];Ci moéi N sadrZi istobrojnu podfamiliju F? gi-

Ja su svaka dva elementa kompatibilna.

Dokaz leme 2.5. Da je ch At -zatvorena klasa sledi direktno na 0s~-
novu (1) i (2) iz definicije C i leme 2.1. Neka je j?E;Cx proizvol jna fa-
milija modi A*. Kako je na osnovu (2) ldom(£)| < A i dom(f)c A+1, za svako
f-e Cy, to moZemo predpostaviti da je dom(f) = d, za svako f & F .




Kako je |KP(v)| < X za svako v < A i |d]| < A imamo da je

H{[KP(v)| lvea- {x} }

jer je N regularan i vazi GCH. Zato moZemo predpostaviti da je

A

Ay

e
f|(@a- {X]) = gléd-gx}), za svako f,g & F. Sada (a) sledi direktno na
osnovu leme 2.2. .

Ako je N = v’ za regularan v tada se (b) svodi na (a), jer je
tada C] = C, U sludaju A = v' za singularan v zakljuak (b) je trivija-
lan jer je tada lCil < v..Neka Jje sada N\ inakcesibilan. Na osnovu pozna-
tog uopStenja leme Marczewskog (v.[28]) znamo da postoji EE;Q <,
|3?7| =N 1dC Xn A tako da je

dom(f) N dom(g) =d,

za svako f,g e ¥/, f £ g. Kako je dCA, |d| < A to moZemo predpostaviti
da Jje f|d = gld, za svako f, g € 3Th Sada je jasno da za svaki par f,geg?;
va?i f u g < f,g, tj. vazi (b).m

Dokaz sledeée leme je potpuno analogan dokazu leme 12.1, iz [66],
te ga izostavljamo. Niz klasa u M i skup klasa u M definiSemo na prirodan
nadin (v. [66] ili [79, def. 4.1. i 4.2.]).

niz klasa u M, gde je A regularan kar-

B <A
dinal u M i Dp gust poletni komad od C, za svako B < A. Tada postoji
g € GK, takav da vazi

Lema 2.6, Neka je [DB}

(VB < x)'(a f e Gx) (fuge DB). -

Primetimo da nam lema 2.6. obezbed juje da C zadovol java uslove (G!!) i
(6r) iz [79; &4].

Definicije forsing relacija ||- i ||-* uzimamo iz [79, §4]. Kako
C zadovoljava uslov (G!!) iz [79], to imamo da vaZe sve tri fosing leme,
$to je dokazano u istom radu (videti, takodje, [66,812]). Dakle, ispunje-
ne su sve predpostavke osnovne teoreme rada [79], tako da moZemo zakl judi-
ti da je M[G] prebrojiv tranzitivan model ZFC (dokaz toga se moZe spro-
vesti na osnovu dokaza iste &injenice za Eastonovu klasu, koji jeqknt,

na primer, u [66,812]).
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Dokaz sledede leme moZemo naéi u [66, Lemma 12.2] ili [37,

Lemma 60], gde je ona dokazana za Eastonovu parcijalno ured jenu klasu.

Lema 2.7, (Easton) Neka je N proizvol jan regularan kardinal u
M i neka je f u M[G] preslikavanje iz A u M. Teda je f e M[GK].-

Da M i M[G] imaju iste kardinale i funkci ju kofinalnosti doka-

zuje se potpuno analogno dokazu iste &injenice za Eastonov model (v,

[66. §12]).

Doka%imo seda da GCH va%i u M[G], tj. da va%i (iv). Na osnovu

Leme 2.7. imamo da je

M[G] M[G ]

P(x) = P(n)

za svaki regularan kardinal A, odakle na osnovu poznate Leme (v.[66,
Lemma 11.1]) imamo da je

e )M 2 e ) PIT ¢ (e, MMM <t

Dakle, u M[G], GCH va¥i za svaki regularan kardinal. Za ostale
kardinale moZemo rasud jivati analogno pri Semu demo koristiti izvesno
prosirenje leme 2.7. Med jutim, to moZemo izvesti i na slededi nadin.Na
osnovu Leme 2.7. imamo da M i M[G] ima iste prebrojive nizove, §to zna-
i da u M[G], GCH va%i i za sve kardinale kofinalnosti w. Silverova te-
orema (v.[72]) nam daje Sinjenicu da GCH i M[G] va3i i za singularne kar-

dinale kofinalnosti vede ol w.

Neka je « € X, tada u M[GK] definiSemo
T(k) = (U ng(K)If e G, ke dom(f)}, U{sf(K)lf e G e dom(f)} Yo

Kao i gore dokazujemo da je T(k) k=Kurepino drvo koje ne sadr¥i
‘A-Aronszajnovih i v-Cantorovih poddrveta, za svaki regularan i beskonadan
A < k i svaki beskonalan v, Dakle, trebamo jo3 dokazati da T(x) ne sadr-
Zi ni jedno k-Aronszajnovo poddrvo u M[GK], Eime ée biti dokazan uslov
(iii) teoreme uz predpostavku da va%i (i), jer na osnovu Leme 2.7. drvo

T(x) ée imati iste osobine i u modelu M[G].

Lema 2.8. M[GK] |="T(x) ne sadr¥i ni jedno k-Aronszajnovo poddrvo".

Dokaz: Kako vaZi C, = C x KP(k), to éemo elemente skupa c, oz
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naavati kao parove (f,p), f €', £ e KP(k).

Predpostavimo da zakl juSak leme ne vazi, tj., da T=T(k) (u
M[GK] sadr%i «-Aronszajnovo poddrvo S. MoZemo predpostaviti da je S
poCetni komad skupa T, Neka (f,p) e GK S8ve ovo forsira, Dalje radimo
u M. )

Sublema 2.9. Za svako p’ < pikg«<«t postoji q € KP(«), g < oS
tako da vaZi

(£,0) [[- "(Ix e Tq)(x e () - s).

Dokaz subleme: Ovde je b(Z) maksimalni k-lanac drveta T(x) u

M[GK] koga smo definisali na poSetku odel jka,
Induktivno demo konstruisati nig {(f@, pa)} @ < & elemenata iz

CK, tako da vaZe uslovi

p’ i fa € f, za svako a/ < q < &;

Jje maksimalan skup med jusobno nekompatibilnih elemenata
; 3 <l

iz {g € CKIg f:}

Primetimo da e na osnovu (b) i leme 2.5.(b) biti & < «. Predpo-

stavimo da smo (fa’ pa),a < o' veé konstruisali pri Semu Je a’ < k. Ako
je {fala < a'} maksimalan skup uzajamno nekompatibilnih elemenata iz

(é & C;[g < f? » tada indukeiju zavrSavamo stavljajuéi & = a’ . U drugom

sludaju postoji £’ ¢ f, koji nije kompatibilan ni sa jednim fa’ a < al,
Na osnovu leme 2.1, znamo ds postoji r e KP(«k), tako da je r.<°p, za

svako a < a’.

Kako je (£’,r) < (f,p), to postoji (fa” pa,) < (f2,r) i x e «,

tako da vazi
(fan pq,l) H- "32 € b(é) - S",

pri ¢emu, jasno, moZemo predpostaviti da je x g Tpa,. Dakle, indukei ju
moZemo nastaviti. Kako C; zadovol java k-c.c. to mora postojati § < «, ta-

ko da se indukecija zavriava na koraku 6, tj. tako da va%i (b),

Na osnovu leme 2.1. postoji q e KP(k), takav da je q < p,, za
svako a < &. Doka%imo da q zadovoljava zakl juSak subleme. Za to je do=-

voljno dokazati da je



96

b ={onr>eckumr>s<fa>,(mr>|h'«3mﬂqxxaé<@-94}

gust u {(h r) e C l(h r) < (f,q)}

Neka je (g,q) < (f,q) proizvoljan. Kako je g < f to na osnovu
(b) mora postojati a < & tako da je q kompatibilno sa fa. Neka je h < f ,&.

. T 1
Kako je (h,r) < (fa,pa) to na osnovu konstrukcije niza t(f“’ pa) a<S ?

znamo da postoji x e Tpa Tq, tako da je
(2, 2y) |1- % e b(®) - 57,

odakle je (h,r) g D. Dakle, D je gust u ((h,r) € CKl(h,r) < (f‘,q)} Ovo
oznalava dokaz subleme. = -

Dalji dokaz Leme 2.8. je analogan dokazu Leme 2.3. Neka Je

J: k > k x k, takva bijekcija da iz j(a) = (u,v) sledi u < a.

Indukcitno po a < « konstruiSemo opadajuéi niz ( 3 elemenata
iz KP (k).

Sluéaj 1: a = 0. Neka je P, =

Slucaj 2 11m(a) Tada za P, uzimamo infimum niza {p } o? kojeg smo
dobili u Lemi 2.1.

Slucaj 3: a= P+l. Neka je j(B) = (u,v). Ako je v > tp(domllpu)), tada
stavljamo P, = Pge Neka je sada v < tp(domllpu)) i neka je E v-ti ele-

menat skupa dom(lpu). Na osnovu subleme 2,9, znamo da postoji P, < ta-

\pﬁ

ko da vazi

(£p,) 1l "(Ix e Tp)) (x e B(E) - 5)".

Ovo zavr3ava konstrukciju niza {pa}a <

Neka je

= {B < klLin(B)A (8 < p > 57(5 x 6)cC Batp(dom(lpy)) < B)} .

Kako je « regularan neprebrojiv kardinal to na standardan nadin
proveravamo da je C zatvoren i neograniden u «. Neka je B € C proizvoljan

ordinal i neka je £ € dom(lpﬁ) proizvol jno. Kako je B granidan ordinal to
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Jje pB konstruisano u sludaju 2. pa, specijalno, vaii dom(lpﬁ) = U
= U{dom(lp6)|6 < B} . Dakle, postoji & < P tako da je E ¢ dom(lp6 |

Neka je v < tp(dom(lps), takav da je £ v-ti &lan skupa dom(1p6). Kako
je BeC to jevc é odakle, iz istog razloga, postoji y < B, tako da

je i(y) = (8, v). Po konstrukeiji P Y slufaju 3. imamo

(£,0,,0) |- "@x e B )(x & b(E)-5)"

K j <
ako Jje Pg € P1o

to je
(r,5) 11- "Fx s Tpg)(x & bE) - 5).

Kako ovo va%i, za svako E e dom(lpa) i kako vaZzi

(£,p0) [1- "1py () & b(E)"
za svako & g dom(lpB), to je

(£,0) 11- "R '

Kako va%i (f,pﬁ) |- "ﬁE;“/&pB = Raé T(xk)" to je

suprotno predpostavei da iz (f,pﬁ) < (f,p) imamo da vaZi (f’pa) |- "s

je poSetni komad ot T mod k". Ovo zavrSava dokaz leme 2.8. m

Primetimo da se iz dokaza leme 2.8. moZe zakljuditi da

{b(g)lg <K }

predstavlja kolekciju svih maksimalnih k-lanaca drveta T(x) u M[G].

DokaZimo sada da vaZi zakl juSak (i) teoreme, tj. da se klase sla-

bo kompaktnih kardinala M i M[G] poklapaju, jer je LM[G] = M.

De je svaki slabo kompaktan kardinal iz M[G], takodje, slabo kom-
paktan i u M sledi na osnovu teoreme Keislera (dokez moZemo naéi u [9, ch.
15]. Da va%i i obrnuto tvrdi sledeéa lema &ijim dokazom ée biti zavrden

dokaz zakljuCka (i) teoreme.
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Lema 2.lo. Svaki slabo kompaktan kardinal « u M je slabo kom-
paktan i u M[G].

Dokaz: Predpostavimo suprotno , tj. da postoji slabo kompaktan
kardinal « u M, koji nije slabo kompaktan u M[G]. Kako je « inakcesibi-
lan u M[G], to u M[G] postoji k-Aronszajnovo drvo D= (k, ST). Mo Zemo
predpostaviti da iz a <p B sledi a < B. Na osnovu Leme 2.7. imamo da je

T g M[GK], Neka f e G sve to forsira. Dalje radimo u M.

Kako ¥ ¢ X to je C = C;. Na osnovu leme 2.5(b) imamo da C’ za-

dovol java k=-c.c., Sto znaél da mozemo smatrati da je B = RO(C’)C;VK. Ta-

kod je, moZemo smatrati da je za svaki inakcesibilan A\ < « BIV = BK =
RO(CK) Preslikavanje T’: « x k » B definiSemo sa
- ~ B
' (ayp) = £l a <. |,
T
ReCenica "f ]l-" (¥ x Ck)(x nije kofinalan lanac drveta 2)" " je

jedna ni redenica koja je zadovoljena u sirukturi (VK, e, Cl, B, T’,(f})
(njenu formulaciju videti u [59, str. 42]).

Kako je « slabo kompaktan to postoji inokcesibilan A < k, tako da

gornja redenica vazi u strukturi (V,, e, i, Bx T’IVK,(f}) pri demu je
TIx = (, < <o n? Je M[G n c/].

To znadi da je T|A jedno normalno A-drvo u M[waCi] koje nema

ni jedan kofinalsn lan=c.

Neka je x ¢ RXT proizvol jna tatka i neka je b = (-, x)T. Na os-
novu leme 2,7. imamo da je b ¢ M[GX] = M[GFWCi][GFWKP(X)]. Pored toga ¢l
zadovol java A-c.c. (lema 2.5.(b) dok je KP(A) A-zatvoren &ime dobi jamo
protivreénost sa slededom lemom. Dakle, dokazom te leme e biti zavrien

i dokaz leme 2.l0, =

Lema 2.11. Neka je M p.t.m., ZFC i neka su C i P parcijalno ure-

djeni skupovi u M, tako da va¥i M |= " C zadovoljava A-c.c. a P je N -zat-
voren", gde je A neprebrojiv regularan kardinal u M. Neka je G M-generi-

Can podskup od CxP i neka je

8y = {P e C|(p,1) € G}, G, = {q e P|(1,q) ¢ G} .

Neka je T normalno A-drvo u M[GC] koje nema nijednog mgzksimalnog



A-lanca. Tada-T nema ni Jednog maksimalnog A-lanca u M[G].

Dokaz: Pre svega imamo da je Go M-generian nad C a Gp M[G ] -

-generiCan nad P i da va%i M[G] = M[G ][Gp] Kako demo raditi sa dve

[GC], to demo, radi jednostavnosti zapisa, u

forsing relacije I]- i ]l-
termima odgovaraguélh JeZlk& forsinga 1zostavlgat1 posebne znakove, To
znadi da demo pisati Aumesto A~ s b umesto b, Jjer bi u suprotnom morali
da radimo sa oznadavanjima oblika %. Ne gubeéi od opStosti moZemo pred-

postaviti da je T = (A, ST).

Predpostavimo da zakljuak leme ne vaZi, tj. da u M[G] postoji
maksimalni A-lanac b drveta I. Dekle, postoji q € Gp takoda u M[Gc]
vazi

MG ],
H"p c

b je maksimalni A-lanac drveta I,

To znali da postoji p e Gc za koga vaZzi

P ll'f"ﬂz Je normalno X drvoa q ll_ "[b je maksimalni A-lanac drveta T,

M[Gc]
P

Dalje radimo u M., Doka%imo prvo sledeéu sublemu,

Sublema 2.12, Neka su a < \ i q, € P, 9, €9 proizvol jni, tada

postoji q’/ < qys tako da vsii

pll-, "Exer) @15 e,

Dokaz subleme: Induktivno demo konstruisati nig {(pg,qg, xg)}g <5
tako da vaZi:
(1) Py € C, Pp <pi 9z € P, za svako £ < &
(2) pp 1 Py, Su nekompatibilni i 9gs €9 S q, 2a svako E < E' < & ;

(3) Py Il"c "[xg € Ta'\ 9 []- "x_ e b"]", za svako E < &,

g

Urdinal & odredujemo kao najmanji ordinal na kome se indukel ja

zavriava, tj. za koga je € < 6| maksimalan skup nekompatibilnih ele-

{pgl
menata iz {r e Clr p} . Kako C zadovoljava A-c.c., to de biti & < X .

Predpostavimo da smo g(pg, s x€ } £ < g veé konstruisali, Ako
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Je {pglg < g'} maksimalan skup nekompatibilnih elemenata iz
{% € C|r < p} tada indukciju zavrSavamo stavljajuéi & = £’, U sup-

rotnom postoji p’ < p nekompatibilan sa svakim pg, £ < &', Kako je Ef < A

i kako je P A-zatvoren to postoji r e P, r < za svako E < E’.

%
Kako vaZi p Il-c"[q ||_p "(Jy e Ta)(y e b)"]" i kako je p’ s p i
r <q, toisto vaZi i za par p’, r, odakle je
P |-, MA@ <)@y e )0 [[- "y ebm)]

Dakle postoji Pes € pls Qg sri xgl e A tako da vaZi
— " - P " " |n

Ovo zavr3ava konstrukciju gornjeg niza. Kako je & < A i kako je
P X-zatvoren postoji q’ & P tako da je q’ < q,., 2za svako £ < §. Da bi
dokazali da va%i p Il-c "[(Hx e Ta)(q' [|-p "x € b")], dovoljno je po-
kazati da je skup

D = {?’ e Clp’ <p, p’ ||—c "(3 xe Ta)(q' I|—p"x e b")™

-

gust ispod p.
Neka je p’ < p proizvoljan. Kako je {pglg < 6} maksimalan skup

nekompatibilnih elemenata ispod p to postoji £ < &, tako da su p’ i pg
kompatibilni. Neka je p" < p?, pg. Kako je p" < pg, to na osnovu kon-

strukcije niza [(pg,qg,xE )}E <5 Vil

p" II-C"[XE € TG‘Aqg H-"xg e b"]"

Kako je q’/ < s to vaZi

p" H_c n[xg e Ta/\ q’ |l_ nxg € b"]",

"

tj. p" € D. Dakle, D je gust ispod p Sime dokaz subleme zavrSava =

Niz {qa}a ¢ 3 elemenata iz P definiSemo induktivno. Neka je |

9, =a1i predpogtavimo das smo qﬁ’ B < a < X veé konstruisali, tako da
je qB, < qB za B < B’ < a. Kako je P A-zatvoren to postoji q'CL e P ta-
ko da Je q’CL < qB za svako B < a. Na osnovu subleme 2,12, znamo Qa‘pos—
/

toji 9, S 9’4 tako je
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dovoljavaju k-t.c. u M odakle je, posebno,« regularan i neprebro jiv
kardinal u M[G] za svaki M-generi&ki podskup G od P.

Predpostavimo suprotno tj. 1 }4- ") zadovol java E-c.c.", 3to
znai da postoji p € P tako da vaZi p ||- "Q ne zadovol java k -c.c.", Neka
je G M-generifki podskup od P koji sadr%i p. Dakle, u M[G] Q ne zadovo-
ljava «-c.c., 3to znadi da postoji preslikavanje h: « » Q tako da je
h(a) nekompatibilno sa h(p) za svako a < B < k. Kako je p € G moZemo

predpostaviti da p sve to forsira.

Dalje radimo u M. Za svako a < « definiSemo P, € Pi q, & Q, ta-

ko da je P, €pi

py |- 0@) = g
Jasno je da ovakve P, i q, uvek moZemo nadéi. Doka¥%imo da je
{(pa,qa)la < K} sastavljen od med jusobno nekompatibilnih elemenata &ime

dobija protivrenost sa predpostavkom da P x Q zadovol java k=-c.c, Pred-
postavimo suprotno tj. da su za neko a < B < « (qua? i (pﬁ,qﬁ) kompati-
bilni. Neka je (p’q’) < (pa, qa), (pﬁ, qﬁ). Tada je po definiciji

v

o [1- "hGE) = &, ) = Gy RG) A BE) 1 & <G, 5,

§to je ofito nemoguée. Ovo zavrZava dokaz leme 2.13. =

Lema 2,14. Neka je M p.t.m. ZFC, « neprebrojiv regularan kardi-
nal u M i T = «k-Suslinovo drvo u M. Neka Je C parcijalno uredjen skup u
M za koga va®i M I: "svaka f~milija STX;C moéi x sadri istobrojnu pod-
famili ju > gija su svaka dva elementa kompatibilna" i neka je G M-ge~
riZki podskup od C. Tada je T k-Suslinovo drvo i u ¥[G].

Dokaz: w-Suslinovo drvo T (T, sT) u M odredjuje parcijalno ure-
djen skup (T, ZT) koji zadovol java k-c.c. u M. Na osnovu gornje osobine
parcijalno ured jenog skupa C lako proveravamo da CxT zadovoljava «-c.c.

u M. Na osnovu leme 2.13. imamo da vaZi C ||- "(T, 25) zadovol java k-c.c.".
Odavde lako sledi da je T x-Suslinovo drvo u M[G], za svaki M-generidki
podskup G od C, =

Lema 2,15, Neka je M p.t.m. ZFC, « regularan neprebrojiv kardi-
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nal u M, C i P'parcijalno uredjeni skupovi u M tako da va%i M |= "
zadovol java k-c,c. i P je w-zatvoren" i I x-Suslinovo drvo u M. Neka

je G M-generiCki podskup od CxP i neka je

G, = {? e Cl(p,1) ¢ G}, G, = {q e P|(1,q) ¢ G}

Neka je I, takodje «=-Suslinovo drvo i u M[Gc].Tada Jje T x-3uslinovo
drvo u M[G].

Dbkaz- Pre svega imamo da je G M-genericki podskup odC a G
M[G ] generidki podskup od P i da vazi M[G] = M[G ][Gp] Kako éemo
raditi sa dve forsing relacije |[ l[ i Gc], to demo radi jednostav-

nosti zapisa, u termima odgovaraguélh Jez1ka forsinga izostavljati zna-

kove Vi o ,

Neka je T «=-Suslinovo drvo u M. Mo%emo predpostaviti da je T

normalno (x,x)-drvo i da je T = («, sT) pri &emu a <p B implicira a < B.

Neka je A C« maksimalni antilanac drveta T u M[G]. Trebamo doka-
zatid a je njegova moé u M[G]manja od « .

Neka je q € P proizvol jan tako da u M[Gc Jva¥i

a []-p5]

"A je maksimalni antilanac drveta I,

trebamo naéi g’ € q, tako da u M[Gc] va%i

q’ H-hlg[Gc] "A ima moé manju od «".

Neka je p € G,» takav da vaZi

P ll-g"[T= (ks ST) Je normalno k-Suslinovo drvoagq l]-g[Gc] "A je mak-
simalni antilanac drveta T"]".

Dalje, radimo u M. DokaZimo prvo sledeéu sublemu:

Sublema 2.16. Neka su a < « i q, € q proizvoljni, Tada postoji
Q' € g , takoda vaZi

pll-c "(3 B < «x) (q |]-p"ﬁ € A/\agT B ).

Dokaz subleme. Induktivno éemo konstruisati niz ((p s

% Bg)}g<5

tako de va%e uslovi
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(1) Py € C,-pg <pi 9 © P za svako £ < § ;
(2) Py i Py SU nekompatibilni i Qs < Qe € 9 28 svako £ < E/ < & ;
(®) oy l1-g "[B< wnqy [1- "B e & a5, 81"
Ordinal & ¢ée biti odredjen kao onaj ordinal za koga je
{PE,E < 6} maksimalan skup med jusobno nekompatibilnih elemenata ispod
p. Dakle, & < «.
Konstrukcija niza ?(pg, Qs Bg %E <8 Je potpuno analogna

konstrukciji odgovarajuéeg niza iz dokaza subleme 2.12,, tako da se
na njoj nefemo zerdr¥avati. Neka je q’ & P takav da Je q’¢ U E < b
(postoji, jer je P k-zatvoren). Kao u dokazu subleme 2.12. pokazujemo

da q’ zadovoljava zakljudak subleme. m

Na osnovu subleme 2.16., éemo induktivno konstruissti monotono

opadajuéi niz | q
LGCL(K

elemenata iz P. Neka je 4, = 9 1 neka smo za
svako B < a < « vedé konstruisali qB' Kako je P «k-zatvoren to postoji
qa e P, q; € gy 28 svako B < a. Na osnovu subleme 2.16., postoji

< g’ i
qq S @', tako da vaki

(4)

- " 2 - " < nyn
P ll=g "3 8 < «ilay |-, "8 e ana S, p)
Kako je po predpostavei p e G,» to na osnovu (4) imamo
M v N v v "
ule ) I= Ga< )T p < il |1-200% ) g e has 27 6m). (5)

Dalje radimo u M[Gc]' Na osnovu (5) za svako a < « postoji
B(a) < k, tako da va¥i

eI wg@) e b 4 25 pla)r (6)

qa‘ ”P

Neka je A = {B(a)la < K} . Doka%imo da je A maksimalni anti-

lanec drvetal, Na osnovu (6) imamo da je a uporedimo sa p(a) za svako
B < k, 8to znali da trebamo jo$ dokazati da je A antilanac drveta I.
Neka su B(a) i B(a’) proizvoljni elementi toga skupa i neka je a < a’ <

Kako je q , < q < q, to na osnovu (6) i podetne predpostavke o q ima-

Q
- o
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q Ifrg[cc]" g(d), ﬁ(&') e AiA je antilanac drveta T",

a’l

Dakle, mora biti ili B(a) = B(a’) ili B(a) neuporedivo sa B(a’), 3to
dokazuje da je A maksimalni antilanac drveta I. Kako je po predpostav-

ci lemeT w=-Suslinovod rvo u M[Gc] imamo da je

< ke Neka je & < «
takav ordinal da je A = {B(a)la < 6} (¢ je regularan u M[GC]).
j

Neposredno proveravamo da vali

ag Il—g[cc] "SCA i A je maksimalni lanac drveta T,

Dakle, q, H- ]"A A" 3.

M[G ] .
98 | "moé antilanca A drveta i je manja od k",

5to je trebalo dobiti. Ovo zavr3ava dokaz leme 2,15, =

D okaZimo sada, kona&no, da u M[G] za svaki regularan neprebro-
jiv i ne slabo kompaktan kardinal x postoji k-Suslinovo drvo. Kako je
x kardinal sa istim osobinama i u M to na osnovu teoreme Jensena (v.
[40] ili [9]) znamo da postoji k-Suslinovo drvo T i M. Na osnovu Leme

2.7, dovol jno je dokazati da je T x=-Suslinovo drvo u M[G 1.

Kako je « € X, to je C, = C’ x KP(k) pa je N[G ] =
= M[GF\C;] [6NnKP(k)], pri Semu vaée odgovara juéi uslov1 generidnosti,
Na osnovu Leme 2.5.(b) znamo da C; zadovoljava uslove Leme 2,14, odakle
imamo da je T «-Suslinovo drvo u M[GF\C'] C’ i KP(K) zadovol javaju us-
love Leme 2.15 3to znadi T, takodje, «- Susllnovo drvo i u M[G ] 8to je i

trebalo dokazati., Ovim je dokaz teoreme 2.4, zavrien, a

U sluaju da je X iz dokaza teoreme 2.4. klasa svih regularnih

kardinala u M, t ada isti doksz daje teoremu 5,2, gl.I.

U nastavku ovog odeljka éemo posmatrati neke probleme Erd8sa i

Hajnala iz [22] odnosno [26] primenjujuéi teoremu 2.4.

Prva primena je vezana za osnovne relacije particija, Neka je
1l <r<w ineka sux, v, kg, E < v proizvoljni karinalni brojevi,

tada relacija

> Og)ig, (7)

ozna¥ava sledeéu redenicu: za svaku particiju [«]¥ = U$I€|g_< v}
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-skupa [«]" =.(A|Ag Ky |Al= r }, postoji & < v i XC«, tako da je
i

lx] =2, i [x]"c1 (26] 11i[27]). Particiju (I nazivamo

v.
Eo Eo (
jo¥ i r-particija skupa k, dok je v njen tip.

g < v

Izulavanje ovih i ostalinh relacija danas &ini Sitav jedan pra-
vac u teoreiji skupova, gde posebno mesto pripada mad jarskoj $koli.,

Sledeéi rezultati su prvi i osnovni u ovoj oblasti:

1. w - (w)g, l<wnc<aow Ramsey [62]

2. (%) («%, (29%? Erd8s-Rado [27], Kurepa [51]
3. (ZK)+ - (K+)i - Erdds-Rado [27], Kurepa [54]
4, in(K)+ - (K+)2+l, n<w Erd8s-Rado [27], Kurepa[54]
5. k » (w, K)2 Dushnik-Miller [19], Erd8s
6. 2" wi(i*t, «*)° Kurepa [54] SierpiAski [68]
7. 1, (s (x’“)ﬁ*l Erd8s-Ha jnal-Rado [24

gle je « proizvoljan beskonafan kardinal.
Neka je S = (f: f: ¥ > 23 i neka je ~« leksikografsko ured je-

nje skupa S, Op3tepoznata je danas ginjenica da (S, <) nema dobro ure-
djenih ili inverzno dobro ured jenih podskupova moéi . Neka je < pro-

1zvolJno dobro uredjenje skupa S, Posmatrajmo sledeéu particiju skupa

[s)%:

=
i}

o ﬁf,g}lf,g € SAf~< gaf < g}

H_ {Tﬁg}Hyge SAf—< gag <f}.

Neka je S?C S prdizvoljan podskup za koga vasi [S’] CI, ili
[S'] CI,. Tada je IS’| < k, jer je tada (57, <) ili (8* ») dobro ure -
d jen. Dakle, particija (IO, Il) dokazuje 6, Ovu particiju éemo nazivati
particijom Kurepa-Sierpifiskog, Pored osobine da (Io’ Il) dokazuje 6,

ona ima i slededu interesantnu osobinu:

za svako s’c s, |S| it postoje S , 5,1 ¢ §%, ISOI = !Sll = x tako da
e [s 1% cI, 1[31] ¢ Iy

[y

U [22] Erd8s i Hajnal pitaju moZe 1li se za svako 2 €N ¢ w naéi
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1, .
-n-particija koja dokazuje }n(x) / (K4, +)n+ i koja pored toga zado-

voljava uslov analogan ovom. Tadnije problem 62. iz [22] glasi:

Neka je 2 < r < w, |S|= 1. (w) Da 1i tada postoji r-parti-
cija (I I ) skupa 5 tako da vaie sledeél uslovi:

1) s’cs, |s! ws implicira [S’]r¢ I5, za svako i < 2;
= 14 i

(2) s’¢ s, |s]

cSs
S Is l

1

wy implicira da za svako u < w i svako i < 2 postoji
n, tako da je [5,]7c 17

1]

Da 1i se (2) mo¥e zameniti ja&im uslovom:

(2?) s’cs, |S'| = wy implicira da postoje S. ;€ 5%, lSiI = w , tako da je
[S 1Fc 1t ;» 2a svako i < 22

Ovde éemo dokazati konsistentnost pozitivnog odgovora na ovaj
problem i to za svaki beskonadan kardinal « istovremeno. U dokazu de-
mo, jasno, koristiti teoremu 2.4. pri &emu se unapred dogovar-mo da de-
mo na poletku svakog tvrdjenja u kom se koristi model te teoreme pisati
"aksiomu" V = L[G), umesto uobifajenog Con(ZFC) » Con(ZFC + ...), ¥to bi
u naSem sludaju bilo nepregledno. Nasime, u modelu M[G], koji smo dobili

u dokazu te teoreme zapravo i ve%i aksioma V = L[G].

Teorema 2.18. (V = L[G]) Neka je v > w, 2 < r< w i Is| =

—r l( k)
Tade postoji r-particija (Iz l) skupa S, koja zadovol java uslove:

(1) ako je s’c S i |s’]

kt, tada je [S']I'g IE, za svako i < 2;

(2) ko je S>Ccs i |S7]
tako da je [s Fci

k", tada postoje S,s S,£8%, ]Sol = ]Sll = K,

e

» za svako i < 2,

Dokaz: Dokazademo samo sludaj « = w, jer de se u njegovom doka-
zu naéi sve ideje dokaza i op3teg sludaja. Predpostavimo da 2za r > 2 po-
stoji dis junktna r-particija (Ig, Ii) nekog skupa modi wr_lv(po&setimo
se da vaZi GCH), koja zadovoljava mslove (1) i (2). U sluSaju r=2 uzi-
maemo gore definisanu particiju Kurepa-Sierpifiskog. Doka%imo da postoji
(r+1)-particija (Ir+l r+1

love (1) i (2).

) nekog skupa moéi W, koja zadovoljava us-

Neka je T = (T, c) normalno w__-Kurepino drvo koje ne sadrii
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‘ni Arzonszajnovo ni Bantorovo poddrvo. Predpostavljamo da je T pole-

tni komed skupa nizova ¥r-la,

Neka je E = E(T) kolekcija svih maksimalnih w__,-lanaca drveta
L. Dakle, elemente iz E mo¥emo identifikovati sa od govarajuéim nizovi-
w
® 1o, Kako je |E| = w_s to

je dovoljno naéi (t+1)-particiju skupa E sa oscbinama (1) i (2). Zato

ma nula i jedinica, tj. sa elementima skupa

predpostavl jamo da nam je data disjunktna r-partici ja (Iz, I;) skupa T
koja zadovoljava uslove (1) i (2), jer je |T| = W,y

Za proizvol jna dva razlidita maksimalna lanca b, b’ C T sa

R(b,b”) oznadavamo c-najveéi t & T sa osobinom t e b i b & b’.

Neka je (bo’ cees br} € [E]r+1 proizvol jan, teda stavljamo

ryl . . r
{bo, ceny br} € Ii+ ako i samo ako je (R(bl,bl,)llfl’,l,l’ < r} e I

—

za svako i < 2. Kako je I binarno drvo, to je skup na desnoj strani

I‘+l I‘+l

tadno r-to&lan, tako da je na taj na&in (I ) dobro definisana

(i da je tod isjunktna particija). Dokaélmo da (Ir+l I‘+l) zadovol java

uslove (1) i (2) teoreme.

Neka je E’C E, |E'| = wy proizvoljan. Doka%imo da postoji mak-
simalni lanac b drveta T, tako da vaZi

I[R(b,b')lb b, b e E'}| = Wy (8)

Induktivno po slojevima Ua, a < wy éemo konstruisati poddrvo
U= (U, ¢ ) drveta T. Neka je a < w, i neka su Uﬁ’ B < a veé konstruisan:
tako da vaZe induktivni uslovi:
- IUp| € w, za svako B8 < a;
- neka je b € E’ i neka je duEina lanca (t € Ulm ItCZb manja od a ,
tada postoji t(b) € Ula , tako da je {b' £ E'Ib'ot(b)} (b}

(b € E'Ib:t} # ¢,2a svako t & Ula.

Sludaj 1: a = 0. Neka je teda U, = (¢} .
Sludaj 2+ a = B+l. Neka je s ¢ UB tako da je I(b £ E'IbIDS}I > 1 Jas-

no je, da postoje Spr S, T, S, 8 s, 1( o) l(Sl) is, # 15 tako
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da su I
0

L e B/ |bj)s'o} i Tl = gb e E/ Ib D S§ dis junktni neprazni

'~

iIul; =1be E"bba,s}. Neka je

-

Uy=1U (\(so, S,l}ls & Uﬁ’ I(b € E’lbD 5}] > l} .

Po induktivnoj predpostavci je [Ual < 2|UB' € w , pamto doka-

%imo samo nepraznost skupa Ua, tj. egzistenciju s ¢ U, 2a kogr je

B
I{b e E'|b> S}| > 1. U suprotnom bi svakom b e B’/ odgovarao t(b) e Ula

tako da je t(B)cb i {b' € E'|b'3t(b)} = m. To zna%i da je b - t(b)
jedan-jedan preslikavénje, 3to protivré‘éi predpostavci [Ulal swi
lE’ I = (L)j . '

Slucdaj 3. lim(a). Neka je
Ua, = {U 1]1c Ula je maksimalni a-lanac i {b eE'|b Dl} 4 ¢}

Da je Ua # ¢ dokazuje se potpuno analogno dokazu iste &injenice u
sluaju 2. Zato doka%imo samo da je IUG'I € w. Naime, u suprotnom bi

U| (a+l) sadr3avalo jedno Cantorovo poddrvo suprotno predpostavci o
drvetu T.

Neka je U= U Ualo. <w }iU= (U,c). Kako je U jedno (w“
wsg )=drvo i kako ono ne mo¥e biti Aronszajnovo (jer T ne sadr3i Aron-
szajnovo poddrvo), mora postojati wy-lanac 1d rveta U, Neka je b o1

maksimalno produZenje lanca 1 u T. Neposredno p roveravamo da b zadovo-
ljava uslov (8).

Dakle, na osnovu uslove (8) mo%emo nadi monotono c -rastuéi

niz \(t } elemenata iz b i niz ,fb!} elemenata iz E’, tako da
: oo < we a

‘G.<L01
je R(b, bo.) =t , 22 svako a < wy. Primetimo da odatle imamo da je

R(t& s bﬁ) =t , za sveko a < B < w,.
Neka je T? = '(tc,h’ < w,} (CT). Na osnovu osobine (1) r-parti-
cije (Ir, 7) skupa 1 znamo da postoje |t s seeyt € [T’]r, Qo <
o 1 Qo .1

<ees <O g <oy tako da je

T
t ’ L ) ’ t ] s I .
{ Qo G'r-l 0
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Neka je Q. < W i . >a. . Neposredno proveravamo da va%i
(R b b 1£1°,1, 1’< % =l t eeey t }
. ( G‘l, a’l’ )I £ ’ s ' ( 0'0, ’ a'r_l‘ ’

1l
odakle je na osnovu definicije (Ir+1, r+1) (b s eoes a } € I§+ .
r

]t-{-l

S1lidno dokazujemo da postoji {bﬁ s ooy bB } € [E’ tako dn je
o]
u r.

r
{éﬁo’ ceey bﬁ; ;+1 3to dokazuje da particija (Ir+l +l) zadovol ja-

va uslov (1).

Doka¥%imo sada da (Ir+l t+l)

zadovoljava uslov (2). Neka je
E’C E, IE’I = Wy pr01zvolJan. Kao i gore nalazimo maksimalan lanac

bC T i nizove {t } i {b } elemenata iz b odnosno E? takoda
a {Q<wy o { a<wy
je R(b, ba) =t , za svako a < w;.
Kako (Iz, Ii) zadovol java uslov (2) to postoje beskonadni pre-

brojivi skupovi To, $1g; T = {ta]a < w,} tako da je [T.]rc Ii, za
svako i < 2, MoZemo predpostaviti da je T, = {t la & Cl{,

i da je Ci po tipu w-niz ordinala iz wy. Neka Je

E; = g’bala e Ci}, i< a2,

Neposredno na osnovu odgovarajuéih definicija proveravamo da

X 1 . o
je [Ei]r+ g:Ii*l za svako i < 2, Ovo zavrSava dokaz teoreme. ®

e,] = Ieyl =

Druga primena teoreme 2.4. je vezana za takozvane relaci je ug-
lastih zagrada, koje sud efinisane u [26, §18].

Neka su «k, A\E, & < v 1 v proizvadljni kardinali i neka je
l1sr«<auw

Relaci ja

k= [A ]5 < v (9)

oznafava sledeéu redenicu: za svaku disjunktnu particiju [«]%= Igl
i [x]rmI‘E = ¢ (ek-

|2 < v} postoji XC«x i E < v, tako da je [X]| = Mg
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vivalentno: za svako f: [«]% » v postoji & < v i XC«, [X]| = A., tako
da je £ ¢ f"[X]r; preslikavanje f nazivamo bojenje skupa [K]r).

NaveSéemo prvo neke osnovne i Jednostavne osobine ovih rela-

cija.

8. relacije k » (Mo, Ag)' 1 « - [ho, MTF su ekvivalentne;

9. 6sobina monotonosti relacije (9) po kardinalima. Kako se ove lako

otkrivaju na osnovu definicije nedemo ih eksplicitno navoditi;

lo. neka je v > 2, tada za svaki nigz kardinala KE, E<v k=~ (Xg)g<v
implicira « - [kg]g < y* FPosebno, ako za &, < &, < v va¥i « » (A

Eo’

r A
XE )" teda va%i i x » [KE]E <y’

U sledeboj teoremi navodimo osnovne rezultate o ovim relacijama
¢iji se dokazi mogu naéi u [26, &18].

Teorema 2.19. (Erd8s, Hajnal, Rado) (GCH). Neka je x > w proiz-
voljan kardinal tnda va¥i:

(a) & [ Pu
®) & b [ot(n), ()T

©) & 4 [re1, ()T, x5 5.

U sludaju singularnog « (uz GCH) relacija « -» [Kg]g < Je
dovoljno kompletno ispitana (v. [26,Theorem 20, 204, 21, 22, 23]).

Ked je « inakcesibilan o relaciji (9) se vrlo malo zna (v. [ 22,
Problem 16.]). Taj sludaj je kompletno ispitan uz predpostavku V=L, U
tome bitnu ulogu igra poznata Jensenova teorema da je za regularne nep-
rebrojive kardinale «, SHK ekvivalentna slaboj kompaktnosti karinala K

(v. [40]). Naime, va%i slededa teorema (v. [40, $61, [67]):

Teorema 2.20.(Martin, Shore) (V=L). Neka je « proizvol jan regula-

ran neprebrojiv kardinal, tada je « -» [x]i ekvivalentno slaboj kompakt-
nosti kardinala «.

Mi éemo ovde, izvesnim profinjenjem dokaza te teoreme (v. [40,86]

i [67]), uspeti da dobijemo konadno pojadanje sledeée teoreme S.Shelahsa
(v. [65, Theorem 1.2.]):
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(Shelah) (V=L). Za svaki regularan kardinal X\ > w postoji .
bojenje f koje dokazuje A » [K+]i+, tako da nema trouglo-

va obojenih trima bojama.

Teorema 2.21. (V=L) Za svaki regularan neprebrojiv kardinal

K, koji nije slabo kompaktan, postoji bojenje koje dokazuje « A[K]

i koje nema trouglovae obojenih trima bojama,

Dokaz: Neka je v > w proizvol jan regularan ne slabo kompaktan
kardinal. Tada, na osnovu gore spomenute teoreme Jensena, znamo da po-
stoji normalno k=Suslinovo drvo T = (T, < ) Mo%emo predpostaviti da
je |suce(x)] » IYT(X)l, za svako x g T, gde je suce(x) skup neposred-
nih sukcesora tadke x u T, Za svako x ¢ T skup succ(x) demo urediti

dobro relaci jom <,» tako da je tp(suce(x), <x) > YT(x).

Za svako x,y € T neka je r(x,y) $p-najveéi z e T, tako da je z X
iz sTy.

Gornje uredjivanje skupa succ(x), x ¢ T relacijoml<x dobrog

ured jenja nam omoguéava da svakomy € T° (= {y e T|y >0 x?) dodelimo
jedinstven ordinal gx(y) na sledeéi nadin: ’

- ako je y = x neka je gx(x) = tp(succ(x), <x);

- ako jey >x i z e suco(x) x < z £y neka je 5x(y)=tp({u e succ(x)|

lu < z}, <x).

DefiniSimo, kona&no, bojenje f: [T] » k. Neka su x,y e T,

x £ y proizvoljni i neka je z = r(x,y). Neka je

'y ({x,y}# min {EZ(X), &z(d .

Dokazlmo da je f tra%eno bojenje. Pre svega dokaZimo da f do-
kazuje x » [K]K. Predpostav1mo suprotno, tj. da postoji € < « i XCT,

IX| = «, tako da je E 4 f"[X] . MoZemo predpostaviti da je YT(x) > E,
za svako x e X.

Za sveko x € X iz YT(X) > £ sledi da postoji u(x) e succ(x)
tako da je tp({u e suce(x)|u < u(x):}fx = E.
. )

Neka je x,y € X 1 x # y. Predpostavimo, na primer da je
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u(x) < u(y). Dakle, x < u(x) <y < u(x), jer je x £ y. Odavde je
r(x,y) = x i min{gx(x),gx(y)} = E, 3to znali da je f(fx,y}) = E, sup-
, ‘
rotno predpostavei., Ovo dokazuje da je za svako x,y € X, x £y, u(x)]]|u(y),

tj. da je A = (u(x)lx > X} antilanac drvete T moéi «, suprotno predpo-

stavci da je ono x-Suslinovo,

Dakle, f dokazuje « 4 [K]i. DokaZimo sada i drugu osobinu bo-

jenja f.

Na osnovu poznate triangularne leme (v. [56]) imamo da va%i

(rx r-xz r Z <
[ =), r602), <0, )}I 2,

{

za proizvol jne tri tadke x,y,z & T. dakle, ako imamo {x,y,z} £ T pro-

~

izvoljni tro€lani skup moZemo posmatrati sledeéa dva sluSaja:

Sludaj 1: r(x,y) = r(x,2) = r(y,z) = u. Tada va3i

{f({x,y}>, f<[x,z}>, f<{y,z}>}= fmin {au<x>,au<y>},min {gu(x),au(z)} ,

nin {aucy>,gu<z>}}

Kako je skup na desnoj strani najvise dvodlan, takav je i skup na le-
voj strani, Sto znali da je trougao odredjen tadkama x,y,z obojen sa

najviZe dve boje.

Sludaj 2: u= r(x,y) = r(x,z) <p r(y,z). Neposredno proveravamo da je
tada E,u(y) = gu(z) odakle je

f({x,y} - min {gu(x),;l(y)} . min(gu(x),;l(z)} - f(gx,z}),

Sto opet znali da je trougao odred jen takama x,y,z obojen sa najvi3e

dve boje. Ovo zavrSava dokaz teoreme 2.21..m

U teoriji osnovnih relacija (7) dobro su poznate takozvane

"stepping-up" implikaci je

r+l

+
K - (XE)E<U => Kk - (X£+l)€<v

r r+l

K (xg)gw => K » (7\5+1)E<v
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pri doste malim ogranifenjima i u zapisu kad va%i GCH, koju mo%emo

. . . e +
eliminisati (tako, na primer, u drugoj impliksciji mesto «* zapravo
stoji 2K). Pomoéu ovih implikacija su i dobijene relacije 4. i 7. na

osnovu relacija 3. i 6., respektivno (v. [26] [54]).

Zbog toga se prirodno nameée pitanje vaZenja analognih impli-
kacija i za relacije "uglastih zagrada", Sto se ti%e pozitivnih '"ste-

pping-up" implikaci ja vaZi sledeéa teorema (v. [26]).

Teorema 2.22. (ErdSs Hajnal Rado) (GCH). Neka je

r 21; k2 w3 < xg < Kk, & < V.

Tada x » [\ ]5<v implicira «* - [xg+1jzzt ..

0 ovoj implikaciji za negativne relaci je uglastih zagrada se

vrlo malo zna. Neime problemi 17 i 17A iz [22] glase:

- predpostavimo k¥ 2w, 2 € T<w0 1 T < KE $ ky £ < v, Da 11 tada

I I‘+l
+1 lo
K » [AE]E < , implicira 2" 4 [x ] (1o)

B
- da 1i va%i 22 4 [w,ji ? Da 1i va%i 9,1 ? [w,ﬁ3+2,n < w, uz pred-
1 1
postavku GCHY

Posmatrajmo prvo predpostavke o kardinalima u (lo). Pre svega
mo%emo se ograniditi ns sluaj v 2 2, Ako je ¥ = w tada na osnovu teo-
reme Ramseya imamo w -» (w,w)”, Zto na osnovu lo. znadida va¥%i
K - [Kg]g - Dakle, moZemo se ograniditi na sludaj « > w i A w za

£ S

najvise jedno £ < v,

Ovde éemo pokazati konsistentnost vaZenja implikacije (lo) u
njenim "glavnim" sludajevima. Naime, ogranienje ée se odnositi na re-
gularnost k 1 svih KE sem mo¥da Jednog, 3to je dovol jno zad ovol java ju-
ée, jer, kako smo ved Jjednom napomenuli, relacija x - [k ] Jje dovolj-

no dobro ispitana (u radu [26,§18])za sluda 31ngularnog K.

Sto se tide traZenja rezultata konsistentnosti kad se radi o
ovom problemu Erd8sa i Hajnala i ono Je opravdano, jer postoji model ZFG

u kome ne vaZi ni najprostija forma implikacije (lo).

Teorema 2.23. (V = L[G]) Neka je ef(k) = x >0 ,2¢ r< w, v 2 2

T <Aoo S kiwcg xg = cf(kg) < «, za 0< E < v, Tada
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r r+1
+1 .
K. [xg]€<v implicira 2“ 4 [x ]

Dokaz: Neka je (Ig Eew dis junktna particija nekog skupa moéi

k, koja dokazuje k # [X ,e Neka je T = (T, c ) normalno x -Kurepino

drvo, koje ne sadrlzi ni jedno A-Aronsza jnovo i p-Cantorovo poddrvo za
svaki A = ¢f(A) > w i p > w. Predpostavljamo da je T poSetni komad sku-

pa nizova Y2, Neka je E = E(T) kolekcija svih maksimalnih « -lanaca drveta
T. Opet éemo elemente skupa E identifikovati sa odgovara juéim nizovima

iz 2, Kako vaZi GCH, to je |E| = K+, pa zato moZemo fiksirati dobro ure-
djenje <« skupa E po tipu it Dakle, dovoljno je naéi (r+l)=-particiju
skupa E koja dokazuje Al [)\€+l]r+1 ukoliko predpostavimo da je (Ig)€<v
r-particija skupa T (jer IT] ).

Opet za proizvoljna dva razlidita maksimalna lanca b,b* CT de-
fifiifemo T(b,b’) kao C- najveéi t & T sa osobinama t ¢ b i t e b’, Za
AC E stavljamo RA = {R(b,b’)lb, b’e A, b £ b’} .

(r+1)-particiju (Ig+l)g<v skupa E definiZemo sa:

r+l . .
{bo,...,br}<d € Ig akko je R(bi, )C:R(bl 17D ),za svako i ¢ r-2 i
r
R{bo,...,bt} £ IE ,

za svako 0 < § < v, dok je IZ+1 = [E]r+1 - U{szllo < E < v} .

r+l

Doka%imo da ovako definisana (r+l)-particija (Ig dokazuje

)g<v
K [)\E?tl]r+1 (jasno je, da je ona dobro definisana). Predpostavimo sup-
rotno, da (Ir+l) <p Dema tra%ene osobine, tada mora nastupiti bar Jjedan

od sledela dva sludaja (A) i (B).

(A) Postoji XCE, tako da je |X| = Ao+l i (X" n z*l =¢ .

Neka Jje X = {bala < x°+1} numeraci ja tog skupa inducirana ure-

djenjem @« , tj. a < a’ < Ao+l akko ba < ba" Ako je Ao konalan tada
ova numeracija o8ito postoji, tok u sluéaju beskonadnog Ao (kada je
Ao+l = Ao, Jjer se radi o kardinalnom zbiru), takva numeracija postoji

prelaZenjem na istobrojan podskup.

Doka%imo da je 1 = {R(ba, ba+l)a < xo} lanac drveta T, pri de-



mu je to njegova C -monotona rastuéa numeraci ja. Predpostavimo suprot-

no, tj. da postoje a < B < Ao, tako da je R(b )!| R(b ) ili
R(bB,'bB+l)C:R(b 1) Posmetrademo samo prvi slucag, Jer se drugl
dlskutlae analogno. Neka je t cC-najveéi element iz T manji i od R(b s

l) iaod R(bB, B l) Neposredno proveravamo da je a+l < f i da je
R(b L ) = R(b w1’ b ) = t. Neka je {b s eeey b 3 > [x]r+ , takav da

Jje ba’ ba+1’ bB € {bo, ey br} . Po predpostavci je {5 s seey br} €

I‘+l )
g ro12P
Med jutim, odatle lako sledi da je R(bi,bi+l) = R(bi,bj), za svako

e I, za neko £ > 0, odakle imamo da je R(bo,bl)<: ee. C R(b

i< j<r, 5to znadi da je R(ba, ba+1) = R(ba, b
da je t £ R(ba’ ba+l)’

) = t, suprotno &injenici

B

Dakle, 1 = gh(b b )Ia < Ka} Je lanac drveta T. Doka%imo da

je [1]rf\IZ = ¢, §to de biti suprotno predpostavci da (Ig) d okazuje

r E<y
K~ [Kg]€<v’ jer je |1] = Ao

r
— 1
Neka je C _{ R(baé,ba°+1),...,R(bar_l,bar-l, b“r-1+1)} e [1]

proizvol jan element pri demu je ao < Gy < .us < a, ;< Ao. Keko je
o+l € a4y, to na osnovu &injenice da je 1 lanac drveta T, lako prove-

ravmo da je R(bao,bao+1) = R(ba , ba?, Sliéno R(baL,baL+l)=R(baL, b

o aL+l)’

za svako i < r-l, Dakle,

Q

C=!R®_ ,b ), «.., R b ),R(b ,b )}
{ Qo™ Ypag %ol %l r—l+l

Posmatrajmo D = {5 s b, euey d , b 11 € [X]r+l. Neposredno
ae? ay a1’ o3t

proveravamo da je (R(b,b’)lbfb’, b, b’ €D} = C odakle, na osnovu de-

finicije (szl)g<v i &injenice D ¢ Ir+l, za neko £ > O imamo da je

C e Ig za isto £ > 0. Dakle [1]° N I = ¢ , $to kona¥no pokazuje da je
sluaj (A) nemogué.

(B) Postoji XCEil < £ < v, tako da je |X| = A d [x]"*1 A1 g*l= ¢

DokaZimo prvo da mora postojati maksimalni lanac b drveta T ta-

ko da va%i
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g

Kao i u dokazu teoreme 2.18. éemo induktivno po slojevima U@’

a < Kg konstruisati poddrvo U = (U, C) drveta T,

|{ R(b,b*)|b? £ b, b’ e x}l = Ao (11)

Neka je a < RE i neka smo Uﬁ’ B < a ved konstruisali tako da
vate induktiwvni uslovi:

- |UB| < |B] + ®, 2za svako B < a;
- neka je b € X i neka je du%ina lanca {t € U|t<:b manja od a , tada

postoji t(b)e Ula, tako da Je {b' e X|b’ Dt(b)} = (b};
v
- {P € le:>t} £ ¢, za svako t € Ula.

Stucaj 1. a = 0. Neka je U, = {¢} .

1

Sjudaj 2. o = B+l. Neka je s € UB’ takav da jJe |(b € le:)s)l > 1.
L
Jasno je, da postoje s, 8, €T, s ,8;D 2, s_ £ s, i Y(so) = Y(sl),
tako da su I =:{P € X|b:>so i I, = {5 e X[bD sl} disjunktni nep-
L

1

U& = U{ {so,sl}|s € UB’ I(b > le Ds}l > l}.

Neposredno na osnovu induktivne predpostavke Je IUal < lal + w, Zato

(o]
razni i I I, = {b e X|bos| . Neka je

doka¥imo nepraznost skupa Ua’ tj. egzistenciju s ¢ UB tako da Jje
|{b € le:)s}l > 1, U suprotnom bi svakom b £ X odgovarao t(b) e Ula ,
tako da je t(b) b 1 I{b’e le’:t(b)} = (b}. To zna&i da je b-t(b),

t £ X jasno 1-1 preslikavanje, suprotné Einjenicama |Ula| < |a| + w<xg
i x| = Mg

Slu€aj 3. lim(a). Neka Jje

U, = {Ulll CUlo je maksimalni g-lanac i glb e X|b> 1} £ ¢}

Da je Ua # ¢ dokazujemo kao u slufaju 2. Zato doka¥imo samo da je

anI s |o| + w. Predpostavimo 1li da je anl > |a|, tada jednostavnim
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rasud jivan jem iz Ul(a+1) mo%emo izdvojiti |q|-Cantorovo poddrvo dr-
veta T suprotno predpostavci odrvetu I.

Neka je U = gU la < KE} iu= (U,c). Kako je U jedno
(k A )-drvo i keko T ne sadrii xg-AronszaJnovo poddrvo, to U mora
imatl koflnalan xg-lanac 1CU, Neka je b1 maksimalno produZenje

lanca 1 u T. Neposredno po konstrukciji proveravamo da b zadovoljava
uslov (11).

Koriste€i se uslovom (11) moZemo naéi monotono c~-rastuéi niz

{ta}a < xg elemenata iz b 1 niz {ba}a < xg elemenata iz X, tako da Jje

R(b,ba) = ta’ za svako a < kg. Pored toga moZemo predpostaviti da Je

ba'<1 b‘3 za svako a < B < )\E.

Neka je X’ = {ta|a < xg} (cT). DokaZimo da je [X']rrwlg = ¢,
%ime &emo dobiti protivrednost sa predpostavkom da (Ig)g<v dokazuje
. il
K [K€T2<v (Jer|X l = Kg).

. r
Neka je ‘tao’ ooy t“r-l e [X'], ag < 04 <eee< ar_1< XE,

proizvoljan element i neka je a, >0, 3-

Posmatra jmo {b s sees b , b € [X]r+1. Po predpostavei
- Qo 9.1 %r

Je {b y sesy D sD } ¢ Ir+1, %to ne osnovu definicije znali da
\ Go %r-1 %r. &

Ty eeey t = R {b vee, b b 15
{‘10 ’ G'I‘-l} ao’ ] u’r-l’ a, é E?

Sto je i trebalo dokazati. Ovo zavr$ava dokaz teoreme 2,23, ®

Slededa teorema daje konsistentnost pozitivnog odgovora na
na jopdtiju formu problema 17 A Erdds i Hajnala. Inace, kon51stentnost
jednog dela njenih relacija, tj. relacija oblika Kt os [K ] ot zw
je dobio i R.4,Shore [67].

Teorema 2.24.(V = L[G]) Neka je « proizvoljan regularan nep-

rebrojiv i ne slabo kompaktan kardinal, tada je

K(n)+ » [x]2+2 , 2a svako n < w.
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Dokag: Pre svega primetimo da za sveki slabo kompaktan kardi-
nal « va%i « n)+ [«] +2, jer (podefiniciji) va%i « - (K)n+2 za

svako n < w.

Neka je proizvol jan regularan neprebrojiv i ne slabo kompak-
tan kardinal, t ada na osnovu V = L[G] znamo da postoji «=-Suslinovo drvo.
U dokazu teoreme 2.21 smo koristili samo egzistenciju x-Suslinovog dr-
veta, Sto znadi da vaZi « # [K]i. Na osnovu teoreme 2.23., ovur elaciju

moZemo uzastopno "stepenovati", tako da dobijamo da vaZe gornje relacije, ®

Pomodu teoreme 2.23 moZemo "stepenovati" i relacije teoreme 2.19.
Tako 4 obi jamo:

Teorema 2,25, (V = L[G]) Neka je x > w proizvoljan kardinal,

tada vaZi:

(a) K(n+l+ s [ef()?, (K+)K¥]n+2, za svako n < w

(b) K(n+l)+ #» [r+n+l, K+)K+]r+n’ za svano n < wi 2 S r<w.m
Specijalan sluaj problema 17 A Erd8sa i Hajnala pita da 1i
GCH implicira w, A [w.fii . Sadruge strene mi smo u teoremi 2.24. po-
kazali konsistentnost (sa GCH) te relacije. Zato se postavljs pitanje
nije 1i bilo nutno traEiti taj rezultat konsistentnosti, tj; da 1i GCH
implicira wp # [w‘] ¥ bez dodatnih aksiomatskih predp ostavki. Danas je
opStepoznato da se wz » [w1] ne mo%e dokazati u ZFC + GCH. Naime, to
sledi iz dinjenice da hlpoteza Changa A implicira w, »[w,]i’ ida je A
konsistentno sa ZFC + GCH (v. [71], [11]). DokaZimo ovu &injenicu i ov-
de.

3 5 3 . (] v L3
Naime, w, - [w,]w demo izvesti iz sledeée forme relenice A:
1

za sveko preslikavanje f: wp; x w2 x w2 - w2, postoji XC w,,tako

da je |X| = wys|Xnan| = 0 1 £7(x°)Cx.

Néka je [wz] = U1 IE < wzlnproizvoljna disjunktna particija
skupa [wz] . Ono odred juje presllkav je f: w2 x w2 x Wz - wy na slede-

éi nadin:

f(xl’XZ’x ) = {E ako su Xy1%XgsXg med jusobno razliditi i gxl,xz,xs} e Ig;

0 u drugom sluéaju.
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Na osnovu A postoji X w, tako da je |X| =wy, |XNw,| =
i f"(Xa)g;X. Neka je £ € wy - X proizvoljan (postoji, jer (an,]
tada je E 4 f"(x5). Na osnovu definicije f lako sledi da je [x] nrg = ¢
Zto je i trebalo dobiti. m

Treéa primena teoreme 2.4. se odnosi na "stepenovanje" izvesnih

relacija, koje predstavljaju profinjenja relacija « - (A

r
€)€< i wks[n ]§<v
i koje su prvi put ispitivane u [26,819].

Neka Pg’ £ < v oznalava ili kardinal lg ili par [32] konadnih

kardinala. Tada relacija

k-~ (T )g < v

oznadava sledeéu refenicu: za sveku particiju [«]¥ = U{Iglg < v) pos-

toji XCk i E < v, tako da je ili T |x] = Ao (x)¥c1, i1

E " E

r jg.

2

(el %] = ip [BXTnI

g° d

Relacija

K - [PE]E < v

oznadava sledeu refenicu: za svaku disjunktnu particiju [«]° =

=U {I Ig < v), postoji XCk 1 E < v, tako da je ili Pg = xg, lXI = Kg,

[xTn I, = ¢ ili Ty = [15] x| = i I[x]rer{ plE £ E € v}|> Sg -

Teorema 2,26. (ErdSs, Hajnal, Rado [26, §19]) Neka je x > w o

r > 3, tada va%i:

fa) & 5 (757 ()5

®) & > [[31, 15w

Iz ove teoreme imamo, posebno, da za svako ¥ 2 w i r > 3 vaZi
+ r+l + -
K»Oz],x> (12)

+»Q@H,JY. (13)

Opet se postavlja pitanje va%enja "stepping-up" implikacija za

ove generalisane relacije. Relacije (12) se mo%e stepenovati, tj. za
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svako k > w 3¢ T < w 1nc<wvaii

r+n
K(n+1)+ . <[r+l+n]’ K+> ,

2+n

uz predpostavku GCH (v. [26, Theorem 29A]).

Pitanje da 1i se relacija (13) mo%e stepenovati, tj. da 1i

va¥i
r+n
K(n+1)+ s <[r+l+n], > s K2W 3 €r <w uc<w

je ostalo otvoreno (v, [26, str. 160]). Mi éemo ovde pokazati konsis-

tentnost vajenja te relacije (odnosno "stepping-up" implikacije).

Teorema 2.27. (V = L[G]) Neka je x > w, 3 s r<win<w,

tada va%i relacija
ren
K(n+1)+ » <[r+l+n]’ > .

Dokaz: Dokaz izvodimo indukei jom po n < w. Fredpostavimo da

vazi

JCE DTN <[r+l+n]’ +>r+n (14)

(u sludaju n=0 to je relacija (13)). Neka je A= K(n+l)+

i neka Je

= (T, ¢ ) A-Kurepino drvo koje ne sadrZi ni jedno k¥ -Arons za jnovo
poddrvo i nijedno p-Cantorovo poddrvo, p > w. Opet predpostavljamo da
je T pofetni komad skupa %2 i da je E = E(T) kolekcija svih maksinalni
lanaca drveta T. Opet definiSemo R(b,b’) kao u ranijim dokazima, pri &

mu za A CE stavljamo RA ={ R(b,b’) |b,b” € A, b £ b'} . Neka je (Ig, I
| .

© disjunktna (r+n)-particija skupa T koja dokazuje (14).Trebamo naéi
(r¥n+1)-particiju skupa E koja dokazuje

(n42)+ <[r+1+n+1 1, K+>r””1 ] (15)

34+n+1

Neka je < fiksirano dobro uredjenje skupa FE po tipu At. Trale-

n+l n+1

nu particiju (I ) definiSemo na sledeéi naéin:
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o

) +1 . .
{bo, ceey br+n}<]e I akko je R(bo, bl) eee  R(® ) i

r+n-l’br;n
n
R(bo, LA ] br+n} E Io »
dok je 12‘*1 - [E]FH™L L 12‘*1.

Ukoliko predpostavimo suprotno, da (In+1 ;+1) ne dokazuje

(15) mora va%iti bar jedan od slededa dva sludaja.
r+n+2 i

Sluéaj 1. Postoji X CE, |X]| 2 S+n+l.

n+l 1
= 109 hinialo¥ el
o
Neka je X ={ b o) e r+n l} numeracija skupa X inducirana ured je-
njem < . Doka%imo prvo da vaZi

R(b,b,) € R(by b )C ... CR(b,. D) (16)

? ?uprotnom postoje i < j € r+n tako da je lli'ﬁ(bi’bi+l)llR(bj’bj+1)
ili R(bj, bj+1)CR(bi, bi+l).

Posmatra jmo samo prvi slufaj, jer de se drugi diskutovati pot-
puno analogno. Neka je t = Ci-najvedi element iz T sa osobinom t CR(b, i
bi+l)’ R(bj, bj+l) (Napomenimo da se u svakom od dosadalsnjih pojav-

ljivanja c smatra strogom inkluzijom)

Odavde lako dokazujemo da je i+l < j i da je R(b , b, ) =
._R(b l,b)_t

Neka su Ay, 1 < 3+n+l elementi skupa [X]r+n+l koji pripadaju

r+l
1o . Kako skupova A_ ipma bar Eetiri to mora postojati 1 < 3+n+l tako
da je b, bi+1’ bj € Al. Neka je A = (b & bl, veoy b;+n . Kako je
n+l . ’
Al € Io to je
» ’ - s
R(bo, bl)c cR(bm1 1’ br+n),

odekle je
’ ’ _ ’ ’
R(bi, bi+1) = R(bi, bj),

za svako i1 < J € r+n, Odatle je
R(bi, bi+1) = R(bi, bj) = t,

Sto je nemogude.

Dakle, moZemo smatrati da va%i (16). Neka je
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- ){R(bo, bl), R(bl,bz)’ oo ey R(br+n, br+n+l)}

Na osnovu (16) lako proveravamo da je R Al e [Y)™*", za sva-
ko 1 < 3 + n+l,

Poka¥imo da skup gR Alll < 5+n+l} ima 2 3+n ¢lana.

Skup X-A; Jje ta¥no jednoflan. Neka je k(1) < rsn+l, takav
1ndeks»da Jje bk(l)
1 £ 1 sledi k(1) # k(1?), pa je zato za najviSe jedno 1 < 3+nsl
k(1) = r+n+l.

jedinstveni element skupa XeAl. Jasno Jje, da iz

Neka je 1 < 34+n+l, tada lako proveravamo da u slulaju k(1) <

< r+n+l  vaiZi

R0y (1)r Pea),n) R A
3 X ) 1
Kako je R(bk(l), bk(1)+n) # R(bk(l,)-, bk(l,)+l) za 1 £ 1%, 1,1° < 3in4l,
kako je |[R A | = r+n i Y| = ransl, tada je jasno da je za svako 1 17 <
< 3+n+l, k(1), k(1?) £ r+nsd,

RAl;!RAl, ,

tj. da je skup (R Alll < 5+n+l} na jmanje 3+n-toflan,
Med jutim, &injenica da je R Al e In 1 < 3+n+1 implicira da je
[Y]r+nr1I o) {R Ay ll < 5+n+1}, Sto Je suprotno predpostavci da (I

I ) dokaque rela013u (14).

n4l
c Il .

+ r+n+l

Sludaj 2. Postoji XCE, tako da je [X| = «¥ i [X]
Kao u dokazu teoreme 2.23. nalazimo maksimalni lanac b drveta T tako da

. Je
I{R(b,b’)lb’ £b, b x}l =«

To znaCi da moZemo konstruisati strogo C -rastuéi niz (t J“< + elemena-

ta iz b i niz {b } + elemenata iz X, tako da je t = R(b,b ) za svako
a {a<k a a

+

a < kK. Pored toga moZemo predpostaviti da je ba.q b, za svako a < B < «

B

Neka je Y = {thla < K+} i neka je {tao’ ceey bty } Qo < Q4< *** <
N r+n-k

i l. - vl . Iy . N )
< G, .1 Proizvoljan r+n toclan skup. Neka je %n > %pinel I oizvol jan
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Neposredno proveravamo da Jje

R {b 9 esey b » b } '—'{t ,ooo’t ] ’
Qo “en-1 %ry Qo Yrn-1

n+l n+1 r+n+l n+l
) i [X]

odakle na osnovu definicije partlclJe (I S:Il

mora biti {tao’ ""ta € Il JDakle,
r+n~1

T+0 D

(™0 1B,

Sto je suprotno predpostavci da (Io’ Ig) dokazuje (14). Ovim je do-

kaz teoreme 2,27, zavrien. m

Potpuno analogno se dokazuje da je i relaciju (a)*teoreme 2.26.

moguée stepenovati, tj. da vaZi sledeéa teorema:

Teorema 2.28. (V = L{G]) Neka je x 2w, 3 <r<w in<ow,

tada vaZi relacija

K(n+1)+ [[r+1+n]’( +) +]I‘+l’1

3+n K .

3. JEDAN PROBLEM O BESKONACNIM GRAFOVIMA

Graf G je uredjajni par (G, E), gde je Eg:[G]2 proizvoljan pod-
skup., " emente skupa G nazivamo temenima a elemente skupa E stranicama
grafa G. Sledeéi Kurepu podskup HC G nazivamo lanac odnosno antilanac
grafa G, ako je [H]z‘QE odnosno [H]an = ¢. Podgraf grafa G je svaki
graf (H, D), gde je HCG 1 DCE.

Hromatski broj Cbr(G) grafa G je najmanji kardinal A, za koga po-
stoji razlaganje skupa G na A antilanaca grafa G (v. [24]).

= (6, E) je Shalahov graf ako je |G| = w, i ako postoji XC G,
|X| = W, tako da Je Ig;fs XI{ ,y} € E} 2 w, za svako y € G-X.

U [21, Problem 4] Erd8s, Galvin i Hajnal pitaju da 1li se u ZFC
moZe dokazati egzistencija grafa G = (wy,E), takvog da je Cbr(G) = wy, i
G ne sadrZi ni jedan Shelahov podgraf. Naime, pitanje je postavlijeno u

ovoj formi, jer je u [34] pokazano ds u L tgkav graf postoji (vidi, ta-
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"kodje, [21,Theorem 6.6.]). Mi éemo ovde pokazati da je odgovor na

ovaj problem negativan, Naime, va%i:

Teorema 3.1. (MA + 1ICH) Svaki graf moéi w, koji ne sadrzi
Shelahov podgraf ima hromatski broj < w.

Dokaz: Neka je G = (w,,E) proizvol jan graf koji ne sadr¥i ni
Jjedan Shelahov podgraf.

Parcijalno uredjen skup P definifemo na sledeéi nadin:
P € P akko je p konadna funkcija iz wy u w , tako da je p-l(n) anti-~
lanac grafae G za svako ne rang (p).
p,q e P, ps<gq akko je pyg.

Skup

D, = {p e Plaom(p) 5 o.}

Je gust u P za svako a < w,, 3to se Jednostavno p roverava. Predposta-
vimo, za trenutak, da smo dokazali da P zadovol java c.c.c, Na osnovu

MA + TICH postoji E)a|a < w,}-generiéki podskup H od P. Neka je

h = UH

Neposredno proveravamo da je h preslikavanje wy u w, takvo da
Je za svako ne rang(h) h” (n) antilanac grafa G. To znadi da je

Chr(G) < w, $to nam i treba.

Doka%imo sada da P zadovol java c.c.c. Predpostavimo suprotno

tj. da postoji famili ja f;; {pala < w,} od wy med jusobno nekompatibil~

nih elemenata iz P. Na osnovu leme Marczewskog moZemo predpostaviti da

.postoji B wy, takav da je
dom(p )fldom(p ) = B,

2a svako a < B < wy, i da je P, IB pBIB, za svako a, B ¢ wy. To znadi
da je za svako a < B < wy P,U P funkcija, 3to na osnovu predpostav-
ke zna&i da postoji x e dom(p Jiye dom(p )s x £y teko da je f

x,y}eE i
p(x) =p (y) -

Neka Je B = dom(pa) - B, za svako a < wy. Prelazedi na podskup
od F moéi wy moZemo predpostaviti da je
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.max B < min Bd £ maxBa < minB

p

za svako a < B < wy.

Neka je X

U(Bul11< w}. Dakle, imamo da je |X| = w. Predpos-

tavimo da je IB@[ = k, za svako a < w, (opet prelazeéi na neprebrojiv

o~
podskup od F ). To znadi da za svako a < w, imamo monotonu numeraci ju
i,
{x li < k} skupa B .
a a
Neka Jje vV, = Xvu {lew € ac< w,}.
2 .

Kako (Vo, [Vo] NE) nije Shelahov graf, to postoji y e v -X
za koga Jje I{# € Xl{x,y} € E}I < w, Naime, postoji neprebrojivo mnogo
takvih y € VO—X.

Dakle, postoji neprebrojiv SOCf[w ,0y ) takav da je !{x e X|
l{x, XZ} € E}I <w, za sveko a eSo. Kako je X prebrojiv, to moZemo
predpostaviti da je za neki konadan AOQZX ispunjeno

o
Ao = {x € Xl{x, xa} € E},

~

za svako a € So’ Postupak dalje produZavamo na svako 0 < i < k. Naime,

. i 2 -
prvo obrazujemo V; = XLJ?xala € Si-l}' Kako (Vi’ [Vi] NE) nije Shelahov
graf to kao gore moZemon aéi neprebrojiv §; € Si-l i konaéan Ai«g X tako
da Jje

i
Ay = (x € XI{*, xa} € E} s (1)
za svako a € Si’
Neke je A = U{Ai’i < k} i neka je n < w, takavda je B, A=¢

‘(postoji, jer je A konadan a Bﬁ, n < w disjunktni i neprazni).

Neka je a &€ Sk—l proizvol jan. Kao Sto smo gore napomenuli kako

p_ 1 1 nisu kompatibilni mora postojati x e Bn i x; [ Ba’ tako da jJe

n

{x, x:} B ip(x) = p ().

Kako Je Sk 1g;Si, to na osnovu (1) imamo da je x ¢ Ay suprotno

predpostavei da je BnrwA.z ¢. Ovo zavr3ava dokaz teoreme.
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1. o-GUSTI PARCIJALNO URED JENI SKUPOVI

Neka je P proizvol jan parcijalno uredjen skup i neka je DCP,
D nazivamo otvorenim u P ako iz p s q i q € D sledi p € D, tj. ako je
D otvoren u topologiji na P &iju bazu &ini kolekcija (¢, p], p € P. D
je gust u P, ako za svako p € P postoji q < b, tako da je q p. P je

g=gust parcijalno uredjen skup, ako je anDn|n € w) gust u P, za pro-

izvoljan niz {bn}n ¢ o 8ust otvorenih podskupova od P, tj, ako je P

prostor Baire-a u gornjoj topologiji. P je o-zatvoren, ako za svaki mo-

notono opadajuéi niz "Pulh e elemenata iz P postoji p € P, tako da je

P <P, 22 svako n € w. Jasno je, da je svaki o -zatvoren parcijalno u-
red jen skup i o-gust.

U ovom odeljku mislimo posmatrati pitanje modi o-gustih par-
cijalno ured jenih skupova, Da bi izbegli trivijalne sludajeve smatra-
¢emo da je svaki parcijalno ured jen skup sa kojim budemo radili razde-
1ijiv  (v. [37, str. 52]), tj. da za svaka dva njegova elementa p i g
vaZi bar jedan uslov
(1) ¢ s p i1i
(2) postoji r € q koji je nekompatibilan sa pe.

Jasno je, da svaki (razieljiv) o-zatvoren parcijalno ured jen
skup ima moé > 2° nezavisno od CH, pa se mto postavlja pitanje, da 1i
to isto va%i i za o-guste parcijalnoured jene skupove. Drugim reima,

da 1i postoji o-gust parcijalno uredjen skup modi w, (v. [13, str.75]).
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Jedan (neapsolutan) primer takvog parcijalno ured jenog skupa mo%emo
dobiti pomoéu Suslinovog drveta. Naime, ako je (T, sT) proizvoljno Su-
slinovo drvo, tada je (T, zT) o-gust parcijalno uredjen skup moéi wy.
Dakle, gore je postavljeno pitanje egzistencije apsolutnog primera par-

cijalno ured jenog o-gustog skupa moéi wj.

Ovde éemo pokazati da u ZFC nemoZemo konstruisati o-gust par-
cijalno uredjen skup moéi wy. Da bi to izveli konstruisaéemo prvo model

teorije ZFC + 'wKH + MA + 'ICH, gde Je

wKH: Postoji normalno wy-drvo moéi wy koje ima viSe od wy maksimalnih

wy=-lanaca,

U dokazu e biti koriSéena kombinacija ideja iz [59] i iz [14],
gle je dokazana konsistentnost teorije ZFC + 1KH + MA 4+ 7ICH. U drugom
delu de biti date neke primene ovog rezultata u skupovno-teorijskoj to-
pologiji.

Neka je M p.t.m. teorije ZFC+V = L i neka je «x prvi inakcesibi-
lan kardinal u M. Kako T1KH implicira da je w, inakcesibilan kardinal

u L, to je ova predpostevka opravdana.

Definifemo C u M kao percijalno ured jen skup svih kona&nih fun-
kcija p, tako da je dom(p)C« i rang(p)C 2, koji uredjujemo sa: p €, g
akko je p D.q.

Ako je G M-generidki podskup od C tada Jje 2% - x u M[G] . Kako
C zadovoljava c.c.c. to M i M[G] imaju iste kardinale i funkciju kofina

nosti,
Za v < « definiSemo CY = {P e Cldom(p) ¢ Y} icY= {p e C|
L
Idom(p)rWY = ¢}. Kako va%i C = ny CY, to je GY = GﬁCY M-generidki
podskup od C_, a G¥ = ¢ncY je M[C—Y:]-generié'ki podskup od CY i
M[GY]fGY]= M[G].

Neka je B = RO(C) (u M). Kako je C kanonski izomorfno gustom
podskupu od B, to demo C identifikovati sa tim podskupom. Tako éemo sa
BY oznafavati kompletnu Booleovu algebru generisanu sa.CY, za svako

Y < Ke
U M definiSemo skup F svih funkcija f sa osobinama:

(i) f: « x (wy x «) > B;
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'(ii) Y # Y - f(Y’ (G‘)ﬁ)) N f(Y': (G'tﬁ)) = 05
(iii) Yz2p- f(Y: (C‘aﬁ)) = 0;
(iv) I{z e k x (wxx)|f(z) > O} | < wi;

(v) postoji ordinal ¢(f) < wy, takav da je £(y, (ayp)) = 0, za
a2 ¥(f);

(vi) rang {f|8) C B.+, za svaki ordinal & < «, gde Jje f|& = .
} )
= (8 x (w1xd)) & 8% prvi kardinal veéi od &.

Dakle, ovo je Devlinova modifikaci ja parcijalno ured jenog sku-
pa Mitchella iz [59, str. 26-27]. Mi se za naSe potrebe moZemo koristi-

ti direktno i Mitchellovim parcijalno uredjenim skupom.

Koristedi F mo%emo definisati u M[G] parcijalno uredjen skup P

na sledeéi nadin., Za f € F definiSemo

?:ﬁn<mmnﬂpec>b<8ﬁn<%mn}
Neka je P = [?I fe F} , i f < g akko je fog.

DefiniSimo u M parcijalno uredjen skup Q sa domenom CxF stavlja-
jui (p,£) <, (a,8) akko Je p s aip |- "T < &" (4. p2al
p |-, "Fog").

Na osnovu leme o.4. znamo da, ako je K M-generilki podskup od
Q, gle je G =lp € C|(p, OF) > K} (OF = {(z,0)|z € k x (wy x K)}) i ako

je H = {? e P| (¢, £) & K} , tada je H M[G]-generiSki podskup od P i
M[c1{H] = M[K].
U M defini3emo uredjenje <p skupa F sa: f SF g ako i samo ako je

1 ]l-c "FHg", tj. £(z) >y g(z), za svako z & x x (w1 x k). Neka Je
{fala < 6}, 8 < wy sF-opadajuéi niz iz F (u M). Defini3imo g: kx (wyxk)> B
sa: g(z) = VB(f (z)a < 6}, za svako z € k x (wy x x). Pisademo g = A f .

Ta : a<d “a
Jasno je, da je g e Fig <p fa’ za svako a < 0.

Navodimo neke ssobine parcijalno ured jenog skupa Q. P zadovo-
1java k-c.c. u M[G]. Q zadovoljava «k-c.c. u M. U M[K] vaii 2 = 29 _u,,

\ G ! M
GMIKD  mle) g K]
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Za y < k u M definiZemo F, = {flylf > F} JFY = {f-fly It e F},
L ¥
Q= C xF 1 Q¥ =CY x FY, Neka je K_= KnQ_ i KY=knqY. U M[G] za
svako y < « stavljamo P (f|y If € P} i pPY-= (f-fly lf € P} . Prime-

timo da za regularan u M kardinal A > w1M va%i P, e M[G ] ida P i Px

A A A
odgovaraju skupovima Fx i Fx na isti nadin na koji P odgovara skupu F. U
M[GY] skup QY uredimo sa:
(p,£) <y (c,8) akko jep <, q 1 (3 p’e6,) [PPup ||-, "¢ &"].
Ako je A > w,M regularan kardinal u M, tada je Kx M-generidki
podskup od Q i g je M[KK] generi&ki palskup od Q i va%i M[K] = M[Kx][K ]
(v. [11, lemama 4.7.]).

U M[KY] (v < «) skup FY uvodimo relacijom <. (ista oznaka kao go-
re): f < 8 ako i samo ako (u M[KY]) vaki 1 ||-M£KY] tog".
§ 2

Lema 1,1. ([11, Lemma 4.8.] Neka je Y 2 wy, & < w, {f |E < 6}

niz elemenata iz FY u M[K +], takav da iz E < E < & sledi fé’ <p g

Tada postoji g ¢ FY, tako da vaZi

M[K = "(¥,. < 8)(1 ||- 4" g5F. ").
Element g ¢ FY ove leme demo oznalavati sa Ag <8 fE' Sledeéa

lema je centralno mesto u dokazu konsistentnosti teorije ZFC+ “TwKH+MA+ TICH.

Lema 1,2, Neka je A > w¥ regularan kardinal u M, Neka je R par-

cijalno uredjen skup u M[KK] i M[K ] |= "R zadovoljava c.c.c.". Neka je
I normel no wy-drvo moéi w, i M[KK][I], gle je I M[KK]-generlékl podskup od
R. Neka va%i M[K][I] |= "o je maksimalni w,-lanac drveta I", Tada je

b e M[K, J[I].

Dokaz: Na osnovu lema 0.3. i 0.4, iz uvoda rsda zakl ju€ujemo da
s Aqr A
Je MK, I[T][c™][H"]

ridnosti, gle je K, = H NP, i H" = HNP",

Predpostavimo da zakljufak leme 1,2, ne va%¥i, tj. da postoji mak-
simalan wy-lanac b drveta T u M[K][I], koji se ne nalazi u M[Kx][l] Kako
M[KX][I] i M[Kx][I][G ] imaju iste kolekcije wy-lanaca svih w,-drveta iz

M[K][I], pri Zemu va%e i odgovarajuéi uslovi gene-
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M[KX][I] (v [12, lema 8]), to mofemo predpostaviti da b nije u
M[Kx][I][G J- Kako je |T| = wy, to mo¥emo smatrati da je T = (w,, sT)

= fo] (amrx 3r1D).

Kako éemo raditi sa vise forsing relacija istovremeno, to éemo

izostavljati specijalne oznake elemenata odgovarajuéih jezika forsinga,

Znamo de postoje r e I, pe tire P tako da valki
Mk MK, J[1]
r ||_R Kl "LI = (wq, < ) Jje normalno wy=drvo, T =(O} i (p’f)ll_ KKK n[b
s Q

Je maksimalni wy-lanac drveta. T, koji nije u

MiK, J(116™] 10 ] .

Radedi ispod r i (p,f) mo%emo predpostaviti da jer=1, p= l

R’
if=0 gt Dalje radimo u M[Kx] Na standardan nadin proveravamo da

R x CA zadovol java C.c.C.

Sublema 1.3, Neka su a < wy 1 f ¢ FK proizvoljni. Tada postoji
f, tako da je

’
£ QF

1 fl-g "(IyeT) ( (1,0) [l=r "ye b,

Dokaz subleme: Induktivno demo konstruisati niz {(r

E’ pg, ’ qg)l
lg < 6}, & < wy, takoda va¥e uslovi:

(1) Ty € R, Py © Cx, fg e FN i Yg & w1, 2a svako E < & ;

(11) 0% , pg) i( Typrs pg,) su nekompatibilni u R ¢ i fg, < fE <f
za svako £ < E’ < §;
(131) rp [l-g"lyg e T ACpp £) [1-hy, e b7,
Ordinal & odredjujemo kao onaj ordinal na kome se indukeci ja zavr-
Sava, tj. ked je {(rg, pg))g < 6} maksimalan skup medjusobno nekompati-
bilnih elemenata iz R x CK. To znadida je § < w4,
Predpostavimo da smo (r,, P fg’ qg) veé konstruisali, za svako

E < E' < wy. Ako je {(rg, pE)IE < g'} maksimalan skup nekompatibilnih

elemenata iz R x CK, tada stavljamo § = E/ i zavrSavamo indukeiju. Predpo-
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stavimo zato da postoji (r,p) € R x Cx, tako da je (r,p) %v(rg,pg), za
svako § < E/,

Neka je g € FK, g = A element iz leme 1,1, (kako je «

f
BeE g
prvi inakcesibilan kardinal to je A = v’ 2a neko v > Wy ). Dakle, g sF f_,
za svako £ < E’. Kako va%i r Il?R "[(p,g) ||-QK "(J xe Ta) (x e b)"]",

to moZemo naéi y’ e wy r’ < r i (p’,g’) st (p,g), tako da va3i

v by "y e T, 1 (e 6 1= vy e br.

Na osnovu definicije uredjenja skupa Qx znamo da postoji q ¢ QX
tako da vazi

au P ||-; & 2 &

|V

Za svako z = (v, (a,B)) € « x (wy x «) = (A x (wy x A)) stavljamo
h(z) = g(z)vlg' (z2)A(q p’|g")].
Neposredno proveravamo da je h € FK, h < 8 i (p’,h) st (p’e’).

Neka je rg, = I", P = p’g’ fg/ =hi ygl =y’ teda (rgli pgl! fgl, YEI)
zajedno sa veé konstruisanim &lanovima niza zadovoljava uslove (i)-(iii).

Dakle, moZemo smatreti da niz & rg,pg,fg,yg)lg < 6}, 5 < wy kon-

struisan. Neka je f’ = A€<6 f'g element koji dobijamo u lemi 1.1. Da f’

zadovol java zakljufak subleme proversva se na standardan nadin.

Sublema 1,4, Neka sua < wy i f ¢ FX proizvoljni i neka vaki
1 ||-R "(dy e T )((1,f) ||-Qx "ye b")". Tada postoji B < wy, B >a i

A o

£°, 1 ¢ FY, £°, £ <p £5 tako da vaki

1 ||_ "[ako je x € T . (1,f) ]I- A "x g b", tada postoje xo, xle T,
R a Q g

1 .
xé £Ax, x < xo,xl, tako da je (1,f%) II-QX nxd e b", za svako i < 2]",

Dokaz subleme. Kao u sluda ju dokaza subleme 1.3, induktivno kon-
- v . 1 1 p
struiSemo niz {(rg, Pgs fg, fg , xg » Xgs X ﬁg)lg < 6j & < wy, tako

da vaZi:

(1) rE € R, pg € Cx, fZ s fé eF, XZ’ xé e w i Bg < wy, 2a svako E < wy;
(ii) fz ) <p f; <p 5 za svako £ < E/ < § i svako i < 2;

(iii) ry 1N "[xg e T_A(L,r) ||-Qx "X € b"]";
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(IV) rg |I" "[x eT /\xg 7'{ xg )xg T gl\(pgv E) H" A "xg b".]"‘

Pe
(v) (vg, pg) # (r’g, Py ,)s za svako E < E' < &.

Ordinal & odred jujemo kao onaj ordinal na kome se indukcija zavriava,
Sto na osnovu (v) znaél da Je 5 < wy. Predpostavimo da smo veé konstrui-
sali (rg, Pgs fg , E’ xg s xg » Xg, ﬁg), za svako £ < £’ < wy. Ako je
{(rg, pg)lg < g'} maksimalan skup med jusobno nekompatibilnih elemenata

iz R x Cx, tako stavljamo & = E’ i zavrSavamo indukeiju, Zato predposta-
vljamo da postoji (r,p) e R «x Cx, tako da je (r,p) # (r za svako

E<E .

g’ pg)

Neka je go = AE<€' fg i gl = A5<g, fé . Kako je po predpostav-

ci 1 ||- "(3y e T ) ((a, f)ll- "y € b")", to pro3irujuéi r mo%emo

predpostav1t1 da postOJl X E w,, tako da je

r |I_R"[x € Tq‘A(l’f) H-Q)" "X e b"]".

Neka je I proizvoljan M[Kl] generi&ki podskup od R, koji sadril

r € R. Dakle, u M[Kx][I] imamo da za x e T, vaZi (1,£%) II- A "X g b"
DokaZimo da radeéi u M[K§][I] mozemo naéi p < wy, B < a, zatlm p’ € Cx
io il 2

P’ <p, g , 8 =€ F £, <p g (i< 2) i elemente xlj, (1,3 < 2),
10 £ xil B

tako da je x < le, i

(p?, &Y) ll'QR e b, i,5 < 2.

Naime, za to je dovoljno dokazati da za svako g € 7 iz (p,g) II-QX
"X g b" sledi egzistencija p’ < p, g?, g" < 8y B>a 1x’x"e T, x'£ x",

a’.
X ¢n X*,x", tako da je (p’,q’) ||-Q "Xre b i (p’,8") II-QK " x"g n",
Neka je ¢t proizvol jan M[KK][I]-generiéki podskup od CK, koji sa-

drEi p. Dakle u M[K, ][1] [6*] vazi

- Il- "[b je kofinalan lanac drveta T koji nije u N[KK [I][G 171
4) M[Kx][I] [G ] mora postojati B > a, h?, h" ¢ Fx h’, "2 g 1 x?,x" ¢ TB’
x? £x", x <p X’,x", tako da va%i h’ ]I- A "X" e b" i R II— A "X e b"
Jer bi u suprotnom

b= fy e tl(3028) G ll-p 5 e 6m)

i
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bio kofinalan lanac drveta T, za koga va%i g ||- "B’ = b", suprotno
(1). Kako je G proizvol jan M[Kx][I]—generlckl podskup od CK koji sa-
drzi- p, to u M[Kx][I] va®i

pll-gr "(38 >a) (3B, B" D) (I, x" ¢ Tg)

[x <T’ x?,x", x’ % x" i R’ I'-PX "y £ én ih" II'PK "X" e gn]u.

Dakle postoji p’ < p, B >a, h?’,h" ¢ i x?,x" € TB’ x? £ x", x <Tx’,x",

tako da je
||_Ck "[-h’|+ px "X ¢ én iR II_PX "x" g én]c

[l-gh "B, B2 .

Kao u dokazu subleme 1.3. mo%emo naéi g’, g" e Fx, tako da je g’ g" <p g
II—CX "[g?> n* i g"2 h"]". Dakle, B8 > a, p’, g’,g" i x’, x" zadovo-
ljavaju gore traZene osobine. Kako je I proizvoljan M[KX]-generiEki pod -~

skup od R, koji sadrii r, to vaii
io il i io il
r{l-g "(3p >a)(3p’ < p)(I6°8 8 )(Ix°, x e Tp)
[x < xtd 0 £ xllﬁA (P’,gla) II-QR et g b"]",
Za svako i,j < 2. Dakle, postoje r* s r, B > qa, glo, gll <p gl, xlo,xlle w4
(i <2)1ip’ <p, tako da je

e 1"l e Toax < x A 0 A A (o) [-gp "™ e po]n,
za svako i,j < 2.

00 % x11

Predpostavimo, na primer, da je x . Tada stavljamo da je

i ii ,, i ii ,, .

Ty = r’, Pgs = p’ fg, =g (i<2)), Xgp = X, X =X (i<2)i pg, = B
Neposredno po konstrukciji proveravamo da uslovi (i)-(v) ostaju biti za-
dovol jeni,

Dakle, moZemo smatrati da je niz ((r s Dy £ fl x5 x1 Xpy P )l

g g g g gy g g

|§<6; 6<w,hmﬂmnwm

Neka je f& = Ag 5 g ,(1 < 2) i neka je B = sup(ﬁg]g < 6} . Na os-

novu subleme 1.3, postoje f’ <5 6’ i < 2, tako da vali

111 "3y e 1) (@Y []-p "y e b), (2)
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za svako i < 2. Doka¥imo da su g i £°, £! trafeni iz zakl juka sub-

leme 1.4. Za to je dovoljno dokazati da je skup

{(r,p)lr ||-R "[ako je x € Ta,A( 1, f) II-QR "xe b", tada postoje xo,xleTﬂ ,

. xo,xl, tako da je (p,fl)||-Qk " g b", za i < 2]"} (3)

gust u R x Cx. Neka je (r,p) € R x ch proizvol jan. Kako je {(rg, pg)|5 < 6}

x° {’xl, X <

maksimalan skup med jusobno nekompatibilnih elemenata iz R x CE, to postoji
E < &, tako da su (r,p) i (rg, pg) kompatibilni. Neka je (r’,p’) € R x CK,
takav da je (r’, p’) < (r,p), (rg, Pg)’ to na osnovu (iii) iz gornje
konstrukci je

» - " i - " "wn
r’ || R [ Xy € T, AL,1) 1| Qx Xy € b"] (4)
. i i i . v
Kako je £ < f& % fg’ to na osnovu (iv) vaZi

i o, 1 i i i
r’ ||-R "[ Xy Tﬁg‘“xg’£ Xps Xy < Xg alp?, f.) |l-Qk 'x g © b"]", (5)
za svako i <2. Na osnovu (2) postoji r" sr i x" e wy (i < 2), tako da
Jje
e |- [x" e Tg A (@,17) [-h "xle Bv]Y, 4« oz (6)
Na osnovu (4), (5) i (6) va%i
i i o 1 .
r" II-R"[xE <rp g XA X A xT]Ni <2 (7)
Relacije (4), (5), (6) i (7) daju
1
" ||-R2[xg € TQ,A(]"f) H-Q)\ ]th" e b" A xo’ x’ e TBI\XO %X A
A Xp <p x%,x° A (p’,£) ||-QX "l e b, (1< 2) (8)
Kako postoji samo jedno x € wy, 2a koga je r" ||-R "[x e T, A(l,f)

.||-Qk "x ¢ b"]", to nam (8) zna&i da je (r", p’) e skupa (3), tj. skup
(3) je gust u R x Cx. Ovo zavrSava dokaz subleme, m

Nizove {fsls € 92} i {anln € w} éemo konstruisati induktivno po
[s], tako da vaZi:
(i) s e %2 » fg € Fx;,
(ii)sgt»fts

F fs;

(iii) n< m> ap < ap < Wy 3
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(iv) sko je.s "2, tada je 1 [|-. "(Iy e T ) ((1,£.) |[|-A "y & b")";
R an S Q

(v) ako je s € "2, tada je

1 ||—R"[ako jex e Tan i (l,fs) [I-Qx "x g b", tada postoje x°’xleT“h+1’

2 - " " 3 "
xo¥ Xs X <p X_,%;, tako da je (l,fs.i)|[ Qx x; £ b, 1 <2]n
Neka je f, = O )\, o = 0. Predpostavimo da smo veé definisali
{fs|s € ‘-'2} {amlm < n}. Za svako s € "2 po (iv) vazi

1 H—R "(Iy e Tan) ( (l,fs) ||-Q7\ "y € b")! Na osnovu subleme 1.4,

- . .0 A1 s ..
moZemo naéi fs, fs sF fs i ps > an, tako da vaZi

1 ||-R "[ako je x € Tan i(1,f,) |I-Qx "x & b", tada postoje x_, x; € TBS,
. i .
xogkl, X <q X_,%;, tako da je (1,fs) II-QX "x, e b", i < 2]",
. . n . i
Neka je 4,1 = 8P {ﬂsls € 2}. Na osnovu subleme 1.3. postoje f s*i SF fs
(1 <2), takoda je 1 ||- "(Jy e T ) ( (2, fong )||- A "y e b")",

n

Dakle, konstrukcija se mo¥%e nastaviti.

Dalje radimo u M[Kx][I]. To zna&i da redenice koje 1, forsira
u uslovima (iv) i (v) va%e u M[KK][I]. DefiniSimo niz {xs|s € w2} na

sledeéi naéin, Neka je x, = O.'Predpostavimo da smo za svako s £ 2 de-
finisali x tako da je x_ e Tan i (l,fs) ||-Qx "x_ e b". Kako vaki (v),
to moZemo naéi Xgags Xgay € Ta > Xong £ Xgap 1 X <q X g, tada da
n+l
Jje
- " " 3
@,r_.,) [ QF "Fsep €D i<l

-Dekle, indukcija se moZe nastaviti. Primetimo da iz s,t € n2, s-£ t sle-
didajex #x.

Neka je 1 = (U Gy ) (Uue ) odsefak generidkog skupa UG. To zna-
idajele“ile M[Kl 1. Dakle niz g |n € w) pripada M[Kx
J

A
njegovi elementi su iz F ri demu je f zams<n< w, Pri-
g s P lln

°F llm’

menom leme 1.1, zakljudujemo da postoji fl € FK ipe G+, tako da je

A

p II-CX+ " flAQ §l|n’ za svako n < w.

Neks je p’=p|x a p" = p-p’, tada je p’ ¢ Gxi p" € Cx. Po definiciji
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ured jenja < A.u M[Gx] imamo da je

~Q
(p", fl) SQK,(p", flln) za svako n < w .

Dalje radimo u M[Kl][l]' Na osnovu konstrukciyge niza (xsls € ub} zna-
{
.

mo da je

(p", fl) ||-Qx "xlln ebNT ", za svako n < w. (9)
n

Kako va¥i (p", fl) ||-" b je maksimalni wy-lanac drveta ", to posto-
je x e T_1i (p~, fi) st (p", £1), tako da je (p~, fi) |- "x, € b",

gde je a = sup {anln < w}. Na osnovu (9) imamo da va®i
{
-/

(% 1) Tl "(¥, (¥ e P2)(2n = s o x_ e (x)y T )",

Sto znadi da vaZi (p~, f’) II— "1 e M[K J[I]", suprotno M[Kx][Il—gene-
riénosti skupa 1 = (UGK ) - (UG ). Ovo zavr§ava dokaz leme 1,2,

Definiciju iteracionog niza uzimamo iz [14] kao i faktornu
lemu za iteracioni niz (v. [14, lema 1.4.]). Dokaz sledede leme je pot-

puno analogan dokazu leme 3.7. iz [14],

Lema 1.6. Neka je M p.t.m. ZFC, A\ granidni ordinal u M, (Pgl

E < +% iteracioni niz u M i I jedno normalno ws-drvo u M moéi Wy .

Neka je G M-generidki podskup od PK' Za v < A stavljamo Gv = (p|VIp € G}.
M[E]

Ako je b e M[G] maksimalni wy-lanac drveta i ako je wg = W4
b e M[Gv] za neko v < A. m

, tada je

Neka je T = (T, <) Aronszajnovo drvo. Parcijalno uredjeni skup
P = P(T) definiSemo na slededi nadin. Elementi skupa P su konadna pres-
likavanja, tako da je dom(p)C T, rang(p)<C 0 (skup racionalnih brojeva)
i p(s) < p(t) za svako s,t & dom(p), s <p t. P ured jujemo sa p < q akko
Je p2> q (v. [17], [14]). Da je P c.c.c. parclgalno ured jen skup i da je
u svakom njegovom generidkom proSirenju I specijalno Aronszajnovo drvo
pokazano je u [17] ili [14, lemma 3.3., 3.4.]. Dokaz sledede leme je pot-
puno analogan dokazu leme 3.5, iz [14],

Lema 1.7, Neka je M p.t.,. ZFC, T Aronszajnovo drvo u M 1 P =
[P(_)] . Neka je U proizvol jno normalno wy=drvo moéi w; u M. Neka Jje
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G M-generidki podskup od P i b maksimalni ws-lanac drveta U u M[G] .
Tada je b € M. = .

Vratimo se sada predpostavkama, koje smo nadinili na poletku
odeljka. M je p.t.m. ZFC+ V = L, « je prvi inakcesibilan kardinal u M,
= [RO(C)]M, F je skup funkcija iz « x (wy x x) u B, koji smo definisa-
1i na pofetku odeljka, Q = C x F, ... . Neka je N = M[K], gde je K
M-generidki podskup od Q. Kako smo napomenuli imamo da u N va¥i 2% = 2%
= W2, w¥ = w§ i wg = k. Skupove KY’ KY, Gy, Y, HY’ HY definiSemo kao
na poletku dokaza.

Sada navodimo Devlinovu modifikaciju (v. [14, str. 285]) iteraci-
onog niza Solovaya i Tennenbauma (14]. Predpostavljamo da dalje radimo u
modelu N,

Neka je R proizvoljni parcijalno uredjen skup, tada se skup
svih X ¢ N R , za koje va%i ||XC ®, x @ || =1 nalazi u 1-1 kores-
(().)1 XWq )

podenciji sa RO(R). Ako je |R| € w, i ako R zadovoljava c.c.c.

teda je |RO(R)| € w, na osnovu w,” = w, (u N vazi 2% = 2% - wz) Odatle

je I(w'xw')RO(R)I $ wz. To znali da je |]X € N(R)I X cdy x oy =

pa zato postoji numeracija t(R) skupa {X € N(R)] ||XC:w, X w,ll

L_,WJ

tipu wz. Neka je p: w2 x w2 - w, takva bijekcija da je p(g, E') > E, g'
za svako g, E' i neka su i,j inverzne funkcije sa p, tj. p(i(€), J(E)) =
za svako E,

Definisademo sada iteracioni niz {Rglg 3 wz} tako da vaZi:
N

(i) € < w2 » R, zadovol java c,c.c.;

(ii) & < wp - IR | < w.
Neka je R = D dvoelementna Booleova algebra. Ako je A granidan

za R, uzimamo grenicu niza (R Ig < x} (tj. direktnu granicu; v. [74], gde

je dokazano da RX zadovol java ¢.c,c., Jjer po induktivnoj predpostavci
svaki Rg zadovol java c.c.c.). Takodje, je jasno, da je le% < wy, sko

je N < w;, Predpostavimo da smo veé konstruisali ) R |E £ N}, za neko
A < wz. Neka je S = r(R, (k))(a(l)) j(\)-ti element T—numera01Je skupa

{X € N( 1(%) I |]xcoy x @ |] 1(x) = 1} . Posmatramo t ri sludaja,

Studaj 1. || S Je c.c.c, parcijalno uredjenje skupa w, IIRK # 1. Teda
stavl jamo Rx 1 = Rk® D.
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Sluaj 2. “lugaj 1 ne va¥i i || postoji normalno w,-drvo T moéi b
i term b S-forsing jezika, tako da je ll b je maksimalan @, -lanac dr-
veta j, koji nije u N[I)\]VHS >0 || A = 0, gde IX N-generiki pod-

skup od Rl.Tada stavl jamo RX+1 = RX ® S,

Sluaj 5. Ne vaZi ni jedan od sludajeva 1 i 2, To znadi ds je d > 0,

gle je d = [[ postoji normalno w;-drvo T moéi @ i term b S-forsing je-
zika, tako da je ||b je maksimalni &, -lanac drveta T koji se ne nalazi u
N[IK]VHS >0 ||RK (primetimo da se u sluaju 2, i 3. u [14] spominja-

lo samo normalno (w;,w,)-drvo).

Sublema 1,8. d = d’, gde je 4’ = Il postoji Aronszajnovo drvo
T i termb S-forsing jezika tako da je || b je maksimalan w,-lanac drve-

y . R
ta I koji nije u N[I, ] HS >0 || r

Dokaz: Jasno je, da je 4° SRX d. (Koristimo istu oznaku i za
RX i za odgovarajuéu kompletnu Booleovu algebru.). Neka je I. proizvo-

A
ljan N-generidki podskup od RK koji sadr%i d. Radedi u N[Ik] fiksiramo
normalno wydrvo T moéi wyi term b S-forsing jezika tako da Jje e = ||b Je

maksimalan wy-lanac drveta T koji nije u N[IK]VI!S > 0. Neka je

U= {x e T[(Je? <q e) (e’ ||2[Ik] "X g b")}
i neka je U = (U, sTrWUZ). Jesno je, da je U pofetni komad od T. Kako
va%i e II-S "b je kofinalan lanac drveta i " To je visina drveta U jed-

nake ;. Kako je e ||-S "b ¢ N[IK]'", to za svako x e U_ postoji § > a

X1,%y € Uﬂ’ x) £ Xys X1, X > X i ej,6, < e, tako da je e; ]I-s"iie b",

tJ. X| 9%y € U,. Odavde, posebno, sledi da ako U ima wy-lanac tada obavezno

p

ima i neprebrojiv antilanac.Dakle, da bi dokalazi da je U Suslinovo drvo
dovol jno je dokazati da nema neprebrojivih antilanaca. Medjutim, ako je

A S U neprebrojiv antilanac, t ada je {Ili € b[|S|x € Aj dis junktna ne-

prebrojiva kolekcija elemenata od S (odnosno RO(S)), koji su razli&iti od
0, suprotno predpostavci da S zadovoljava c.c.c. Po definiciji U imamo da
vazi e Il—s "b je maksimalan wy-lanac drveta Q" (primetimo da U ne mora

biti normalno (v. def. §1.I), medjutim, unija nekih w, slojeva toga drveta
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daje normalno Suslinovo drvo za koga vaZe isti zakljui). Kako je Ih
bio proizvoljan N-generi&ki podskup od RK’ koji sadr?i 4 imamo da va¥%i

d ||-gx "[postoji Aronszajmovo drvo U i term b S-forsing jezika, tako

Jcx

da je ||b je maksimalan w-lanac iz
d g, 4’2,

®,

ibé N[Ix]vlls > 0]". Dakle,

Na osnovu predhodne subleme i principa meksimuma postoji zo,ta-
ko da vaZi

1i

| R
(1) ||20 Je Aronszajnovo drvo || A
(ii) a stll postoji term b S-forsing jezika, tako da je || b maksima-

lan o -lanac drveta io koji nije u N[IX]VI!S >0 IIRK.

(

Neka je E € N ™ takav da je ||E = P(_ ) IIRX 1, gie je B(T)

gode definisano (skup svih kona&nih strogo rastuéih preslikavanja iz T

® S -
u Q). Neka je Ryl = By © E. Teda je po lemi Solovaya Ry,1 ¢-c.c. parci
jalno uredjen skup (jasno je, da je lRK € w ). Po lemi 3.8, iz [14]
imamo da va%i || S zadovoljava c.c.c. || K+l Z 1. Ovo zavr3ava konstruk-

ciju niza {R IE }.

Neka je I N-generi&ki podskup od R = (Rw )N. Da u N[I] wvaii
2

MA + 2% = w, dokazuje se na standardan nain (v, [14, str, 287,288] ., Do-
ka¥imo zato samo N[I] |= 1wKH.

Neka je T = (w4, sT) proizvoljno normalno wy-drvo u N[I]. Trebamo
dokazati da ono ima < wy maksimalnih w,-lanaca u N[I]. Na osnovu leme is-
tinitosti za forsing mo%emo nadi § < dg tako da je T & N[Ié] Kako je
N = (L[K]) » Pri &mu moZemo smatrati K C x = w, mo%emo naéi A < « ,

tako da je I, Ry € M[KX][I ] (A >w i\ je regularan kardinal u M). Na
osnovu leme 0.5. imamo

MLk TG 0K"] = uix, J(KM(T,) = N{1,),

Jjer je Qx, R6 £ M[KX]’ pri ¢emu va¥e odgovarajuéi uslovi generi&nosti.
Dakle, Ry Je parcijalno uredjen skup u M[KK]’ koji zadovoljava c.,c.c., jer
taj uslov zadovol java M[K]. Dakle, zadovoljene su sve predpostavke leme 1.2

za M[KK]’ 5 I, Primenom te leme zakljulujemo da se svaki maksimalni
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‘wy-lanac drveéta T u N[I ] nalazi u M[KK][I J. Da se svaki maksimalni
wy=lanac drveta T iz N[I] nalazi u N[I ] dokazujemo indukcijom po ite-

racionom nizu {Rglg w2 Yo Granidni koracl indukcije slede na osnovu

leme 1.6. Sukcesorni koraci indukcije u sludajevima 1, i 2. slede di-
rektno po definiciji, dok u sludaju 3. sledi na osnovu leme 1.7. Dakle,

svaki meksimalni w,~lanac drveta T iz N[I] pripada M[Kx][lé]’

~Kako je IQK ® RBIM < Ky to je k inakcesibilan kardinal u
M[Ki][15] = M[Kk ® IS]’ gle je K, © I5 M-generifki podskup od Q@ Ry
iz leme 0.4, To znadi da I ima manje od « maksimalnih w,-lanaca u
M[Ki][I ] a time i manje od x = w, N[1] maksimalnih w, -lanaca u N[I] ,
Sto je i trebalo dokazati.

DokaZ%imo sada da u dobijenom modelu ne postoji ni jeden o=-gust
parcijalno uredjen skup moéi wy., Ako je T = (T, sT) normalno w,-drvo,
tada kaZemo da je T g-gusto, ako je parcijalno uredjeni skup (T, zT)
o-gust. Sledeta lema je opStepoznata (vidi, na primer, [17], [13]).

Lema 1.9, Neka je P proizvoljan o-gust parcijalno uredjen skup
moéi w, i neka je B = RO(P). Tada postoji o-gusto normalno wi-drvo T =
(m ?B) modi wy, tako da je T gust podskup od B,

Dokaz: Neka je {p |a < w1} humergcija skupa P, Induktivno po
slojevima T&, o < wy demo konstruisati traZeno drvo: Neka je T (1 }

Predpostavimo da smo T,,B < a < wy veé definisali pri Semu je, za svako
B < a, T‘3 (disjunktno) razbijanje jedinice. Predpostavimo prvo da je

a = P+1, Neka je x ¢ TB proizvol jan. Kako je P razdeljiv, to postoji
P,q € P, p,q sBx, tako da su p i q nekompatibilni. Ako je x Ap. > O

(u B), predpostavljamo da je p € x A pB. Neka je A(x) maksimalan skup

‘med jusobno nekompatibilnih elemenata iz |r eB|r g Xp koji pro3iruje
L

{b,q} . Dakle, imamo da je VBA(x) = x. Neka je T, =U (A(x)lx € Té}.

Predpostavimo sada da je a granian ordinal. Neka Jje T fAB b|b Jje a-
-lanac iz T]a i ABb > O}. Neka je
DB ='r e Blo <T §px, za neko x ¢ TB}

za svako B8 < a. Po predpostavei o T » B < a znemo da je D_ gust otvo-

ren skup u (B- {O}, sB), za svako B < a. Neka je D =\J&)B|ﬁ < a}. Kako
L
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‘je P o-gust, to je i (B-{O}, SB) o-gust parcijalno uredjen skup (jed-
nostavna provera), $to znadi da jeD gust u B-{Ol. Neka je r € D pro-

izvoljan, tada on odredjuje o-lanac b(r) =$ x|x e Tjair N x} . Dak-
le, za svako r £ D imamo da je O < r € b(r) e T, s Sto znadi da je T,
(dis junktno) razbijanje jedinice. Posebno, svako x € T|a ima produZenje

u Ta' Neka je T = U {Tala < w.}. Po konstrukeiji T je gust u B-(O i

(T, BB) je normalno wy-drvo moéi w,. Odatle de jednostavno slediti da

je (T, SB) o-gust parcijalno uredjen skup.

Lema 1l.lo. (MA + 1CH) Neka je I proizvol jno normalno o=-gusto

wy-drvo moéi w,. Teda T ima viSe od w, maksimalnih w-lanaca.

Dokaz: Predpostavimo suprotno, tj. da T ima <-wy maksimalnih
wy-lanaca., Neka jelgf kolekcija svih njegovih maksimelnih ws-lanaca.
Dakle, po predpostavci je || s wy. Kako je T normalno wy-drvo, to je
za svako b £ of, skup D(b) = T-b gust i otvoren u parcijalno ured jenom

skupu (T, ;T). Za sveko a < wy stavljamo D = U ERﬁTI a € B < w,}. Kako

je T normalno wy~drvo, to je Da gust i otvoren skup u (T, 2T), za svako

a < wy. Neka je

F- [n ®) b s'x} U fnala < wa} ,

o
tada je JFkolekcija od wy gustih otvorenih skupova parcijalno uredje-
nog skupa (T, BT). Jedna posledica MA + 71 CH glasi (v. [13] ):

DA: Za svaki o-gust parcijalno uredjen skup P moéi wy i svaku kolek-
ciju &F, njegovih gustih podskupova modi w,, postoji F -generidki
podskup od P.

Ako DA primenimo na parcijalno uredjen skup (T, ;T) i kolekciju ¥ zak-
1julujemo da postoji F -generidki skup GC T. Kako je T drvo tada us-

lov 2. iz definicije generidkog skupa znaci da je G lanac drveta T. Us-
lov 1. nam obezbed juje da je G poSetni komad od T. Kako je D .nG#¢ (po
uslovu 3. iz definicije generidkog skupa), za svako a < wy; imamo da je G
maksimalni wy-lanac drveta T, tj. G € & . Dakle, po definiciji je D (G) 85?,
3to po uslovu 3. zna%i da je D(G) N G £ ¢, :3to je nemogude, jer je

D(G) = T-G po definiciji. Ovo zavr3ava dokaz leme. =
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Teorema 1,11, ( 7IwKH + MA + T1CH) Ne postoji o-gust parci-

jalno ured jeni skup moéi wy.

Dokaz! Teorema sledi direktno iz lema 1.9, i l,lo.m

U radu [46] Kurepa daje sledede interesantno uopStenje pojma

separabilnosti topolosSkog prostora X

Ko: postoji prebrojiva famili ja éE)diskretnih podprostora prostora X,

tako da je iED, gust podskup prostora X,
(0Oznaka K Jje uzeta iz gornjeg rada)

Ruski matematiSari (. Arhangelskii i drugi) ovu osobinu danas

nazivaju d-separabilnost prostora X.

Osobinu K imaju neke vaZne klase topoloSkih prostora kao 3to
su metrizabilni prostori, dijadski bikompaktni, bikompakti Eberleina,
dispersioni prostori i drugi. Za rczliku od separabilnosti ova osobina

se prenosi ori proizvodu proizvoljnog broja prostora (v. [1]).

U istom radu Kurepa postavlja pitanje egzistencije topoloskih
prostora sa prvom aksiomom prebrojivosti, koji nemaju osobinu Ko’ U te-
oremi 2 toga rada on pokazuje da je Suslinov kontinuum linearno ured jen
prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti, koji ne zadovol java uslov KO.

Primetimo da on ima te%inu ws.

Med jutim, mi moZemo dati i apsolutni primer linearno ured jenog

prostora sa prvom aksiomom prebrojivosti, koji nema osobinu Ko'

Neka je L skup svih konaénih nizova ordinala iz w,, koji ure-
d jujemo relacijom < prirodnog uredjenja (v. [55]. Kako smo veé jednom
napomenuli (Rl, <) Jje gust linearno uredjen skup, a < tp‘(Rl, <), za svako
@< wa (w2 % tp(Rl ,<), Jjer IR;| = Wy ), cf(Rl, <) = Wy, ... o Neka je
oﬂl skup svih ogranilenih dobro uredjenih podskupova od (Rl, <) i neka je
— relacija "biti podetni komad" na oRl, tada je (jasno) (oﬂ;, — ) jed-

no normalno w,-drvo. Neka je T = U {Ra(cﬁl)la < wzy lim(a) ! i neka je

T = (T, ). Cvoriita drveta T imaju moé 2® pa ih zato mo%emo urediti
relaci jom < po tipur ealnih brojeva. Neka je (T, « ) prirodno ured jenje
drveta T inducirano takvim ured jenjims &voriSta. (T, < ) je gust line-

arno ured jen skup, koji, kao prostor, ne zadovoljava Ko. Naime, neka
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e ‘§9= {bﬁlne w} proizvol jna kolekecija diskretnih podskupova od T,

Kako je b diskretan postoji t, e T, tekav da je [t , .)(T-A)F1D° ¥ .
Kako je D dlskretan postoji t; s [t s ) , tako da jJe
1 (Ty"*)

D, N [tl’ ')(T,-4) = ¢ itd.. Time dobijamo niz t o* ¥y ¢-. elemenata
. . . . . D. = -
1z T sa osobinama: t, , e [t;, )(T,—4) ift,, )(T - 3 = ¢. Po
sebmo je t, =| tl=| t2=] eee 5 5to znali da je t = U (t lie w} e T,
Po konstrukciji je D, n [t, *) = ¢, za svako i < w, 3to znadi
1 (T’_')
da U {b.li € w|nije gust u T, jer je [t, ) <1 -konveksan skup
|1 (T)"')
moéi > 2, -

Neka je S = U RT la < ws, cf(a) = wj. Kako je, za svako t T

(t, .)(T ) < -konveksan otvoren skup i kaKo je kolekcija tak vih
’

skupova mw-baza prostora T (tj. svaki otvoren skup iz T sadrZi neko

(t, .)(T )), to je skup S gust u T (naT podrazumevemo ured jajnu to-
pologiju induciranu ured jenjem < ). Kako T ne zadovol java K to 1.5
ne zadovol java K (Jednostavna provera). Primetimo da Je uredJaJna to-
pologija na S iz (S 9NSs ) ista sa induciranom topologijom iz T. Ne-

ka je s e S proizvoljan i neka je N dvoriSte sukcesora tacke s u T (ne-

posrednih sukcesora)., Neka je |n € w) niz iz N < -koincijalan sa (N,
<n N2 ) i neka je {y [n e w} niz iz ( ,s)(T y -kofinalan sa
’S)(T,-ﬁ)‘ Neposredno proveravamo da je sup |y i =8 = 1nf<3.xn3,

Sto znadi da s ima prebrojiv karakter u T a time i u S. Dakle, S je‘
tra%eni topolo3ki prostor. Primetimo da konstruisani prostor S ima gus-
tinu (a time i te%inu) vedu ol w,. Zato se postavlja pitanje egzisten-
cije linearno uredjenog topolo3kog prostora gustine < wy, koji ne zado-
voljava uslov Ko i to u obidnoj teoriji skupova, Jjer kako smo gore vide-

1i Suslinov kontinum predstavlja jedrn takav primer.

Ovde éemo pokazati da je odgovor na to pitanje negativen, tj. da
u ZFC nemoéemo konstruisati linearno ured jen prostor gustine w, (odnos-
no <2w), koji ne zadovol java uslov Ko. To ée slediti na osnovu gore do-

kazane konsistentnosti teorije ZFC + JwKH + MA + 1CH i sledede teoreme.

Teorema 1,12. ( “TwKH + MA + 71CH). Svaki linearno ured jén to-

polodki prostor gustine € w, zadovoljava uslov Ko'
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Dokaz: Neka je X proizvoljan linearno ured jen topoloski pfo-
stor gustine < wy. MoZemo predpostaviti da X nema izolovanih tadaka
(ako je Y C X skup izolovanih tadeka, tada stavljamo X, =7, Xy=X-X
i teoremu dokazujemo za Xl)‘ Neka je < uredjenje, koje inducira topo-
logiju na X. Doka%imo da se mo¥emo ogranifiti na sludaj ked je |X|=w,

i kad je (X, <) gust linearno ured jen skup. Naime, na osnovu veé udi-
njene predpostavke (X, <) moZe imati jedino skokove [x,y] (x,y € X,
(x,¥) = ¢) u kome je x .granidna tadka skupa (*,x) a y granidna tadka
skupa (y, °*). Neka je Y C X skup moéi wy koji je gust u X i koji iz
jednog skoka mofe imati nagvmse Jednu taSku (jasno je, da takav Y po-
stoji).Dakle, (Y, <n Y2 ) Jje gust linearno uredjen skup.Ako Y sa topo-
logijom induciranom relacijom < N Yz zadovoljava uslov Ko tada i X
zadovoljava uslov Ko (jednostavna provera). Dakle, moZemo predpostaviti
da je (X, <) gust linearno ured jen skup i da Je IXI = wy. DokaZimo da
X zadovol java uslov Ko’ ti. da‘ima gust skup koji je jednak prebrojivoj
uniji diskretnih podprostora.

Predpostavimo suprotno, tj. da X ne zadovol java uslov K . Neka
je W kolekeija svih otvorenih skupova iz X koji (kao podprostorl) zad.o-
voljavaju uslov Ko’ Predpostavimo da je u neprazna., Doka%imo da svaki
lanac iz (4, ¢ ) ima majorantu. Mo¥emo se ograniditi na C -dobro uredje-

ne lance. Neka je 1 = Uala < 5}, proizvoljan lanac iz (f, ¢ ), takav da
L
je U c UB' za svako a < € < &,

Neka je Sa skup svih uredjajdih komponenti otvorenog skupa Ua’
za svako a < 6. Dakle, S Je kolekei ja disjunktnih konveksnih otvorenih
skupova u X, Neka je S = U {S Ia < 6}. Parcijalno ured jeni skup (S, c )

Je razvrstan, tj. svaki lanac mu je c-dobro ured jen, Neka jeA = R S skup
svih C -minimalnih elemenats iz S i neke je za svako I e A. b(I) f1k51ran
meksimalan lanac iz (S, ¢ ), koji sadrzi I. Neka je J e S proizvoljan i
neka je, na primer J e Sa, a < 6. Kako je A skup minimslnih elemenata iz
(S, ¢ ) i kako je (S, C ) razvrstan, to postoji I e A, tako da je I C J,
Neka je B < & takav da je I ¢ Sy+ Predpostavimo da je I £ J, tada je B < a.
Neksa je x € I proizvoljna tacka, tada je x e U ar? 2@ svako B € a’ < §. La-
nac b(I) mo%emo karakterisati kao skup uredJaJnlh komponenti skupova U

B € a’ < b koje sadrZe tadku x (jednostavna provera)., Odatle, posebno,

imamo da je J & b(I), 3to na osnovu proizvoljnosti znadi da je
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S=1U gb(I)l Ie A}. Odatle, takodje imamo da je za proizvoljna dva

lanca b(I), b(I’), I, I’ ¢ A ili (Ub(I)) n (Ub(I’)) = ¢ ili se b(I)
i b(I’) poklapaju poevii od nekog elements, ¥to znadi da je Ub(I) =
= Ub (1),

Dakle, moZemo izdvojiti A’ C A tako da je

U {Ualu, < 5} =U {Ub(I)]I £ A’} i

(b(T)) N (W(I’)) = ¢, za svako I,I’ ¢ A’, I £ I’. Kako je }(Ub(I)II > At

disjunktna kolekcija otvorenih skupova, to da bi dokazali da U{Ua|a<6}

) G
zadovol java uslov K, dovoljno je dokazati da svako Ub(I), I € A’ zadovo-

ljava uslov Ko. Dakle, trebamo dokazati da unija, proizvol jnog C -dobro
ured jencg lanca otvorenih konveksnih skupova, koji zadovol javaju uslov
Ko, takod je zadovoljava uslov Ko. Med jutim, ovo se jednostavno dokazuje,
tako da dokaz izostavl jamo.

Neka je U maksimalni element parcijalno ured jenog skupa (ﬂﬂ’c).
Kako X ne zadovoljava uslov Ko’ to je Xo = X - U neprazan otvoren skup u
X, ¢iji proizvoljni otvoreni podskup ne zadovoljava usle K . Ovo konaéno
znadi, da se moZemo ograniditi na posmatranje linearno ured jenog topolo-
3kog prostora X moéi wy, takvog da je (X, < ) gust i takvog da svaki ot-

voren skup iz X ne zadovol java uslov Ko.
Neka je {xala < w,} numeracija skupa X. Induktivno po slojevima

Ta,a < wy éemo konstruisati drvo atomizacije linearno ured jenog skupa

(X, <). Neka je T, = !X} 1 neka je a < wy, takav ordinal da smo TB’ B<a
veé konstruisali. Neka je a'= B+l. Za svako I £ T, |I| >1 biramo unutra3-
nju ta&ku x, pri femu za x biramo x_, ako je x_ unutra3nja tafka I. Neka

jeI_=(+ x]INI I = (x, *)N 'I. Neka je T, = U?(Io,Il‘glI € TB, l1]>
U sluCaju da je o granidan ordinal stavl jamo:
T, = { Nb|b je a-lanac iz T{a i Nb ¥ ¢} .

Neka je T = U{Tala S w,} . Da bi dokazali da je T = (T, D ) drvo atomiza-
cije linearno uredjenog skupa (X, <) dovoljno je dokazati da jeNb(x) =

={x} , za svako x € X, gde je b(x) = {I e T|I 3 x}. Med jutim, ovo lako
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'sledi na osnovu konstrukcije. Neka je T’ = {I eT| |I| > % . Jasho je,

da je IT’I = wy 1 da svako I ¢ T’ ima dva disjunktna neposredna sukce-

sora, tj. (T’ D) je razdeljiv parcijalno uredjen skup moéi w;.

Neka su x,y € X, x < y proizvoljni. Kako je (X,< e gust to pos-

toji z e X, tako da je x < z < y. Neka je b’(z) = b(z) - 'l z}}. Jasno

je da je b’(z)C T’, da b’(z) ima graniénu duZinu i da Je gz =N b’ (z).

To znadi da postoji I € b’(z), tako da je I C (x,y). Ovo dokazuje da je
= {int(l)ll € T'] m-baza prostora X.

Kako je (T*, D ) razdeljiv parcijalno uredjen skup modéi wy , to

na osnovu teoreme 1l.11. on ne moZe biti o-gust. Dakle, postoji kolekci-

ja {énln € w} otvorenih gustih podskupova iz (T’, D ), teko da D =

= &)nln € w} nije gust u (T’, C ). To znadi da postoji I_ e T’, tako

da jeDﬁ{IeT’II_CIo}=¢.
Neka je E = RD (skup svih D -minimalnih elemenata iz Dn)’
za svako n € w, Neka je €f; = {int(I)|I e En} , za svako n ¢ w . Dak-

le, EF; je kolekcija otvorenih nepraznih i dis junktnih podskupovs od X

za svako n € w. Doka%imo da je 63= U \Qlln € w} w-baza prostora Vo =

= int(Io) tj. da V_ ima o-disjunktnu w-bazu, &ime éemo dobiti protivred-
nost sa podpostavkom da ni jedan otvoren skup iz X ne zadovoljava us-

lov K .
o

Neka su x,y € Vo’ X < y proizvoljni. Trebamo naéi P e SD, tako
da je P C (x,y). Kako smo gore pokazali postoji I & T* (I C IO), tako
da je I € (x,y). Kako je D ~gust skup u (T*, D )to postoji J, €D  tako
‘da Je Jngi I. Po predpostavci da je En = Ran postoji In £ En, tako da
je I 2 I, (jer je (T?, D ) drvo). Iz istog razloga (tj. da je (T’, D)
drvo) imeamo da za sveakon € w vaZzi I € I, ili I C I. Keko je

DN {I’e T’lI? C Io} = ¢, to mora postojati n,ew tako da I ¢ Dn . Ka-
o

ko je D otvoren 1 I €D , imamoda iz I CI sledida jeI e D _ .
n n n n n
o o o o o
Dakle, mora biti I ¢ I. Neka je P = int(In ) € e C © ). Za P imamo
) o o
da va%i PC IC (x,y), Sto je i trebalo dobiti., Dakle, P U{f?kln e w}
{
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Jje o-disjunktna m-baza prostora Vo. Ovim bi zavr3ili dokaz teoreme
l1.12, =

Iz dokaza predhodne teoreme se vidi da moZemo dokazati i ne§-

to jau teoremu:

Teorema 1.12°. ( TIwKH+MA+ T1CH). Svaki linearno uredjen topo-

loski prostor gustine < wy ima o=disjunktnu 1 -bazu. =

Problem 12,D knjige [64] glasi: Da 1i postoji savrSeno nor-

malan ne-Arhimedovski prostor, koji nije metrizabilan?

Prostor X je ne-Arhimedovski ako ima bazu ¥3 topologije, ta-
koda iz U,V e ¥ sledida je UCV, VC Uili UN V = ¢, Dakle, ovo
je jo§ jedan naziv za R-prostore Kurepe (v. [50], [60], ...). Odmah
ispod se napominje de je odgovor na taj problem pozitivan, ako postoji
Suslinov kontinuum., Naime, koristedi T1SH moZemo konstruissti savrZeno
normalan ne-Arhimedovski prostor teZine w,, koji nije metrizabilan, Da-
kle, problem glasi, da 1i postoji apsolutan primer tskvog prostora, Mi
Cemo ovde dokazati da je odgovor na taj problem negativan, ako se ogra-

nidimo na prostore teZine w,.

Baza ¥} sa gornjom osobinom predstavlja pseudodrvo (v. [56]) u
odnosu na relaciju D. Iz teorije ovih prostora uzimamo samo &injenicu
da iz 03 mo¥emo izdvojiti bazu N, tako da je ( B’, D) drvo (sveki
lanac je dobro wuredjen). Dokaz te &injenice mo¥emo naéi u [60] ili u [2],

e su takvi prostori nazvani "prostori sa bazom ranga 1".
p P

Prvo dokazujemo sledeéu lemu:

Lema 1,13. Neka je X proizvol jan savr3eno normalan ne-Arhimedov-

ski prostor. Tada je X metrizabilan ako i samo ako zadovoljava uslov Ko’

Dokaz: Neka je X savrSeno normalan ne-Arhimedovski prostor i ne-
ka je B njegova granasta baza. Predpostavljamo da je (7% , o) drvo.
Predpostavimo da X zadovoljava uslov Ko, tJj. da postoji famili ja
ﬁ)n'n € w} diskretnih podprostora od X, tako da je U &)nln € w} = X.

Neka je x ¢ Dn in e w Tada postoji Vx 5'53, tako da jJe xan

1v 0 G)n - {x}) = ¢. Kako je X savr3eno normalan, to je svaka njegova
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taka jednaka-proseku prebrojive kolekcije otvorenih skupova iz X, Ka-
ko je M granasta baza prostora X odatle de slediti da je karakter sva-

ke talke u X prebrojiv. Dekle, za sveko x eD (n e w) postoji (V }‘law ,
. J
+l

tako da je x € V c Vx’ za svako i ¢ w 1 tako da je (V } ba-

x bew
za tadke x u X. Neka je

/<nl) (lean},

70
za svako i,n € w, Tada lako proveravamo da je J(n,i) dis junktna ko~

lekcija za svako i,n e w i da je ?—.— U C:S)(n,i)]i,n € w} w-haza prosto-
ra X, tj. da X ima o-disjunktnu m-bazu,

DokaZimo sada da, ako X ima o-disjunktnu m-bazu, t ada on ima i
o-diskretnu m-bazu.

Neka je ?: U (@In € w} o -disjunktna m-baza prostora X. Da
{

bi dokazali da je J~ o-diskretna dovoljno je dokazati da je za svako
new J o-diskretna kolekclga otvorenih skupova iz X, Jasno je, da
mozemo predpostav1t1 da Je \f (B. Neka je V = U{Pn. Kako je X savrie-

no normalan to postoji kolekcija Fili e w) zatvorenih skupova u X tako
da je V=1U {Fili e w}. Neka je J); = {U € {PnlU NF, # ¢} . Dakle, do-

voljno je dokagati da je {P:; diskretna kolekcija za svako i £ w . Neka
je x e X proizvol jna tadka. Trebamo naéi U’ ¢ 33 tako da je x e U’ i
f;. Ako,;est\S ta-
da je to jasno (jer je JD disjunktna kolekcija). Zato predpostava.mo da
x ¢ V. Kako x ¢ F; postoji U’ €Dy, tako da je x e U? 1 U’ N F, = ¢. Ne-
ka je U EJ) rolzvolgan i neka je y e UN F, (£ ¢) proizvoljna tadka.
Elementi U i U’ baze 7> imaju osobina U-U’ ¥ ¢ i U’-U £ ¢, 5to znadi da

mora biti UN U’ = ¢, 3to nam i trebda,

U’ N U # ¢ za najviSe jedan element U kolekei je

)

Dakle, moZemo predpostaviti da X ima o-diskretnu w-bazu %=
P
=U‘( J)nlnewaaB.
J
Zz svako n € w stavljamo
%nz{Vaﬂgl ili je Vn(Uan)=¢ili je Ve Jon}

Kako je gﬁl diskretna kolekcija to je @n pokrivad prostora X, za svako
n & w. leka Je’uh = R %n (= skup svih D -minimalnih elemenata iz 2311)'
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" Za svako n € w’U% je disjunktan pokrivad prostora X, jer je (73,2)
drvo, Dakle L= U ?ﬂhln € w} je jedna o-diskretna kolekcija otvorenih

skupova iz X. Na osnovu teoreme Nagata-Smirnova, za dokaz metrizabilno-

sti prostora X, dovoljno je dokazati da je W baza prostoreX,

Neka su x € Vo € 75 proizvol jni. Trebamo naéi V e W tako da je

x e VC Vo. Kako je 9° w-baza prostora X to postoji n e w iwv S{Pn
o
tako da je V' C Vo. Neks je V e’Uh jedinstven elemenat ove kolekcije

o
koji sadr?i x.DokaZimo da je x 8 V(& Vo. Kako je z% granasta baza u

suprotnom bi bilo V £ V., odakle je iV £ V?, 8to je suprotno definici-
5i kolekeije ano odnosno’ﬂ%o.
Dakle, ako X zadovol java K. tada je on metrizabilan prostor.
Da svaki metrizabilan prostor zadovoljava uslov Ko je opStepoznata &i-
njenica, koja se pored toga jednostavno dokazuje. Ovim bi zavr3ili do-

kaz leme 1,13, ®

Da bi dokazali da u ZFC ne postoji savrSeno normalan prostor
te¥ine wy sa granastom bazom, koji nije metrizabilan, dovoljno je, na

osnovu rezultata iz prvog dela odel jka, dokazati sledeéu teoremu,

Teorema 1.14., ( 7VwKH + MA + T1CH). Neka je X proizvol jan savr-

Zeno normalan ne-Arhimedovski prostor teZine ws. Tada je X metrizabilan

prostor.

Dokaz: Na osnovu leme 1.13. dovoljno je dokazati da X zadovo-
1ljava uslov Kb’ Neka je 33 granasta baza prostora X, pri femu opet pred-
postavl jamo da je (ﬁ% , D ) drvo. Neka je

35: = {V € 33‘ V zadovol java Ko (kao podprostor od X)} .

Jasno je da Je 2%’ krajnji komed u (33, D). Neka je %) = Roas’

(= skup O -minimalnih elemenata iz Q}’). Dakle, svaki elemenat iz

?}o zadovol java uslov Ko iakoV 833 zadovol java Ko, tada je VL V? za

neko ¥V’ g 350. Kako je 230 dis junktna kolekcija otvorenih skupova koji

zadovol javaju KO to i V0 = U 330, takod je, zadovol java uslov Ko (jasno).
‘ Ako Je Vo = X, tada i X zadovoljava uslov Ko Zime dokaz zavr3avamo, Pred-

postavimo zato da Jje Xo =X - VO neprazan, Dakle, Xo je savrSeno norma-

lan prostor teZine w; sa granastom bazom 33|Xo iji ni jedan elemenat
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* (kao podprostor) ne zadovoljava uslov Kb. Doka%imo da takav prostor

ne postoji,

Predpostavimo suprotno, tj. da postoji (savrieno normalan) pro-
stor X teZine wy sa granastom bazom WS koja ima osobinu da ni jedan
Ve 25 ne zadovol java uslov Ko’ Posmatrajmo parcijalno ured jeni skup
(%, c ), pri &emu predpostavl jamo da je (93, > ) drvo, (33, C ) je
separativan parcijalno uredjen skup koji ima gust podskupa modi wy , jer
X ima te%inu w; (jednostavna provera). Kako smo videli u teoremi 1,11.
(zapravo u njenom dokazu) (23, C ) ne mo%e biti o-gust. Dakle, postoji

kolekci ja Dnln € w) otvorenih gustih skupova iz (JB, C ) &iji pre-

sek D = n Dnln e wi nije gust u (93 » C ). Neka je V eag takav da je

DN {v ed] [vc Vo} = ¢. Neka je (Pn =R D ( = kolekcija > -minimal-
nih elemenata iz Dn), za svako n e w.Dakle, {T)n Je dis junktna kolek-
cija otvorenih nepraznih skupova za svako n € w (u svim na3im rasu-
djivanjima sa granastom bazom 35, smatramo da 33 ne sadr?i ¢). Doka-

Zimo da je QD= Uﬁffiln € w} w-baza prostora Vs &ime éemo dobiti pro-

tivrednost sa predpostavkom da V0 ne zadovoljava uslov Ko. Neka je
Ve ﬁ} s VC V, proizvoljan. Trebamo naéi V’ ¢ 63 » tako da je V? C vV,
Za svako n & w postoji V] €D, tako da je e (jer je D sust u (73,

<))

. e : s (P _
Neka je V e Jn takav da Je V > v (Jn = R Dn). Dakle,

v,2 Vil Vn_C_ V, za svako n ¢ w. Kako je D n V’e'(B IVQVO} = ¢,
to mora postojati n e tako da V $ Dn . Kako Ee Dn otvoren, to zna-
i da mora biti Vn c V, 5to je i trebafo dobiti, jeg je Vn > ﬂa. Ovim
bi zavr3ili dokaz Eeoreme 1,14, m °

1z dokaza predhodne teoreme se vidi da smo dokazali i slededu

teoremu;

Teorema 1.15. ( 7T wKH + MA + 71 CH) Neka je X proizvoljan T
ne-Arhimedovski prostor teZine w,. Tada X ima o-dis junktnu m-bazu.m

1
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