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REDGOVCR

Pojam glatkosti, jedan od osnovnih u geometrijsko]
teoriji Banahovih prostora, star je skoro koliko i sama
funkciohalna analiza. O tome redito govori sadrZaj Mazu-
rove teoremé dokazane jo$ 1934. godine (teorema 2.5 u
ovom radu). Sada se u matematickoj literaturi moZe sre-
sti niz raznih tipova glatkosti i stroge konveksnosti,
kao 3to su uniformna‘glatkost i konveksnost itd. |

Poluskalarni proizvod je pojam analitidkog karakte-
ra. Definisao ga je Lamer (G.Lumer) 1961. godine. Posto-
Ji susStinska veza izmedu pojmova vezanih za jedinilnu
sferu normiranog prostora i odgovarajucCeg poluskalarnog
proizvoda. U ovom radu se posebna paznja poklanja vezi
izmedu glatkih tadaka i neprekidnosti poluskalarnog pro-
izvoda po "desnom" argumentu. Postoje ngovarajuée karak-

. /
terizacije stroge, lokalno uniformne i uniformne konvekg~-
nosti, lokalano uniformne i uniformne glatkosti itd. Me-
dutim, njihovo izlaganje u jednom ovakvom radu odvelo bl
u preveliku opsSirnost.

Prisustvo glatkosti obeZbédﬁje poluskalarnom pfoiz-
vodu dobra svejsiva njegovog posebnog i najprostijeg ob-
lika - skalarnog proizvoda. U takvoj situaciji moZe se
prosiriti tehnika Hilbertovih prostora na Banahove. U
ovom radu Jje ta moguénost prosSirivanja prikazana na pri-
merima teorije aproksimacija i renrezentovanja ogranice-~

nih linearnih funkcionala.
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IzloZeni matérijal se mo¥e posmatrati sa it oeadel ob—
Stijeg stanovista. Mali ustupak opZtosti ulinjen je u
prvom delu rada, u kojem se teoremom o metrizaciji uka-
zuje na moguénost prenosenja problematike na metridke
linearﬁe prostore., Struktura, pak, normiranog, a naro-
¢ito separabilnog Banzhovog, prostora omogulava sadr—
zajnije odgovore o glatkim tadkama na jedinidnoj sferi.
NeSto od toga se raspravlja u drugom delu.

U vezi sa poluskalarnim proizvodom nice jo§ mnogo
pitanja. Pod kakvim Ce uslovima‘poluskafarﬁi iﬁati neku
osobinu skalarnog proizvoda i, posebno, sve? Zadrzava
1i formalno preneti pojam u novoj situaciji stare oso-
bine, odnosno, ima 1li smisla to prenosenje? U~ treéem
delu se daje delimican odgovbr primerima svojstva S5 i
Gramove determinante.

U nedosta?ku neke monografije, autor Jje materijél
organizovao po‘sopstvendﬁ nahodenjudeamostalno.su ura-
deni pfimeri sa Orlicevim prostorima, teoreme 1.8, 3.3,

3.6, 3.7, 4.1, 4.2 1 odeljak o Gramovoj determinanti.

Beograd, 27. jula 1978. M.P.



Prvi deo

GLAEKO 5T U LOKALNO KONVEKSNIM PROSTORIMA

U o?om delu se ispituje glatkost konveksnih okolina
u lokalno konveksnom prostoru L nad poljem ¢ ($=R 111 9=C )
Pretpostavlja se da je topologija u L Hauzdorfova, Sto nije
narocito bitno. Pri tome je L prostor neprekidnih linearnih
funkcionala na L snabdeven % -slabom topologijom koja se
oznacava sa ‘#V*- . Slovo w obeleZava slabu topologiju u L.
Koriste se i sledeée oznake: ?
E %a zatvorenje skupa Ecl, u izvornoj topologiji;

*(E) w¥-zatvorenje skupai:t_L ;

intE [frE],unutraanost [granlca, ru@] SEupa

Ecl, u izvornoj topologijij;

mﬁ% U, skup prirodnih brojeva;

g'ff%'l A+R = {)H-‘é xea,ge&} M\«{Ax X -‘\}” “:q‘:r
il AiB su skupov1 u vektorskom prostoru .

Dobro poznate injenice se ne isticu posebno.. Navedene

su samo one koje se bitno tidu pojmova ovog, rada.




1. Apsolutno konveksni skupovi. Prednorme
Pretpostavljajuéi da je X vektorski prostor nad poljem
¢ s, navodimo bez dokaz# osnovne <injenice o apsolutno kon-
veksnim skupovima. Skup EX zove ée apsolutno konveksnim
ako je AE +MECE za sve one skalare A M za koje je M€l
Naravno, E je u tom slucaju i konveksan. ’a apsolutno koh—
veksan skup EcX vaze sledeée osobine:

a) O€FE,
b) Ixgipml=> ,\E‘c/wE
C) 7(>\KE)——' (Zlkml)E )\,,M )\Ke\b

Kza

U uskoj vezi sa prethodnim pojmom stoji pojam pred-
norme. Ka¥e se da je realna funkcionela p prednorma na X
ako je pDOQO,pIAx3=IkH»W’ v pix+3)é)1W7+ fﬂy) za sve
queJC,XéE@ . Iz tih osobina neposredno proizilazi nejedna-
kost [plﬂ)*}/\(}j)is pi-Y¥) . Pomenutu vezm ostvaruje funkeional
Minkovskog, kogl se drugacije zove ragdaljln kom funlcgom.‘
Nalme,'gko je k<X apuolutno konveksan, onda se njegovom raz-
daljinskom fuﬁkcijom'zove funkcioﬁalflg definisan na line-
arnom omotaFu LE)skupa E jednakoéc’:ﬁ Ret0= Lng,,.§f>01 X&%E}:'

Teorema l.l. a) Razdalglnske funkclga FEAapsolutno
konveksnog skupa EcX je prednorma na L(E)}. Ako je F-{ f\s(’o“}

={XQI(E)'{L90‘7<1} ) " onda je GeEcH i fe=Phe= Ne.

b) Ako jé p prednorma na X, onda su skupovi
3={*’h“><i}f C=§*=h“951} apsolutno konveksni i vaZi jed-
nakost P‘E;: rlc_: }‘l

U ovom d&lu se koriste pojmovi algebzrske unutrasnjosti
i algebarske granice skupa, koji ne zavise od topologilje, a

u sluaju otvorenih skupova podudaraju se sa odgovarajulim



topoloSkim pojmovima. Njihov detaljni opis moZe se.naci u
Keteovo] knngJ(&]f?S} J njoj se pokazuje da je za apso-
lutno konveksan skup E algebaraka unutras njostLliﬁﬂjed-
| naka skupu o (E)= {XEX(E): fre X< i} ; a algebarska gra-
. ‘. nica u L(E) jednaka skupu r(E)= ger(E): ]\-E_CK):.'L}

o Ako je’U apsolutno kbnveksna okolina ﬁ lokaino kon-
veksnom prostoru, onda je o(H)= intlU i r(U)= fr (T,

Primer 1.1. Orlidevi prostori.

Neka je P kompaktan skup u R"sm.obi&nom Lebegovon
merom m i M{P)lvektorski prostor skoro gvuda konadnih funk-
cija (skalarnih) na P. Od posebnog interesa su pojedini
delovi.prostora.MGﬂ, koji se izdvajaju pomocu Orlicevih
funkcija.

Konveksnu funkciju M :[os+=L-* [0.+>[  zovemo N-funk-
cijom ako je Mt)>0 3a 'E?O MCo)-—U &m @{-’9 0, ‘Fmo = oo,

-4 T

Uz N-funkciju razmatramo apsolutno konveksan skup
CpulPd= {xEM(P; é‘M(lxl)Jm g1} e L (P)= ot (Cp(PY)
zovemo Orlicevim prostorom. Lako se vidi da je

L= {xe M) Fgso SM(L)JM <+°°}
Oznaimo 1i sa iy razdaljinsku funkeiju (kuna Cp (P,
biée za X€ LM(P) WESES m-?i%ﬂ" SM(‘H)JW, i}

- Na osnovu teoreme l.l.rhﬂae prednorma na LM* U ovom slu-
aju [y predstavlja i normu na Ly . Pisatemo Jip )= IXlip.
Pokazuje se ([{],UEJ) da je Lusa tako uvedenom normom
Banahov prostor.

Uzimajuéi specijalno M) = "bp(hr»ﬂ, dobijamo ne-

jednakost Minkovskog za L prostore. B



2. Osnowvne ¢injenice o polarnosti

Osobine polarnosti imaju odludujuli znacaj u ispitiva-
nju dualnosti glavnih pojmova ovog d€la, a to su glatkost
1 stroga konveksnost. Polarom skuba E u lokalno konveksnom
prostoru L zove se skup ETr:iL-fn& L ¥xeE ($00lg i},
a polarom skupa Fc L¥ skup For = {XGL: YY{eF l-ﬁC@lSi};
a) Skupovi E'i Fy su apsolutno konveksni, pri emu je
ETr wtzétvore'n, a F‘r w-—z»gtvoren, pa,prema tome, 1 zatvoren.
b) Ako je E,CE, ,'}onda je E, 2 Ez ..
c) Ako je A#0 , onda je. (AE}W:‘L- X' ET
0 (YE)'= QEL
~ Za skup Fp vaZe tvrdjenja slicna tvrdjenjima b),c),d).
Sledeéa teorema se koristi nekoliko puta u ovom radu
i specijalan je ;lucaJ jedne opitije ( [23,57%).
 Deorema 1. 2. Neka je A apsolutno konveksan skup u L,[L*].

Da bi vaiila jednakost A= ALAD" -—A],Doi‘mbﬂo je i do-

voljno da Je skup A zatvoren {W*/JtVOIan

-

U daljem radu koriste se sledeée dve proste leme

Lema 1.1l. a) Neka je p,[rl,'_]rdzdsl iinska funkc:l;]a SKu-~
- pa Ew[Eﬂj ECL[L“J . Tada je fOO= su}o{ l#ml.@eﬁ‘}
xe L(Ex), [/(H)= sup{itewlixcE ], fexE™].

Dokaz. Neka je Ht= {+>0:xekEr}, er(EQ Tada je
fo>=§’:>0:\z’¥eE if#oz)lst}. Ako je soo= 5up{i-$u)l: -¥EE} , onda je
falg $x) 2a S & , pa JC zato Aod € Hx) . Posto Je
h(x):l'h-?- Hixy , to je folel < 400 . S druge strane, ako

4+ € Hoo

AL i zato ) ivfHo = }/LCx),. Na slidan nadin

) onda je {foolg L za cve $E€E | pa je

dokazuje se jednakost za p’. B



Lema 1.2. Neka je ECL i p’” razdaljinska funkcija. sku-
pa E". Ako je (4, nen) generalisani niz elemenata iz LE™)
takav da je Ww* &Z«A-ﬁ = e Sf(ET) , onda je liwm YL/(-F )>YL/(-¢) /

Doxaz. Neka je £»0 . Kako je p.(.i)-: SMP-{I;Z«A)I XEE}:
to postoji X,€E tako da je l-F(xd\,[L/(")"‘E/z . lada je

‘p/(mf")),l-ﬂ"(x.)lggﬂ-?(xp)l?, n$) -, . . Podto s
QZ‘A”"Q'”: ii(x')l, to postoji n,e"A tako da je za nyn,

| £, cx, )1 > 18~ Ef9 . zato je za  myne NIEDZP1)-E. W

3. Stroga konveksnost

i
Ovaj pojam je karal-beristican za realne prostore. Nje-
gova primena u kompleksnom slucaju zasniva se na tome Sto

AY

je svaki kompleksni. vektorski prostor X ujedno.i prostor

nad poljem realnih brojeva. Tako shvaéen X oznacavacemo

sa X . U sledeCoj teoremi Xﬁzznaéava skup ( kompleksno)

linearnih funkcionela na X, a Xf: skup (realno) linearnih
y

funkcionela na X,. /

5 CF
Teorema 1.3. a) Ako +€X , onda u= Reﬁ-é Xy
[ '#
i vazi o= ut~iuixd . Obrnuto, ako UEXy i ako je
o e
$ )= vy = (Ul , onda -g—é; X

b) Neka je A apsolutno konveksan skup u X, € X*
&)= Sup { [£x5) s xeA}) $(uls Sup.iiu(x)}: Xe A} , u= Re £

Tada je &)= %(U) (dopusSta se i da je 4&§)1=5u)= -+-ao)
¢) Neka je L lokalno konveksan prostor. Tada je f ne-
prekidna na L sko i samo ako je u=Fef neprekidna na Lr
Ako je L normiran, onda Jje uz to i Wi = Wull.
Dokaz. Tvrdjenje a) zahteva samo proveru linearnosti,
a ¢) proizilazi iz b) ako se za skup A uzme pogodna okoli-

na nule u L, odnosno jedinic¢na kugla u slufaju da Jje L



normiran. Dokazademo zato samo b).

Posto je 1umalg [umz-t- u({x)a] ’/?.::]46:)1, to je <4< s($).
Postoji niz ) u skupu A takav da je 4(d)= an l@fxé)l.
Izuzimajuéi trivijalan sludaj A($)=0 , tada je |$xwd)is0O
pocev od nekog N, . Neka je ¥y = AyXw &8 nane | gde je
An = H’-ﬁg.)l (£exay)~t . Kako je 1Xal=4, & A je apsolutno
koﬁveks-an, to Je \é“e,\ . Tada je’ -@(\3.,.):‘ \4(’(»)16[12,
pa znadi u(gg:lf-ﬂn)\:” (4 . Tako je At 2 5(4). B

U izvesnim sludajevima sluZicemo se pojmom duzi. Relju
duz sa k:c"a,j'evima x,y (X#Y) 2zvatemo skup
Xy = {+X+(i-k)3: 0stg 1} . Skup 5?.:3 = ;‘_‘3 \{"13? ZOVvemo
otvorena duz.

Definicija .1.1. Neka je i anéolutno konveksan skup u
vektorskom prostoru X.

a) Ako je X realan, A zovemo strogo konveksnim pod us-
lovom da njegova algebarska granica r(A) ne sadrZi nijednu
duz. I& /

b)" Ako je X kompleksan, A zovemo strogo konveksnim ako
je on takav u Xr‘ | |
Ako je recC o strogdj konveksnosti nekoéwskupa, onda

ovde uvek pretpostavljamo da je on épsolutno konveksan.

Teorema 1.4, Sledeca tvrdjenja su ekvivalentﬁa.

~a) A (cX) je strogo konveksan.

b) Ako je pto= ywynm(!_;.}):g_ , onda je x=y,

c) Ako su x i y liliearno nezavisni, PNa(XI>0, [a(y)>0,
onda je [alx+yY)< hatd+ falyd.

Dokaz, a) =»b). Pretpostaviio da nije b). Tada postoje
X,}er(m , takvi da je x#g ! Y‘A(’H)‘;‘):Z . Iz toga proistice
Xy < (K. . laime, 2= p, 0ty < paltcsl-ElP + paley +(-E)X).



Posto nijedan od sabiraka na desno] strani nije vedéi od

jedinice, to je Na(4x+0-€)Y)md 22 svako te [0,47].

Tmplikacija b} =c) proizilazi iz slédeéﬁr“ niza n@jed—
i R
nakosti (nAcP‘) I"( (,() ety )) }"7' (yux) fi&cﬁ )ttx)+

Poy) T
)h(}ux) ) jﬂ' reo T iy ))I “poo Py }ywo nc'z;)l
Ako Je PC“"‘?"‘}‘“‘”‘P‘W 1, recmo, pca)z n&) onda jJe

pm N‘a)) 2 , Pa je na osnovu b) F&:) ——Fzg) 3 tJ.

X 1 y su linearno zavisni.

c)=Pa) Ako xY€é Y‘(M,xqé;, onda je ili X=-4 111 su

X 1 y linearno nezavisni.. ulUC‘aJ X = 3 je.1 tI‘lVlelan. Ako
su x i y linearno nezavisni, _onda je  [ia (x-r\a )4 Dﬂ-ﬁ‘j“‘}wzﬂ 4
te 2 X3 ¢ v(A), {-’3 X‘;¢V(A)- 8

4, Glatkost

Glatkost ovde definisemo geometrijskim Jjezlikom. Kako
taj nacin pretpostavlja pojam hiperravni oslonca, koji je
karakteristidan za realne prostore, tdléemo se najpre ogra-
nic¢iti rda realni sludaj. U ovom i sledelem odeljku slovima
U,V UA,V;,... belezimo apoolutno Ponveksne obcllne nrle lo-
kalno konveksnog prostora L (nad R 111 @) Akc'jé-u realdn
i xer(d) > onda DOStOJ]. zatvorena hiperravan I tawa da
je U "smesStena s jedne strane H " 1 da XéH. Cve, opste po-
znate ¢injenice, necemo precizirati.

Neka je L realan, U okolinz u T, X.€ fr(U).

a) H je hiperravan oslonca okoline U u tacki x_ako i
samo ako posteji Le U tako da je H= {Xe b ia;»:_ﬁ_}) fexa=4.

b) Postoji najmanje jedna hiperravan oslonce u tactki X, .

Tvrdjenje b) neposredna Je posledica teoreme o razdva-

janju konveksnih skunova ([‘d). Cno sluzni kao molazna tacdka za



e

‘

|

definisanje glatkosti.

Definicija 1.2. Neka je L realan. Reci Cemo da jJe
okolina U< L glatka u tadki X¢ fr U ako u toj tacki
fi; ima tano jedmu hiperravan oslonca. Govoritemo takodje da
‘ je ruﬁ~ﬁlf gladak u x, Ako je rub frUT  gladak u svakoj
svojoJ faéki,‘reéi cemo da je U (odnosno frU) glatka.

Definicija 1.%. Neka je U u kompleksnom L.Kazalemo da

je U (£r(U))slatkas u x¢<rU ako je kao okolina u L, giatka ¥ X
u smislu definicije'l.2.

Teorema 1.5. Neka je L realan ili kompleksan i UcL.
Tada su sledeta tvrdenja ekvivalentna. | |

a) Rub okoline U gladak Je u svojoj ﬁaéki X.

'b) Postoji tadéno jedan funkcional ?étf“za koji Je foo=4.

Dokaz. Tvrdjenje a) se neposredno dobija iz definicije
1.2, a b) se dokazuje pomoéu a) i teoreme 1.%., B -

Sledeéa teorema predstavlja osnovau vezu izmedﬁ glatkosti
i stroge»konveks?osti} g

| Teorema,l.6; Ako je_ skup Ifwstrogé konveksan;;gda je
okolina ﬁ glatka.

Dokaz. Pretpostavimo da U nije glatka,tj. da postoji
tadka x€frUi funkeionali \@,ge U™ ,pri demu je ?m:gmﬁi,%ﬁ}'
Tada jeﬁr§CVﬁfQNaime,zalrazdaljinsku funkciju p” skupa ur
vazi (na osnovu leme l.l) }1"(4)-:: 6&4}0{14“)[:X6‘U3;Otuda se lako
aobija /(+£+G-8)9)=4 ze telotd, 4. Fgcr(Uu™),

d w . 1r - .
$to znali da U nije strogo konveksan. R



5. Postojanje glatkih okolina

Dosadasnja razmatranja bila su uslovnog karalktera,tj.

| nisu dodi:bivala pitanje p o s t o J a nj a glatke ckoline
u L. Svakako je od ihteresa na¢i neku Siru klasu lokalno
konveksnih prostora koji bi posédovali dovoljan "broj" glat-
kih okolina.Uz malo pril.ago‘davan,je,moée se u te svrhe isko-
ristiti poznata Dejova teorema ([r12] ,26).

Teorema _.7. Neka je U zatvorena okollna u separabilnom
lokalnd konveksnom prostoru L.Tada za del pozitivan broa €
postoji okolina V takva da je ?

a) VT'strogo konveksan skup i

b) Uc Vc (1+€)U.

Dokaz.Neka je (X,,,neur)niz svuda gus 1: a U i "(An,hew)niz
pozitivnih brojeva pri Cemu Jje Z)\ < 8 .Razmotrimo na vek- 1
torskom prostoru Q’(U )euk] ids ku normu ()= [2 An H‘C"‘n”z_] .
Ako je p' raadalalnska funkcija ukupa U ,;onda Jje

(1) 7(-?)5,» 8)’\/(#—) .Neka je ' , .
(2)"q#)= p(£)+T®) 22 $eX (U & K== {4 FUT) GRS ]
Iz (1) i (2) se dobija
(3). KCU Te (1+E)K.
Dokazimo da je K w- * atvojen skup. Neka je (-ﬁ,{ KeA) ge-
neralisani niz u K i W-&Vg-f #‘ L Podto je U wezebvoren
a Ke U to-fiéU Prema lemi 1.2. tada je | '
(4) {tmm-g rV'(M Yl/(-ﬁ') . Dokazaéemo
(5) éw.g J(4) > J(#). Neka je &, >0.Fodto je
e U" Lto je 146) ﬁ(xn)j<2 Otuda je podev od nekog K, €A
T(E-4)<€, i tvrdenje (5) sledi iz nejednakosti J@)-JlH)<e,
Za k2§ .Pomocu (4) i (5) sada dobijamo

lmind §(4) » &m@ Pt bmind J0) 2 p1#)+ T(£)= 0.

KéA Ke A



Na osnovu toga dobijamo §#<4,5t0 znaci da te K .Tako je
dokazana Qtzatvorenost skupa K.
Trazena okolina jeV:F&uNaime,prema teoremi 1.2, vazi
(Uw)u pa je zbog (3) V:U:QJ“),, éto'znaé_i da je V okolina(i to
apsolutno konveksné}Drﬁgi deo relacije b) dobija se iz (3)
primenom teoreme 1.2. i osobina POlarDbSti-

Da blsmo dokazall tvrdengje a) primetimo da ge prema
teoremi 1 2. V“(Kv) K ,jer je WK=K Zato je dovoljno doka-
zati strogu konveksnost skupa K. Prema teoremi 1.1, razdaljin-
ska funkcija skupa K je q. Neka su f i g llnearno nezavisni
i 3_(4))0, i(a)>0 . Tada je ;-ﬁ"-:éO i %#‘-0‘ Posto je of
euklidska norma, bice _?@*87<3’(‘?)+3f8) 1, utoliko pre,
3("+8)< Sc'n‘_*'z(a), é_to na osnovu teoreme 1.6. znaldi da je

K strogo konveksan. E

Posledica 1.7.1. Separabilan lokalno konveksni prostor
poseduje lokalnu bazu koja se sastoji od glatkih okolina.
Napomena. VaZl i nesto vise, tj. polare tih okolina su

strogo konveksne.

6. Jedna metrizaciona teorema

Teoremu 1.7. iz prethodnor bdeijka autor je napravio
radi konstrukcije metrike sa glatkim kuglama u separabilnom
l.k.p. sa prebrojivom lokalnom bazom. hao polazna tacka ko-
risti se metrizacija data u [4]. Treba reéi da se problem

- mefrigacije, posmatran sa topoloskog stanovista vrlo prost,
znatno komplikuje ako se zahteva konveksnost kugli. Primer
metrike koja zadovoljava i taj zahtev dat je u (4] . U

ovom radu se, uz pretpostavku sensrabilnosti, pokazuje da se



ugle mogu uliniti i glatkim,3to bi moglo biti novo.

Teorema 1.8. (rézuifat autora) Neka Je L separ;bilan
l.k.p. sa prebrojivom lokalnom bazom. Tada se I, moze metri-
zirati tako da su kugle glatki apsolutno konveksni skupovi.

Dokaz. Prema teoremi 1.7. mostoji lokalna bazaﬂB={LR:“ew}
takva da je

(1) 2Unw © Un y @ ‘

(2) (U})‘A su strogo konveksni skupovi.

Neka je r pozitivan racionalan broj. btavimo

(27) Am=L za r2i, Am= 2 Ca N, 20 v<d,
gde je r= E_C',,Cr) 2™" dijadska reprezentacija broja r. Dalje
stiavimo .ﬁcx):‘mﬂr: xeAm} i dooyi= Fx-4) | uad se
pokazuje da je d invarijantns metrika na L i da su kugle
K[),Ej:{kéb:da,o)gg} konveksne. Sa ovako uvedenom bazom
one ¢e bltl i glatke. Treba primetiti da je to netrivijalno
samo za O<3<'1. . VaZe sledece rel’\mg@ ( L1, 25 ).

(%) KCO;FJ“ U Ar),

(&) Atmc @ za r<t,

(5) (K1) = QEAMJ |

. Neka su Q,Pr In razdalJlnake‘funkc1Je ohupova.CK[mﬁj)?
(At ’(U")T: (0<rsB<A) | T4 lenme 1.1, (1) i (4) sledi

(&) 29w Hg9.4), £e X(U,7), .

(D) @ i) za vat, e LAWT).
Uz pomocl leme 1.1, (27) i (5) moze sc izveili

(8) m(#%— ZC (r) 9,04 ,

(9) 9081 = /aup{p,(z) r<8%

Na osnovu (7) i (9) zakljudujeme

(10) 9h)= bing ()



a iz (10) i (8) -~

(11) 2({,).— ZC Cs)j,,ﬁ—)
gde je 5'_—_;26‘“('672,'" dijadski zapis broja S Red u jedna-
kosti '(11)Mkonvergira zbog; relacije (6). ha osnovu (11) pri-
menom teorefne 1.4, prosto se u‘tvrdjuje stroga konveksnost

“ T o | .
skupa(KEO,ﬂ) , 5to znadi da je kugla K[&,¥] glatka. lime je

teorema dokazana. B
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Drugi deoo
. GLATKOST NORMIRANIH PROSTORA

Sve Sto se izlaZe u prva dva odeljka drugog ég;a
vazi i u opstijoj situaciji. Konkretndsti fadi, za model
apsolutno konveksne okoline iZaﬁrana je jedinicna kugla
normiranog prostora. Na visSe mesta se€ koriste osobine'
konveksnih—funkcija , koje se posebno ne citiraju. Autor

ih je koristio iz knjige [8} Izla?u se samo poznate cinje-

. nice, koje se mogu naéi u 1111 22k SlovaiNa Nyo Npn vee

uvek oznadavaju normirane, a B, By, «-- Banahove prostore.
Osim oznaka iz prvog dela, upotrcbljavaju se i sledece
skpaéenice: 'UQN)={X¢hJHwNSL}, ngﬂ):%Xuﬁd:ﬂxH;flé.

™ oznadava spregnuti prostor sa uobicajenom normon

&N = 'v\up{\?mlz Wl 15#

{ /
\ K



Q
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1. Osnovne definicije i ¢injenic

Govorictemo da je normiran prostor N gladak [StTOSO
konveksan] i pisati Ne@)[Ne&O]2h¢>je takva njegova jedinicna
kugla TU(N).

Teorema 2.1.

a) Ako N"’G(Sc) , onda Né(Cﬂ.

b) Ako N*¢ (&) , orda Ne(SC).

c) Ako je N refleksivan, onda vazi ekvivalencija
Ne(6I&> N e (50).

Dokaz. Tvrdjenje a) direktna je poaiedica feoreme 1.6,
a ¢) neposredno sledi iz a) i b). DokaZimo b). Pretpostavimo
da hije Ne(8C) . Tada postoje razlifiti X,\ét‘: SCN) takvi da
Je R’%C S(N) . Uz pomoc, Han-Banahovog stava roz se poka-
zati da postoji funkcional ﬁé}G(N ) koji zadovoljava uslov
£o0y= 45'37“—'1 . Tada sfera S(N®) nije glatka u f. Naime, ako je
xgr=9e3, 419)= 4cy) 20 GEN™ | onda x)y'e SIN®Y), x#y) 110 Yli=4,
sto prema teoremi 1.5. znac¢i da nije N (6). W

Stroga konveksnost i glatkost‘vezani su potpunom du-
alnoSéu u refleksivnim prostoryma. Obrati tvrdjenja a) % b);
kao Sto su pokazali K1i i Dej, ne vaze.

Teorema 1.7, iskazana U terminima izomorfnosti normi-
ranih prostora, dobija }érmu veé pomenute ﬁejove teoreme.

Teorema 2.2. Svaki‘separabilan normiran prostor izo-
morfan Jje nekom glatkem prostoru.

MoZe se jo& postaviti piteaje o vezi izmedju glatkosti
prostora i njegovog potprostora. Pomodu lian-Banahovog stava
pokazuje se jednostavno da je glatkost nasledna osobina. le-
djutim, interesantno je da je zn glatkost prostora dovoljna

glatkost svakog dvodimenzionalnop potprostora. %o 5e vokazuje



u sledetem odeljku.

2. Glatkost prostora i Gatoova dii’erencijabilnost

- norme

U analitickom opisu glatkih tacaka znaéainu uloru igra
familija funkeija trshylligrbclt 4R, yeN . Kajvainije osobi-
ne takvih funkcija prqistiéu iz njihove konveksnosti. Navo-
dimo, bez dokéza, neke od osobina koje =e koriste u daljem
radu.

(1) Za sve >qaehl postoje grahiﬁne vrédndsti'&

2
_ sy Ugadxledwn gl YRSy uT
rli (’Qé)« “3“ g::go T - &M

t=20 2t

2) | M‘“"é’ls - yiy

(3) p,_.(}.x,\d):: Xrt_t(mﬁ) zo, A20, hi(kx,g%:: %}0:‘: Cx:‘a) Zo ASO;
- Tax L= ¥uu
i (8) vy u‘ht.‘xn LS Py s ngnnz-* ;L 90 t,<0¢d,

Ova o;obina posledica je toga Sto je p+w.3) [yLCz;,H)] desni

[levi] izvod u nuli funkcije £ ¥ iyl "‘a“‘"{b"”-

(5) }’Lt("'“dl’v):: [a 064 + ngnl;

Za nas su najvaznije sledele dve proste leme,

Lema 2.1. Za sve realne‘skalareAijxvaii nejednakost

| A P gy + paign® L < DXy Wty A?,"a"é N.

H Dokaz. Za ,L:Onejednakost sledi neposredno iz (2). Do-
W voljno je pokazati je za M»0. Deljenjem sa M vidimo da se
mozemo -ogranic¢iti na slucaj ju-e:i .

Ako je A>0, onda je
21 (3) 2 B
[Me g ] 2 | pyOxyde iyl | =
Ako je A0, onda je
1>‘}'L+(’"))+\“3ll"§$§) | -G ) + u\auz
Lema 2.2. inNeka \3@3(1\1) , .f.e.S(N“),Q(\é).-:;j__. "ada je za sve

1}%(&(1-2,3)} f::) JAx+Y H-IIBJI.

|2’ ’)’\f(‘\“%y?i < IAx+41CN Y

XeN (-0 § REFOD S prtoyd .



Dokaz. Neka je t>0. Tada je
Re :(34-,{’-&):: 1+ t Re .ﬁ(m S__ I Re f ‘u. “‘é"’“t"”'

Prema teoremi 1.3. c¢) wvazi WRefl=UfN=4, pa je za t>0
l )~ )
i+t Reborgnsn \lg-«--l:xll. Otuda Jje Reftn & ‘3"’"’": _i T

odakle se granidnim prelazom (d++)dobija nejednakost Refo)g rl+(x,3?
Na slian nadin izvodi se druga strana traZzene nejednakosti. |
Definicija 2.1. Govoricemo da je norma p:osfora N di-
ferencijabilna u tadki x u smislu Gatoa ako je za sve’ zé N
Jel®X)= P @X) . Ako je to ispunjeno u svakoj tacki xé€ N,
govoriéemo da je norma diferencijabilna u smislu Gatoa 1
pisati N&(GD). |
Jednu od mogudnosti analitiékogi utvrdjivanja glatkosti
daje sledeéa teorema.
Teorema 2.3. Da bi sfera S(N)bila glatka u svojoj tacki
X potrebna je i dovoljna Gatoova diferencijavilnost norme
u tadki x.
Dokaz. Izve:“%*éemo ga za sluda] realnog prostora. Uz po-
moé teoreme 1.3. c¢) lako se prenosi ns sludaj kompleksnog.
Dovoljnost. Pokazalemo da Je zadovoljen uslov b) teo-—
reme 1.5. Neka $€¢SIN9D,foo=14 . Kako Je b—*cq‘x)“P"h’X): }’lﬁ‘—:()
za sve 26N, to je prema lemi 2.Z2-. -ﬁfz'-)—' }“(7‘ X7
Neophodnost. Neka z&N, L= {)ﬂi*‘/‘ﬂ A;HGR} Na osnovu
glatkosti prostora N i Han-Banahovog stava laxo se poka-
zuje da je i L gladak. DefiniSimo funkcionale hy,h-€L
na sledeéi nadin: hy(@)=ju (7,0, Ry (2)=A Korektnost te defini-

cije lako se proverava, Primenom leme 2.1. dobijamo

| R Oves faxdl= Ih el OF ML WRTEMXD, Be 4e B ll=4
To znadi da je h3 =R.1 specijalno }/1+(%,&7~}’1 (%,%). B

Posledica 2.3.1. Ako Ne (G), onda Né(@D)i obrnuto.



Posledica 2.%.2. Da bi normiran prostor bio gladak
potrebno je i doveoljno da Jje svaki njepov dvodimenzionalni
{ .
potprostqr gladak.
Poslednja Einjenica ima u sluc¢aju realnog prostora
oéigiednu geometrijsku interpretaciju. Cna istovremeno po-

kazuje da se pojam glatkosti moZe izrraditi bez ikakve

topologije.

3. Postojanje glatkih tafaka na jedinidénoj sferi

separabilnog Banahovog yrostora S .

Ideja za ono Sto se izlaZe u ovom odeljku uzeta je izﬁzl,
Pri tome slovo B oznacava Banarov (realan ili kompleksan)
e e . - (b *k e
prostor. Koristi se pojam ograniceno 4 —slabe W-kopologije
* : , v - C o .
u B . NJen podroban onis moze se nacl u poznato]j Dejovo]
kn31z1 ([3), 74 ).

(1) Skup ECB Jje bW—-zatJoren ako i samo ako granidéna

. * L .
vrednost svakog ogranicenog W'~ konvergentnog senerallsanog
niza Gmhéb)lz E pl‘lpada E. .

| "

(2) (Teorema Krejna- pmulgana) Konveksan skup EcC
L e N : |
Je w —zatvoren ako 1 samo ako Jje bw*-zatvoren.

< - e . X , :

To znacCi da pri ispitivanju w -zotvorenosti konveksnih
‘ : 3 * | . X . o . . v
‘skupova 1 w =-neprekidnosti linearnih funkcionala mozemo
posmatrati samo o g r a ni ¢ e n e generalisane nizove.

U slucaju separabilnog B znadajnu ulogu igra funkéio-
nal koji je ve¢ koriséen pri dokazu teoreme 1.7. Naime ako
Je{xh- nEwt syuga gust skup u U(R) i "Z_)\n konvergentan red ,

g
sa pozitivnim ¢lanovima, onda funkcional J(§)= [Z’\ $een]

; . , K.
predstavlja euklidsku normu na vektorskom prostoru E.

(3) (D83,L41) Neka je B separabilen i © opranicen deo



prostora B’.% Tada se relstivna w*-topologija na b podudara.
sa topologijom koju inducira norma ‘:)f

Zema 2.%5. Neka su Uh , apsolutno konveksne okoline
u l.k.p. L, o€l , pri Semu je U, Uy, Xe€fr (Uy), o€ £ lUy) ¢ Uy
je glatka u x4.Tada je\, glatka u x,.

Dokaz. Neka 41,336 T.f;r, pri 7<>u Je -@30(0):@2 (Ke)=4.
tada -&,-ﬁzé U:r . Kako je U, glatka u %, , to je prema teo-

;femi 1.5, -f-‘::#‘ , 5to prema istoj teoremi znai _da je Ua
glatka’.u Xy @

U daljem tekstu simbol"“'o(B)oznaEiava sk}lp ..sv‘ihA onih
funkcionala iz S(Bd)koji dostiéru vrednost 1 u nekoj glatko]
tadki sfere Q(B) . U nekim sluéajovima moze taj skup biti
i prazan, Medjutim, ako je B separabilan, ondsa s€ elementima
. skupa T, (R) mogu razdvajati tadke van U(B)od U(B).

Teorema 2.4, Neka je B separabilan i X€B, x¢g U (B).,

Tada postoji funkcional €M (Btakav da je Ref0x) >4 .

Dokaz. Neka jé \l’(Hz.L‘*'S) £>0. Izabe,f':imofitako da je

(+) (44 )+€ <(1+2) i stavimo ’

(5) ‘:Imu [#cxﬂ +e, ENEON /‘2
gde je j )= [Zzn]‘c("n)lz,] Xh' ’ﬂé\v} je skup svuda gust u W(R),
Vazi : 1
(6) (¥ {Imn%ei ll?—llz} /"‘f
Kako Je skupv(B*)w':~kompaktan (teorems Bénaha-»’Alagglu),
a prema (5)':{1 je neprekidna funkcija na U‘*, postoji {,Gu
pri cemu jJe

) T8 TlE) 24 el

Iz (4), (5), (6) i (7) sledi da je \4.(%>%ai+% , ba mozemo

uzeti '&&)ai-'r%— . Trazena funkcionela bite bal f_.

Definisimo jos



| o 2112
(8) 3{%)-—:-m(z)/7°c4)=--{xox+<x)\z+ gmﬂw\ }, Ao, e O,
(9) X =A 86048, 60 + 2 A F O, Gd

W=y

Iz (8) i (9)‘primenqm Svarcove nejednakosti, zekl judujemo
(10) IXBIL TC2) TCE)= T(4),
a iz (7) 1 (10)!)(@-)]&”3" i zbog X ($)=14
a1 Wxi=1.
Na osnovu teoreme Krejna-Smuljana, tj. posmatrajuci
ograniéene;generalisane nizove,zakljucujemo.da e
12) X wE neprekidan funkcional.
Zbog (11) i (12) postoji talka ¥, takva da;je.
(12) X (#)=4(xe), uxell= 1.
Pomoéu (7), (9) i (13) dobijamo
(14) £ (xe)=4, WL N=lx.li=4,
- Stavimo \\:Il,-:«i‘z-»(!helw‘fl'f@)), K={P:H¢H451} . Vazi nejednakost
(s T@SWLE UL o Uk,
Iz (10), (13), (14) i (15) sledi da Xa€¥(Ky).
Kao u dokazu teore%e 1.7. pokazuje se da'jeiﬂrglatkg telo.
Time %o, Ke, I zadovoljavaju uslove.leme 2.%3. £to znadi ds

je sfera S(B)glatka u x,. Iz (14) se vidi da -&EW\-,(B); Teorema

je dokazana. §d

Napomena. Prethodna teorema je deckazana za slufaj real-
nog prostora. Ako je prostof B kompleksan, onda Jje dovoljno
posmatrati By i primeniti teoremu 1;3, c).

Posledica 2.4.1. iko je B separabilan,onda je
um =) §x:Reforsi}
tetstr)

Dokaz. Ako napisani presek oznacimo s& P,onda jellt:f?
Ako"xéua onda prema teoremi 2.4. postoji -Ee To(B) tako da

je Refidl , te x¢P m



Teorema 2.4. predstavlija, u posmatranom slucaju, po=a
oStrenje klasilne teoreme o razdvajanju talke i konveksnog
skupa. Ona bi se mogla uop3titi tako da umesto kugle U(B)
u njenom iskazu stoji bilo kakvo konveksno telo,a umesto
tadke x kompaktan konveksan skup.

Brojiglatkih tacdaka moZe se izraziti i u terminima
kategorija. SledeCa teorema je ppsledica daleko opstije
teoreme oAfaEkéma jednoznacnosti mnogoznacnih monotonih
operatora-(v.EHﬂ, gl.5).

Teorema 2.5. a) Skup tadaka u kojima norma separabil-
nog N nije Gato-~diferencijabilna brvé je kategorije u N.

b) (teorema Mazura) Skup glatkih tadaka jedinidne sfere
separabilnog Banahovog prostora druge je kategorije na toJ
sferi. |

Dokaz. Tvrdenje b) prosto se izvodi iz a) ako se zna
da je Banzhov prostor druge kategorije u sebi.

Neka je {Un,neWw} skup svuda gust u N. Tada se skun Z
tadaka u kojima norma nlge Gato~diferencijabilna moZe pred-
staviti u obliku %= U Zh , gde je & -—~{’“=N ,M-(u" X)> - N“'x)}
Posto funkcxgafkirujgﬁ+t%)[£fbtl ] Dredstxvlga desnlllevxj
izvod konveksne funkc13e~£k§-mﬂiﬂxrtéll, vazi jednakost
rl.-,.(‘g,xrl:\&): Yl-(g,XFt}}) skoro svuda na J~OO:+C‘°L:'. |
Odatle se moZe zakljuditi da nijedan Z, nema unutragnjih
tadaka. Utoliko pre vazi 1ntZ Q,{de je

Znym = {xeN yz+(un,x>~p (U, %) 2 };-}> me U,

Dovoljno je jo$ dokazati da su skunovif, .zatvoreni i

tvrdenje a) proistide iz Z = n&i%qr anﬂn.
(i) Ako je b Ke—xll=0,0onda je &ms (Y, X )< +{\3’X)'
J Kem?' * ) ’ J Kt..‘r’,f) YL* p

Neka jed tatka nagomilavanja (ogranicenog) niza O(K:.-’{L*(z,)g(),



Pokazaéemo da je o< rh,(\g,x). Razmotrimo ﬁoseban slucaj .l\xwll*-= :
iz kojeg se izvodi opsS$ti primenom homogenosti funkcionala
Y‘«* po desnom argumentu.
Uzmimo (radi jednostavnijeg pisanja) &ém Ko = A
Tada je (v. cd.2(5)) ]"14_(#—0(«:‘)(‘«,’(%)*:‘ }’14—(33’4%)“0{': 0,
a zbog toga (v. 0d.2(4)) Ny, «2ty-deXc)i>d za AZ0.
Otuda se,(opet primenom relacija (4) 1 (5) odeljka 2)/dobija
IIX+A(~3~¢x)l£21, p+_(g~otx,>€):p+u&,x>-—u(;o, Ly, x>,
Sada se na osnovu (i) i osobina operatora limsup

izvodi zatvorenost skupa Zn,m.- & ,

t



PROSTORI SA POLUSKALARNIM PROIZVODOM

| Kao polazna tacka ovog dela posluzili su radovi{ié},
EL6] ’ EL?] i @.8} . Drugi, peti i Sesti od.eljak i tecorema 3.6
uradjeni su samostalno. Isto kac u prethodnom delu, koriste
se osobine konveksnih funkéija. Sva tvrdjenja navedena u
primerima poznata su; autor ih je samo upotrebio za ilustra-
ciju primene poluskalarnog proizvoda. Trebaingpomenuti i to,
Sto se, moZda, ne vidi dovoljno iz samog iélaganja, da
mnoga svojstva poluskalarnog pfﬁizvoda mogu biti izvedena

iz opstih dinjenica o subgradijentima.



1. Poluskslarni proizvod
Definicija 5.1. Neka je X vektorski prostor nad poljem

@ .Poluskalarnim proizvodom u X zove se funkcional [, ] |

koji ima sledeée osobine:
s1 [x,%1»0 ; ([*x1=0 > x=9);

S2 [-qu.,.aa,%]:'d,fx,ﬂ* ALLE)

- ]EX\‘jjlz‘S % ,x3LY.47; x,'\a,%ex,o(, ned.

Osim navedenih razmatra se 1 osobina

S4 [-xao('aj-'-‘xﬁ‘a‘é] » koja ne ulazi u definiciju.

Teorema 3.l. JednakosScéu u;(\l:v—[?;a definisana je norna
na vektorskom prostoru X. R |

Dokaz. Jasno je da je UXU20 i da je lI=0samo za x=0.
Primanjujuéi S1,52,5%, dobijamo
A2z D, A= OIS I BOXT [ T 4 IAX NN i
Otuda se jednostavno zakljuluje NAx I = In- X

Relac*lga trougla se izvodi iz sledeéeg niza nejednakosti.
l&x-uau -—~D<+3 x+yl= [x,x-fyj»q-[_‘y,xﬂ»g] <D Xty +}[:3 x+yll <
< Bxllxey iy Uxy-UX+ 9l B

Na taj nalin se prostor sa poluskalarnim proizvedom
moze prirodno normirati, Da vaZi i obrnuto, pokazuje

Teorema 3.2. Ako je N normiran prostor, onda postoji .
poluskalarni proizvod[ ,] sa osobinama DC,K:}“-:UXHZ iS4,
Pri tome je on jedinstven a]%o i samo ako N& (G).

' Dokaz. Izvesne telkode predstavlja zahte& da polu-
skalarni proizvod ima svojstvo S4, pa se dokaz iznet u [13]
mora dopuniti.

Uvedimo u S(M=3 relaciju ekvivalencije m~~ na sle-
de¢i nacdin ; XN‘é@ (3)\&@)('}‘1:1) x::)\‘é).
Po aksiomi izbora postoji funkcija ¥!9,+ S takva da je

Y(uep , pe $A . Tada je Sa{}s\?(,&)l pé%w M=1}-



Prema Han-Banahovom stavu za svaki € St postibji {éSCN*):S*
tako da je 'F(‘Pfh))ci .Na osnovu toga i aksiome izbora moZemo
tvrditi da postoji funkcija F:Y(Sa)- S 2a koju vazi

1) Fug(¥pN =1 (FupeS ).

Defini%imo funkciju G:5+8% jednakoiéu

(2) wap;:.xﬁwm , rxl:j._

Treba primetiti da je G korektno definisana na S i da je
" njena restrikcija na Y’@/\})aé F.Iz (2) sledi

(3) Guyx = »0x, In=A,xe8,

Poluskalarni proizvod definiSemo Jednakoscu

(4) Coyl= G ) za 4e5, [x, ,\g_].._XG ) za 3é$ M!&‘-i
Uz poch (1),(2),(5),(4) lako se proverava da L,
zadovoljava sve trazene uslove. |

Pokafimo da je u slulaju N€(G)poluskalarni proizvod
jedinstven.Neka sul ] il 3, funkcionali koji imaju osobins
51,582,553 i ['Xs":l“nnxuz.Primenjujuéi teoremu 1.5. na funk-
cionale meﬁ,ﬂ‘i iﬂ,&-ﬁﬁ.ﬂz, zakl judujemo da, je , x];—t%ndz,.

Pretpostavimo da nije N& (G).Tada pomoéu teoréme 1.5.
i veé postojeleg poluskalarnog pfoizvoda mozemo konstru-
isati dva razliéita poluskalarna—“proizvoda. (]

Te oreme 3.1, 1 3.2, dopustaju nam da razmatramo normi-
ran prostor N snabdeven prirodno uvedenim poluskalarnim
proizvodom.Takav objekt zvacemo kratko prostorom i oznada-
vati ga sa (N,E J) .Tako osobine S1 i S% moZemo napisati
u obliku: S§4 D‘:KJL‘!IKUZ 03 ID‘/yﬂﬁ HXU‘“B“-

Razni tipovi glatkosti prostora N mogu se povezati
sa osobinama operatora Q:N“’ N* odredenog formulom

(&x)g: E\é,X] ‘.On je u opStem slucaju nelinearan.Zbog S3 vazi
I Rx = xl,



Primer 3.1. Poluskalarni proizvod u prostoru EM

Prostor EMpredstavlja zatvorenje u LMskupa ogranicenih
funkei ja. Pokazuge se da je

(8) Ep={%eln: Voro SM“TW‘“" <4l

(b) Vxe Em ,§ :\::‘)dm 1 .Neka je

(c) F(*:37=SY(‘,5')X53“‘3 dm, ML ()< P < MLLED.

Istaknlmo neke oqoblne funkcionala F.

(c) -F(oLx-\-rb\&,Ya—)_::. Eocr—‘oc,%wbe(;,%)jsgmBﬁ

(cp WYW & FIHYP, |

Cﬁ) 5 g v ?;'G:E <£:ﬂ;3’"ﬁ g.

(cp Wy IF OIS ki B Lg% M

Neka je Mxl=tyli=4 Tada je |Foo gL S\‘[gt)bddm Zbog kon-
veksnosti funkcije M vaZi nejednakost: G,v{:t)‘ﬁ-h)) MEY)-MLE)) .
Zato je F(pyi-IFeplz S\e(\gi)igsdm SYfigl"s)lem-
mgwc:sn\)(tgs—-m)&m ng(pa;)-.M(m)JdeA j =
Na osmovu toga 1 (cy) doblaa se (cq ) u opftem sludaju.

Pomocu operatora ¥ definisemo poluskalarni proizvod

() [‘x,\a]::\\%uz’ F oG Fg&;’é za 3:{:/:0) [x,0J=0, B

Primer 3,2. Poluskalarni proizvod u Lpu(..r),‘#)

Neka je T prostor s merom M . R‘a:‘zmatrajuéi opiiti slucaj
Orlicevih prostoré, mozemo izvesti formule:sliéne onima iz
prethodnog priﬁera.Uzimajuéi M=t dobijamq DO‘l}lSl\'.céll&I?Ili
proizvod u ‘LF(T,N) {(p21). |

2~ P~

o Dxy= iyl ”:5\31 xsgnydp. B

Primer 3.3. Prostor (Z@B,,)F,

Neka su BQ.’BZ"” Banahovi prostori i §’L?>_L, .Prostor
B= (F@Bn)h odreduje se foxmulom
W= (epwew) & B&D (XneB,, an.. Pg «wv) "
B je Banahov prostor sa normom WX I= [S Xl i P

Prema teoremi 3.2. u svakom B postoji poluskalarni



BCYT= US55 Ugtl™ 2Dl , X= (6 me0) V= (Yo, new). @
Ako J‘é y=0,onda stavljamo \1\3‘.11 [:x...\av.j = Q.

2.Veza izmedu realnog i kompleksnog poluskalarnog

proizvoda.

Ako je N kompleksan prostor, onda je poluskalarni pro-
izvod kompleksni funkcional. S druge strane, poluskalarni
proizvod. u N, je realni funkcional. U sledeéo] teorémi daje
se njihova veza i ujedno poboljsava jedna.pfocena iz [l?].

: Teorema 3.%. a) Ako jef,jlxﬂuskalarhi proizvod u kom-
pleksnom N , onda jeRel,lpoluskalarni proiévod u N,..

b) Ako je(,)}mﬂuskalarni proizvod u Ny., onda je jed-
nakoséu [ksy_]=<’4s}§7~'l<f¥!3> definisan poluskalarni proizvod
u N, |

Dokaz, Tvrdjenje a) je trivijglno. Osobina S2 u
tvrdjenju b) lako se proverava. Da bismo pokazali S3, sta-
vimo -%(x)::[it.\ajiugtx):(x,y). Posto je luak)lﬁ“xlmlgus uv(\tpzll\aﬁ?
to uge@gjr,““5U= Hyn . Pomoéu teoreme 1l.3. zakljudu-
jemo da '?a& N* i) iaurswn (= MUy} . Zato je Ex,gg“nslmx Iyl
$to predstavlja S3, a iz toga se prosto izvodi NS |

Napomena. U radu[l7] stoji | [ ¢S VE lixi- by,

U istom radu pokazano Jje da je u glatkom prostoru (nad R)

poluskalarni proizvod (na jedinstven nalin) dat sa

["’3-]"‘- Iy &m (n a-r{-xtluuvu)/{; = Y“"’B‘-

Pomoéu teoreme 3.3, moZemo ustanoviti reprezentaciju polu-
skalarnog proizvoda u glatkom kompleksnom prostoru.

Posledica 3%.%.1. Neka je N gladak kompleksan prostor,

Tada Jjedinstvenl poluskalarni proizved u N ima oblik

Coyd= poag—Lplix, g,



Treba primetiti da poluskalarni proizvod u glatkom

prostoru mora imati svojstvo Sk,

3.Neprekidni prostori

Ovaj pojam je uveden u ¢lanku [li],u kojem se utvrduje
i veza izmedu glatkosti i takve neprekidnost;,éto je u stvari
prosta posledica opétih osobina konveksnih funkcija.Radi ma-
log pojednostavljenja ovde se posmatra funkcija |

@) fooyn= Hiyxx=iygit ], re R, xye N.

Iz njene konveksnosti po realno] promenljivpj proizlazi
niz svojstava poluskalarnog prizvoda.Primetimo da za funk-
cionale‘kb,pm definisane u drugom delu,vazi :

(2) Y\t(x’\a.‘.)\x):: 16;(’(’\3’}\) ,gde 44'_, g! oznaéav@u levi i
desni izvod po promenljivoj N .Zbog konveksnosti funkcija f
se mo¥e predstaviti uxintegralnom obliku

(3) fx,9. M= So\(t._t@,wcoo&.

Bluzeti se lemom 2.2. izvodimo nejednakost

(8) {1~ 0g)€ Ren§I< Pt
a iz nje i (3) aednakost

(5) $o9. 0= S Re Loy . |

Definicija %.2. Prostor(N C)) zovemo neprekidnim u
talki y ako je zim Qeﬁ,‘a-l-fx]- Re[%,47] za sve x& N .KaZemo
da ge(N,EJ)rmperldan ako je takav u svako] vcaog tadki.

Teorema 3.4. Da bi (N,L'J) bio neprekidan u tadki \,
potrebno je i dovoljno da je sfefaSQﬁgﬂatka u y.

Dokaz .Ak0 je N neprekidan,funkcija A Eefx,‘a-ktﬂ je
neprekidna u nuli;Zbog toga Je %V"gW)é:A) diferenzija-
bilna u nuli,sto prema (2) znadi da je p-ﬁhyhp+®wza sve XEN,

Glatkost sada proistice iz teoreme 2.3%.

Da bismo dokazali obrat,iskoristimo cinjenicu da je



desni izvod konvéksne funkcijé neprekidan zdesna,a levi -
sleva(v.[8]).Ako je konveksna funkcija difervencijabilna u
nekoj tacki, moZe se na osnovu toga zakljuditi da su joj
oba izvoda neprekidna u toj tgéki.P:c_'etpostavka da je S(N)
glatka u y znadi da je za sve x -l;(x,a,}«) diferencijabilna u
nuli.Na osnovu prethodne primedbe mozemo tvrditi da Je
&\M Y'L*Ot,lri-{:x) rl*(x,z), odakle se pI’lmOIlOHl ne jednakosti (4)
doblaa le Re&,a%cﬁﬁxaﬂ. @

U pomenutom ¢lanku ne razmatra se neprekidnost u tacdki
i ,ila nacin koji se ne mo%e primeniti u préiﬁ:hc_)dnojr teoremi,
dokazuje se sledela 01n3enlca. |

Posledica 3.4.1. Da bi prostor (N,L 2) vio neprekidan,
potrebno je 1 dovoljno da je N gladak. |

Ilustrovacemo teofemu 3.4 .na nekoliko primef;,koji se
obic¢no prikazuju uz teoremu 2.3.

Primer 3.4. Prostor C(K)

Ako je X kompé}ktan topologki prostor,onda sa C(K) ozna-
Eavamo prostor nepfekidnih skalarnih funkcija na K snabdeven
sup-normom,tj. Ux)i= ‘;w]o{ XXC.*EJX} t & K} ; XeClK).

Jedinidna sfera prostora ((slatka je u tadki x ako i
samo ako postoji tdcno gcdan \:,GK tako da je |XHI)=Nxl=4

Pretpostavimo da je Mwl-lxéb,)l i t#L, .Neka je
£ ®= XY 26ky), £ (W)= XEpRA), 2 C(K).

Tada je §,,8,& ey, W= IEl= £, 60= fao0=4 .

PoSto je K kompaktan, on je i normalan (v.[6]). Zato postoji
neprekidna funkcija F.: K- [2;, 41 za koju vazi %ofh)=k, \?b(:kﬂ=o
Sada je -?,CIOW-&C%.), £to prema teoremi 1.5. znali da jedinid-

" na sfera nije glatka u x.



Uz pomo¢ aksiome izbora pekazujemo egzistenciju funk-
cije ¥:0(Kl» K koja ima osobinu  |X(§oll=lixl) . Tada formula
[_'i,x3=m‘%(§"“” zadaje poluskalarni proizvod na C(K).
Pretpostagimo da % dostize normu tacno u jednoj talki .
Neka Je(A,,_new) realan nula-niz. 3luzedéi se kémpaktnoééu

prostora K mozemo pokazati da Jje za dato x Li'm §'Oc+f\,‘1";)=§ac)

a odatle, zbog neprekidnosti funkmaa x iz, &m (=, X*A,,’z] .. -

Primer 3.5. Prostor L. (T, M)
4
Da bi jedinicna sfera prostora LCU/*) bila glatka u

svojoj tacki x,neophodno jer i dovoljno da je j\,;{tie"r:xwzo}::o 5]

Primer 3.6. |

Ako je N-funkcija M diferenéijabilna, onda je prostor E%“
gladék.

Neka je WKlwa"4=4 . Zbog pretpostavljenih osobina

funkcije M biée u formuli (c)primera 5'1 YQ)=MI(:E), Ylo)=0,
MED_

Na osnovu neprekldnostl 1zvodaM i uslova (Lmq e ¥Yiy= O

moZemo zakljuditi da je &lm \?G 3:);::‘)]34-)«]— gy
livm ‘P(' Ldt AXL )53 (Y+Ax) = ‘”“6‘31“3""3- » X, Y€ Em -

Ao Axll
Sluzec:. se neaednakostlma + M’ (L) M(24), \‘34.)“(]/1!«3}»}\;!\4?(13}4 I-(D
r 4N 1< )

izvodimo Y(La:.ix,’,u):(afﬁ“\ I)(“:';ﬁ:“)ﬂi) .Tada(v.pr. 5 l.a)

vazi SM(‘H-“l*‘“a‘)"W<+°° .Primena teoreme o domlnantnog
konvergenolgl daje &“M Flygeax, grax) = Fys yd za X, yeEpm-
Slicnim razmatran,jlma pokazuje se &V“ F(X;3+)\X7-— F oy,

Iz primera 2.1.(%) vidi se da’ je f:o_':; D‘ia‘aﬁ-kxj:-'[.":‘jj 2
pa,naravno,i&:Pﬂf":ab\x}—'-géﬁzaﬁ,éto prema posledici 3.4,1

znadi da jek,, gladek. M



4, Ortogonalnost. J25 dve karakterizacije glatlosti

Pojam ortogbnalnosti u normiranom prostoru potice od
DZejmsa, |
Definicija 3.3. Neka je N prostor sa}poluskalarnim pro-
izvodom [, ] . KaZemo da je y ortogonalan na x ako je
HY+XXU2 UYMW za sve skalare\ . Ako je [x,4l=0, kééemo
da je y normalan na x, '
Teorema 3.5. Ako Ne&e(G) , relacije ortogonalnosti
i normalnosti se podudaraju.Vari obrnuto, tj. ako se orto-
gonalnost i normalnost podudaraju, onda Ne(GL
Dokaz. Valja primetiti da, i bez pretpostavljanja elat-
kosti,ﬁormalnost prozrukuje ortogonalnost. Naime, ako je
E’(»ﬂr—" 0 , onda je ilgua: fji-AX,‘ﬂi Ha-&-)\xﬂ-ll\éli-
Pretpostavimo da ortogonalnost implicira normalnost.
Ako je L J4 neki poluskalarni proizvod na N, definisimo funk-
cionale 48‘?\’86 N> ‘na sledeéi nadin: ﬂea“‘frf"’é]» R»aCX);' ["1331 .
Ako je RBOO::O s, onda Jje y ortogonalan na x. Po pretpostavci

tada je y normalan na x, tj. 4 (x):;o- . To znacdi da je

d
KevR%c MB . Kako je jo3 V‘a%)"“g'a%’ , to je 9\5:@3’\,

i to za svaki y. Time smo pokazali da Jje poluskalarni pro-
izvod u N jedinstven,pa je (v.t.3.2.) ¥ gladdk.
Neka Jje N gladak i y normalan na x. Polazeé¢i od toga
o R (T FD ¢4 T o A _
da je Re[x.yl““‘a\‘f;“; -4 5 3__, dobijamo R@G()‘a'l—-o i Refx,yJ=o.
Otuda je D‘:‘a]-f-‘o (veposl. 3.3.1.). B

Napomena. U Clanku [1j]dokazan je samo prvi deo teoreme

505-

Podudaranje ortogonalnosti i normalnosti u glatkim prosto-
rima omogulava nam da dobijemo potpuniju informaciju o nepre-

kidnosti poluskalarnog proizvéda.




Teorema 3.6. Ako je N gladak, onda je pripadni polu-
skalarni proizvod neprekidna funkcija na NXN. Tacdnije,ako
je QTJ!X““XK—*‘*O i gznwitg,,~g,u.=o , onda je ﬂ{é;jf‘(:"w‘n‘éﬁ.}:ﬁ"\éj'
Dokaz. Dovoljno je pokazati da je itmffjﬁ,an]:ftf;gj.
Slucdaj y=0 je prost.Ako je‘é#qy ,odbacivanjem konacnog
broja dlanova niza moZemo doéi u situaciju u kojoj je 5n450.
Nizcxh=[2,éw]je ograniden u polju skalara. Pokazaéemo da
su mu sve tacke nagomilavanja jednake{éﬁ%j. Neka je 4/ jedna
od njih. Izdvojimo iz (gl,) podniz koji konvergira,ﬁ,. Oznali~-
mo taj podniz opet sa (dy). Tada je [z~ e{'% ';43"3{]:0‘“&:‘0}
odakle se dobija (£.3.5) Y,+A(Z - ‘:{‘;z‘i@)wuénm,xb@,new.
Na osnovu toga se granidénim prelazom utvrduje da je v orto-
gonalan na ﬁ"%%%k ,5to zbog glatkosti (t.3.5) znali
[z-u-‘%, yl=0 , tj. d=[#&yl B

Posledlca %2.6.1. Operator \;QKJ&A féJXJJ nept“eﬁlddn .je‘

w*~topologijom ako i samo ako je ?Qéfié)/
Napomerna., 1. Teorema %.6 Jje rezultat autora.

|
\
kao preslikavanje iz N (sa normiranom tonologijom) u N sa :
2. Zbog 3.6,1 moZda bi umesto "neprekidan" adekvatniji bio ‘

|

A

termin "slabo nevrekidan prostor®.

5. Prostori sa skalarnim proizvodom

U vezli sa pdjmom normalnosti razmotrimo jos jednu od
moguéih osobina poluskalarnog proigzvoda.

S5 (VX,},},E:C—: N (I, 4= D)= 0 2 oy eds v

MoZe se postaviti pitanje (P.M. [Milici¢) o karakterize
ciji prostora koji imaju svojstvo 55. Ovde se daje odgovor

uz pretpostavku da vazi i S4. Pri tome se koristi sledeés

o



Teorema (Kakutani-Boneblast). Neka je I normiran Drostor
dimenzije najmanje tri. Ako za proizvoljan potprostor EuN
postoji projekcija P: Lwif s normom W\ PH= 1 , onda Je N izo-
metrian euklidskom prostoru.

Teorema 3,7. (rezuitat autora). Neka je N prostor sa
poluskalarnim proizvodom [ ,J koji ima osobine S4 i 35,

Ako je dimNp 3, onda je N euklidski prostor, odnosno E
je skalarni proizvod.

Dokaz. ZnajucCi da je prostor euklidski ako mu Je takav
svaki trodimenzionalni potprostor, mozemo se€ ograniditi na
sluéaj dimN;B.

Projekcija (s normom jednakom jedinici) na svaki jedno-
dimenzionalni potprostor u N postoji nezavisno od-pretpostav-
ki teporeme. Neka je E potprostor u § i dimE=2. keka #eQLE),

Kako je yr>[u,%} linearna funkcija, postoji 3@35(E)talf:o da je

(1) £y, =i=0.
Na isti nadin se pOdeUJb da DOSbOJl)Q:b(M)'takO da je
(2) B4 yd=1x2]=0. |  %ada je zbog St

(%) [3&,(5\4]2‘-[*, YzEj= 0O za sve ‘skalare,\_mzﬁ,h’{:} 8.
zbog (3) i S5 . :

(4) Ex;@\(’,'i"b“‘l']-‘-‘o za sw}e_ | 3, ¥ e $. |

 Primenom teoreme 3.5 na (4) dobijamo nejednakost

(5) Nelx43y+¥2l 2 \léﬁg+§'z"@=\1, A,5,3e @,
Jednostavno se pokazuje da su x, y, z linearno nezavisni.
Tada projekeiju P i3E definiSemo jednakoséu

(6) Plain+dY+¥2I= duy ¥z,
Iz (5) sledi da je H#ﬂuﬂ‘i,. Tako prostor N zadovoljava
uslove teoreme Kakutani-Boneblasta, $to znadi da je euklid-

ski. i




Teorema 3.7 ima interesantnu geometrijsku interprefaciju.
Neka je K ogranideno konveksno telo u H%b centralno simet-
ridno u odnosu na talku O. Pretvostavimo da za svaku ravan
T>20 postoji prava p koja ispunjava sledeli zahtev: U
svakoj talki granicne linije preseka .Y WK moZe se izabrati
ravan oslonca tela K koja je paralelna pravoj p . Tada je

K elipsoid.

6. O Gramovoj determinanti

U radu {;6] P.M.Milidiéda Gramovom detegmiﬁantém skupa
-ix%;xz,-"ﬂ‘x}CN naziva se determinanta V‘LX‘,'~;,XK)=JE’:+,(D‘i,KJ])
i pokazuje
(1) Ako je F(x.;x;,..., X )% 0, onda je skup {NT,:XL1~~-;X5¢}
linearno nezavisan.
Obrat ovog tvrdenja u opsStem slucaju ne vazi. Teorema 5.7
omogucava nam da to pitanje reSimo za glatke pfostore.
(2) Neka je N k-dimenzionalni glatki prostor i K33,
Ako N nije‘euklidski,onda postojibazai{xtﬁar",xmﬁ u N za
koju je  [M(%,Xp,w,Xu)=0. |
Dokaz. Neka je 3=N%.Tada B nije euklidski, jer bi,u
'protivnom, i N bio eﬂklidski.Takode je Be(sC) (t.2.1).
Prostor N moiemd identifikovati sa B .leka je L, J poluska-

larni proizvod u B sa osobinom Sk, K:BeN, (Ru)r =LV,vl.
MRl — 1Kol

Posto je N gladak, biée [Ku,Rul= n“f‘?‘“.&‘;‘%‘ L

Iz toga se moZe izvesti Eﬁuﬁyuﬂzﬁlhuj, a odatle
(1) THuG Uy, Mn) = F(JQUU&\)UL)'W;QUW).
Neka je najpre k=%. Na osnovu teoreme %.7 postoje
U, vye B takvi da je

(i1) [U‘,uz:k;: Eu“)u&;j':o) [H4,HL+U\5J#:O,



Trazeni vektori su Xi.-::ﬂ?uw Xa,':v‘?ua,xgzup“&.

Njihowa linearna nezavisnost mozZe se izvesti iz (ii) uz
pomoé stroge konveksnosti prostora B. Na osnovu (1) i (i)
dobija se [7(X4,Xy,%3)= O .

Ako je K» %, na prethodni nac¢in mogu se‘naéi linearno
nezavisni )(,,:(,.,xh}é N takvi da’je S"’(,X*,X,_,xa,)::o . Izabe-
rimo netrivijalni funkcional -?é”: N* za koJji Je -ﬁ(xn‘)::O‘_, ‘n=1,z.,_r,.
| Zbog glatkosti i Pefleksivnosti prostora N (v. sledeéi deo)
postoji % &N tako da je #z)=T%X] , tJ. D‘K;Xq]zo) Ke=1)2,3,
Ponavljajuéi taj postupak nalazimo niz Xuy X5, %, ((£0),
za koji vazi [x..,xa-J:.o, K= 1:2,3, §=b 5ok, D‘i.XgJ:-'O,Hsicéék,‘
Neposredno izracunavanje pokazuje da je f%x“er“,xx)ﬁ:()'
Ako je >V4x1+)‘z)(z,+"'+)\w‘<ni=o , onda mnoZeéi redom dobi jamo
)\k::-'ﬂ}sq =0 W Xe+dXo+hx, =00 220 SU X,X, - Xy

linearno nezavisni. &3




<

Cetvrti deo
NEKE PRIMENE POLUSKALARNOG PROIZVCDA

0d moguénosti primene poluskalarnog proiﬁvoda autor
je izabrao da prikaze one koje mu se &ine najinteresantni-
jim i najdelotvornijim. To su teorija aproksimacija u glét-
kim prostorima i repreéentacija ogranicenih linearnih funk-
cionala . Tako kriteriji za element'najbolje.aprdksimacije
dobijaju posebno prost oblik, a,uz pomodé teofemé Bidopa-
-Felpsa, ilzuzetno lako se dobija’opéti oblik ogrenicenog

linearnog funkcionala gza prostore E e



1. Reprezentacija ogranicdenih linearnih funkcionala

~u glatkim Banahovim prostorima

Poluskalarni proizvod je pdgodan za 1snitivanje ogra-
nidenih linearnih fuhkcionalé, uglavnom, u glatkim Banahovim
prostofima; Da 1i se neki funkcional u ovom sludaju moZe
predstaviti pomoéu poluskalarnog prolzvoda zavisi iskljudivo
od toga dostiZe 1li on svoju normu na Jjedinicnoj sferi.

Lema 4.1. Neka je B gladak Banahov prostor. iko 4& BY
dostiZe normu u talki x,c¢5(8), onda je,za sve!xe\@.,‘ fu0=T%,4],
gde je »==H#Nx°- : |

Dokaz. Neka je Rw=[X,x], 9= WY Dada je %,%ES(B*)
i RO«):%U&): L . Zbog glatkosti sfere S(B)-biéem(teor.l.6)
g=h, tj. fLoor=WENDox=0x, 1E0%e . I

Pomocu navedene leme pokazuje se da su u sluéaju ref-
leksivnog glatkog B poluskalarnim proizvodom obuhvaéeni svi
funkcionali iz Bﬁ‘MedJutim? ova Einjenicafnije mnogo praktic-
na, jer je -provera refleksivnosti obidno netrivijalné.

Ako se posluZzimo teoremom BiSopa-Felpsa, mozZzemo primenu
poluskalarnog proizvoda znatno prosiriti i Doje&hostaviti.

(BF) Teorema BiSopa-telpsa. Neka je B Banahov.prostor.

Tada je skup onih funkcionala iz B koji dostifu svbju normu
na S(B) svuda gust u normiranoj topologlji prostora Bf

U dokazu se koristi sledeéa lema ( [44] ). f

Lema 4.2,. Neka %3({5(9,*) i 25'3,._-_— bu.}o{lg(ﬂiiﬂxlls’l,"{*(x): o}.
Tada je N§-9ls g ili M+du< g .

Dokaz leme. Slucaj ¢ =0 Je trivijslan. Neka Jje £»0

1 L:{X&B: -@00:0& .



Na osnovu Han-Banahovog stava postoji %E:Ef_ tako da Jje
Pb=%9lL i WRN= 1 . vaii B=Md+da 9 za neke
skalare,X‘)xz , Jer Jje Kbrirﬁkhr%g;K@rf: . Odavde se nalazi
>\,‘= &7+ | zbog i§h= g = HRll= ) vredi bar jedna od nejed-
nakosti: |+ 2¢7'J& 4L ili {a-2e7'l & L . Ako Je

K= {xeB:\#mlg \8(:)\4’.5_}) , onda je }!x;tglk au‘o{lxwrgwl xe—k‘}
uta‘. $-gue 2405 +1] U Wetglls & 4]k 1)

~Otuda se dobija tvrdjenje leme. §§

Dokaz teoreme (BF). Razmotrimo sluc¢aj realnog B. lieka
je HW-L €0, T = {xeg §0c)=0, uxu:ngh"*} i C konvok ni omotad
unije U(B)UT. Fiksirajmo neko z iz U za koae je (&) > 0.

i skup Z={xaUﬁ @u);r$6¢[§ uvodi se relacija porevska. KaZemo
da Jje X >4 ako Je

(1) $o0 >4y,

(i1) Mx-yn< RE‘r’w‘#‘wJ, k=~ (26,

Koriséenjem kompletnosti prostora B pokazuje se da
svaki lanac u Z imé majofantu, to, prema Cornovoj lemi,
znaéi da postoji maksimalah element x, skupa Z. Zaﬁvéljujuéi
izboru konstante k, taéka”xoje na rubu skupa C. Poéto C
ima nepraznu unutraunmost, po stoJd %eE: tako da Jje %uu)- A
i su*,{guxxeC}=1_; Neposredno se proverava da f i g zadovo-
ljavaju uslove leme 4.2. Zatq je N¥~gﬂf5& ili Hi*-g“éig

TraZzeni funkcional je g ili -g.

Dovodeéi u vezu (BF) i lemu 4.1, dobijamo slededu
¢injenicu.

Teorema 4.,1. Neka je B gladak Banahov prdstor. Tada
je skup funkcionala iz B predstavljivih pomoéu poluskalar-

. - o . . > *
nog proizvoda svuda gust u normirano]j topologiji prostora B,



Iskazano pomoéu operatora & to znadi da je u glatkim
Banahovim prostorima m: *

U praksi se obiéno srelemo sa dva Banahova prostora B
i B, i bilinearnom funkcionelom S¢: BXxE, » 4, . Nasto-
jimo da poka¥emo da su B, i B* izomorfni i da ¢ opisuje
sve funkcionale iz B™.

Ako je B gladak, dovoljno je proveriti sledele uslove.

(R1) Postoje pozitivne konstante ¢,C, takve da je
g w{\@,(x,g)l: \\xng_i}s Cﬁ“é’“ za sve %c:_- B, .

(R2) VEeB JyeB, VxeR [zl = 5 tay)-

Teorema 4.2. Neka B, By, R ispunjavaju zahteve (R1) i
(R2), pri &emu Be& (G). Tada §¢ opisuje sve funkcionale iz B*
i B, i B¥ su izomorfni, a u slucaju C(,=(,«=§{ izometricéni.

Dokaz. Neka je B/:: {-@Q}B*: 38&: B, e B Fu) =62 U"\J)é'
Uslov (Rl) znadi da su B” i B, izomorfni, a (K2) da je R(B)
sadr¥an u B’ . Po&to je Bikompletan, takav je i B/, pa je

B/ zatvoren potprostér u B*. Zato je JQ(BJK_ B’ B/ o

Sada primenom teoreme 4.1 zakljudujemo da je B’:B%.
Primer 4.1. Opsti oblik ogranicenog linearnog funkeci-
onala na prostoru LT T, M), rL,>1, '-
Stavimo RB= Ln(_f'/“‘), B, = Ln (T, M3, f’H-j“-"}"Lﬁy
S (X )= S’*‘éd/% x< B, ye B, .
Na standardan nacin se pokazuje da je uslov (R1) zadovolgen
sa konstantama C“zc_L.- 1. Vaii i ROzl=S2x,y> o, gde je
Ym0y x iz L ye L2
Prema teoremi 4.2 to znadi da je |, CT ) = L: (r}“ )_J &



2. Reprezentacija ogranidenih linearnih funkcionala

na Orlidevim prostorima

Teorema 4.2 se ne moze direktno primeniti na prostdr
E%q bez pretpostavke o diferencijabilnosti funkcije M, koja
obezbeduje glatkost. Medutim, jednostavhom konstrukecijom
moZemo nac¢i gladak prostor Ey izomorfan prostoru E$4 i teo-
remu 4.2 primeniti na E,, . Za to su nam potrebhe osnovné
¢injenice o komplemenﬁarnosti i ekvivalentnosti N-funkcija.
One se mogu naéi u knjizi [8]. |

Svakoj N-funkciji M dodeljuje se funkc1ga M &) Sﬁfuli“
gde je a(u)z f‘ou,p{{: : Mi_u:}:'u} . Pokazuje se da je M“"
N-funkcija i da je(hfygkh Mi MY se zovu komplementarnim.
| Kaze se da su M i N ekvivalentne ako postojé\pozitivne
konstante ki, ky, to tako da je Mlkit)s N®I< M(kt), £ t..
Pige se M~ |,
| Pokazuje se da iz M v N  sledi Mﬁ\f N

(1) Ako je MN\N , onda je by=Ly, En= Epy (0 smislu
skupovne jédnakosti) i jediniéni operétor je izomorfizam pre-
stord Lyilys @, takodé, i prbstorﬁ Ew b Exn.

(2) Ako je M strogo konveksna( nije linearna ni na jed-
nom intervalu) onda je M*'diferencijabilna.

Lema 4.3%. Neka je M N4fﬁnkcija. Tada postéji njoj ekvi-

valentna diferencijabilna N~funkcija N.
!0

Dokaz. Funk013a%w -fgﬂ je strogo rastuta, Jer je
% "’0 ® ¥ n
w (v. 8 ,1.18). Neka je hAdkL.bALt)+S 2 lu

<240
Obilnim nejednakostima za konveksne funkcije moZe se poka-

zati da je My strogo konveksna N-funkcija ekvivalentna =

Mx. Trazena funkcija je N:Mf 5]



Stav o prostoru(EﬁJ*. Neka je M N-funkcija. Tada je
QE(x,\a):SXladm , XE E‘M) \aé LN«» opsSti oblik funkcio-
nala iz (E,,)*. Prostor(f,, Fizomorran je prostoru Ly p- o

Dokaz. Zbog (1) i.leme 4.3 dovoijno je stav dokazati
za slucaj diferencijabiinosti funkcije M.

Vazi nejednakost (v. [8], Q&) '

(4) ngnwﬂ Swo {i&?(x,g)lt xcb(EM)}é ALYV
i jednakost

(5) DPozl= ngdm =\ he FC M’U E)Sgn £ .
Uzimajuéi §= el (F(%,,t)) R moz_emo-nokazatl 3\\:\*{?—)dm< +o0,,
Sto znadi \ééLM*“ Time su zadovoljeni uslovi (R1) i (R2).W8

Prethodni stav se obicno dokazuje primenom Radon-Ni-
kodimovog stava, a izloZeni nacin svodi ulogu mere na mi-

nimum.

3. Aproksimacija u glatkim prostorima

\
U ovom odeljku slovo B oznacava Banahov prostor koji

je realan i1 gladak, a F--zatvoren konveksan skup u B.

KaZe se da je UpeF eleﬁent najbolje anproksimacije
(e.n.a.) u F zaxeR ako je lix- uo\\;‘“ﬁ“gél!x-‘ult: Qe‘:Ff o

Moguénost primene polu,kalavnog proizvoda na probleme
aproksimacije zasniva se na sledecog ekvivalenciji, koja n
je neposredna poéledica tvrdjenja 2(4) iz drugog dela.

(B) Boyd>o0 & (YAelon] ny+axli> igi)

Stav (Al). Da biu, bio e.n.a. u I za) , potrebna je
i dovoljna nejednakost [Ue—MU, X~Mol>t0 za sve ue F,

Stav (A2). Ako je F potprostor, nejednakost iz (A1)

moze se zameniti jednakodtéu [MyX-Mel= O  za sve ue b




Dokaz. Stav (Al) se dobije iz (A2) kad se nejednakost,
koja u njemu figuriSe, primeni na Uo+M 1 U - M.
Ako je [ue-u,x-uol20 , onda je (v.(E))
WX—Ug ¢ X(u,=w) N3 lIX~Uelt, deloq]. Stavljajuéi h= ) , zakljudu-
Jjemo da je- Ug e;n.a. za X . _Obrnuto, neka je _uo €.n.a. za ¥_
i neka ugF . Zbog konveksnosti skupa Foauld-\uee =,
Tada je N®—Uolg Wx=AU=(t=DIUall=l X=Uo+X(Uo—\1) | )y AE Ce,1]

Na osnovu (E) sad mosemo zakljuditi [ue-u,X-~Ue}> 0. @

Primer 4.2, Neka Jje F konveksan skup u L'\'(T;‘/M;{PL)_ Da
bi U.EF bio e.n.a. u F za x¢ )_,“ » neophodno Jje i dovoljno
da va®i nejednakost SIX"Uo\P«L‘(Ho-u) ’ag‘w(-‘(’—-uo‘) J/M Z 0
T+

za sve Uef.

U slucaju da je F potprostor ta nejednakost se moZe

. > A
zameniti jednakoséu &rlX»-ualp ¥ ‘38”0‘(- Uo ) C{/w = O
za sve We F.

Napomena. Drugi deo ovog primera predstavlja teoremu

3.3 4 u knjizi [1031. 4

-
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