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R.D. Luce i H,Raiffa u svojoj kapitalnoj monozrafiji "Igre 1
resenja” [2(3 ,koja je 1 do danas vodeéda Knjiga po metodolossium
pitanjima tcorije igora,nazivaju teoriju igara "Savremeniu mate-
matidkim prilogom suxkobu interesa'.

U kibernetskom reéniku [ﬁ% Klaus G.navodi "Teorija igara je
matematillko-kibernetska teorija izbora optimalnih naC~-ina poua-
$anja sistema iz mno¥tva moguéih nacina ponafanja u Konflixtnim
situacijamna ".

U knjizi [?4 profesor Dr Jovan Petrié na strani 3S. pise:
"Teorija igara se moze objasniti kao natematidka teorija procesa
donosenja odluka protivnika koji su u sukobu ili su usl juceni u
konkurcentsike uslove', |

Sve navedene definicije, mada se razlikuju u pojedinostiua, te-
e u definiciji teorije igara kao dela matematile,

Mo¥da bi najpogodnije rekli da je teorija 1gara teorija mate-
matidkih modela izbora optimaluih resenja u kKonfliktnim uslovina
ili u uslovima neodredjenosti,

Teorija diferencijalnih igara, ¢éiji je deo 1 teorija diferen-

cijalnih igara gonjenja,pojavila se na granicl uatenaticke teori-

je upravljanja i teorije igara.0Ona se bavi izudavanjem upravljo-
nja objektima koji se kreéu u konfliktnim uslovima ili u uslovi-
ma neodredjenosti. |

Diferencijalne igré su konfliktne situacije sa besxonacnim
skupom alternativa /moguénosti/, koje se mogu opisati prexo dife-
rencijalnih jednatina.Sliéna definicija je data u radu [1E:] :

Znadajni progres matematiéke teorije upravljanja 1 teorije
igara, a takodje i potrebe reSavanja prakti€nih zadatlaka su bilil
stimulans razvitka teorije diferencijalnih igara.

0 rizi€koj osnovi diferencijalnih igara gonjenja ne treba mno-
go govoriti, jer realnih procesa gonjenja u oblasti ljudske delat-
nosti, i u prirodi ima mnogo.

Sistematsika istra¥ivanja diferencijalnih igara gonjenja, u oKV i
ru diferencijalnih igara, podela su 50-tih godina ovoga veka pri
¢cemu su se najpfe izvodila u radovima ameriékih autora i1 Koncen-
trisala su se 0ko "osnovne" parcijalne jednacCine prvog reda Koju
Je prvi dao R.Isaaes [1] .
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Y. S.Pontrjagin i E.F,Miscenko [Qf} osnovali su pravac u Koie
se istra¥uju pitanja kvalitativnog karaktera Koja su bliska pita-
njima moguénosti upravljanja.? radovima ovog pravca posebno se
razmatra Zadatak gonjenja i zadatak beZanja.Prvi zadatak se sas-
toji u oceni skupa PoloZaja iz kojih gonilac moze da garantuje
uspesno zavrsenje gonjenja,tj.pribliiehje Konfliktno-upravljenog
sistema datom skubu Za konadno vreme.,Prugi zadatak se sastoji u
oceni skupa podetnih poloZaja iz kojih begunac moze da izbegne
pfibliiénje konfliktno-upravljenog sistema datom siupu na besiko-
nac¢nom intervalu vremena.

Fundamentalni pozicioni prilaz na%ao je odraza u radovima ¥N.N.
Krasovskog [15] i [lq i A.I.Suhotina[lﬁy . U radovima ovog

- pravca istraZuju se ne samo pitanja kvalitativnog karaktera, veé
i pitanja tesno povezgna sa praktiénim reSenjima diferencijalnih
igara., |

U monografiji.N.N.Krasovskog [1?] u kojoj su date linearne di-
ferencijalne igre,metod istrazZivanja se bazira na njime razradje-
nom pravilu ekstremalnog niSanjenja.Nalji razvitak je doveo do
dokaza fundamentalne teoreme o alternativi koja i sastavlja u uno-

gome osnove monografije N,N.Krésovskog i A.I.Subotinanflﬁy »gde
se razmatraju i nelinearne diferencijalne igre.Iz teoreame o alter-
nativi sledi reSenje Siroke klase pozicionih diferencijalnih iga-
ra i pri njenom dokazu daje se 1 naéin konstrukcije optimalnih
pozicionih strategija.Poslednje mogu biti izgradjene Kao eisire-
malne strat'egije Ma specifiénim skupovima, koji se nazivaju u [1@7
maksimalnim stabilnim mostovimaeZa naroc¢ito izdvojene, taxozvane
regularne zadatke teorije igara u monografijama [15] i [lq izlo-
Zeni su metodi re3enja koji su zasnovani na reSenju pomolnih prog-
ramskih zadataka i pravilu o ekstremalnom niSanjenju.

Nephoduost istra’ivanja diferencijalnih igara sa nepotpunoa
informacijom diktira se time da predloZena u posedu ulesnika igre
potpuna informacija o faznom stanju procesa u svakom tekudem mo-
mentu vremena je bezuslovno uproilavanje Zadatka i u praksi se
retko ispunjava.U praksi je vise konfliktnih situacija gde uc es-
nici nemaju potpunu informaciju o protivniku.Informacija o pro-
tivniku se dobija sa izvesnim zakaSnjenjem ili se dobija sawo u
odredjenim tackama intervala vremena.

Osnovna poteSkoéa prelaza na istraZivanje diferencijalnih igara
sa nepotpunom informacijom sastoji se u odredjivanju informacio-

ne strukture igre,a to znaCi i klase Cistih strategija koje odre..
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djuju izbor upravljanja u svakom inforiwacionon

nrazvoj teorije diferencijalnih igara sa nepo tpunox inforuaci-
po putu izgradn je teorft-

stanju igre,

jom ide danas 0d posebnog ka onstemn, tj.

cliih modela sa informacionim struliturama odredjenog oblika Ka

gradjenju op§te diferencijalne igre sa nepotpunom: informaci jon,

Glavne metode pri naSem istraZivanju bile su metode diferen-
cijalnih igara gonjenja kao i metoda funkcionalne analize/ spe-
cijalno ukljucéujuéi metod fiksne tadke/ ,MoZemo preciznije reci

da je metod fiksne taCke bio osnovue orudje u prvoj glavi ovog

rada.,

U mom dugogodifnjem radu u JNA skoro svakodnevno sall sé SUsIe-
tao sa konfliktnim situacijama sa nepotpunon informacijom /u te-
oriji i praksi izvodjenja vojnih igara/,pa me je 1o navelo da
drugi deo ovog rada, koji pretstavlja nezavisnu celinu od prvog
dela, posvetim @iferencijalnim igrama sa nepotpunom inforuacijom
i da time dam svoj doprinos modeliranju i resavanju istih,

Glava I, ovog rada nosi naslov numerifki metodi resavanja di-
ferencijalnih igara gonjenja ogranifene duZine.U njoj su istraze-
ne dve varijante diferencijalnih igara gonjenja ogranicene duZzi-
ne koje nazivamo: | |

a/igrom pribli¥Yavanja u datom momentu vremena 1

b/igrom hvatanja.

U ovoj glavi dati su novi rezultati do kojih sam dosao u toku
visegodisSnjeg rada.

IstraZzeno je pitanje konvergentnosti predlozenih nuneric¢sih
metoda pribli¥avanja funkciji vrednosti u igri pribliZavanja u
datom momentu Vremena i u igri hvatanja.

Utvrdjena je ravnomcrna konvergencija ovih metoda Ka funkeciji
vrednosti u odgovarajuéim igrama gonjenja u bilo kox ogranicCenom
prostoru stanja igre,.

Na osnovu predloZenih numeriékih metoda dati su naCini kons—
trukcije maksimizirajuédih i minimizirajuéih niza strategija.

NDobijeni su novi konstruktivni dokazi postojanja resenja cako
igre pribliZavanja tako i1 igre hvatanja.

Tzvedeni su potrebni i dovoljni uslovi za to da bi nexka fun-
kcija bila funkcijom vrednosti a/ u igri pribliZavanja u datom
momentu vremena i b/ u igri hvatanja.

Prvi paragraf ove glave posvetio sam osnovnom izlaganju forma-

lizma diferencijalnih igara gonjenja ograniéene duZine,
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Termin diferencijalne igre gonjenja ioristi se zbog podeljene

dinamike 1grdca.
Igre ogranidene du¥ine oznaCavamo sa r’(,@ Q,Je prostor stanja

igre,

Osim navedenog u ovom para#rafu foriaulisana su neika pomoéna
tvrdjenja i navode se dve postavke dlferen013a1n1h igara gonjenja
ocranicene duzine, razmatrane u sledeCim paragraflmd,l to igra pri-

bliZenja u datom momentu vremena i igra hvatanja.Dalje su ove 1igre

oznadene redom sa f’f@)t /"z[ﬁ)

U drugom paragrafu izlaze se numericki metod pribliZzavanja fun-
Kciji vrednosti igre /NMPFVI/ pribliZenja u datom momentu vremena
i na njegovoj osnovi daje se nafin konstrukcije maksimizirajuéeg
niza strategija begunca koji u slud¢aju konadne konvergencije dovo-
d1 do optimalne strategije hegunca. |

Numericki metod pr1b11zen3a funk0131 vrednosti igre gradi se

za poletna pribliZenja iz specijalno definisanog sxupa funkcija:

e c9).

Osnovno izlaganje se vodi za slucaj kdmpaktnog prostora stanja
igre.

Neposrednom izlaganju NMMPFVI prethodi istrazivanje svojstava
Operatora @ , posebno istra’ivanje svojstava ovog operatora na
siupu wﬁ@} a takodje i istraZivanje nekih svojstava resenja

funlicionalne jednadine: 4
' Flotr)=wt)-- - - - - =~ (%)

Saglasno svojstvima operatora f_"niz pribliZenja reSenju jed-
nadine [#) obrazuje neopadajuéi niz funkcija.U ovom paragrafu
NMPFVI vr$i pribli¥avanje funkeciji vrednosti igre odozdo.

Osnovna teorema ovog paragrafa je teorema 1.2.3 Kao 1 njene
dve posledice, |

U treéem paragrafu izlaze se NMPFVI rﬁﬁgﬁ na HJQ“OVDJ osnovi
daje se naCin gradjenja m1n1m121ra3uceg niza strategija gonioca,
kKoji u sludaju konadne konvergencije dovodi do optimalne strate-
gije gonicca., | | |

Osim toga u ovom paragrafu izvode se potrebni i dovoljni uslo-
vi da data neprekidna na prostoru stanja 1gref’l{c@) funkcija w/./,
koja zadovoljava odredjene granicéne uslove;bude funkcijom vred-
nosti igre /"’(.@}

NMPFVI u tredem paragrafu je poseban metod niza priblizenja
reSenju neke funkcionalne jednadine: é: ¢ W)= a)[)
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raozuwatrane na prostoru C(c@) . Pri C¢emu se pocCetna pribliZenja bie
raju iz specijahbno odredjenog skupa funikcija:

WR)=C (D).
Osnovna tvrdJenJa koja se ti¢u NMPFVI U ovou paragrafu za ig

F’(@}l na njegovoj osnovi gradjeni niz strategija sadrze se u teo-
R P P S

3] re

remi 1.3.3 i njenim dvema posledicama kao 1 U teoreuj..

U detvrtom paragrafu razmatraju s
igara pribliZenja u datom momentu vremena,

U prvoj modelnoj igri NMPFVI konvergira na sranici.0Ovde se 1g-
ra istrauje NMPIFVI, koji je dat u paragrafu 3., pri cenu je poka-

zano da izabravii poletno pribliZenje /funkciju progransiKkog mini-
ono veé samo fikshna taCka operato-

e dva primera diferencijalnih

makisa/ veé smo se ubedili da je
ra é_,. g tie Ova funkcija je funkecija vrednosti igre.
prugi primer pretstavlja linearnu igru priblizenja u datou mo-

mentu vremena,
U petom i Sestom paragrafu razmatra se igra hvatanja.0Ova igra

preciznije odra¥ava realne procese gonjenja od igre priblizenja
u datom momentu vremena.

Numeridki metodi pribliZavanja funkciji vrednostl igre hvata-
nja sz/iit),]l su kori%éeni u paragrafima 5. i 6.potpuno su iden-
tiéni NMPFVI priblizavanja !""é@}koji su bili predlozZeni u para-
grafu 2.1i 3.

Osnovni rezultati ovih paragrafa takodje su analaﬂnl rezulta-
tima paragrafa 2.i 3. U petom paragrafu oni su sadriani u teoreamil
1.5.3, 1 njenim dvema Posledicama kao i u teoreml 1.5.4.U paragra-
6. ove rezultate sadr¥e teorema 1.6.3 i njene dve posledice kao 1

-
-

teoremg 1.6.4 3 | |
Drugi deo ovog rada nosi naslov-"Veke dlferen013a1ne igre sa

nepotpunom informacijom”.0n se sastoji fz druge i trete glave,

v glavi II. istra’ene su neke antagonisticke diferencijalne ig-
re gOHJEHJa,kOJe pretstavljaju modele konfliktnih upravljajucih
procesa u slufaju kada informacija o faznom stanju protivniia sti-
" ¥e udesnicima konflikta sa odredjenim zaka¥njenjem.Gradidewo opti-
malne strategije igrada u klasi mesSovitih deo po deo programskih
strategija ponafanja.0sim toga izvedena je funkcionalna jetnacCina
za diskretne igre gonjenja sa zadrZavanjem informacije o goniocu.

U prvom paragrafu igra se izvodi u Rk prostoru, ssupovi dosti-
Yivosti igrada su kompaktni, funkcija dobitka je nepresidni mono-

toni funkcional od matrice Buklidovih rastojanja medju ucesnici-
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‘ma gzonede Hoalicije /grupc/i bezunaca u “onactnoa mo.dentu vrenme-
na T,

Pri neikim ogranidenjima, koja se postavljaju kloasi antagonistic-
kih nozoénih igara Zonjenja, koje se izvode u paragratfu l.glave II.,,
i na dinamiku igreda, u ruznim igrama za svake €29 postoji situa-
cija & raviuoteze u Kklasi mesovitih deo po deo programusgih stra-
tegija ponasanja /teorema 2.1.1/ i pri tome nelazZenje situacije
ravnote¥e svodi se na nala¥enje situacije ravnoteZe u pomocnoj jed-
novremenoj antaconistifkoj igri gonjenja, koje se podroivno istraZu-
ju u paragrafu 4,

Tgrad G dobija informaciju o igradu B sa zaha¥njenjem £ ,a ig-
ra¢ B sa zakaSnjenjem .£,.NuZina igre je T.

Prvi primer igre pretstavlja zadatak gonjenja u ravnl 1zaedju
koalicije kKoja se sastoji od dva gonioca Gy i G2 i begunqa B.Dobi-
tak igraca B odredjuje se kao minimum kvadrata rastojanja od begun-
ca do gonioca.lgra je antagonisticka,

U drugom primeru razmatra se antagonisticka diferencijalna igra
gonjenja u ravni izmedju koalicije gonilaca,koja se sastoji od m
nlesnika i igrada B.Dinamika igrafa se zadaje sloZenijom diferenci-
jalnom jednadinom.Skup dosti¥ivosti igrada B za vreme T iz stanja
y je odsecak promenljive duzine,

U paragrafu 2.razmatraju se diskretne igre zZonjenja odredjene
duzine T sa zadrZavanjem informacije o igracu B i sa istou dinami-
Kom kao u igrama paragrafa 1. za Zy=0 .0ve 1gre mozZemo disjunktno
podeliti na podigre vrednosti kojih su povezane sa funkcionalnim
jednaCinama, a optimalne strategije sa optimalnim strategijama po-
lazne igre, o |

U slucaju igre formulisane u ovom paragrafu disjuniktna podela
na podigre i izvodjenje funkcionalnih jednafina mogucCe je blagoda-
rec¢i kompaktnosti i neprekidnosti po pripadnosti sxupova dostiZi-
vosti igraCa,neprekidnosti funkcije dobitka, a takodje i tome da
kretanja igraca u kKlasi meSovitih deo po deo programskih strate-
gija ponasanja pretstavljaju lance Markova.

U poslednjem delu paragrafa 2.pokazano je kako se mogu izvesti
optimalne strategije igrada B iz funkcionalnih jednaCina za dis-
Kretnu igru gonjenja u kojoj se informacija dobija sa odredjenim
Zakasnjenjem,

Paragraf 3.glave II.posvefen je beskoalicionim igrama gonjenja
U kojima se informacija dobija sa odredjenim zakaSnjenjem,Dinami-

ka je ista kao u paragrafu l.ove glave,Informacija o fazuom stanju
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gonilaca stize beguncima Ssa ?ahaanJenJvmaeqn?dndHﬂJCHJe tuloria-

cije o faznom stanju begunaca je £ .

Funkcija dobitka za svakog begunca jc motno tono rastuc
Funkcija dobltka

a funkci-

ja od njegovog rastojanja do najblizeg gonioca.

gonioca je suma dobitaka begunaca Sa suprotnim znakol,
Situacija ravnoteze se shvata kao ravnoteZa po Yesu [W%] u

klasi meSovitih deo po deo programskih strategija ponasanja.

Kada je ispunjen niz uslova igra ima Za svako € 70situaciju g

ravnote?e /teorema 2.3.1/.

Nala¥enje situacije ravnoteze izvodi se PO slededo]j Semi:

-Igrad G reSava zadatak celobrojne minimizacije 1 na taj nacin
odredjuje optimalni sastav grupe gonilaca svaiog od igraca Bj,a
dalje svaka grupa dejstvuje analogno tome kako Je dejstvovala ko-
alicija gonilaca u iecri ove glave paragrafal.

-svaki igrad Bj dejstvujuc¢i determinisano na odseCku vreumena

[O,W.,E)prelazi u tadku gfylioja je odredjena jednim od uslova
teoreme 2.3.1.0dredjuje u momentu vremena T-€ broj gonilaca nj
/ovo je moguée blagodareéi jednom od uslova teoreme 2,3.1/i dalje
dejstvuje optimalno protiv n, gonilaca,analogno kaiko je to uradje-
no u zadatku paragrafa l.glave II.

U paragrafu ¥.,istrazZuju se jednovremene 1igre gonjenja £0je se
pojavljuju pri reSavanju diferencijalnih igara gonjenja sa ouredje-
nim zakadnjenjem informacije paragrafa l.ove glave.

Razmatranje igara ovog tipa pretstavlja 1 samostalni interes
za teoriju beskonalnih antagonistiﬁkih igara.Zadatak se postavlja
na sledeéi na¥in.Skup begunaca i grupa gonilaca jednovremeno bira-
ju skupove tacaka iz kompaktnog sKupa ScR” .Funkcija dobitka sku-
pa igrada B je funkcional od matrice rastojanja medju tac¢kamna, Ko-
je su izabrali gonioci i begunci.

Razmatraju Se zadaci sa nepreKidnom konvelsnom funkcijom dobit-
ka i opisuju se klase optimalnih strategija igra¢a u ovim igrama,

U tredoj glavi istraZeni su matematicki modeli wonflikta uprav-
ljajuéih procesa,u kojima informacija o tekucem stanju dospeva di-
skretno u zavisnosti od toga u kXojoj oblasti faznog prostora se

nalazi upravljajuda fazna talka.Matematiki zadatak se svodl na
istra¥ivanje jedne Klase antagonistidiih diferencijalnih igara go-
njenja sa nepotpunom informacijom.Grade se sikupovi C¢istih i meSo-
vitih strategija.Dokazuju se teoreme o postojsnju situaclije rav-

noteze u klasi mesSovitih strategija.
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Za razlidite varijonte disjunktne informaclonce struature, 1«
razlifitin oblika dinanike i funkcionala dobitaka grade se 1n-
formacione struiture,odredjuju se Klase Sistih strategija, uvode
se me3ovite strategije,dokazuju se teoreue egZzistencije situaci-
je ravnote¥e u klasama meSovitih strategija.

U ovoj glavi dajemo i jedan primer u Kole suo izracunali opti-
malne mesovite strategije.

Uprvoxz paragrafu razmntra se igra gonjenja sa nepotpunot infor-
macijom odredjene du¥ine kojo pretstavlja neposredllo uopstenje ig-
re gonjenja "Princeza i Sudovi¥te'",koju je postavio Ajzexs R.[J].
Igra se izvodi u konvelksnom zatvorenom mnogouglu S u ravni.Poclet-
na stanja se biraju u saglasnosti sa ravhozernom raspodelom vero-
vatnoée u S i igradima se ni%ta ne saopitava do momenta dospevanja
na jednu od stranica mnogouzla,gde im se saopstava strana na Koju
je dospela odsovarajuéa fazna talka.Sledeéa informacija se dobija
pri dospevanju fazne tadke na drugu /ili na istu/ stranicu,gde se
takodje saopStava stranica mnogougla i td.Tgra se zavrsava U 20—
mentu T i igrad B /maksimizirajuéi/ prima dobitak H/X/T/,¥/1//,
cde su x/t/ i y/t/ realizovane trajektorije u igri,a H/X,y/ je ne-
ka neprekidna funkcija.Igra se smnatra antagonistickom,

Pri odredjivanju pretpostavki dinamike igraca moze se dokaza-
ti neprekidna Zavisnost funkcije dobitka od strategija §to sHKupa
sa kompaktno$du skupova, gradjenih u igri ¢istih strateglija garan-
tuje postojanje situacije ravnoteZie u klasi meSovitih strategija
/teorema 3.1.2 /.

U paragrafu 2.razmatraju se igre sa diskretném informacionou
disjunktnom podelom u ravni.IstraZuju se igre odredjene duzine,
Naje se konacna disjunktna podela ravni,

Igra podinje sludajnim izborom poletnog steénja na jednom od ele-
menata disjunktne podele, pri 8emu igraci saznaju element disjunk-
tne podele i njima se saopStava fakt prelaza i td.Igra se produza-
va do momenta T,

Dobitak se odredjuje kno u igrama razmatranim u paragrafu 1,
Tesra je antagonisticka.Za odredjene uslove na dinauiiku igre 1 dis-
junktnu podelu ravni /koja se naziva informaciona disjunktuna pode-
la/ dokazuje se neprekidna zavisnost funkcije dobitka ou Cistih
strategija,3$to skupa sa kompaktno¥¢u sikupova strategija dovodi do
postojanja situacije ravnote¥e u megovitim strategijama/teorema .
3.2.2/,

U paragrafu 3.raznatra se primer diferencijalnih igara odrecdje-
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denom primeru informaciona digjunktna podela je oblika:
| (1) LY,  of3y)
S =E“dz*ﬂ; 5(=5(‘t;"d}: A&"""x"%} ) S ={(°C:'3):2‘:x"if-

Posto je u svakom od tri informaciona skupa mogué jedan od dva
jzbora upravljanja 1 ili -1 igra se svodi na matric¢nu igru dimenzi-
ja 8X8.Posle izradunavanja elemenata matrice dobija se da matrica
sadrii bitnu podigru 2X2 §to pokazuje odsustvo &istih optimalnih
strategija.MeSovite optimalne strategije igrata G 1 B su oblika:

Igrag G: /0 O é 0 i 00 0/,

Igra¢ B: /i 0000 1o o/.
2

U paragrafu 4. razmatraju se igre sa.meﬁovitim.1nformacionim st a-
njem i odredjene duZine T.Prvobitna igra se razvija u nekom kanvek-
snom, zatvorenom skupu M u ravni sa diskretnim informacionim stanjem.
Eim trajektorija dospeva na granicu skupa M igra prelazi u igru sa
potpunom informacijom sa faznim ograniienjem u dopuni skupa M.,

Da bi ostvario napred navedene clljeve postavio sam 1 dokazao u
radu Sest lema /1.1.1; 1.1.23 1.2.13 1.2.2; 1.2.3 1_2.;.1/"'

i dvanaest teorema /1.2.1;1.2.2;1.2.3;1.2.4;1.6.1;1.6.2;1.6.3;2.1.13
2.9.1:2.3.1; 24,7 1 .3.2.1/ .

Navedene oznake lema i teoreme u zagradama ¢itaju se na sledeci
padin: naprimer lema 1.2.3 oznatava treédu lemu drugog paragrafa prve
glave ili teorema 1.6.3 oznatava treéu teoremu Sestog paragrafa prve
glave.,

Definicije u glavi I su originalne.Nefinicije U glavana II i IIIX
najbliZe su definicijama iznetim u radu [}él

Dugujem osobitu zahvalnost za korisme primedbe i sugestije profe-

sorima Dr Kurepa Puri i Dr Petrié Jovanu.
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U radu su koriséene sledece:
a/ skradenice
NMPFV—-Numerié¢ki metod priblizavanja funikciji vrednostiy

NMPFVI--Vumerid¢ki metod priblizavanja funkeciji vrednosti 1igreg

DIG--Niferencijalne igre gonjenjas

ADIG--Antagonisticke diferencijalne igre gonjenja;
nnplS--Neo po deo programska ¢ista strategijay

DNPESI--Neo po deo programska Cista strategija igracCag
MDNPSP--MeSovita deo po deo programska strategija ponasanjag
MDDPSPI--Medovita deo po deo programska strategija ponasanja

igraé Qe

b/oznake

G--gonilacg

B--hegunac;

3; --Sistem upravljanja Kojim upravlja igral G;
¥, --Sistem upravijanja kojim upravlja igrac By
L—Prostor stanja igre;

S’—-Fkup strategija igracCa G,

P~Skup strategija igraca B;
K-Funkcija dobitka u igri)
gb“Funkcional kvaliteta;
2-Realizovano preslikavanja,
Cﬂnpim—- Skup kompaitnih skupova 1z RK;
Ct/x/ili ct /x/--skup dostiZivosti iz tatke x za vreme t igrada

G
Gy
Ct/y/ili C; /37-—Suup dostifivosti iz tadke y za vreme 1 1gra-
| ¢a B;

r1|rcr<))---Ii,g;rr:,{ ¢iji je prostor stanja ‘@j

)
{l&}h_o ——Minimizirajuéi niz strategija igrata G ;

iv*}:o“ . ~-Maksimizirajuéi niz strategija igraca B;

Y -- £ optimalna strategija igraca G,
V,-- € optimalna strategija igraca B
r%QLIgra priblizavanja u datom momentu vremena;

f"ﬂ’- Igra hvatanja,
x/t/--Trajektorija igraca G ;
y/t/--Trajektorija igraca B,
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& (x,4,¢) --Lopta sa cenirom u /x,y,t/,polupreénika I,
f@u(-)}:ﬂ--Niz pribliZenja funkeciji vrednosti igre;
R: ~-=-Nenegativna Poluosa)
A (<) --Matrica nxm)
6J,'§' ~-~Proizvoljne disjunktne podele odseCka vremena EO;"’],'
[--7akasnjenje informacije o igracu Bj'
E,,-—ZakaEHJenje informacije o dgracu G,
w/ ./,v/e/--Parovi merljivih programskih upravljanja redoax igra-
&a G i B/neo po deo programske diste strategije re-
dom igraca G 1 B/)
v/x,y/--Funkcija vrednosti igre.

Ostale oznake Karakteristi¢ne za svaku glavu date su u njihovim

prvim paragrafima.




GLAVA I
Numerifki metodi reSavanja diferencijalnih igara gonjenja
0granitene duZine
U ovoj glavi dati su nunericCiti metodi re3avanja diferencijalnth
igara gonjenja sa potpunon informaci jom,
Kratak sadriaj ove glave iznesen je u uvodu na trecoj stranici,

§1,Diferencijalna igra gonjenja ogranifene duzlne

Ovaj paragraf sadrZi osnovo izlaganje formalizwa diferencijal-
nih igara gonjenja ogranidene duZine.Navodimo dve postaviie dife-
rencijalnih igara ogranidene duZine i to igru pribliZenja u datom
momentu vremena 1 igru hvatanja.0znake karakteristicne za glavu I

date su u ovom paragrafu,.

Pod diferencijalnom igrom gonjenja ogranifene duzine smatramo

skup elemenata:

<3€/28}‘@JZ£) 9)-53’) 9‘&747 yrootm o (4-4.4)

gde su:éfg if;fa sistemi upravljanja kojima upravljaju redom igrac
G /gonilac/ i igrad B /begunac/, zadavanje kojih je istoveino sa
zadavanjem nekdh sistema obiCnih diferencijalnih jednaéina;cz’Je
prostor stanja igre; g je funkcional kvaliteta koji je dat nad
trajexktorijama sistema upravljanja éﬂ_,-, ixB; 9 (_43) je skup strategzi-
ja igrada ¢ /B/; Y Jje realizovano preslikavanje, koje Korespondira
svakom elementu iz nekog podmnoStva D° prostora stanja L i svoa
kom paru stratesija iz skupa Y i B odredjeni par trajektorija sis-
tema kKojima Sse upravlja.‘;(g i ﬁﬂa; 70 je funkcija dob.itlia[w:ﬂgtgxﬂ-?ﬁn
Smatramo da se fazni polo¥aj igrada G opisuje vektorom xeR™ ,a
njegovo kretanje u faznom prostoru /Rn/ opisuje se vektorssom di-
'ferencijalnom jednadinom: *
x=frca), UeU elowmpr™ .. - - (44.2)
gde je Coo.F,R" skup kompaktnih podskupova 12 RK.Sistem :;1];).'r‘aﬂtrlt;ia,n,jz-:,fG
poistovedujemo sa sistemom /1.1.2/.
Analogno smatramo da se fazni polozZaj igrata B oplisuje vexto=
ron polozZaja gc—_K"‘,a njegovo kretanje u faznom prostoru /Rm/opi_

suje se vektorskom diferencijalnom jednacinom:

M=q(4 V), ”“e.ov'e:CoA-pﬂf U (4.4.3)

Sistem upravljanja ';[3 noistovedujemo sa sistemom /1.1.3/.

U odnosu na desne strane sistema /1.1.2/,/1.1.3/pretpostavlja-
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mo da su ispunjeni sledeci uslovi:

a/vektor funkcija f/x,u’ /g[q,#f/definisanﬂ je i nepresidna na
R U (R'&Jz%l;

b/vektor funkeija f/x, w/ /g[g,uf/zadovoljava lokalni uslov Li-
pSica po x /y/ sa konstantom koja ne zavisi od U /v/ 1

¢/ za nelic A?0 je: ﬂf{d,u)ﬂé3(4+ﬂT/ij ”9(’6(;”'}!/-4/)(/7‘”7"/)

Za svako fﬁ‘:MJeﬂ"x‘zl 4'#{7*"")6 Rhf" ?'..«" | /il je Eualidova
norma u odg0§arajuéem prostoru/;

d/ neka su skupovi WL ,a takodje i siunovi:

fraou) :{-F(:t;u),"‘-eaa-} ; ?f“dr”j:{g(% wlo-€
Konveksni.

Uslovi a/ i b/ garantuju egzistenciju i jedinstvenost loxalnog

apsolutno neprekidnog resenja:
Pl Tl 30, 00)) 5 M) = Y50, 00).

Siastem /1.1.2/i /1.1.3/sa ma kojim pocetnim uslovimazfa};q_‘(tyfcy:@
za ma koje merljivo po Lebegu programno upravljanje 4e(.) (b{q)
ina vrednosti 1z "Zl.(?}j.f)vo upravljanje nazvaéezo dopustivim,

Skupa sa uslovom c¢/ovi uslovi garantuju i produzivost odzovara- -
juéih relSenja x/./,y/./ na celu realnu nenegativnu osu Ri Podetni
moment vremena Za sisteme /1.1.2/,/1.1;3/svuda se saatra nultium,

Osim toga uslovi a/-c/ garantggu za sve ogranifene podssgupove:
1 f —~ {1, pM
(6, c)PehexR”, {(m)feRixl™
exszistenciju takvih konstanti: JJM,'F da za sve taclke (E;"‘J};fz;’ly)
r-r' 4 * I L 4 Lol 4 74
(€ ), (€7 ) € (T4, (€37, (T]21), (T 49) iz odgovarajuéih pod-

skupova vazesyednacine: 4
Nl = m(.)) el ocha (- PY £ A~ 'l explTy oo v v v s (414

2 (€] o, aeey) (€ e MIT =], . o oo (14D
Bay( 8" ot — (5 3 ol e Ny ™= 4 N exp BT 5o v ve (4.;/.4;)
| 4(E" g, ) — 4167 v, L MIT=T ] o - - - L. (117

ravnomerno po svim dopustivim upravljanjima u/,/,v/./.
Uslovi af-ad/ garantuju kompaktnost skupova dostizivosti Ct/x/i

t . *¢
C'/y/ sistema /1.1.2/i/1.1.3/ za sve poletne uslove:;x(o/=;CeR 4#(0;-:
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RMy svakom momentu vremena teRp.0vi uslovi garantuju taxodje

hompaktnost SL{upova.#t(x)iﬁ'fj) re3enja sisteuna /1.1.2/1/1,1.3/2a

v - ]
sve pocCetne uslove ha ma Kom odsecku [0,1:], te R__,. JKompaxtnost pos-
lednjih skupova se smatra redom u metrici prostiora Cn[O, 1:] i cm[o, y
cde je Ck[O,Q /k =n,m/ prostor neprekidnih na odseéiu [0, t]
k-vektor funkcija sa metrikom?

Vo (2,0),2,0) == o J24(E) %2 A

K : : :
/M% je Euklidova norma u R ;indeks k se poneiada izostavlja xada je
je jasno kakva je dimenzija odzovarajuéeg prostora/.

Neka Je [x, Y, t)e_Ranmxnl."{azmotrimo skup:

¢-¢’ ¢-2/ ,
D)= U C tx)xC ) xfCF - oo (14.8)
f’e[of]
f .
U daljem prostori Rmxzh,rgtf*'fﬂ*ée n_eée razlixovati,a za nji-

hove tadke se koriste istovrsne oznake.Umesto r*x 2™ g? pisaceno

- olho;pa je tada: aﬂ(fﬂy,'&)cc@,a) (=, 44, %) c Do .

€ £ |
Napomena 1,1.1 Za t=0 se smatra da je:Cexy=At)=2¢ za svVaio oceR”
C'efﬂﬁ-‘} (P)=4 za svakogeﬁh

i Dlcht)=(acyt) 22 ¥ xR’y ek

Osim toga pod dopustivim upravljanjem u/./ /v/.// na odsecku
Lo, 7] za t=0 samatramo svaki element U (9 ,a pod resenjen
> o EE Ro UC-J)(‘af-;‘J:W'})) sigtema /1.1.2/ //1.1.3//na ovom odselku
za oigovarajudée dopustivo upravljanje i Za svako x‘EE“(AjER*yse uzi-
ma podetni uslov: X(,=X, uf-)):‘_x(‘j—('; My W )) = ‘j)

Napomenimo i to da poslednji dogovor ne narusava taénost ocena
/1.1.4/==/1,1,7/.Svi navedeni dogovori ostaju na snazi, -

Pod prostorom stanja podrazumevamo bilo koji skup Oc Do
Koji ceo ne pripada hiperravni za t=0 i koji sadrZi swsupa sa sva-
kom svojom talkom /x,y,t/ i skup aﬂ(r,l{,‘f)_.Posebnoao i Q(“W;f‘)

((xy'f}f)eao,‘t?c}) su prostori stanja.Ipak u prvoj glavi bicde osnov-

ni prostor stanja oblika:

D= U O(xygd) -=o o e e (4119

(9)e S (<5 45 E) |
cde je 520, (xS 45 t)ede, S5(x Yy )= Cr(x% Y3 €000, . .
aq(i'?‘fﬁ'e'v zatvorené lopta u R"'H”*’ sa centirom u tacdii

{a:"; ',‘H') i polupreénikom ; - P
Va osnovu kompaktnosti skupova F(x),&4y) [xer™) ([GG ‘j;ﬂeda-o)
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gledi:
Lema 1-1-13&" Je kompakt(;?o) .

Dokaz.Tz /1.1.83/,/1.1.9/1 1z /1.1.5/,/1.1.7/sledi da se moZe
naéi takvo r>0 da Jetﬁfx,ylfjcai [,t);{,f‘) Z *f%;,fifsr(x:g:'ff)-

palje sledi da se moZe naéi takvo I,> 0¢1=1+8)da D5 C G (X755 2°).

' Na taj nafin skup 5 Je ogranicen,
7a dokaz zatvorenosti skupa L razmotrimo viSeznadno presli-

kavanje ®:50800 —*Cmp Do koje korespondira tacdki (.r,g,'t)&'o@m

Jiorhpaktan skup 2 (.2“,3!5):09## . JUzimajuéi u obzir Jll 4/ .

/1.1.7/ sledi da je preslikavanje @ mneprekidno / u kompakti Gml,ﬁg

uvodi se Hausdorfova metmika/ i tim pre poluneprekidno 0dozgo.

Tada uzimajuéi u obzir /1.1.9/1 posebno to da Je_s,rxjg'; ¢°)

kompakt zakljuiujemo da je skup £ zatvoren.Time je lema dokazana.
Lema 1.1.2 Neka je £>¢ .Tada Je a/.;,}tfé__g?;qé¢ é b/ 2nl D) =Hs

Dokaz.Tafnost tvrdjenja pod a/ Je oiglsdno.Dokazimo tvrdjes
nje b/.Po3to je skup 85 zatvoren to za dokaz tvrdjenja b/ je do-
voljno da se ubedimo daﬁ;cin‘taﬁ)g .Za to sa svoje strane je do-
"wvoljno pokazatli da Za sve tacke (o, g’-t}g,ag i za svakog¢ >O mo-
Ye se na¢i takav otvoren Skupo'féffx'y,f)e‘sf) , da rastojanje od
tatke /x,y,t/ do ovog skupa bude ne veée 0d £ .

Uzmimo proizvoljne(X, ¥ €/efs {£>0 _ .Poito je (X ¥, t)ebS

tada se mo%Ze nadi taﬁka_ci ifjes‘;éflzfiyl mogu se naci dopustiwza

upravlijanja ﬁ(;),;(-) koja su definisann ua odsed¢ku Epr';_-_-;.]
da Je:(¥ ¥ £ )& B(X, ;‘}‘; L © E=ex(£-£F, Ul)); 4= (t¢, 7,00)).

Napomenimo da ako je: =%t tada je_@;}¥}=(£;,z)_w_i ulogu po-

lazncg otvorenog skupa moZe igrati skup exl S5 (x° £ £°) 1 traZe-

no je utvrdjeno.Zato demo dalje smatrati da Jef-‘ﬂ-_t,__.__r._- -
Konstruidimo familiju skupovafc, (X, g,‘,g %, 5o _.sVaki od kojih

se gradi po pravilu:G,(X, 5’; ) =_£«f(a;(.';:fj,@/).€; (x° Yo o), .

gde je >0, a_g_?rz(f,;’;)dwje zatvorena ili otvorena lopta sa cen-

trom u tatki (F §,+) 1 radi jusom/polupreénikon/ r.
Svaki od skupova ove familije Je neprazan, otvoren 1 sadrzi se
u d5 ,pri &emu tacka (f’jji) {1i pripada svakom skupu iz ove
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homosoriizana o » phtmtd

——

Razmotrimo sada familiju{,f.;}ge(o’z_{_]
1. T-27 031 dredjuj lacijom:
— R”*h*’2'€(p)é tJ.,,_ 0ji se o rc:Jtlju re J
Zg(x, ) =(x (T2, %)) Y (B, v t), 2= E) £y t) < |
Za sve ?e(g’;-g) i sve r20 lil{.?g-(c.t(flg,f_)r s.\upacz(x’

an-l-h + 1

t)

Qg

pri preslikavanju ,%2- bide otvoren, a da pri tome tacka:

= = = = = ~ = = =__r-
Zp (2,5 F)=(x(E,x, « (), 4 (, A/
ili pripada skupu EZ'(C‘:(EZ-&) Jili éel(f,g,f}e-g(f,!’i‘:) /,

ili je granicéna tacka ovog skupa /ako je taéka(f}gy ) granicna
zac.‘(x,j‘}t) /o .
I i i ani & 1'_') do siu-
Na osnovu navedenog sledi rastojanje od tacke c’.:!',c;f, Sii
pazt(ct&',j,i) za svaiio?e-[q{--f} ,r>0,nije vete od rastojanja
= == - )
ove talke do taﬁke.e’;('.r,ay;z-} ,ali poSto je:
_— - e =
B = = == — e o '=__==‘ ‘-t 2)"('.) f‘)
7,57 ) =5 (R 5D [pogx = (x(F-4, 5 &0), g (£ -4g, V)
= - v
tada je T dovoljno blisko ka £-¢ 1i rastojanje medju ovim taCiama
uzimajuéi u obzir /1.1,5/,/1.1.7/ moZe biti ucinjeno ne vedim od
& ,pa ¢ak i jednako nuli /naprimer za ?=i“t_ / .
= il
Izaberimo odgovarajule Z strogo manje odz-1 i oznadiio 92 S
¢c€) .Na taj naCin je pokazano rastojanje od taéke(x’g,f) do
- . i ro 4 F K > nije vece od & ,
otvorenog s upaz‘.(e)(cz(.z,y’f}/ za svafo T .O J

Pokazacdemo da se mo¥e nadi r > 0 za koje vazi pripadnost:

‘27(57(62,(;?3,:3;))‘: i tada ée lema biti dokazana.Po konstrukeiji

. . . " — . - . o . 1i kav a-
. familije saupova{Cz(x‘,J"b)}t,o i iz oblika faaﬂlll.]ip:is 1 Eﬁ«'::l
“Ja{lgige;o,i‘-zj | sledi da tadka /x,v, t/izzz-(cz(x,;;é)/ pri-
pada skupu &5 tada i samo tada kada je t20,a to znaCi tada i

samo tada kada Jje original /x,y, t/ pri preslikavanju 2" - pNeKa

2 - .
je tadka (x:g;‘f'ject(x,g,t) 4 takva da jef’z{ .Sledi da tra-

L — - —
o - - 1 . 1 e ! ’ !
zeno r. treba birati tako da bi za svadu tacnu(;z}?’-fje Cr(x,g,f)
vazila nejednaéj_na:f:z 6cE) .Novoljno je da ova nejednactina va-
v v T 1,13 = O = . . d b.
Z1 Za sve taclce(xf;}-b}eaio(.x_,gi‘t) y & Za gvo je dovoljno da bi
E-zo-g_-?(e) yZde je r,> 0, tj. Ty treba da zadovolji nejednacCine:
e L ) b —y ——
= -
o<t ££-T(€) ,kojec su reiljive jer jeZ(e)<t-t i t>1¢

- e —
/ako bi vazila jednadina ’2'(5) =¢t~-¢F ,at=0 , tada poslednje ne-




jednatine nebi bile nere$ljive/.Lema l.1.2 je dokazana.

Funkcional kvaliteta je: Upt ) xA'(Y)
(X, ,‘E)e@
gde Jje prostor stan,ja igre /1.1. 1/

Dalje éemo razlikovati dve funkeionalaff %}fz'mji sk odre-
djeni pomoéu ueprekidne na R 1R funkecije H jednalivama:

() g{)j Hc’x(f}, J(z‘}} (1.1.10/
4 (x (), 5”/’%2"51 H(x(T ),J(’é"}} . - ~ C1.7.171)

gde je (x(/,(y(}]e,? (.r)x,;f(;)) x4, +)eD

Skupovi strategcija. Neka je D prostor stanja 1igre /1.1.1/ .Da=
1je demo da koristimo sledece oznake:D° {(x,Oy t‘)e‘ﬁ[é?O}

9*_{(_:} Y, 7&9]-},-'&} (t:-(:?}’ ¥ &a/ft‘f(:!'ky,é)e.&)}’

@}t*] 2xo postodt (I,Ag,fj&g) é—f*

>=
(0.& (0t%) , 1 suprotnom. stuiait.

. fW} Je skup dopustivih upravljanja uw’,/,v/ . /datih na od-
seCcku EO,'&J » 5> 04 'M, (‘V"} su gkupovi svih dopustivih uprav-
ljanja u/.//v/.// datih na poluintervalu_ [ot) ,t>04

U= (u-(ot* u) U({G(ﬁ*ﬂ)(‘!f’(} ((vi"? / Q“"*? )

Definicija 1.1.1 Pod strategijom 'E[e@(‘]/fsz} ~ smairamo

ma koji kona¥ni,uredjeni skup preslikavanja:
w=(Y...,2°) ¢=01,.., at: 2 — U(D), e [o q/]
(V=(8%.,¢), t=o1-, &1 9% V1B) felot])

taxvih da Jje- ‘ |
1/ako Je ?-"1[‘("‘!) tada za svetef‘f 7/3 ;EC“' 'tJ t €

vazi pripadnost:

it e wtU (L oy %) (gf(gf}cV'U(é( )v)/

o/za svetefﬂ’,"*}? va%i pripadnost: & (-9t)c U (ga('a )C V?

(ot
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Realizujude preslikavanje.’’/ smatra se da je dato na s{upu
+ 4
ﬁoigﬁﬂ , 4 skup njzzovih vrednosti je: Y Hex)rA fg}

Cr,y¢)el®
%
pri demu slike podskupova O x GxBte (o1 ) skupaogo" g"'ﬂ’{' pri pre-
| | ' x ?
slikavanju ¥ gadrie ge u skupuc.x,’gl’%},)eﬁt#(x /XA 24 /

o
Dalje ¢emo po elementuA(-r,d‘(,ﬂ’w,v"e's "g""‘B - jednoznaéno
t
konstruisati par resSenja x(-)e#*(x);g(-}eﬂ g} , k0oja su slike od-

covarajuéeg elementa Pri preslikavanju . |
Neka je‘:(.r,c;f,'f},u;v'?eoﬁ”ﬂg«"ﬁ i neka je odredjenosti radi
_ - 74 o _ '!”' o .

Na prvoﬁ koraku kongtrukcije razmotrimo dopustiva upravljanja

t .
uq,c-)=-a"’(.r);,f/, v-";(')"'"g f*}y,"‘) .Po definiciji 1l.1.1 dopustivo up=-
revijonje ¥ (')[V.z'('/) mofe biti odredjenmo ili na odseclku EO,'E?]

4
( Lo,% 1) sgde je £ ='t;§=f‘/,111 na poluintervallgfv,'%,)(@,*t)) ’

gde je -t':?le(o,t) (-626(0,?.‘})  JKoristeéi ova dopustiva upravljanja
konstruiSemo reﬁenja.:g(-}%rb,.r,“ ('))lg,(')vﬁ,j’,%(')/. koja su odre=- 1.

djena na istim poluintervalima il1i odsedcima /svako na svome/kao

1 odgoevarajuéa dopustiva upravlijanja. -
Ako su oba resenja X, () 1500) definisana na odseCku

,t]= [_‘a,-t}_'[= [b'-l;_] tada par re¥enja X(*)=Z ( ); 2’ (Q, Jn ()nazivamo slikom
elemenata £(X, g,é)’ w,V> _ pri preslikavanju JH .U suprotnom

slu¢aju prelazimo na sledééi korak,
Na taj na&in pred drugim korakem,ako je on potreban,ili Ce oba

konstruisana na prvom Koraku re‘s'enjaxo(.)‘go ¢+) biti odredjena re-
dom na nekim poluintervalima[o,‘f?], {-;e(a, £) 1 Coty) te(ot) 114

¢e jeéno od njih biti odredjeno na odgovarajuéem poluintervalu,

Na drugom koraku reienjex(*) (30(-)) ,koje je konstruisano na pr-
vom koraku produfavamo <o neprekidnosti na odseciu D’,’%J ( Eo:{'zj )

ako je ono bilo odredjeno na poluintervalufﬂ{%), ?[-’e(g’-!:)([_ﬁ’tz)’-é-z& (0,'!:'

Zatim pomocu re§enjax'[.)}ga(.) | /veé- odredjeno na odseCcima
[o,-i-?] Cﬂ,i‘t]) /gradimo neko stanje.,I ako je 'f?*f t, tade gradi-
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Mo stanje(xp('f'})’g‘({ﬁ),é'f?)e:sz-t?>0 ,tho je {}ptt teda gro-
dimo stanje (.Z;(fz))‘?#(ft ), f'-f:z)e D° SNMa wraju ako Je 'f?(:-'fz ’

t ada gradimo bilo koje od wdva poslednja stanja.,
Neka je naprimer izgradje‘no stanje (X, (& );Ja (-éz); t-%,) , tada

razmatramo dopustivo upravljanje Z{__,I f')=€t_?1; (‘ﬂ'g ),0%, (é.‘))i--éz);ioj ¢
po definiciji 1.1.,1 mo¥c biti odredjeno ili na odsecku [O,‘ft_f],

“Ez_.r:f'é.z ili na poluintervalu Lo, it--r), ¢, _, &(o,t-4 )

-

Dalje ée biti udobno da se oznali razmak odredjivanja dopusti-
vog upravljanja 0:'_4 () sa Eo,'f‘z_" > nezavisno od toga da li je

on odsedak [9¢

z--r] ilj. poluinterval [a,fz_‘{) .

Koristeé¢i dopustivo upravljanje‘%;.(*) konstruidemo resenje:

g-;’(') =o7("fv ({-2)’ (7 (.)) .Zatim gradimo re¥enje:
_ 3¢(f),dk’0 J‘( Cc Eﬂ,ft);
gf(z‘j_ {g: (c“tt) 2 xo i‘ (= E+tlét+ -1 >

i ono ée biti refenje sistema /1.1.3/ na razmaku E".'!"‘z"“&z-.¢> sa
podetnim uslovom 31(0) '—-"J, za dopustivo upravljanje:

vf(g): Uz (%) e2xo Je 'EGEO,,*:)
v't-f (z."tz) dzﬂ J.C ?6 Eft:f‘t.’-%sz >

Ako reéenjaxo('-)_f g () ,konstruisana posle dva koraxa, budu odre-
-" .

djcna na celom odsedku Co,f]-;fo,'l-i]:[a,-fz*-{t_‘-] ~ /ovo je woguce,

ako je na prvom Kkoraku reSenje .z;(-) bilo odredjeno veé¢ na celom
odsedku ['o,{J /, tada par re§en,ja.r[-)=.ro(')_id¢/ﬁ} '-'—"J,,[-} nazivano sli-

kom elementaa(.r’y"l:),u:;v} pri preslikavanju ?ﬁ .U suprotnom
sluCaju prelazimo na treédi korak,

Na tredem koraku, ako je on potreban, po Semi drugog Koraka defi-
niSemo na vedem razmaku ono reSenje, konstruisano na prva dva kora-
ka,koje jé u datom momentu odredjeno na manjem razmaku od drugog,
a ako su odredjena na istom razmaku, tada pro§irujemo na ve¢i raz-

mak bilo koje od njih.Zato na treem koraku koristimo ili presli-
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. *-1 .. - _ -q . . s
Kavanje 8 ili preslikavanje aﬁ/ /Ako bi na drugom Horasiu bl-

1o konstruisano stp.nje(xo{f?/)’yo (ff,),t' ?)E '@0 ,a ne stanje
(xﬁf'éz)’ ygﬂ'z),'é'{'z)e'a’ i zna®i tamo bi se koristilo preslikava-

-4 e-1 . e
njeaq’ y & ne § .Tada na tredem koraku trebalo bi Koristitl

-2 -1 . .
ili preslikﬂ_vanjede’ ili preslikavanje ‘2 / i td, Za jednoz-

naéno gradjcenje slike elementaz:(x,g,f),ttrv.& pri preslikavanju

v 4 potrebno je uraditi ne vise od $+t+ { Kkoraka.To da resce

nja, konstruisana "u najgorem slucaju?! na 9*? +7 Koranu, stvar-

no ¢e biti odredjena na celom odsedku [a,t] garantovano je poseb-
niepdredjivanjem preslikavanja a® i 1v° /definiéija 1.1.1/.Smatra-
mo da je preslikavanje & potpuno definisano.

)eAl(x) 1

Da bismo izdvojili tu situaciju,da je par r_e§en,jax6

y(.)é/?*(;} /ili jedno od njih/1lik /ili jedna komponenta lika/

eleménta z_(.r,g,i-)tt’v:: eg)’xgxﬂ pri preslikavanju H ,oznadi-
mo ova reicnja sa X(*, X ]'U;'V') J_é{(',g]‘[L,'V?_Pri takvoj simboli-
ci delimidno se gubi zavisnost ovih reSenja od polaznog stanja.

Neka je 5"[3") takav podskup skupa CJ.(%) da on sadrzi sve te
i samo te strategijell € 9(Ve %) koje su oblikall=4°(V= Y, ’

tj.ko0je su u sustini programske strategije.
Neposredno iz definicije preslikavanja Jf' sledi tathost slede=-

- éeg tvrdjenja.,

L[ema 1.1.3 Neka jef.f,(j,{')e%%ada Za‘vueg ili Ve B
mogu'se naci takvi_}{%g' i'V:rl‘i2 $° da Je.z[-,-r]mV/-'-‘x(':x”gVy:
7 :
=x(,x [W)V)1 ‘y(-,gfu‘,'l/') =cy(-6'ﬂ Zf,V’/:j(";a‘NV:V).
| Funkcija dobitlca.‘;(;ﬂ'xgx B> K‘,::Jdredjuje se slededom jednali-
nom: K (x,4,t] U, V)=H(x ), Y C))
gde je J funkcional kvaliteta,a reSenja x(-)'ﬂdff{x/ijﬁ)f-af'tfcy/

su likovi element.:ac(x,g,i‘), wv> €D%G2P preslikavanja e,
Ygru /1.1.,1/ oznalavamo simbolom f'(.ﬁ),ppdvlafieéi time prostor
stanja odgovarajuCe igre,
Pod resenjem igre podrezumeva se- procedura trazenja optimalne
strategije 11li minimizirajuéeg niza strategija igrata G i optinal-

ne strategije ili pak maksimizirajudeg niza strategilja igrata B.
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Definisademo resSenje igre F@) iz datog poCetnog stanja raw,t)e.o?)"
i re3enje igre red) iz bilo kog polctnog s'tanja(r,?,'t}eo@' .Pos-
leduje se prosto naziva refenjem igre r&).
Definicija 1.1.2 YNeka je(gc,-i,-,ﬂ-)e_oﬁn JAko za bilo koje €r0O
moYe se nac¢i takvo w*eR’ i takvd LQES','VE.% da je:
- |
W (oot L VIE W e, o an e oo o o = e (4443
e (1444

za sveVes® i ‘.'F(‘('xll-g,ﬂu,‘\{-)z.-w*_g ..... cee e

Za sw.rit%'li"ég'Ii tada je velic¢ina w¥ vrednost igre p(@/iz pocetnog
stanja- /x,v,t/,a odgovarajuée strategije U “ Ve nazivaju
se € optimalne strategije igrata G i B u 1igri PP iz pocetnog
stanja.Ako za svako €>0© strategijz_t U*g? (‘V”é_ﬁ) je £ optimal-
na strategija igraca _G /B/ u izri re?d)) iz pocdetnih Stan.jra /K: Ys t/r
tada se ona naziva optimalnom strategijom igrata G /B/ u ig,rif’(@)

iz tih poCetnih stanja,

ol
Niz strategija {Uﬁ}m . , W.E 9, n=01, --- ;({-V;Eio )méﬂ,ﬂ=0,¢...)
o

naziva se minimizirajuéi /maksimizirajuéi/ niz strategija igrada
G /B/u igri F(®) iz podetnog stanja /x,7, t/,ako za svako ¢>O po-

stoji takvo N,da za svako n2\N strategija W, (Va) Je & optimal-~

strategiia " .
na";"lgxaéca G /B/ uigri Md)iz tog pofetnog stanja.

Pefinicija :1.1.3 Funkcija w*:@-—?ﬁ" naziva se funkcijom vred-
nosti igre P@d) ako u svakoj tadki {x,lg,i')egtr velidina *xMt) je
vrednost igre red) iz odgovarajuceg potetnog stanja i w*(“?‘drﬂ=mx"f}
za svako (A, 0)ed ./Ovde jed funkcional kvaliteta u igri rd) /.
Strategijalléé&ﬁ@e-ﬁ) naziva se & optimalna strategija 1g-
rata G /B/ u igri M"(0) ako je ona € optimalna strategija igrafa

G /B/u igri @iz bilo kog podetnog stanja(quPed® .Strategija

U*eY [V *ed) naziva se optimalna strategija israfa G/B/u igrif@)
ako je ona optimalna strategija igrafa G/B/ u igri rd) = . -

jz bilo kog pocletnog stanja (q',nj,tJEoﬂf

Niz strategija{U«}‘:o :m‘-’-?, «;o}.{,_,_,;(m;:__o ’ueﬁ)ﬂ_-:o,l,...)

naziva se minimizirajuéi /maksimizirajuéi/ niz strategija igraca
G/B/ u igrirfd) ako za svako £r0© postoji N,da za svako nzX
strategija Uy (Va) je & optimalna strategija igraca G/B/ u igri
r(D),
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o.Prvi numeridki metod pribliZavanja funkciji vrednosti igre

Eribli%enja u odredjenonm momentn vremena [konstruxcija maksimizi-
rajuéeg niza strategija begunca(

U ovom paragrafu na osnovu predioﬁenog NMPFVI, u Koae sé fune
kciji vrednostl pribliZava odozdo, daje se nadtin konstrukcije ma=-
ksimizirajudeg niza strategija begunca,0vaj na¢in dovodi do kon-
gtrukcije optimalne strategije begunca.Tacnlje ako ona egzistira
u skupu strategija ® tada ovaj nac¢in obavezno dovodi da njene

~konstrukeije,

prostor stanja igre '(3)je oblika /1.1.9/, tj.D=Li, §>0 Na

" osnovu leme 1.1.1 & Jje kompakt,
U glavi IC(3)Jje metriéki prostor neprekidnih funkcija na kom~

paktu © ,sa metrikom koja odgovara normi:

Vewt)) =maxiw ()], wee (B,
Operator &5’ : ¢(8)—>¢(3) za svaku funkelju ¢ )€ C(2/) odredjuje-

mo sledeéom jednacCinom: o _
max ™ N W('i"'?’i'")}... ...(4.1."7

1 —_ PnaXx
_%_ow(x,g,é) "r?co.%l Ne CtY) ze Cbcx)

- gde su (r,y,z‘)eﬁ; Ce(x);ce(g)skupovi dostiZivosti sistema /1.1.2/1
/1.1.3/ iz podetnog poloZaja x 1 y u momentiu vremena T e

Napomena 1.2.1 Oznaku }’1 koristidemo i za operataer koji Je
definisan relacijom /1,2.1/,ali koji dejstvuje iz Atp c2)ulLipl®B),

gde Jje “p (3) podskup funkcija 1z C(‘@} s KOoje zadovolj=zvaju na 2
uslov Lipﬁica./w(.)e Lip (D) ' ako postoje takve konstmte.ﬂ,j}&)%

a . . ’ " ¥ s I{- ’
RRPRITY, f:f”l"wfxfg:*')!‘“«”"'*""L&C”x'“t‘f*”dv s

za svako (.xfg':i‘”}, (x:é,: t')ed?).
Lema 1.2.1 Operator $!:¢(8)—*¢(2) (F'bip(D)> ki (2))  Je
definigsan korektno,tj. realno preslikava (_‘('.9}[.(.,}, (,0)}_' u sebe.
Dokaz.Neka je ¢(-)e ¢(9) .Pokazalemo da Je i i;j_a or)ecP) .

Uzmimo proizvoljne (x‘:’g’:’i-”j, (xl’g’:-f')e D i ocenimo odoz-

| /
p=Flocw x]yrt’)-Flo W (x] 2t )or(1.2.2)

go 1 odozdo velicinu:
=9,

Ocenimo je najpre odozgo,Izaberimo ff“'—' Cﬂ,t"j, 7:

f

pustivo upravljanje f),',_f’(~)é Vf:"' iz uslova: 4(-:-’:3(?:?3(?: V;”('))y




- 21 -

i . "oyn g mMax max I a)({,p,iffj
?ec"f(x'y (fr’].,.r } 5@975#_] -?ec (3"7 ?ec 2

[ . ifr”
Zatim stavlJa'ﬁo da je %—;(5.,.,07 V()} de je efr’"w{; ]

P H w ! tfﬁal ‘
Tada vazi: Ad?:uccz;}'ay u)(f ’},_ t- z}/—‘fscé“x? (r,’h-; If)

. ¢
Izaberimo sada f € Ce"(.x) i dopustivo upravljanje Uy MC‘Z(

’ ;/__ -mfn. w({,'»;:, 1‘"@7_

. Y ’
iz uslova: ?;=x(9+;x:“f()); w(f"“r'?*;t Ye e CO%cxY

”? n . |
Zatim stavimo da je ?"-..-x(tl X u"(’-)) .Tada iz prethodne ne-

87— ML), 178) (123

”
jednadine sledi nejednacina: 34“)/(,7

Analogno se Vrsi ocena velidine 4 odozdo.}l’ogu se nac¢i taxve
!’ !
(7, 97, €60 (1,9 ¢~ ) da je:
A=W 9t -0~ O(F 7 EE) - '
” 2 /
gde je: O/=minft, S} 9'eyrEl,y) V1)), 7j’=;r6.,,y,’d: r1)
! -

(1.2.4)

’ ‘-
za neko donpustivo upravljanje ‘V.'_('}‘Ey' )

?‘-ﬂ=x{9-ﬂ’x’#“:’(,,}’ {_":'x/a:x: H_r’ﬂ})

F’
2% °-
za neko dopustivo upravljanje . u—()é

1z /1.2.2/--/1.2.4/sledi: 3] £ nax{]w(; «r’:’{.’ig‘?._ |
-——‘0(7+ 9 -6, lw{fn 11 0)-defl 3 ¢ E)I L L (1.05)

Uzimajuéi u obzir konstrukcije 1 ocene /1.1¢4/--/1.1.7/,gde su

konstante L,M,T> 0 izabrane za ogranicene sxupove:

{tg,x )};-gt (D)x P (9) { (9)]= B, (9] gg(.e)
/gde su P @ fﬂ) (-3} .projekcije sliupaﬁékh+n+1 na
kKoordinatne pudptostore {{:}’{x}'{g} prostora R™*"*1 / imamo:

I ({:’ 7:"&"2':)- (I:, 7.:_’{"-0;)”5 ]t“'..f']'l']g:’..ﬁ*']J-” ?:F_ ?: ![.;. Il 7:_7;/[:&
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¢ t o~ 4 | Y/
2 4t [ (T 2 g ) - (8], %, % ) +1Y08,, 4 00 1))- 406, 4,70t
2 2t + ) x (2:’;1”«:(.)/.. ,2'/5+”xf u, ) +//x('&,',.rfaj(-/--x/gé.r"a;ﬁ/'} [] +

' & » P ',
+ g{’é';‘} gTvel) = g06;, 9! eI+l 408,y ")) 308,85 () 2

-'-‘--’-(Mff)!é‘?-f’f+(¢xp£7‘/(/f.r"-é'?/+//5”-(q ). . - - (1.2.6)

i analogno jeé (T 97t 67)~(], AR R A
+ (exf;»[’/’)(%rfx'//-w;f’-;'/// .. (12.7)

Iz /1.2.5/--/1.2.7/, uzimajuéi u obzir ravnomernu neprekidnost
funkcije na*kompaktu D , zakljuCujemo da ako su fu(:;;(ff?, (x'}:t')e@
dovoljno bliske tada Ce velidina JA[ biti koliko god hocewo uwala
i sledi da je funkcija i?:o u')[-) ravnonerno heprekidna ha o .Na
taj naéin je pokazano, da ako je ()€ c(,é)} , tada je {;_ogo(.)e-d-@}

Neka je polazna pPretpostavka takva daje RJ(')G-{J}’ f't’)sa Konstan-
tama!.‘,kxi".o .Pokazademo da je tada i %10 W ()€ A’/‘J (L) .

Iz /1.2.2/,/1.2.5/,uzimajuéi u obzir da je w(-)eér}'/o@]dobijamc):

1$70 @ (x"yrt"] - Blo w0 (x/y) )] £ max b {7t +
o+ L (0T A0 ), 24, 8 [ L, (N P w7 =91 0) . . (1.23)

Ocenjujuéi desnu stranu nejednadine /1,2.8/po analogiji sa /1.2.8§/

| Blowexlyi#)-Fowixy't]) £

< max { (Ll M)t [+ Ly (Al N xl +l 3" 2 7)

, 4 (AAL M) ne-¢/f+ 4, ffx;{'f'}[//.t"-'-x’// ety 'nN)} =
=L Ly MM Ly Coxp LT (2 0 U+ g 4N ) ==
=P D()elip (3)

imamo:

' 4 1. .
Lema 11'2' 2 Operator %’_: C(.B)"'" Cf-9) (i-;__ Llf (03) —> ‘(l-f (09))
je neprekidan, | |
4
Dokaz.Dovoljno je dokazati samo neprekidnost op1—3~Jz*ad:t}rm%__-‘fc('z))"""'Cﬂl

Tzaberimo proizvoljno (), ,6) € C'(:ﬁ}i (x,g,t‘)é © Neumanjujuéi




onétost mogule je smatrati da je:

%1"“’(&(7,1‘)-"’: Plowex,gt) .« - o (1240

N’elia @ fj l 7€C('-f) zadovoljavaju Ju%ﬂnuc;n;)-
" '*’f( 1Ty o max  max Moy SRR
¥ec?(‘x) f'?’ 7e [o, 'l-] r(e(' ¢y) ?50 x) (‘f )

a?’eC (.x) zadovoljava Jjednalinu:

ﬁrnt, O 4-% . 41.2.14
00('7’17'{' / Yec ¢ ) &(?? j ( )

Iz /1.2.10/--/1.2.12/ sledi nejednadina; |
150 o, (x Zf}_§ou) ex, Y, IEXINEL {-2’7-«91(7,’7:{-77,
i takodje sledi nejednafina
[ B0 w, (x,9,4)-Fle w, (2, 4.1)]< Y02y 1)

gde je/ norma u C’[,@} Iz poslednje nejednacine, uzimajuéi u obzir

da(ﬂ'y{')e sledi da je:

J(B'ow,t) - o ,0))£ J(0,) = Wi ),

Sto 1 dohazuge lemu 1.2.2,

Lema 1.2.3 % Du){):»oO() za svaku funkeiju ()€ (D).

Nokaz, eramo proizvoljno wr}e('f-@).r_(x y,f)é o Iz /1.2.1/sle-

R A A

za svako :e [o,‘t"_] JAli za ©=0 posledn,]a nejednat¢ina je exviva-

lentna nejednaéini: éé_owrx,cylf)-zw(x,g, )-
‘jnOSti (x’g!-!-)e,g’ LD(.}GC(O@)

Zato kao posledica proizvol

sledi da je tvrdjenje leme ispravno.
RaeW +

U ni¥e navedenoj definiciji figuriSe neprekidna na R
funkcija H/./,k0ja odredjuje funkcional kvaliteta J u igri pri-
bli¥enja u odredjenom momentu vremena /1.1.10/,

nefinicija 1.2.1 Neka je funkcija w () definisana na prostoru
stanja igre n) .Govoriédemo da funkcija u.)() pripada sdupu W’ (49}
ako Je-

© w/x,v,0/ =1/x, y/ za svako (X,Y, 0)€9
2% w/./e (D)
3 postojiVeB da je:
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a/J(f(x;;,{‘.[ iwv= w[.r,cy,f) za ¥ Ue 9’1'(.2;67,1!)5.9’;
b/w(x(E,x]ICIVZJ(ﬁg[U,VZ4-&'/-?&0(1;;,2‘) 22 svaxo Uel§
(4 t)eD° | CTelo,€'] 27 nexo Eelot].

Napomena 1.2,2 Ako funkcija H/./u igri pribliZenja u datom

s &
momentu vremena zadovoljava uslov Lipslca na Ptr.?',j}(-g\ﬂ)

o
!

hémet .
/ pt“rrj) (‘3\490) je projekecija skupa EXQOCK na hiperra-
van t= 0/, tada uslov 20definicije 1.2.1 zamenjuje:imo uUslovouw
001 t-;;'.,’e.(;f (-9).[,‘-2113,1{11 WI(B) zadrzavamo i za skupove funscija,
or _0O
koje zadovoljavaju uslove 10,2 g I

Lema 1.2.4 W:{(ﬁ)%gg .

Dokaz. Za dokaz leme dovoljno je razuotriti funkciju:
w:_'(x’z'{-): max h_{u Hp) - - o oL . [ 1.4.43)
%eCuyr $eCex)

Ona zadovoljava uslov 1% definicije 1.2.1.UopSte nepreikidnost 1l1
lip3icivost funkcije moZe biti utvrdjeno analogno doxazu leme 1.2.1.
Vazenje uslova 30 definicije 1.2.1 za :funkcijuw:(-) takodje je
jasno.U svojstvu strategijeVeB ,koja figuriSe u ovoa uslovu, tre-
ba uzeti strategiju Vef°,gde preslikavanje »? korespondira tadii

[ 4
_(x,g,f)éﬂp dopustivo uprat:ljanje‘ff'ﬁ)ef iz uslova:

Y=gt g vij wlegt)= T, Ay,

| 4
Teorema 1.2.1 0perator_£ preslikava 50:(-9) u sebe,

Nokaz., Uzmimd proizvoljnu funkciju u)(-)éuZ‘(ﬁ?/ .Uslov 1° defi-
nicije 1.2.,1 za funkciju f:owr-) ~je zadovoljen.Uslov 200Ve defini-
cije za funkciju %:owf-) va¥i na osnovu leme 1,2,1.Na taj nacin
za dokaz teoreme dovoljno je ustanoviti vazenje uslova 3%detfinici-
je 1.2.1 za funkeciju j—;:" -],

Posto Je u)(-)e?y:'{.g} , tada za ovu funkciju postoji strategija

VeB sa svojstvima formulisanim u uslovu 3° definicije 1.2.1.
Neka je odredjenosti radi “!/'"=('g:--': éo) .Tada' strategija Ve? sa
analognim svoj s_]:_vima, ali sada u odnosu na funkciju f:a w ) bi-
ée oblika: -'v:"m(C‘H,..., zo.)

Preslikavanje &Y' odredidemo na L na sledeéi nadin.Neka Jje

_(x,y;l')eﬁ" .wadjimo_f'c-‘(o,f) i q'eC ('3) iz uslova:

1 * ' .
Fowmygl)s mn  O@HET) - (1.2.14)
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Primetimo da ¢’ uvek mo¥e biti pozitivno, jer za funkciju w()
vazi uslov 3° definicije 1.2.1 /deo pod b//.Zatim é¢emo naéi dopu-

stivo upravljanje ¥7rre ¥/ iz uslove 7'-‘7(§";/; v°¢))1 stavimo:

5‘(-)'czxo rr)eY? [ €Lt

Vl(' — ~ - o "
/ Vi) I E",gﬂ’ dxoe U()e UJG' 1 &' (e:}i‘) .

~ | -
gde je v'(-;/]_o,j‘] sufenje dopustivog upravljanja v/ ,/na poluinterval

L‘q‘l? .Nalje smatramo da je £%*/(x J!é):v?-} { stavidemo £t =€5
L EG’}J.NEFaJ nac¢in strategija V' se dobija iz strategije v /ako

- -}
njoj dodamo preslikavanje €271 .PokaZimo da je strategija’V" tra-
Zena. |
Fiksirajmo proizvoljnoWe §° Tl=a® 1 (x,Y,t)e D° .Neka su?'e(ot]

' o
1 quEEJ} te tatke koje posredstvon /1.2.14/ odredjuju 1ik tacke
/%,v, t/pri preslikavanju €t*' ,tj. dopustivo upravljenje
vn(.‘)___?'t-ff('xfy’f).
' ~ ~
Neka je dalje w()=a’(x,y,t), ()€ U stavimoF=X (X, U()) -
Dokaimo najpre da strategija V'’ obezbedjuje nej ednac¢inu pod

a/ iz uslova 3odefinicije 1.2.1, gde umesto w/,./treba staviti fun-

4
keiju fE.f ed(+) ,Zato demo razmatrati dva sludaja:kada je =t

i kada je Eecot) .
Neka je T=t .Saglasno konstrukeciji realizuju¢ih preslikavanja

x imamo :?‘:x({-!x’ u(.}} =:.I(f-,.1‘}t[l'?=')
gty Uiey) =y e, 2 [T,V
y'=gcng e =y It
Tada po definiciji funkcije dobitka u igri f'"t’-ﬂ) moguée je napisati

an Je: Hex,y tIW, V') =HG. 7"

All Dﬂ§toje:c-0(-)é_3_(/_:{f), (?:7:0)‘-"@ | s tada je:
H(‘f';yzr]= u)(?,?p'm) i zato Je:.?({[x!y,f/u,?’)f Mk w(;'mo}
';eCt(.z'}

Odakle na osnovu /1,2.14/1 poSto je €'zt  sledi:

o—— . ¢

J(?x,g,%]u','\“)a m;rh ‘D(?!?:* i z-!) =Ppow (I’JJ{).
$eC%ex) -

Na taj nadin u sludaju £':* potrebna nejednadina je dobijena.

P

L P~
Neka Je Z‘"e(o!-f).Mqu se naé¢l takva strategijaﬂégp, U=za® ,




- 26 -

da je:_‘,!("(;rr y,ffu'lf"/::f((g 7,1‘ ?NF v
9t-¢’

c (1.2.15)

Neka je 3°(£,7;f-f’}= -f:"(-), i) & pri éemu je

G (E)= u(EkE) Celopt-T'1 sgde e 3/:)-3""’(:; t) .Tada uzimajuéi u

obzir strukturu strategija V' 1 ,a takodje i konstrukcije rea-
!
1izujuéih preskikavanja X , imamo: ..'C(E-}‘EJCJU 'V_"} X(E TI'C{'V),

y(fw',glw"/"} o (59" 1T,V _
Za svako Telot-T'] Jovde jJe x (- ,x!ZZ"V“Q 'd—f(r L 'V_/ 1ik

elementa 2 (X, 4,1}, u“V"::- presnkamnja F ,alx(s 71‘{('1/")6?( 7!'”"\’
je 11k elementa Z.'(f,tz £~ 2‘} <1 "l/' > preslikavanja &€ /.Na osnovu

navedenog sledi: H(x({, 21U V'_), z (t,f ’ Vﬂ/‘: H(‘x(f_a'h{ lu 'V')
,:j(-b -@" '7’1'51- T'.))

Ali ova nej ednaéina po definiciji funkcije dobitka x? u igri [eA)

je ekvivalentna /1.2.15/.
Uzimajuéi u obzir svojstvo strategije V' u odnosu na w/ ./, a ta-

kodje i /1.2.14/dobijamo:

G, e 1TV Iz (e z e D@ 7 Breyt).

| '
Odavde i na osnovu /1.2.15/sledi da u sludaju Te(ot) strategija

Y robezbedjuje nejednacinu pod a/uslova 3° u definiciji 1.2.1u
odnosu na funkeciju §o () o
PokaZimo na kraju da strategija v~/ obezbedjuje takodje ne—
jednadinu b/ uslova 3° definicije 1.2.1 u odnosu na funkeciju 5# ()
Ranije izabrani We§ ﬂt’g'!‘)e-@' Terot] 1 '76Cq) ostaju
isti.Tzaberimo proizvoljno Te [o,7/] 1 stavimo ?_J‘:(‘f'xfu ’V")

7'5(2-19“’{-3v7 oIz nejednaéine- I.O{?' 47 4- ;).:- maXx

) . — Te [‘ot—'&']
ma:( . i w(TI,L.t_z'_r;-) '
mecteR) yec"(;) y
sledi za svakoZelot-C] meC(]) Je: P o @(F,t-F)>
hn.h Wwirnt- -T-T). |
> 7&‘: CT 7 )

Izaberimo f [oj-i'] tako da je T%Z =T' .Tada taéka
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F - - » - - W oom
71*:&,(:-’!%[&"1{‘!) nripada skupu cu(,z) , 2 posledngg‘ne!}ednaClna

— ~
i =n e oblikas Blow (3. H t-T)> wmih Wiy t-g),
a Ee 8T Loy 1€ © Fow(F)t T reC?%) Dt
Ly 4
Oda-%le zbog pripadnosti C‘Ff)df'?x} slgdi da Jje:

f 5 5 e > ™ W(7,9/+-T)
O 0 t-§ )= (% .
fow(y,”, / 7eCr) 717
Ali ova nejeMadina skupa sa /1.2.14%/je ekvivalentna nejednac¢ini:

= =, 5 = =
é‘,’f O (x (€ % !u-,V‘:),y (Z’,oyf'l«(;’V")’ t-8)2 i;ﬁal a}(:}g,-&),

Na taj nadin tra¥ena nejednalina je utvdjena, a sikupa sa njoa
i taCnost tvrdjenja teoreme,
’ .
Teorema 1.2,2 Neka funkcija & ) zadovoljava sledece uslove:

1/ %y e C(R); |
2/ w0 '(x,,0) = H(x,§) 22 #(X,,°) € D
3/W¢-) je nepokretna tatka operatora 3‘5: ,tj.zadovoljava nejed-
4
naéinu: %_0 w,{-):.'“)(‘) . . . » - . - . . - ['!.2.16)
Tada za ma koje (.r,gf‘f')é il D L8>0 je mogude naéi takvu strate-
giju'a'ee'g da je: | |
gﬂfx,;,fm,,v).-s WX, E)HE . . . . o - 1.2, 17)
za sve yeB®., -

Dokaz.Pre svega Napomenimo da'je ;'ntﬁ?!gﬁ ,posto pod prostoronm
stanja ® podrazumevamo skup 49‘}' ('5:-0) ,a po lewi 1.2.2 je

it 3;7(9"( 0>0).
‘ Uzmimo proizvoljnu (.rfy;l‘)e r...n,fog_{ £>0 .Neka je r>0 tagfo da
bi O;(xrjif)c;'.ﬂ , gde je Dt’{xrg"t} ~ zatvorena ili otvorena

lopta sa centrom u /x,y, t/polupreénika r,Izaberimo dalje ?(C)é("%f.]
iz uslova:a/ (X (ECE), ..?‘-‘,H(‘U)H,‘f"f(f)}sq(f,j,f) za Svaio dog_usti-
vo upravljanje u/,/; b/e?! (x,j,‘f'/:‘_’" &0’(‘.1’,(??'5},.1',Hﬁy,g!f"(f))*z— za
svako dopustivo upravljanje u/./; c/a)’(_r(-é’.r,Q(—)),y(é,y,v‘(-)),ﬂ)-{-—
za svako dopustive upravljanje u/./,v/./; d/t se celobrojno deli
na §(g) o

Poka’imo da je takav izbor Trg) mogué.lz J4.1.5/sledi da za
+E8elot] i dopustivo upravijanje u/./e%t va’i nejednacdina:

Na(Z,x,ut))-xlleul, w>o0,

gde je 4 neka konstanta,Tada za sve-¥ ?EEO’{‘J i svako dopustivo

Lt
upravljanje U()el{sledi nejednadina: _




e -
-l G,y t) X (6% u()),y, €8s (M) 8
Iz navedenog sledi da bi zadovoljili uslov a/moguée je uzeti
u svojstvu Teg) ¥ Telot] ,koje nije veée od r/ 1
gC(-s)

Uzimajuéi u obzir prethodnu nejednalinu i da je «w¢)
sledi da je moguée zadovoljiti uslov b/,

Uz pomoé /1.1.7/ sledi:
et x,u t-)),éf(f-?,g, Vr-)}’tv-—/fx(f,x, “(')j;yﬁ'ﬂv V’ﬁy, o)!!:s_ A6

Za sﬁako f'é'f",tj i sva dopustiva upravljanja uf‘)é‘uti V(').Gv{t

Na osnovu ravnomerne neprekidnosti funkcijeeo?i)na kKoimpaxtu
9=49§ sledi da je uslov ¢/ moguée zadovoljiti.

Na kraju_jasno je da se uslov d/poklapa sa ostalima.

Napomenimo da uslov a/ garantuje to da razmatraju¢i u uslovi-
ma b/ i ¢/ funkciju () redom u tafiliama(x(?('ﬂ,x,“f'),g,f'?(f))
za svako dopustivo upravljanje M(—)é”t ix(t,x!u('))}?{f-E.fi?ly?v?')?@
/ za ma koja dopustiva upravljanjau(:)e-ut_f f}"(-}&v.,i mi ne izlazi-
mo izvan granica njene oblasti definisanosti, tj.izvan granica
skupa D =0§ . | |

Napomenimo da iz uslova a/ i iz strukture skupova Q=4 sledi
da je:{.x(f'(g)-l-z;x’uf-))’?(2-,3,”?‘)}, i-?(f)-ﬁ;éﬁzﬂ svako Tfﬁ’f'z‘(f):’

i sva dopustiva upravljanja u ()& ut . Vﬁ)é”*.

Strategiju gradimo oblika'[];=(a:(?..., ﬂ-?'} ,gc_iihl'fﬁ)'biramo
iz uslova R(€ .-.-({,-/{}‘))..i Neka je(x:g,'fye L° ,a(x,éf,f-fff))é.g
za sve X &€ ‘(«’t') .Nadjimo.z”ecg.{-:éj iz uslova: |

‘D‘(xf‘?:*"grﬂ)?iec%;:xv O\E 4t ) - - - - - (1.2.18)

Smatramo da je #4"r)e u?"" takvo da jex';.kff;!),x:ﬂf")) .
Suzenje dopustivog upravljanja e ) na poluintervalu antfﬁ)) 0 Z~
nadimo sa__l,{'t-) « AKo je‘tf"g'{f}tada za ¢t e[f,?b/f)], t=4 /’nno% tvo
takvih indeksa moZe biti pusto/ stavimo qj(.rl';,fff}:eu(.) Dalje
ako jet__r__é__-.z.-,(f)_, tada stavljamo Q; (.r:g;{- '}=“ﬂ'(,)‘ .

Napred navedenim nadinom odredino preslikavanje &g, ¢ elo;nee)],
E_&-i na skupu svih tih_cx; ‘:'ft)eﬂ’ za Koje ,je(.;:,g;t'-?(f))éﬁ’ Za
sve ;:Cff?.x!) sa Preslikavanje a' odredimo na skupu svih tih
cxly t)ed® za koje je (%4 E1e B\D® zav TecF ) Na siu-
pu svih ostalih tafaka iz®d°%ova preslikavanja odredicemo proizvolj-
no saglasno definiciji 1.1.1. .

Pokazacemo da Zza ranije izabrane(.r,ﬁl{,‘f}é t‘_&fﬁ t&»%onstruisana
strategijaL € G  obezbedjuje nejednadinu/1.2.17/ za svako V. €B°,
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Neka su: ) =xlr XUV

- - - . . ’
Czmino proizvoljnu strategiju Ve 8B
kKnz izvodiso za dva sluCaja:

3"'":3'("5 | We V)
hes)=0 1

.Trazeni do

neeE) >0,

Neka je w(£)=0, T(?“-"J'"i Te€)= rpada koristedi uslov izbora £

i prva dva uslova teoreme sledi:
Wr(x’g,éj-.: W 'ex (), ym),t)f: wr(xrt‘[g))’;m)’
) Y(8CE),0) ~€= 02, 0t), 9(2),0) - € = Hix(t), y () —€ =

o- 5> w'txere)) ,

(4. 2.19)

=xYrx,y, 1 UV)-€ -

Odavde neposredno sledi /1.2.17/.
Neka jem(£)>0 ,a znadi Erér et
za sve uslove teoreme i nadin konstrukcije s

no /1.2.18/sledi:

XKoristeéi uslove izbora Ers)

trategije g ,poseb-

- £
' x, g,t) = w'(ze (o), Y10/, t)2 w'cx €€l yro), ¢ Ece))- £ =
: y ‘
= max | m X MLk ;ol(x’ ,f"‘,f?(f) "Z')/”
" Celot-TrE)] g'erz'r;rw} x'e(’z?'xfr(‘z))] J )

h '.x'é Cz'('gcﬁ—({}))
— @ 102 (2 -TIE]), YCEE), -2 -E(E)) - $2,0005 2

> w'(xCﬁ.E"{f)}, g((f-?)f(i)}, -4 -Cr€))- %_2__,. .

> w'rx (n()+1) Te6)), Yen(f) TlE)), T-(re€)41). Z¢g) )

£
| I
= w' (x(t), y(t-E(£),0) - £=w'xtt),g(¢),0)-¢ =

= H(x(t),y () - = 2x, 4t [We V)€ - - - - (12.20)

Odakle sledi /1,2.17/.Teorema 1.2.2 je dokazana,
Napomena 1.2.3 SuStina uslova a/ izbora &(€)
navedenim, pri dokazu teoreme,naCinom strategijulge g

bedjuje nejednadinu /1,2.17/ravnomerno za svako Ve B° ymozuce je

sraditi samo za tacke (x'y"f:)e ent ® ,a ne za sve taCke (x,gff)eﬁﬂ
Uzmimo proizvoljnu I’unl{ciju_a)af-)eu/:_"(ﬁ) i fiksirajmo tu strate-

gijuwcef% egzistencija i svojstva koje u odnosu na funkciju W (.)

su garantovani uslovom 3 definicije 1l.2.1.Koristeéi funkciju ()

svedoti o tome da

s Koja obeZ-
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u svojstvu poCetnog priblizenja resenja jednacine /1.2.10/gradice-

altine:
¢ 1.2.217)

mo slecdeda nribli¥enja reienja ove jedn

t) * hr'ft.}’ "“=4 !’""' - ™ . - -
Po teoreui 1.2.1 jJe &) ()€ W‘f(ﬁ) za svako nzf,L..sy 2 PO le-

mi 1.2 .3 je:
) 1< Wy -], oony £ W ()L s v oo e (1.2.22)

» . . . - 2
Gradic¢emo takodje niz strateglga{ﬁ}nra,’méﬁqﬁ:a'-f’....,.:.ue je

“V, ranije izabrana strategija,a'svak’a od strategij a"{“hﬂ‘x,, e Sra-
di se po strategijiVa-4 i po pribliZenjudd, (-)isto Kao pri doka-

zu teoreme 1,2,1,StrategijaV /! se gradila po V'/! i po funkecijiw/)
Na taj nalin svaka strategija V, ovog izraza u odnosu na niz pri-
. 0 Coe e
1ulisana u uslovu 3 definicije

bliZenja td, ftIposeduje s“;)isj‘ﬁ,iﬂ—n;
1.2.1.Najva¥nije od svihi svojstava je to saglasno kome je:

23
_ x*{x,J,umt;V;,)?_wk,(x,%-t). . (1.2.23)

za svoko We Q% (X,4,2)eD° ¢ n=0,1,%,... .

, konstruisan po navedenom pravilu 1

L] ] -

&0
Niz strategija {Vu}n «0
koji poseduje svojstvo /1.2._)/naZVacemo nizom strategija koji

odgovara nizu priblizZenja /1.....21/5& podetnim priblizZenj emﬂ) ).
Teorema 1.2.3 1.7a svako podetno pribliZenjeed,l')e 2(/’(-9) niz
pribliZenja /1.2.21/konvergira ravnomerno na & ka funieijiw () »

u odnosu na XKoju va’te slededa svojstva:

a/w)e () ,ako je Hi)e L;}a (Pz(qu)(ﬁ\ﬁ‘“n tada jew GLI-P (P);

b/w¥r.)je fiksna taka operatorads
;&J*.,]e funkcija Vrednosti 1grefﬂﬁﬁll zato Je granica niza

pribli%enja /1.2.21/jedna te ista za sva pocCetna pribliazenja

Wy tyeW (L)

2,Niz strategija{'lf,;}‘:_o
sa ma kojim poletnim pribliZenjem W, () & M"(ﬁ}

koji odgovara nizu pribliZenja /1.2.21/

, je maksiaizi-

rajuéi niz strategija begunca u igri '8,
Dokaz,Razmotrimo niz pribli¥enja /1,2.21/sa poletnim priblize-
njem w ()e‘w'f(ﬂ) Yao rezultat dobijamo mono toni nlz{u) C}},,__o {'f L -’.Z/

funkcija neprekidnih,a u sludaju ako JEH(x}eLrFCP « (X 3)/'9\9.//; ’
tada one zadovoljavaju uslov LipSica na kompaktu ® .Napoumeniuo da

Je ovde 9= 9;— o>0 ,a tada po lemi 1.2.1 X je kompawkt.Neprekid-

nost ili LlpblClVOSt funkcija, koje obrazuju niz {@f)}n-o sledi 1z
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v . . W - l 3 -3 ! A 9 T Y
izbora poletnog pribliZenjaa (-)e wW'ed) i iz teorease 1,2.1.

PoukaZimo da jJe niz{w{jl_o ogzraniden i ravnomerno nepreixldan ua
h’ -
® ,Tada, kao Sto je boznato,on e sadryati ravnomernl donvergen-
b s . T
tni na ® niz,a posto je niz{wh(-)}n_omonoton tada ¢c 1 sam biti

ravnomerno konvergentan na 2
Ce
Po3to je nizithN} ‘oneopndajuéi /1.2.22/1 u)p(‘)ec'(‘ﬁ) , tada za

¥n=0 1,4, i(x’y,f)ei) imamo:
’ | N PR - o0
n (X ) (2,41t ) e F1d
Saclasno definiciji funkcije dobitka u igri ried) sledi:
| !l 4 |
N - m™ma wﬂfoc[’y.rf) y
PRI ’))(e Py ¢z, y )R0\OY
1 d rd | oo
za SVakO,(x,g,f)&.ﬁ;ueQ'Véﬂ .Neka sada niz strategija{ﬁ}nﬂ,

odgovara nizu priblizenja {w,‘r.) }::o , tada iz prethodnih odnosa 1

iz /1.2.23/sledi nejednadina u)“(xrly,t)f_-.ﬂz‘c-f-ﬂ vazl za sve

c_x,y,'t)eﬁ' ¢ h=04,% Al zbog toga 3to je e, (1 & C(h), h=0, 1,2y -

zakljudujemo da poslednja nejednafina vazid za-y-(.x‘,g,f)e ﬁ’hro’f,z...-

~ Sada smo se konaCno ubedili da je:
| @n i,y ) € max I el LM [F ot s
. \ oo

Za ‘b"(.x’g,t)e .9, =01, % «- -Na taj naCcin niz {w”(-)j,uo Je ravno-
merno ograniden na @ . |
[ =]

Za dokaz ravnomerne konvergentnosti niza {u),,f-? A= o
N . I/ R I 14y . . d P e
12101311@_(_7:’3’{ ,x (7’4/531 za¥p=042.- uzimawo da je:

’
ﬂu= ");.,(.r;'y,”f”)“U);._tx:y:{-’)_ . . . . . ("!.2.‘2'-{)

uzimamo pIro-

NaveSéemo ocene velifina [, n=12 - odozgo i odozdo,
Po konstrukeiji niza{wuf-)}l:aza -l"(.r,_,y,_,-t‘z)?(xhgﬁf.,]eﬁ1:hziva-
zi jednalina: —w =
J _P‘)u(r&’gx’{-l_) :.o,._(.x”y.hf-f)._
q | { - _
=Plo W ( (X, Yyt )-F o Wnes Xy, Y, t1) 0 0 (1.2.25 )

Pa sledi za ﬂh,h_?qmoguée je ukazati ocenu odozgo slic¢nu oceni
/1.2.3/za velidine /1.2.2/u dokazu leme 1.2.1l.Ako Jje n2 2, tada de-
snu stranu dobijene ocene koriiéenjem /1,2.25/ponovo moZemo oceni-

ti odozgo nadinom navedenim pri dokazu leme 1.2.1 i td.dotle dok

ne bude dobijena Ocena:

-~ 4
ﬂkﬁ "Oo(gih, ’?:n 7{'{{' ‘*h)-‘ao(r.:“77‘:k’f“.9+n)' ¢« > e (‘!Q.'XC )

Pri Cemu (Y*ﬁﬂ?ﬁyﬁ"’.'c:,‘) . (7*’",7:h,+-9*’h)e@treba da budu takve

o
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P

T ¥ "
da je:&t_ﬂzhbh {‘-Lh’i}; Ven 2’ ‘; !; 4& )j 7414

.a”
'J(ﬁk’g’ P ))
ﬂ ‘+h'
za neko dopustivo upravlg ange ‘ ) -ﬂ’ )

PFln=2(8], 2 Usnl); A =x(2’” xl e t))

é3h
za neko dopustivo upravljanje Hrh ¢-)e ¥ !

S
Analogno se pokKazuje ocena velicine ﬂn. = fodozdo

Oo(%, Mn st 0] (L, ' =T ). . - - . 11.2.27)

Pri ¢emu su(ﬂ"h, L,ft@”) ({_‘,7”# )5-9 i takve da je:
: ’
Q:':m‘k{r‘;-?f!y; ?n- 3(.»;?: 3 )} 7 F;(q’;!g" -h())
2-[
za neko dopustivo upravl,}ange ” B ?-—I(_k, ’ h-”)

,F’h-:.z.(f'u,x u’f.,._(-lj |

Za neko dopustlvo upravl,]an_]ek (e z( . |
Tz /1.2.26/i/1.2.27/za n> 1 sledi: 18y | & max {]M7m, t22,7 |~

tie
.. 1
—a)#(‘f’.h.; 74-!4. ?tnef"")l? {“*)'(f-u‘!’)-uyé-qu/_
I et
- O(T-L.r’z:h.!f'z:uﬂ}r T ) * . ) ) . (1.2.18]
a iz /1.2.24/ Za n=0 sledi: | |
B lwgemyre) =ty i) L (1.2.49)

O0sim toga analogno ocenama /1.2.6/,/1.2.7/u dokazu leune 1.2.1

za n>1 moguée je dobiti ocene:
N(Jh At 8 )~ (Fon oy F - 2 20001 2T
_+(tpr’)(!1x -2+l gl ) S oo (1430)
nEt n.,t -8, )- ((Ha,“t “E )4 l{”*f)li- 4] -+
+ Caip2r) (Ix Ta'll iy -y'l).

Iz /1.,2.28/--/1.2.30/, uzimajuéi u obzir ravnomernu neprenldnost

funkcije 0, () na kKompaktu @ ,sledi da ée svi Clanovi ﬂlza{[nh[

biti proizvoljno mali Travnomerno za h= O,1,%,.- ¢ ako su samo(x"g”{”u:a
,(x,{y’{-')es dovoljno bliske.,A ovo 1 oznacava da nlz{w ¢’)}'lm rav-
nomerno ncprex;:f.m na O .

Navedeno sledi kao posledica da je granica nlza{u) (J}h_o__ nexKa
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neprekidna 2 funkeija.0va funkcija ¢ée dak Zacdovoljliti uslov Lip-
v s a ; . Biace
$ica na ® ako samo je }¢lelep ('F.’,m,y;( \2*
: . 4
U ovom sludaju saglasno nanomeni 1.2.1 Iunhcuawﬂf-)EMfﬁ)
zadovoljicée usov LipSica na £ .Tada iz/1.2;28/sliéno doikgzu lexe

A.2.1 //1.2.8/i/1.2.9//moguée je ustanoviti da ce svaki ¢lan niza

5"')1;('}}:., zadovoljiti uslbv lipSica na® sa jedneakia Konstuanilaau,
A ovo je dovoljino zato da bi 1 cranic¢na funikcija w*¢) zadovoljila
LipSicov uslov na ® ,i to sa istim konstantama.

Pos3to je na osnovu leme 1,2.2 operatox f;’_ neprekidan, a niz pri-
bliZenja {u?‘(-)}:w Konvergira ravnoilerno na B ,tada ¢e graniéna
fiunkcija w#*s) ovog niza biti fiksna taCka operatora %: .

Pokazademo da je funkcija e0%.) funkcija vrednostl igre r'a

S§to 1 dokazuje prvi deo teorenme.

Neka je £50 .VNiz \strategija{ﬂ}:ﬂ_p odgovara nizu priblifenja

oo - . Do i .
{u) t-)} .Posto niz {a) (-)} konvergira ravnomerno na O Ka
L R z0 = 0

funkciji e0®¢), tada postoji takvo &~ ,da 2a svako n > vazi;

//(FD*('}*whf'f)éf,‘ y gle ,je/ nmax norma u C'('g) .Tada na osnovu
/1.2.23/ je:

* - - - » - - - - .
) x"(x’%f]w;v;)g ed (,r,cy,f) £ . . (1.2.31)

© ., |
Za svalko (x,g,f‘)eﬁ . Ued§ L ’L-'_"'."-/VT
Sa druge strane funkcijaw"(.}_ zadovoljava sve uslove teoreme
1.2.2 zato se Za svaku taékurx,‘?,":)é ent 3 moZe naéi strategijal(tég

da je: _
x‘(.r,g,z‘['&fe;V')é Xxyt)es . o o (1.2.32)

za V€S . |
1z /1.2.31/i/1.2.32/sledi da je w*(:x,;,i-) vrednost igre Mg iz

bilo kog pocletnog stanja_(x’ag't/_e__:,}pt_g  JProstorit stanja_‘-ﬁs_fg‘aa‘_
§>0 u suitini bili su proizvoljni zato na osnovu prethodnog sledi
da u igri F%?m) sa Maksimalno Sirokim prostorom stanja postoji
funkcija vrednosti igre i ona je neprekidna naQDeo .SuZenje ove
funkcije na skup » se poklapa sa funkcijon vrednosti igre ff@} .

Poito je W% & C(9), 1l d =2 /po lemi 1..1.2/109*(.1}3,‘5')
je vrednost igre Ff(ﬁ} iz svakog pocetnog stanja(‘z;y’f)e twl ® ,ta-
je eD*¢) funkcija vrednosti igre. P1d__ . '

Analogno utvrdjivaﬁju nejednat¢ine /1.2.31/ubedjujemo se u isti-

nitost i drugog tvrdjenja teoreme 1.2.3.

———




Posledica 1, Za to da bi funikcijawt()e w:’(-ﬁ} hila fuinrkel jo

vrednosti igre F‘{'}B} potrebno je i dovoljno da bi ona bila {1i-

snom tadkom operatora .

Posledica 2. Neka niz priblizZenja /1.2.21/ sa noCetnium pri-
bliienjem_raop(.)e LQ"('.S} konvergira za konatan broj iteracija,
tj. za nexoa®efntr..f je: ahtl=a)’¢), nerle, vl . , tuda
strategija Va* ,kao uostalom i sve strategije T, nre® iz
niza strategija {Vn}fw , koji odgovara nizu nribliZenja
/1.2 .21/sa poCetnim pribliZenjem uJD(-),je optimalna strategija
begunca u igri 1r3)

Teorema 1.2.4.1, Za to da bi u 1igri ni® postojala optimal-
na strategija begunca potrebno je i dovoljno da niz priblizenja
/1.2.21/sa nekim pofetnim pribliZenjen &,0*) € WTrH) konvergira

za neki konalan broj iteracija.

2.Ako niz pribli¥enja /1.2.21/sa poletnim priblizenjem

W, (-] e w:_f(,@) konvergira za konafan broj iteracija, tada e
on konvergirati za konadan broj iteracija i sa bilo kogim drugim
poCetnim pribliZenjem iz sXupa W 1c%) .0sim toga ovaj broj ne pre-
lazi ﬁ-**f . sgde je 2% broj iteracija, za Koji konvergira niz
pribliZenja /1.2 .21/sa pofetnim pribliZenjen wle) .

Dokaz. Dovoljnost u prvom tvrdjenju teoreme vazi saglasno na-
pred navedenoj posledici 2£Dokazaéemo samo neophodnost.

Neka je 'v"'é.ﬁ, 'V";:(g:’. . oy ;) optimalna strategija be-
gunca u igri p'(®) .Pokazademo da se za bilo Koju tai‘iiiu(x,g,i‘)_eﬁ'

mo¥e nadéi strategija We§® da je:

Klee,u,t 10, V)£ )0 e, y,t), L L (23

gde je (jij_)t* 2" ti stepen operatora §_’ 3#1.1111{0133 kKoja figu-
rise ovde i u formulaciji teoreme jedi(’-)odredjena relacijom
/1.2.13/.A11 poSto je: (! )towr)e UL'(H) tada za sveko

(,t'g?-{-)e 3” We§e i za ncko ‘V.‘t_*eﬁ vayide 1 suprotna ne stro-
ga nejednadina,Sledi u /1.2.33/va%ide jednalCina, jer bi u drugom
sludaju profivreéilo optimalnosti strategije.Jednac¢ina u /1.2.335/
oznac¢ava da je (é_‘_’)‘t'o e funkcija vrednosti igre !"(3) ;
a takav njen oblik svedoli o tome da niz pribliZenja /1.2.21/sa
poetnim pribliZenjem ,r-O,:(-) konvergira ne vife nego za t* iteraci-
ja.0vim je ustanovljena dovoljnost u prvom tvrdjenju teoreme.

Neka je (x,y,t)€ B /slutajt%o bide jasan iz analize slucaja
kada jegt*sgp / i 4*>o .Uzmimo dopustivo upravljanj e_v'g,"(-)=-5.: x,4,t)
| , e jevz*{.)e?):z* Za nekoﬁ't*ew,{') ili




o

i

- D
* -
ve ¥ e Ve 70 T2 =t stavimo:

= L g #0)). Tade:
é/,..z__*f,t*_o g/s,cy,vf: /) 2

' LAY, ' N
(1) 0l )2 L R, (BT e @t (Xt~

a za neko.}g(—C" (x) 1'& =t -§o¥ je:

(£ )t"“)'fx:;j f)""(%’q)t‘o . (X, Yt t). - . (1.2.34)

U posebnomnm slucajn jehjf=0 y A /1,,2.34/’0168- exvivalentna ncjedna-
cini: + I ' ‘ ' oy
__Ccff)to e (.r,y,f)_:_- Hexy Y Jy - . (1. 2. 35)

gde j-e x”=x,, ;{”*d?, o
Ako je dalje2%1=0, & £>0 , tada /1.2.34/postaje oblika:
(;4_5’:) a)’(x,é;,f)*' (-rf,;ff,f)
Nalaziumo y =g(f‘1,y,b’;(-}} ,ode je:
U;(-).-.-U{ﬁ"(*)Hﬁ:*'*(l‘f,gﬁff/:4:{1.,’34,1-‘«,), V;f')éwf

i uzimajuéi u obzir /1.2.13/sledi:

1 'ht.‘w H(.l"’ rr}‘
W (X, )z xeCffr.xc) '

_ "
Nalazino X eC (X,) taxvo da je 0! (x,,,yf, t4)2> H(-’f,!”}
U rezultatu ponovo éemo doéi do /1.2.35
Ako je_ztfza 7 fq:o , tada razmatrajuéi dopustivo upravljanje

2 g 2.5 i
Tik g () _.=‘: 1 (Iﬁzfﬂff) analogno /1.2.3%/ sledi
* 1
(51 )0 0 (g, y0,te) 2 (BL)V% D10 Pa12) S
Odavde i na osnovu /1.2.54/ sledi:
*
fﬂ?:)t; . (x, Y.t 325 wlex, ./ ). -

Izwfodec"i'kao i ranije analizu veli¢ina ‘L-*-.C -i, tb ili éemo doli
do /1.2.35/i1i femo udiniti sledeéi korak slidan Opisamif,ﬁva Ko ra-
ka i td.U rezultatu obavezno dolazimo do /1.2.35/. .

Sada je Jasno Kako treba graditi strateﬂlguu&g W=a® taio
da je:

—_ o
x‘{x,g,%f'lf,v*_)z}-[ (x,;"_} (jB}ta R ('r’c?’{-)

gde je:xix(f’x]ﬁ,'\/“")zx(f,x’EZ(-)], u(.);-a."(x’é,:f)’q_y” =
= 3“‘.3 ['E';V—t) _




ovo i znadi da vari/l1.2.33/pa je prvo tvrdjenje teorcie dokazano.

Kakva god bila funkecijacwoy-)e ‘MZ’(-D) vazi nejedanacina:

Blowers wle)

Oovo sledi iz /1.2.1/i /1.2.13/1i iz toga da Je:

Wex,Y,0)=Hix,) 24 ¥ (X,4,0) & & .
ZnaC¢li kakva god bila () e W:fﬁs‘} 1 n=01%.vaoZl nej ednacina:

(f:)""”p we-) = (5:)"'0 u?j()

Odavde sledi da ako niz pribli¥enja /1.2.21/sa poletnim priblize-
njem cD:t-} konvergira za t*® iteracija, onda ée za svako pocCetno pri-
blizenje iz skupa ‘w:ffﬂ) on konvergirati najvise za %4 iteraci-
ja.Sa druge strame ako niz pribli¥enja /1.2.21/sa neKim pocletnin
pribliZenjem &, ()€ T/V_-"'(S} konvergira za konaCan broj iteracija,on
¢e konverzirati i sa pofetnim pribliZenjem wle) Lovo je bilo utvr-
djeno u toku dokaza prvog tvrdjenja teoreme.Na taj nafin je utvr-

djena istinitost i drugog tvrdjenja teorcne,

§3.nrugi numerilki metod pribliZenja funkeiji vrednosti isre

pribliZenja u odredjenom momentu vremena /konstrukcija miniaizi-

- > - . = -
rajuces niza strateglga_gonloqa/

Krataik pregled sadrzaja ovog paragfafa dat je u uvodnom delu
na ¢etvrtoj i petoj stranici. -
Po3to medju rezultatima prvog dela ovog paragrafa i rezultatiaa

paragrafa 2.postoji odredjena simetrija to ée se oni navesti bez
dokaza,

I ovde éemo smatrati da je prostor stanja igre rf(8) oblika
/1-1-9/,tj.9=£{’ 5&0 .

p w(-)e CE) 5
Operator ¥+:C(£)+C@Za svaku funkecijuYodredjujemo jednadinom:
1 1= min ™ la max W 280, . . |
- Epo DK i) Telod] 7eltx Recly) (T’ eE] e 431)

Napomena 1.3.1 ﬂzﬁaka.éﬁ ostaje i za navedeni operato.,xoji je
odredjen jednacinom /1.3.1/, ali koji dejstvuje iz ‘Lt'p Cﬂ) UL'{‘[’ (8)

Lema 1,3.1 -Operator%_: re(R)»e(B). (fl’-,::f-l}f(ob}‘?-(d;)(@)) odredjen
je korektno, tj.stvarno preslikava¢(3/(Lp (4)) u sebe,

Lema 1,3.2 Operatoré.{?_:c[43/-96(3}(:_{?;:&}969}—#&} @)) je nepreki-
dan, | |

Lema 1.3.3?_:4# ()2 W) za svaku funkciju__w(.).;cm) .
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odredjena na prostoru sta-

pDefinicija 1.5.1 Neka je funkcija W)
sda skupt fun};cijauf:(S)

nja igre ﬂ"[%} ,ovoriceino da funkeijcowl)prip:

ako je:

1/ 0(x,Y,0)= H(X, 3]
2/00{-),_: C.'(-ﬁ},‘
S/postoji'ltieg da je:
a/x*'(x,y,ﬂzr; V)e wrx,y,t) 22 ¥ (D] 4
b/ edrxeE, X IUL V], 4y IR V), $-E)6 0 (X, y7) 22 ¥ Ve £°,

11e B°.
7 /

y ez, qt)e R L celqt'] 2¢ nekc Elecotl.
- !

Napomena 1.3.2 Ako je B()é kip (Pt(,r,g] (3\3')
menjujemo uslovom 2‘/&)5}51{’; (B) ,0znasu U);{(ﬁ} kKoristimo 1
za skupove, koji zadovoljavaju uslove 17,8/, 3/ .

t
Lema 1,3.4 w;_[‘g}#‘#
Posebno skupu zl/;‘[.ﬂ‘) prip;ida funkcija:

—_ N o) e s e e . (1.3.2)
Wy (x,9,t)= ch;;m recty Hp 1) _,

Teorema l.35.1 Operator %i preslikava U)‘Jf(-ﬁ} u u);‘.‘(ﬁ) .

, tada uslov 2/ za-

Dokaz ove teoreme nNe navodimo,
Teorema 1.3.2 Neka funkcijaw\(.) zedovoljava sledece uslove:

1/l € (9);

2/co'\er, y,0)= Hexy) #d ¥0y0) €® | .
3/eorey je fiksna tafka operatora i;i , tj.@¢) zadovoljava jedna-
- - - - - . - (f. 3.5‘)

cinu? i:o“)(')=w('-) P N .

tada za svako cr,g,Hc- L‘ff?jmpostoji takva strategijaVge® da
. b o
Je: mf(x,y,éfzz‘, Ve )= 0 (a;cy,f-/-e 2l A We §°,

Teorema 1,3.3 1.7a svalko pocetino pribliienjew,ac-)e‘u);"(@)niz

I

iy -—

pribliZenja: . .

Wt eBho W 01, m=HA : C o 1.3.4)
konvergira ravnomerno na # ka funkcijia)*(.) u odnosu na koju
vaze tvrdjenja: _

a/ %) eC(B), & dxo se H()e LP(Py u,g)(aww £

“w%epe Lp (9); - .

b/ew*(-) .;t :F;'KSHJ 2LEKL Operdtord 5'!_51 >

c/ca*(‘./.je funkcija vrednosti igre ﬂffﬁ)i sledi da je granica ni-

za pribliZenja /1.3.4/ista za svako podetno pribliZenje ()¢ ZU;"(.O)‘

da Je
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2,Niz strategija fU} ,lkoji odgovara nlzu pribliZenja /1l.3.4/
sa bilo kojim poletninm prlbllzen,]em a)aCJe?b“’ (09) ,je minimizirajuci
niz strategija gonioca G u igri riD)

Posledica 1, Za to da bi funkcija w*()e?b" (.9) bila funkcijom
vrednosti igre F‘(éa) potrebno je i dovoljno da ona bude fiksnom tac-

kom operatora cfa .
Posledica 2. Neka niz prlblizenga/l.'j 4/ sa poletnim priblize-

njem a),()e-w (D) konvergira za konadan broj iteracilja, tj. za neko

grefoa, ] de wnti=Wpl), h= g +1,3%2, ...

Tada strategija Uf . kao i svaka strategija U,,Hmpy,* iz niza
strategija fl}, ~ ,koja odgovara pribliZenju oblika /1.5.4/ sa
podetnim pribliZenjem &ht) je optimalna strategija gonioca W igri
D).

Teorema 1.3.4 l. Za to da bi u igri F’@J postojala optimalna
strategija gonioca potrebno je i dovoljmo da bi niz pribliZenja
/1.3.4/ sa nekim poletnim priblizZenjem a),()e.ww) Konvergirao ZzZa
konacan broj iteracija. .

o,Ako ‘niz pribli¥enja /1.3.4/ sa poletnim pribliZenjem wa(-)é%kﬂ)
konvergira za konetan broj iteracija, tada ée on konvergirati za kKo-
nadan broj iteracija i iz bilo kog pocetnog pribliZenja iz skupa

w"(,o) .0sim toga ovaj broj ne prelazi 3*.,.4 , gde je g% broj
iteracija za ko,Ji kKonvergira niz pribli¥enja /1.3.%4/ sa poletnim
pribliZenjem Gc).,.(-)

P84, Primeri diferencijalnih igara pribliZenja u datom moimentu

vremena

Ovde éemo razmatrati dva primera diferencijalnmih igara pribli-
Zenja u datom momentu Vremena.

U prvom primeru igra se istraZuje NMPFVI, koji jJe dat u paragrafu
3

Drugi primer pretstavlja linearaun igru pribliZenja u datom mo-

mentu vremena.




30—

Primer l.Veka je sistewm upravljanja, woji kontrolisc goailac,

, . L1k 1)

oblika: ,
X=4u, xer', ue!(.-'-'t—f,f]’

a sistem upravljanja, koji kontroliSe begunac, obliKka:

2}=u‘, geﬂ, veYrlFarl .. . o o+ st 1. 4.2)

Neka je prostor stanja igre maksimalno girok, tjo
. 3
B=De ={rr,y,-&)¢=£[fea] . - . .

Na kraju neka se funkcional kvaliteta /1.1.10/ odredjuje jed-

c1.4.5)

nadinon: =olrx . ek Jaery-m] o oL . . o (1.8 4)
U Y) elrxyypyue) = W0 g™,
gde je w=(-0, ~1] ULl +==). |

U svojstvu podetnog priblijenja bira se funkcija progranssog

maksimina,Ipak u sazlasnosti sa teoreitol 1.2.4 1 Zza sveko drugo

pribliZenje iz tQﬂ(w? prvi NMPFV u igri /1.4.1/==/1. .5/ kon~
vergirade samo na granici.Iz navedene teoreme sledi da u ovoj i
igri za be"func.a ne egzistira optimalna strategija na sxupu P .

Palje Cemo pokazati da funikcija programskog minimaksa, tj. fun-
50133.001 /koja je oblika /1.3.2//izabrana u svojstvu DOCLtHOW
pribliYenja u drugom NMPFVI i sama je fiksna taCia operatora %,,,

.Znadi ona je funkcija vrednosti igre/1l.k4. 1/--/1.4.4/.Sle-

di po teoreni 1.3.4 za gonioca egzistira optimalna strategija u
ovoj igri,pri Cemu u su3dtini programska.

Funkciju /1.4.4/ moguée je prikazati oblika:

H(x,y)--wax{o, piw {{-X "4, rexey}f.
Nadjimo sada elksplicitni oblik funkcije u)"(') u igri/l.4.1/--
/1.4.,4/.Zato primetimo da su skupovi dostiZivosti sistema/l.4.1/,

/1, 4._/6h11ka- , |
)= -t xtt], xeR? t20 | e‘}!;.-.-[g-zt,jqé]’;e&, t20.

Ce e 0 1.4.5)

Tada za svako {.r,g,f)s 3”“' uzimajuéi u obzir /1.3.8/i/1.4.5/ sledi:

A ) ! ") "t & X
S (vt )= hua, max  H({X, = r "
77 ) -'-'-'—‘-'Crx) 'afff'fz, g x'erx-t,xtt] 3 a-[g Lt 3-*1-%:.1

. r ot ' ulll -~ : may
MAXI0, MiUhe4-X- {¢+ X = MLl mOX]O
{ ? | 1"" 3 ? : 'fg j} J:"a[x-t",x*ﬂ { 7 3’6 [3-4'&’21;-@]
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' ‘ ' frxtyt
. N I- ] xf f - y SRS haxio ﬁ!l‘k&‘f-x" .,.‘L-E’ ‘7
. . {
+.!.‘£"1 }} = ﬁ&:(?'ﬂ Lo R ‘hth{‘f-x-‘y{l.i" 4*31*‘??.{{"1 55';:.

:
xerx-t,x+i]

- %Q,(jo’ m;'uf.f—.x'-;#; 4+r+(;r+t-,‘f”)'—'——"> N

:.0:(1',-(7,1‘)': &ax{o; m:.‘uif-x-J-ﬂ-f;, 4-!-1'7_*1-‘, 14F. -+ - 0 (1. 4.C)

Pokazademo sada da u igri /1.4.,1/--/1.%.%/funkcija /1l.4.6/je
fiksna tacka operatora §‘ .Vzmimo prmzvolgnu tacliu(x; fjéﬁm

Ta{da sledi: - st -}
' 4 ™y !-1-1. =
. . '
omin Mmax matfo miw {I-X- +t'-f',
= %efopr] x .s[_:-_-z' .:m-t] 3'&[3-‘3;%‘,3-&1‘5‘] {o,mend J
* mox
rvlst -7, 4} = ML ML _max {0) , ol
? 41' *J + H } Ze KO;'E'J x'é cx_r,x */“j 75[7—.25‘,?)‘3?-]
PUr ;i

» f 1 _ 4 f - o —
| hc.uf-]—.z -.g +t-T, 1*-1""‘;1 +1 Z‘, }} - ‘z'eta,ﬂ r'e [x-’z,x-r’Z'J

Mai{o? hb-u{{_x{_gq-i‘iz-, f'f'..x'f{-g-ff'f‘?’ f.f.t..'z" Of}} —

a . I f P
—  mcw min maxf{o  miw{f-x qet+€ Atz rg4t4C 13}=
Ce Cot] ale Cx-T, x+C | ! { q 07 ’ 7 '
o | * ! 4 -
= —ch wmAXYO Mt hth{‘l-x- ¢t +C 4+ xe b+ ‘!]]:
- Refot] { wle[x-T,x¢T] J ! 7 ’
= i matLyo mir {J-x -+t 44X +Y+¢, ‘f}} -
Te Cot] te, f " J
'.::hdci‘{o' hﬁu{i-x-"—ﬁf,'i*x*‘?-tt,‘l}}-
Na taj nadin:je: | : .
. ®* * ¥ (1-4'1'?}

P, o W} tx,y,t)= -max.-{o mc.u.{{-x-gvt 11X+ Y+t 4}}

a uporedjujuéi /1.4.6/i/1.4.7/ubedjujemno se da u igri /1 4,1/~
/1l.h.4/je funk01,]aw+ () mnepokretna tafka operatora @; y L.
ona je funkcija vrednosti u navedeno] igri, |
Konstrukcija optimalne strategije gonlocé u igri/l.4.1/--
/1.4.4/0stvaruje se slino tome Xako se pri rasudgivangu leme

1.2.4 gradila strategija, koja garantuje uslov % ?definicije
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1.2.1 za funkciju é).iﬁ}

Iz prethodna éva paragrafa sledi da je funxcija vrednosti ove

ili one irre u sustini exvivalentna refenju igre, zato Ceno u sle-

dedem primeru ovog Paragrafa govoriti samo O tra¥enju funscije

vrednosti igre,

Priaser 2.
Neka je sistem upravljanja koji xontrolige gonilac oblika:
. e . €1.4.8)

.‘E-:?ac-m., xen“', el e comp 2> . .

cde je# matrica nxn sa recalninm konstantnim elementima.Smatrano

da sistem upravljanja, koji kontroliS$e begunac, 1ma oblix:

Guggrr, yett, vewi emp gy . o - o 0 047

gde je £ matrica nxn sa realnim konstantnim elementima.U svojs-

tvu prostora stanja biramo skup:
D ={ex,yt)e et tltz0f . .

Na kraju smatramo da se funiicional kvaliteta /1.1.10/o0dredjuje:

- » - . (f_ Z{.‘fﬁ}

Tw T
Hexy)= Y G/ |T - o (R
T L=T _ .
Skup dostiZivosti cz}x) (Ci?g)) gistema/1.%.8/ //1.%.9//je

za A xe R*’(“f-{eﬂ"?) 1 Le 2’4 konvekstan i kompaktan i nezavisan
od konvelksnosti skupa W(q¥) .Bitna je samo njegova Koupaxtnost.
Razmotrimo funkciju oo_"(;) u igri/l1.4.,8/--/1.4.,11/1i pokaZimo
da ako vaZe odredjene pretpostavke onda je ona fiksna talka ope-
ratora g;_f a to znaci da je funicci-,ja vrednosti igre.
Funkciju odredjenu jednadinom/1.4.,11/je moguée pretstaviti -

oblikas H(‘r’y)="£7!:‘r‘! l'(x-g)’

gde je_ﬂ(_z--gj} skalarni proizvod vektora f . (.I'—c;’} iz R" pa je:
R : ! L1
wlex,y ty= MY el s wnae frre-y')

(Xedf: J 3’56?;; 2'eC%x) HEu=1 J

Na desnoj strani ove jednadine umutrainje operacije minimuma 1
maksimuma mogzu da promene mesta, jer za svako fiksno‘gj funkcija
{g’[ﬂ,x’}-:e(x'-;') je bilinearna i tim pre konveksna po x €C'ex) i
konveksna po f)![ﬁ[{ﬁ-{ pa se na nju mozZe primeniti teorema o mil~-
nimaksu [16-_1 .Premedtajuéi zatim operacije makKsimuma pog‘écﬁy;

i DO_,e,Htﬂ-’-‘ 1 sledi: |



wlex,y,t)= max e e Lttt
(yr J f!t!!ﬁ‘l Z!‘CIJJ x’g‘-d{-:t‘) (x .g‘f}

PoSto su sistemi/1.4.8/,/1.4.9/1linearni, tada je llloguéex'ech),

?ge_crw pretstaviti oblika:

- ' ¢ _
xee"aﬁ e"";f_{i;efe, 'g-_—e‘fy-t_fes(f-é) veslelb,
o

Za neka dopustiva upravljanja: u(-)e-‘u'i V)€ /A Z.to je:

! - X Y .
w-(x40%)= nened [E{e Yx-ey) vere ! lt();% f( Até-e)

(e)-€5* " vre)de],

a navedena formula Je identlcna formuli:

o (x,g,+}-“’}}“ [e" x-efy)r

L4
| /"l‘ o Acé-6) E(t~6) . o
s ey L@ u-e v‘)o(e e 112
[ |
Napomena l.4.1 Za svako fl 51rano"t'e£ funkei jaé

Z(QW =g X "‘“é‘c f(e”‘u e .cf) je konveksna pof”ﬁffl-f .

Ye¥ wue
N‘apomenq l.4.2 Ao je taéna napoumena 1l.4.1, tada za-?‘-‘fef-f

integralni sablrak pod znakom maksimuwna u /1.4.12/je konveksna
po(fleé'f funkcija, a tada na osnovu linearnosti po { drugog
sabirka u /1 4,12/ zadt2 g,f)eﬁm konveksna je pof/q"f i
suma ovih sabiraka,tj. funkcija koja stoji pod zZnaioim maiksiuuma
u /l.4.12/.

Uzmimo proizvoljnu tai’tku(x,y,‘f}egob.’l'ada uzimajuéi u obzir

/1l.4.12/je:

‘?jo O:(I’g,é)_ mmart - hﬂi . "‘1!.'!1 ~ax Eceﬁ(f ‘} ;
Telot]  ¥'eCly x'eClx) 1LIL]
27T - ~
.....eE({"'z.) 'f hﬂ( """ﬁ f(@Jrf“-a;LL.‘__
J well |
-T~8 | -
_eft v‘}atsj. -
Za fiksirano deCO‘Ul yGC(m funkcija, koja pripada decnoj

strani ove jednadine, u srednjoj za""radl,,]e Konveksna po x e e (.:C) ’
na osnovu napomenae 1.4%2.1,ali na osnovu iste napomene ova funkci-
Ja je takodje Konveksna po z l[f,!.z./{.{od konveksnih funkcija
operacije minimuma pox,e@r(x) 1 maksimuma poe He[[f-,{ mogu da



pioniene mesta pa Je:

4 4 .
ow. (r.l1,t)= max At wat et W
¥ ?,;[7" / ntnzt Telot] 3’6 Ctrg} x'alrx)

Le(eﬂfé-sfxr_ Ert T} ,) / max PR 8/6.#/'1‘ E—-@) 1¢ —
weql

—ok(t-C8) yllpT= may may (e_*{x—est' .
e neled “CECO,'EJEE d/

, . £(t-6 t-& #/4-T-68)
+ ma Lk f(e”“ wu(a € r/‘(ﬁ}c[ef max mcnlle K-
Vi) e Y® uere ‘?/C"f /- |

o

z
et f‘wv')a{@]._ ™AL M ax X Cﬂ(e*éx-egf;ﬁ Mot ek

1801 Telot] ve 7 tee U

t p
et~ a) _ E(t-5) y K [ A(E-8) L E(t-6) _
e e f G wipe N Ture el

|

max [LleT 2 - max  wmew Jrohct-6),, _ oE(t ﬂ’v')a[cvj
JILi< 1 © N 3}_/62/‘“ uefl

Iz navedenog niza jednadina i iz /1.4.12/sledi da je:

1
) .'f.vf_o cD_"(x,;*t}—_— ) rx,(y,f-}.
Na taj nadin dokazana je sledelarecremd 1.%.1.
Teorema 1.4.1 Ako vaZi napomena 1.4,1, tada u_igri/l.&.s/--
/1.4.11/ funkcija odredjena jednalinom /1.4.12/je funikclja vredno-

sti igre.

§5.Prvi numeridki metod pribliZenja funikciji vrednosti igre

gonjenja do hvatauja!konstrukcija maksimizirajuceg niza strategi-

ja begunca/

U ovom paragrafu razmatra se igra gonjenja /1-1'I£}%330303 Je
funkcional kvaliteta oblika /1.1.11/.

Po pitanjima koja pokrede i po metodu istraZivanja datl para-
graf je u mnogome analogan paragrafu 2.,a kako su doikazi izlozZeni
u paragrafu 2 i dobijeni reziltati bili dovoljno podrobni to se

ovde slidéni rezultati navode bez dokaza,

Prostor stanja igre p"m) je oblika /1.1.9/,tj.9=35"1 >0 .
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Odredimo ODerntorfﬁz’: ¢(B) —» ¢ (D) slededom jednalinomn:

-;- ma oo it e fe( (l')! (f,?,f--'c"}
Pe 5P )= 2o Co,:J ’7:-;:?‘?:7/ 718 A2) e {01 | 7 "
l.h . - . - - f. 5- 4 )
e&?ﬂ‘lf] H(Y(g); 7(6}/}’ - . (

gde je w/x,y,t/bilo Xoja funkcija,a /X, v, t/eD .

Yapomena 1.5,1 0Oznaka é_’_' vazi iza operator so0ji je odredjen
jednafinom /1.5.1/,ali koji dejstvuje iz J-:‘p(ﬁ) u .Cn:p(i'?)

Lema 1,5,1 Operator {:f.‘C('.ﬁ)-" C‘(.'@) (d:v_f-'h}:(ﬁ)n—rh?(ﬁ)-
je odredjen Koreitno, tj. stvarno preslikava (B3] (Lp ¢?)) u sa-

mog sebe,
Leama 1.5.2 Operator éf:c(9}4C(3)(§f=A}:(-9)—* kip (D)) je

neprekidan.
za svaku funkeiju ede)s €C2)

Lema 1.5.7% i;_to W)= ()
takvu da je: '

W(x, Yt Hxy) 24 F (g t)e R

Definicija 1.5.} Neka je funkcija we) definisana na srosto-
ru stanja igre D). covoridemo da funkcija w/./pripada siupu
funkcija Yr*ca) alo: o

1/°O(I,y,o)= H(x’g) 2l -Fr.r,g,a)é ]

2/ wt) e ¢(B);

3/postoji Ve® ,da je:

a/xk*exy Yt 1, V)= (X, f

t) 2 ¥ e, (X1, €) €%

we 9
— 1) 4-F)2> 00X, YT Zd ¥ )
b/wc€ x ',V dwﬂ',gﬂf.‘f}, ] gl
y (X9 Y>%) ed°® L Te C_?,@',J 2z w Erel0,t],
Napouena 1".5.2, Ako je HC()e x.;p(Pu.x,g}C@)) tada uslov 2/
u definiciji 1.5.1 zamenjujemo uslovon 2’/&(—)5&}(3) - Ozna-

ku wr*®) saluvademo i za skup funkcija, koje zadovoljavaju
1/,2°/,3/.

Lema 1.5.4 W% (D)# @
Posebno skupu wz"tﬁ) pripada funkcija:

:n - ) © Z (?) - = - * o ({‘g*lt)

W (x '-f)... Mmax . mith men  H(Y(E)
d Neredry) Tjed Ty Telodd T

Teorema 1.5.1 Operator $+ preslikava et D) u sebe.

Ovde éemo pokazati kako se gradi strategija -V 1g® , KOja po-
seduje u odnosu na funkciju_§bg_g_(-) svojstva iz uslova 3/defi-

. . . L .
nicije 1.5.,1,pri tome smatrademo da je eJ()é w” (2) 1 pog-




nata strategija Ve B noseduje analozna svojstva u ouilosu na

e _ : . : , ! « o L
funicije w/./.Neka je odredjenodtl radi V “{6,--- ¢} , Landa

. - . ) ry : '

stroteziju V'  gradimo oblika 1/""‘(%'t ., 8°)  ,sda je €‘=5

forz] y & prcslilmvanjeét” g‘ret.lt,eno ni¥e nuevedenin nadi-
nom, .

T a1, . %ﬂ AT 144 - 4 f' o [ § j" :

Neka je (.r,gii-)e- Nadjiro Telgt]l ? r)etey) iz uslo-
va:
_ é‘row{x w’l}_ m“" Mt‘k{a)(T(ff},yf(e'f}'f-?f}} P L H(?(@)’ ?(99}..-({-;_3

f()t-:f‘(x) 0elo,€]

Pt Y2 4 _ .
Neka je dopustivo upravljanje w-)e?)“" tuivo da Je
7 )=g(‘ ’(,? v‘(‘)j Stavimo da je:

o = V), KO 1€ e U 4 TRt
)“{ V()‘EG'?') d2o e Trre U6 2 ?'c-('q,'t},

gde je %{)![ﬂf’) suvenge dopustivog u upravljanja 'V'('*Z na poluinter-
valu £o,Z?) . .Sada smatramo da je ¢**f('.1‘:,67"‘} v’ c) o
Rasudjivanjima sli¢nim onima u teoremi 1.2.1 utvrdjuje se da
vie konstruisana strategija poseduje traZena svojastva u ocdnosu
na funkciju: f: o () .
Teorema 1.5.2 Neka funkcija u)'{-j zadovoljava sledece usloves:
1/ e'e:) =C(R); |
2/:0(.:(7,0) =y (x,y) 25 H0 0) €®; |
3/ w!e.) Je fiksna talka operatora H* ,tj. eI} zadovoljava

jednacinu:

Fho w't) =@ .. .. : . : . (15.4)

tada za bilo l{oJe tackn {1y, f)e cat 9_1 £>0 postoji stratezija
_x*(x,y,fftre,w;{- W'ex, g t)tE, 2 ¥ Ve B°,

Uzmimo proizvoljnu fxiiiiiciju_war-)e %f_"‘t('-s) i fiksirejmo onu
strategiju,e® egzistencija i svojstva koje u odnosu nay() su
‘garantovana uslovom 3/definicije l.5.1.,Koristedi funicijuedyf-) u
svostvu podetnog pribli’enja reSenja jednaline /1.5.4/gradiceuo

sledeéa pribli¥enja refenja ove jednacCine:

W ()SF*0 O (), M Ay - T .. . (1.5.5)

i ?

Gradiéemo ta.md,)e niz stratevlga{‘l& neo u*g.“é".ﬂ‘-,'": ’
gde je Vo ranije 1zabrana strategija; a svaka od strategija

V. u=1};--¥5radi se po strategijiVa-4 1 po pribliZenju .4 *) isto
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kao $to se neposrcdno posle formulacije teoreae 1.5.1 gradila

strategija‘?ﬂ po strategiji V! i po funkciji w/./.Ha taj nacin
svaka strategija Vi 0vog niza u odnosu na nizovsko priblizenje
W / / poseduje svojstva formulisana u uslovu 3/definicije 1.5.1.

Dalje éemo konstruisati po navedenom pravilu niz strategija ['Vij,.‘.o

i nazvati ¥h nizovsiim strategijama koje odgovaraju nizu pribli-
Yenja /1.5.5/sa podetnim pribliZenjem wo/'/°

Po teoremi 1.5.1 niz priblizenja /1.5.5/ sa pofetnim priblizZe-
njei u),r-Jeto:-'-(.a) je takgy da je @, ()€ %’_"‘(E)’ntf’z’... QOdavde
sledi takodje da je:
. (1.5.6)

00,'_(1',3,{'_)5 er?g}r ©

gde je (x,yt)ed, n=0,1,2,:.
PoSto je @, ¢)e UX*D), n=0,%H4-tada za odgovarajude strategi-

jev,eB I 2a ¥ wel®L (x,3,t)eD° imamo:
R A EINE S AR
Ali za te Ve 5, e d® Lf—‘l’gé)éﬁ/a uopSte receno 1 za # VeDb,

‘&{'69 1 (X, g'f:)eﬁ" " /po definiciji funkcije dobitika u igri n&B)

va21 nejednacina:
H (x ]g )Eﬁ’fﬂc",{‘l .Lr;-v-k)'

Sledi: W(x,y,1)& H (x,¥) &L ¥ (5 fr

U isto vreme posto Jje wi ()¢& w:‘m), $=0,1,% .-+ , tada je:

t)eD° 1L r=01,...

| oo(x.g.or--ncx,y)' 23 ¥(x,Y,0) € L, =01,y ¢

Na taj nadin nejednadina /1.5.6/va?i.Iz /1.5.6/1i iz toga da
Je W, f)sC (9) Nn=9 -[,&....‘{ao i koriséenjem leme 1l.5.3 sledli da niz
pribliZenja/1.5.5/sa pocetnlm pr1b11zen39m O, () & ZLM"GQ) obrazuje
neopadajuéi niz funkecija, tj. «w, )& &J AOF S N )E e

Teorema 1,5.3 1.Za svaiko pocetno prlbllzengeu«)me wd'[-ﬂ) niz
pribliienja/l..5 5/iovergira ravnomerno na ® ka funkecijiw ™) u
odnosu na koju vaze slededa tvrdjenja:

a/w*()ef-'(%))-l X0 HE)e kp (ﬂ-._(x,g](ﬁ}) tada s WB)elp @)
b/ w*e)y je fiksna talka operatora <b¥
c/ @W*(.) je funkcija vrednosti igre f*(#) i sledi da je granica
niza pribliZenja/l.5.5/ista za sva poletna pribliZenja eJ,(-)€ w:"(ﬁ).
2.Niz strategija {Vii} .c - '~ koji odgovara nizu pribli¥enja

/1.5.5/iz svakog poBetnog stanja e, ) € LU_‘_’-'-(,g) je maksimiziraju-

——
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éi niz strategija begunca u igri M@ .
Posledica 1.7a to. da hi funucija wr)e zb:'t(,bj hila funscijon

vrednosti igre r* . §) potrebno je i dovoljno da ona bude filisrlo.'nl

tadkom operatora $¥* .
Posledica 2.Neka niz priblizenja /1.5.5/ sa poletnim priblize-

njen thC-)E uef"(,@) Konvergira za kona¢an bhroj iteracija, tj.za

nelko 7 *e {o’g} je:

x
wut') =&j'!'*(‘), ’1"=t *{) t*‘f:o’ FELE »

Tada strategija 'V;* kao 1 svaka druga strategija'&’,},}m:t*iz ni-
za strategija 11/;'}:-:0 , koji odgovara nizu pribli¥enja/l.5.5/sa
podetnim pribliYenjem wo/./je optimalna strategija begunca u igril%
Teorena 1.5.4 1.7a to da bi u igrirdTb)postojala ontimalna
strategija begunca neophodno je i dovoljno da bi niz priblizenja
/1.5.5/sa nekom podetnim pribliZenjem &/, € wurt (d) Konvergirao
za konacan broj iteracija,
2,A%0 niz pribliYenja/l1.5.5/sa pofetnim priblizenjen u%ﬁ)éﬁotﬁdw

wonvergira za Xonacan broj iteracija, teda ¢e niz tonvergirati za 2
konatan broj itcracija i iz svakog pocCetnog priblizenja iz skupaZZVE
Osim toga ovaj broj iteracija nije veli od %41 , gde jer™ broj
iteracija za koji konvergira niz pribliYenja/1.,5.5/sa pocetnim
pribliZenjem a)a(.)é t(,“_-;‘:'(ﬁ‘) .

86.Nruci numeridki metod pribli¥enja funkcijl vrednosti izre

s = - . * - - * -4 -
gonjenja do hvatanja/konstraukcija minimizirajuCes niza strategi-

_,j_a_gonioca/

U ovom paragrafu razmatra se diferencijalna igra bhvatanja.0va
igra preciznije odra¥ava realne procese gonjenja od igre pribli-
Yenja u datom momentu vremena,

Osnovni rezultati Dfog paragrafa sadrZzani su u teoreai 1.6.3,

u nejnim dvemna posledicama kao i u teoremana 1.6.% i 1.6.5.‘

Prostor stanja igre p¢Q) je oblika /1.1.9/ @= 2§, §vo .
Operator f::c@)—a e(d' za svaku funiciju e )gCl8)

odredjujemno s-lededom jednafinom:

EF" wlx, v, )= -on ot ax ﬁr.'lt.{&}( (’Z"}
T,° ( J'(yf ) ¢ (o,1) 7(‘,‘_,?2;:} '?(.}g;f-!?] _ 7 ’

1 3(8),¢~C), 9:2:'5;:":1 H_(Tte),o/w})},(x,g,é)e3. . . . (1-6.-1)

Napomena 1.6.,1 Oznaka-id;vaii i za operator koji je odredjen




jednadinom/1.6.1/,ali koji dejstvuje 12z Lep(d) akep (£) .
Lema 1.6.1 Operator fi:¢(b) > < (D) (22 ap (D) == Lp (3D

je odredjen korektno, tj.stvarno preslikavn.o(.ﬁ)(’b]’(-g)) o osehe,
Iema 1.6.2 Operator FL: CCD) > C(BILLY 1 Lp D) > bap (b)) je

nenreixidan.,
Nokaz.Novoljno je dolkazati sano nenrekidnost operatora

: _ : 2.
Friclg)—>ccd) - Tzaberimo proizvoljno ed ), ¢g )& el 2 ('.r,clf,f)é

Ne umanjujuéi op¥tost moguée je smatrati da je

(164
Frow ey iz Bl camyt) - ct
Neka C'e [o,t] ?'N :-,,;tz("ft'/ zadovoljavaju relaciju:
’
) ’ - ) / ) n!& e
max i fu) (T 9022, &5‘:;:? A I
Al me s
- ™ L . ¢ ( . *
—godengt) - - . |
a:?’e #F;g} zadoi'ol,j ava jednaEinﬁ: |
) - -r . 4 ‘o] = ™er_, “‘4.&'3601( lekrt) [;7 t@?
,,,m{w,c-f’(ry,o;?r?,t '), e&‘a}{]T (6],% ))} 7{_”#?}, Ta1¢€ )

.. AC.h)

o 4 .
D to}f] H(t'cs), 7(5}}}.

Iz /1.6.1/--/1.6,4/sledi nejednacina:

1350 w0, (2,0, )- B0 @y (T, k)1 & ik {2 (S, T ),

. e . - roxry 3o
6ero,%"] H(7'(8), 7' (OY} — mmire [ (TCE], 7'F ) s

e:?.“:::'?rj S UCIR L))} S © - (16.5)

Ali kao S8to je poznato:

N 1 ;
m;h.{a,c}:-“—:—‘--]—“i—”,‘ ot,fe R‘, tada ze#a,,é,a&,éé R e

L i

=8¢0y £-€2 1a-€4l _ga,,-af-s,_-.-e“-a,,-e; [ qt-a;+ €€ o
L & L s = 2 ¢ 2

. ‘ e | |
e fa by i 10,6, 3= 24251 2, +6n -—L"_‘E.ie_"l-q-.._;__lq 'f‘- L

- -l-jqf':'aa“"[.,. [C4 "{dé_ [&~Q ]+ f_g-r"g-'.. l,% -
"‘:h'jah‘f}““':k'sal.,cl}ﬁfaf"qr.“'ef"‘l" S

Sada iz/1.6.5/1i /1.6.6/sledi:
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|20 W, (r,y,é)—qsi'o wx(x,g,f)fé zw_,(;’rf'y, ') ¢-T) —
— @, (3t 9t 2%l

i tim pre Jje: |
13 0w, (2,4 t)~Frow e,y t)] £ )0, C)- @y ),
gde je J/ norma u €(d) .71z poslednje nejednaline uzimajuc¢i u obzir
proizvcljnost_(x,y,t)eﬁ sledi da je:
Vgto oy t)-Frow ))& V(W 01-%rt))

$to 1 dokazuje lemu 1.6.2,
Lema 1,6,3 P )& 6I(-) za svalku funkciju e¢)eC (D) tak-
L P, £

vu da je:

uNJnETQEEHf“lj)

za %(x,g,é)eﬁ .

Definicija 1.6.1 Neka je funkcija v/./ definisana na prosto-
ru stanja igre N%*(®) .Govoriéemo da funkcija w/./pripada sikupu
_wi(d)ako je:

1_/__:0(1-,5,15)_.5 Hezpy) 29 V(:x',y,%)eﬂ ¥ WII:C?:O):”(-”:;’) 7 ¥

(X,y,0)e2 |

2/ et-)e CLR);

3/postojiWe§ tako da je: |

a_/:zl-(x,y,élﬂ‘:'?)é 00 (%, Y, Vgt ¥ VeB® L(gy,t)eB,

B i {0 X B X I, g I V)T, wie HEGEITY),
4

1400, 1UV))j£ (5, 4),

Za svako Ve®, (x,4,1)eR° i Te[07] za neko®Tlelo,t].
Napoiena 1.6.2_ Ako je Hre :.{ptpﬁ;rﬂ)(ﬂ)) , tada uslov 2/defini-
cije 1.6.1 zamenjujemo uslovom 2’[__:0{-;51;}(-9) .0zZnaka u);.‘t(-a)

ostaje i za skup funkcija koji zadovoljava 1/,2'/,3/.

Napomena 1.6.3 Neke razlike uslova 1/ u definiciji 1.6.,1 od
odgovarajuéeg uslova u définiciji 1.5.1 uslovljene su time da je
tamo nejednadina D(x,g,-l:)é Hc'x,g),'cx,y,%)eﬁ bila uvek ispunjena
kao posledica uslova 3/.Na kraju ova razlika Kao i svojstvo nesi-
metrifnostifnedju nejednadinama dela b/iz uslova 3/definicije 1.5.1
i definicije 1.6.,1 uslovljeni su specifikom funkcionala kvaliteta

u igri f’q‘/c@).
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Lema 1,6.4 w2 £ (.

Posebno skupu Wi*(P) pripada funkcija:
Okl apt) e Mt P wie Hep(8) 8. . . o - (167
* ,y? ?f‘)f.{fr; '7()9'%’5:) G€Co%] 7 ,7&) }

Teorema 1.6,.1 Operator' -?.f.’ préslikava w;"'('o&) u sebe.

Dokaz.Uzmimo proizvoljnnfaukj:;ﬁu?{-}e wkhas) 1 pokazimo da za
funkcije @jaw(-) vare svi uslovi definicije 1.6.1 §to ée potvr-
diti taCnost teorenme.

Zakve c.'r,otfj)éﬁ' saglasno /1.6.1/sledi:

Erow(xyt)s miic f ez, y.t), nex, )b o).
U isto vreme posto Je wf-)-e %“fﬁ)‘ tada je:
wc&g,@:mx,w .eg ¥ (x,;{,a)e 2.
Na osnovu /1.6.1/za sve (X,Y,0)6J tedis
g__;io ;o(x,g’o) =1u£u,n)(‘1’,67,0), H(x,j)jrﬁkr,y).

Sledi da za funkcije Blowr)  vaii uslov 1/definicije 1.6.1.Po-
5to jecd()e Wi* sledi da je ew()eCGE) pa je na osnovu leme
1.6.1 $tow()ec(d) .Znati za funkeije Fro () 1ispunjen je us-
lov 2/ definicije 1.6.1.Analogno se ustanovljuje da ako je
| h)(-)eu]s('ﬁ) - tada 1 ‘5.3:"’ a?t"Jé/aip@) ,'tj.t_a_da za funkcije ﬁf_'oa)(-)
va 7?1 uslov 2°/modifikovane definicije 1.6.1. |

Neka .strategija'”&tﬁ 9,1:{’-:(::.}’...,4’} poseduje u'‘odnosu na funkcije
w/./svojstva 1z uslova 3/definidtje 1.6.1, tada strategijit Weg
koja poseduje analogna svojstva u od{msu na funkc'iju‘"cﬁia W) ’
traZziéemo oblika_i‘--_—(?i‘{ﬂ,,._,E‘y,&":a‘, b'é(ﬂ;?}gde preslikavanje a ¥*’
gradimo ni¥e navedenim nadinom.’ | o

LH'eka ____(x,‘!f,é)e b L Nadjimo T7¢ {gé] 1 r'}-)eﬁgfx) iz uslova:
L — " g ) 179 Fpoe _f:-r | L' | -
Brew ) =y g, AT IR L N4

MoZemo uvek 2° da :I.zabe’re:m pozitivno, jJexr Za funkciju w/./va-
%1 uslov 3/definicije 1,6.1/deoc pod b//.Helfa je dopustivo upra-
wljanje W ()¢ 9" . takvo. da je-?'(«/-':x('-;-l', E'f.)} .Stavimo da je:

wt) = Ef-}, Axo ()& /AN 2”;-:{' ‘
4 () ]Coftj’d#--. ’&"'5;4 14': ¢ ‘Z'é(o,-l- y
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gde je u'(){[o,c) cuzenje dopustivog upravlijanja tv¢) na poluinter-

valfoe 2“') .Sada ¢aatramo da je: a_a/'*"C-?f,(j t)= “"(-)o

Pokaiimo da Konstruisana StrateﬂlJa'Ll'Ec_} poseduje trazena svoj-

.Noikatimos najpre, da stratesija

stva u odnosu na funkciju 475;000()
e 1,6,1, gde

1{' ohezbedjuje jednac¢inu pod a/12 uslova 3/def1n1c13
mesto funkcije w/./treba staviti funkeciju §+aw()

Fiksirajmo promvol]nuveﬁﬂ V"g' (x’g’f)é,sﬂ Neka su g tqt]
1 ?(}et?x) te veliéine, koje posredstVO'n /1.,6.,8/0dredjuju donusti-
va upravlJanJa L) = aV*f{,rqf) Neka je dalje vp)<=é (‘..t‘cy t), V)& 7%
neka je t(.)zy(,g’v‘(.)} _mzmotrimo dva slucaja: ¢/=t L 'H'é(ﬂ t).

U slucaju T/t sledi:

L. / 1 |
we,y | T IV) = g et HUTCS, 708

~ Sto sa ukljulenjem eti()e Uy vie2) daje jednacinu:

R, UV mh-{wc?’(f/,fzré), o), 95?;‘; H(3C8) 7*’5))}

Uzimajuéi u obzir izbor ¥%? z 7‘?‘)4‘»’.‘}1‘) sledi:

Frve  max, -,....u..{uJ( (f),7(t),0) hr.u. H(;m,qw})j._

=Fyowix,yt).

Na taj. nadin zaZ’-t tra¥ena nejednacina jJe ustanovljena.

Neka jef;"e(g’) .Tada slidno dokazu teoreme 1.,2.1 postoji tak-
va stratenl,]av-é%“ Vel da je:

x:.cxg f!Z{’T)_ ,m.u,{.'x-'-(f’[?V 7('?3’) t- f’fu' Vj}a h;;!;(f(&)‘,’?(‘ﬁ))}

Uzimajuéi u obzir svojstvo-strategijew’ u odnosu na funiciju

W/-/,a 'tak()dje /1,6.8/519&1:

XAz, iyt frc"'?)_é miwdW(FUEY, He8), t %) e?:;d H(q18), 9 (6))} £
7,-.“ | wnu_{g)c;!("';) 7 (&), ¢- B e HQ’?JA?('ﬁ}}j:;Jfaw(x,g,f).
e

Trazenu negednat:lnu ustanovili smo i za¢ e(of:)
PokazaCemo da strategija 2! obezbedjuje takodje nejedna€inu pod

b/ uslova 3/ definicije 1.6.1 u odnosu na funkciju %:“-"0("}
Ranije proizvoljno izabraneVe3R t(xvé)cﬁ smatramo prethodnim,

Takodje prethodni smisao imaju i% % (o+] ;"')f“’rx) Neika su:
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?ff} =xtE X IT)V), el g6y v, Telo,t] 1 Fee)= yrél, e LoT ],

Izaberimo Droizvoljno Te Lo%'] i neka jc t"g[a,t—-?'] takvo dua je

'z"-r-_?.—.?' .Tada va¥e sledece relacije:

. o A A P .'..‘ T r ey -
menfPlowe§rl, 8, i), wie HHOTC )}

=me]{Blo ;.J(}-'r'f), pE), %), F:,‘fl H(F8),7(0)f =

| | e
—p ¢ ke hcu maX_ _ ik 00[7(87"7(6},{2' ),
'm“;n :f F] FeI€8%E) D) e R0 (E)) j
i H(‘;/&‘), ;} ﬁ:lt- ;;(7»'(5 ?T /}z_ 7(”;4?:( }
? Beloz] ) HeloZ]

‘ / k H(T'(8) %08
Htk[U("’(?‘j,‘?(f"},i'fj;g?‘;‘ H( ffmfzy,,?(&//;g;};z (F08)9(8))] <

. F Iy
P X i &)f f(-g'r) (‘é‘f t—?? et , ”(} (.E}’ ?(e/}} .
'7()45-5?{.'3} f }’ iR 7 }’ ) &5[‘:‘}2’]

Iz navedenih relacija uzimajuéi u obzir/1.6.8/sledi da je:

e {20 w0 (F(F), '?"(E‘/,f-fj? @e?:%] H(yt8), 7 ce))f < Fto W(x ¥, E)
y

- Ali posto su:

T(8) cxcE,x ;zi;f-v-)’:?-(g) =46yl V), Celot],

a ved l(x,y,t)eaﬁ" bili su izabrani proizvoljno sledi da je ta-
kKodje izabrano proizvoljno iferegr7 8de je? efot] »tada po-
slednja nejednacina potvrdjuje da strategija Tl obezbedjuje ne-
jednatinu pod b/uslova 3/definicije l1.6.1.Teorema 1.6.1 je doikazana,

Teorema 1.6,2 Neka funkcija @' zadovoljava sledece uslove:

Y/ wt)e eCR) |

2/ e, m’a”f”)"‘”(‘r’ﬂ 24 ¥ (X,4,0)ed;

3/ e ¢) je fiksna tadka operatora é} ,tj.cdif.) zadovoljava jed-
nacinu;

%i‘p ‘I)(‘):&)('} s & . . . . . . (1_‘._9)
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L] [ » ?o » . =
Tada za -V-{_r’u’f-)g Ll (,9}1?/}{3 mosuce izabrati talkvu strateguupgeﬁ

‘
- . !

za svakoWe§®y d2 1e xt(x, 4, 1UVg)2 W', pt)=€ « o - - - - (16.90)
Nokaz,Fiksirajnmo 1}r0'i.zw.-'oljn9(x}g,{)e ultB) L e>0 .JIzaberimo
r’> 0 tako da je 3;-(.1',‘7,{)(_-08 ,ede je ﬁ-[x,g,t‘) zatvorena ili

otvorena lopta sa centrom u tacki /%,y,t/ i poluprecnika r.

Biramo?(f)e(ﬂ,é) iz uslova:

a/ t se deli na celobrojne ¢€) ;

b/(x,g (f(t’),df-{, v'e)),t-5eE))e Oy (T, 4,2 )

nje v/ ./ |
. e r~ F . - . _ . -
c/wr(x?grf)_zﬁ “Dl{l",gﬂ(f},g,V(‘)Af"ffjjza svako dopustivo upravlja

nje v/./; - .
da/ i y(x(z':/s'))xr“f'))rj"“”)”?}fgf v‘('.))_i_ 2
celO; nef)]

za svako dopustivo upravlja-

v ein platfx ur)) yely Ul
= zelop] B A ED J O

Za sva dopustiva upravljanja u/./,v/./.0vde je:n(¢) %‘%)Hf .
Sli¢éno dokazu teoreme 1,2.2 i ovde se moie proveriti da je ta-
kav izbor €r¢) mogudl.
Tra?enu strategijuiz;e®d gradimo oblika:

_— VE:(GE y*"* 1)25), ﬂl’ﬁ)z,‘,ﬂ—(—-—”— . -
Neka je_(x:y!’éfjeﬁf & (x:?’tifff))eaﬁ 2d Voe?.s Cm/‘?’} Nadjizo
_gﬂ"c""{,’g) iz .uslova:
4 — 4 r rﬂ ’- ( - L] v {-:‘.4,)
W'z, Yyt -FE) = o Tz witx, gyt =) ‘

Smatramo da jevﬂr{;)‘v-’?(ﬂ ’takvo da jeg’;‘?orfff)’!:v'%)}.Suienje
dopustivog upravljanja____u’_"}_) na poluintervalfe,¢¢)) ozZnalimo sav?.)
Ako jet':-f't’f) tada za /¢ [o; ht(£)] t>q [sliup takvih indexsa u
sluéaju;.,“}_._a:noie biti prazan/ stavimo-eg(x: :f’}:u“’ﬁ} e

Dalje ako je¢’agr) tada stavimo:4gcr;yit!)= o)

Napred navedenim nainom odredjujemo preslikavanje

£ . ‘ . S} . . f 4 4 4 o . .
‘frtécpjﬁ(F)J,tf,j na iupn svih tih (x’y’f}.gﬁ za Koje jJe

xi e e e zayFec®yn ,a preslixavanje¢f odredjujemo
nafired navedenim nadinom na skupu svih tih¢x'y' ¢)e®? za koje je
) P L ( ,6‘5/, /

cJ'-',’ ﬁ}-{_—-—’a'(i'))e.s\ﬁo za 'V’(?Gc?!;?f) .Na skupu svih ostalih taCaka iz

skupa ¢ odgovarajuca preslikavanja odredicemo proizvoljno, usa-
glaSavajucéi samo sa definicijom 1.1l.1,

Pokazacemo da za ranije izabrane(xg’f)eﬁ,_:f,o izzradjena stra-
tegija Vg obezbedjuje nejednadinu/1,6.10/za svakuweg? .



LNeka Je:
.Tadg uslov b/ izbora

tegije Ve o nosebno

Uzmimo proizvol jnu stratesijuUe§®
x ()= (12 [WVe), yer= gt U Ve)
Ty uslova tcoreune 1 nadin gradjenja str:

1/zarantuju isnravnost slededil
postoji 1 vece je od nule:

jednadina/1.6 y relacija, gde ne

nmanjujuéi opStost smatramo da h(€)

wirx, VIE(E) £-C(€)) = L te ik Pnax
Yy )y Telot-T(£))] 7(-)64‘?2}1) 74)4.}3".3(:(5)})

hm'u{w'q(%'},7(2'/;-?(:)-2'}, meh  HTI8),08))} 2

geLo, %]
» t — ; - 5

= ()e'}affw e {0 X CEE)), 9 (E15)), 4 ~LE0E)),

? (‘7[3"[5)}) } ¢ ) !t-.)’ )

e W (X(O) 9(6) ma il CX(ECE)

? Bero.crel] 1% 'zr-Dév‘gfézf))/ ,

) NeEcs)), £ -1T0E)), ez, y CECE))) ;=
may ? -,22'('5‘} £
M"l fcc'gr:/ o 'ex/E¥)), gt 28R, Wiz, g o2 ) F=
CycErz)))

— h;;,_{a) x(f‘f{}), y(,t_?(f}/;f -22¢s) H(.Z"y(f'(f///ff =

= "H-.k'{ gt e i '"a’(
Te[op-266)] Tel&dFexctee)) 76 )&t 2+ 2E))

: MLPL{&J (’?(’2’) ‘1((8'}:'& -1E(5)-%), wck#(r/&'}, 7/‘&))} p{(foE'rs)))}A
£ mu{mu{w 'exratl£)), Cy(sf’rsp +- 38 (5]), ¥ (X205 ;/.z?n:));;

. y(x’g(z'({;,y} = mei § 0 (x (ATCE]), y 3% (€)),t-380%])

y MLl H(x(z'f(f)}g(c'ﬁftm)))j!_._a_ cer &
ya ou,,‘;.,f:,or(.r(n{s‘)-z'(f)), ('f(h-(i)f'f}?'('e‘/},-t"'(*b(i)w)f'(f})’ ' Cm'k,J ,
Le(pyn(E)-1

: H(.x(r.'.Z'(E)),gf(z'f()Z't’EU)f p— Y L‘:":(;)] Af(x(c'-?;"ffj/,é'f/(iﬂ).Z'('f)// .
]

Iz navedenih relécija sledi da je:

wWiexr' yirg) t-2€) £ mete H(x(&;,-?(f)) ((c'H)-?'(f)) .
TR i€ro;n(s)] - 7d )

Odavde i iz uslova ¢/ i d/ izborazm sledi:

-z & (
x4yt )€ 5 temys (28] €

Ali kako Jje!l 2 ¢ -_:xc.ﬁu';v;:.)? %(.)_-.:g(.,g}w)‘v'é )’ tada poslednja



- 3535 =
6.10/«Teoreida Jje doifaZana

Uziaiiao proizvoljnu funkcj_ju gﬂp(.}e u;‘f'(ﬁj i fil{Sil'-‘:ljle Stfate:;;i_

Ju '!Eoeg ,nostojanje 1 svojstva Xoje u o¢nosu na
uslovom 3/ definicije 1.6.1.%oristeti funxciju
cSine /1.6.9/

nejcdnatina je ekvivalentna nejednaéini/I.

funkeciju e ()

st garantovani
Ww,e) U svojstvu poletnog pribli%enja reienja jedn

aradidemo slededa priblizenja reSenju ove Jjednaline:

Wot)=Frow, (), w=lyd ey L s (1.6.14)
Po teoremi 1.,6,1 je wh(.)e Z{z’f’(’.%-) za ¥ JEL N AR , &4 na osnovu
leme 1.,6.3 sledi: |

W2 W3, e 2 Ol)Z L (1,6.13)

o° :
Konstruisimo niz strategija{ﬂk}hw"Efk,ég,ﬁr.:o,f,... , £de je 16,

od ranije izabrana strategija, a svaka od strategija¥®, n=td ---
gradi se: po- strategijiW,. 1 po pribliZenju ., () «Isto Kao i pri
dokazu teoreme 1.6,1.strategija 1! gradila se po strategijittﬁ
i po funkeiji w() .U daljem konstruisanju PO navedenox pravilu
niz strategija{u,‘_}:o nazvademo nizom strategija koji odgovara
nizu pribli¥enja /1.6.12/ sa pofetnim pribliZenjem Wb/'/'

Teoreaa 1,5_;3 1.7a svako podetno priblizenje W,l-) & W;'z fﬁ,}

niz pribli¥enja /1.6.12/konvergira ravnomeruno na B» ka funkciji

uﬁb) , za koju vaZe sledeca tvrdjenja: ‘
a/wﬂr_)e_C(ﬁ)? X0 e MHe)é ,L;}o (P‘t(-r;!) (09)/ tdela u)*(.)e LL/’ ('a%))
b/a)*(-} je nepokretna tacka operatora _{ii' }'
c/@o*@) je funkcija vrednosti igreﬂln%) i sledi da Jje gra-

nica niza priblizZenja /1.6.12/ista za sva poceina pribliZenja

W, e Wit (&)

2,Niz strategija :-jitqﬂi:io;” koji odgovara nizu pribliZenja
/1.6,12/ sa bilo kojim poletnim pribliZenjem ), ()¢ W;"[#} je

minimizirajuéi niz strategija gonioca u igrifrd(d) .

Dokaz.,Ako bude ustanovljena ravnomerna konvergencija niza pri-
bli¥enja /1.6.12/sa ma kojim poCetnim pribliZenjem @ot)e WA (R) »
tada sli®no dokazu teoreme 1.,2.3 sva ostala itvrdjenja teoreme
1.6,3 bife ne sloZene posledice ovog svojsiva odgovarajuteg niza
nribli%enja leme 1,6,2, teoreme 1.6.1 i teoreme 1.6.2.Zato éemo se
zadr¥ati samo na dokazu ravnomerne Konvergencije nizovsikih pribli-
2enja /1.6.12/sa proizvoljnim pocetnim pribliﬁenjemuubqu:uﬁfcﬁ@
koje sada smatramo fiksiranim,

Uzimajuéi w obzir /1.6.13/za dokaz ravnomernme konvergencije

niza {whc-)}:mdobijenog odgovarajuéim nizom pribliZenja, dovoljno
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je dokazati da je on Travnomerno ogranifen 1 ravanoierno nepresidan,
v : o ] -
Po%to niz {wu(.)} ne raste na osnovu /1.6.13/1 c.)pr-)éC'('ﬁ]
k=0

tada za ¥ R=01 L,... j(x,y,f)eﬁ {mano:

'yt ) et o
W, (L, Y, t)< max tJ,('.?f’ y =ty .
it "fy (x’,g,’éve‘-o@
Na osnovu definicije funkcije dobitka u igri rz@)i svojstva
strategija iz niza {Uh}:o ,koji odgovara nizu pribliZenja

{wh{.) ’:o za ¥ h:a’-{..., ved 4 (x,g,t)eﬁﬂ 1mano:

—oog My= me H(x;gfjé x"(x,;,Hw;,._,‘l/‘)f_wu,(x‘,y,f).
(s 4')€ Pax,y)(R)
Odatle i koristedi “)u.(')‘:" C(ﬁ), h.-.-a,-!}. . ?'. y sledl da za

=0 {4, J:(-T,('f,tfé P vari nejednacina:
Wi (1, o, t) 2 by == =2
Na taj naéin je:

lw.._(x’glé)lﬁ max {| 4, ], 1A, ]},

zﬂ-ltn:o?{rg,,... [(,x,(%f-)e.‘a «Znaci niz{a),,,t-)}:;p je ravnomerno o0g-
ranicen,

Za dokaz ravnomerne neprekidnosti niza {u).._('J}::o uzeéeno
proizvoljne (xfg’ié*),(ﬂ:y:éveﬁ : i za ¥ nsg1,... stavimo:
4 I Y 4 - . . . z
ﬂ&"‘)“fxfjféf)"“)"'(x’a‘f’é} e e e e ¢1.6.77)

NaveSéemo ocene velidine Ay ,27%%..0d02g0 i odozdo.Po Konstruk-
ciji niza {Wul)leze Je:
Nyt 4
B = Browna YT Flewp gyt o (126.15)
Za svako n>»> 1, .
4
Uzmimo proizvoljno nz 1 i izaberimo 8w, L0t f:n,")&éfﬂw(x’}
. ] | . 7 .
i dopustivo upravljanjeuﬂ,u,‘t-)éuz“'" iz uslpvazin?t-}#x(wx:u;nf(-))
tako da je: ' o |

me LY FA N ( ! (&) s 9L
ﬂzf.)éﬂimcy) 1@n -y 7"‘"1 " 7 Fre) s .

I et ' ! « P

-7 ™o H (6} 90N =Frown., (x4t
1Tl perarin g MO0 )} =Ere nr o

n
Zatim stavimo:gfl, €)= X(y%, won, ), Phntjeplony (2"}, , gde
. ” . . . . 4

je 9+n1= mug,{é':‘z'_,{'mf} fada je: An< ?[F;;;: ”}mcu{c.),b-f (Tf&‘(ﬂ‘m’)
D(0%), I /
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' ‘ !
' t!f aq-n.‘ ), 9erof9*uf] H(rq-n(a), 7(0/}f 7('}":;‘%_;“1%£H{03n-1(7*& (‘+.I'l'. ) 7{‘**'1')}
t e/ qu,-,'u.- 0 ! (5/ fﬂj/f . . . . . . i 4"/
’-L--‘,pn,"} {'HL, ;7 . /f é.

pelo t:kij

mf
Izaberimo sada7() -ﬁﬁf‘tf 44 7 1 dopustivo upravljanje Vi-i,(-)c /2L
iz uslova?” ()-5'( oy"r)';,, ¢))  tako da Je:

Ml:h;{‘ah_.'( : (9+ 'f.), f;"f (ﬁ }f”ﬁ*n"}’ 'ﬂu.‘l"h' H( ke (ﬁ/’ -:Jl- (9/ j=
T r 1 7 Y

e [0,64w,]
— ™M mitefudn g ( 6n. ) t-67 e
9 e ¥%n, (") fn e (e » UCsna)ytbeni)y 5 €Co,6+1]
ezl 8),t8))5-
Zatim stavimo: 7:&'(') .;/-,J‘; +f=./'}/; -7:# /5-4’#1.9"7 «.Na osnovu

/1.6,16/sledi ocena:
By & Mok {“‘) CFi (6F ) y f9’u} £ &, )
o= T ot 7"""1 the /) Nany LCtig/y shyely

. ' ‘ /
_ Eh: b H{ffhf m)r ?fn.f(e//J"‘ MLM{‘DR.-#(LM( fu,,)r
©elo,0in, -

¢ ! ! o
7:"’1(:**,’) - r*»‘)’ 963r7+u¢] ((+ k"cg}’ 7"“’" {9)/} - ' ) . {! ‘. f.,!'/

y F
Dalje ako je n-1l>1, tada u odnosu na velidine: a).,-r(ffu, (%u,);

f /4 ¥ ,... ! 77
uzimajuci u obzir konstrukciju niza {:.},,()}ho _,mozemo ponoviti
prethodna rasudjivanja i1 td.Na Kkraju san koraka dobice se sle-

deéa ocena?

dhé ’"-F'hf{a)‘ (?i (ef.u), f.h_(ai-k); fi? ﬁhr 9

P - ’
e toh n] HCEL(8) T o)) § "'“-f%(zﬂrﬁ;..),

’7-:-1-.-("""')?*-?*&))3;[:%?‘ _] ”(Lkmj 7+:~(9}/j?

l-n..

7” (}éﬁﬂ* J”}, 7+l-.{')£'f (g.r}

Pri Cemu je: |
" J r,!' o
9"“9 = Mly {{ ""'.r | ; T:.;E‘J =x(.’ x; “ih(-)); ?:JL:x (-,x’ u"'lu())
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. . v
za neko dopustivo unravljanje u;,,(-)sz ‘v .
Iz poslednje ocene i iz /1.6.6/sledi da je:

-ﬂ;.,é’ﬂi»[‘f‘fﬂ:;h.[ . o . . .. .o . [4.6‘15":\
gde su; , f e
ﬂ"*k-= "J"CZ:L 7-”- -HJ'{ 9J (TI:.(HJ 7,. .H.,)f' “,)

b= s WL L) g et g HTIE), 9 8) e (ede]

Ocenimo sada odozgo i odozdo velicinu A,"',___ .
Neka je e;ké'[a,szj tako da je:

- - " 4 /
HOE 080 ), Yo (04 ) = g el thaT H Gl & 7o (8]

Tada uzimajuéi da je: @[ = m‘k{a‘fmﬁfkf i iz/1.6,20/sledi:
! 7o ’ o
AH‘-—- ”(?-u(&fﬂh) 7H¢.( “)’_”{z‘*"'{ﬁ:"'} ?*N(ﬁ*’h”

pri demu Jee"k &1 £ Tf ‘2',.’{,..[1 -t!]
Sa druge strane neka je 9” €L 6] takvo da je:

" ” v (8
B BL), P8I = o iy 3 # (7ol Yo 2

tada iz /1,6.20/sledi:

g B

—]  — '
= P ” 1 /
" £+h& ”(ﬁi("ﬁ )? 7+u.(9+u.// #[f*‘* "-/ 71‘5-/ /
1z prethodne dve nejednadine sledi da postoje takvi:

EL.EE ro.m] £ Lo% ], of:.. ﬁiélt "t

da je: |
LS V.0 I L e (106.21)

gde je:

_”(Tﬂu( ‘") ?ﬁv(‘p n.,)) "'(T..-J%a.,);’?m( )) o ”‘5"!"")-

Na kraju iz /1.6,18/ i /1,6.21/sledi ocena:

anep! 1+1as . . . . Ce e e+ e (@.6.43)

Analogno je moguée ukazati ocenu svake od velicina ﬁk, 24

odozdo na sledeé¢i nacin:

Y A 3 V E N R S Ty

gde je: AL,= @, (7" (5%.), AR RTINS NI g ) < oo (1.6:28)




WS HA G )90 (8] - 0T, fﬁ..,),?..., (&1 . (1.644)
U./106¢25/ /1- 26/ Su.
g" €Cot"T 6 elot'] ?_h()e & (x");
ﬁ*’ ol R " ’
_._;_fw(-)s.l“"' (x'); 7_“(-,1@/? '76?#}; Z.:.""”&*gﬂf 8. el0,8. 1; Q_;é[ﬂ,a.uj)

pri demu je:
ol » i ft) B f; 00
o /4
za neko dopustivo upravljanje & , €

i 4? )= g{':‘?,lfu_f),
za neko dopustivo upravlJanJeu" (-) € Ww : 5: QL_] -t'[ .

()=l X, Tul\C)) 3 r-).-.r(-:x:#it’-)/

e 7 U"’/:j"rh());

Iz ocena/1.6.23/,/1.6.24/sledi ocena modula velic:.neﬂu_ w24 :

,&nfﬁmax{fa'f*h[+Iﬁf‘~[§[ﬂ_h!+ﬂ_h[} .« ] . o 1.8.4%)

Ako je ne= 0 na osnovu/1.6,24/sledi:
’ f.‘.zg
¥ —lw,legft”)—a),c.rjg,t’)f , I )

pDalje éemo analogno ocenama/1.2.6/,/1.2.7/u dokazu leme 1.2.1

dobiti ocene:

HCp (O ) Vi (81 ) £ 87 Gl (B ]y o (5 )= BN
4z(.M«)H'H'{*fexﬂ-r}(ﬂx x!l*l(é{-!’ﬂ),

1 g, (6200, Y (), ¢ 4N NV R IR NI P
_‘E.z(ﬂu)usr_-g’1+(expur')(f{x".’..x';ufr;”-;’//) R _H-_G.-!ﬁ/
Da_lje Je: o -
UCES (B )y 90 (B ) = (Fou (Bl ) Yo (BLW)I1 £
L lw lf"—'li'{‘-r(exp S EXTY *ﬂjf; ')

(6 ), 40 1) — (R (8, )9 (8, ) £

L2t I certT)Cllx "y y'ije - o -t 1.6 30)

PoSto su funkcije a)(]; K() Travnomerno neprekidne na Koupakti-
ma @ iR («1'.3}/.'9) tada iz/1.6.2%/--/1.6 30/uzma3uc1 u obzir



- b -~
/1.6.19/,/1.6.22/,/1.6.25/1 /1.6.26/ sledi da ée svi ¢élanovi niza

-{fﬂhlj:tﬁ biti proizvoljno mali ravnomnermno 2a sSVE k= 4,L,... y a0
s suWo {x:(y’,’f"y’{x:y:f'}eﬁ dovoljno bliske,A ovo i oznaCava da je
niz{wh{-)};” ravnomerno neprekidan,

Na taj nalin je dokazano da niz{;qu}ZZO ravhoJaerno konvergira
na Na kraju rasudjivanja doxaza tecoreunc primetimo da ako
je Hele h}(”t(xry) (eﬂ)) tada na osnovu /1.6,27 ~~-/1,6.30/ 1 na osno-
vu /1.6.19/,/1.6.22/,/1.6.25/1 [1.6.26/sledi da Clanovi niza

{;,_)“(-)}::p zadovoljavaju uslov LipsSica sa jednakim xKonstantaaa,
a to znadida ¢e i granicna funkcija ovog niza zadovoljavati uslov
lipSica sa istim konstantama.

Posledica 1. Za to da bi funkcija :,Dp(-)s w:""{'.iﬁ‘;.' hbila vrednost

igre pr¢d) potrebno je i dovoljno da bi ona bila fiksnom tadkom

operatorq;qff .
Posledica 2, Neka niz priblizenja /1.6.,12/sa poCetninm pribliie-
njem g,(-)a 2t (ﬁ} . konvergira za konaCan broj iteracija, tj.za
* . * . .
nel{oq/e{o,f,...}”e: &, ) = CJAV*f’), -u:«:’/ +, d'*-r?, yror tada strdteg;ga,
wa* ~skao uostalom 1 svaka strategij;tlz’u,n??{* T4 oalza {Kh}h=o

k0ji odgovara nizu pribli¥enja /1.6.1£/sa poletnin priviiZenjem

wo/./,je optimalna strategija gonioca u igriptls) . |

Teorema 1,.6.4 7a to da bi u igri nirs) postajala optimalna -~
strategija gonioca Potrebno je i dovoljno da niz pribliienja/l.b.IE/
sa pocetnin pribliZenjen e ) € z();-‘[,afl konvergira za Xonalana broj
itiﬁ&gija.ﬁiz e konverzirati za konafan broj iteracija 1 12z bilo
kogYvocetnog priblizenja skupa u/_‘;”(‘,E) Nsim toga ovaj broj ne pre-
lazi "fﬁ yde jJe 1" broj iteracija za koji konverzgira niz pribli-
Yenja /1.6.12/ sa podetnim pribliZenjen o5 l)

Funkcija @ p)koja ovde figurife odredjena je relacijoia /1.6.7/.




Vele diferencijalne igre sa mepoftpinom inforaccljou

Ovaj drugzi deo rada pretstavlja nosebnu celinu i sastoji se iz

: e,
druge i trce glave.

Neophodnost istraZivanja difereuncijalnih igara sa nepotilpunon
informacijom diktira se time da predlozena u po sedu ucesniga izre
potpuna informacija o faznom stanju procesa u svaton texulem mo-

mentu vremena je bezuslovno uproSfavanje Zadatia i u pradsl se

retko ispunjava,
Osnovna poteSHDC
sa nepotpunom informacijom satoji se u sdredjivanju informacione

strukture,a to znadi 1 klase &istih strategija koje¢ odredjuju 1iz-

a prelaza na istraZivanje diferencijalnih igara

bor upravljanjau u svakom informacionom stanju igre.

Razvoj teorije difereuncijalnih igara sa nepotpunoit informaci jo.u
‘ide danas od posebnog ka op3tem, tj.po putu izgradnje teoretssih mo-
dela sa informacionim strukturama odredjenog oblika Ka gradjénju
opite diferencijalne igre sa nepotpunon informacijoie

U mom dugogodiinjem radu u JNA skoro svakodneVno sall Se susle=
tao sa konfliktnim situacijama sa nepotpunom informacijom /u teo-
riji i praksi izvodjenja vojnih igara/,pa me je to navelo da dru-
gi deo ovog rada, posvetim diferencijalnim igrama sa nepotpunou
informacijom i da time dam svoj doprinos modeliranju i resavanju

istih,
: | GLAVA II

Diferencijalne izre u kojima se inforzacija dobija sa odredje-

nim zakaﬁnjenjem

U praksi se informacija o protivmiku, u konfliktnim situacijanma,
v dohija sa izvesnim zakaSnjenjem,

U glavi II istra¥ene su neke antagonistilke diferencijalne igre
conjenja, koje pretstavljaju modele konfliktnih upravljajuéih pPro=-
cesa u slud¢aju Kada informacija o faznon staﬁju protivnika stiZe

uéesnicima konflikta sa odredjenim zakasSnjenjen.

§1.Antagonistidke diferencijalne igre Zonjenja sa vise utesni-

sl

ta u kojima se informacija dobija sa odredjenim zakaSnjenjen

Kratak pregled sadrZaja ovog paragrafa je dat na sestoj strani

uvoda,

Razmotricemo antagonistidke diferencijalne igre gonjenja /ap1G/
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odrcdjene du¥ine T izmedju Woalicije sonlleca 6= {G‘ Gyyenny G’h}

hoja dejstvuje Kao J'e-"lan_ jerad i na isti naZin postupa] uc far sali-

m bezunaca: 8=4 8 yos v g
P 17 .l.

Jodnadine za ucesnike su:

s x{l‘-) gl-(x “( .;/ urue H‘”C CGW/-’ Ka'/}: L ={, .{,, “rs g 1

) - aAns }'
sj: um é’w y, M/’ ,,..-q!_evfé’é: Cowp R."'; Frt2, 0, m (2.4,1)

KK" f RK' !} }-'-'-9{; jﬁ’fﬂy:ﬁ?;'

'\ Desne strane jednalina sadrfe sve uslove,koji garantuju posto-

janje, jedinstvenost 1 produ:‘“iivost na odsecak vremena E";'T’J I e-

e i . ” . ] .
senja ADIG 1z pocetnog stanjao x“” L= {,,.,’__,,%‘cyg, =1,4, ..,,m 1 za

sve parove merljivih programskih upravljanja: « ()= { ’(f)} Lf[f";b’qﬂ}]
Stanje #nformacije u igri je sledede,Dati brojevi />0 1 i"'a
pretstavljaju Zeoko¥njenje informacije redom o igracu B i o igracu
G.,0vo oznaCova da igrad G za 0% t+2f u svakoa moiutentu vreaena
t zna svoje stanje .x(-é)-{ m{:‘/} ,vremne t i stanje igrata B u
poletnon momentu(y -[j‘”l 7a €4t 2m icrod ¢ zna svoje stanje

X(t) "{.xm({) ,vreme t 1 stanje igrac¢a B u momentu vrecaena

4 - E!(‘t- = (‘{-f] Analozno igradé B u svalkom momentu vreamena t za

J . . .
o;.tg_e ZNa ‘%VOJG stanJedl(ﬁ} ('f}j vreme T 1 stanJe 1E-—-
rafa G u Douetno momentu X {-Z'm} Za eff_t:ﬁ-'r' igra¢ B zna svoje
stangeg(f} jg , vreme t i stanje igracCa G u ouentu

t-by,x (- )-fxw(f &)} .

Nobitak igrata B je terminalni 1 odredjuej se na sledeé¢i nadin,

Razmotrimo matricu [nxm7 : .;{(x,g) -{Qf_flf(?),g(}(?))}

. ) o | o :
gde je Q(x’g”’) Tuklidovo rastojanje izmedju taCakax e R_ ‘fi.; L
Uvodimo na skupu matrice # relaciju poretka na sledecéi naﬁ-in;sma-
tramo da A%~ B ako se moZe nzéi takav neprazan POdShup‘

Ic{f”"ifl‘)h} n Je a?‘_':i'gr.‘r .u 'FJ f se N -L ‘-EI

za bar jedan elementa;, ,:-314 _1 ""3 &ca, Za L?I J'.:.-{,L ...’%.

Realna funkcija E(ﬁ) sdefinisana na skupu aatrica & ,Jje no-

notono rastuda ako Je Rea) = F(R) za ;F‘Z-ﬁ o

Neka je dobitak igrada B:

xcx,gjzﬁfﬁ(x,g)],. N R T,
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cde je F realna,neprekidna monotono rastuca fungcija.

OpiSimo skupove Strategija igrada.Uvodimo deo PO deo prograis

ske Zistc stratezije izrada/npPisI/.Pod nDpCSI G,u/./ podrazume-
vamo par 8 a gde je 8 proizvoljna disjunktna podela od-
; e
sedka vremena foT] Konacnim brojen toCoka 0gt, <t £ens <t, =T .
. y 7

a "a" je preslikavanje,itoje svakom stanju x{fx.)={x‘“(éx)};;;{gf},
tl{ za pet, Y korespondira odseCak merljivog prograisiog up-
1rav1janj @__u_,({}:{u&*}-{)} yodredjenog na poluintervalulte ['E-R,-Ek_ﬂ) y &
za {2 kom stanjuoelée)=faxtr (¢ -8)—{%‘-3)1!- Ko-

24,27  svakom stanjua(te)={X (%)}, y(e=C)={4 C=b/ 7 o
respondira odsefak merljivog programskeg upravljanja u(f)-{zc“{'f)}
odredjenog na-gg[.[k{'fm{) ’ )

Analogno pod NDPCSI B,v/./ mi ¢emo da shvatimo parfc,‘} y S GE
je ¢ proizvoljna disjunktna podela odseCka vremena [o,T] Konac¢-
nim brojem tacaka: 0_-_«&;,:.&:"5"'4-&; = m ,a "b" je preslikavanje, Ko-
: ' e : ) Uy 7 @yt /
Je za ogfx,ng svakom stanju xo-{x, j,g(’fm)-{g ffx)j"f‘g’
korespondira merljivo programsko upravljanje V/{}:{&"‘/’(H}
djeno na poluintervalu<e [-E;_, -F,LH) a Zaff"fgé'r' svakom stanju

! (£, . ' Wi f , : . _
I(fg-é‘,}:{.r (% %)}, g{fﬁ:{y”}‘ﬁ)}, Ty korespondira merlq ive nro
gransko upravljanjeznﬁj=(y4%g} ,koje je odredjeno na poluinter-

w
valu 'yt o
a #f(-‘[-ég"f'xﬂ 5 L
Skup svih DOPCSI za G 1 B oznadidemo redom sa G 1 B.
Na taj nadéin ako igrada G i B primenjuju ﬂBPESIu(-)é'-G:; ve)e 8

odre-

za date pocetne uslove X0 Yy postoji jedinstveno redenje sistema

/2,1.141 znali funkcija dobitka se odrecjuje jednoznacno:
KXy Yo; WC), V) =FCHECT, YTV - cr o (4.1.3)

gde su x/t/ i y/t/ refenje sistema /2.1.1/iz poletnih stanja X ,¥,
u SitllﬂCiji[u/ -/,V/n/)n -
Oznadimo opisanu igru sso ﬂ{xo,ct/,,'ﬂ) PoSto igra f(X,,Y.,T) nije

igra sa potpunom informacijom, tada u op3tem sluaju Jje:
¥ : St ) U ).

Skp_ utf___ ;Q'{xb,g.; u_p;"pﬁ.”% “'-f.-a-‘.._ HP__JL'{X”go,U(),Lf}) (1.7

Vr)eB Wllel | | ihe)e /48

Iz /2.1.%/ sledi da situacija ¢ ravnoteZe u ovoj igri postoji
ne za svako £¢>o Zato je neophodno da se prosire prostori strate-~
cija G i B do takozvanih me¥ovitih deo po deo programskih strate-
cija pona¥anja /MDDPSP/koje ukljuduju moguénost slucajnog 1izvora
na svakon koraku, | '

Pod MDDPSP igrada G,(u_(.) mi éemo podrazumevati par{_g,d} y Zde
Je 8 proizvoljna disjunktna podela odsefka vremeita [0,T] KO-

nainiu brojem tacaka 0..-.{'14 {-&4...‘-_'51 = ,a "d" je preslikavanje
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: : { J
koje za 02,4 svakom stanju ¢ (fe={x (t‘x)}; g,:{ya §, he
korespondira verovatnu meru g . kKoja zavisi odxcfx)’y“t‘x na siu-

doctidivosti igrafa G za vreme ¥y, tx iz stanja

g Mo Aepdte |
X)), C‘;;‘ X (xtt, }) ﬂ CG_“ (i%[)} 2 zaedﬁﬁq‘ svakos stanju

xn‘g.)-{x“/({x)}, g(*k‘ 8/_ {gq/t‘g.-l}f *foreSponﬂj.rn verovatnu meru f“' ’

koja zavisi od_fn g(,x-e/’x(f) na skupu dosti¥ivosti igrata G

- Ly ¥R fose™ &
zZa vreme: txﬂ %, Y ('.Tﬂ'n)) H ( Xt ).
Analogno pod M')T)F'SP igraca B,/(; ~wi Cetlo podrazuevati par

(6 e) ,gde je ¥ proizvoljna dlSJu’l {tna podela odsec¢ka vreinena

Co,m] IHonalnim brojem tadaka o-%,,zt Z ..ct_;-'r - sa el Jge
preslikavanje, koje svakom stangué Ko= { 7;,({”} ‘(y ({r)] 24 o:f,,. 3
korespondira verovatnu meru y 4 ,koja zavisi od x, gﬁm) fk. na

skupu dosti%ivosti igrafa B iz etanJag[f ) za vreme:
! e togg e B tics ﬂ:’ J !
txﬂ X"QCB J(fn?] jn CE {g /fﬁ‘.) >
; R
a zaeétpf-m svakom stan.]utx x (o f,j {_}J fr- f)} gﬂ,) sorespondi-
ra verovatnu meru # ,koja zavisi od ovog stanja na sgupu dosti-

ZlVOStl 1o'raca 13 Zg Vreme
- i 't ’
-L-H,,"'E, C*nf t':r( ?f,)) frc&“ (g?’(f;)/_

Svaki par MDDPSP (u{}’/() za. fiksirane pocCetne uslovg induguje
raspodelu verovatnoée na qhupov1ma konadnih stanja igre:
n ™
Ger=f1 el Gy il s /)
zato ¢emo pod dobitiom podrazumevati matematifko otesivanje dobit-

ka: XX, "a;“”,"f(’} ,koje Cemo oznactiti sa,u.{x g“ ret), 1/()}
Na taJ nadin mi ¢emo odrediti HIE'.SOV11:0 proSirenje 1igre (X, Yo, 11')

koje cemo oznaciti sapfx * Yo, T) .Pod reSenjem igre p(x”q”'l‘) PO~
drazumevamo nala¥enje situacije ravnoteZe u klasi MDDPSP.

Opisademo kako se izvode kretanja 1z podetnih stanja X ,Y¥y, U
51tua0131((1,c() )/[ )) - Veka Je(,u,{).{gaf} gde JeB {f } 91,2 ...,‘L’//{) {T‘e};
gcle e -{f,},r_-f,...,s .0znadimo sa @=3UT ,tj.opStu dis-
junztnu podelu odgedka vremena tadkama W= {-f f

U momentui-a izradi G i B reallzu,]u mere(u.!. / dixtirane re—

donm presllgavan,]lma die ustanjuax q,, i prelaze u tacﬂe

: y _ !
z(4)= {f”{é,_)} et e Gob 1,8, b € gl )={ ey 't
!
e,CBa (3' ’J-f,z e M, k‘orlsteci ma lioga provralnsha uprevlg an,)a, l-..o,jd
prevode tacke xg'i 3‘ redom ux (f )1 y”/{-} /ovde se{x ({' )} {g f

biraju slugajno u saglasnosti sa verovatnim nerama (u’}/ , k0je




ulaze u strategije u(.), /f) u svojstvu ponaSanja/.U stanjiuma
x[fi}jy{{‘; ponovo se realizuju verovatne mere g s ¥/  diktirane
preslitavanjima d 1 e, U ovin informetivnim stenjima i igrati pre-

laze u rove sluc¢ajno 1za.brane*;tq5kfzx{f3)-'-{Jt‘“(}'fﬂf; gﬂ;}'ff:’f;)};
gae JBJL‘{”{'%,}:C?-&(IH}QJ),?mrf;jz- al_'f-!?yf}(l*;” i td,¥zo rezultat takvog
nize ponaSaenja realizuju se sluéajne tra,jektorijex(éh{x”}{)}’
,y{é}:{gﬂ"(e;] iz pocCetnih stanja.r”y, - ,koja ccgoverzju sit-uaciji
2208 Jye) U MD©TPSP,

Neka su skupovi dostiZivosti ufesnika skupa BJ za vreme t iz

i) AL 4 L i nek

po¢etnih stafjag ) C‘{fg) 23 ¥ g L 1‘ kompakt.ni eka je
™ . ‘ -

D: (";U:.U Cia- (y"’) konveksni omotaé unije skupova C,:-(g"'_’}  e«Razmo-

trimo’?ednovremenu pomoénu antagonistidku igru !} - na sKupu

[D;(y,]ai‘ﬁci- (fi' Igra tede na sledeci naéin.Igrﬁ-Eﬁz‘{Q;_,@r'“:&j
bira‘'n thdaka r".’e D:(‘W ~ ,a lgrac B bira m tadaka '70’5 Cga- rgW} .
Izbori se vr3e jednovremeno 1 nezavisno jedan od drugog.Igrac B

prima dobitak,koji se odredjuje formulom /2.1.2{ PoSto je funkci-
ja /2.1.2/neprekidna, a skupovi &istih strategija igrada u igri Ud

su kompaktni,igra ima situaciju ravnoteie u klasi meSovitih sf¢wa~
tegija.0znadinmo Vrednbst‘igre sa? ,Ona zavisi o0d skKupova st;:ate—

. , M .
gija igrata G 1 B-r_-.[U;(gﬂ"' o [ a,(y"’/ - =
Neka Je *?};‘ situaci_j:fﬂg_ ‘ravnoteZe u igri I} Jemiliji

A —

f"'y postavid¢emo sledeée zahteve: |

l. Za svakog¢»p postoji takai' broj N da u igri rs igra¢ G pose=
duje meSovitug optimalnu stratégijﬁ _"’" ,koja pripisuje jednake
verovatnode L r)\/ taCkama "skupa [ 8(31]" P4 fhf.u”-‘?’ﬂ 1

»
pri tome izabrani za datég¢ brojs/ ne zavisi o4 y Za svako

"~ Pl .
ye I Coy (g

T N .

2.Neka je#(f)_.-_é{gr{’{f)_} _____proizvoljno dopustivo kretanje igra¢a B
za_pa t£T .Tada postoje takve neprekidne trajektorije kKoje

se ne seku ‘(’,‘E‘?(i-l)_'f, JEL AR y VN da je ;J‘ngf-f.'/efD;(g(i-U/J"
1 svaka od Fffj(*"” Je tacka spektra.strategije #;fc-g} . u

Teorema 2.1.1 Neka Je___[)g '}’ ~ kompaktan skup za_“'_‘;é_ca ‘%,) 1 sva-
ki od udesnika koaliecije G=f¢ G, ..., Gij mo¥e u momentu vremenaT-{,

da garantuje 1spunjenje pripadnaatis
Cé: cxter-4,)) "::_o:gm_w R S SR £ 38 Y

Za svako 2('7’-6)50:'(‘?(*-5‘4)] "nezavisno od dejstva igrata B 1 osla-



- 66 -

njajuéi se samo na informaciju, koja s€ dobija © 1“rlf'(xg,gﬂ’) ’

a koalicija G,dejstvujuci dalje na odsecCliu vreue 161[7'- T oze da

garcntuje zZa -Ff >0, €4 csusret u wmomentu vremena T iz bilo soje od

tﬂcaka?l (’P—U] koje su odredjene zahtevima 1. 1 = Tada Za igz-

raca g« {3”5: By, nostoji optimalna MDDPIP koja se sastaji u sle-

] -
ded e, 7a0-e.f"1’-{ nrogramnsii pre¢i u tac&uy (y”‘y’w ’j‘f"""} za Ko-

maksimalna.? momeatu vIieilmena

ju je vrednost ponoéne igre Q'} m
T-¢ izabrati ma koju tacku od tacauﬂyé 5;/‘;/"’ 1 saglasnostil
sa me3ovitom strategijom j/ ,optimalnoj ‘ru 1rrr1!}- /izvrsiti

sludajan izbor/ i predéi progremski u tdchu,kogq se realizovala

kao rezultat slobocnog 1zborag 3’(’” {y"i”(‘r)} .?a igrat:
G‘—[G—, s e h} za¥¢gs>p Dvostoji sledeéa 1{6 optimalna MDDPSP.
Za_o;‘tﬁ-qﬁ[‘ treha dejstvovati na ta nacin /determninisano/
da bi se garantovalo ispunjenje pI‘lDE}ﬂnOStl /_.1 5/, a dalje sa

. { Y LCyLpel~4()]
Verovatnocomjf— izabrati jednu od tacaxay'i ostvariti u momentu
vremena T €y susret sa tadkomn 7i,={7,-ff?} koja se premesta po
trajektoriji;{[ﬂrp_g}].

Mapomena 2.1.1 Pod§, susretom u datom sluédaju podrazumevano

N
dospevanje talke x:rx"’x’” r"‘/ ug, okolinu talie 2 (73,3“’ f,
tj.Ispunjenje neJednac1ne_ |

fo" El2g, 2aHizl b, n

Dokaz.Neka su {u( ’y /*{) strategije l;g optimalne Koje mi Ze-

limo da odredimo.Potrebno je dokazati da je:
w2y, Yoi (60, YO hEL LKoo s
_ o mMe), yri) e acexg yos ey yrEC))HHE L e (21.6)
Za sve MDDPSP (L«L(-)?/(.}-_-Poznato ._je ipak de; .je domfoijﬂo dO"iaZﬂtiil
.M._{x,,g,;,u”(-), V() - HEL UL (X, Yo ey, JREe)) £ |
(%, vé;uf-J,//*f(-))HfF A R 2 X A )

za DDPUST u()ec- viled. .y
Neka su 2se*fi)= ‘[JC 7"({?} 3*5{{-]={ng“ ff}f trajektorije redon

igrafa G i B,koje se realizuju kao rezultat primene strateulﬂa
£ iy §
(u* ¢! }/'H(") .Tada saglasno strategij 1("5*() tacka.x*f('f')=; ¥ (T)f

sa verovatnocom JJ dospeva u §, okolinu taffuku.-'k Cg (v-¢)]
koje pretstavljaju spektar qtrateglgagx_ £ ¢ optimalne -u

igr1rg .Tacl*agﬁ('r') [gqufn)} saglasno strateﬂrlJl //”"() je rea-
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lizacija r-':134,:1ter*ije/*“. ,0nptimalne za icraCa B)u igri I}" PO~
7 )) e

¥to funkcija dobitka teprekidno zavisl ocd Q(x 3{’? y Zdo SV a0
. 1

. - i ot o071 —

£so wore se nadi ¢,>0 ,da éim jex* C‘T') sa verovatno ~

dospela u£f ololinu t:.wciie}-[g('n-t)] .

0127 em), 48 Cycm-e)ke,, £=1,2,3-

tada vaZzi relacija:
. TR
,#(xorgo; (u-‘f('); .}/"ff‘)}-"{({‘(?:')j )}‘:E * ¢ . ‘ ¢« ° '("':'{'8)

€ . v _ . e .
gde Je,u((u ’/,_r/ atc“latlc‘{o oCcckivanje ﬁ.oblthg u 1gr1rg nri

primeni strate*‘flJ*a {M- —‘ u ovoj igri.fa druge strane situ-

aC].Ja((u / } Jef optlmalna u 1#1‘1[} ,Da je:

£ }_ ' . , . . (1.4.9)
veg)) [2€ .« - . 1.9,
I.:c(gg,f /s (;})
1z /2.1.7/,/2.1.8/ 1 /2.1.9/sledi da za dokaz k¢ optimalnoe
sti strateg_ija(u“‘f(.) ,/*5(_) dovoljno je dokazatl ispunjenje
nejednacCina:

M(Z, Go; )y VC)) ~LELVCY) -

(X, Ho; u.e'-), }/’f’fr-))uf__a-wj). L tr111)

. (2.1.1€)

Za svako u()ec- u‘()eB
DokaZimo naJpre /2.1.,10/ .Neka se igrad G pridrzava strategije

(IL*E ,a izrac B proizvoljne Giste deo po dco programnske sira-

tegije v/./eB .Tada saglasno strategiji mt€ izrad G vrii slu-

$ajan izbor u 2omentu vremens T-¥, i 1 -~ozentu zovriSetka igre
T se nadje sa vercvatznedon ..;; n £, 0 Kolini tache?’ [;{('T' -¢)]
koja ulazi u spektar stratzgija {u}‘, tiaalne u igri F;f”' -€) .

Ma kakva bila strategija v/./e izrada B i njena odgovaraju-

éa trajektorija y (€)= {gw(’{)f vail relacija
g('ﬁ)e— CE(?('P-U} {?C (gcm-()))

tj. y/T/ pretstavlja Jednu od fistih strategija igraCa B u 1gri.

Ly fr- 3

PO::'tO igrad 3 dobija sa zakaSnjenjem f >p inforamaciju o 11*ra-
gu G tada rezultat slulajnog izbora igraca G nije poznat igracu B
do momenta ZavrSetka igre i ponaSanje igrata G Je strategijs«i
ekvivalentno jednakoverovatnom izboru tadaoka u £, X0lini talaia
-H[ (rp_EH u mome*}tu T, Tada poqto fun xcija dobitka neprexidno
zavisi od (mg ) y & skup cs(g(m-!}/ je kompaﬁtan Za ¥ 8¢
postoji g sp takvo da €¢im jJe @(x‘”{?}};ﬂfy{%{}])«:f L= 1.

tada ce vazltl relacija:
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[ Xg 0 Yoo {u*‘(-),”’F{’-‘Jﬁf(tf",cy(‘?))lﬁf Co C e e L)

gde je _,u,((u*f;,m)) matematiSko oSekivanje dobitka u igrifym-¢' ,
a y/t/ je trajektorija, koja se realizuje kao rezultat primene
strategije v/./.Sa druge strane strategijaﬂa*e je & optimal-

na u igri !"! pa Jje:
.,u,((u,*f dy(‘!‘))"é'f:""'(é?), S e 22

gde je ;{.—.—y('r-—e} Iz /2.1.12/ 1 /2.1.,13/sledi da Je:
2e(X,, Y, AN, V) —LELV(H)
[

pri &emu je ¢ moguée izabrati tako da bi navedena jednadina va-

_ w-C ) . ) T-2
%ila za svako y('f‘-e)ec: G(g')g.qc:’ C(é{:') ' po3to je Cp ('yo)

kompaktan, a funkcija dobitka fie
kidna na kompaktu,

Tadku ¥ biramo na taj nadin da bi vrednost igre rj- bila mak-
simalna, zradi /2.1,10/tim pre vaZi. - '

DokaZ?imo /2.1.11/.Neka se B pridrZava strategije )’*sf')-& igraé
G proizvoljne €igte deo po deo programske strategije u-(-)éa «Sa=
glasno strategiji y*‘p) igra¢ B vrsi slt_léajan izbor u momentu
vremena T-¢ 1 sledi da rezultat ovog izbora igrad G ne zna do
momenta z§vr§etka igre,zato on ne mo¥e da usmeri gonjenje za tac-
kom gr{g‘”} | ,koja se realizovala kao razultat izbora.Razmotrimo

prekidna i znac¢i ravnomerno nepre-

dva slucaja. ‘o) ¢ ~
l1.Neka je strategija igrada G,u/./ takva da Je:I('T'F{x ”’)}‘Ef%{jﬂ;
,gzde je x/t/ trajektorija gonioca,koja odgovara ovoj
strategiji.Tada x(T) pretstavlja &istu strategiju igraca G u
jednovremenoj pomoénoj igri 1 sledi nejednadina /2.1.12/va-
Z1 na osnovu optimalnosti strategija_}/—f‘ igraca B u igri(;{f- .
2, Neka je u/,/ takva strategija igrata G,da makar jedna od
tadaka :r.m('T‘JfD;(E} .Smatrademo jednostavnosti radi da |
<) D; (4} .Razmotrtimo r..n.‘{, Q(x“,;f) ,gde je ®. Euklidovo
rastojanje.PoSto je skup Dy c}“ kompaktan ovaj infimum dostiZe

¢ -
se u nekoj ogranidenoj tacki skupa T" JPos3to je skup DB(;;') kKon-

vekstan, za sve talke ge Di(g) sledi:(xu‘," g,y}ﬁ(xﬂ‘}'ﬁ: !o) ’
gde je /x.y/ skalarni proizvod vektora x,H e R‘o «Sledi da je:
Jd
) |
(x-fp)y—'!’)éo ot * ) - . . . c (L.1.14)

Razmotrimo razlikg:
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i(‘x U1HQL{793) :(xﬁig:xﬁl';)"(fa“g? 70'}7) _—

= (2 70) 4 (o0 r X Jo) # (7o-g) — (1o o)™

?
:(xffl ?o’x”_ L) +.z(xfi’ 7o, ?p—t;)::-c:’

jer vazi/2.1.14/ 1 osim toga je:

@u(x}'g, ) =(x" 7, 2% 7o) >

/x’é oa(”) , & ovaj skup je zatvoren/.
Dobili smo da je @LX, ’g} :-P(y,,y) za svaku taCku oyé‘% (g) poseb-
no i za tafke y,koje Cine spektar strategija)/- u igrlrc'? .

Tdda se matrica.ﬁ-(k‘,(y?-{@{xfﬂ J"('f’)]upored,juje sa matricom£¢X, Y)
koja se razlikuje od matrice #/%,y) prvom vrstom u kojoj umesto
XV stoji 3, i#wxy)-E(T,Y).Funkeija dobitka monotono raste
i sledi da je Za strategiju igrala G,u/ /,moguce jzabrati domini-
rajucu strategigu u/,/ takvu da je xt’”(‘?"eoécg) c-'!,a..n-,n s 2de
Je x(¢ -{.xf"?(-e) skup trajektorija igrafa Gy,koje odgovaraju
strategiji t{s) .Opet smo dobili prvi slufaj.Teorema 2.1.1 je do-

kazana-
Napomena 2.1.2 Bez obzira §to se pri dokazu teoreme 2.1.1 od-
nosi izmedju ¢ ¢ -ef ne razmatraju, teorema postaje sadriajnija

ako je ¢ >{ .U suprotnom slucaju brzine utesnika koalicije go-
nilaca treba da budu vrlo velike po sravnjenju sa brzinama igra-

Ea B.e
J

Primer 1, Razmotrimo igru u ravani izmedju koalicije gonilaca
G= {” "}1 begunca B.Jednafine kretanja su oblika:

Gz . x(t—f_ uu, !! ‘)”L‘L t'gf’:‘ z

555:,},! 1 vie 4, d_,i,:-,ﬂ[ (2.1, 15)
e, ye ue & ver”
Dobitak igracda B se odredjuje:
. (A.1.16)

el @"('x“"('?"), v (T), - - . .
L <

gde je @(x“':g} Euklidovo rastojanje medju tackama .x:m ;'éf o IN~
formaciono stanje je isto kao u op3tem slucaju.
Razmotrimo pomoénu jednovremenu diferencijalnu igru gonjenja
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na skupu CB (H) ,koji pretstavlja Krug radijusa /3£ .sa cen-
trom u tadki y.Satimov J.A.je pokazao EBOJ da je vrednost nave-

dene igre:

:1

b gryt . . . N ST A
viy) = AN g AL (- 2271

Optimalne strategije igrata su slededes2a igraca B je optimal-
na raspodela na kruZnici poluprefnika #4¢ sa centrol u tacki y.

Za igrafa G optimalna ravmomerna raspodela taCaka ;,r’” L=1,4 na
kruznici radijusa'z .."/3[ sa centrom u istoj tacki Y*Cz,fg) ’
pri Cemu TH’ pripadaju krajnjim tac¢kama preénika ove
Kruznice, ,
Neka Je (""m, takva meS$ovita strategija ig:}aﬁ:}G, koja pripi-

suje jednake verovatnoce}-,ﬂf taltkama Jr = ? , 'f?/ takvim

da [ > su ;;ﬂ_z Fiw rasporedjene na suprotnim kraj evima preénika
kruznice Ct.ryh ~ ,bira proizvoljno, a ostale tacke é dele
Kruznicu na Jednake delove,.Tada niz strategijaiﬁ_ﬂ,g} konver-

gira ka strategiji at optimalnoj za igracda G u igrig 1 posto
je funkcija ddbitka neprekidna onda je:

{eme .tc((zf,i?, }’)=x¢~f{u;, V)

J{-—:Lm

Po3to skup c:: (j) za svako sc:'e/o}ostaje u krugu polupreénika
Bl broj # od y ne zavisi 1 uslov 1. je ispunjen.

Neka je sada y/t/ proizvoljno dopustivo kretanje igraca B za
0«t£T JFiksirajmo t 1 razmotrimo igru r'?(-g-c,) Neka je sada
Eg('r-ﬂj tacka Spektra strategija@cﬂgﬂ_” u ovoj igri,

Smatracemo da se krug CB(U({ C)) krede postepeno pri Kkretanju

centra kruga po trajektoidji yet-¢) .Tada trajektorije svih ta-
daka kruga su krive kongruentne trajektoriji OI'(H. {) .Posebno ta- .
kve kongruentne krive biée 1 trajektorije:

zCyct-e)] -—{g”[ycf-e)j} .

i sledi da se ove trajektorije ne seku,Na taj naéin uslov 2. Je

takodje ispunjen,

Neka svaki od uesnika koalicijeg= {G- G-} ne dejstvuje/ostaje
u tacki :c;” / 4o momenta vremena ¢ ,a zatim primenjuje determi-
nisanu strategiju koja se sastoji u niSanjenju u toku gonjenja u
tadku Y (- ¢e) ,tji. u().:}'s’a} je takvo da preglikavanje Ma"svakom
stan,]llx(%r) xm(\’-xV xm("'ic)) d:,(f 8) Korespondira odsec¢ak up=-

ravljanja e (¢)=ci” (f)’ f)) kojt jg odredjen na poluintervalu

_ Efx,q‘+‘) pri ¢emu je;




.."21-

| =@ 1) = AL —er=Xh) 773
il =L 2 tt) "f%fffm),ga‘f»-f)) AL

ako je:

e [.x".’, Yo B
= _‘Zri’)_";a + £ * g‘! Z

.,L“" 4 :ﬂ((*&,), t‘:f,!./

Svaki ufesnik koalicije G, garanthje u momentu vremena (T-£,)

. t2.1.19)

pripadnost:

y 4
L rxthr-g,) DGeyer-¢) - - (2.4.40)

4
za svako C:ﬂrp-e) € c;(g(fn-e-(, ).
Dalje ¢emo razmatrati bilo koju od taCaka:

LC (T-t-d,)}:{?‘?f,”cg(r-e-ﬁ,)], gf’::‘y (r-€-¢)11.

Kako smo vel ranije naveli,ove tatke se kreéu po Krivama Koje

su kongruentne trajektoriji y(¢-{) pri demu su njihove brzine
jednake brzini taéke{gp{-é} .0gim toga, igrat G u svak0m momen-
‘tu vremena t 2a q?_{’ét_q.qw zna koordinate ovih tadaka.,Na za) na-
&in zadatak pribliZenja igraca Gi taCki i}'), L = 7, L pretvara
se u zadatak gonjenja sa potpunom informacijom,Jednac¢ine gonjenja
za oval za?aiak. 5 - ) ¢) LB 21 Ay o (A 121)
6o 2% u™ Barf=v; e=42; ey & L5 HYVHELT 2% et (Rt
gde je gi fiktivni begunac koji raspolaze kretanjem tacéke f;‘,
_4,,{/3 su iste kao u /2,1.15/,a duZina igre je odredjena i jed-

o
naka l,, .0znadimo ove fiktivne 1igre sa'ﬁ .U igrama [ 12-
bor upravljanja §; ,V se poklapa sa izborom upravljanja igra-

¢a B uigri NC%h:ﬁwm)u svakom momentu vremena.Sada se setixo da
vazi pripadnost /b.l.20/koja oznadava da u 1gri7§ ssup dostiZzi-
vosti begunca Eg_ za vreme 3., iz podetnog stanja f;} [3(‘1"-8-34)3
se sadrii u skupu dostiZivosti gonioca &; za vreme ¢, iz pocet~
nog stanja x'f'('!‘-fi) . Ovo oznatava da gonilac Gy moze da se pri-
bliZzi tadki f;’ ,ko0ja se kreade po bilo kojoJ trajektorijif;flﬁg(i-fﬂ
za vreme koje ne prelazi 'Q- ako bude primenjivao

strategiju gonjenja. |

U naSem primeru ako su samo ispunjenj uslovi /2.1.19/,tj. ako
su brzine ufesnika gonede koalicije dovoljno velike u poredjenju
sa brzinom begunca, tada je primenljiva teorema 2.1.1.

Opisatemo optimalne strategije irgata.PoSto vrednost pomdéne
igre]} ne zavisi od izbora talke y, tada optimalna strategija
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igrata B /MDDPSP/ sastoji se u sledeCem.Za og-& <r-{ pre¢i pro-
gramski iz tadke y, u ma koju tac¢ku qe c8 (y .lZabrati u
momentu vremena m-4 u saglasnosti sa ravnomernom raspodelon

ma koju tadku }4 kru?nice polupretnika /3 sa centrom u talki
y 1 preci programski za vreme { u taCku ” Za igraéa G:}'c‘;;?fzj
¢ optimalna strategija je slede¢a MNNPSP.No momenta { uéesni-
ci koalicije C’?rG.i. Kredu se po pravcu prema taCki Yo ili ne
dejstvuju,za f<t27-{ G, gone tacku y(f-t) i samim tim obez-

bedjuju ispunjenje prlpadnostl /2.1, 20/£U momentu P-¢,  fiksira

se ma koja ¢ optimalna strategija My, i igrac G, sa verovat-
noéom ;:- bira jednu od tacaka rd /par tafaka koje su rasporedje-
ne na suprotnim krajevima prednika kruzZnice radiJusat %5{ /
i preostalo vreme T-¢ L-tf_-'t‘ G, goni tatku 7 premestaju-

éi se po trajektoriji 7 [‘7(15—8)] de £, susreta sa ovon tacgom,
tako da u momentu zavr§etka igre tacka x(T)= {x ('P) :tu‘('T‘)} pripa-

da ¢, okolini tatke ”' 1_3(‘7'-6)1 f”i_y(f 3)7}

Primer 2, Razmotrimo antagonistiéku diferencijalnu igru u rav-
ni izmedju koalicije gonilaca G—-{ =y Gy oo O } , koja dejstvuje
kao jedan igrad i begunca B.DuZina igre je fiksirana i jednaka T.
JednaCine kKretanja su oblika:

‘

G‘b_ .xfr”""'u.« {g; {t-) Va (I:’IL ' | |
) xt‘t’ Ltii}}(u )z( ---(0‘ }1 ted,Zyeee e o o -(,Z,,f..!,a’.)

H
b

#

L
~
deo
-
e

B w,._b"u-rg,, -ié?/‘_{-i-. S VO ST
| g:. .--_1_ .
Dobitak igrada B je terminalni 1 odredjuje se:

! e “ Yy = e ¢ . . 14)
x0x 2, 2% y) = mete OELT), () « o o oo v o s (LAY
Informaciono stanje u igri je . ::isto kao u opstem slucaju,

Jednaline /2.1.22/oznafavaju da ufesnici goneée koalicije G,
poseduju jednostavna kretanja.lz /2.1.23/ sledi:

g;ff}zjzfc)“* N S

Stavljajuéi ¢'=4+4 sledi:

g,(f) i—+f-oy,.,(0)+Coy,(o)+cy,.(a) fJe. Lo o (2.4.2¢)

]

]
"
’~
N
j —

Za U’--i Je: g,,{f)_-t-'!+3L(0)+Eyf(0}-‘;{4[0/‘+fje. .
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Moguée je pokazati da ssup dostizivosti igrata B Za vreme 1
+ . - e , <
' 01) e odsedak K0Jjl spaja tacke
iz stanga(:;f(o)%q"(c})’cb{y,ro),y,‘f | J seCak £0) paj

E, tyto)) i@(?(ﬁ})pri demu koordinate tacke Ei((‘}'(m) odredjuju
se Jednadinata /2.1.25/,/2.1.27/,a koordinate tacke :fifg(@%} jed-
‘nadinama /2.1.25/,/2.1.26/ .Polovina duzine ovog odseCka je:

¢ s 4 o
— — ‘ o - e - - - - = Ch. F] lﬁ-?
c (yte))=tri- a0+ L fo(0)=1]

¢ . . ..
Na taj naéin CBCEI(‘OJ) je odsefak paralelan apscisi, duzina ko-

jeg je neprekidna funkcija od vremena.
Razmotrimo jednovremenu pomoénu diferencijalnu igru f:-! na

¢ e odvij
skupu Ce,‘é'nffx) /na odsedku [Ez(g”lg,),ﬁe(gp%)] /.Igra£$£ ou ja
na sledeci na?iin:igreaii G bira n tacaka Id: 3%1...,7'{’."’.1_*'_‘(:5(&!‘,“)
a igrac B tacku 47506(3,"%) .Izbore¢ se vrie jednovremeno i nezZa-

visno jedan od drmgoga.Igrat¢ B prima dobitak:

1 W, 4] = we 39 .
KCF 1 P [ )= BT ,
Iz paragrafa IV ove glave sledi da je vrednost igre u ovom
slucaju V (F}:M#as'ﬁ) ,a optimalne strategije igraca su slede-
al "4 Lh-~

ée.Jedinstvena optimalna strategija igrafa G sastoji se iz izbora
. 4 NI VR
sa jednakom Verovatnoéom - dve koallcije taéaka%-{?{,h,- 7, }

-i-. 81 ’Jn-t (h] h .
i A_{&' yTart o, } ‘takvih da je

BB (e, 2a)i T A )

J
i tadke T:”? ?f, 7:' }":'; ey ?’:h; i*' dele odsedak -EEefo%,y‘,),-‘fgfé’f ry,z,)-?

na jednake delove,Igraé B ima nekoliko optimalnih strategija.Jed-
na od njih sasto,ji se u izboru sa jednakom verovatnodom fi tacé~

’ e d hr, ” w -
1} : . 2 ' { "
Ke ?':, H?f(“f , fi’ vy 1 h ;Na taj nacin uslov l.je ispunjen

pri &emu strategija igrada G,/ je ne samo ¢ optimalna veé je op-
timalna . |

Neka}' je y/t/ proizvoljno dopustivo kretanje igraca B zao£t=<T.
Tada cacycf—&}) pretstavlja odsedak EEL(y(ffg,?},.{e(y(f'f)J] ko ji
se krede,ostajuéi pri tome paralelnim apscisnoj osi pri cemu du-

Zina ovog odselka je:

‘ - ¢
dycyrt-e))=Led-gute-e) Ly ee-t)=1Je. .. (LA LD

i ne zavisi od y (t-€) ,i smanjuje se pri kretanju B po trajek-
toriji.Sve tacke -(f{”, ?f?' ‘-.-.{,'...‘,n,.;- opisuju pri tome trajektorije
Koje se ne seku,jér u svakom momentu vremena t je:

© (7? [3 (¢-4)1, Kiicg (t-e)j) = _g_bztg_t(f_;_ﬂ_l



i znadi uslov 2. je takodje ispunjen,
Iz /2.1.29/ i /2.1.25/ sledd da je:
rnq'( QZ%:‘*

('5{4!,'1")‘: CB (gffof: U (0))
9 S fo+1-Yutm- ) Cyger-01-17-€lp2

X T=Lrey s LG
Ah-1 Yy, uygeCy (47000 ))

{’m ,,(OJ+C'4;(C)-'T’-1+€"€£}
)C-C "(t{ (a)’trr’o) moguce je birati proizvojjno,

“zn-i
i tacku (y
Znaci ako su 1spun3en1 uslovi teoreme 2,1,1,optimalne strate-

gije igrada u ovom primeru je moguce opisati na sledeé¢i nacin,
Svaki od uSesnika Xoalicije gonilaca do momenta T-€, ~goni sre-
dinu odsecka CE, (y(f-{}),ﬁz‘ff(f "“j] da bi se garantovalo is-
punjenje pripadnosti /2.1.5/.U momentu T-¢,  igral G vrsi slud a~-
Janizbdr /sa verovatnoéom % bira jednu od n koalicija tacaka
?’"th(‘T’f E,U m[:f{'f’ ~t-¢ U _ i na preostalom intervalu vreumena

svaki udesnik G, goni tacku ; preme§tejuéi se po trajexktoriji
)
" ﬁjf‘* ”J sa tim da bi u momentu T obezbedio dospevanje

tacke x® u £ okolinu taCke 7, .
Igrad B se mofe kretati proizvoljno Za
tu 7-¢ igra¢ B bira sa verovatnocom fﬁ
koje dele na jednake delove odsecak EEztg(T-l)),afgf(y(T'ﬂ))J i za
vreme T-0<+<T prelazi programski u realizovanu kao rezultat
slut¢ajnog izbora tadku koristedéi odgovarajuée upravljanje v,

ozt £ T-{ .U momen-
" }
jednu od tacaka ‘T; ;

Vrednost igre Je CQ(Z(T"U;’
In-4

§2.Funkcionalne jednadine za diskretnu igru gonjenja u kojoj se

1nformaci]a dobija sa odredjenim zakasnlen]em

Kratak pregled ovog paragrafa dat je na Sestoj strani uvoda.

Razmotridemo antagonistilke diferencijalne igre gonjenja odre-

djene duzine T opisane u prvom delu%ﬁaragrafa ove glave,
Neka jJe f =0 ,tj.igrad B poseduje potpunu informaciju, a L0 .

Jednostavnosti radi smatradéemo disjunktnu podelu 8 odsecCka

vremena [prsp] takvom da je £ K+d 'f:,c“d: Ket,d,-yt,a broj d je

dinilac broja ¢ .0znadimo uvedenu diskretnu igru sa [ .
Definicija 2.2.1 Stanje informacije jgrata G/B/u momentu vre-
mena 1: nazvaéemo informacionim skupom igrada G/B/ k-tog nivoa.
Oznacimo informacioni skup igrada G/B/ k-tog nivoa sari(IR) .
¢ pretstavlja Dekartov preoizvod ( ) ¢f (y,) za o::.f: <!
IK Lzt 27 I: je Dekaf‘tov proif::f)df‘-é;,;(%k} L C (é{“‘ 8))

I: je skup od jednog elementa i pretstavlja tacku:
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\ 4+ ta

4
K 7 K“"?g

Klasu svih informacionih skupova nivoa x* Igrata G/B/ oznaci-

” & 3
Cemo saZ, (7, .

Sematsxii opisanz igra je prikazana na slici l.

X
= —_—

QC(‘E{) e g— _-_—:"__""":'F—‘ J?ff{)
: o — = T = T
2(00) e s > 4(6~0)
x(l), = > ML)
x(ft0) &= > y(etd)
(et} ——————— Yyttt
. e :
X (g pe=— > 4(tc)
(14 —> §r-¢)
Lhred) - e T > A (7'-d)
X7 = > 45(77)
slixa 1

Opisana diferencijalna igra sa odredjenim zakasnjenjem 1infor-
macije o beguncu moZe biti disjunktno podeljena na podigre vred-
nosti kojih su povezane sa funkcionalnim jednadinama, a optimalne
strategije sa optimalnim strategijama polazne igre.Podigra, koju
uvodimo, opisuje se stanjem informacije,koja je dostupna igracima
u poéetku@i'gre. | |

Razmotrimo proizvoljni informacioni skup igraca G mivoa g i

Zzafiksirajmo ovo stanje informacije ]_‘: .Neka igrad G zna tako-

dje raspodelu Verovatnoda na skupu dostiZivosti igraca B za ‘tvre-

me § iz stanja 'j(fx'"ejr C:(g(tg;f); skoje smo mi oznacili sa %[&‘Ej
¢ nije proizvoljaa,

.Primetimo da raspodela P (6e-?)
a rezultat je raspodela, izabranih Og’sfrahe igraca B na sikupovima

Cg(HHH-E)}, Ci{g(f,‘—e td)).. -,C:t'g(f,; 5)/).

Neka je poslednja raspodela takodje poznata igracu G.

Podigra tede ovako,Izbori g(fk—f+{)'6L;(f'k-£*-3:?);...,g(‘fb;'
se rondomiziraju saglasno raspodeli F}ffm-_w i saopitava se igra-
¢u B,ali ne 1 igratu G,Izbor Jc(-ék-r»@) saopstava se obojici igra-
Ea posle toga kada je on udinjenm,ali izbor y (¢ ~ 5] ,saglasno

informacionim uslovima drZzi se u tajnosti od igraca G dotle dok
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oa ne ucdlint izbor‘xfﬁnr€+d? .Nalje se izZvode redox izhoritfa+if‘
i -?3:1:‘{'*.1&?,’ i izbor ;ygfx—-f +357 se saopitava igracu G.

¢vaj niz izbora se produZ?ava dotle dok svi sluFajni izhori ne
budu objavljeni,posle €ega se igra produiava sorifdenjen feme sta-
nja iaformacijes koja je pnrihvadéena za polaznu igri.

Funkeija dobitka podigre hide funkeija dobitka polazne Iisxe,Po-

. » w rn rT G- a' . ﬁJ
digru éemo oznaliti sa [="1[T7, Q(f‘g_ﬂe;,j T-K0J ,a vrednost podigre
s5a / ‘
VRS, F . p-xdY.
s Yt~

Neka Je ), ) Verovatna mera, izabrana igraCem B na skupu Caff(“ .
U, je slika deo po deo prozramske strategije u/./igraia G, izradu-
nate u informacionom skupu If Primetine da U, pratstavlja iz-
bor tadk ex(_'-!i(-!-f)é'cd; ¢ (2, Vi » koji je diktiran strategijom u/./.

Kretanje igraca B u klc.si MDNPSP megule je razmairati kao Mar-
kovski proces sa prelaznon funkcijom za jedan kcrak )f « Tada

se raspodela pretstavlja oblika: I
c’!(‘f-k“e) |
/
u(f-f_x—e? ‘/ u[t ~¢/ ‘/a/(f’;c—ff-f)“' /I/l/,;f—x-ﬂ -) CL/ 25" YL LY
CiyEt)  Cflates)  clwtes2d)

gde se inte#rali podrazumevaju A u jednadini Cepmen-Kolmogorova

[ ,L J .Zato da bi zapis bila kompakina, udobno je uvesti pojam

?-
raspodele P 4 na skupu dostizivost1 igraca B: C ry&“f+dw Kost
. Y(ty=21+8)
dednax:
!-—J‘ /ﬂ :’/ ...('! i
O =/ ol w2400 ”/f A /z"z"'.ﬁ"‘ -
Yty ~L+7) ,_/a[/f'x-f-r'c?} y / Ylr-E+28) : (é./‘j'(—*’) SR
Coryttr ol Calufy €+£J‘/ Cg (f bt
Sledi da je:
e, /‘.F"" > . A 8 20
t e Gr' ri‘, Y . + * * ‘ * [ﬂ-‘ “'?'I‘-":jf'
y(fx ?J Csf”ff ﬂ?fx f / ‘a;)
a 4 cj | |
Pi- -4+ 17 /{t‘,&:‘ p f e 2 L)
- r,""ff'f?‘ . . . e e, e, = !
oI e QY / e o
gde je P tig—b ¢8) verovatna mera na skupu C (U(w v?f‘t?/)

U sa!zrlasnosti sa definicijom podigre Y (4, "“w;/uum sledi
da Eu%g 045 postaje voznata izradu G poslz toga kada je ig=-
raé B izabrao verovatnu meru /’{{_ } na C (L!(fk)Fi saznaje rezul-

f 4 . P

tat njene rondonizacije g{fkfé’i /slikan/,



Slea 2.
Napomena 2.2.,1 Upu€ivanje na Markovski proces pri odred31va—

nju intervala u /2.,2,1/ je prirodno,ali ne i obavezno.MoZemo se
koristiti Opstom definicijom integrala, koja Je prihvacena u funk-
cionalnoj analizi [5], [87.

Neka su u opisano}j diferencijalnoj igri gonjenja sa odredjenim

zakaSnjenjem informacije za igrafa G zadovoljeni sledeci uslovi:
1/ Skupovi déstiiivosti igraa G i B (CL(x) [ Cy(Yy) su Kompak-
tni za ma koje te[0,T1 ,X 1y i menjaju se neprekidno po pripad-
nosti pri promeni redom x i y3;
2/ Vrednost podigre VEI:: P,.,,(f ~¢); T_x5] postoji i neprekidno

c
zavisi od I , K-f y pg(f,ﬁ ‘617/('&#"57
Napomena 2,2.2 Bliskost medJu informacionim skupovima smatra

se u smislu Hausdorfa,a konvergencija mera}é,(fk_f), J(&x—t) u simi-
slu slabe konvergencije mera.

Izvodimo funkcionalnu jednaéinu, koja povezuje vrednost igre
¢ .om_ ¢ ¢ . T 5
rcT,, ngfg-t)’ T-rs ] i I EquPg(tg-efé'), Tl 1) 7.

: ) . / ,
OpiSimo jednu od strategija igraca B u 1gri rex,., Pg(fx_g); T'i“j_.;.
Neka igraé B &ini svoj prvi korak u ovoj igri u saglasnosti sa ra-
spodelom verovatnoce }:';'f(* y .Posle toga kada igra¢ G realizuje svo-
. -
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Ju DﬂPﬁSI,u/ / u informacionoﬂl skupn J_ i izracduna x (%, +5) on
poseduje informaciju I:m Neka dalje igraé¢ B produZzava igru, pri-

~
driavajuéi se optimalnih strategija u igri?’ crs,,, w(tg-hé  To 105

Pogledajmo dobitak igraca B,ako u podetku igre r'[:[" Pe[f’,(-e"qlkr
on saop3Sti igracu G da je to. bad ta strategija ko,]u ce on da ko~

risti.Posle prvih koraka u igri (z¢ F:;"fx-l? ,'r_,(gj i posle to-
ga kako je 1izbor u(‘fx P+ saops ten igradu G, informacija dostup-
G E
. e
na izraéu G sastoji se iz IH, 3(&_“5) pa Je:
4
'V'EIG' P « Dol 6],

xeq ? y(f‘;-("'S)
Igraé B ne moZe znati rezultat rondonizacije za t{(-ﬁ -2 +6) od

ranije, zato u pocetku igre r"[}:":’,fsﬁ.{_m__e).l T- K§j Oﬂ noze garan-

tovati sebi samo matemetilko ocekivan,]e vrednosti 1igre:

K449

¢
‘/'V'CIG'  Byte-te8) 5 T=t41) 87 ol Lycte-2..

s
Sy dltet)]

Po3to B ne zna DDPCSI u/./ igrafa G on moZe bitli uveren samo u
dobitak :

: ? -
f-r&n:-u » p"fi‘g-e-!J] ; T-*de);(‘t,"l) ‘
i(g(e,-—z))

Ako pak B bira j/u(-éx razumno, tada je:
c’ ¢
' G- I
V-EI Er(tx £)y T-xil= j/ﬁax Zm / VL‘MH %’Y’-‘x"e*g,};
g 04) TF Bty

’T'-(:+4r§]¢{ (te—t) -« . - | - . . e . . (4.2.5}
Maﬁs1mum éinimum dostiie se. Jer je neprekidna funkeija:

¢ t
v L, K+t f :fff; ¢+2) ? TF(K”J 5;]
i kompaktni su skupovi dostiyivosti igraca.

Pokazademo da se nejedpa&ina /2.2.8/ mo%e zameniti jednaCinom.
Neka se iﬂraﬁ B pridrZava oﬁtiﬁalne strategije u igri
FCTK : Pg(eg..e), T'RSJ i neka je g(ﬂ) pocetna komponenta ove stra-
tegije.Po3to je strategija jgrata B optimalna on je moze saopSti-
ti igradu G ne smanjujuéi pri tome svoj olekivani dobltak.
Opi¥imo jednu od strategija fzrrada B u igri; ng;%(f -¢'s 'T’-Kfj
Neka igrad G bira tako w, da bl rondomizirao:

'V_Eruﬂa ‘7(6;'-5'*5) T"(‘M'H);Jc{ 7(tx=%)?
e tuEg)
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¢ . 4 . 3
gdeP y (Ex g;p nastaje od ‘%H- vy i }}({F} 1 odredjuje
se formulama /0.2.2/,/2.2.4/ za /,,,ﬂ,sr /’(f;}) .Tada I%,, pret-
stavlja Dekartov proizvod x[{— *E)Xth (‘5: +5‘ xiu pri ¢emu se

u(lt, -l +b) raspodeljuje u saglasnostl sa merom J%fc—f‘ » AKO

1gr§c G koristi svoju optimalna strategiju U igri F[*G v
ow 0485 T- lesr) 5] , tada odekivani dobitak igraca B ne-

ce b1t1 veci od :

v My + /
/'-V‘C K+t Y :;(f,_-{;f}-’ ) lT (x )[Ji.{y(fx_e),

B(u{f- e
Pri éemu ovaj dobitak saglasno natinu izbora u, je:

r cr f"-JT ' & -~
V[IR""I*PH('EK-e*'EJ; T-(R’H)ﬂ-l CZ}?(GK.{’I . . . . . (a...-:...JT

C*(yre t))

Posto igraé B, po pretpostavci,igra optimalnim nac

,tada izraz /2.2.6/ nije manji od vred-

inom n igri

L .
FD::? pj(fp:."e iy T'*E.I
t : . * - ' e A
nosti igre FEIK, yi'h:-l}) T RSJ oSledi da Je:? [I", P:(({'K'!;?‘;T-k;]—

: t*
£ P omn /‘v EX0R nyfx-m;;T’(Kd}ﬂd/?m-e,l' - (2.2F)

RN  (te-L )

Uzimajuéi u obzir i /2.2.5/1/2.2.7/ dobijamo funkcionalnu jed-

nat¢inu, koja povezuje vrednosti igara:

¢ : A :
NI Prrtgg) 3 Touf]s rcmf’pjffx 003); T 512

® y
4 . | - : O & i ‘
V(IKG:', Py(fr-"”?T_‘ff]-: wa{:t _&:.h.. i ./-1’ CI,,{**? rg{!-g £’+5?7
y f?-} K __ca(y H'z.-e}j
qﬁ—{k*!)é’rjd%f{tx*f) R I (1.2.9)

Pokazademo da optimalne strategije igraca B Uu diskretnoj igri
gonjenja sa zaka3Snjenjem iﬁformacije za igrada G mogu biti izve-
dene iz funkcionalnih jednafina /2.2.8/ 1 /2.2.5/

Prva funkcionalna jednalina povezuje vrednost igre G 'ga vred-

no$éu lgre ["EEG' gf' T-467 i oblika je:

-
T:}«o-x E‘nv‘@ ki, ,T"‘EJ'
Odredlmo komponente MDDPSP igrafa B uz poma¢ sledeCeg rekurziv-
nog metoda .Neka je }? jzabrano tako da bl maksimizirao
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i VLIS, Yy ) T4
Uo

* -
0znadimo takvu maksimizira,juéu raspodelu sa %, U opitew

G
ozemo za .1
slucaju ako su poznati / y y,_?;, L,,/ﬁ yos ,Nﬂ -8 mi moz 'y

obrazovati P(:e,‘.-é) o formuli’ /2.2.9/1 izabrati jg,[,,/ jedna-
ku ma kojoj %&} koja maksimizira:

: € ' »
mir [ VILL, ) Qete-208); Theo§ T 4ttt -2),

Ly
Cd‘(ﬂjl’ Ef'wy
gde sea P(fe 20 5] izradunava po formuli /2.2.4/ za
Hrm=ees ol 105

:;(fg —F+35 ) G{‘é:q -2 fd*j
Poka¥1imo da opisani metod izbora komponenata MDDPSP igraca B

dovodi do optimalne strategije Y™} igraca B,
Neka igraé B bira ba§ takvu strategiju J%) .0zunaéivo srat<o-

¢e radi da je: g* s
viz., Fitte ¢ 5 7eres J=V LIS

Niz Vv*(z2) poseduje dva svojstva

1, e v [IHﬂT‘{)/fé,, e) ﬁV*EIﬁf:)

Uy '
(‘:f‘jr -2}
e i ‘V‘*[Lﬁ ':.'V-_
. J

Svojstvo l.je posledica definicije strategije J*,), 1 funscional-
ne jednadine /2.2.8/,a svojstvo 2.dobija se iz prvog i fungcional-

ne jednacine.
Treba da dokaZ’emo da je:
e fx,) Mo vRe), /)2

za gvalku dopustivu MDDPSP &/ igraca G,Novoljno je dokazati da je:
Moo, 40 YY), LNV

za svaku dopustivu DDPCSI u/./igrata G.Neka igra¢ G bira proizvolj-
no DOPCST u/./,tada iz svojstva l.sledi da je:

M{V#[;,Hj\zg) jW[m]J}%(& L)>V sy - e ---(2.2.9)

Gﬁym—w |
za svako X=42..., 7~/ +.Ako prointegralimo /2.2.9/ i1 jo3 jednom

primenimo svojstvo 1-319'31::Wh{“b’*[rxﬁﬂ\rﬁ{)\fxﬂ)?a v ]c(y @-fﬁf‘
=ML NTE )2V AT, ] G ryEeted)
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Ako integralimo potreban broj puta i iskoristimo uslov 2.sle-
di da je: | |

.C‘l !
#Lﬂ

wep, ROV L L L L st
Sto je 1 trebalo dokazati.

Teorema 2.2.1 Ako se u svakom informacionom skupu komponente

MDDPSP igrada B biraju ranije opisanim nafinom, tada strategija
igrata B bide optimalna,

§3.Reskoalicione diferencijalne igre gonjenja u kojima se
informacija dobija sa odredjenim zakaSnjenjem

Razmotridéemo beskoalicionu diferencijalnu igru gonjenja odre-

djene duZine T izmedju grupe gonilaca G—:{G;,G;‘...? G;_} ,koja
dejstvuje Kao jedan dgra¢ i begunaca B , “ Emc-i-»?rn?:..) Jed-

nacine kretanja igrata 1 uslovi koji se postavljaju desnim stra-

nama ovih jednadina takvi su kao u §l. ove glave,
Kratak sadr¥aj ovog paragrafa dat je na stranici 7 uvoda.

Informaciono stanje u igri je sledede.Pati su brojevi €,£f>0:
koji pretstavljaju ZakasSnjenje dobijanja informacije redom igra-
Ca G o igracima BJ i igracd¢ima BJ o igradu G.0vo oznafava da igrac
G zna Za 04 ¢ L) u svakom momentu vremena t svoje stanje
xX(t] = {mé}} yvreme t i stanje igraca BJ u pocCetnom momentu yo,
'J-f.t , m Za L2t 4T igra¢ G zna svoje stanJe.:C({} { "f ’
vreme t i stanje igraca BJ u momentu vremenat.e.gﬁ ,1J_g~, - m o,

Svaki od igrada B:j Za 04t £ ?,4 zna svoje stanje /{/.stan,]e
drugih begunaca é/{?f} ’ R‘f:-r ,vreme t i stanje igraca G u pocets
nom momentu vremena -?’rﬂj 28 8 2+ L igraéi BJ Znaju Svo-
ja stanja H{*‘ , Stanja begunaca BJ: U(?-&) ’ PC-—-j s Vreme t i
stanje igraca G u momentu vremena -E-Z .x:(f E) {xlf-f—-e"}} |

Dobitak igraca je terminalni i odredJuJe se na slede¢i nacin,

Razmotrimo-

_ . .
Qs tx, g}-.mm, G C.x:m'r) uq('r'}}? gl dyeeny ™

Iy ' . wr G/ .t
gde je @(’JC é{ / Euklidovo rastojanje izmedju tacaka x‘,’g{’é R ’
} (1. . .
aJt‘ft(z‘) g"l’{} su ma koje dopustive trajektorije redom uCesnlka

grupe G i igraéa B. .T‘lobitak igraca Bj je:

J
HKf o, b Y = AACACTS. y? _7-, fmt 2y m

a dobitak igraca G je:



) H) (& _
Ko (2,5 & 5s Y ’--ZF ""df . ff}
“ .1-: A2

gde su FJ realne,neprekidne,monotono ragtuce funkcije.

Neka se pojam nPPEST uvodi isto kao u paragrafu 1l.,glave LI,
.Tada za date pocet-

———

a skupovi UDPFSI oznadavaju se redom sa G, 5

1
ne uslove ;t,j@,..,ﬂ, /kratkoce radi ozna01cem0 ih Sa.xﬂ,f /s

funkcije dobitka igrada u situaciji §= (u()L(J trv) odredjuju se

jednoznaéno:

.
KX, Yy S) -::-—-Z __*a?(’;(‘('?“ t (7’))3 . . . I S .
v j=f
. . Vo ’ ) rﬂ:” ) 4 2 Y
%(‘xﬂ?'f{)l‘ S.'-—%‘C%‘ﬁx(lpﬁ,c? (‘?1)3 . . - . - (N-‘_ '
e ? 7‘ ’ ) : "
gde su IC£,‘={:’CC£) c"”, PR ATRN resenja sistema /2.1.1/ iz polet-
« S ¥
nih uslova x, v, u situaciji S -'(L(.() Uit on ey U700
L= f : ,
Definicija 2,3.1 =~ Situaciju 5 u() rf’(r  yree s t‘“?!j,’ nazvace-

mo situacijom ravnoteze u DDPCSI ako je:
. * . o * ]
:u:ar:z;?yw.s I!Lf-())f:i’c’{x v 8%) 1
Ky (X u,,,s“”t }"‘*th’x, 738%) 2 ulreG;

J
}g% '-'-." ll’ T - ' \
Na taj na&i 51tu3013u ravnoteZe mi shvatamo kao ravonotezu po
NE§11 [22] .
Napomena 2.3.1 Mi smo ovde koristili prihvadene oznake:

i 1/% at) % (™)t
S*“ vlu(')=C‘r{-() L"f{)’ J :'))’-:. ( gi)).
pefinicija 2.3.2 Situaciju §+€=(w*é), 05, v7C) nazvad emo

situacijom £ ravnote’e u DNPPCSI ako je:
H(x, v,5 S W) —EL X (X, b, $*¢) £

?ﬁ-
Xl ’690’5*5”1{,)) 54.1(7 Cd;S*EJ

(.f

—_— 7 1 )
za svako & ()& G, U{'-?é F."J-_. J= 1L, 000, P
. q! .
Uvodimo pojam MDDPSP igraca G 1 BJ d&(h,Vf[%;—fL isto

kao u paragrafu 1, glave II i podrazumevacemo pod dobitkom igracCa
g

i
u Sltﬂ&CiJluf—QﬁIH Et e ;Vc)) mdtematifko oekivanje dobitaxa
odredjenih formulama /2 3.1/,/2,3.2/,k03e éemo oznaditi sa:

ey (X, q”j’?.' y FE0 4,0,




- 8% -

MeSovito rafirenje beskoalicione
A Wt - L r - . P
rer y 7' .Pod reSenjem ove igre shvatacemo nalazen;e situacije

jere gonjenja oznaciceuo sa

ravnotEEe u klasi MDDPSP.

Neka su siupovi dostiZivosti igrada BJ z%ﬁvreme t iz poletnih

stanja -uf ttE{}; ‘ kowpaktni za svako t 1&[{ .

Oznagimo se pq: pomoéuu jednovremenugdiferencijalnu igru
gonjenja izmedju‘grupe G = 5&- G,;;_f-,e , ,.?_ ""H} koja dejstvu-
je kao jedan igraé i begunaca B Igra tede na sledeé¢l nacin:
igrac E*"" bira =y tacaka 'ig rt'-{i {:: '_;+i)”,y'.f"‘”1 'rb*_{-f-.?»....,

’JB:J-LIH; sa igrac BJ taéku . Ec*(j‘”? szri,fe vrie jednovre=
meno 1 nezavisno.Dobitak igraca BJ Je J{grp ff’ ’?ﬂ i odredju-

je se Iormulom-

’f‘(?’ 1{”} ~""MM P’C("M 'f’ﬂ, : : - - (2.3.3)

gde je J ista funkcija kao i u /2.%.2/.Poito je funicija dobit-
ka u igri ﬁ%l neprekidna, a skupovi strategija igraCa su sLompas-
tni ova 1nra lma situaciju ravnoteze u medovitim strategijana,0z-
natimo vrednost ove lgre sa 'V‘rn o _

Neka se u svakoj igri iz familije igara ; f postavljaju
zahtevi, analogni onim, koje smo susreli u glagi o, paragraf 1l. 1
to: | |

1* ,7a svako ¢ >0 postoji takav broj A e da u 1gr1 r;,g, igrac rG‘—'rV.
poseduje mesovitu -f-; optimalnu strategija 1,4_50, koja pripi-

suje jednake Verovatnoce ._M,JJ5 taCkama /?% je sxup ta-
1!
daka /skupa Ec fg)_], ;l”%“ ’%ﬂ‘"? i pri tome i.ezabran za dato
T-&
£ broj ﬂla ne zavisi od 5 ‘za svako féCa’ (Y ) .

2% ,Neka je 3(—61 proizvoljno dopustivo kretanje BJ za 0Lt 4T,

Tada postoJe neprekidne trajektorije koje se 1€ se Ku:

‘{“D?"‘-EJ-, S=1,2, ﬂng s da je:

e e ¢ "7
égc 4 - g!]e-r‘cad( (f C}J

*E
i svaka od ;%‘:-E(E ({-e)_] je tatka spektra strategijakﬂt.qu&__e),w
¢

u igri I’"E'” .
$ (¢-t) ny neq s s
Razmotrimo takve dve pomoéne igre: [y 4 N iz faailije
igara { ;E,]} . J
{1,) +1
Lema 2.3.1 Neka su? {';'? s f’} y+d) [CEP ”: | i

) . .
1= HH fb r} } Eigte strateglje redom 1graca Gt Y,
a (u, p 4 (M.« su proizvoljne me3ovite strategije ovih igraca.\de§o_
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‘1 ny .
vite strategije igraca BJ u icrspa '? i !"f.f'! oznaCcimo sa Y

i 7 ,a parove melSovitih stratefriJ;./optlmulnih/ u ovim igrama sa

(,:Lc, ) * i{'fﬁ. L */ , tuda vaZe relacije:

[men @ Fm ‘WJJ-—F E-:-an,(f-nr.m @(?u;] ‘7{’}).]-,

Ry +4 4!
n') =
?{u??! ({, F? L=1y g+t ¢=1.7%:

.

+ {t,?
@f?"b 1) U’)AF(%:::! *? @ ‘7 ))--.,:i,;m (? ‘h/

Dokuz, Poslednja nejeanalina vezi na osnovu monotonosti fuansci-

je FJ. .Tada ZzZa svaku Verovatnu oexru }’ vazii:

Poseb : 4 ' [ ‘
osebno je /xh?ﬁffrmwﬂ{}zﬂ_ -/-‘/‘_7('%',(7’7’?50[}/; ... (.1...5.4)

ali je -»?55'”5 /Jr_’:?r;‘;ﬂff, ;7’5’) V' , Y QU - 2
c;?.(g”} “
1z /2.3.4/ 1 /2.3.5/sledi: 1;?{ w (4}):333(;} «p’-"’})c//’;
¢ 8+
Znacli za verovatnu meru u. na [L‘.£ ¢ t3"}_] Je:
W?'H < / ﬁ{fﬂ (7,?7’)ch At £

4

[c%c"f"’}f? X C%cj)

!” * {3
< J/.. /x_,” (-'r Y& 7 aé(u, -"L i?

r ’ Q*,F n;' | ! fﬁ

b

‘to je 1 trebalo dokazati,
Razmotrimo celobrojni zadatak minimizacije.Naéi

?}va; e L (2.3,6)
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pri ggranic¢enjima;:

.
S Wea, . . .- - (2.3.7)
j-#

niz0 . : : <0 (X 28)

OznaCimo resSenje ovog zadatka sa:

n(u"(f"‘,’,"..u WEIEY ), Ryl )y, Wy ()

"
(f)
Pri kretanju igraca BJ po trajektorijama :jfi) vektor n(‘;{{f)) u

opstem slucCaju ce se menJati

Neka u igri ["(x LT vaze slededi uslovi'
Tl (g}
1. Postoji skup taéaka a*”'(«; ;}7""7‘” % ”(’ zato
postoji 1 : huexe ‘ —“hﬁ g
| -
yﬁ’ec&i (é;‘} g
/

1 pri tome tacka g” su kojoj se dostiZ¥e maksimum pomoélne igre
je jedna te ista za svako 4z nien »ytje vrednost ponoéne jedno-
vremene igre je maksimalna u taski g‘” za bilo koji broj goni-

lavag
2, ResSenje celobrojnog zadatka m1nim1zacije /2 3-6/--/2 3-3/

pretatavlja isti vektor 'nfj{"!" L) 24 -V‘ﬁ tre)ec " fj,z‘; g2 ha,,m
pri ¢emu su svi -n,..:-.{ .

3. Neka je u (yfff)) minimalna lopta, koja sadrii skup

Cia-(;f{’}(f,)) X:! Rf{ﬂ (¢)) njen poluprecnik.Neka je:
= man ax . ¢
R ;0 u‘i,;:C"“'(L{@/ A .
Oznaéimo sa.,n(gw(fj) {23-#{‘5"”}/ okolinu lopte .u(u{"(’t,;).z%
svako G € - postoji samo jedan broj 4 tako da je; . SR
&l xpeg-g) N AT Cm-€) = A

L

4, Svaki od udesnika grupe gonilaca G moZe garantovati u momen-

tu vremena 'I’..e{ ispunjenje pripadnosti-

- e o
cf&,‘;(f”('r’-ﬁf)} :7?553-(3:}(’?—3’ za ¥ u”m’-eJe c 3’(71 e-¢,),

; , . - ‘ - ‘ -7 ))
L= ry  (YCT-0)) %1, my Co(T-0)+dy ﬁa_{fg('f‘ e+ R (T8,

nezavisno odﬂdejstva igraca Bj i oslanjajuéi se samo na informa-
ciju u igri rcx ,3ﬂ,m)/smatramo da je n=0/.
5. Svaka od grupa gonilaca c‘r G—“’ (aLf('P- *) dejstvuje dalje na

odseCku vremena C‘F-& ‘P_‘] 1 moZe garantovati za-b‘é >0 E,, 5 susret
sa ma kojom od taéaka ;ﬂ.sr;/”(m-ﬂ)j koje su odred_)ene uslovima
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1*, 2* koji su postavljeni familiji pomoénih igara {r;;:} .
Teorema 2.3.1 Pri ispunjenju uslova 1 —5 i 1%, 2" u igri
?‘(.’tﬂz{“'r} zz svako ¢€>¢ posic:,ji Sirfgzacija: o
koju ¢emo oznaciti sa ?Z"*Eszcc (-?,)’H‘{-.;,__,?/"m’*'(.)) Opisiumo 2¢
ravnotesne strategije igracda koje ulaze u situaciju Z*¢.
Strategije y“"*‘ igrata B; sastoje se u slededemy Za O£ t£T-L

¢ ravnoteze u MDDPSP

J —_ ,
igrad BJ programski prelazi u tacku 3'*” koja je odredjena uslo-
vom 1.Posto u momentu vremena T-£€ igra¢ B, zna mesta nalazenja

(4!

ulesnika grupe gonilaca za ﬁ-:T-e,-Eq,:C'(’!’—E-E{) ’Bj
di sastav sledeée grupe 7Y ,proverivii ispunjenje uslova 3.Tada

w . . ::!':f) a J}
u momentn T.-¢  igraé By bira ma koju od tadaka Y e(‘aa.(f) u sa-
glasnosti sa meSovitom strategijom Jo,¢ ,koja je optimalna u ig-
ri f';»;i: /vr$i sludajan izbor/ 1 pre'?azi_m_'ozramski u realizovanu
kao rezultat sludajnog izbora tacku: GLI}E Ij”{(?y.,&.ko se desi da Je
nJ'..-:O s tada BJ bira proizvoljnu tadku ﬁ”&—Cé?ﬁf) .
G : " “

Igraé¢ G,koji se koristi strategijon (LL“‘(-)i zna pocetne poloza-
je begunca BJ, tf,j:f,:,,m,m reiava u poletnom momentu vremena celo-
brojni zadatakminimizacije /2.3.6/--/2.3.8/ za skup taCaka
- AT-E {1 i , . . .
g"eCBj(to) .Dejstvujuéi determinisano za 0£t<£T-0 ,G obezbe-
djuje ispunjenje pripadnosti iz uslova 4,0 momentu vremena T-{,

Y - - £ 1 - ;

svaka od grupa P (3('!’ E}),j:f,:.).,”m sa verovatnocon oL bira jednu
od tadaka 7_1.:[‘7“)(7'*8—(‘)]'1 u momentu vremena T obezbedjuje g, sus-
ret sa tatkom <%, koja se premedta po trajektoriji 7‘_1-5['_'{”(1&-9)} .

Fis
Dokaz.Za dokaz 1¢ ravnoteZnosti situacije A*¢ dovoljno je

moze da odre-

pokazatl lspunjenje nejednacina:

' . FHE | '
.tco(x”go;.fr*‘uu(t)/-.zéf_-..,t.c,cx“t;o,ﬂ*)_ L e 3.9)

| . . <&
.,uf(.:cﬂ,gc;f!*’ll U~ E L MiCX,, Yoy )L (2340

L — qr.r e -
za DDPCSI(c)e Gy UV (V€ By, J{f.}’;ff"‘r"'r e .
(%€ 2
Neka su x*f‘({)é {:x: ({‘)j, 3 ('f); j=f:"'?"')”"'neke trajektorije
redom igracda G i BJ ,koje su se realizovale kao rezultat primene

opisanih 2€ ravnote¥nih strategija.Tada tacke Jé"’ﬁ(’f‘,} L

'e mne (—' " -— . E}' et , R .
ey, yj-r-f, ", (5/*'!’4"')T?-f‘g/*’?ﬁ“ verovatnocom _Ef_?? dospevaju

v { ] 4 . ) w .
u £¢ okolinu tacke f' [u”’('r-e)] . / n‘? je skup tacaka/ koje &ine
?.?*Ed ,7.{3}
spektire strategija iy 5 ,,J’_% optimalnih u igrama F—-@f, .
' *érj;

x 1% £ .. .
Svaka tacka_j’ fem), J_.__.,?;,,__nsaglasno strategiji y7°7% ) Je

realizacija strategije }/_";;? R ,optimalne za igraca By u igri rl?;(ff
TR 2
- ¢
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“ . o, (c)%E ') #E
PoSto je zadovoljen uslov 3. , m<in f (-‘»’Cm {"'HJ, g’ﬂ {‘T‘J)
‘

moZe se realizovati samo Zza 56{";'-4 (g)*ﬁ...,ﬂj,,,, (gJ'* '(g)}
O0sim toga funkcije dobitaka neprekidno zavise od ((x’i} gﬁj zato
za ¥¢>0 moZe se naéi E£>0 tako da dim je:

p(x5(m), ;ff’ cflr-o1ce,

)

Za -?i:f,z,,...,m i odgovarajuce brojeve i, tada ¢e vaziti:

=€, . | £ .
| g i, ,;I"}“.lg-(pcffn, :?-)/”:-}”, n IR s et 2eey e (23.01)
dobitaxa % ;— [

£ " . .
gde je ,J%'((u;;g}r %) }é_z; ,)17‘) matematifko ofekivanjeYu igri rgf.f; ]

£ 2§ . .
Sa druge strane situacija ( }—U?, ";‘;?-W,h;‘} Je.f_'.: optimal-

na u igri l"‘{’;,w pa je:

i

£ ‘tgy , E
IJ%'((KE-!‘/!, ", @-fw, )'7‘)--'15_3,5'14;- .. e e . (2.3.42)
Iz /2 .3.10/,/2.3.12/sledl da za dokaZz /2.3.10/ je dovoljno do-
kazati da je:
. 1€ 1Y)
Jﬁ*(g,g.;f*‘}!V‘q‘?-))“lf*.,;‘éwg—w Ce e e (2.5.13)

Napomenimo da je:

— (%, ey j{*‘}i}% v“j(f,, dei '@*:)2

jer je ispunjen uslov 3. Iz /2.3.11/1 /2.3.12/ sledi:

-* £ . ". . ® *‘& « I £ "?."5, E—E p — . — *
20X, 4,3 )% -”%ff"ﬁ”’;'?-‘;?"'z’&}*:éﬁ"” PR,
. — (
ﬂ.tx..g.,ﬂ“}—’i‘-?: "@-q-;g-zf RN & ¥ X))
Tada sledi da za dokaz /2.3.9/ je dovoljno dokazati da je:
™~  PMery) :
'“ofx-lgc} 7[*8” Mf*)} -e-fz:;—v;'d!: . . * - - f ‘2'5‘{5)

| | -
Dokazimo najpre /2.3.13/.Nel§a se u igri r'm;'g.}'r) pojavila si-
tuackj aw(ﬂ'*’” Uy},) s Zde je v‘q;-} proizvoljna DDPCSI BJ.Tada je

gog"?’)sc:’.tgmﬂ':-!)) gde je trajektorija ig-raca B’j.ko_ja odgovara
strategiji U'w(-) ,ti. v'm) pretstavija jednu od Eistih strategija
igrata B, u igri nddfr-09) | -

J 30?(‘!"-(}

Igra¢ G se pridrzava (u_*f.);rﬁi slufajni izbor u momentu vreme-

na T-¢, 1 u momentu vremena T grupa E”’“Jf"‘_ff) dospeva u £, O0KO-

linu talke 7. [f"('r'-g_] ,koja ulazi u spektar strategije /u“

. y?, 1y
i —i— 'je Optimalna u 1gri r’kz';(i(':;{}) .
( -
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Posto B. prima informaciju o igrafu G sa zakainjenjem {, ,ta-

da rezultat sluéajnog izbora nije poznat Bj do momenta T,a pona~

ganje grupe 3"7‘7*"""” strategijski Je ekvivalentno ravoomernom
izboru tataka £, okoline tadaka '{ Cy '/'P-t)]u momentu vremena T.

Funkcija dobitka je neprekidna,a skup ¢ cf'('r' ¢)) Jje kompak-
tan, znaCi za svakogy»p postoji f«’o tako da éim je

plLem), Fis Cy'er-0)])< £,
Za 1 koji odgovara resenju zadatka /2.3. 6/--/2 3.8/ vaZide:

| M5, g,,ﬂf//v‘u)-.u,w.!w n”g('r}”-!.—- SRR L 3.4¢)

gde je .u.,((ugw ”Ué” )matematiéko odekivanje dobitxa u igri
u,{ml})} .0vde se koristi ta okolnost,da vrednost funkcije do-
bl%'l ka zavisi samo od brojevai,koji odgovaraju resenju zadatka mi-~

nimizacije /2.3.6/--/2.3.8/, §to je moguce blagodarec¢i uslovu 3,
optimalna u igri

Sa druge strane strategija (w*‘. ; je &
1> Y "
. 39 m

48y zato je:

NT-¢°
yd ( Wty (v-L))]
A4 (ﬂgm " :g TU“ -~ ngrr-(/ - - . .

1z /2 3.16/ 1 /2.3.17/ sledi da je:

~t})
Wi (X, Yy Tr v J)""te ;q:{gﬁ ’

(2.3.1F)

tada e /2.3.13/ tim pre vaZiti za m>2 .
NDokaZzimo sada /2.3.15/.Neka je u igri f'(x.,g, m) situacija ob-
lika (JZ""‘UH{-}) .Podto se igraci BJ pridrZavaju mesovitih stra-

‘tegi,]a /m*goni vrie sludajne izbore u momentu m¢  ,a igraé¢ G
ne zna rezultate ovih izbora do momenta T,Zzato ne moZe da usmeri
gonioce za tadkama h

Neka su xfi’(t) trajektorije uc¢esnika slede¢e grupe, Kkoje odgova-
raju strategiji we)ege .

Razmotrlcema sledece sluéajeve'

l, Neka je x rm)ec 3”) 2 LE‘"J Q‘”H? 4} (g}f-,z..."? f!/ﬂb (J} .Tada

svaki izbor taca.ka{x (fr-)} L= 4_4'3"” '7 ‘3)*’": f‘y; Pretstavlja ¢istu

strategiju grupe G.":‘ﬂ u igri p¥ '3' i nejednadina /2.3.15/va-
}

Z1l na osnovu ispunjenja uslova 15 i optimalnosti .~z¢trategi,jt:e}/(7""EE

u igrama r'::,": Fetid, ey ™ ykoje ulaze u stirategiju /”HU

igraca Bj svojstvu ponaﬁanja .

2. Neka bi makar jedna od tacdaka .:I'.‘ (T}ecslg Za neodgovara~



) W { .t
juée j.0dredjenosti radi mi cemo staviti da Jex('”":ca,-(f J

: iTL; . .
tada poSto se igraci By pridrzavaju strategije S0y oni ée dej-

) Rerig)-4 ALl +1 pld'e¥)
stvovati optimalno u pomocCnim igrama L-.m (a) ' ré-wyr !;"f?? d

Ij'-“3,’f’...’h 1 sledi da je : /

. Re(F ) P lFIH T nied) _c_""_' Lo L
#o{x;?g'fpiﬂu('))f* it‘f; 4 +v§'r&l "',E Y:,-"rff 7)__ ;.?.-T v

Poslednja nejednalina je zadovoljena zahvaljujuéi tome da je

vektor }y(j') re3enje celobrojnog zadatka minimizacije [/2:43.6/==

[2.3.8/
nl za Koje

. 0 { @
3. Neka har jedna od tacaka X (7’)?/%’.@’/ )

f:f’;,...fn J /smatrademo odredjcnosti radi da je to tackax(m) /

i pri towe postoji beoj §, takav da je
c‘é"(xf'}r.l- ¢, Nu (g""" (-2 )] FN

| }/ff.’i‘ '

¢y lgraéi B‘.j dejstvuju optimalno

Tada saglasno strategiji
u igrama:

}

SL LR el Py . .
a/ r'-:‘? r‘:"j fﬂ)"'" r,h?{g’ jz'ﬂ.t;"'f’ﬂ-f?/"f.‘!!"'fﬂf

' o) o ]
| gro" . ) yﬂl

ako je _J;:,&.( 11i u igrama:

P ]
b/ f;’., J=1:2,-, 4‘1//,—4}.
U svakom slufajusna csnovu paragrafa l. glave 11, moZe se na-
éiﬁaiika éce %] takva da jeP(7,,7)% P(-’P}W,”ﬂ za sve tad-
t ;. 5,.# g ' . o - w
ke me Caj'(g% .0znadimo sa i () uslovnu strategiju igrada G/nije
vazno da 11 u stvarnosti takva strategija postoji/, takvu da je

— —) —
x®tt)=y, sede Je #"rt] uslovna trajektorija, koja odgovara &)

a .i'"mff}:.‘?fm za I #4 .Tada na osnovu monotonosti funkcije FI
sleddi:
1 . Y . . ot 5"(_
ae (X, y, XN U] S NS R e L

1 ako va¥i a/ tada mi dospevamo u uslove slutaja 2,a ako vazi b/

u uslove slucaja 1.
4 —tf, N
4. Neka je na kraju: X'(T)eCo (FV(7-C)), fet, e ) ™

LN, - _
CG; (X ¢T-L-¢,)) n,u(‘y (r-¢N) =__, J70%,., ™,
| ~ ne-d_Niry) o
tada igraéi BJ dejstvuju optimalno u lgrama f’?m / Forin ’ ;=1:3,-w
pri demu ako Jeu.‘(g):w tada u tadkixXer) ne moie se realizovati
{ gsledi da igrac

i

flp(xu}m,'gmm')} ni za go_je brojeve s=4,%,.., ™
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& prima dobitak: ,.uo(.?c',ga;ﬂ*!ﬂa('))ﬁ"(r +

™ ny) - t¥)
+2 'V:-J:), L~ V—?;;r:
J.."-df 3 ’:f ,
pos to je'r:t::ﬂ""::- V:hd po lemi 2.3.1.
AKo jevpak ,‘,{3)3=4 , tada je tim pre:

] te} ]
anir.h. p(x (T}, gﬁf‘r)j:-vj.;,

pa je traZena nejednatina zadovoljena.

Napomena 2.%.2 Zadatak ima smisla samo Za 5.:-:

§4, Jednovremene antagonistilke igre gonjenja sa Konveksnom
funkcijom dobitka

Pri reSavanju diferencijalnih iigara gonjemja sa odredjenim
zakaSnjenjem informacije potrebno je da se zna resavanje pomoc=
nih jednovremenih antagonisti¢kih igara gonjenja.Poslednjim igra-
ma je posveéen ovaj paragraf,

Kratak pregled sadrZaja ovog paragrafa dat je na strani 7 uvo-
da.

U - Rk je dat kompaktan skup S.Goneéa grupaa-wfa},ci...ﬁkejst-
viaje kao jedan igradé i begunci koji takodje dejstvuju organizo-

vano, biraju redom sistem ta_éaka x=(x’z’xrf’£':)...,xrj.tﬂéi i
H’j? :’_..,ym’)’g“és .Izbori strategija se vr¥e jednovremeno 1 ne-

zZzavisno, 'l:;j‘..r prilikom izbora igra¢ G ne zZna izbor igraca B i obrat-
no.Taékax"’,} s':-f,:...'.,n se interpretira kao poloZaj grupe gonilaca
G'i‘ & u S. Analogni smisao imaju tacke 3.9'3 ,;'-.-4,1.,,..,1'» y Koje se
interpretiraju kao poloZaj ulesnika grupe 576- Bus .

Neka je f(r,y/ Euklidovo rastojanje medju tackama xﬂl’i "ys R® .

Razmotrimo matricu cn,mj :
el 41
#yr={ol g}

Funkciju dobitka/dobitak igraca B/moguée je odrediti na slede-
¢i naéin:

XX, y)=F(Aexy)), . . . . . . tLHA]

gde je F data realna funkcija.Igra je antagonistifka, tj.dobitak
igrafa G jednak je dobitku igrata B sa suprotnim znakom.
U ovom paragrafu mi Cemo razmotriti nekoliko igara opisanog

tipa sa neprekidnom Konveksnom funkcijom dobitka,
Igra 'y . Neka je S:[a;&]ek‘, ™ =1 /jedan begunac/, a fun~

kcija dobitka odredjuje se na sledeéi nacin.
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X(x,g}=3((x”x,',.,.,xb;g}.—:m_;'u,[.x-yj . . - (2.H.A)
?

Cilj igrada B je maksimizacija rastojanja izmedju njega 1 gru-
pe gonilaca /maksimizacija minimalnog rastojanja do jednog od
ufesnika koalicije G/ Igrad G ima suprozan cilj.

Ne smanjujuéi opStost mozemo smatrati da jef[a dT7=[1;1].

Teorema 2.,4.1 U igri[ igra¢ B zna dve /krajnje/ optimalne
meiovite strategije,prva se sastoji u izboru tad¢aka:
aned o aetes 4 A
{ TR R th-1 | gn-17 an-1! 1
, 1 "
sa verovatnocomi—; ; druga se sastoji u jizboru tacaka:
BV T RN X T Bl
43";'._:,'? T kg ! ’h-4?4'
sa veor‘vatnoéomi—;‘l—f- N
Optimalna strategija igraca G sastojl se u ravnoverovatnom iz-
boru dve grupe od n tadaka:-{- %25 ..., A a ..., 0
g P a a 1} zﬂ_{, 4 1"—4,£h'4, ?zh--“,
-!—h:—:-b ne 8 g - -—‘3—-——- -—q"-"" »a * Inhrr
ina! TR inA?T T an-1
Vrednost igre je —— .
st igre je ——

Na slici 3a i 3b prikazane su optimalne strategije igraca B, a

na slici 3¢ optimalne strategije igraca G.

a-2 %-2 - 1 1 Z5-3

-4 -a=7 0 w1 _ 4 55 "I O ial_Tus

3 4 4 -

AN\ A n 2n in
Am-q | Lt~

Sliug 30
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Dokaz, Uvodimo sledele oznake .Neka je (u* strategija igraca G,
giju optimalnost mi nameravamo da dokazemo, ay”, }/** su strate-
gije igrada B navedene u postavci teoreme,
Neka Jje:
..-E n-2Lq. Lr-2¢ "':’J .';.::‘!,X.,""af’f- -1
TR TYS -

4
Dokazaéemo najpre da je: 4t (M, ?)f_:""—'} R R IRIEY £ 2 A D

za#‘yg[—{ 17 .ZayeCJ /slika 4/ sledi:
In- .u-M

5{[1--—-9-1;»..] Thed ?}-‘1

Lho24-1 1 raAn~2544 ,____.
“{g-‘ Lh-1 + 1-( In-4 3)

Na taj nadin za bilo koju svoju ¢istn strategiju igraé¢ B pro-
tiv meSovite strategije (u,"' igraa G ne moze da obezbedl sebi

, 1
veci dobitak od Thod

Neka igra¢ B bira meiovitu strategiju y¥ ,a igra¢ G proizvolj-
nu ¢istu strategijux= (X 3 % 5eeey x,. ) .Dobitak igraca B u ovom slu-
¢aju je:

R n-z:--r _ ] LR2 s )
.“(JC’ y )"‘ (g Mbhl LA -9 x"l Z l in -1

4’1 J:‘

n-za-f
2n-1

vu(("‘; }":_‘ln:.hp ,"‘

" Dokazademo nejednalinu:

* - -
N A R (2.9.4)
Za svako xq,x”...,xh& E—i,‘!J pretrazivanjem moguc¢ih varijanata

nala’enja taCaka x, o
Razmotrimo sledeé¢e slucajeve:

l.x._'e ‘i..{ , Lt‘,z?\---,%;

’ . &

3. x; € L. 1t ~4 ) L =14, &1, K*‘,?“l""; Xy € {’."}

tj. bilo koja dva susedna odseixa sadrZie tacke X, .
U prvom sluéaju /slika 5/ je:

AM-Hit A g oo, L ARHETD

201
Sledi da je:

..-M«(.ch'xt,_”

Ir-Y,43 1
% V¥ 21_['2“'_:( -2 ). Z n-1 ﬂ-‘m-
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sbig § | o

Drugi sludaj oznadava da u jednom od odselaka dospevaju dve

tatke «; /slika 6/ i onda sledi:

X-1 - 1
4 In-Y ?5 i . zh VJ"‘ o
. = — L duinl 5.k g
LGy Fyyener T V= Z[ Ah- :rf( T /
Ln-tu+? +(Lz,n,-'{x,-l-1_x )+ f(jh-‘f‘fj’.ﬁ ) _%.)+
(K ="tn 7 ) - An-1 SRR Yy 201
In~Ystd In-4Yp+3 in -4 P+3_ o +
M E—(‘T ’ﬁt"?‘)“"“"( g P T Ine <)
=K1
Ln=YP4e, Lh-yptdj, I Yyt x4
"I'MLI«.(IP A h-1 X ™ Y } ?;;‘( Lh~1 )

‘h- u 9 E‘___ ________ ___.__... ]__ —e
S -tit)]2 4 [ e TR

I zaista razmotrimo izraz:

J,h--‘”"l*f x Zh"fﬂﬁ)

An-Hp AL A petie (X — ) A~ z
mw( Q.u-dJ pT—x_h'%- x‘k)+ (Xp==2n=1 K Lh=1

Minimum navedenog lzraza po X ’ Xy jednak je nuli 1 dostize se

naprimer Za

- In =42+
An -YUp -H,x. — £+ |
2n-1 K 2n-1

'xp

Poznato je da Je:
an-Yg-Ht{sx L% - k- 4.)"3,
25-4 = Y%t T Rheq

zato sledi da Je: ..., fy —~ zw-nu?g_)______
“'r-{( Ir-4 |




- 94 -

: +1 - %
Analogno Je: min ( :'“';:"‘1 - —-:Cu” =qnsr ?

Pri povefanju broja talaka X, ,% , e Xug, Sp€ dobi tak
Kq

igrada B raste. Strogi dokaz navedenog fakta 1zvod1 se metodom
matematidke indulicije po broju tacaka Xy o € fz.o..q s pri Cemu dokaz
indukcionog prelaza skoro potpuno se poklapa sa napred navedenim
rasudjivanjima.

Napomena 2.4.1 Pri dokazu nejednaéine /2.4, h/korlstlll Smo se
uslovom da jex#4{ .Za k=1 dokaZ je analogan,

U tredem sludaju dokaz nejednadine /2,4.4/analogan je tek nave-
denom.Varijante rasporeda tafaka pretstavljene su na slikama 7a,

7b, 7¢c.

Iz nejednacina /2.4.3/ 1 /2.4, 4/sledi da su strategi,]e(& .l yr
optimalne redom za igrae G 1 B ,Vrednost igre je jednaka i{:f .
Dokaz optimalnosti strategije }”"HF igrata B analogan je dokKazu

optimalnosti za strategiju y* .

Lo tﬁﬂ 1:! "tt . Idc
,/// ‘ -,
th& 4. | S&A:ilﬁ

K L T Xy G

e

Slg ZC
Igra f, . ($=C1;1] n>i /nekoliko begunaca/,a funkcija dd-
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bitka je data na sledeé¢i naéin:

Teorema 2.4,2 Vrednost igre [} i optimalna strategija igraca
G poklapaju se sa takvima igre I; .Sto se tife begunca B!e B,j::{,zu..v.
svaki od@ njih treba da bira strategiju optimalnu za 1graca B u

u igri ﬁ .
Dokaz ove teoreme analogan je dokazu optimalnosti strategija

igrata 6 1 B u igri [;.




GLAVA TIT

Diferencijalne igre sa diskretnom informacijol

U ovoj glavi izlo%eni su matematicki modeli konflidta upravlja-

juéih procesa, u kojima informacija o tekuéem stanju dospeva dis-
Kretno u zavisnosti od toga u kojoj oblasti faznog prostora se na-
lazi upravljajuca fazna taéka;HatematiEKi'zadatak se svodi na is-
trazivanje jedne Klase ahtagonistiﬁkih diferencijalnih igara go-

njenja sa nepotpunom informacijom.

ﬁl.niferencijalna igra na gpnvegsnomrmnogpuglg

Kratak pregled ovog paragrafa dat je na strani 8 uvoda.

Dva igrada gonilac G i begunac B premeitaju se u zatvorenoum
mnogouglu SeRM bez informacije o sebi i o svom protivniku,Igra
traje odredjeno vreme T,a posle toga igrat B prima dobitak, £0ji
zavisi od trajektorija igrafa G i B.Igra je antagonisticka, tj. do-
bitak igrada G jednak je dobitku igrata B sa suprotnim znakoum,

Jednostavnosti radi razmatraéemo kretanje u ravni,mada rezul-
tati mogu biti preneseni i na slucaj prostora Bilo kojib dimen-
zija.
| Neka je u ravni dat kouveksni mnogougao S.0znacimo sa S5, unu-
trainjost od S, sa s,,S,,...,Se. stranice mnogougla S /bez temena/
1 sa 5',“_”)5,,.,._&:---;5‘;“ temena mnogougla S /slika 8/,

U poCetnom momentu vremena
"sludaj bira tadku x£S igrada
G i 3‘65' igrada B u saglasno-

sti sa ravnomernom raspodelom
u S.Ako kao rezultat sluéajnog
koraka %,(Y4.) pripada S +X=04..,m,
tada igrac B/B/zna samo S,»ali
ne i koja je to tacka.Dalje se
igraéi ¢ i B premeitaju u S po
jednacinama:

x = icx,g), weU Conp g2
N == g4 V), €V lonpR?

gdeCmPR"' oznadava skup svih kompaktnih skupova u ravani.Poletna
stanja su xoqs,goes,xen"', 762"' .PoSto zahtevamo da u procesu 1igre
igraci G i B ne napu$taju S potrebno je da odrediﬁo Klase

5:...4-4

. -« ~{(3.4.4)
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dopustivih upravljanja.
Definicija 3.1.1 Programska upravljanja w(t/, v(t),te [o,T],

yuell veY nazivaju se dopustivim ako za sve poletne uslove
x,, QE-S trajektorije x(t),y(ﬂ dobijene kao reSenje sistema jed- |
nac¢ina /3.1.1/pripadaju skupu s.0dgovarajuée trajektorije x¢2¢),
,?tt) mi éemo nazvati dopustivim trajektorijama.

Neka je u momentu oz t2T taCka x(f)ésh i tacka g(é)e .S&

tada u ovom momentu Vremena igrai G i B znaju da se onl nalaze

redom u 'S«: Py 5 ,ali ne znaju tacno bas u kojoJ tatkis ¢S, se
nalaze.Na trajektorijama x(i-)? g(f) za te[o,m] dat je nexi
neprekidni funkcional F(%?go,x(f),g(f}}i dobitak igraca B je F/do-
bitak igrada G je -F/. |

Saglasno uslovima igre igrati razlikuju samo sikupove
5“(,(._._0’.;’,,_'“) ,ali ne razlikuju pozicije u ‘Sx .O0sim toga igracCi
znaju i skiup S.zato nalazeéi se naprimer na strani S. , igraé¢ G/B/
zna koja je to stranica,a znadi i sa koje strane od Sy se nalazi
mnogougao S.Ako se G/B/ nalazi u temenu Sy ﬂ:m-i-g...,l”b tada on
zna 1 strane S . L .%& koje se sastaju u temenu S, 1 konacno ras-
pored mnogougla S u odnosu na ove strane.Ako je Xx¢ 50 tada G/B/
zna da se samo nalazi u §, .Zato ¢emo mi odrediti informacione
gsikupove 5""’ igrada G/B/ na sledeéi naCin:

(o) . (R.L _
S ""Sn? S-—SRUSO, K1, 00y,

(R}
Odredimo dopustiva upravljanja u svakom od §, x=01..,M™2a

x.esr"(ge.{"’) igrad G/B/ mo¥e birati proizvoljno upravljanje teel
tv’eV} “a x&Sn:} ~©= 1,&,...,9'# .Treba imati u vidu tu situaciju da na-
lazeé¢i se na stranici Sy ,G treba da bira upravljanje well ,koje
Ge usmeriti kretanje taSke unutar S, jer za svako xe § ssup do-
pustivih upravljanja je isti inacde G bi mogao da razlikuje razli-
¢ite pozicije u Sf:q.Tada zZa svakoxesw’ mi éemo navesti sKup do-
pustivih upravljanja kKoji se poklapa sa takvim Za xésx’y.:f,g_;..)n.
Upravljanje e mi ¢emo nazvati dopustivim u t‘ur;ﬁf':liiac"tsf:siC axo
postoji takvo d>0 da za sve pocetne uslove .x'e src , 0dseCak tra-

jektorije o (¢#) dobijen kao resenje sistiema je:

x=dcx,il), Xc0)=x',

Za t),_s":tﬁti’1 pripada skupu So.oznaéimo sa u, skup dopustivih up-
ravljanja igraca G u tacki .xe.S‘ .Analognim nac¢inom odredjuje se
dopustivo upravljanje o¥e¢V u tacki yeS, igrada B 1 skup do-
pustivih upravljanja u tacéki y oznalava se sa v‘(zf).Skup dopusti-
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vih upravljanja u informacionoi skupu SMJ odredjujemo:

s = nuzx) L 'P”(s"‘) nv'g
Sk Y&S,

Saglasno definiciji 3.1.1 ovi SEupovi su isti u gvim partija-
ma Xxé& suq ,Poglednje iskljucuje moguénost poklapanja ovih ili onih
pozieija iz sf’igraca G i B. -

7a neke §¥ skupovi wes )¢ ves™) mogu biti nekompaktni,
U takvim sluCajevima mesto 'DC(SWJ V‘(,S”} mi ¢emo razmotriti ma Ko-
je kompaktna podskupove ovih skupoVa,suzavaJucl na taj natin ssu-
pove dopustivih upravljanja na dati informacion skup.Osim toga
neki § W(St") cle vVes™) mogu biti prazni.,U ovom slucaju sha-
tracemo da se kretanje prekida a tatka miruje u S, do momenta za-
vrietka igre. T. Ako je u nekom momentu vremena ¢’ tacka x/y/do-
spela u jedno od temena S,tada Cemo takodje smatrati,da ¢e ona

ostati tamo do momenta zavrietka igre T.U odnosu na sistem/3.1.1/
mi éemo smatrati da su f/x,w/ 1 g/y,v/ neprekidne po skupu prome-
nljivih, zadovoljavaju lokalni uslov Lipsica 1:

I{c.x,u)f.’-’_-..m,,lxlwff;lc?(g, V)14 #,Igh-/{,', ,

Neka za t>0 reSenja x(t), y (t) jednadine/3.1.,1/ za sve pocCet-
ne uslove i za sva konstantna upravljanja ne dodiruju granice wno-
gougla S.

Mada su definicije informacionih s&upova G 1 B analogne defi-
nicijama za finitarne igre u radu Isbella [7] one se razlikuju
od definicije Kuna [267, koji je zahtevao da svaki informacio-
ni skup sede trajektoriju samo jednom,U nalenm sluca,]u nije tako.
Trajektorije igraca prolaze po informacionim skupovinma.

Pod ¢istom strategijom mi podrazumevamo pravilo koje svakom
informacionom stanju igraca korespondira dejstvo koje je dopusti-
vo u datom informacionom stanju.0vu neformalnu definiciju postara-
Cemo se da iskoristimo za formalnu definiciju strategije.

PoSto se dopustivo upravljanje bira sagiasno informaciji, to ono
treha da bude jednako u svim tadkama informacionog skupa sﬁ‘;
_K=0,4,...,m , jer je informacija ista u gvim tatkama informacionog
skupa, a to je da igraé zna da se nalazi u § i niSta vile.

Definicija 3.1.2 Pod strategijom uw/./ /v/.// igrata G/B/mi Cemo
smatrati preslikavanje koje korespondira svkom informacionom sku-
D“1§ﬂ x=01,...,m ___  igracda G/B/ neko dopustivo u tom informaci-
onom skupu upravljanje u',e'LC(S )(u' Vi¢s "J)) Iz takve definicije
strategije mi vidimo da se izbori upravljanja W i v, uopste go-
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voreéi ,menjaju pri prelazu iz jednog informacionog stanja u dru-
go,alli se ne menjaju unutar jednog informaclonog skupa.Ovo je
potpuno usaglaSeno sa taxvom intuitivnom gituacijom, da igrati ne-
maju osnova da menjaju izabrana upravljanjé,ako informacioni us-
lovi ostaju isti,

Neka je data situacija.{;pp);wwv.Prvi Sini korak sluéaj i bira
tacke X, ig,_ na sxupu S, tada igradé G bira upravljanje 1 ¢ 87
diktirano strategijom w() ,a igrac B upravljanje v (s diktirano

strategijom v/./.Kretanje se izvodi po jednadinama:
. . . }
z=dcx,ws')), §=904, 75D,

za poCetne uslovex (0):_213(0):50.

Neka jet;(f;v prvi moment vremena Kada xt’f)(gtf)) dospeva iz
! v . | ..
S 1151‘{5“ ) ,tada u momentu tf (i:’) jgrad G/B/ bira upravljanje
1 %

'w(s“fb tves™)) diktirano strategijom w/ ./ //v/.//1 ovog se
pridr¥ava do zavrSetka igre ili do dospevanja na drugu stranu
mnogougla S.Kretanje u 5"&") (§'%s) izvodi se po;

de = 402, (™). (G=404,v(s™)))

N ! «
sa poCetnim uslovom x(t‘)(g(f:}} .0vaj proces se produzava do
momenta T.U momentu T igra se prekida i igraé B prima dobltak:

KX, Yy nl), VO= FLXCT), Y(T])y - o oo e s (3.4-4)

gde su x/t/,y/t/ trajektorije procesa iz pocetnog stanja 30’Yo

u situaciji /vw/./,v/.//,F/x,y/ je neka neprekidna funkcija.Po-

5to se pofetno stanje X, y, ~ Dbira slutajno u §, »tada igrac B
u poéetku igre moZe biti uveren samo u srednji dobitak;

s fu (), v't)) =‘3%;} J’;{j{ (I,g; t{«(-), U’(')) d.r,a/g)

gde Jje ac(5) Lebegova mera skupa So*

Pod funkcijom dobitka u ovoj igri smatracemo srednju vrednost
dobitka: x(xﬁ,g.;u(.)’ ve)) s tj. funkeciju u“v(k.('), vC-)) .

Zadav¥i skupove strategija igrada G i B, funkcij)w dobitka

JZ(uu?h“FUmi smo odredili igru gonjenja sa nmepotipunom informa~
cijom u normalnoj formi.

PokaZimo neprekidnost funkcije.c(u(-),V(-)) po strategijama w(.),
v() .Uvodimo oznake wS'™) =W ; V(S )=, ¥=on 2 M Tdda svaka

strategija G/B/ moZe biti pretstavljena u obliku vektora:

u.-(-)-_-(;(“u“..;.’uﬁ) CASEICARATERE. v ).
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Svaka od vrednosti w e U(s°) ¢ tfeV'fS ) ykako smo veé govo-
rili, skupovi svih itrateglga su hompaktnl skupovi u prostoru R m

Oznadimo skup strategija igrafa G/B/ sa§G (B) .Pokamacemo da je
funkeija «¢(ur) v()] neprekidna funkcija definisana na Dekartovouwm
proizvodu kompaktnih skupova ¢G x®) .Razmotridemo proizvoljnu si-
tuaciju ¢u (), v'¢-)) -Oznacimo sa Dy, L2y §okoline temena S o
Kemitfyiiigdm.

Neka je s(’a‘)c‘:s (S (é‘)c:S) skup svih poCetnih stanja X (Yy,) 2a
koje trajektorija x(t)cy(t)) za oLt£T ne sete skup <Oy

/slika 2/.0znadimo sa $¢8) =87 Ns"cF),

Tada je $¢8)x$(7) pravouga-.
oni skup tih pocdetnih sta-

nja X,,4s s Za koja tra-
jektorije x(¢),yct)  za
04t £T 1z podetnih sta-

nja Xo,Y, u situaciji
_m(.),v‘r--)) ne seku skupove
9¢ 155_

Uslov l.,za¥g¢g>0 postoji
d>0 da je

laccsr))-'es,) 14 €,

gde jem Lebegova mera skupa S.

Neka sux goi.s;f(f'()x{f}()‘?) i neka su t, ¢ ,..,50% C, ;- -%p)momenti dospe-
vanja tra,jektorue\f a stranice Sk-Postox(ﬂ yff} ne seku skupoved,
tada postoji £ >0, (5143') da ¢, okoline 3" tx (%)), (gf'a'))redom ta-
daka x({;.)’g(:::) ne sadrZ# temena skupa S |

Uzmimo bilo kKoji niz w () V'¢) koji konvergira ka (), V) .Za

:,z-f;..gpostn,]l Ppex,y £) tako da Sim je n>N(x,y €) tada talke
preseka strana skupa S trajektorijama o (),y,(¢) U situaciji

(.0, V"(}} iz poletnih stanja X, Yo pripadace Y’(x(f Jj”}"(g(?' )
poito male promene Strategija ne mogu promeniti redosled prolaska
informacionih skupova u poredjenju sa situacijom (&« (), V() Mo~
menti dospevanja u informacione skupove 5":" K= fyL,oee g malo ée
se razlbkovati od momenata ¥ ¢ €. u situaciji (ut), ve)) o1z
navedenog sledi da za ¥€,>0 postoji /‘ff 01, J‘f) da cim je

n>=A, C.X.,g,,é-, £ ) tada je:

Joc (£)=2(¢)]cE max (€)-Y(t][<E
oxtem ™ e, 0Lt &T Hnt S '
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Poslednje oznadava da trajektorije Xoje polaze 12Xy,

neprekidno zavise od trajektorija u tadki (W (), UC)).Posto je po
a za svaki

é{,F.S(EJxS(J)

pretpostavei F/x,y/neprekidna funkcija od X iy ,tad
niz (u"{-),v;{-)) Koji konvergira Ka cu(r),o"(-))za sve tatke X g9 Jo &
& §¢5)x8(8) postoji %(Xn,gﬂvff_,g)da Za sven::»/hi(.g,y,:ﬁ,,ﬁz) vazi ne-

jednacina:
| B0, T, 3,.,"’"’) —px(T), ¥CT) [<¢€,

i1i 3to je isto na osmovu /3.1.2/:

[2¢0%,, Yoy 400y D;,,(-J}-y-t(xa,gw“m,”'f-))Iif; ¢ 2 1)

Pokasimo da niz integrala takodje konvergira:

o‘.‘:x So
i [Tt il e mpsrect
S$oX % x$(

. 4 i
[t et g), pren)= e e (), VO 1=£vd'(.s) KX, 13407 5 e jelx-ly

+ ] FLX, Y548, L e)elzedy ac(x,g,-wﬁ))yv(.,)agr,o/g__
$(5)x S(5) S2 8\ 8(8)xS(5)

-‘-/x(x,g;u(.),w.;) olx. da']:i @1(50}{1 I‘C(xfg;""-af*) V;,()) clx- c[é:.{ —

$¢8) xS(6) SuISn\Sfé)xiw .
—J K (X y;“(') U?-)G{x-af + J'C(x}gr oy
5.,*5.&:}(6)1555) ’ j dl(l ] $¢H)xS¢8)

-/x (x, y; u(-), v'(-)jof.x-c/y [ } :

t{@))a[x-cgy——

Ocenimo prvi sabirak:

I /‘x(x,g; “k:"r V() c(.x-c((j(axs‘h's:éffﬁag; u(f); v'('-))a/x.dg l«_:__

S&Sy505)15¢5)

- —‘f-, KX, Y U l), U;;(-J)c[x.afg I-{-[ KX, Y3 ) UTC)) a(xcfg 1:5:.
525 \5(0) % S (¥} $ XS N\S(6)*5(3)

= ‘/l\sccx,g;},cf)’ V,L(")lo{.z:-ofg-f— ﬁx(xrgiu(.)?Va))Ic(x.c((y_é_
5 X SNSOIRSE) PRONCOR

£ LU (ures,) ~prsd)) =2 U,

gde je 4y maksimalma vrednost :lc(x,g;uc-),uy.))u Se/Funkcija
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(2,5 Ve))je ogranifena brojen x""‘*jsf: (x, 9/

Ocenimo sada drugi sabirak.Iz /3.1.3/sledi da niz 3(x,, Y0340,
i r Cka w $73) - . ,
. ,{'(.)) convergira za sve tack .z;,gagS(E) AY{ )l-a:ﬁf(.z;,go,un,d?))
Zato niz integrala:

r/ﬂf(x,g; w,l), v.e)) dx-a/é./ |
L TIERIC

takodje Konvergira .0vo oznacava da postoji taKVOJ\é(EJ) da za

-’fn.bl'fsff,] bice:

ryx(.x,g; wl), U;G-))a{.‘:c-o(g —fxrx,g; i ()4 V) 0/1'5‘/;[453

SEYx8¢5) $t8)x5(8)
sledi da za svako m:-,lﬂ , 2de je:

ﬁ/;-.:: max{%{x‘,g“i” 2&-“ ’4”1»)})

W

vazli:

' 4
[ e lucr, ve) = elued), ) !A(-u_f?fo)“' MELES ).

7a dovr3avanje ovog dokaza dovoljno je stavitiég:(‘—g’;?g:)(lﬂhés) s
tj.funkcija,umc-],ﬂ'(:)) je neprekidna u taCcki (u(-),nr(-)) +POsSto je
situacija cuc),v)) bila proizvoljna, tada je Meut),Ve)) nepreki-
dna funkcija strategija uy¢) v'¢) .

Teorema 3.1,1 Funkcija dobitka e (u(),v?e)) pri ispunjenju uslo-
~va l. je neprekidna funkcija na proizvodu kompaktnik sxKupova:

GxD .

U teoriji igara je poznato da svaka igra u normalnoj formi, koja
je definisana na Kompaktnim skupovima strategija i sa neprekidnom
funlkcijom dobitka ima situaciju ravnotete u meiovitim strategijemd,

Ovo zajedno sa teoremom 3.l.1 daje nam osmovnu U ovom paragra-
fu teorenmu,. |

Teorema 3.1.2 Razmatrana igra gonjenja sa nepotpunou infor-
macijom pri ispunjenju uslova 1.ima situaciju ravnoteZe u me3ovi-
tim strategijama.

Napomena 3,1.1 U svojstvu raspodele na skupu S moguCe je uze-
sto ravnomerne raspodele uzeti bilo koju neprekidnu raspodelu 1
pri tome svi rezultati ovog odeljka ostaju na snazi.
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§2. Diferencijalne igre sa Q}skretqgm disjunatnom inforunacionoa
podelom

ovde &auo razmatratl diferencijalou igru gonjenja u xojoj 1ig~
radi G 1 B u procesu igre nemaju informaciju o svon stanjy. a
znaju samo neki skup u kome se oni nalaze.,

Kratak sadraj ovog paragrafa dat je na strani 8 uvoda.

-

Smatmaéemno da je jednadina kretanja obllka:

i:{(x,urv},néw’ U"G'V") v = = 8 & e = .(5-4.{)

gde je Xx¢ f-n' ya I ¢V~ su kompaktni sikupovi n Rn sa pocetnim
uslovom x/0/= xo.Jednostavnosti radi ogranilimo se igrama, gde je
xe R_" i 1gra ima odredjenu duzinu T, |

U odnosu na sistem /3.2.1/mi &emo pretpostaviti da je g ox,u,V)
neprekidna po skupu promenljivih, zadovoljava lokalni uslov Lipsi-
ca po x /ravuomerno u odnosu na u i v/ 1

[4tz,n,v)[&ucixlt”

o ey

Yeka Je ?:-55”5&1._:’3-«..} disjunktna podela, koja je konacna po-
dela neke are¥asto disjunktne podele ravni.,Dalje éemo razaatrati
gamo podcle koje su disjunktne podele? . |

Neka jJje 5={$”$ ’S"};tal{va disjunktna podela ravail R2 na Kona-
¢an broj skupova.

Nefinicija 3.2.1 Tacka .xeg': naziva se granic¢aom tacdkoam di-

sjuniktne podele, ako za svako £ >o postoji £ osolina tad ke
q,a%(x)i takvo K%t da Je:

1.1".

a)efx)ﬂsx%fﬁ. Y ¢ T A

Talka X€ 5. naziva se srani&non tadikom prvog reda ako je ona
graniéna tadka disjunktne podele S 1 skup S, iz /3.2.2/je jedinn-
stven.Sve ostale graniine tadke disjunktne podele § nazivaju se
graniénin tadkama drugog reda.

nisjunktna podela naziva se regularnom, ako ona sadrZi Zonacan
broj granidnih tadaka irugog reda i ako je bar jedan element di-
sjunktne podele ogranifen.,Vezni skup granidnih tacaka prvog reda
naziva se regularnim odsefkom granice,

smatralemo da za ¢ >0 reienje x&)JednaEine /3.2.1/2a sve po-
Setne uslove 1 za bilo koji par konstantnih upravljanja u, Vv n¢€
dodiruje regularne odsedke granice.
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Igra tee na skedeci nadin,U R2 ie data informaeciona disjunstna
podela S. Na jednon od graniénih elemenata S,Sko je data nepresid-
na raspodela F/x/.Sludaj bira tadkmn &Sy u saglasnosti sa raspode-
lom F/x/.Tadka =, je podetni uslov jedna€ine /3.C.1/ 1 ne saop-
Stava se ni jednom od igraca G 1 B.Tgraci ¢ 1 B znaju saso da ta-
dka o pripada elementu disjunktne podele Sﬁa .Njima je takodje

poznata raspodela F/x/, |

Tatka ¢, PpremeSta se u S, U saglasnostl sa jednaCinom kre-
tanja /3.2.1/vod dejstvon upravljanja u i v,koja redom birsju iz-
raci ¢ 1 B,

Neka Jje tl prvi moment dospevanja trajektorije x/t/ na grani-
cu disjunktne podele S,U tafki x/t;/igralima se saopitava da da-
ta tacka pripada granici skqpa S1 i Sj. |

Ako kretanje polinje od tadke gxtu onda se izvodi po Jednon od
elemenata podele SmE.SIedeéa informacija dospeve u momentu t,, Ka-
da xc(t;)ponovo dospe na granicu disjunktne podele S, pri ovome se
saopStava da data tadka pripada granici skupova Sui; £.Sm..0vaJ
proces se produfava do momenta T.Igraé B prima dobitak °HlxfP)} gde
je H/x/neka neprekidna funkcija data na R2 .Igrad G prima dobitak

—~H{x(T)) |

Smatrademoc de je cisjunktna poéela S regularna.”na je prikaza-
na na slici 10.0vde su graniéne tafke drugog reda prisazane Kru-

7iéima.

_Slixa 10




Na osnovu definicije granifne taCke pIvog reda taxve su grani-

ce samo za dva elementa disjunktne podele S.Ma kojl regularni od-

sedak granice je takodje odsefak granice samo
ktne podele S.,0znacimo regularni odsedak granice medju skupovima

dva elementa disjun-

S+, SJ-C:S sa % / ako 5" . S? nemaju granic¢nih talaka tada je
s.=¢ /.

Neka je l(?- ) duZzina odsecka krivez. / pna moZe biti jednaxa
oo [.Ako skupovi & 8. imaju neprazan regularni odselak gra-

nice :;" , tada postoji maksimalni regularni odsedak granice 3}4-
medju g{upovima S, ,5’. , tj.takav odsecCak '5';). da je:

s = geo ) _
gde £(5.) moZe biti jednggﬁeskonaénosti.Aka jeﬂ(&ij)-ﬁ”‘ tada je sicup
8§.. ili zatvorena kriva /slika 11/

<

ilJi krajevi o@seéka 3;'3
ne graniéne tacke drugog reda/posto
je graniﬁnih tadaka drugog reda sa-
mo konaSan broj/.Ako je f (Sij)gqi:ada

odsecak §.. ima ne vife od jed-

su izolova-

ne granidne taCke drugog reda

/slika 10/.

Oznalimo sa .u&(t=f,1.?...,;¢} granicé-
ne tatke drugog reda.lz opisivanja
igre sledi da regularni odsecci
granice §; i tadke ¢ imaju u
igri posegnu informacionu ulogu,

U tackama skupa 5:. jgrat dobija informacij
za koje je ova taCka grani-

Seieg 44

u 0 prelazu procesa u

jedan od elemenata digjunktne podele,

na, Na taj nacin posle realizacije s
delom F/x/ u skupu 5’(55 a4 podetnom momentu igre promena info
°sa dejava pri prelazu trajektorije x/ t/ kroz

ludajnog mehanizma sa raspo=
roa-

cionog stanja igraca
skupove §..
b

Skup 5:65 i regularni odsedci granice ‘Si.j nazivaju se informa-

cionim sk&bovima igrata G 1 B.

PoSto se informacioni skupovi jednoznatno odre
podelom S ,to se ova podela naziva jnformacionoi podelom,

Sada smo u stanju da odredimo strategije jgrada u igri.Razmo-
trimo skup svih informacionih skupova.(su.,'sf_u...? 5-:‘:;,---:5:.4;.,;)“’31
se sastoji odmi-m +1 elemenata.Strategija igrata G pretstavlja

't g +4 dimenzioni vektor:

djuju disjunkino
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u(e)—-:(u,,’,cc,,‘,...,u,,;;,...,uﬂ,,.‘_,)).. Coe . L (3.2.3)

gde je t4, €W izbor igrada G u informacionom skupus§, , & .6 je

0 AN}
izbor igratéa G u informacionom skupu 5‘-. .
Analognim nacdinom strategija igracda B je m%m +1 dimenzioni
vektor:
' —r 1 Ak
v"z-)-(vx', ”4‘1--,----: L&?"'?tfh--’!}h)f - '(3 )

gde je v‘e'V‘ izbor igrada B u informacionom skupu 5 ’ 1{;6'\/' je
izbor igraca B u informacionom skupu .. . Ko

Skup svih vektora /3.2.3/ za u,xeu: L{ & su skupovi &istih
strategija igraca G i oznacCava se °sa G J .Analogno sxup vektora
/3.2.4/ za V‘GV .Y je skup 8istih strategija igraca B i ozna-
dava se sag . .J |

Postavimo disjunktnpj podeli S i jednadini /3.2.1/sledeCe do-
punske uslove. |

Uslov 1. Neka je x unutraSnja tadka regularnog odsecka grani-
ce s-ij i neka je Xx(t) reienje sistema jednalina /3.2.1/sa po-
¢etnim uslovom x(0)= =X i pri koridcenju konstantnih upravljanja
well , VeV , tada vazi tadno jedna od dve alternative:

1, posto,]i takav brojd>0 da je X (t)e S; 24 ¥ T €[, 01,

2, postoji takav broj 5y0 da je x(t}eS‘j 2< ¥ t e CO,SJ.

Neka je cwue),v()) bilo koja situacija u igri ,Razmotrimo de-
taljnije proces formiranja trajektorija x(¢¢t) u situacijicwt),v?))
Po3to kao rezultat sludajnog koraka igrafi u poletku igre dospe-
vaju u informacioni skup 5 e.s , tada na prvoj etapi igre strate-
gije igraca (), V() diktiraju im izbore upravljanja TI(.S J
""u.,‘,qf(-s':dﬂ" k031 ostaju konstantni do momenta vremena t, dospeva-

nja tacke ) ', koja Sse preme3ta saglasno sistemu

"‘ﬂx 7Yy XCOI=X,, L L L . L. (325

na granicu disjunktne podele S.
Ako je tadka x(ﬁ;)es‘ . ,tada se dalje kretanje tatke izvodi

saglasno sistemu: 4t
:E:y.::, ; ) By )y XE) |, -—-x(f,,). C e e e e e o (3,2.¢)
gde su L, . =S, . ) N . ="V"($. ) izbori u informacionon

1:1 l-f f 1‘1
sKkupu 5; ;e d1kt1ran1 strategijama u{)v"() Ako je pak x('[*)=.-€t£ ta-
da demo smatrati da se dalje kretanje taftke prekida 1 tacka miru-
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je do momenta T.

Kretanje se produzava do t"' momenta dospevanja taCke Xx(4) u sle-
deéi informacioni skup, koji je regularan odsecCak granice, gde se
izvodi smena upravljanja saglasno strategijama w(.),v() i td, do
momenta zavrSetka igre T.Kao rezultat dobijamo trajektoriju kra-
tanja x(f“!)o_z:t-a-'r .1z navedenog sledi da strategije «(-),V() u sva-
koj situaciji realizuju deo po deo konstantna programska upravlja-
nja w(t), V(¢ sa kona&nim brojem taCaka prekida t s Koje odgovara-
ju momentima prelaza trajektorije x¢¢) granica disjunitne podele S.

Svakom poletnom uslovu xes 1 svakoj situacijicw(), ""()},“(]49

vr)e B jednoznaéno odgovara tragektorua kratangax(x‘)o&-t&-?" ,
a to znadi 1 dobitak H (X(T)) .Zato moZemo napisati da dobitak u da-
toj igri je funkcija od’ pocCetnog uslovas‘gesxo i strategijau(-),ﬁ'&)

tj. T -
JC(%,N(*),V(*J)‘-‘-'H(J:U’J)’ e e e e e e e e W3.2.%)

gde je x(¢t) trajektorija kretanja iz poéétnog stanja x, U situaci-

Ji--fu_('); l)'{-)) . -
PoSto je realizovano poletno stanje X nepoznato igracima i
sluéajna je veliina sa raspodelom F/x/ na skupu §_ , tada igrac

B u situacui(u()’v‘()) moYe da ratuna samo na srednJi dobitak:

LU l), v‘c-));'.[wa;,urﬁ), ve))dFxX), . . . . L L [32.8)

4
gde se velidina x (x u) v()) odredjuje po formuli /3.2.7/.Na taj
0

nadin mi smo doveli razmatranu igru na normelni oblik;
F=¢G,B, u(Ut), V() >y o o o0 o v oo .. .. (3:2.9)

gde su G, neki kompaktni skupovi u 4,(9.,"_1., +1) dimenzionom Eu-
klidovom prostoru,koji su skupovi strategija igraca G i B,a

WL (U(), V() je realna funkcija data na Dekartovom proizvodu Gr%
koja je funkcija dobitka igraca B.

Uvodimo u razmatranje meSovite strategije, ali pre toga dokaza-
éemo neprekidnost funkcije dobitka &e(w () V(-)) na skupu gx 5 .
Dokaz ovog tvrdjenja podseda na odgovarajuc¢i dokaz teoreme iz
glavelII paragrafa 1.

Razmotrimo proizvoljnu situaciju {«(), v(-)) .Oznalimo sa
By, =1 )2y S 9 ,0- 0kolinu graniénih tadaka € drugog reda disjunxine
podele S.Neka je .SIﬂCS skup tih poCetnih stanja X ,Za koje
trajektorija () Za ozate ™ ne sele skupove By /slika 10/.

Uslov 2. Za svako £ »o moguée je naéi takvo § da je:




1-m(5(3))4E,

gde je g Mmera Ioja stvara rasnodaele F/x/.Neka jﬂxe.S(J') i_f t'"'tz
gun monmenti dosnavania traiektorije a/e) v informiacion2 st unovns
[tj. prvi momenti preseka tral aktori‘]exf{'eglllamih odsec axa gr&i
nica disjunktnih podela S}/slika 10/.

Po3to x(¢)ne prolazi kroz skup .9 tada ﬂnvtﬁjie >0(£ Z_J’) dae
okolina JJ"(:r(t ) tadaka x(t ), X (L), syl m)} T° "!cldral graniéne
tad ke drugorr reda uf o

Uzmimo ma koji niz tu (), 4 ¢ )) koji konvergira ka cu¢), ¥()).2a
svako £>p moXe se naéi takvo ff(x ,£,) da &im Je m?/(xe)tada ée
tacke preseka granice dxs;;unl:tne nodele S trajektorijomse, (¢} u
situ‘lci,]itu. () U"()} iz vofetnog stanjaxeS(FJ ﬁrlpadati)"(xft )]
Jjer nale promene stratezija ne nogu da promene poredak prelaska

informacionih skupova /po sravnjenin sa situacijom cu¢),v¢)) /.

Mogude je Qalje pokazatl da fe se momentl dospevanja trajexto-
rija xn(t} u informactione skupove malo razlikovati od moucnata do-
spevanja trajektorije x¢¢}) u situacijftuc-),%}) .IZ navedenog sle-
di da za Ef)-o postojl takav broj ;ﬁcxog‘)da ¢im je W >N(X,E,)

onda je:
max | x(t)— 2,0t [2€,.
oetem

Poslednje oznulava da trajcktorije koje polaze iz talke xOESfS)
neprekidno zavise od strategija wu¢), V() ,JPodto je H(x) ,po pret-
postavceli, neprekidna funkeija od x tada za svakt niz(uh_b),{(-ﬁ) ’
koji konvergira ka (w ¢/, v¢]) 1 za gve talke x,¢5¢J) noZe se na-
¢i takvonf‘f 01,8 ) da za svalo LA €,) vail:

JHex M) —H (XTI LE,

i11 na osnovu /3.2.7/ sledi da-je:

lx(xo,ﬂ(*),U'(-))-—x(x”ubf),U;_f-)JI‘E.g,. SR . (3.2.10)

Pokazimo sada da niz integrala takodje konvergira:

| I.LL(Q:-), U;(-))-— Ll ke ), V(-))]:[/JC(.:E,LL‘"{-), c:‘:(-r)a[r-'-' cx) —

| A
./ Je(x,u ), v'r))c{ux)l f_/;’ (X, u..f-)',"f.f'f elF(x) *“ﬁ‘(xﬂé";{f‘))o{nx)-—
S\S6) 21
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../:x: (x,w(), v¢)) a(Ff:rf(x,uM, V(')}alF(x)fﬁ
5\8(8] st6)

.iy_'}((x’;ﬁv[.)’ {()/Q[F(x}— X (x, M(-), ﬁ-"’t"-}}ﬁ’zlc (x) |+
S\S (J) sx}s (3)

+.!/‘5( (X, 0,0, %(-kZF{x)%C(x:“(')f ve)elecx)l.
$(3) 307

Ocenino sada prvi sabirak:

[ XK, e, ), V;:('))C{F(Jf)— Ja.(x,u,c-), U"(-))O[F €x) Ié

55(5) 3Kt

21 [ % (e, w0, el F e 1+V.~< (x, (), ve) Yol Fex)| <
3:(}5 (5) | - Sxgn $¢5)

_?ﬁx (X, uh{-), L«;;.)) Id.f-‘(x)f/}.:'((x,u(-;’ v"(.))[dp (X) 4

S5t " | AN
£ hapets - 5(5)—-.L.u 1~/ (8¢8))] 4 LUE,

gde je . maxsimalua vreanost JC(.?C,M(*),U"(-)) II.SK, .

' 0
Oceniuo sada drgi sabirak.Tz /3.2.10/ sledi da niz x(x ,u,0),9.0))
konvergiru u svakoj tatkidces§ed)  ka XX, Wle),ve)  zato uiz 1n-
tegrala: |

K (X oy Upl), U5 01) el FOX)

$(3) |
takodje konvergira.O0vo oznaiava da se mo¥e naéi takvo,ﬂ/(f“s) da

ée za svako n,,-,m;ce ) Biti:

I/?C(x,u_h,(-), Vo)) d Fex )] ®eoc, uet), w-))c(F(x)]:Afs- L 32,1
5¢8) sr¥)

Na osnovu tega rledi da za %?)‘\/ s gd je./{::max{./\/(x 56 E.t) A/{f)}
vazi: '

l.u(unm, {c-))—ﬂfu(-),0‘(~))]-¢£.4{£+£3, L _,(3.1..‘!-!)
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7a okondanje dokaza dovoljno je stavitigﬁzz.u£+§s
v'e)) .Posto je situacija

)je nepreKidna funkcija

pa je funk-

cija .,.u,gu(-),v"(-?) neprekidna u tackic(«(),
Sceels}, v¢-)) bila proizvoljna, tada Lefu(-),V0)
strategija W), v'() -«

Treba navesti da smo dobili sledecu teoremu:

Teorema 3.2.1 U igri sa regularnom disjunktnom informacionom
podelom S funkcija dobitka . cu(),v))ie neprekidna funkcija na
proizvodu skupova Gz B .

Neka ,jeﬂ,u}/} proizvoljna verovatna mera na Gz B
tom strategijom sc¢y) igraca G/B/ podrazumevamo proizvoljnu ve-
rovatnu meru na §Gy%® .Skup svih mefovitih strategija G/B/ mi
¢emo oznacditi sa ZG(ZE) .Pod meSovitim rafirenjem igre gonje-
nja sa nepotpunom informacijom podrazumevamo igru u normalnoj for-

mi nad prostorima strategija 5‘_6_('2'_3) sa funkcijom dobitka:

_ R({u.,j/) =//.um (-),U‘f-))a((LLC‘///~

e 28

Ng'taj nacéin R((u,,)f) je 3(} sto
dz(ufiﬁW%Lako se strategije&biraju slu¢ajno u saglasnosti sa ve-

rovatnim merama e & za- ;/e ZB .Pod situacijom ravnoteZe u mesovi-
tim rasiremjima igre gonjenja sa nepotpunom informacijom mi ¢emo

podrazumevati takav par strategija (w*, y%* da je:

Rtwuj,V*}E:Rfth;V*7£:R(ﬂ4ﬁ-77y

.Pod mesovi-

rosto matematilko olekivanje dobitka

gde je
(*béia},)@rig ;

Govoridemo da igra gonjenja sa nepotpunom informacijom ima si-
tuaciju ravnoteze u me3ovitim strategijama, ako njeno mesovito ra-
§irenje ima situaciju ravnoteZe,

U teoriji igara poznato je [6] da svaka lgra u normalnoj for-
mi odredjena na kompaktnim skupovima strategija i sa neprekidnom
funkcijom dobitka ima situaciju ravnoteze u meSovitim strategija~
ma. | |

Iz navedenog i iz teoreme 3.2.1 sledi teoremars

Teorema 3.2.2 Pri ispunjenju uslova 1., 2. igra [ sa regularnon

informacionom disjunktnom podelom S ima situaciju ravnoteze u me-

Sovitim strategijama,




- 111 -

§3, Primer diferencijalnih igara odredjene duzine sa diskret-

nom informacionom disjunktnom podelom

Kratak sadrzaj ovog paragrafa iznet je siranama 8. 1 9,uvoda.

X, y)
Igra se izvodi u ravni,Promena pozicione promenljivevizvodi se

po jednafinama: sc=7;, (y':u&,

gde ‘U:', i ch uzimaju jednu od vrednosti iz skupa {_{‘4—1} Uvodi-

me novu promenljivu 3;(54:’9}.Navedene jednaline postaju oblika:

=W+
0 v |
je: = ol — 1 - v’ - }' (0] = 0O
gdﬁg‘u {“’z.J?" [0/?‘(’;5{ 1’1}1 4é{ 1) 2
" Du?ina igre je T=1 .Nobitak igraa B je terminalni i jednai:

xex m)=]xen]+lyes]

Informaciona disjunktna podela je oblika prikazanog na slici 12,,
ti.

s-(ﬂz _1’1]’ Sfl-l‘_{(x,y):y .-.-.-.xM}? 43]-;{(.1:,3):6? :x-f}

Igra podinje u imformacionom skupu AB/odselak [-1 1] ose O /
slucajnim izborom u saglasnosti sa ravnomermom raspodelom na AB
poletne tatke 2 .PoSto u svakom od tri informacilona skupa je mo-
gué jedan od dva izbora upravljanja /+f £ -1/, tada se spisak ¢i-
stih strategija oba igrata poklapa i oblika je: AY

w,t), vper: 4 44

.y . . i8)
AN S RN € I L D

Uy )y 03 ¢ ¢t -1 1)

Wyc), v, ) ¢4 -4-1) 4 St

DEYL R
Uglr, Vs (-1 1 1)
-1
u;(-)’ ‘fc(-): -4 ~4 1) /
UgC), VR C)! -1 4-4]) e

Shrd 1%

HBC'}.,U/SC'}: f-‘l"'f'-f)

Za izradunavanje funkcije dobitka potrebno je izralunati koor-

dinate tacCke (xt'f),y”))u svakoj situaciji i usredniti po pocCetnim
podacima sa odsedéka [~1,17] .

Polinjemo sa razmatranjem situacije (v/c),w () (v )= &) =(4 11)
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Izradunajmo koordinate krajeva trajektorija:
x(f):ﬁa-l-d, y(f}::‘f

Dobitak je:
H(E,TI=2}2

Srednji dobitak igrada B po pocetnim stanjima je:

| 7 = /T 4 41 ,2% W
w (e )= [rasd)dlFeE) .-/;,z +1) Lozl (= +232) =(>+1-242 )22,
*1

-1
Iste trajektorije se dobijaju u situacijama:

(Vg ), V) eV, e, Che) U C)] g ), Y, (1), ¢Y ¢, ¥, )], L4 61, B07)
S ACNURS) HUAS AR EARY u, €] COer, U ) (56) u e ;
CULCY, U 0))y (0,6, U, €)), (V) Uy C)) Uate), Ulo) ]
Zato je dobitak éu ovim situacijama jednas 2.

Na osnovu simetrije rasudjivanja i proracuni su analogni u tim
slutajevima kada se realizuju trajektorije sledeéih tipova/slika

1

27
' gf2 s

s&ra 43

Slika 13a odgovara situacljama:
. . . ., . ) TG u (-));
rv;r),u;r),u{_':1,u‘()},w;_n,u¥r))} g sr}),,

CASH u_s(-))}{v"'{-) AR EASHINC) (), ug('?) WG ) Ugl)( 6, “‘f-))?

(Vg €), ugl)), ¢ Q;(-), ugc-)}; ( Ifs'(-?, R()), (06), U l]), (Tpl), b)), rU;t-),“,r-))

Srednji dobitak u ovim situacijama je 2,
Slika 13b odgovara situacijama:
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(G ), W), (v0), U U] (G 6), 4gtd), (G0, 4y O

Srednji dobitak u ovim situacijama je takodje 2.
Sslika 13¢ odgovara situacijama:

(V50,43 ("U; (G;0), 4pt)) j (950, Mg D), (), Yp(-Y

Srednji dobitak u ovim situacijama je takodje 2.

Razmotrimo situaciju:

Gey=(111), Ug=(-4 11)

~ Ako je pocetno stanje Z.€/04] , tada koordinate Krajs = trajeatori=-
je su /slika l4a/:

Xf1) =20 +4)‘ M) = (4)—1= 550}

Stlied /f?

a za Zs[-4,0] [slika 14b/ je:
)= 2ot ; MU)=Z0,

pa sledi:
% (%, T)== | (1)) + [ Y] 22,1, 22 2ecbod],
=] ti)] + =
’ . 1 ; B2 z,é[-'f, of.

Srednji dobitak igrada B po poletnim stanjima je:

1 | (o 4
(50, st )= AT jmrz,mgr.g-c J‘a’& #[laz #4)dal=

o

-g-[z[ + (22 1-4)]{_7--: ,zL[,, +27 J—vf]= 15.
~4 o
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Iste trajektorije se dobijaju i u situacljama:

SASNIACINEASE u,&_f.)), ¢ 0, u, ),

zato je dobitak u ovim situacijama jednak 1, 5.
Na osnovu simetrije rasudjivanja i proratuni su analogni u slu-

daju kada se realizuju trajektorije sledeéih tipova /slika 15/:

Xy Mo

& Slra AS

Slika 15a odgovara situacijama:
(UgC, u ) , (o), U ), ¢ Uglly ugtel]y (¥pll u’{['?)
Za 206 E-{,O-] ,a slika 15b odgovara istim situacijama Za 2_e (o],
Funkcija dobitka u ovim situacijama je 1,5 ,tj.
L (U], B C)) = el (10, 8 0)) = e (YO, U ())= e 0], e 6) =1,5.
Razmotrimo situaciju:y ¢} =(-414), « ) =({11) +.Za svako ..‘%OGE-.!.;*' 1]
krajevi trajektorije dospevaju u tadku  €/slika 164, pa je:
X (1) =O; y('!) =1, K(ET)=1
Srednji dobitak igrada B je:
1
A -
.u(v;_(-}, Lg(-)}-,’ /C'ZE 1
Yy
Iste trajektorije se dobijaju u situacijama:
(U0, & 19), €V, e 1), CY 6, e 0)).

Zato je i dobitak u navedenim situacijama 1.
Na osnovu simetrije rasudjivanja i prorafuni su analogni u slu-
¢aju kada se realizuju traJektorije-sledeéih tipova/slika 17/
Slika 17 odgovara situacijama:

(Yo, L ¢)),(Y, ¢, (), ¢ :);fc--iJf w ), (Y C), ufc-)) .
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Sledi da je:
i (Y1), u ) = ALLE L) U 0] =L (Y, ¢, t(;r-)) = v (Y 0, ugc-)} =1

Ag . A | Ajl

o o
Sy d / % 1

~ 5Y M)?u -4 /é iﬂg
z ;QW" < 2o Napw 1

/"f ; v

Seirg 8 _Slirng 49

8V

Razmotrimo situaciju:

ve) =14 -1), 4 L) =C-141)

Za svako_.%ae -4,1] JKraj ove trajektofije dospeva na osu 0Y/sli-

ka 18/.Sledi:

J1 =%

za & €[+, {] 1 imamo:

z,, dxo Zelo,1],

Hez ™) ={ For
o -.E;, dKe Ze[~10]. .

srednji dobitak igra%a B po poletnim stanjima je:

4 2 { { .E'z' Py, zL {
e (Y ), U ) = - [ 2ol f/zt/zj:f "-5—_]"* TLJ- o,5.

--i P
Iste trajektorije se dobijaju u situacijama:

(‘U;b), ug;(")) ¢ V;f-)’ u’s‘t')/l’c u‘; ¢), 41,
zato dobitak u ovim situacijama jednak je 0,5,

Na osnovu simetrije rasudjivanja i proraCuni su analogni u slu-
aju kada se realizuju trajektorije sledecih tipova/slika 19/,

Slika 19 odgovara situacijanma:
¢ %0, 10), (V2 61, 1, 02), €U0 wy0) ) VO W L),

Sledi da Je:
L - Am— . ' — U " u‘

= £ ( u;c-),u.qc-)) =05,
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Odredili smo vrednosti funkcije dobitka u svim situacijama i

sada mozZemo napisati Konadéni oblik watrice dobitka:

T () [ 4y 0 ] Uy (-) | e “5(’)1'“5(') 40 | Mj

| we)| 2 2 2 2 45 | 45 Z | Z

| v 2 2 2 2 0,5 | o5 1 1

[t 2 12 |2 [ 2 |45 (45| 2 |2

| 0 2 2 2 2 05 (0,5 | 4 1

| | 4 4 05| 0,512 2 2 | Z2 |
()| 2 2 |4, | 452 2 L | 2
s | 4 |4 oS |05 |2 |2 Y 12 |

(w0 |2 |2 [45 [45 |2 |2 2 12 |

Navedenu matricu moZemo redukovati tako $to ¢emo uzeti strate-
glje v;'(.)?u;c.) Za 1graca B i u3(-),u$(.; za lgraca G,
odgovarajucée 2x2 matrice:

2 A5
15 2

Pokazuje da navedene strategije treba da se biraju sa jednaxim

Razmatranje

verovatnoéama,
Konatno optimalne meSovite strategije igrata ¢ 1 B su oblika:

Igrad G: / 0 O % 0 % 000/
1 1
Igraé B / 50000 5 00 /e

84, Igre sa meJovitim informacionim stanjem

Pregled sadrZaja ovog paragrafa iznet je na strani 9 uvoda,
Neka su jednadine kretanja oblika:

ir[(.ﬁc,u,r/'j,_ N XD,

gde su _:ceﬂ."‘, e Wes R’; Ve Ve gY / T ¢V su kompaktni skupovi/ za
pocetni uslovax (g-¢ .

Kao 1 obiéno pretpostavljamo da sistem /3.4,1/zadovoljava sve
uslove, koji garantuju egzistenciju, jedinstvenost i produiivost na

odselak Co, ] TeSenja za sva merljiva programska upravljanja
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wit)v’(t) 02t 2T ,Igra ima odredjenu duZinu T.Dobitak igrata B odre-
djuje se preko Hox(¢(T)} gde je H(x) neka data funkcija /G dobija

U r® je dat jednovezni skup ¢ ,unutar kojeg igraCi dobijaju

diskretnu informaciju.Poletno stanje x, pripada & Cim tadka

X () dospe na granicu J igra tede dalje sa potpunom informacijom

/tj. igratima se saop3tava stanje sistema ) u svakom texuéem mo-

mentu vremena/.

Po uslovima igre ako tadka dospe na granicu ¢ Vise ne moZe

da se vrati u & ,tj. poéev od prvog p::ispeéa na granicu .cc igra
je sa faznim ogranidenjem u skupu RJ‘\J«( /slika 20/.
) \ D
o S
o/ — ‘
RN
~ AR * ae _
\/

x(£)

i)

_Slixa 20

U sludaju ako je iz poSetnog uslova x' na granici produZenje
reSenja sistema /3.4.1/ u skupu 2*\ . nemogude za bilo koja me-
rljiva programska upravljanja w(¢), v’¢¢} mi ¢emo smatrati da tacka
x(¢) dospevsi jednom u x! ostaje u x' do zavrietka igre,

Pretpostavimo jednostavnosti radi da je skup ¢ otvoren,Neka
je & regularna disjunktna podela ravni R2-Ozna§imn sa $=8"(1.uL
disjunktnu podelu disjunktne podele 3' . § je disjunktina podela
skupa «@¢ skupovima 3;0#(5;65') .

Analognim nad¢inom odredimo regularne odsefke granice S kao

preseke 5:. =§ {l4¢ Tregularnih odseaka granica disjunktne pode-

.,
le §' sa sk‘gpom e .
Neka su dalje M,e'-‘-*f,...,s grani¢ne tacke drugog reda disjunk-
tne podele g’ koje ulaze u skup «¢ .
Strategija igracda G/B/u(.)(z;'(.)} sastoji se 1z para u(-)-:{ui(-),ff&f')}
(U’(.)-_-_{L:(-;‘L;G)}),gde Jeu (1¢v'(-)) strategija oblika/3.2.3///3.2.4//

definisana na informacionim skupovima disjunktne podele § podele S’
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i W, )Yy ()) je deo po deo programska strategija u igri sa pot-

punom informacijom sa faznim ogranifenjem u skupu RF\JL.

Oznac¢inmo sa G L. B =skupove svih moguéih strategija LL( ), V70

ig;‘aﬁa G 1 B.
Nasa definicija strategije odraZava tu &injenicu,da na prvo)

etapi igre /u.i/ igraé dejstvuje u saglasnosti sa diskretnom in-
formacijom odredjenom disjunktnom podelom § (pri tome se za formi-
ranje upravljanja koriste funkcije &, (-), :r'(_) a dalje posle izla~
ska iz . igradi igraju sa potpunom informacijom /pri tome se Ko-
riste druge komponente strategije wgt:), vjc) /o

Igra tefe na sledeéi nadin.Neka je g’ element disjunktne po-
dele 3 Koja ima neprazan presek’,:%u,- MIEI'U poletnom momentu Vreme-
na slucaJ bira tatku x, ES _,.S "lat u saglasnosti sa datom ravnoume-

rnom raspodelom F/x/.Neka sn igraci jzabrali strategije:

LL('-)::{u’f-)’u&{-)}eq L vey={v'e), %(*),}eﬂ

U situaciji (u¢),ve)) Kkretanje tadke x vr§i se na sledeéi na-
¢in.,Kretanje tacke x iz stanja x‘-‘S ,koje je realizovano kao re-
zultat sluc¢ajnog izbora,vrii se samo pod uticajem komponenata w, (),

4(-) strategija u(.),v'{.).'l‘ra,]ektorijg x(t) na ovoj etapi gradi

se isto kao u paragrafu 3 glave III.Neka je & prvi moment do-

spevanja x(t) u skup R"’\.u, X
Pofev od stanja X(¢) (£E2T) kretanje talke se odredjuje kompo-

nentama W, (), V‘(} gtrategija wes), ves) +AKo '.je ?:-'P tada se

igra prekida u W 1 trajektorija x(¢t) se gradi kao u paragrafu

2 glave III, |
Odavde sledi da svakom realizovanom poletnom stanju u situaciji

(), V() odgovara jedinstvena trajektorija x¢t) , a to znaci

jedinstven dobitak:

X W), ) =HXCT)y L A

gde je Xx(¢) trajektorija kretanja iz podetnog stanja x, u situaci-

j& ¢ w(), 1)) <Po¥to je realizovano pocetno stanjewnepoznato igra-
¢ima 1 sludajna je velidina sa raspodelom F/x/ na skupu §, =$ ﬂJ&r
tada igraé¢ B u situacijti (e ds), Ut )moze da racuna samo na srednJl
dobitak:

i (UG), VL)) =_~/a<fx,u(-), vie))elFex), oL L (3:43)

x _

gde se velicéina .'Jc(x W) p-()) odredjuje po formuli /3.1&.2/.1\1& taj
nac¢in mi smo doveli razmatranu igru na normalni oblik;
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P =< G, BMUGH)> - = T (3.4-3)

gde su G445 skupovi strategija igrata G 1 By, a«wcit),VE)) Jje
realna funkcija /j.ﬁ.j/definisana na Dekartovom proizvodu G xT
i koja pretstavlja funkciju dobitka igracéa B.

0znadimo sa v-x,/) funkciju vrednosti diferencijalne igre u
skupu R« iz poletnog stanja X, i dufine T.Za Odredjivanje
refenja igre  odredidemo pomoénu igru n',

Igra n' razlikuje se od igre ! odredjivanjem funxkcije dobit-
ka,Neka je c(ue),ve)) sttuacijau n xﬂésxa rezultat s}uéa'jnog
jzbora 1 x(¢¢) trajektorija u situacijl cuwc¢), v ) iz pocetnog
stanja .?cnesh-

0znadimo sa £ prvi moment dospevanja irajektorije x(& u ssup

R"\JA« »ti.

'é‘:a'ué{f:x(?)au_. L ehnS)

Ako se infimum u /3.2.5/ne dostiZe tada stavljamo t=cc .
Odredimo u igri p' funkciju dobitka na sledeéi nafin:

| V{x(?),?-?}, ixc e 02T <T

\
KX ), ve)) = H e (T)) L suprotnom sLuiaiu.

Primetimo da po definiciji vrednost igre je:

VX, ) V0] = H (X))

Neka je dalje:
M'[H&('),*{G” = /X (x,u?(-J,z((-)}a[F(-‘?’C) .
Sxe .
Strategije u igri n! su u suitini prve komponente strategija

() = (U, Uy ()) V) =(V;(-), Vi),

koje su odredjene na komponentama disjunktne podele S, tj-f‘-—f-ff-) :.'?J;G-),
zato do kori¥denja deo po deo programskih komponenata “'&('79!’1('}
ne dolazi /igra se prekida &im tacka o dospe U R\ e /e

Oznacimo sa q{{gf skupove strategija w, ),V ¢) U igrin' .
Ovi skupovi komponenti su skupovi u Euklidovim prostoriaa sonac-
nih dimenzija /paragrat 2 glava III/.




ZAKLJUCAK

I/ Sadriina doktorskog rada su naSi novi rezultati dobijeni u

tu rada na temi i to:

1, Utvrdjena je Yavnomerna konvergencija niza priblizenja ka
1kciji vrednosti igre u odgovarajuéim diferencijalnim igrama go-
'nja u bilo kom ogranilenom prostoru stanja igre,

5. Na osnovu predloZenih numeridkih metoda datli su nacini kon-
‘ukeije maksimizirajuéih i minimizirajucih strategija igraca,a u
¥aju konadne konvergencije metod optimalnih strategija u razma-
mnmoj igri.

3. Dobijeni su konstruktivni dokazi postojanja reSenja kasgo ig-
pribliZenja u datom momentu vremena tako i igre hvatanja.

4, Tzvedeni su potrebni i dovoljni uslovi da bi neka funxcija
a funkcijom vrednosti igre: a/ u igri pribliZenja u datom momen-
vremena i1 b/ u igri hvatanja.

5, PriloZena su tri originalna primera diferencijalnih igara
ijenja sa nepotpunom informacijom.

6. Istrazena je klasa diferencijalnih igara gonjenja odredjene
ine T izmedju grupe od n gonilaca, koji dejstvuju Kao jedan igrac,
. begunaca.Situacija ravnoteZe se shvata kao situacija ravnoteze
Neiu EQ%] u klasi meJovitih deo po deo programskih strategija
asanja.

7.Prikazane su jednovremene igre gonjenja kKada grupa gonilaca
egunci jednovremeno biraju sistem tadaka iz kompa&tnog skupaszﬁw
kcija dobitka je funkcional rastojanja medju taCkama koje su
brali gonioci 1 begunci. _

8, Data je igra gonjenja sa nepotpunom informacijom, so0ja pret-
vlja neposredno uopstenje igre gonjenja "Princeza i cudoviste™
u je prvi postavio R.Ajzeks [1] .

9. Razmotrene su igre sa disjunktnom informacionom podelom 1

‘e sa mesSovitim informacionim stanjem.

11/ Navodimo neka mdguéa uop$tenja postignutih rezultata u radu:

1, Predlofeni u radu numeridki metodi pribliZavanja funsciji
dnosti igre i dati na njihovoj osnovi metodi konstrukcije mak-
izirajuéih i minimizirajuéih nizova strategija, koji dovode do
imalnih strategija, uzimajuéi u obzir sadasnji nivo razvitka teo-
e diferencijalnih igara, mogu se kKoristiti za opstije diferenci-

ne igre od kojih smo razmotrili u radu.Pri tome je mogude pre-
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ti na odgovarajuée igre i metode jdentifikacije vrednosti igre

ysnovi kojih leZe funkcionalne jednaCine.
8, Moguce je rasiriti rezultate ovog rada i na diferencijalne
re sa drugim funkcionalom kvaliteta.Ovo se postize odgovarajucim

redjivanjem operatora,
3., Moguéa su uppstenja rezultata ovog rada i njihovo rasprosti-

1je na diferencijalne igre sa faznim ogranilenjem.
4. Rezultati izneti u glavi T ovog rada mogu se uopstiti na ne-

<e diferencijalne igre sa nepotpunon informacijom o texuCem sta-

1 igre,

ACHIRRA PPLAURISARJIA YAPYHEROT PALA

3A MATEHATHKY, KEXANKKY H ACTPOHDMAL
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