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FPREDGOVOR

U topolosiii 1 Eife, u matematici, nul-dimenzioni pro-
gtori imaju znadajnu ulogu., U klasi kompaktnih metriékih
prostdra uz nul-dimenzione prostore, odredjenom pravilnoscu,
se izdvajaju i Peanovi kontinumi, iako topoloski gledano su
na dijametralno supfotnoj strani, naime pr#i su potpuno ne
povezani dok su drusi povezani i lokalno povezani,

Problematike nul-dimenzionih kompaktnih Hausdorffovin
prostora i Boolovih alrebri su paralelne, sto proizlazi iz
teoreme Stonea o reprezentaciji: svaka Boolova algebra e
izomorfna Boolovoj algebri svih otvoreno-zatvorenih skunova
nekos nul—-dimenzionog kompaktnoe Hausdorffovog prostora,
Time je uspostavljen duvalan odnos izmedju pojedinih pojmova
Boolovih algebri i nul-dimenzionih kompaktnih Hausdorffovih
prostora, Na primer, pitanje izomorfizma dveju Boolovih al-
gebri ekvivalentno Je pitaniu homeomorfizma odgovarajucéih
kompaktnih nul-dimenzionih Hausdorffovih prostora; ¢injeni-
ci da je Boolova algebra prebrojiva ekvivalentna Jje ¢injeni-
ca da Jje odegovarajuti komnaktan nul-dimenzioni Haugdorffov
prostor metrizabilang proizvodu odnosno sumi Boolowvih alge-—
bri dualni su pojmovi tOpolbéke sume, odnosno proizvoda kom-
paktnih nul-dimenzionih Hausdorffovih prostora itd.

Pitanja vezena za kompaktne nule«dimenzione Haucsdorffove pro-
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store su ekvivalentna odgovarajusim pitaunjima Boolovih al-
gebri i obratno. Tako je, na primer, potvrdan odgovor na
pitanje da 1i postoje nehomeomorfni kompaktni metricki
nul~dimenzioni prostori ¢iji su kvadrati homeomorfni zna-
cio 1 potvrdan odgovor na pitanje, da li postoje neizomorf-
ne Boolove algebre X i Y takve da Jje X + X =Y + Y,
Pitanje da 1li postoji prebrojiva Boolova algebra X tako
da je X # X%xX i X = XxXxX iskazano topoloSki glaw
si: da li poslogi kompaktan metriéki nul=-dimenzioni pros-
tor X tako da je XX+ X i XX+ X+ X (Halmos P.:
Lectures on Boolean Algebras).,

U ovom radu se prouclavaju osobine prostora nekih kla-
sa metriékih nul-dimenzionih prostora. Rad se sastoji od
éetiri glave,

Prva glava je uvodna 1 opSteg kavaktera. U njoj se
daje pregled osnovnih, poznatih, s?ojstava nul-dimenzionih
prostora., Tretirane su tri vrste dimenzija:'mala indukti-
vna, velika induktivna dimenzija i dimenzija definisana
pomoéu pokrivada, Posebno je istaknuts klasa metrickih se-
parabilnih prostora u kojoJ sve tri vrste dimenzije koinci-
diraju. Zbog potpunijeg izlaganja tvrdjenja se dokazuju, a
dokazi su Cesto drugadiji od uobicajeno datih; ovo se pose-
bno odnosi na tvrdjenje da su kompaktni, metricki nul-dime-
nzioni prostori bez izolovanih taéakg medjusobnoc homeomor-
fni, kao i tvrdjenje Sierpifiskog da su prebrojivi, metricki
prostori bez izolovanih tacaka medjusobno homeomorfni. Ina-
te, prvo od ovih tvrdjenja Jje osnov druge i cetvrte glave,

a drugo trece glave.
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Drugca glava Jje posveCena proucavanju nekih podklasa,
klaseggrlkompaktnih, metrickih nul-dimenzionih prostora.
Razmatranja se zasnivaju na pojmovima reda tacuka i akumu-
lacinog spektra, koji potilu od M. Marjanovica [14]: kom=-
paktnom metridkom nul-dimenzionom prostoru X pridruZena
je, na jedinstven nadin, dekompozicija od konadno (odn. be-
skonadéno) medjuscbno disjunktnih delova L Xl"" s & OVO]
konadan (odn. beskonacan) niz u skupu N\J{O,U;}, koji se
naziva akumulacioni spektar prostora X. Pomolu ovih pojmoQ
va M, Marjanovié je uveo pOdklasu "punih prostora" i pokazéo
da konadni akumulacioni spektar topoloski odredjuje te pro-
store [14]

Na$a razmatranja imaju cilj dalju razradu problematike
kompaktnih, metridkih nul-dimenzionih prostora, zasnovanu
‘na pojmu akumulacionog spektra. Nastojali smo proéiriti ok~
vir, posmatranjem drugih podklasa-prostora, kojima akumula;
cioni spektar odredjuje topolosku karakterizaciju. Tako smo,
pomodcu konacnog akumulacionog spektra, uveli podklase j?i,

2?2, i?;, 2!5 i dali potrebne i dovoljne uslove koji cdre-
djuju topolosku karakterizaciju prostora tih podklasa. Kori-
stedi beskonadan akumulacioni spektar, dobili smo podklase

2?5 i 2?6 i @ali potrebne i dovoljne uslove koji topolos-
ki odredjuju prostore tih podklasa. Provedene su sve Konst-
rukcije prostora podklasa é?i’ iGL{l,...,G}, sa nizom tvr-
djenja tipa: za dati akumulacioni spektar i dati prostor
ZE f postoji prostor X& zi takav da je zavrsni komad ho-
meomorfan sa datim 2 (tvrdjenja 2.%.8. do 2.%.14.).

Prostori podklasa éri odlikuju se pravilno5éu svojih delo-
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va, tj. imaju osobinu homogenosti u odnosu na tacke istog
reda. Ova se problematiks ftretira u cdeljku 2.2.-2.
Po3to je akumulacioni spektar topolocka invarijanta, priro-

dno je bilo ispitati, da 11 su prostori X 1 Y homeomori-

ni ako su homeomorfni njihovi odgovarajuci delovi, tj. LA SP

YE&&Y; za svako i ? Dobijen je potvrdan odgovor Jjedino za
axumulacione spektre ¢ija je duzina najvise Cetiri. Ovo]
problematici Je posvelen odeljak 2.4. Dobijeni rezultat uka-
zuje da bi dalja istraZivanja,u karakterisanju prostora po-
modéu akumulacionog spektra, trebalo usmeriti u trazenju iz-
vesne pravilnosti prostora po njihovim delovima.

Uutreéoj glavi se proucdavaju osobine nekih podklasa
klase IjD prebrojivih metrickih prostora. Pokazuje se da se
pojam akumulacionog spektra moZe uspesno primeniti i u ovo]
klasi. Koristecéi se tim pojmom, uvode se podklase rf)l, ?2,

335, (jq i daju potrebni i dovoljni uslovi koji topoloski
odredjuju prostore tih podklasa. Pokazano je da prostori
ovih podklasa imaju svojstvo homogenosti u odnosu na tacke

istog reda, Navedene su sve potrebne konstrukcije, kojima

| (p (¢’
se dokazuje egzistenclija prostora podklasa f ? J 50 .

1'! 21 5! 1{-
Razmatranja u ovoj glavi teku u prilicnoj meri paralelno sa

onima iz druge glave; medjutim, dokazi su razliciti, Jjer se
ne raspolaZze sa osobinom kompaktnosti.

Cetvrta glava je posvelena reSenjima jednacine X X X
X, u kKlasi Z kompaktnih metrickih nul-dimenzionih prostora.
Osim trivijalnog reSenja CO poznato je da i Cantorov disko-
ntinum C je, takodjer, reSenje te jednaline. M, Marjanovic

je u [18] postavio pitanje: da 11 u klasi z , OSim CO, Cl’
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C,*+Cy s Css Cq+Csy 05,04, 05, 07 postoje i druga resenja Je-
dnac¢ine X » XX ? DPokazali smo da medju punim prostorima,
osim navedenih resenja, postoji Jjos samo jedno X = qu(t.4.
%2,1.9.). Nadalje, pomocu akumulacionog spéktra, jizdvoJjili
smo podklase u kojima jednadina X X XX Jjedino moze imati
redenja (t.l4.%.1.10.). Dalje istraZivanje ogranicéili smo na
prostore sa akumulacionim spektrom (0,2), pa smo sledeli put
Mazurkiewicz=-Sierpifiskog iz [19], o korisScenju reda izvodnog
skupa, konstruisali jednu podklasu- j!7 (def., 4,1.4.), koja
sadrZzi kompaktne prebrojive metricke prostore, a ¢iji su
prostori topoloSki odredjeni jedino topoloskim tipom nekog
svog izvodnog skupa reda < y. Time je dobijena generaliza-
cija tvrdjenja Mazurkiewicz-Sierpifiskog iz [ii],o karskteri-
zaciji kompaktnih prebrojivih metrickih prostora, za sSiru
klasu prostora. Dobili smo rezultat da u podklasi 2?7 po-
stoji Rl reSenja jednadine X X XagX ( te b4eP41elBu)e
Za dobijanje ovog rezultata, bilo je potrebno razmotriti
operaciju "mnozenja reda taéaka" kompaktnih metrickih preb-
rojivih prostora, Dobijen je rezultat: proizvod redava § i
7 je "prirodna" (Hessenbergova) suma rednih brojeva 3% i 7,
}x'rz = b(} ,"Z) ( tolteBelellts)s Time je skup rednih broje-
vaJ<;CUi}u odnosu na operaciju "mnoZenje'" reda tacaka, pos-
tao komutativna semigrupa sa Jedinicom, a "prirodnoj" sumi
ordinalnih brojeva Jje dato topolosko znacenje,

U treéoj i Cetvrtoj glavi su navedena 1 neka pitanja,
za koja nam se ¢inilo da su od interesa.

Svaka glava se deli na odeljke, a ovi na tacke. U radu

se koristi decimalna numeracija, kako za glave i njihove de-




love, tako i za tvrdjenja 1 definicije. Svi 1ska2zl su 1li
tvrdjenja ili definicije, a oznacleni su sa tri 11i cetiri
cifre, od kojih je prva broj glave, druga broj odeljka, tre-
ta broj tadke (odn, iskaza), a cetvrta broj po redu tog is-
kaza. Tako na primer, tvrdjenje 4.3.l.4. oznacava Cetvrti
po redu iskaz u prvoj tacki, treces odeljka, letvrte glave,
Kao 3to je uobilajeno, brojevi u uglastim zagradama oznaca=-
vaju redne brojeve iz popisa literature, koja je data na
kraju rada. Tumac¢ simbola dat Jje na pocetku rada,

Neki rezultati iz druge i Cetvrte glave su saopsteni
na kongresima (videti [24],[?5]), a neki iz glave tri su
ob,javl;jeni u [25].

7elim da se zahvalim prof. dr M. Marjanoviéu, naudnom
rukovodiocu pri izradi ove teze, koji mi Jje pomogao usmera-
vanjem, savetima 1 sugestijama.

Takodjer, izraZavam svojﬁ zahvalnost prof. dr DJj. Kurepi

na podrsci i korisnim savetima,

U Beogradu, juna 1979. g. Ante R. Vucemilovic
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GLAVA 1.

OSNOVNA SVOJSTVA NUL-DIMENZIONIH PROSTCRA

U ovoj glavi daje sc propled osnovnih svojstava nul-
dimenzionih prostora. Razmatraju se tri definicije dimenzi-
je: mala induktivna dimenzija - ind,

velika induktivna dimenzija - Ind,
dimenzija.definisana preko pokrivaca - dim.
7Zbog potpunosti tvrdjenja se dokazuju,'a dokazi se Cesto
razlikuduIOd uobicajenih. Pretpostavljamo da su svi prosto-

ri T, (svaka njihova tadka je zatvoren skup).

1.1. MATA INDUKTIVNA DIMENZIJA - ind

1.1.1. DEFINICIJA. Neka je X topoloski prostor.
ind X = =1 ako i samo ako X = #;
ind X £ n, neio,l,...} , ako i sumo ako za svaku taf“iku
x€ X i za svaku njenu okolinu U postoji otvoren skup Ve X
tako da je x€VeU 1 ind Fr V<& n-lj
ind X = n, ne.{O 1,...} ako 1 samo ako 1ind X&n :1. _nije
ind X< n-1,tj. ako Jje 1nd X=n i postoji tacka xa.}( 1
njena okolina U tako da za svaki otvoren skup V takav da
je xeVeU nije ind Fr V< n=-24
ind X = oo ako i samo ako ni za koji prirodni broj n ni-
je ind X < n.

Iz prethodne definicije sledi

1.1.2. DEFINICIJA. TopoloSki prostor X ima ind X = O

ako i samo ako za svaku tacku xé X 1 svaku njenu okolinu U
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postoji otvoren skup VveX tako da Je xe«VQU i Fr V=@,

Drugim reéima: ind X = O ako i samo ako za svaku tadku
xe€ X i svaku njenu okolinu U postoji otvoreno-zatvorena
okolina Vec U, x€V,

Na osnovu prethodne definicije neposredno proizlazi

1.1.%. TVRDJENJE. ind X = O gko i samo ako prostor

X poseduje bsazu ¢iji su elementi otvoreno-zatvoreni sku-
Eovi.'

Definiciji l.l.2. Je ekvivalentna

1.1.4. DEFINICIJA. Prostor X ima ind X = 0 ako 1
samo ako za svaku tacku xEX i svaki zatvoren skup Fc X,
koji ne sadrii x,postoji otvoreno-zatvoren:. U, x € U,takav
da Je UNF = 9.

,Nepogrednqusledi

1.1.5. TVRDJENJE. Ako je ind X =0 i A podskup
od X tada je ind A = O.

1.l.6. TVRDJENJE. Ako je ind X = O tada je X pros-

tor Tihonova (kompletno-regularan T,- prostor).

DOKAZ. Neka Je x€X proizvoljna.'t'aéka i ¥Fc X pro-
izvoljan zatvoren skup u X i x¢ F.Kako je ind X = O,to
na osnovu definicije l.l.4.,sledi da postoji otvoreno-~zat-
voren skup U u X takav da xeU, UANF = Fe
Funkcija __f:X—-r[_O,l] dei‘inislana sa

0, za x¢€U
f(x) =
1, 2a xeX\U

je neprekidna,Sto dokazuje da je X prostor Tihonova.
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1.1.7. Tvrdjenje. Ako jJje 1ind X = O tada je X po-
tpuno nepovezan prostor,tj. jedine komponente u X su tacke.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno,tj. da postoji komponen-—
ta KcX koja ima barem dve razlilite taCke X;,X,.lz
ind X = O,prema definiciji l.l.%4.,sledi da postoji otvoreno-
zatvoren skup U u X takav da Je xle'U,lxee X\U.
No,tada je K = ( KAU ) |KA( X\U )| ,gde su KNU i
KN (X\U) neprazni otvoreno-zatvoreni skupovi u K,8to je

u suprotnosti sa pretpostavkom da je K komponenta u X

1.1.8. TVRDJENJE. Lokalno-kompaktan Hausdorffov pro-
stor X Jje potpuno négovézan ako i samo_ako je ind X = O.-

DOKAZ. S obzirom na tvrdjenje l.l.7.,potrebno je samo
dokazati da potpuna hepovezanoSt-1okalno4kompaktndg Hausdo-
rffovog prostora X povladi ind X = O.

Neka je xe X i F proizvoljan zatvoren skup u X koji
ne sadr®i tadku x. Kako je X 1lokalno-kompaktan,postoji
otvogen skup V, x€V, takav da VY<cX\F je kompaktan.
7a svaku tadku y€ Fr V = VNV postoji otvorenc-zatvorena
okolina UyCLV"taéke x takva da y#ﬂUy( jer je V kompa-
ktan T2-prostor,pa je komponenta x ujedno 1 kvazikompone~
nta u V,tj. x Je presek svih otvoreno-zatvorenih skupova
u ¥V koji sadrie tadku x ([5] ,t..2.14.)).Zbog kompaktnosti
od Fr V ,postoji konaénd mnogo tacaka Jyseeerdp U r V
takvih da njima odgovarajuéi otvoreno—-zatvoreni skupovi

XNU_ ,eeey X\U_ <cCine pokrivaé za Fr V. Prema tome,
Y1 In

skup Uy oo Uy Jje otvoreno-zatvoren,sadrzi taCku Xx ,a
. 1 .
sadrian je u skupu VCX\F, tj. disjunktan je sa F. Time

je,prema definiciji l.l.4.,dokazano da je ind X = O.
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PRIMER. Postojli potpunc nepovezan T2-prostor X
takav da je ind X = l.Navodimo primer,znacajnog prosto-
ra,koji potide od Knaster-Kuratowskog ([1] ystr.184):

Neka je C Cantorov diskontinum na segmentu [b,ij y Q
skup racionalnih talaka a I skup iracionalnih tadaka u
C . Sa Lx oznacimo segment sa krajévima xe C , a:i(%;%),

2

a sa L skup talaka u R” definisan sa:

X

. | |
Lx = {(xl,x2)e I’x \ X, racionalan} za Xé€ Q,

»

Lx - %(xl,xé)e L::'c \x2 iracionalan} za X€ L.

Tada Je X = U{L; l Xe C}\.{a} potpuno nepovezan T2-pro-
stor i ind X = 1. | |

1.1.9. TVRDJENJE. Topoloski Qroizvod. X =ﬂ{){* \gLeA}
ima ind X = O ako i samo ako je ind Xu = 0 z& gvako A€ A,

DOKAZ., Neka je x = (x,)€X i U proizvoljna okolina

od X. Za U moZemo uzeti baznu okolinu,tj.

U =ﬂ{U¢\ U ¢ X{i,x e U, ,U otvoren u' X, i U, # X, za
najvise konac¢no indeksa d.f .
Kako je ind X, = O za svako o € A,sledi da postoji otvore-

no -zatvorena okolina V c U, za x,€X,,pa je

vl | Ve # Xemu, 4 'x&}
otvoreno-zatvorena okolina od X sadrzana u U.Time je do-
kazano da je ind X = O,

Potrebost proizlazi iz €injenice $to svaki X moZemo
posmatrati kao podskup od X , pa prema tvrdjenju lele5e,

iz 1ind X O sledi ind X = O.
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DEFINICIJA 1.1.,10. Topoloski proizvod

T
D =ﬂ{x¢ |« e A} ,gde je X, = 10,2} diskretan prostor i

card A =TU zovemo Cantorov diskontinum tezine T.

1.1.11. TVRDJENJE(ALEKSANDROVA). Topoloski prostor X

te¥ine T ima ind X = O ako i samo ako je homeomorfan pod-

L'

skupu Cantorovog diskontinuma D .
DOKAZ, Dovoljnost. Neka Jje X*?ﬁx’C.DEZPoéto je X, ={O,2}

diskretan to.je ind X, = O za svako £ € A,pa na osnovu tvrd-

jenja l.1.9. je 1ind D’ - O. Iz Xz: DTﬂi  ind DT; O .prema

tvrdjenju 1.1.5. sledi in&fxif"é; tj. ind X = O. |

Potrebnost. Neka je ind X = O ;Tada,prema tvrdjenju lele?.,

X ima bazu _B = iB,{_ ‘d.le A‘j ,card A =T ,éiji su elementi

B, otvoreno -zatvoreni skupovi.

Funkcija £ :X-%?{O,2} , %€ A, definisana sa

(2, za xeB,

(0 = §

L0, 28 xe€XN\B_

je,oéigledno,neprekidna,pa Je i funkcija f: X-—a-DT‘defi-
nisana sa ( f(x) ) = f£.(x), o € A,takodjer neprekidna.
Pokaiimo.da f ostvafuje homeomorfizam izmedju X i f(X).
f je injektivna,jer za x,ye X, x # y, postoji B, takvo da
je xeB i y¢ B, ,pa je £ (x) # £, (y), a time 1 £(x) #

£f(y).Pokazimo jos da Je f-l

: £(X) —> X neprekidno. U tu
svrhu dovoljno je pokazati da je f(B,), «€A,otvoren skup u
f(X).Zaista, f(B, ) = {(xi)ef(-)()\ X, = 2} ,a to je otvoren

skup u f(X).Prema tome Jje Xgﬁf(X)c;ﬁT

l.1.12. TVRDJENJE. Ako je X prebrojiv i Tihonovlijev
prostor tada je ind X = O,
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DOKAZ. Neka je xe X proizvoljna tacka i U njena
proizvoljna okolina. Posto je X Tihonovljev prostor,to
postoji neprekidna funkcija f: X-ar[p,i] takva da Je
f(x) = 0, £(X\U) = 1l.Kako je X 1i prebrojiv,to postoji
broj re [0,1] takav da r¢ £(X),pa  £(X)N[0,r] je otvore-
no-zatvoren skup u f(X). Prema tome,skup f-l[O,r] je otvo-
reno-zatvoren u X.Kako je i Xe £~1[0,r]c U tvrdjenje je
dokazano.

1.,1.13. TVRDJENJE. Ako X 1ima prebrojivu bazu i

ind X = O tada svaki otvoren skup u X je Erebrojiva uni-

ja medjusobno disjunktnih otvoreno-zatvorenih skupova'u X.

DOKAZ. Neka je G proizvoljan otvoren skup u X.
Kako je ind X = 0 i X ima prebrojivu bazu,to na 0Snovu
tvrdjenja 1l.1.%. postojl baza ;B'='{Bl,...,Bn,...} ¢iji su

elementi otvoreno-zatvoreni skupovi. Neka je
G = B, 3B
S

gde su B, , Bk,....,Bk ,eee Obtvoreno-zatvoreni skupovi u X
1 2 n

Time Jje tvrdjenje dokazano.

U eeaUBL U +.. jtada je G= B, V(B \\By )VU...
kn ? k1 Bk2 kl

P

1.1.14. TVRDJENJE. Neka je X podskup skupa RY real-

nih brojeva.Tada je ind X = O ako 1 samo ako je .Rl\.X
svuda gust u Rl.

DOKAZ. Dovoljnost.Neka je x€& X proizvoljna tacka i
(a,b) otvoren interval koji sadrzi tu talku.Posto Je rRIN X
svuda gust u Rl,sledi da postoje tacke cie(a,x)r\(Rl\\X),
de(x,b)n(Rl\X), pa je xé€(c,d)c (a,b) i Fr (¢, d)NX =9,
$to dokazuje da Jje ind X = O.

Potrebnost.Neka je ind X = O i pretpostavimo suprotno,tje.
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da Rl\X nije svuda fust u Rl. Tada bi postojala tacka

xeRl 1

i otvoren interval (a,b)c.R,koji Jje sadrZzi, takav
da je (a,b)NER\X)=¢, tj. (a,b)C X, odakle sledi da je

ind X>0, 5to je u suprotnosti sa pretpostavkom 1ind X = O.

1.2. VELIKA INDUKTIVNA DIMENZIJA - Ind

1.2.1., DEFINICIJA. Neka je X topoloski prostor,.
Ind X = =1 ako i samo aké X=@, .
Ind X-.-_c_‘-‘- n, ne{O,l,...} , ako .i samo ako za svakl zatvoren
skup FCLX 1 %vaku ngegovu otvorenu okolinu U pOStOJl otvo-
ren skup Vc:..X tako da ae Fc:. VC_.VC.U i Ind Fr V< n-1;
Ind X = n, ne{O 1,...3 , ako i samo ako Ind X-sn i n:LJe
Ind X-é n-l*
Ind X cx> ako i samo de ni za koji prlrodan broa n ni-
je Ind XﬁE n. o

Iz prethqdné definicije sledi |

1.2.2, DEFINICIJA, Prostor X dma Ind X = 0 ako 1
samo ako za svaki zatvoren skup F& X 1 svaku njegovu otvo-
renu okolinu U p;::stoji otvoren skup Vc.X tako da Je F&V
<U i Fr V= ¢, Drugim recimas; ITnd"X = 0 ako i sumo ako
zu svaki zatvoren skup F& X i za svaku njegovu otvorenu oko-
linu U postoji otvoreno-zatvoren skup V tako da Je Fe Ve,

Préthodnoj definiciji je ekvivalentna

1.2.%. DEFINICIJA. Prostor X ima Ind X = O ako i
samo ako za svaka dva zatvorena disjunktna skupa Fl,F2<:X
postoji otvoreno-zatvoren skup U&X tako da sadrzi Jjednog

cd skupova Fl’FQ i disjunktan je sa drugim.
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Neposredno slede tvrdjenja:

it

1.2.,4, TVRDJENJE. Ako je Ind X O fada je X no-

rmalan prostor.

le2.5. TVRDJENJE. Ako je Ind X

O tada je ind X = O,

l.2.6., TVRDJENJE. Ako je Ind X = O i F zatvoren

podskup od X tada je Ind F = O,

l1e2.7 TVRDJENJE. Neka je X normalan Ebuprostor.

Ako je X = AvB, A zatvoren skup u X, Ind A = O, Ind B=O,
tada je Ind X = O.

DOKAZ. Po3to je X\A otvoren skup u X koji jJe Fb—pro-
stor,to postoje zatvoreni skupovi Fl'FE"" u X takvi da
jJe X \A = FluFE\/... Kako je Ind B =0 1 Fn, né N,za-
tvoren i sadrzsn u B,na osnovu tvrdjenja 1l.2.6.,s8ledl da Je
Ind Fn = O.,Prema tome Jje: X = A\JFluJFELJ..., gde su
A,F),Fsy... zatvoreni skupovi u X 4 Ind A = Ind , = O,
neN,pa na osnovu tve4.str.1?7? iz [1] sledi Ind X = O.

1.%. DIMENZIJA DEFINISANA POMOCU POKRIVACA - dim

l1o3.1le DEFINICIJA. Neka je X topoloski prostor.
dim X<€£n, ne{-l,o,l,...} ,ako i samo ako za svaki otvoren
konalan pokrivacd Lf= {Ul,...,Um} postoji otvoren pokrivad
l}; {VI,...,Vm}'takav da Jje VkC:Uk, ke{l,...,m} ,1 svaka
tadka iz X leZi u najviSe n+l d&lanova pokrivada Z)E
dim X = n sako i samo éko je dim Xg<n,a nije dim Xg§n-=l.
dim X = o0 ako i samo ako ni za koji prirodan broj n nije
dim X<n.

Neposredno sledi: dim X = -1 ako i samo ako X = Do

Na osnovu prethodne definicije sledil
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le3e2e DEFINICIJA. Topoloski prostor X idima dim X = O
ako i samo ako za svaki otvoren konacan pokrivaéZéfUl,...,Um}
od X postoji otvoren pokrivacd Z}= SVl,...,Vm} takav da jJe
Vk~CUk ’ ké-fl,...,m} s 1 ka‘\vr'-..- @ kad god je k # r.

Zbog Vkr\vr = @ za k # r, sledi da su Vl,...,Vm ’

iz prethodne definicije,i zatvoreni skupovi u X.

le3e¢3.,TVRDJENJE., Ako je dim X = O tada je X norma-

lan prostor.i Ind X = O,
DOKAZ, Neka su A,B proizvoljni disjunktni i zatvoreni

skupovi u X.Tada skupovi XN\A , X\\B <¢ine otvoren pokri-
vad od X,pa iz dim X = O sledi da postoje otvoreno-zatvo-
reni skupovi V,C X\A, V2<'_X\B.ko;ji su disjunktni i ¢ine
pokrivaé za X. Posto Je Ac'_V2CX\B, Bc_Vlc:_X\A, vlnvzﬂg,

sledi da Je X normalan prostorga prema definiciji l.2.3%.,IndX=0.

Neposredno sledi
l.35.4. TVRDJENJE. Ako je dim X = O i F zatvoren

podskup od X tada je dim F = O.

le%e50 TVRDJENJE. Ako je Ind X = O tada je dim X = O,

7za dokaz ovog tvrdjenja potrebno nam je sledeie tvrdjenje:

l.%.6. TVRDJENJE. Neka je X normalan prostor i
Zf= {Ul,...,Un} otvoren pokrival od X.Tada posto]ji zatvoren
EOkI‘iVaé y= %Fl,tll,Fn} 9—9— X takav da ‘le ch_ Uk’ke{l,---,n}-
| DOKAZ ,Neka ,je Hl == X\(Ueu ---UUn)-Tada je ch..- Ul
zatvoren u X.Posto je X normalan prostor,to postoji otvo-

ren skup GydH, u X takav da je Gc G, U, ([5] ,t.2.6.).

Oznadéimo F, = G, -Skupovi G,,U,,...,U_ su otvoreni i &ine

Il

pokrivaé od X,pa oznadivsi H2 = X*\(Gl;;UaxJ...\;Un),analo-

gno prethodnom postupku,dobijamo otvoren skup G2 takav da
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je H,eG,cG,cUy.0znatimo Fy = G,.Nastavljajuéi ovako,

4 n-tom koraku,polazeti od skupova Gl'Gz""’Gn-l'Un yKoJji
dine otvoren pokrivaé od X, ch;Uk- Za ke{l,...,n—1} dobi~
jamo : H_ = X N\(GqU »e G,_1)y Hy = anun i otvoren skup

G, tekav da H < GncGnc_Un,tj. F, = Gn.

DOKAZ TVRDJENJA 1.3.5. Neka je Ind X = 0O 1
hG{Ul,...,Un} proizvoljan btvoren pokrivaé od X.Prema tv.l.2.4.
X Jje normalan,pa na osnovu tv.l.3.6. postoji zatvoren pokri-
vad Ve {F ,e0e F ) takav da Fc Uy, kefl,...,n) Nadalje,
kako je Ind X = O, sledi da postoje otvoreno-zatvoreni sku-
povi Hk takvi da Je ch:HE:ﬁUk.Neka su: Vl=Hl, V2=H2\\Vl,
s wy Vn = Hn\(vl\J V2U ..-UVn_l).Tada je ivl,-k.-,vn} pO—
krivad od X &iji su elementi otvoreno-zatvoreni u X i
medjusobno disjunktni.Kako je,oigledno, i V, < Uy,sledi da
Je dim X = O,

1.%.7. TVRDJENJE. Ako je X prostor Lindel®fa i ind X=0
tada je dim X = Ind X = Oe

DOKAZ. Neka je Lf= {Ul,...,Un} otvoren pokrivac od X.
Iz ind X = O sledi da posﬁoji baza od X ¢iji su elementi
ot?oreno—zatvoreni skupovi,pa postoji pokrival of ,upisan
u u,éiji su elementi otvoreno~zatvoreni u X.Kako je X
LindelBfov prostor ,to postoji prebrojiv podpokrivad
/3 = {VI,V2,...} pokrivaca ol , Skupovi: Vi v;_,\vl,...,
Vn\\(Vng...\)Vn_l),... su otvoreno-zatvoreni,medjusobno di-
sjunktni i obrazuju pokrivad upisan u 21 . Kako se od eleme-
nata ovog pokrivada moge formirati pokrivaéd lﬂ; {Gl,...,GnB
od X ¢&iji su elementi otvoreno-zatvoreni,medjusobno disju-

nktni, Gk<;Uk, ke4l,...,n3}sledi da je dim X = O, pa odatle
i IndX'-:O-




b
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1.4, KLASA SEPARABILNIH METRICKIH NUL-DIMENZIONIH PROSTORA

Na osnova t.le.?.7. sledi:

leltel. TVRDJENJE. Ako je X separabilan metridcki
prostor i ind X = 0 tada je dim X = Ind X = O

l.4.2. TVRDJENJE. Ako je X kompaktan metricki pro-
stor i ind X = 0O tada je dim X = Ind X = O.

§ obzirom na prvo tvrdjenje,opravdana Je upotreba nas
ziva " Klasa separabilnih metriékih nul-dimenzionih prostora”,

bez obzira o kojoJ vrsti dimenzije je rec.

Na osnovu telel.ll. sledi:

le4¢%, TVRDJENJE. Separabilan metric¢ki prostor je nul-
dimenzioni ako i gsamo ako je homeomorfan podskupu Cantorovog
hl
diskontinuma D ° .
le4.4. TVRDJENJE. Kompaktan metricki prostor je nul-
dimenzion ako i samo ako je homeomorfan zatvorenom podskupu

Cantorovog diskontinuma 'ﬁﬁ°.

)

lelde5e TVRDJENJE. Cantorov diskontinum D ahomeomorfan

je prostoru C svih realnih brojeva segmenta [O,I].koji U

brojevnom sistemu sa osnovom tri,imaju zapis
O,ala2... s gde ge ane{0,2} y NEN.

DOKAZ.Pokaiimo'da je preslikavanje £ : DhEch defini-

sano sa f(ay,8590ee ) = 0yay85040 homeomorfi;?m.
£ Jje,oligledno,bijektivno.S obzirom da je D 'kompaktan T2—

prostor,dovoljno je pokazati da je f neprekidno.Neka je

a = O,alae... proizvoljna tacka iz C i

U = ix eC ‘ \x-O_,alaz... \4 E,} njena proizvoljna §-okolina.
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Postoji n_c¢ N takav da jJe 2 <€ ,pa Jje
0 2T

okolina od a ,sadrzana u okolini U. Kako je

X, . | 5,; 5
Vno = {(xl’xE"”)E’D \xk = 819 kgno}.okollna ¥ D tacke
(a,,a ,---)eD}"" i £(V. ) = U_ <€ U,sledi da je f nepreki~
1te %o B

dno preslikavanje. Time Jje tvrdjenje dokazano.

Prostor C ,u dealjem,éemo zvati Cantorov diskontinum,
a ovde navodimo joS i njegovu geometrijsku konstrukciju.
Segment [0,1] podelimo na tri jednaka intervala i od-
bacimo sredisnji interval Gi-(l/§,2/3).Preostala dva segme-

nta Io(levi)i Ie(desni) podelimo na po tri Jjednaka interva-

la i odbacimo redom njihove sredisnje: G_,=( L ’ < )
o ol ;? ‘;Z
Gyy = ( —% ' =% YeTime od I, nastaju segmenti I 0(levi),

Iog(desni),a od I, segmenti 120(1evi), Igg(desni).Zatim,
segmente 100,102,120,122 podelimo na po tri Jjednaka interva-

la,odbacimo.redom sredisnje: Gool’Go2l'G201'G221 1 neogrg-

nifeno nastavimo postupak. Tada Je

C= [0 1] \G]_\U l J 1---kn_11 l]‘(:1_"”""’kr]v----le {0’2}}

"" l'.lk

l.4.6, TVRDJENJE. Neka je X kompaktan metricki nul-

dimenzioni prostor, kKoji rnema izolovanih taclska.Tada je X

homeomorfan Cantorovom diskontinumu C,

Dokaz zasnivamo na narednoj definiciji i tvrdjenju u

vezl sa njom,

lo4.7. DEFINICIJA. Neka su X,Y-kompektni metridki pro-

stori 1 {Un}, {VHE ,néiN,redom baze tih prostora ¢iji su
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elementi otvoreno~zatvoreni skupovi.Kazemo da su baze
iUn} i gvn}'izomorfne ako i samo ako su ispunjena sledeta
dva uslova:

1) za svako 1 # J Je:
ili Vi< Vj ili V;}Cvi ili vir\vj = @ ,

2) postoji bijektivno preslikavanje £ : {Un}—a{vn},
f(Un) = V 4ne N,takvo da je f(Uﬂ_nt) = f(Ui)f\i‘(Uj).

l1.4.8. TVRDJENJE. Kompaktni metridki nul-dimenzioni

Erostori koji imaju,izomorfne baze su homeomorfni.

DOKAZ.Neka su.-{UhB, {vn§ redom izomorfne baze za X 1 Y
i £ SUn}**ﬁvn} bijektivno preslikavanje.
Defini8imo preslikavanje h: X—>Y na sledeéi nacin:
svaka tadka xe X ima Jjedinstven zapis X =f\{Un l X eUn} ’
pa stavimo h(x) = ﬂ{f(Un)‘ X € Un} .Pokazimo da je h do-
bro definisano.S obzirom da familija -{f(Un)} ima osobinu
konadnog presecanja,njeni elementi su zatvoreni skupovi,a I
je kompaktan,sledi da Jje h{(x) neprazan skup.PokaZzimo da je
h(x) jednocllan skuﬁ. U suprotnom postojale bi tacke yl,yzeh(x)
koje su razliéité,pa bi postojali disjunktni bazni skupovi
V_oVgy Jy€ Vo Tp€ Vgopa Je e~ )Ne(v,) = @.No,sa dru-
ge strane je: f'l(vr)f\Uﬁ A 3, f'l(Vs)f\Un # @ za svako U,
koje sadrzi talku x,pa je f'l(Vr)f\f'l(VB) skup u kojem je X.

Dobijena kontradikcija dokazuje da je h(x) Jjednoélan.

Preslikavanje h Je surjektivmo,jer za proizvoljnu tacku
y €Y postoji jedinstven 72apis y=ﬂ§vnl Y€ Vn]f P2 Jje

ARtEIAIRL v_y jednotlan skup u X i n(N\ {21 (V)| yevy)-

= y. h je,odigledno,injektivno 1 neprekidno,dakle,homeomorfizam.
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DOKAZ 22 telolebe S obzirom na t.l.4.8.,dovoljno je
dokazati da prostori X i C imaju izomorfne baze.
Prema tel.ld.4. ,moZemo smatrati da je X uronjen u C.
Pomoéu matematidke indukcije,konstruisimo otvoreno-zatvore-
ne pokrivace C(n, ﬁn’ ne N,redom za X i C,¢iji su clano-
vi neprazni,medjusobno disjunktni skupovi dijametra manjeg
od (2/3)™,i bijektivna preslikavanja f : o« —> /3n .
Postoje neprazni ,otvoreno~zatvoreni,disjunktni skupovi U0
i U, koji pokrivaju X i dijametra su manjeg od 2/%.
Isto tako,postoje neprazni,otvoreno-zatvoreni,disjunktni
skupovi Vo i V2 koji pokrivaju C 1 dijametra su manjeg
od 2/3%. Prema toms

%y ’{Uilli v Py {vil} » efonz)

su otvoreno-zatvoreni pokrivadi,redom za X i C i preslikava-

13 dl“—"'ﬂl,dato sa fl(Uil)-.:Vil

nje £ s, je bijektivno.

Pretpostavimo da su

¥ ={Uil...iklf v Py {Vil...ik]f |

!

otvoreno-zatvoreni pokrivadi redom za X i C,&iji su clanovi
neprazni,medjusobno disjunktni i dijametra manjeg od (2/5)k,

i £y O(k--"-""ﬁk,dato sa fk(Uil_“il)-—-vilu'ik,bijektivno

preslikavanje( il"'ik su svi mogué¢i k-nizovi brojeva O i 2).

Postoje,neprazni otvoreno-zatvoreni,disjunktni skupovi

U U : koji pokrivaju U. . 1 dijametra

il"'iko ' il...1k2 1yeeely

su manjeg od 2/3 diam(Ui i.)'dL(2/3)k+l.
ll.l k

Isto tako,postoje neprazni otvoreno~zatvoreni disjunktni

V.

skupovi V. .y P a
lliiilko llllllkz

koji pokrivaju Vi 3
llrII k
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) < (2/3)%F,

dijametra su manjeg od 2/3 diam(V,
1yeeeiy

Prema tome su

of ==7(U. . } ={v. 73 .
k+1 llncclklk+l ’ ﬁk'Fl ll".ikik'i'l ,lk+l€{0,2},

otvoreno-zatvoreni pokrivadi redom za X i C,€iji su clanovi
k+l

neprazni medjusobno disjunktni,dijametra manjeg od (2/3)7 %

i preslikavande £ : A, — ,dato sa
k+l k+l k+1

£, (U )=V,

. . = . . Je bijektivno.
1lillik1k+l 11.-l1klk+1’

k+l

Time su konstruisani pokrivaéi Ofn, /‘3 n i bijektivna pres
slikavanja £ : Ofn———rﬁn ~ za svako ne€ N,

Na osnovu konstrukcije pokrivada & , B, 1 preslikavanja

fn,sledi da familije

A = {Uer O(n,neN} . ﬁ.{lee ﬁn,neﬂ}
su baze prostora X 1 C koje su izomorfne.Time je tel.tebBe

dokazano.

Na osnovu f.l.lel2..sledi

1.4.9.TVRDJENJE. Svaki prebrojiv metricki prostor
de nul-dimenzonalane.

Skup svih krajeva odbacenih intervala,pri konstrukciji
Cantorovog diskontinuma O, oznadavaéemo sa Q.Pod prostorom

Q podrazumevaéemo podprostor Q prostora C .

l.4.10. TVRDJENJE. Neka je X prebrojiv metricki

prostor ko;ji nema izolovanih taclaka,Tada je X homeomorfan
prostoru Q. ‘

DOKAZ. Neka je X =lesx2,...} prebrojiv metriki pro-
stor bez izolovanih tadaka.Prema t.l.4.4.,mozemo smatrati da

je X uronjen u C.Koristeci matematidku indukciju,konstru-
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isademo otvoreno-zatvorene pokrivace of ﬁn,nEN,redom X2\

n?
X i Q,81ji su €lanovi neprazni medjusobno disjunktni skupo-
vi dijametra manjeg od (2/3)" i bijektivna preslikavanja

J¢“n:‘ dn—*ﬁn *

Postoje otvoreno-zatvoreni.skupovi Uk,k=min{i‘xie Usco iéaN},
i U_,remin{i|x;€U,, ie N} , UynU, = @,koji pokrivaju X
i dijametra su manjeg od 2/%.

Neka Jje Q = {31’32""} .Postoje,takodjer,otvoreno-zatvore-
ni disjunktni skupovi Vg , K = min{i|y;e Vg » i€ Np o, 4
V-f , T = min {i | yi& V-i: s 1€ N} ,koji pokrivaju Q 1 dija-
metra su manjeg od 2/3.0znadimo:

o ,= {U } . -
i sa flztif“*131 jednu od moguéih bijekcija.

Pretpostavime da su

94 -{U } X =min{i x:. €U ie‘.N}
m kl...km ' "m \ i kl"'km ? '

ﬂmniV‘E Em},Em=min§i\yi€V-ﬁ % ,ieN},

1o 1ee oKy
otvoreno-zatvoreni pokrivali redom za X i Q,¢iji su clano-
vi medjusobno disjunktni i dijametra manjeg od (2/3)",
Pretpostavimo takodjer,da je i‘m: of m*""ﬁm jedna od mogu-
¢ih bijekcija.

Postoje neprazni,otvoreno-zatvoreni,disjunktni skupovi

...kms ’ ieN} ’

Ukyeesk 8 0 7 min{l‘xieukl...kmt ’ 1‘5“} ’

U s=min{i X.e U
kl....kms ’ ‘ i kl

koji pokrivaju Uy i dijametra su manjeg od

1IIlkm

2/3 diam(Uk K )-<;(2/5)m+1. Isto tako,postoje.neprazni
m

lill
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otvoreno-zatvoreni,disjunktni skupovi

v e S = min{i|yseV - :iEIﬂ}
E,...K5 ° (il wevE k5 ’

S min{i‘yievﬁl...ﬁm’ﬁ ,ieN]

koji pokrivaju VE % i dijametra su manjeg od
1III m '

2/3 diam( Vg y< (2/3)% . Tada su
m

( ' =={IJ k € {s,t
m+l klll-kmkm+ o m+1 { ' },

/3111+1" {VEJ_. . oK Em+1} 1Kpa1 € {E’.E

m

otvoreno-zatvoreni pokrivadi redom za X i Q,81Ji su eleme-

nti medjusobno disjunktnl i dijametra manjeg od (2/3)%* L,

Bijekciju fm+1‘ /3 deflnlsimo na sledeéi nacin:

m+1
za £ (U ) = V stavljamo
m kli.lkm E lllEm

(Uy )=V ...k K gde Jje km+1=km<';;’;ﬁm+1ﬁlzm'

;i
m+1 l"'k km+l 1 m m+l

Time su pokrivadi o , @B_ 1 bijekcije I, . of ——?'[3 u pote

n’

punosti definisani.

Familije: .0L={U€ o{ o nGN}, ﬁ={ve ﬂn,néN}
su baze redom za X 1 Y.

S obzirom na prirodu pokrivaca oL yn€N,za svaku tacku
xie X postoji jedimstven broj noe.N takav da Jje:

Xie U ,k = i; kl'---,kn _1# k »

n
O O nO

Kieoek
1 no

Preslikavanje h: X—> Q,definisano sa h(xi)=yj,gde je

v =f, ( Uy ..k )y § = Eﬁ sje bijektivno,nepref

> & »
1 n, 0 1 n, 0

kidno,njegovo 1inverzno je neprekidnojdakle n je homeomorfizam.

NAPOMENA.Prethodno tvrdjenje Jje preformulisanac tvrdje-

nje Sierpiﬁskog, koje izvorno glasi drugacije ([22]).-




l.4,11., TVRDJENJE. Ako je X prebrojiv metricki pros-

tor tada je X homeomorfsn nodprostoru prostora Q.

DOKAZ. Ako Je X prebrojiv metricki prostor, tada jJje
topoloski proizvod X x @ prebrojiv metricki prostor, koji
nema izolovanih tacaka., Na osnovu prethodnog tvrdjenja, po-
stoji homeomorfizam h: X X Q—=Q. Preslikavanje hI:XﬂrX><Q,
definisano sa hl(x)= (x,0), xeX, je, oligledno, homeomor-
fizam, pa preslikavanje (h.hl):X-——a-Q ostvaruje homeomor-

fizam izmedju X 1 podprostora h.hl(X) od Q.




GL-Q.V;& 2 )

NFKE PODKLASE KLASE KOMPAKTNIH METRICKIH NUL-DIMENZIONIH
PROSTORA

U ovoj glavi se daje topoloska karakterizacija nekih
podklasa klase kompaktnih, metrickih nul-dimenzionih pros-
tora, koju oznalavamo sa ;‘?_, kao i odgovarajute konstruk-

cije prostora tih podklasa. Razmatranja se zasnivaju na po-

stupku "razvrstavénja talaka" ,koji potice od M.Marjanoviéa[l@L

2,1, DEKOMPOZICIJE PROSTORA KLASE

Pod dekompozicijom prostora podrazumevamo svaku famili-
ju disjunktnih podskupova, koji ¢ine njegov pokrivacd.

Neka je X€ £ dati prostor. Pomo¢u matematilke indukci-
je, konstruisaCemo dekompozicije 'Lﬁn;{xo,...,xh,x(n+l)),

n&Nu{O}, prostora X tako da su ispunjeni sledeéi uslovi:

(@) X(ns1) = X(ne1)

(¢) En < X1'1"*"’}((1%1) *

Neka je X  skup svih izolovanih tacaka od X 1 X(l)=X\\Xo'

U, - {Xo*xcl)}

je dekompozicija od X, koja ispunjava usiove (a),(b),(c)e

Tada

retpostavimo da Je Zﬂk; ixo""’xk’x(k+l)} dekompoziclja
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od X takva da Je:

(1) Fxe1) = F(xe1)?

(2) X, = XiuX

i U'--UX(k+l) Za i G.{O,-.-,k-l }]

i+2
(3) R € XWXy
Neka Je:
(4 Xy = Y1) N
(5)  Xgez) = X(es1)" Xk
Tada Je Z{ K+l = {xo"”'xk+l’x(k+2)} dekompozicija od X.
zbog (1)i(5) Je Y(k+2)-x(k+2),pa Mk+l ispunjava uslov (a).
Pokazimo da Z{k+1 ispunjava uslov (b),tj. da Jje
L (8) X, = XU Xy, uK(p,p) 28 1€{0se00.k) .
Zaista,zbog (2) 1 X(k+l)= k+1\’x(k+2) sledi da je (6) ispu-

njeno‘za ié;go,...,k-l} Na osnovu (3),(4),(5) Je

Xkcxkvx(k+2),a na osnovu (5) i X DX v X(x42) P8 je (&)

ispunjeno i za i=k.Konadéno iz (4),(1),(5) sledi

pozicija.lgk&l ispunjava uslove (a),(b),{(c),pa su konstru-

kcije dekompozicija %n,ne N,u potpunosti definisane.
Mogu nastupiti sledeéi'sluéajevi:

1) X = Xo,tj. prostor X ima konacno mnogo taéaké,

2) Postoji neN tako da je X, ;= Y X(n)% #.Tada Je:
Xn=X(n), X(n+1)-¢,pa je X = Xouf...\/xn_gL/Xn.
Za n=1 Jje Xonﬁ,pa jena osnovu t.1.4.6.; XCa

%) PostoJi né:N,taka da Je Xn_lﬂﬁ, X(n)ﬂxn £ @.Tada Je
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A = Xo\/"'\/xn-lijn i xn-l’xn zatvoreni i disjunktni
skupovi,

4y Za svako ne N Je X(n)# J.Tada Je XnXOh/...\Jan/...\/Xqﬁ

gde je %3(\ﬁx(n)‘nE£N}neprazan 1 kompaktan(jer

U navedenim sludajevima prostoru X su jednoznac¢no pri-
druZzeni redom nizovi: s(X) = (0)3 8(X)=(0yeae n-2,n)(za Xoaﬂ
stavljamo s(X) = (1) )3 s(X) = (Oyees,n-1,n);

S(X) = (OyeeeqNgeneqglld)e

Niz s(X) nazivamo akumulacioni spektar prostora X,
a faéku xe X o€ Nu{O}u{w}, n-tadka prostora X.

2.1.1. TVRDJENJE. Tadka x& X je n—taéka, ne.N\J{O},
ako i samg ako x¢'}'(n_l i xéxi, i€ {0,...,11—2} .Talka
x€ X je (U-tacka ako i samo ako x¢xn za svako 1€ NU{O} .
DOKAZ. Prvi deo tvrdjenja sledi iz
Xo\eeo UKy oV XV XV & (1) 1 Kn-l:xn-—lu X(n+1)12

dmgl 1z _X= XOU-..UXIIU...UXCO.

X

2.1.2. TVRDJENJE. Neka je X + X topoloSka suma pros-
tora X,Ye Z.Tada je (X + Y)n= X, + ¥, z8 ng fO,...,u)’}.

DOKAZ.Pomoéu matematidke indukcije,dokazimo tvrdjenje

prve za neiN\J{OB.Za n=0 tvrdjenje je,oligledno,tacéno.
Pretpostavimo da je (X+Y)k=xk+Yk tadno.Neka je naprimer xe X.
Tada na osnovi te.2e.l.l.i indukcijske pretpostavke je:
xE.(X+Y)k+1¢::>x¢m=Yk+Tk i x¢xi, ie{o,...,k—ls .
Za n=.rtvrdjenje sledi iz te.2.1.1.(drugi deo) i tacnosti

od (X+Y)n=Xn+Yn za svako nE:Nx:{O},jer

X € (X+Y) <&=>x ¢ (X+Y) =X +Y, za svako neN v {0} .
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>.1.%. TVRDJENJE, Neka je Xe & i skup l-tadaka X, ne-

prazan, Tada je ili podprostor X, homeomorfan Cantorovom

diskontinumu C ili je X, homeomorfan prostoru c\ {1} .

DOKAZ. Neka je X, skup izolovanih tacaka od X 1

L{l={ o'xl'x(z)} dekompozicija od X, koja ispunjava uslove
(a),(b),(c). Kako je X(g) zatvoren(prema (a)) u X i X, ot-
voren, sledi da Je Xl otvoren skup u X,

Ako Je X(2)=Q tada Je - X = Xouxxl, pa je Xy zatvoren u X.

S druge strane, prema uslovu (b) je X =X\X;, tj. X1=X“§?o.
Prema tome, X, je kompaktan podprostor od X i nema izolova-
nih tadaka, pa na osnovu t.l.4.6. sledi da je Xfﬁfc.

Akxo je, pak, X(z)# Q; tada se Xl’ kao otvoren-skup u X, moze
izraziti u obliku Xl = L_J{Gi\ i€ N} (prema tele.lel?.), gde
su Gi disjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi u X bez izoiova-
nih tacdaka. Kako Je C"\{iS :thiVi\ iG.Nk s 5de su Vi disju=-
nktni otvoreno-zatvoreni skupovi u C, to je Gigjv ~ C za

iN
svako i€ N, odakle sledi da je X;=C\{1} .

2el.4, TVRDJENJE. Neka je X€ z i s(X)=(04eee4yn-1,n),

n€N., Tada postoje otvoreno-zatvoreni disjunktni skupovi

Xl,X2 u X tako da je X = X;M/XQ, s(Xl) = (O4eee4yN=2,0),
s(X°) = (Oyess,n=3,0-1). |

DOKAZ., Kako je X = Xo“""t’xn-lijn’ TO na osnovu us-
lova (a) 1 (b) sledi da su X _q+%, disjunktni i zatvoreni u X.
Prema def.l.2.3., postoji otvoreno-zatvoren skup U u X tako
da je X,CU, UNX, ;= @. Oznacimo V=X\U. Tada je s(U) =
=(0ye0eyn-2,n) i 8(V)=(0ye0e,n=3,n=1) ili S(V)=(0,0es,n-2,

2

n-1). U prvom sludaju stavimo X>=U, X°= V. U drugom sludaju

je V=Vo\/*"\’an2k/Vn-1* gde su Vn-2’vn-l disjunktni 1 za-




tvoreni u X,pa postoje disjunktni otvoreno-zatvoreni sku-

povi UL, VY, takvi da je vV=utwvl

i s(Ul)=(0,...,n-5,n-l),
S(Vl)u(o,- > & ,n—4,n—2) ili S(Vl)=(o,a & e ’.n"'a ,n—2)-Tada StaVi-
mo: X =UuUVY ;.X°=UL.U oba sludaja su X',X° disjunktni,ot-

1,2

voreno-zatvoreni u X i X=Xy X&, s(xl)n(o,...,n-2,n),

s(Xg)-(O,...,n-§,n—l),pa je tvrdienje dokazano.

2.2. TOPOLOSKA KARAKTERIZACIJA PROSTORA
POMOGU AKUMULACIONOG SPEKTRA

U ovom odeljku se razmatra problem topoloske karakteri-
zacije prostora klase z,pomoéu akumulacionog spektr&i.
| M.Marjanovi¢ Je u {14] pokazao da konac¢ni skumulacioni
gspektar topoloski odredjuje "pune pfostore“klase Z.
Precizno: Ako X,Ye 7 ,8(X)=8(Y)=(0ye00,n=2,n) ili 8(X)=
s(Y)=(0,...,n-l,n),ne{Q,B,...}ai za svako ie N iz

xi;e’ﬁ, Yi;!;?! sledi i—iMTi%C,tada su X i Y homeomorfni.

Mi dajemo proSirenje ovog rezultata uvodjenjem podkla-

sa Zli 22 od .Z i izdvajamo podklase ZB’ ZLL, ’%5' 36

klase-ii,éiji su prostori,u potpunosti,okarakterisani akumu-

lacionim spektrom(konadnim ili beskonaénim).
2.2.1. PODKLASE Zl, :?52, 35, 2’4, 35, g(__.) KLASE <

2.2.1.1. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi .,
ako i samo ako s(X)=(O,...,n-2,n),né;N‘\{l},i svi podprosto-

rl XogesesX o nemaju izolovanih tadaka.

2.2.1.2. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi <,

ako i samo ako s(X)=(0ye.e,n=-1,n),n€N\4{1},1i svi podprosto-




ril X2,...,Xn_2 nemaju izolovanih tacaka.

2.2.1e%. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi 5?5
ako i samo 8ko S{(X)=(OyeeeyNyeeey LS) i za svako 1i€N

podprostor xi nema izolovanih tacaka.

2,2.1.4., DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi égq_
ako i1 samo ako s(X)=(O,...,n—2,n),n€LN‘\{IB,i sve tacdke

podprostora X yeeeyX, o SU izolovane.,

2.2.1.5. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi 25
ako i samo ako s(X)-(O,...,n—l,n),neﬁN\\{lﬁii sve tacke

podprostora XQ,...,Xn_g su izolovane,.

2,2.1.6. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi Z .
ako i samo ako 8(X)=(OyeeeyNyese,W) i za svako ie.N‘\ilk

sve talke podprostora X; su izolovane,

2.2.1.7. DEFINICIJA. Za prostore X,Y& Z.,i€{1,4§ ,
kalemo da su ekvivalentni ako i samo ako S(X)=8(Y)=(O,ees,

n-2,n)i podprostori X ,¥ su homeomorfni.

2.2.1.8. DEFINICIJA. Za prostore X,Y€ Z;,i€}{2,5} ,
ka’emo da su ekvivalentni ako i samo ako s(X)=s(Y¥)=(Oyeece,

n-l,n) a podprostori X ,,Y, ;1 1 X Y, su homeomorfni.

2.2.1.9. DEFINICIJA. Za prostore X,Y€ Z.,i€{3,6} ,
karemo da su ekvivalentni ako i samo ako podprostori

X,y s Yy SU homeomorfni.

Zbog pogodnosti u izlaganju,kazaéemo da su prostori

X YE Z ekvivalentni i u sledeéim sludajevima:

1) s(X)=s(Y)=(O), card X = card i;
2) s(X)=s(Y)=(1);
3) s(X)=s(Y)=(0,1), card X =card Y .
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LelelalOos TVRDJENJE. N_Q}SB__?_'L}_ X,Yé.o\t.pi,ie{l,---,fﬁ,

1

» , - L] »
ekvivalentni prostori.Ako su X ,X disjunktnil otvoreno-—za-
tvoreni skupovi u X,koji ga pokrivaju,tads postoje disjun-
. . ! H e .
ktni otvoreno-zatvoreni skupovi Y , Y u Y,koji ga pokriva-

1 H

ju i takvi da_su X', Y ekvivalentni i X s I ekvivalentni
prostori.
DOKAZ 2&4 &,. Neka su X,YeZ] i s(X)=s(1)=(0yees,

n-2,n).Razlikujemo dva slulaja:

1) (X' )=(0ye00,n-2,0), s(X") ¥ s(x');

2) S(X’)=8(X”)=(O,...,n~2,n).
Razmotrimo siudaj 1).Tada razlikujemo: a) S(X”)=(0); b)
8(x)=(1)3 ¢) 8(X )=(0,1); d) S(X")m(Oyeee k=2,K) | KE{20ens
n-2); e) s(X")=(0yeeesk=1,k) K E€{2y00eyn=2]
Ako je a),tada je X' konaZan.Neka je Y podskup od Y ta-
kav da card Y'= card X' i stavimo Y'= YN\Y'.Tada X',Ye Z;
su ekvivalentni 1 XH, Y”ekvivalentni prostori.
Ako je b),tada postoji otvoreno-zatvoren skup Y”CLY,takav
da je s(YH)=(l),pa su X", Y”ekvivalentni.Uzimajuéi YlnY\\Y:
dobijamo da su 1 X', Y{ ekvivalentni,jer: X', Y’e 31'
s(x )=s(¥'), (X") =X

n? (¥ )nzYn'

Ako Jje c¢),tada postoje otvoreno~-zatvoreni skupovi Xl,nga

1

je x'=xtv X2, 5(XF)=(0),s(x°)=(1).Postoji Yc Y, da je

. /]
card Yr=card xt i Y°c Y da je s(Y2)=(1).StaV1m0: Y =Y1LfY2,

! it i o ! ! 2- . .
Y=Y\Y § tadasu X, Y 1X, Yeg ekvivalentni.
Ako je g),tada,na osnovu t.2.l.%.,postoje otvoreno-zatvore-
2 1, , 2

« o : . 1 : : "
ni disjunktni skupovi X ,X° takvi da je: X = X"V X7,
S(XI)HCO,-..,I{-—Q,}C), 5(X2)=(0'---,k“},k‘l)-POStOji k-ta-

ckau Y 1 njena otvorenokzatvorena okolina U takva da Jje




S(U)=(0y000,k=2,k)s Isto tzko, postoji (k=1)~tacka u ¥ 1
njena otvoreno-zatvorena okolina V da Jo s(V)=(0Q,ees k=7,
k-1). Stavimo: Y =Y \N(UwV), Y"=UVUV. Tada su X",Y" ekvivi-
lentni, jer: X" V"G;;fg, s(X")=s(Y"); (X")k ln/(Y")k#IV'{'
(}{")km (Y“)kfs ¢, Takodje i X' ,Y su ekvivalentni jer: X' ,Y'e
Z 15 s(0)=s(¥"); (X=X (X)p=Y;5 (X R )
Ako je d),tada postoji k-tacka u ¥ 1 njena otvoreno-zatvo-
rena okolina U da je s(U)=(0,eee,k=2,k). Stavimo: Y =Y \U,
Y"=U,Tada Je: X, Ye X5 s(XM)=s(Y")y (X)) (Y1) »C,y te
X",Y" su ekvivalentni. Nadalje je: X’,Y'gfl; s(X" )=s(Y");
(X')n=xn;(Y')n=Yn;(X')&v(Y')n, tj. i X3Y“su ekvivalentni.
Razmotrimo sludaj 2).
Posto su X'F\Xn, X"MNE disjunktni i zatvoreni u X 1 X ™Y ,
sledi da postoje disjunktni, zatvoreni skupovi F,,F, u Y ta-
ko da je: Y _=Fu P,y Fi¥ X'nXy; Fome XA . Nadulje, kako
je Y nul-dimenzionalan, postoji otvoreno-zatvoren skup Y u
Y tako da jJe Flc:Y’, Y'NF,=@. Stavimo yr=Y\Y’. Tada,oligle-
cino; X ,Ye 'fl su ekvivalentni i X",Y"e gl su ekvivalentnie.
DOKAZ ZA & ,. Neka su X,Y€ L, i s(X)=5(1)=(0ys00,0-2,10).
Razlikujemo dva slucaja:

1) 8(X)=(0,e0e,n=-2,n), s(X") # s(X" )3

2) s(X’)=8(X")=(0ye0e,yn=2,0)0
Razmotrimo sludaj 1). Tada razlikujemo: a) s(Xx")=(0)3 b)
S(X"Y)=(1): ¢) s(X")=(0ysse,k=2,k), ke{2,...,0-2} ;
3) S(X")=(0,vue,k-1,k), K€ {Llyeus,n=2§
Ako je a),tada je X" konalan.Neka je:¥"c. Y ,card Y"=card X",
i Y=Y \Y".Tada X*,Ye 2; su ekvivalentni i X",Y" su ekvive-

lentni.Ako b),tada postojl otvoreno-zatvoren podskup YV u I
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da Je s(Y”)=(l).Stavl,jajuéi anY\Y”dobijamo da su X' ,Y{E 2‘4
ekvivalentni 1 X”,Y”ekvivalentni.

Ako Jje ¢),tada Jje card (x“)k<gxm.Neka Jje A={yl,...,ym}
podskup od Yk i card A=card (X")k.Postoji otvoreno-zatvo-
ren podskup Vr u Y,koji sadrzi Yps TE {1,...,111},:2. takav da
jo V_AY, ={y} i VAT, 3= S.Stavijajuéi Y =V U eae vV,
Y «Y\Y" ,dobijamo da X', YeZ,i X ,YeZ, su ekvivalentni.
Ako je d),tada na osnovu t.2.l.4. postoje otvoreno-zatvoreni
disjunktni skupovi X;,Xg takvi da Je: Xﬂu xlurxe, s(Xl)-
2(Oyeeeyk-2,k), 8(X°)a(04e00 k=3,k=1).

Ako je ke1,tada je X% C,X°C Xj,card X°¢ Y ,-Postodi,tada,
otvoreno-zatvoren podskup U od Yl i podskup V od Yomta—
kav da je card V = card X°.Stavljajuéi Y =Y \(UuV),Y"sUvV,
dobijamo da X ,Ye&&, i X ,Y su ekvivalentni.

Ako je k=2,tada je card (X1)2<Ro’ Xec..”_,, C.Neka Je A=§yl...,
,ymﬁc;Y2, card A=card (X")2 i U otvoreno-zatvoren podskup od
Yl.Neka je Vr otvoreno-zatvoren u Y koji sadrii tacku Yps
ré;{l,...,m)i takav da je V_ NI, ={y;3 i Vrr\Yl = J.
Stavljajuéi Y =ViuU eeauVpul, Y'= y\Y",dobijamo da X ,Y'
i X”,Y" su ekvivalentni.

za k>2 je card (X1),< f o » card (X2); 1 < Y o-Nexa:

1 4 /

card B = card (Xa)k_l.Postoje otvoreno-zatvoreni skupovi

U T eflyeca,mlii Vi ref{lyeee,thu Y takvi da je
Upn Y= {725 Upn Ty g =@ 4 Von Yy g={7p) o VanYy p = 9.

Stavljajudi: Y"ﬂUlhf---\fUm\fvlkf...bth, v = Y‘%Y” dobija-

N .
mo,opet,da X’,Y' i X ,Y”su ekvivalentni.
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Razmatranje sludaja 2) je analogno sludaju 2) za ;Zl,pa ga

izostavljamo.
}f >4
DOKAZ ZA 3 je analogan dokazu za reqe
DOKAZ ZA Z6 je analogan dokazu za 24.
DOKAZ ZA Z.,. Neka su X,Yé £, i s(X)=s(Y)=(0,e00,n-1,n).
Na osnovu te2.l.4.,postoje otvoreno-zatvoreni disjunktni
skupovi Xl,X2 takvi da je X=XlufXe,s(xl)-(o,...,n—Z,n),S(X2)=
-(0,...§n-5,n-1).lsto tako,postoje otvoreno-zatvoreni disju-
nktni skupovi Y1,Y° takvi da je Y=Y*U Y2 ,s8(Y1)=(0yees n-2,n),
s(Y2)=(O,...,n-ﬁ,n—l).Prostori Xl,Y¥ﬁjzl su ekvivalentni,jer
1 1 1l
je: s(xX)ms(¥1), (x1) =x , (Y1) =Y .Takodjer i X°,Y%Z, (ako
je n=2,tada x%ngﬁic )su ekvivalentni, jer: S(Xa)-s(Ye),
(xe)n-l'xn-l’ (Ye)n_luYn_l.Kaka tvrdjenje vazi za prostore
1
Y

xt,yt 4 Xe,stledi da vazi i za prostore X i Y.

DOKAZ ZA ZS je analogan dokazu za 32.

2.2.1.11. TVRDJENJE. Neka su X,Ye X ;,i €{1,00e,6],

ekvivalentni prostori.Tada X,Y imaju izomorfne baze.

DOKAZ, Na ognovu t.l.4.4.,moieﬁo smatrati da su X,I
uronjeni u Cantorov diskontinum C.Pomodu matematicke indu-
kcije konstruiSimo otvoreno-zatvorene pokrivade oL, ﬂn,ne N,
redom za X 1 Y,3iji su élanovi neprazni,medjusobno disjunk-
tni skupovi,dijametra manjeg od (2/3)® i bijektivna presli-
kavanja f : o —=f3 .

Postoje neprazni,otvoreno-zatvoreni disjunktni skupovi Xl,
X2 koji pokrivaju X i dijametra su manjeg od 2/%.Prema pre-~
thodnom tvrdjenju,postoje disjunktni otvoreno-zatvoreni sku-

povi Yl,szoji pokrivaju Y i takvi da je X}ﬂ iTEfi,E},ekvi-




i

valentno sa Y 1.Nadalje,postoje neprazni,disjunktni otvore-

ill il2 il

no-zatvoreni skupovi Y s L koji pokrivaju Y i dijame-
ill 112

tra su manjeg od 2/3.Neka su,prema t.2.2.1.10., X X = di-

i
sjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi koJjli pokrivaju X l,a
redom su ekvivalentni sa Y + ! .Prema tome,dobijamo otvo-

reno-zatvorene pokrivacde

| i1 id
oC, .{x 1 2} , By = {Y . 2} viy.ise {1,2],

redom za X i Y.Neka je flz Oll-—-rﬁl bijektivno preslika-

115 115
vanje,dato sa fl(X ) = Y .Pretpostavimo da su

iieeel ) .
’ k ;11’111,121{6{1’4,

otvoreno-zatvoreni pokrivadi.redom za X i Y,¢iji su c¢lanovi
neprazni  medjusobno disjunktni,dijametra manjeg od (2/5)k i

: : : i1”'121{
f.0 d k——"’ﬂ i bijektivno preslikavanje,dato sa £, (X )=

i I'.i i .--i i -I‘.i
FLTRk g g x 1Tk 1Rk

Y ekvivalentni.Postoje

. il...izkl
neprazni,disjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi X ’

il-.li2k2 ili..i‘?k .

X koji pokrivaju X i dijametra su manjeg od

i llli : i liii
2/3 diam (X 1 2k).Ukoliko Jje X 1 2k jednoclan skup,ta-

il-..i2k1 _ Xili.li2k ilil-iekg
= y

X = J.,Na osnovu

da stavimo X

£e2e2e1s10.,postoje disjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi

Pneeeiol iqeeeing? fveeed
y 177772k yT1°TTT2KT pogy pokrivaju Y * 0 ©F i takvi da

1qeeein, 1 i,ee0elnyd
je Y 1 ck 2k+1,i2k+f5{1,2},ekvivalentno sa X 1 ek 2k+l.

Nadalje,postoje disjunktni otvoreno-zatvoreni neprazni skupo-




Ty
e

i l.-i l i ..Ii 2 Il-i
vi Y 1 ck+l y L 1 ck+l koji pokrivaju Y l ek+1 i

i soel
1 2k+1)< (2/5)1{4-1

i eeel 1 e06d 1
Ukoliko Jje Y 1 2k+1jednoélan skup,stavimo Y 1 ek+1”

1ieeed ijeeed 2
1 2k+1‘ y * 2k+1” ZePrema t.2.2.1.10.,postoje di-

dijametra su manjeg od (2/3)diam(Y

=Y

i ---i l i ...i 2
sjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi X 1 2k+1,x 1 2k+1

iseeel
koJi pokrivaju X 1 2k+1,a ekvivalentni su redom sa

n BPRPPS, | 1l i eecel 2
Y . ek+l . § 1 ck+l .Prema tome su

iqeeel iqeeel
1°°*1ok+2 1°°*32ke2
% 1 {x } , ﬂk+1'{Y }512k+26§1*2}'

otvoreno-zatvoreni pokrivaéi redom za X,Y,¢iji su &lanovi
disjunktni i dijsmetra manjeg od (2/3)k+1.Bljekt1vno presli-

L —>
kavanje fy  :% .3 k+ldef1n1$1mo sa fk+1(x

1yeeelpy,s

lll L .12k+2)

Y .Time su konstruisani pokrivadi u’.n, /Qn i bije—

ktivna preslikavanja fn za svako n€ N.
Prema konstrukciji pokrivacda dn’ ,ﬁn i preslikavanja £ ,
sledi da familije

=§U\Uedn,ne N} , A= {vl Ve B ,ne N}
su baze za prostore X i Y,a preslikavanje f:®—”> @ ,definisa-
no sa f(U)=f (U) za Ue« ,da je bijektivno.Pri tome o , /3,
f ispunjavaju sve uslove def.l.4.7.,tjs baze d',/g prostora

X,Y su izomorfne,

2.2.1.12. TVRDJENJE.Neka su X,YeZi,ie{l,...,6},

ekvivalentni prostori.Tada X,Y su homeomorfni.

DOKAZ. Prema prethodnom tvrdjenju X i Y imaju izomori-
ne baze,a odatle,na osnovu t.l.4.8,,sledi da su X i Y homeo-

morfni prostori.
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Na osnovu ¢injenice da Jje ekvivalentnost prostora pod~
klasa z i,ie’. { lysee ,6} ,topoloska invarijanta i prethodnog
tvrdjenja sledi

2.2.1.13. TVRDJENJE. Prostori X,Y€ Z.,i€ {l,ee0,6},

su homeomorfni ako i samo _ako su ekvivalentni.

2,2.2, HOMOGENOST U ODNOSU NA TACKE ISTOGA REDA

poznato je da Je Cantorov diskontinum C homogen pro-

stor ([5],str.lo0).

5.5.2.1. DEFINICIJA. KaZemo da je prostor X& Z.,

i(:'.{l,...,éi}, homogen u_odnosu na svoje n-tacke ako za
sveke dve talke a,b€ X postoji homeomorfizam h:X-—" X

takav da je h(a) = b.

5.2.2.2. TVRDJENJE. Neka je xezi,ie{l,,u}, i

S(X)=(Oyeeeynn=240), Xﬁ?ﬂc. Tada je X homogen u odnosu na
svoje n-tacke. .

DOKAZ., Neka su a,b€ Xn proizvoljne tadke.U dokazu
£.2e2e1ell, ,stavlijajuli Y=X,moZe se postiéi da bijektivna

preslikavanja fk: of 1;'“?/:) K k € N,ispunjavaju slededi uslov:
i Il.i
&—3>DE fk(X 1 21{).,, k€ N.

Tada,preslikavanje h:X —>X,definisano sa

i ...i i ---i
h(x) =ﬂ gfk(x 1%°7 2k, \ xeX L T2k ye N} .

je homeomorfizam (videti t;l.4.8.) za koji Je h(a)=be.

Analogno prethodnom tvrdjenju dokazuje se
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2,2.2.%, TVRDJENJE. Neka je Xe F;,1€{3,6}, i XpC.

Tada je X homogen u odnosu na gvoje (U-tacke.

2.2.2.4. TVRDJENJE. Neka je X € Z,i€{l,4}, i

s(X)=(0yeee,n-2,n). Tada je prostor X homogen u odnosu na
svoje k-talke za k< N~2e

DOKAZ ZA E?l' Neka su 8a,b€ X proizvoljne tacke.
Ako je k=0,tada preslikavanje h:X—>X,dato sa: h(a)=b;
h(b)=a3h(x)=x za xe:X*\{a,b},je,oéigledno,homeomorfizam.
Neka je kpo.Na osnovu t.2.l.l.,postoje otvoreno-zatvorene,
disjunktne okoline U_,U, u X tataka a,b€& X, ,koje ispunjava-
ju uslove: U NTX_y= & U NTX 4= 7
Za k>1,prostori U a’Ub pripadaju pod_klasi_ 31 i ispunjava-
ju uslove: s(Ua)ns(Ub)=(0,...,k—2,k) (prema telele2s),
(U&)kﬁé(Ub)kcx;C, pa na osnovu t.2.2.2.2.,postoji homeomor-
fizam hl:Ua-—-rUb da Je hl(a)=b.Tada preslikavanje h:X-—>X,

definisano sa-
hl(x) za xeU,

(1) h(x)= { hy1(x) za xe Uy
X %2 X€ X\(UauUb),
je homeomorfizam,koji ispunjava uslov h(a)=b.
Za k=1, okoline Ua’ub nemaju izolovanih tacaka,pa su pros-
tori Ua’Ub homeomorfni sa C.Kako je prostor C homogen,
to preslikavanje h:X — X,definisano sa (1),je homeomorfi-

zam,koji ispunjava uslov h(a)=b.

DOKAZ ZA 24. Neka a,bé€ Xk su proizvoljne tacke.
Za kE:{O,l} dokaz Jje isti kao za ifl.
Neka je k> 1l. Kako su talke a,b 1izolovane u Xk,to posto-

je njihove disjunktne otvoreno-zatvorene okoline Ua‘Ub u X
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takve da je: U NX={a}, U NZ _,=F; U NX ={b} U N ;=2
Prema tome: U, Up€ £ 538(U,)=8(Up)=(0y000,k-2,k);
(Ua)kFﬁ(Ub)k’pa S 4nNa 0Snovu te2.2.l.12.,prostori Uai Uy, ho-
meomorfni.Ako Je hlea--——a--Ub homeomorfizam,tada mora biti
hl(a)=b(jer su a,b jedine k-taclke u Ua}Ub).Preslikavanje

h:X — X,definisano sa (1), je homeomorfizam,za koji je h(a)=b.
Sledeéa dva tvrdjenja se dokazuju analogno prethodnom.

2.,2.2.5. TVRDJENJE. Neka je Xe€ Zi,ieie,g},g__ a(X)=

a(Oyeseq n=1,n). Tada je X homogen u odnosu na svoje k-ta-

ke za k<n-l (za n=2 je k<£1).

2elelebe TVRDJENJE. Neka je Xézi,i€{5,6}.l

Tada je prostor X homogen u odnosu na svoje k-tacke za k€ N.

Na osnovu t-2-2-2-2¢ i t-2-2-2-’+- ’Sledi

2,2.2.7. TVRDJENJE. Neka je XeZ;,i€}l,4}, i
S(X)=(0ye0eyn=240), X, ~C. Tada je X homogen u odnosu na

sve _svoje k—taéke.

Na 0Snovl te2alelte ytelele2e2s 1 te2e242+5.,51ledd
2,2.2.8. TVRDJENJE. Neka je xezi,ieﬂz,s},_:i; s(X)=
u(Ojeeeyn=-1yn), X _,x X C. Tada je X homogen u_odnosu

na sve svoje k-tacke.
Na O0SNOVU telelele3e 1 tele2.2464.481ledl

2.2.2.9. TVRDJENJE. Neka je XeZ,,i€ {3,6}, %

Xu;kic. Tada je X homogen u odnosu na sve svoje k-tacke.
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2.3. KONSTRUKCIJE PROSTORA PODKLASA £ (1i€ {1y...,67

U odeljku 2.2. je data topoloska karakterizacija pro-

stora podklasa ;?i,iél{l,...,6}. U ovome odeljku navodimo
konstrukcije prostora podkliasa Efi, i time dokazujemo egzi-

stenciju tih podklasa.

Sa C, oznadavaéemo prostor koji se sastoji od Jjedne
tatke,a sa C, prostor koji je homeomorfan Cantorovom di-

skontinumu C.

2e3¢le TVRDJENJE. Za svako n&N\{l} postoji prostor

DOKAZ. Koristiéemo se matematickom indukcijom.'

Prvo .konstruisimo OC,e U svaki od odbacenih intervala,pri
konstrukciii Cantorovog diskontinuma,uronime prostor C_.
Tada unija prostora C i svih,ovako uronjenih,prostbra Co
je prostor C,.Prostor C3 konstruiSemo na sledeé¢i naéin:

U svaki od odbadenih intervala,pri konstrukciji prostora C,
uronimo prostore‘ C0 i Cl tako da budu disjunktni.Tada unija
prostora C i svih,ovako uronjenih,prostora Coi C1 daje pro-
stor 05' Pretpostavimo da su prostori O 4 i Gy konstrui-
sani.U svaki od odbadenih intervala,pri konstrukcijl prosto-
ra C,uronimo prostore C, _, i Gy tako da budu disjunktni.,
Tada unijé prostora C 1 svih,ovako uronjenih,prostora

Ck-l 1 Ck je prostor Ck+2.Zaista,prema konstrukciji i te

2.1.1.,2.1.2.,der Cp o€ S{l, s(Ck+2)=(0,...,k,k+2),(0k+2)k+2=
=C- |

Na osnovu prethodnog tvrdjenja sledi




4.3

2e3+2. TVRDJENJE., Za svako niaN‘\{l}Qostoji prostor
X € }’.2 takav da je S(X)=(0yeeeyn-1,n), X _ %X % Ce

DOKAZ. Neka je X = C 4 + Cp topoloska suma prosuorsy
C,.qy i C,.Tada je,na osnovu prethodnog tvrdjenja i t.2.1.2.,

ipunjeno: X € &5y 8(X)=(0yeeeyn-1,m), X _,%C, X RC.

2e3e3. TVRDJENJE. Postojli prostor Ccoe' 23 takav da je
(Cepdy™Ce

DOKAZ. U svaki od odbadenih intervala,pri konstrukeciji
Cantorovog diskontinuma, uronimo niz medjusobno diSJunktnih
prostora 01,02,... tako da dijsmetri i razdaljine tih pro-
stora od levih krajeva odgovarajuéih odbadenih intervala te-
e prema nuli.Unija Cantorovog diskontinuma C 1 svih ovako
uronjenih prostora Je prostor C,.Zaista,prema konstrukeiji,
svaka talka iz C Jje tadka nagomilavanja za Cq4C59eee,pP2
je (Clus =C 1 (Chr)n = U{(Ck)n, Kk > n},’cj. za svako n€ N

(:cuf)n nema izolovanih ta&aka_.Prema tome C, € 25 i (C,),~C.

7a konstrukcije prostora podklasa zi,ié {l, . ,6},130—-
trebna su nam izvesna tvrdjenja koJja su vezana'za pojem"de~-

kxompozicije poluneprekidne odozgo".

2.%.4, DEFINICIJA. Neka je X topoloski prostor.

Kazemo da je dekompoziclja c@ od X ,8iji su elementi zatvore-

ni skupovi u X, poluneprekidna odozgo ako je ispunjen uslov:
Za svako DELSD i svaki otvoren skup U u X,koji sadrzi D,

postoji otvoren skup VcU u X koji sadrzi D 1 unija je

elemenata dekompozicije 6@ ([?6],str.6l).

Dekompoziciju poluneprekidnu 0dozgo oznadavatemo S8 WeS.C.
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Preslikavangje p:}{—-?'c@, definisano sa x € p(x), x€ X,

nazivamo prirodnom projekcijom. Sa X/d) oznalCavamo kvoci-

jent prostor induciras dekompozicijom J .

2.%+.5. TVRDJENJE. Neka je A zatvoren podskup pros-

tora X 1 o@ UeS.C. dekompozicij: od A, Tada dekompozic;-é-

’
Ja & , koju &ine elementi dekompozicije &) i talke skupa
XNA, je_U.S.C. dekompozicija od X

DOKAZ., Neka Jje D€ @f proizvoljan element i G proiz-

voljan otvoren skup u X koji sadrZi D. Pokazimo da posto-
ji otvoren skup VCG u X, koji sadrzi D i unija je eleme-
nata iz oﬂf. Neka je D& X\ A. Tada j_e V=(X\A)AU otvoren
skup u X, D¢V, i V je unija elemenata 1z o‘a: .
Néka je D& cf). Posto je % LeSeCs. dekompozicija od A, to u
otvdrenom skupu GMNA (u odnosu na A) postoji otvoren skup 'w
(u odnosu na A) koji sadri&i D i unija je elemenata 12z a‘D .
Postoji otvoren skup H u X takav da je W = HnA., Tada Jje

skup V=HNAG otvoren u X, DC V£ G,i unija je elemenata 1z

/ | / .
0 . Dakle, prema def.E.E’:.i’r.,ca je ue.s.c. dekompozicija od Xe

2eDeDo TVRDJENJE. Neka je X kompaktan metricki pros—
tor i 53 njegova u,S.C. dekompozicija. Tada je kvocijent

prostor X/ kompaktan i metrizabilan.,

DOKAZ. Kako je X metriéki i & u.s.c. dekompozicija od
X, sledi da Je X/ﬂ normalan Hausdorffov prostor (['7],1:.5.,
str.195%)., Prema tome, X/4) Je neprekidna slika p(X) kompak-
tnog metriékog prostora X na Hausdorffov prostor /&

pa je ova] kompaktan 1 metrizabilan ([5},t.25.,str.l26).

2.%.7. TVRDJENJE. Neka je Xg& Z, @ p._s_.c.d_je_komng_zicija
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zatvorenog skupa A u X i neka A/9 e ¥ .Tada dekompozici-

f
Ja @ od X,definisana kao u te2e3.De.j inducira kvocijent
prostor X/O‘D'E Z.

DOKAZ. Na osnovu ﬁrethodna dva tvrdjenja,sledi da Jje
X/;y kompaktan metrilki prostorypa preostaje joS pokazati
da je nul-dimenzionalan.U tadkama od X\ A nul-dimenzionost
sledi neposredno,jer je X\A otvoren skupu X/g'.
Neka je De @ proizvoljno i U ma koji otvoren skup u X/ 9’
koji sadrzi D.Pokazimo da postoji otvofeno-zat#oren skup u
X,sad?an u U,koji sadrzi D 1 unija je elemenata iz /M
Skup p"l(U) je otvoren u X.i unija je elemenata iz @!.Pre-
ma tome p-l(U)/\A je otvoren u A 1 unija Je elemenata iz
o ,pa je UnNnp(A) otvorenu A/§ .Kako je A/ -nul—dime-
nzion,postoji otvoreno zatvoren skup G u A/J 'takav da
je piMerple)epU)NA.Skup p l(G) je otvoren u A,
pa postoji otvoren skup V u X takav da je p_l(G)=Vf\.A.
Dakle je p_l(G)CZVfwﬁﬂl(U).Kako jé ¥ nul=-dimenzion i p"l(G)
zatvoren u X,postoji otvoreno-zatvoren skup H u X takav
da je p-L(@)e Hevnp l(U). Kako je HNA=p 1(6) i Hep (V)
to smo pokaiali da je p(H) otvoreno-zatvoren skup u X/

sadr¥en u U ,a sadrzi D,pa Je tvrdjenje dokazano.
NAFPOMENA.Prethodno tvrdjenje je neposredna posledica
telo2.7
2¢%¢8., TVRDJENJE, Za svako nEEN‘\{l} Eostoji prostor
1_e Z, takav da je s(I)=(0,...,n-2,n) i (1) iednodlan siup.
DOKAZ .,Koristicemo matematidku indukciju, Prostor I, je

unija £lanova konvergentnog niza(razlilitih dlanova) realnih
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brojeva 1 njegove graniéne vrednosti. Prostor 15 je unija
Cantorovog diskontinuma 1 tlanova konvergentnog niza,koji
konvergira prema jedinici(pri ¢emu clanovi niza nisuiiz C).
Prostor I, ronstruidemo na slede¢i nacin. U svaki odbaceni
interval ,pri konstrukciji Cantorovog diskontinuma, uronimo
C1 i 12 tako da budu disjunktni.Uniju svih ovih prostora i
Cantorovog diskontinuma oznacimo sa Au.Tada je: Aqe.,?;,
s(A4)=(0,1,2,4), (A4er.Ident1f1kac1jom svih 4-talaka pros-
tora A, dobijamo kvocijent-prostor A4/(A4)4,koji,prema t.
2e%eTeyde 1% Z,a prema konstrukcijl pripada 24 i ima samo
jednu 4-~tacdkujdakle I4=A4/(A4)4. |
Pretpostavimo da su prostori 12,...,1K konstruisani,pa kon-
struisimo Ik+1.U svaki odbadeni interval,pri konstrukeciji
Cantorovog diskontinuma C,uronimo I, 5 i I,y tako da budu
disjunktni.Neka Je Ak+1 unija svih ovih prostora i prostora
C. Tada jeshy, ;€ Z o8By, 1 )= (Oyennsklokal)y (Apyy Dicy1=Co
Kvocijent-prostor,koji nastaje od Ay 4 identifikacijom svih
njegovih (k+1)-tacaka je Ik+1,jer,prema Leledaleyje 12 Ef,
a prema konstrukeiji,akumulacioni spektar mu je (Ogeeeok~1,
,k+1),sve i-tacke ,iéi{2,...,k—1},su mu izolovane i ima sa-
mo jednu (k+l)-talku.Prema tome,na 0Snovu matematiéke induk-

cije tvrdjenje Jje dokazano.

5.3.9., TVRDJENJE. Za svako Z€ Z i svako ne N\ {1}

postoji prostor X€ 2’1 takav da je s(X)=(o,...,n—2,n) i X~

DOKAZ. Na osnovu te2.3.l.,postoji C_ € 3{1 takav da je

(Cndpn = C.Podto je 2 kompaktan metrilki prostor,to postoji

Zio

U.S.Ce dekompozicija a?) od (C ) takva da je (Cn)n/@g’/Z([S] )

£.28.,5tr.127 i t.31l.,str. 132).Neka je d@ dekompozicija od

k!
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Cn,koju dine elementi dekompozicije 03 i tacke skupa Cn\(Gn)n.
/

Prema t.2.3.5.,dekompozicija u?,je UeSeCeypa na osnovu te

2.3.7. Je C_/9' € 7 .Pokszimo da Je X = C_/.5’ .Zaista,pre-

ma konstrukciji Je: X; = (Cn)i,ie{O,...,n-2}, S(X)=(Ogeeey

n-2,n), X, 7%, pa je X trazeni prostor.

2.%.10, TVRDJENJE. Za svako Z¢€ E postoji prostor X€& “f?)
takav da Jje vax, Zia

DOKAZ. Na osnovu t.2.3.3%.,postoji prostor cwe Zs takav
da Je (Cw)w= C. Nadalje,postoji u.s.c. dekompozicija o od
(Cw)p takova da je (Cw)w/@ n’,Z (videti prethodno tvrdjenje)e.
Neka je 08‘ dekompozicija od C.,r koju ¢ine elementi od dekom-
pozicije 08 i tacke skupa Ca,.\(ca,)ur o Tada je X = Gy /D!
traZeni prostor,jer Jje: Xez(prema GeleB050 9205070} Xi=(0“;)i,
i€ NU{O}; X = (Cy)y/Q’ nsZe

2¢%.11, TVRDJENJE. Za svako Zexi svako nGN\{lk
postoji prostor Xe€ ?LI- takav da je s(X)=(0yeeeyn-2,n) 1
anz.

DOKAZ. Neka. je A € Zys 8(A)=(0y000ymn=2,n)4 (A ) = C,
definisan kaoc u dokazu t.2.%.8. Postojl u.s.cCe. dekompozicija
o) od (A ). takva da (A /49N 7 (videti Gokaz £.2.3.9.).
Neka Jje &' dekompozicija od Al koju éine elementi iz 09 i ta-
cke od An\(An)n. Na osnovu telede5ey o@{je UsSeCaqgpa prema
TeCoede7e J€ An/cz)fé%. PokaZimo da je X = An/@/ .Zaista,
prema konstrukciji Je: Xin(An)i,itE{O,...,n-2} y X, & Z,pa

je X traZeni prostor.

2.%.12. TVRDJENJE. Za sveko 2+,2°% £ i_gvako n€N\{1,2}
postoji prostor XE& zi,ié‘: {2,5} takav da je:s(X)=(Oyeeeyn-lyn);




4.8

1 2
)(n__lc_}j Z7y X 2.
DOKAZ. Na osnovu t.2.%.9. i t.2.%.1ll.,postoje prostori
Xt x‘?e ? g1 € %1 4¥,takvi da Je: s(X Yu(Oyeoeq n=3,n=1), (X )n-
ezt 4 s(Xe) (Oy00eyn1=2,401), (X I x 7°. Topolodka suma

r~

X = X1+X2 ispunjava uslove: Xe'zi,1€{2,5}, S(X)=(Ogeee,
,n-1,n)(na osnovu telelele)} Xn_ln(Xl)n_lfr‘é Zl;Xn=(X2)nf;:$2.2,

pa je X trazeni prostor.

5.3.1%., TVRDJENJE. Postoji prostor IgX. takav da je
(Iw)w Co
DOKAZ. U svaki od odbadenih intervala,pri konstrukeciji
Cantorovog diskontinuma C,uronimo niz medjusobno dlsjunkt-
nih prostora 12,15,...(videti £ele3e8.) tako da dijametri
i razdaljine tih prostora od levih krajeva odgovarajuéih od-
badenih intervala teZe prema nuli. Unija Cantorovog diskon-
tinuma i svih ovako uronjenih p;ostora je traZeni prostor I,
Zaista,prema konstrukeiji,svaka tadka iz C Je tadka nago-
milavanja za 12,15,... pa je (Iy)y = Co Osim toga Jje
(I“")n“U[(Ik)n' k > n} ,pa za svako né€N sve tacke od (Iw‘)n

su izolovane,Prema tome je I € 2'6 i (T),~C

5.%.14. TVRDJENJE. Za svako Ze & postoji prostor

X € :'E takav da je XwaffZ.

DOKAZ. Neka je I, ,prostor iz prethodnog tvrdjenja.
Postoji Ue.Se.ce. dekompozicija OB od (I,), takva da Je (Iw)w—/ag
~Z.Neka Je c@ dekompozicija od Iy koju &ine elementi od o@

i tacke od I \(Iw)w JPrema t.2.%.5.,dekompozicija c@{je
UeSeCeq Pa,na 0sNOVU tele3e7ey Iw-/cg’e.%.Prostor X= Iw/cg" je
trazeni prostor,Jjer: Xk=(1uf)k' ke NuUio}, i Xw"(lw)d/o@ 10
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o.4, JOS O KARAKTERIZACIJI PROSTORA POMOCU
AKUMULACIONOG SPEKTRA

O.4.1., TVRDJENJE. Neka su prostori x,ye% takvi da fje
s(X)=s(Y)=(0,1), X XY e Tada su X i Y homeomorfni,.

DOKAZ. Tz s(X)=s(Y)=(0,1) sledi da su Xy Y4 otvoreno-
zatvoreni skupovi redom u X i Y. K tome Je ,prema t.2.le5.,

Xlr;:'..,er}f.,C,pa iz: X=X \/ Xl,Y=YO\/ Yl,xof;Yo,Xlrx’Yl sledi X&XY.

Na 0sSnoviu te2e2e.lel2.,8lede tvrdjenja:

5.4,2., TVRDJENJE. Neka su prostori X,Ye & takvi da je
8(X)=s(Y)=(0,2), X2G§Y2. Tada su X i Y homeomorfni,

NAPOMENA. Prethodno'tvrdjenje je specijalan slucaj tvr-

djenja Pelczyﬁskogl?éLza kompaktne metricke prostore.

5.4.%, TVRDJENJE. Neka su prostori X,YeZ takvi da je
8(X)=8(Y)=(0,1,2), Xé¢$Y2. Tada su X i Y homeomorfni.

5.4.4, TVRDJENJE. Neka su prostori X,YeZ takvi da je
s(X)=s(¥)=(0,1,3%), X5¢$Y5. Tada su X i Y homeomorfni,

2.4,5. TVRDJENJE., Neka su prostori X,Yeﬁz takvi da je
s(X)=8(¥)=(0,1,2,3)y, XY, X5¢$Y5. Tada su X i Y homeomorfni.

Na osnovu prethodnih tvrdjenja,prirodno se namele

PITANJE. Da 1i su X,Ye 2% homeomorfni prostori ako is-
punjavaju uslove: 1) s(X)=8(Y)=(0yeeeyn-2,n) ili (X)) ms(Y)=

=(0O40e0eyn~1,n), 2) Za svako ie{O,...,n} je Xig{,Yi, 'Rirx.Yi.

Na osnovu prethodnih tvrdjenja sledi da je odgovor pot-

vrdan za n <3, Primer,koji sledi,pokazuje da Je odgovor ne-

gativan vel za n=4.




PRIMER. Sa Cl(a,b) oznactimo Cantorov diskontinum segme-
nta [a,ﬂ],tj. podprostor od [g,ﬁ] dobijen konstrukcijom koja
je analogna onoj za Cantorov diskontinum C segmenta [p,i]'.
Sa Ce(a,b) oznééimo prostor segmenta [ﬁ,ﬁl dobijen konst-
rukcijom koja je analogna onoj za prostor 02 segmenta [p,i]
(videti te2e3el.)s
Neka Jje (cm) strogo rastuéi niz realnih brojeva koji konver-
gira broju o i (aﬂ) strogo rastu¢i niz realnih brojeva,koji
konvergira ka c¢_,m€ N, Neka Jje,nadalje, (dm) strogo opada-
juéi niz realnih brojeva,koji konvergira broju ol i (bﬁ)
strogo opadajué¢i niz realnih brojeva,koji konvergira ka

d ’ me No PI‘OStOri
M° » o

m m m m m X
X~ &-)1 L;Jl Cl(a6n-2‘a6n-l)v02(3‘611-5’3611-4)\}{a5n" k| ke N}V

\d’{cmg¥J id?}
1= XUU U [C (bun'btm l)\JO b1+n 2 411-5) 5‘1 .ﬂ

"m=1 n=
(kao podprostori od Rl) pripadaju klasi Ef (prema telel.7+),
s(X)=s5(Y)=(0,1,244),a prostori njihovih 4-—tadaka su

oo oP

X4={d}UU TR = §dYu U fe | v U {dm‘; .

m=] m=1
Pokazimo da X,Y ispunjavgju sledele uslove:
1) X XY, 2) XOM'Y'O, 3) XYy, 4) El,.r;-',Yl,
5) X,ngY,, 6) XYy, 7)) Xy- X,xY,=Y,, 8) X% Y.
Uslov 1) je,oéigledno,iszunjen.
2) Prostor p_ {dﬁ}\J(H;J cg(bﬂn-g'bin-ﬁ) je homeomorfan
- prostoru Cg(aT,ag),me:N,pa postoji pravi otvoreno-zatvoren

podskup A" od Cz(ag_l,ag) i homeomorfizmi: hm: Am—-—-—:!-Bm ’
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By ° 02(31,32) N\ A" (s (a m). Preslikavanje h: ?O——Jfo,
definisano sa:
X za xe}( \U C (am ag)
h(x) = hm(x) za X€A"
m _m m

g, (x) za X € Cy(a7485) \A",
je homeomorfizam.
3} Prostori Xl,Yl su homeomorfni,jer,na osnovu te2eleSe,
svaki od njih Je homeomorfan sa C‘\fl}
4) Prostori Tl,Ti su homeomorfni,jer svaki od njih nema

izolovanih tadaka,pa je homeomorfan sa C.

5) Prostori 2-tadaka od X,Y redom su:

U U 2( on- 5'3211-.4)\(02(3211—5’&211-4))0\'} {a%nnﬂ'

m=1l T

2" X2UU U Cz(bun-Q’bin-5)\cc2(b:n-2'bﬁn-5))o

= nnl
Postoji pravi otvoreno-zatvoren podskup Az od BE

m m m m m oMy
'02(a6n-5'a6n-4)\\(02(36n—5?a6n-4))otakav da je AnﬁﬁBn(prln

metimo da Jje Bﬁ:&C).Dakle,postoje homeomorfizmi:
m, ,m . m m m m oo m om, ,m m
hyt Ap 2(b4n—2'bim-a)\('Ca(bun-2’b4n-§)o’ gn"Bn\}_ln "

Preslikavanje h: X2—*Y2,definisano sa

X 23 xexe\ r%—}n Bn
h(x)= hﬁ(x) 28, xE.A
gﬁ(x) 28 xeBn\ﬁ;ln .

je homeomorfizam.

6) Pokazimo da su prostori
4 Ho
m
Xy={o}u L_g{cm} V &:4 Ql B, \J {a3n'; \

m m m
To= Tov Lrg{dnj e Hce(bm-z*bﬁn-fs) N (Co(Pyp_p9Pun-3)0
]

homeomorfni.
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| m ~ m m m m
prostor M= {d,] L{ Co (Byn-09Pun-3) \(Ca(Pun_o4P4n_3))0
me N, Jje homeomorfan sa C,pa postojl pravi otvoreno-zatvoren

m :
podskup A" od C (al,gg)\\(02(al,a2))ocx:C,takav da je AT

~ B™, Dakle,postoje homeomorfizmi h : Am-fﬁ-Bm,
g, C 2(al,a2)\\(02(al,am));\\Am-——¢r02(a am)\\(C (al,am))0
Preslikavanje h: Kg—ﬂ——aY',definisano sa

X za xefe\LHJ Cg(a?,ag)\(Cg(aT,ag))o

h(x)= hm(x) za x€A"

g (x) za x€Cy(al,83) \(Calagsaz)) g™\ AT
je homeomorfizam.
7} Prostori -
a}\/u ; Y4-5f4= {okjuLnJ{cm,dm}
su konvergentni nizovi ,pa su homeomorfni.
8) ©Prostori X,Y nisu homeomorfni,jer u gvako] okolini ta-

¢ke c_ € X, m€ N, ima izolovanih 2-talaka,dok u dovoljno ma-

loj okolini tacke d €& Y nema izolovanih 2-taclaka.

PRIMEDBA. Koristeéi navedeni primer,moze se pokazati da
»a svako n> 4 postoje nehomeomorfni prostori X,Y€ ;{,koji
ispunjavaju uslove: 1) s(X)=5(¥)=(04eeayn=2,n) il3 s(X)=
5(Y)=(0O,00syn-1,0)3 2) 23 svako 1€ {o,...,n} Je X; Y.,
,Yimfi. Takodjer, postoje nehomeomorfni prostori X,Ye £ ,ko-
ji ispunjavaju uslove: 1) s(X)=5(Y)=(0yeaeyNyooeyl);

2) za svako ie Nufo,w} je Xm0V, XixT;.




GLAVA 3.

NEKE PODKLASE KLASE PREBROJIVIH METRICKIH PROSTORA

U ovo]j glavi se razmatra topoloéka karakterizacija ne-
kih podklasa klase svih prebrojivih metrickih prostora, ko-
ju oznadavamo sa ..(P . Navode se i konstrukcije za prostore
tih podklassa, Polazedéi od dekompdzicije prostora, razvrsta-
vanja tadaka i akumulacionog spektra,pokazuje se da se mnoga
tvrdjenja glave 2. prenose 1 na odgovarajute podklase klase
ga. U razmatranjima ove glave.ulogu Cantorovog diskontinuma
C, koju je ovaj imao u glavi 2.,'preuzima prostor Q svih

xrajeva odbaenih intervala pri konstrukciji prostora C.

2,1, DEKOMPOZICIJE PROSTORA I RAZVRSTAVANJE TACAKA

Neka je X prebrojiv metricki prostor. Primetimo da
je, na osnovu t.l.l.12., X nul-dimenzionalan,.
Koristedéi matematidku indukciju, konstruisaéemo dekom-

pozicije
Zén - {Xo"”’xn’x(m-l)_} , nel,

prostora X tako da su ispunjeni sledeCi uslovi:

(a) 3{“(n+1) = A(n+l)?
(b) iinxiLin+2k/...\/th)x(n+l) za svako ie[01"'1n"1}il
(¢) % &%V ¥(ne1)e

Neka je X  skup svih izolovanih talaka od X 1 X1=X\\EO,




S4

X(2)=X‘\(XOMJX1). Tada Je Zél=ixo,xl,x(2)} dekompozicija
od X,koja ispunjava uslove (a),(b),(c).

Primetimo,da u sluiaju X,£ @ svaka talka od X, ima
okolinu u X koja nema izolovanih talaka,pa je na osnovu t.
l.4.10. podprostor Xl homeomorfan prostoru Q.

Pretpostavimo da dekompozicija

74 k“{xo*""xk'x(ml)}

prostora X ispunjava uslove (a),(b),(c). Tada stavljajuci:

Xee1™ X(re1) Red X(a2)™ X)Xk 0

doblijamo dekompoziciju

2«[ k+1 ’{xo' cee ’xk+1’x(k+2)}

prostora X, za koJju se,na isti nadin kao u odeljku 2.l.,po-
kazuje da ispunjava uslove (a),(b),(c). Time su dekompozici-

Jje 174 nné Ny prostora X definisane.

Razmatraéemo, u daljem,sledele slulajeve:

1) ano,tj..kada X ima samo izolovane tacke,

2) Postoji ne&N tako da je: X 4= &, X(n)% @. Tada jJe
x=xo\/ ee e \./}%1_2\/)(‘[1-
Za n=l Je X = Xl,pa je X 22 Q.

| 3) Postoji neN tako da Jje: Xn—l% d, X(n)=Xh¥ f.Tada Je

XaX oo/ X WX, 98 skupovi X _q,X, su zatvoreni u X.
U navedenim sludajevima prostoru X redom pridruzujemo ni-
zove: s(X) = (0); 8(X)=(04eeeyn=-2,n) (za XO=¢ gtavljamo
s(X)=(1) )3 s(X)=(0O4eseyn-1,yn),

Niz s(X) nazivamo akumulacioni spektar prostora X,
a za tacku x¢g )%,n&Nv{Oj JkaZemo da je n-tacka od X.




Sledeéa tri tvrdjenja su analogna redom tvrdjenjima

24)eley2elelay2elobbe:

5.1.1. TVRDJENJE. Neka jo X& . Tagka x&X je n-ta-
cka, neN \/fO}, ako i samo _ako x#.'}in_l i xqf_}{i,ié_{O,...,
’n—2} .

3,1.2. TVRDJENJE., Neka je X + Y topoloSka suma prosto-

10,
ra X,Ye . Tada je (X + Y) = X + ¥, neNU{O) .

2,l.%, TVRDJENJE, Neka je X& g)_i_ 8(X)=(0yeoeqyn=1,n),
n€E N ., Tada postoje otvoreno-zatvoreni disjunktni podskupo-
vi X%,X° od X takvi da je: X = Uy s(X1)=(0yeee,n-2,10)3
s(X2)=(O,...,n—3,n—1).

3.,l.4, TVRDJENJE. Neka je X¢& j}kompaktanprostor.
Tada je ili s(X)=(0) ili s(X) = (0,2) .

DOKAZ. Razlikujemo dva sluéaja: 1) card'X4<;}L,
2) card X =1Ho. Neka Je X=Xou/XlLfX(2). U sludaju 1) Je
X = X,,pa Je s(X)=(0). U sluaju 2) Je X(2)# #. Pokazimo
jos da je X1=Q. Pretpostavimo suprotno,tje X1#¢ . Tada Je
X4 podprostor bez izolovanih tacaka,pa poSto je X kompak-
tan,na osnovu t.l.4.6.,sledi X,z C , a odatle card X >
.;f,carci "X'l>- }“a ,8to Jje u kontradikciji sa pretpostavkom card X=
=}{0 .Prema tome Je: X1=Q, X(2)=X2% d,pa Je X=XO\/X2,odak1e
proizlazi da je s(X)=(0,2).

U jiducem odeljku_trebaée nam

(O
2,15, TVRDJENJE. Neka Jje Xeguf. Prostor XO je_kompa-

ktan ako i samo ako svaki beskonalan niz u -Xo ima taéku na-

nagomilavanja.
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DOKAZ. Dovoljnost. Dovoljno je pokazati da svaki besko-
nadéni niz u ?0\\XO ima taéku nagomilavanja. Neka Je (an)
beskonadni niz u io\\xo' Postoji niz (b ) u X, takav da
je d(an,bn)<;l/n, ne N, gde je sa d oznadena metrika u X.
Tada, prema pretpostavci, postoji podniz *(bnk ) niza (bn)
?akav da bnk_-—-anb:, n,— o0 » Odatle i zbog d(ank,bnk)—-—#'o
sledi: d(ank,b)—~ﬂ-Cu ny—> o tje b Je talka nagomilavanja
niza (an)

Potrebnost sledi neposredno iz svojstva kompaktnosti od X,.

3,2, TOPOLOSKA KARAKTERIZACIJA PROSTORA
POMOCU AKUMULACIONOG SPEKTRA

U ovom odeljku razmatramo problem topoloSke karakteri-
zacije prostora klase SF) pomoéu akumulacionog spekira.

U [?3] je pokazano da akumu1301on1 spektar topoloski
odredjuje "Q-pune prostore klase ‘f
Precizno: Ako X.,YE. j), s(X)=8(Y)=(0yeeeqyn=2,n) ili s(X)=
=5(Y)=(0ye0eyn-14n), neN\{l’], i za svako 1€ N 1z Xi;é @,
Yi¥ g sledi XiﬁjYing , tada su prostori X i X home o~
morfni, .

Ovde dajemo proSirenje navedenog rezultata uvodjenjem
podklasa.hfa i .?2 . Takodjer,izdvajamo podklase .?% 1 1?1,
klase tf),éiji su prostori topoloski odredjeni njibovim aku-

mulacionim spektrom.

P
Pelele PODKLASE 1

. f /O ﬂ KLASE j)

2 5?
P
3,2,1.1. DEFINICIJA, Prostor X pripada podklasi 1




o'

ako i samo ako 8(X)=(0yese4yn-2,n), ne;N‘\{1,2,§f,i svi

podprostori 2,...,Xh_ nemaju izolovanih tacaka.

3e2ele2s DEFINICILJA, Prostor X pripada podklasi ﬁf
ako i samo -ako s(X)=(O,...,n-l,n), nELN‘\{l,2,5,4}; i svi

podprostori 2,...,Xh 5 nemaju izolovanih tacdaka.

2,2elsa%. DEFINICIJA. Prostor X pripada podklasi Hr
ako i samo ako 8(X)=(Oyeeeyn=2,0), nezN‘\{ 3, podprostor
X, Jje kompaktan i sve talke podprostora X,yeee,X, 5 su izo-
lovane.

2,2.,1.4, DEFINICIJA., Prostor X pripada podklasi gqu
ako i samo ako S(X)=(04eseyn~1,n), ne;N“\{;}, podprostor
X, Je kompaktan i sve talke podprostora Xsseee X _z Su izo-
lovane,
() .
3.,2.1e5. DEFINICIJA. Za prostore x,Ye_ji,:.e 1,5} ,

kasemo da su ekvivalentni ako i samo ako 8(X)=8(Y)=(0g00e,

JN~2 n) i podprostorl X,+Y, su homeomorfni.

742.le6. DEFINICIJA. Za prostore X,Y€& J yle {2 4}
kasemo da su ekvivalentni ako i samo ako s8(X)=8(Y)=(Oyeee,

,n-1,n),a podprostori X _,,Y. 4 1 X ,¥ su homeomorfni.

Kazaéemo da su prostori X,Yé;,jaekvivalentni i u sle-
deé¢im sludéajevima:
1) s(X)=s(Y)=(0), card X = card Yj;
2) s(X)=s(¥)=(1)
3) s(X)=s8(Y)=(0,1), card X = card Y  j}
4) s(X)=s(Y¥)=(0,2) i podprostori X,,Y,nemaju izolovanih ta-
caka 3
5) s(X)=s(Y)=(0,1,2) 1 podprostori X,sI, nemaju izolovanih
tacaka;




5) s(X)=s(Y)=(0,1,3) i podprostori X3’Y5 nemaju izolovanih
tacdakaj

7) s(x)-s(Y)n(O,l,B,B) i podprostori Xa,x5,Y2,Y5 nemaju
izolovanih tacakaj

8) s(X)=s(¥)=(0,1,2,3,4) i podprostori }(2,}[5,){4,,Y2,.‘1.’5,.Y,+

nemaju izolovanih tacCaka.

Na osnovu t.3.l.4. sledi

3.2.1.7. TVRDJENJE. Kompaktni prostori Xklase ? koji
imaju kardinalnost }{ o Pripadaju podklasi ?5. |

P,
5.2.1.8. TVRDJENJE. Neka su X,Y € Jy, 1€11,2,3,4 7,

ekvivalentni prostori. Ako su X’, X” disjunktni otvoreno-

zatvoreni skupovi u X, koji ga pokrivaju, tada ostoje di-

. : \ / 4 :
sjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi Y , ¥ 1 Y, koji ga

I

F/ g
pokrivaju i takvi da su X:Y’ ekvivalentni i X , Y ekviva-

lentni prostori.
()
DOKAZ ZA ‘(Pl' Neka su X,Y € jl i 8(X)=8(Y¥)=(0yecey

,n-2,n). Razlikovalemo slucajeve: 1) (X' )=(0yeeayn~2,n),
s(X")#s(X’); 2). S(X’)=S(X”)=(O,...,n-2,n).

U sludaju 1) razlikovacemo slucajeve:

.

a) s(X")=(0); b) s(XN=(1)3 ¢) S(X)=(0,1)3 4) (X )=(0yaues
Jk=2,K), K€ {2y000,0-2] 3 €) S(X")=(0geeesk-1,K)y KE {25000,

,n—23 o

ol
Ako je a), tada je i1li X konadan skup ili card X = }{o .

U prvom sludaju postoji podskup Y“F od Yo takav da Je

card Y"= card Xﬂ; Stavljajuci Y’ = Y\\Y” dobijamo da otvore-

/ “ . :
no-zatvoreni skupovi Y , y" &ine dekompoziciju od Y 1 da

/

/ f ]
su X ,Ylélja i X ,Y parovi ekvivalentnih prostorae.




29

Y
U sluéaju card X = J{o,postoji pravi otvoreno-zatvoren pod-

Y
skup Y od Yotvadaje card Y

It

}{o' Zaista,u suprot-
nom,na osnovu te3elede, Y bio bi kompaktan, pa bi i Te,kao
podskup od Y ,bio kompaktan,odakle zbog Yefqu sledidfé
~ C,5to je kontradikcija sa YG:JF. Stavlaaau01 Y -Y‘\Y

dobijamo,opet, da otvoreno-zatvoreni skupovi Y ,Y clne de-

1?) N ow

1 ¥ X of ekvivalentni.

, : : /
U sludaju b) postoji pravi otvoreno-zatvoren podskup Y fod

Yl y P2 stavlaaju01 Y’ Y‘\Y dobljamo da otvoreno—zatvorenl

| /
kompoziciju od Y tako da su: X ,Y'&

skupov1 & Y ¢ine dekompoziciju od Y tako da su: X ,Yié fl

i X’,Y ekvivalentni prostori.
Ako je c),tada postoje otvoreno-zatvoreni skupovi Xl,xe ta-

kvi da je: et o X2, s(xH)=(0),8(x%)=(1) (videti t.3%.1.3.).

1 card xt (videti a) ) i

pravi otvoreno-zatvoren podskup Y2 od Yl,te stavljajuli

t " v
Y =Y \/Yg, ’=Y\\Y dobijamo da su X’,Y’eggz i X 4 Y ek-

Birajucéi Y]'C'.Y0 tako da card Y

vivalentni prostori.

Ako je d), tada Je (X”)kng. Kako je i Yk:x;Q, postojl pra-

vi otvoreno-zatvoren podskup v” 04 Y takav da je s(¥ )-
2(0y.ns,k-2,k). Stavljajuéi Y'=Y\Y" dobijamo da X ,Y} x”,

Y" ispunjavaju uslove tvrdjenja.

Ako je e), tada,na osnovu t.}.l.B.,postoje otvoreno~zatvo-

reni skupovi l X2 takvi da Jje: X”=Xlk/X2, s(Xl)-(O,...,
k=2,K), S(X2)=(0y000 k-3,k=1). Kako je Y, uQ, Yy 1% Q, %o

postoje otvoreno-zatvoreni skupovi Yl,Y2 u Y tekvi da je

s(Y1)=(0, .00, k-2, k) (Yl)kzﬁQ, S(Y2)=(0yese k=3,k=1), (Yz)k_l

I/ {4
0o Q. Stavimo Y = Y*U Y2 ; Y'=Y\Y. Tada su X ,¥ ekvivale-

_ . 7 4
ntni, jer prema konstrukciji 1 Tel.l.Z. je: s(X )=s(Y ) =
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2(0, 000 k-1,k)3 X ~Q za 1€{2,...,k} . Takodjer i X ,
Y’ su ekv1valentn1,aer XZ Y'G.Ji} s(X )=s(Y )=(0yeeayn—2, n);
(X )nuxn; (Y )n’Yn ’ XnggYn .

Razmotrimo sludaj 2). Neka Je s(X)=s(¥)=(0yeeeyn=2,n),0 > 43
X Y e Kako je X, zatvoren u X 1 otvoreno-zatvoreni sku-
povi X', XH dine dekompoziciju za X, to proizlazi da su
Xh/\Xf i Xh/\xﬂ-disjunktni i zatvoreni u X. Jer je X Y.,
postoje disjunktni zatvoreni skupovi Fl’FE u Y takvi da
jer Y sFiuFo; Py X nX F,~X NX . Nadalje, Y ,je nul-
dimenzionalan, pa postoal otvoreno-zatvoren skup Y u Y ta-
kav da jJe Flc:Y . Fef\Y = J. Oznacimo Y = Y‘\Y « Tada su
v 'Y” otvoreno-zatvoreni u Y i &ine njegovu dekompozicijue.
Posto Jjes:s X /,,YJr X”,Yﬂe? s(X )=s(Y/)m(0yeee,n=2,0)} (X{) =
X'NX g F =Y )5 s(X )=s(Y )= (0,...,11—2 n)y (X" =X "X 2
-:;F2=(Y”)n sledi da su X' YOi X’,Y ekvivalentni.

DOKAZ ZA ?2. Neka je 8(X)=s(Y¥)=(0yeeeyn-1,n), 0 >=5, 1
X!, X” otvoreno-zatvoreni skupovi u X, koji ¢&ine njegovu de-
kompoziciju. Na osnovu tePele?. ,postoje disjunktni otvoreno-
zatvoreni skupovi X ,X2 u X takvi da Jje X=X ufx2 i dis-
junktni otvoreno-zatvoreni skupovi Yl Y2 u Y tako da je:
v=ylu Y2 , s(x)=s(¥})= (O,...,n—-2 n), 8(x2)=8(¥%)=(0yees,n-3,
,n-1), Kako Jje Xl Y € (1 3 X2 Yge ? a tvrdjenje vazi za
jol, to postoje disjunkini otvoreno~zatvoreni skupovi (Y ),
oY u ¥l tako da ge: Yr=(yD) v (D" AAx, ) exviva-
lentni; le\X”,(Yl)”ekvivalentni.lsto tako,postoje otvoreno-
zatvoreni,disjunktni skupovi (¥ )’,(Y )” Y2 tako da je:
2-(x2) v (%) XN ,(Y2) ekvivalentnij X CAx Ty (13 ek-

vivalentni. Prema tome su: X (X NXK )\J(Xef\X )y Y (Y ) \/
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\J(Y2)! ekvivalentni i X:(Xl/\xﬂ)L/(xe/\x”),yﬁ=(yl)ﬂ/(yz)”
takodjer ekvivalentni.

DOKAZ ZA ffba. Neka su X,Y€E @3 i 8(X)=s(¥)=(0yeeeyn=2,0N)0
Razlikujemo sludajeve: a) s(X')=2(0,y0es,n=2,n), s(X")=(0)

b) 8(X')=(0,s0es0-2,0), s(X"=(1) 5 ¢) 8(X')=(0,e0e,n-2,n),
s(X7)=(0,1) 3 d) s(X')=(0ye0eyn=2,0), 8(X)=(0y0ee,k=2,k),
ke{z,...,n-e} i @) 8(X')=(0yeeeyn=2,n), 8(X")=(0y00e,k-1,k),
k€{2y000y0-2} ; £) s(X")=s(X")=(0ye0eyn-2,n)

Primetimo da su,po pretpostavci, ib i To kompaktni,pa oda-
tle i ')'['kgfo . Y'kc_?'o, ke{2,...,n—2,n} , sledi da su i X,
¥, kompaktni.

Ao je a), tada iz s(X”)=(O) i kompaktnosti od io proiz-
lazi da Je card Xﬂi:jfo. Posto]Ji podskup 'Y” od Yo takav
da je card Yﬁncard X”, pa stavljajucli Y’=Y‘xY” dobijamo :
X’,Yi—_" ?5 su ekvivalentni 1 X”,Y” su ‘ekvivalentni.

Ako je b), tada iz s(X7)=(1) sledi XqF*Q ,pa birajuéi ot-
voreno-zatvoren podskup Y/ od Y, (u Y ) i stavljajuci

/
=Y\Y dobijamo opet da su X ,YG. ? ekvivalentni 1 X ,

"

Y ekvivalentni.:
Ako Je ¢), tada iz S(X”)=(O,l) i kompaktnosti od XO sle-

. ¥ / . e I " .
di: X =(X ’)Ou(x )ys card (XD < o0 (X ); 22 Q. Neka je
/] .

F, podskup od Y, takav da je card Fy=card (X )O i F, ot-
voreno-zatvoren podskup od Y, (u Y ). Tada stavljajuéli

P

/" / _
Y =Fl\xF2, Y!=Y‘\Yﬁ'dobijamo da su X ,Y & 3 ekvivalentnl

. v _n . .

i X ,¥ ekvivalentni.

Ako je d), tada iz 8(X")=(0yese,k-2,k) i kompaktnosti od
Xx gledi da Je (X )k kompaktno, pa kako su sve tatke od X,

izolovane (u Xy ) mora biti card (X )k < R . Neka Jje F=
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/
= {yl,...,ym}c_‘fk , card F = card (X )k' Postoji otvoreno-
zatvoren podskup Vi, ie{l,...,m} u Y takav da Je Vif\

v 3 + . 4o " /
NYy ={yi} y V.nY = . Stavljajuéi: Y aVijueeeuVp 4 ¥ =

=Y\Y"” dobijamo da su X’,Y’é (fja i X”,Y”g ?5 ekvivalentni.
U sludaju e) razlikujemo dve mogucnosti: 1) s(X”)=(O,1,2),
2)  8(X")=(0yueesk-1,K), k€ §3,0009n-2} .

Ako je 1), tada postoje disjunktni otvoreno-zatvoreni sku-
bovi  XL,X° tako da je: X'=XPuXe, s(x1)=(0,2), s(X¥)=(1).
Tada je X- kompaktan, pa je card (X1)2< N, s X°rs Q .Ne-
ka Jje Fl= fyl,...,ym}cl'g s, card F1=card (Xl)é. Pos'to,ji ot-
voreno-zatvoren podskup Vi, i€ {1,...,111‘5, u Y takav da Je
VnYs= {yi}, Vir\-’-fl= @ i otvoreno-zatvoren podskup F, od
Y,. Stavljajuéi: Y= Vyuees UV UF, , Y =¥\ 1" dobijamo da
su X‘,Y’e (f)} i X”,Y!fé. ?4 ekvivalentni. I

Ako je 2), tada postoje disjunkini otvoreno-zatvoreni sku-
povi X]'_,X2 ( na osnovu t.3.1.3.) takvi da je : }C”= UX2;
s (X2)=(0y 0 en k=2,K)3 8(X2)m(0yaasyk-3,k-1). Po3to X € P .
to (), i (x2),_; imaju konano mnogo tadska. Neka: F,=

= {yl,...,ymljc',Y}'c, card Fy=card (Xl)k; FE’{yl"“’ys‘]C Tye1,
card F2=card (Xz)k-l' Postoji otvoreno-zatvoren skup Vi ’
1€ {1,...,m},takav da Je VinYk= {yi}, Vir\Tk_ln g i otvo~
reno~zatvoren skup Uj’ je{l,...,i} ,takav da Jje anfk_l.-_
={yj} . Ujr\?'k_zz " Sta?ljajuéi: Y =V1u...uVmuUlu...uU$,
'd =‘f\.‘f’ﬁr dobijamo da su X;,Y"e ?’; 1 X”,Y’ye (qu_ ekvivalentni.

Ako Jje f), tada su (}{")n i (X”)n disjunktni 1 zatvoreni u
X. Kako Je X 1o postoje disjunktni zatvoreni skupovi Fl'

. / 7
F. u Y takvi da Je: Flﬁ,’(}( )n’ F2¢.~$(X )n' Y = FlVF2- Zbog

2
/
nul-dimenzionosti od Y, postoji otvoreno-zatvoren skup I




J
W Y takav da je F,cY , YNFy= g, Stavljajuéi Y'=Y\Y'
! 7 (7
dobijamo da su X ,Y’e‘ (f:;; X ,Y#é: f5 ekvivalentni, Jjer: s(X")=
/1 / / i /"

DOKAZ ZA {;L_je analogan dokazu za EF;.

3.2.1.9. TVRDJENJE. Neka su X,Y € §,ie {1,2,3,4} ,

ekvivalentni prostori. Tada su X i1 Y homeomorfni,

DOKAZ. Na osnovﬁ teleltall., mozemo smatrati da su X,Y
uronjeni u prostor Q, a prema t.3.l.3. dovoljno je razmo-
triti samo siudaj s(X)=8(¥)=(0yees,n-24n).Neka je :
Xinixi,xi,...} 3 Y= iyi,yi,...} . ie{O,...,n-2,n}; i pre-
slikavanje f: X, —»Y , dato sa f()i)-yg, re N, homeomor-
fizam. Prema t.%.l.%., postoji dekompozicija od X na naj-

o . n. +p
viSe tri otvoreno-zatvorena skupa: xn;_xg 3 Xi ’

£ n-1, éiji su dijemetri manji od 2/3 i s(XE)-(O;...,k-E,

pPyT<n 1

2 K), ke{n,p,r} y Ede Ee‘.{n,p,r oznac¢ava najmanji prirodan

broj J takav da Je xﬂg;XEI. Na osnovu te3.2.le.8.,po0stoji

dekompozicija od Y na otvoreno-zatvorene skupove Y2 . Yp;

— _ - mn?'’"p
r’ - - . xP . -
o takve da su redom ekvivalentni sa Xg 3 Xp 3 Xi o« Broj
k?a{n’, p',r’} oznadava najmanji prirodan bro] j takav da
de yﬂe;Yi . Na osnovu te3.le.%.,postoji dekompozicija od Yi,
- k’ k3
k€ {n,p,r}, na tri otvoreno-zatvorena skupa Yikk s Ty l,
kK k5 1
Yy e takva da su njihovi dijametri manji od 2/3 1
2 .
k"ky SR R e o
S(Ykki )=(O,...,ki—2,ki),gde je kinmln{a I ykie_Ykki },

1€{0,2,2} , kyuk, k{=k’. Ako je YK jednotlan skup, tada

stavljamo:
_k!kl k!‘

k'kf kfkl
Tek = Tk ¥ Tk ;

1 _
1




Prema te3.2.1.8., postoji dekompozicija od Xﬁ na otvoreno-

n k k, k k,

zatvorene skupove Xk K 9 Xk kl , Xk k2 s, kKoji su ekvivale-
ntni redom sa
Yk'k' Yk kl Yk k2
k k' "k kl ' "k k2 *

Tako smo dobili otvoreno-zatvorene pokrivacle
k k. K’k
i i
% “{Xk ki}‘ B “{Yk ki} .

za X i Y, ¢iji su elementi disjunktni i dijametra manjeg

od 2/%. Neka je £y: atl——-a-ﬁl bijektivno preslikavanje da-

to sa: .
k ks
i i
f (X ) = Y .
17k ky k ks
Pomoéu matematidke indukcije definiSimo pokrivace X A,

n ? n

neN, za X i1 Y 1 bijektiima preslikavanja fn: dn"’"""ﬁn .

Pretpostavimo da su

-E; ---E a’---a’
R e AL S B ={Yal aen}
1..‘ 2n - _ _ 1...’211 ,
al---agn Yal-..a2n
Y
al...agn al---agn

lentni, imaju aktimulacioni spektar (0,...,a2n-2,a2n); niz

pokrivaci za X , Y, gde: X su ekviva-

81 9eees8oy je nerastuéi sa ¢lanovima koji su 1z {0,...,n-2,q};

4

. a. .---E v b2 ---a'
— . J 1 21]_} . F 4 . » \ J l 21].}
a~ =minqgy j|xY € X al =mindj ly: ¥ .
2n { a5, al"'a2n r U2n { Bop al"'a2n

Pretpostavimo,takodjer, da su ¢lanovi pokrivaca dn’ ﬁn
disjunktni otvoreno-zatvoreni u X,Y¥ 1 dijametra manjeg od

n . _ . . .
(2/3)" . Neka je k tome £ : & n—-——*/@ . bijektivno presli

kavanje dato sa:

E --.E a'...a'
£ (X 1 2n = Y 1 2n .
nay..eagy,) = Teyee2y _
aliiiagn
Na osnovu te3.l.3., postoji dekompozicija od X, a na
1*°°"2n
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najvise tri disjunktna otvoreno-~-zatvorena skupa:

-é- ----3-.- 5: a llla s E-. .IIE .:E
1 2n 2n a4 on® 1 2n )
Xal...agnagn ' X 1...32ns’ xal...aent ’ s’tjgi?n 1 %a2n"l’
.-.a
takva da su im dijametri manji od (2/3)diam (X °1 a2n) i
E lil' 2n
al...aen _ _
S(Xal.-.agnk)ﬂco,l"’k“Q,k)’ ké{agnis‘t} ; gde Eeiagn’s,:E}
, S §  Byeesay K
oznatava najmanji priridan broj J takav da xkeaxa a. k °
1°°°*°“2n

Prema t.3%.2.1.8., postojl dekompozicija od
al- --azn

Y
3.1- » -a2n

na disjunktne otvoreno-zatvorene skupove:

Yal"'aEnaQn . Yal...azns ' Yal"'aEnt

Y ? .

3.1- s -32n32n aln * -a2ns al- P -agnt
a’--na' k' E --.E E
1 2nk i X 1 2nk ekvivalentni,gde Je

takve da su Y a o
1°°**“2n

al"'aEn
8! eeeai k’
’ ’ Y, ’ . 1 *e 21'1
ke{a2n,s,t} y K' = mln{;j ‘yieYal“'agnk } . Nadalje, pre-
) F 4 F kf‘

. . . aliiiazn
ma te 3ele?s poOstoji dekompozicija od Y S 2 naj-
aliliaEH )

visSe tri otvoreno-zatvorena skupa:

al...agnk k’ al...a2nk kl &1"'32nk k2

kK k * ¥ k k Y

(1) Y
8qeeelo, Byeeedn, 1 ' al"'a2nk k2

?

a' ---8.' ]!‘:"r
Giji su dijametri mandi od (2/3)diam (¥_T %) i takva
1...a2n
da Jje:

kK’ k

a ---a '
1 2nk k ) (0,.--, """2 k ) k -mln{ ,yk a

3]eeeds K Ky
S(Y 8 a,_k k
. 1"' 2n 1-.. 2n i

za i€{0,1,2) i k =k, k=k
ai...aénk' )
K jednoclan, tada stavljamo:

Ako je Ya a
l.l. 2n

’ ’ /oy ’ ’ '--- : k k '
Yal_ - -agnk_ k al. . -a2nk Yal E-E) l_Y l- » -aznk k
1 1

 J >
8 eesd, k kK 3 k = 8jeee8y K KyT a0, Kk ke =2

Koristeli ponovo te.3.2.1.8., dobijamo dekompoziciju od




al...a2nk
X na otvoreno-zatvorene skupove:
al"'a2nk

xal...BEHE E Xalqi-a2nE kl al---agnE k2

X
alqnnagnk k ? alonnagnk kl ! al'--aznk k2

koji su redom ekvivalentni sa skupovima u (1).
Tada su:
of =Exﬁl...a2 X k. } ﬂ =§Yai...a2 k“k? }
h+l - 1"'32nk kl n+l 1"'32nk ki
( E& ima analogno znalenje broja k; ) otvoreno-zatvoreni
pokrivadi za X 1 Y, &éiji su ¢lanovi disjunktni, dijame-

tra manjeg od (2/5)n+1, i odgovarajué¢i parovi

80008, .K K. 8l eee8 s k'K
Xal a?nk kl ’ Yal a?nk kl su ekvivalentni. Neka Je
1°°°*%2n i 1°°*"2n i
fn+l= d‘n-l-l /@ n+l bijektivno preslikavanje, dato sa:
(X l---& E El)_Yal...aznk k .
l 1.'.&21,1}( k liicagnk kl
Time su pokrivacdi dn‘ ’@n 1 preslikavanja fn: dn—'-—f-" ﬂn

u potpunosti definisani.
Familije

O(,-—-{Ué_ dn’ neN}, /3={V€ﬁn, neN}

su baze redom za X i Y. S obzirom na prirodu pokrivaca
C’Cn, za svaku tacku x;‘e X postoji Jedinstven broj me N,
takav da Je: |

x & X

BLt o Bom i E LE o ak: TaveieBa ol A K
8yeee8s, ! “2m ' “2m “2m-1" Y 1ttt TVZ2m~2 *
Definisimo preslikavanje h:X-——s—Y sa: h(x§)= y? , gde Je
’ " E a'...a'
k 1..' 2Hl 1 2m P y. .
yi € I (X ) = XY s k= a . Lako se pokazuje
Ayeeedon Byesedoy 2m
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da ovako definisano preslikavanje h Jje: bijektivno, nepre-
kidno i ima neprekidno inverzno preslikavanje. Dakle, h Je

homeomorfizam.,.

Analogno prethodnom tvrdjenju dokazuje se ( videti]?B] )
0 ,
da su prostori X,Ye;u/ homeomorfni i u sledeé¢im slucajevima:

1) s(X)=8(¥)=(0,2); X59Y5 nemaju izolovanih tadaka,

2) s(X)=8(Y)=(0,1,2)3 X,,¥, nemaju izolovanih tadaka,
2)s(X)=s(¥)=(0,1,3); XB,Y3 nemaju izolovanih tacaka,
4)s(X)=s(¥)=(0,1,2,3)} X590 X50Y 5,5 nemaju izolovanih tacaka,
5)Ys(X)=s8(Y)=(0,1,2,3,4); X2,X3,X4,Y2,Y3,Y4 nemaju izolova~

nih tacaka,

PRIMEDBA. U definiciji 3.2.1l.1. ( odn. 342+l e2s) podk-~
lase 7 ( odn. 2) n ne moZe biti manje od Cetiri (odn.
pet ), jer postoje nehomeomorfni prostori X;Yeriz’ takvi
da je: s(X)=s(Y)=(0,1,3) i X5ﬁk$Y5(vidéti odeljak 3.%. ).

(0 .
PITANJE. Da,1li su prostori X,Ye&}f homeomorfni, ako
ispunjavaju uslove: ,
1) za svako ne& N, podprostori X ,Y  su neprazni i nemaju

izolovanih tacaka,

2) ﬂ{'ﬁnl ne Nu{O}} = &, '[\-{?n\ ne Nu{o}} =g ?
3.,2.2., HOMOGENOST U ODNOSU NA TACKE ISTOGA REDA

3e2e201. TVRDJENJE. Prostor Q Jje homogen.

DOKAZ. Modifikujuéi dokaz tela.4alo. stavljajuéi:
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X = Q Xy= 8, Y17 b (gde su a,beQ proizvoljne talke),
fl(U1)=V1 dobijamo da odgovarajuéi homeomorfizam h:Q-—Q

ispunjava uslov h(a)=b.

)
2,2,2.2. DEFINICIJA. KaZemo da je prostor X€ /' homo-

gen u_odnosu na svoje n-tacke, ako za svake dve tacke
a,beX postoji homeomorfizam h:X—=>X takav da je h(a)=b.

3.2e26%s TVRDJENJE. Neka je XE€ ﬂa, S(X)=(0yeeey -2,0)

i za svako 165{2,..;,n-2,q} podprostor X; nema izolovanih .

tadaka. Tada je X homogen u odnosu na sve svoje k-tatke,

DOKAZ.Prvo dokaZzimo tvrdjenje za k=n. Neka su a,beX,

proizvoljne talke. Na osnovu te3e2+2+le, mozemo u dokazu

1

tl5i2-1¢9- staviti: Y = X, X}l"-:a' yn=

b. Tada odgovarajuci ho-
meoﬁorfizam h: X—»X ispunjava uslov 'h(a)=b.

Neka Je ke{l,...,n-E} i a,be'}(k proizvol jne talke. Prema
te3.lel., postoje disjunktne, otvoreno-zatvorene okoline

U U, u X redom za tadke a,b tako da je: U,NX_y= &,
UpM Xy 1=2-

Za k>1, na osnovu te.%.l.2., je s(Ua)=s(Ub)=(O,...,k—2,k)

i svi podprostori: (Ua)z,...,(Ua)k_2,(Ua)k, (Ub)2""'(Ub)k—2'
(Ub)k nemaju izolovanih taééka. Na osnovu prvodokazanog de-

la tvrdjenja, postoji homeomorfizam hlea-—ﬂ-Ub tako da Je

hl(a)nb. Tada, preslikavanje h:X X,definisano sa
_r_hl(x) za x€U_

(1) h(x)= { W7 (x) za xeUy
_ X za Xe€ X\(Uauub),

je homeomorfizam, za koji Jje h(a)=b.

Za k=1, okoline U_ 1 Uy nemaju izolovanih tacaka,pa je
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Ué}jUBﬁiQ- PoSto je, prema t.3.2.2.1., prostor Q homogen,
to preslikavanje h:X—> X, definisano sa (1), je homeomo-
rfizam, za koji je h(a)=b .

Za k=0, tvrdjenje Jje, oéigledno, ispunjenc.

Analogno prethodnom dokazuju se tvrdjenja:

; i
3,2.2.4., TVRDJENJE. Neka je Xe€ , S(X)=(0ye0e,yn=-1,n)

-

i podprostori: XsyeeesX, nemaju izolovanih tacaka. Tada je
X homogen u odnosu na sve_svoje k-tacke.

3.2¢e265. TVRDJENJE, Neka fje XE .[)Dl, S(X)=(0yeeeyn=2,0).
Tada je X homogen u _odnosu na svoje k-tacke za kZ£n-2.
5-2-2-6. TVRDJENJ_E_- Neka 'ie XE.‘. 2’ S(X)=(O,.--,n—'l,n)-

Tada je X homogen u odnosu na svoje k-tacCke za kK<£n=2,

3.2.2.7. TVRDJENJE. Neka je X € Jg3, S(X)=(0y0eeyni—2,0)0
Tada je X homogen u odnosu na svoje k-talke za k£n-2 .

DOKAZ. Neka sﬁ a,be X}; proizvoljne tacke.
Za ke;{O,l} dokaz je isti kao u te%e2.2450
Neka je k>1l. PoSto su talke a,b 1zolovane u X,y to po-
stoje njihove disjunktne otvoreno-zatvorene okoline Ua’Ub
u X takve da Je: Ua/‘\ Xk={a} ’ Uaf\'ik_lﬂﬂ 3 Ubr\ Xk={b} ’
Ubni—kél=g' Prema tome je: U_,U & ?5, S(Ua)us(Ub)=(0,“.,
Jk-2,k), (Ua)kﬁﬁ(ub)k’,pa su, na osnovu t.3.2.1.9., prosto-
ri U, i Uy homeomorfni. Kako su, prema te.?.le.2., tacke
a,b k-talke za U,,Uy (jedine k-tadke),to svaki homeomorfi-
zam hqy:U_ —>Uy ispunjava uslov hl(a)=b. Preslikavanje
h:X—>X, dato sa. (1) iz te 2e2e245., ¢ homeomorfizam koji

ispunjava uslov da je h(a)=b.
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Analogno prethodnom tvrdjenju dokazuje se

(D
%2,2.2.5. TVRDJENJE. Neka je X € 5 S(X)=(0y0ee4yn=1,y0)0

Tada je X homogen u odnosu na svoje k-tacke za k<n-Z.

3,3, KONSTRUKCIJE PROSTORA PODKLASA ﬁ, i€{1,2,3,4

U ovom odeljku se navode konstrukcije za prostore pod-
klasa (jji, 1&e {1,2,5,&}, pa time dokazujemo egzistenciju
tih podklasa.

Sa Qg s U daljem, oznadavamo prostor koji se sastoji

od jedne talke, a sa Q prostor koji je homeomorfan sa Q.

. 3.3%3,1. TVRDJENJE. Za svako né&N‘\{lB postoji prostor

Rné€ ?M 5(Q,)=(0yeesyn-2,n) i za svako 1€ {2,...,

,n—2,n} podprostor (Qn)i nema izolovanih tadaka.

DOKAZ. Koristimo matematidku indukciju. Prvo konstrui-
simo Qse U svaki od odbadenih intervala, pri konstrukeciji
Cantordvog diskontinuma C, uronimo Qo' Tada unija svih .
ovako uronjenih Qo i prostora Q daje prostor Qg.

Da bi dobili Q5’ u svaki od odbaéenih intervala, pri kon-
strukciji prostora C, uronimo prostore Q0 i Ql tako da
su diSjunktni. Tada unija prostora Q i svih, ovako uronje-
nih,prostora Q, i Qi jeste prostor Q.

Pretpostavimo da su Qk—l 1 Qk konstruisani. Tada u sva-

ki od odbadenih intervala, pri konstrukeiji prostora G,

uronimo Qe 1 Q tako da budu disjunktni. Unija prosto-

Q i svih, ovako uronjenih, prostora Qk-l i Qk.daje prostor
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Qu,» » der prema konstrukciji i teBelelay3ele2. Je:
5(Qu,»)=(0geee,k, k+2), (Qpyn)yeo=Q (Qp o) Q za svako
i€f2,...,k} .

3,3.,2., TVRDJENJE. Za svako ne N postoji prostor

X€E (]) takav da je 8(X)=(0yeeceyn-1,n) i za svako 1€ {2,..

.,n—l,q} podprostor Xi nema izolovanih tacdaka,

DOKAZ. Neka je X=Q _,+Q topoloska suma prostora Q,_;
i Qn' Tada, na osnovu prethodnog tvrdjenja i tebslele., Je:

S(X):‘:(o,-..,n—l,n), Xi%Q Za S‘I&ko iéig,---,n} -

5-3-3. TVRDJENJE., Za svako Pe \;(‘f) i svako ne N\{l,

,2,3} postoji prostor X &€ 501 takav da Je S(X)=(Oyees,
,n—-2,n) _i_ KH%P.

DOKAZ. Neka je Q, prostor iz t.5.3.l. Kako je (Q,),=

-Q, to,prema t.l.4.1l., moZzemo smatrati da je ¥ uronjen

u (Qn)na Tada ,je XE(QH)OU (Qn)lu e e \_/(Q,n)n_guP :Drazeni
prostor, jer,prema konstrukciji i te2.l.2., je: X € fl’

S(X)=(O’-t.,n"2,n), Xn‘;.\:..P-

3.,3.,4, TVRDJENJE. Za svako PJ',,Pge,gj i svako ne€ N\{l,

,2,5,4} postoji prostor Xfe.ﬂaz takav da je: s(X)=(0yeee,
sN=1,n)3 Xn_iMPl : }(n*;:Pz.

DOKAZ. Na osnovu prethodnog tvrdjenja, postoje prosto-
i Xl,X25;§a takvi da je: s(Xl)=(O,...,n-5,n—l), (Xl)n_§5Pl;
s(X2)=(O,...,n-2,n), (X2)HQ£P2. TopolosSka suma X=x> + X°
je traZeni prostor, Jer, prema konstrukeiji 1 te?.le2., Jje:
Xn-1=(X1)n-fx;P1* Xﬁ=(x2)ﬁ?5P2, Xi=(Xl)i + (Xe)igﬂQ za Sva-

ko i€{2,...,n-2}.
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?Jis ie{f’g‘”‘} pot-

rebna su nam, prethodno, izvesna tvrdjenja.

Za konstrukcije prostora podkliasa

3e%e5. TVRDJENJE. Neksn je A zontvoren podskup metri-

ckop, prostora X 1 o u.s.cC. dekompozicija od A, ¢€iji su

—

7
elementi kompakitni. Tada dekompoziciju 03 , koju cine ele-~

menti od @ i tacke skupa X\A, Jje u.s.c. dekompozicija
od X i kvocijent prostor X/CD" Je metrizabilsan,

DOKAZ., Dekompozicija @’je UeSeCoe NA OSNOVU teZePeDey
pa je jo3 potrebno dokazati da Je X/@’ metrizabilan.
Iz &injenice da je dekompozicija a?/ U.S.C., Sledi da je
prirodna projekcija p: X—o> X/ﬂ’ zatvoreno preslikavanje
([26] ,t.9.9,,8tr.61), a posto su, k tome, elementi od 59’
kompaktni, proizlazi da je X/a@! metrizabilan prostor ([4—1
Colbehol74,5tr.556), |

3.3.,6. TVRDJENJE, Neka je X metricki nul-dimenzioni

rostor, @ U.S.Ce dekompozicija zatvorenog skupa A u X

tako da je A/ca metridki nul-dimenzioni prostor. Tada de-
kompozicija 0@’, definisana kao u t.3.%.5., inducira metri-

zabilan nul—dimeigziorli prostor X/@’ .

DOKAZ, Na osnovu prethodnog tvrdjenja sledl da je X/ o
metrizabilan. Kako Jje A/ﬂ nul-dimenzion 1 zatvoren u.
X/ i (x/a)f YN (A/ D )=X\A takodjer nul-dimenzion, to

/
prema t.l.2.7. sledi da Je X/09 nul-~dimenzion.

2e%e7. TVRDJENJE. Za svako ngN\{l} postoji prostor

PnE ?5 takav da Je S(Pn)=(0,...,n—2,n) i (Pn)11 Jje

jednoclan skup.,

DOKAZ, Koristimo matematilku indukciju. Frostor P, je
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unija razliditih &lanova konvergentnog niza realnih brojeva
i njegove granicne vrednosti. Prostor P5 je unija od Q

i &lanova niza koji konvergira ka jedinici( pri éemu &la-
novi niza nisu iz Q ).Konstruisimo Py,e U svaki od odbacte~

nih intervala, pri konstrukciji prostora C, uronimo Ql ]

P2 tako da su disjunktni.Neka Je B4 podprostor od [b,i],'

koji se sastoji od svih talaka ovako uronjenih prostora i
skupa C. Prema t.l.l.l4., B, je nul-dimenzion. PokaZzimo da
je P4=B4/ C « Zaista, prema t.3.%.6. i konstrukeiji je:
P4€ jo, 8(P,)=(0,1,2,4), (P,+)2 ima sve talke izolovane,
(P,), Je Jjednoilan i (P,), Je kompaktan.

Pretpostavimo da su prostori PryeeesP konstruisani.

U svaki od odbalenih intervala, pri konstrukciji prostora C,

roni i P
uronimoe P,

n-1 tako da budu disjunkitni. Neka Jje B

n+l
podprostor od [b,il, koji se sastoji od svih tacaka ovako

uronjenih prostora i skupa C. Identifikacijom tacaka iz C

dobijamo kvocijent prostor B /C 4, koji,prema konstrukeci-

n+1l
ji i te3.%.6., ispunjava uslove: pripada klasi .(f) y ima

akumulacioni spektar (O,...,n-1,n+l), sve k-tacke za k€{2,
,...,n—l} su izolovane, imé samo jednu (n+l)-tacku, i za-
tvorenje skupa njegovih O~talaka je kompaktno, Prema tome

je P = Bn+l/c .

n+1l

3.3.8, TVRDJENJE. Za svaki kompaktan prostor PE£ ?i-.

svako ne‘_N\{l} postoji prostor X & ?3 takav da Je
S(X)=(O,--.,n"2,'ﬂ) 'j; _ X A/ P.

n™

DOKAZ. Za n=2, X je kompaktan, pa na osnovu te.2.2.9.

je tvrdjenje tadno. Za n>4, prvo konstruiSimo prostor B -
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Neka su Pn-5 1 Pn-2 prostori iz t.%.%.7. U svaki od odba-

enih intervala, pri konstrukciji prostora C, uronimo Pn 3

i Pn-2 tako da budu disjunktni, Tada Jje Bn podprostor od

{D,i],koji se sastoji od svih ovsko uronjenih prostora i od

C. Prema t. l.l.l4., Bn je nul-dimenzion, a prema konstruk-
ciji Bn\\C je prebrojiv. Postoji u.s.c. dekompozicija &9

od C takva da je C/9 ¥ P. Neka je @’u.s.c. dekompozici-
ja od B_, koju &ine elementi iz o) i tatke od B_\C. Tada,
prema tede3.6e,J€ X=Bn/&?’ metridki,a prema konstrukciji

i prebrojiv prostor. Lako se utvrdjuje da je X trazen prostor.
Za n=3 (odn. n=4) stavljajuci: P_=Q, , P1=Q; (odn. Py=Q )

dokaz je analogan prethodnom.

3,%,9, TVRDJENJE. Za svaka dva kompaktna prostora Pl,

P2(._:, _ff‘) i svako ne€ N\{l,2} postoji p.rostor X € 9)4 takav

da je: 5(X)=(0yeee,n=1,y01) 3 Xh_iﬁéPl; XﬁQ5P2.

DOKAZ. Prema prethodnom tvrdjenju, postoje prostori
L, 2e P, takvi da ger s(X1)=(0,000yn-3,0-1), (X0) AP
s(X2)=(O,...,n-2?n), (Xg)ﬂﬁﬁPe. Topoloska suma X=XL+%° je
trazeni prostor, jer Jje: Xe.g); s(X)=(04eeeyn-1,n) i sve ta-
cke od Xi, iEE{E,...,n—2} , su izolovane ( prema tePelele))
')_(O=(-)-{-130 + _X?)_O je kompaktno; Xﬁ-—l: (Xl)n_ Pl

3

)91=(X2)nﬁ pe




GLAVA 4,

O JEDNOJ PODKLASI KLASE E ~ KOMPAKTNIH METRICKIH
NUL-DIMENZIONIH PROSTORA I JEDNACINI X x XX

U ovoj glavi se razmatra podklasa z.?, klage z sy Ci-
ji prostori imaju akumulacioni spektar (0,2). .

Koristeéi pojam izvodnog skupa, daje se topolosSka kara-
kterizacija prostora te podklase. Takodjer, navode se i kon-
strukcije prostora te podklase. Na kraju, razmatra se resa-
vanje jednaélne XX XX, te se pokazuje da u podklasu z

ta Jednadina ima Hl razli¢itih resenja.

4.1. PODKLASA -2 » KLASE Z

Neka je X prostor klase EZ . lzvodni skupovi prosto-
ra X definisu se induktivno([?],str.27o ): prvi izvodni
skup X(l) je skup svih tacaka nagomilavanja od X. Ako Je

ol ordinalni broj prve vrste stavljamo

a za ordinalni broj druge vrste

(&) ﬂ{xcm\(koé}
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X(o(') nazivamo izvodnim skupom reda ol . Za ol =0 stavljamo

X(O) ( ol

= X. Za svako o izvodni skup X° ) je zatvoren u X.

Oznacimo X(ﬂ )= X(ﬁ )\X( ﬁ +l); tada za svako d, je

= Ul p e o

(o)

Skupovi X(o)'x(l)""’x((& ),...,X cine dekompoziciju

prostora X na medjusobno disjunktne skupove. Kako je w(ol)

zatvoren skup u X, to Jje U{X(ﬁ )\ﬁz:d,y otvoren skup u X.

Kako Je X(ﬁ) skup izolovanih tacaka od X(p), sledi da
Je  card X(ﬁ)—é}fo'

Kazemo da Je X(d') posljednji izvodni skup od X, ako je oL
w00 +1) _

najmanji ordinalan broj takav da je: X(d') # @
cgoa1n X% pgo x(XDL ¢ (%)

. - -

4,1.1. TVRDJENJE. Svaki separabilan metricki prostor

oslednii izvodni skup ciii

de red maniil od (.L_J'l(['?] ,Stre270)

Na osnovu prethodnog tvrdjenja sledi
4,1.2. TVRDJENJE. Za svaki ordinalni broj o i svaki
prostor Xé& Z - je  card ( U{X(ﬁ)\ﬁ*(o(,})‘i RO .

4,1,%2., TVRDJENJE. Ako je X(OC) poslednji izvodni skup

prostora X€Z tada je ili card X(¢)<HO ili X(GL)Q;; Ce

DOKAZ. X(OL) je zatvoren skup u X, pa je X(o{' )6 Z .
Ako Je X( o« +1)=(X(a:,))(1)___ @ tada sve taclke prostora X(O(')
su izolovane, pa je card X(&).( }{ o°
Ako Jje pak X(d)ﬂ{( o +1), tada Je prostor x(d-)e z bez
izolovanih tadaka, pa prema te.l.4.6. je X(o(“),.fm Ce

4,1.4, DEFINICIJA. Prostor X nvpripada podklasi 27 ’

klase 3 , ako 1 samo ako postoji ordinalan broj ol takav
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da za svako o< ﬂ«:. ol je ispunjen uslov

T Ukl pepe o) v S

4,1.5. TVRDJENJE. Prebrojivi kompaktni metricki pro=-

stori pripadaju podklasi Z 7 .

DOKAZ. Neka je X prebrojiv kompaktan metriCki pros-
tor., Prema t.“'l‘illai' ,je X= XCO)UX(]_)U"'UX(&)’ card X(&)
(}{‘oa gde je X(OL)!‘ @ poslednji izvodni skup prostora X.
' - (L)
Kako za svako A< ol vredi ’K'E'E_) X(ﬁ yw X A (1) UK
to je X € Z,? .

4.1.6. TVRDJENJE. Ako je X € Z. tada je ili s(X)=(0)
i1i s(0=(1) ili s(0)=(0,2).

DOKAZ. Ako je card X & |, tada je X=x(°)=x(0), t3.
sve tadke od X su izolovane, pa je s(X)=(C).
Ako je Xm2C, tada je s(X)=(1).
Ako Je ¢ard £ > No i X,T'{/,C, tada postoji ordinalan broj
A > o takav da Je X = X(O)u...ux(&) i 'i_(z)= X. Pokazi-

mo da je X, = @. Pretpostavimo suprotno, tj. da je X4 # e

1
Tada, s Jjedne strane Je Xl CX(d’), a s druge XCO(‘)‘:,'K: =
= 2(0) ( jer }(0=X(:_0) ), pa bi imali Xlﬂ X, # g, Sto Je
nemoguce., Dakle Jje: Xoyl @ Xl=¢, card X "?"'HO , odakle sle~

di da je s{(X)=(0,2).

4.1.7. TVRDJENJE. Ako je XE& 37 i a€X(p) teda

ie aemix( = \b’-‘/: B}\X(ﬁ +1)

DOKAZ., Iz X € 37 sledi da za svako J'§ B Je
X( /3 +1)
b

X"(‘E) = X(,g‘)\/'“ux(/},)\-” pa ae X(ﬁ) povladi

aemi){( ‘) ‘ Yy < /3} . Odatle 1 1z ag-L_X( B +1)sledi tvrdjenjé'.
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4.1.8. TVRDJENJE. Ako je X€ Lo i x(*) 4 g, o > o,
tada je () m{x(k&) | 4< c{} .

DOKAZ. Tvrdjenje sledi iz X =U{x(6 )]4.:04;}\_/}{(“‘) i
X7 =U{x(°, y|#s d<a] (%) 25 svako g % .

"
Ako disjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi X', X" Cine deko-

mpoziciju od X tada podprostori X’, X" pripadaju podkla-
: : (d)_ ’ (oC.) " (B(") — ’ n
S 27 1 X =(X") \/(X) ,X(B)—(X )(B)U(X )(E’)

za_svako B < .
DOKAZ. Tvrdjenje sledi neposredno iz definicije Helek.

4.1.10. DEFINICIJA. Za prostore X,Y€ g kaZemo da su

ekvivalentni ako i samo ako postoji ordinalan broj o takav

da su podprostori X(d‘) i Y(oc) neprazni i homeomorfni.

4,1.,11. TVRDJENJE. Neka su X,Y €J;Z§ ekvivalentni pro-

stori. Ako su X°, X" disjunktni otvoreno-zatvoreni skupovi

u X, koji Zine pokrivaé za X, tada postoje disjunktni otvo-

reno-zatvoreni skupovi Y', Y" u Y, koji &ine pokrivac za

Y i takvi da su X, ¥ i

X", Y" parovi ekvivalentnih

prostora.

DOKAZ. Kako su X i Y ekvivalentni prostori, to po-

ol
stoji ordinalan bro] ol tako da Jje X= USX( J”)\X< o(}UX( ),

! ’U{Y(X)lx-cot}uy(&), NEOPOMEON

v ’ ol

Razlikujemo dva slucagja: 1) X'M X( ) =0, X"/‘\X(O() # 3 3
2) X'P\X(o{)?‘ga X"/'\X(c()#ﬁ-

Razmotrimo sludaj 1). Iz Xff\X(OQ) = § proizlazi da Je

X'C_U{X( X'){ty-<d’} , tie. da Je X’ prebrojiv kompaktan

prostor. Prema tome, postoji jedinstven ordinalan broj A< &
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takav da jJe (K')(’B> poslednji izvodni skup od X°, koji
ima konadno talaka. Neka je card (X’)(’B)nn L Yyeeeesdp
razlic¢ite tadke skupa Y(ﬂ)' Kako su taclke YyvreeosY, 170~
lovane u Y({:}) 3 Y(o)u'”uy(ﬁ) je otvoren skup u Y,
to postoje medjusobno disjunktne otvoreno-zatvorene okoline

Uyl,...,Uyn,redom tacaka ¥ ,e0e47,, tako da je in/\Y(B) =

= {yilj Z2a Svako ie, {l,...,n} » Neka je Y’=U \/ ---UU i

) .. e 1,8 18
Y" = YNY’. Prema konstrukciji i t.4.1.9. Jje (Y7) = {31'
...,yn} s pa Je (X')(a )Q/, (Y')(’e ). Takodjer Je (Y“)(""’)@
~ (X")(Oc'), jer Je _Y(O(')CY" ’ X(OC)CX" s, P& na osnovu
telhele9. Je (Y")(d)= Y(d), (X“)(&0= X(d). Prema tome X°,
Y’etzb i X",Y'¢ i?7 su parovi ekvivalentnih prostora.
Razmotrimo sluéaj 2). Kako Je X(o() zatvoren skup u X,
to su X'NMN X(d) i X" /\X(OL) disjunktni i zatvoreni skupo-
vi u X. Kako jJe X(i)';—i{,Y(%), to postoje disjunktni zat-
voreni skupovi Fl i F2 u Y tako da je Y(dJ= Fl\/F2 R
FIQ’V,X'I'\ X(OL), F2f;.\,f MM X( Oi')«.. Nadalje, kako je Y nul-
dimenzionalan, postoji otvoreno-zatvoren skup Y 'u Y takav
da Je Flc;Y'! Y'/\F2 = #. Stavimo Y" = Y\Y . Tada, prema

t.4.1.9. je (x7) ()2 Fi (Y")(d) - F,, odakle Jje (x)

2
',Z‘_,J(Y')(CL), (X")(d')f,..\é (Y")(CL). Prema tome su X’ ,Y'g 2{7

1 X",Y"€'£?7 parovi ekvivalentnih prostora.

_.f\
4,1.,12, TVRDJENJE. Neka su X,Y € Jf7 ekvivalentni

prostori. Tada X i Y imaju izomorfne baze.

DOKAZ. Uranjajuéi X i Y u Cantorov diskontinum C,
te koristeéi prethodno tvrdjenje, dokazivanje tele isto kao

U t.2.2.1.11., s tim 3to termin"ekvivalentni prostori”ima

znalenje u smislu definicije 4.1.10.




2
O

Na osnovu prethodnog tvrdjenja i t.l.4.8. sledi

4.1.1%. TVRDJENJE. Neka su X,Y € Zr? ekvivalentni

prostori. Tada su X 1 ¥ homeomorfni.

Iz prethodnog sledi tvrdjenje Mazurkiewicz—Sierpiﬁskog[Iii

4,1.14, TVRDJENJE. Ako su X,Ye £ prebrojivi prostori,

¢iji poslednii izvodni skupovi X("( )’Y(o(.) imaju istu kar-

dinalnost, tada su X i Y homeomorfni.

DOKAZ. Prema t.4.le5., prostori X 1 Y su iz P

& 7°
Tada je X = X(O)V---UX(&), Y = Y(O)u --ch(&) ’
card X(d) = card Y(d‘) =n, neN, tjo X1 Y su ekvivalentni,

pa su, na osnovu t.4.1.1%., X 1 X homeomorfni.

4.1.15. TVRDJENJE. Ako prostori X,Ye€ £, imaju po-
(@) @

slednje izvodne skupove , koji nemaju izolovanih

¥

tadaka, tada su X i Y homeomorfni.

DOKAZ., Iz X = X(O)V---ux("‘), v - Y(o)u...UY("(’)

b

X(dJQSZY(d)Qﬁ C sledi da su X 1 Y ekvivalentni, pa su

prema t.4.1l.13. 1 homeomorfni.

4.2. KONSTRUKCIJE PROSTORA PODKLASE 25 7

4.2.1. TVRDJENJE. Za svaki ordinalan broj ol < %] po-

stoji prostor XOLG. z,?, takav da je card (X&)(d’) = 1,

DOKAZ. Koristiéemo transfinitnu indukcigju.

7a of =0 tvrdjenje Jje tacno, jer za X0=§1E je XO=(XO)(O)_

Pretpostavimo da Je tvrdjenje tadno za sve ordinalne brojeve
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R <« ol < Wy Ako Je « prve vrste, tada u svaki od
odbadenih intervala, pri konstrukciji Cantorovog diskontinu~
ma C, uronimo Xo(, _1° Neka je X podprostor od [0,1] s KO-
ii se sastoji od svih tadaka ovako uronjenih prostora X, _4
i skupa C, Tada je Xe& Z.?, X=K(O)u...vx(o{_l)u}{(d) R

X( %) = C, Identifikacijom tacaka skupa X(o() dobijamo kvo-
cijent prostor X/X(d),koji je trazenl prostor Xa,' .

Ako je o, druge vrste, tada u svaki od odbacenih intervala,
pri konstrukciji prostora O, uronimo niz medjusobno disjun-
ktnih prostora XO,...,Xﬁ seee 3 f3< o, tako da njihovi di-
jametri i razdaljine od levih krajeva odgovarajuéih odbace-
nih intervala teZe prema nuli. Neka je X podprostor od [O,l]

koji se sastoji od svih ovako uronjenih prostora XLp . A& X,

i prostora C. Tada je X€ 37, X= UiX(B)\@é o(}\./ X(O"-) .

(&)

X(Q")= C. Identifikacijom tacdaka iz X dobijamo kvocijent

prostor X/X(i), koji je opet traZeni prostor ch o

n.,2.2. TVRDJENJE. Za svaki ordinalan broj o < wy posto-

ji prostor Xg Z,? takav da je njegov poslednji izvodni

skup X(d) homeomorfan Cantorovom diskontinumu C.

DOKAZ. Za ol =0 Jje X = C, pa je tvrdjenje tacno.
Pretpostavimo da_je tvrdjenje taéno za sve ordinalne broje-
ve A< oy o{< Y, D pkaZzimo da je tadno i za ordinalan brog]
ol . Ako je o prve vrste, tada u svaki od odbacenih inter-
“vala, pri konstrukciji prostora C, uronimo prostor Xo(. 1
( videti t.4.2.1.). Tada je X podprostor od [b,l], koji
se sastoji od svih tadaka ovako uronjenih prostora Xy -1
i prostora C.

Ako je o druge vrste, tada u svaki od odbadenih intervala,
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pri konstrukciji prostora O, uronimo niz medjusobno disjun-
ktnih prostora XO,...;Xﬂ yeoey AL «, (videti tellelole)

tako da njihovi dijametri i razdaljine od levih krajeva od-
sovarajutih odbadenih intervala teze prema nuli. Tada je X
podprostor od {O,l] , koji se sastoji od svih ovako uronje-

nih prostora i prostora C.

4.2.%, TVRDJENJE. Za svaki 2 € & i_svaki ordinalan

= U Rl pe v x(%) 1 x(® )z,

DOKAZ. Na osnovu prethodnog tvrdjenja postoji Y € 27
takav da je njegov poslednji izvodni skup Y(°6).homeomorfan

Cantorovom diskontinumu C. Nadalje, postoji u.s.c. dekom-

i
poziclija gb od Y(d') tako da jJe Y(oc)/éﬂ N, 7. Neka je )

dekompozicija od Y, koju cine ¢lanovi dekompozicije c@ i
tacke skupa Y\\Y(ﬁé). Tada, prema t.2.%.7. 1 konstrukciji,

je X =Y/f’ trazen prostor.

4ebe O PROSTORIMA KOJI SU HOMEOMORFNI SVOJIM KVADRATIMA

U ovom odeljku razmatramo reSenja jednaline X X X&HX

Z

u klasi .~ kompaktnih metrickih nul-dimenzionih prostora.
M, Marjanovi¢ Jje u ElB] postavio slede¢i problem:

Odrediti prostor klase 2{ . koji‘je homeomorfan svojem kva-
dratu a topolodki je razliéit od C_,Cq,C  + Cq 02, Cl + 02,
C

C C

yr C5o Cne

Ovde se daje reSenje tog problema, tako 5to se pokazuje
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da u podklasi 27 postoji H‘ 1 topoloski razlicitih pro-

stora koji su homeomorfni svojim kvadratima.




4.%3,1. O REDU TACAKA TOPOLOSKOG PROIZVODA

4.%.1.1. DEFINICIJA. Neka je Xe £ . Kaiemo da je n

red talke xe X ako 1 samo ako Jje Xx€ X 4 NE NV{O,(,U’}.

Red tadke xe X oznalavamo sa ord(x) .

[

BroJ ne.N‘\{lﬁ predstavljaéemo u obliku n
gde je keNwvio} , rejo,2,3,4,5,7} .

6 k + 1,

Sledeée tvrdjenje, koje potile od M. Marjanoviéa {167 ,

daje formulu za izradunavanje reda tadaka topoloskog proizvoda.
4.3.1.2. TVRDJENJE. Neka su X,Yé & i x€X, yeY.

Ako je ord (x) = 6 ky+ Ty i ord (y) =6 ky + Ty tada je

ord (x,y) = 6(ky+k,) + ryj.r,, gde je mnozenje ostataka Tq,r5

dato_tablicom

10 2 3 &4 5 7
Ot0 2 3 & 5 7
212 2 5 4 5 7
5132 5 3 7 5 7
4 |4 4 7 4 7 7
515 5 5 7 5 7
7V 7 7 7 7 7

Ako je ord (x) =1 i ord (y) = n, neNv{o} , tada je

OI‘d (}C,y) = 1-

4,%,1.%., TVRDJENJE. Ako je ord (x) = & i ord (y)=1
tada je ord (x,y) = 1.

DOKAZ. Kako je ord (y) = 1, to postoji okoclina V u Y
talke vy, koja nema izolovanih tacCaka iz Y. Tada okolina
X x V tadke (x,y)e X x Y nema izolovanih tadaka iz X XY,

odakle proizlazi da je ord (x,y) = 1.




4.%.1.4. TVRDJENJE. Ako je ord (x) =¢ i ord (y)=

- nfl tada je ord (x,y) = W.

DOKAZ. Neka je UxV proizvoljna okolina tacke (x,7)e
€ {xY, gde su U,V redom okoline tadaka X,y u X,Y.
Treba pokazati da Ux V sadrzi tacke reda n 24 svako n
€ Nuv {0}. Kako je ord(x)=ws i ord(y)=n #1, sledil da U sa-
drzi tadke reda n za svako ne,NLJ{O} , & da V sadrzl
tadku reda nula. Prema tome, na osnovu te4.3.1.2., proizia-

,i da Ux V sadrii taike reda n za svako ne NU{Q,tj. crd(x,y)=w.

Topoloski proizved X x X oznacdavatemo sa X2.
Iz prethodna tri tvrdjenja sledi

4,3.1.5. TVRDJENJE. Ako je X¢€ z tada za akumulacione

spektre s(X), S(Xe) prostora X 1 X2 vazi tablica

s(X) S(Xg)
(0) (0)
(1) (1)

(0,1) (0,1)
(Oyeeey6k-2,6K) (04 eeey12k=2,12k)
(0,000 ,6k=1,6K) (04 eae,12k-1,12k)
(O, .ee,6k,6k+2) (Oyeeeyl2k,12k+2)

(04 00ey0k+1l,0Kk+2) (Oy00e4el2k+l12k+2)
(O4eeeyEktl,6k+3) (Ogoeeqal2k+l12k+3)
(Oyeooq BK+2,6k+3) (0,000412k+%,12k+5)
(04 eoesbk+2,0k+H) (Oyoeeqgl2k+2,12k+4)
(04000 y0kt3,0k+4) (Oyeeeqgllk+5,12k+7)
(Oyeee 6k+3,6k+5) (Oyc004,12k+3,12k+5)
(O, 00e 6kt 6k+5) (O4eee,12k+5,10k+7)
(CyaveyBk+5,6k+7) (Oyeoeyl2k+5,12k+7)
(O4eeey0kt56,6K+7) (Oy0e00412k+12,12k+1%)
(01“-11'13-'-'1("01) (OgavosNyecey T

gde je kelNwioy .
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4,.%.,1.,6. DEFINICIJA. Kazemo d=z je prostor XGZ pun
ako i samo ako svaki njegov podprostor Xn £ @, n>0, nema

izolovanih tacaka.
Na osnovi ove definicije i teledelesleBeley2e542. sledl

4.%,1.7. TVRDJENJE., Puni prostori su jedino 754C54eee,

Cn"'"ﬁcwi 01+02’c2+c5"I.,Cn_l+cn,-.- _i_pI‘OSt_OI'i kO‘ii im-t"_-:l—

ju akumulacioni spektar (0) ili (0,1).

4.%.1.8. TVRDJENJE. Neka prostori X,Y€ 7 nemaju aku-
milacioni spektar (0),(1),(0,1). Tada je topoloski proizvod

¥ % Y pun ako i samo ako su X i Y puni.

DOKAZ. Dovoljnost je dokazana u [16].
POTREBNOST. Neka je X x Y pun. Pretpostavimo suprotno, tie
da barem jedan od faktora X,Y mnije pun; na primer X. Ta-
da, postoji taéka xe,xn, nYyO0, koja je lizolovana u Xh, pa
uzimajuéi tacku y%aYoldobijamo, prema t.4.%.1.2., da je
(x,y) izolovana tacka u (X x Y)n, n>0, Sto je u suprotnosti

sa pretpostavkom da je X X Y pun.
Iz tol.3.107e i 4.%.1.5. sledi

4,%.1.9. TVRDJENJE. Jedini puni prostori koji su homeo-

morfni svojim kvadratima su: O, Cl, CO+Cl, Cl+02, 02, 05,

Cys Cgs Coy Cppp
Na osnovu teledelebe sledl

4,%,1,10., TVRDJENJE., T klasi Z jedino prostori koji

imaju_akumulacione spektre (0), (1), (0,1), (0,2), (0,1,2),
(0,1,3), (0,1,2,4), (041,2,3,5)s (0,1,2,3,4,5,7)y (Oyaaeymy

esey (4J) mogu bitil homeomorfni svojim kyﬁg;atima.




818

Mi éemo potraziti redenja jednacine ngg X u klasi
2?7. U tu svrhu, prethodno, nam je potrebno definisati red
tadaka prebrojivih prostora klase ;Z i mnoZenje reda nJjiho-
vih tacaka.

4,%3,1.11. DEFINICIJA. Za tatku x prebrojivog prosto-

ra XE€ Z kazemo da Jje reda B3 ako 1 samo ako Jje Xx¢€ X(/J)

( ako Je X(ﬁ) poslednji izvodni skup tada stavlijamo X(/.’;)=

=X(B)). Red tadke x oznadavamo sa r(xX).

4.%.1.12. TVRDJENJE. Neka su X,Y€ < prebroglvn. prog-

tori i XxY njihov_topoloSki proizvod. Ako je r(x) =
x€ X, 1 r(y)=[3 sy YEY, tada je r{X,y)= /5 , (x,y)e Xx Y.‘

DOKAZ. Iz 1r(x)=0 sledi da je talka x izolovana u X,
pa je {x}x Y otvoreno-zatvoren skup u X x Y. Prema tome,
projekcija p: {x} X Y-—>Y, definisana sa p(x,y)=y, yeY,

je homeomorfizam, pa je r(x,y)=r(y)= 3 .

4.%.1.13. TVRDJENJE. Neka su X,Y€ £ prebrojivi pros-

tori 1 r(a)= oL , r(b)= /5 za a€ X, beY. Tada je red
r(a,b) taike (a,b)€ X x Y jednoznaéno odredjen sa o s /3 .

DOKAZ. Koristiéemo transfinitnu indukciju. Prema pret-
hodnom tvrdjenju, tvrdjenje je taéno za « =0, /3 =0.
Pretpostavimo da Jje tvrdjenje tadno za r(x)g %, r(y)<l/3 1

r(x)< &, r(y)< B za svako x€X, y€ Y, pa pokazimo da
je tadno i za r(a)= o , r(b) = p .
Kako je r(a)= & , tj. a€&X, sledi da postoji okolina U
od a u X, koja osim a sadr?i samo tacke reda manjeg od
of . Isto tako, postoji okolina Vb od b u Y, koja osim

tadke b sadrii samo tatke &iji Jje red manjl od }6- . Prema




57

indukcijskoj pretpostavci skup

A = gr(x,y) (X,y)e(uava)\{(a,b)}k .

je jednoznaéno odredjen. Neka Je s = sup A. Razlikujemo

dva sludaja: 1) sehA , 2) sg Al

U sludaju 1) Je (a,b) taika nagomolavanja za tacke reda

s , pa kako (Uafob)“\}(a,bj} sadrzi samo talke reda £ s,
proizlazi da je (a,b)e (X X-Y)(s+l)’ tje. r(a,b)=s+l,

U sludaju 2) je (a,b) tadka nagomilavanja za tacke reda ma-
njeg od s, pa Je (a,b)eE(X><Y)(S), tj. r{a,b)=s. Time Je

pokazano da je r(a,b) Jjednoznacno odredjen sa o i ﬂ .

Na osnovu prethodnog tvrdjenja proizlazi da red tacke
(x,y)€ X x Y zavisi jedino od ordinalnih brojeva r(x) i
r(y), te da je nezavisan od prostora X i Y. Prema tome,
za 1T(x)= i r(y)= B ima smisla govoriti o "mnozenju"
r(x) X r(y) =d x /3 reda tacaka. Kako je XxYRYxX i
(X xY)x ZagX x (Y x Z) ovo mnoZenje je komutativmo 1 asoclja-
tivno, a O je neutralan elemenat. Prema tome ([Q, Wiy X)

je semigrupa sa Jjedinicom.

Ordinalan broj ¥ predstavljaéemo u Jjedinstvenom obli-
oL ‘
Ku 3 = Zw X, » X € NV{O}, rcde se sablranje vrsl po
o, o
opadajuéim eksponentima o .
o oL

Akox;]e 3= Z 75 X, 9 '7= Zuj T tada Je 27(3,’7)=
= :;_QU'(xi t Y } prirodna suma ordinalnih brecjeva 7'i 7
([61, str.109).

Sledeée tvrdjenje daje formulu za mnozenje reda tacaka.

4.3.1.14. TVRDJENJE. Neka su X,Ye £ prebrojivi pros-
ol of
bori i r(x)=F = D Wx ,x(y)=7 = Zwya(_@__@_ x € X,
x <
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&

vy €Y. Tada red tacke (x,y)e X x ¥ Jje r(X,y)= Zou' (xd‘ +yi)'
ol

tij. proizvod 3 x 7 Jje prirodna suma brojeva 7 1 V7

7x7= 89(;9'72)-

DOKAZ., Koristicdemo transfinitnu indukcijue.

Prema t.4.3.l.12. tvrdjenje je taino za 3% =0, 7/ =0.

Neka je r(a)= u)’m, r(b)=-:d'ﬂ y Bg ol , 2€ X, be Y. Pretpos-
 tavimo da je tvrdjenje tadno za svako r(x)< w“, r(y) < wﬁ’
i za svako r(x)<£ C.Um . r(y)f;w‘ﬁ, xEXy YyEY. 1z r(a)=ou‘°(
i r(b)= C.Jﬁ sledi da Jje a€ X(w,{) i bGY(wﬁ.). Prema to-
me, postoji okolina Ua od a u X, koja sadrzi samo jednu
tacku reda w“(to je a), a sve ostale njene tacke su reda
manjeg od C»U’i. Isto tako, postoji ckolina V., od b u Y,
koja sadrii samo jednu tacku reda C{Tﬁ (to je b), dok su
sve ostale njene talke reda manjeg od Cd"a . Ako je B druge

vrste, tada na osnovu indukcijske pretpostavke (U&x Vb)\g(a,b)}
o ¥

sadr?i tadke &iji Jje red najviSe W za svako §< e
ol 's X «
Prema tome je 7r(a,b)= lim (W + &/ Y= & + 1lim w&":w -H.Uﬁ.
r<np y<p

Ako je A prve vrste, tada prema pretpostavel indukcije

(U X Vb)\f(a,b)} sadrzi tadke &iji je red najvise W +

+ wﬁ l.n za svako n< . Prema tome je r(a,b)s= llin (C-U'+
+ O -l.n)- 9 +C1)'/3 l.;l’.é.n;rn = CU' + wﬁ . Time Jje dokaza-
no da tvrdjenje vazi za r(a)= w , T(b)= f.(!‘/5 , B d.

Na osnovu ovog, bte osobina komutacije 1 a50013aC1ae z3a MNo-

zenje reda tadaka sledi da Je 1 za 1r(x)= Z_ q;- s r(y) =
Z W y, ~ispunjeno r(%,y)= Zw‘(f: + yi) .
ol

Na osnovu precthodnog tvrdjenja i toeltelel®. sledi

4e%,1,15, TVRDJENJE. Neka su X,Y€ ;_Z prebrojivi pros-
T,

tori. Ako je X(g) poslednii izvodni skup od X, card X

L
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1 :
1 Y(f ) posledniji izvodni skup od Y, card Y(7)= m, tada
je (X X Y)(‘?}(3 v 1)) posledniji izvodnl skup topoloSkop pPro-
izvoda X x Y i card (X x ‘3.’)(2’( $270) nem . Drugim reci-

(%, n), (7, m) pridruZeni re-

ma: Ako su uredjeni parovi

dom prebrojivim prostorima X,Y¢ 2" tada uredjen par -

(A ( 7 »%7 )yn m ) topoloSki odredijuje proizvod A x Yo

ol
koji ima posledndi izvoednl skup X( ), o(_e,{wﬁ‘oc /_’;(Wl\J .

hemeomorfan Cantorovom diskontinumu C, je homeomorfan svo-

Jjem kvadratu.

DOKAZ. Dokaz se zasniva na sledeéim tvrdjenjima:

1) Ako_je FT<«& i < « ZXada je (%3 ,7)< &,
Dokaz. Neka je & = w?, 0<B<cw,. rko je @ prve vr-

ste tada postoje prirodni brojevi n; 1 1 tako da je 3

A - - . -
W 11111 ?E wﬁ 1' Nsy PE J€ 2’(317)5:*60'}3 1(nl+n2)_
< UJ’5= ol . Ako Je ﬁ druge vrste tada postoje ordinalnil

8,
brojevi X-l, 3”2-([5 tako da je 3 «_-:Swr‘, 72 éwﬂ pa Je

max{i ¥4 mingd” , ¥ A
5(3.)cw .{ ' 2}+w’ i 2]<w = & .

2) Ako Je x € X(3),'§4o( i x€ X(,,?),’)?‘goc tada Je
(1% € ) (3 (3, ;)"

Dokaz. 1z erX(.}) sledi da postoji otvoreno-zatvorena

okolina U, od X, U X takva da Je UXCX\X(?+1), Ux/\
O QO

0 _
Isto tako, postoji otvoreno-zatvorena okolina

f3)" 1%} -

U od x. u X takva da je U_exXN\NX LU A Xipy= {19} e

Kako su U, , U_ € z prebrojivi prostori, to na osnovu T.
o 1

4,3.,1.14. Je (xo,xl)e (Ux X le)(b(f YY) gde je, prema

O
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1), &(3,7)< L35 dakle jge (xo’xl)e(xg)(&('ﬁ,ﬂ))'

2) Za svako Y'< o postoje tacke X ,X;€ X takve da je

2
(XO,Xl)e (X )( y._) .
Dokaz. Neka je X € X () i %€ X(r). rada je &£(0,{ )=

= X- y b3, pPIreina 2),de (Xoaxl)e(xg)(%(O'K))z(xg)(r)-

4) Ako je X € X(; ),3'44,(’ i %€ X(d) tada je (Xo,xl)e
)% .

Dokaz. 1z erX( 7) proizlazi da postoji okolina U,

. (F+1) S (x Y
od X, u X takva da Je UXOC X\X- ,Uxom X('; )= {xo} .

ol :
Nadalje, 1z xla}{( )...»"""’v C sledi da u svakoj okolini U,
1

od x; u X ima tadaka iz X(gh) za svako < «, i da Je

(%) -
le\ {x} N X # @ Kako je Uy X Uy bazna okolina od

(xo,xl) u Xe, to je dovoljno pokazati da Je ispunjen uslov

(a) (U x le>\§<xo,xl>} N (P) () #9 2a svsko [ Lo
o

Zaista, postoje tacke X < Uxoﬁ X(O)" xle le

prema 3) je (X ,X])€ (Uxox le)\i(xo,xl)} N (Xg)( )
) Ako je Xoe_X(d') i o€ x(™) tada je (xo‘,xl)e()@)(&)_
(ol )

Dokaz. 1z xo,xle X ! sledi da proizvoljne okoline U_

ARTOIE S

"

o
iU, talaka X_s¥, U X =za svako [~ < o ispunjavaju uslove

Uxom X(r) j,é Q . lem X(x) 7{ Q. Kako je U}’:O}{ le pTOlZ'\rOlJnﬁ_

bazna okolina od (xo,xl) u X2, to je dovoljno pokazati da

je ispunjen uslov

(b) (UXXUXI)/’\(X2)(§.) £ @ za svako /< & .
0 .

Z . . - # ’ .
aista, postoje talke X € Uxoﬂ X(O)‘ X1 € leﬂ X( y-y» Ppa na

osnovu 2) e (xgax)e (Uy X lem(xg)m, tj. uslov (b)

je ispunjen. Time Jje tvrdjenje 5) dokazano.
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6) Podprostor (XQ)(OL) Jje homeomorfan prostoru C.

Dokaz. Kako Je (Xg)(%) zatvoren skup u XEG,:Z sledi
da je (Xg)(&') kompaktan prostor. Pokazimo jos da (Xa)(d)
nema izolovanih tacdaka. Neka Je (xo,xl) proizvoljna tacka
1% (Xe)(ﬂ{) 1 Ux X Ux_ proizvoljna bazna okolina te tadke

0 1

u  X°. Na osnovu 2), barem jedna .od tadaka X1 %y lezi u X(&);

o
na primer neka je to x_. Kako je X( %x;c, to postoji tac-

0
ka x]€ le\ x4 N X(d), pa prema 5) je (x,,X])€ (x2H)( %),

t3. (xo,xi)e (U, x Uy )\%(xo,xl)} N (X2)( °L)-, dakle (X2)(o()
O 1 C!’.)
nema izolovanih tadaka. Na osnovu t.l.4.6. Je (X2)( 2 Ce
o U
7Y} Za svako X(d Je (X2)( )C (Xz)(g.) .

Dokaz. Neka Je (xo,xl)El(X2)(d'). Tada, prema 2), Je
barem jedna od tacaka Xq1Xq 12 X(d). Ako je to samo Xy ta-
da je ispunjen uslov (a) iz 4), tj. (xo,xl)ei (Ez)(x) . Ako
je, pak, X, 1Xq€ X(d) tada Jje ispunjen uslov (v) iz 5), ti.

opet Je (xo,xl)El(;E)(gh) .

Konadno,predjimo na dokaz t.4.%.1.16.

Prostor X° ispunjava uslove:

() 2=\ {0 5| A<t B C (na osnoa 2),42,5) ),

(d) (Xg)(&')gg,c (na osnovu 6) ) .

@ g = UE plrsp <™ za svare ¥ <ol
(na osnovu 7) ).

Prema tome Je: e 2'7, (Xg)(d )r,y\,c, X € £7, X(i)mc, pa

je, prema t.l4.1.1%., X2¢(JX.

Na osnovu prethodnog tvrdjenja sledi

te3.1.17. TVRDJENJE. Postoji _}{lltopoloékih tipova
prostora podilase ige koji su homeomorfni svojim kvadratima.
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Koristelili teledel.lbh.ymoze se pokazatl da u Svakoj
podklasi klase 3 , ¢iji su prostori akumulacionog spektra:
(0.1.2), (0,1,3), (0,1,2,4), (0,1,2,5,5), (0,1,2,3,4,5,7),
(Cyeeogllyesny ) POSTOJL }‘Cl topolofkih tipova prostora ko-
ji su homeomorfni svojim kvadratima. U ovo se podrobnije ne-
temo upuStati, jer smatramo da Je bitan korak ucinjen tvrd-

jenjem 4.%.,1.16.

Ako Je Xafﬁ}{ tada je, otigledno, 1 an,yX za& SVako
ne N, Medjutim, postoji prostor X€ 2 takav da je X2$X

1 X2Q$X3 (na primer: 02 + 05' 05 + 04, C4 + 05).

PITANJE.1l. Da 1i postoji prostor Xe 2: koji Je topo-
loSki razlicit od 02 + 05, C5 + Cuy Cy + 05, a ispunjava
uslove xegkx; chﬁ %2 7

PITANJE 2., Da li postoji prostor XELEE takav da Je

xgx i X 2 X2 %

PITANJE 3, Ako Je Xe& ?{ i Xg’sco da 1i 12z Xzf;‘.{;){

sledi X + X~2X 7

Na kraju, navodimo neka zapaZanja o hiperprostorima.
Ako je X topoloski prostor, tada sa exp(X) oznalavamo hi-
perprostor od X, tj. skup svih nepraznih zatvorenih podsku-
pova od X sa Vietorisovom topologijom([7], str.168).

M. Marjanovi¢ Jje u [l%lpokazao:
1. exp(X) je pun prostor za svako X€=§f ’
2. 2Ja Xeg vazi:s s(X)=(0)=—=>exp(X)= <}{> s s(X)=(1)
—exp(X) 20y 3 s(X)=(0,1)==2exp(X) & (X;) +Cy; s(1)=(0,2)

—> e}{p(){)xﬁcgi S(X):—.(O,l,2):"_'?"?{3}(}3(}{)&‘}Cl+02i S(X):




—— er—— _— =
o= =

9

M

={O,l,5):::$hexp(x)¢5ﬂ3; S(K):(O,l,z,ﬁ):::;:exp(x)g;gﬁ;
s(1)=(0,1,2,4)=>exp(X)C,; s(X)=(0,1,2,3,5) =>exp(X)~
05; za svako drugo X Jje exp(X)p&C7,
De Jedina redSenja jednadine exp(X)™X u klasi z S .
Cos Cps CotOps Coy C1+Csy Cz4 Cyy Coy Coe
Na osnovu ovog rezultata i t.4.%.1l.5. proizlazi da u

.
Klasi £ iz Xome¥©

sledi exp(X)egexp(Y). Obrat ne vazi:

na primer exp(05+06)f,¥exp(06) MC,?, (C5+C6)2w Cll+012,(06)2¢e,
012. 81iéno, na osnovu istog rezultata 1 telda3.1l.9. proizla-
zi da u klasi Ef iz exp(X)AsX sledi X2¢¢X; Obrat ne vazi:
na primer (Ccd)ggﬁcur, ali exp(000)9507?£0a,-.

L.eko se proverava da jednacina exp (XX Y)az exp(X)xexp(Y)
je u klasi 2? zadovoljena jedino u sledeéim slucCajevima:

1) barem jedan od faktora X,Y je C_, 2) barem jedan od fa-
ktora X,Y je Cq, %) barem jedan od faktora X,Y 1ima kar-
dinalan broj skupa izolovanih tacaka }fo'

Curtis i Schori u [?] su pokazali da za svakl nedege-
nerativni Peanov kontinum X Je exp(X) homeomorfan Hilber-
tovom kubu Iur ;

Na osnovu ovop rezultata sledi da svaka dva Peanova
kontinuma X,Y zadovoljavaju jednacinu exp(X X Y)exp(X) X

exp(Y).

PITANJE 4, Neka Je Xel’ y card XO= Ro‘ i Y nedegene-

(7 4
rativni Peanov kontinum. Da 1i je tada exp(XXY)mexp(X)X I 7
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