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U ovom radu ce razmatraju roznil opiti probhlemi u
vezl sa jednscinamz, prl cenu csnovu obovo svih razmatrania
predstaviia ideds reoproduktivnosti,

Voprvo] gplavi se navode deflinicije i tvrdjenja koja
obezbedjuju dalji rad u ovoj oblasti, izmedju ostalih i tvrdje-
nje koje se odnosl na funkcionalnu jednadlinu f2mf (prvo razma-
tranje u radu /23/ 5. Predida), koja Jje veoma prisutna u ovon
radu. Zatim se navode rasni primeri refavanja jednadina kori-
s¢enjem pomenutor tvrdienia.

Druga glava Jje posvelena RBulovim Jednalinema. [stoe
rijski gledono, reproduktivnost, kojz je u ovej glavi posebno
prisutna, najpre Jje proudavana kod ovih Jednadinz, & drure strao-
ne, Sulove algevre, kao strukture, praedstavlijaiu dobro tle za

-

reproculitivnost. Irlaganje o Hulovim algebrama je, dobrim delom,

podracjenc Jednakosti f”:f, odnosno njenim baqlﬁglgama. Tako,
neka poznata tvrdjenja (kao, na primer, teoreme Levenhajma )
lzvode se 1z te Jjednakosti. U ove] glavi takodje seo daje po-
treban 1 dovoljan uslov da Bulova funkecija bude reproduktivna
(tvrdjenje/ii.l&). rored rﬁprcduktivmogti, ¥86 molino sredstvo
za. resavanje roznih problema u vezi sa Bulovim jednodinama, u

ovoj glavi ce Javija hornovski prilaz, odnosno primena poznate

(}‘i

Votove teoreme. "o se posebno odnosi nao dokaz tvrdjenja IT.
Hornovakl nadin refovanja ovih problema boziran je na radovima
/i6/ 1 /17/.

G113 druge glave Jje da, pored reproduktivnosti, iz-

loZzi Bulove Jjednadine kao celinu,



LL

Trads olava je posvelena opisivanju svih opdtih
(reproduktivnih) reisnjs dote Jjednacine, ukoliko je poznato

n

{

jedno opdte redsnje te Jodnacine. Dobar deo rezultatza u ovo]
glavi bazirsn je na radu /24/ 5. Pregita, U ovoj glavi Jje iz-
loten jedan nadin zz opisivanje svih opdtih refenja date Je-
dnadine u obliku proizvoda fh, gde je f poznato opSte redenje
te jednadine {tvrdjenje IIT.10.). Tvrdjenje III.12. predstav-
1ja jedno uopdtenje pomenutog rada /24/. U istoj glavi se raz-
matraju sistenmi proizvoljnih Jjednadina. Dat je i jedan nadin
za redavanje sistema jednacine, pri Cemu se koristi potreban

i dovoljan uslov neprotivurelnosti jedne pomolne Jednacine
(tvrdjenje I1I1.14.).

Cetvrta glava se odnosi na refavanie Jednadina na
konadnim skupovima. Polazni rezultafl u oved oblasti bic je rad
"“Une methode de resolutions appartiennent a un ensemble fini
donne"” 8., Predidéa, Dalja istrazivanja se odnose na realizaciju
metode i1 spomenutog rada na konkretnim strukturama i dobijanju
drugih metoda. U ovoj glavi se daju 1 neka uopstenja pomenute
metode (tvrdjenja IV.6. i IV,7.). Suftina svih ovih metoda je
u tome da se odredi podesna funkcija koja bi delovala tako’ gto
bi svaki element domena Jednacine preslikala u neki drugl ele-
ment domena, ovaj u treéi itd., sve dok se ne dodje do elementa
iz skupa redenja, keoji ta funkeija preslikava u samog sebe.

Fored svakog tvrdjenja, leme, posledice, zapaZanja,
primera 1 dokaza u ovom radu stojil broj rada (iz spiska korisie-
ne literature koji je dat na kraju) iz koga se navodi to tvrdje-
nje, lema i sl. Ukoliko se neksa ginjenica navodi iz rada koji
nije publikovan, umesto broja rada u zagradl stoji samo ime

EULTOra.



Ona tvrdjenja, lems, dokazi itd. Xkod kojih se ne
navodl ime autora smatram originslnim doprinosinma.

22 sve dto sam uradio u istrafivanju ove oblasti,
ukljudujuci i ovasd rad, najvedéu zahvalnost dugujenm profesoru
dr Slavigsi PreSicu, rukovodiocu ovog rada, koii mi je davao
lzuzetnu podriku od samog podetka mog bavlijenja ovonm proble-
matikom. Profesor Prefié wme je upoznao sa rezultatima u OVG ]
oblasti a zatim uputio u neposredno istradivanje. Cd posebnog
znacaja je to 5fto mi je profesor Predié u neposrednim i lestim
razgovorima ukazivao na suStinske &injenice koje se ne nalaze
u literaturi.

Zahvalnost dugujem i dr Zarku rijajloviéu, docentu,
koji je veoma podrobno pregle 20 ovaj rad u rukopisu i oredlo-
zio izmene koje su znatno doprinele poboljsaniu klvaliteta rada,
Takodje mi je ukazzo na moguénosti primene rezultata iy teorije

modela, koje su naSle mesto u ovom radu.
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I CSNQVNE DEFINICIJE, TVRDJIENJA I PRIMERI
REPRODUKTIVNOGSTI

Jedan od centralnih matewatidkih problema je odre-
djivanje nepoznatih elemenata koji zadoveoljavaju odredjene
uslove, odnosno, moZe se reéi, reldavenje Jjednacina. Imajuci u
vidu da postoje vrlo razlidite jednacdine od interesa je pro-
ulavanje osobina 5to opdtijih jednadina (jedna od tih osobina
je reproduktivnost). U ovom radu se razmatraju najopidtije je-
dnadine. To su Jjednaline izrazive u obliku r(x};T; gde Jje v
relacija datog skupa S (domena Jjednadine), tj. preslikavanje
skupa S u skap{T“,mL}* Ovakve Jjednadine ukljucuju u sebe sve
jednadine, nejednadine, sis‘eme jednacina 1 uopsSte formula.
Naime, refiti datu formulu F(x) po nepoznatoj x datog skupa S
logilki je isto &to i rediti Jednadinu V(F(x))#wm, gle je v
istinitosna vrednost, aﬂTnodgcvara re¢i talan, Konkretno, re-
3iti nejednadinu 2x+3>5 po x iz R moZe se formulisati: resi-
ti jednadinu v(2x+33h5)="r po X iz R.

7adriademo se na problenu resavanja formula,., Neka
je F formula jezika L. Uglavnom se pojavlijuju dva slucaja re-
savanja

1, Pored formule F zadata Jje i struktura.v’j&zika
I'¢C T i pretpostavlja se da su neki relacijski 1 operacijski
znaci formule ¥ (uprave oni koji se nalsasze uTL‘) interpreti~
rani u toj strukturi. U takvom sludaju problem resavanja formu-

1e F svodi se na trafenje nepoznatih funkecija i relacija. To



su, u stvari, razne funkecionalne, diferencijalne, diferencne,
relacijske jednacdine. MoZe se dogoditi da je L'=L, ali se
traZe vrednosti promenljivih x,¥,... 22 koje je ispunjena
formula F. U takvom slucdaju kaZemo i ovako: formula F, potpu~

no interpretirana, resava se u odneosu na istaknute nepoznate,

Na primer, ako se resava formula jpVa=p po p i q iz {T;i}
pretpostavlija se da su znaci=>, V, | interpretirani kao ope-
racije implikacija, disjunkeija i negacija skupa {T",l.},

2. Data formula F jeszika L resava se u odnonsu na &la-
nove jezika L. Drugalije releno trafe se svi modeli (jezika L)
te formule, Ovakva problematika se proudava u teoriji modela.
Primera radil, u slﬁéaju formula

(Vx,y,z){x Y ¥) % %2 = X 3 (F % 2)

%)
(V) (T y)(xwy = e A y%x = e)

L

(VXKX%8==a%x

(% je operacija duZine dva, e Je znak konstante) treba odre-
ditli domen S, operaciju » domena S i1 Jjedan €lan e domena S
tako da budu zadovoljene sve tri formule, Jedno reSenje, od-
nosno model, ovih formula moze ovako da se opife: domen je
skup 2 celih brojeva, % je operacija sabiranja, e je'broj nula,
U stvari,’date tri formule predstavlijaju aksiome grupa, pa su
modeli tih foraoula razne odre&jene grupe,

U sludaju navedene formule |pV a=>p, tj. jedna-
dine v( 1pV g=>p) =T, postoji element (p,q), gde su p i q iz
~{T}i} takav da je data formula zadovoljena (jesdan takav ele~
ment je, recimo, (1,71 )). Meﬁjutiﬁ, ako takav element ne po-
stoji, kaZe se da je formula protivuredina (nemogudéa). U sludg-

ju da takav element postoji, tJj. vazi

(dxe8) P(x)



sto je zamena za (Eax)(xwaﬁ A F(x)), kaZe se da je formula F{x)

neprotivurecna ili moguéa po x. Opstije, ako umesto pretpostavke

da x, pored toga 3to zadovoljava formulu F, pripada skupu 3 ima~
mo pretpostavku da x ima neku osobinu C(x) tada imamo sledeéi
zapis neprotivurelnosti formule F

(dx(C{x) A F(x)).

Definicija 1.1. Neka je R skup svih elemenata do-

mena S koji zadovoljavaju jednadinu r(x)=1 , gde je r relacija
datog skupa S tj. .
(1) xeR &85 r(x)=T
R se tada naziva skup refenja date jednaline, element x koji
zadovoljava datu jednadinu naziva se partikularno resenje, dok
se preslikavanje g: 8-> R naziva funkcija resenja date jednadine,
Cesto se za g kaze da Je resenje jednadine, 5injenica da se pre-
slikavanjem g skup S preslikava u skup R mole se izraziti ovako:
(Ve es)(r(g(t))=T).
Ako je preslikavanje g "na" tj. ako vasi
x € R=>(t €8) (x=g(t))
tada je formulom x=g(t) definisano opite refenje jednadine r(x)=T
U definiciji opdteg reSenja pojavliuiu se dva uslio-
va: jedan je (Yt e€3)(r(gt))=T) a drugi da je g preslikévanje
skupa 5 na skup R, Ova dva uslova mogu da se zamene jednim uslo-
vom S$to pokazuje sledede

Tvrdjenje I.1. /35/ Neka je r(x)=T data jednadina,

gde Je r relacija skupa S. Neka je formulom x=g(t) definisano
opSte reSenje te jednadine tj,

(2)  (Vtes)(r(ele))=T) A (Vxes)(x(x)=T => ( It €8) (x=(t))
Konjukeija (2) ekvivalentna je sa

(3)  (Vxes)(r(x)=T&»( It €8) (x=p(t)).
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Dokaz, /24/ Implikacija

( Vxes)(e(x)=T => (3t es)(x=g(t))
je deo ekvivalencije (3). Dalje je

(Vxes)((Ftes)(x=g(t))=>r(x)=T)

&> (Vxes)( Ve es) (x=g(t)=> r(x)=T )
(valjana formula (ax)B(x)‘:? AEH( Vx)(B(x) =»4), gde promen—
1jiva x nije slobodna u formuli A)
> (Ve €s)(r(g(t))=T)
(primena valjane formule (V‘x) (x=u=p A(x) )P A(un), gde je term
u slobodan za promenljiva x u formuli A4). ~

Kao 5to se vidi, jednacdina r(x):1ﬂ ekvivalentna je
sa formulom ( 3t68)(xmg(t)). Poslednja formula se naziva re-
Sen oblik jednaéine*r(x)an i iz nje se neposredno ¢itaju re-
Senja. Reden oblik obuhvata i slucdaj

X=X, V X=X,V cor VX=X
jer u slucaju konacénog skupa kvantifikator 3 prelazi u konadénu
disjunkeciju.

Kao 3to je redeno, pod opsStim resSenjem jednadine
r(x)ﬂT. se podrazumeva preslikavanje g koje domen Jednacline 8
preslikava na skup reSenja te jednadine. Taclnije, g ne mora.da
bude preslikavanje domena S jednadine r(x)=T , veé i nekog dru-
gog, pomolnog skupa P. Jedini uslov koji skup P pri tom treba
da zadovoljava jeste da Jje car%?%hcardR, kako bi preslikavanjem
g mogli da se dobiju svi elemeﬁti skupa resenja. Postavlja se
pitanje da 1i za svaku neprotivurednu jednadinu r(x)=! posto-
ji skup P i preslikavanje g tako da vari
(1) (Vxes)(r(x)=TE>( tep) x=g(t)).
Odgovor je potvrdan, Jer za P moZe da se uzme bas skup resenja

R a za preslikavanje g identidko preslikavanje, tj. g(x)=x.



Kako Jje skup redenja obilno nepoznat to éemo za skup P naj-
CesCe uzimati domen Jjednadine, tj. skup S. Ovo ide u prilog
ideji da je odredjivanje redenja jednadine r(x)=]| domena S,
‘u stvari, postupak kojim se medju elementima skupa 8 izdvajaju
oni koji zadovoljavaju tu jednadinu (kao Bto se eksplicitno vi-
di kod metoda za resavanje Jjednalina na konadnim skupovima) a
krajnji rezultat je formula refenja. 5 druge strane, presli-
xavanjem skupa S5 dobijaju se svi elementi skupa reSenja, pa
nema potrebe da se uvodi neki Siri skup P, Naprotiv, cilj je
da se dobije Eto uZi skup P, a da se njegovim preslikvanjen
dobije citav skup R, Idealan slu€aj za prakiidan rad bio bi1da
opSte resenje bude presliké?anja "l-1", odnosno da svakom par-
tikularnom resenju odgovara samo jedna vrednost iz skupa P
(kao u tvrdjenju II.6.).

Napominjemo da Je ekvivalencija (4) uslovna, odno-
sno vaZi uz pretpostavku da je jednadina r(x)=T neprotivuredna,
tj. uz uslov (A0 (xes A r{x)=T1 ), &to mole da se napige u
obliku

(Ax)(x€eS A o(x)=T )=>(VP)( Ye) [g=P-—13‘-a-}{x] XES A r(x)mT}
=y ( Vxes)(r(x)=T &> ( EtéP)(xﬁg(t})].

Istaknimoe jos 1 to da postupak refavanja date jedna-
¢ine zavisi od P i od g i da Je poseban sludaj reproduktivnost.

Cesto se postavlja pitanje redavanja jednadina obli-
ka r(x,al,.ﬂ.,an}mj', koja pored nepoznate x sadrizi n parametara
koji pripadaju skupu 8. To, naravno, znadi da je u pitanju rega-

w » o hp - o » i * .. W l 1
vanje vise Jjednadina, tj. svih onih jednadina r(x,al,...,an)=T“,

r(x,af,,..,aﬁ)mjw,.._ koje nastaju kada se parametrli na sve ns-
Cine zamene elementima iz S. Znadli svakoj n-torki (al,..,,aﬂ}

iz 3% odgovara po jedna jednalina. U vezi sa Jjednadlinom koja



sadr¥i parametre, postavlja se pitanje da 1i je ona neprotivu-
redna ili ne. Naime, kao 8to je vel receno, potreban i dovo-
1jan uslov neprotivurelnosti takve jednaline izraZava se formu-

lom

(5)  (Fx)(xe5 A r(x,aypee0r2p)=T )
Mnogo Gedle se pod potrebnim i dovoljnim uslovom neprotivu-
reénosti jednadine r(x,al,#..,an}ﬁTﬁ podrazumeva formulia
U(al,..*,aﬁ) koja je ekvivalentna sa (5) a nastaje iz (5)
eliminacijom kvantifikatara.zax, Tako, na primer, za Bulovu
jednalinu ax vbx*=0 moZe da se dokaze

( Sx)(ax Vbx?=0)&=p ab=0

ﬁslmv U(al,,..,an) takodje wmoZe da se smatra je-
dnadinom (v(U(al,,,.,aﬁ))mT'). Oznalimo sa R skup reSenja te
jednadine., Taj skup, w stvari, predstavljaju sve one n-torke
(al,,,.,am} koje zadovoljavaju uslov U(al,.,.,an}. Svako] te~

u

" . 4’ 1}. u " + e i
kvoj n-torkl (8y,.4.,4 ) iz R, odgovara Jednacina r(x,al,...,ag)g]

n u
Qbelezimo sa R(a?,...,ag) odgovarajuci skup resenja. Tada postojl
neki skup P(aﬁ,‘.,,a;) i neka funkcija g(a?,...,a:) tako da vazi
(6)  T(xXy8),0eay8)=1 & JteP(a],.evy20))x=g(a], .0 0587 (8).
Na jednom primeru u /31/ pokazuje se kako se odredjuje skup P
i objedinjavajuéa funkcija g tako da za sve n-torke iz R vazl
(7)) w(xyap,000,8)T ¢ (JteP)x=g(t,ay,.00,2)).
S1id&no more da se postupi i u opsStem sludaju. Naime, neka Je
78 SVe (al,...,an)eﬁu

P(al,...,an)=s
Neka Jje (ag,...,ag)egﬂu, Tada Je g(ag,...,ag) preslikavanje Ko~
je preslikava skup 5 u skup resenja R(a?,...,ag). Sva preslike-
vanja g(al,...,an) gde su (al,...,an)éiﬂu mozeno da objedinimo

na sledeéi nalin:

g(tyayseves8,)=8(a),000,8 0(F).



~}

Lako se proverava ds ovako definisan skup P 1 funkcija g za-
dovoljavaju (7).

Pojam reproduktivnosti, iako relativno novijeg
datuma, je veoma prisutan u mnogim matematickim problemima,
Reproduktivnost, na neki nadin, predstavlja zavrsetak nekog
postupka, odnosno refenje nekog problema, Naime, ako se neki
matematitki postupak odvija u viSe koraka 1 ako se polev od
nekog koraka ne dobijaju novi objekti, vel daljom primenom
postupka dobijamo ponovo isti objekat koji zadovoljava pola~
zne uslove, onda je tu prisutna reproduktivnost. Specijalno,
kod jednacina to znadi da se primenom funkcije resenja na ne-
ki element akﬁpa resenja dobija taj isti element. Od posebne
vaznosti su takozvane reproduktivne funkcije, tj. oné kod ko~

jih je za svako x f£{£f{x))=f(x) ili, krade, f2

=, Qwakve fun-
keide se nazivaju i retrakti,

U sludaju da je kod Jjednaline x=£(x) funkecija f
reproduktivna, tada je, prema radu /23/, formulom x=f(t) od-
redjeno opSte reSenje date jednadine, Zbog toga se nastoji da
se datoj jednadini odredi ekvivalentna jednalina oblika x=f(x)
i da funkeija £ bude reproduktivna, $to se postiZe na razli-
dite nadine. 8liéna ideja j~ prisutna i kod drugih naclina za
resavanje jadnaéina. Ova ideja Jje prisutna, na primer kod
iterativnih postupaka. Kada se primenjuje Banahov stav o fi-
ksnoj tadki (i ovaj pojam je vezan za reproduktivnost) za kom-
pletne metridke prostore, polazi se od jednadline ¥F(x)=0, pa se
ovoj jednadini pridruiuje ekvivalentna jednadina x-pF(x)=x,
gde se p odredjuje tako da funkecija f(x)=x-pF(x) bude kontrak-
¢ija na nekom odsedku [é,b}, cime se omoguéava priwmena powmenu~

tog stava,



Prva poznata ideja o reprodukbivnosti, prema /35/,
pojavila se kod Sredera, medjutim prvi put termin "reprodukti-
van" upotreblo Je Levanhajm u radu "Uber die Aufldsungen von
Gleichungen in logischen Gebietskalkul”, U poletku rads sa
reproduktivaim resenjima nije se 1islo dalje od konstatacije
da je neko redenje reproduktivno. Medjutim, u poslednjoj de-
ceniji reproduktivnosti se pridaje veli znadaj a reproduktiv-
nost dobija i operativni karakter. Neke metode za resSavanje
jednadina zasnivaju se bas na ideji 4da se odredi funkcija ko~
ja bi elemente skupa resenja preslikala u same sebe, cdnosno
na reproduktivnosti., S druge strane, reproduktivnost funkeija
postaje moéno sredstvo za dokazivanje opstosti refenja.

Definicija I.2. Formula x=g(t) definiis op3te re-

produktivno reSenje Jednacine r(x)mT* ako Jje g S—» R refenje
koje zadovoljava uslov
(8)  (Yxes)(r(x)=Te>x=g(x))

U radu /24/ su dati uslovi, koji su ekvivalentni
uslovima definicije reproduktivnog redenja, all su operativni-

i1 1 sluZe kao osnova u nekim daljim tvrdjenjima.

Tvrdjenie I.2. /24/ Formulom x=g(t) je definisano

reproduktivno resenje jednaline r(x)zT" ako 1 samo ako su is-

punjeni uslovi

%) (Yxes)(r(x)=T =>x=g(x))

(10)  (Yxes)(x(x)=T=>r(g(x)=T)

Dokaz. /24/
x=g(t) je reproduktivno resenje Jjednaline r{x)=1

> (Vees)rle(e)=THn ¥ x€8)(x(x)=T=> (It e5)(x=a(t))
A ( Vx€8) (0(x) T =% x=5(x))

(prema definiciji)




9

&=>( Vees)(rlg(t))=T IA( Vxé:s)(r(x)':T::—} x=g(x))
e Vees) e () T=pra(t))=THn ( Ve e8) () =T=or(g(£))=T )
A Vx€8) (r(x)=T => x=g(t))
(tautologija gqe2(p=2a)A (lp=x), p je r(x)=1)
e ( Vxes)(r(x)I =» r(g(x))=T IA ( ¥x €8) (r(x)=T=> x=g(x)))
(Ger ¢ Vx €8) (x(x)=T=p x=5(x))=>( Wt € 8)(x(x)=T=>r(g(£))=T)

& (9)A (10).

Drugim recima reproduktivno resenje je ono presli-
kavanje koje elemente skupa resenja preslikava u same sebe a
ostale elemente u neke elemente skupa resenja.

Zapazanje I.1l. /35/ Ako je x=g(t) reSenje jedna-
cine r(x)mjm, ono Jje reproduktivno akeo i samo ako jJe

(Vi) (2(x) =T x=g(x)).

'Sada navedimoc vaZno tvrdjenje S. Presiéa, koje,
prema Rudeanu, predstavlja "polaznu tacku za odredjivanje naj-
op3tijih formula reproduktivnih refenja", §to se u ovom radu i
potvrdjuje. Neka je f preslikavanje nepraznog skupa S u Samog
sebe. Izmedju jednadina £{f(x))}=f(x) i x=f(x) postoji sledela
veza

Tvrdjenje I1.3. /23/ DNeka je f{x) preslikavanje za
koje je_(\dx)f(f(x))mf(x), i1i krade £°=f, Tada
(a) Ako je p proizvoljan element iz S formulom x=f(p) Jje
odredjeno jedno partikularnc reSenje Jjednaline x=f(x).
(b) Ako je x reSenje jednaline x=f(x) pé x, postoji u S
element p takav da je x=£(p).
Imajuti u vidu definicija opSteg resenja ovo tvr-
djenje mofe da se iska¥e i na sledeli nalin: pretpostavljajuéi

2

da je ispunjen uslov £°=f, op&te redenje jednaline x=f(x) je

dato formulom x=f(p), gde je pé€& S.
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Dokaz. /2%/ (a) neposredno sledi iz &injenice
((Vor(e()=000) A x=£(p)) =5 x=£(x)
prema valjanoj formuli u=aabd(a)=>b(u), dok {b) sledi iz
x=£(x) = (Fy)(x=£(y)).
Sledete tvrdjenje se odnosi na egzistenciju repro-
duktivne jednadine (Jjednalina x=f(x) je reproduktivna ako je
funkecija £ reproduktivna) ekvivalentne sa datom jednadinom.

Tvrdjenije I.4., /23/ Za svaku neprotivureénu je-

dnadinu x=g(x) gde je g:S—»S, postoji bar jedna reprocduktivna
jednadina ekvivalentna sa x=g(x}.
Dokaz. /23/ Ako se sa R oznadi skup refenja jednadine x=g(x),
tada je

g #RCS i &R x=g(x).
Neka Jje h:SNRE-—>R, Definisemo preslikavanje f:5S—» 3 na slededi
nacin

h(x), za x€S\R
flx) = {x y 23 x K

O8igledno da ovakva konstrukcija funkcije f obezbedjuje da je

2

=f i da su jednadine x=f(x) 1 x=g(x) ekvivalentne,
Primer I.l. Rediti funkcionalnu jednadinu
(1) £(x,y)=-1(y,x)

po f, gde je f:R—> R (Re je skup realnih brojeva).

Podjimo od jednadine
(12) flx,y) = Af(x,y) + BL£(y,x)
gde su A 1 B realni brojevi koje treba odrediti tako da jedna-
dina (12) bude ekvivalentna sa (11) i da bude reproduktivna.
Znadi jednacine (1-A)f(x,5y) - Bgly,x) = O i f{x,¥) + £(y,x) = 0
treba da budu ekvivalentne, a to se postiZe ako je B = & - 1, tj.

jednadina (12) je f(x,y) = Af(x,y) + (&-1)f(y,x).
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Desnu stranu poslednje Jednakosti obeleZilemo sa
G{(£f), tj. imamo f=G(f). Sada odredjujemo
G(G(£)) = ACAS(x, )+ (A1) (y,x) )+ (A1) (AL(y,x)+(A-1)£(x,7)) =

= (A5 (A-1)2)£(x,¥7) + 2A(A-1)1(7,x).

Uslov GEmG bite ispunjen ako su zadovoljene jednakosti

A + (A-1)° = A i 2A(A-1) = A-1
koje su, inacde, ekvivalentne, Tako se dobija da je Aml, e
jednadina

f(x,y) = %fﬁxgy} “'%f(y,X)
je ekvivalentna sa jednadinom (11) i jo3 je reproduktivna, pa
je formulom

£(x,5) ==%F(x,y) w*%F(y,x}
gde je F:R—* R_ proizvoljna funkcija, odredjeno opsSte relenje
funkecionalne jednadine (11), prema tvrdjenju I.3.

Primer I,2. (8. Pre8icé) ReSiti diferencijalnu

jednacinu
(13) y* =0
Imamo da je " = 0&=y'(x) = ¥ (O)&3y(x) = y*'(0)x+y(0),
Neka je F(y) = y*(O)x+y(0), Tada je
F(F(y)) = Flxy?(0)+y(0)) = x(xy*(0)+y(0))*, _ +0+5*(0)+y(0) =

= xy*(0)+y(0) = F(y).
To znaci da je formulonm

v = P*{0)x+F(0) (F:Réma-R@ je proizvoljna funkcija),

tj. ¥ = Cyx+C,, odredjeno ops3te resSenje jednadine (13).

Primer I.3, Regiti jednadinu 2x+3y+5 = Q0O po x i ¥y

iz R.

2X+37+5 = Q&py = hzﬁ@}t:xhy = cX T3e
(14) (x,¥7) = (x,E:%E).

Uvedimo oznake (x,y) = X, F(X) = (x, Ex)‘ Jednadina (14) postaje
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X = F(X). Kako je F(F(X)) = F((X,EZ%E)) = (x,ﬁﬁéﬁ} = F(X),
znadi da je P reproduktivna funkcija, pa je formulom X = F(P)
il1i, skalarno, x=p i y=l-p, gde je P=(p,t) (p,té&R), dato
opdte reSenje Jjednadline 2x+3y+5 = 0.

Primer I.4%. /32/ U radu /32/ se razmatra Jjedna

metoda redavanja funkcionalne jednadine oblika

(15) al(X)f(plx)+a2(x)f(p2x)+...+an(x)f(pnx) = 0

gde x € E, pi:E-ﬁ——aﬂ-E, ai:EM Ky £:E—» K, pri Cemu su E 1 K
dati skupovi, p; date permutacije skupa & koje Cine grupu, Dy

je identidko preslikavanje, (K,+4+) e polje a £ je nepoznata

fmkﬁijat
Radi toga se najpre Jjednalina (15) piZe u obliku
£(x) |
£(p,x)
(16) A(x) : = 0
" f(pnx} -
gde je A odgovarajuéa matrica, Formula relenja je oblika
£(x) I g(x)
£(pyx) | z(p,x)
(17) . = {BA + I) . (g je proizvoljna
. ) funkeija)
m.:f‘(pn‘,u:)mJF -%(an)“

gde je B matrica koja zadovoljava uslove
(Cl) ABA + A = 0O
(02) B je saglasna sa grupom G (matrica B je saglasna sa gru-

pom G, po definiciji, ako jednadina

[t ] g(x)
£(p,x) g(pyx)
e |

£{p %) L"gCPHX)‘J

jednoznadno definife funkciju f za neko g:E-—>K),
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Zanimljivo je da se i formula (17) moZe posmatrati
kao jedan primer nastao iz odgovarajuCe reproduktivne jednacdine.

Naime, u vezi sa jednakoféu (17) uoCimo jednalinu

*“f(x) “E { £(x) )
f(ng} T £(p,x)
(18) | . = (BA + 1) :
Jm:t“{pn:'zc;}M[ f(pnx) |

gde B zadovoljava uslove (Cl) i (02). Dokazademo da je jednadina
(18) ekvivalentna sa jednadinom (16) i da je funkcija na desnoj

strani jednakosti (18) reproduktivna., Uvodjenjem oznaka

£(x) { g(x)
£(py%) g(py%)

. = F . = G
£(p, %) | elp,x)

jednakost (18) se moZe napisati u Ebliku
F= (BA + I)G
Neka vazi ¥ = (BA + I)F, MnoZenjen poslednje jednakosti sa
A sa leve strane dobija se .AF = (ABA + A)F*tj. A¥ = O, Jer Jje
ABA + A = O, Obratno, neka je AF = O, Polazeli od F=F i doda-
vanjem desnoj strani nuls-matrice BAF dobijamo F = BAF + F t].
P = (BA + 1)F,
Dokasimo da je funkcija F(G) = (BA + I)G reproduktivne
F(P(G)) = (BA + ID((BA + I)G) = (BA + I)(BA + I)G =
= (BABA + BA + BA + I)G = (B(ABA + A) + BA + I)G =
= {(BA + 1)G = F(G)
Prema tvrdjenju I.%. sledi da je formulom (17) odredjeno opSte

reSenje jednadine (16), tj. (15).

Primer 1.5, /3%3/ Uz pretpostavke prethodnog pri-

mera u radu /3%/ se razmatra resSavanje Jjednacine

(19) a; (X f(pyx)+a () E(pox)+. . +a (x)£(p, %) = g(x)
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zde je g:E->K, lajpre se dokazuje da jednacina (19), koja je

inade ekvivalentna sa AF =

(20)

(AB + I)G = 0

G, neprotivuretna ako 1 samo asko jJe

gde je B matrica koja zadovoljava uslove (Cl) 1 (CE}' Pod pret-

postavkom da je uslov (20) zadovoljen formulon
e -

(21)

£{x)
£(ps,)

»
&*

f(pnx)

wd

-
apan

L

B{x)

—

b

g{x)
g(p,)

*»
L

glp, x)

iy

+ (B(x)A(x) + I)

) h{x)
h(pe}t)

h(pnx)

v,

je odredjeno opsSte resenje jednaéiﬁe (19) gde Jje h proizvoljna

funkeija h:E-—»X,

Dokaz ove Cinjenice moZe takodje da se izvede ko

rigéenjem tvrdjenja I.3., Uvedimo oznaku

U vezi sa formulom (21) tj. F =

su jednacine

AR + (&

(22)
(23) F
ekvivalentne.
F
¥
&= B

R ]
[

Neka je AF + G. Tada (23) postaje

i
it

v
by

Wi
ap—

.‘h(x)
h(pzx)

.
»

h(pnx)

"y

1

" |

H
"

- BG (BA + I)H

- BG + BAF + F

B{ -« G + AF) + F

F, Jjer Je - G + AF = (.,

Neka Jje, sada, F =

strane dobijamo

AY
&=y AF

v AF

=2 AF

i

H

ft

i

G

- BG + (BA + I)H, dokazZimo da

- BG + BAF + F, MnoZenjem sa A sa leve

ABG + ABAF «+ AF
ABG + (ABA + A)F

ABG

, Jer iz (20) sledi ARG =

L

e
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Dokazimo da je funkecija F = - BG + (BA + I)H

reproduktivna, tj. da je F{(F(H)) = F(H),

F(F(H) =

-
-

SR
i

]

it

i

A

-

BG + (BA + I3} - BG + (BA + I)H)

BG -~ BABG + (BABA + BA)H - BG + (BA + I)H
BG - B(ARG) + B{(ABA + A)H - BG + (BA + I)H
RG + BG - BG + (BA + I)H

BRG + {(BA + I)H

F{H).

Na kraju, napominjemo da u sludaju kada jednadina

r(x) =1 ima jedinstveno redenje, odnosno kada je r(x) =71 ek~

vivalentno sa x=c, mozemo takodje da primenimo tvrdjenje I1I.3.,

jer funkcija F=c zadovoljava uslov F(F(x)) = F(e) = ¢ = P(x).



1T REPRODUKTIVNOST RULOVIH JEDNACINA

Definicija II,1. Pod Bulovom algebrom se podrazu~

meva sistem (B,\W, » , ', O, 1) gde je B skup, W:BxB-»B i
*:BXBE~»B binarne operacije na B, ?':B-+B unarna operacija

nag B, 0 i 1 su nularne operacije, sa sledelim aksiomama

XUY = WX Xy = ¥X
(xvuy)vz = xul(yve) (x7) z = x(3z)
XWXy = X x(XVy) = X%
xUyz = (xvy)(xvz) x(ywz) = XyU Xz

xV1l =1 %0 = 0
xwxt = 1 xx¥ = O
G # 1

Dogovorno, Bulovu algebru (B,V, « , * , 0, 1)
obele?avademo za B, Bulovu algebru ¢éiji su elementi 0 i 1 obe~
leZavatemo ga By
Definiecija II.2. 4a sve x,y€35B

¥x=:y ako 1 samo 8ko XVY = ¥

Definicija Il1.5. Atomska formula jezika L Je

formula ¢blika
1. tl = tg, gde su tl i t2 termi Jjezika L
2. P(tl,...,tn), gde je P n-arni relacijski simbol jezika L
a tl""’tn termi Jjezika L.

Definicija II.%4.

1. Elementarne Hornove formule Jjezika L su atomske formule
jezika I i sve formule oblika PiA eve AP,=pD, gde su

PisecesDpsP atonske formule.
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cels Elementarne Hornove formule su Hornove formule
2ece Ako su A 1 B Hornove formule tada su i AﬁuB,‘#ﬂgzﬂﬁ
Hornove formule
Hornova recenica je Hornova formula bez slobodnin promenliivih,
sada navodimo vaino tvrdjengje, poznato kao Votova
tecrema.
Tvrdjenje I1.1. /17/ HNeka je F Hornova redepica
Jezika Bulovih algebri, Ako F vali u.BE tada vaZi i u svako]
Bulovo] algebri B,
Dokaz. Videti, na priwmer, /17/.
lsticemo da éeme prvim malim slovima iatinice
a,0,Cy40. oObeleZavati elemente gkupa {G,l} , dok demo sa
XsY5y%5+.. Obeleiavati proizveljne elemente Bulove algebre B.

Slic¢no vaii i za vektore, koje obeleZavamo velikimw slovima,

. 1 n "
Naime, A = (al,“..,an)e {O,l} y dok je X = (x%;.”,xn)e B2,

_ a
lmx i Xﬁ 2

datinm uvodimo oznake xgmx', X = X TesaX

U] /\

A A A

n * Qunake

znace da unija, proizvod, odnosno konjukcija idu preko svih
A e{o,1} B,

Definicija II.5. Bulova jednadina po nepoznatim

Xq19ee05X, 12 Bulove algebre B Jje jednalina oblika

£(X) = g(X) _ (X = (Xgyeensx,))
gde su f,g:BQwa*B Bulove funkecije.

Slicéno se definide Bulova nejednadina PO n nepo-
znatih kao £{¥) =T g(X).
Partikularno refenje jednadine (nejednaéina) je vektor X e B®
koji zadovoljava tu jednalinu (nejednadinu). Ako to refenje

pripada skupu ~{O,l} n, onda se naziva elementarnin resenjemn.
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Tvrdjende I1.,2. /357 Ovaka Bulova jednalina, ne-

jednadina i sistem (konjukel ja konaclnog broja Bulovih jednadi-
na ili nejednadinz) moZe da se svede na oblik h{X)=0, odnosno
k(X)=1.
Dokaz. /35/ Heka su f,g:Bﬁm@-B Bulove funkeidje, Tada je, za
svako X €B%, £{0)=g(X) ako i samo ako je £(X)g' (UL (X)a(X)=0.
Ovo sledi na osnovi formule
( Vx,y€ B)(x=y&2x’y vy =0)t/
koja vaii u svake] Bulovoj algebri B. Sliéno, Bulova nejedna-
ina f(X)=Cg(X) je ekvivalentna sa Jednadinom £{X)g'(X)=0
prema vazeéoJ formuli {\jx,ye Bl (x &ye=xy?=0).
Imajuéi u vidu osobinu (\j:@:,y B (xuy=0&Ppx=0Ay=0) lako se,
koriiéenjer indukecije, dokazuje da je sistem Bulovih jednadina
£,(X) = OAL(X) = OAcs AE(X) =0

ekvivalentan sa Bulovom Jjednalinonm
n

\J . =0

i=1
Komplementiranjem jednadine £(X)=0 dobija se jednalina g(X)=1l,
Osnovu rada sa Bulovim Jjednadinama predstavlija ¢éi-
njenica da je svaka Bulova funkcija potpuno odredjena ako su
poznate vrednosti te funkcije na elementarnim vektorima. O to-
me govorl naredno

Tvrdjenje II.%. /35/ Za Bulovu funkeciju f sa n

promenijivih na Balovoj algebri B vaii

N0y £ = \E}f(mxﬁ

Dokaz. /16/ Neka je £ Bulov term na B. Lako se proverava da

redenica.

o iy

!
L/ K*yiuxy? se cesto obelezava sa x+y 1 zove se

gimetyricéng razgliika
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(1) (W Yo Qf(ﬂ,‘f) - 0= £(X,Y) = 0)

vazi u algebri B,. Kako je recCenica (1) Hornova, to iz Votove
teoreme sledi de redenica (1) vaZi u svakoj Bulovoj algebri B.
Jedna posledica ove ¢injenice Je
1. Ako za sve &-€~{0,1} n vazi u B f(A,Y)=0 tada u B vaii
i (V0sx,1)=0 (Yen).
Imajuéi u vidu ¢éinjenicu da Je jednakost £ =1,

ekvivalentna sa fl+f2m0 1mano

2. Ako za sve A 6‘{0,13 N4 B vazi fl(ﬁ)nfg(A) tada u B
vali (\jX)fl(X)wfg(X), gde su fl(X) i fa(X) Bulovi termi na B,
Neka je ¢ € {0,1} ", Tada je
%gf(a)cﬁ = £(C) tj. gxr(a) . k}f(A)CA

te prema 2. imamo da u svakoj Bulovoj algebri B vazi

(Vx) £(x) = E{Jf(A)Kﬁ‘

Prema prethodnom, Bulova funkcija f:B—» B jedne
promenljive mo¥e da se napife u obliku f(x) = £(L)xvwi(0)x’.

Tvrdjenje II.4. /35/ Ako je £(1)£(0)=0 tada Je

formulom
x = £ (1)tvi(0)
definisano opSte reproduktivno refenje Bulove jednadine f{(x)=0.
Dokaz. PotraZimo refenie jednaline £{x)=0 u reproduktivnom obliku,
Naime, odredimo funkciju g(x) koja zadovoljava uslove
(2) f£{x)=0 je ekvivalentno sa x=g(x)
(3)  (VxeB) glg(x) = g(x).
x = g(x)
e x o= g(1)xvg(o)x?
&3 x (g(D)xvg(Oix)ux(g(LlxueglO)x*)? = 0
= 2 (Vxvug(O)x® = O
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Ako stavimo da je g'(1)=£(1) i g(0)=£(0), tj.
(4)  g(L)=7(1) 1 g(0)=£(0)
tada jednalina g'{(1)xug(0)x'=0 postaje f{(1)xuwi(0)x’=0 tj.
f(x)=0, a to znali da su tada Jjednacine x=g(x) i f(x)=C ekvi-
valentne, 3 druge sirane
g(g(x)) = g(1)(g(L)xvug(0)x’)vg(0)(g(l)xvgl(O)x?)’
= (g(1)v g(0))xvue(l)g(0)x?
Uslov glg(x)) = g(x) Je
(g()v g(0))xvwel)s(0)x’ = gll)xugld)x?

pa imame
(5) s(1iueglo) =1 i g(0)egll) = gl0).
Poslednja dva uslova su ekvivalentna. Kako je g(1)=£'(1) a
£(0)=£(0), to se (5) svodi na £(0)£7(1)=£(0) tj. £(0)£(1)=0.

Dakle, ako je £(0)f(1)=0, tada za funkciju
glx) = £ (Dxyvf{0)x vazi da je x=g{x) ekvivalentno sa f(x)=0
i Jog Je gaxg, pa je prema tvrdjenju I,%. formulom

x = £ (ANt wf{0)+?
definisano opite reproduktivno reSenje jednaline f(x)=0. Ako je
f{OYF(1)=0 tada je i £(Q)==£*(1l) pa Je
It U0t = (£ (VU LONEV IO = £ (It UR{O)(tut?) =
fr{1u)t V(o).

Za dokaz tvrdjenja koje se odnosi na potreban i
dovoljan uslov neprotivurednosti Bulovih jednacina potrebna je

Lema II,1. /16/ Ako je £(X) Bulov term na B tada

postoji term h{(¥) na B takav da u B wvazii

(Vi) n0O£(0) = El £(A)

Dokaz. /16/ Neka je za C € 40,1} ® g(X) definisanc sa

z(0) =1le(ay
Ae 10,1}y "N C
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Neka je h(X) = U g(C)XC. Za svako C €40,1Y" vazi u B
- G
n(c)£(c) =1 lrea)
pa je prema tvrdjenju ll.>.

(V1) n(x)2(x) =[] 2.

Tyrdaienie II1.5. /35/ Neka je f£(X) Bulov term na B,
Jednadina f(X)=0 ima redenje u B ako i samo ake je [‘1 £{A)=0, t].

A
(HX)f(K)mowT £(4)=0.
Dokaz,., /16/ Implikacija
(3AX) £1(X) = 0==>A £{A) =0
sledi iz Leme II.1l., jer f(X) = O povladi f{X)h(X)=0, tj.[j £{A)=0,

A
Dokazimo implikaciju

M ea)=0 =>(JN£(X)=0
A
Redenica
| . A
©)  Vuysyeeen Fxgeem, (Yug = 1= Addsu))
je Hornova. Kako je za sve A,Bépﬂo,l}n

A2 =1 , zaA=B

A2 = 0 » za A # B
to je refenica (6) tadna u B,. Zaista, ¢injenica da Je ‘vjuﬁ = 1

A
u B, znadi da je bar jedan u, = l. Neka je to ug. Stavljajuéi da

je X = U imamo da Jje KC = CC

= 1<u, = 1. Ostali X" jedneki su

nuli. Prema Votovoj teoremi recenica (6) je tadna u svakoj Bu-

lovoi algebri B. Neka je u B | | £(A) = 0, Tada je \J£'(A) = 1.

Kako (6) vaZi u B, to postoji %G&B tako da je Yﬂﬁgf%(ﬁj 28 8vVe

A €40,1Y%. Otuda je za svako A €)0,1\® £(a)Y* = 0, a to znadi

da je i \Jr()Y* = 0 tj. prema tvrdjenju IT.3. £(Y¥) = 0,
%z dokazanog tvrdjenja se vidi da Jje uslov 1z

tvrdjenja II,4. £(0)£(1)=0, u stvari, uslov neprotivurecnosti

Bulove jednadine f(x)=0,



za resavanje Bulove Jednadine po n nepoznatih
osnovu predstavlja resavanje jednacina po Jednoj nepoznatoj.
Sustina je u tome sto Jjednacina sa n nepoznatih mofe da se PO~
smatra kao jednacina po Jjednoj nepoznatoj, a da ostale nepo-
znate lgraju ulogu parametra. Ta, izdvojena, nepoznata se eli-
miniSe, gde eliminisati nepoznatu x iz jednadine £{x)=0 zna&i
odrediti potreban i dovoljan uslov neprotivurednosti jednadine
£(x)=0 po nepoznatoj x. Uzastopnim eliminacijama dobija se re-
senje date jednaline. Postupak uzastopnih eliminacija iz koga
se neposredno vidi i dokaz (dokaz Jje dao Rudeanu) mo¥e da se
izlozi 1 ovako:

Neka je £(X)=0 neprotivureéna Bulova jednadina,
gde Jje £:3%—»1B, Neka Jje

fp(xl,...,xp) =(]f(x1,...,xp,ap+1,...,an)

(Bp4170++13,) €{0,3377F

Posebno to znali da je f =f, Jednalina fn(xl""’xﬁ)me made da
se napise u obliku

f Cxl,..,,xﬂ l,l)x vf (x geussX O)xg = O,

I~ 17?
Koriscenjem tvrdjenja Il.4. imamo da je

J{Ln - f;l(xl,: .. ,Kn""‘l’ljtnu fn(}{l,. . ,Xn“l,())

uz uslov
f (Xliiil*:{n 1,1)f (xlgﬂtt,xnﬂl’O) = O;

Poslednji uslov je, u stvari, Jjednadina
fl}_-l(xla}#iﬁgxnﬂlj == 0#

Ako se nastavi na ovaj nadin, dolazi se do jednaline
fp(xl,ﬁ--,}tp) &

koja mozZe da se napise u obliku
fp{.’l‘cl,--c,}(

l)xpk)fp(xl$.*.,x 0)x§ = ()

p-1? p-1’

a ¢ije je refenje



P
Uz usiov
fp{}fil,--.,}: 1,1)fp(xl,¢¢¢.,}{p_l‘,0} a 03
tji fp-l(xl""’xp—l) = Gﬁ

Pri n-tom koraku se dolazi do jednacine fl(xl) = O, ¢ije Je
reSenje Xy = fi(o)tlkjfl(O) uz uslov fQ = fl(O)fl(l) = 0,
Odgovarajudim zamenjivanjem doblija se formula reproduktivnog
reSenja jednaline f£(X) = O,

Pri konkretnom odredjivanju reSenja moZe da se ko~
risti sledeéi postupak. Najpre se odredi xié{B koje zadovolja=-
va jednadinu fl(xl)mo £t f1(0)£§x§¥§f;(l) (lako se dokazuje
da je fl(xl}mo ekvivalentno sa fl(O)Q X, fi(l) Yo Flemenata
koji zadovoljavaju fl(xl)mﬁ, odnosno fl(0)5§x155fi(l) moze da
ima viSe pa se bira jedan od njih. Zamenom xg dobija se Jjedna~

¢ina f2(x§$x2)m0. Bira se xg koje zadovoljava ovu jednalinu itd.

Tako se dobija partikularno resenje (xg,xg,,..,x:). Imajucéi u
vidu razlidéite moguénosti izbora dobijaju se razli¢ita resenja.
Primer II.l. /%5/ ReSiti sistem jednacina
xy? = ab?' A x'y = a'db
u slobodnoj Bulovoj algebri SB(a,b) generisanoj sa a i b
Najpre se sistem svodi na jednadinu oblika £{X)=0, tj.
xy? = ab* A x’y = a'd
&= xy'(atvub)vixu y)ab’:c} A xtylaubdtlu{xvwy?)a’b=0
&= a'bx vab’x’ vablywa'by? v(a'vbixy' v(avb?)x*y=0
&> (a'byab?)xyu (a’v b)xy* v {avbd)x'yu (ab’v a’b)x’y?=0
(7)&=» ((ab'Vv a*b )xv (aud’ Y )y J ((a? Vv b)x v (ab? Va'b)x? )y*=0
sdakle se elminacijom y dobija a’bx‘Uab’x’mO ti. ab'g xxxavud?
pri cemu je uslov neprotivurednosti a’brab=0 ispunjen. (7) sada

postaje (ab’X\J(atJb’)x’}yki((a’k}b)kaa’bx’)y’mO odakle Jje
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v = (a¥\Jbix Ja'bx?,
Kako je aub?! = abuab’wva'b’, to je

[ab?,aub’] = {ab?,ab’Uab,ab?Va’o?,ab’ Uab Va'b’ )

#

{ab’,a,b’,a*b} s P&

zn X = ab? dobija se ¥y = a'b
Zz& K = a dobija se ¥y = b
z& X = b dobija se y = &’

a*\Jb ,

il

za X = aUb! doblja se 3y
odnosno skup resenja je

R = {(ab’,a’d),(a,b),(v*,a"),(aub’,a’ Ub)}.

Skup refenja moZe da se dobije i iz reproduktivnog
oblika, Medjutim, skup 5 tj. B za jednadinu sa veéim brojem
nepoznatih je Cesto vrle veliki, odnosno ima veliki kardinalni
broj , ¢esto vell od kardinalnog broja skupa resenja, tj. je-
dnom partikularnom redenju x moZe da odgovara vige elemenata t
iz B. Zato se, u takvim sludajevima, uvode ogranidenja za t
tako da redenje postaje preslikavanje "1-1". To je tzv. svedeno
resenje.

Tyrdjenje II.6. /35/ WNeka je axuUbx’® = O Bulova

jednadina, Formulom x = bUt , gde Jje tKa'd?, se definise
bijekeija izmedju skupa svih elemenata t&€B koji zadoveljavaju
uslov t=<Za’b' 1 skupa refenja date Jednaline, Ovo redenje nije
reproduktivno,
Dokaz. /35/ 2Za svako t=<a'b’ vaii at=0, odakle sledi
a(but)Ubb!t?=0, tj. x = buUt Je redenje. Ako je x rsdenje,
tada je b=ux<la’ , pa je x = bux = buxd> 1 xb’<a’d?,

Neka su t,,t,=5a’®” i neka je t, # t,e Neka je

= WUt 1 X. = bUt.. Tada je T

- ;d:_“.;'!‘ vl 2% :
Xy 1 5 o 1 b? 1 tgmab . Utuda Je
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i

- '
X X5V XX, (bk}tl)b t

3 = n? 3 -
1%5 3 ’k)b’tl(b&th) b tlt W hitlt

2 2 172
tltékxtitg FO 4 L. xlf Xy

it

Poito se u daljem radu na neke Bulove funkcije
primenjuju druge Bulove funkcije potrebna je sledeca

Lema II.2. Neka je G(X) = (gl(X),...,gn(X), gde

su g;:B"—=B (i=l,...,n) i neka je F:B"—»~B, Tada je

F(G(X)) = kBJ( yF(A)(G(E))A>XB

Dokaz. DokaZimo da je

F(G(C)) = \é) ( Lg r(4)G(BYM)cE

za svako O&{O,l}n. Zaista, imajuci u vidu da j"e
c" =1 , zalC =238
¢ =0 , zalC # B

imamo

l‘};’( \A)F(A)G(B)A}CB - ’EJ(F(G(B)))GB = F(G(C)).

Imajuéi u vidu tvrdjenje II.3. dokaz je ZavrsSen.

Naredna tvrdjenja I1I,7., 11,8,, I1.9., Il.1ll. su
poznata kao teoreme Levenhajma.

Tvrdienje 11.7. /35/ WNeka je P partikularno rede-
nje jednadine £(X)=0. Tada je formula

X = PE(TYV TEH(T) ,
ili skalarno |

X; = pif(tl,...,tn)k}t f’(tl,...,tn) (i=lyeeeqsll)y
definisano opite reproduktivno resenje date jednacine.
Dokaz. Dokaiimo najpre da su jednacine X = PE(XHUXL(X) i
f{X)=0 ekvivalentne., Ako Jje £{X)=0 tada jednadina X=P£(X)V XL (X)
postaje P+OUXel = X, tj. i ona je zadovoljena. Obratnc,

X = PE(X)IV XE£?(X)
&y KﬁPf(X)K)Xf‘(X))\JX(Pf(X)k)Xf‘(X))* = ()



PO
£

e VIPE(X)UR(P U DT )Y VE(X)) =

&= P POV REXN (PP UL (X)) =

=5 PAS(XYUPHEE(X) = O

= (XO(PLVPYY) =
(8)Ye=> r(X)(F + X) =

Dokaiimo da iz poslednje jednakosti sledi da Je

£(X)=0, Kako je P redenje jednadine f(X)=0, to P + X = O, tJ.
X=P, implicira f£(X)=0, Hornova redenica
@) (Yo ¥e)e® = 0 A (P+DE(X) = 0) = £(X) = 0)

je tadna u B, Sto se lako dokazuje. Znali, prema Votovo] te-

4]

oremi, tadna je 1 u svakoj Bulovo] algebri B. Imajuli u vidu
(8) kao i £(P)=0 sledi da je £{X)=0.
DokaZimo da je funkcija P(X) = PE(XYVXL(X)
reproduktivna, Neka je V = (Vl‘..¢,Vﬁ}, W = (wl,¢..,wn) i neka Jje
gl(t) = tvigjt’wl,..,,gn(t} = tv Utlw,
Primenom Leme 1l.2. na proizvoljnu Bulovu funkciju hi;BY—> B
imamo
h(EVUEIW,) = \J( V) 2(a) gy (B), e e ery (5)) )P
...Uf(A)(gl(lj,...,g (1)) tuUf(M(gl(@),...,g o) ree
: ( Bfﬁ{p,l} Jer su g funkcxge jedne promenljive)
: Yf(A)(vl,._.,vn)AU 2 Ejf(m(wl,m,wu}‘*
th(VYU £ h(W) £3.

(10) R{(tVULIW) = th(V)U t h(W).

H

H

Otuda Je

F(F(X)) = PE(PL(XOIV XL (XN V (BLX)V XL (XN (PE(XIV XL (X))

= P(ECOLRIV SO (XN VPOV XD N EEIEEX) VIO £ (X))
= POV (PFOVXEN (X)) 1 = F(X).

Otuda, prema tvrdjenju l.5., zakljudujemo da Jje formulom

= PE(XIV XL (X)
definisano opite redenje jednaline I(X) = O, -
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Kao 5to se vidi, opSte reSenje Bulove jednacins
mose lako da se odredi ako se zna Jjedno partikularno resenje
te jednadine. Partikularno reSenje moZe da se dobije razvija-
njem funkcije £{(X) u kanonsku disjunktivaou formu. Svakl izraz
Xﬂ koji nedostaje u toj forml ukazuje da je f{A)=0, gde Je A,
naravno, elementarno reSenje. Medjutim, ima Bulovih jednadina
koje nemaju elementarnih reSenja, pa se u tom slucaju koristi
metoda uzastopnih eliminacija, s tim 5to se ide na dobijanje
sano jednog partikularnog redenjsa.

Siedeée tvrdjenje je poznato pod imenom verifika-

ciona teorema,

Tvrdjenje 1I.8. /35/ Svaka Bulova jednalina (ne-

jednadina, sistem) Jje identicki zadovoljena na Bulovoj algebri
B sko i samo ako je zadovoljena za sve elementarne vektore.

Dokaz sledi iz tvrdjenja 11.5.

Tvrdjenje 11.9. /%5/ Neka su f,g:B"—= B Bulove

funkeije i neka je f£(X)=0 neprotivureéna jednacina. Tada su

formule

(11) N0 (e(x) = 0=>g(x) = 0) i
(12) (Vx)( gy <200 )
ekvivalentne,

Ovo tvrdjenjé moZe da se zapiSe u obliku
¢ 2(0)=0 => (¢ Y1) (£0)=0 => g(0)=0)&= (Y 1) (s(0)E (D).
Dokaz. /%5/ Neka je PEB" refenje jednadine f(X)=0, tj. f£(P)=0.
Otuda je, prema (11), g(P)=0. Element Y=Pf{XYU L£°(X) zadovo~
l1java jednadinu £(¥)=0 prema tvrdjeﬁju 11.7. Otuda je g(Y)=0.
Primenom (10) poslednja Jednakost postaje g(PYT(OHU g(X) £ (X)=0,
odakle sledi g(X)r*(X)=0, tj. glX)=<£(X). Time je dokazano
(11)=>(12). Ako je g(X)=sf(X) i ako je £(X)=0 tada je

0 = £(X)>=el(X) = 0.



Posledica 1I.1. /32/ Ako jJe jedna od jednacina

£(X)=0 11i g(X)=0 neprotivurecna tada su te dve jednaline
ekvivalentne ako i samo ako je (\di) (X = g(X),
Sada dajemo jedno uopsStenje tvrdjenja 11,9,

Tyrdjenje 11.10. Neka su f:BRB™—=B i

g:Bn)LBmmﬁh B Bulove funkecije 1 neka je za svako v& 3" jedna-
dina po X f£(X,Y)=0 neprotivurelna., Tada su za sve Y&€DB sle-
deti uslovi ekvivalentni
(a) (V0 ( £(x,7) = 0 =>g(X,Y) = 0)
() (Y0 gD < (X,1) )
Ovo tvrdjenje moZe da se zapisSe u obliku
(Voy( T, n-0 = V[V 0( 20,10 = g(x,1)20) &=
& (Y e, n<(x,1)]
Dokaz. PoSto za svake YEB postoji X€ R tako da Je £(X,Y)=0,
neka je Xy, element koji odgovara elementu Y tako da je f(Xy,Y)mO*
Pretpostavimo da vaii (a), Tada za svako I
£(Xy,¥) = 0 = g({Xy,X) = O
tj. %y Je reSenje jednadine g(XY,Y). Frema tvrdjenju II.7.
vazi i £((Xy, DI,V (K,Y)) = 0, pa iz (a) sledi

g((Xy, VLDV (XD (X,Y)) = 0O
odakle primenom jednakosti (10) dobijamo
g(Xy, 12X, V(XD (X,T) = 0, tj. g%, (X,Y) = 0O,
odnosno g(X,Y) =< £ (X,Y). .
Dokaz za (b) == (a) je oligledan.

Tvrdjenje II.11. /35/ Neka su f,g:B"—> B Bulove

funkcije i neka je P partikularno resdenje sistema
(13) £f((X) =0 A g(X) =0 ,
a X = F(T) je op&te reproduktivno resenje jednacine f(X)mO.

Tada Je formulom
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(14) X = Pg(F(T))VF(T)g (F(1))
dato opite reproduktivno reSenje sistema (13).
Dokaz. MNeka je P partikularno red3enje sistema (13) 1 neka je
X=F(T) reproduktivno redenje jednacine £{X)=0, DokaZimo da je
jednacina
(15) X = Pg(F(X))VP(X)e’ (F(X))
ekvivalentna sa sistemom (17) i da je funkcija

G(X) = Peg(F(X))VE(X)g’ (F(X))
reproduktivna,

Neka je X = Pg(F(X))WF(X)g’(F(X)). Tada Je

X = Pg(F(X))YVF(X)g* (F(X))
& X (Pg(F(X)) VR g (FX)N VU X(Pg(F(X))V F(X)g (F(X)))*=0
& (X+P)g(FIV (F+X)g' (F)VXP'E! = O

(16) =P (X+P)g{F)V (F+X)g*(F) = 0

Kako X+P=0 %2> =P =P X=F(X) =P X+F(X)=0 to prema
tvepdjeniu 1I1.9. sledi da Je 1+P2X+F(X) pa je
0 = (X+P)g(FEXNV (FOO+X)g (F(X)) = (X+F(X))g(F)V (X+F(X))e* (F(X))
£3. (HFENg(FEW K+F(X))g? (F(X)) = 0, odnosno
(X+F (XN g(P(XOV g (F(X))=0, odakle je X+F(X)=0 tj. F(X)=X.
Tz (16) imamo da je (X+P)g(F(X))=0. Dalje je
Y = P =D X=F(X) =>g(F(X))=g(X)=0, tj. X+P=0 == e (F(X))=0.
Hornova recenica
( HX)( VP)(( g(F(P))=0 A (¥X+P)g(F(X))=0) = g(F(X))=0)
vazi u B, (slidno kao (9)), pa vaii i u svakoj Bulovej algebri B.

. Otuda iz (X+P)g(F(X))=0 imamo da je c(F(X))=0, a kako je

F(X)=X to je g(X)=0.

Neka je sada £(X)=0 i g(X)=0, Jednadina (15) postaje
X=Pg(X)V Xg* (X), jer je F(X)=X tj. X=P-O0VUX+l, jer je g(X)=0,
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Dalje je, uz koriidenje oznake F(X)=F,
G(G(X)) = Pe(F(Pe(F)VFg* (F))VE(Pg(F)VUFg (F))g’ (F(Pg(F)V Fg (F)))
=Pg{F(P)g(PIVFG®g'(F))V(FEIg(F)VF(E)e* (FNg " (F(Pe(PMVF®)g' (F)
(primenom (10))
=P(g(F(PNg(FIVg(F)g (F))V {Pg(FIVFz (F))(g(F(P)g(F)Veg(F)g?(F)))
=P+0 W (Pg(F)V Fg? (F))-1
( jer je g(F)g'(F)=0 i g(F(P))=g(P)=0 )
=Pg(FYV Fg*(F) = G(X).
Prema tvrdjenju I.3, znaéi da Jje formulom (14) odredjeno re-
produktivno refenje sistema, -
Za datu Bulovu jednalinu £(X)=0 formula X=G(T)
definife relenje ove jednaline ako izmedju funkcija £{X) i g{X)
postoji odredjena veza na $kupu“{0,i}n. To je rezultat narednih
tvrdjenia.

Tvrdjenje II.12. /35/ UNeka je £(X)=0 Bulova jedna~-

édina vo n nepognatih. Formula
X = G(T)
tjp xi - gi(T) (i:l,1a¢,n)
definife opste reSenje Jjednadine L£(X)=0 ako i samo ako jJe

(Yaefo,}™) (£7(a) = Y (amn* )
1 41
£3. (V) £0x) -T] ICHOEND
1=

Dokaz. /35/ Prema tvrdjenju I.l. formula X=G(T) definiZe
opfite relenje jednaline f(X)=0 ako je za svako X & B

£(X) = 0> (A1) (X = G(T))
t3. (L) = O@(ET)i@l(gi(T)—rxi) = 0

£to Je, prema uslovu neprotivurednosti Bulove jednadine, ekviva-

lentno sa

n
£(x) = 06| 1 U (g5 (B)+x;) = 0
B i=1
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T2 ekvivalentnosti poslednjih dveju jednalina, prema posledici
II.1., sledi da je

n
£(x) = [ U (g;(B)+xy)  za svako X€B",
B i=1

Prema verifikacionoj teoremi poslednja jednakost je ekviva-

lentna sa

n
f{A) = ﬂ (gi(B)+ai) za svako AE{O,l}n.
B i=1

Komplementiranjem se dobija

41 4] 2.
pr(r) =\ [ Byva]) = Ul (g0 * = UEen?
B i=l B i=1 B

gde Jje koriSceno
(u+a)*mu+a"mua, za a(:{(},l‘; i ueB, -

Tvrdjenje II.13. /35/ Ako je X=G(T) refenje jedna-

Sine f£(X)=0, tada je formulom X=G(T), gde je Gn(gl,ﬁﬁ.,gn} a
gi:Bnmma-B, definisano reproduktivno reSenje Bulove Jednacdine
f(X)=0 ako i sameo ako Je

(17) £10a) == (A" za svako ae {0,2}"

ili ekvivalentno

(18) £9(A) = (a(aA)®  za svako A€ {0,1}"

il1i ekvivalentno

n
(19) £{X) = U(gi(}()+xi) za svako X € B,
i=1

Dokaz. /35/ Prema zapafanju I.l., ako je X=G(T) reSenje jedna-
ine £({X)=0 ono je reproduktivno ako i samo ako je
£f(X) = 0&» X = G(X)
n
t3, £(X) = 07 U (g;(X)+xy) = 0, Zto daje
1=1

11

1
£{(X) \h}(gi(X)+xi); a ovo je (19).

i=1

Ako primenimo verifikacionu teoremu dobljamo

n
£(A) = \UJ (gg(A)+ay)
i=1



Komplementiranjem se dobija
n n a.
e = Mg mvay) = [ (A * = (can™.
i=] i=1
Treba jo¥ da se dokaze da je (17)+=>(18). OCigledno je da
(18) = (17). Dokazalemo da je
A
(Vaelo, 1™ (GanNt=s£r(a)
sto gajedno sa (17) daje (18). Kako je X=G(T) refenje jednacline
£(X)=0, imamo da je £(G(A))=0 =za svako 2€1{0,1} 1ili u kanonsko]

disjunktivnoj formi

Ur)yaa)® = 0 za svako A €{o,1}"
pa je 1 ’
£(c)(6(aN’ = 0 za sve A, C €{0,1}"
pa i za C=A tj,. f(ﬁ)(G(R})B = 0, odnosno
(ANt = £7 (1)  za svako A€ {0,1}".

Sada dajemo potreban 1 dovoljan uslov da Bulova

funkcija bude reproduktivna,.

Tvrdjenje II.14., Neka je F(X)m(fl(X),ﬁ..,fn(X)),

gde su fi:anw* B, Potreban i dovoljan uslov da funkcija ¥ bude

reproduktivna jeste

- A

U U@ U, (D(EE)T) = 0

i=1 B A
Dokaz. EKako je

F(F(X)) = F(£5(X)y0ne, £,(X)) =

= (fl(fl(X)Q-#tsfn(X))i*'*ifn(fl(x)i*"ifn(x)))

uslov reproduktivnosti F(F(X))=F(X) postaje
(18) (Vi €1, 00, m))E, (500,00, £,(X)) = £5(X0)
Prema lemi 1l.2. 1mamo |

£5(8,00, 01,00 = V[V 0 et ] o8

pa (18) postaje
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(Vie(n,...,n]) tBJ[LA) £ (W(FE)HH] xF ‘E)fi(B)XB

= (Viefy, .. n]) gfim(F(BnA = £.(B) za svako B€{0,1}"
= (Yiefy,....a(Veefo,f™ ‘E)fi(ﬁ)(ﬁ(B))%fiﬁs) = 0
Mi\zll \J (£;(B) gficmw(ﬁn% - 0,

Posledica II1.2. Ako su zadovoljeni uslovi

(19) (Vae0,1}™ o) < @EaN® 1
o 4
. B f* .A. F B -
(20) V) LB)“;J )+ U £ ((FENT = o

i

tada je formulom X=F(T), gde Jje F=(f1,...,fn), definisano re-
produktivno resSenje jednadine f(X)=0,

Dokaz. Uslov (19), kao §to se vidi iz dokaza tvrdjenja II.12.
je, u stvari, uslov ekvivalentnosti jednacine £=F(X) i £(X)=0,
dok je (20) uslov reproduktivnosti funkeije F(X), pa Jje, prema
tvrdjenju I.3., formulom X=F(T) definisano opsSte reproduktivno
redenje jednadine £(X)=0, —

Ako funkeijs £(X) na skupum{O,iﬁn zadovoljava odre-
djene uslove onda redenje jednacine f£(X)=0 mofe da se izrazi
pomoén same funkcije f(X), tj. vaii

Tvrdjenje 11,15, /35/ Ako Je
(21) (Vaelo, 1™ e(a)ea) = 0

tada Jje formulom

X =T + £(7)

definisano opite reproduktivno redenje jednadine f£(X)=0.
Dokaz. Kako je x+u=x ekvivalentno sa u=0 to je X=X+£(X)
ekvivalentno sa f{¥X)=0, Neka je F(X) = X+f(X). Tada je
FR(X)) = POO+E(R(X)) = Xe£(X)+L(X+£(X)) =

= X+F(XV+£{X (XYW KL (X)) =

- KL+ DX VLK) (X)) =

= XL (X)+£{XIF(X) .
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Ako vazri (21),tzda je, prema verifikacionoj teoremi, £CXE(E )=0
za svako X € BM, Tada je

F(F(X)) = X+£(X) = F(X
pa je, prema tvrdjenju II.3., formulom X=F{T) definisanc repro-
duktivno redenje jednadine £(X)=0. —

U sludaju Bulove jednadine f(x)=0 po jednoj nepo-
znatoj uslov (21) je f(O)F{(1)=0, tj. to je uslov neprotivu-
rednosti jednadine f(x)=0, pa je za neprotivurecénu Bulovu
jednadinu f(x)=0 reproduktivno resenje dato Iormulom

A= t o+ f(t)nz

Na kraju ovog dela o Bulovim jednacinama razmatira-
temo sisteme jednadina, tj. razmatralemc matricCne jednacine
oblika AX=B i XA=B, gde su A, X i B matrice ¢iji elementi pri-
padaju odredjeno] Bulovo] algebri B,

Definicija II.6. Neka su Q= “qlail 1=1, 6 ee M3

G=1lyeee,nt L R= “ ij!‘ G=lye0ey0; k=1,4..,p dve matrice sa
elementima iz B takve da Je broj kolona u § jednak broju vrsta
u R. Tada je proizvod QR matrica oblika mxp definisana na sle-
de¢i nadin:

(QR) 5y = _U 9 57 3x (i=l,eeesm; K=1yevuyD)e
Matrice QT i Q? deflnlsu se sa

T
(Q } . o= gL
i ji (i=1lyeeeyM; J=lyeeeyni)
’ L] - m ,

dok se matrica 1 definmse sa

4551

gﬁ.a :je Jil = 13 Jij = ) (i?{j)'

Definicija II.7. 2Da vektor (xl,...,xn)érﬁn kaze se

n
da Je normalan ako Je \J
i=1
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Ako vektor (Kl,...,xn)Ean radovoliava uslove
aiﬁj = O {i,jmljlll,n i i%j)
tada se ka%e da je ortogonalan, Normalan i ortogonalan vektor

ZOoVe 8e orionormalan,

Tvrdjenje I1,16. /35/ HNeka su A= Naij” i I= lc; “

kvadratne matrice reda n. Tada su slededéi uslovi ekvivalentni

(a) wmatrica A ima desnu inverznu matricu, tj. sistem jednadina
A¥=1 je neprotivurecan

(b) matrica A ima levu inverznu matricu, tj. sistem jednalina
XA=1 je neprotivuredan

(¢) 2za svaku kvadratnu matricu B reda n sistem jednacina
AX=B je neprotivurelan

@ (Yo Vo(ax - ar=>x = 1)
(e) A%A =T
(£)  (AT1oys = (paTyr = AT

I .
(g) \J a3 =1 (i=1lyees,n)
It e st oa 1 o
& & o = &, . . :
& J i3 =1 g
n#i

(h) svaka vrsta i svaka kolona matrice A je ortonormalna .

Dekaz ovog tvrdjenja dat je u pomenutod knjizi /35/,
pri ¢emu se koristi veliki broj lema. U radu /17/ 7. Mijajlovid
je dokazao (c¢) <= (e) korifcenjem Votove teoreme, pri Cemu do-
kaz postaje znatno kradéi, odnosno svodi se na dokazivanje u
Bulovo) algebri BZ' Na ova] nacin dokazujemo 1 ostale ekviva-
lencije.

Dokaz., {(a)y=>({c): Polazell qd A-Afl

A“""l

=1 1 mnofenjem te Jjednakosti

-1

sa desne strane sa B dobijamo A +B=B, tj. matrica A "B zado-

voljava jednadinu AX=B za svako B (naravno, imajué¢i u vidu asoci-

jativnost mnofenja matrica).
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(c)Y==>({a): Ako vafi (VE}( HK.}(&Z{iﬁj tada za B=l 1lmano (BX)(!&XHI).‘

1

(b)= (¢): Mnoienjem jednakosti A “A=I sa leve strane sa B, dobi~

Jamo Eﬂ“lﬁzﬁ, tjs. matrica Bﬂ“l je resenje Jjednadine XA=B,
(a)=>(h): Napidimo najpre relenicu "Svaka vrsta i svaka kolona
matrice A su ortoncrmalne'” na pogodniji nadin, Ortogonalnost i-te
vrste se definige sa

33 584 O ( Jyk=l,eseyn 1 J#k ).
To je, u stvari, konjukcija od n2~n Jednakosti, YNormalnost i-~te
vrste se definise sa ‘u’xij = 1, Dakle, ortonormalnost jedne

J“
vrste se definisSe kao konjukelja n%-n+1 jednakesti, dok se orto-

normalnost svih vrsta izraZava pomoéu konjukcije od n(naﬂn+1)
jednakosti, Neka je p=n(n2wn+l)2.81iéno, ortonormalnost kolona
mote da se izrazi pomoéu p jednakosti, Dakle, redenica (h) moZe
da se izrazi kao konjukcija od p Jjednskosti. Ako sve te jJjedna-
kosti napifiemo u obliku a=0 (t]j. na desnoj strani jednakosti

stoji 0) i ako sve leve strane tih Jjednakosti obelezZimo sa

0y 3 ByyeeeyDo, tada se refenica (h) pide u cbliku
P
\J m, = O
1=1
Tada {(a)=3(h) moZe da se¢ napise u obliku
R
(A)(ax = 1) => J mwy = 0
i=1
P
tde (V}{}( AX'::Im#U
i=1
Ove znadi da je () =3(h) Hornova relenica pa je dovoljno doka-

m, = O )

zati da vaii u B,. Neka u B, vaii ( AX)AX=I, Tada je za neko X
LA o

allxll“’algleu ...&)alnxnl = ]
| azlxllkjazale\’**"Jaznxnl 2= G.
(22) .
= Q

anlxllu an2:x:21u ’eu Uannxnl

Bar jedan element leve strane prve Jjsdnakosti Jjednak je 1. Neka
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je to, na primer, 8y 3%519 te alizl 1 Kilxl' Kako je xilzl to Je

=0, tj. matrica A u i-toj koloni ima tadémo

a2imO’ aﬁizg"*“anl

jednu Jjedinicu. Slicno, 12

i
O

2yq%yn BypXsn  eee Aypfen

it
st

8%y o BooXon  esr Bopdns
(23) :

2n1¥12 %22 vt Fon™n2 T
sledi da Je neki agkxkzml, T azkml i xkgml. Ovde je k#i, Jer
u i-toj koloni matrice A svi clanovi su, sem a,., jednaki nuli.
Da bi jednakosti (23) bile zadovoljene potrebno je da svi ostali
Slanovi k-te kolone mabtrice A budu jednaki O,

S81idno se dokazuje i za ostale kolone. Dakle svaka
kolona matrice A ima tadno jednu Jjedinicu i to svaska u razlici~
toj vreti, tj. sve vrste i kolone matrice A su ortonormalne.

(h)=>(a): Ova redenica moZe da se napiie u obliku

D
O m; = 0= (31 Ax = T
i=1
p
e ()Y m; = 0= AX
i=1

H

I )

¥to znadi da je Hornova, pa Jje dokazujemo u Bg. Neka u EE vazi
(h) tj. neka sve vrste i kolone matrice A sadrie tadno jednu
jedinicu. Tada je doveljno uzeti X=AT ra Jje Jjednakost AX=1
zaﬁovaljena.
(n)Y=>(b): kao prethodno
(B)Y=>(e): Redenica (h)=~>(e)}, ti.

\pj miw-oﬁﬂ.&.mz

1=1
je Hornova., Pretpostavka da u B2 svaka vrsta*i kolona matrice
A sadrie po tadno jednu Jedinicu dovodi do ﬁTA = Lo
(e)==>(b): Pretpostavka da je ATA = T znadi (4X) XA = 1.
(h)=>(g): Uslov ;i& aé = 1 (i=1,.0e,n) moZe da se napife

u obliku
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I n 3
H(U é‘flj)ﬁ-
=1 g=l1

pa (h)=>(g) woZe da se ﬁapiée u obliku
P
J m o= :m¢1m1( \) ﬁ»?
1=1

1= jm
$to predstavlja Hornovu reenicu, Ctuda je, prema Votovo] te-

oremi, dovoljno dokazati da (h)=»(g) u B

Pretpostavimo da {(h) vazi u B,y tj. da svaka vrsta
i svaka kolona matrice A sadrzie tadéno Jjednu Jjedinicu. Neka, na
primer, i-ta vrsta na j-tom mestu (u j-toj koloni) sadrii je-

dinicu, Tada je
i
J

S1licno vazi i za ostale vrste.

H

n .
a 1¢0%0?,,,0 = 1 pa je \J a?}: = 1
et

(g) =>(h): Kako reﬁenica (g)ﬁﬂ§(h) moZe da se napiSe u obliku
H(U al}wl'-—-—‘}\JmimO
1=1 J=1

ona je Hormova,pa Jje dovoljno da se proverli u BQ, Ako Jje L}aaﬂl
Jj=1

onda u Eg jedan element te unije Jje Jednak 1. Neka Jje to

i x 9 ¥ Ld ¥

s e B30kt o851, k%141, k" Pk

8335198937058, 505000585 50584 9 1 =05000,8,,=0

tj. bar jedan element i-te vrste matrice A je Jjednak 1 a svi

= l. To znadéi da je

ostali elementi kolone u kojoj se taj element nalazi Jjednaki

su 0. Moguénost da se u nekoj vrsti nadje vige od Jjedne jedi-
nice znadilo bi da (imajuéi u vidu da svaka vrsta ima bar Jjednu
jedinicu) ima viSe od n jedinica, pa bi se u nekoj koloni naslo
viZe od jedne jedinice, 3to je vel iskljudeno. Otuda svaka vrsta
i svaka kolona matrice A imaju po tadno jednu jedinicu, sto u

Bz znadi da su sve vrste i sve kolone matrice A ortonormalne.

i
(hWY=>(£): (A"I")? = (I*AT)* - AT moze da se napige kao

(af10yr = AT A (10a%)r = AT,

2

Svaka od poslednjih dveju Jjednakostli u sebl sadrii n™ Jjednakosti.
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ko sve te jednakosti (ima ih Ena) napifemo u obliku

s.=0 A 8
1 i a
cija postaje \J s = O, Otuda je redenica (h)==(f) Hornova,
m=1
pa je dovoljno da dokaZemo da ona vaii u B,. Neka u B, vaii (h),

=0 A e A.sqmo, gde Je q=2n2, tada poslednja konjuk-

tj. sve vrste i kolone matrice A sadrie taéno Jjednu Jedinicu.
Tada se to odnosi i na matricu AT. Ako je (AT)ijxl tada Je

(ATI’) =0, jer se(ﬁm)ij mnozi sa (1Y) tj. 8a nulom, & osta-

id 33’
1i 3lanovi i-te vrste matrice AT jednaki su nuli, Primenom ope-
racije * dobija se (ATI‘)ijml. Ako je (AT)iij, tada Jje neki

| r
drugi element i-te vrste matrice ﬁr jednak 1 pa se mnoZenjem

i-te vrste matrice AT i j~te kolone matrice I’ dobija 1, tj.

(ATI*)13=1, pa je (ATI’);ij. 7nagi (ATT?)?=A"
bija da je (I'AT)?=AT,

. 314¢no se do-

(£)=>(h): Formula (£)=%(h) je Hornova, jer moZe da se napise
u obliku
4 D
J s = 0 == \J m; = O
m=1 i=1
pa je dokazujemo u B2
Kako Je
(aT1sys = At
& ((aT1y)T =4 (ger ge (ADT = 4)
¢m?((A?I’)T)’ = A ( jer za proizvoljnu matricu M sa
elementima iz B vazi (M’)T = (MT)’ )

Ty, . . ,
S ((I*)7A)* = A ( jer za matrice R, . 1 Q ., sa

elementima iz B vazii (RQ)T = QTRT )
&= I'A = A? |
to su uslovi (ATI*}’mAT i T'A=AY ekvivalentni. Neka je u BB

(aT12)2=AT, tj. IA=A. Ako je a,.=O tada je bar jedan &lan

14
j~-te kolone matrice A jednak 1, Jjer Je element

(I‘A’)ijmalju &g‘ju .u‘Ua_ *UOU&,.

=1, ] J+1,j\}"‘“}anj jednak 1.



40

Ako Jje, medjutim, aijxl tada su svi Clanovi j-te kolone jednaki

nuli, Jjer Je element

(I’A)ij“aljk}*“ljajwl,jtjo‘}aj+l,j\J"’\Janj Jednak Q. To znadi
da svaka kolona matrice A sadrzi talno jednu jedinicu.

Slicno se, polazeli od (I’AT)’mA’ y Sto je ekvivaw
lentno sa Al =A% , dokazuje da svaka vrsta matrice A sadrii
taéno jednu Jjedinicu,

(@) =p(h): Matrilne jednakosti
AZ = AY i L =%

mogu da se napisu, redom, u obliku

I ¢} 41 n
A NC @D, =), ), i/:\l ;;Q\J.( (0 5=(0); )

i=1 J=1
tie u obliku
A A (ary. =0y, A A
& AX ), .+(4AY ). .=0 XYy, (Y)Y, .=0
(2 ) FAY JC\l )13 )3-3 . 101 J/;\l ( )la’*“( )lj )

Ako sve Clanove prve konjukcije u (24) obeleZimo sa PyseessP 5
n

a druge 8a Ty,...,T , dobijamo Emeste (24)
n

j$1 i1
J p, =0 ’ r, =0
=1 k X1 B

m
pa implikacija (VX)( VY%( AX=AY ==>ng) postaje
n n
(25) (Vxy( ¥ry U =0 =V 2,0 )
w 1 (e

Posto elementi pk(kml,...,ne} zavise od elemenata matrica X,7 i A
a elementi rm(mml,.*.,ng) zavise od elemenata matrica X i Y, to
(25) moZe da se napiSe u obliku
(26) (V2)( £(2,1)=0 == g(z,1)=0 )
gde je Zm(xll,...,xnn,yll,...,ynn) a Mm(ﬁll""’ann)’ pri demu
funkecija g, u stvari, ne zavisi od M., Prema tvrdjenju II1.10.
formula (26) je, uz uslov (\G’M)( 472)1(2,M)=0 ekvivalentna sa
(V2)( g(z,m) <£(z,M) ).

Uslov (VM)(BZ)HZ,M)#O je zadovoljen, Jer je ekvivalentan sa

| (VA)(HX,Y)(.AKEAY)* a dovoljno je uzeti da je X=Y=I.
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Sada koristimo dinjenicu da ako Jje A4&=»E uz uslov C,
tada je uz uslov C (A=D)<=>(B=2D), tj. iz C=Pp{A&=>B) sle~
di Cc=((A=3D) &> (B=D)), 8to se lako dokazuje. Otuda je
formula (d)==2(h), tj.

(VE)( £{2,M)=0 =% g(Z,M)=0 ) = b(M)=0,

¥
gde je bM)=\J m,, ekvivalentna sa formulom
i=1 ~

(V2)( g(z,1) << £(2,M) ) =>1b(M)=0.
Posle izvladenja kvantifikatora dobijamo

(32)(C g(2,M) < £(Z,M) == b(M)=0 )
odnosno formula (d)==(h) je Hornova, pa Jje dovoljno da Je do-
kazemo u BZ' Pretpostavimo da nisu sve vrste 1 kolone matrice A
ortonormalne (posteji, znadi, neka vrsta ili kolona koja ne sa-
dr¥i tadno jednu jediniecu). Ako, na primer, i-ta vrsta sadriil
sve nule, onda jednakosti

(AX) ;4= (AY ) qyees, (RX), =(RT),
va¥e i u sludaju da odgovarajuéi &lanovi i~-te vrste matrica X 1 ¥
nisu jednaki, Iz ostalih nawn jednakosti ne sledi Jednakost od-
govarajuéih elemenata i-te vrste matrica X 1 ¥, jer oni u tim
matricama ne udestvuju. U sludaju da neka vrsta ima dve jedi-
nice, recimo da Jj-ta vrsta ima jedinicu na k-tow 1 bh-tom mestu,
to znacl da Je
(27) Xy U X = TV Tieg (1=1yeee4n)
Iz jednakosti (27) ne sleduje jednakost odgovarajucih elemenata

X3 = Tpj I X = Vg (i=l,0ee,01),
jer je dovoljno da je x,.=¥,;=1 pa da jednakost (27) wvaii,
dok elementl X, . 1 Tys (i=1,ese4yt) MOBY da budu proizvolini.
U ostalih nzwn sednakosti (koje se dobijaju izjednacdavanjemn
ostalin elemenata matrica AX i AY) elementi i~-te vrste matri-

ce A ne ucestvuju.



U sludaju da neka xolona watrice A sadrii sve nule,
neka je to recimo kx-ta kelona, tada u jednakostima
(28) (AK)kj s (Ai}kj (J=lyena,n)
ne udestvuju elementi k-te vrste watrica £ 1 ¥, tJ. jednakostil
(28) vafe i kada su odgovarajuci elementi x . 1 ¥py (121, 0uesn))
razlic¢iti,

Ako neka kolona matrice A sadriZil bar dve jedinice,
na primer k-ta kolona sadrii na i-tom 1 j-tom mestu jedinicu,
onda to znadi da u Jjednakostima
(29) (BX) ;= (AX)4y 4 (AX)jh = (AY)jh (R=lyeeeyTt)
ulestvuju elementl x., 1 ¥, (h=l,.e0,0). Po3to je iskljulensa
moguénost pestojanja dve jedinice u jednoj vrsti, to znaci da
su jednakosti (29) oblika
(B=1l,eeeylt),

th = Yxn * Xgn T Jkn

cdnosno svode se na iste jednakosti. Prems tome, posto u ng
jednakosti, @obiganih irjednadavanjem odgovarajucih elemenata
matrica AX i AY, ima Jjednakih, to postoje odgovarajuci elementi
Xpg 1 T g koji ne figuridu u tim Jjednakostima, tj. oni mogu da
buvdu i razliditi.

(ey=2(h): Ako je ATA=I, tada se mnoZenjem Jjednakosti AX=AY sa
leve strane matricom A dobija XZ=1,

Tvrdjenje 11.17. /17/ MNeka je sistem Bulovih jednacina

allxlU 3121{2\) ® & ‘n) aln:{n = bl

(8) :

zapisan u obliku AX = B , gde Je
™~ - ™ e £ “
all"’aln . xl bl

A o= 4 L = . B o= .
%n1***%nn - *n | - Pn
L. i [ W | s ol

Tada vazi iwmplikacija
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(30)  aTa=I => Yo ,..0,b Vi oo, 7 (AX=BEDX =D A Lot AX =D ),
Dy je determinanta dobijena iz matrice A zamenom 1-te kolone

vektorom (bl""*bn) s determinenta matrice A se definise sa

de‘t(;i.) & U al .*.&n y
pe’l Py Pn

gde Jje P skup svih permutacija skupa {1,2,¢..,n}, a pﬁ(pl,...,pn).

Dokaz. /17/ Dokaz se izvodi u BE' jer je odigledno da je (30)
Hornova formula, Iz prethodnog tvrdjenja je ocigledno da ATA=I
povlacdi AATmI. Ako je + znak za simetrilnu razliku tada je
(b2,+,-,0,1) polje. Zbog ortonormalnosti vrsta i kolona matrice
A, sistem (S)+, dobijen iz (8) zamencm znaka U sa + , ekviva-
lentan je sa (8). Ako u definiciji determinante operaciju U
zamenimo sa + , 1MAWO

det(AT)det(a) = 1 tj. det(A) = 1,
pa Jje prema Kramerovom pravilu

AX=B &> x;=D]A.oo A x_=D_
gde Jje D; determinanta sa + . Zbog ortonormalnosti vrsta 1 kolo-
na matrice A, simetridna razlika + u D; moZe da se zamenil ga U
pa Je

AX=Y &= xlleA IR AN xﬁmDna.



ITT OPISIVANJE OPSTIH I REPRODUKTIVNIH

RESENJA DATE JEDNACINE

Data je jednadina r(x)=T, gde je r(x) relacija
nekog skupa S. Neka je R skup svih redenja date jednacine, tJj.
r{x)=1 &> x€R, Neka su +:(SU {T,,._} )EW S
1 (8U LT, l})g-—-a- sul{T,Ll}, ":{ 1y — {T,j_} proizvoljna

preslikavanja koja zadovoljavaju zakxone

(1) O+xsx , x+0=x , O+*x=0 , lex=x, O'=1, 1'=0
za svako x €5, Tada vaiil

Tvrdjenje III.1. /25/ Formulom

F(x) = r(x)x + v ()A(£(x))

sa parametrom f:S-» S oplsuju se sve funkeije F:5-—» 35 za koje je
x = (%)
reproduktivno refenje jednaline r(x)QT-, pri demu je x=A(%)

opite reienje jednadine r(x)=T .

Dokaz. /25/
x=F{t) je reproduktivno resenje jednadine r{x)=l
&= ( V:x: e R)(x=F(x))A ( ¥x ea\2)(F(x) €n) (prema tvrdjenju 1.2.)
= ( Vxer) (x=F(x)) A (¥x€S\R)( Tt €8)(F(x)=4(t))
( x=A(t) je op3te re3enje jednadine r(x)=1 )
== ( \if}céﬁ)(x:}i‘(x)) ACIF:BNR —> 8)( \jx e SNRY(F(x)=A(F(x)))
- ( primena aksiome izbora)
&3 ( r:5— 5)( Yxe8)( Fx)=r(x)x+r? (x)A(£(x)) ) i

(primena zakona (1), a f je prodirenje od f). -
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Primer III,1. /25%/ Odrediti sva reproduktivna

resenja Bulove Jjednacine
P(xyseeesXy) =T (x; €{0,1})
Primenom Levenhajmove formule dobijamo opsSte resenje

= v (-
Xl plr (tl,q.n;,tn)UtlI‘(tl,*--,tn\)

}{n = pnr1 (tl, ¢ gtn) U tnr(tl; LI ,tn),
gde Jje (pl‘*“’pn) partikula—no reSenje jednadine r(xl,...,xn)ﬁT .
Sva reproduktivna resSenja date Jjednaline odredjena su formulama

xlmxlr(tl,.a,tn)Lir’(tl,...,tn){plr’(fl,...,fn)kfflr(fl,...,fn)

xnmxnr(tl,...,tn)\Jr’(tl,...,tn)(Pnt’(fl,...,fn)ufnr(fl,...,fn)
gde su f.:{0,1)%—> {0,1} parametri.

Prethodno tvrdjenje predstavlja osnovnu inspiraciju
za nekoliko narednih tvrdjenja. U njemu Jje dat algaritém za 04~
redjivanje reproduktivnog reéénja date jednadine ako se zna jedno
opSte reSenje date jednadine. Postavlja se pitanje da 1i pomoéu
jednog opSteg refenja mwogu da se opiSu sva opsta 1 sva repro-
duktivna redenja. U radu /4/ ovaj problem se svodi na refavanje
funkcionalnih jednadina oblika fhkf=f i fhf=f, o demu govore
dva naredna tvrdjenja.

Radi lak3eg rada, recenice "f je opSte resenje
jednacine r({x)=1 * i "g je reproduktivno redenje jednadine
r{x)=1 " obelefavamo respektivno sa G(f) i Rp(g).

Tyrdienje IIT.2. /4/

(Vr,g:5 — 5)(6(£) => (6(g)&=> ( Fh,k:S —8)(g=fk f=fkh))
Dokaz. /4/ Neka je f dato opste reéanje. Prema tvrdjenju I.1l.
imamo da je G(g)e= (VXQS)(I‘(X)“‘TM ( dves)(x=g(t)).

Dalje imamo
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(Vxes)(r(x)=T &> ( dv€8) (x=g(t))
&> ( Vxes)(2(x)=T = ( Jt€8)(x=g(t))
ACVxes)(( dres)(x=e(s) = r(x)=T)
( prema definiciji ekvivalencije )
= ( Vxes)( Jre ) (o(x)=T=> x=g(t))
A ( VX&S)C \‘Efteﬁ){:{mg{t) =% p{x)=T )
( primenocm valjsnih formula
(o)At = B) &3 ( Vx)(alx) = B) i
(3 = (Ix)at)e=> () (B=>4a(x)) , gde x nije
slobodna promenljiva u B)
& (Jn:s-»sHV xes)r(x)=T=2x=g(h CeNa e Vxesiaa g (t) = r(x) =T )
( primena aksiome izbora )
&= ( s —=5)( Vx €8)(x(x)-T=> x=g(n(x))A (Tt €8)(x(g(t)=T)
( primencm valjane formule (Vx)(xmu =y A(x) )Y A(w)

zde term u nije slobodan za promenljivu x )
&Y (dn:s—>5)( Vxes)(( Ftes)(x=£(t)) =% x=g(h(x))
ACVees)(dses)(glt)=£(s))
( £ je opite redenje, tj. r(x)=T&F( ds €5) (x=£(s)))
&> (nis—>s) Yxes)( Vees)(x=£(t) =3 x=g(a(x)))
ACTx:s>8)( Vees)(g(t) = £(k(£)))
( primena aksiome izbora )
& (dh:s—>35)( Vie $)( Vx€ 8) (x=£(t) = x=g(h(x)))
AL 3}::5%83(5%@
&= (An:is—)( Ve €8)(£(£)=g(n(£)) N A (Fk:5-5)(g=Ik)
& (Jn:8->3)(ght=£) A T k:5—5)(g=1k)
&> (Ah,k:5—»8)(f=ghf A g=k)
@(Bh,k:a-—a—s)(gxm A f=fxhf), -4

" 7nadi, ako je f op3te reSenje, tada su sva opsia
refenja oblika fk gde funkcija k:S-»5 sa funkcijom h:d5 —*O

zadovoljava funkecionalnu jednacdinu f=Ikhf,
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Tvrdjenje II.3. /4/
¢ Vf,g:S%S)(G(f) =P (Rp(g)feﬁ?( Ar:8 —>8)(t=fkf A g=£fk)

Dokaz. /4/ Neka je £ dato opSte reSenje 1 neka Jje g repro-
duktivno relenje, tj. G(L) 1 Rp(g). Tada je
RPC%}
& o)A ( Tx€8)(r(x)=T => x=g(x))
( prema definiciji )
&> () A ( Yxes)((Ttes)(x=£(t)) => x=g(x))

( prema pretpostavei da je f opSte reSenje )
= 6(g)A ¢ Vees)(( Jres)(x=£(t) = x=g(x)))
o)A (Vxes)( Vees)(x=1(t) = x=g(x))
&> a(g)A (Vo es)( Vxe's)(x=£(t) => x=g(x))
e>ale)A ( Ve es)(£(t)=g(£(t)) |
&= G{g) A f=gf
&> ( 3h,k:8—>S)(g=fk A fkhf=£) A £=gf
| ( prema prethodnom tvrdjenju )
&> (Jh,k:8—» 8)(g=fk A fkhf=f N f=gf)
<> (3h,k:5—»8)(g=fk Afkhf=f A fkf=1)

&> ( Jk:5—+8) (g=fk A fkf=£)A ( Jh:8S—»3)(£=1khf)
&Y (Ak:5—»8)(g=fk A fkf=f)
( jer je formula fkf=f =% ( Jh:8-» 8)(f=fkhf) talna
poito h mofe da bude, na primer, identicko pre-
slikavanje skupa S na ékup S)

Kao 8to je dokazano, problem odredjivanja svih re-
pf@duktivnih refenja date jednadine, pod pretpostavkom da Je
poznato opdte resenje f te jednacine, svodi se na odredjivenje
funkeije k koja zadovoljava funkcionalnu jednadinu fkf=f, Ovaj
problem resava gsledeée tvrdjenje. Dogovorno sa f”l(s) 0znac a-

vamo skup svih &lanova x iz £(8) &ija je slika s, tJ.
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f"l(s) = {.x | f{x) = s}
Tyrdjenje ITl.4. /4/
fuf = £ &> (Vxes)(x(0)=T=> k(x)er x))
Dokan. /4/
(Vxes)(r(x)=T = k(x) & +(x))

M(Vx&S)(r(x):Tzﬁ f(k{x))=x)
&= ( Vxes)(( Fres)(x=£(t))=> £(k(x))=x))
&> ( Vxes)( Yoes)(x=£(t) => £(x(x))=x)
&> ( Voes)( Vxes)(x=£(t) => £(k(x))=x)
& ( Vees)(e(e()))=2())
& fkf = £f.0

Rudeanu je u radu /36/, nadovezujuli se na radove
/247 i /4/ dao veze izmedju reSenja f i g date jednacine, pri
emu se problem opet svodi na reSavanje funkcionalnih jednacina,
2li drugog tipa. U ovom radu se resSenja posmatraju kao presli-
kavanja skupa S u skup reSenja R, pri Cemu se ne pominje sama
jednadina. To je inade ekvivalentno sa deosadadnjim nacinom po-
smatranja ovih problema, jer svakom resSenju, %j. preslikavanju
f:3 —» R odgovara jednadina x€¢R i, obratne, svako] neprotivu-
rednoj jednadini odgovara redenje, tj. preslikavanje skupa 5 u
skup R. Tako i ¢injenica da je, recimo, f funkcija resenja moze
da se izrazi u obliku (\jt)(f(t)EER).

Tvrdjenje III,5. /36/ Neka je f opste resenje 1

neka je g:5—» 8. Tada je g opste resenje ako 1 sawo ako g(S)ICR
(R je skup re3enja) i f=gh za neko h:5—»35,
Dokaz. /3%6/ Ako je g opite reSenje, tada je g(S)CR. Ovde je,
Sak, g(8)=R, jer je g preslikavanje "na". Za svako t €35 iwmamo
da je f(t)&€ R=5(8). Biramo x€&3S tako da Je g{x)=£(t) i stavimo
da je h(t)=x. Tada sledi da je 2za svako T €03

gh(t) = glx) = £(t).
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Obratno, ako je g(S)CR 1 gh=f, tada za svako s&€R uzimamo t&€5S
tako da je s=£(t), pa je s=g{h(t)). —

Tvrdjenie I11I1.6. /36/ Neka je f opste resenje i

neka je g reproduktivno redenje. Tada je f=gf.
Dokaz. /%36/ Kako je f opSte redenje imamo da Je f{t)€ R za

svako t& 5, pa je g(£(t))=£(t), zbog reproduktivnosti resenja Ze ~

Tvrdjenje III.7. /36/ Neka je f reproduktivno re-
Senje i neka g:S—+ S zadoveljava uslove g(8)YCR i f=gf. Tada Je
g reproduktivno resenje. |
Dokaz., /3%6/ Prema tvrdjenju IXI.5. g Jje op3te reSenje posto
zadovoljava uslove g(8)CR i f=gf. Medjutim, kako je x=f(x)
za svako x&R, to je g(x)=g(f£(x))=gf(x)=£(x)=x,

Tvrdjenje 111.8. /36/ Neka su f,h:5—3, Tada

(a) Jednadina f=gh po g Jje neprotivurecéna ako i samo ako
(al) ( Vx,x’ € 8)(h(x)=h(x*) =P f(x)=0(x?))
(b) Kada je uslov (al) zadovoljen sva reSenja g jednacine
f=gh su data formulom
f{(x) , ako je t=h(x)
(v1) g(t) =
proizvoljno, u drugim slucajevima
Dokaz. /%6/ Neka jednadina f=gh ima resenje g. Tada h{x)=h{x*)
implicira f(x)=g(h(x))=g(h(x?))=£(x*). Obratno, neka vazi {al).
Tada je formulom (bl) odredjeno preslikavanje g za koje Je
e(hi(x)) = £(x) za svako xX€5,
ime je dokazano postojanje resenja g. Neka je gh=f. Ako Jje
t=h(x),tada je g(t)=gh(x)=f£(x), odnosno g je oblika (bl). ~
Iz poslednjeg tvrdjenja se neposredno zakljucuje
da su sva reSenja funkcionalne jednaline f=gf oblika
t , ako je t& £(8)

g(t) =
proizvoljno, u drugim slucdajevima
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Tvrdjenje I111.9. /56/ Neka je f:8-—3, Tada posto-

ji obostrano jednoznalno preslikavanje izmedju svih funkeija h
koje zadoveljavaju uslov (al) prethodrnog tvrdjenja i svih pa-
rova (H,k), gde je H particija skupa S finija od Fm{f“l(s)lsef(s)}
a k:H~> 38 je presiikavanje "1-1",

Tnade za particiju P kaZemo da je finija od parti-
cije ?1 istog skupa ako Jje svaka klasa iz P podskup neke klase
1z Pqe O&igledno da je F particija skupa o,

Dokaz. /36/
(i) Neka je h funkecija koja zadovoljava uslov (al). Tada jJe,
oc¢igledno, particija

H = {h"‘l(s) lseh(s)}
finija od ¥, dok je k:H—35, definisana sa

(Vs e H(8)) (k(n™(s))=8),
preslikavanje "1-1", Ovo je bic nacin da se datom preslikavanju
h pridruzi par (H,k),

(ii) Neka je H particija finija od F a k:H-—3 preslikavanje
"}-1", Preslikavanje h se odredjuje na sledeli nacin:

(Vxes)(alx) = x(C))
gde je CE€H klasa koja sadrii x. Tada preslikavanje h:3—>05
zadovoljava uslov {(al), jer hix)=h(x’) znadi k(C)=k(C'), gde
x*& C'& H, a kako je k preslikavanje "1-1", sledl da je C=C’,
To znadi da x 1 x' pripadaju istej klasi, recimo f"l(s), pa je
f{x)=g=f(x?), Cvim je dat nalin za odredjivanje funkcije h koja
odgovara paru (H,k).

Treba da se dokaZe da Jje preslikavanje izmedju svih
funkeija h koje zadovoljavaju uslov (al) i uredjenih parova
(B,k) "1-1" i "na", |

(iii) Neka je nh funkcija koja zndovoljava (al) 1 neka su
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H 1 k odredjeni kao u (i). Treba da se pokaZe da se funkcija
h?, konstruisana kao u (ii), poklapa sa funkcijow h. Za dato
x€8 klasa iz H koja sadrii x je ona klasa ﬁ“l(s) za koju je
h(x)=s, pa je

h'(x) = k(h™*(s)) = s = h(x).

(iv) Slidno, polazeéi od particije H'finije od F i preslika~
vanja k:H—S koje je "na", konstruiSemo funkciju h kao u (ii).
O0d te funkcije h dobijamo par (H',k') odredjen sa

B = {1(s) | sen(s)]
dok Je

k’(h"l(s)) = g za svako s €¢h(8).
Treba da pokaZemo da se par (H’,k’) poklapa sa parom (H,k),
Neka je C&€H i neka Je k(H)=s, Ako xeH, tada je

h(x) = k(C) =38 (s eh(8)).
Obratno, neka je x’e;ﬁ”l(s) 1 neka je C’ klasa iz H koja sadrii
x?*. Tada je

k(C?) = h(x*) = 8 = hix) = k{(C)
pa Je C'=C, tj. x'¢€ H, Time Jje dokazano da je H“l(s) = C&H,

odnosno, sa prethodnim, da je

B = {n"l(s) | sen(s)}=mn

Neka Je Cmﬁ”l{s)EiH. Tada je k’(hﬁl(s))ms. Med ju-
tim, uzimajuli da je x€H, dobijamo k(C)=h(x)=s, tj. k?*(Cr=x(C), —

Kao &to se vidi, odredjivanje op3tih, odnosno repro-
duktivnih refenja date jednadine svodi se na reSavanje funkcio-
nalnih jednacdina f=gh, odnosno f=gf, Medjﬁtim, kako funkcija g
treba da zadovoljava i uslov g(S)C,E, 1z skupa svih resSenja
funkcionalnih jednaclina treba uzeti ona koja zadovoljavaju

ta] uslov.
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Gada dajemo dva tvrdjenja kojima se odredjuju sva
opita, odnosnc reproduktivna resenja dste jednacine u obliku
proizvoda preslikavanja fh, gde Je £ dato opste resenje date
jednacine.

Neka Jje Fm-{fﬂl(s) ! SE&f(S)}' ti. ¥ je kolidnik
skup koji odgovara relaciji ~~ skupa 3 definisanoj na slededi
nacin

X

Xq ewf(xl)mf(xz).

Oznadimo sa H skup svih preslikavanja h sa svojsivom

(Vs ersn(Txesyaxre e is)),
fjs u svako]j klasil f“l(sjéaF nalazi se bar po jedan element
oblika h{x) ( kaZe se joS da h sadrii transverzalu ). Tada

vazii
Tvrdjenje 11,10, Neka je It S-2%R, gde je R skup

refenja jednadine r(x)=T (r(x) je relacija skupa 5), tj. £ je
opS3te redenje. Tada se sva presiikavanja g: S-2% R (odnosno sva
opita redenja jednadine r(x)=1 ) mogu ovako opisati:

g = fh , gde je he&lH,
tje. vredi ekvivalencija

e:3-0% g <=> (Jn&H)(g=fh).
Dokaz. DNeka je, najpre, g opste refenje. Prema aksiomi izbora
iz svake klase f”l(y},yéiﬁ, moZe 4a se izabere po Jjedan element.
Cbeleiimo ga sa X o Za svako t €S imamo g(t)€ R, odnosno g{t)=s
za neko s€& R, Neka je h(t)=x, . Kako je f(xg)#ﬁmg(t), to je za
gsvako 1 €5

£(h(t)) = £(xg) = 8(t).
Preslikavanje h pripazda skupu H, jer kako je g cpste resenje,
to za svako s€R postoji t&S5, tako da Je g(t)=g, a to znadi

da za svako x_ postoji ¥ tako da je h(t)me,
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Obratno, neka Jje g=fh za neko h& H, Take je za sva-
ko t€ S
g(t) = £{h(t)) = £{x)ER,
jer je h(t)=x€ 3. Znadi da je g resdenje. Prema pretpostavei da
je h& H imamo
(1) (Vser)(Jres)(n(t)e £71(s)).
ObeleZimo sa t, odgovarajuéi, u smislu (1), element za s. Tada jJe
g(t,) = f(h(ts))ﬂ g
jer je f(f“l(s))=s, pa je i f(h(tﬂ))as, pogto h(tB)E&f"l(s),'“!
Ako se funkcija h iz skupa H posebnoe izabere, dobija
se reproduktivno resSenje. Iz prethodnog tvrdjenja se vidi da za
svaku funkciju b vaiZi uslov: za svaku klasu f“lix) postoji bar
jedan element t€ S takav da je H(t)€& i‘”l(x)* Medjutim, u opstem
sludaju, ne mora da bude h(x) €& f“l(x}.; Ako je h(x)&f"l(x), & O
bijeno redenje g=fh je reprodukitivno.

Tvrdjenje IIT,11. Neka je £:5-+R opSte redenje

jednacine r{x)=1. Preslikavanje g:5-+S je reproduktivno rese-
nje ako i samo ako Je g=fh za neko h sa osobinom da je za svako
x€R h(x)€ £ *(x).
Dokaz. Ako je x€S5SNR tada je

g(x) = £(h(x))€ER
Ako je x&R tada je

g(x) = £(a(x) = £(£7H(x)) = x
tj. g je reproduktivne reSenje. Obratno, neka je g reproduktivno
refenje. Odredimo funkeiju hiR tako da je za svako x€R
(th)(xﬁé&f'l(x), 3to je prema aksiomi izbora mogute, Tada je
za svako x&R

£(a(x)) = £(£7H(x)) = x = g(x).
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Ako x&€ 5\NR tada Je

(2) g(x) = s

za neko s€ R, jer je g redenje. Kako je f opste resenje, to za
svake s€ R postoji t tako da je f£(t)=s, odnosno t€&f“1(5). Iz
gvake klase odaberimo po jedan takav element t. Obeleiimo ga
sa t . Odredimo preslikavanje KIS\ R tako da je za svako X ko~

je zadovoljava uslov (2)

(h|{SNRY(x) = t_.
Tada Jje za svako X€S5SN\R

f(n(x)) = £(t ) = & = z{x).
Poslednje tvrdjenje je, u stvari, posledica tvrdjanja IITa%. 2
tvrdjenja 111.4.

ZapaZanje II1,1. Tvrdjenje I1I1.11l. moZe da se izvede

12 tvrajenjaﬂliﬁ.l.
Dokaz. Polazi se cod ekvivalencije

x = £(t) Je reproduktivno refenje jednadine r(x)=T
&> (VxerR)(£(x)=x) A (FL:5\R—>5)( VYxes SRY(E(x)=g(h(x)))
koja figurife u dokazu tvrdjenja 1II.1l, Izvodjenje se sastoji
u transforwisanju desnog dela poslednje konjukcije, kako bi se
preslikavanje f dobilo u ob’ iku proizvoda preslikavanja. Posled-

nje konjukcija je ekvivalentna sa

(Vx eR)(£()=x) A (Vx eR)( Tt €8) (x=g(t))
ACIESNR—+8)( VxeS2R)(£(x)=g(h(x)))
( jer je g opdte redenje )
e= (VxeR)(£(x)=x A ( Ft€8)(x=g(t)))
ACAr:sNR—>8)( Vxe s WR)(£(x)=g(hlx)))
( prema valjanoj formuli |
(Vx)a(x) A (NVx)B(x) &= ( Vx)(A(x) A B(x)) )
== ( VXE—,R)( 3‘1‘:6 SY(f(x)=x A x=g(t))
( Ar:8NR—8)(VxesS\R)(£(x)=g({n{x)))
( prema wvaljanoj formulil (Ex)A(x)z\ B &= ( HX)(A(}C)AE)
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e ( Vxer)(dtes)(r(x)=g(t) A t g ~(x))
Al LS NR — 8)( VxES\R}(%(x) =g(h{x)))
e ( Jr:R— 8)( Yx €R)(k(x" € g 1 (x) A £(x)=g(k(x)))
AC J£:SNR —>»8)( Vxe S\NR)(£(x)=g(h(x)))
e (xR~ S)( I8 \R—>»3) [( VxeR)(k(x)e g L (x)
Af(x)=g(k(x)) A (Vxe8NR)(£(x)=g(h(x))]
& ( Jr:r— 5)(IrsNr—5) [( VxeR) k()€ g 1(x))
A Vx €R) (20 =g(k(x))) A (Vx€SNR)(£(x)=g(h(x))]
&( J3:8 = 3) [( VxeR)(j(x)€ g L) A ( Vxéa)(f(x) g(a(x))]

&=(33:8 — ) =53 A (VxeR)(§(x) € & 1(x))]
k(x) , za XER

gde je J(x) =
n(x) , za X€S\R

Kaop &to je vel navedeno, tvrdjenje III.l. daje
algoritam za odredjivanje svih reproduktivnih resenja date
jednadine r(x)=T , gde je r(x) relacija datog skupa S, 5to se
postize formulon

F(t) = ()t + (%) ACL(E))
gde su operacije + , ¢ i * posebno definisane. U radu /21/, ko-
ii razmatra druge probleme, ukazuje se na mogulnost formiranja
funkcije F(t) na drugi nalin. U gvakom sludaju, funkcija F za-
visi od same jednadine, odnosno relacije r(x), od promenljive
x i od datog opiteg refenja, tj. izraza A(f(x)). Ovde dajemo
izvesne dovoljne uslove za funkciju od tri promenljive
G:S X% {T-,_L} A R-—»S (R je skup resenja jednaline r(:x:)mT)
da bi formulom

= G(t,r(t),AL(£)))

bila definisana sva opita reproduktivna resenja dateqjednaéine
r(x)=T1.

Tvrdjenje I11.12. Formulom

(3) x = G{t,r(t),A(£(t))), gde je f:8-» S,

se opisuju sva opita reproduktivna reSenja Jednaline r(x)=T,
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ako je funkcija G(x,y,z) definisana ovako

G(x, | 42} = X

G{x, L2) = 2
Dokaz. Dokarimo da je formulom (%) definisano regsenje Jedna-
Sine r{x)=T1., C8igledno, ako je'tE&E, tada je G(t,r(t),A{£(%))=1.
Ao Je t€ SN\E , tada Je

G(t,r(t),A(£(t)))=ACL(t)) ER,
Neka je F(t) opdte reproduktivno refenje jednacine r{x)=T .
Dokadimo da ono moze da se dobije iz (3). Ako je t&R, tada jJe
F(t)=t=G(t,r(t),A(£(%))). Neka je za neko t&S8N\R F(t)=x&R.
Kako je A op3te reSenje, to postoji ueS za koje je A(u)=x.
Neka je f:80 =3 ;akvo da je £(t)=u. Tada je

AR(E)) = Alu) = x = F(t). ~4

Napominjemo da Jje dokaz mogao da se lzvede 1 1z
ekvivalencigje

x=F(t) je reproduktivno redenje Jjednadine r(x)=]
= ( Vx € R)(F(x)=x) A ( J£:8—»5)( Tx €SNR)(F(x)=A(£(x)))
tvrdjenja 11l.1l,

Kada ge reSava sistem jednadina onda se obicno, kao
xod Bulovih jednadina, najpre sistem redukuje na jednu jednali-
nu, pa se onda resava. Medjﬁtim, ovo redukovanie nije u svim
strukturama pogodne ili je,pak, dobijena jednaCina suvige slo-
vena za redavanje. Zato se postavlija problem resavanja sistema
jednacine bez prethodnog redukévanja sistema na Jednu, njemu
ekvivalentnu jednadinu, U /35/ Rudeanu postavlja ova] @reblem
za Bulove jednadine. Ovde dajeme dva nacina za refavanje ovog
problema za sistem proizvoljnih jednadina.

Tvrdjenje II11.13. Neka je x=g(t) (g:8 —»G)

cpéte redenje jednagine ry(x)=T a t=hn{u) (h:5—=5) opite
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reSenje Jjednadine rg{g(t})ﬁr . Tada je formulom

(4) x = g(h(u))
odredjeno opste resenje sistema jednacina
(5) r(x) =T A ry(x) =T

gde su rl(x) i rg(x) relacije datog skupa S. Re3enje definisano
sa (4) je reproduktivno ako i samo ako
(6) (VueRr)(n(w)e gt (u) ,

pri éemu je R skup redenja sistema (5).

Dokaz. Ocigledno je da je (4) reSenje sistema. Doka%imo da je
opste.
(ry(x) =T A r,(x) =T)
& (dt)(x = gt A o(x) =T
( g je opSte reSenje jednacdine rl(x)mT')
& (F)(x = gt A rp(x) =T )
( prema formuli
(7) ( dx)A(x) A B & (I x)(A(x) A B)
gde x nije slocbodna u B )
& (ded(x = g(t) A r,(8()) =T )
( prema formuli x=aAb(x)é&d x=a Abla) )
&> (dE)(x = glt) A ( du)(t = n(u))
( b je opSte redenje jednadine rz(g(t)) =7 )
&y (d6)(Fuwi(x = g(t) A t = h(u))
( prema formuli (7) )
=% (F)( wW(x = g(ulu)))
( prema formuli x=aAb(x)==3bla) )
= ( Ju)(x = gnlu))). |

Dokaz za reproduktivnost je oligledan, —i
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Posledica I1I,1. Neka je x=g(t) (g:3 —>» 5) opste
resenje sistema
I‘l(}{}:r FaX I‘E(X):_i AN ..,f\}?n”l(}{):T
a t=h(u) (h:8—» 3) je opite redenje jednadine rn(g(t}}:T ,
Tada je formulom x=g(h(u)) odredjenc opste resenje sistema
ri(x)=T A v, (x)=T 1n wes N, (x)=T .
Dokaz. Korisleniem indukelje pe n.

Primer II1I.2. ReZiti sistem Bulovih jednacina

axUbx? = 0 AN cxwdx® =0
Opite redenje prve jednacine je x=bua't, uz uslov ab=0. Jedna-
cina ra(g(t)):T' je‘u ovom sludaju
c(buart)vd(dbr(avt?)) = 0
&=> cbyaletyabldvb?dt’ = 0
‘¢ﬁ$*(a‘ﬁn;cbx;ab‘d)ttJ(b’dt)ckaab’d)t’ =
&=y (a’cucebuvad)t v(b'dVeb)t? = O
jer je ab’=b, posto je ab=0., Uslov neprotivurednosti je
(a*cVebuab'd)(b'dvch) = 0
&==» a'b'cd v a’cbucbuab’™d = O
&= ated Veb vab?d = O ( bleg=c )
Q:::;»a*adtxabﬁad = Q ( a*d=4 )
= cd Vechuvad = O
Zajedno sa uslovon neprotivurednosti prve Jjednadine sistema
dobijamo abwvadyvcbued = O tj. ab=0A ad=0 N ¢b=0 A~ cd=0Q,
Tako Jjednadina rg(g(t))xT' postaje a’ct wb’dt*=0, odakle Je
t=b?d u (a’e)’u tj. t=b’dv{ave’lu, pa je
x = bva*{b’du(ave’)u)
x = bya'brduvadeduy
x = byva'dva’clu ( puagp’=puaq )
x = bvduvatclu ( ad=4, jer je ad=0 ).
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Primer II1.3, Rediti sistem Bulovih jednacina

ax? = 0 A Dby = 0 A e’xyvex’uycy = 0
Ovaj sistem (/35/) moZe da se reSi svodjenjem na jednu jedna~
Einu 11i koriSéenjem teoreme Levenhajma uz poznavanje jednog
partikularnog reSenja. Ovde ovaj sistem reSavamo koriséenjem
tvedjenja 111.13.

Op3te reSenje prve jednacine je x=bV t a druge
y=buu. Istovremenc to je reSenje sistema prvih dveju jednadina.
7amenom u tretoj jednalini dobija se

¢t (avt)(punyvclavt)'velbuu)’=0
&= e?(abvauuybty tu)uvea’t? veb?u?=0
& (er'tuactuvalet?luveb’uabe’vbe’tvatet?)u’=0
iz cega se dobija
u = {eb?Vabctyu bertuvatet?’)vu(c’tvac’ualet?)?p
uz uslov
(cb’kﬁabc’&lbc’tﬂJa’ct‘){c’tLJac’xJa‘ct’)xO
&= atet?y be’t vabe'=0
&3 c'bt U (atcvabe? )t'=0
Uslov neprotivurednosti poslednje jednaline je
c*'b(atec vabe? )=0 , tj. abe’=0,
dok je t=(a'cwvabe’)v(c'®)’q tj. t=(a’cv(cub’)q.
Otuda je t’=(avec?)(c’bug’) pa je
u=ch? WV abet v be'tuvalet’v (cut?)(cvat)(c?vavt)p,.
Posle zamene izraza t i t* i sredjivanjem dobija se

u = cpwa'be’puate?tpg’uch’

Sada je
| y = bvepvalbelpualedtpgtueh?
v = bucvepuva’e’pqy’
y = bvecwva'c’pg’
y = bvewva'pg’, dok Jje



&0

avalcvcgub’g

H

X
x = adecvegqudlqg
x = aveuvblg

pri Zemu je koriféeno pupg =p 1 pUP’Q = pYdg.
Tvrdjenje III,14., lNeka je x=f(t) opSte refenje

jednadine rl(x}mT i x=g{t) opsSte resenje rg(x):T', zde su
ry ir, relacije datog skupa S. Neka je u=h(s) opSte reSenje
jednadine B(u), sde je B{w) uslov neprotivurednosti jednadine

po t I{t)=g(u)., Tada je formulom

(8) x = glh(s))
definisano opdte resenje sistema
(9) rlix) =T N rg(x) =T .

Akxo su reSenja x=g{t) i u=h(s) reproduktivna, tada je i reSenje
(8) reproduktivno.

Dokaz. Neka Je xazg(h(ag}) za neko s _. DokaZimo da x  zadovo-
ljava sistem (9). 0Zigledno je da Je ra(g(h(aa)))zT", jer je

¢ opite reSenje jednadine rg(x)*ﬂl Kako je h(s ) reSenje jedna~
Sine B{u) to je jednadina f(t)mg(h(ae)) moguéa po t. Neka Je
za neko t f(tﬂ)mg(h(sg)). Kako Jje rl(f(ta))wT', to je
rl(g(h(sg)))ﬂT . Obratno, neka je x, reSenje sistema (3), Doka-
zimo da postoji sy tako da Je xlwg(h(sl)). Kako je x, reSenje
jednadine rl(x)ﬁT , to postoji t, tako da Jje xlmf(tl). S1idéno
postoji u, take da je xlﬁg(ul). Posto Jje g(ul}mf(tl}, u, Je
redSenje jednacine B{u) a kako je u=h(s) opite redenje te
jednaline to postoji s, tako da je ul=h(sl), pa je

Xy = g(ul) = g(h(sl)).

O Q

Neka je x- redenje gistema (9)., Posto Jje x

resenje
jednadine rg(x)=T“ i po8to je g reproduktivno reSenje, to Jje

g(xﬁ)nxo. Tmajuéi u vidu da je f opSte resenje jednacine rl(x)wT'
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to postoji t tako da je f(t)=g(x”)=x°, pa je jednalina f£(t)=g(x°)
moguta po t, tj. x° pripada skupu resSenja jednadine B(u). .

Kako je h reproduktivno resenje to je h(x%)=x°

g(n(x®)) = g(x%) = x°. -

. Otuda je

Primer II1I,4., Resiti sistewm Bulovih jednacina

ax = 0 A bx? = 0,
OpSte resSenje prve jednadine Je x=a’t a druge x=bvuu’. Tada je
jednadina f£{t)=g(u)
a*t=bvu?
&y attb’uv(avt?){(buu)=0
& (a'b’uvant)tv(aw’vbun)t?=0
pa je uslov neprotivurelnosti poslednje jednaline, tj. Jjednadi-
na B{u)
(a*bruvaun*)(byu?)=0 ,
8to je ekvivalentno sa au’: 0, Resenje poslednje jednacine je
u=a\J s’ pa Jje

buw{aws?)?

H

X

i

tie X bvats,



IV JEDNACINE NA KONACNIM SKUPOVIMA I UOPSTENJA

Osnovna idaja.nareﬂnag dela Jje u tome da se "pro-
lafenjen” kroz dati skup odabiraju oni elementi tog skupa koji
zadovoljavaju datu jednalinu. Ovaj postupak se realizuje pomo-
éu funkcija, odnosno na kraju se dobija formula resenja, Idegja
da se na ovakav nadin dodje do reSavajule funkceije jednadine
zadate na konadnom skupu prvi put se pojavijuje u radu /25/,
Veé u ovom radu se vidi da ova metoda moZe da di resenja Je-
dnadina koje su zadate na beskonadnom skupu (Bulove jednaline).
Najpre dajemo prikaz ove metode.

Neka Je 5= {sl,...,ﬁk} konacan skup od k elemenata,
neka je E skup koji sadrii element O 1 neka je J:5—> E presli-
kavanje skupa S u skup E. Treba da se resi jednacina
(1) J(x) = 0 .

Neka svakom elementu g€ 8 odgovara ciklus Cq skupa S5, tJj. nig

2, €g(a@)s C5(a)y wev 5 Cf T(a)

sde je C2(@)=C (€ (2)), C2(@)=C(CE(a)), ..
Polazeli od elementa g pomoCu ciklussa Cq prolazi se kroz ditav
skup S. Ciklus wofe da se obrazuje na razlicite naline, Nacin
odredjivanja ciklusa je veoma vaZan, jer je cilj da se izabere
takav ciklus koji se jednostavno opisuje, 5to utife na skrali-
vanje broja koraks potrebnih za dobijanje formule resenja.

Neka je funkcija A:SxEFT: s 3, koja se naziva

redavajuda, definisana na sledeli nacin:
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A(QsOsUgm***sukwl) = Q
A(q,ul,O,U5...,UK“1 = Cq<q}

1
A(Q$uli'**#ui?OEUi+2!'**1Uk"l> = GQCQJ
(2) » » - [ ] . - * » » » * » »

1k“ )
ACQypyes e gty 500) = CE72(g)
| 1™
A(q,ul,*.ﬁ,uk”1> = cq l(QD

gde su UpseoosWy 14050000, U 1 €EE 4 ul#O,...,ukﬂl#O,qE,S.

fvrdjenje IV,1. /25/ Ako je jednadina (1) nepro-

tivurecna, tada je opSte refenje te Jednadine dato sa

(3) x = A(3,3(),3(C ()5 e0n,3(CT Q) , qes.

Dokaz. /25/ DokaZimo, najpre, da je formulom (3) definisano
resenje jednadine (1). Kako je jednadina (1) neprotivuredna,
to je bar jedan od &lanova niza
7(a),3(C (), en ey 7(CT 1))
jednak O. Neka je to, na primer, J(Cé(q)), tj. neka je Cé(q)
resenje jednaéine (1), Tada je, prema (2), |
A(q,J(q),.*,,J(Cgml(q)) 2 Cé(Q)
te Xmﬁ(q,J(q),...,J(Cgfl(q)) Je relSenje jednadine (1).
Neka je, sada, x reSenje jednacdine (1). DokaZimo
da postoji qe&8 za koje Jje
X = ﬁ(q,J(q),...,J(Cﬁ"l(q)).
Kako je x reSenje, imamo da je
A(x,0(X)y00e) = A(X,0y4..) = x
tJ. g=x, odnosno reSenje definisano sa (2) je reproduktivno.
Formulama (2) dati su uslovi koje treba da zadovo-
ljava reSavajuéa funkeija A, Medjutim, potrebno je dati formulu

oblika
X = A(q’J(QJ,ptt)



O

- " » " ~ ¥ ¥ o on b kﬂl " * ]
kojim bi bila definisana Iunkcija AS X ET = 5. a koja bi za-

dovoljavala uslove (2). Jedan od nadina je sledeli:

Neka su + 1 * bilnarne operaclje na skupu T %§£=SL)E
sa osobinama

Geese+0=0+0=0, ese=e, O0+q=0, e+q=q

g+0=0+gq=gq, 0+0=0
( g& 8, e je odredjeni element skupa E razliéit od O koji ima

ulogu jedinidnog elementa ). Neka su, joS, ¥ i = preslika-

vanja skupa E u skup E definlsana sa

L

xT = 0 za x=0 X = e za x=0

% = & za x£0 X = 0 za x#0
Tada je relSavajuéa funkcija data sa

-
(4) A(q,Ul,...,Ukﬂl) = ﬁ1q+UlU2(cq(q)+,,,
o *  3¥ Y2 % % k1

tro+L11J ‘.'Uk"guk“loq (q)*Ul‘U *utUkﬂqu ‘ (g),

gde Je
dg

U+V+i+, .. +R CET (oo ({U+V)+WI+. oo +R),

UeVewa R 980 (L (U-V)eW) .. LR),

Napominjewo da je jedan od problema Xoji se ovds
javlja upravo realizacija operacije % , Tako,na primer, vazl

Tvrdjenje IV.2., /20/ Ne postoji Bulov term U

takav da Je x*mU, gde je

- c , za x=0
X =

1, za x#£0 .
Dokaz./20/ Ako bi postojao takav term U, tada bi, prema tvrdjenju
IT.%., bilo U=axuvbx® za neke a,v &b, tj. x =ax vbx?®, Ako je
x=0 tada Je 0" =0 pa je b=0. 5lidno, ako je x=1 imamo a=l, pa
je " =X, Medjutim, jasno je da Jje u Bulovo] algebri sa éetiri

e
olementa X #X.
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tvrdjenje IV.2, ne znacl da ovom metodom ne mogu
da se redavaju jednadine na proizveljnim Bulovim algebrampa.
Takvo redavanje obezbedjuje sledece

Tyvrdjenie IV, 2. /Vaught/ Ako je formulom X=g(T)

definisano opite refenje jednaline f(X)=0 na Bulovoj] algebri
Bg, tada je tom istom formulom definisano opste resenje Jjedna-

Zine f(X)=0 na proizvoljnoj Bulovoj algebri B.

Dokaz. Prema tvrdjenju l.l. X=g(T) je opste reSenje Jjednadline
F{X)=0 ako i samo ako je
(Vx)(£(x)=0 &> ( IT)(X=g(1)))
sto je ekvivalentno sa
(V) ( ITY(0(X)=0 =% X=g(T)) A ( YO ¥I) (X=g(T) == £(X)=0)
Poslednja redenica je Hornova, pa ako vazi u B,, tada, prema
Votovo] teoremi, vazi i u svako] Bulovej algebri B,

Priger IV.l. /25/ Rediti Bulovu Jjednacinu

axubx? = Q .
Refimo ovu jednadinu na B,. U ovom sludaju je e=1, x =x, X Jje
negacija od x, dok je Ga(x)ﬂcl(x)mﬁ, Primenom formule (4) do-
bija se .

x = J*(g)q vI(a)q’
gde je ® oznaka za negaciju, pa Je

x = (agubg?)tqu(agubg’)q? = (a* v Y(b'v g)agudbyg’

= a’btqu a’qubq’ = a'qubg’

gde je q proizvoljan element algebre By Dobijeno resenje Jje,
$to je i ranije pokazano, istovremeno i reﬁegje jednacine
ax U bx?=0 na proizvoljnoj algebri B.

Primer IV.2. Res3iti po X i v jednadinu ax+by+c=0

na polju FB'
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Napominjemo, & tto je u vezli 1 sa ovim primeron,
da metoda definisana rvrdjenjem IV.l. mose da se primenjuje
na preizvaljne jednaéine J(L)=0, TJe ¥ mose da bude i vektor,.
U ovom primeru je ¥={x,y). Ciklus se obrazuje kao preslikavange

((u,v) (u',v) (u,v?) (u‘,V’))
¢lu,v) =
(u*yv) (u,v?) (u?,v?) (u,v)
U primeru se xoristi definicija mno¥enja skalara 1 vektora
alu,v) def (au,av) .
ReZenje se dobija u obliku
(x,7) = (J(p1q)+l)Cp,q)*J(p,q)(J(C(p,q))+l)C(p,q)+
L 30p. ) (C(p,s @) (3(03(py@))+1)C% (R, )+
430, )T(C(p,a)3(3(p, @))% (220
- (ap+bq+c+l)(p,q)+(ap+bq+c)(ap+b(q+1)+c+1)(p,q+1)+
+(ap+bq+c)(ap+b(q+1)+c)(a(p+1)+bq+c+l)(p+1,q)+
+(ap+bq+c)(ap+b(q+l)*c)(a(p+l)+bq+c)(p+l,q+l}.
Ako uvedemo oznaku A=ap+bg+c, 1mamo
(%,5) = (A*l)(p,q}+A(A+b+1)(PeQ+1)+A(A+b)(ﬂ+a+1)(p+1,q)+
+A(A+D) (A+a)(p+1l,a+1) tde
X = (A+l)p+ﬁ(ﬁ+b+1)p+A(A+b)(A+a+1)(p+l)+ﬁ(&+b)(ﬁ+a)(p+l)ﬂ
= p+A+AD

" H

p+ap+bq+a+(ap+bq+a)b

H

p+ap+bq+c+abp+bq+bc
p(ab+a+l)+e(b+1).
y = (A*l)q+ﬁ(ﬂ+b*l)(q%l)+ﬁ(ﬂ+b)(A*a+1)q+A(A+b)(A+a)(q+1):

H

#

q+A+Aat+hab

H

q+a§+bq+c+(ap+bq+c)a+(ap+bq+c}ab

i

q+ap+bq+c+ap+abq+a¢+abp+abq+abc

(b+l)grabp+abc+acHCe

H
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Polazedi od rada /25/, M. Pre3ié je u radu /21/
dala metodu za redavanje Jjednacina na konadnim poljima, pri
gemu je dat novi naéin za dobijanje refavajule funkcije.

Tvrdjenje IV.%. /21/ Neka je
(5) J(x) = 0

jednadina na pelju Galua GP(pn) i neka Jje e generatorni element

ciklidne grupe toga polja. Ako je jednadina (5) neprotivureéna,
tada je njeno resenje dato formulom
pnml pP-1. 2 |
(6) x = t+(J(%)) +e(J(t)I(t+1)) +eS(T(E)T(t+1)T(t+1+e))P “ 14
Dz By p™-1
o ot8? T2IEYT(E+L) 0 2 n T(B+1ket.  ove? TP T
sl | Dz ol
+(eP TCs) (T(E)IT (441 )40 u o+ T(t+14e+, o ore? T2NP
n
gde je sm2+5e+,,.+(pnml)ep "5, a t Jje proizveljan element polja.
Pre dokaza tvrdjenja navodimo dve vaine ¢injenice.
(a) Ako je x€ GP(p"), tada je
n n
%£0 = xF "lr-"l i x=0 =p x¥ “an
(b) Pod pretpostavkom tvrdjenja IV.4, elementi
n
0,1,1+8,.i-,1+8+.aa+6p “3
su razliciti.
Ako se pretpostavi da su neka dva elementa jednaka tj..

1] n

148+t a0 at@ = 1l+8+,ante (O&nﬂms;pn—'ﬁ)

primenom zakona kancelaclje dobija se

-
en 1+nnr+ﬁm = 0 *

KoriSéenjem distributivnog zakona dobija se
en+l(1+e+eg+.,,fem"n"l) = Oy e
1+e+32+.,.+em'n“l = 0«

Ako se poslednja Jednakost pomnozi sa e~l1 zakljuduje se da Je

em”nml, $to je nemogule Jjer Je m-n< po-3. 81lidno se dokazuje

da su elementi

pre3

lylte,ensyltetraeate razliciti od nule.
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) ¢
Flementl l,1+e,+...,1+e+.*.+ﬁp “5, kojih ima pnmg, s resen;ja
jednacine xpnwlml. Ako sa s obeleZimo reldenje ove Jjednacine
razlidito od navedenih, primencm Vijetovih formula dobija se
l+(1+e}+...+(1+e+.¢,+epn“3)+s =

oo,
t,th 5w 2 + Be + wee T (pn“l)@p -2

pde je koriséeno da Je k suprotnl element od pn“k ti.
pPek+k = 0{mod o).
Posledica dokazane <injenice Jje da su
(?) t,t+l,t+l+e,...,t+l+e+..*+epn“§,t+g
razliditi, pri Cemu Jje t element polja GP(pn), odnosno skup
{t,ﬁ+1,t+1+&,...,t+l+e+.*.+epn"3,t+s}-

je jednak skupu cpip™).

Dokagz tvrdjenja IV.&., /21/ Neké je t proizvoljan element poljs
GP(pn). Ako je t reenje je naline (5), tada se po formuli {6)
dobija x=t, jer su svi ¢lanovi zbira (6), sem prvog, Jednaki nuli,
Ako je jednadina (5) neprotivureina, a t nije njenc resenje, tada
je neki &lan niza (7) reSenje. Neka je to, na primer,

b+ltet,,ate (n < p"=3).
Kako je J(t)#0, J(E+1)70, wee , J(E+l+...te™ T)F0, J(t+l+...+e")=0,
prema {a) i formuli (6) dobija se

X = t+l+tete..te .
U sludaju da je t+s prvi ¢lan niza (7) koji zadovoljava jedna-
dinu (5), tada se, prema formuli (6), dobija I
(8) X = t+1+e+..,+epn”2+8,
Zbir l+e+...+epn"2 je jednak nuli (prema Vijetovej formuli, Jer

n B 4.
P -2 sva reienja jednaline xP lml), pa sawmo formalno

SU 1,€y004,48
stoji u formuli (8).
Za sludaj polja Galua GP(p) slicéno moZe da se dokaze

da je relenje Jjednaline (5) dato formulom



x = b+ (FENF (TP I P e, L L
FIENT )P L (G 2)) P

gde je t, opet, proizveljni element polja GP(pJ.

Primer IV,3%. /21/ ReSiti jednadinu x2+bx+czO na

polju GP(3).

Ova jednadina Je neprotivurecina ako Je
(b%+2¢)€ = b7
x = t+J0(E)+I7()TE(t+1) =

= t+(t2+bt+c)2+(t2+bt+c)26£t+l)2+b(t+1)*¢)2s

+¢. OpSte resenje je

Posle sredjivanja dobija se
X = ¢b+(b2+2¢)(2t2+(2b+l)t+cg)¢

Kao &to je vel redenoc metoda definisana tvrdjenjem
IV,1l., moZe da se primeni 1 na Jednadine sa vide nepoznatih, ti.
i na jednadine oblika J(x)=0, gde Jje x vektor. Medjutim, u slu-
¢aju kada je bro]J nepoznatih velikl obrazovanje ciklusa wmoZe da
bude dosta tedko, pa onda noie da.se primeni metoda uzastopnih
eliminacija za jednaline date na konadnon skupu koju je dao
K, Gilezan u radu /8/, pri femu se problem svodi na redavanje
jednadina sa jednom nepoznatom, koja se resfava vel pomenutom
metodon S, Pregila,

Neka Jje 5 = -{aﬁ, 31""$k} konacan skup i neka je
E skup koji sadrZi elemente 0 1 1 a
(9) £:80 e E,

Na skupu SUE definiSemo dve binarne operacije + i * koje za-

dovoljavaju:

(10) a+b=b+a a,b&E

(11) (a+b)+ec=a+{b+c), (ab)c=albe), a,b,c €l
(12) 1°0=0, 0e0=0, 1e1=1, q+0=0, q+l=q

u+0=n , ukh, g€
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(1%) postojl aoE:E takav da je ag+a:Q, g & F,

Takodje definisemo

1, za %X, = 8
(14) x? = . 1
C, zax; ¥ a X, ,a €8.
Iz ovoga sledi da je
(15) E::gx?ml, X?ix%$X§, Xf wa za afb, a,b,x &8,

se g * i i
Da bi neka jednadina oblika

(16) f(xl,.a.,xn) =
mogla da se refava metodom uzastopnin eliminacija potrebno je
da se funkcija f napide u pogodnom obliku, odnosno da se nepow

znata koja treba da se eliminiSe, posebno izdvoji.

Tyrdjenje IV.5, /8/ TFunkecija f oblika (9) mo¥e da

se napise u obliku

f(xl1uof,xn}"aiggﬁh{h}lqal(yl$x25#¢¢,x 1,Xl+l,,..,x ) +

+hi(xl’x2""’xiwl’xi+l""’xn)
gde je b neki fiksirani element iz 5, & Uas i h su funkcije
tipa (9):

Dokaz. /8/ Punkeijs [ moZe da se napide u obliku

(17) f(xl,tﬁi’x ) - Z x?((f(xl’ltnix ) +
o a€ SN {py *
*f (xl,:nﬁ,xlﬂl,ng 1,¢t#gx )}+ (Xl,-:tjﬁ l,b Xi+l,-¢.,x

jer ako se ocdredjuje vrednost funkecije f za xi#b, cnda Jje Z:;mO
pa se formula (17) sveodi samo na f(xl,..*,xi_l,b,xi+1,...,xn).
U ostalim slulajevinma Z: se svodl na jedan ¢lan i to onaj za
koji je x;=a a tada se koristi da jJe
Q -
f (:‘:130'# ,xi“l1b,xi+l, & 0w ’}:n)+f(:{l‘ * 8 B ?Xiwl,b,}{i+1, &.t,Xﬁ)*"‘O.
Na osnovi poslednjeg tvrdjenja i (14) jednadina (16)

moze da se transformide u
S,

(18) f (xl,...$x E Ez:t gll(xa,x3,...,x =0
i=



cle s (1ﬁu$;,mﬂ.*ﬁ,zhj.lnuwﬁhgﬁ={ﬂ Lika
N £ = R
gil:u} R P

Ako napifSewo uslov neprotivuredénosti jednadine (18

.
(19) {:L gil(xz,xﬁﬁg..,xn)za

time smo eliminisali nepoznatu x;. Uslov (19} mo¥e da se napise
u obliku )

(20) Fo(KyyKgyeeax, )= EZf X, ng(KB,...,w )=0

gde su giv(lmc,l CowesyK) LURkClJQ cblika

f\: fl“ =
8,515 ——> E,

Uslov neprotivuredénosti jednaline (2C) je
k

odakle se dobija transformics anl lelk

£5(XsaXys00asX) )= f;%xa lﬁix&,xs,.*.,r )=0
gde su gi5(im0,l,£,..,?k) funkcije oblika

giﬁzﬁnzémﬂw J O
Na kraju se dobiljs jednacina oblika

k ﬁi
(21) fn(xnjzfzéxn Bin~

ci da gse do-

;;,;

gde su gin(imO?l,Q,.*.,k7 konstate skupa E. To zns
bija jednadina sa jednom nepoznatom. Jednalina (21) je nepro-
tivuredna ako 1 samo ako Je

ﬁ%
Ukoliko je paalednji uslov ispunjen, iz jednadine (21) se odre-
djuje resenje X e Dobijenc resenje se zamenjuje u Jjednacini

(x _19%, Y= iz koje se tada odredjuje x Ako se tako

n.... n-1°
nastavi na kraju se¢ dolazi do jednadine fl(xl,xz,...,xﬁ)ﬂﬁ sa
nepoznatom X,. Resavanjem ove Jjednacine dobija se Xq9 OANOSNo
(xl,xg,..,,xn) je reSenje Jjednaline (16)}. Sve pomenute jednadine

sa Jjednom nepoznatom redavaju se koridlenjem tvrdjenja IV.1.
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Cekn fe rix=T] neprotivuredina Jednafina ne

N CE T
W e

brojivom skupu . Lekn Jo pre—> & funkcija kojx zadovoljava
slov
(22) (Yrens)( Vres)(Anev ulo] )Ce=p"(t)),
dnih brojeva) gde se pﬁ{t} definide sa
" () =p(p ()
Pefinisimo funxciju E-SXSLT1L}“w*nJ na sledeli nadin
X 4 J=T
p{K)1 J= 1.
Uz pretpostuvku da je jednalina r{x)=] neprofivue
redna i uz pretpostaviun da vaii (22), oligledno je da vaii
(Yres)(Fiexn®) Hmmmﬁmtt):ﬁi{m

(ﬁgxﬁxj{g mﬁgﬁgﬁ odakle prema aksicwml izdora slaodi

oy {N L M m Lo " I'“'P { t; "*} & W™
(2% { gl —» N3 qfé&*‘(ﬂ SPIEIAMEEE DAY
Neka je g (t) jednz od ‘unkeija za koju wvaZi (23),

SepaZanie IV.l. QNeka je r({x)=1 nreprotivureéna

jednalina,., Tada Je formulonm

%Q(t)(tx

L

x = U
odredjeno opsSte reprcduktivno refenje Jednadine r(x}:T'a
Dokaz, FPrena (22) skup
.~ B N 3 }
(24) (0, p7(E), ..
jednak je skupu 9, za svake t. Ako je r(x)=l neprotivurelna

jednadina, tadz u skupu (24), tj. u skupu 3, postojili bar jedan
element koji zadoveljava jednalinu r{x)=T . leka Jje pk{t) prvi
element u nizu

t,p(tbjpgit}ﬁu--

koji zadovoliava jednadinu r{x)=1 . Tada je



1

W 1 : .» N M L Y
p“it)zﬁﬁ<t3:ﬁk*lkt>wﬂﬂ*“{t;x..,:mwﬁ(t)mt}

t3e Mggct}(ﬁ) zadovoljava Jednadinu r{g)=] ,

£F3

Neka je x. redenje Jjednaldine r(x)={ . Tadz je

#
o _%Q(KG)
::N,{{ o e 4 ; :‘} -
X, .mx&) g (Yﬁ)

i
it

& * %

Posledica IV.1. Ako Je O konafarn skup od k eleme

nata, tada je formulon
X = Hk”l(t)
definisano opite reproduktivno redenje jednadine r(x)=T,
Dokaz sledi iz <injenice da Je skup
{£,p(£),0°(8) 50 e 0 M (0D}
jednak skupu o.
Ukoliko je jednadina datz u obliku J(x)=0 gde Jje
J:8 —» £, tada ge funkecija B:DX & —» 3 definise 3a

< ' y=0
B(x1y) =

.y

plx), ¥#0
i1i se jednadina J(x)=0 prevodi na oblik r(x)=T , kao &to se

to éini u rsdu /25/.

Primer IV.4%, Rediti jednadinu axwvbx’=0 na Bse

Ovde Je p(t)=t’.
MOE)=B(t,J{t) )= () ud(t)ep(t)= (L)t UJI(t)t?, tJ.
x=02" L (£)=0(t)=(at vbt? )1t U (at U bt )tr=
=(a?Vt)(pVtitubt’=(a’d’ valtubit? )t Vbt'=

=a'b*tuvattubt?=art ybt?

Primer IV.5. Rediti Jjednalinu J(x)=0 na polju
( {01\1-’2} 1+§1*§>l
U ovom siulaju je plt)=t+l, dok Je

MCE)=(T2(8)+2) 2+T2(6)p(£)=(20%(5)+1)6+I°(£)p(t),
n
-1

¢!
jer Je xP “1:0 z3 X=0 1 X =] za x#0, pa je



X = h“{t) , Tl
= (232 (23%( 1) * 1)) eI (£)p(E) )+ 1) Eed S35 () + L) er I (1)p(E))p(E).
Problem odredjiivanja funkcije M moZe da se resava
s1idno kac i problem eodredjivanja funkeije A u radu /25/. Haime,
neka su + i + binarne operacije na skupu T=5ULE ga osoblnama

O;@ = 55;10 e I:'HO o O

Ee@ = @
Qeg = U
e*q = 4

g+l = 0+q = g

O+ & ‘

i

Neka su jo8 % i~ preslikavanja skupa E u skup E definisana sa

0 , =za x=0 e , za x=0
2 -
o= b G
¢ , za #0 ¢ , za x#0
Tada je M(t) = S(t)et+IT(E).plt).
g{;(t) ) e .. .
Formulom x = M (t), &to ¢emo obelefiti sa x=D(t), defi-

nisano je jedno op$te reSenje jednacine r{x)=1 . Koristeéi
tyrdjenje IIT1,12. mogu se opisati sva opsta reproduxtivna re-
Senja te jednaline, Naime, formulom

x = G(t,r(t),D{£(%I))

definisana su sva opdta reproduktivna redenja jednaline r(x)=T.

ZapaZanje IV.2. Ukoliko je u tvrdjenju IV, 1. ciklus

¢ jedinstven za sve elemente 1 ako je niz
t,C(t},GE(t),..,,Ck“l(t)

jednak nizu
t,p(t),pQCt),...,pk“l(t)

onda Jje formulama
x=ACt,(£),7(C(£)),2(C5(£)),0uu, (G H(E))) 4
=1 ()



definisano isto refenje jednadine r(x)=T, Zto se lako doka~
zuje (pri femu, naravno, u definiciji funkcije A ulogu ele-
menta O igra ] J.

ZapaZanje 1IV,3,

Ako je data jednadina J{(x)=0 na

skupu celih brojeva, funkeija p(t) mole biti definisana rekur-

z1lvno sa
po(t) = t
pP(t) = pPH(E) + (-1)Pn
dok Je
(25) M(t)=B(t,J(t))=(1-8gn| J(t)| Jt+8gn| J(t) | p(t).

Za praktican rad formula (25) nije pogodna, pa bi
dalja istrazZivanja u ovoj oblasti mogla da budu usmerena ka
odredjivanju onih funkcija koje bi dobro aproksimirale funkeiju
y=ognix|. Jedna takva funkcija je, na primer,

2 N &
e BX i1i  y= a{x)x

1+ax 1+a(x)x
gdle bi se sa a "intervenisalo" da gre3ka ne bude veda od una-

pred odredjenog dbroja. Na taj nadin bi mogle da se dodje do
resenja jednaline u obliku beskonadnog reda s tim da se kori-
sti uopStenje funkecije (4) iz tvrddienja IV,1. S druge strane;
mogle bl da se istraZuju one funkcije M(t) za koje je

MR (%) = K(n,t)
pa b1 se resenje jednaline cdredjivalo pomodéu granidne vrednosti
Cd posebnog interesa bi bilo da se odredi funkecija M(%) koja bi
bila reproduktivna, tj. za koju je mz(t)zM(t), pa bi bilo

Mn(t)mM(t), ¢ime bi se reSenje jednadine svelo na x=M(t).

Osnovna ideja prethodnih tvrdjenja je bila u tome
da se odredi funkcija koja obezbedjuje "prolafenje” kroz dati

skup pocev od nekog elementa t, a da resavajuéa funkcija regi-



struje samo one elemente za koje je data jednacina zadovoljena,
Neka je r{x) relacija dotog skupa S. DefiniSimo
funkciju B:8x { T,L}Y—>F(8), gde je P(3) partitivni skup
skupa 3, na siedeéi nalin:
{x} , za y=T
B(x,y) =
. za y=1
Uvedimo oznaku B{x,r{x))=N(x). Tada vaZzi

Tvrdjenie IV.6., Skup reSenja jednadine r(x)=T

opisuje se formulom

(26) R = \UN(e).
t e S

Dokaz sledi direktno iz definicije funkecije N(x). Napeminjema
da u sludaju kada je jednalina r{(x)=T protivureina, odnosno
kada Je (\QX)(r(x)ml JIN formula (26} daje R=(¢.

Sade prelazimo na odredjivanje formule resenja
jednadine zadate na dobro uredjenom skupu. Naime, neka Je
5 skup dobro uredjen relacijom& . Neka je r(x)=T neprotivu-

redna jednadina, gde Je r(x) relacija skupa 8. DefinisSimo

{x} » =t
{a& v J=1
cde je a=minS. Uvedimo oznaxu

B(t,r(t)) = N(t),

funkeiju

B(x,y) =

Tada vazi

Tvrdjenje IV.7. Op3te reSenje jednaline r(x)=T
odredieno Jje formulom

(27) x = max (N(t)U min U N{p)) , t€S.
pé&E S

Ovo redenje Jje reproduktivno.
Deokaz, Uvedimo, radi kraceg pisanja, oznaku

nax (N(5)Umin A N(o)) = g(t).
e 5



f'“"i
7

Ako T zadovoljava jednalinu v(x)=T , tada je H{t)m-{t} . Prema

prethodnom tvrdjenju min \,; N(p) Jje minimalan element skuna
p &S

redenja, pa Jje max ( {ﬁ}\J min kwj M(p))=t. Cvim je dokazana
PE D

i reproduktivnost reSenja g(t). Ako je r(£)=T , tada je
N(t)= {a}-, pa je

max (-{a}lJ min kJ N(p))=min kg} N(pJ,
pPES P& S

jer Jje a=minS.

Formulom (27) je odredjenc jedno opite (Jak i re-
produktivno) reSenje jednadine r(x)=T . Da bi se dobila sva
opsta reproduktivna refanja mofe da se koristi formula

x = G(t,r(t),z(£(t)))

tvrdjenja 111,12,
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