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UVvoOoD

Rezultati koji se izla¥u u ovoj disertaciji mozu da se
podele na dve grupe, Prvu grupu bi c¢inili rezultati o nroctorima
H?(e) , & drugu — o prostorima BY(E) ., Same klac ~{Hﬁ( )} i

{BPCEQ} su inade u tesnoj medjusobnoj vezi. Zajednidko za obs
~rupe rozultata je profimanje teorije analitickih funkcija 1
funkecionalne analize., Ovo pro¥imanje sredemo 1 u Zirex ‘tontcX-
stu: ono je karakteristicdno za (noviju) teoriju proztors cnali-
ti&kih funkcija. Neime, radi se o primeni pojmove i rezultata

funlcionalne analize vpri izufavanju nekih klasa snalitilkin

(1,

funltcija. Pritom talka gledista funkcionalne analize <oOVO i do
formulisanja novih zanimljivih probtlenma u teoriji analitidiih
funkcija. Sem toga, primena funkcionalne analize dovecdl do ele-
zantnijih i jednostavnijih dokaze mnogih stavava o anclitickin
funkcijama, te tako omoguéuje i:njihovo uopitavanje.

Grupu rezultata o prostorinma EP(e) rmoZcnm
nrilozon teoriji H® - prostora. Xlasa prostora {nr(e)} iz-
ulava se lao zaseban objekt (uz oslanjanje na teoriju I~-
~-prostora), 21i se navode i teoreme o razlaganju
pomoéu HP(e)-prostora, tako da rezultati o H (e)-prostorina
nredstavljaju, u krajnjoJ liniji, rezultate o I° -prostorima.
Teorija Ep—prostora nastala je dvadesetih godina ovoz veizz.
7nadajna inena u tom ranom periodu su: G, E, Hardy (3 u
oznaci HP notice upravo od ovog imena), J. T, Littlewcod,

H, U. fipusanos, TF. Riesz, M. Riesz, B H.Cmnpuos, =. Szogl,
U nrvon scriodu razvitka teorije te?ilte Jo Milo ne iznitivanju

- - [ " T-I'j a e -
svojstuva pojedinaldnih funkeija klass - (~rcrni¥ne sundatvn,
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svojstva glatkosti, brzina rasta i sl.). Razvifak funkcicnalne
analize podstakao je novo interescvanje za rlase H? keo line-
arne prostore. Vrlo znadajnu ulogu u tome odigrali su Eeurling-
ovi rezultati iz 1949-te, o invarijantnim potorostorinma., Senm

A. Beurling-a, u ovom drugom periodu razvitka teorije HP —pro-
stora treba spomenuti imena: L. Carleson, H. Helson, D, Lowdens-
lager, S. Havinson, H. S. Shapiro, J. Vermer, P, L. Durcn, L.
Hille, J. D, Tamarkin 1 dr.

Problematika na kdju se odnosi druga grupa rezultata u
ovoj disertaciji razvija se u toku poslednjih 20 godina, a ja se
bavim ovim problemima.osam godina. Ta druga grupa rezultata
predstavlja u0p§ténje de Branges-ovih rezultata o prostorima
K E). Klasa {BP(E)} Sira Je od klase de Branges-ovih prostore
{J&ED} , i to u dva praveca: prostori HM(E) su prostori tipa
BP(®) , pri demu je p=2 31 E Je cela funkcija. Prostori
¥(E) pojavili su se pri uopéta%anju Paley-VWiener-ove teorene
koja karakteriée Fourier-ove transformacije na kona&nom inter-
valu (-a,a) kao cele funkcije eksponencijalnog tina (ggzﬁ)'
&iji je kvadrat integrabilan duz realne ose. Naime, takve funk-
cije obrazuju jedan prostor tipa W(E) , pri demu je E(z) =
= e-iaz . Teorija prostora H(E) , koju je razvio d: Zranges ,
predstavlja Jjedno uopsStenje Fourier-ove analize, Medjutim, nro-
stori H(E) imaju i druge primene, kao, napriner, konstruisa-
nje mera sa datim nosacem i sa specijalnin svojstvima, kon-.
struisanje celih funkcija sa nulama u datom skunu i1 sa specijal
nim svojstvima, aproksimacija polinomima ili celim funizcijama
sksponencijalnog tipa itd.

Materijal izloZen u oVO] disertaciii raspcredjen je u
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cija, teorema, lema 1 relacija zasebna je za svakil odeljalr 1
svaku glavu, s tim Sto se upotrebljavaju dva brojs: »rvil ozna-
Yava redni broj u okviru odeljka, a drugi redni broj odelika u
okviru Zojeg se numeracija sprovodi. Naprimer, tecorena l.z, je
prva teorema u drugom odeljku (iste glave u kojoj =2 na tu teo-
remu pozivamo). Ako citiramo teoremu 1z neke presthodne glave,
tada uz numeraciju teoreme navodimo i u kojoJ je ~lavi: nanrimer
teoremz 1l.2. gl. I. Sem toga, za sve poznate definicije i stavov
navedsni su izvori pri formulisanju, sem u glavi I, 2 na mnozin
Testima su date i detaljnije napomene u tom smislu. Za one defi-
nicije i stavove ‘koji su novi (bar prema naSem uvidu u literatu-
ru), razume se, nema naznaka izvora pri formulisanju, all poneg-
de ima napomena o njihovom nastanku, O vezl 1 analogljl sa DO-
snatim rezultatima i sl. Izuzetno, definicije, teorens i leme u
glavi I kod kojih nije naveden izvor ne treba smatrati novin

(to su adaptacijé, jednostavne kombinacije ili direktine posledi-
ce veé poznatih rezultata).

cultati

M

U kratkoj prvoj glavi navode se neXxi poznati r
(Cauchy-eva teorema 2za HP (reproduktivno jezgro), tcorema N,
Riesz-a, faktorizacija HP-funkcija, Phregmén-ILindeldf-ov prin-
cip) koji se koriste u narednim dvema glavama,., Tormulacije teo-
rema su prilagodjene kontekstu, 5to u pojedinim slulajevima
zna’i navodjenje varijante rezultata koja u literaturi nije is-
taknuta, Tako, naprimer, teorema O projektovanju iz I° na H°
(teor. 1.2.), koja se oslanja na teorenmu I, Riesz-a o harmonij-

» - - - - - bl b - U
skim funkcijama, dokazazna Jje u literaturi samo za slulaj il-

& L L + - - i —T"D
nad jedinidnim diskom, a ovde Je formulisana za i< n2d Jor-




njom poluravni, jer se ta varijanta kasnije koristi.
U drugoj glavi definifemo i izuavamo prostore EP(e) .
Treba ovde odmah napomenuti da smo se ogranidili na izlacanje o
prostorima HP(e) samo nad gornjom ﬁoluravni uglavnom zbog toga
£to su i de Branges-ovi prostori takvog tipa. Anzalogni rezultati
vaje, medjutim, i za prostore nad jediniénim diskom. Posle defi-
nisanja prostora #P(e) , u prvom odeljku se utvrdjuju njihova
285

osnovna svojstva. Dokazuje se da je Hp(e) potprostor od .

da HP(e) ima reproduktivno jezgro (teor. 1.1l.), utvrdjuje se de

su prostori #P(e) 1 Hq(é*"l) ( %-+-% =1 ) u izvesnom smislu

uzajamno dualni (teor. 2,1.) i da je, pod izvesnim uslovom, uni-
ja nf-‘-’oi HP(En) ( E, = éi €y ) svuda gusta u H? (teor. 4.1.).
Na kraju je ukratko obradjen slucaj p = 2 . Glavni primeri pro-
stora HP(e) dobijaju se kad Jje operator e mnozenje nekon
funkcijom e(z) . Izlaganje u odeljcima 2. 1 3. odnosi se upravo
na ovaj sludéaj. U drﬁgom odeljkﬁ se, posle karzkterisanja funk-
cije e(z) (lema 1.2.,), dokazuje da su funkeije £ iz HP(e)
fakti&ki regularne i izvan gornje poluravni, tadnije u tackama
skupa C u kom je funkcija e regularna, da ove funkeije ima-
ju iste rubne funkcije iz donje, kao i iz gornje poluravni, 1

da konvergencija po normi u HP(e) povladi ravnomernu xonver-
cenciju unutar C (teor. 1.2.). Sem toga, u tou sludaju prostor

EP moZe (u izvesnom smislu ortogonalno) da se razloZi nomclu

£
~ p . p _ . p : v
potprostoréd H (en) :  HY = :.-Zi(?tEn“]-H (en) (gde je {en} .

k-iek y Eg =1 ), pod odredje-

nim uslovom (teor. 2.2.). Ovaj rezultat predstavlja orecizira-

niz unutrasnjih funkecija, E,

nje teoreme 4.l. za posmatrani sludaj. Specijalno, kad je

n . : : . :
E. = e , uslov je uvek ispunjen 1 razlaganje va

i, T odeljku
I
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72, obradjeno je pitanje zatvorencstli Jjedne klassz orto-onalnin
sistema u g2 (e) , XK0J1 se jednostavno formiraju pOmOLU Iepro-
duktivnog jezgra (teor. 1.3.). Odeljak 4, posveéen Jje ekstre-
malnim problemima w HP(e) (u op3tem sludaju). Dobljen je
op3ti rezultat o egzistenciji 1 jedinosti ckstremalne funkcije
5 ekstremalnog jezgra (teor. l.4.), potpuno anzlogan poznaton
rezultatu za BY .

U treéoj glavi su obradjeni prostori EP(E) . Defini-
cija je data u prvom odeljku. Dokazano je takodje da Je svaxi
prostor BP(E) izometriéno izomorfan nekom prostoru EV(e)
(teor. 1.1.). Odatle odmah izlazi da je BF(Z) Banech-ov
prostor, da su funkcije F 1z BP(E) regularne u skupu C
u kome je funkeija E regularna, da konvergencija po normi u
BP(E) implicira ravnomernu konvergenc¢iju unutar C (teor.
2.1.), da BP(E) ima reproduktivno jezgro (teor. 3.1.) itd.
Dokazana Jje 1 teorema O zatvorenosti ortogonzlnih zisTer:z

(teor. 5.1.), analogna teoremi l.3. gl. Il. Ova teorems ored-

stavlja uopStenje jedne de Branges-—ove teoreme. lila krzju

odeljka dat je potreban i dovoljan uslov da nela dva prostora
Bp(El) i BP®(E) imaju isto reproduktivno jezZro (t2oTe Sele)e
Po analoziji sa de Branges-ovim rezultatom o domenu mnozenja s£a
z u »nrostoru H(E) , u drugom odeljku je i 2za 32 () odredjen
domen mno¥enja sa z (teor. 1.2.), & onda Je U istom smislu
razmotreno i mnozZenje sa (z-s)-l , ako je s mneXxi sinzularl-
tet funkcije E (teor. 2.2.). Treci odeljak takodje sledl ana-
logiju sa de Branges-ovim istraivanjima. Sem prenoienja de
Branzes-cvih rezultata na sve prostore BP(E) (teor. 1.3.),

izvricno je i dalje uopStavanje teoreme o funkcijamz2 asocira-
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~im g2 BY(E)  (%ecor. 2.3.), Majvazniji rezultot tredc ~lave sa-
drian je u Jetvrtom odeljku (teor. 2.4,). Polzzi ce ol ral=sngja
(At,Bt) jednog sistema integralnih jednalina, oji zavisi od
parametra 2z , 1 posmatraju se prostori Bp(Et) y By = AL - iz, .
Uz odredjene pretpostavke, ispostavlja se da je za s<&¢t B—(Es)
topoloski potprostor od Bp(Et) i da Je 1(?‘, G>% = ¥, G)é
za FE€ BP(ES) . GEBq(ES) ., U sludaju p =2 wvaZi precizniji
rezultat: Bg(Es) je Hilbert-ov potprostor od EE(Et) . 12

ovih rezultata moZe da se dobije kao specijalni slulaj jedna

varijenta de EBranges-ovih rezultata o familijama proztora =) .




GLAVA I

U okviru ove glave navodimo osnovne oznale, definicije
i poznate rezultate koje Cemo u daljem tekstu koristiti. lieke od
spomenutih rezultata prilagodicemo potrebama izlaganja u nared-

nim glavama,

§l. S8kalarni proizvod,

ortogonalmnost

Obele®imo sa €7 (C7) otvorenu gornju (donju) polura-
van kompleksne ravni: ct - {z / Imz & O}, a sa R — recal-

nu osu. Neka D bude oznaka za jedinicni disk: D = {:z / 1z <L

{0
'J

< 1}, a U za jediniéni krug: U ={z / l.z|= 1}. S Ce-
mo uvek oznadavati proizvoljan broj veéi od 1 , a sz q broj
za koji Je %;+ %-= 1 ., Upotrebljavaéemo i1 uobicajenu oznaku
-LP(R) , 111 1P , za prostor funkcija f merljivih na R 1

takvih da Je
o0 :
Ieligp = { §212GoIPaxf? < o .

(Pritom svake dve funkcije iz 1P xoje se poklapaju skoro svuda
na R (skraéeno: s.s. na R ) smattramo identidnim,.) Isto tako,
sa IP(U) éemo oznadavati prostor funkcija £ wmerljivik na U

i takvih da je

' X
elpcyy = {%’:{—fo |f(ew)lpd0}1/?

Unesto "fI&p desto ¢emo pisatm samo ||f||D ili ||f )}, ako Je




jasno o kom se prostoru radi. Ako je T nexa funkelja merljiiva
- : D
na R , mozemo da posmatrame i prostor T I~ obrazovan od

funkcija f za koje Jje rlrer? i

flp 25Tt .

Umesto ”f"TIP pisaéemo Cesto samo Hfﬂp i1 fIfl, 111 Tl .
Definiecija 1l.1. Neka je feTI? i gez1? .,

[ ™ Y

Skalarnim proizvodom_ funkecija £ i g (u odnosu na [

(2, edpia = f o eEE®ITEN? ax .

Za » =q = 2 ovo je akalarni proizvod u Hilbert-ovom
prostoru ‘C'Le .

Polazeéi od ovakve definicije skalarnog proizvoda moZe-
mo vriiti razmatranja analogna nekin razmatranjima u Eilbert-
ovim prostorina,

Definicigja 2.1. Ako je {f,2)> =0, feTI® ,
e e 14 , sovoridemo da su funkcije f i g uwzziamno ortoconal-

Aol T ] —— A— h—— i e —

ne_ : flg.Ako je f€TIP , MCTL® i ako je f L g =za

-—u—c—h—.-—__——_———-———

M: £1M.DNajzad, ako je NCTIP , MCTI® i f1 g za
feli i geM , reéi éemo da su skupovi N i M wuzajamno

_——_—-—-—.——-—ﬂ—l——_—

ortogonalni,

Definicija 3.1l. Neka je K (zatvoren) pot-

prostor od 1? , Sve funkecije f€ L% koje su ortoconzlne na I

ra M i obele¥avati sa M+,
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Ovo je u saglasnosti sa definicijow anihilators 2= ot~

nrostor proizvoljnog Banach-ovog proltora, 35 ohzirom nc TCnre-—

J

zentaciju ocranidenih linearnih (skraceno: o. 1.) funkcionale

r

na I° .

Definicigja #4.1. 2ko je M notprozior od
TP i 2ko je {fg:}gel sistem vektora iz M N7 , taiav 4da
je Ty Lty za I#EA i fy#0 za Jel , tode Aemo wa si-
stem {f;} covoriti da je ortogonalan u _!1 . A¥O je taJ sisten
jo i zatvoren u M , onda on ¢ini ortogonalnu bazu u_ = .

T e orema 1l.l. Neka jz M potrrostor ol T g
neka Jj¢ -{My /‘fE:I}- kolekcija njesovih npotproztora, Ttotzlno
uredjena inkluzijom. 4ko iz geL? i g a UM, uve: izlazd
oL M, tada jJe

L —

M? = M -
vel
(Crta iznad skupa ovde oznadzva adheren iju.)
» rErrYTs pl »
Dokaz . HNeka je UMy=M" . I je potrnrostor cd
- z

I° . Ako je Ml & M, tada, prema Hahn-Banzch-ovo]j tzoremi, po-

|-._l
1o
Y
£
o
)
£

stoji 0. 1. funkcional ¢ nra M koji se anu
ne i na Sitavem M . Na osnovu iste teoreme, ¢ nolo i 2 pro=

du¥i na TP . Ao se uzme u obzir i reprezontacile o. 1, Tunk-

W

1
3

cionala na TP , sledi da postoji funkeija gealq toliva da go
S 1_Ml , & da nije 1M, Sto Je u protivroedneoti g0 »retno-
stavirom, Dalkle M= M , 1 teorema je dokazunz,

Te orema 2.,l. Neka je M potprosior ol S
neka Jc {fp / PE I} skup funkcija iz M tahev da it CE& 14

1 g_L_{ff} avek izlazi g L M . Tada je zisten .{f?} metvo-

ren U vl e
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DoXkxaz. 3gup {f,} rove o btotulno urcsiiti, NCION
relacijomn < . Obelezimo sa 1, zatvoreni linzol nad veolttorinsa
£5 5 Tp € £, pri Cemu je mel . Tyrdjenje soda sledi C¢ircsino
iz teoreme 1l.1.

De finiecig3ja 5.1. Yeka je M opotnrostor od T°
i nelka je {Mn} xonadan ili beskonafan niz njegovih not
taliav da je Mnn M}c = {O} za-; n £ k¥ ., Ako z¢ cvakwa fun'icija
feM roYe na jedinstven nadin predstaviti u obliku T = > T

n

pri Zemu je f €M~ za sve dopugtene vrednosti n 1 red

'§:fn konversira po IFP-normi, reéi éemo da je 11 _razlolen na_
potoroscore {Mn} : M = 2@” . Pritom &eno I zvetl nro-
jekcijom _ funkcije f na potprostor 1 . Snecijalno, rast ge

g 2. P - prostori,

Definicigda 1.2, ( [1] ) Presterom _E7 _nad

‘!" * . 0w - . - - ' -
C zvaéemo skup funkcija £ analivickih u ct 1 takvin da za

svakXo ¥ > 0 3poztojl

C.te

+60
5 | f(x+iy) | Pax

~ 00
i da Je
- +00 . N[Da11/D
I£lleo = sup { [T [£Geiy)|Pax it < oo
o 3‘,’}0 -OO :
Definicigja 2.2. ( [7"] ) DTrastoron ._HE _had
D =zvalemo skup funkel] analitifkih u T 4 takvik da Je

ija f
ya4 : /m
7o = sp, { Bl 1566 e} oo
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¥ad tudemo istovremeno govorili o ar  nac 2T 1o E
nad D , pisatemo wP(c*ty i HP(D) . Piso.lomo szno Y  ako
je rec o H? n2d C7 .

Poznato je da su He(c*) i E®(D) =Zanach-ovi n~rostori
i da su izometricéno izomorfni (npr.[:éj str. ?9. i str, 130.).

Tzomorfno preslikavanje ¢ moZe ¢a se dobije nomolu konformnog

preslikavanja poluravni ¢t na disk D :

gije éemo inverzno preslikavanje obeleZiti sa Y o (V¥(z) =
- j_% tZ . zeD ). Ako je £ e HP(CY) , tada neka je f =g ,
gde Je
1/D
g(z) = £(¥(z)) 3 5 i geHY(D) .
(1-2)

Moze se primetiti'da isto preslikavanje (b ostvaruie lzometric-
ni izomorfizam i izmedJju DP(R) i ﬁp(D) . Na osnovu toga,
Eeéto éemo, bez néroéitog isticanja, primenjivati nz 22(c")
stavove koji su u literaturi formulisani samo z8 H
ovi pomoéu ¢ direktno prenosc na HP(Cch) .

Za svaku funkciju £ e BY. postoji
(1.2. lim  flx+iy) 98T F(x)

y —» O+

2a 5. s. xeR ([&]). Pritom je FeIP i |I7ll> = Il ([S]D-

De finiciJja 3%.2. Ako je £ hermonijs:a funk-
cija u €7, svaku funkciju F za koju va¥i (1l.2.) 2za& s. S.

- a = . + . W
v R zvaéemo rubnom funkcijom (iz C7 ) . Analogno dciiniseno

ﬁ_—-—v_“——_—

i rubnu funkciju iz C .
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Stup svih rubnih funkeija za funkzeijs iz II¥ ohelora-
p ey
vaéemno sa HY ,
Odigledno, svake dve rubne funkcije za jednu istu

funkeiju £ poklapaju se s. s. na R , 5 druge 3trane, ZzZi

svairu funkeiju X € HP postojli samo Jjedna funkeijz {felr 2z

%o ] 1% 3 2 I s, TP Apaetor od  TH 3

woju va¥i (1.2.) (4]). Sem toga, H° je notsroctor od IF i
- ﬁ . - ':! - o - . - L

prostori #Z° i HY su izonmetridno izomorfni, Imajuéi sve ovo

u vidu, identifikovademo svaku funkciju iz ¥ <ca njenin rub-

ninm funkcijara, & na osnovu toga i prostors Lk i B? . U ton

#'I o f' - A - D ?

smislu ¢emo i smatrati da je HY potprostor cd .

- L - - = » - o Tj
Definicija 4.2, MNeka je IiI mnotprostor ol I,

. = [ - + o
Svaku funkciju K, (z) takvu da za fiksirano weC’ wvasi ¥ €

eI® i da je, za feM i weC ,

(2-2-} f(‘;‘u’) =<F 3 K'w>

ILema l.,2., Potprostor MC I’ ina reproiuktivno
jezgre ako i samo ako je svaki funkcional J : f —> () , T €
€1, we C¥ , ogreniden.

Dokaz . Ovo je direktna posledica teorene o renrc-
zentaciji o. 1. funkcionala na 17

Dojam reproduktivnog jezgra definisan Jje u litaraturl
iskljulivo za Hilbert-ove prostore. Pritom se, Sto jeo i rrirod-
no, o4 jezgra zahte?a, sem svojstva (2.2.) , JoE i svojztve
Hy €W ([6]). Reproduktivno jezgro u Hilbert-ovonm mrocuoru je
jedinztvens (ako postoji). Analogon lenme 1.2, wva®i za renrodul-
tivno Jeziro u Hilbert-ovom prostoru, £to je ociglednoc.

Definicidsa 5.2. ([6]) Funkeciju ¥{u,z)
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definisanu na nekom skupu oblika M xM nazivano 20zillivmg A~ =

finitnom ako ima svojstve da Je

n
Z oty & KWy yws) p O
R,4=1
za proizvoljan niz brojeva {dk]— i za proizvoljen niz talaka

{wk} iz M .

Lema 2.2 ([6]) Reproduktivno jezsro Hilbert-ovog
prostora je pozitivno definitna fuﬁkcija.

| 7a HP (jedno) reproduktivmo Jjezgro je funkcijz kw(z)z

= [2ﬂi(ﬁ - z)]_l , $to sledi iz Cauchy-ecve teorere z2 583 ([1]).

Neka je f funkcija definisana na nekom sktunu ¥ . Sz
Sf éemo obelefavati funkciju definisanu na skupu Sk = {z /
EEM} , za koju je Sf(z) = £(Z) , =zeSM . Ako je [ Tegular-
na u nekoj tadki zelM , Sf Jje regularna u taéki 2 , Presli-
kavanje S  primenjenc na funkcije iz 1P predstavlja jedan o-
cranifeni (l[S]l= 1) antilinearni operator ( Slaf+3g) =aBf +
+@Sg ) , sa svojstvima 82 =TI ( I — identilno preslikavanje
w TP ) i {(s8f, Sgy=(F, ey, L€l ce1ld,

L .e ma 3.2, Sisten {lgﬂ / wec+} U {Skw / t.-rec'*}_
je zatvoren u P . ;

Dokaz . Ako Je gtELq i g;_L{S}:w} , tada Jje g e
e g4 (nor. [7] , str. 195.). Ako je 1 g.l,{kwj}, tada Je
g(w) =¢(g , k)= 0 za weC' , tj. g =0 . Sada ostaje jos
samo da se primeni teorema 2.l.

Poznata je teorema M, Riesz-a ([8]): ako su W i v
uzajamno spregnute harmonijske funkcijeu D, v(0) =0 , 1

ako je uweIP(U) , tada je veIP(U) i |lvil LA llull, prl

vha
-
*
it

cemu A, ne zavisi od u . Polazedéi od ove teoreme, 1Ivezlen

-
il 1
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teorenu 0 razlaganju e,
L . T
Teorenese 1.2, ﬁp==5§j()SHp . Ao jo T el~ 1

of  je projercija na HP , onda Je
(3.2.) feell < c el

za nexu konstantu C_ , koja ne zavisi od I .

e

Do a z . Na osnovu leme 3.2., dovoljno je camo ca

a-l

Con
(3

doka¥emo (%.2.) za sludaj kad je £ linscrna kombinacl

. - . . » -+ .= o i T
funkcija Xk, , weC , 1 funkeija Sk ,weC . nexa j&, dexle,

£=1f +1f,, pri cemu je £, linearna kombinascija nekih funk-
cija k., , a f2 linearna kombinacija nekih funicija Sk? . Ta-
da je f,€H’ , f,€SEP | Neka je 0 <r<1 i D, slika
diska |z]J<r pri preslikavangju Y . Dr je disk sadrZan u C+,
sa centrom u nekoj tadki ai (a > .0) na imaginarnoj osi. lieks
je ¢ poluprecnik diska Dr i neka Jje Ur =.{z / |z-ai|= p}.
DPosmatralemo prostor LP(Ur) , definisan analogno nrostoru
IP(U) . 22 normu u Ip(Ur) upotrebljavademo oznaku [YW]r,p'

Teorema !1. Riesz-a vaZi i za D, , $to se lako dokazuje pomolu

|

oreslikavanja w (zﬂai)]b-l s kojim se Dr nreslikava na D .

RazloZimo fl i f2 na sledeéi_naéin:

qafrdf ko) Koy + Fp oy £, = 4a® {f , Sk D Sk, + Fo oo

Tada je Ty Ll k3 1 Fod Skyy s zbog (I Kas ) = <fl » Tai )

-

i {f, Sk_.>=<f, , Sk,3» . To znaci da Je 7, (ei) = 0 i
SFg(ai) = 0 ., Funkecija F2(x) je rubna funkcija za funkciju
SF5(z), z&eCY , koja je harmonijska u C* , Rédirjednostavnosti

oznacavanja, neka je SFeiz) = Fg(z) , z € C*, Tako rofeno da




produ?lno u ct i funkeiju f, , @ na ogcnovu tora 1 L . Uwve-
demo 1i oznalu F = Fq + Fs mosemo reéi da zu funkcije T I
G = i'(F2 - Fl) uzajamno harmonijski spregnute, a zbol 7y (ai)=

0 vari i G(ai) = O . Ha restrikcije funkeclja

i G na disk D, moye sada da se oprimeni tzorema li. Riesz-a:

150, € A izl o -

il

Prema tome,

(#.2.)  HF, € @+ a2,

by w - + L]
8 obzirom na produZavanje u C° , bice

F(z) = £(z) - 4aw T , kg Diyy(2) - 4L, Skyy) F 502 o

1
Ako Je gEEHp , tada je, na osnovu Hardy-eve teoreme o0 ronotono-

sti ([2])-,

(251'?)1@”5“3:,13 = x/? |[¢E(rz)llﬁ(u)é lpslecy) - ”:Mp .

Primenivsi ovo na k_; , a 1magucl u vidu 1 da Je Ilﬁai“p =

e

= a(l/p)-lukinp , za p> 1, dobiemo
erey s, < eEpIVEl, o - 22 il

cde Je stavljeno BE_ = 4'“kiud”ki”b . Na isti nafin ce dobija 1

ero)M?nll,. , < ere) 2l o+ B llell,

Zajedno sa (#.2.) , ovo znali da je

(5.2.) )Pl , < @rf 1o v a2 el
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+ Bp (2 + ﬁp) “f”p .

Poznato je da za g e€HP(D) wva¥i

pri Cemu Je gr(z) = g(rz) , ZE€D ([5]) . Va¥ile, o3igledno, 1
(6.2.) - -];];Ell_.“g — I' DI‘“IIP(U) ’
odakle se dobija
llm (r1/? ) = || H D .
o 1- “g "T_r (U) & (U)

Ako se uzme da je g = q;fl y zbog

(gjl-f)l/r’”fl” /p“g “IP(U) 1 Hf ” HEHI‘P(U) ’

iz poslednje relacije izlazi
l/'o e
1im [Cape)Plell, f= Mgl .
r —> 1—[ ] 1’
¥ako (6.2.) vaZi za ¢i‘ i za ¢Sf2 , vaziée i za &If (Jer
je G, (z) = FIT,(2) (1 - 22701 = 2)™2/° )y, tavo da e

1im [(23733)1/nl[f|[r n] = ”f”p

r —» 1-

Ostaje jo¥ da u (5.2.) pustimo da r — 1- (t:ds
p—>00 ) pa femo dodbiti (5.2.) , sa zonstantom O =

m

_ -1
= (1 + AP)E + Bp(2 + Ap) .

Teorena 2.2, Anihilator za H® e ot , 2 Z&
sgd je =H® ,
Dokagz . HNeka je gn(z) = zn"l , z€D , 1 fn,p =
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=¢-1Sn , n = 1,2,... . Kako je sisten {g,} =zatvorsn u P (D)
([7] , Str. 36,) , to Jje sistemn {fn,p} zatvorzn u LY a
' — 14 W

sistenm {an,q} u SH® , Kako je =a n3» 1

& 1‘1—111
-] - —l |
<fn 5 9 Sfm,q> = const:((-——r (z+1) . Slci> = 0,

o T Z+ 1.
to Je fn,p‘LSfm,q . Na slidan nalin se ovo dokazuje 1 =& n <
< »n ., Prema prethodnom, B® | sHY .

S druge strane, 2ko Jje 'geLp 1 E_LSHQ , onde je
g_L{Skw} , 3to znaci da gEHp (npr. ['7] , str. 125.). Dzakle,
(SHq)-L = BY _ S1idno se dokazuje da Jje (Ep)-L = gE

Teor é ma 3.2, oSistem {kw / wec*' } j& zatvoren
u HP , |

Dok az . HNeka je gELq 1 g_L{ kw} . Tadz Jje, DIre-

ma teoremi l.2., 8 = 8 * B> 1 glEHq y 65 € SHY , tako da je 1

By {1{1_:} (teor. 2.2.), a to znadi da je =,(v) =& , k. >= 0
za w€CY , tj. 8y =0, 1 - € SHY , Preme teorezi 2.2., g lBHP.

Ostatak dokaza sastoji se u primeni teoreme 2.l.

6 3. Paktorizacigia H -funkcidlia

Definicigja 1.3. ([9]) Sveki proizved oblika

n-1 |zi+l| Z=2.,

7—-1
(Z57) ﬂ ~ 2.4 .=
n zn+1 -2,

sde je m neki prirodan broj i {zn} . C" |, nazivaleoro

—_—_—_-—Q—“—_—_

T, ema l.o,. ([l]) Ako Je £ eP 1 £ A0, ako Je
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m-1 red nule funkcije £ u tatki 2z =1, a {z } ~— skup nula
funkcije f u ¢t pazliditih od 1 , pri cemu je svaka nula
rafunata onoliko puta koliki Jjoj Jje red, tada odgovarajuli
Blaschke—ov proizvod konvergira za z €CT i predstavlija jednﬁ
funkeciju b , regularnu u c* , koja ima iste nule kao f , i to
istog reda. (ko je £(z) # O za 2z € CT , smatra se da jo

Blaschke—ov proizvod za £ : b(z)=1. )

Definiciga ([10]) Svaku funkeciju oblila

gde je §€R , a « neka merljiva funkcija na R , nenegativna

i takva da jJe

+cO
j lnﬂgxz dx)-—-eo i CJ'EI_P ’

oo 1+x

ﬁ——_——

pri demu je » neopadajuéa funkcija ogranidene varijaclje na
R i 9°’(x) =0 s, sena R,

Definicija #4.5. ([10]) Unutrasnjom funlei-
jom zvaéemo svaku funkciju € regularnu u ¢ , sa svojstvima

le(z)] < 1, zeCT , i |e(XDl =1 s. S na R, pri Cemu jJe
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e(x) = 1lim  e(x+iy) .
y — O+

Drimetimo da iz principa maksinouma modula sledi da Je
|e(z)l <1 za z€C™ ako unutrasnja funkecija e nije lkon-
stantna u CT ,

Teorema l.5 ([11]) Svaka funkeija £f€EP nmo-

¥s na jedinctven nadin da se predstavi u obliku

(1.3.) £(z) = exp(iaz) b(z) s(z)-g(z)
rde je o > 0 , b — Blaschkxe-ov proizvod za £ (kao u lezl
1.%.) , s — neka singulerna fumkcija 1 G spoljasnja funkcija

zz koju je er(x) = [£(x)]| s. s. na R . Obrnuto, ake £ ira
oblik (1.3.) , pri &emu je o >0 , b — proizvoljan Elzschlze-
ov proizvoed konvergentan u ct , S — proizvoljna sin~ularna
funkcija i G — proizvoljna spoljasnja BP-funkcija , ta2d2
res? .,

U vezi sa faktorizacijom (l.3.) uobidajeno je dz se
G naziva spoljadnjim delom od f , 2 evo{iz)-b-s — unutras-
njim delon.

Lena 2.3, Neka jJe f edP i neka je

fo D |
glw) = f(sg+$)(s+w) /D , wec

»ri demu je s neki realan broj, a uzetea je pfoizvoljna srana
P o Cc'. Teda je i geHP .

Dokasz . O obzirom na faktorizaciju (1.%3.) iz teo-
reme l.3%., dovoljno je da se tvrdjenje dokaZe camo za siulad ked
je f spoljeSnja funkcija. Neka Jje, dakle,

£(z) = exp {-J—g_:-i- f (1*"3(5)11'1'1'5})22] d:-:} , . eot .

-0 (x-~z)(1l+x
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: - . SW-
Uvodjenjem smene X = EE:% i 2z = a+$
]

dobijamo

+o (Lrtw)ln [£(EEE)] _
W=1 1 S+
(@ - oo e [ ) e

Standardnim postupkom izracunavanja integrala pomoCu reziduuma,

mo%e se izvesti i1 ova relacija

oo ~2/0 .
(S+W)—2/P - const..exp (-,’-%-Ir Slitw_)}-n!S'i‘t'E—__ dt} . v eQ
- (b=w)(1+t7)

Na osnovu ove i prethodne relacije, dobija ce da je

: + 00
g(w) = const.-exp {Tl-fj 1-+'|3W lnl t d‘b} . WE ot :

t-w)(1+t%)

| D
eI® ,

——
r
[

odakle, prema teoremi 1l.3%., kad se uzme u obzir i da je
sledi da Je géHp . |
Teoremna 2.5. 05Svaka unutradnja funkcija e wofe |

da se predstavi u obliku
(2.3.) | e(z) =mexpl@iz)-b(z) -s(z) ,

ede je Al =1, =20, b — odgovarajuéi Blaschke-ov proiz-
vod, 2 s neka singularna funkcija. Obrnuto, svaki proizvod ob-
lika (2.3.) , gde je @l =1, =20, b proizvoljan xcnver-
centan Blaschite~ov proizvod i s proizvoljna singularna funeci-
ja, predstavlja jednu unﬁtraénju funkciju.

Dokaz. Ovo je posledica teoreme 1.3. Ako je G
proizvoljna spoljasnja HP~funkcija, tada na osnovu teoreme

1.3., Ge€H® i aw(x) = ]G(x)] s.s.na R .Zbog togai f =
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- ez et? , Pritom jo |£(x)| = lG(x)! s. s. na 2 . Palktoriza-
cija (2.3%.) sazda sledi na osnovu jedinstvenosti faktorizacije
(1.72.) &

Ao je e oblika (2.3.) , tada je £ =pexn(iaz) b s-GE

€eE? =za bilo koju spolja3nju funkciju G (teor, 1.%3.,) 1 iz

ler(x)] = [£(x)]| = |G(x)|] s. s. na R , sledi da je le(x)] =1

s, s. na R .Daje le(z)]<L1 za z€ C" , provecrava ce di-

rektno na osnovu definicija 1l.3. i 3.3. Da jec e rcgularna u

3
HJ

+ - - - L3 . [ ] 1
C sledi iz recularnosti £ i G 1 iz poxl

3

nanja nuls o

[}

inulaod b .

Lema 3.3, Svaka unutradnja funkcija coZe da se Co-
definiSe u tefkama 2z€ C~ za koje je e(z) # 0, take da u tim
taldlrama bude regsularna i da bude

1im e(x+iy) = e(x)
y => O~ '
S Se N& R

Dokxaz. Ako je ze€eC i e(z) # 0, dodefinisaceno

e na sledeéi nadin: e(z) = e(i)-l . Ostzlo je Jjasno.

Sem u tafkema =z€C’ i tadkama spomenutin u lomi 3.5.,
o mo¥e biti regularna i u nekim tadkama ne R , pri cemu podra-
zumevamo da je e(x) = 1lim e(x+iy) u onin tclkamz x€X za

y —» O 5

roje ova granidna vrednost postoji. Skup recularnih tacal:e za
funkciju e obeleZavalemo sa C .

Definicija 5.3. Ako je a#02 nekz nera na R,

L Wt

zatvorenim nosz2Zem_mere au 2zvalemo komplement unige svih otvo-

renih podskupova od R koji imaju A -meru 0.

Lena &3, ([5] , str. 68.,) Ako je e singularna




funkcija, tada se komplement skupa c , €C , noklapa sa zatvo-
reninhosalem mere dv . 8ta viZe, funkcija e (»a ni |e] )
ne mo%e da ce neprekidno produzZi 1z ¢t ni u jednoj talxi iz
cC .
Dokaz . Dobija se prenoSenjem anzlognog rczultzta
za D ([5] , str. 68,) na ¢t , pomoéu preslikavanja € .
Lema 5S¢, ([3] s, str. 68,) t¥o Je e neii Blasch-
ke-ov proizvod, skup ¢€C se sastoji od tatake 2z iz C  za
koje Je e(g) = 0 i tadaka nagomilavanja nulz zz e ,
Dokaz . Analogan rezultat za D ([Z] , str. €8.)

prenosi se na C* pomoéu preslikavanja e .

Te orema 3.3 2a proizvoljnu unutradnju funikelju

e skup €C se sastoji od tacke z =00 ako je u faktorizacijl
(2.3.,) >0, od tadaka 2 1z C” za koje je c(z) =0, ta-

daka nagomilavanja nula od e 1 od tadaka zatvorenos nosala
mere dv koja odredjuje singularnu funkciju s u faktorizaciji
(2.3.) .

Dokaz . Tvrdjenje je posledica teoreme 2.2. , lex

2,3, 1 lene 5.5,

-

I, ema 6.3, HNeka je e nexonstzntna unutrainjs funk-
cija koja u nekoj tadki te€CNR (mo¥e biti i ¢t = ) uzina
vrednost o (|| = 1) . Tada funkeija o-¢ U tadlzi t  dina

nulu prvog reda,
1

Dokagz . Kako je i o ~e unutrasSnja funkcija, do-
. " 1 » T 1= h — E+1
voljno je da se dokaz izvede samo za = 1 . lleka ge £ = g
- -~ » + » — ——
i e, = exp g . Kako je Re g(z) < 0 2a zeC 1 Sg = —€ ,

to je i eq unutranja funkcija. Funkeija e, nena nula u C¥,

pa se primenom teoreme 2.3, i teoreme 3.5, na €4 dohijn da Je




N
N
|

' + = e s 1A s s 2

t-2 gl 28 QT 510 T 1.0 Z
amesto dy{t) bilo bi o ), gde je g&; neka fur¥cigo e ular:a
u tadki t . Znadi, g ima prost pol u tacki T

ima nulu prvos reda.

rezultati iz teolr i 3 €

i
analiti&€kih funkecidga

a kraju ove glave naveSemo neke noznate rezultzts ©
funkcijama analitickinm u ¢t , u obliku u koxr £ero ih kacnije
koristiti

meorema l.t. (Phragmén-Lindeldf-ov princlp; nDpT
[12:], str. 1.) Ako je funkcija f analitilka u ct , ako
| £] mo%e neprekidno da se produ”i na zatverenu cornju roluravan

+ L 1 | ] d &
¢* i ako je ispunjen uslov

lin inf [a™ [ 1n*|f(aelﬁ)ljlnﬂd6]
- 8& —»+

(gde je 1n'x = lnx za xz= 1 i Intx =0 za O0<gx<1 ),

0(
O
)
ct
-
]

]

o

1)

tada iz ogranidenosti |f| na sledi ogran

q

Eitavom skupu ct .

De finiciija 1.4, ([13]) PFunkeiju £ anzli-
ti%ku u ¢t (€7) nazivamo funkcijom ograpigerog rinz U ct(CcTy,
ako je f = i‘l/f2 , sde su £, i f, neke ograniée$e analitic-
xe funkeije u €7 (C7) i £, # 0.

Definiciga 2.4. ([12], str. 23.) Ieka Je £

N T - W - + - ) ~ =
funkcija ogranidenocg tipa u C (7)) i nela je T # 0 . =r0g

1

I 1im sun[lylﬁllnlf(iy)E]
y —>+e®
(v-—-i- oo)
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dempil AR b W S ey - s e e

smatradéemo da je srednji tip ed I Jjednak - , .

Da broj h postoji 2ko Jje £ # O dokazano Je u [lE] y
str. 26.

Poznato je da se za celu funkciju f ka%e da Jje eicpo-

nencijalnog tipa ako je

h = 1im sup B~ o |

[z]—> 00 121
Rroj h se zove eksponencijelnim tipom funkcije £ .
Teorema 2.4 (erﬁu-—ova teorena; [lil-:l) Axo Je
cela funkeija f ogranicenog tipa C+‘ iu C , tedaje £

cela funkcija eksponencijalnog tipa 1 njen eksponencijalni tip

je Jjednak vedem od njenik srednjih tipova u ct¥ iu C.

Lema 1.4, (npr.[7], str. 16.) Ako je fEE°,
tada je f ogranicdencg tipa u ¢t .,
Dokaz. Naosnovu teoreme 1.3., napifimo I u ob-

1iku (1.3%.) . Kako su funkcije exp(idz) , b 1 s ogranidene

u CF , tvrdjenje treba da se dokazZe jedino za G . Ho, ove

funkecija se lako mo¥e predstaviti u traZenonm obliku, ako se
funkcija 1nw(x) predstavi kao. razlika dve nenegativne merljive
funkcije: Inw(x) = - lnaf(x) + In'es(x) (gde je 1n"x =

=-1Il+}{_1,}€>-0) *




G LAVA II

PROSTORI HP(e)

1. Definicija i osnovmna

svojstva prostora HJ(e)

L

Izlaganje u ovom odeljku odnosie se na proizveljzn pro-
stor tinva HP(e) . Definisademo HP(e) , nadi reproduktivno jez-
gro i utvrditi druga osnovna svojstva HP (e) , & zatim pokazati
da su unije nekih ovakvih prostora svuda guste u H® ,

Definiecigja 1.1. Neka je e Jeden osranifeni

linearni operator koji I uzajamno jednoznadno preslikava na

IP , i za koji je eBP < HP i SeS = et . Klasom 1P(e) nazi-

valemo skup svih funkcija f € H? sa svojstvom eSf e TP ,
Zbog eSeS = I , ako je feHP(e) , tada je o3f rub-
na funkecija za neku funkciju iz EP(e) .

Sem toga, kad god postoji prostor HP(e) , tada nostoji

_1)

L d * L] k]
i nrostor Hq(e , gde gJe e operator kxonjugovan sz e .

" _ls &

faime, relacija Se = se dobija direktno, leiz je T €

e
e 59 , Doka¥imo da je e_:* _lge #HY . 2a £eSHP  imamo

T, e*_1g>=<SeSf » 6= 0,

sboz eSfe HP , Dakle, e "lg_LSHp , va zeto & "lg;ellq , Drema

teoremi 2.2. gle. 1.
Svaki operator e oblika e = ASA“IS y 5de Je A oO-
~ranifen lincaran operator koji I uzajamno Jjednoznalno pra-

2~ (sEP)y ¢ siP

st ik

-

slikava na IP 1 ima svojstva AP HP R

=T

ispunjava uslove za formiranje prostora 42(e) . 'z ognovu ovo-




ra dobija se jedna £iroka klasa primera za prostors EP(e)
Te orema l.l. Hp(e) je zatvoren potnrostor od

P , Funkcija

(1.1.) Kw(z) = kw(z) - ¢ —leEZ(w) (w,z € C"’)

ima svojstva: KwEHq(e'"l) za svako fiksirano weC' , i
(2.1.) f(w) =& 4 K,> , 2@ fedP(e) , weC™ .

Dokaz. Akoje {f, /n-= 1,2,...} Cauchy~ev niz
u HP(e) , onda je o8igledno, i niz {ean / n=1,2,..._}
Cauchy-ev (u B ). Neka fn — £ e BP . Kako je eanﬁ HP , N =
= 1,2,000 4 to je i funkeija eSf = lim eSf u HP , Znadi,

n_—» 0o

f €e8P(e) za svaki Cauchy—ev niz u BP(e) , tj. BEP(e) je za-
tvoren potprostor od HP

Da bismo dokazali drugi deo tvrdjenja, primetimo da Je,
za w e€Ct s linearni funkecional Jw: f —> ef(w) , fiEHP, ogra-
nifen: lef(w)| = ](ef . kw>] < ”e”“kw“q"f“p . Prepa Hahn-
Banach-ovoj teoremi, ovaj funkcional moZe da se produZi na 17 2

bez uvelavanja norme, tako da u ! postoji bar jedna funkcija

Gw takva da Je
_ P
Jw(f) = ef(w) ={f , G,y , T€H .

Neka je g, projekcija ove funkcije na HY (def. S.1. 5l. 1.
i teor. 1.2. gl. I.) . Tada je G - g, L B , Sto znadi

(3.1.) ef(w) =& 4 &,> ren? .

» - - [] - W oy L +
Uzmimo da Jje f = kv , gde je v fiksirana tacia 1z " . Ako

to zamenimo u (3.,1.) , dobijamo
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ek, (W) = Cky y By) = &LV

. . + “ g .
Prema tome, za svako z i w 1z C  mora biti g, (z) =

= ek, (w) . Kako Je, dalje, & talcu? | to je
e -1eEZZw) € u? ,

odnosno K € HY |, za weC¥ ., No, i funkecija e "ISKW lezi u
HY | jer leZi u 12 i ortogonalna je na SH? , 8to sec vidi iz

slededeg:

£esE® => (" Isk, , £) = {eSE , k) ~{5f , g,) = eSL(w) -

- e(Sf)(w) = 0

(na osnovu (3.1.) D
Dakle, K, € HA (" -l) , Ostaje jo% da se doka%e relacija
reproduktivnosti (2.1.) . Za proizvoljnu funkciju £ 1z 8P (e)

- =+ . -
i weCl imacenmo

(£, K, =, k,;> -5, s e )= £(w)

jer eST € TP ,
| Ovim je teorema u potpunosti dokazana,.

U smislu definicije 4.2.;51. I., Kw(z) je Jedno renro-
duktivno jezgro za Hp(é) .

Prostori HP(e) i HQ(e*_l) su, u izvesnon smislu,
uzajamno dualni., Preciznijl opis ove dualnostil sadrran Jje u for-
mulaciji sledeée teoreme.

Peorema 2.ls 8) HP=HP(8)®€HP; b)

[HP(E)J—L -sgi@e ~1x4 : ¢) skup svih funkcilja oblila X ,

weCT , je zatvoren u gl )
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Dokagz. a) Neka je f ¢d? . Kako je, orema teor.

1.2. gl. I., et . .

+ ef, , gde ef,€eB’ i efléﬂp(e)l (zbog efy = f -

f=f1+f2,gde f.oesn? i f G.I-Ip,toje
f=efl

- ef. €HY 3 es(eflj = Sfle 'ﬁp ) . Dakle, svaka funkcija 1z

2
B mo%e da se predstavi (i to na jedinstven nadin) kao zbir
jedne funkcije iz HP(e) i jedﬁe funkcije 1z eiP s e
HP = HP(e) ® eH? .

| b) Dokazaéemo najpre da je HP(e)_L SE ® e*1nd | ®ako
je HP(e) l sE? (teor. 2.2, gl. I.) , treba dokazati samo

HP(e) | e ~1p? | Neka je fe€HP(e) 1 géeﬁ-lHq . Tada je

(£, g>=Z:Sf , Se—;g>=o .

zbog eSteHP |, e*ger? i HP_L sHY (teor. 2.2, zl. I.). Da-
xle, f_L g , odnosno P(e) 1 &" ~1g9 |

Neka je sada gel? i gLHp(e) . DokaZ?imo da tada mo-
ra biti g eSHq@e""lHq . Prema’ teor. 1l.2. gl. I. i veC dokaza-
nom tvrdjenju a) (primenjenom na g? i HYC" -1y ), funkciju
g moZemo da predstavimo ovako: g = g1 + By + 33 , gdec Je g €
esH? , g e tHd 1 g5e3q(e*“l) . Kako je g,-L EP(e) , g5l
1 EP(e) i gl HP(e) , to je i 53,LHp(e) . Ko, na osnovu

teoreme l.l., funkcija

. e
K, (z) = k (2) - ee'—ikz(W)
le¥i u HP(e) za svako w€eCT , tako da je

gz(w) = (85 » Ky )= 0, wel,

$to znaci da Je B3 = O 1i gESHq@e*_lHq .

¢) Prema teor. 2.1. gl. I., dovoljno ge dokazati da sva-
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ka funkcija iz L° kXoja je ortogonalna na sve funkcilje Kw .
weCT , le¥i u anihilatoru prostora Hq(e*”l) , £to ze, shodno
stavovima a) i b) , svodi na dokaz da iz rerP(e) 1 £ LK,
vJECf', sledi f = O . No, OVO poslednje je direktna posledica
teoreme 1.1. (relacija 2.1.). .

Za svaka dva uzajamno permutativna operatora e, i €
takva da prostori HP(el) i EP(e,) postoje, njihov proizvod
e;e, takodje ispunjava uslove za formiranje prostora Hp(eleQ)
Pritom je HY(e,) C HP(ejey) , k = 1,2.

Teorema 3.,l. Ako su e, , k = 1,2 , medjusobno
pernutativni operatori za.koje prostori Hp(ek) , kK =1,2 , po-
stoje i ako je e = eq€s , tada Je BP(e) = Hp(el)@ elﬁp(eg) .

Dokaz . Neka'je f ¢eHP(e) . Tada je, na osnovu teo-

reme 2.1. a) , £ = f; + £, , pri demu f; € Pley) 1 fye eal .

No, kako Je eIl
€ e H (32)

T e orema 4,1, Neka je ~{e / n=1 2,...} niz uza-

. ~1 .
f,eB i eyS(ey £,) = e2e15fEHP , to je f,¢

jamno permutativnih operatora takvih da Hp(en) postoJli za sva-

ko‘ n . Neka je J1lek , = 1,25000 o i neka Je iSpunjen
uslov
(4-1c) lin E E kz(W) =

n —»o0

w smislu slabe konvergencije niza funkcija po 2z u £* , Z& SVa-

ko fiksirano weé CT . Tada Je

k_J‘ HP(En) = HP

(gde crta iznad skupa oznadava adherenciju).
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Dokaz . Shodno teoremi 1.l. gl. I., dokazaéemo da
svaka funkecija f iz H% koja je ortogonalnz na n@in(En)
mora biti identidki jednaka nuli, Zaista, neke je £ 19 3

f _l_Hp(En) , 0=1,2,... o Neka Jje Kﬁ(z) reproduktivno
jezgro tipa (l.l.) =za Hq(E;'l) s O = 1,2,00s o« Tada Ki €
EHP(En) za N = 1,2,... « Kako je, za svako fiksirano weCt

i n=1,2,..- 3

|
o
'ﬂ.‘
<
NS
I
N
N
+ .
>
wm
tj1
3
|
W
|
P Y
g
\/
\
-
Jﬂ
=3
-
-
:l}..—l-
(Y]
N
—
:vf

f(w)

to je, s obzirom i na (&4.1.) ,

f(w) = 1lim <f . Engz"ikz(w)>= 0

za svako weCt |, tj. % = 0 .
| Sem sposobnosti "reprodukovanja" funkcija iz prostora
HP(e) , izraZene rélacijom (2.,1.) 4, funkcija Kﬁ(z) no¥%e pose-
dovati jo3 neka svojstva reproduktivnog jezgre, pod izvesnin do-
punskim uslovima.
T e orema 5.l. Neka je e operator u 1 koJi
ispunjava uslove za formiranje prostora HP(e) i neka je ispu-

njen jos i uslov

(S.1.) * Lk, = ek, , weC .
Tada Je
(6.1.) K (2) = Ki(2) = k,(2) - eek TW)

funkecija Kw(z) je pozitivno definitna i, za W€ ct . }{lirer(e).

Sem toga, ' e -indukuje 'jednu dizometriju u- BS
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Dokaz. Iz (5.1.) najpre sledl

e"-lekz(w) =<ektiw) . e"ﬁ'kt(z)>t =<ekt(w) . e:':tfz)>t =
= eekz(w) i eé'"ikz(w) = eeszw) , u,z€CT

tako da va¥i (6.1.) . Kako Je K;££Hp(e) , w€C , to neposred-
no iz (6.1.) sledi KWE gP(e) . weECY , Sada iz 2,1.) noZe-

mo izvesti relaciju (za f = K; )
(7.1.) K, (w) = K, K > , vywec

iz koje direktno sledi pozitivna definitnost X, w) o Izto teko,
kod se u (7.1.) uzme v = w , vidi se da jge ll':gqniz Lo 4 ti.
K{_JFEH2 , na osnovu teoreme l.>5. gl. I.

Preostaje jo3 da se dokazZe poslednji deo tvrcjenja. hao

e

srvo, na osnovu (5.1.) Je jasno da je, 2& wel

(8.1-) <9kv ? ekw>= <kv ' ku> !

odakle se za Vv = w dobija da e svaku funkcijgu kK, nrcvodl

n funkciju koja opet leZi u H® , i to uz oluvanjs norme. Ao Je
£ ‘konaéna linearna kombinacija funkcija oblikxa X, , wel ,
tada iz (8.1.) 1izlazi da priména e na f talzodje nc menja
Lg—normu. Ne menja se ni skalarni proizvod takve dve funlcije,
Sada se e na uobidajeni nadin produZuje co izometrije na cita-

vom q° , S obzirom na zatvorenost sistema {:kw} u L~ (teor.

3.2, cl. I.). Dokaz je zavrsen.
Pozabavimo se sada, kratko, sludajem p = 2 .

T e or e ma 6.l. Svaka neunitarna izometrija e u

-

~
H® noje da se produ?i do unitarnog operatora u I~ teolo da va-
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i uslov SeS = ™1,

2

Dokaz . Najpre definisemo e na GSell za svaiu

2

funkeiju £ iz SeH neka je ef = Se"lsf . Tako se prostor

SeH” preslikava na SH® , Neka je sada {fn / n=1,2,...}
proizvoljna ortonormirana baza u prostoru H2 © eH2 , koji Cemo
kraég obeleziti sa G2 . Tada je -{gn = an} ortonormirana baza
u prostoru SG2 . DefiniZimo e na ovoj bazli sa eg = f,o 2R =
= 1,2,000 4 & zatinm produfimo ovo preslikavanje do linearnog

izometrijskog preslikavanja prostora SG2 na prostor G2 . Kako

je 1° = H2®SeH2 @ SG° , to se e dalje na ucbilajen nacin
produ?uje do izometrije na L? ., Da su pritom ispunjeni i uslovi
eL2 = L2 i SeS = et &okazuje se bez teskoca.,

Posledic a . Svaki netrivijalni potprostor M
prostora H2 , takav da je prostor H2 & beskonalno-dimenzio-
nalan, predstavlja jedan.prostor tipa He(e) .

D ok é 2z . Mo¥e se uzeti neka izometrija e 1z H2
na H2(:)M i zatim, shodno teoremi 6.l., produZiti e do uni-
tarnog operatora na 1° , uz uslov ©5eS = e , Tada ée moéi da
se formira prostor Hg(e)==IEEC)eH2 =M,

T e orema 7.,1. Neka je e operator u L2 (line-
aran i ograniden) koji ispunjaﬁa uslove za konstrulsanje pro-
stora Hg(e) i neka za e joi va%e uslov (5.1.) iz teoreme
5.1. 1 sledeli uslov: 1zienH2 = {0} . Neka je d druzi unita-
ran operator na L? , koji je permutativan sa e i koji H?(e)

preslikava u H® ngﬂe)C:fﬁg . Tada d preslikava H°

opet u H2 .

Dokaz. S obzirom na to da je e izometrija na

H° i da je H2 @eH2 = Hg(e) . H2 mo%e da se predstavi ovako
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12 - A CHR @ Ho(e) ® eHo(e) @ e“H () @ ... .

Ny

- .
Kako je, po pretpostavci, {')enﬁz = {0} s Lo Je H2 =

nei

co |
=26® ean(e) . Vidi se da je dovoljno dokazati da d presli-
n= '

2

kava svaki potprostor enH2(e) ( n=9,1,24...) u E™ . Jo, ka-

ko su d i e overmutativni, to Je
detH () = e2aH"(e ) )

ba Ge, zbog dE2(e) C HZ i eES C HZ , biti i de"ES(e) CH® .

Ovim je dokaz zavrsen.

3¢

,§f2. S 1 u E_ﬁ j kad ;j e e mnozemnje

Obratidemo posebnu paZnju na prostore tipa HP(e) kod
kojih se operator e svodli na mnoZenje nekom funkecijom. Potreb-
no da se najpre opiSu takve funkcije.

T, ema l.2. Neka je e funkcija definisana s. s. na
R i neka je mnoZenje ovom funkcijom jedan operator u 1P (koji
temo takodje obeleZavati sa e ), koji ispunjava uslove za for-
miranje prostora EP(e) . Tada funkcija e moZe, na jedinstven
nadin, da se produzi na ¢t do jedne unutrasnje funkcije.

Dokaz. Iz uslova SeS = e-l za operator e , od-

mah izlazi da mora biti e(X) = e(x)'l s, se na R , tj. vazi
le(x)| =1 s. s.na R, To znali, izmedju ostalog, da je e
izometrijski operator u svim prostorima IP , za 1< p<oo.
Dalje, kako za we€C’ , zajedno sa funkeijom k, i funkeija
ek le3i u HP , to se za z €CT funkcija e mnoZe definisati

sa e(z) = [kw(zi]"lekw(z) . Ovako dodefinisana, furkeija e




- 34 -

Ce ocigledno biti analiticka u ¢t i imade rubnu funkeciju e(x).
Ovakvo produZfavanje je jedinstvenc, Jjer 2za proizvoljnu i
funkciju f funkcija ef le¥i takodje u HY , a funkcije iz

E?  su potpuno odredjene svojim rubnim funkcijama ([4]). Prenma

teoremi 5.,1., funkcija

KW(Z) = _[l - e(z)m)]]%(z) (wyz€C")

je pozitivno definitna, pa Jje Kw(w) = 0, weC ., Kako Je k‘_I(w)_:
> 0 , to je 1—le(w)|2},0 , ti. |etw)] L1, za weC™ ,

Va¥i i obrnuto tvrdjenje: ako je e unutrasnja funkcija
i ako je operator e mnofenje funkcijom e u IP |, tada posto-
ji prostor HP(e) za svako p , 1< p <o , pri Cemu Jje ispu-
njen i uslov (5.1.) iz teoreme 5.1. Zato lemo u ovox odeljku
pod funkcijom e uvek podrazﬁmevati neku unutrasnju funkciju.,.
Smatraéemo uvek i da je funkeija e produZena kao u lenmi 2.3,
=1, I., i obelefavati sa C skup taCaka u kojima je funkecije
e Tregularna, |

Teorema 1.2, Neka je HP(e) prostor kod kojeg

{v

je operator e mnoZ¥enje unutrasSnjom funkcijom e ., Tada se sva-
ka funkcija iz HP(e) moZe produ?iti tako da u svim tackems
skupa C bude regularna., Sem toga, konvergencije niza funkciJa
po normi u H”(e) implicira ravnomernu konvergenciju tos niza

na kompaktnim podskupovima skupa C 1, najzad, svaki funkcional

g, : £ = () wecC , feHP(e) ,

je ogranicen.
Dokaz . HNeka je f€ HP(e) . Dodefinisaéemo f

prvo u tadkama z iz skupa CANC™ , i to na sledeli naéin:
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£(z) = e(z)fl(E) , gde Je 'fl funkeije iz 1P 2z todu jeo

eSf(x) rubna funkcija. U talki z Je funkecljge £

-~ ] L - - —

pa ée i £ biti regularna u tadki 2z . Ruona
za funkciju £ posle ovakvog produZavenja jcdnaka je  f(x)

S5 Se N2 R .

83901Jalno, kad ovako produlimo funlicij Kw(z} (1 »o

z i no w), dolazimo do funkcije

Kw(z) = [1 - e(z)m):[ [23Ti(b? - z)]"

~—y

%Xoja je regularna po 2z u svim tackama skxupa C , 22 €D .
Dokazatemo da KWE Hp(e) zz weC . Kad je WE ¢t to je Jjasno,
lieka je we CNC™ . Kako je tada K, = e(w)eS¥- , to je zaiste

Ly E. HP(e) , a va%i i relacija reproduktivnosti
Kw>'= eCw)(Kﬁ ’ eSf) = e(w)fle) = £(w) ,

to znali i da je funkcional J, ogranicen.

Ssoda neka je weCNR . Dokazalemo da i sads veri K
J v

euP(e) , tako ¥to éemo utvditi da je K €H® 1 eSK, €57 .

Tacka w noze da se okruri zatvorenim kvadratom stranice 2r
u kojem Jje K regularna, dakle ogranidena, nekon konstanton

i
M . Odatle sledi da Je za L£y<&£rr

i w+i
"[oo l%(:{+iy)lpd:: = j‘ + f £ 28Pr 4+

W-T lw-X1>T
+ ;7P dx _ .

iwx|>r [|w=x[?

aza ¥y >7T
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t+o +CO0 d
f [Kw(x+iy)|pdx < TP j X .
- o0 |w—x-ril?
Dakle, K €HP , we CNAR , Dokaz da je i eSK €EP je sasvinm sli-

can, buduci da Jje

eSK_(2) = [e(z) = e(w)] [2ni(z-w)] 7T .

Dodeliéemo sada proizveoljnoj funkeciji f€4(e) u taldki
weCNR vrednost f(w) &Y {¢ , K,> » Na taj nadin f postaje
recularna u w , Sto éemo dokazati malo kasnije.

Na redu je dokaz da konvergencija u HP(e) povliali rav-
namernu konvergenciju unutar C , Neka je B proizvoljan kom-—
paktan podskup od C , Smestimo B u jedan otvoren skup Bl s
takav da je njegova adherencija Bl kompaktan podskup od C .
{(Ovo je moguée, jer je B kompaktan, a C otvoren skup.) Funk-
cija Kw(z) je regularna u C po promenljivej z (weC) 1 u
SC po w (z€C) (pri Cemu je SC = {z / z_'(-:C}) , Da Je rezu-
larna u svakoj tadki (w,z)€ SCxC kao funkcija dve promenljive,

Zbog toga Jje ona ogranicena na kompaktu SB::Ei (SB:{z/ EEIE}):

xR (z)| < 1, weB , 265 .

Uznimo u obzir i da su skupovi €By i B zatvoreni i medjusob-

no disjunktni, i da je jedan od njih kompaktan, odakle izlazi da

je rastojanje d izmedju njih veée od nule, lla osnovu toga doka-

zalemo da Jje norma !IKw"q ogranidena za wé€B konstantom *1q

nezavisnom od w

e = [ IgGol%x + [ IR Gol%ax & 1 an s
RnB; Rn¢51 RﬂEj
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b

1.9 _ e
+ (%—%—T—) |:cf' q f dx + f c:: q] = 1'“q \
CB,N[-2m,2m] ROGENCE2a2a] " | 72

gde je L = max le(w)| 1 m = max |lwl . Nela Je -{f / n=
n
wED WwED

=1,2,...:} jedan niz u HP(e) koji konverzira (po norri) neko]

funkciji f . Tada Ce vaiiti
l£Cu) - £ (o)l = |{£-1, , K > < he-s i,

za svako wé€B , Sto dovoljno Jjasno pokazuje da niz {i‘n} on-
vergira ravnomerno na skupu B .
Ostaje jof da se doka¥e da je proizvoljna funkcija 1€

eiP(e) rezularna i u tadkama skupa CNR , Funikcije ¥ moze

[
£
l....l
jo b
..
¢
M
.;
|
*
1,-11
i

da se predstavi kao granina vrednost (po norri) ni
kombinacija funkecija oblika Kﬁ . we CT (teor. 2.1.c) ). Preme
prethodnom, ovaj niz konvergira Xxa f i ravnomerno na Xomnalt-
nim podskunovima od C ., Kako su svi &lanovi nizz re-ularne
funkcije u talkama skupa CNR , to je i funkeijza I u vicz
tadkama re-ularna,

Tcorema je u potpunosti dokazana,

U slucaju kad je e mné%enje funkcijom teoremz 4.1, 10—
Ye da se precizira,

Te oremna 2.2, lNeka je {en / n=l,2,...} nl%

.
unutradnjih funkcija, neka Jje En = krleb s, N = 1,2,000 EO =
=17 **

= 1 , i neka.je ispunjen uslov

lim  E (z) = 0, ze CV .,
n —w




o0
D _ P
HY = ®E, _;H (en) .
n=j
Dokoaz . Naosnovu teoreme 3.l. indukcijom se doxa-
zuje da Je

S p P
&E ®E,_8(e ) = BP(E)) , n=1,2,0.0
=g

lleka je P, operator projektovanja na EY(E ) ., Tada,

=4
za weC

ey = Pakglly = 1EpGoHIEL =20 -

+

Ako je g linearna kombinacija funkcija kw , weC , tada tako-

dje vazi
g - Pgll y75% O

Za proizvoljno feH? gornja relacija sledi iz zatvorenosti

sistema T{kw} u HP? (teor. 3.2. gl. I.,) i iz nejednakosti

I - Byl < lif - glly +lis - Byell, + Cylls - £l

gde C, ne zavisi od n (teor. 1.2. gl. I.)

Napomena,. Usludajukad je e, =€ , n =1,
2,... 5 gde je e nekonstantna unutradnja funkecija, uslovi za
primenu teoreme 2,2. su ispunjeni 1 BP? mo%e da se razlofi na
potprostore’ tipa en_al(e) .

Te orena 3,2, Neka je e unutraénja funkcija 1
neka je mera skupa RNC Jjednaka nuli. Neka Jc -{en / n=1,2,...}
niz unutradnjih funkeija resularnih u tackama skupa C i neka
jo nﬁen(z) - e(z) , z&C. , pri dexmu ovej proizvod konversi-

ro pavnomerno na kompaktnim podskupovima C . Axo je E =
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n
= [ley » 0= 1,85000 i B,=1, tada je
R =1
e,
HP(e) = Yy @E 8 (ep)
n=4A

]
b
1

D okaz . Ova teorema mofe da se dokaze na sliZan
W B e . +* + L b L)
in kao i teorenma 2.2, Slstem.-[Kﬁ / weC } je matvoren u HY(e)
(teor. 2.1.c) ) , pa je dovoljno da se za I = K, , weC  , coxa-
ve da Je

[ - p i, —> O

= n —» oo

pri femu je, kao u dokazu prethodne t=orene, Pp operator pro-

=

jektovanja na HP(En) s 0 = 1,25000 Kako je

n v ;

it —

iz, - Bx Nl = HERGDE, - TWEx M, < 15,00 - 0ol ]l -

*“{-h( IEn(X) - ECX)Iplkw(x)lpdx + 2?;/~ |kw(x)lp?x}l/? .
RNB R\B

va 0 = 1,2,... 1 22 svaki kompaktan podskup B skuna C 4 1

kalo se integral

S 0l Pa

R\B
no¥e ufiniti proizvoljno malinm biranjem pogodnos nodnlmuna B,

o iz ravnomerne konvergencije niza {jEn(z)] ne B 1 konvergen-
cije niza {En(w)} sledi potrebni rezultat.
§apomena . Razlaganja u teoreri 2.2, 1 teoremi

Z.2. su "ortogonalna®, u ovom smislu: za n £ o Je
D Ule
E 18 (en)_l_ E_ _,8 (em) .

L L m gt & L]
S obzirom na to da je HP(e)< EX , vail i za
iz THP(e) teorema o faktorizacijl (teor. 1.3. gl. T.). linved-

non teoremom ce ta &injenica precizira.
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Teorema 4,2, Nexa Je e unutrasnja funieija. Axo
rei®(e) i £ =7F-h , gde je h neka unutradnja funkeija, =
reH? , tada FeHP(e) .

Dokacz . Kako je F€H® , treba dokazati jo© samo d
jc eSFe TP , o, to je jasno, jer je ST = (e3f)h 1 oSLENT .

Posledica 1. Ako je fel¥(e) , tada spoljasnji
deo od f tzkodje lezi u HP(e) .

Posledica 2. Ako je fres(e) , we CNR 1

f(w) = 0 , tada i funkcija

7z - W
fl(z) = £(2) 77—

rtogonalni sistemnd

O
1o

funkcdidia u_ I(e)

U ovon odeljku razmotrilemo pitaﬁje zatvorencsti Jedne
specijalne Xklase ortogonalnih sistema u H?(e) . Proizvoljan
ovakav sistem sastoji se od funkeija -oblika K, pri Semu se
za w uzimaju samo vrednosti za koje Jje e(w) =a , 3dée je &
fiksiran broj i |ol]= 1) . Moguénost formiranja ovakvih sistena
je -nosledica teoreme 1.2, To je jedna od osobenccti nrostorea
H(e) .

T e or e ma 1l.3. Neka je e nekonstantna unutrainja
fun%ciia i neka je za nju skup RNC =N najvife vrebrojiv. le-

ka je o broj jedinicénog modula: locl = 1, 1 neka je

T = {t/tECNRA e(t) =<x} .
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lleka je, za tEMVUT ,

[1-ge(z)] [pHa(s-2)] ™ 22 t e,

St(z) =
1-&e(z) za t =0,

7z¢e(C o Sistem funkcija

(1.3.) {g, / €T}

lezi u Hp(e) za svako p>1 1 ortogonalan Jje. Potrebzan 1 do-

voljan uslov da sistem (1.%.) bude zatvoren u HP(e) jeste da
(215-) gs ﬁ Hq(e) za S €L ,

Pritom je skup A = {d. /(let]= 1) A (sisten (1.3.) nije zatvOrEn)-
— najvisSe prebrojiv. -

Dokaz. Ortogonalnost sistema _ 1.3,) sledi direkt-
no iz svojstva reproduktivnosti jezgra (teor. 1.1., T2lacija

(2.1.) ), Jer je gi = K, za teT i t £ , i1 ra osnovu
toga

(8g v Bpy = Bc(T) = O

ako je t;!r,teT,reT,r:;!m .

potrebnost_uslova _(2.3.)_. Ueka je ggef(e) za ne-
vo seM . Tada sistem (1l.3.) nije zetvoren, jer Jje &g £ 0
i gl g 22 teT ., Naime, ako je t #oo , onda Je

(Bg 1 Bry = gs(t) -0, aako je t =0 , onda jge

(B, » Bay = = (E=[1-7e(2)] , K> =0,

pri cemu Jje T nroizvoljna fiksirana tedka iz I~ {=}.

(1

210

Dovoljnost_uslova _(2.3.) . Ovag deo dolzeza fnved
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samo za o= 1 , jer se op3ti sludaj svodi na ovaj, tTaxo Sto se

. . . o~ . D =D
umesto funkcige e uzne = de , DIl cemu Jje n~(el)==ﬂ*(e) .

°1
Neka je f£€H3(e) i neka je f g, za teT . Trebs
dokazati da je tada f = 0 (teor. 2.1l. gl. I.). Prema leni
6.%. £le I,, funkcija 1 - e 1ima u svakoj tacki t€T nulu
prvog reda, Kako je f(t) = O za teT , to se f moZe napisa-
ti u obliku f = (1-e)F , gde je F neka funkcija analiticka u
oblasti €M . S obzirom na to da je eSfe€BHP(e) i eSf(%) = O,
t €T , mo¥emo smatrati da F ispunjava uslov SF = F . Doxaza-
gemo da je F = O , uhekoliko koraka.
- 'Engi_kgpgk;_.Neka je e(z) = eXp(iaz)-el(z) , 2a neko
a >-0. i ngku unutrasnju funkciju €7 o Ako je F cela funkeija,
tada je F(z) = const; .
Dokaz. Kao funkcijé iz HY , I Je ogranidenog tiva u

¢t (lema 1.4. gl. I.). Kako je funkcija 1 - e ogranilena u

--—'l +

4, 1u

¢t , to je i F ogranifenog tipa u C' , & 2bog SF
¢~ . Sem toga, f(z) — 0, z —>» c0 , unutar svake poluravni
y;_._c?'> 0 ([1]) ', tako da je £ nepozitivnog srednjeg tipa
(def, 2.4. g1, I.). Kako je 1 - e nultog.srednjeg tipa, to Je
i F nepozitivnog srednjeg tipa u c* , 2aiu C , Ha osnovu
Kpe#ig —ove teoreme (teor. 2.4. gl. I.) 4 P mora biti eksponenci-
jalnog tipa, a kako je njen eksponencijalni tip jednak veten od
srednjih tipova u ¢t i ¢” , to jé P cela funkcija nultog
eksponencijelnog tipa ili je F = 0 .

Zbog veé spomenute injenice da £(z) —>» 0 , z —m ©

za y?,d‘:- 0, f Je ogranicdena za 2z = iy y;zcr . Xako Je

leGyd] = e™F e (in)] £ e™2 (< 1)
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a y>d , to je F ograniena duZ pozitlvnog, & time i duZ

negativnog dela imaginarne ose. Funkcija Fq(z) = B(-iz) Je

tipa, to ona sama, a i funkeija ©SF; , isnunjavaju uslove za
nrimenu Phragnén-Lindel¥f-ovog principa (teor. l.4. cl. T.), ta-
ko da je Fq ogranicena kako u ¢t takoiu C° , tj. u celo]
kompleksnoj ravni, To znaci da Je F(z) = const.

Druzi korak. lNeka Je e(z)'= exp(-—iaz‘,")-el(z) y Sde Je
a>0 1 ey neka unutradnja funkcija. Ako je F cela funkeija,
onda je TF(z) = const, + const. -2 .

Dokaz. Shema dokaza je ista kao u prvon koraku, s tom
rezlikom Sto éemo iz ogranidenosti funkeije £ duZ pozitivnog
dela imazginarne ose najpre izvesti ogranicenost funkcije

[l - exp@iaz-li}F(z) du¥ pozitivnog dela imaginarne ose, ileime,

to sledi iz nejednakosti
1-e®7 <1 - e Ve (i) € L -elpdl , 7>0 .

Dalje, kako je 1 = e"a/y ~ £ , to je funkcija F]_CZ) =
'y —p P GO :Y

= [F(z) - F(Oi]z_l ogranidena du¥ pozitiwvnog, pa, dakle, 1 du?
nezativnogz dzla imaginarne ose, Kao u prvom koraku, sada n0Yemo
jzvesti zakljudask da Je Fl(z)sa const, , & to znaldi =(z) =

= const, + const. 2 .

Treéi korak. Ako je e(z)

exXp {ia(l+sz)(s—z)"l}el(z),

za neko a >0, s€M , i za neku unutragnju funkeciju ey , i

ako je T cela funkcija, onda je F(z) = const. + conste(s-2) .
Dokaz., Preslikavanjem W = 2 - S , OV3] slulaj se svodi

na prethodni,.




Cetvrti korak., Neka je e(z) = exp-{(:-zo)(z-io)_l}*

-el(z) za neko zoe:C+ i za neku unutradnju funkeciju Gy - Ta~-
da, ako je F cela funkcija, mora bitil r(z) = const.+const.-z .

Dokaz. Kako je, za J > To 9

Y-Ts Y7 &

L=y, < 1T,

]el(xo-f-iy)[ < |1 - e(xo+iy)l )

to je sada funkecija [1 - (z—zo)(z-Eo)"¥}F(z) ocranicdena duZ
pozitivnog dela prave x = ﬁo . Prema tome, cela funkecija

EF(z) - F(Oi}z_l je ogranicena duz prave X = X, » D& je ogra-
nidena u celoj kompleksnoj ravni. Dakle, i sada Jje F(z) =

= const., + const.'z .

Peti korak. lleka e dispunjava uslove iz formulacije

W e et s

-

teoreme, neka F ima singularitet samo u tacki s , s€H , 1
neka je F(oo ) = 0 . Tada je F(z) = const. + const.-(s-z)'l +

+ const.-(s-—z)"2 + const.-(s-—z)_5 .

St=1
S+

D okasz . Preslikavanjem =z = funkeija = ce

S =1
S+W

sW-1 : . | . 2
s+w) ., Ha osnovu leme 2,3, 5l. I., bicle

prevodi u celu funkciju Fl(w) = F( ) , a e u unutradnju

funkeiju el(w) = e(

fl(w) = [1 - el(w)]"r"l(w)(sw:)-g/p e 14

=2/
’

(pri Cemu se uzima proizvdljna grana funkcije (s+w u

¢t ). Kako je 2/p< 2, a s obzirom na prethodnu relzaciju,bice

fg(w) = [1 - el(wi]Fl(w)(s+w)"l(t~w)"l € Hq(el) .

ako je t eR takva vrednost da jJe el(t)

Fpolw) = Fl(w)(s+w)“1 cela (zbog F(oo ) =

L

O . Sada Je funkcija
0 ,3to znafi da Je

i F5(W) = [Fz(w) - Fg(t)](t-w)"l cela funkeije,

s osnovu teoremz 2.3, £l. o 1 3.%, <1, I., 2 ¢ oh-iron
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i na prcbrojivost skupa Ml realnih singulariteta funlkcije e,

nmo%e se napisati

_ . . . 14TV
eq (w) -.GbFW)@Xp{&.lW + EH la, = ’
1

cde je |m»l=1, ax»o , b Blaschke-ov proizvod, a_ = dv(zr) >
=20, reM , i S  a, <oo . S obzirom na fto da rora biti

a >0 ili blw)s£1l ili a, > 0 =za bar jedno reil, , mo*eno
na funkeiju (1—el)F3 (koja leZi u Hq(el) , jer se moPe napi-
sati u obliku fz(w)---[l-el(wj](t-w)_ng(t) ) , da primenimo
prvi i1i Eetvrti ili treéi korak, pa Cemo dobiti da Je Fl(w) =
= const. + const.-(s+w) + const.-(s+w)2 + const.-(s+w)5 , odnos-—
no F(z) = const. + const.-(s—z)"l + const.'(s—z)-g + const, -

-(s-z)-3 .

Sesti korak. Neka funkeija e- ispunjave iste uslove

- $#eepl e O Wwy ek R

kao u formulaciji teoreme i neka je ispunjen uslov (2.3%.) .

Ao je feHWe)i fi g, , tel , tada je £ =0.

Dokaz., Kao i ranije, napidimo £ = (1 - e)-7 . leka

i

je s Yonadan izolovani singularitet funkcije (230 ova ina
ronadnih singulariteta), Jasno je da mora diti ser , Glawmni
deo Taurent-ovos razvitka ove funkcije oko tadke 2z = 5 obele-

¥icemo sa F, . Tada F. 4ima singularitet soco u tacki z = s

1
i Fl(co ) = 0., Kako je funkeija F -~ F; regulerna u olzolini

tacke z = s , to je integral

s+d
fs-a' ][(1 - e(x+iy)]F1(:c+iy)|Pd;{

ogranifen, kao funkecija od y , za dovoljno malo (fikzirano)

d>0 i dovoljno malo y >0 , a kako je 1




const.,
m

Fl(z) ~
zZ, —¥» O Z

za neko m>=1 (jer je Fl(oo ) =0 ), to je (l—e)FIEin(e) .
Na osnovu petog koraka, Fl(z) = const, +_const.-(s—z)"l +
+const.-(s—z)_2 + ,:::r::nst..--(s-z)"'3 . No, kako gq ¢ T(e) s to Je
Fl(z) = const. , Sto znali da -s ustvari nije singularitet za ¥,

Funkcija T nema, dakle, konadnih izolovanih sinsulari-
teta,‘pa mora biti cela funkcija. Haime, skup svih singulariteta
funkeije F , kao podskup od M , je najvise prebrojiv. Sinzula-
riteti koji leZe na odsecku oblika [—'a,a] , a€R , a> 0, for-
miraju jedan kompaktan skup bez izolovanih tacdaka, a kako Je
ovaj skup Jjos i najvisSe prebrojiv, to on mora biti prazan, za
svako a >0 ,

Na osnovu prethodnih kotraka, F(z) = const. + const. -z .
Ako je pritom e(o® ) = 1 , tada, prema lemi 6,3, gl. I., mora
biti TF(z) = const, , a zbog f 'L Bo mora biti ustvari F(z)=
=0 ., Axo je, pak, c© €M , onda je F(z)=0, jer geo £
Q‘Hq(e) ., Daxle, £ = O .

Da bi se kompletirao dokaz teoreme, ostaje joi da se do-
ka%e da je skup 4 najvise prebrojiv. To, medjutiﬁ, odmeh sledl
iz prebrojivosti skupa M i iz toga 3Sto gSEEHq(e) nore vaZiti
za najvife jednu vrednost o , ako je s €M (Jer pi irale bilo |
(s—z)"lEHq za S #£og , odnosno 1€¢89 za s =00 ) .

Ovim je teorema u potrunosti dokazana,

Wapomena, U teoremi 1l.3. jedna od vretrostavki
je bila da sistem (1.%.) ima bar jedan element, tj. da je T #
£ @ . Pokazademo sada da je ovaj uslov uvek ispunjen. Treba poka-
zati da e svaku vrednost o, Jal= 1 , uzima bar po jedanput.,

Ako je M = ¢ , tada Je, na osnovu teoreme 2.7, ~1., I, 1 teorcme
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%2.%3s 5le I., funkcija e proizvoed broja 3 (|{ml=1) i
Blaschke-ovog proizvoda sa konacéno mnogo faktora, pa tvrdjenjs
sledi iz osnovne teoreme algebre. Ako je I # @ , tada skup €
ima bar jednu izolovanu talku, jer je zatvoren i prebrojiv. He-
ka je s dizolovana tacka iz M 1 neka e ne uzima npr. vred-
‘nost o , |l=1 . Funkcija [1-%e(z)]™' ima (esenciielni)
izolovani singularitet u tadki s . Prema velikoj Picard-ovo]
teoremi, u prbizvoljnoj okolini tacke s funkeija [l-EZe(zI]"l
uzima sve konadne vrednosti, sem najvise jecdne., Dakle, cen o€,
e moZ¥e imati jod samoc jednu nedostignutu vrednost. Posnatrajmo
seda realnu funkeiju g(x) = Im 1n e(x) . U dovoljno maloj oko-
1ini talke s g(x) Jje neprekidna, sem u tacki s . faiko Je

le(x+iy)] > 1 za y< 0 i |e(x+iy)|< 1 22 y> 0, to je

( g%-Re In e(x+iy) )y=0'§; 0

)

0314

i
L

{1
)

odnosno &’(x) = 0 u spomenutoj okolini tadke s (= . 0

O

znadi da je g rastuéa funkecija. S obzirom na ono 3to jo mal

{

pre redeno o funkeciji e , g(x) = const. 1 nostoje dve vradno-

sti Xy 1 Xp 4 X3 < X5 9 S iste strane od s , u toJ oclrolini,
za koje Je g(xg)sz g(xl) (nod é?f) . Prema tone, poctoii nclu-
zatvoreni interval dufine 2# koji lefi u skupu vradnostl
cije g , tj. e uzima svaku vrednost jedinicénog rodula bar o
jedanput.

Posledica 1. teoreme 1.3, Alo (o si-

stem (1.3.) zatvoren u HP(e) tada je sistenm

b B

(3.3.) {" g, / teT 5 n=1,2,... }

zatvoren 1 ortogonalan u HP
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Dokaz ., Xako je

lim Je(w)|® =0
m —> oo

”~
-

za svako weCT , to je, ngosnovu teorsme Z2.Z.,

. o0
(#.3.) ;Y ® ST (e)
m=d

l_l

za sve vrednosti »> 1 . Ako je = # n , tada su prostor
em_al(e) i en"lﬂq(e) uzajamno ortozgonalni, na Jje i sistenm
(3.%3.,) ortogonalan, Kad se fiksira m , iz sistema (3.%.,) se

n-1..
1ep

izdvoji sistem {em"lgt / tE‘I‘} zatvoren u e (e) , Jer

mno¥enje sa em_l predstavlja izometric¢no preslikavanje prosto-
ra H@°(e) na em_al(e) . Posle ovoga, ostaje jof samo da ce
primeni teorema 2.1, gl. I., pri Cemu treba uzeti u obiir i re-—
laciju (&4.3.) .

Posledica 2, teoreme 1,3, U sluiaju
ratvorenosti sistema (1.3%3.) vaZi ovo: ako je fiiﬁg(e) , tads
Jje

(5.34) €12 = 285 fer ()] THIE(el .
teT

(Za t = co umesto |f£(t)| treba | lin{zf(z)]l , = unssto
_ 7= 0
e’ (%) — | 1lim {z[l-cx’.e(z):l} | ).
7~ €O
Dokaz. Kad se £ razvije po clementima cistena

(1.3.) dobija se [ = zz: a By o 8de Je 2 = lls.dl {y8L)

teT
Prelaslzom nz norme dobija se

o
(5.3.) £13 = 3 laglCllegl®
tEeT
oo de (o B> = £(8) 1 [lggll? = (@A) ()] sa b A,
pza b= : {7, ged = 2m lnler(z)] 1 llowll’ -

Z —» CO
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- o lic[zgo(z)}l , to se iz (643.) , zamenjivanjem ovih
Z ~»

rezultata dobija (5¢3.) e
Teorema 2.5. Neka funkcija ¢ ispunjave uslove
kao u teoreni 1.3, i neka Je njena faktorizacija (teor. 2.7. gl.

T. i teor. 3.3, gl. I.): e(z) =pb(z)-s(z) , gde Je |l =1,

2
s @ |z5+l] z-z;
b(z) = (=) 54— —l (z5 # 1)
i
© 1+s5,. %2 -
_ - k -
.s(z) = exp 1; 5% 8y } (., =2 0) .
| - N

(Za sy = 0 - umesto (1%3#2)(sk—z)"l stavlja se z.) Neka Je
£ €M . Potreban i dovoljan uslov da g,€ H-(e) za neko o, Je-

ste da bude
| X ITmz, © 1+s§
(734) > <eo i — kX a <0 .
|s—z_1 =7 (5 ~t)°

J=1 J

Pritom mora biti o =A-b(t)-s(t) .
Dokasz, O3igledno moZemo smatrati da je B =1 .

Ako sve funkcije

2" .
. m |zz+1l] 2~2 | 1+s,-Z
) 5 —35 —l , §=1,2, ... 5 enp@ 8
zj+l z-zj Sy~

k=l.’.2,.-r ;

. m L -
poredjanmo u jedan niz: {e, },., o moZemo e da predstavino kao

bl - ] - - . . = m
(veskona&ni) proizvod unutrasnjih funkeija e, : e = []e, .
' ‘ N=1

Na osnovu toga, prostor -H2(e) se razlaZe na direkinu sunu uza-

jamno ortogonalnih potprostora:
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2 >
H*(e) = ST @EF, 8 (e)
n=41

L 4
gde je E, =1 i E, = J:]jej s n=1,2,... {(apr, toor. 7 el ) e
Neka je sada g, € Hg(e) , €M (t #eo ). Projekeija

N 2 PR
g, na poitprostor E I (en) je funkcija

, -1
g2(2) = E._{(DE,_; (2)[1-2,(Fe (2)] [2Mi(%-2) :
S obzirom na to da

[1 - & exp{ia(l+t2)(t-2) "} ]-[2miCt-z)]

(2 > 0) ni za jedno & ne leZi u He , To nijedna funicija

en(z) nije jednaka exp{ia(1+tz)(t~z)"1} , tallo da szu =zve

~ funkcije e, analitidke u tacki t . Kako Je

IERIR = 2(8) = () Hey ()l 1 lel(¥)] = & il

s—+1
e2(8)] = ——dy 13 [el(%)) L T
lt—zji (sk-t)
. 22 2 n.2
i sl = %1”51:“" ,

to je uslov (7.3.) =zaista ispunjen.

o] lim[zgo(z)]l , Zto iz-

1 —» €0

7a t =co Dbide: |lg2l°

2 . . .
nosi &4 ili 4% Im 2 ili 22T(1+SE) , a ostalo je isto kao 1

kad je t A0 .

Zbog
6e(z) = Y eh(z) = [1 - [1e (Ee(a)] [Pra(e-2)]72
n={

m -
more bitl & = nen(t) = b{t) -s(t) , pri Zenu pit) i s(t)
ns4
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postoje zato 3to wuslov (7.3.) dimplicira

o Im z O 1+s
EE: 'H;ETT%E"iIT < i ), l x <0 -

b . R=1
. 'I m 2
Ako je uslov (7.3.) ispunjen, tada je Zugién <
o0 . nad
< 0o , te Je Z g_xé' € Hg(e) o Medjutim,
n=i

S = 1 - [Eme] -]

net

tako da Je gtEHg(e) za o= n[:lxe (t) .

Teorema Je dokﬁﬁana;'

Teorema 3.5, Ako sistem (1.3.) nijec zztvoren
u H(e) (ﬁod istim-pretpbstavkama za e Kkao u teoremi‘l.5-) '
on se mo¥e dopuniti svim onim funkcijama g; sell , koje leZe
u He(e) , posle cega se'dobija ortogonalan i zatvoren sister
(uw 82(e) ).

Dokaz ., Zatvorenost dopunjenog sistena dokazuje se
sasvin sli&no kao i_zatvoienost sistema (1.3.) u teorcmi l.J.

| Ostaje da se dokafe jos ortogonalnost. lieka su s 1 v

dve razlilite talke iz M . Koristeli se oznakama iz teorcme

2.%., moZemo da napisemo

o 00
Bg = ). gg 1 By = ), &
n={ nei
Odatle sledi
00

(85 1 g*v>=2:; <g2 ) Eﬁ)”

QO

Z 2 1[ )En 1(V)[1 - T (T)e (Vi] (25 (s~v)] -1

naf

[1 - [_I —-(_)e (v)] ]:2$l'1(s-v)]'l =

jet
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) oo
jer Jje, prema teoremi 2,5., 3[:1 ej(s) = ir-]i ej(v) = L.

Dokaz Je ovim zavrsSen.

g4, Ekstremalni problend

U vezi sa prostorima HP(e) mogu da se posmatraju sle-
deéa dva tipa ekstremalnih problema:

1) Ako je ¢ proizvoljan linearni ogreniceni funkcional
- na HEP(e), naldi

(1.4.) Sup [ )] =Pl
| feHMe) nfll<t

ili (s obziron na reprezentaciju 0. 1. funkcionala) za datu
funkciju k €I® naédi

(1240 sup | [ tGOE®ax] .
feHMe) Nflicq

2) Ako Jje k eI? i ako sa H obelefimo anikhilator pro-
stora HY(e) , naéi

(2.4,) inf ||k - gllq
g €l

Mo¥e se postaviti i zadatak odredjivanja funkcije £
' koja ostvaruje supremum u (l.4.) , t3. (Y.2,) (ukxoliko takva
dati problem. Od interesa je i da 1i je ekstremalra funkcija je~

dinstvena.

———-———-—_——l——n———

1

2) zvademo jezgrom, a svaka dva jezgra h 1 X za koje Je

h - k€H — ekvivalentnim jezgrima: h~ k , Uz problexn 2) mo-

aa S e el s s . ()
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¥c se postaviti i pitanje egzistencije ekstrenalnos jezpra, Ul
takvog jezgra h -~k  koje ostvaruje infimumn u (2.4,) ili, 8to
je isto, Jjezgra h ~k :2a koje Jje
inll. = min 0K,
1 g~k %
I ovde &e nas zanimati i Jjedinstvenost.

Poznat je sledeli opSti rezultat o Zanach-ovin nrostori-
ma ([7] , str. 110,): 2ko je M potprostor Zanach-ovos prostora
¥ i M+ aninilator za M , tada je koliénik-prostor v¥ /M
izometriZno izomorfen sa M" . Sta vide, za fikcirano 1¢EJK*
vazi

sup [cp(f)] = minllid)*‘yu
feM,lifig1  YeMt
ede "min" oznalava da je infimum dostignut. Dakle, u naZem slu-

caju ¢e biti

Sup If+mf(x)m)d—‘£| = min [k - gll,

-

feHPE Ifl, <t ™ ;eX

Ove je tzv. relacija dualnosti. Izmedju ostalog, ona tvrdl da
ekstremalno jezgro uvek postoji.

Doka¥imo dz za prvobitni problem uvek rostojl el:strenal-
na funkcija. Opet éemo koristiti jedan op3ti recultot. Ako je M

. - A%
potprostor 3Banach-ovog prostora X , tada Je prostor {/00)

izometridéno izomorfon sa H+ 1 za fiksirano f£ €Y wvazi

o = inf || R
(bemmfiru(p[[g;fl (D(f)l gle - £ + gli

prl cemu je suprcmun dostignut ([7] , str. 111,). Al zz D us-

memo H , onda &ec biti ML = HP(e), Haime, na osnovu tcorome
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2.1.b) , E = 8¢ @ " ~1nd , pa bl se dolaz da je a4 = 2P (e)
bazirao na zatvorenosti sistema {Sk,‘_‘r / W€ C+} u s i ze-

. . - -] . v
tvorenostli sistena {e" 1eEzIw) / v E C+} u e* ~g4 » cnvativsi

integral

S Tr(x)ax

kao vrednost funkcionala ¥ na Iﬂ., odredjenog funkeijom £

vy . v ' Y,
. u "tadki" k , mo¥emo supremum u (l.4.) da napifemo ovako

sup | W(k) |
Y eHLIvi <1 it

a prema ranije reEendm, ova]j supremum je dostipnut.

Po3to smo utvrdili da prvobitni i dualni problem imaju
re§enja, pozabavimo se jedinstveno3éu tih reSenja. U tome ée nam
sledela lema bitirod koristi,

Lema l.4; Da bi funkcija f €HP(e) 2za koju je
| ‘HfHP =1 i @(£) >0 Dbila ekstremalna'funkcija i da bi K

(K~ k) bilo ekstremalno Jjezgro, potrebno je i dovoljno da bude

(Z4,) F(K(x)= O Se Se N2 R
i
CR HeGOIP = IRGITNRI™® s. sena R .

Doka2 . Naosnovu relacije dualnosti £ ¢e biti
ekstremalna funkcija za koju Jje Hfup =1 1 ¢$(£)>0, a K
elcstremalno jezgro, ako i samo ako je P(£) = Kl . Iema sada
sledi iz uslova da u H5lder-ovoj nejednakosti vazZi znak jedna-

kOSti .
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7 obzirom na to da je l(ﬁ(eidf)l = | PLI z2 svilo
realno o , ekstremalné funkecija , strozo uz2v, nije jodins
na, Zato Cemo nazvati normalizovanim one ckcotlremdlae fuvizcelje
f za koje Jje Cb(f)t = “(I)“ .

Formulifimo sada glavnu teoremu o cgzictenciji i jedin-
stvenosti relenja problema 1) i 2)

Teoremna l.. Ako je ¢ netrivijalri o, 1.
funkcional na HP(e) (tj. k € ) , tade za nrvobitni elsire-
malni problem nostoji jedinstvena normalizovzna cistremalnsz
funkcija, a za dualni problem postoji jedinstvene elistrezalno
Jjezgro.

Dokaz, Treba da se dokaze saxo jos Jedinstvenocst,
Neka su f 1 K normalizovana ekstremalna funkcije 1 ckstre-
nalno jezgro. Zbog k € H , mora biti IK(x) £ O nc nekom ¢
EC R vozitivne mere ([4]) . Relacije (3.4.,) i {(&.4t.) opo-
kazuju da K odredjuje i sgn f(x) i [£(G)] 8. 8. n2 =,
tako da se sve normalizovane ekstremalne funlzcije volllanzju S.S.
na E , a to znadi da se poklapaju svuda u c* [P]) TJ. Ca
rostoji samo jedna normalizovana ckstremalna funkcilja,

Tako je feHP i $(£) >0 (tj. £ # 0), to je I(x)#
#0 s. s. na R, Pretpostavimo 1i da sem K =noctoli (oS

jedno ekstrermalno jezgro K; , dobiéemo, na osnrovu {3.n.) 1

(4.4.)

K, () = [sen £Go] e PRl = 2GlIx MR

7z S. Se X E€ER . llo, kako mora uiti Kl -KeH i1 KgLh, to jc
K 0 = Nzl i I{l(x) = K(x) s. s. na R, Cfime o dolzuona

jedinstvenost elstremalnog Jezgra.




GLAVA III

PROSTORI BP(E)

;5 l.Definiciija i veza s g EP(e)

Izulavanje prostord H”(e) mo%e da posluzi, u nekom
smislu, kao osnova za izudavanje prostorad BP(E). Ovi prostori
su vrlo bliski prostorima Hp(e), ali imaju i svojih specificnih
svojstava, 8to e se videti u daljem izlaganju,

Definicigja l.l. Neka je E funkcija anali-
tiéké u €% i €7 koja iépunjava uslove:

a) postoji 1im E(x+iy) ( def E(x) ) Z3 S.S. X€R;
y—>» O _

b) ]SE(z)I‘([E(z')I za z €CT,
Sa BP(E)  obele#imo skup svih funkcija F enalitidkih u C* i

C™, - . koje ispunjavaju uslov a) i sledeli uslov:

¢) —S-emP i —F—em.
BP(E) postaje normirani prostor ako se uvede norma sa

IFlbo ey = Nl -
S obzirom na to da je BP(E) CTIP 2a T(x)=E(x) (s.s. na R),
to se u vezi éa prostorima' BP(E) moZe govoriti o skalarnom
proizvodu i ortogonalnosti (def. 1.l. gl. I., def. 2.1. gl. I.
i sl.).

Prostore B2(E), u sludaju kad je E cela funkcija,
izudio je de Branges, ( [12] : [15] -'[19] ). Mi Cemo najvazZnije
de Branges-ove rezultate premeti na Siru klasu prostora BP(E). .
Potrebno je prvo da uspostavimo vezu izmedju BP(E) i HP(e).

Te orema 1l.,l, Prostor BP(E) je izometricno
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izomorfan sa Hp(e), gde je ez—%?L-.

Dokaz. S obzirom na uslove a) i b) za funkciju
E, neposredno je jasno da je e (nekonstantna) unutrasnja funk-
cija, tako da prostor HP(e) postoji. Ako je F € BP(E) i f-=

) . . B v : : . .
= g bice edf = —%H— , Sto pokazuje da Je preslikavanje

W:F—>»f
jedan izometriéni homomorfizam iz BP(E) u H(e). Medjutim,
ako je f proizvoljna funkecija iz HP(e), tada F = Ef 1le3i
u BP(E). Ovo se lako utvrdjuje proveravanjem uslovd, a jedino
$to pritom zasluZuje paZnju je analitidnost F u talkama 2z =za
koje je e(z) = 0, Naime, u tim tackama (koje obavezno leZe u
C”) e ima polove (a E nule), tako da ponadanje funkcije £
u blizini proizvoljne takve tacdke treba posebno ispitati,.

Neka je w proizvoljna talka za koju je e(w) = 0, tj.

E(w) = 0, Funkeija

-%%-%3%— g,(z)

le¥i u HY¥(e) i jednaka je

1im  [ETOIX,(2)]

VvV —3>» W
po metrici u H9(e). Da bismo ovo uvideli, dovoljno ée biti

samo da pri_metimo da je

1 ETR, - gl < 1)l 271 (5-2)] -1||(;l .
+ 2@ - 2@ riw-2)] L -+

+ |EGOH| i E-2)] 7t - [emE-2)] I, -

Dakle, funkcija Ef , gde je [ € HP(e) , moZe nevreckidno da se

produzi u tadki w , i to na ovaj nacdin
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Ef(w) = {£,8,) -

Prema tome, Y preslikava BP(E) na HP(e) , 3to znadi
da su BP(E) i HP(e) =zaista izometri®no izomorfni, Dokaz je
zavrsen,

Narednih nekolikc teorema predstavljaju posledice pret-
hodne i odgovarajuéih teorema za HP(e) .,

Teorema 2,1. BP(E) je Banach-ov prostor, a za
p=2 Jje Hilbert-ov. Ako je € skup svih tadaka u kojima je
funkeija E analitika, onda je svaka funkcija iz BP(E)
takodje analiticka u C . Konvergancija po normi u BZ?(E)
implicira ravnomernu konvergenciju na kompaktnim podskupovima
skupa C .

Dokaz. Prvotvrdjenje je jasno. Sto se tide drugog,
dovoljno je napomenuti da Jje svaka funkcija ¥ iz BP(E) s DO
definiciji 1.1., analitidka u C ™~ R , dok je u svakoj tacki
skupa CAN R funkcija e anali%iéka, jer ako Je neka tacka
na R nula za E , ona je nula i za SE , 1 to istog reda,

Za dokaz trefeg tvrdjenja, uzmimo neki kompaktan skup
BCC .U B moZe biti najvise konadno mnogo nuld funkcije E.
Predstavimo B kao uniju jednog kompaktnog skupa koJji ne sadrzi
ni jednu nulu funkcije E , i najvise konaéno mnogo kompaktnih
skupova dovoljno malih dijametara, od kojih svaki sadrZi tacéno
po Jjednu nulu funkcije E i ne seCe se sa R , S obzirom na
teoremu 1.2. gl. II., dovoljno je da se tvrdjenje dokaZe samo
za kompaktne skupove ovog drugog tipa. Neka je Bl neki takav
skup i u njemu ta¥ka w za koju je E(w) = O , DokaZimo da kon-
vergencija po normi niza funkcija { fn/ N=1,2yce } u HP(e)

implicira ravnomernu konvergenciju niza {Efn} na sxuru Bl'
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U dokazu teoreme l.l. videli smo da
EIVJKV — g,

po normi u H%(e) , tako da je norma “ET?TKvuq ogranidena u
nekoj okolini tadke w , npr. konstantom M . MoZemo smatrati da
je B1 sadr¥an u tekvoj okolini, jer ako to nije, moze se posti-
¢i dovoljnim smanjivanjem njegovog dijametra. Zato Ce biti, za

veBl,
[E(v)E (v) - EWE () | = |8y = £y » FOOK 2 || £ Fpllr 1

odakle i sledi tvrdjenje.
Te oremea 3.l Svaki funkcional

J,: F -3 Fw) , wel,

je neprekidan na BP(E) . Funkcija

L (2) = [EGDE(z) - E@se(z)][eora @ - 2)] 7

1e¥i u BP(E) kao funkecija od 2z , za fiksirano w iz cC , i

to. za sve vrednosti p , 1< p < 090 . Sem toga, vaii relacija

reproduktivnosti
Flw) =¥ , L.,>, FeBE), welC.

Dokagz. Kakoiz wel i E(w) #0 sledi weC ,

i kako Jje tada

L (z) = E(WE(2)K (2) ,

to za taj sludaj tvrdjenje sledi iz tecoreme l.1l. 1 odgovarajuéih

svojstava gP(e) . Ako je E(w) = O , onda Je Lw(z) = E(z)gw(z).
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pa Jje, prema dokazu teoreme l.l.,

CF oy Lgpea =g o 8P = PO,

za F € BP(E) . Teorema jJe dokazana.

Teorema koju smo upravo dokazali je uopsStenje odgovara-
juéeg rezultata za de Branges-ove prostore FHE) ( [ié] , teor,
19., str. 50 ; [15] , lema 4.).

Funkcija E -mofe da se predstavi kao E = A - 1B , pri
gemu je SA=A i SB =3B ., Naime, funkcije A i B bi glasi-
le |

4 - E+ SE g s E=-SE
= T2 - B

Pomodéu ovih funkcija moze da se napide u obliku
J

I (z) = [B(z)EG) - AGBGMIT(z - @] ™ .

Slededom teoremom utvrdjuje se da svi prostori BP(E),
pored do sada dokazanih, imaju i druga svojstva koja-su poznata
za prostore HIE) ( [12] s problem 50., str. 56¢)

Teorema 4.1, 8) Ako F e BP(E), tada i SFe BP(E)
i |lspll =)l¥l}l « ©) Axo je wecCR, FEBP(E) i F(w) = 0,tada
je Fy(z) = F(z)(z - W)z -w T e BP® i Imfl - HEll . o

Ako je we CAR , FeBP(E) 1 %—(w) = 0, tada je F(z)(z - w)-le

e BP(E).

Dokaz izostavljamo, jer Je jednostavan.

Ortogonaln® sistem® formirane evaluacijom jezgra raz-
motridemo i u BP(E), kao Sto smo to udinili za EBP(e) u teo-
remi 1.3, gl. II, Naredna teorema sadrii kao specijalan sludal

teoremu o ortogonalnim sistemima u HEY ( [}2] , teor. 2.2.,

str. 55.; [201 )e

!
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Teorema 5.l, Neka je BP(E) dati prostor i neka
je za funkeciju E skup RN\ & najvise prebrojiv. leka je al

proizvoljan broj Jjedinicnog modula i neka je
SE
o -.-.{t / tERNC A (%) = o }
(cde je C skup tadaka u kojima je funkcija e = —%E- anall-
tidka). Neka je, dalje,
({ECz) -dSE(z)]-[2Ti(t - 27]71, t £

g (2) = 4

-

E(Z) —C-ESE(Z) s LT =00

za z€ C . Sistem funkcija

(2.1.) {gt / teff}

leyi u BP(E) i ortogonalan je. Potreban i dovoljan uslov da
sistem (2.1l.) bude zatvoren u BP(E) jeste da & £ 24E)

za s €RNC., Pritom je skup vrednosti «& za koje sisten (2.1.)
nije zatvoren — najvide prebrojiv. Za p = 2 vazi: ako sistlem
(2.1.,) nije zatvoren u Bg(E), on se moZe dopuniti svim onim
funkcijama B s € R\C, koje leze u Be(E), posle Cega se dobilja
zatvoren i ortogonalan sistem.

Ova teorema je direktna posledica teoreme 1l.1l. i teo-
remd 1l,3. 1 3.3. gl. Il.

Na kraju ovog odeljka opisademo skup funkecija E koje
daju isto "reproduktivno jezgro" I (z) za odgovarajuée prosto-
re BP(E). Za p = 2 poklapanje jezgara dovoljno je za poklapa-
nje samih prostora. Rezultat sadrZan u narednoj teoremi sadrzi

kao specijalan sludaj odgovarajuéi rezultat za prostore H(E)
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( [16] , teor. I.).

Teorema 6,1, Potreban 1 dovoljan uslov da pro-
stori BP(E) i Bp(El) (E=A - 1B , Eq = 4 - 1By ) imaju
isto reproduktivno jezgro Iw(z), jeste da postoje realni bro-

jevi a, b, ¢ i d, takvi da je =ad -bc =1 1

(5-1-) (AijBl) = (A,B)‘(i 3) 3

odnosno da postoje kompleksni brojevi m 1 n takvi da jJe

: .1 4

(m]™ - |n]
(4.1.) E, = oE + nSE .

Dokaz . Lako se proverava da iz (3.1.) sledi

(5.1.) B, (2)E; i) -A4 (2)B7 (W) = (ad-be)[B(2)RATW)-A(2)BTw)],

i dovoljnost uslova (3.l.) Je Jasna.

Sto se tide potrebnosti, iz

Bl(z)ﬁzfﬁzj - Al(z)Ellwk) = B(z)A{wk) - A(z)Biwk) "

k = 1,2, gde su wy i W, proizvoljne fiksirane talke iz C ,

sledi

A, (2)[B{WDAGR) = By W A (vl =

- B[R - T+ 4G (BT S T)]

Kako su funkcije A4 i Bl linearno nezavisne {(jer bi inace
bilo ISEll = IEll), to je A; linearna kombinacija » i B.
Na isti nadin i By. Tako dobijamo (3.1.)s Da su a, b, ¢, d

pritom realni brojevi izlazi iz SA = A, SB = B, SA1 = Ay i
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SB, = By, ada je ad - bc =1 sledi iz (5.1.).
Da bi se dokaz zavrsio, treba jos samo da se pokazZe da
su relacije (3.1.) i (#.1.) ekvivalentne, Sto ne predstavlja
tedkolu,
Napomena 1, Interesantno je primetiti da su

funkecije ey i e u sledefoj relaciji

m e{(z) + n/m
el(z) - "m 1 +(n7m)eiz5 ’
2

ako je ispunjeno (%4.l.). Pritom je In/ml< 1, zbog I[mi~ -
- ln12 = la

Napomena 2. Prostori BP(E) i Bp(El) imaju
istu topologiju, ako va®i (3.l.), odnosno (4.1.). Zaista, iz

(4.1,) odmah moZemo dobiti ocenu

E, )
| ==(2)| =lm + n-e(z2)[ [n]l + In]|, z€CT,

a kad E 1 El medjusobno zamene mesta dobija se da je i kolic-
nik -%—-_ograniéen u C*'. Na osnovu toga lako se sada dokazuje
da- se . skupovi Bp(El) i BP(E) poklapaju i da imaju istu
topologiju.

| Napomena 3, Sem navedenih, prostori BP(®) i
Bp(El) imaju u posmatranom slucaju jos Jedno zaniwljivo svojst-

vo. Ako je Fe€BP(E) i GeBY(E), tada vaii

(6.1.) {F 4, Gy, =(F ,Cx o

it

(Za p = 2 ovo oznadava ustvari identidnost prostorz BE(E)
i Bg(El).) Naime, kako BP(E) i Bp(El) inaju isto repro-

duktivno Jezgro Lw(z), to jednakost (6.1.) va¥i ako su )3
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i G konacne linearne kombinacije funkcija oblika L, weCh,
Ho, kako je sistem {I‘w / wEC+} zatvoren u BP(E), Bp'(El),
BUE) i Bq(El) (na osnovu teoreme 2.,l. gl. II i teoreme 1.1,)

to (6.1l.) va¥i i u op3tem sludaju.

§2. Domen mno?z?enja s a 2z,

odnosno sa (z - s)'l

S i

Ako je T €BP(E), tada 2zF(z) moZe i da ne bude u Bp(E);
Od interesa je da se opiSe skup svih funkcija F iz BP(E) za
koje zF(z)tEBp(E), tj. da se odredi domen mnoZenja sa 2z u
prostoru BP(E)., U vezi sa ovim, dokazaéemo teoremu koja predstay
lja u0p§tenjé teoreme ¢ mnoZenju sa 2z u de Branges-ovim pro-
storima ( [12] , str. 84.; [17] , teor. I.), a zatim razmotriti
analogon ovog zadatka u odnosu na mnoZenje sa (z - s)"l.

Te orema l.2. Potreban i dovoljan uslov da funkci;
T iz Bq(E) bude ortogonalna na sve funkcije F iz BP(E) 78
koje Je zF(.z) EBP(E), jeste da postoje neki broj A 1 unimoduk—'-
larni broj & , takvi da Jje

(1124) T = A'gm ?

gde je go{z) = E(z) - «SE(z).

Dokaz. Dovoljnost uslova. Neka Jje ispunjeno (1.2,

za neko A 1 neko o ,|d|= 1. Lako se proverave da Jje tada,

za W €CR,

T(2)L, (W) = L, (2)2(w) = [2(2)Ig(d) - Ig(2)7(F) =% .
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Ako je F €BP(E) i 2zF(z)e BP(E), tada je
<(w—z)F(z) ) T(z)Lw(w)> = {(w-2z)F(z) , T(z)Lw(w} - Lw(z)T(w)> =
- (-2)F(z)  [T(2)IGGE) - @)@ =5 =

= <C§-z)F(z) . T(Z)Iq(ﬁ) - Lﬁ(Z)T(§)>=<I;"Z)F(Z)1 T(Z)L§(§)>-

Odatle, zbog Lw(w) = Lﬁ(ﬁ) £ 0 (8to sledi iz uslova D), def.
1.1.) i w £ w, izlazi da je <F , T>= 0.

Potrebnost uslova, Neka je sada T proiivoljna funkei-

—_——“——“_

- Jja iz BY(E) ortogonalna na domen mno¥enja sa z u BP(E).

Neka je F iz ovog domena i neka je we CR, Tada Je
((w-2)F(z) 5 T(2)T (w) - L (2)2(w)) = {(w-2)F(z) , T(z)L (W) =

= { (-2)F(z) , T(2)I=(W)) ={(w-2)F(z), T(2)Te(d) - L(2)T(W)) =

- (w=2)F(z) , [M(2)Ic() - L)@ =5 >

Kako se svaka funkcija 1z BP(E) koja ima nuiu u tadki W mozZe
predstaviti u obliku (w-z)F(z), F eBP(E) (teor. 4.,1.), to Je
funkcija

G(z) = M(2)L (w) - L (2)T(w) -

- [T(2)Ig (W) - L-(z)T(W)] 7= 2

W - 2

ortogonalna na sve funkcije iz BP(E) koje se anuliraju u tacki

We No, kxako je G(w) = O i kako se svaka funkci ja € BP(E)

F1
move naplsatl u obliku

I: 1("") ] l(w)
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to je G 1L BP(E), 8to znaii G = 0. (Ovo je posledica relacija
<~ eu¥e) (teor. 1.1.) i HY(e) LSHP @el? (teor. 2.1,
g, IT.), iz kojih slédi —%—-J_LP.) Iz G(z) =0 sledi da Je
T =RE +§SE, za neke brojeve B 1 & . Kako ST mora biti
kolinearno -sa T {(Jjer bi inace bilo E e BR(E) ), to je AP =
-¥ & , pa se potreban oblik za T dobija kad se stavi A =/
i X =-£.

Ovim je teorema dokazana,

Umesto mnoZenja-sa z moze se posmatrati mnozZenje sa
z-5 1l1i sa (z-s)“l. U prvom sludaju se ne dobija nista novo,
jer je , za FEBP(E), uslov (z-s)F(z)eEp(E) ekvivalentan sa
zF(z) € BP(E). &to se tide drugog sludaja, ako je seC , domen
mnozenja sa (z—s)“l se poklapa sa potprostorom funkcija koje
se anuliraju u tadki s, tako da = potreban i doveoljan uslov
da funkecija T iz BY(E) bude ortogonalna na taj domer jeste d
bude T =AL_. Preostalu moguénost, s € R\ E , obradiéemo u na-
rednoj teoremi,

Teorema 2.2, Neka je seRNE . Potreban i do-
voljan uslov da funkeija T EBq(E) bude ortogonalna na doamen
mnozenja sa (z-s)"l u BP(E) jeste da bude T =Ag_, za neki

broj A i za neki unimodularni broj « . Pritom Jje
g,(2) = [E(z) -@sE(z)] [2i(s - 2)] .

Dok az . Dovoljnost uslova. Ako je T =Ag_ , Idl=

et ek e g v S s sl S

=1 , tada Jje, slicno kao u dokazu prethodne teoreme, za we CR,

(s-.f&)‘l[m(z)x,w(w) - L (2)T(w)] =

o (s=0) L [R(2)Ta() - L(z)T(a) =8 .
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lastavak ovog dela dokaza Jje analogan odgovarajuéem delu do
prethodne teoreme, Tako Cemo sada za proizvoljnu funkciju ¥

iz domena mnozenja sa (z—s)'l u BP(E) dobiti relaciju

2 2. P(z) , T(2)L,(w)) = <Z-w F(z) , T(2)L=(w) )y .

Z-8 S—W 7= S- W

Odatle, zbog L (w) = L=(¥) #0 1

z -w 1 _z=w _31 _ M- ﬁjr_% 0
= 7 3

7 = S S - W 7 - S S -~ W ig = v

Sledi <F 3 T>= O-
Potrebnost_uslova. leka je funkcija T 1z B(E) ortc
)—1

- . T s— .
sonalna na domen mnoZenja sa (z—-s uw EBY(E) . Uzmimo neko

w €CR i proizvoljnu funkciju iz spomenutog domena. Tada je,

ZDOE Lol e 2 e = =,

- 1
i—g oo F(z) T(2)L, (W) - L, (2)T(w) > =

__< -u ];'E' F(z) , [:T(Z)Iﬁ(ﬁ) - LW(Z)T(’«?)J%%

3to znali da Je funkcija
G(z) = —lT—-ET(ZJL (w) - L (z)T(u)] -

[T(Z)L—(W) - L—(z)T(w)] z-w

—W

ortogonalna na sve funkcije oblika w——-F(z) , gde F lezi u
domenu mnozenja sa (z-s5) 1. Medjutim, skup ovakvih funkeija
poklapa se -sa skupom funkcija koje se anuliraju u W . Zaista,

neka je FleBp(E) i Fl(w) = 0 . Tada, premz teoremi ‘.l. b),
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£

Fl(z)(z—w)_l £ BP(E) i F(z) = i:w

F,(2z) € B°(E) , pa je
Fl(z) = %Eg F(z) , s tim 3to F lezZi u domenu mnoZenja sa
(z-s)-l . Znadi, funkcija G Je ortogonalna na sve funkcije
iz BP(E) koje se anuliraju u tadki w , a kako je i G(w) =

=0 , to Jje G;i.Bp(E) , kao u dokazu prethodne teoreme. Tako
dolazimo do zakljucka da je G = O ,

Iz G(z) = O izlazi da je funkcija T(z) oblika

[ﬂJE(z) +_8'SE(z):](z-s)_1 . Iz kolinearnosti T i ST (kao u

dokazu prethodne teoreme) izlazi |23 =18 | , tako da se moZe

uzeti A = -2%inp 1 o = - -—%- , da bi se funkcija T pred-
stavila u potrebnom obliku,

Ovim Jje dokaz zavrsSen.

EjBu Funkcije asocirane sa BP°E)

Na osnovu teoreme 4,1. b) i ¢), ako su F i T proiz-

voljne funkcije iz BP(E) , tada i funkecija
(1.3.) EF(Z)T(W) - T(Z)F(wi](z—w)-l

lezZi u Bp(E) , za svako w iz C . No, ova funkcija moZe pri-
padati BP(E) i u sludaju kad, npr., T ne pripada BP(E) .

| Te orema l.3. Neka je T funkcija analiticka
u . € i koja ispunjava uslov a) iz definicije 1.1. Potreban
i dovoljan uslov da funkcija (1.2.) pripada BP(E) 2za svaku
funkciju FeBP(E) i za svako weé , Jjeste da Te BP((z+i)E).

Dokaz ., Potrebnost uslova. Ako je funkcija (1.3.)

u BP(E) , onda je

(2.3.) [F(2)T(w) - T(z)F(w)] [(z+i)E(z)] ™+ € EP ,
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za svako weC N R , U BP(E) postoji funkcija F sa 5voj-
stvom F(w) #0 ( npr. P = L, ) . Kako Jje uvek
F(z){lz+i)E(z)]'1 € H? , to mora biti i T(z){xz+i)E(zI]-1 €
€ H? , S obzirom na svojstvo Bp(E) jzra%eno teoremom 4.1, a),
na isti nadin se dobija da je i ST(z)[(z+i)E(z)] ™t € B , 3to
znaE;'L da T eRP((z+i)E) .

Dovoljnost_uslova., Sada neka je T € BP((2+1)E) , wel

i P eBP(E) . Tada vazi (2.3.) , jer F(z)[(z+i)E(z]] ‘e BP .

No, kako se funkcija (2.3.) anulira za 2z =w , to je 1
[F(z)T(w) - T(z)P(w)]-[(z-w)E(z)] ™" € B° .
Isto tako i kolidnik

[SF(2)Tw) - ST(2)FGw ) [(z-M)E(2)] ™2

le¥i u HP , s obzirom na to da je ST € BP((z+i)E) i SFe
¢ BP(E) . Dakle, zaista je funkcija (1.3.) u BP(E) , za svaku
funkeciju F iz BP(E) iza wel .
Ovim je dokaz zavrsen,
| Oﬁa teorema predstavlja uopstenje odgovarajute teoreme
za H(E) ([12] , str. 62.; [16] , teor. III.).

U dokazu teoreme 1l.%. ne koristi se stvarno uslov F €
eBP(E) , veé samo F € BP((z+1i)E) , tako da je Jasno da vaii
i sledeca teorema.

Teorema 1.3. Neka je T funkcija analiticka u
€ i neka ona ispunjava uslov a) iz definicije l1.l. Potreban
i dovoljan uslov da funkcija (1.3.) pripada Bp(E) za svaku
funkciju F iz BP((z+i)E) i za svako wel  Jeste da T €
€ BP((z+i)E) .
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Poslednje tvrdjenje moZe na prirodan nadin dz se¢ uepsti,

Ako su T i P dve funkcije analitidke u € , koje
ispunjavaju uslov a) iz definicije 1.1., tada i funkcijz ob-
lika (1l.3.) ima ista svojstva za svako wel . ObeleZimo tu
funkciju sada sa Q(T,F,w,z) . Kad je dat niz funkcija F,,F,,
eesyF 1 fiksira se we £ , oznadimo Q(T,F,w,:z)‘ sa Gl(z) .
a Q(Gk_l,Fk,w,z) sa Gk(z) , za svako k = 2,3,...,0 .

T e orema Z¢3. Neké je T oproizvoljna funkcija
analitidka u € , koja ispunjava uslov a) . Potreban i dovoljan
uslov da za svako weC i svakih n funkcija Fy,Fy,...,F

n

takvih da je F, €BP((z+i)®*"1¥E) 2a kx = 1,2,...,n, funkcija

k

G, bude u BP(E) , jeste da T € BP((z+i)PE) .

Dokaz ., Potrebnost uslova. Primenimo indukciju po

e @S S Sy ey S S aaes el

n.zza n =1 tvyrdjenje je istovetno sa teoremon 1.3, Pretovo-
stavimo sada da za neko n tvrdjenje vaZi. Prelazeli na n+l ,
primetimo prvo da, kad fiksiramo' funkcije Fl’FE""’Fn , 2

F ostavimo proizvoljnom funkcijom iz BP((z+i)E) , tada

n+1
funkcija G, , prema teoremi 17.3., le3i u BRP((z+1)E) . Ako
sada umesto E(z) uzmemo (z+i)E(z) , T ¢&e isvunjavati uslove
za primenu tvrdjenje za n . To znaci da T GBP((z+i)n+lE) .

Dovoljnost_uglova. HNeka jJe T € BP((z+i)ME) - i F, €
EBP((z+i)n+l"‘E) , 28 kX = 1,2,...40n , 1 neka je wel . Tada
G, € Bp((z+i)n"1E) , na osnovu teoreme 1.3. Dalje, na osnovu

iste teoreme, G leZi u Bp((z+i)n'2E) itd. Najzad, G € BP(E),
y U5 n

35‘4. Familije prostora BP(E)

t otalno uredjene inkluzilg]om

- Familiji funkcija Et(z) = ex;{‘-i(a+t)z} = cos (a+t)z -

- irsin (a+t)z = Ay(z) - iB, (z) , a3 O fiksirano , t 20 ,
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odgovara familija prostora Bp(Et) , 22 svako p> 1 . (Za »n =
-~ 2 ovi prostori spadaju u klasu Paley-Wiener-ovih prostora.)
iy

Za fiksirano p i za O0gLs gt vazZi BP(ES)<: Bp(Et) . Ako

je FeBp(ES) i Gqu(Es) s S>= 0 , tada je, za svakoc t = s

<F,G>t=<F,G>S.

Sem oveoga, funkcije At i By zadovoljavaju sistem integralnil

jednacina

A (2) - A(2) = ~af B (2)as , By(2) - B(2) = 2f) 2 (2)ds

b A ]

i vazi Et(O) =1, za tz 0. U ovom odeljku Cemo razmatrati
opStije situacije ovakvog tipa.

Neka su ©L(t) i 3(t) neprekidne neopadajués funkeil
na intervalu [O,+o) i neka je «(0) =3(0) = O, Formirajno

poriodu ovih funkcija sistem integralnih jednacina

Il

a(2) - A(2) = —2f B_(2)ad(s)
(1-""'-) +
B, (2z) - B (2) = z[ A.(2)da(s) .

g

Prikljudimo tom sistemu jo$ i sledeée "pocCetne " uslove:

19 A i Bo su analitildke funkcije uw C 1 C

o

— _— B ) 1: Y E = _ﬁ_ -—
SAO AO s SBO o * 1 funkecija o o
-tB_ ispunjava uslove a) i b)) iz defini

cije 1.1.;

29 skup RNC Jje najvise prebrojiv (gde Je sa
C obele¥en skup svih taZaka u kojima Je
funkcija E_ analitifka) i pritom ¢ C

oel i EO(O) =1 3




- 72 -

2 prostor Bg(Eo) ne sadrzi ni jednu funkciju
. O -
oblika gr,é'(z) = [Eo(z) —d'SEO(z):I-
-[2R’i(r—z):|_l (Idl=1, re RNC, r £0).,

U nizu lema i teorema izudicemo familije prostora BP(E)
generisane sistemom (1l.4.) i uslovima (2.,4.) . Cilj nam je da
utvrdimo da ove familije imaju svojstva slicna svojstvima fami-
1ija koje odgovaraju funkcijama exp{—i(a+t)z} . Opsti plan
jzlaganja u ovom odeljku sadinjen je po ugledu na [21] .

Neophodno Jje da se najpre izudi priroda resenja sistena
(1.4,) . Pritom éemo, da bismo skratili pisanje, koristiti

oznakxu

'3::—1
[£y,25] (558 =J:dfl(sm)rdf2(sm_l)£ dfl(sm_z)...fzdfg(sl),

gde je € =1 za meparno m 1 & =2 22 parno m, 0 s<g t,

a f. i f. su neprekidne neopadajuée funkcije od t na in-

1 2
tervalu [0, ) . Radi jednoobraznosti oznadavanja neka Je

[fl'f2]0(55t) = l e

T e orema 1l.4. Za svako z€C  sistenm (1.4.)
ima jedinstveno reSenje (At(z),Bt(z)) neprekidno vo t 1
koje tezi ka (Ao(z),Bo(z)) kxad t —» 0 . Za fiksirano t=>= 0O ,
funkeije A, i B, su analiticke u oblasti & , i SA_ = A, ,
SB, = By , A, (0) = 1, B,(0) = O . Sem toga, postoje cele funk-
cije a,, Dbg, Cy 1 dy takve da je Ba, = 8, , Sby = be

Sc, = Sd, = d

t T S 2 P £ 9

2. Py
(3#4-) (Atj?t) = (Ao’BO) (ct,dé'

|\
jud
.
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Dokaz . Refenje sistema (l.4.) dato Je s=

0 .
(B.4.) (At(z),Bt(z))fnzozm(AO(Z),BO(Z))( ) 0 (3, O

Naime, lako se dokazuje, indukcijom, da Je

(s:t)l< [o(t)-o(s)+p(t)-p(sN™ _ (¥(sstT”

(5-4-) l["‘d'sﬂ]m
1

m
(5:-4-) l[ﬁ:_d]m(s;t)l -'é_- [_3:—(51;?)] %

za 0<s<t i m=0,1,2,... « Na osnovu ovih ocena, rutin-
skim postupkom se utvrdjuje da red (4.4.) Xonvergira apsolutno
$ uniformno ako je t ogranideno, a 2 se kreée unutar nekog
kompaktnog podskupa oblasti C . Zato red (4.4,) predstavlija
vektor-funkciju neprekidnu po t = 0 ,= analitidku po 2z u ob-
jasti € . Da funkcije (4.4.) zadovoljavaju sistem (1.%.)
proverava se direktno. Takodje se obiZnim putem pokazuje da je
(At(z),Bt(z)) jedinstveno neprekidno resenje koje teZi ka
(Ao(z),Bo(z)) kad t — 0 ., I svojstva funkecija A, 1 E
proveravaju se bez te3kota na osnovu relacije (&4.4.) .

| Najzad, relacija (4.,4,) moze da se napife i u oblixu

(3.4.) , ako se uzme da je

a,c(z) = Za 22m [—d,ﬂjgm(oit)
b,(2) = 3 220 B, -ad oy (05%)
mal
© 4o 1 |
Ct(Z) = Z z m= [—a,ﬁ]zm_l(cit)
m=i
v
a.(2) = ZO 222, -, (O5t)

za t >.0 . Pritom ovi redovi konvergiraju uniformno rad su t
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i =z ogranideni, tako da su ovo cele funkcije po 2z , zz fiksi-
rano t . Oligledno da tada vazi Sa, = 3, i sliZno za ostale
funkcije., Da vazi i1 a,dy - bicy = 1 za t > 0 moZe se pro-
veriti mno¥enjem redova i uporedjivanjem koeficijenata, uz opri-
menu parcijalne integracije. Dokaz Jje zavrsen. '

Lema 1.4, Funkcija
t . -7 -1
Lw(z) = [Bt(z)ﬁth:) - At(z)Btiw)] [?I(z-w)] , z.,wel , t =0,
nmoze da se napisSe u obliku
Lt(z) = 12(2) +5l‘-1[ftﬂ. (z)A (w)dp(s) +ftB {(z)b Ew)dd(s):l .
W W o s 3 o ~s s

Dokaz. Iz jednalina (1.%4.) sleduje

: |

zj;t As(z)ﬂsfw)dﬁ(s) = f;} Ksiw)d_BS(z) .

Parcijalnom integracijom dobija se dalje

-’: K ()b (z) = A (0B (2)]; ;';j;t Bgl2)aRs b
No, kako Je
f;t Bg(z)dA W) = - ot Bg(2)Bg(w)aals)

to Je

zf: As(z)ASZw)dﬁ(s) - W fot BS(Z)§SZw)dd(s) ASZW)BS(Z)I: .

[

Na isti nadin dobija se da Jje 1
th B.(z)B_(w)dos) - ﬁft A_(2)E_(w)an(s) = - B_(w)A (z)1°
0 S S 0 'S S S s o °

TraZena relacija dobija se sabiranjem poslednjih dveju.

Poslediceca 1l. Funkcija Et = At - iEt zadovo-~
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ljava uslove a) i b) iz definicije 1l.1. za £ O .
Dokaz . Kako E  dispunjava ove uslove (zhoz
d, cele, to E.

(2.4.) 1° ) i kako su funkcije a, , b

t » Py Cp d
ispunjava uslov a) iz definicije 1l.1l.

%+o se ti%e uslova b) , prema lemi 1.4, bile, kao prvo,
Lt(w) = To(w) +Jc-1[ftlﬂ (w)lzdf.}(s) +jt | 3 (w)lEcﬁt’:ﬁ(s)-t
Vi W o '8 o | S 4
$to znacli da Je
t o .

(6.4.) L(w) 2L, (w), 2a t20 1 wel
Zatim, kako Je

t 2 2 -1

L (w) = LIE.(wW[® - ISE )] (4T In w) =, 20,

: +
to je, za weC

2 2 o
IEt(ﬁ.--‘f)I2 - [SEL(D° = [E ()] T - ID‘E-‘O(L-!)IE >0,
tako da E. ispunjava uslov b) .

Posledica 2, Ako je Ogsg t , Taca Je
IS(w) < I5(w) , wel
W = Ty ’ ’

Dokaz . Dokazuje sge isto kao relacija (5.4.) ,

samo sSto se umesto EO uzina E_ ,
R’

.23

Do sada smo utvrdili da za svakoe t =0 funkcija "
ispunjava uslove (2.4.) 1°,2°,

Lema 2.4, Funkcija Et ispunjava 1 uclovw (2.4,) 5(
za svako t =0 .

Dolkaz . Polazeéi od relacije (3.4.) lako se dobi

Jja da Je
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E,=mE  + 1 SE, 4 BEL = S, E, + SmtSEo ;

gde Jje m, = (at + dt)2f1 - i(bt—ct)2_l i n, = (at_dt)g“l -

- — 1 » o ' -
- 1(bt+ct)2 , pri demu na osnovu a,d, - b,c, = 1 imamo

mtSrnt - ntSnt = 1 . Dalje moZze E_  da se izrazi preko Et i SEt:

E, = SmE, - n,SE ,
a isto tako 1 SEO:

Neka je sada r €¢RN\C (r#fo0 ) . Dokazalemo da, ako za
neko 7 ,Ipl =1 , funkeija gl’w(z) = [E(2) - sE(2)]"
-[2ﬂi(r—zj]"l leZi u Bz(Et) , onda i funkcija gg § leZi u

b
_B2(E0) , gde je o =[7-mt(r) - ntirﬂ-[mtlr) —p-nt(r)] -1 . Ovo

se svodi na dokaz da iz ht(z) = [1—$et(z)}[2ﬁi(r-zﬂ -1 ¢ 32
izlazi h_(z) = (1 -'é"'eo(z)}[zﬁri(r-z)]‘l € H° , gde je stavlje-
SE .

no et(z)=—-E-E,t;aO.

t
Dokazaéemo da su integrali funkeije [ho(z)[2 duz prav:

z =x + iy , y> 0 , ogranideni svi istim brojem. Neka je Kk
neki polukrug koji lezi u o , centar mu je u tacki r , a
prednik leZi na R . Kako je funkcija hj uvek ogranicdena u
ct\ k , dovoljno je pokazati da postojl dovoljno mali polukrug
k takav da su integrali funkcilje lho(z)l2 du? onih delova

pravih 2 = x + iy koJji leze u k — ogranideni svi istim bro-

jem. Funkcija hO mo%e da se predstavi u obliku

no(2) = { (=) () = ETE [Smg(2) = n(ade (e } 7
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ﬂ{i.[Snt(z)mtfr) — Smt(Z)nt(r) " Smt(z)mt(r) - mt(z)EETE) .

+ n (2)n (T) - sn, (z)n (r) + et(z)[mt(z)nt(r) ~- ntCZ)mt(r)] +

+ [ (2)m(7) - n (20 (@) 2 “‘791-,(3)]} :

Polukrug k moZe da se udini toliko malinm da ISmt(z)l bude
vrlo blisko [mt(r)[ , a [nt(z)l vrlo blisko Int(r)] , £to
znadi da ée u takvom krugu funkcija [Smt(z) - nt(z)et(zi]_l
biti ogranidena, i to zbog toga sto Jje | Sm,(2) -n,(z)e, (z2) ]| =
> ISmt(z)[ - Int(z)[ za =z €CY i 3to jJe [mt(r)l - Int(r)]>
>0 . Zatim, kako se funkcije Snt(z)mtir) - Smt(z)ntfr) .
Smt(z)mt(r) - mt(z)mtfr) . nt(z)nt{r) - Snt(z)nt(r)

mt(z)nt(r) - nt(z)mt(r) anuliraju za 2z = r , to Ce podeljene

H.

sa 1 — z one biti ogranidene u k . Kako je, sem spomenutih,
i funkcija mt(z)E;TEU - nt(z)E;TE) ogranidena u k , 2 hy
lezi u H2 , to su zaista-integrali funkcije Iho(z)i2 ogra-
nic¢eni u dovoljno malbm polukrugu k distim brojem.

Ovim je dokaz zavrien.

Napomena . MoZe lako da se dokaze opstije
tvrdjenje od leme 2.4.: ako je T €&RNC (r{ 0 ), onda funkci-
¥ t W p -' L | o ;;* p -1:'1
ja  &n leZi u B (Et) ako i samo ako E. g leZi u B (“o) .
Dokaz se ne bi bitno razlikovao od dokaza leme 2elte

Sada Jje na redu ispitivanje med jusobnog, odnosa mrocsto-
ra BP(E.) , t> 0 .

Lema 3.4, Ako su funkcije o 1 /3 linearne na
segmentu [s,t] i strogo rastule, tada Je Ep(Eq) topoloski

potprostor od Bp(Et) i vazi

<F y G>E = <F ’ G>Et
S
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za svaki par funkcija F i G takvih da Je FWEBP(ES) 1
GEBq(ES).
da _ : dp
Dokaz . Neka je I%—&}Ol g2 =1b>0, za

s <<ux t ., Tada se At i Bt mogu ovako napisati

l/2sinlz ,

At(z) As(z) COSAZ =~ Bs(z)(a/b)

B,(z) = A_(2)(v/a)L/Psindz + B_(2) cosrz

pri éemu je A.é'(ab)llg(t—s) . Ako stavimo da je (b/a)l/4 =
= ¢ 4, zatim cA_ =_;4_S . él'lBS‘ =j3$ » CAy =flt ’ (*:"']'Bt =,I;—)t .
A, -1iB . =6 i Ay - ibt-_-.-. 51: , tada iz gornjih dveju

Jjednakosti izlazi
(7-'4-) - gtcz)- = gs(z)_e—i.lz .

Na osnovu napomena 2. i 3., posle teoreme 6.l., skupovi Bp(Eu)
i Bp(éh) . se poklapaju za svako p> 1 , 1 imaju iste topo-

logije, i vaii
<F G>E =1<F G>?
' . , 1 I ’ . l ’

za FEBP(Eu) ’, GEBq(Eu) sy pri 8emu u wuzima vrednosti s
i t . Kako je, direktno na osnovu (7.4.) , Bp(gs) potpro-

stor od Bp(é%) i vari

~KF . GO D q
<{F , G>E’S =<E , G?Gt , FeBP(E), GeBUE) ..

to éé,'s obzirom i na neposedno prethodno, biti B?(ES) topo-

loski potprostor od Bp(Et) i vazicée

{F G>Es =_<F . G>Et , FEBP(E)) , GEBE,) .
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Dokaz je zavrsen,
Lema 4.4, Za dato & >0 , neka je o {odnosno
/3¢ ) delimidno linearna, neprekidna i strogo rastuéa funkci-
ja koja na segmentu [s,t] uniformno aproksimira funkciju &

(odnosno /3 ):
|ot(u) -C(E(u)l< £ (|»A) -pIKE ),

s ug t . Neka je (Afl,Bi) reSenje sistema oblika (1.4.)

" kad se o i / zamene sa o 1 /5 na segmentu [s,t] 1

neka je E;= Ai- iBf . Tada Ef(z) teii ka E.(z) kad

£ — 0 , i to uniformno po 2z na svakom kompaktnom podskupu

.oblasti C .
Dokagz. Neka je £> 0, la(u) - au)] < € i
(B(u) - A(w)[< & za uel[s,t] . Obeleiimo sa & (s3t)

sledeci zbir
& (s3t) = A(t) - ol(s) + () - /A(s) + cle(t) = A(s) +/3(£)=Pls

" Pokazademo da tada, za m> 1 , vaze nejednakosti

. -1
1[ty3] (s3t) - [cle,3] p(s3t)] < 2elagiCsctd] — ’_cl“* ,

g [2%1(5-1:)] m-1

(8.4.) |
[o,dl=(si6) ~[aes] (sit) < 2eladelsy .

Dokaz éemo izvesti primenom indukcije. Za m = 1 ove nejed-

nakosti oligledno vazZe. Neka sada vazZe za m-1 . Tada Jje, npr.,
[, 8] (s5t) =[eyBe] (550 < Iy + I,

gde Jje
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1= [ 1[aregg (s59) ~[BnGe] pq(s3w)ecln)

12= I‘fst[ﬂé‘idﬁjm_l(siu') [dd.(u) - dc_‘:e(u):ll .

Kako nejednakosti (8.4.) vaZe za m-1 , to imamo ove ocene za
I, 1 I, (pri demu se u izvodjenju ocene za I, primenjuje

i parcijalna integracija) :

2&'-1? [28&(5;u)]m_2dd(u)< 2£-Lt[235(s;u)] 2244 (s3u) )

I < RG] < ~—z=21

. m-],
=€,[28&_Es,t ’

m—-1 )}

I, = |[a(t) - ole(t]] [ oty (53%) -

- [l - cteul]a[Bate] p (s | <

. m-1
< 26[fer o]y (3:t) < 2B

Tako se dalje dobija

' - oe (28 s-iitglm'l
Y, + I, < (‘é- _ .

gime je prva nejednakost (8.4.) dokazana. Druga ne jednakost
ge izvodi na isti nacin.

Nejednakosti (8.4,) daju mogulnost da se oceni i
apsolutna vrednost razlike Ef{z) - E%(z) » Naime, (A%,E%)

moze ovako da se napise
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(48,87) = i 2% (A_,B )( ) [-de, Bely, (5;1) 9, )
o T 0 [55,'6(5],“(.5‘;1;)

m =0
Ako se tako predstavi 1 (At,Bt) , onda iz (3.4.) sledi

| £, . £
1B, - BEE1 < 1Ay = gl + 1By - Bgl <

1+ 8/
<2 ) ([:f.}_-j, (2% (s;t]] ®72(IA_l + [BL) -

= 2€ |z|exp {IZIEb’E(s;t)}'(IASl + 1B_1)

« . £ v -
Na osnovu ove ocene neposredno je jasno da Et(z) te?i ka

Et(z) , kad £ — O , uniformno po 2z na kompvaktnim podskupo-

vima oblasti C .
L ema 5.4, Ako jJe

je FEB(E) i IFJ < IFI

Dokaz . Neka je & =

va odgovarajuli par (AE,Bi) , a saglasno sa tim neka je i
n n .l | : o
ET = A} - iBf , n = 1,2,... . Prema leni o4,y Eg(z) te¥i ka
Et(z) uniformno na kompaktnim podskupovima od C

Neka Je FEBg(ES) . Tada je, na osnovu leme 3.4., FEBE(HI,;) i

: 2
OLst 1 FeEE (ES) , tada

1/n i neka (A%,E%) oznaca-

kad n —» 0O-

+co + O
£ rGor2releor 2ax = [ 1FG)IZ 2, ax

za N = 1,2,... » Prema Fatou-ovoj lemi, iz ovih jednakosti

sledi nejednakost

1im [1FG)]21ERGO] Plax L

n-——rm

L1 2 1E 60l “2ax o

+00 oo
< lin Lo IRGOIRIER ) Rax = [ IFGOIRIE Gl ax .

-

n — o0
Drugim redima, HFHtaé IFH, , gde je UFl, norma Fou EtL2
2 . paxle £ 12 . Medjutim, koristeéi

a HFHS norma u ESL -
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Schwartz-ovu nejednakost 1 posledicu 2. leme 1l.4,, moZemo da
izvedemo nejednakost za F(z) kad je z =T +pelﬁ , TER

i O<O <A
< 2uFl /2 (e (2)l (psin®) ™2

koju mofemo i ovako da napisemo

| E(2)[ < MiGpsin®) M2 (M = mTVAFIY .
t

Iskoristiéemo sada ovu poslednju nejednakost da pokaZemo da za
—%— vazi Cauchy-eva formula u ¢t ., U tom cilju Jje dovoljno
t
da dokaZemo da integrali funkcije —%—(Z)E%G- vo polukrugovima
| t

1z] =0, z € CT , teze nuli kad e — i da integrali fte
funkcije po polukrugovima I[2-ri =% , Z€ ct , gde je r pro-
izvol,j.na tadka iz RN\NC , teZe nuli kad ¢ — O . No, To se
vidi iz sledeéih ocena, koje vaZe za fiksirano wée€C™NR 1i za

dovoljno veliko ¢ (prva) , odnosno za dovoljno malo @ (druga):

. F 4z T M £
Ilzl;P zec+ﬂ(3)m éfirJ (psin®)¥z @ -Ivi v

i

¥ 3 i M P
IIZI-J;; zec:rt(z)'z_—%léfo @sin'&)?.z tw—rl-—f"dﬁ' :

" Sada nam Cauchy-eva formula daje relaciju --%— d. Skw

.
za svako wé€C' , odakle sledi —— € B= ([7], str. 195.).

2 st w o ow
Na isti nadin se dokazuje i da je —%E—-E H® , 8to znali da F
- t
zaista leZl u Bg(Et) . |

o ,
Kako je nejednakost za norme u Bg(Et) i B“(ES) ved




-~ 83 -

izvedena, dokaz je zavrsen.
ILema 6.4. Ako je s <t , tada za svaku funkciju
F iz B2(ES) za koju je zF(z)1EBg(ES) , vaii "Fﬂt = IFl, .
Dokasz . Utvrdicemo da Je

(9)  15m LTRGOIPIRRG] e - S R0 21,60l Pax

Prethodno ¢emo oceniti ove integrale u okolini ptoizvoljne tacke
r iz RN\C i u "okolini" tadke z =00 . Nexa Jje, dekle, r€
€ R\ C i neka je najpre F funkcija 1z B2(E$) za koju 1

(z—r)_lF(z) le¥i u B2(ES) . Tada ¢e za proizvoljno mali pozi-~

tivan.dbroj A biti

[P0 12 1ER G 2ax < A2 1 Gem) ERGO TR G0) 2ex

r-4

= agﬂ(z—r);lF(z)Hf , D ;_1,2,...

(lema 3.4.). Proizvoljna funkcija F 1z BE(ES) moze da se
aproksimira nekom funkcijom G 1z B2(ES) za koju i
(z—r)—lG(z) € B2(ES) , jer, na osnovu leme 2.4.,, nijedna
funkecija gﬁ-r ne lezi u B2(ES) , tako da je, prema teoremi
?
2.2., domen mnozenja sa (z-r)_l svuda gust u BE(ES) .Dakle,
neka je IF-Gl << P . Prema leml 3.%. bide 1
fIF—GIEIEgl-sz g_‘ "?2 3 In = 112,.-- ™ Zato je,za n=1,2,-9-‘,
i.fp‘miF(x)l‘?lEn(x)l-gdx < D° o+ ;jsgll(z—J:')""lG(z)ll2
P-4 T s 7 s ?
$to pokazuje da se integral na levo]j strani ove ne jednakosti
mo¥e udiniti proizvoljno malim nezavisno od n , ako se A

izabere dovoljno malo.
Neka je sada FEBE(ES) i zF(z)EBg(ES) ., Za proiz-
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”~

voljno veliki pozitivan broj ¢ vazice
+00
[ @RIl Rar < L[ 1)1 1Ep ol Pax -
[X1> ¢ fV-c0
= 072 [2R(2)li

(lema %.4.), na osnovu Cega se integral

[ rE)121EA ()] "Pax

X1 > P
biranjem dovoljno velikog @ , mo¥e wuéiniti proizvoljno malim,
nezavisno od n . I
S obzirom na pfetpostavku da je skup RNE  najvise
- prebrojiv, moZemo svaku tadku T eR\C ‘da okrufimo dovoljno
maiim intervalom oblika (r- A(r),r+ A(r)) 1 da izaberemo do-
voljno veliko ¢ tako da integral

J R0l 2ax
M

cde je
M= (-c0,-p)U (p,+00) U U-2),r+Alr)) ,
. reR\E

bude proizvoljno mali nezavisno od n , kao i da integral

[ 1PGIRIE, (o) Pax
M

bude proizvoljno mali. Kako je R™~M Kkompaktan podskun oblasti

£ , to se razlika

S rGo13ER G0 Pax - f () 21 E (x)] ~Cax
R\M | R\M

mo¥e (po apsolutnoj vrednosti) uiniti proizvojlno malom, bira-
njem dovoljno velikog n , zbog tToga sto E% —e-Et , “ad n —» o0

uniformno na kompaktnim podskupovima od £ (lema 4 h4.).
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Tz svega dosad redenog sledl da je isnunjeno Tolhe)

Kako Je

[ 1pGoI2 1=l Rax - 1FI

(prema lemi 3.4.), to je zailsta (Fll, = (¥, , i dokaz je

zavrsen,

I, ema 7.4. Neka funkcije o 1 3 , sen uslova
navedenih na podetku ovog odeljka, ispunjavaju jo3 i ove uslove
na segmentu [s,t] : Jjedna od njih je konveksna nagore, & druga
nadole, i u tadki s 1im je desni izvod, a u talfki t levi
izvod, razlidit od O 1 od @ . Tada je, za svake p> 1 ,

BP(ES) topolodki potprostor od B?(Et) .

Dokaz . Ako funkcija E = A - 1E isnsunjava uslove

a) i b) iz definicije 1l.1. i ako je Ey= Ay - iBy 1 A =

= cA , By = c_lB , za neki pozitivan broj ¢ , tada Je

1

(10.4.) £,(2)l < max fo,c PB4 zeC”

Naime, kako je |SE(z)l2 < lE(z)I2 za z€C’ , to je
Ei[ﬁ.(z)E(z) - Kiz)B(z)] ~> 0 za 7z € CT , odaltle sledi

12,212 = 21a)I? + ePIB(2)I? + 1[AG)ETE) - TR <
< max 2,07 J{1a(2)12 +B(2)1% + 1[a(2)ETZ) - 2)E(2)]§ =
- max {02,0_2} 1E(2)1C

£5. vaii (10.4.) . Na slidan nalin izvodi se 1 nasjednakost

(10%4.) 15, (2)1 3= min {c,cT B2, zeCT .
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Razmotrimo sada ovakvu situaciju. Iieka su o 1 I

linearne na segmentima [s,ul] i [ul,t] (s < Uy < t) 1

neka su tamo i strogo rastuée. Neka je 33: = 8y -%EL =
: da d
bl,za uE[Sulj,l -E-l—l—-—-a2,-€§-=b2,za u €

E.[ul,t] Ozancimo ( k/a ):"/4 krate sa ¢, , £ = 1,2, Tada

je, na osnovu relacije (7.4.) iz leme 3.4.,
. =l -
|ey8g(2) - 1eT"Bg(2)] < leghy () = i (z>1 ,

(11.4.)

102A 1(2) -~ ic, (z)[ [ceAt(z) ~ics (z)[ .

- . . . .
za 2z €CT . Jednakost se u ovim nejednakostima ostvaruje za

s CNOR . Na osnovu relacija (10.4,) i (10.4.) , bike

A ;€ | Lo i (2) 2 MONES
lcl ul(z) - 101 z)| = 3502 4 z) - 1—102 zZ)
e |
é ma}c{-a-z- 3 E_i-} lCéAul(Z) - icélBul(Z) ] ) ZEC"" .
i
. %1 C2 .
]c1A l(z) - 1c (z)[ mlnn{gz-s E;:}lcgﬂul(z) - 102 Py, (z)

za z€C . Povezujuéi nejednakosti (1l.4.,) sa pretposled-

njom, dobijamo

C
(12.4.) lclﬁs(z)—icilBS(z)lg;max{g—- }lceﬂul(z)-c"l“ul(z)l ,

z€CT ., Ako je z€ CQAR , tada u (11.4.) vazZi znak Jjednaio-

sti, pa Je

(13.4.) lclas(z)-iczlas(z)r;;min S }1c2 0 (z)-ic5) MO

Neka sada funkcije o 1 3 ispunjavaju uslove

leme, i to neka, odredjemosti radi, of bude konveksna nadole,
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a A nagore. Poznato je da se neprekidne funkcije &€ 1 /3

na segmentu [s,t] mogu proizvoljno dobro eproksimirati deli-

mi&no linearnim funkcijama o i B¢ ¥oje na krajevima svojih

intervala linearnosti imaju iste vrednosti kao o 1 /3 . Pri-

tom ée i o , odnosno Bg , biti konveksna nadole, odnosno

nagore, na segmentu [s,t] . Neka su u (=8),U;,Us5 000Uy 15

u (=t) krajevi jntervala linearnosti za o i Mg 1 neka Je
de _ dpe _

du ~ %k * du k
obzirom na konveksnost funkcija olg 1 /3¢ , vaZice 2, < 3 .4

Za U.E('le_l,llk) 3 k = ljziici,m * S

i Dy>bpy s fga-k'g 1,2,¢00,0=1 . Kako je a;Z ’(s+) > O
i b ZA(t-)>0, toje 8 >0 1 b >0 za K = 1,2
-...,ﬂl ) OZIIELEZ'LIILO (bk/ak)l/q' Sa Ck 3 k =. 1,2,--.,1}1 . J&SHG
je da je ¢y Cp.q (k = 1,2,400,m-1)

Primenimo 1i sada nekoliko puta uzastopce (12.4.) ,
a u poslednjem koraku (1%3.4.) dobicemo, 2za z e Gt .
[clA (z) - 10_1B (z)l 1Ic At(z) - 10"1Bt(z)l )

Hl

Kad se uzme u obzir i (10.4.) , izlazi
c
1 -1 -1 +
IES(Z)IQ E—;max {Cl'cl } ma}:{ Cn31Cph }IE.,;(Z)I , Z€C .,

Kako je A (t-)< b, by Al(s+) i L(s+) < 2y 8y K

n< Cg o gae Jje
stavljeno Cy = (f?:"(t_—)/0&'.""(1:.--))1/1'rr y Cg = (/’5’(5+)/Cf(sir))l/4 .

Tz ovih nejednakosti izlazi da postoji konstanta M , nezavis-

L o(t-) 5, to de e g eygceg Ioepgec

na od g i g , takva da jJe

(14.4.) 1E(2)] < M-lEf(2)l , z€C™ .

Ako je z€ C N R, moZemo dobiti i nejednakost u obrautom
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smeru, ako najpre vi3e puta primenimo (12.4.) , 2 u poslednjem

xoraku (1l.4.) (jednakost) :
C
eh5(2) - 3e7'B ()] > Bloghi(z) - ieglBe(a)l
$to nam dalje daje
(15.4.) [E_(2)] = N-|E{(2)l, z€CN R,

slidno kao malopre, pri Semu ni N ne zavisi od g 1 fog .
Ako se u (14.4,) i (15.4.) pusti da £ — 0O , iz-

lazi, na osnovu leme 4.4.,

IES(Z)I < M']Et(z)[ ' zecCt 3

IES(z)[ > N-IEt(z)l , z€CNR.

Prva od ovih nejednakosti implicira da Je Bp(Es)tilEp(Et) .

a obe zajedno, primenjene za z€ C /1 R , daju nejednakost
N-IFf, < WFPH, < M-UFl, ,

koja vazi za svaku funkeciju F iz BP(ES) . Na osnovu toga,
relativna topologija na BP(ES); kao podskupu od Bp(Et) DO-
klapa se sa njegovom topologijom, tako da je EP(EZ.) tosolo-
ski potprostor od BP(Et) .

Dokaz je zavrsen.

Lema 8.4, .Svaka funkcija oblika 52”3-3 (t = 0,

koju éemo krade obeleZavati sa gg , "ortozonalna’

1] = 1)

je na domen mnoZenja sa 2z u BP(E,) , u smislu da je

)

P> [ R0E 1B (0 Pax = 0
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za svako F eEp(Et) za koje zF'(z)EB;?Et) .
Dokaz . Premanapomeni posle tcoreume 1.5 zl,IT.,

postoji neka tacka ke CAR 2za koju je et(k) =9 ili Jje

Z=—=2
O

et(z) = const. za neko ZOEEC+'. U ovom drugom slucaju
Z=Z

tvrdjenje se direk¥no proverava. Neka, dakle, postoji KECAR

takvo da Jje et(k) = d . Tada je, ako F leZi u domenu mnoze=

nja sa 2z u BP(Et) .

(P, gpd= -2Mi <(k-z)-{.:c-(z) , Ki(z)> =0,
gde je Kﬁ(z) reproduktivno jezgro za Hp(et) i

~z) - D

(k-z) Et(z) € H (et) .

Dokaz Je zavrien.

Napomenimo da za & = -1 , odnosno d =1, iz lenme
8.4, dobijamo da su funkcije At i Bt ortogonalne na domen
mnofenja sa 2z u Bp(Et) (u gornjem smislu),

Lenma 9.4, Ako jJe O u<t , tada

-1 2 -1 2 re

EBt(Z) - Bu(zi]z € B (Et) . [At(z) -~ Au(zi]z €T (Lt)

i vaze nejednakosti

(16-4-) ” (B't - Bu)z_ll[%th é e [/?J(t) “(3(11):] ’

(17.4.) I (a, - Au)z-lugtLe < T lalt) - du)] .

. = . u
Dokagz . Funkcija (Bt - Bu)z ufr(LO - I, )
pripada Bg(Et) na osnovu leme 5.4, Kako Je LS(EBZCEt) 7.8
svako wE€L i kako su funkcije Au i Bu linearno nezavis-—
. . ., e .
ne, to je A €B2((z+1)E,) , tako da Ay — A, €B7((z+i)Z) ,
Zto znali da i funkcija (At - Au)z"l lezi u Bg(Et) (teor.

1%.3.)
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Meka su funkcije o« 1 s najpre linearne 1 strogo
rastuée nz sezmentu [u,t] . Koristeli iste oznake kao u doxazu
leme 3.4. (samo Sto umesto s sada piSemo u) i relaciju

(7.4.) , dobijamo da Je

I &, - éu)z'lugtLa -l - ey M2 - 2@,
jer je (1 - eiﬁz)z_l = Ko(z)EEHz(eiﬁz) . La¥o se izralunatva
i |[e, - 827
B, -2E B E B
- , t
(8.4) @y - BTG (T2 7> g T

- [BL(0) - 2B} (0) + BL(0)] =R[A(t) - A(u)} = Bt - u) .

Da pismo izradunali i II(At - Au)z"lﬂ , primetimo dz2 je
-1y2 ~1,2 . =1 - -1
”( &t - 611)2 ”t = I{C(At - Au)z ”t + ch (Bt - :'Ll)z “i -
A, -A B, -B A, A B, -7

t . =1"% 2 t 2 -2 14t 2
—2Re { c— 2, ic - u:% = ¢ || = “Ht + ¢l > u"t )
i odatle izradunajmo traZenu normu:
(19.4.) lea, - a2 =ma(s ~w) (=T [t) - lw)]).

Ako su funkcije of i /3 delimicno linearne 1 strozo

rastuée na segmentu [u,t] , i ako su [m,1] i [v,r] neka

dva (razlidita) segmenta linearnosti za o 1 /2 , tndn jo
(20.4.) (B. -B )z 1 | (B.-B))zt i
¢ 1 m )y \'s

(A =40z 1 (A, - a)zL .

\'

Zaista, neka je 1< v . Prva relacija (20.4,) sledi tada iz
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B,-B_ B_-B

i

<:'l m 1
7z 4 2,

Druga relacija (20.4.) Je posledica leme E.4. 1 cinjenice da

T
—

B B
l , ~
m’Lg>r_7‘-< zu’L;>v=0'

R -
Y =

2 L .. . .2
(za 1< V) (Al m.Am)z le?i u domenu mnoZenja sa 2z u 2 (Er)f

kao i u B2(Ev) , zbog Cega Jje

AL -A A_—A A -A Ao A
(A8, =) (2R, - o - 0

Relacije (20;4.) dozvoljavaju da se 1 u slulaju dsli-~

mi&ne linearnosti o i s izvedu jednakosti (18.4.) i
(19.4.) , na osnovu toga Sto takve jednakosti vare za svaki
segment linearnosti.

U opStem SIuEaju, nejednakosti (16.4.) i (17.4.) se
dokazuju na osnovu prethodnih rezultata, naime eproksimiranjen
funkcija o i @ delimicno linearnin funkcijama na [u,t]

i koriséenjem granicnog procesa, uz primenu leme 4,4, i Fatou-

ove leme:
iz, - B2 M2 = 1, - B HAIE P

+ o -1,:;2 ] & —r
= (B, - B )x 1im [ESI7C dax <L
S:ml I

te 112 (o€ -2 r ]
< lim inf f [(B, - B )x ~|°IEs]™ax = U [ A(t) - Alu)
T E— 0 -0 ¥ u E - ,
i slidno za nejednakost (17.4.) .

DefiniciJja 1.4. Reli éemo da je t €(C,00 )

talka radéenja (za par funkcija o i » ) ako Je
[aCt) - (s} [/act) -B3(s)] >0

2za svako s <t ,
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De findicigja 2.4, Reéi Gemo da je t€[0,00)
regularna tadka (za par («,») ) ako je t 1li tadka raidéenja
i1i taldka nagomilavanja tafaka raSenja.

T, ema 10.%. Ako je t tadka raséenja, tadz nijedna
funkcija oblika g:‘;,; = g, ne lezi u B2(Et)

Dokaz . Neka je a{t) —cs) >0 za svako s <t
i neka Je gd..EBg(Et) za neko 9 (]d]=1) . Tada mora da

bude & = 1 , 5to se vidi iz sledeleg:

At A
= ’ = - Ly 0
- -TQA - Fy.

Treba joS opravdati ove aednakostl. Prva je posledica ortogonal-

nosti gg na domen mnoZenja sa 2z u B> (E Y (lema 8.4.) ,Jjer

(At - As)z_2 1e¥i u tom domenu. Da bismo opravdali drugu jedna-

kost, dovoljno je da pokaZemo da

B A, -A t B, -R
t t S A A -1 t u (
= " Zzl:df(t)-— sy - [ =) "r W

tezi nuli ﬁf'B2(Et) kxad s — t- . No, kako Jje, na osnovu

(16.4.) (lema 9.4.)

t B,-B t
1, 22 aaw)? < {f e300 aew) } 5

< {Lt {2 [p(e) - pa]} da(u>} °,

to i druga Jednakost zaista vazi.

Uzmimo sada u obzir i da je » (%) - A(s)> 0 za svako

s <t , te dokaZimo da ni gy = Ezil = -2iB, ne moze pripadati

3
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Bg(Et) . Dokaz je po duhu slidan dokazu da je d =1 . Pretpo-
stavka da BtEEBE(Et) dovodi do sledece protivrecnosti

-, Emtfm ERACE t>
Ovim je dokaz zavrsen.
Teorema 2.4, Ako je 0 g£s< t , onda Je
Bg(ES)C:B2(Et) i vaZi nejednakost llFIlti\: IFll, FEBZ(ES)
wada je s regularna tadka, tada je B2(Es) Hilbert-ov votpro-
stor od B2(E,) , tj. tada je NPl = UFIg , FE€BZ(E.) . Ako
funkcije .« i , , sem Sto su neprekidne i neopadajuée, ispu-
njavaju jod i ovaj dopunski uslov:segment [s,t] moZe da se po-
deli na konadno mnogo segmenata u kojima su o 1 f5 ili line-
arne i strogo rastuée ili je Jedna konﬁeksna nagore a druga na-
dole, i levi izvod u t , kao 1 desni u s , im je razlidit od
0O io0d 00 , tada je, za svako p> 1 , BP(ES) topolodki pot-
prostor od BP(Et) . Sem toga, ako je s regularna tacka, vazi
jednakost

F Gy =<{F,G), , FeB (B, G €33(E)

Dokasz. Dagje BIE)CB(E) ,2a 0<3<t, i
]IFII,C g; IIFIIs zg P EBE(ES) . tvrdi lema 5.4. U sluaju kad je
s regdlarna tadka, ona moZe biti talka rascenja ili tacdka nago-
milavanja tadaka raiéenja. Ako je s tacka raSéenja, tada, pre-
s lemi 10.4.. nijedna funkcija oblika g5 sy ne leii u B (E).
Prema teoremi l.2., domen mnoZenja sa 2z U prostoru Bg(ES)_
je tada svuda gust u BE(ES) . Na osnovu leme G.4., valiile

“F"t = IIFIIS , 24 FEB2(ES) . Ako je s granicna vrednost

rastuéeg niza tadaka rascenja, onda je i s tadka raséenja,takc
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b

dz se oniti sludzaj regularnosti s sade mole ©vesSil no cluta]

Ln

rad je s graniéna vrednost niza tacaka reScenja. liexa je
S > 85> ... ( >s) jedan takav niz. Primenom leme 5.4, 1

Fatou-ove leme dobija se, za FtEBg(ES) .
+00

2 < 0ei2 = [ tim]g|? ax< Lin inz UFIS - UFIE
"®n e s n —» o0 n

th ”F”t — ” F”S -

Neka sada o i /& ispunjavaju i dopunski uslov. Da je
tada Bp(ES) topolodki potprostor od BP(Et) (0gs<t)
sledi na osnovu lema 3.4, i 7.4. Sto se tile Jjednskosti skalar-
nih proizvoda, primetimo najpre da, u slucaju da je s rezu-~

L W . 2 2
larna talka, vaii <F , G>t = <F . G>s , FEB (ES) , CEP (ES),
" . . . . - 2
%to je posledica jednakosti [[Fllp ;2 = HFHE IZ FGiE“(ES) .

T S

Specijalno, ovo vaZi kad su F i G linearne kombinacije
funkcija oblika I> , wé€C' . leka je sada 7EBP(E.) , GE
EEBq(ES) . Tada je F granidéna vrednost, u smislu konvergen-
cije u BP(ES) , nekog niza linearnih kombinacija funlzcija ob-
lika Lﬁ , wecCT , a G Je granicna vrednost u Bq(ES) nekog
takvog niza (teor. 2.1, c) , zl. II.). Ovi nizovi konverziraju
ka F , odnosno ka G , i u smislu xonvergencije u Ep(Et) .
odnosno u Bq(Et) . Kako za &lanove tih nizova vaii jednzXost
skalarnih proizvoda, to ée, na osnovu neprekidnocti sxzlarnog
proizvoda, jednakost va%iti i za F 1 G, tj. bice
<F 3 G>_t =<F 1 G>S .

Ovim je dokaz zavrsen.,

Napomena. Ako se u sistemu (l.4.) umesto z

rao mno¥ilac uz integrale na desnim stranama jednakosti stavi

(k-z)~1 | gde je k neka tadka iz RNC , mogu se dobiti
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rezultati analogni teoremama l.4. 1 2.,

Teorema 2.4, je u tesnoj vezi sa teorzmon L0, 1 [1?]
(str. 136.) (ili [18] , teor. I,II ) . Naire, tamo J¢ Traz-
motren sluEaj xad je p =2 1 kad su Et cele funkeije, o tinm
%to je umesto sistema (1.4.) wuzet sistem opstijeg oblika, Teo-
rema 2.4. je uopitenje teoreme 5.2. iz [21] , <ce je, kao 1 u
[lEJ,'obradjen slufaj kad je »p =2 1 kad su Iy cele funkcije
Pri dokazivanju teorema l.4. i 2.4. jednim delonm je koriccen 1

materijal sadr¥an u [21] .
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