PRILOG PROUCAVANJU
RAZNOVREDNOSNOG PREDIKATSKOG RACUNA

DOKTORSKA DISERTACIJA

~rEdof PABA  GRADIMIR D. VOJVODIC
~gCRYENA OPFARH3ANAIA AP AP;I’BHBMW

3A MATEMATIKY, MEXAL: Hﬂ’ H
JAHO

BHB GLfI
! )
Bpol _fio,(o g, /(9?9 _

NaTyM

BEOGRAD 1978,




SADRZAJ

-y VoD

. 0 RAZNOVREDNOSNOM PREDIKATSKOM RACUNU .

VEZA IZMEDJU k-MODELA RAZNOVREDNOSNOG
PREDIKATSKOG RACUNA I MODELA KLASICNOG
PREDIKATSKOG RAZUNA e v e e e

1.1. Veza izmedju k-modela raznovrednosnog
predikatskog raduna i modela klasicnog
predikatskog racuna

1.2. Neposredna primena

PRIMENA _

2.1. 0 interpolacionoj lemil Krejga
2.2. 0 definisljivosti

2.3. 0 I1 - teoremi

O0SOBINE I STRUKTURA RAZNOVREDNOSNIH RELACIJA
EKYIVALENCIJE I RAZNOVREDNOSNIH KONGRUENCIJA

3.1. Struktura raznovrednosnih relacija
- ekvivalencije

3.2, Raznovrednosne relacije kongruencije

LITERATURA

. 21

. 22
. 29

. 34
. 35
. 42
. 45

. 54

. 54
. 66




L

Blagodareéi fundamentalnim radovima £. Posta, cdanas su
dobro poznata gsvojstva algebre dvovalentne laglke, koja se obic-
no i nazlva algebra logike. S druge strane, paralelno teoriji
algebre logike.pojavila se 1 podela se veoma brzo razvijati dis-
ciplina teorija Bulovih algebri. Prvi analog Bulovih algebri za
sludaj m-valentnih logika uveo je takodje E. Post (dok je prvi
nacrt m-valentne logike izneo Lukastiewicz (B. Sedic [32] Zade—
l1ja, B.,Vojvodié G.[32])). Osnovnu teoriju tih algebri dao Jje
1942. posenbloom [25],koji ih Je i nazvao Postovim algebrama.

1960. godine Epstein, [9] Je uveo jednostavniji pojam mrezZe Posta
i dao teoriiju predstavljanja tih mreZa. Trazyk, [37] je prvi for-
mulisao jednakostni sistem aksioma (engl. Equational Systenm 0 4
Axaomé) za Postove algebre. Klase algebre Posta 1 mrezZze Posta na
raznim jezicima definisu jedan te isti objekt, koji odgovara m-
valentnoj logici Posta. m-valentni iskazni raduni Lukasiewicz-a

i posta nisu bili konstruisani kao formalizovani aksiomatski de-
duktivni sistemi. Prvi 3-valentni iskazni racun Lukasiewicz—a

dao je Wajserg (Rescher [24]). Standardni sistem m-valentnog iska-
znog raduna koji odgovara Postovim algebrama dao je Rousseau [26],
[28]. Predikatskil racun konstruisan na bazi tog iskaznog racuna,

i neke dalje osobine izufavali su H. Rasiowa (177, [28],[29],

B. Danh [6], L. Maksimova, D. Vakarelov [12], E. Orlovska 18],

Z. Saloni [29] i drugi.

Raznovrednosni predikatski racun (engl. Mixed-Valued Pre-
dicate Caleuld) uvela je H. Rasiowa [20],[22], 1 on je uopstenje
m-valentnog predikatskog raduna Posta. Osnovno obeleZje raznovred-
nosnog predikatskog raCuna je da za svaki predikat p, postoji

m, 2 < m < u, tako da je p m—valentno. Za raznovrednosni predlikat-
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ki radun generalizovana Postova algebra reda m* sa uslioven xena-
“ne reprezentacije ima istu ulogu koju ima Bulova algedbra u owno-
su na klasiéni predlmatskl radun. Definicija generalizovanad POSLO-
ve algebre reda . sa uslovom konadne reprezentacije koja se daje
4 ovom radu je rezultat Rousseau-a [28], (Rastoua [22] , 1 sasto]
s2 u slededoj idejl. Generallizovana Postova algebra P reda w  sa
uslovom konacne réprezentacije je objedinjenje lanca

C = {eu,el,...,'ew}, 0 e e & v-0 28 7 1, 1 Bulove algepre
BP sa jedinicom'l i niddlom 0, pri Ceru C 1 BP generise P, tako da za sva-
1wy distributivnu mrefu U sa 0 i 1, ako je h; homomorfizan od C u

4 , i h, homomorfizam od BP uw U , onda postoji homomoriizam h od

P u U,koji je zajednicko radirenje od h; 1 h,, i svaki element

iz P ima konadnu reprezentaciju. Za slufaj Postove algebre recda m
uzima se za C = {eg,€1,--+s8__5s€ 1. |

VazZnije rezultate o pollvaLentnlm.loglkama zasnovane na
Postovim algebrama, i o Postovim algebrama dali su pored spomenutin
i C.C. Chang, 4. Hornm, P. Dvinger i A. Malecev.

Medjusobni odnos predikatskog racuna Posta, raznovrednos-
nog predikatskog racuna i nekih drugih polivalentnih logika (Luka-
siewicz-a, Bochuar—a, Brower-a, Kleene-a, ...) date su u Rescaer
247, Rasiowa [21],[22].

Predmet ovog rada je,pre svega, izufavanje osnovnin rezul-
tata vezanih za Teoriju modela. raznovrednosnog predikatskog racu-
na korifdenjem rezultataTeorije modela klasidnog predikatsxog ra-
¢una, i izucavanje strukture raznovrednosnih relacija ekvivalencije
i relacija kongruencije, u skladu sa poznatim rezultatima iz uni-
verzalne algebre koji se odnose na strukturu relacija ekvivalecije
i relacija kongruencije.

Nulta glava obuhvata osnovne pojmove u vezl sa raznovred=-
nosnim predikatskim'raéunom, definicije 1 stavove od kojih su mno-
gi analogni odgovarajucim pojmovima 1 tvrdjenjima klasicnog predi-
katskog raduna. Pristup je baziran na radu 4. Rasiowe [22].

U prvoj glavi dati su osnovni rezultati rada. U prvom
odeliku isticu se slededa tri rezultata. Prvo, slaba separapilna
teorema za k-modele (T.1.1.1.) koja je tipicna za raznovrednosni

predikatski radun, u odnosu na druge polivalentne logike koje su

zasnovane na Postovim algebrama. Drugo, veza izmedju k-modela raz-




novrednosnog predikatskog racuna i modela klasicnog precaikatsxog
raduna (iskazana T.1.1.7.), koja se bitno koristi u rezultatinz
nrve 1 druge glave, omogucujucl relativno jednostavno dokazivanje
nekih vaznijih rezultata Teorije k-modela raznovrednosnog predi-
katskog raduna. Trede, posledica (P.1.1.8.) kojom se igtiCe razli-
titost Teorije k-modela raznovrednosnog predikatskog racuna i
Teorije modela klasidnog predikatskog racuna.

| drugom odeljku dati su neki tipi&ni rezultati Teorije
modela (teorema Lo%a o ultraproizvodu za k-modele (T.1.2.1.),
teorema kompaktnosti za k-modele (T.1.2.2.), i teorema Morlija o
kategoridnosti za k-modele (T.1.2.4.)) koji vaze i za k-modele
raznovrednosnog predikatskog raduna, svodedli ih, na osncocvua veze

date teoremom T.l.1.7. na odgovarajuda tvrdjenja teorije modela

‘klasi®nog predikatskog raduna. Deo ovih rezultata Je ckbjavlijen u

radu G. Vojvodié [39].

| U arugoj glavi, koristedi prethodne rezultate, data su
svrdisnjz analogna tvrdjenjima klasinog predikatskog racuna is-
kxzzana interpolacionom lemom Krejga, teoremom Beta o definislji-

sti i II eg-teoremom. |
U tredoj glavi dati su rezultati rada G. Vojvodié&, B. Se-

$elja [40] (nefto modifikovani), vezani za strukturu raznovrednos-
nih relacija ekvivalencije i raznovrednosnih relacija kongruencije
u skladu sa rezultatima iz univerzalne algebre, koji se odnose na
strukturu relacija ekvivalencije i relacija kongruencije.
U prvom odeljku te glave proucCena je struktura raznovrednosnih
relacija ekVLvalen01je i dokazano je da one imaju strukturu kom-
pletne mreZe u odnosu na relaciju pripadanja (T.3.1. 5. ) . Razmatran
je takodje uslov pripadanja kompozicije relacija navedenoj mreZi
(T.3.1.6.). U drugom odeljku definisana Jje raznovrednlCsna relacija
kxongruencije na datoj algebri i dokazani su stavovi o razlaganju
i sintezi raznovrednosnih relacija kongruencije pomodu kongruenci-—
ja u klasidnom smislu. Izvedene su Osobine raznovrednosniln kongru-
encija analogne onima u prvom odeljku, a rezultat toga Je i stav
koji utvrdjuje raznovrednosne relacije ekvivalencije kao algebaxr-

ski gistem zatvarania (T.3.2.5.).

Eto se tide daljih istra¥ivanja moZe se olekilvatl da vaze

i slededi rezultati: Prvo,rezultati koji se odnose na algebarsxe I




sxupovne strukture ultraproizvoda za k-modele, kojli bi bili ana-
logni rezultatima o ultraproizvodu modela klasicnog predikatsxog
raduna (J. Bell, 4. Slomson. [2]). Zatim svojstva, analogna svoj-
stvima data teoremom Erbrana za klasifan predikatsXi ratun. Dalze,
Gencenova aksiomatizacija raznovrednosnog predikatskog racuna
(E. Orlowska [16], Z. Saloni [29]). Isto tako, mogu se ispitivatll
i strukture n-arnih viSevrednosnih relacija ekvivalencije i n-ar-
nih viSevrednosnih relacija kongruenciije koristedi metode 1 rezul-

tate trece glave.

~ Radi jednostavnijeg izraZavanja u celom radu umesto lzra-
za "ako i samo ako"” koristi se skracenica "akko'". Znakom o ozna-
tava se kraj dokaza tvrdjenja, a definiendum u definiciji dat Jje

kurzivom ili je podvucen.

Posebnu zahvalnost dugujem prof. Dr - Slavi8i Presicuy,
koji me je zainteresovao za probleme matematidke logike i pruzio
niz stru®nih i naudnih saveta i usmerenja. Takodje se zahvaljujem
prof. Dr = Svetozaru Milidu na korisnim sugestijama i primedbama
koje su mi u mnogome olaksale rad. zahvaljujem se i svim udesnici-
ma Seminara za matematiéku'logiku koji su , otkrivajudl i sebi,

otkrili 1 meni'lepotu nmatematicke logike.




0. 0 RAZNOVREDNOSNOM PREDIKATSKOM RACUNU

U ovoj glavi date su osnovne osobine raznovrednosnog
predikatskog raduna, prema radu . Rasiowe [22](Mimed—VaZue pre—

dicate calculz, Studia Logica, 34(1975.) pp. 215-234).

U prvom delu data su osnovna svojstva Generalizovane

- + w .
Postove algebre reda w sa uslovom konacne reprezentacije.

U drugom delu uvodi se pojam raznovrednosnog predikat-

skog racuna.

U tredem delu dati su rezultatl koji se odnose na al-

gebru raznovrednosnih teorija.

U detvrtom delu posmatra se semantika raznovrednosnog

predikatskog racuna.

Teorema kompletnosti za raznovrednosni predikatski ra-

cun data je u petom delu.

Svi pojmovi, oznake (kao 1 numeracija) i dokazi svin

navedenih teorema dati su u gore spomenutom radu, odnosno u ra-

dovima na koje se¢ on oslanja.




0.1. GENERALIZOVANA POSTOVA ALGEBRA REDA wt
SA USLOVOM KONACNE REPREZENTACIJE

Neka'je'17'generdlfzdﬂdna'POStOﬁa'dﬁgebra'reda w’ ;

t]. to je apstraktna algebra

A
0<i<m,(ei)0<i<:m“

(1) P=(Pflfufnf:f-’! (.Dl)
gée su Di za 0 < i <w unarne operacije 1 e; za Q0 <i<w nularne

-operacije i slededi uslovi su zadoveolijeni:

(py) (P,1,u,n,=,17) je pseudo—-Bulova algebra,
(px) D;(a ub) =D;(a) VD, (b),
(p2) D.(a n b) = Di(a) n Di(b)'
(ps) D.(a=Db) = (D,(a)= D (b)) n ... n(D, (a) > D;)),
(py) D.(1a) = 1D, (a)
(ps) DPyley) =1, 1 <3 ; Dyley) =71 za 1> ]

I...l

|_l

(pPs) €, = 1, najvedi element; ey, = 0, 0 = 11, najma-
nji element,
(ps) D, (a)u1D (a) =e,

tpl& a= ] (D,(a)n ei)'
i=1

za svako a,be€ P, 0 < i <w, 0 <k <w, 06 <3 < w.
Primetimo da u svakoj generalizovanoj Postovoj algebri

-+ “
redag W vazl:

(1) (P,1, u, n) je distributivna mrezZa




(ii) 0 =eqp £ e1 < ez ... < e =1

(1iii) ako a < b, tada Di(a) < Di(b)' 0 < i < w,

(iv) ako je P nedegenerisana, tada i # 7 implicir

e # 2 0 <i<uw, 0< 3 < w,

(v) a = b akko Di(a) = Di(b)’ C < i < w,

2 . + [
Generalizovana Postova algebra P reda w™ zadovoljava

uslov konacdéne reprezentacije ako

(£A) ° °©  za svako a € P, postoji 2 < m < w,tako da
| m—2
a= Y (p;(a) ne) v D ().
i=1

Teorema O.I}ﬁ.

Ako apstraktna algebra (1) zadovoljava aksiome (pgy) -

(ps), (ps) i (£A), tada je ona generalizovana Postova algebra.o

Primenr:

Generalizovana Postova algebra sa uslovom konadne rep-

rezentacije, de €r < €& ... < e  posmatran kao pseudo-Bulova
algebra,jtj. mreza kojoj su dodate operacije =, 1 definisane sa

e, => e, =g dok i < 3 ; e. e. = e. k i > 7 ., = e, |
4 : w’ < 3 ; i = ; ej, dok i T el elzbeux

sa operaciijama D., 0 <1 <wdefinisane sa (pg). Takvu algebru

oznacavadcemo sa Pm. Tako

PUJ =(Pm:urnr:>r_lr(.Di

I A
£
|..J
D
=
A
(0
| A
A
(D

gde jePUJ skup elemenata e, s 0 < 1

Pw je kompletna mreZa.

- Teorema 0.1.2.

- Ako je P generalizovana Postova algebra, tada skup B,




IR¢

svih elemenata DiQa), aeP, 0 < i< w, uodnosu na operaci

U, 0 =] obrazuje Bulovu algebru koju femo oznaldavati sa B,.9

Cl

Neka je P generalizovana Postova algebra sa uslovom
wonadéne reprezentacije.Pod redom elementa a, Ml podrazumevano
najmanje m; 2 <m< w, tako da vazi |
-2

U (D ;(a) ne;)u D__,(a).
i=1

o
{!

rRed elemenata oznadavamo sa ord {(a).

Teorema 0.1.8.

U svakoj nedegenerisano] generalizovano] Postove]

algebri sa uslovom konadne reprezentacije P
ord(ew) = 2, ord(ei) =31+ 2 zasvakoc 0 <1 < w®w .90

Postova algebra reda m > 2 je algebra

(5) P =(p, N, u,=r 1., Dl‘.: « ooy Dm__lr €, 14 =01 € €

JL— &

koja zadovoljava aksiome (pa) - (ps), (pPa), gce 0 < i < m-1,

0 <k <m1, jJe {0, ..., m=2,0} i osim toga za svako a & P

m-2
() a= | (O;{a)n e,) U D, (a).
i=1
7a svako m > 2, podalgebra
Pm= (Pm;U ;ﬂ,ﬁ,-] ! Dl’.-‘I_Dm""lr e&; ---;em_.zfew);
P = {eo, ~vvs € o7 em}, koja odgovara reduktu od }10 je -

elementna Postova algebra reda m.

(J

)



Teorema 0.1.4.

Ako je P generalisana Postova algebra sa uslovom Xo-

nadne reprezentacije, tada za svako m > 2, skup

Pm = {a € P, ord(a) < m}

ie zatvoren u odnosu na operacije u ,n ,=,73, Dy, ey D__r

Cp; -++7 € e, i u odnosu na te operacije, to Je Postova

| m—2° |
algebra reda m (u oznacil P™) . Osim toga

Dj(-a) = Dm_l(a) za 3 > m—-1.0

Teorema 0.1.5.

Postova algebra Pi od elemenata a Pw, takvih da

ord(a) < m, je m-elementna Postova algebra Pm reda m.o

Filter V u generalisanoj Postovoj algebri P zove se D-filter,

ako za svaki elemenat a
a « vV akko D, (a) & ¥ L i=1,2,.0. .
D-filter zove se prost, ako je on prost filter.

Teoremag 0.1.6.

bko je V prost D-filter u P generalisanoj Postovo]
algebri i P zadovoljava (£1), tada P/V Jje izomorino sa P,
Osim toga, za svako a iz P , ako ord(a) < m, tada ord{laj ) £ m

u Pw/‘?. )

Teorema 0.1.7.

Neka je P generalisana Postova algebra 1 neka je BP
Bulova algebra determinisana sa P. Za ma koje elemente a, 2L

tE T;izpr




— :! T4 — ?r . . —
a L] cH akko Di(a) 4:_:] Di (at) ;i 1,2, ...
t C
i BPr
a= f)]a, akko Di(a) = ”Di(at)’ i=1,2, ...
t T
u B,.0

Teovrema 0.1.39.

Neka je P generalisana Postova algebra sa uslovom

konalne reprezentacije. Ako postoji u P

a = U a.t (b = L ﬂ bt) 7
teT te T

i ord(at) < m (ord(bt) < m), za svako t € T, tada ord(a) < m
g 8T u P (za

(ord(b,) < m). Dakle, za ma koji element a
t e T u P"), beskonaZna unija tja, u P

ma koji element b

t’ P t
i beskona&na unija U] a, u P"  se poklapaju.
t
(Beskonacni presek i} b, u P i beskonacni presek {1 b,

| te T tE;T
u P se poklapaju).o |

Teoremag 0.1.10.

Za ma kxoji element a # e, iz generalisane Postove al-
gebre P 1 neka je Q prebrojiv skup beskonad¢nih unija i preseka
u P, postoji prost D-filter Vtako da a ¢ Vv i V oduvava sve

beskonacne preseke i unije iz Q.o




0.2. RAZNOVREDNOSNI PREDIKATSKI RAZUN.

Za svako m > 2, neka je’Am definisano kao $to sledi:
Azlje unija slededih disjunktnih skupova:

Beskonadni skup V slobodnih promenljivih x,y,z sa in— -
deksima, ako je to potrebno; beskonalni skup 0 zatvorenih pro-
menljivih &,n , sa indeksima ako je to potrebno; proizvoljan
skup @k, k =0,1,2,... k-narnih funkcija ¢,¥ sa indeksima ako
je to potrebno; proizveljan skup Hi, k =1,2,... k-narnih dvo-
vrednosnih predikata 0?,0? sa indeksima ako je to potrebno;
'proizvoljan neprazan skup V3 dvo-vrednosnih iskaznih slova pz,
q* sa indeksima ako je to potrebno; skup {eq, e } iskaznih
konstanti; skup uparnih veznika {3, Di} binarnih {u, n ,=>,!}
skup kvanora {v,3 }, i skup zagrada REPE

| mil |

Neka je Am_definisano. Tada A sadrzi Am, i 1 pro-

. : + . :
izvoljan skup Hm l, k =1,2,... k—-narnih m+l - vrednosnih pre-

. + . . . | -

dikata pm l, qm 1, sa indeksima ako je to potrebno; skup {em_l},
. | . . .

gde Je e__, iskazna konstanta; proizvoljan neprazan skup V? l,

- . . . c 4 + - . .
m+l - vrednosnih iskaznih promenliivih, pm l, qm 1 sa indeksima

ako je to potrebno; skup od jednog uparnog veznika '{Dﬁ_l}.

Neka je
wa o0 oo , o0
m — g 1y, 10
1= U U M, o= Uo, Vo= Uv,
m=2 k=1 k=1 =2
= {el} 0 <1 < w, L = {Di} 0 < 1 < w

U. A, Tada

il

Neka je A




A=VUBUTVVeu eubDu{1,u,n=ru{v,atuv{(,);

Skup A zove se azbuka raznovrednosnog racuna. Tada Jje
o

skup T terma azbuke A najmanji takav skup da Je

V U ¢y € T

e T i ¢ e @k, k > 0, tada

Skup svih formula F je najmanji takav skup da

VUU eCF,

- m I Id =
P:.kO Tl } = 8 F Tn = T 1 p .‘-E Hkr tada p (,T_l r - e . p Tn) = I

za k > 0, m > 2.

Ako ¢,8 € F, tada Did za 0 < i < w, 170, {(aupg)

(anpgy, (oa=>B) suukcF.

Ako a(x) F; gde je x slobodna promenljiva koja se

- pojavlijuje u a i E & O se ne pojavljuje u o , tada 3§ a (X/g)
i vEa(x/E) suu F, gde je a(x/t) dobijeno iz d_zamenom svih
pojavliivanja od x u o sa § .

Za svako m > 2, neka je F' skup svih formula iz F

s

|
=
g
=

. . . . m
koje su konstruisane sa elementima iz A". Jasno F
m=2

7a svaku formulu ae P, definifimo ord(f) kao najmanje

m tako da o Fm. Tada
L = (A, T, F)

zove se formalizovaniraznovrednosni predikatski radun, 1i

™= (a, T, F), m> 2

zove se formalizovani raznovrednosnt predikatski racun regtrik—

clLje m.
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Skup aksioma AL od L. su sledecde Seme aksioma:

(a;) (a=>( B=>al,

(22) (a;*r(B=>Y))=>((a=>B)=»(o¢=>}fj):
(a3) (&#(auﬁ));

(ay) (B=( a UuB)),

(as) (a=>y)=2(B>y)=>({auB)=>y )},
(2g) (oA B)oa),

(a7) ({(x AB)Y=>B ),

(ag) (la>8) > (asy)=>(a=(8.a ),
(aq) ({az» 1B8)=(8 >10a)),

(ay) ( T (a > a)=B8).

(by) (B;(auB) & (Do U D,8)).

(b,) (Di(an 8) & (Do n DiB));
(5.) (D; (w=>p)) & ((D.q :‘;}DiB) n(... n(Dyja & D.E))) .,

(by) (Di1 0 & 1D1a),

(bs) (DiDj(x = Dja)r

za 1 <k, 1 1D,e za i~ k,

(be) Die ;€1

k
(b?) (Dlo.'. U K| D.l,a)

(bg) (a & ((D;a n é__l;') U (oo u (D _,% Nne ) UD ;&
gde je ord o < m.
U (a,) - (by) a,8,y suiz F, 0 <i<w, 0<7]J<uw,

0 <k < w 1 piSemo o« B umesto . ({(o =>B)A{(B=>0a)) 1iu (bg)

2 <m < @. |

| Skup Ag aksioma za L sastoji se od aksioma (z;) - (&)
(b;) = (bg) u kojima je o,B,Y & Fm, 0 <i<m1l, 0 < J < ml,
x e {0, ... m2, w} i u (bg), ako umesto m stavimo n, za 2 <n <

Sledeca pravila'izvodjenja pridodata su L:

nodus poncns, pravilo zamenijivanja slobodne promenijive, pravilo

L . . e m _ N, o
zamenijivanja iskazne promenljive iz Vi, u formulama !, 2 < W < w,

pravila uvodijenja i eliminisanja kvantifikatora, (Rasiowa, Sikorskz,




23] ), =
¢
r_. Su— < 1 < .
(. ml}{) 5 o 7 Q A oy
i
. . | m
Ako Je m utvrdjeno, 2 < m< gy, tada u L umescto
(rﬂiK) uvodi se pravilo
iL
o
(r ) ;
D
m-1%

Ostala pravila u ™ su ista kao u L.
Zza ma koji skup AcF(A c© Fm) definisimo C(A)(Cm(A))
LU A (Ai’u;i) i
zatvoren Jje za pravila izvodjenja pridodatih L -u (L-u) .

kao najmanji skup formula iz F(F™) koji sadrzi A

Pif%emo A |- o ako @ & C(A), i |- o ako @ € C(?). Sligno, piSemo
A 11?13 ako aecm(é), i L_-ﬁot ako aECm(fi}), za svakoAf:Fm i

m

Sistem § = (L,C) za svaki raznovrednosni predikatski

radun L naziva se sistem raduna L, i s(Ay = (L, C:’i}; AcrF,

m m .
, C) naziva

[ bl . [ » L] n m m
se sistem raznovrednosnog raduna restrikcije m, i S {(A) = (L7,

¥ ' - x r W m |
naziva se razrnovrednosna teorija. Slicéno, & = (L

m . ‘ . . .
Cm;f*) A ¢ F je raznovrednosna teorija restrikcije M.

Teorija S(A) (8™ (A)) je neprotivuredna, ako postoji
formula o iz L o iz Lm)r tako da o ¢ C(A) ( a ¢ Cm(A)).

0.3.  ALGEBRA RAZNOVREDNOSNIH TEORIJA

Neka je S(A) = (L, C, A) raznovrednosna teorija. Posma-

trajmo relaciju =~ na F definisanu sa:
o X B ‘akko A F (a=>) i A (B=2a).

Teofema g.38.1.

(e, )

U(S(A)) = (F/ﬁr u, n ;= TWF (Di)[} < 1 < Wy 17 0<i<yw
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(y

generalisana Postova alcebra sa uslovom Konstantne reprezent

cije. Ona Jje nedegenerisana akko S{A) jJe neprotivureéno.o

Teorema 0.3.3.

U algebri U{(S(A)) sledede beskonalne unije 1 preseci

J lax/ )| =laga /)|, N Jax/e)] = vEalx/g) |
T d | 2

TeT TeT

codgovaraju kvantifikatorima.o

 Teorema 0.3.4.

Za svaku a(x) € F, ako ord(u) < m, tada sledece besko-

nadne unije i preseci postoje u u(s(an™

U lex/) ] = 3cax/g)], [ Jox/2)] = |vEa(x/g) ],
T

Te T TE

gde je 'U(S(S))m Postova algebra reda m konstruisana od svih

|| @ F/a, tako da ord(|a]) < m.o

Odgovarajufa tvrdijenja vaZe i za raznovrednosnu teoriju

restrikcijJe m, 2 < m < @-.

0.4. SEMANTIKA VISEVREDNOSNCG PREDIKATSKOG RACUNA

| Neka je L = (A, T, F) raznovrednosni predikatski racun,
i neka je U neprazan skup. Valoacija u U je ma koje preslikavanje
v: VU V9i— Uy P koja =zadovoljavaju uslove: v(i(x) € U za xeV,
m ' | . 1T .
vip ) = Pm =  {eqgy e~ € =27 ew} za gsvako m > 2 1 p E'VT.

Skup svih valoacija u U oznalavamo sa W,.

Realizacija R od L u U je ma koje preslikavanje koje




*._ =1
(N

cdoceljuje svakom ¢ e O, 0 <k <@ funkciju ¢, =+ U~ U, - za

SVaX0 o E-ik , m > 2 0 <k < w, funkciju pg.: U~ +» P

Svaka realizacija R od L u U dodelijuje svakom termu

t & T funkciju Tg 2 Wy ~ U, 1 za svaku formulu o e F Zunkciiu

aRf:WU-+ Pw.Definicija od TR je uobidlajena (Rastowa, Sikorski,

[23]). Definicija'QR data je indukcijom po duZini formule.

(l) eiR(v) =e., za 02 i 2w

Polv) = v, m 3> 2,

m | . m | _ ]
(2) 0 ('rl.----;; Tn)R(VJ = DR(TIR{V)' ---;LnR(V)),

(3) (Dw)g(¥) =D (ag(v)), 0 < i <u,

(1o¢)R(v) 'iaR(V) y

(4) (a0 U B.)R(v) = ag(v) U BR(V);

(arIBYR(V) = uR(v) n BR(V));

(5) (o =>B)R(V) = aR(v) .—::»BR(V);
(6) (3¢ a(X/g))R(V) = | &R(Vu)r
us U
(‘#Ea(x/a))R(v) = I oaglv)
- ue U

Sve operacije na desnoj strani tih Jednakosti su u

generalizovanoj Postovo] algebri Pw'




7a svaku formulu o iz F, ako ord(a) < m, tada

Gp Wu -+ me'i sve operacije i beskonadne unije i presecCl u

Pw koje realizuju konektive i kvantifikatore koji se pojavliiu-
ju u o, moZemo zameniti operacijama i beskonaclnim unijama 1

presecima u Pm.o

Realizacija R u U # & zove se model formule o e F,
ako a. (V) = e za svako v e W_..
R G U .
Realizacija R je model skupa A € F, ako Jje ona model
svake Formule a e A . Formula o se zove tautologija od
L = (&, T, F) ako je svaka realizacija u svaki skup U * &
model -od o. Formula o je semantidka posledica skupa A< F, ako Je

svaki.model'od A model od a (u oznaci A F o).

~

Teorema 0.4.56.

Ako A [ a, tada A F a.o

Primetimo da vaZ?i, ako je Rmodel za A , 1 A} o , to
je R model za «o.

7a radun LT uvodi se, sli®no, pojam valoacije, skupa
svih valoacija Wg; pojam realizacije, pojam modela (realizacija
R od L™ u U je model od ve F, ako aR(v) = em), pojam semantidke

posledice skupa A € FO(A E o)), i dokazuje se (Rasiowa, [22])

da vazi

Teorema 0.4.8.

. m . m
Za svaki skup A < F, i svaku formulu a & I, ako

A R ﬁx; onda A ﬁ G.O
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0.5. TECREMA  KOMPLETNOSTI

Teorema 0.5.8.

Neka je L = (A,T7,F) ma koji raznovrednosni racun. Ta-
da za svako A © F i ma koju formulu o = F, ako nije A =~ «, ta-
da posto]li model R od A uwU# ¢& 1 wvalocacija v iz W., tako da

U
aR(v) %.ew.a

Teorema 0.5.12. (Teorema kompletnostz)

Neka je L = (A,T,F) proizvolijan raznovredno&ni Qredi—

katski racun. Tada za svako A e P i aq e F
AI‘G&H{OA}: Qg

Primetimo da, ako A - «, tada postoji konalan podskup

A; c A, tako da A; | «.

Navodimo jo$ teoremu dedukcije za L.

Teorema 0.5.7.

"Ako je o e F zatvorena formula, tada za svako A c F

Au {a} B8 akko A | (Dmr ¢ = B), gde je

—1

ord{a) m.o

—
i~
o

L)

Odgovarajuda tvrdjenja vazZe i za 1" (Resiowa




{ VEZA TZMEDJU k-MODELA RAZNOVREDNOSNCG
PREDIKATSKOG RAZUNA I MODELA KLASIGNOG
PREDIKATSKOG RAZUNA

.U prvom odeljku ove glave osnovna su slededa tri re-
zultata.

Prvo, slaba separabilna teorema za k—-modele (T.1.1l.1.),
koja je tipi&na za raznovrednosni predikatski racun, u odnosu
na druge polivalentne logike koje su zasnovane na Postovim ai-
gebrama.

Drugo, veza izmedju k-modela raznovrednosnog precdikat-
skog raduna i modela klasilnog predikatskog racuna (iskazana teo-
remom T.1l.1.7.), koja se bitno koristi u rezultatima drugog pog-
lavlija prve glave, 1 u drugoj glavi.

Trede, posledica kojom se istide razlicitost teorije
k~modela raznovrednosnog predikatskog raduna i teorije modela

klasi&nog predikatskog racuna (P.1.1.8.).

ﬁao neposredna posledica T.1l.1.7., 1 odgovarajudih
oscohina teorlje modela klasilnog predikatskog racuna, u drugom
odeliku su dati slededi rezultati: Teorema Losa O ultrapgroizvo-
du za k-modele (T.1.2.1.), teorema kompaktnosti za k-mocele
(7.1.2.2.), i teorema Morliija o kategoricnosti za k~-modele
(T.1.2.4.). |




SN
Y

T.1. VeZA [ZM:zODJU k - MODELA RAZNOVRID-
NOSHNGG PREDIKATEKOG RACUNA I MODELA
KLASICNOG PREDIKATSKOG RACZUNA

Realizacija Rod L u U

AV |

& zove se k-model od o« = T,
&

(ora(a) < m, m > 2), agko (o) (v) za sve ve W.. i 0 < X <.

K U

Rezlizacija R u U ¥ ¢ zove se k-model skupa formula F, c 7, ako

R

Jje ona k—-model za sve formule ¢ iz F;. Formula ¢ iz F je k-nogs-

. _ K . -
ledica skupa formula F, ¢ F (u oznaci F; ¥ «)ekko svaki k-model

od o Je k-model od F,. Formula o iz F je k-tautologija, &kxo je
' Bl
. . , . X
za svaku realizaciju R,.mq(v) > e 0 <K <w (2 oznaci 7 o .
ke &

Realizacija R u U # & zove se model od o = T,
(ord{a) < m, m > 2),dﬁjjﬁi(a)R(V) > ek za sve v & Wﬁ i sve k,
0 <.k < w, t3j. (a)R(v) = e .

Realizacija R u U # ¢ zove se model skupa fFormula

Fy, ¢ ¥ ako Je ona model za sve formule ¢ iz ;.

=
e

ormula « iz F Jje posledica skupa formula P, € F (

T

b!
nacl F; = a) akko svaki model od a je model od F;. Formula «

Oz
iz F je tautologija ako je za svaku realizaciiju R, aR{v) = e
{u cznaci FE a).
Realizacija R od Lt oa U # & zove se k—médel od oc F,
Orc{(a) =n <m, m > 2, ako (a}R(v} Z € za sve V& Wg i
0 < ¥ < w. Rezlizacija R od TRt # & zove se k-model skupa

T

% -|—|*|'L 1 * ' ! - -
Jormula F; ¢ F7, ako je ona k-model za sve g iz T,. Formula o

- —‘m ] - e ——y -— 4 . —— - et
*Z2 ¥ je k-posledica skupa Fformulag F; = F {u ci F; E a)axkso

{1}

O

Z1%

. - mo. - ; .
svaxi k=-model cd ¢ = ¥ Jje k~model od F, ¢ ¥, Formula o iz

e k-tautologija, ako je za svaku realizaciju R, o.{(v) > e.,

R - X
N 3 | : lrlr'
v < kX < w (u oznaci 5 %)
L
- . - .1 - s 5 il
Realizacija R od L' u U # ¢ zove se model od o = F,
Ccrd{g) =n <m, m > 2, ako (a) (V) > e, =za sve va W, i sve X,

‘R k U




2ohmovi model sRupa, Fformul

a,
definidu se slicno kao odgovarajuci pojmovi za L.

3G
Teorema 1.1.1.(S8laba separabilna teorema za k—-mods
za svaki skup A < F 1 svako o= P, A ﬁ{ cRede;
A %2 g;-Specijalno ﬁia akko %2 O .

Dokaz:

: . . m _ , .=
Neka je R realizacija od Lm u U # ¢, neka je R
lizacija od L u U # &, teko da je R rasirenje (ekstenzija)

a
R, gde je radirenje realizacije definisano sli¢no ragirenju

e

aliz a01]e za klasilan predikatski racun. Detaljnije je dato

2.3. Za svako v & W., neka je - v € W, proizvoljno rasirenje

U’ U
m

stenzija) od v. Tada za svako a & F 1 svaku aWOaciju A=

sledi na osnovu teoreme 0.4.1. (0 glava), da a,(v) = aglv).

r

Jasno da ako G (v) > ep onda i aﬁ(V) >‘ek

sledi iz uslova teoreme da vaZi A H{a akko A o .0

:?-‘;'

Neka je F® najmanji skup formula iz F, koji zadovolija

va sledede uslove:

1- EEQ, ewE Fu;
i 0 _ -
2. D-(p (Tl; - % v ¥ T )) = F 2a SVvVaxo L1 s N
i n
. m M .
m m m .
3. D, {p") = F%® za svako p e Vo, 0 < 1 < w, m >
4. Ako a,8B € F%, tada o u B, an B, a =3, Iu
u FU;
5. Ako je a(x) u F® i vezana promenliiva § sz =

pojavlijuje u a(x), tada 2Ea(f) = F® 1 vial

N

Formule iz FY zvademo Bulove Formule.

A

N

RN

-
|
1

, 1 omfnuto. Neposredno




[0
F

=3
Ca
%
II nt
0o
3
€3
(Y
(I
[y

e 3]
il

T - - ': = ._.-'l"l "_-'J- - - ..I--.-:
, svaku realizaciju X L gvaru

!

7a Svaxlu formuliu o

=loaeclou v, oo f{v) = e i1li (v} = e .

Dokaz:

To sledi iz definicije realizacije i ©osObina genera-—
1izovane Postove algebre sa uslovom konadne reprezentacije (da-
te primerom u 0.glavi (videti Rasiowa, [22], str. 217.)).0

Teorema 1.1.83.

—
- J

7a svaku formulu o & F, 0 < i < w, svaku realizaci]

{

R i1 valoaciju v (Di(u))R(v) = aR(v).

Dokaz sledi iz 7. 1.1.2 1 (pe) iz 0. glave.o

Definifino sada, simultano, indukcijom po duziani for-
mule iz F, preslikavanja £, : F =~ FY, 0 < i < w kao sSto sliedi:
(I) £f.(e.) = e za 1 < 9, 0 < i< w, 0< 3 £ «;
sy W - = 4 =
f.{(e.) = ey, zai>3j, 0<i<uw, 0< 3 < w;

1 m - m, - e
(-LI) fl(p (F_flr -**:Tn)) Dl(D (Llr *--rl-n)) Z2c 5\

m m : .
0 iz Hj, n > 0, m> 2 1 0 < 1 < w;
1 - .

m ' m ™
) za sve Pl e Vg, > 2

i

(III)'fi(pm) = D. (p

(LV) fl(:u yu B = f.{a) U fi(B): 0 < 1L < w ;
(V) f.(a n 8) ==fi(&) N fi(B); 0 < 1 < w;




B
Lr

(VI) f,(Cae=8) = (fi(c) =5 (B))n ... n(d, () =L, (3],

0 < 1< w;
(VII) fi('ia) = 1£, {(a), 0 < 1 < w;
(VIII)fi(Dj(a)) = fj(a), 0 < 1i,] < w;
(IX) fi( v Ea(g)) = \J’Ef;_(a(ﬁ)), 0 < 1 < w;-
(X) £, (3gal(g)) = 3. (a(g)), 0 < i < w.

Lako se vidi daje fj_(cln)‘lr 0 < i < w, zatvorena formu-

la akko je o zatvorena formula.

- Teorema 1;1.4.

Za svaku formulu g € F i svako 0 < i < w,

(Di(a))R(v) = (fi(a))R(v)lza svaku realizaciju R i wvaloaciju v.

Dokaz:

Dokaz se bazira na (pg) - (pg),s T. 0.1.7. i T. 0.1.9.
iz 0. glave.o

Neka je K jezik klasicénog predikatskog raluna (Predid,
[151), koji dodeljujemo jeziku L na slededéi nacin:
Pretpostavimo da K ima iste skupove slobodnih i veze-

nih promenlijivih i ista funkcijska slova kao i L; 1 sa svakim

n—arnim predikatom pmezﬂi, m >2 iz L, n =1,2,... neka u K

postoje (m-1) predikata p"'%, i = 1,...,m-1, koji su svi n-arni,
i samo ti; i1 za svako pm:s V?,_m > 2 1z L neka postoje iskazna
slova pm’i, i=1,...,m1, 1 samo ta. Dalije, neka K ima lcgicke

veznike U, n , =, 1 ; iskazne konstante e4, ew; kvantifikatore
v ,3 1 simbole zagrada (,). Neka 1i1e F skup svih formula £ . Ne-

ka jJe f : F' » F preslikavanije od F® na F definisano sa

(A I) f£leg) = ey, £(eg) = e




M m, i
(A IT) f(Di(pl (Tis «eert )Y = oo (Taseeest )

za 0 < i<m , 1za j>m

m,m—1 . .
)) = pf (Tas+.-,T ) 2Z& SV&K

il
f(Dj(p (T]f"‘an g 9}

—

m m .
0 E'Hn, n>0 im>2 ;

m, i

]

(A III) f(Di(Pm)) p za 0 < i < m, i

m,m=1 : : ;
za ] > m 1 Za svako

f(Dj(Pm)) = P

p" e V?,m:‘i2.

(A IV) f.(u u B) '(f(a) u £(8))
(A V) flon 8) = (fla) n £(B))
(A VD) fla >8) = (f(a) >1(8))

(A VII) £(1a) = 1£f(a)

(A VIIIYE(v Ea(E))

vEL (a{E))
(A IX) £(3ga(g)) = 3Ef(alg)).

Neka je S = (K, CK) sistem klasic¢nog predikatskog ra-

duna. Posmatrajmo elementarnu teoriju S({A) = (K, Cy s A}, gde Jje

A skup formula iz F definisanih sa: za svako n-arno (n > 1)

- m m . . m . .
predikatsko slovo p iz I, m > 2 iz L, neka je Ao konjukcija
sleded¢ih fortulacs

I’ﬂ; i_l (

(l) VEI"' Vgn(pm’__i(glf---:an)'i‘-’lﬁ Elr-*-ran)

za 2 < i < m—-1. Neka Je Bpm konjukcija sledecih  formula za

i-1

2y (Mt =™, za 2 < i < m-l.

[
F

Tada je A skup svih formula A , B _ za sve pte T




. | 0
(n > 0, sve P e V, , m > 2.

Svaka realizacija R od L u U # ¢ dodeljuje slededu
realizactiju Ry od K u U # ¢ : za svako funkcisko slovo &, &. = ¢

m, i

J
za svako n-arno (n> 0) predikatsko slovo p , T > 2 1 svaku

valcaciiu vi

- m,1 ™m
(3) PR, (Tlrf--;Tn) (v) = Di(QR(Tlr--'rTn))(V)
za Q0 < 1 < m;
- m,m-1 _ m
(4) oR. {Ti,,..,rn)(v) = Dj(DR(Tlr--';Tn)}(V)
za 0 < 3 < w; 1 za svako iskazno slovo

m, i
P, n > 2;

(5) ngl( ) Di(PE(V)) za 0 < i <m, i
(6) PE;m_l (v) =D (P‘TRH(v)) za m < j < w.

Teorema 1.1.5.

Za svaku realizaciju Rod L u U # ¢ , realizacija R,
od K je model (klasic¢nog predikatskog racuna) za S(A) i slede-
ca jedrakost je zadovoljena za svaku formulu o € F! i svaku va-

loaciju v:

aplv) = (fa)Ru(V)-
Dokaz:
Dokaz prvog dela tvrdjenja sledi iz (3) - (6) i Cinje-

t‘-l.

nica da za svaki elemént a € P, D,..{a) < D.(a), i T. 0.1.6.
w i+l = T4
T. 0.1.7. iz 0. glave.
Dokaz drugog dela tvrdjenja je indukcijom po duzZini
formule, osobinama preslikavanja f i jednakostima koje vaze u PE
(Rasiowa, [221).@




Teorema 1.71.6.

ako je Rq model (klasifnog predikatskog racuna) oG

i

S{A) w U # & , tada jednakosti:

ch = ¢Ru za sSve ¢ 5,5,

m m, i

p%a('Tlr---rTn) (v) = (DRG (Tl:-v-rTn) (v)n el) lJ o e
(T2 (¢ r ) (V) a e _.)u
pRg ir=ecy Ti m—Z
m,m-~1 p
(OR; (. B AL rTn) LV)

i
m m, 1 m,m—2
PL(v) = (Pﬁ‘;l(v) Aedu ... U (PR;m (v) n e _5)u
Pm,m-l(v)

Ry

definidu realizaciju R od L u U, tako da za svaku valoaciju v:

m, L

m, :
Di(pR(T“...,Tn) (v)) = 0n Tl,...,Tn) (v) za.O < i < m,

. Dj(erﬂ(T“""Tn) (v)) = pigm_l(rl;...,'rn) (v) =za
m < Jj < w, 1
Di(Pi(v)) = PIRn;l(v) zaa 0 < i <m, m > 2,

1 | Dj (P?(v)) = Par;m—l(v) za m < J < w, M > 2.
Dalje,za svaku formulu o € Fo i svaku valoaciju v

vazi:

(u)R(v) = (fa)Ra(v).
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Dokaz:

Dokaz sledi iz (1) i (2) uslova konalne reprezentaci-
je datih u Q. glavi.Dokaz jednakosti za formule iz 0 gleci iz

prvog dela i T. 1.1.5.0

Teorema 1.1.7.

za svaku formulu o iz F i svaku valoaciju v:

R je k-model za o, 0 < k < w, akko Ry je model

(klasi&nog predikatskog raduna) za £f (o), tj.

(v) = e .,

(a)R(v) > e, akko (ffka)Ru "

gde su realizacije R i Ry definisane kao u teoremi T. 1l.l1.%.

Dokasz:

Dokaz sledi iz teorema T. 1.1.4. i T. 1.1.5. 1 T. G.4&.1.

date u 0. glavi.o

posledica 1.1.8.

Neprotivuredna teorija raznovrednosnog predikatskog

raduna L nije stabilna u odnosu na homomorfizme.

Dokaz:

To je direktna posledica T.1.1.5., T.l.1.6, T.1.1.7 1 teo-
reme "Neprotivurelna teorija (klasidnog predikatskog racuna) sta-
bilna je u odnosu na homomorfizme akko ona ima skup pozitivnih
aksioma". (Chang, CC, Kiesler, J., (4], T.3.2.4.).0

1.2. NEPOSREDNA PRIMENA

Neka je N proizvoljan neprazan skup i neka su za svaxa

n € N, Rn realizacije od L = (A,T,F) u U # & . Nekxa je V Drost




I

Y

filter nad N. Tada ultraproizvod R B Rn/V realizacija R

ne N

-‘-.
b oa

n e N, po filtru Vv je realizacija u Dekartov proizvod U sxupova

U, ne N, definisana kao $to sledi:

n
Za svaku
“o= (uln)nEN' e U207 (uln)nEN u U,
q)R(ulr « a2 g uﬂ,) - ((bRn('uln)r « v ey uﬂ,n))neN za Sve

¢Efbs;. S = 0;1;2;---;

>

“k

v

m _— m
pplar, «.., u,) akko {n e NlpRn(u peee iy )

11

|V

ek} e V

za sve pme Hm, 2 glm < w, 1 <8 <w 0< k< w.

Neka je W skup svih valoacija u U. Svako v & W de-

L.y . .. n 9 :
finigde valoaciju v u U kao sto sledi:

ve(p™) = V(Pm)
za svako P & V?, 2 <m<w, 1 neN; 1iako v(x) = (un)nezﬂ’
tada vn(x) =u ., ne N.

Teorema 1.2.1.(Uop&tena teorema Lod—-a za k-modele).

ako je V prost filter nad N # ¢, za svaku formulu & iz

F i svaku valoaciju v vaZzZi:

{n e N : aRn(vn) > ek} e 'V

akko a L, V) > e, .
| P R /g k

neN




{neN:aR (vn)>ek} e ¥
n
akko
{nEN’:ffkR (v)=ew}Ev,
po teoremi T. 1.1.7. akko
ffk GP Rn /V(V) = ew:
neN °

po teoremi Io¥-a za klasidan predikatski radun (Bell, Slomson, {2
akko

°p R_ /v(v).2 Sx
11;N

po teoremi T. 1.1.7.e

Teorema 1.2.2.(Teorema kompaktrnosti za k-modele)

F, #Fa (F, ¢ P, o e F) akko posteji konacan podskup

F{ od ¥, , tako da Fy #;a-

Dokaz:

I #‘cx akko A u {ff 8 . g e Fy) = £f, o,

po T. 1.1.5., T. 1.1.6. i . T. 1.1.7.
- akko
| A u{ff, 8 : 8 <eF{, e F i Ff

je konaCan skupl E £fI, o, po teo-
‘remi kompaktnosti za klasican pre-

bl

dikatski radun (Bell, Slomson, [2.)

akko
F{ #?a , po T. 1.1.5., T. 1.1.6. 1 7. 1.

-
|
E
-t

1

) s

—

» .’;

l'J
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-

Neka su R i R” dve realizacije od L sa domenima U . U
respektivno. Ako je g : U » U” ma koje preslikavanje 1
v : Vuvt »-UuU Pw valoacija, tada gv'ozna&ava valoaciju dezi-
nisanu sa gv(x) = g(v(x)) za svako x e V, tj, gv : vuvi—syu>
Neka je g : U - U~ bijekcija,tada se dve realizacije R
i R” od L zovu. izomorfizam ako .za svaku valoaciju

— T
v : VuVvlsUuU Pw' svako 1 < w , svako ¢ € ¢, svako p e I_,

m . . S
n >0, m> 2, svako P = V?, m > 2, vazl:

—

(-d) (Xl '~“"Xn) =XQ)R(V) - em-
akko |
(6 (X1 peverx) = Xa)p-(gv) = e ;
m
P (xlf---,xn)R(v)_ = e,
akko
pm(xlﬁ---:xn)R(gV) = ei !
m
PR(V) = Pm
akko

m
PR" (gv) & Pm

Teorema 1.2.3.

| Neka su R i R” dve realizacije od L i neka su Ro 1 Rg

definisane kao u teoremi T. 1.1.5. Tada su R i R”™ izomorfne
realizacije akko su Rg i1 Ry izomorfne.o

Neka je s proizvolijan beskonafan kardinal. Neka jJe F-

podskup od F. F“se zove (s,k)-kategoridan ako svaka dva x-modela

cd F’sa domenima kardinalnosti s su izomorfni. Kategoricnost za

skup redenica definiSe se ucbi&ajeno (C. Chang, H. Keisler, [4])
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Teovrema 1.2.4.(Teorema Morlija)

F” e (s,k)-kategoriéno za neki beskonadan kardiral s

akko F” je (s,k)-kategoricno za svaki beskonacni kardinal s.

- Dokaz:

F- je'(é,k)—kategoriéno za neki beskonadni kardinal s
akko

fko' je s-kategoriéno za neki beskonacan kardinal s,
po T. 1.2.3., T. 1.1l.6. 1 T. 1.1.7., akko

| ffkr' je s-kategoriZno za svaki beskonaéni kardinal s,

po teoremi Morlija za klasidan predikatski racun (0. Chang,
q. Keisler,'[é]) akko

F” je (s,k)-kategoriéno za svaki beskonadni kardinalni
bréj‘s, po T. 1.2.3., T. 1.1:6. 1 T. 1.1.7.0
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2. | PRIMENA

U ovoj glavi posmatraju se svojstva koja su, po duhu,
analogna svojstwima klasi&nog predikatskog racuna datih le-
mom_Kréjga, teoremom Beta 1 II ¢~ teoremom.

Teorema Beta data je u nesto op3tijem obliku.

Dokazi leme Krejga i teoreme Beta za raznovrednosnil
predikatski radun svode se, koristedi rezultate prethodnih
glava, na odgovarajuce rezultate kla51cnog predikatskog racuna
(Rasiowa, H. [19], Shoenfild, K. [34])

Dokaz II ¢ - teoreme dat je analogno odgovarajucem
dokazu IT ¢ — teoreme za klasican predikatski racun, (Rastowa, &.
Sikorski, R. [23]). Razlog za to je'odnos operacije Di prema

rvantifikatorima v ,3 1skazan osobinama datim u nultoj glavi:

Il

Di(vgu(g)) v E Dia(g), i

D, (2 & (E)) 3¢ Do (E).




2 1. 0 INTERPOLACIONOJ LEMI KREJGA

U ovom delu pokazademo da vazZi interpolaciona teorena

Krejga. Pre toga navodimo neke dalje osobine raznovrednosnog

predikatékOg raduna.
Prvo, podsetimo se da vaZi teorema potpunosti.

- Teorema 2.1.1.

Neka je L = (A,T,F) proizvoljan raznovrednosni predi-

katski radun. Tada za svako A€ F i e F
A | a akko A'l=a.o

Teorema 2.1.2.

Formula a=>8 (o & B) je teorema od L akko
‘uR(V) < aR(V) (ag(v) = aR(v))
za svaku realizaciju R i valoaciju v.

- Dokazz:

ako | a=>8, po T. 2.1.1. akko
je F a =>B8 akko
za svaku realizaciju R 1 valoaciju v Je

(0 >8)g(v) = e,  akko

dR(V) ﬁbBR(V) = e akko
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an (V) < Bg (V)

(iz osobina e, najvecéi elenent,
ew i< ]
e, e, =
l;j{ 7
e. i > 3
J
e, e, = e Coa
i "=y “max(i,])

 (Primer je'dat u 0. glavi) .o

Teoremag 2.1.38.

Ako su d,B'E F i ord B=-m, tada

¢ F 8 akko o |- D_(8).
Dokaz:
Ako « - 8, onda « - Di(a) za 0 < i < w iz pravila

. o f
(rmix)' pa time i o |- Dm_l(B).

Da doka¥emo obrnuto koristimo da jJe
l(B) = f teorema odlL.
Kako je ordf = m, to je‘
B = (D;(B) n e,)u ... u(Dm_z(B) N em_v)'u (Dm_l(B)n ew),

il

iz uslova konadne reprezentacije. Dalje, u svakoij generalisancj]

Postovo]j algebri reda m+ sa uslovom konalne reprezentacije vazisz
Di(a) g:Dj(a) Za 0 < j < i< w,

i svako a =€ Pw’ zatim da je (Pm,lj,n ) distributivna mreZa i
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Ga ey, < e £ ... < e . Tada imanmo da Je
B n D__.(B) = ('(.Dl (B) n e)u ... U(Dm_l(B) noe )in
n Dm_l(B) = D__,(B), t].
tJ. D__;(B) < 8,
pa po T. 2.1.2. to znacCi da = D__, (8) = 8.

~ Neka je sada o [ Dm_l(B), tada, posto Je - Dm_1(8)$>8,

to i a = Dm—l(B) > B, primenom pravila modus ponens na

a I Dm-i(B) i o P_Dm_l(a) = B dobijamo o  B£.0©

 Teoyvema 2.1.4.

7a svaku formulu o = F%, f. (@) =a, 0% i < w.

Dokaz:

Direktno se dokazuje koristedi definiciju presiikava-

‘nja fi (datoj u 1. glavi) .o

" Teorema 2.1.9.

Ako y, € F® za 0 < 1 < w, i formule Y; =Y;_; Su

teoreme od L za 2 < i < w, 1 vy je formula

((y:1 n e3)u ... u(Yi-n éi)),

,“tada- |
(D; (O (W) = vy V)

za svaku realizaciju R i valoaciju V.
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Dokaz:

AKO primenimo Dj’ 0 < J < wmnay , imamo

(Dj((hn'el)u ....u(yi n ei)))R_(v) =

= ((Dj(Yz) n Dj(e YJu ... U(Dj(yi)nDj(ei)) = YjR(v}

iz osobina-.datih u 0. glavi (p;), (P2), (pPe) i T. 1.1.2. 1
T. 1.1.3.0

f ITQ'O'I"QPJ’?I'CI' 2.1.6.

Za sve formule d,B e F%, formula o =8 (ord{g =R) =n > 2)

je teorema od L akko (f(d) > f£f(B)) je teorema od K(A).

" Dokagz:

Predpostavimo da
(£ () = £(8))

nije_teorema od K(A). Onda postoji model Rq od K(A) i valoacija v

tako da

(f(a))Ru(v) = e i (.f(B))Ru(v) S -

Po T. 1.1.6. postoji realizacija R od L tako da aR(v) = e i
BR(V) = @4,. Dakle, po T. 2.1.1. a4 =B nije teorema od L. Obrnuto,
ako a=f nije teorema od L, tada po T. 2.1.1. postoji realizaci-

ja R od L i valocacija v tako da

(a #*B)é(Vf = uR(V) ﬁrBR(v) # 'em.

I
®

Dakle, po T. 1.1.2, aR(v) = em i BR(V)

i
®
I,_l
—
Hh
To

(fa)RuCV)

Sledi iz T. 1.1.6.
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“Po%to je R, model od K(A), to implicira da
(fo = £8)

nije teorema od K(A).©

reovemd £.1.7. (Interpolaciona lema Krejga)

AkO su & i g formule od L,o zatvorena formulia
ord(a=> Bg) =m, 2 <m< wia=>pB Je teorema od L, tada postoji
zatvorena formula y koja sadrZi samo predikatska slova koja se
pojavijuju 1 u d i u g, i formule a=>y i y=>[( su teorene od L.
Specijalno, ako o 1 8 nemaju zajednidka predikatska siova, tada

je y jedna od iskaznih konstanti eq, €1, «.-s € 57 € -

- Dokaz:

PretpoStavimo da su p,0 svi predikati koJl se pojav==
1juju u a, i da su 0,8 svi predikati koji se pojavlijuju u B.
Ako je a=>B teorema od L, tada pc T. 2.1.3. je 1 teorema
Dm_l(d = g),a to povlaci po T. 2.1.2. i (p3) da su Di(u)=$ Di(B)

teoreme od L za 0 < i < m-1. Po T. 1.1.4. formule (£, (o) = £.(8))

su teoreme od L za 0 < 1 < n-l.

| Formule fi(d), fi(B) sadrZe ista predikatska slova
kao i «,8 respektivno. Jasno fi(a),'fi(g) su iz F?. Neka je
K(A) dato kao u teoremi T. 1.1.5. Iz T. 2.1.6. imamo da su
ffiq =>ffi5 0 < i < m teoreme u K(A).Sledi da suu prgdikatskom

racdunu K @ formule
('Apn Aa n Ae) = (ffia .—;>ffig)
teoreme za 0 < i < m. Odatle
naA n f£ff, = £f .
(Ap 5 la):i-(Ae fle)

su teoreme u K za 0 < i < m. Zajedni&ki predikati za oba dela

svake implikacije (ascedent 1 konsekvent) su neki iz AU, a posto
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e ord (u = ) = m, To je ordc < m, pa su tO neki O1s--+s0 1~
(1= L

™
ath =

(Apfl AG n ffig) sy zatvorene formule za 0 < i <

po interpolaciono] teoremi Krejga za klasican nredikatski racun
(G. Kreisel, J. Krivine, [11]), postoje zatvorene formule Y¥,
koga

0 « i <m u F, tako da Yi sadr¥i samo predikatska LLova b

se pojavlijuju 1 u

(Api] AU n ffiu)

(Ae = ffie)

i formule

o
((Ap_ﬂ AN £f,a) = vi)

((yf = (Bg =>££,8))

§ < i<m su teoreme od K. Kako je £ preslikavanje od F' na
= X ]
f(Yi) Y3 0 < 1 < m.

zZa
f, to sigurno postoji Yi.E F%, tako da

Daklé, imamo da su sledece formule teorelne od K{(A) za 0 < 1 < m:

(£f.0 :>(f~(i)), (£ = ff.8).

Sledi iz T. 2.1.6. da su

teoreme od L za 0 < i < m. 5Sve formule vy, Su zatvorene i sadrze

samo predikatska slova a. Sledi iz T. 1.1.4. 1 T. 2.1.2. da su

teoreme od L 1 formulie

D.a =>7vY; % Yi=¢-Di(B); 0 < 1 < m.

Neka Je Y£ = YiN +o0 DYy Tada su YiiﬁYi—l teoreme od L,
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Koristedi Cinjenice da Di*l(a) < Di(a) (py) 1

da D;(a)=v1, Da2(d) Y2, «s. Di(a)g}Yi’ dobijamc da vazi

Dy(a)n ... nD.(a) =yin --- nYy,

.Di(&) =Yy
su teoreme od L za 0 < i < m. Sa druge strane

su teoreme, pa su i formule Y£ ﬁ?Di(B) teoreme od L za
0 < 1 < m. Y£ su zatvorene formule i sadrze samo predikatsko

slovc o. Neka je vy formula oblika
(yineyu ... uly; ne,)
za 0 < i <m-1 iza 1= m=l
(yr n ey)u ... uly__,n em).

Tada iz ispunjenja uslova Y£ :;Yi_l, T. 2.1.5. 1 7. 2.1.2.

sledi da je Di(Y) = Y;, pa su teoreme u L formule

D.(a) =D, (y) i D,(y) D, (8)

za 0 < i < m. Koristedéi osobine Di' teoreme su i Dm-lt oY ) 1
Dm—l((Y) = (8)) (zbog (p3)) u L. Po T. 2.1.3. sledi da su for-

mulie

teoreme u L. |
Koristedi isto razmifljanie dokaz se moze dati i u

opstem slucaju.o
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2.2 0 DEFINISLJIVOSTI

U ovom delu pokazademo da za raznovrednosnil predikatski
radun va¥i teorema Beta o definisljivosti, u nedto opstijem obli-

ku.

* _—
Neka je o e I\ zam > 2 i neka je ¢ c 9. Neka
: X :
ie B ¢ F neprotivurecan skup recenica. pm je k=defintidlgivo
sa termima iz I° 1 ¢°.u B ako postoji o € F, ordea=m 1 o sa~

dr¥i samo nelogilke simbole iz V, 6, ¢7, I~ tako da
k m*
BF.VE,],---VEn(D (51:--”.«511)@(1-

Neka su R 1 R~ dve‘réalizacije od L'sa domenima U i U7
respektivno. Neka je g : U ~ U~ ma koje preslikavanje. Neka je
v valoacija, tada neka je gv valoacija data kao u prvoj glavi,
neka je g izomorfizam dat kao u prvoj glavi (u oznaci (¢,lI)-izo-

morfizam).

g se zove k-izomorfizam ako za svako v & WU’ svako

i < k < w,svako ¢>e=.5, pme I[m, Pme VIS, m :_>_‘2.

((b(xlr'--rxn) = Xu)R(V) = e{;.}
akko

(¢(X1,...,xn) = Xu)R«(qv) =€)

m —

P (Xlr---rxn)R(V) = ei
akko |
. m(X ) (V) = e .

0 lf--'rxn R~ g = €5

m | 1
PR(V) e P akko PR,(gv)E P




v—izomoriizam oznadavademo sa (II,9¢)~k-izomorfizam.

Teovema 2.2.1.(Teorema Beta)

. | m‘k m‘j: | R -t .
Neka e ¢ e« II  (ordp =m), & <« ¢, I c [ i
m* o § p— . ] “r L) . "
neka p ¢ II7. Neka je F; < F neprotivurecan sxup recenica, =
* m* L ol | MY a ¥ "] . - [
neka Jje k < w. Tada ¢ je k-definisljivo sa termima 1z 17 i

®” u F, akko svaki (H’,@’)—izomorfizam od k-modela od S(Fi) 3Je

) m* . .
({p" })-izomorfizam.

Dokaz:

Pretpostavimo prvo neka je 0 < K < m.

F, E{ YE1 ... vgn(pm*(gl,...,gn)<¢.d) akko
A v {ff,8 : BeF} F £f (VEr... vgn(pmf(gl,...,gn)@cﬁ))

po T. 1.1.5., T. 1.1.6. i T. 1.1.7. akko

: X
A U {ff seF;} B VEL ... VE_((p" (E1s.--,8 )@ EE )4

K B

m*
A e AR e E) & EE ),

po (IX), (V), (VI), (II), i po definiciji preslikavanija £ (vice-
ti 1.1.), t]. pm* je k-defini¥ljivo sa termima iz II” i " u Fi
akko postoji ﬁ e F, ord(a) = m, koja sadrZi nelogicke simbole
iz v, 6, ¢°, 1 17, tako da za svako i, 1 <i <k, ffia
definife p?* u |

A U'{ffkﬁ : Be F1} ,

(G. Shoenfild, [34]).

ffia sadr?i samo relaciske simbole iz skupa'{pﬁzgaeﬁ’,

1 < & < m-1}, Jjer ordd = m.




A
yis

: m* . S , :
Neka Je ¢ r-doefinisano sa o , Orda = M S& Teriilua

$° u F, , 1 neka postoji (17, %" )~izomorfizam g = U -~ G-

iz 7 i
- m¥* — . -
({o™ } ,% )-k-izomoriizam.

od k-modela R i R7od S(Fi) koji nije
Tada postoji 1 <k 1 valoacija Vv tako da

.m*

= i Pt
o (Xare-rx ) (V) =€y 3 A 5

1

;s 1 #43 1i i,3 < k. Tada mogu nastupiti sluCajevi:

a) i < 7
b) i > 3

Neka je i < j. Tada

m* . 5 ( _ . m*

Dj ( ly»==7 I'l)Rq_ .v) = &9 1l Dj (Xlr--*rxn)Ra(.v) - ew:
gde su Rq i Ry definlsane kao u T. 1.1.5.

slidno vafi i za sluca] b)), pa imamo

m* # : m*

pi | (Xll’ ""lxn)R (.V) = ea 1 DR (X']_;- . t;xn) (V) - ewf

' | *
gde je & = max(i,]) tj. g nije pﬁ —izomorfizam u klasicnon
cmislu (J. Shoenfild, [34]). Ali, poSto je g (I~
u & —izomorfizam od

, 9" )-izomorfizam,

on je takodje'{pk, pel”, 1 < & < m-l}

R, i Rg. To Jje u suprotnosti sa teoremom Beta za klasican

predikatski radun (J. Shoenfild, [341).

Neka je sada ispunjen uslov o izomorfizmim
= Fi}. Tada svaki

a i neka su

R, i Rj proizvoljni modeli od A v {f£.8
oy . pen”, 1 < & <m-1} U -¢’-izomorfizam od Ry, i Rg je

% _ .
m® i omorfizam (J. Shoenfild, [34]) za svako

0.
i
predikatski radun postoje IOor-—

Tada po teoremi Beta za klasican

mule Ziy.e.-r2q od K koje sadrZe nelogicke simbole iz V, Gr{pﬁ,

b e I°, 1 < & <m-1}, @7 tako da

e
v
-3
_—

| : : | * .
AU{fka g BEF}_}F VELewo ‘D’En(DT (Epl:--*!n '

i < k po T. i.1.6
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Po definiciji od A vazi:

(%) _ A U{fka : B e Fi} F vEi... Hgn(ZR \Y Zg—l & Zg_l}.

Neka Jje 0y dobijeno iz Zi zamenom svih pojavljivanja

od p, sa Dgp ; 1 definisimo

a = (0 N 1)y .- u(rxk n ek).
Tada
ffiu = ffiaiu ...tJffkak
(iz definicije £ i £), ali po definiciji ffi% = z,, i koris-

teé¢i osobinu (*), dobijamo:

A u {ff, g : 8 = F1} = ff .o & Z,,

zato
*

A ii{fka : B e Fi} E YEl... vgn(pT (El,...,gn)¢¢
& ff.a),
i

za 1 < i <k, tJ. pm je k=definisljivo i orda = m.0

2.3. 0 II ¢ - TEOREMI

Neka su L i L~ dva formalizovana jezika nad istom
azbukom A (H. Rasiowa, R. Sikorski, [23]). Jezik L~ naziva se
radirenje (ekstenzija) jezika L, ako je skup formula ¥ jezika L

podskup skupa F~ formula jezika L~.

|
~—
t—*l
A
»

Neka je L° radirenje jezika L. Teorija S~




ako za svaku formulu o iz L, iz toga $to je o tecrema teorije
5, sledi da je o teorema teorije S°. Ako je L~ rairenje jezi-
ka L, onda Je teorija (L°,C,A) radirenje teorije (L,C,A).

Teorija 8~ = (L7,C7,A") naziva se nebitno radirenge
teorije 8 = (L,C,A) ako za svaku formulu.ci iz L, o Jje teorema
teorije S akko Jje a teorema teorije S7.

Neka je L~ rasSirenje jezika L. Realizacijia R™ jezika
. u U # & naziva se rgdirenje (ekstenzija) reglizacije R je-
zika L u U # &, akko

dp- = g 2@ svako funkcijsko slovo ¢ iz L,
pp- = PR Z& svako predikatsko slovo p iz L,
Pr- = Pg -a svako iskazno slovo p iz L

Formula o je u preneks normalnoj formi ako je oblika
0w, gde je Q konalan niz simbola Vv,3 , & & je slobodna o©d
kvantifikatora.

- Teorema 2.3.1.

Svaka formula o jezika L ima formulu 8 u preneks

normalnoj formi, tako da je a&8B teorena.

" Dokaz:

Dokaz je indukcijom po du¥ini formule i analogan Je
dokazu za klasian predikatski radun (G. Kreisel, J. Krivine,
|11], T.4., str. 20.). AKO je D,a zatvorena formula, onda zbog

T. 0.1.7. va?i razmena operacije Di i kvantifikatora.o
Teorija 8§ = (L7,C,A) naziva se bogata ako za svaku

egzistencijalnu formulu 3£ (f) jezika L7, postoji terl T jezi-

ka L°~, takav da je formula

3gp(e) =>8lT)




teorema teorije S°7.
Pokazademo prvo da svaka neprotivurelna teorija
(L7,C,A7)-

Jezik L° konstruifemo na slededi naldin: Prvo defini-

s = (L,C,A) ima nebitno bogato radirenje §°

8imo po indukciji prebrojiv niz formalizovanih jezika

. .. : . 9!
Ln = (An,Tn,Fn) (n = 1,2,3,...) i prebrojiv niz funkcija ¢l
(n =1,2,3,...) na sledeéi nacin:

1) L, se poklapa sa L

2) Ln+l je rasirenje jJezika Ln’ dobijen dodavanjém

nekog skupa Yn funkeciijskih znakova, 1 ?nn An = @,

gde Jje An azbuka za Ln {n =1,2,3,...)

3) wn,je uzajamno jednoznacno preslikavanje skupa

E_ (skup svih egzistencijalnih formula jezika

‘Ln koje nisu u Ln—l) na skup ?n, takvo, da axo
je o € En egzistencijalna formula sa m slobod-
nih promenljivih, slika wnu formule o je m-arna
funkcija.

Jezik L~ = (A°,T",F”) dobija se iz L dodavanjen

skupu ¢ skup

VY = be

) )

| = 8

n=1

Skup E“svih egzistencijalnih formula je unija
En' n = 1,2,3,...;
(= U E),
n=1
" n=1,2,3,...)

zajedno odredjuju uzajamno-jednoznacno presiixa-

i zbog 3) sva preslikavanja vy
vanje ¥ skupa E” na ¥, pri Cemu
4) Y je preslikavanje En na Wn’

5) ako je o egzistencijalna formula jezika L~ sa

m slobodnih promenljivih, tj. '« Je oblika

HEB(EI x%r---rxm)
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to slika wa formule o je m—arni funkciski znak iz Vv
koji se ne pojavlijuje u o.
Jezik L~ dobijen na gore opisani nadin zove se bogato

radirenje gJezika L.

Za svaku egzistencijalnu formulu ¢ iz L~ oblika (1)

neka o  oznacdava formulu
-X " & = X X - * B X
B(Uia( 17 ! m).r 17 ! m)
a o" oznadava implikaciju
o =0 .

Neka je B skup svih formula o", gde Je o proizvoljna

egzistencijalna formula iz L~. Tada vazi:

- Teorema 2.3.4.

Svaka realizacija R jezika L u U # @ moZe bitl rasire-
na do realizacije R” jezika L~ u U # ¢ na takav nacCin da jJe R”

model za B. Dalje, ako je R” model za egzistencijalnu formulu o

iz L, to je R” model i za o”.

Dokaz:

Definifimo indukcijom takav niz da realizacija R
(nh = 1,2,3,...), tako da:

6) R je realizacija jezika L u U £ ¢ (n=21,2,¢.-)

I =17

i R, se poklapa sa R;
7) Rn+l Jje ra51ren]e realizacije Rn'

Predpostavimo da Jje Rn definisano zboc 2) 1 7) za o

T

O

I
m

puno definisanje realizacije R_,, ~dosta je definisati dp

n+1

41

svako funkcisko slovo ¢ e Y. Zbog 3) 1 4) vazi¢= Y, gée je «
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O

neka egzistencijalna formula oblika (1), dok formula

B(X r Xlgeroey Xm)

pripada jeziku Ln' Zato, po vretpostavci indukcije, B Se
n
| . L m+1 . | . S
preslikavanje skupa U u generalisanu Postovu algebru sa
uslovom konacdne reprezentacije Pm,fzbog 5) ¢ Je m—arna funk-
cija. Ako za date elemente jl""’jnle U posteji 3 € U

tako da BR (3, jl,...,jm) = 1, onda uzmimo da je
n

¢ (jlr---rj) = J
Ro+1 =

U suprotnom sluaju element ¢, (3a,.-.,3) defi-
" * . g ' n+l
nisimo na preoizvoljan nacin.

Cdavde imamo da

”

Gn (J1s+--03,) = 1 povlali aé (Gasewerd) =1
n n+l

Zato za ma kole o € En imamo da je

(3) Rn+l model za a".

zbog 6) i 7) sve realizacije Rn zajedno odredjuju

realizaciju R” za L~ datu sa:

Pr- = PR za svaki predikat p 1z L,

Pr- = Py za svako iskazno slovo p iz L,

q;R.. = ¢R- za svako funkcijsko slovo ¢ iz abn, (n =
n+1l

q;R... = q;R za svako funkcijsko slovo ¢ iz L.

Po definiciji ako formula o Je iz Ln’ to je

l;2;¢c

3
. J
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7ato, zbog (3), R™ Je model za ", za ma koju egzi

tencijalnu formulu g 12 L7.0

Teorema 2.3.38.

ako formula d iz L. nije teorema teorije S = (L,C,A)
to o nije teorema ni teorije 8~ = (L7,C,A-U B).
" Dokaz:
Neka je o teorema teorlje S” ~Tada postoje konacni

skupovi A;c A 1 B¢ 3B tako da je o posledica AllJ B,.{(Dato u

Q. glavi). Kako g nije teorema teorije S, to « nije teorema
teorije 5, = (L,C, A,). Zato zbog T. 0.5.8. postoji model R za
s, i valoacija v, tako da aR(v) = 0. Zbog T. 2.3.2. realizaciju

-

R mofemo radiriti do takve realizacije R” za L7, tako da ce R
biti model za B . Zato je R™ model za teoriju S; = (L;C,A; U B;).
Tz T. 0.4.5. sledi da Je aR,(v) = 1. Sa druge strane Jje

QR,(v) = (v) = 0, jer je R~ radirenje za R, %to je u suprot-

o
R
nosti sa predhodnim.o

Neka je teorija S~ = (L°,C,A u Bl.

Tada neposredno sledi das:

Teorema 2.3.4.

gvaka teorija S = (L,C,A) ima bogato nebitno rasirenje
s = (L”°,C,A u B) 1 1z neprotivurecnostil teorije S sledi neprc-

fivurednost teorije §°

Neka je o formula jezika L~ koja polinje sa Xvantorom.
Ako je formula o oblika (1), onda formulu o  (tJ- formulu oblixka
(2) ynazivamo formula dobijana 1z « aliminacijom pIrvog kvantifi-
katora. Ako je formula o oblika VERI(E, Xys-«-rXy y, onda se for-
mula oblika B(X,Xis...sXy ), gde je x slobodna promenljlva, koja

se ne pojavljuje u ay naziva formula dobijena 1z o eliminacijom

prvog kvantifikatora.
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Teorema 2.35.9.

Neka je y formula, dobijena iz o eliminacijon orvog

kvantora, to
(i) a e C (y)

(ii) ako je realizacija R” za L™ model za B 1 « ,

to je i za vy.

- Dokaz:

Ako je prvi kvantifikator u o kvantifikator v, ©O (1)
sledi iz pravila generalizacije (datoj u 0. glavi), a (ii) sle-
di iz induktivne definicije preslikavanja dR (datog u 0. glavi).

Ako je o egzistencijalna formula, onda je formula
(v = o) teorema. Pomodu modus ponens—a dobijamo (i).

Ako je (o =vy) € B, onda imamo
(CI'.R-;_('v) $>YR-.’(V)) = (o ﬁy)R(V) = 1

za svaku valoaciju v. Ako jeaRpﬂ = 1 za svaku valoaciju v, tc

je 1 YR,(#) = 1 za svaku valoaciju v, tj. vazi (ii).

Neka je a formula jezika L~. Otvorenu formulu a*
nazivamo formulom dobijenom iz o eliminacijom kvantifikators,

ako postoji niz formula

(11;--.; a

tako da
lO a; Jeu preneks normalnoj formi za o (T. 2.3.1.)
o | . : : | . .
2 S dobijena je iz Gy eliminacijom prvog
kvantifikatora (kx=1, ..., n-1l)
')

3 e, je formula a¥.
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7a svaku formulu o iz L7 vostoji niz formula

i C N o a .
Cpreesr Op tako da su ispunjeni uslovi 17, 2~ 1 3

Posledica 2.3.6.

Ako je o* dobijena iz o, eliminacijom kvantifikatora,
onda

(1) a.e Cp- (a*)

(ii) ako je realizacija R™ za L~ model za B 1 @&, <O

je i1 za a* .o

Neka je A neki skup formula jezika L. Dodelimo svako]
formuli o iz A otvorenu formulu g* (iz L7), dobijenu iz o« eli-
minacijom kvantifikatora. Neka Je A* skup svih takvih formula
o*, dok je o iz A. Neka je L* jezik dobijen iz L dodavanjem
skupa ¥* svih funkcijskihznakova iz ¥, koji se pojavlijuju u

formulama iz A*.

Teorema 2.8.7.

Teorija g* = (L*,C,A*) je nebitno raSirenje teorije
s = (L,C,A).

Svaki model R za S mo¥e biti raSiren do modela R* za
S* . Obrnuto, za svaki model R* teorije S%*, su¥enje R realizacije

R* do jezika L je model za S.

Dokaz:

Tz posledice 2.3.6. (i) 1 osobina zatvorenija C, sledi
CL(A)*Z CL*(A)' tj. teorija S* je rafirenje teorije S.Dalje,
ako je R* model za S*, to suzZenje realizacije R* do R za L, Jje
model za S.

predpostavimo da je R model za S. Nexa je R” takvo ra-
firenje za R, da je R~ realizacija za L7i R™ je model za E.
Su¥enje realizacije R™ do R* za Jezik L* je rafirenie realizacl-

)

<

je R i model za S*. To sledi 1z P. 2.3.6., Jjer BR’(V) = 5.

e




za svaku formulilu B 1z L.

2xo =~ formula B iz L nije teorema teorije 5, o
zbog T. 0.5.8. postoji takav model R za 5, 1 valoacija v, da
BR(V) = (. Na osnovu prethodnog dela dokaza T. 2.3.7. R oz

bi+ti radireno do modela R* za S*. Sledi da BR*Cv) = BR(V) =

Dalje sledi da 8 nije teorema teorije S*, Znaci, S§*¥ je nebitno

rasirenje teorije S.0

Ll e
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3. 0SOBINE I STRUKTURA RAZNOVREDNOSNIH
RELACIJA EKVIVALENCIJE I VISEVREDNO-
SNIH KONVERGENCIJA

U ovoj glavi posmatraju se raznovrednosne relacije
ekvivalencije i relacije kongruencija. Naglasak jJe ne prouda-
vanju struktura skupa tih relacija, réspektivno.

U tekstu se pod familijom {ai| i & I} elemenata nexog
skupa A, podrazumeva preslikavanje proizvoljnog skupa indekxsa
i u skup A.

Kada se govori o algebri, misli se na uredjen par
<A,0>, gde je A neprazan skup, a 0 familija konalnih operacija
na A. |

sli%no, relacioni sistem je par <B,R> , gde je B ne-
prazan, & . R familija relacija na B.

Rezultati koji slede su modifikacija rezultata rada
G. Vojvodié, B. Sedelja [40] .

3.1. STRUKTURA RAZNOVREDNOSNIH
RELACIJA EKVIVALENCIJE

Neka su dati skup E i generalizovana Postova algebrea
sa uslovom konadne reprezentacije Pm (Pw je kompletna distridu-
tivna nmre¥a (videti 0. glavu)). Binarna raznovrednosna relacitja

p na skupu E x E definise se sa
Def | -
e = {((x,¥y), mp(XrY)) : XY E E: mp : E X BE~»7 I,
Funkcija mp(x,y) sove se funkeija pripadanja.

(U sludaju da nas interesuje 0rd 9., tada ako Je oc ¢=n

ume sto Pm, dosta je uzeti Pmcsz. Sa tim u vezi mofe se istacl
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da keko je svaka generalisana Postova algenra s

t

-
"

()
(¢

O

)
O

R e
b g oy A aki

Y

{
i

A

L

ne reprezentacije istovremeno 1 generalisana F0OStO

8
i
()
¢}
by
v

|
2

(T. 0.1.1.), te e svi rezultati vaziti i za siucaj generalisa-

k
t

ne Postove algebre. T. 0.1.1. nam omogudava da svakl clement

a € P mozemo predstaviti kao

.a = (Di(a) n ei)J.

i=1

Neka su p 1 ¢ raznovrednosne relacije na kB x E.
Tada je:

i

akko je za svako x,ycE, mp(x,y) < quX;Y)r_gde je za a,b = P

a < beauvu b = Db,

Teorema 3.1.1.

Neka je p raznovrednosna relacija na E x E 1 neka je

P generalizovana Postova algebra sa uslovom konacne reprezen-
w _

tacije. Tada se p moZe razloziti na dvovrednosne relacije py B2

slededi nadéin:

O
i
i 8

(piln ei)’ 0 < i < w,

i=1

i p; £ pj-qp 28 2 < 1 < w.

Dokaz:

Ovo sledi iz definicije P . ako se uzme da Jje
Di(p) = pi.

(Ako ordp = m, tada p; £ Py 28 LS 2,..-,0=1 1 p. = 0

m< J < w (7. G.1.1.).0

Neka su p i g raznovrednosne relacije na = x L.
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Hompoztcija raaznovrednosnih relacija p i g ©w oznaCl o

O N
(v
(r
{1
n
D

raznovrednosna relacija ked koje je funkcija privadanja

mpoq(x,z) = s;p (inf(mp(x,y), mq(y;Z)));

L
-

gde je sup (a,b) zamena za a u b i inf(a,b) zamena za & 1 o

Pw , (te oznake su pogodnije za dalji rad) .

| Teorema 3.1.2.

b
X
T

ako su p,qg,q” 1 6 raznovrednosne relacije na

onda vazi:
a)l b 0o (o8 = 1(pog) os
b) so (gugag’) =(poqg u (puvg)

c) gcdg povlaéi 0o 0OQecp O dq .

Dokaxz:

a) (x,w) = sup({inf (.mp(x,y), mqoe(_y,wn)

m
q y

sup (inf (n (x,y), sup(infim_(x,z), m,(z,w}))) =
v P z . 4 0

sup(sup (inf(m (x,y), inf(m_(y,z), m (z,w)))J)) =
v z 0 g 0

sup(inf(mp(x,y), mq(y,z), me(z,w) = (x,w)

m
v,z (pog) ob

Dakle,
oo (go8)=(pog) o8d.

Na slian nadin dokazuje se tadnost tvrdjenja navede-

nih u b) i c¢c).o
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Binarna raznovrednosna relaclija o 1€ reflekstivng

akko je za svako x iz L,
(R1) m (Xx,v) = ¢ .
P u |
~Binarna raznovrednosna relacija p je simetridnc
akko je za sve x,vy iz E,

(S51) mp(x,y) ='mp(y;X).

Binarna raznovrednosna relacija p je tranzitivna

axko Je za sve x,v L z iz E zadovoljen uslov:

ako m (X,y) = a 1 m (y,z) = b, onda m_(x,z) > a n b,
(T1) P ‘ P 0o
_ gde a,b su iz Pm'
Uslov tranzitivnosti (Tl) ekvivalentan je sa uslovom
(T17) mp(x;zJ > sup(inf(mptxxy), mp(y;z)J).

Y

Zaista, ako vazi (T1), onda je
mp(XJZ)‘z inf(mp(x,y), mp(y;z));

a kako ovo vazi za svako vy, tacdno je i tvrdjenije (il’).

Obrnuto, polazedi od nejednakosti (T17), prilagodja—
vanjem oznaka odmah se dobija uslov (T1). |

Takodie, sa obzirom na definiciju kompozicije relacija,

tranzitivnost se moze zadati i sa

p O p c 0-

Neka je dat skup E i neka je Pw.kompletna generalisana

Postova algebra sa uslovom konacne reprezentacije. Binarna raz-

{X

.

novrednosna relaclja p na E x E, kecja je refleksivna, simetri

5
£

na i tranzitivna (R1, S1, Tl1) naziva se raznovrednosna relacig
ekvivalencije.

r

1

3
.
(v

Stav o razlaganju vazi i za raznovrednosne rcla
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e u ovom sludaiju nefto precizniji L

1
~

exvivalencije, ali o=x

glasi:

 Teoorema S.1.6.

Neka je p raznovrednosna relacija ekvivalencije na
E x E i neka Je P kompletna generalisana Postova algebra sa
uslovom konacne reprezenLaCLJe; Tada se p moze razloziti n&

b,

slededi nacin:

L| (D, (p) 0 e;)
i=1

S
'

pri Cemu 1z

e. < e. sledi D. < D (
i S 85 _j(p)_ip)

i relacije Di(p) su relacije ekvivalencije u klasi¢nom smis-

1u.

Dokaz:

S obzirom na T. 3.1.1. treba pokazati samo da su D. (p)

(u oznaci pi) relacije ekvivalencije.
1) 1z

mp(x,x) = ew , za svako X 1z &,

sledi da (x,x) pripada p, 22 svako 1 < i < w, tj. sledi da

Qi-je refleksivna relacija.

2) Ako par (x,y) pripada p; (0 < i < w), znacl ca
je
mp(X;y) > e,y

1

a po simetriji relacije o (S1) sledi (za 0 < 1 < w)




U
O

mp(y,x) > ey v

tj. (y,x) pripada relaciji p, koja Je zato simetricna.
| i

3) Ako relaciji 0y pripadaju (x,y) i (y,z) oncsa

vazi

.mp(x,y) >e, 1 mp(y,z) > ey

a kako je p tranzitivna raznovrednosna relacija (T1), sledi

mp(x,z) > ey tj. (%,z) pripada 0y

koja je na osnovu toga tranzitivna.
Prema 1), 2) 1 3) p, su relacije ekvivalencije
(0 < 1 < w).o

Naravno,moze se formulisati 1 obrnuti stav.

Teorema 3.1.4.

Ako su oy (ei.E Pm' @ < 1 < w) relacije ekvivalenciije

za koje iz
e, < e, sledi . < 0.
= J p] 1

1

onda je relacija p definisana sa:

raznovrednosna relacija ekvivalencije.

- Dokaz:

o refleksivna raznovrednosna relacija, jer (xX,x) 2r.-

pacda svim relacijama Py -
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5 je simetriéna, Jjer su 1 sye p. sSimetridne re_&Cllw.
i i

Najzad, neka Jje

1
{

mp(x,y) = e i mp(y,z)”— za e.,e. & P .

Tada

(x,v) i (y.,2) pripadaju relaciji Oy ¢ x = min{i,3).

jer u Pm vazi:

) .

(a 61{1 ej - emin(i;j)

7zbog tranzitivnosti relacije pop. (x,2z) pripada p,r P&

i

je dakle 1
mp(x,z) > e

%to znali da je i p tranzitivna raznovrednosna relacija.o

Dakle, p je raznovrednosna relacija ekvivalencije.

Neka je E dati neprazan skup i neka Je p[E] oznaka
za skup svih raznovrednosnih relacija ekvivalencije na B. Nexa
je Pm kompletna generalisana Postova algebra sa uslovom konadl-

ne reprezentacije. Posmatrajmo relacionli sistem

< o[E] + £ >/

gde e za a 1 b 1z Pm' a < b na wobifajen nadin uvedenz Oz=

naka za a u b = b.

Teoorema S.1.20.

< pl[E], ¢ > je kompletna mreza.

Dokaz:

Treba pokazati da svaka familija'{jp : j e J} iz
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Prema stavu O razlaganju raznovredn
exvivalencije (T. 3.1.3.), za svako 50 iz gorn

A
Z L

Za svako i posmatrajmo sve relacije {j;]i : j & T},

(0 < i < w). Ovakva familija relacija pripada skupu relacija
ekvivalencija nad E, a taj skup, kao Sto je poznato (Coxz, re)

ima strukturu kompletne mreZe. Zato za svako i familija

e

'{jpi : j e J} ima infinum i supremum, u oznaci infpi 1 SUP D -«

respextivno.

Pokazademo da su raznovrednosne relacije unfjp i sup.g,

definisane sa

o0

inf.p = infp. n €. 1
jp ig ( 0y l)
supjp = .El_(suppi'n ei).

Tra¥eni infinum i supremum familije raznovrednosninh

relacija ekvivalenciije '{jp : 5 € J}.

a) .infjp je raznovrednosna relacija ekvivalencije

prema T. 3.1.4.
b) vVazi
inf. p x,y) < . p {xX,¥), za sve X,y € zZ.

J J

zaista za svako 1 3je:

inf p JL(:,e:,,y) < jpi(x,y) '
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o

infp. (x,y) n e, < .p.(X,¥) n e,
L l_'j-i— 1

g(infgi(x,y) n ei) < y(jpi(x,y) N ei),

infjp(x,y) < jp(x,y).

c) Neka je gq e p[E] 19 < .o, J&J. Tada e &
g < infjp.

Zzaista, neka Je

q(XIY) _'S ]D(X:Y) = ei.

Tada je prema stavu T. 3.1.3. 1 osobinama reiacija

ekvivalencija,
ako qi(x,y) = e , onda infpi(x,y) = e, -
.Odavde je prema T. 3.1.4.
qlx,y) £ infjo(x;y).
a’). supjp je raznovrednosna relacija ekvivalencige

prema T. 3.1.4.

b7) za sve X,y iz E vaZzi

Supjp < ]D(XJY) .

Zaista, za svako i je

Sup p i(XrY) < Di(X:Y) /




)
1
-

Za

HJ

H

osl

or to vaZi za relacife ekvivalencije, pa Jje po onstrukcijzi

SUDrenun

supjp(xfy) < (suppi(x,y) N ei).

nja nejednakost je tadna za sve X,y iz E, tJj. prema

Jje
supjp(x,y)-g jp(x,y).

c”) Neka je g e p[E] i q > sp, J = J. Tacda Je 1

> SUD . Do
g 2z PJD

Zaista, neka je

C;T_(X;Y) > jD(XJY) =ei'

Prema T. 3.1.3. i osobinama relacije ekvivalencije

ako suppi(x,y) = ew, onda qi(x,yJ = ew.

Odavde je prema T. 3.1.4.

qg(x,y) > supjp(x,y).

Na osnovu a), b), c), a”), b7} i ¢7), definisane

raznovrednosne relacije infjp i supjp jesu trazeni infinum i

supremut. o

—

Napomenimo da je nagjmanji element u <p[E], < > u cz-

naci 6, raznovrednosna relacija ekvivalencije kod koje e

-t




Jajvedi element ove mreze u oznaci I je raznovislliss-

na relacija ekvivalencije za koju Jje

mICx,y) = e@, za sve X i y iz E.

U vezl sa navedenom kompletnom mrezom raznovie
nih relacija ekvivalencije, mogu se razmatrati uslovi pod xoC-
jima operacija kompozicije sa tim relacijama odrzava pripadza-

»

nje mrezi. Vazi:

Teorema 3.1.6.

Ako su p 1 ¢ raznovrednosne relacije ekvivalencije,
onda je p o g raznovrednosna relacija ekvivalencije akko Je

zadovoljena jednakost p o g =g o p.

Dokaz:

Neka Je prvo
p.od=4d0 p.
Prema definiciji kompozicije

a) o 0 g(x,x)

= sup(inf(p{x,v), cly,x}} = e r 2z&
Y
vy = X.
b) o0 0 g(x,y) = sup(inf(p(x,2), clz,y))) =
B |

(zbog simetrije relacija p i gq)
= gsup(inf(g(y,z), plz,x)) =
A

(zbog komutativnosti proizvoda)

= p O g(y,X




N
iy

c) . (pogolzog = (podglolgopl =

=p0{(g 0o glopes p ©Og O p =

0o 0poOoJcp O d.

prema a), b) i c) p o g zadovoljava uslove reflexsiv-
nosti, simetrije i tranzitivnosti za raznovrednosne relacije,

te je zato raznovrednosna relacija ekvivalencije.

Neka je sada p O ¢ raznovrednosna relacija ekvivalen-

cije. Tada 3Je

o o g(x,y) = sup (inf (p (x,2) ., gl(z,y) =
Z

¥

sup (inf({gly,2z), o(2,x}) =
Z

g o ply,x) =q o plx,y).0

3.2. RAZNOVREDNOSNE RELACIJE KONGRUENCIJE

Odnos izmedju relacija i operacija na univerzalnoj]
algebri prirodno vodi do proulavanja xongruencija. Na slican
nadin postupamo i ovde, izdvajamo one raznovrednosne relacije
ekvivalencije, koje zadovoljavaju uslov supstitucije, koji_od-
“govara prirodi ovih relacija.

Neka je data algebra <E,0 >1i neka je p raznovrednOos-—
na relacija ekvivalencije na E. 0 je raznovrednosna relacija
kongruencije ako za Wi, Mz, +.., M 12 Pw zadovoljava uslov

supstitucije:




c{a1, i) = m
0(az, ba) = m2
o (a b = I
o n’ n) “n
sledi:
(o(al,...,an), o(bl,...,bn))'= m > infmk3 Xk = 1,...,0.

il E*.'Pw, za svakoc ¢ € 0

Smisao ove definicije mo¥e se sagledati u sledeca dva
tvrdjenja. Oni raznovrednosne kongruencije povezuju sa kongru-
encijama u klasi®nom smislu, a sve u skladu sa stavovima O raz-

laganju. i sintezi raznovrednosnih relacija ekvivalencije
(T. 3.1.3. 1 T. 3.1.4.).

Teorema 3.4.1.

Ako je p raznovrednosna relacija kongruencije na al-

gebri < E, (0>, onda je

g (Dl n el) !

gde su 0 kongruencije na isto] algebri i iz e, < ej siedl

L
Py S Py

Dokaz:

Prema T. 3.1.3. p se moZe razloZiti na relacije ekvi-

valncije u klasicnom smislu, t3.

o= U (pyn e,
L




relacije ekvivalencije

(7
(U
u
¢
kS

NDa su to i kongruencije

Neka je:

pi(au D)) = ¢

Tada Jje:

pa kako je o kongruencija, to sledi da

plo(ay,se--. an),O(bg;...,

a odavde Jje

pi(o(alr---r an)r 0 (b1gseeey

vazi i oprnut stav.

C Tgorema 3.2.2.

Neka su Py

i neka Jje za

b))

—
L

b))

0 < i < w, kongruencije na algebri <E,U>



jeste raznovrednosna relacija kongruencije na isto] algebri.

Dokaz:

o je raznovrednosna relacija ekvivalencije prema
T. 3.1.4. Dokazacemo da je ona i kongruencija, tj. da zadovo-

liava i uslov supstitucije. Neka je za my,..., m iz Pw

Il

Dca_lr b_l)

,0(32.: b,)

my

ey

D(anr bn) = mn:

i neka Je

m=inf m.; i = l! -« 4 = ) mf ru-E P -
1l w

Tada Je i

pm(,al, bl) -— ew
Dm(azf bz) = ew
m(an, bn) = e,

a kako je o kongruencija, vazi

Dm(O(alr-~-ran)r o{by,-c., D)) = e , tj.

o
£




70
plo{ay,evy @), 0(by,eue, b)) =h 2 m = inf m,,

9 =

i:1;2;4¢-;m i hEP -O
(i

Neka je C[ <E,0>] oznaka za skup svih raznovrednos-
nih relacija kongruencija na algebri <E,0 >» Posmatrajmd rela-
cioni sistem

< C[<E,0>] ., g >.

Vazi

C Teoremag 3.2.3.

< C|<E,0 >|, <> Je kompletna mreza.

- Dokaz:

Neka je data familija raznovrednosnih relacija kon-

~gruencija {jp : J e J} . Prema ?. 3.1.5., s cobzirom da su jp

raznovrednosne relacije ekvivalencije, postoje infjp i sup.p
T3
koje su takodje raznovrednosne relacije ekvivalencije 1 kaoc
takve one su infinum i supremum uodene familije. Pokazacemo da
su i kongruencije. |
Prema T. 3.1.5. svaka 40 se moZe razloZiti na relaci-

je ekvivalencije:

Prema T. 3.2.1., realacije jpi su bad kongruenciie.

7ato za svako i moZemo posmatrati familiju kongruencija

'{jpﬁ : 3 = J} , koja prema (Grdzer, [10]) ima infinum 1 supre-

mum, i koje su kongruencije.

Neka
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b C.

Ove relacilie zadovolijavaiu uslov supstitucije na C©s-
novu gornjeg razmatranja i na osnovu T. 3.2.2. su kongruenci-

J€.0

Teorema 3.2.4.

< C[<E,0>], < > Je kompletna podmreza nreZe <gEl, £ >-5

4

Dokaz:

a) Sam skup E x E je u C[ <E,0 > ], (a to Je naj-

vedi element).

b) Skup raznovrednosnih kongruencija C[ <E,0 > ]
zatvoren je u odnosu na formiranje proizvoljnih preseka svojin
elemenata, jer ako je'{jp : j e J} familija raznovrednosnin

relacija kongruencije iz C[<E,0 > ], njihov presex

ﬂjp = inf(jp 1] e J)

je raznovrednosna relacija ekvivalencije.

Zaista, ako su 5P raznovrednosne kongruencijle za

svako x iz E Je

njp (x,x) = inf(jp(x,x)) = inf(em) = e 7

va je presek refleksivna raznovrednosna relacija.




SimetriCnost preseka cakodje sledi 2z simeorile svln
aznovrednosnih relacija u familiji.

Najzad {l.p Je tranzitivna raznovrednosna relacija,
2y je

(. ) :4jp(:xr_‘_ j ) kD(-‘{!Y)

'
0
]

5. Saca zZ.
<

z& neku raznovrednosau relaciiju ekvivalencije ,

tranzitivnosti koju zadovoljava 1P je:

L 0 (x,¥) 2 sip(inf(kp(X;ZJ; kp(Zky)) >
sup(inf(infjp(x,z), infijz,y)}) =

(*%) )

sup (inf{ N.o{x,2), N.o(z,v)))
, ] ]

Na osnovu (*) i (*%) IJe:

ﬂjp(X;Y) z(lnf( ﬂj:ﬁ(xrz) ’ ﬂjD(Z;Y)))

¢ime je pokazana i tranzitivnost relacije ﬂjp, rpa Jje iy

raznovrednosna relacija ekvivalencije.
Pokazacdemo da je zadovoljen i uslov supstitucije za

ovaj presek.

S opzirom da su _.p raznovrednosne kongruencije za

svako .p vazl supstitucija, tJ.
.p{a;, b;) = m.
J- ! J1
.0 la b = m m, e P
D( n! ) l___l 7 J i, .7
n L
Sleci
-D(O (alfﬁitj' an)p O(b_l;--n} b:‘l)) = Iﬂj 2 ::.........f :1311;
L




2 = Z,-..,8, za nekom, 1z P 1 gvaku n—arnud OREraciju ¢ < U
J U

Na osnovu tega je
ﬂ.p(al, bl) = inf.p(a;, bl) = inTf m. =

J J J

_l.

ﬂ.p(ag, h,) = inf.olas, by,) . = inf m, = h»

1" 77 | J2

a b )} = inf.p(a 0 = infI m. = h
- Nepela, cipla s o) I i h,

a takodje 1

I

njp(G(alr-'-r an)r 0(b1;...; bn)

infjp(o(al,...,an), o(bl,...,bn) = h > inf hﬂ,
2 = 1,2,...,n, za neke vrednosti h, hﬁ iz Pm i za svaxku n-—-ar-
nu operaciju o e 0. |

Dakle, presek raznovrednosnih relacija kongruencije

i sam je raznovrednosna relacija kongruencija.

c) Neka je'{jp : 3 e J} usmerena familija* razno-

vrednosnih kongruencija na C[ <E,{ >]. Tada je
Uip = 3 &3) =suplip = Jed).
J

zaista, prema stavu o razlaganju raznovrednosnih re-

lacija kongruencija (T. 3.2.1.)

U(jp : J e J) = U_((Upi) ne;)

IJ

% Poznato je da je familija elemenata parcijainog uwredjen

O
1)

skupa <S < >usmerena, akxo svaki njen dvoelementni DOCESKUD

ima supremum u S (8irkhoff, [31).




0. Su kongruencite o Xlasidénom smisiuv i za noin, ac
Sto je poznato, vaii (Gedzer, [10]):
1 - - ’ 1 —_
. 321 & I) = gup(p, : i & Ij.
U (pl € TI) X (pl )
Na osnovu toga je
Ulio 2 J =0 = (sup(.p : 3 & J).
J J
Na osnovu a), b) L ¢) C[<E,0>] Jje algebarski

slistem zatvaranja nad E X E.o
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