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1. Teorija postojanih talaka nafla je Ziroku primenu u al-
gebri, analizi i funkcionalnoj analizi. To je jedan od razloga
da Jje ova problematika uvek veoma aktuelna. Poscbno je od veli-
kog interesa ispitivanje egzistencije jedinstvenih postojanih

tadaka,

Postojanim (nepokretnim, fiksnim) tadkama nekog operatora
A xoji preslikava prostor X u sebe 'sama nazivaju se svi oni elemen-

ti prostora X koji su reSenja jednaline

Ax . = X,

Elementi prostora X koji su reSenja jednadine

Akx = X

nazivaju se periodilne tadke,

Najjednostavniji primeri pokazuju da operator A moZe ali 1
ne mora imati postojanih ta%aka, Tako naprimer, ako je A identic-
no preslikavanje, tada su sve tadke postojane, a nezavisno od

strukture -prostora X, Medjutim, ako je operator A u dinearnom

topolodkom prostoru X definisan sa

Ax = x + x_ '} X, # 0

tada ovakav operator nema ni jedne postojane taclke,

Prvi veliki rezultat iz teorije postojanih tadaka dobio je

1911. godine holandski matematifar L, Brouwer u |14}, Brouwer je
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dokazao da svako neprekidno preslikavanje konalno-dimenzionog
simpleksa euklidskog prostora u sebe sama ima bar Jjednu pestoja-
nu talku, G, Birkofi i A, Kellog su 1922, godine u {11) prvi poka-
zali kako se stavovi o postojanim taékamé, kao metod, mogu koris-
titi u dokazima stavova o eézisﬁenciji reSenja raénih tipova jed-
naéina‘ J.. Schaudéi‘{BB@ 1927. godine proéirﬁje Brouwer-ov stav

na kompaktne konveksne podékupéve Banach~ovih ﬁrostéra. Ovo je da-
lje A, Tihonov {971 1935, godine pro8irio na kompaktne konvéksne
podskupove lokalno konveksnih linearnih topoloSkih ﬁroétora. Ovde
treba pomenuti i novija istraZivanja Brouwer-ovog stava, kao npr.
F, Browder-a {15} i {161 kojd uopStavaju Schauder-ov rezultat, a

R, Halpern i M. Bergman {42} uopStavaju stav Tihonov-a,

I u sludajevima viSeznalnih preslikavanja poznato je viSe
generalizacija rezultata navedenih autora. Tako je S. Kakutani
4871 1941. godine uop3tio Prouwer-ov stav, a I, Glicksberg '4listav

Tinhonov-a za sludaj zatvorenih viSeznadnih preslikavanja koja
svakoj tadki prideljuju zatvoren konveksan podskup. Nedavno je
N, Glebovi40] dobio rezultat Glicksberg-a za nedto opdtiju klasu

delimi¥no zatvorenih viSezna®nih preslikavanja.

Prvi rezultat iz oblasti koju tretira dosertacija'nalazimo
1922, godine kod noljskog matematilara Stefana Banach-a, S. Ba—
nach (1892-1945) dobio je slededi rezultat {6, stav 6, str.160]
"Neka neprekidan operator U preslikava potpun normiran prostor
E u sebe sama. Ako postoji realan broj O<M~1 sa svojstvom

da je za svako X* i X"
HU(Xr) < U(a") i ¢ M NXe - XM

tada postoji jedan element X takav da je X = U(X)." Za dokaz ovog



gstave koji se zasniva na konvergeneiji geometrijskog reda

1+M+, ., . +M 4+, .

algebarska struktura prostora nije bitna. Zato se taj stav moZe
formulisati i za kontrakeiie kojé preslikavaju potpun-metriéki

prostor u sebe sama, odnosno za operatore koji ispunjavaju uslov

d(Ax,Ay) 4 M.d(x,y).

Ovaj elegantni stav nalazi narodito ¥ireku primenu, kako u’ algeb-
ri 1 analizi, tako i u funkecionalnoj analizi i njehiim primenama u
diferencijalnim i integralnim jednadinema, Za iiustraciju primene
Banach-ovog stava u algebri videti Duru Kurepu [59, str,1040-1052),
a u funkcionalnoj analizi Kolmogorov~Fomin-a [55, stf.74-82}. Re-
zultat Banach-a otvara nov pravac istraZivanja u teoriji postoja-
nih talaka koji je nezavisan od Broufkerwovog stava. Smisao uopSte-
nja Banach-ovog stava je u tome da se oslabi uslov kontrakecije, a
isto tako 1 da se rezultat prenese na prostore opStije od metridé-

kih,

R, Caccioppoli {19) i ({20} pokazuje da Banach-ov stav va¥i

1 za one operatore koji ispunjavaju usloev
a(A"x, A%y) & epd(x,v),

gde je ;; Ch 4L w00,

Jedno direktne proSirenje Banach-eweg stava u okviru pet-

punih metri¥nih prostora dae je M. Edelstein {32}, Keristeéi
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pojam ?—lanéastog metrilkog prostora on dobija stav o nostojanim
talkama operatora koji su kontrakcije saﬁb za dovoljno bliske tad-
ke.Milosav Marjanovié [76] uvodi pojam (U,q,k)~kontrakcije, daje
nemetridku formu pojmu &-landanosti i1 tako proSiruje rezultat

Edelstein-a.

E, Rakoach [84) uop¥tava Banach-ov stav na cne operatore kod
kojih je koeficijent kontrakcije za svaki par taldaka manji od je-
dan ali je supremum svih tih koeficijenata jednak jedinici. Ovo

dalje uop¥tavaju D. Bovd i J. Wong u {13] 1 J. Wong u [100].

M, Edelstein [33) pro¥iruje rezultat Banach-a na kontraktiv-
ne operatore, ednosno na operatore kod kojih‘je koeficijent kontra-~
kcije jedinica, uz jedan dodatni uslov (koji je kod kompaktnih
prostora ispurijen). Ovaj rezultat Edelstein-a, W. Kammerer i R.

Kasriel [49; uop¥tavaju na kompaktne uniformne prostore.

U svdjoj doktorskoj disertaciji {4] 1 radu {5} D. Bailey do-
bija Banach-ov rezultat za neprekidne operatére u kompaktnim me*
ri¢kim prostorima koji ispunjavaju slabiji uslov kuntraktuvnosti
nego 8to Jje onaj koga lspunjavaju operatori koje je pousmatrao

M, ®delstein u [331.

PoJam kontraktivnosti drugadije prirode od napred izloZenih
uvelil su nedavno L, Belluce i W. Kirk LS;. Oni razmatraju opera-
tore koji imaju svojstvo da umanjuju dijametar orbite o(x) =
= { X,AX, ..., Anx, ool svaké tadke x 1i.,uz dodatne uslove. dohii-
ju rezultate slidne Banach-ovom stavu, Dalja igtraéivanja u tom

pravcu vr¥e pomenuti autori u 19} i W, Kirk u {54},

Koristedi &injenicu da se uniformni prostori mogu rekonstrui-
sati dovoljnim mnostvom kvazi metrika, a lokalno konveksnivline—
arni topolodki prostori dovoljhim”mnoétvom semi normi, N; Cheor-

ghiu {23] uopstava Banach-ov stav na uniformne a A. Deleanu i G.
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Marinescu {301 na 1nkalno konveksne linearne tnpolodke prostore,
ﬁénjajuéi jedan uslov u stavovima Deleanu-a 1 Marinescu-a, Olga
Had#1ié i Bngoljub Stankovié [43] dobijaju stavove op¥tije formula-
cije 1 navode primenu tih stavova na reSavanje operatorskih dife-

rencijalnih jednadina.

Istra¥ivanje postojanih tadaka monotonih operatora koji pres-
likavaju uredjene skupove u sebe same Jje tredi pravac u teoriji
postojanih taaka. Ovde je osnovan klasiéni rezultat A, Tarsky-og
196) da skup postojanih ta®aka uzlaznog operatora koji preslikava
potpunu mreZu u sebe samu je neprazan 1 obrazuje potpunu mreZu.

S, Abian 1 A, Brown {1] uopdtavaju ovaj rezultat na potpune yro--
djene skupove K a Puro Kurepa [67]) na levo, odnosno desno potpune

ured jene skupove,

TepoloS8ki smisao Banach-ovog stava iskazuje se u tzv. obrnu-
tim Banach-ovim‘stavovima. L. Janos [ 47] za kompaktne metrizabil.-
ne a P, Meyers [80] za metrizabilne topoloSke prostore M dokazujn,

da ako operator A
1° ima Jjedinstvenu postojanu tadku p-aM,
2° to0j tadki p konvergiraju nizovi A"x! za svako xeM, 1

30 postoji neka ckolina V taldke p, takva da za svaku okolinu

4 52 svojstvom AV C U za

U tadke p postoji prirodan broj n

svako N>,

tada postoji mettika 4, koja definiSe topologiju identi&nu datc,

u odnosu na koju je A kontrakcija,

Stavove 8ija tvrdnja sadr#i ovde navedena svojstva 1°,2° i
30 zvademo stavovima Banach-ovog tipa. Ostale rezultate sa uvek
prisutnom, u nekom spislw, pretpostavkom o kontraktivnosti zvade-

mo rezultatima tipa kontrakcije.
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2. Cilj ovog rada je nastavak istraZivanja u okvirima rezul-
fata Banach-ovog tipa-i tipa kontrakcije, a koja se odnose na do-
bijanje dovoljnih uslova za égzistenciju‘postojaﬁih i periodidnih
talaka 8ire klase operatora, koji ispunjavaju oslabljeni uslov kon-
traktivnosti. Naime, u radu se takoudje vr$i uopétavanjé Banach-
ovog rezultata prekn radova M, Edelstein-a, E, Rakoch-a, D,Bailey-

a, W, Kammerer-a, R, Kasriel-a i1 M, Marjanovidéa,
Rad se sastoji 1z pet odeljaka,

U prvom odeljku'ispituju se doyoljni uslovi'za egzistenciju
postojanih i1 periodi¥nih talaka jedne klase q—kuntréktivnih’opefa-
tora., Odeljak se zavrdava stavom koji prodiruje rezultat E, Rakoch-
a. Kod svih ovih operatora je mogude vrEiti procenu gredke pribliz-

nog od traZenog refenja jednadine Ax = x,

- Drugi odeljak se sastoji iz dva dela i odnosi se na istraZi-
vanja-dovoljnih uslova za egzistenciju postojanih i periodiénih <a-
gaka operatora kod kojih je, kratko reéeno,'koeficijenat kontrak-

tivnostl Jjednak jedinici.

Treél odeljak je posveden istraZivanju dovoijnih uslova za
egzigtenciju;postojanih‘i periodilnih tadaka operatora koji pres-
likavaju pseudometridki ili Kurepin prostor u sebe sama, gde pseu-

dometrika uzima vrednosti u topolofkom polupolju.

U Zetvrtom odeljku, koji se sastoji iz dva dela, ispituju se
dovoljni uslovi za egzistenciju postojanih i periodidnih tadake
kontraktivnih operatora koji preslikavaju uniformne prostore-u se-

be same,

U petom odeljku dati su izvesni.gtavovi o egzistenciji zajed
nickih postojanih i periodidnih tadaka operatora, Ovaj odeljak je

1 v vezi sa svim predhodnim,
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Na kraju Zelim da izrazim svoje poStnvanje rukovodiocima di-
gsertacije dr Duri Kurepi, profesoru univerziteta 1 dr Milosavu
Mar janovidu, docentu univerziteta, Sto su mi ukazali i1 uputili me
na ovu problematiku. U toku izrade ovog rada oni su pokazali pot-
rebno interesovanje. Ovo je bila velika podrSka za koju ¢éu im u-

vek biti zahvalan,

Moja opredeljenost na probleme topolngije javlja se na pre-
davanjima dr Zlatka Mamuzida, profesora univerziteta, na postdip-
lomskom telaju na Prirodno-matematikom fakultetu, Saradnja sa
profesorom Mamuzidem na Univerzitetu i Odseku ma topodlogiju Mate-

matidkog instituta mnogo je uticala na dalji rad.



I, POSTOJANE I PERIODICNE TACKE GOTOVO q-KONTRAKTIVNIH
OPERATORA U POTPUNIM METRICKIM PROSTORIMA

U ovom odeljku dokazademo nekoliko stavova Banach-ovog tipa
u potpunim metridkim prostorima, odnosno proéiriéeﬁo Banach-ov
étav 1 na operatore, koje smo nazvali gotovo g-kontraktivnl ope-
ratori, koji nemoraju piti kontrakcije ali su takvi da se jos
uvek sééxrvavaju sva tri dobré évojstVa Banacﬁ-ovog stava za kon-

trakcije, naime:
19 Postoji jedinstvena postojana tadka operatora A,

29 Za proizvoljno x,€ Mniz x = Ax . (n=1,2,...) konver-

gira jedinstvenoj postojanoj tadki, i

39 Mogudénost ocene greSke pribliZnog od traZenog redenja jed-

nadine Ax = x,.

Dobijeni stav I.1, o gotovo q-kontraktivnim operatorima je,
kao 8to pokazuje na$ primer I,1, pravo prosSirenje dosadas$njih re-
zultata o pnstojanim talkama operatora kod kojih, na izvestan na-
8in, figurife jedinstven koeficijent kontraktivnosti q «1 (M.Edel-
stein [32] 1 K. Singh {90]). Takogd je ilustrovano kako se pomenu-
t1 stav moZe primeniti na reSavanje integralne jednadine tipa

Volterr-a,

Po¥to je prethodno uveden pojam gotovo (U,q)-kontraktivnog
operatora, dat je stav o periodidnim tadkama takvih operatora,
te tako imamo stav ove vrste 1 2za operatore koji preslikavaju pot-
pun metridki prostor u sebe sama, Posle uvodjenja pojma U-landa-

nosti nekoga skupa, koji je nezavisan od toga da 1li Jje sam skup
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snabdeven nekom strukturom, dokazan je stav o postolanim talkama
gotovo (U,q)-kontraktivnog operatora. Taj stav se nadovezuje na
rad Milosavg Marjanovida 7761, koji je uveo pojmove (U,q,k)-kon-
trakcije 1 U-lanfanosti metridkog prostora,

Odeljak se zavr3ava stavom z@a operatore koje je razmatrac E,
Rakotch 84], Taj stav je jedno prnd8irenje rezultata Rakctich-a sa
preciznijom procenom greSke pribliZnog nd traZenog reSenja Jed-

nadine Ax = x,

Neka je (M,d) metridki prostor 1 neka operatsr A preslikava

prostor M u sebe sama,

Defin é ¢ci1ja.-I,1, Operatur A nagziva se gotovo g-kon-
traktivan i1li gotovo g-saZimanje ako postqji neki realan broj
04q<¢1l 1 ako za svako X,y - M pnstoji prirodan broj m = m(x,y),
koji zavisi od x 1 vy, 1 realan broj D(x,y)?~d(Amx, A"y) tako da

za svakl prirodan broj n>m vredi
(1) d(a%x, A%y) £ ¢"® D(x,y).

5%t ave- I,1. Neka neprekidan gotovo g-kontraktivan opera-

tor A preslikava putrun metrilki prostor M u sebe sama., Tada
1° Operator A ima jednu jedinu postojanu tadku p €M,

2Y Ta postojana tadka p je granidna vrednost niza

(2) XooXy = AX, o0uy X = AX) 4, bl

pri Cemu poletni €lan Xq mo%e biti proizvollan element prostora M.
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30 Brzina kenvergencije X --—p (n > m = m(x_,xq)) ocenjuje

se nejednadinom
‘ . n-m :
d(xn,p),é.~%:€—— D(xo,xl)

Daka z.é Najpre demo deckazati da jé niz (2) Cauchyjev, Ne-
ka sun 1 s prirodni brojevi takvi da je s.n>m = m(xo,xl). Tada
je na osnovu definicije niza (2) 1 relacije trougla

&(xn’xs)gé5d(xn’xn+l) + d(xn+‘1’xn+2) terot d(xé-l’xs)é:

n n n+ n+l
< da(a XA xq)+d(A lxo,A Xq

s=-1 s-1
Y+.,.4+4d(2 xo,A xl).

Yosto je operator A gotdvo‘q-kontraktiﬁén odavde imamc

- - ontlem o ‘ A :
d(xn'ixs) & gt m.D(xo';xl) + fqn . m.D(xo,xl)-&-..;«kqs 1 m.D(xo,xl) &

£D(x,xq) * (PR, gntl-m o,y ST S I
odnosno
(3) d(xn,xs) Z i L(xo,xl)‘

Kako je_%£33qn = 0 znadi, prema (3) da za svaki realan broj

& >0 postoji neki indeks n, tako da za n,s > n, izlazi d(xn,xs)ciﬁ

0
Dakle, niz (2) je Cauchyjev pa zato u prostoru M postoji element.

p=1lim x, .
' ‘y { ,’,f\{) :
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Posto je-operator A neprekidan na osnovu definicije niza (2)

sledi

Ap = A 1im x. = 1im A x_ = 1lim x = p,’
a0 B oMaw B v lx n+l '

t}s P Je ponstnjana talka operatora A.

Doka%ime da je p jedinstveno 1 da ne zavisi od xo.»Aks ume s-

to x_ uzmemu u M element‘xg-# x_, tada istim pcstupkom dolazimo

0 o?

do odredjencg niza x! = Ax? ;, (n=1,2,...) 1 Qo elementa p’=lin x}

za koji je p’ = Ap’,

Kako je A gotovo g-kontraktivan, postoji prirodan broj

s = s{p,p’) sa svojstvom
d(a"p,A"p) £ 48 D(p,p’)
za svako n > s. Zato

a(p,p’) = a(a"p,a"?) < ¢*7%.D(p,p’) >0 kada n—s <
Gaje d(p,p’) = O, 'tj. p’ = P.

Ne Je@nadinu koja slu¥i za ocenu gre¥ke dobijamo iz (3), Nai~-

me, ako u (3) potra¥imo grani¥nu vrednost kada s-+0C dobija se

n-m

alx,,p) % -

1-q ’ D(xo’xl)'=

Ovim je dokaz. stava zavrSen,

Uzimajuéi m(x,v) = O za sve x,y € M i (x,y) = d(x,y), gor-

njil stav se svodi na Banach-ow stav,
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Za sledede posledice gornjeg stava bide nam potreban pojanm
& ~landastog prostora,

Metridki prostor (M,d) je &- lan & a st ako za svako
x,y ¢ M postoji £-lanac L(x,y), tj. konadan skup talaka

x=x0,x1, o e e 9 XS':v
tako da je a(xy_q, X0<E 5 (121,2,¢44,8).

Posledicoa,~-I1,1,2, Ova posledica odnmsi se ha stav
M, Edelstein-a [32, str.8]., Neka je M potpun & -landast metrilki
prostor 1 neka (£ ,q)-uniformna lokalna kontrakcija A preslikava-
nje prostora M u sebe sama, odnosno A je takvo preslikavanje da

postoje realni brojevi £>0 1 0 £ q « 1 sa svojstvonm

(4) 0 <dlx,y)es —»a(Ax,Ay) <& q d(x,y),

Tada postoji jedinstvena talka p £ M sa osobinom Ap = p.
Dok a z.- Fo¥to je M & -landast, za svako X,y ¢ M stavimo
D(x,y) = inf{ - dlx4_;,%;)

gde je infimum uzet pe svim &-lancima L(x,y)vkoji spajaju tadke

x iy,
Lako je videti da iz (4) sledi da je preslikavanje A (unifor-

mno) neprekidno i da ispunjava uslov (1) sa n(x,y) = O za svako

X,y € M, tj,
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a(Ax,Aly) £ " D(x,y)

za svaki pfirodan broj n.

Poysle d:i c a,- 1,1.,2., Ova pnsledica se odnosi na stav
5.2, K. Singh-a [90, str,36 | . Neka je A preslikavanje pctpunog
& -landastog metridkcg prostora M u sebe sama i neka pcstoji
obostranb jednoznaéno-preslikavanje K prostora M na sebe sama ko-
je je takvo da ‘je preslikavanje B = K~k (£ ,q)-uniformna lokal~-
na kontrakcija, Tada postoji jedinstvena pnstojana tadka operato-

ra A,

Dok a z,- Prema stavu Chu-a i Diaz-a {24} preslikavanje A
ima jedinstvenu postojanu talku tada 1 samo tada kada sloZeno pre-
slikavanje K~1ax ima Jjedinstvenu postujanu talku., Kako prema pred-
hodnoj posled4ci preslikavanje B = K'lAK ima jedinstvenu postoja-

nu tadku, sledi tvrdjenje ove posledice,

Primer.- I.1. Navedimo jednosfavan primer koji pokazuje
da postoje takvi potpuni metridki prostori‘u kojima dejstvuju ne-
prekidni gotovo gq-kontraktivni operatori, koji na osnovu stava
I.1., poseduju Jedinstvene postojane talke, all gde nije moguéno

primeniti stav Banach-a, Edelstein-a, niti stav Singh-a,

Neka je M podskup numeridke prave koji sadrZi sve tadke x
oblika (ilz'n) i n=0,1,2, ... 1 tatku O, Na M defini¥imo

preslikavanje A na slededi nadin
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za X =

( g=mtl ™R . n=1,2,...
£~2“n'1 za x = =278 5 n=0,1,2,...
A =‘} 0 za x = 0 |
| :-1 o zax =1

Lako je videti da preslikavanje A rreslikava kompaktan pros-
tor M ns& sebe sama, da jé neprekidno i gotovoe (1/2)-kontraktivno
preslikavanje 1 da je-O jedinstvena ponstojana talka.,

Navedimn primenu stava I,1. na refavanje integralne jednall-
ne tipa Volterra

'
£(x) =2 ) K(x,y) «f(y)ay + &(x).
Ovde su K(x,y) 1 g(x) Jate neprekidne funkcije za acXxzb,
a 4y < b, f(x)-tra¥ena neprekidna funkcija za a ¢ X £b, a A=
proizvoljan parametar, |

Pogmatrajmo neprekidan operator‘A-koji-preslikavé potpun
prostor neprekidnih funkcija Crfa,b] u sebe sama 1 koJi Jje defini-
san na sledeéi na¥in o |

X

Af(x) = :x_.)f K(x,y)f(y)dy + g(x).

Za proizvoljno fi,f2 £ Cia,b] imamo
(5) a(af,,Af,) = maxiAfl(x)-Afz(iﬂlé\}JQKﬁ(x;a)maxQfl(x)-fz(x){ﬁ'

é ))J'KM' (b"a) 0d(f1,f2) y
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gde je

KM = max !x X(X,Y) ‘c

Odavde sledi da je A kontrakcija za V}ié——-;——~ i na osnovu
Ky (b-a)

Banach-ovog stava jednalina Volterra ima Jedinstveno reSenje za
svakn takve A, Pokazademo sada da postoji jedinstveno reSenje

za proizvcljnu vrednost parametra A,

Iz (5) sledi
0 -5)2 |
d(Azfl, Azfz)_é; KZMKMQ-—LEE%l- ‘max | £1(x) - £,(x) 1,
1 uopSte

|21, Kﬁ-(x-—&;)?l

n!

D;%QKﬁ( bea)?
n!

1(A"f,4%F,) ‘max|fq(x)-£,(x)ig a(£q,1,)
Za proizvoljno A postoji prirodan broj m, koji me zavisi od

fl i fz, tako da A ispunjava uslov (1), odnosno da je
2(a%f,,40%7,) & "7 D(£y, 1))

za svako n > m., Naime, taj uslev je ispunjen za m>!AiK;(b-a),

1?E*Km(b-a)

l’}JmKﬁq(b-a)m
q = .

m!

1 D(fl’fz) = a(f{,£,), Znadi, na

m+1

osnovu stava I,1, Volterr-ova integralna jednadina ima jedinstveno

reSenje za proizvoljnu vrednost parametra A,

Napome na,- Kako ovde u izrazu za L(fy,f,) ulazi i
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d(fl*fz)’ 1 m ne zavisi od f; 1 f,, operator A se moZe posmatrati
1 kao operator 8ija je iteracija AKX kontrakcija, Potrebno je za

k ndabrati dnvnljnn veliki broj takav da Je

k!

£ q £ 14p5, str.80-82}

DokaZims da za nperatore knji ne meraju cbavezno biti nepre-
kidni 1 gotovo q-kontraktivni, ali je neka njihova iteracija sa

takvim svojstvima, da tada za njih vaZi stav slidan stavu I,1.

St a v.- I,2, Neka operator A preslikava potpun metrilki

proustor M u sebe sama i neka postoji prirodan broj k tako da jeb

operator A¥ = popo...o0a neprekidan 1 gotovo g-kontraktivan, Tada
'1° Jedna¥ina Ax = x ima jedinstveno reSenje p € N,

2° To re¥enje p je granidna vrednost niza

x, = Ax = A% (n=1,2,...),
pri Cemu X, moée biti proizvoljan element prostora M
39 Brzina konvergencije X, (n>m = max{ m(xo,xr);r=1,2Pu,k})
~ocenjuje se nejednalinom "

n-m
d(xn.,p), < ﬂ.i____ ’D(XU’XI' ),

-q o
gde je

D(xo,xrf) = max {D(xc,xr) i r=1,2,..., k!,
o
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Dok a z.~ Na osnovu stava I.1. oyerater B = Ak ima jedin-

stvenu postojanu tadku p. Dokazademn da je An = p, Ne, kako Je
Ap = ABp = aA¥p = A¥*1 p = a¥ap = Bap,

znati da Je Ap postcojana talka cperatora B, tj. da A preslikava
skup postojanih tadaka uperatora B u sebe sama. Ali, taj skup se

sastojl samo iz jednog jedin>g elementa p 1 zato mora bitil

Ap = p.

Jedinost refenja jednadine Ax = x sledi iz jedinosti reSenja jed-

nadine Bx=x,ier ja Ap’ = p’ sledi Bp’ = aKpr = pr,

Tvrdnja 2° ovog stava sledi iz odgovarajudle tvrdnje stava
Te.1. Nekane X z M pfolzvoljno i stavimo X, = Anko, n=1,2,000-

Prema stavu 1,1, svi nizovi

x ,Bx_, B%x , ..., B%

L 4

o °*

Bx., BX., ..., B"%q, aan

(6) 2

2 Y n
I R O R O BRI A 'S5 EREY

konvergiraju jedinstvenoj postojanoj talki p. Zato isprepletani

niz { x } , formiran od ovih k nizava, konvergira -istoj tagki p.
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Takedje 1 tvrdnju 3° demo dokazati pomodéu odgovarajuée tvrd-
nje prethodnog_stava..Prema-tom stavu za nizove (6) vdaZe relaci-
je

n-m,
d(Ban,p) < Q-i:zl——— . D(XO,XI,) (r = 1,2,...,k)

za svako n > m,, gde je m, = m(xo,xr) (r=1,2,..,k). Kakn Je

0 £q <1, zasvako n ¢ N va¥i

n-mr -

i qn-m
’ D(XO,X ’):

D(x ,x) & 2
1-q °n T 1-q T,

gde Je m = max {m:r = 1,2,,.., &} 1 D(xo,xro) - max | D(xo’xr):

r=1,2,,..,k } , Yrema tome, za 1sprepletani niz { x,in>m? vaZi
n-m '
a .
§to je 1 trebalo dokazati,

Neka je (M,d) metridki prostor, U ¢ M% 1 neka je A preslika-
vanje prostora M u sebe sama, Sledeéi pojam (U,q,k)-kontrakcije

dao Jje Milosav Marjancvié u radu (761,

Preslikavanje A:M-=*M je (U,g,k)-k ontrakecija ako
za svako (x,y) < U sledi (Ax,Ay) € U 1
(7) a(a¥x,4%) <« gemax ! a(alk,aly): 1 =0,1,2,..., k-11,
pri gemu je 0 ¢ q < 1,

Fosmatrajmo jedan op¥tiji.pejam (U,q)-kontrakcije (za k=1)



u smislu sledede definicije.

Definicigja.- I.,2, Neka je U AMQ, q:. u9,1)3 operator
A:M» M nagiva se grtove (U,q)-kontraktivan ako za svako £,v £ I
1 (x,y) = U postoji prirndan broj m = m(x,y) i realan broj D(x,y) s

» a(A"x,A"y) take Ga za svaki prirodan broj n » m vredi

(8) a(ax,a%y) L "™ pix,y),

Doka%zimo sledeédi

St a v.e- 1.3, Neka neprekidan i gotovo (U,q)-kontraktivan
operator A preslikava pctpun metridki prostor M u sebe sama, Ak~
postoji neka tacka X, . M sa svbjstvom da za neki prirodan broj i

vredil

.1 - [N, ‘
{XG,A Xo) =N+ U'tn e N

gde je UM = Uouo, , .0U, tada je skup periodidhih tadaka operatora

A neprazan,

Dok az.- Neka je (xO,AiXO) & U, To znazi da postoji kona-

8an skup elemenata prostora M

takvih da je

(9) (ue_1,9y) & U (k= 1,2,...,3).
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Kako je A gotovo (U,q)~kontraktivan postoje. brojevi

m, = m(uk_l,uk) (k = 1,2,...,3) sa svoJstvom

n-m
k
d(Anuk_lg Anuk) é“ q ’D(uk__,lvl,Ik)

za svako n m (k = 1,2,000,3)

Stavimo m = maxﬁ‘mk:k = 1,2,...J *+ Tada je za n > m

(10) d(Anuk_l,Anuk) & q#—m DD’(uk_l,11k>

m-mk

za svake k = 1,2,...,3, gde je D'(w_1,w) =q Dy g~ "t

Kako je na osnovu relacije trougla

S - - :
' d(xo,A X(\) £ d(xoy u 1)+d( ulg u 2)+o-a+ d( uj_l,A XO')"

prema (9) 1 (10) za svako nl>% imamo
d(Anixn,AniAixo)‘é d(Anix,Ani u1)+d(Ani ul;Ani uz) o+

+d(Ani uj__l, AniAixo) & qnl—m D’('Xo,u1)+qnl"m I)’( ‘al, "'2)-*"":.”,-.‘-

ni- i
+qn mD’( uj“l’Ale)"
odnosno
(11) d(Anixo,A(n+l)ixo) < B LD (x,,a%x ),

gde je
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3
ro(x_,a'x ) = 7. Do( )
D {xg47x,) = i Ug-17 Yg/*

Neka sun 1 s prirodni brojevi takvi da je s>n> ?. Tada je

na osnovu relacije trougla i (11)

a(ax ,4%x ) ¢ d(AnixO,A(n+1)ix )+d(A(n+1)ix ,aln+2) iy x,) oot

+d(As'1)ixo?ASixo) & qni"m.D'(xo,AixO)+q(n+1)1’m.D'(xo,AixO) +

(B-l) i-m 4 (X Ai

Foeost q xo)’

‘odnosno
ni—m |
(12)  a@x,,0%%x) ¢ S0 Dr(xa'x),
1-q1

ni-m

Kako je 1im q = O, zna&i prema (12) da za svaki proizvolj-

AT

no mali realan broj € >0 postoji neki indeks n, tako da iz

sl >ni > n izlazi. d(Anixo!Asixo)~<.S o Drugim reéima, niz

0

I x ni} = Anixoﬁ-je Camchy-ev, pa zate u prestoru M pestejf tadka

= 1im x_, .
e (N ni
Pbéto operator A je neprekidan sledi da je i AiaAﬁAocs-OAi

neprekidan 1 zato imamo

11 ' 1,ni (n+1)
A*p=A" 1im x , = 1im A“A"*xX_ = 1im A b4 im x =
P N0 ni Y\%Igb o '!];Aw =1 (n*l)i P’

ti. p Je postojana taldka operatora Ai, 111, 3te je iste, » Je

periodidna tacdka operatora A, &ime je dokaz stava zavrSen,
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Neka je X *X kombinirani proizvead skupa X sa samim sobom 1

gzXxX,

Definici ja,~ I.3, Skyp S = X naziva se U-lanlast

ako Je

S»SC B i ne Ny,

gde je UM = UoUo...oU,

Stavee I.4, Neka neprekidan operator A preslikava potpun
metridki prostor M u sebe sama, neka je U ) '] q =~ [0,1). Ako jJe

(13) I'(a) = 4 (x,Ax):x < M}CS {0 s n e N}

i ako postoji takav prirodan broj k da je operator Ak=ACA0-.oA
gntovo,(U,q)-kqntraktivan,.tada,za svako xO‘Q Mtniz-ixn§,=ﬁAnxO§
konvergira nekoj postojano] talki operatora A, Ako -je M U«lanlast

tada postoji Jedinstvena postojana tadka operatora A,

Dok a z,~ Neka jJe x, = M proizvoljno i predpostavimo da
Je Bx =‘Akxo # x . Prema (13) sledi da postoji neki prirodan
broj s tako da je (xo,Bxd} e us,

Primenjujuéi za 1 = 1 na operator B isti postupak koji je
izlo%en u predhodnom stavu dokazuje se da postoji element pros-

tora M

p = lim B%x .
‘Y“" . "‘X/ 0
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Zbog neprekidnosti operatnra B = Ak sledi da je p = Bp.
Doka¥imo sada da je p = Ap, Prema (13) pnstoji konadan skup

elemenata p = u_, Ujy eoey Uy = Ap

takn da je ( u; 7, ug) €U 5 1=1,2,...,J. Istim postupkom kao

u prethodnom stavu dokazuje se. da je

1im a(B%p, B"Ap) = O,

YO0

Kako je B=A" 1 p = Bp, za sveko n €N jJe

pa je

]

a(p,4p) a(B%p, BAp)

za svako n € N, Dakle, mora biti

d(vap) = o,

8to dokazuje da niz

X

n
Xy BXjyeney BX 00

konvergira postojanoj tadki p operatura A,

Posto je A neprekidan i Ap = p, tvrdnja stava da niz

* 00

Xy X195 Xoy eeey X0,

konvergira talki p dokazuje se na isti nalin kao tvrdnja~2° sta-

va 1,2,
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DokaZimy sada da ako je M2 = w0 {U%n € N} da tada operatof
A ima jedinstvenu postojanu tadku. Neka su elementi p,p’ « M +ak-
vi da je p = Ap 1 p’ = Ap’. Kako je B gotavo (U,q)-kontraktivan

1 (p,p’) € ¥ 2a neko r & N, sledi

a(p,p’) = a(B"p,B"p?) ~—» 0 kada n —»c<o , odnesno

mora biti p = p’.
Time je stav dokazan.

Kako se lako mo¥e pokazati da iz uslova (U,q,k)-kontrakecije
preslikavanja A sledi da je preslikavanje Ak gotovo (U,q)~kontrak-

tivno, imamo slededu

Posledic u~-1,4,1, Ova posledica se vdnosi na stav
Milosava Marjanovida L76]), Neka je A neprekidno preslikavanje pot-
punog metridkog prostora M u sebe sama, Ako je -A €U,y,k)-kontrak-

cija 1 ako je ispunjen uslov (13), tada za proizvaljno x € M ntz

xo, Xl = A}Co,cpo,, xn = Axn_1, [ )

konvergira nekoj psstojanoj tacki, Akn je M U~landast, tada pos-
tc¢ji jedinstvena postojana tadka, |

Sada éemo razmatrati sludaj kadétje konstanta 04q<1 za-
menjena fukecijom q(x,y) koja ispunjava uslov O .& q(x,y) <1, ali
Je pup 3(x,y) = 1.

Oznadimo sa F =/ q(«,y)} skup svih funkcija q(x,y) koje

zadovoljavaju sledede uslove':

a) ‘q(X,y) =_qfd§x,y)l , tj..q(x,y) zavisi jedino vwd rastoja-
nja tadaka x i y,



b)
c)

a)
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a(d) je monotona neuzlazna funkcija od d.
0 ¢ q(d) 21 ze svako d4>0,

gup qlx,y) = 1.

Dokazademo da vaZi slededi

St av,- I,5, Neka neprekidan cperatnr A preslikava potpun

metri¥ki prester M u sebe sama 1 neka za svako X,ye M & # y) pos-

toji bar jedan broj n € N takav da je da(A™x,A%y) # d(x,y). Ako

postoji talka x_ € M i neki prircdan broj m = m(x ) sa svojstvom

da za svako

1 svaki

(14)
gde Je
10
20
‘30

c =} = = AR
Xi,xj ( O(XO)'—' ;Xo,Xl b AXO"”’xn - A XO,OQQ ?

prirodan broj n 3 m(xo) vredi
. + +1 e
a (AR ixi,An xj) < q(Anxl,Anxj)-d(Anxi,Anxj),

q(x,y) € F, tada

Postnji jJjedinstveno reSenje p Jednadine Ax = x,

To reSenje. - p jJe granidna vrednost niza

X =Anx (n= 1,299-0)

Brzina konvergencije x_ —»p (n>m = m(xo)) ocenjuje se

n
ne jednadinom

[q(xn-l’xn-z)ln-m
1 - q(do)

a(x,p) & max dlxp,x; 1) @

e’

gde- je 4, > 0 proizveljan realan broj.
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D o k a z,- Dokazademo najpre da je

(15) lim a(x,, ) =0.
iy 50 n+1
Za n>m = m(xa) niz dn(xo,xl) = d(AnxL,Anxl) = d(x n+1) je si-

lazni niz pozitivnih brojeva i zato postaji njegeva granilna vred-

nost .20,
Kakn Je dn(xo,xl):>d.prema b) sledi q,(x,,x;)= q(Anx Alx xy) &

4& () za svako n = m, m+l,... Dalje,

d «dy,1(x ,x7) &g (x %) a (x ,x) ¢ q(d)- 3, (x_,%) £ q(eh) o

daje

"1 - qle)id <o,

I

odakle sledi-uL O, tj.

lim d (x_,x-) = 1lim d(Anx JAx ) = lim d(x Yy =0
Y00 or¥1 o 0O ] s A Xn+l

. I
Doka%imo sada da je niz {x,:n > m(xo)f Caucy-jev. Primetimo

da za proizvoljne prirodnc brojeve ‘s:>nﬁ;m vaZi slededa relacija

d(xnfxs)é?d(xn’xn+l) + d(xn+l’ s+1) + 6(xs+l,x ) &

é'd(xn’xn+1) + q(Xn’xs)_'d(xn’xs) + d(xs’xs+l)’

odnosno
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)

dlx,,x ) + alxg,x

n+1 s+1

1 - Q(Xn,xs)

(16)  alx,,x) <
Neka je £>0 nroizvoljno mali realan broj. Prema (15) posto-
ji indeks ng tako da je

_ (B e
1 2?( ) ‘S5 n» o

(17) ﬁn(xj,xl) = a(xn,xn+1)<

Predpostavka da niz ! x4 ny m¢ nije Cauchy-jev znaci da za svako

n piystoji broj r(n) tako da je
(18) d(xn,.xn+p(n)) 2E .

Za 1 > n, , s =n+ pln) relacija (16) postaje

oy s (ny) & ot * Cpen(a)s Fnanued)

1- q(xn’xn+p(n))
‘ 2 d(xn,xn+-3
1- q(xn’xn+p(n})
pa prema (17) i (18) imamo
/ 2 alxy,xp,q) ’ 1-9(%) &
——— ey ﬁ
1°q§3ﬁ’xn+p(n)) 1 “q(xn*xn+p(n))
odakle se dobija relacija
q(xn’xnﬁp(n)) > q(&).

koja je protivna sa (18) i svojstvima a) i b) funkcije q(x,y).
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Znali, niz {Xn:n;;nl}je Cauchv-jev i zato u potpunom prestoru M

postajl

p = lim Xpe
¥y O

Zbcg neprekidnosti operatora A je

Ap = A 1;mpxn = lim Ax = lim x5 = T,
Y-y iX T a0 § e 0

tje P Je reSenje jednadine Ax = x, .,

Talka » Je Jjedina za koju je p = Ap, Jer, ako za neko p’ & M
je p’ = Ap’, tada je a(4"p,A"p’) = a(p,p’) za svako n & N, pa pre-
ma uslovu stava mora biti n? = p, Time smo dokazali tvrdnje 1° 1
29,

Doka¥imo sada tvrdnju 3°. Za svako S'>n'>m(xo) za koje je
d(xn,xs) > dg,

relacija (16), zbog q(xn,xs)ggq(do), postaje

d(xn,x ) + alxg

n+l ’xs+1)

1-q(d,)

£
&(xn,xs) &

odakle se prena (15), pri prelazu na granidnu vrednoStAkada

g -+ dobilja

d(Xn’xn+l)

a(x_,p) & —
n’ 1—q(do)
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Kako je q(d) monotona neuzlazna funkcija, prema (14) odavde sledi

za n >m(xo)

(q(x 10X )] a-n
1 - qa,)

'd(xm’xm+1)’

odnosno dobija se traZena relacija.

Ovim je stav dokazan.,

Posleddica,- I1.5.1., Dva posledica odnosi se na koro-
lar stava 2, E, Rakotch-a 784, str,463). Neka je M potpun metrid-
ki prostorﬁi A preslikavanje prostora M u sebe sama koje ispunja-

va uslov-
(19) d(ax, Ay) < a(x,y) alx,y)

za svako x,y€M, gde je q(x,y)€ P, Tala postoji.je&instvena poS-

tojana tadka.

Dok a z.- Iz (19) neposredno sledi da je preslikavanje A
(uniformno) neprekidno 1 da je uslov (14) ispunjen za svako x € M

sa m(x) = O,



11, POSTOJANE I PERIODICNE TACKE KONTRAKTIVNIH OPERATORA
U METRICKIM PROSTORIMA

Ovde demo dokazati nekoliko stavova tipa hontrakcije. U prvom
delu stavovi se odnose na operatore, koje smo nazvali gotaove kon-
traktivni i gotovo £ -kontraktivni operatori, koji ispunjavaju
uslov 8iri nego 8to Je uslov za kontraktivne i € -kontraktivne

operatore,

Napomenimo odmah da uslov koga ispunjavaju kontraktivni ope-

ratori, odnosno

a(ax,ay) £ d(x,y)
za svako X,y £ M(x # y) 1 kompaktnost operatora .4 koji preslika-
va potpun metrilki prostor M u sebe sama nisu dovoljni za egziste-
nciju postojane tadke. Naprimer, neka je M = Ri = {0,00) skup ne-

negativnih realnih brojeva 1 neka je M definisan operator A na sle-

deéi nadin

Lako Je videti da je
\axy-axgl = (1-e70) 1xp-Xp! < 1xq-xp

(c-tadka izmedju Xq i x2) 1 da je A kompaktan (upravo potpuno ne-

prekidan), ali ni jedan realan broj nije reSenje jedna¥ine Ax = x.
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Med jutim, ako je M kompaktan metridki proster tada se moZe

pokazati (v.(50, str.565)) da
d(Ax,Av) < d(x,y) == a(Ax,Ay) < qd(x,y),

gde Jje q«1 1 ne zavisi od x 1 y.

‘M, Edelstein je u radu {33), knji se &esto navcdi u radovima
o rostojanim 1 periodidnim tadkama, dao neke stavove o pustojanim
i pericdidnim tadkama kontraktivpih i E.-knntraktivnih operatofa
koji preslikavaju metrilki prostor M u sebe sama, Prostor M nemo-
ra biti kompaktan, ali se zahteva jedan uslov koji je kod kompak-
tnih prostora ispunjeh; Naime, zahteva se da je operator A takav
da postoji neki element x4 M sa svojstvom da niz 1A"x} sadr?i kon-
vergentan podniz {Anix}. Takav uslov je uvek ispunjen, nezavisnc
od strukture prostora M, ako se, na primer, za neko k € N operatour

Ak = AOAO...0A svodi na konstantu.

Nag cilj su dalja istraZivanja u pravcu Edelstein-ovih re-
zultata, Takodje se vr8e i ucpStavanja stavova Edelstein-a, kao

#to pokazuje nas$ primer II,1.1.

| U drugom delu smo, oslobadjajuéi se zahteva da je prostor
kompéktan na nalin slidan onom S8to ga je ulinio Edelstein za %on-
traktivne operatore, dobili stavove o prstojanim i periodiénim’
tadkama za eperatore koje je D. Bailey u svojoj disertaciji {4} i
radu [5] razmatfao u kompaktnim metridkim prostorima, uz uslov da
éu neprekidni na &itavom prostoru, Nas primer II.2,1. pokazuje da

su ovde dobijeﬁi rezultati upstiji od rezultata Bailey-a.



II,1. POSTOJANE I PERIODICNE TACKE GOTOVO KONTRAKTIVNIH
OPERATORA

Neka je (M,d) metridki prostor i neka uperator A preslikava

prostor M u sebe sama,

Definicija.- II.1,1, Uperator A se naziva gotcvo
kontraktivan na skupu S & M akn za svako x,y ¢ S (x.# y) postoji
prirodan broj m = m(x,y) sa svojstvpom da za svaki prirodan broj

n 2z m za koji Je Ax # Any vredi

(1) - a(a™lx, 4%*ly) < a(atx, a%y).

Ako je u (1) zaduvoljena i jednakost, tj. ako jJe

(17) a(aMtly antlyy o d(Ax, Aly),

tada se A naziva slabo gotovo_kontraktivan na skupu S,
Definicija,- II,1.2, Neka je realan broj 2> O0; ope-

ratnr A se naziva gotovo £ -kontraktivan na skupu S = M ako za sva-

ko X,y € S 1 0 < a(x,y)<€& postoji prirodan broj m = m(x,y) sa

svojstvom da za svaki prirodan broj n=m za koji je A"x # ATy vre-

di

(2) a(attlx an¥lyy < q(aPx,A%) < d(x,y).

Axo je u (2) zadovoljena i jednakost, tj. ako je
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(27) (A" 1y a0y £ a(aPx,aly) < alx,y)

.

tada se A naziva slabo gotovo £ -kontraktivan na skupu S,

Neka je X topolo8ki prostor i A preslikavanje prostora X u

sebe sama,

Skup svih onih tadaka p&fX sa svnjstvom da za neko x € X je

p talka nagomilavanja niza {Anx} ognadavademo sa XA' t3.
X, ={p:pe{A"x} za neko x € X}

- Akce pri tome tadka x ima joS i svojstvu da za svaki niz
n. '
{4 *x} (i=1,2,...) postoji talka nagomilavanja, tada demo Hakav

skup‘XA oznactavati sa X¥A,‘tj.

A A n., % ' n. |
X={ pipe{A") 1 {A *x} # ¢ za svaki niz {4 'x}}.

St av.e-II.2.1., Neka operatcr A preslikava metridki pros-
tor M u sebe sama i mneka je skup MA neprazan., Ako je A slabo goto-
vo kontraktivan na M i neprekidan i gotovo kontraktivan na M,, ta-

da operatvor A ima jedinstvenu postojanu tadku,.

L ok a zo~ Neka je p é'MA 1 neka je X, takva talka prostora
M da je p tadka nagomilavanja niza {Anxo} . Takvo x_ € M postoji
na osnovu definicije skupa MA~C M i uslova MA £ 4,

Dokazademo sada da je p = Ap. Po predpostaVci p je tadka na-

gdmilavanja niza(7AnxOQ « Znadi, postoji niz pozitivnih celih bro-

Jeva (ng ¢ny< ... < n;<.,.) tako da je
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ny
lim A X, = P.
{~> 00

Zbog neprekidnosti operatora A na M, sledi neprekidnost sloZenog
preslikavanja AS=po040 ee. 24 na M, za svako S €N, Kako je
n ny n

Ap = A lim A ‘g =1im AA 1x_ = 1im A 1x
{00 O (G 0O e 1

to znadi da Ap€&M,,

Ako bi bilo p # Ap na osnovu definicije gotovo kontraktivnos-
t1 operatora A na M, postojao bi broj m = m(p,Ap) sa svojstvom

(3) a(A™lp amlany ¢ a(a%p,a%ap).

Kako je A slabo gotovo kontraktivan na M za svako s;.n;m(xo,xl)

imamo

S 3 n n
a(A%x ,A%xy) £ a(A"x ,A7x

) D

Neka je i1 €N odabran tako da je n; +m+ 1 > m(x_,%q).
| 5 »

Kako je nj,q + m2n; +m + 1 ~m(x,,x;) za svako iz, sledi

ni+m¢1 ni+m+1

Ny, ,+0 Ny, +m
1+1 i+1
(4) a(a X ,A xq) & d(a X,,A X)

za svako 1 z 1. Posto je

n n,+m N, .+m
Ap = A" lim A Tx_ = lim A T x = 1lim 4 17k

]
t»00 2 O o Y
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n,+m+l n, -+m
APpp = A"y - 1im At Tx = 1tm A Tk
100 100
n,+m+1
Am+%Ap =1lim A * X
i 0
prema (4) sledi
: : n, ,+m n, -+m
a(a™p, a™ap) = 1im a(a Tk, At ) g
i-»00 |
‘ n;+m+l n;+m+l m+ 1 m+1
£1im a(4 X, A x;) = a(A™ 7p, AT "Ap) ,

im0

uvdnosno

a(Afp, A%Ap) ¢ a(a®tlp, aTlzp),
$to je protivno sa (3). Znadi, predpostavka da je p # Ap nije
ispravna. Time smo dokazall da je p postojana taclka,

LokaZimo sada da je p jedina postojana talka operatora A,
Jedinost talke p sledi zbog gotovo kontraktivnosti operatora 2

na skupu M,. Ako je p’ € M takvo da je p’ = Ap’ tada je p’ € M,

Neo, kako je

a(ap an*tlos) = q(a%p,A"p?) = a(p,p’)

za svako n € N, sledi da je p’ = p.

Tako je stav dokazan.

Posledica,- II.1.1.1., Neka operator A preslikava me-

tr18ki prostor M u sebe sama, Ako postoji obostrano jednoznalno
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preslikavanje K prostora Mna sebe sama sa svojstvom da je presli-
kavanje ‘B = k~1 ax slabo gotovd kontraktivno na M, skup MB nepra-
zan 1 B neprekidno i gotovo kontraktivno na MB, tada postoji jedin-

stvena postojana tadka operatora A4,

L ok a z.- Prema stavu II,1,1. operator B ima jedinstvenu
postojanu talku p. Ié ¢injenice da operator A ima jedinstvenu pos-
tojanu tadku tada i samo tada kada operator i AK ima jedinstve-
nu postojanu taéku sledi da je Kp jedinStvena postojana tadka ope-

ratora A,

Posleddica,- II.1.1.2, Neka u kompaktnom metridkom
prostoru M de jstvuje slabo gotovo kontraktivan operator A, Ako je
A neprekidan 1 gotovo kontraktivan na MA’ tada operator A ima je-
dinstvenu postoyanu tadku p 1 za svako x&‘M'je 1im APx = p,

n-»o0

Doka Ze= Zbog kompaktnosti prostora M sledi da za. proiz-

voljno x £ M niz iteracija}{Aﬂx} ima bar jednu talku nagomilava-
n .

njap=1lim A ix. Prema dokazu stava II,1.1, sledi da je p jedin-
j=a ‘ ' '

stvena postojana taclka,

DokaZimo sada da

ny s n
(5) p=1lim A "X=sp= lim A"X,

pign 19.9] n-—od

Kako je niz realnih brojeva d d(p,%%x) =a(APp,Ax) za n> m(p,x)

n
monotom i sadr#i kofinalan podniz 4, = d(p,4 %) koji konvergira
i
nuli, sledi da i sam taj niz konvergira nuli, tj. da je p=lim APy,
n-—r»00
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Posledica,-II,1,1.3, Ova posledica se vdnosi na stav
M, Edelstein-a [33,’str.741 -, Neka je M metrilki prostor i A kon-
traktivno preslikavanje prostora M u sebe sama, ndnosno takvo da

je za svako X,y € M(x#y)

(6) d(Ax,4Ay) < dlx,y).

Ako postoji takvo x € M da nig iteracija-{Anx} sadrZl konver-
o n,
gentnl podniz {A 1x } , tada preslikavanje A ima jedinstvenu pos-

tojanu tadku.

Doka z,- Iz (6) neposredno sledi da je operator A (unifor-
mno) neprekidan na celom prostoru M i da na M ispunjava uslov (1)

n
L=

sa m(x,y) = O. Uslov da je za neko x € M 1lim 4 p €M znadi da

i«)l by
je M, neprazan,

Posledica,— II,1.1.4, Ova pnsledica se odnosi na
stav 7.l.lK. Singh-a [ 90, str.39) -. Neka je A preslikavanje met-
ri¢kog prostera M u sebe sama 1 neka postoji obostrano jednoznagd-
no preslikavanje K pfostora M na sebe sama koje je takvo da je

preslikavanje B = k-1 kontrakti?no, tj. da ispunjava uslov

a(Bx,By) < a(x,y)

za svako X,y € M(x # y). Ako postoji tadka x = M takva da niz ite-

, n n,

racija {B"x} sadr?i konvergentan podniz { B ix }, tada je p=lim B
i-on)C

Jeéinstvena postojana tadka operatora A,

Primer,- II.1.1. Ovaj primer pokazuje da postoje opera-
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tori koji ispunjavaju uslov (1) ali nije moguéno odabratl m tako
da ne zavisi od x i y, tj. da je wsup mlx,v) = ov. .
x,yeM
Neka je M pcdskup euklidéke ravni definisan sa
X = cos 8

(x,v): 3 8=0, % =
y = sin © 2

S’T

M= 5 neN p.

o

Preslikavanje A prostora M na sebe sama defini8imo na slede-

41 nadin:

. il
{ ég;l za 8 = el n=1,2,e..
c [ 5
- 25_1 za 8 = - én ; n =2,%3,...
A9:<' .
g za 6 = -
2 2
\ 0 za 8 = 0

Ovde je preslikavanje A aneprekidno 1 gotovo kontraktivno na
potpunom prostoru M gde je jo¥ ispunjen uslov MA # &, Zato na os-

novu stava II.1.1. postoji jedinstvena postojana talka.

5t av,- II,1.2, Neka operator A preslikava metridki prostor
M u sebe sama i neka je skup MA neprazan. Ako je A slabo gotovo
¢ -kontraktivan na M i neprekidan i gotovo ¢&-kentraktivan na My,

tada jé skup pefiodiénih tadaka nepraszan,

Doka z,~ Neka je p € M, 1 neka je x £ M takva taldka da je

n
p-‘j=f lim,»A ix '. (nl'< n‘2 “‘".g, o< nj;<" . 0') .

)
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Tada postoji broj i, € N takav da je

-

n o
a(p,A ix) < —

za svako 15 1oe Stavimo r = nio+1, 8 = nio+2 ,
y = Ax 1 z = 45k = Aky. Tada je
(7) aly,z) = d(A¥x,45x) ¢ a(a%x,p) + d(p,A%x) < £.

Tokazademo da je Akp = D,
Predpostavimo da je A¥p # p., Kako je A neprekidan na M, ne-
prekidan je i operator A¥ na M,, pa je

n n.+k
Akp = Ak lim A ix = lim A i X ,

o hiagp S
tj. Akp&MA. Zbog gotovo € -~kontraktivnosti A na MA i Akp # 'p sle-

di da postoji prirodan broj m = m(p,AXp) sa svojstvom
(8) a(amt iy amtlakoy o q(alp, aTakp),

Neka je i, takav da Je n; =-r + m+ 12 n(y,2z) i stavimo

1
1, =max {1, 1;}.

Kako je n.

j47 - T tm2n; +1 -1 +m zasvako 1€N, zbog (7]

1 slabe gotovo & -kontraktivnosti A na M imamo

n ~-r+m n, $¥ler+m n,+l-r+m
(9) d(Ani+1"r+mV,A i+1 z) < (4 i v, A i 2)

za svako 1 2 i,, Podto je
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n, n. : N ~=T B C SR,
APp=AT 1im A 1x=A% 1im A TF1x=AT1im 4 T y=1im 4 PTD Oy,
£200 100 o0 400
n.-r+m+l
Am+lp = 1im A * v,
300
n,,--r+k n. ,-=r+m
AmAkp = Am+kp - Am+k1im A i+l ’Z= jqim .A. i+1 Z,
o =0
n,~r+m+l
Am+1 Akp = 1im 4 1 zZ

prema (9) sledi:

n, --r+m n, K -=-r+m
oo
n, +l-r+m n,+1l-r+m
< 1im a(a * y,A T z) = a(a™ip, amtl akpy

00

5to, je protivno sa (8). Znali, Akp = p 8ime je stav dokazan.

Yosledica,-— II,1,2.1, Ova posledica se odnosi na stav 2
M, Edelstein-a [ 33, str.76] -, Neka je M metrilki prostor i A pres-
likavanje prostora M u sebe sama., Ako postoji realan broj £>0 ta-

kav da

(10) 0<d(x,y)c & = d(Ax,Ay) Z d(x,y'); X,y € M,

1 ako za neko x € M niz iteracija { Ax } sadr#i konvergentan podniz,

tada je skup periodiénih taclaka neprazan.
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Dok a z.~ Lako je videti da iz (10) sledi da je preslika-
vanje A neprekidno na celom prostoru M i da na M ispunjava uslov
(2) sa m(x,y) = 0. Uslov da za neko x € M niz {APx} sadr®i kun-

vergentan podniz gznac¢i da je skup MA neprazan.

St av.-II,1,3, Neka cperator A dejstvuje u metridkom pros-
toru M, Ako je A neprekidan i gotovo & -kmntraktivan, tada je skup
periodi¢nih tadaka zatvoren, Ako je M kompaktan, tada je skup pe-
riodi¢nih taiaka nepfazan i konaéan 1 z6 svako x &€ M bostoji pe-
riodidna tadka p 1 prirodan broj k tako da niz{.Ankx} (n=1,2,...)

konvergira talki p.

D ok a z,- Predpostavimo da je MA neprazan, Prema dokazu
stavaIL 1,2, svaki element p £ M, je periodilna talka, Znaéi, skup
svih periodiénih tactaka je tadno skup M,. Neka je q tadka nagomi-
lavanja skupa MA’ Treba dokazati da Je q”eMA’ tj. da postoji neka

tadka X € M takva da je q tadka nagomilavanja niza {Anxol

Neka je V(q,d ) (0<d<& ) proizvoljna okolina tadka q 1 K
proizvoljan prirodan broj. PoSto je q talka nagomilavanja skupe

periodicnih talaka sledi da postoji takvo x da je

-

a(q,x) < S-

i da je Akx = X za neko k¢ N, Neka je ng takav prirodan broj da
Je nokzzmax{ K,m(q,x)} . Tada na osnovu gotovo £ -kontraktivnos-

ti operatora A imamo da jJe

o

nok nok ' nok .
a(a © q,a % x) = a(a © q,x) ¢ a(g,x)< -

N



46

odakle sledi

J

nok nk o ¢

nok ~
L °%0cevV(q,c).

Time smo dokazali da je g tadka nagomilavanja niza?_Anq}‘, odncs-
no da q pripada skupu MA’ Dakxle, skup periodiénih tadaka je zétvon
ren,

Doka¥imo sada da ako su p 1 g takve da je p = A¥p 1 q = 45g
1 ako je d(p,q)¢ £, da su tada talke p i q identiZne, Zaista, kako
je d(p,q) <€ i d(Anksp, Anksq) = d(p,q) za svako n &€ N, na osnovu

gotovo £ =kontraktivnosti operatora A sledi p = q.

Neka je { V(p, £):p €M, } otvoreni pokrivaé skupa M. PoSto je
MA zatvoren pndskup kompaktnog prostora M sledi da je MA kompaktan
1 zato ovaj pokrivacd sadréi konadan podpokrivaé.rPrema pokazancm
svaki &lan ovog podpokrivada saéiii samo po jednu periodidnu tad-

ku, odakle sledi da je skup periodidnih tadaka konalan,

DokaZimo sada da za svako x ¢« M postoji p « My 1 ¥ € N tako

da Je

1im &"%x = D.
A 0

Neka je x proizvoljna tadka kompaktnog prostora M, Tada po-
stoji tadka nagomilavanja p’< M niza { Alx , koja je periodidna,

Znatl, za neki prirodan broj k je'Akp’ = p’,

Kako je
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k-1
{ AﬁX} = 2/ { Ank-lx ) (n=1,2,000),
1=0

tadka p' Je tadka nagomilavanja niza Ank"iox} za neko 0 ¢ 1, k-1.
i
Tada Je talka p = A Op’ tadka nagomilavanja niza { Ankjc} - za prc-

izvoljno 0K G<E postoji broj n, tako da je

n k
a(r,a ©x)<S<§,

Kako je Akp = p 1 A gotovo & -kontraktivan sledi da za svako
n
nzn  + % m(p,A © x) imamo:

. : : n.k .
d(Ank nokpiAnkx) = d(p’AnkX) < d(p,A ° X)( 6.~

Iz proizvoljnosti broja 55 sledi da je

lim A™x = p,

N
Ovim je stav dokagzan.

Neka je (L) klasa ¢ -landastih metridkih prostora M sa svoj-
stvom da za svako X,y € M -postoji neki &-lanac Lo(x,y)=;’_'meo, I e
=y } na kome je postignut inf{z d(xi-—l’xi)} uzet po svim & ~-lan-
cima L(x,y), tj.

0,

7_: ﬁ(xi-1’xi> = inf ¢ ?.Jd(xi-l’xi) ;

w1 L(x,y)

St ave- II,1.4, Neka operator A preslikava ¢ -landast me-

tridki prostor M klase (L) u sebe sama i neka je skup M, neprazan,
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Ako je A gntovo ¢E-kontraktivan na M i neprekidan na MA onda pos-

toji jedinstvenarpostojana‘taéké.

Dok a z.~ Neka je p £ MA' Na osnovu stava I1,1,2, postoji
prirodan broj k sa svojstvom Akp = n, Dokazacemo da je p Jjedina

talka sa navedenim svojstvom,

Yredpostavimo da Jje p’ # p takva tadka prostora M da je

s¥pr = pr 1 neka je LO(P,P’) =ip= XosXyseees®p = p’)

¢~lanac sa svojstvem
r
- = 3
] a(xy_q,%x;) = inf LAz _1,%) § .
T L(p,p’)

Kako za svako 1 = 1,2,..., T Je d(xi_l;xi)‘if., na oshovu
gotovo E-kontraktivnosti operatora 4 sledi da postouje takvi bro-
jevi my = m(x;_4,%;) (1 = 1,2,...,7) da je za svako n > my

d<AnXi—1,Anxi) < d(xi""l’xi) (i = 1,2,00;,1')-

Neka je m = maxim; ¢ i = 1,2,...,r}.Tada je

d(Anxi_l,Anxi) < d(xi~1’xi)

za svako n> m, Neka je n, takav prirodan broj da je n k> m, Tada

£ =lanac

n n \
X , A kal""’ A ka = prj

k
07X s

Ly (p,p’) ={p = &7
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za svako n>n(i = 1,2,...,r).

Kako je d(p,x1)<£ prema uslovu stava postoji tadka nagomila-~

k~1
vanja ¢’ niza {Anxl} :gJ/{Ank+i
i=o

q’ tadka nagomilavanja niza {Ank+i0x1} + Zbog neprekidmosti opera-

x;! . Znali, za neko 0£1 < k-1 je

tora AK~1o je tada tadka ¢ = Ak-ioqi tacka nagnmilavanja nigza
{Ankxl} » Na osnovu stavalIl.l.2. g je periodidna i kakc je da(p,q)<i

sledi da jJje q = p.

Odavde sledi da mo¥%emo odabrati prirodan broj n.> % tako da

Je
n k
d(P,A ° Xl) <6 - d(Xl,X2)~o

No, tada bi imali

n k

nok nOk nOk °
a(p,4 ° x,) < d(p,4a xq) + a(hA P x,2 P x,)<

nok .
(d(p,A Xl) + d(XI,X2)< (;q

pa bl £ ~lanac

n k n_k n_k
p==4a?9 xO,A © Xogeosyh © X, = p’
bio £-lanac sa s =T - 1, §to je protivno sa (11). Znadi, talka
p je Jedina postojana talka operatora Ak. Odavde sledi da je p

Jedinstvena postojana talka i operatora A,

Posleddica., II,1.5.1. Neka operator A preslikava kom-

paktan #-lanlast metridki prostor M u sebe sama. Ako je A gotevo
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& -kontraktivan na M i neprekidan na skupu M pe tada postéji jedin-

stvena postojana tacka.

Posledica,-I1I,1,5.2, Ova posledica se odnosi na stav ?
M, Edelstein-a {33, str,78! -, Neka preslikavanje A& preslikava & -la-
ndast metridki prostor M u sebe sama i neka je za neko x &M

n
lim A ix = p &M, Ako za svako X,y &M vredi

J e

0 <d(x,y)E == a(Ax, Ay} < a(x,y)

i tadka p ima kompaktnu sfernu okolinu poluprelnika r 3£ , tada

je p jedinstvena postojana tadka.

II,2 POSTOJANE I PERIODICNE TASKE UOPSTENO KONTRAKTIVNIH
OPERATORA

Neka je (M,d) metridki prostor i neka operator A preslikava

prostor M u sebe sama,

Definicija.~II,2,1, Operator A se naziva uopSteno
kontraktivan na skupu S=M ako za svako X,y € S(x # y) postoji priro—

dan broj m = m(x,v) koji zavisi od x 1 y, sa svojstvom
(1) a(aPx,A"y) < a(x,y).

Ako je u (1) zadovoljena i jednakost, tj. sko je

(1) a(a™x,a%y) < a(x,y)
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tada se A naziva slabo uopSteno kontraktivan na skupu S.

Definicija,- II.2,2, Neka je recalan broj £>0; npe--
rator A se naziva uopSteno ¢, ~knntraktivan na skupu S < M ako

za svako X,y € S postoji neki prirodan broj m = m(x,y) sa svojst-

vom
(2) 0 <d(x,y)<” =a(a,4"y) < alx,y).

Axo je u (2) zadovoljena i jednakost, tj. ako
(27) O<d(x,y)<é:’ryd(.&m}{,ﬁmy) % d(x,y),

tada se A naziva slabo uopS8teno & -kontraktivan na skupu S,

St av.,- II,2.1, Neka operator A preslikava metridki pros-
tor M u sebe sam:i neka je skup M4 neprazan, Ako je A slabo uops-
teno kontraktivan na M 1 neprekidan i uopSteno kontraktivan na

M*A, tada operator A ima Jedinstvenu postojanu talku,

Doka z.- Neka je p & M4, Prema definiciji skupa M*a posS~
toji tadka x_ € M sa svojstvom da je p tadka nagomilavanja niza
n, , '
{énxo} i da za svaki niz iteracija {4 lxg} postoji tadka nagomila-

0

vanja u M,

Dokazademo najpre da postoji bar jedna postojana tadka., Sta-

vimo Xl = AXO.

n n

Ako za neki prirodan broj n, je 4 %xj = 4

0 .
X1 tada je

n

A OXO nepokretna talka, jer je omda
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1 gornje tvrdjenje bi bilo dokazano. Predpostavimo zato da Je

Anxo # Anxl za svaki prirodan broj n.

Kako je A slabo uon¥teno kontraktivan na M i x £ x; postoji
prirodan broj m; = ml(xo,xl) takav da je

m m
a(A 1xo, A 1xl) £ ax ,xq).

Predpostavimo da je my odabran tako da je to prvi, odnosno
najmanji broj sa navedenim svojstvom i stavimo ny = my.

n
lxo £ A 1x1 iz istog razloga postoji - predposta-
n n
1x LA 1
V)

n
PosSto je A
vimo najmanji - prirodan broj m, = mz(A x1)~sa svojstvonm

M,y N mH n n n n n
2, M, My L 2 2 : 1 1
a(a “A "x ;A4 “A "xq) = a4 “x A “x;) «d(h x4 xq),

gde je N, = nq + My,

Predpostavimo sada da su

D ¢ np L "f‘ni

veé definisani prirodni brojevi. Tada demo odabrati najmanji pri-

o ni n1 .
rodan broj m;,q = my, (4 "x_,A *x;) sa svojstvem

i+l

m. n. m n. n n

1 staviti

A T S S
)
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Napomenimo da ovakodefinisan niz ima svojstvo da za svaki
njegov podniz {ni } (j=1,2,...) 1 bilo koji prirodan broj K vre-
J
di

n. .
i ig K K
(3) ni_zK'zéd(A jxo,A~ Jxl) £ aa X, ,Ax

).
3 1

n, ,
Neka je sada p talka nagomilavanja niza { A le} . Tada po-

stoji podniz

Ny,
{4 9 (n >n.
toga niza sa svujstvonm
Ry,
p=1lim 4 3xo .
J-veo

Po3to jJe ;;&MﬁA i A neprekidan na M*A sledi

. ny .
Ap = A lim A Jx_ = lim 4 JAxO = lim & Jx;
i zato
Ap en®4a,

Dokazademo sada da je Ap = p. Ako je p # Ap na osnovu kon-
traktivnosti operatora A na B*A sledi da postoji prirodan broj

m = m(p,Ap) sa svojstvom
(4) a(A™p,A"Ap) < d(p,4p).

Kako je nj ;,nij + m za svaks j&N, prema (%) sledi

154m
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0y | ny n; +m ny; +m
+(5) a(a x4 T3y ca(h T x4 Y xp)

za svako J €N, PoStc je

| 0, By
Ap = A 1im A Yx_ =lim A JAx_ = lim A 3+mx1 ,
Joe Jr o0 Jroo
n, +m
A"y = 1im A Y X s
J»o0
ny +m+1_ ny +m
AMAp = 1im A I x =1lima I x
- roe, 00
prema (5) sledi
n, n
loim ij+ _
a(p,Ap) = 1lim a(a J X sk mxl)ék
Jroy
n 1 +m n i +m

£lina(a I x4 9 x) = a(alp,aMap),

St
adnesno
a(p,Ap) % da(a™p,AMAp),

¥to je protivno sa (4). Znadi, mora biti Ap = p, tj. p je posto-

jana tadka.

Jedinost postojanja tadke sledi iz uop3tene kontraktivnosti
operatora A na M¥a 1 Cinjenice da M*A sadr?i. sve postojane tadke.
Zaista, ako je p’ takva tadka da je Ap’ =Ip’ 1 p’ # p tada mora

pnstojati prirodan broj s = s(p,p’) sa svojstvom
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a(a%p,4%p*) < a(p,p’)

§to je nemogude, jer je
a(45p,4%p*) = alp,p’).
Time je stav dokazan,

Posledica,- I1,2,1,1. Neka operatnr A preslikava met~
ri8ki prostor M u sebe sama, Ako postoji obostranu jednoznalno pre-
slikavanje K prostora M na sebe sama sa svojstvom da je preslika-
vanje B = Kk~ 1ax slabo uopSteno kontraktivno na M, skup MXB nepra-
zan 1 B neprekidno i uopSteno kontraktivno preslikavanje na MKB,

tada postoji jedinstvena postojana tacdka operatora A,

Posleddica,- II,2,1.,2, Ova posledica se odnosi na ko-
rolar 2, stava 1.D,Bailey-a [5, str.102).- Neka preslikavanje A
preslikava kompaktan metridki prostor M u sebe sama., Ako ‘je preslika-
vanje A neprekidno i uopSteno kohtraktivno na M tada postoji je-

dinstvena postojana talka.

Navedimo primer nekompaktneg metrilkog prostora M u xome dej-
stvuje uopfteno kontraktivan operator A koji nije neprekidan na
M ali su ispunjeni svi uslovi naseg stava II,2,1, 1 A ima jedinst-

venu-postojanu tafku,

Primer.- I1,2.1, Neka su u euklidskoj ravni zadati sku-

povl
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B, ={(n,1); 1=-1,0,1}; n=1,2,...,

Cp =1 (5 T )0 1= 0,12, .,mhs{(5-,00}5 n=1,2,..,

¢ ={(,t-L):1=0,1,2,...}v{(0,0)} .

. - J A .
Stavimo M = (» Bn)\./ (M Cn) s C_i na prostoru M definiSimo

T EN

operator A na slededi nagin:

Za tadku (p,q)iBn(n=1,2,...) stavime A(n,1) ={(n,i-1) za
i=0,11A(r,1) = (n-1,1) za 1 = -1, Ako je (p,q)QCn(n=l,2,...»)

1 _

stavimo A=, =5 ) = (-, =) za,oé-i<n,-.A<2—3;" -ﬁs =

- (L oAl o)=(l L. 1 _ 1y o1 _.1

= (2n ,0) 3 A(2n ,0)=( SR T on ) ;A(zn ) - o ) __(2n , Z.i___i)
- 1 _q) = (1 1

za O<i€n, a zai=0 A( el 1) (2n+1 1 T ),

Za (p,q) & C, defini¥imo A na ovaj nalin:

L)

- za
2 i“l

A(Oo—%‘i') = (0, ~1) za 1 = 0,1,2,..., 4(0,- .éli-_)=(o,_
1 =1,2,,..3 4(0,-1) = (0,0) i A(0,0) = (0,0),

St ave- II,2.2, Neka operator A preslikava metrilki pros-
tor M u sebe sama, 1 neka je skup M*a neprazan, Ako je A slabo
uopSteno € —xontraktivan na ‘M i neprekidan i uupSteno ‘S-kontrakw
tivén na ¥¥4 tada je skup periodidénih taaka neprazan, Ako je M

kompaktan tada je skup periodiénih tadaka konadan,
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Dok a z.- Neka je ;%)§M¥A i neka je x €M takva talka da je

R ¢ S
P, talka nagomilavanja niza 1Anx} i da svaki podniz {4 lx}~ima

talku nagomilavanja, Tada postoje prirodni brojevi r £s takvi

da je

d(pO,ArX) < -%-— 1 d(pO,ASx) <—¢é- .
Stavimo

k=8 ~r, y= A'x 1 z=45%= Aky.
Tada Je
(6) d(y,z) ¢ a(ATx,p) + d(p,A%x)< & ,

DokaZimo da postoji bar jedna periodilna tadka, Ako je
n n n
A oy = A "z za neki prirodan broj n, tada je A Oy periodiéna tad-

ka, Jer Jje onda

n n n n
AC =4 0% =21 OAky = A¥p Oy

1 gornje tvrdjenje bi bilo dokazano. Predpostavimo da je AMy#A"z

za svaki prirodan broj n.

Kako je d(y,z)< €& 1 A slabo uopSteno € ~kontraktivan na M
istim postupkom kao u stavu II,2.1. odaberimo niz prirodnih bro-

jeva {ny} (n:L £ np&...&n; < ...) tako da je

n n NA n n. N,
aly,z)3 d(a Ty,a 12) 2 a(a 29,4 %2)3 = 3a(h 1y,a 1) ...

1 da niz {n;;, a odatle i svaki njegov podniz {ni.} ima svojstvo
J
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(3), tj. da |
' n n,

- i. 1. K K ‘
n, 3K == a(A Jy,a Jz) € a(aty,4%z),
3

n,+r ny
Neka je p tadka nagomilavanja niza { A x} =44y},

tj. neka je

ny .

p=1lim A Jy .
3400
Istim postupkom kao u stavu II,2.1, dokazuje se da je

. +
n ng . k

i
p=1im A Jz=1im A 3 y = a¥p,
Froa J»o0

odnosno da je p periodidna talka operatora A,

DokaZimo sada da ako su p % q periodidne tadlke da tada mora

biti

d(p,q) 2 €.

Predpostavimo suprotno da jevAkp = p, Asq =q 1 d(p,q)(E‘.

Neka je 0 € i < ks - 1 takav priredan broj da je
io io s i i s )
(7) a(A °p,A y) = min ‘\_d(A p,ATq): i =0,1,2,..., kg-1},

Kako Je
ib i, . -
d(a °p,a %) ¢dlp,q) <=

: : i i
sledilv bi da postojl prirodan broj m = n(A op,A oq) sa svojstvom

: 1 1 i i
(8) a(a™a ®p, A% °g) < a(a %p,a %),
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: : m+1 N
Medjutim, kako je m + io = nks+j (n =[ vkso ] , 0€ j<%ks-1) 1

Anksp =, ; Anksq =q , iz (8) sledi
Lo 3o miq i S a3 |
d(A °p,& Pq) > a(A™10p, A% 40q) = q(Adp,adq) -

(0 £ j < xs-1), 8to je protivno sa (7).

Jo& §e estalo da dokaZemo da ako je M kompaktan prostor da
je tada skup periodidnih tadaks *P konadan, Veé 'smo dokazali da

je ovaj skup neprazan 1 da je

i(p,a) > £

za svako p,q €P (p;éq)-. Kako je P podskup kompaktndg prostora M
sledi da je P totalno ogran‘iéen,» To znadi da za proimol’jno £>o0
postoji konadno mnogo tadaka p‘ié P(1 = 1,2’,...,n) sa svojstvom’

da je
PO\ V(Pi, )’
i=1
gde je
V(pi!é) =£ x: d(pi!x)<6 ’ XeM} (i = l,Z,Ono,n‘)b

Kako je ¥ f\V(pi,a) = p, (i=1,2,...,n) sledi da je P konadan,

Pesledica,- II,2,2,1. Ova posledica se ®dnosi na ko-
rolar 2, stava 2. D, Baile'y-a [5, str.105) -. Neka operator A pres-
likava kempaktan metrilki prostor M u sebe sama., Ako je A nepreki-

dan 1 uopSteno £ - kontraktivan na M tada je skup periodidnih

talaka neprazan i1 konadlan,



III, POSTOJANE I PERIODICNE TACKE KONTRAKTIVNIH OPERATORA
U PSEUDOMETRI@KIM ILI KUREPINIM PROSTORIMA

éinjenica‘da pustoje topolodRki prostori koji nisu metrizabil-
ni nametnula je uvodjehje neke ofétije "metrike" u odnosu na koju
bi 1 takvl prrstori bili "metrizabilni", Takvu metriku prvi je uveo
Duro Kurepa 1934,godine u fadu[’60} i dalje razradjivao: u radovima
[61], [62), (63}, (65} 1 [66]. Vrednost ovakve "metrdke su u nep-
raznom skupu M koji je snabdeven strukturom manje bogatom nego pro=-
1

stor nenegativnih realnih brojeva Ry , & u specijalnom sludaju M

mo% biti R} .

Skup M se odabira u zavisnosti od posmatranog pros-
tora S, koji se tada naziva pseudometridki prostor i oznadava sa

(s,d,M), Sta vise Zlatko Mamizid je u radu [71] pukazao da se sva-
ki okolinski prostor moZe rekonstruisati jednim simetridnim i jed-

nim antisimetridnim apstraktnim razmakom.

Pseudometridki prostori su na¥li Siroku primenu i u numerid-
koj matematici, L, Collatz primeduje da prostori uvedeni Hilbert-
om 1 Banach-om pokazali su se nedovoljno op3tim za sve Sire. potre-
be primene 1 on u predgovori svoje knjige [27, str, VIII] kaZe:
"ees 3 und da sind wohl die von KUREPA eingefiihrten pseudometri-
schen. RAume derzeit die fir die Numerik wichtigste Verallgemein-

erung der bisher betrachteten REume .,.."

U ovom odeljku mi demo razmatrati operatore u prestorima ko-
J1 su metridki nad M kada je u specijalnom sludaju M zatvegenost
§kupa K pozitivnih elemenata tcpoloskog polupolja E (v.Kurepa
‘[.66, str.87] ), Topolo8ka polupolja kao i metridke prastere nad njie

ma detaljno su proudavali ruski matematidari M, Antencyskij, V.
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Boltjanskij i T, Sarimsakov (konsultovati {23,371 i (12i ), Na teo-
r1ji postojanih i periodiénih . tacdaka u metrilkim prostorima nad
topoloSkim polupoljima, koliko Jje nama poznato, veoma je malo ra-
djeno. Naime, japanski matematidar K, Iseki.!46] je prodirio Ba-
nach-ov stav na ove prostore, all je koeficijent kontraktivnosti

1 dalje pripadao skupu realnih brojeva, odnosnoc tnpolosSkom polju
koje Jje izomorfno numeri®koj pravoj. Ovn je sasvim slidno rezul-
tatu S, Nainmpaly-a [81, stav 2,121 , gde on daje izvesne stavove

za wniformne prostore u terminima pseudometrike i gde je koefici-

jent kontraktivnosti takodje realan broj izmedju nule i jedinice.

Mi édemo nvde datl 1zvesne stavove za operatore kod kojih je
koeficijenat kontraktivnosti proizvoljan elemenat g pulu?olja E
sa svojstvom 0& q<1, gde Je O nula a 1 jedinica polupolja B,
Tako dobijamo stav ¢ija posledica je potpuno analbgna Banach~-ovon
stavu, Takodje se vrdi uopStenje rezultata M, Edelstenin-a f521 na
ove pseudometrilke prostore, Odeljak se zavrSava stavom O péria— |

diénin tadkama,

Neka operator A preslikava u sebe sanma metridki prostor
(s,d,E) nad topolodkim polupoljem E ([3, str., 421, 11i [12,str.108)}),
Neka za eleménte-a 1 b polupolja E a&b znaéi.a - béf(, a a<b
neka znadli a - b€K, gde je KTE skup pozitivnih elemenata polu-

polja E, Uvodinmo sledede pojmove kontraktivnosti operatora A,

Defindicija,- III,1, Operator A:(S,4,E)—(S,4,E)
naziva se gotovo (q,E)-kontraktivan ake postoje elementi O4«nq <1 i

D(x,y) # da(x,y) polupolja E sa svojstvon
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(vy a(ax, A"y) ¢ ¢ D(x,y)
za svako x, y€S 1 ne¢N,

Definicija,- III,2, Cperator A:(S,4,E)~(S,d,E) na-
ziva se (q,E)-kontrakcija ako nostoji elemenat O&qe¢l polupo-

ljaisa svojstvom

(2) d(Ax,4y) & q a(x,¥)

za svako x,y € S,

Definici J a.- III.3, Neka su &>0 1 04q9<l elemen-
t1 polupolja E; operator A:(S,d,E)—= (S,d,E) naziva se (& ,q,E)-
uniformna lokalna kontrakeija ako
(3) 0 <d(x,y)< f =+3(Ax,Ay) « q d(x,y)
za svako x,y € 5,

S+t av,- III,1, Neka neprekidan gotovo (q,E)~kontraktivan
operator A preslikava u sebe sama nigovno potpun metridki prostor
(S,d,E) nad topoludkim polupoljem E, Tada postoji jedinstvena pos-
tojana taska., Ta postojana tadka p€ S je grani¥na vrednost niza

(4‘) ' xo;xl = Axo,co-, xn"-‘: -Axn_'.l,-‘oo,

pri &emu poletni ¢lan X, moZe biti proizvoljan element prostora S,
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Dok a z,- Treba pokazati da je niz (4) Cauchy-jev, tj., da
za svaku okolinu V nule polupolja E postoji takav prirodan bfoj

x )&V ,
n, da je _d(xn, S)‘s: za svako s>n>n,

Prema definiciji niza (4) 1 uslova (1) imamo

n_. ,n . n
d(xn,x ) = 84 X, A xl) & q D(xo,xl)

n+1

za svako n ¢ MW, Odavde i na osnovu relacije trougla sledi da je za

gvaku s> n

;d(xn,xs) Q_d(xn,x ) + d(xn+l,xn+2)+...+ d(xs_l,xs)

n+1

-1
& g® D(xo,xl) + gotl D(x,%q) +.o0ut qs D(x,%q) =

= ™M1 + q +...+ qg—n-l) D(xo,xl)ﬂ
odnosno
e n - "1
(5) alx,,xg) & q™1+ g +...+ ¢°7777) D(x,xq).

Ognadimo sada sa & = /ir} skup svih. neragloZivih korena polu-
polja E (v. 131) 1 stavimo X, = Xr = r+X za svakv x€E, Tada su

za svako r & N idealil
rel ={x,1x2E

izomorfni polju realnih brojeva sa obidnom topologijom (v. . 3,p.
8.11]). Isto tako polupolje E mo¥emo shvatiti (u smislu izomorfirz-
ma) 1 kao podpolupolje polupolja

¥ 7
T=1: I ¥YE
Y& Ay
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sa pfoizvnd'toﬁologijom, gde sva polja reE imajufw smislu izomor-
fizma!obidnu topologiju realnih brojeva (v, [ 3, p.10.2,} ),

Neka je saia V proizvoljna okolina polupolja E, Prema pred-

hodnim napomenama znadi da postoji okolina nule U«.V ublika

e
U= U,
WA
gde je
- . s i ™
UI‘ =i XI‘: - QI‘ < Xr‘ ’.'.ur ’ x¢E }

¥
za neki element &> 0 polupolja E i r{fji, gde je /o neki konadan

podskup skupa A , 1

il

U l‘-E

*
za re DA

Kako je svaki element r# A reSenje bazne jednaline xz—x=0
to je O«r = r¥ = T za gvako k, m€ N, Prema tome, na osnovu.(5)

imamo

r.d(xn,xs)t@ rPeq(reltregt,, S0 1S 0" 1)raD(x Xl)
odnosno

. -h-1
dr(xn’xs) /‘§ Q? (lr+q?ﬂ+"‘+(1r ) D (XO’X]_)

Neka je re [\ proizvoljno, PoSto je q&«1 imamo Q. <.1r i na
osnovu izomorfizma ideala rE sa poljem realnih brojeva sledi da

= n( :;‘;r)

ggw—?o kada n-—»oQ, Znadi, za &,.> O postoji broj n,
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sa svojstvon
ap(x,,x) &a (Lrqut,,.+aS™ 1) Do(x %) € &

za gvako s>n> N..

: *
Ako stavimo n, = max {n,sire O } tada Je

04 dr(xn,xs) < [h"r

, 3%
za svako r€ A 1 svako s>n>n_, odnosno

u’

dr(xn,xs) € U,

¥
za svako r € /[, 1 svako s>n>n,..

Kako je za svakor € /5 , pa prema tome i za 3‘.‘2/};»‘;“{‘,
d(x ,x,) € r.B
sledi da je
a(x ,x;) € UV

za svako S8>n>n, = n.. Podto je V proizvoljna okolina nule zna-
%1 da je niz (4) Cauchy=-jev. Kako je po pretpostavei prostor S ni-

zovno potpun znali da postoji element p~ S sa svojstvom

p = linm Xpe
naoo

Iz neprekidnosti operatora A 1 definicije niza {x, 1 sledi
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Ap = 1im Axn = 1lim x
Nes ) jal 200

n+l = Pe

DokaZino da je p jedinstveno i da ne zavisi od xo} Ako umes-
to X, uzmemc elemenat xé # X, tada istim postupkom dolazimo do od-

redjenog niza x} = Ax? (n = 1,2,.5.) 1 do elementa p’ = lim X}
‘ : o n->oa
za koji je p’ = Ap’.
Kako je 4(A"p, A"p*) = a(p,p’) za.svako ne N 1 operator A go-
tovo (q,E)-kontraktivan, prema (1) stedi da mora biti d(p,p’) = O,

tj. P’ = p.

Time Je stav dokazan,
Slededa pnsledica ovog stava predstavlja uopStenje Banach-

uvog stava na prostore koje su metridki nad topoloskim polupoljima.

Yosledica,- III,1.1, Neka je S nizovno potpun metridki
prostur nad topoloSkim polupvljem E i neka je 4 (q,E)-kontrakcija
koja preslikava prostor S u sebe sama, Tada postoji jedinstvena pos-

tojana tadka,

Posledilc a.-III,1.2. Ova se posledica odnecsi na stav
K.'Iseki-ja { 46], Neka je S nizovno potpun metridki prostor nad to-
poloékim polupoljen E, f preslikavanje prostera S u sebe sama tak-

vo da je za svako x,y €S
a(£(x),£(y)) & o a(x,y),

gde Je oL pozitivan broj manjli od 1 1 & oznaddva uredjenje u E,Ta-

da postoji jedinstvena postojana tadka,
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Dok a z.- Pretrodna posledica se svodi na ova]j stav Iseki-

Ja kada je preslikavanje f specijalan sludaj napred definisane

\q,'E)-kontrakcije, a kojl se dobija kada se elementu g stavi ju8
ogranienje da pripada podskupu polupolja E koji je izomorfan sa

numeridkom pravom,

Dokar’_aéemosada stav za operatore koji su (q,E)-kontrakoije
samo za dovoljno "bliske" tadke 1 tako prodiriti rezultat M, Edel-
steina [32],

Za proizvoljan elemenat &£€>0 polupolja E stavimo
Ug ={(xy)alx,y)ce; x,7 €8;j.

S ¥ av,- IIL,2, Neka su E>0 1 O(( q<l elementi polupolja
E 1 neka (¢ ,q,E)-unifosmna lokalna kontrakcija A preslikava u se-
be sama nizovno potpun U& -landast metridki prostor S nad topolod~

kim polupol,jem E, Tada postoji Jedinstvena postujana taéka.

Dok az.,- Podto je S Us -landast, za svako x,y €S postoji
Ug ~lanac IL(x,y) koji spaja tadke x 1 y, tj, postoji konadan niz

eilemenata iz S
L(XQY) =‘§X = xorxly’-es X, = 3'42

sa svojstvonm d(xi-l’xi) <& (1= 1,2,..,,n), Neka je r takav broj
da je |

LO(}C,y) 2{ X = XO,Xl,..., Xr = Y}
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1 da za svaki drugi Uz -lanac

X = ¥osT1seees Jg =7

sledi s>z, Stavimo

D(x,y) = d(x,xl)bl+ d(xl;xz) _+.;.+ d(‘X‘I._l,y).

Na osnovu relacije trougla i uslova (3) za svako né€ N je.

a(Ax, Ay ) « qnd(x,xl) + qnd(xl,x2)+...+ qnd(xr_l,y) = q"D(x,y).

Znadi, operator A je gotovo (q,E)-kontraktivan, Kako je svaka
(& ,q,E)=-uniformna lokalna kontrakcija neprekidna znaéi da A za-
dovoljava sve uslove stava III,1, 1 prema tome postuji Jedinstvena

postojana tadka operatora A,

St av,- -III.3 Neka su £€>0 1 0« q <1 elementi polupolja
E {1 neka (& ,q,E)—uniformnailokalna kontrakecija A preslikava u
sebe_ sama nizbvno potpun metridki prustor S nad topolodkim polu-
poljem E, Ako postoji neka tadka xoé S 1 neki prirodan broi i ta-.
ko da je | |

d(xo,Aixo) E

tada Je skup periodidnih tadaka operatora A neprazan,

Dok a z.~ Stavimo y, = x_, ¥4 =_=.A‘1_xo,_ Yo =

Yy = Anixo, +.» Pokazademo da je niz
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y0‘9 YI’ Yz, deey yn,...

$auchy-jev niz.

Prema (3) sledi

oypayy) = alalx,, a'alx)) ¢ o' alx,, 4'x)),
1 uopste
L[J ‘ i
(6) d(yn,yn+1) = d(Anixo,AniAixo)« q® d(xo‘,Aixo).
Neka su n i s, n<s, proizvoljni prirodni brojevi., Na osno-

vu relacije trougla i (6) imamo

d(yn’ys) & d(yn’yrwl)+d(yn+1’yn+2)""' * ’+d(ys-1’ys) &
& qnid(xo,AiXO)+q(n+1)id(xo,Aix0)+. . ,+q(s-1)id(xo‘,Aixo)=

= q"1(14+qls. .. +q(8-1-D)1 alx_,alx ),

Istim postupkom kao u stavu I111,1, pokazuje se da za proizveljnu

okolinu V nule polupolja E postoji prirodan broj n, sa svajstvem

za svako 8>n>»n,, vdnosno da je niz{yn) Cauchy-jev, Podto jJe
po predpostaveil prostor. S nizovno potpun sledi da postoji neko
P £.S sa svojstvon

P = lim yn .
n-+o0
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Kako je prema (3) operator A neprekidan sledi da je nepreki-

dan i operator Al = AOAO+++0A, Prema tome jJe

» I § _ i,ni _ ; -
A'p = A" limy, = lim A7A7"x = lim y, 1 = P,
Ned (XD ja s Lo el Ne 00

odnosno tadka p je periodidna talka operatora A; §to Jje 1 treba-
lo dokazati,



IV, POSTOJANE I PERIODI@NE TACKE KONTRAKTIVNIH OPERATORA
U UNIFORMNIM PROSTORIMA

Koristedi pojam obilate baze unifoiizne strukture 1 rezultat
T, Brown-a 1 N,Camfdrt—a‘yl7}'za totalno cgranidene Hausdorff-ove
uniformne prostore, W. Kammerer i R, Kasriel [49} su, uvodedéi
pojam 33~kontraktivnog operatora, dobili rezultat tipa kontrakci-
je u kempaktnim Hausdorff-ovim uniformnim prnstorima, prodirujuél
tako ~ezultat M. Edelstein~a;[333.za—metriéke prostore na unifor-

mne prostores

U. prvom delu ovog odeljka daju se stavovi o postojanim i pe-
riodiénim taékama za operatore koje smo nazvali gotovo ‘1i—kontrak-
tivni 1 gotovo (U,géﬁ—kontraktivni operatori, pri %emu se .ne zah-
teva da je prostor kompaktan, niti pak da je baga uniformnc struk-
ture obilata. Tako smo ncke nade rezultate iz prvog dela odeljka
IT prodirili 1 na Hausiorff«ové uniformne prostore. Takodje se

vri hopétenje pomenutog reZulfata Kammerer-a 1 Kasriel-a,

U drugom delv se najpre uvode pojmeri nopSteno gl&mkontrak~
tivnih 1 uwop&teno (U,fb)«kontraktivnih operat~ra ujuniformnim pPros-
torima, a zatim daju stavevi o ﬁostojénim i periodidnim tadkama
ovih operatora, Tako smo naSe rezultate iz drugog dela-odeljka
II pro$irili na Hausdorff-ove uniformne prostoreé, a samim tim 1
osnovne rezultate koje je dobio-D, Bailev u svojoj dlsertaciji

£ +) 1 radu 5] uopstidi.smo na Hsusdorff-ove unifermne prostore.



IV,1, PQSIOJANE I PERIODICNE TACKE GOTOVO KONTRAKTIVNIH
OPERATORA

Neka jJe (X,‘E}.) uniforman prostor, T:)baza uniformne strukture

i neka operator A preslikava prostor X u gabe sama,

Definiecija.~1IV,1,1, Operator A:(X, )~ (X,U) na-
ziva se gotovo QA-—kbntraktivan na skupu S&X ako postgeji podfamili-
ja QF tamilije 4 , tako da Je

1° Qf“kofinalna- saQJ, (u odnosu na uredjenje U VemUGV),

20 XXX = i UiV € QPF}
1 ako za svako U€ ¢ 1 (x,v) €U, x,y €S (x#A)postoji neki priro-
dan broj m = m(x,y), ‘koji zavisi od x 1 y, sa svojstvom da za sva-
ki prirodan broj n m za koji je Ax £ Any postoje V, WéQ]f tako

da vredl
(1) (Al Al e wey U ot (A%x,Aly) €V ~ W,

Ako jJe u (1) za elemente V 1 W familije 0w'zadovol.;]ena i1 Jedna-
kost, tj. ako je

(12) Ay Al ew g vV U 1 (A%,A%) €V,
tada se A naziva slabo gotovo Qj.—kontraktivan na skupu S,

Defindicija~ IV,1,2, Neka je U Thj operator
A:(X,Q.L,) — (X,%4 ) naziva se gotovo (U, jb)«kontra,ktivan--na' skupu
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S <X ako postoji podfamilija £:® familije 7% koja je kofinalna ga
f0 1 ako za. svako T % i (x,y) © T < Ue ¥, x,ye S(x#y) posto-
Ji neki prirodan broj m =(x,y) sa svojstvom da za svaki prirodan

*

broj n>m za kojl je Alx £ Aly postoje V, We ™ +tako da vredi

(2) (A2l a0ty e we ver 1 (APx,Aly) €V - W,

Ako je u (2) zaelemente V 1 W familije »5 sadovoljena i jednakost,

K4

tj. ako je
(20) (WM atly)ewever 1 (afx,ay)v,
tada se A naziva gotovo (U, “l)-kontraktivan na skupu S.

St ave- IV,1,1. Neka operator A preslikava Hausdurff-ov
uniforman prostor (X,%:) u sebe sama, neka je uniformna struktura
", otvorena 1 neka je p taldka nagomilavanja niza«{Anxa} za neko
x, 6 X, Ako Je A slaby gotovo “l-kontraktivan na X 1 neprekidan
got sy 9 -kontraktivan na X,, tada je p Jjedinstvend postojana tad-
ka 1 vredi

p = 1lim Anxo
N--»+ 73
Dok a z,~ Stayimo Xi = Ax 1 predpostavimo da je AnXO#Anxl
za svako n € N, jer bi u protivnom odmah sledilo da postoji posto-

Jana tadka.,

Sada éemo dokazati da je p = Ap, Zbog‘neprekidnosti operato~
ra A u tadki p sledi da je Ap tadku nagomilavanja niza {AAnxo}=§Anx1}
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1 zato AngA,

Pretpostavimo da je p ~;£Ap. Podto je A gotovo ©/~kontrakti-
van na X, sledi da postojl prirodan broj m = m(p,Ap) 1 takvi
v, We'd® da jJe

(3) (A Ay cwe v (A%p,A%Ap) £ V=T,
’ 3% Dys AP

Kako je prema definiciji otvorene uniformne strukture «/svakl
njen elemenat otvoeren skup u topoloSkom proizvodu X>X = Xg, sle~

d1 prema (3) da postoji Wy € 9] sa svojstvom

(4) ~ Wy ATl <w [ ap) o,

Podto Je Am+1Ap = AAm+lp i A neprekidan u tadki Am+lAp € X,, sledi
da postoji takav W, = “l/ da Je W, < Wy 1

| : + m+1 An i ..
(5) AW, [ A™p) < LA P

Iz nepréRidndsti operatora A u tadki p sledi da jJe u to} talki

neprekidan 1 uvperator A™1 = goAc...0A, pa Je A"y tagke negomi-
lavanja niza{ A%*1 An}s’.{};’ =jantotl
1inu Wy [ AT p ] taske Am#-lp postoji brej vvn0>, m(x,,%;) sa svejstvo

da je

xo} Cn = 1,2’0..)! znaéi, za OkO"

Ano+vm+1 xb € W2 {Am+1 p} )

No, tada je prema (5)

A Txy = ah 0 Tx, € Wy [a™T ap)
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1 zatd prema (4) sledi

n C)+m+]_ n_+m+1l

(A X, A ° x) € W & czj"

Kako je A slabo gotovo @-kontraktivan na X, sledi da je
n+m+ n+m+ c
(amimrly | T ) < w

za svako nan, m(’%y&)rPrema tome, sve talke nagomilavanja ni-

za

{ (An+mxo, An+mxl) } (n = n0+1,no+é,...)

koji Je sadrZan u X“ moraju pripadati skupu W, pa bi imali

(Ap, AT Ap) € W,

5to je protivno sa (3). Znadi, mora biti Ap = p.

Jedinust postojane talke sledil 1z &injenice da XA sadr¥%l sve pos-
tojane tafke 1 da Je A na X, gutovo . “U-kontraktivan,

DokaZimo sada da Jje

p=1lim A" x
T+ G

O.

T
~ £y pe

Kako je p tadka nagomilavanja nigza { AR xo}, za proizvoljno Ve[

postoji prirodan broj ng 2> m(p,x;) tako da je

g
AnoxoéV[p],
odnosno

n
(p’ A OXO) e v'
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Kako Je za svako né&N Anp = p 1 operator 4 gotovo “4 ~kontrakti-

van na X, za svako nzxn, Je

(p9 Anxv.) £v,

odnosno gotovo ceo niz { Anx,_i} se nalazi u ¢kolini Vipl ., Iz proiz-
voljnosti oknlind Vipl tadke p sledl & Je p graniéria vrednost

niza { Anxo} .

Time Jje stav dokazan

Posledica,~ IV.l.l.l. Neka operator A'preslikava/pre-
brojivo kumpaktan Hausdorff-ov uniforman prostor (X,2) u sebe sa-
ma 1 neka Jje uniformna struktura"l.i‘otvorena. Ako je A slabo goto~-
vo 9 -kontraktivar na X i neprekidan 1 gotovo U —kontraktivan
na X,, tada postoji jedinstvena postojana talka p 1 za svako xeX

Je
Y= 1im An X,

n—»

Dok a gz, Po definiciji predbrojivo kompaktnbg prostora X
svaki niz Moji Je sadr¥an u X ima tadku nagdmilavanja. Preéma tome,

za proizvoljno x_£ X nigz {Anxo} ima nzku tadku nagomilavanja p,

0

koja Je prema predhodnom stavu postoJana i vredl p = J.ixgonnxo .

Kak¢ Je p Jedinstvena postojand “talka sledi tvrdjenje posledice.

St ave- IV,1,2, Neka operator & preslikava Hausderff-ov
uniforman prostor (X,%U) u sebe sams ¥ija je unifermna struktura
0} otvurena, Neka postoje podskup S&€X 1 ta?ka xoé. S sa svojstvom
da, ako jJe (xO,AxO)éUG.‘?f , (AXO, x,) Véfl\x , tada za svako
Weq® i (Ax_,Ax) € W vredi
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(7) (x,,x) € X2 ~ UOWOV kad je x€X~S,

Ako operator A preslikava S u prebrojive kompaktan pedskup od X 1
A je slabo gotovo ¢i-kontraktivan na X, a neprekidan i gotovo U-

kontraktivan na XA’ tada postoji jedinstvena postojana tesks,

D o k az,~ Predpostatims da je x  # Ax 1 defini¥imo niz

(8) xn = Axn—]-:AnXo." . (n = 1,2,000)0

‘Prema posledici IV,1,1.1. dovoljno je pokazati da se gotovo
ceo niz (8) nalazi u skupu S, Jjer se S preslikava u prebrojivo kom-

paktan skup,

Predpostvimo da je Xp+1 # X, za svako nelN¢ jer bi u protiv-
nom odmah sledilo da postoji postojana tadka, i neka je m=m(x1,xo).
Dalje, oznalimo s a Wh onaj element podfamilije a® za koji Je
(Axo,Axn) e W, (n=1,2,...), Kako je 4 slabo gotnﬁo 71 ~ksntrak-

tivan na X 1 (x ,x)) €V, sledi da je za svako nz m(xqy,x,)
? {

(x,7,%,) = (A%xq, A%x ) €V,

n+1?
Po&to Je

(x40%,) = (x0,%7) © (xq,3p,9) © (Xppq,%,)
imamo da Je

(xg,x,)€ U oW oV

za svako nym, ¥to prema (7) znadi da {x, : n>m}cS, Zna¥i, niz
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Xxn t nzm + 1} Je sadrZan {i,prebrojivo kompaktnom prostoru pa
postoji taldka nagomilavanja p tog niza, Prema stavu IV,1,1, talka

p Je postojana i1 to Jedinstvena postojana talka.

St av,~- IV,1,3, Neka operatcr A preslikava Hausdorff-ov
uniforman prostor (X,%) u sebe sama, neka je baza % uniformne
struktura U otvorena 1 neka je skup X, neprazan, Ako je UeEH 1 A
slabo gotovo (U, f2)~ kontraktivan na X i neprekidan i1 gotovo
(U, ®)-kontraktivan na X,, tala jJeskup periodi¥nih talaka neprazan,
Axo (p,p?)€ U 4L p i p’ su periodidne talle, tada je p = p’.

Dokaze.e Neka su Vs U U1€ 75 takvi da je v, €T,

o’
UQC’Uo C V0 i Ulfi'. UO/"‘\ }J’Ol 1 neka je p€X,., To znadi da postoji
takav element x_ wrostora X da je p talka nagomilavanja niza

{ Anxo} o« Prema tome, za okolinu Ul fv) tadke p postoje prii‘odniA

brojevi r 1 s; re s, tako da

A'x , 4% € Uy ipl.

It
e
H
™
[
N
il

Stavimo k = s - r, ¥y Asxo = Aky‘. Tada je

(9) (y,z) = (Arxo,Asxo) = (Arxo’p)o(p’Asxo)é Ulo 1‘: Voc‘x-/:oc U,

pa na tadke .y 1 z mo¥emo primeniti isti postupak koji je u stavu
IV,1.1. primenjen na talke X, i x;, Kako je p tadka nagomilavanja
niza { Anxo} ={A*™Ty? (n = r,r+1;...), 2zbeg neprekidnosti operato-
ra A u tadki p sledi da Je 1 AX = 4040 +.e0h neprekidan u to]
tadki, pa je Akpf,taéka nagonilavanja niza { A" Tz } (n=r,r+l,...).

Dokazademo da je A¥p = p, Po¥to je 4 slabo getovo (U,Jt)-kon-



traktivan operator na X, prema (9) imamo da je
n_ ,n?’ F 3
(a%y,A z)evoéfb

za svako n> m(y,z), odakle sledi da sve tadke nagomilavanja niza
F(Ay ATZ): ny n(y,z) ¢ u X2 pripadaju zatvorenostil skupa VO C U,

Prema tome, (p,A¥p) € U,

Predpostavimo sada da je p # A¥p. Podto Je (p,A¥p) € U 1 cpe-
rator A gotovo (U, Bo)~kentraktivan na X,, po definiciji IV,1.2,
sledi da postoji neki prirodan broj m = m(p,Akp) i takvi V,Wég‘f
da Je

(10) (A%l ALKy ewev 1 (ATp,A™aKp) € Vv - T,

Odabiranjem odgovarajuéih elemenata Wy ,W, € 7® 1 pripenom
istog postupka kao u stavu IV,1,1, dolazi se do protivnosti sa (10);
odakle sledi da mora biti Akp = p, oénosno da postoji bar Jjedna pe-
riodidna talka.

- Pokazimo sada da ako je-
(p,p’) € U

1 p1 p’ su periodicne talke, da tala sledi da Je p’' = p. Neka su
k 1 8 takvi prirodni brojevi da je p = Akp 1 p* = ASps, Kako je
(P,P')é—U, 1

(AnkSy - pBKShyy = (p,pr)

za svaki prirodan broj n, prema definiciji gotovo (U, $)-kontrak-

n n
tivnog operatora A mora biti A Op = A op’ za neki prirodan broj
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n_, 8to Je moguée Jedino kada je p’ = D

o?
St ave- IV,1,4, Neka operatcr A mpreslikava prebrojivo kom-
paktan Hausdorff-ov uniforman prostor (X,%!) u sebe sama i neka
je baza B uniformne strukture “'i otvorena. Ako je U€ ¥ 1 A sla-
bo gotovo (U, P)-kontraktivan na X 1 neprekidan i gotovo (U, %)~
kontraktivan na X,, tada je skup periodilnih tadaka P neprazan 1
za svako X € X postojil neka talka p€ P 1 prirodan broj k tako da

Je p= lim A%y, Axo Je X kompaktan, tada Je skup P konadan,
n-»od :

D o k a z.~ Kako Je podskup XA prebrojivo kompaktnng pros-
tora X neprazan, prema prethodnom stavu sledi da je skup periodi-

&nih talaka P neprazan,

Doka¥imo sada da za svako x¢ X postoji neke peP & ke N ta-
ko da je

1im APK¥x = p,
N>

Neka je x proizvoljan element prebrojivo kompaktnog prostera
X, Tada postoji tadka nagomilavanja p’ niza {4A%%}, koja je prema

prethodnom stavu periodidna, Znali, za neki prirodan Proj k jJe

A¥pr = pr,
Kako je
w1 K1
{a%x}=s a3} (n=1,2,...),

tadka p* je tadka nagomilavanja niza {Ank”iox} za neko O0< 1 <« k-1,

. , - A |
Tada je 2zbog meprekidnosti operatora A ¥adka pt= A Cpr tadka na-
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gomilavanja niza &Ankx} i za proizvoljno WeH¥ (W< U) postoji

prirndan broj ng tako da je

n k
A xeWipy,

odnosno
nok _
(p, 4 O x)€EW,

Po¥to je A¥p = p 1 A gotovo (U, f»)-kontraktivan, sledi da za svako

1 0o
ning + § -m(p,A © x) imamc

k~nok k k
(AREoXy - AMEx) = (p,AR%x) € W,

OénOSHO
AfKy e wypy,

8to dokazuje da je p = lim ATk .

n-+>

DokaZimo sada onaj deo koji se odnosi na kompaktne prostore,

Kako je P podskup kompaktnog prostora sledi da je P totalno
ograniden, Neka je.V'i.ﬁx takav da je VU i K konadan podskup sku—

T~ P sa svojstvom da je

Podto Je prema predhodnom stavu

PrVipl=p #a svako peKk,

sledi da je P = K, tj, da je skup periodidnih tadaka konadan.

Za cledeéu posledicu bide nam potrebni pojmovi obilate baze

uniformne strukture i -kontraktivnih preslikavanja, posmatra-
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Baza P uniformne strukture jeobilata (engl,ample) ako

za svako Uethi (x,y) € U postnjl W€ sa svojstvom

(x,y) € W ¢ WU,

Preslikavanje A:(X,9)—» (X,7U) jJe fickontraktivano
(P vaza uniformnosti@) ako za svako Ue b1 (x,y)e U (x # y) pos-

toji Wé fi sa svojstvom
(Ax,Ay) e WZ U 1 (x,y) € W,

Posledica,- IV,1.4.1., Cva posledica se odnosi na deu
(a) teoreme W, Kammerer-a i R, Kasriel-a {49, str.289 ] - Neka ope-~
rator A preslikava komkaptan Hausdorff-ov uniforman prostor (X,%)
u sebe sama i neka Je bvaza b uniformne strukture uvtverena i obila-
ta, Ako je preslikavanje A f,—kuntralktivno, tada je skup periodi-
gnih tadaka neprazan 1 konadan, i1 za svako x ¢X pustoji neka perio-
ditna tadka p 1 prirodan broj k tako da je p = lim Ankx.

nea s

Dok a z.,~ Lako Je videti davéko je preslikavanje A J:-kon-
traktivno da je tada i (uniformno)neprekidno na}X° Ostaje joé'da
pukaZemy da A ispunjava uslove nase definicije IV,1,2,

Neka je (x,y) € Uefs, Podto je A F-kontraktivno postoji neki
W € 15 sa svojstvon ‘

(Ax,Ay) € W U 1 (x,y) & W,

Kako ‘je fbnbilata, postoji tada neko V€ T sa svojstvom
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(ix,Ay) = VeV W,
Prema tome, za V¢ 71 imamo

(Ax, Ay) €V ~ U i (x,y) € U =V,
¥to dokazuje da A ispunjava uslove nade definicije sa m(x,y) = O

za svako X,y =X (x # Y).

Stav,-v¥,1,5, Neka operator A preslikava Hausdorff-ov uni-

2
AY

forman prostor (X,%/) u sebe sama, neka je baza ‘Luniformne struk-
ture otvorena 1 neka je p<M,, Ako je U+ 1 A gotovo (U, TH)~kon-
traktivan na X i neprekidan u tadki p, ako je X U-lanlast 1 ako
niz iteracija CAU% ! ima tadku nagomilavanja kad god je (p,x) ¢ U,

tada postoji Jjedinstvena pustojana tadka,

Dok a z.- Na osnovu stava IV,1.3, postoji k42N tako da je

Akp = p, Jokazadlemo da je p Jedina postojana tadka operatora Ak,

Jer je tada p Jjedinstvena postojana talka 1 operatora A,

Predpostavimo da postoji neka tadka p’ # P sa svojstvom

A¥pr = pr, Po¥to je prostor X U-lan¥ast, tj.

X2 =iyt s pen;
sledi‘délpostoji neki prirddan broj s tako da jJe
(p, p?) & US’

8to znaldi da postoje elementi prostora X

P = X,3X1y000y Xg =D’
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tako da
(xy_1,%) €U (1 =1,2,...,8),

Pretpostavimo da je s namanji broj sa takvim svojstvem, tj. da

(11) (p,p’) = =% r 2 s,
Neka su Wi;ﬁ ﬁ? takvi da (xi—l’xi) € Wi -l U,(i = 1’2,...,3)
i neka je prirOdan brOj m= max { m(xi_l)xi): i = 1,2,.0.,5)}0 Ta-

da jJe

(A% 4, 4%x) 2w < U

za svakonz>mn (1 = 1,2,...,89).

Kako je (p,xl)é'U prema uslovu stava postoji tadka négomilae
vanja niza {Anxl} . Tada postoji 1 tadka nagomilgvanja q podniza
{an%% ), Na osnovu stava IV.1.3, q je periodidna i kako je (p,q)€ U
sledi da Je q = p, Iz dokaza stava IV,1,4, sledi da Je

P=gq=lin A%x,

n—c)

Odavde sledil da moZemw odabrati prirodan broj nobg% tako da jJe
nok
(p,A x2)<£ U,

Kako Je

n k n k n_ k n k nk n k .
(p,p?) = (A %x_,4 O x,) (4 ©x,,4 % xz)0...0(4 Tx 1,4 % %),

imali bi da

(p,pr) € Us—~1
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to je u protivnosti sa (11), Znadi, p je jedina postnjana tadka

operatora Ak, pa prema tome 1 nperatora A,

Time je stav dnkazan,

Posledilca,~ 1V,1,5.1., Neka operator A preslikava
prebrojivo kompaktan U-landast unifrmaniprostor (X,2!) u sebe
sama 1 neka je baza Jb uniformne strukture otvorena, Ako je 4 ne-

prekidan i gutovo (U, )-kontraktivan, tada pustuji jedinstvena

~postojana talka,

Posledica,- IV,1.,5.,2, Ova posledica se ddnosi na deo
(b) teoreme W, Kammerer-a i R, Kagriel-a [ 49, str, 289 1 - Neka
preslikavanje A preslikaba kompaktan U-lanéast Hausdorff-ov uni-
forman prostor (X,%) u sebe sama 1 neka je baza T: uniformne struk-

ture otvorena 1 obilata, Ako je preslikavanje A Ji-kontraktivno, tad

da postoji jedinstvena postojana tadka,



IV,2, POSTOJANE I PERICDICNE TACKE UOPSTENO KONTRAKTIVNIH
OPERATORA

Neka je (X, )uniforman prostor, £ baza uniformne strukture

i neka operatsr A preslikava prostor X i1 sebe sama,

Defindicija,~ IV,2,1, Uperator A: (X,%1)~(X,% )naziva
se uopdteno “d-kontraktivan na skupu S< X ako postoji podfamilija
“4® familije @1, tako da je

*¥ kofinalna sa® (u odnosu na uredjenje Uz Ve=UcV),

1° “u
20X X =1{U: Uey®Y
1 ako za svako ¥ & U* 1 (x,y) € ¥,x,y&S (x # ¥) pcstoji neki priro-
dan broj m = m(x,y), koji zavisi vd x 1 y, sa svojstvom da postoji

W e ® tako da vredi
(1) (A"x,A"y) € WV 1 (x,y) eV T,

Ako je u (1) za elemente V i W familije U™ zaduvoljena 1 jednakost,
tj, ako je

(1°) (A%,A") e WV 1 (x,y) eV,

tada se A naziva slabo uopSteno ¢i-kontraktivan na skupu S.

Definicija.- IV,2,2, Neka Je U€%; operator
A s (X,0])— (X,70) naziva se uopSteno (U,d2)-kontraktivan na sku-
pu S&X ako postoji pndfamilija 7% familije % koja je kofinalna
sa I 1 ako za svako Vef¥ 1 (x,y) € VZUESHF, x,ye S (x £ y) postoji



&y
neki prirodan broj m = m(x,vy) Sa‘svojstvom da postoji Wéijbx tako

da vredi

(2) (A%, A%y) € WE VU o1 (x,y)2V W,

Ako jJe u (2) za elemente V i W familije £%* zadovoljena 1 jedna-
kost, tj. ako Je

(2') (Amx,Amy)‘c WevzU 1 (x,y)eV,

tada se A naziva slabo uopdteno (U, J.)-kuntraktivan na skupu S.

St av,- IV,2,1, Neka operator A preslikava Hausdorff-ov
uniforman prostor (X,%!) u sebe sama ¥ija je uniformna struktu-
ra @l otvorena i neka je skup X®A neprazan, Ako je A slabo uopite-
no @“l-kontraktivan na X i neprekidan i uopSteno ?i-kontraktivan

na XxA, tada postoji jedinstvena postojana tadka,

Dok az,~- Neka jJe poei ¥*i 1 X, & X takav element da fje
5} 1 da za svaki niz iteracija

P, talka nagomilavanja niza { A"x
“n
ia 110} (1 =1,2,...) tadke X, postoji tadka nagumilavanja.

Dokazademo najpre da postoji bar jedna postojana tadka, Sta-
vimo xy = Ax_ i prodpostavimo da je (xo,xl)a;VdQGMF, X, # xq 1
.&nxo # Anxl za svako né N,

Kako je A slabc uopSteno “i-kontraktivan na X i'xc £ X,
postoji prirodan broj ny = m(xo,xl) - predpostavimo prvi, odnosno

najmanji sa svojstvom da je za neko V, € i
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n
(a1 v

Moy e v -
X, A xl-) - V9. = Vo

okd

Definisime pndniz prirodnih brojeva ‘1,' ni} (nl £MNpg%oe0dN:oc )

s

indukcijom na slededi nadin, Neka je n, ved ~dredjen 1

.
¢ “d,

n n,
i i
(A X, A xl) v,

Defini&imo fbcda'ni‘;lf&‘lanjé ~tb-criay napgmanji prirodan bro]
koji ima svojstvo dq postoji neki elemenat familije "'?,J,E, koga écmf
oznaditi sa Vi+1, tako da Je

n x
(4 ix  a i+1x1)€:V v

0? 141 = Vg oo
Primetimo da ovako definisan niz {ng} ima svojstvo da za 7o

ko Ke N vredl
. . . n, n _
(3)  ny 2k (W%, Bx)ewed® = (Al 4 lx) € oW,

n.
Neka Je p ta¥ka nagomilavanja niza { A 'x Kako je A nep-

of o
rekidan u ta¥ki pe XA sledi da je Ap tadka nagomilavanja nize

. n . n
Panlx ) =fatx b 1 apex®a,

Dokazademo da je Ap = p, Yredpostavimo da je p # Ap 1
(p,Ap) € VE21® | Kako je A udpdteno @i-kontraktivan na X35 pose

t0ji neki prirodan broj m = m(p, Ap) 1 WER® ga svojstvon

(4) (Amp,AmAp) €WV i (p,Ap) € ﬁ.

Posto Jje po uslovu stava uniformhost @l otvorena, skup W je ot~ -

ren u prostoru X% i zato postoji W, € ?! sa svojstvom
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(5) W, Ta%pl » Wyl ATApTCwW,
Kako je' A"Ap = AAp 1 A neprekidan u tadki A"p€ X®A sledi da pos-
t0j1 takav W, € 70 da Je Wy L W, 1

(6) aw, L ATpl < oWy TA"Apl,

Iz neprekidnnsti operatora A u tadki p sledl da Je u to] taéki

neprekidan 1 operator AR = AOAOCe++04A, pa je Amp tadka nagomiiava-
n,+m. .
1 1 X P (1 =1,2,0e.), Jer je p tadka

. m n . v
nja niza { A"A X b =3

n
nagomilavanja niza {4 ixof o Znadi, za okolinu W2 ' ADpY tadke
A"p pobtaJi broj i sa svojstvom da Je |

Ani,+m

*o xlcf) € W, LaAfp,

Prema (6) je tada
ny +m ni‘ +m
A9 x; =40 ° x ¢ Wy TATAp]

1 zato prema (5) sledi

ng +n n, +o |
(A % x,4 ° x) €£VWe %,
. ~ . ‘ +
Kaké je n1°+m E nio+m na nsnovu osobine (3) niza {n,isledl

n
n i +m
(A 10+mxo, A -O xl) e v,

No, kako Je A slabo wrpSteno & i-kontraktivan na X prema (3) ima-

mo da Je

n n
(A 1+mxo, A 1+mx1) € W
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za svako iy io,‘pa sledi da su sve tadke nagomilavanja niza
. . n
ﬁL ( A ix

bl

o A ixl)ﬁ- u prostoru x2 sadr¥ine u W. Prema tome, imali

(py'AP) & W;

8tn Je protivno sa (4), Zna%i, mora biti 4p = p, &ime je dokazano
da ﬁostoji bar jedna posto jana tadka,

Jedinust postojane talke sledi 1z &injenice da,XKA aadnéi

sve postojane tadke 1 da je A na x¥a uwop$teno “l-kontraktivan.

T'osledica,~ IV,2,1,1, Neka operator A preslikaﬁa u
sebe sama prebrojivo kompgekten Hausdorff-ov uniforman prostor
(X,%1) ¥ija je uniformna struktura ‘| otvorena. Ako je A nepreki-
dan 1 uopSteno Q&-kontraktivan tada postoji Jedinstvena posto-

Jana tadka,

Axo je X metridki prostor tada moZemo staviti

-

*&4* e N
G =‘~a =4 UF_ t O < F LyOD })

gde Je U, =7 (x,y); a(x,y) <& 3 x,yeM }, Frema tome, vaki

Pusled i c 8, iV.2.1.2. Ova posledica se odnosi na ko-
rolar 2, stava 1, L, Bailey-a !5, str, 102} .~ Neka preslikavanje
A preslikava kompaktan metrilki prostor X u sebe sama, Ako je pre-
gslikavanje A neprekidno i uopSteno kontraktivno tada postoji je- .

dinstvena postojana talka,

St ave- IV,2,2, Neka operator A preslikava Hausdorff-ov

uniferman prostor (X,“:i)u sebe sama, neka je baza Jiunifurmnosti
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¢’1. otvorena i neka je skup X®A neprazan. Aka Je Ue¥ 1 A alabe unp~-
steno (U, & )-kontraktivan na X i neprekidan 1 uop&teno (U, &)-kon-

traktivan na XxA, tada Je skup periodilnih talaka neprazan. Ako
Je X ¥ompaktan, tada je skup periodi&nih tadaka neprazan i konalan.

Doka z,- Neka suV,, U, W € 5¥ takvi da Je V_ C U,
U U~V 1 W U ™ Ugl. Pudto je X®A £ ¥ 2zna%i da pustoje tad-
ke |

po’xo é. X

n
tako da je p, tafka nagomilavanja niza %Anxo} 1 svaki niz {4 ixo§
ima talku nagomilavanja. Znadi, za okolinu W fpo] catke Py posto-

Je takvl prirodni brojevi res da je
T N '
4 xo,A X, € W (Pl »

Stavimo k=s - 7T, y = A"x_ 1 z = A% _ = 4%y, Tada Je
i 8 r s S e
(1) (y,2z) = (Arxo,A x)=(A"x ,p)0(p ,A% )€ WOWc V <V, 7 U,

pa za talke y 1 z moZemn odabrati niz !nir sa svojstvonm (3) istim

postupkon kao u stavu IV,2,1,
. . ng+r
yr=tatx 1, tada

: n
Je Akp talka nagomilavanja niza { A iz }. Istim postupkom kao u:pret-

o : n
4ko je p ta¥ka nagomilavanja niza { A

hodnom stavu“dékazujé se da mara biti.
s¥p = p,
tj. da je p periodidna tadka operatera A,

Napomenimo da ako su p § q razlidite periodidne talke da tada
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mora biti (p,Q) £X»X-U,

‘Neka je V&1* takxav da je V¢ U, Tada V premd prethodnoj napo-

meni ima svajstvo

(8) (pya) € Vo P=aq

Neka je sada X kompaktan uniforman prostor, Kako je skup
periodi¥nih tasaka P podskup kompaktnog prostora X sledl da Je
P totalno ogranien, To znali da za sirako Ue postoji konalan

podskup K skupa P sa svojstvom‘da je

PLU(K) =\ iU{p? : peKi,

Prema (8) za V & U imamo da Je

P~Vi{pi=p za svako pEK,

odakle sledi da je P = K, tJj, da Je skup periodifnih taaka ko-

nad an,

S11%no kao 1 kod stava IV,2.;1. imamo sledede dve posledice

ovog stava,

Posleddicae IV,2,2,1, Neka operator A preslikava u
gsebe sama prebrojivo kompaktan Hausdorff-ov uniforman prostor
(X,G1) ¥1ja je baza ©uniformnosti®i otvorena i neka je U< 15,
Ako je A peprekiéan "} uopdteno (U, 34)-kontraktivan, tada Je skup
periodidnih tadaka neprazan, Ako je X kompaktan tada je skup pe-.
riodidnih tadaka konaSan, |



Posledlica,- Iv,2,2.2, Ova posledica se odnosi na &:
rolar 2, stav 2, D, Bailey-a [5, str.10"3 | - Neka preslikavanje
A preslikava kompaktan metridki prostor X u sebe sama, Ako jJe
préslikavanje i neprekidno 1 wop8teno ¢ ~-kontraktivno na X; ta-

da:je skup perisdidnih tadaka neprazan 1 konadan,



V., ZAJEDNICKE POSTOJANE I PERIODICNE TACKE
KOMUTATIVNIH OPERATORA

U ovom odeljku razmatrademo neke dovoljne uslove za egzis-
tenciju zajednidkih postojanih 1 periodi¥nih tadaka komutativnih

operatora koji preslikavaju jedan isti skup u sebe sama,

Dokazuju se stavovl o zajednilkim postnjanim i periodidnim
talkama a potom se uspostavlja veza ovih stavova sa stavovima u
prethodnim glavama i1 daju samc neke posledice radi ilustracije

te veze,

St ave- V,1, Neka je E neprazan skup i neka operatori
Ai(i = 1,2,...n) preslikavaju skup E u sebe sama, Ako sloZeni
operator A10A20"-°An ima jedinstvenu postojanu talku p¢E 1 ako
Je A0y = AOh, (1,3 = 1,2,...,n) tada je tadka p zajedni¥ka
postojana tadka svih operatora 4, (1 =1,2,e.4,n)s Ako Je A=A
za svako 1 = 1,2,,.., n tada Je tadka p Jedinstvena postojana tad-

ka operatnra A,

Dok a z,~ Doka%imo da je tadka p postojana talka proizvolj-
nog oreratora A; (1<1 <n), Kako su operatori 4,(1 = 1,2,...,n)

o)
kenutativnl u tacki p imamo

= (o] PN vee — 4 = oee
p = A;04,0 oAgOOAnp_Afgp“.oAnp 410850+ -+ 0k Oy .

Odavde sledi
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4
1

pzA (A MA,C..204 A - A . A ves @
1,712 io)pu— gAiooAlnAzo e An)Aiop,

§to znadl da je tadka A, p postsjana ta¥ka speratora
o :

A, O0A.CA O“'OAn = A OA.OseeOA

i 71 72 172 i

OeseOA_,
) 0 n

Posto Je tadka p jedinstvena postojana tadka operatora

AIOAZDo ve OAi

prQQA

mora biti

A, p=0p
1, ’

8ime se gzavr8ava dokaz prvog dela gtava, -

Drugi deuv stava sledi iz &injenice da svaka talka koja jJe
postojana talka operatora A mora biti postojana talka 1 operatora
AOAOes«OA = AR, Kako prema pretpostavel operator AR ima jedinstvo
nu postojanu tadku sledi da 1 operator 4 ima jedinstwenu postojanu

tadku,

Radi 1lustracije veze oﬁog stava i stavova pOsledida pred-
hodnih odeljaka navodimo samo jednu posledicu koja se odnosi na
pecsledicu IV,2,1,1, )

Posledic a, V,1,1, Neka operatori Ai(i=1,2,...,n)
prealikavaju prebrojivo kompaktan Hausderff-ov uniforman prostor

(X,%l) u sebe sama i neka je unifermna struktura “% otvorena., Ako
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su operatori A,(i = 1,2,,.,,n) neprekidni i komutativni i ako su
takvi da Jje operator~A1°A23-o’°An uopsteno A -kontraktivan, tacn

o

postoji zajednidka pnstojana tadke svih operatora Ay Agpeney 4
Ao Je 4, = A za svakn 1 = 1,2,000,n, tada Je tadka p Jedinstvena

postojana tadka eperatora A,

Sada éemo navesti stav koji se odnosi takodje na poslediau

IV. 2. 10 10

St ave- V,2, Neka operatori A 1 B preslikavaju Hausdorff-ov
uniforman prostor X u sebe sama., Ako je skup I(B) =ix:x = Bxjx¢) |

neprazan 1 prebrojivo kompaktan 1 operator A na tome skﬁpu
neprekidan 1 uopsteno U -kontraktivan, tada postoji Jedinstvena

zajednildke postojana tadka operatora A i B,

D 3% a z.- 2a proizvoljno xoe.I(F) je

8to znaéi da operator A preslikava prebrojivo kompaktan skup
I(B) u sebe sama, Tada na osnovu posledice IV,2,1,1, operator
A ima Jedinstvenu postojanu ta¥ku u skupu I(B), koja je prema

definic1ji skupa I(B) postojana ta’ka 1 operatora B,

Doka¥imo sada sledeél stav o zajednilkim periodi¥nim tadka-

ma komutativnih operatora,



99

St av.- V,3, Neka jb E neprazan skup i neka komukativni
operatcri A i B preslikavaju skup E u sebe sama, Ako operator B
ima neprazan 1 konadan skup perindilnih tadaka P tada pcstoji

konadno mnogo zajednilkih periodiénih taldaka operatora A 1 B,

D o k a2 z.- Najpre demo pokazati da osperator A preslikava

skup ¥ u sebe sama,

Neka je P = {pl'pZ"‘”’ Py} 1 p proizvoljan elemenat sku-
pa ¥y To znadi da postoji neko k€N tako da je

D= B¥p,

Tada Je zbog konutativnosti operat»sra 4 1 B
Ap = ABFp = AOBOBO,,.,0Bp = JOBO...0BoAp = BXAp,

8to znatl da je i Ap periodidna talka operatora B, odnosno da

operator A preslikava skup P u sebe sama,

Primetinosada da postoji podskup skupa P knga operator A
preslikava na sebe sama, Kako Je P konadan, lako je zakljuliti

da je to skup

gde Jje s kardinalni broj skupa P.
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Iz Sinjenice da A preslikava knnadan skup p¥ na sebe sama
sledi da Je svaka tadka tog skupa periodiéna‘taéka Jperatora A,

Znadi, za svako p £ P* postoji par prirodnih brojeva (n(p),m(p))
tako da je -

¥to je 1 trebalo dokazati,

Radi ilustracije veze ovog stava i’stavova i1 posledica koje
daju doveljne uslove za . egzzistenciju konadno mnogo periodidnih
talaka navodimo slededu posledicu kojJa se odnosi na posledicu

IV,2.2,1.

Fosledic a,~ V,3.1, Neka komutativnl operatori A i B
preslikavaju kompaktan Hausdorff-ov uniforman prostor (X,%;) u
sebe sama 1 neka je baga i uniformne strukture otvorena. Ako Je
vem ¢ operator A neprekidan 1 uopsteno (U,fb)mkontraktiv?a tada
postojl konadno mnogo zajednilkih periodiénih talaka operatora
A1 B,
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