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znecajno nodruldje izudavania uw teoriji stecionarnin
sludainih brocesa zauzir 1gju llnearanl aproksimacioni probleni

(iivearnsa ekstrapolacija , interpolacija i filtracija).

{0
|

Jlf.

vanje ovin proolema vaino je i zbog toga 5to su o osnovmi

probleml sa kojima se susredemo 1 u teoriji ovntinalnih dinami-

Ovej rad posveden je efcktivnon re* ravanju eproksinacio-
nin zadateka pri éemu se posmatraju procesi sa neracionalnin
spextralnin gusitinama. Pokazuje se da je mogude dati ekspli-
citni oblik reSenja ovih zadateka , nasuprosd dosadasnjem uve-
renju mnogih matematidara da je to mogudée jedino u sludaju ra-

cionalnin spekitralnih gustina.

Ay

nad je podeljen na Cetiri glave., U prva dva paragrafa
prve glave daje se istorijat problema 1 njegovog reiavanisa ,

a vec u treéem paragrafu osnovae definicije , oznake i teore-

Jruge glave obraduje ekstrapolacione probleme i ona je

icuZe po3to se u njoj razreduje metodika postupka. U tredo]

tenja na klasu procesa dije snek-

-U;(

ceivriol glavi se daju uoni

Talne gustine su racionalrne funkcije pomnoZehe i podeliene

citsponencijalinin izgrazine.,

U2l oredaveaniu ovih problena imao sam ne wnuw Lo d: uw OS—-
1oV ounogin metenatilkih teorija leZi neks osnovna nejednalkost
111 neka jasna geometriiska predssava. U ovon slucaju to ie

bila geometrija hilbertovog prostora.
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Prva glava

IS TORIJAT I POSTAVEXA PROBLEIWMA

l.1. ISTORIJAT PROBLEMA I NJEGOVOG RESAVANJA

Kada se govori o sludajnom procesu omda se ima u vidu
slucajna promenljiva , koja se menja sa vremenon. Preciznije
receno, slufajni proces X (¢) je funkcija realnog paranetra
teT ,pri Cemu su X&) za svako ¢e€T ‘Slucajne promenljive
( o op

pSten slucaju to su kompleksne sludajne promenljive).

Neka jJe E{x&e)f’ konacno za svako €€T . Tada je srednja

vrednost procesa K(£¢) funkcija
(1.1.1) My ) = E X&)

koja je konaclna kompleksna funkcija za svako <€€7T . Korelaciorna

ﬂ-\ L n =
Tunkecija

(1.1.2) Ky 3)= E{ LRG&~my @] R(a)= My (3Y] ¢
ekode, kompleksna funkcija i iz

| 5 . '
1.1.3) (K &0 %2 Eln)-m )3 B 11 @)=y (5))2

siedl da je za svako 4+ i A konadna. Korelaciona Tfunkcija je

rerezativrne definisana i




A\

(19194‘) l“‘-..x fjj“—- J'\"‘;r." (0} l-) J

(1.1.4 ) K&, D=D (t) 20

Sludajni proces X{) sa konadnim momentina drugog reda

e EX()=wm, konstanta 1 X (%3)=K(t-4) spada u vazau kla-

i..J
ol 1N

- . R
Za K0

su sludajnih process, u Xlasu stacioanarnih u Sirokom smiclu sl-

wdz3inin procesa ( mi demo ih prosio zvati- stacionarni procesi).
Bez gybljenja opStosti mo¥e se smatrati da je E£EX@=0, jer se

uneste X{¢) moZe posmatrati njegova "pulsacija" XK{&)-nmL.

Sludajna promenljive X za koju je EX=0 i E [ )|%

noZze $e posmatrati i kao vektor nekog prostora slucajnih prone-—

nlgivrn v (7, str. 22-25). Vektori iz H se mogu sabirati i
i skalarima, kvadrat duZine vektora i skalarni proizvod

dva vektora iz H se definisu sa
2. 2 —
(1.1.5)  JIRIF=EIRIT, (8 %) =EX X,

Tada fJje + Jjedan hilbertov proétor i komvergencija nizova ta~

taka iz H Je ekvivalentitna sa srednjekvadrainin konvergencijon

odgovarajudeg niza sludajnih promenlivih ([38], str. lo3-111).
To nem omogudéave da iz proizvoljne tacke 3 iz H moZemo spusiiti
jedinstvanu normalu na linearni podprostor ACH i duZina te nor—

r2le je najkrede rastojanje od tafke 3 do podprostora A ({11,

| . |
A
o

I_.J

e

. PodnoZje normale ¥ ima osobinu da je razlika 3-n neko-

irgns sa sludajnim promenljivim iz A . Projekcija 7 se

s
W
|-+
H

matre nejthljonm aproksimacijonm gﬁ-ektarimaiz A 1 smislu nini-

{0

nume kvadrata rastojanja.
Zz korelecione funkeije k &) stacionarnog sludajnog pro-

cesa | A(L) vaZi spekiralna reprezentacija




gde Jje F(\) zealna neopadajuéa i ogranifena funkecija. F{)je
spextralna funkecija procesa X(#) i ona je odredena sa tadnosidu
do konstante te se moZe smatrati da je £ (~e0)=0,F(e0)= K, (0).
Ao je T (w) apsolutno neprekidna, tada njen ivod —Jf(;.\):-_-.-F"(;\)
je spektralna gustina stacionarnog procesa :(fé);

Za. svaki stacionarni proces x() postoji proces Z ()
sa ortogonalnim priradtajima, tako da za svako fiksirano -

imamo spektralnu reprezentaciju
(s Y
LAT ~r
(L.1.7) K(t) = f e C‘/EC}“) )
-— O

gde se stohasticki infegral podrazumeva u srednjekvadratnon.
Proces Z(N\) je odreden sa tadnodéu do aditimne sludajne pronen—

ljive, Ako se zahteva Z(-e)=p , tada je
(1.1.8) Ez(0=0, EIZO%=F0) , EdZO)1%2= dFn).

Primetimo i1 to da iz definicije izvoda i (1.1.7) sledi spektr-

alna reprezentacija izvoda

; AN
(1.1.9) X'(e)= [ ene”™ dzo) .

U vezne probleme teorije stacionarnih procesa spadaju
aprcisimacioni problemi ili linearni problemi u koje se pored
ostalin ubrajaju ekstrapolacija, interpolacija i filtracija.

Yroblen linearne ekstapolacije rad celom proiloddéu

* I ‘f

h J

stacicnarnog sludéajnog procesa X (+) se sastoji u ne~

et

- v i o , &> ; L. /
leZendu funkcionala ¥ (t,%T) od vrednosti K{&) za 443 kojl
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(5T,

vrednpsti K@) za £ T&t2%,

za W,+T),Tyo - U ovon slulaju se osim

el b

rajbolju ( w smislu metode najmenjih kvadrata) aproksima -
2 N ol B

£ A\To7 L)J >0,

Problem linearne ekstrapolacije nad konacninm intervalon
PN

se sastoji u mala¥enju funkcionala X {&stT) od
koji daje najboljuw aproksimaciju

navedene ekstrapolacise

"tnapred® moZe posmatrati i ekstrapolacija "unazad® za vrednosvy

RK(=T-T), >0 -

najbo

A{(E)

nalaz

Problem linearne interpolacije se sastoji u nalazenju

Lje aproksimacije pomoéu funkcionala ;}%ﬁ od vrednosti

za t<&t, i Et2t+T,T>0.

Problem linearne filtracije za R&E=VEVE) sastoji se u

enju funkcicnala od vrednosti X&) pri 1‘::-:-.@ u slucaju

poznaNanja cele prodlosti, odnosno pri {;-Tgt <4 u sludaju

kxonadnog intervala, koji daje najbolju aproksimaciju za U(£,+T),

odnosnoe za U (+,+7T) 1li U(—ﬁo—'r’-—'z;) -

DOCEq

Linearne probleme teorije stacionarnih procesa przi je
da redava Xolmogorov 1939. godine ([141, {15]) posmatra-

zadatak linearne ekstrapolacije nad celom prosloséu sta-

ciongrnih nizova. Posle toga, 1945. godine Krejn ([16]) je razm—

atrad

ije i

neka pitanja teorije funkcija bliske teoriji ekstrapolac—

filtracije stacionarnih procesa, zadatih nad konactnin in-

tervalom, a zatim 1 zZadatak ekstrapolacije nad celom prosSloscéu

Za wil

Jje 194

) baij,

oizvoljne stacionarne procese. Posle taga, Jaglom ([{9])
9. godine reSio problem interpolacije 2za stacionarne ni-
e Karumen ([40]) 1952. godine neke primere ekstrapolacije
onarnlih procesa.

U svim tim radovima je osnovaa painja posvedena nalaie=




o -y

nju srednjeg kvadrata grelke najbolje aproksimacije

2 A
67 = E IRt ) = K (2ot T)]*
2
11i uslovima pod kojima je G%ggo :

Prvi koji se pozabavio nalaZenjem eksplicitnog oblika
funkcionala Q.Ctof"c) bio je Viner ([48]), 1949. godine. Njegov
rad je bio posveden pitanjima ekstrapolacije, interpolacije 1
filtracije datih na (-oo,%,] stacionarnih procesa sa racionalnon
svuda pozitivnom spektralnom gustinom. Rad Vinera, mora se priz-—
nati, ne pretendﬁje na strogost u zakljulivanju i dokazivanju
rezultata. NalaZenje funkcionala Q(foi"t) svodli se na resavanje
integralnih jednadina specijalnog ( 1 dosta sloZenocg) tipa, ra-
di Cega je potrebno vrsSiti niz transformacija.

' Ideje Vinera su Zade i Ragacini ([521) 1950. godine is-—

xoristili zz sluca]j konacnog intervala posmatranja.

Svodenje problema na redavanje integralnih jednacina
( tzv. integralnih jednadina tipa Vinera~Hopfa ) nalazimo dosta
Yesnije, 1963. godine i kod Pisarenka i Rozanova ([21]) pri &ermu
se posmatra samo sluéaj racionalne spektralne gustine., Ovo] vr-
sti refavanja pripada i fad autora ([43]) iz 1972. godine u ko—
me je pokaszano da se redenje eksplicitno moZe dobiti i u sludaju
kade, se posmatraju i neké neracionalne spekiralne gustine.

U radovima [17], [18] i [19] iz 1953. i 1954. godine
Lrejn je pokazao da sc zadatak ekstrapolacije ili filtracije

staclonarnih procesa zadatih na konalnom intervalu moZe svesti

£

e ciferencijalne jednacine kolebanja nehomogene strune i rala-

o e Yl

s

w2 a

nje njene sopsitvene funkeije prema odgovarajudo] speXiraind]

3¢
L

o




-‘:‘-*. Yy ~u

.-h- l.-'-.-. .L...."I..

wroo
I8 C LY

ional

onalneg spektr

im pu

...9....

1ii, Horistedi efektivaun konstrikciju diferencijalne jed-

na osnovu njenog spekira, Krejn Jje pokazao da se funke—

N

\ (4+T) mo¥e efektivno nadi i tim nalinom u sludaju raci-
O

alne gustine. No, prakitidno tu je i kra] moguiénos—-

‘mene ove metode. Sem toga, pri redavanju se koristi dosta

ikovan matematicki aparat.

Za razliku od drugih autora, Jaglom je posSao sasvim drug-

tem. On je 1952, godine ({7]) pokazao da se svi rezultati

Vinerp mogu dobiti dovoljno elementarno (ali i matematilki str-

0g0)

poleYut:)

eko se spektralna gustina 4 (») stacionarnog procesa X&)

tra kao vrednost na realnoj osi neke analiticke fumkcije

koxvleksnog argumenta. Time se problem prebacuje na veren te-

orije

Jagloma

kompleksnih funkcija. Ovaj metod Je kasnije od strane

korisden i u radovima [1o], [11] i [12]. Metod Jagloma

istoviremeno pokazuje i nalin nalaZenja tzv. spekitralne karakfe-

ristike polazedi od zahteva kojima ona mora da udovolji.

-

Metod Jagloma objasnidemo u sledecem paragrafu detaljnije

f ———

£ oyzirom na njegovu va’nost za redavanje nasih problena.

-1
5

1 X0Ze

cstor

{"1
-

Ie
H
O
L

ﬁioi
1o

1.2. NETOD JAGLGCMA

gstrepolacija

Neka je W {(£) staciocnaran sludajni proces sa EXGE:).:-_O
K (T)
sludajinih promenljivin sa konadnom disperzijom 1 skalaran-
X4 Kn) = EXqY;)_ H-()’\)

r sluCajnih promenljivih X(&), ~c0o <t <+ o0 . &0

slacionon funkcijom ; Neka je H nhilbertov pr-

zvodom ( i neka je njegov pod-




I--w
e
R

kilbertov podprostor u H(X)= H (X) generiran
-‘Wlw

siuéajnim promenljivim K (<L) za £,-T<et< t, , tada je

(1.2.1) )?(‘é C ) = P'ﬁoc{i K (ot T )'

(X)

. : : Dr— . :
Nexa je, dalje, L“{?'-;{) hilbertov prosivor komplekenin

-TJ to

furkveija P() sa integrabilnim po meri cf'i"'}()} kvadratom mo-
dula

&3

(1.2.2) J RIESTRNZE NS <400

-— 2
i skalarnim proizvoedon

-]

(1.2.3) (YY) = [ @o)Woo dixny

—

a L_Eé - 4 (*I:x) njegov podprostor generiran funkeijama e,"}‘t
O ) =g .
a t-Tet < &, .« Zbog (1.1.6) se !_Q(,E() izometrilno preslikava

u  H(K) uvodedi e‘:”‘fé_.} XE) .

Zadatak linearne ekstrapolacije K(t,+T) za vreme =T

unapred prema vrednostima X(¢) 4~T<t<d , tj. nalaZenje
)'2 Lo+ T ) Se onda svodi na nalaZenje elementa

(Nt T)
(1.2.4) -& T4 (\,\)-—— P}"‘OJLQ e

( .
toT &4 Fx)
e - - u A

Cija inverzze slika je X (+4+7T).

Iz stacionarnosti sledi

— A . T . {')\-&0 . T .
(1.2.5) b, gm-e P O,

4y




ki
}_,,J
4]
R
L

a2 BLC

(102.

Funke

kXog n]

ma, 3
(1.2,

(3)

U slu

3

b

') Xy = J ol oadzo,

J

dnji kvadrat gredke ekstrapolacije

6 6= ElX@-X@ls J lem-q{?_foc»\)lzda (3=

T

) iidﬂ () H..'L ! (,75 :O(x)}p‘d&(m} .

Lja gs (:x) je jednoznadno, do proizvoljnog cablirka jedna-
"TJO .

nli skore svuda po meri de(x) , odredena slededéim uslovi=-

Razlika eLkT_ c}ff:a_r_co(:.,)_]_ew‘t za Svako —Té_-_'t'g_to y TJe
) 4

2 alxt~ | |
n fe Te t“‘#?_{o@)] dﬂ<>~)=@,-—7‘-s_--és_-_.05

< _ 2
DI, ell (7. ).

caju T= co vaZl slededa lena.

Prva Dlema Jagloma. U sludaju T=<o ( ekstrapolacija na polu-

pravo
nelja

covel]

j) pri ograniiienoj spektranoj gustini ._7C}< (») , da bi fu-

5 T = &b 6) bila spekralna karakteristika ekstrapolacije
=T, T dT

ino je da budu ispunjeni slededéil uslovi:

(a;) [Funkeija 431:(;\) je analitidka funkcija u donjzyj poluravni

L [N 20 u toj poluravni ona raste na brZe od nexog

stepana od | W] ;

{bl) Frunkeija ?_C(ﬂ:'{_'e,{’)‘%r()ﬂ{(oo je analiticka funkcija u

J

ioj peluravwni i pri {Xl—oo u to] poluravni opada ne szo-

7
SCI T IR S A




.‘f LY
U siucaju konalnog T wvaZi slededa lena:
Drug

f .
ca lema Jagloma. Da bi funkeiija T (k = b Y bils
speXtralna karakteristiks ehszrapolaclge nad konadnim interva-
lom u sludaju ogranidene spektralne gusiine . (>) dovoljno je

da budun Iispunjeni slededi uclovi:

(a5) q&__}_;r&) je cela funkeija oblika

| ~(AT .
(1.2.8) C#-mt(ﬂ = C#ES-):O\) + € 2o

_Tj-c

. 1 (2) . .
ori Semu su N i racionalne funkciie:
* c‘é?‘ T ) CRT; tQ) aelonaln I3

. . . UNT . )
(bz) Punkeije Q]V___.l.{_]i_t(>~):_--['e » “(#E.T;t()‘)]%(()‘) je obliksa

) ~LNT |
(1.2.9) Y e (M= e YR 0y
’ ) —hT
)
gae je _:’j ()x) ~ analiticka funkeija u gornaog poluravni, g

Vtz‘(:\) - analiticka funkcija u donjoj poluravni i obe one opad-

aju dri IN]-»oe u odgovarajuéinm poluravnima ne sporije od
4

N AY

(e5) C'}’L')—T;'c.(“) I L2 (Fx) i

Neka je X(¥) proces sa svuda razliditum od nule ( na re-

alnoj osi ) racionalnom spekitralnonm gustinon

,c + Bl IBOVIZ
(l-2¢ ( (>\ \>\ +B/z 4 A ——— =
1o) =5 PN IOV _,.....—l-Cn‘lQ ° ¢ ool

gée Je ano)M:LYL i

(1.2.11) [ S00=Oa) (A= o) , I (B)>0 s k=1, m
L COEORG) N Tn (£)50, 4= 7,7




L
4

Jaglom (112]) je pokazao da tada u slulaju 7= ©°

Jje
c;;j:.a__* (») oblika
g
i (XY
(1-2¢12) }\ - -
gde je () -polinom stepena (n~1) i nalazenje njegovih koefi-

A~

[

ci]

mena posmatranja [T , O]

nata se svodi na reSavanje sistema linearnih jednacina.

U sludaju ekstrapolacije unapred (T>(0) i konalnog vre-

, Jaglom je pokazao da je funkcija

<D (X) oblika
17
| “) -tAT of2)
(1‘2'13) (:i!-_) ()\)= (-J E)'b)'!'e B 2_-'_ ( ) ;
T RYEN)
13 )

gde sn uJ( (™) 1 u_?gz)(;,\) polinomi (mtn~l)—og stepena i da sa na-
la¥enjje njihovih koeficijenata svodi ponovo na resavanje sist—
ema liinearnih jednadina.
II Interpolacija.

Neka su pozZnate vrednosti stacionarnog slucajnog proce-
sa W) za t4£0 i €2 T i treba nadi majbolju linearnu

"
aproksimaciju K{4H) za X(é)‘, QL AL w Neka je HO}T(X) podp—
rostor H(X) generiran sludajnim promenljivim X (+) za €£0
i c=T i [_2 ('F,) korespondentni podprostor LQCF’x). Ako
je ﬂ”;le S (J\) spel-:tralna karakteristika interpolacije X(’))
;'T'

(1.2.14) X('b)-._f P, ) dZ N,
tada |je dovoljno da budu ispunjeni uslovi:
(45) | VaZi rezlaganje
: _ L5 “) INT 0(2)
Ll.2415 <D AN )=

) :D'J ( ) iOJT< )Te an ()\) 3




_14_

cde je ¢gj (X)— recionalna Tunkcija bez singulariteta u donjoj,
POYT
& o 7" (N)y = racionalna funkcija bez singujariteta u gornjoj

polu:avni 5
(3,) Vo 0o [ o 2 ay14. o)
e O‘}T —_ OET(}‘)] A

je cela fumkcija takva da u gornjoj poluravai pri IxN]|—> o0

ona opada ne sporije od !Afﬁﬁd)ﬁq>w1 , a funkcija _%xrqﬁ{T 2

u donjoj poluravnl opada ne sporije od l>\r£'2’£l > A

1)

Jaglom je, dalje, pokazao da u sludaju racionalnre sp-

ektralne gustine DCx (N) oblika (1.2.10) je

) 00 (2) W5 )
( = - = men——
T x) B C}%.}T (x I y

GD
zde 5u.ca (3) i W (2) polinomi stepena (n-1) i njihovi koef-

icijenti se odreduju putem resavanja sistema 2n linearnih

jednadina.

l.5. POSTAVKA PROBLEMNA

U paragrafu 1.1. smo ukratko objasnili kako Jje takla is-
torija resavanja linearnih problema za stacionarne sludajne p—-
ronese, To, Sto je Viner reSavao ove probleme samo za sludaj
racionalninh spekiralnih dustina, a i sam njegov stav doprineli

SU mEnego uverenju da je eksplicitno resSenje mogude samo u tom

ey
w2 om o
I .

sivéaju. Verovatno zbog toga nije ni bilo dugo pokudaja reé

varje u nekim opdtijim sludajevima.

b
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Prvi pokudaj ta vrste nalazimo tek kod Grigorijeva ([61)

covoj diseriaciji 1965, godine, gde je on posmatrao slucaj

<3
1
)
.
W
09

e spektralna dustina oblika

P‘\_.
Q
o)
&
i

() =R 1= pe 72

?

gde je¢ R{n) - racionalna funkcija, -& - fiksirano 1 |B]<1 .

Grigorijev u svojim Zazmatranjima polazi od jednopara-

metardke grupe Ty ,-s0<t < oo sa zakonom kompozicije T, Ta=Tiip
‘Tineaxmih preslikavanja skupa trajektorija procesa na sebe.
Proces X () je stacionaran u Sirem smislu u odnosu na grupu I
ako ja E[ TuKE T K (A)] nezavisno od « .

Nedostatak rada je u tome S8to Grigorijev faktidki ne de-

¢

ie metod za resdavanje problema, veé odmah ispisuje reSenje 1
zetim|ga proverava. Rezultati Grigorjeva ([51, [6l, [7)) se

nogu jednostavno dobiti kao specijalan sludaj nasih razmatranja.

14 demo se u ovome radu pozabaviti reSavanjem linearnih

"

aprokxpimacionih problema za staclaonarne slucajne procese obu-—

nvadéene donjom definicijom, pri Semu ée nam, gotovo uvek, jedan

od popratranih procesa biti proces sa racionalnom spektralnon

sustinom ( a drugi, naravno, ne).

.4
VLVCY




)
|
@
.
€,
L

. N
K=0

( ¥ - »rirodan broj, C{O"—'-‘-’I) a, = realzzi‘brbjevi,€>0 )

he
Semo zvati & - transformacijom reda ¥ procesa X&)
Primetimo odmah da (1.3%.2) ukljuduje (1.3.1), ali i nj-
&ga posebno navodimo jer je’sluéaj N=1 posmatrao Grigorjev, na
¢ije rezultate se mozZemo pozivati.

Tako je utvrditi da su procesi (1.3.1) i (1.3%.2) staci-

onarni ako je X (*) stacionaran sludajni proces,

Tema l.3%.1.

(1.3.3) X@E)= 3, 7Y (t-je) |
450

gde red sa desne strane konvergira u srednjem kvadratnom.

Dokaszg ove lene direktno sledi iz odnosa

o
(1.3.8)  K&)=f X(H-ng-8) =3 BY(t-ne)
i

oji se dobija iz (1.3.1) i iz Cinjenice da je |l1< 1.

Lenma, 1.3.2.

Neka su svi koreni o4 yolp yoer, oy jednacine

- N M1
(1-3¢5) bl 'I"a,rZ‘ —;ﬁ--;--—}-Q_N,_dZ +QN=O

vo modulu manji od jedinice. Tada iz (1.3.,2) dobijamo

(1.3.6) K (E)= i C{J Y (¢ =),

g=0

z2e red sa desne strane ima isti smisao kao i red u (1.3.3), 2
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koelicfjenti } L J=0,4,8, se nalaze iz reXurentnlh relacija
{
1= Gl
(1.5.7) 0= a,dyra,dy oo, dirayd, 1e¥eN

0 = Qodlyt Qydy 4+ - F gy F Gy, V2 N .

V(f..je-)::‘z QKX(‘I‘:—J:Q“KQ) ) 3-2 0,1,2,--,N

zatim pomnozimo 3 —tu jednacinu sa aé ( gde je cé:rd), saberimo
dobijeme jednacine 1 izaberinmo q& iz uslova da koeficijénti ﬁz
KE-v8) 414Y<n  budu jedneki nuli. Tim nadinom éemo,uprvo, i
doéi do sistema jednadina (1.3.7) koji nam omogudava da uzasto-

pno odredujemo koeficijente cé-. Taekvim izborom koeficijenata im—

Lo

v, |
(1.3.8) Z{,} dy Y(t-k8) = % () +(0ydnt @y d,_ +-+, dn-~+,,)><(f“h€‘~ﬁ*)+

+ (Opdp o+ Q) dyyy,) RE-TB-20) +

+{(Quoq ot -+ Q) 119 -N9-0) 10, &y, X (=18 - NE) .

Da biscmo dobili jednakosﬁ (1.3.6) neophodno je joS poka-
zati da pri -0 SVi koeficijenti uz X (#-ng-8),X&-n8-24),.., S
Xit-no-ng) teZe null kada N-»> o0 . Radi toga, primetimo da

ALY

zahvaliujuéi (1.3.5) i (1.3.7) koeficijenti q? se poklapaju

sa kxogficijentima stepenog reda

g

"\4 Kno "‘{N) _
( (11 ) <fzz: C{ = N V-1 -
=0

K50 2 Q27 et @y F Ty

oji je konvergentan pri [/« . Prema tome, posmatrani koe-

ficijgnti cé teZe O kada "N—p 00 , g odatle se odmah dobija da

te¥e ¢ 1 koeficijenti na deswnoj sirani (1.3.8), %ime je dokaz




-

-— \! "
leme zavriSen. O

Primetimo da iz (1.3.7) pri N=1 dobijamo

(1.3.77) d,-8d, , =0 , V=1

/
1510 tako pri ¥N=2 dobijamo

(1.3.7%) d’b’ +a, Cly_,; 1’"622 du—2= 0 ,Vz2 3

a pri N=3

3370 dyrayd, + 0y dyy+Gydy =0 Vs 3,

Zato je

Y
(1.3.9) dy=03 , N=1;
VA V41
d»:ddac c:{i » L1 T L
(1.3.9 ) 12 (N=2)

olyz (VM)::()) ) =dy= oL

Tenma 1.3,.3.

Neka je Ha,g(x> podprostor hilbertovog prostora H(x)
komplekskih sludajnih promenlivih X (t),~coct<co , generiran
uxuonoséu sludajnih promanljivih ¥ () ,aet< § (pri kona-
¢nom @) ili CL«:.‘&&_— @ (pri A = —oe ). Tada za Procece % (L)
i Y{+£) iz (1.3.2) imamo
(1.310) Hoe, o (R) = Hooo ()

Dok az ove lene neposredno slédi iz (1.3.2) i
(1.3.6). Primetimo da u slucaju konadnog e iz tih jednakosti

sledl samo slabiji rezultat




-] 9.-*

(v %5 11 5 . ]
NS 1) Ha}g(f’{) - ﬁQ_A/@)é (:J')
Lsme 145.4.

Ako su

e

—r - \ ’ m ‘ .t ‘
(1.3.12) A{-c)::.j ot CJEK&} ; vy = [ e”‘folzy (»)
— o oo

.

cpekirslne reprezentacije procesa AE) i J(¢) , tada u slucajn

vazenie (1.3.2) je

N Co
3.1 dZ 0= (27 age"“"“@) SEXSY
§=0

Pri tope, ako jedan od procesa K{E) i Y &) ima spektralnu gu-

stinu,| tada i drugi ima spektralnu gustinu i odgovarajude spe-

ktralng gustine £, (») i 4y (») vezane su jednakodéu

N AT 2
(1.5.14-) 3'.; (k): ‘ Z Qc}e t..,\éﬁl \ng ()\) _
J=0

Dokasz jednakosti (1.3.13) se lako dobija pomocn

samene| (1.3.12) u (1.3.2) , a (1.3.14) je ocigledna posledica

(1.3.13)1
Navedena definicija i leme iz ovog paragrafa biée osno=-

vni stiofer nafih razmatranja u sledeéim glavanma.




-7 0=

Jruga glava

EXSTRAPOLACTIJA

2.1, EXKSTRAPOLACIJA NA POLUPRAVOJ

U ovom paragrafu éemo se pozabaviti reSavanjem linearn-

..‘,E"i

in eks{rapolacionih zadataka za procese X&) iY() vezane jedna-
xodéu (1.3.2), pri demu ée nam jedan od njih biti stacionaran

siudajni proces sa racionalnim spextralnin gustlnom.

Tzporema 2.1.1.

Neka je A(£) stacionaran slulajni proces sa racionalnonm
spektralnom gustinom (1.2.10) i neka je Y4&) vezano sa X (%)
SednakoSéu (1.3.2). Neka Je

%"wﬁv"/‘?

(2.1.1) ‘7?('5)‘“ S— Ay(’b))( (o)—}—j B(A é)x(f)c[z

lJ 0
nejoolja v smislu metode najnranjih kvadrata linearna ocena vr—

ednosti K(4) 420 vredrostima X&) na (—eo,d] , tako da je

Ao (0) =1 , Ay (o)=0 my V20 1 B(o,t)=0.

Tadz nzjbolja ocena Y/4) vrednosti Y(3), >0 preko vredncsii

\{-‘{‘3} BeICH 8] 137"1 szxl-{ A )Idwld"/i ima obliik




> “3 T‘ﬂﬂ*' - (V) |
(2.2.2) Y= > C’v‘\f Cl f_?_ /3« (1 Aﬁ‘J“‘/ (-kv)]}_r
;.FS c‘ v K=p Voo
T s _ - K&
“Z %jzdd j 5(6‘39"6“‘4@9)\/(%)5&?5_7}7
d:‘O =0 A
N . oo
J*Z Qizdm}.’(éﬁ K‘Q‘)})
J=T+ d tyr=0

N 00 n-Y-~
] N = U A—|& vy -
@23) V=2, {2 de [0 a0 A)\/ Yo)]l+
SN {'337 A [fkﬁémg& L)Y (E)dE]f
+*;5 Qa Koo K&-les
gde je [é]-—’zi =N,

Dokaz se priwshN-4 sastoji u sledelem:

I\f(’z)':: P’(‘OJ”

~o0 ,0
T e
= 20 K (h=je) + Z)E'TQ K(5—j )=
g

N

ENCET O?-Lf B(s5j6 f)x&)ﬂjtzcz X(s-j5)

-Hb-

cg. Q.Lq
- 7 d [%2 1’0‘ (’52{"5")}’(1})(-!69)] -+
<=0 9= Y




B(aj6, Lk (L) dt ] F

>ri U2 N dokaz je potpuno analogan, samo je u tom sludaju
~ N A
Y () = E Q; K{bv-4&).
¢ =0
Poswatrajmo sada posebno dva specijalna sludzja ove
Teorene slucaj N=1 i sludaj N=2,.
Slucai N=1,

(a) ko Je 0L Az H ., tada Semo imati

nJ A
V) = XM — B K(4-8)=

n-m

-~ /) e,
=20 AyK (0)+ ( BRBEIX @) — K (5-8)=

=g

SO v~ | o N S ;
=27 A, 2 &S be)]+ J BOD[L B ewe)dt |-

<

Q 7% e W -~ ' (\)) |

55 BSY(r-ko—8)= 57 A, )Y (=k8)]+
2, )=2, € [fz.-:; g
£o e SRS o K

3 B[ L Be k)Yt )= B Y ().
K= ) K=1q

(b) 4ko je AR imademo
o ~ A Pedi ) o)
V@)= ABY=pR(=Gd=2" T A (M-pAG-K OF
V= |




T [BOE)I-BR3 (58] ) di =

= 1[A () ~BA, (4~ €~,v]>' (&6*)}—1—

V=0

]
P ﬁ
1z M
[
Ay

- Kg

o @K{ L [ B (s, t+kc8) = 3B (o- 9'&-«9)__}3(-::)6&}

(a) Ao je 04444 koristedi ranije oznake imademo

7{5)= ;Z(/b) Q4 K(A—F) 4+ Q, A (5 —-2—&) =
| o | .
*7 Am»«‘”%o) -f—f B(éfﬁ')ﬂ&ﬂfﬂ'ﬂf K(B~8) +-Q, K (5~28)=

ﬁf o [Z Au(é)i‘ (scﬁ-)]+za;cff5(zs f)y(f-.lc:a.) Oéé_/_i_

=0 V=g W=

+Q Zd Y (boko -5) 40, 2, (a-ks 29)--

=0

l

i d‘ﬁa*}‘(id oy ?)[S,E‘Av(fs)d (- tc&):}}-i-

Yo 0 - 4=0 Vo

+ 2 {(T* Off)[ 5 B(o "f+K@-)tf(fi~=)aaf]}+

-C:-::o

+;af5“ ()_JOL N )5(0 k& -6) +

\\..—-O % =

_ . ]
+0 Qf_‘ilgciz é/\”(/3 "’“\*"”“'}C})
mr:o 4=




— Dl

(p) Ako je V4Ah£ 26 imalemo

oy & A .
N(3)= WA +q, % (A~8) + AR (A 26) =

n- M
7

=57 AR (0)4—5 RV RE)LE +

Y =0

oM~

Py A6 0) 1, f B(%<6,E)K (E)df-+Q, X (526)=

-1 —4
_-:;Z’) LA, (8)+a A, (5-9)] x(‘/)(o) +

"-5 :E:C’ﬁﬁc) +Q B(&-—ﬁ,fﬂ ACGE) df +Q, K(A-26) =

n=104

__Zd {Z [ (+a,4, (2-0)] ¥ &= »Q-@)}+

-;42 d). {...L[E»(Js,f) F&B(5-0,4)] I (+-ke) dff T

T

Q’é d (A~ —2p),

(c) 4ko je »H> ¢ imademo

A

Y(’S) :-QC)SD = 4 f?i Cﬁ -9')%—(1‘,2‘; ('5—2'9‘) =

e 9
-—qif 1;3,9(4)7\ o)+ R (At )W) AT + \
V=0 -
+qQ, _m_1A (4—6) 760%0)‘*‘@4 JE(’-"‘@)'&)X&)%_F
V=0

Caay A (5-28) % (o)—l—Qlj R(6~26, ) K (&) =
V=g




D5

=S A (M)A, (9)F Ry A (5-26)] X @y +

O _
"";i} [ Bat) +Q, 8 (s-5,4) + @, B (3-26,1) X @) dE =

n-m-{ ()
ZiL; ded 2 [ A, (2t a A, (6—8)+a, A,G-28)| Y (~ke)tt

W =0
2O d, {; [R(4E) +04 B (4-6,4) 40, B (4-29,8)] Y e s)]

Lako je proveriti da se i u slucaju N=1 i 1 slucéaju N=2
pri SN0 dobija V(o) . Isto tako, rezultati se u oba sluclaja
poklaphju kada A2¢ i kada 4Wg , a u sludaju N=2 %0 vazi i
za A ARG 1 za AN 2p . Pri ovanm zakljudivanjima biinu ulogu
igraju osobine funkcije A)()1 E(é)—t) 5

Primen 1. Neka je » &) gausovski markovski stacionaran slu~

ajni proces, tj. proces sa spektralnom gustinom

£ )= J\Q__%i[ (B, >0, X>0)

i nekg je
V) =Y E)~PrE-6) , 1Blcd ,6>0.
Xao $to je poznato, tada pri ekstrapolaciji na polupravo]

(oo ,01 3e r(A) = eud‘/)f\(o).

Neka je 0Q<«hrs-9-. Tada imamo

r—

& & oL 7 |
VA= AAD =R RM-8)=€  R(O)~ % (2-t)=




~26—

e

= Z (A (k) ; Ay (3-ke).

Ako je 4>  imademo

N e 7~ — —~A (4 —&
T =%(8) = B R(a-e)= & Px(o) ~-pe ( % ()=

U T B (re),

Primer 2. Nek:a je X&) proces iz Primera 1, i neka je

Y (B)=K )+ K -f—Q_.?_?(Gé -24),

AKO je 0&< A4&H imademo

~~ - D
Y (5) = K(AY +Q, K (=8 +Q X (5-28) = €

X(O)+

+QX(A~8) Tk (3-26)= e‘*ga/kv ~REHQ,Y (A—e-)z?% @ s d ) f<s)
i ' -:O : )

gde se koeficijenti c{k odreduju formulom (1.3.9 ) u kojoj
su c-(,z i'o(Q_ koreni jedné.éine EL+Q4,£--;-Q_2_=—_ g 1 gde se
predpostavija da je [x4]< 4 s Iy |24

U sluCaju 844428 dobijamo
~ A A\
-~ (4-6)
“x0)+a,e %(0) +0q % (o~ 26 = |
= & 0 +a,e e)éoc{@*(—be-) +%.31;0"’@’ (5=t ~26) |
a u sludaju 426 analogno

™ A A A
I = XA +A X (4-8) + @, X (A-28) =

=& (1+a, & +,e ) x(O)—-




-D27—

~%é WL

=C

oL
(4+a,e ——Qiez 19") 3“ Aie. J(—-—-K@)
bﬁno -

Teoreg& 2olele

Neka je X(t) stacionaran sludajni proces i NEG=D,

& - trensformacija reda N procesa X{¢), data formulom (1.3.2) i

gde ld4l<d . )« « Neka je, dalje, ¢ol(») - spektralna kara-

kterist

svima

ika ekstrapolacije procesa X u tadku A>0 po vredno-
polupravo] (-m,o] . Tada spektralna karakteristika ekst-

rapolaicije procesa F&) u tacki 4> 0 zadaje formulama :

< X = BTN
S MG +2qu.@

(2.1.4) #:z(m'._ﬂ Ll =
):aa e N
u sludpju [—3—_—]:’5 i o< é-—..N 13

T a bR«

| | O
(231.5) qbv (N) = —_d=0_d "7°748 %

= . o INE

J:O e

u sludaju [-—g_-]—_-,_& i R

\

D ok a z. Neka je kX <&N-4. Tada koristedédi (1.3.1lo) i

(1.3.13) dobijamo

YA = Prof V) =S o Proj KA —s-)
= "0 D) = Q. (o 4T =
b oo e T, Y
4@ A *—\-{:
= 2 QROAE) + S a R (85e) =
(j.‘.‘_‘:g d J‘:h_..}_/‘
b LX (0--6)
=2 % ~5 "3 ier (ﬁ)d&:(&)+{2JC1 fﬁi J‘JZ;GJ“
,,A_'O _ 4 ‘ 4= —-QQ




- B

AN o . o
= (- ZQ C e (38) ~ .
—_— a0 -J:O J ¢:‘> d@- >\> J;L-i-,?aa e j a/é/‘i ()&) —_—
"?‘ N AN (1~j8)
> P, D F 2, G
j. .Lo d \-H _ O/Z\y L)
Z q e‘—l.-;a[@

cj*—-O
U sludaju >N dokaz je potpuno analogan.

Posledica teoreme 2.1.2. Neka u teoremi 2.1.2, proces X&)ima

racionalnu spektralnu gustinu. Tada je

@/ -‘-’*dﬁ- <..\(f.x &)

+37 ¢

J=2t

(2.1.6) P () --:e,,c\)'z ¢

u siudaju h<aenNvN-1 i

() --L L A
(2.1.7) <,5,5 M= Fa_,_o\)j_, 5 Ne Z i€ N(439)

§ =9 3“&+4
u sludaju rzn 5, gde su Je,,()\) 1'29_6\) racionalne funkcije od-

redene s8a

I
A
(2.1.8) 124(}\\ («}IO' Qd C[D‘fb'-c}'& (\9&) >
odnowno sa
| N
K
2.1. (N) = - Oy,
(2.1.9) Ky O0) %% Pyjo M

Ova posledica j_e preéutno na izvestan naéin veé koris-

éena u teoremi 2.,1.1.

Teorema 2.l.3.

U sludaju relacije (1.3.2),ﬁaéi formula

n A Ine X (=18
(2.31.10) 93,‘;'(%)-:26{ 'Cfiy (N) ) Q€ /\J—%Z*g:e g
J=0 ¢ Tosjp ~o ¢ PR EY
J

- o —————lmA. = ————— N L T



~2Q~

1 ko0jdg] je4m=fi%], koeficijent1 c%; se odreduju formulana
- J .

(1.3.7), a koeficijenti Gg formulama .

- -
(2.1.31) 4, :—_éz Q,d;y , 1SS L+N,
4 V=0 J

Dokaz . Pz oznaku E%JﬁJa zahvaljujuéi formulama
(1.3.30) 1 (1.3.13) dobijamo

| . . ¥ DO |
X(srh = Proj y mxm):Pde Mzg{g(zs-w)—-:
=% _=

Y (r-ke) + Z A\ (4-kg-) =
"WO 3) J R

§=0

e b = oo

>, i C#ﬁ_ae_(‘z\) : ;ﬁ Qe dZ ()=
B o . v N __(:)&('9- o0 C»\(O‘dé})
i:im'{gzgi;Cik~cﬁ)-kx£>9.£§;<%}ei 4;;££;€{ h%c%%%(}))

a konadéno imamo

1~~~
‘(g A— ->— Q
¢ V=0




Xao i kod Teoreme 2,1,1. razmotrimo posebne dva speci-

jalna sludaja: N=1 i N=2,

Slucaj N=I,
Koristedi ranije oznake i1 formule moZemo dobiti

sy =3 € 5048) + g% (s-np-8)

I=0 e 4
posSto je u ovom sludaju «éhH._Qod,LH--/I (5 R %- o

za, E};;’L*iZ.

Sludaj N=2.

Iz Y (4)=X (@) +Q, % &=+, x(£-26) X = zd N (F%s)

pri o= 4, a/-:i: =y , k>0 imamo

-.::.(i

xc,s)_. dmv(é-w) +Z d, Y(s~ke)

K= $4-4
tako da Je

(- .
PG = [LG{ ‘:ili’y o+ dy 0\4 9)_7 4+fow\i%ﬁﬁj=

=g =K K=t A

M. & -
=ldK<#3 G\) (’1+Q1€ L X +Qle icx's-)_{_

=0 ~k

s (A-es) : 9-. —2UING N _
KZ}L 4dl< e ('H- Qe - +G, C )=
Rl o o

19 | ' .
=3, de k C%)'('H-Q,Fe"”“e—r-qi ‘Q“f"g)+

CN (A=RE = 2.6)
J

IPNE S 2Py
/2.-4 = 'T"-g}cﬁﬂfi~ €




_31_

a
gae Je GC),]’L+2 céuz,

~(, |
ﬁQM:.-cf = — -~ > (dq:rl‘dz) >

Posledica Teoreme 2.l.J.
Ako je.jﬁé) stacionaran proces sa racionalnim spekira-—
lnom gustinom, tada spektralna karakteristika ekstrapolacije

procepa X() povezanog sa proceson y(t) formulom (1.3.2) je

g oo N
(2.1.1L2) C Cx)"QG\)ZC‘aP—L)\J +)_ g eu( C‘%))
[ =
gde je R{x) racionalna funkeija:
J
143 RGI=Z > d qéé Se O
Osimutoga
N N~ -4 ° v .
WOsh = s { S (4—;:9-)3 o + | R(syje,rave)elt s+
4= |
fona 0 T~V ~ (J)
n R+ N
i Zc{ {L B (55, t)[iqu(f-k@-)]}—)—Z b X (s-49) =
Jﬁ@l d J=m+4
N=mpA V) N TR ht M




Proucimo u vezi sa ovom Posledicom opet sludajeve: N=1 i K=2.

Slucaj N=1.

Iz formiile

X(h) = )i @&g’(é—-c;e-)—z— BT % (3-ne-8)
xoristedi =

Y(») —-501143(6) 5“?0) +_Jjgy(4;é)§i(—e)oﬁ?f'
dobijamo
X(é) AZ}:, (S‘}Em_,l‘ g (»s-gayx“’?o) Jﬁ; (fH:z__f'MAym-de)x )(—9)-:-
o Ot = =0

o
5 fg" [ B¢ 48, D)%)t Zg (1» f R (é~9f—f9‘)><(fﬂl‘+[b )‘(4«‘29-—6)
J=0 -G 4=
Slucaj N=2.
~ Ako je proces Y(¥) 6 - transformacija drugog reda proce-

Sa. X @) imacdemo

K(Ay= Z d; Y (s~8)+ 4, , % (s-he-e)th,, K(s-ne-28)=

§=0
Lo - —
= T o {0 A% (sje)y (o)t Bhjet) &)aﬁf} +
a“:..o -4

-t 0"‘:--2-47,\()3 Y 9") ‘i"gl‘.*.iﬂ(‘ﬁ NG~ 2.'9‘)"""

e oM (V/
=2, c.{J{S_ A (4 J&J[xw(o)+q,,><g-ﬁ)+a X (~26) ]+
C

"
—
=

U

- _;:SC%B (5+6,%) [ #(E) +a, X {&~6)+q, X(¢~26)] AL } -+

LD (ARG B)F by, X (ARG =€) ==




-1 -1 () — e
= % L%Q‘ (‘"‘Qt})ﬂ-;__\ J 8y X (&) dt +
D Z oo

+ éuiw((é—-&e_-e-) +By, K (3-8 ~28) -

Primer} 3. Neka je Y&)=X(t)-pHRE-€) 1 £ (VY= c ]
__t_ v o)
Tada Ji

~ —A _ _
Y(B=e Ty, A=

te Jje

Y
Y, 8 (15,'6)-—-;.0

A e Ly . X+
IEY) Ay (4-je) L1 (0)— AR EEI+ b X(3-ro-8)=

a‘"
. w+4 |
—-Lrs g d“ﬁ@")r_ﬁq(o)— ARES) T B X (A-Re-6)=
*t--t-'l
48 A— (e s -
=€ T X(O)-RKEHRH+L KH-e- 9)..
O (5@"‘9 L @ |
Primen 4. Neka jJe YE)=X(t)+a KE-6)+Q K& -28) ,{;(-}J;— Azi_ Z -
Tada de dobija | o |

A a0 0. —ol (A= N
Xy = o di{ T a e % we)f+ o+
=C

—~ A/ L Y& |
= £ JzLO;o’g:e )LXCO)TQ.;X(-@-)‘-CL_QK(“"’—Q)_]—(_




dc-:-i J’f-i :
gde je o= % (pri ke, ) 113 b= (4+1) <4

Prinm edba

Pri izvodenju gore izloZenih rezultata osnovau ulogu
su imale formule (1.3.2) , (1.3.6) i (1.3.1l0), koje su omogu-
¢avale da svedemo reSavanje problema ekstrapolacije jednog od
dvaju procesa A (£) 1Y) po podacima sa poluprave (-,0] na
reSavanje analognog problema za drugi od tih procesa. lako je

videti, ipak, da do istih rezultata moZemo dodéi i drugim puten,

koristedi slededu lemu.

Lema 2.1.1.

Da bi funkcija CP: () Pila spektralna katbakteristika ek-
strapolacija stacionarnog procesa Kt&) u talkidrp na osnovu
poznavanja cele prosSlosti (~=<t £ ¢ ) u sludaju ogranidene s
snektralne gustlneyf () dovoljno je da se funkcije ql.’ o)1

‘Vﬁ(})_}_eh'\ 2 qbd o) 3f <(>) mogu produZiti u oblast kompleksnih
vrednosti A tako da je:

1° Funkeija ¢b(x) analiti®ka funkeija u domjoj polu-

ravni oblika
' )
A | i..;)\'é'
j d
cgde je --o-aéfJ £ 0 i gde su (Zd-(}\) -racionalne funkcije;

20 Funkeija \])3 QJ) - analiticka funkecija u gornjoj po>

luravni M\ i pri jN\]—=>9oo u toj poluravni opada ne spori-

_ —H
je mego ] 7 ho=> 1 ;

Cfv‘f () & LQ' (Fy ).
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D okaz ove leme nedemo navoditi posSto je analogan

sa doffazima lema Jagloma ([12]), koje su navedene u paragrafu 1.2.

Ipak, u sludaju ehstrapolacije na polupravo]j koriSéenge

ove lé¢me je dosta komplikovanije nego neposredno korisdéenje for-
mule Tl.B.lo); zato taj metod i nismo koristili w ovom paragra-
fu. NO, U primeni na probleme ekstrapolacije po vrednostima pr-
ocesa|na konadnom intervalu, formula oblika (1.3.lo) ne vaZi;
ovde ¥aZi samo slabija formula (1l.3.11) koja nije dovoljna za na-
Se ciljeve.

Zato u sludaju ekstrapolacije na konadénom intervalu pro-

cesa ftipa procesa kojima je posveden ovaj rad, najprostijim naci-

norn dpbijanja eksplicitnih ekstrapolacionih formula Jjavlja se ko-
ri8éenje odgovarajuée modifikacije leme 2.1l.l1l. Upraveo, taj put

de i piti korisSden u sledeéem paragrafu.

2le2. BEKSTRAPOTLACIJA NA OSNOVU VREDNOSTI NA SEGMENTU

U ovom paragrafu demo smatrati da su poznate vrednosti

posmaftranog procesa na segmentu I‘_"‘T',O_'{ )TA.O .

Osnovnu ulogu u ovom delu ima slededa

Tena P2.2.1.

Da, bi funkcija <}>:f:T(>;) bila spektralna karakteristika
ekstnapolacije u tadki 420 stacionarnog sludajnog procesa AKit),
zadanog na {7,0] dovoljno je, u slufaju ogranilene spektralne
gu$time, da se funkcije ('BSTTC;\) i ‘{’6..;.(}):[&{’}9_(;5;:‘7(})]75& ()
mogu [produziti u oblast kompleksnih vrednosti A tako da:

1° Funkeija ¢ "0y je cele funkcija N oblika
)l




3

— d . J'
(2.2.1) P, ( " )‘ R0
gde su Téé-ﬁ-.o ’ % - racionalne funkecije A pri svakonm j=’}‘-,§:f,
2° Funkcija Y,.(\) je analitifka funkcija X oblika

(2.2.2) \f )= W:& (\)reuﬂ\&/:l-) )

gde Je ‘1)3 T(;\)- funkcija analiticka u gornaog poluravni i pri

(2
N —o0 ona opada ne sporije od ]}q ﬁ Z-1 , a ‘V,b )(:\) -
funkecija analiticka u donjo] poluravni i pri (Aj—>we u toj po-

luravni ona opada ne sporije od | A] Z'"’- , {,’,a::’.-—/i ")
o A ~ D
3 c#,bl_r(;\) e [T (Fy).

Dokaz lema analognih ovoj lemi moZe biti naden u

([12]).

Teorema 2.2.1.

Neka je ¥ () stacionaran sludajni proces sa racional-
nom spektralnom gustinom (1.2.1l0), a YY) njegova & - tran—
sformacija reda N. Neka su poznate vrednosti ')"(1’:) za €€ ET', 0_—[
TL QO . Uvedimo oznake ’z,--[%]; ‘f:E-%:—- i1 neka f nije delji-
vo sa & . Tada spektralna karakteristika ekstrapolacije pooce-
sa Y) u talku A3¢ na osnovu njegovih vrednosti na [TJO:[ ima
pri TN oblik | |

£ 6~
(1) -—ﬁf 9 (pkl LZ} b;é
(2.2.3) Cfﬂ ()= ‘\10“)&2 v 2 AJL% >
(1)
@ (A)
gde su }?7(}\)-'!13{.. R )= %}Araclonalne funkcije, kod kojinh

su polinomi ff)(y) L,j(l) (X) stepena (n-m-1).

Dokaz . Prinetimo pre svega da funkcija (2.2.3)

zadovoljava zahteve 1° i 3° Leme 2.2.1., tako da jJje potrebno
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i1li samo zahtev 20.

¢,] Gy =Lt b o)L o=Vt ,

LY . ' .
tada fupkeije lf,),sﬂ(?\) i \P*(_};) istovremeno zadovoljavaju ( ili ne

zadovolfjavaju ) uslov 2% Teme 2.2.1. Funkcija‘¢*bh) se moze na-—

pisati‘

yresy =LCe™ cbf )] 1 Z aje

. 5.}«5

obliku
L.Jkde" 2

J*““’ .
bhd%%

. *e;;\c ,yé- LAT

LM\ B Ve
em(_ai-p) F?4(?~)Z cu) LJ ZQ €

§=o J==

{0 4 ’9, % LJ\J'@'
_ 2) N . | g
LN CF ) J *_:Z ] e —
Ar___ Cj =‘fv

[ 2

é"’v En
p(a. e =
s ‘éj

,J~—-f—zv J=~N

m(ﬁfde‘) N L?\dﬁ} LT, C
S e 0030 NPT @<

j:'-N d 4=0 ~E+1
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odzXkle se vidi da de uslov 2° biti zadovolen ako je
PN =0
iz Koga se dobija L
b= 0,4=-L-1 ; =0 ,J=1,L.
(2),

Dz bismo nasdli vrednosti Cg =0, ) £ ytj. da bismo iskoristili

uslove ¢,=0 J"'/f,@ , napidimo slededi lanac jednadina:

.-}'E 7
S ~CAE (1) ¢ N&
2.; C;(i) LJ\AC (4 ol € ¢ ) 62_‘/4 e; y:
=0
e ) o(2) ) )
() )y L) . — (_ (2 4 REN
,‘Aj :Q‘j —'3(1Cd'+1 }c}"O)é b Ae e ) A_,,' '-"-QZ4 O >,
odnosno L &) iNG | M}) K4 (-<-H )ec,,\&e.)
2. A e (1=l € d._..,{__
de j i .'1.-:.'.](4./&/
g:;_,;]]e 5:;1 (k+1) () ('e-f-f)_“ o " ( K) j
JL‘%} j "-O(KT/‘ /A +4 JJ "'K) E“’i p. A‘é ‘-AE p ...K_,l K+1 - p
kao i e‘ g E"‘-’f 4) L)\ &
— (N) (NG (NG B e c}
'»Z’/\/Ad Fl-ye ) d;ﬁ/
J==
gde je ) u)
. (1) (M (4D 4 f ,
Bﬁd}:‘q@@'ﬁ‘(ﬂ ‘33(:-\2 :c!:‘”'“fe y '3£+4""°"'1 Aé’ ) E_y= A-N o,
d
i najzad . ) Iade
YA RAN 2 14 (V1) Infe-
2. By € Ja" o )“JE:M 5 © ’
J=-N
gde je pri 1< VaN-1 .
1) ) (V) (Y+1) V) w1 (V)

g, :% '"Jy,f.,{Bd 1/‘;"'_&’“ ZH} bﬁ?ﬂ/’ﬂ ‘{y.,;zfsi?%p JE“N =Dy ~
J

U nasem sludaju je Er( :Q; i iz g',.:.—..a sledi
J J

(I =4) wq) -4} (v-4) 4
B. --J B {, O odnosno B;N = odp, e
3

Zatim mi dolazimo do




(W=2) w-—a) (v-1)
% “4 -1 41 =% olpy )
o , , W =4) _(N=2) )
a nastavljajuéi nalazimo redom R : B, JRIES Q " . Vredno-

1 -
sti svih konstanata B(N 3 ng "3 ., 0osin jedne odreduju se pomo-

du grianicénih uslova. )

(4
Koeficijenti C?* u formuli (2.2.1) se odreduju pot—:
puno gnalogno, koristedi uslove P,_OH p/; i time bi dokaz

teoreﬁe bio u potpunosti zavrsen.

Primetimo da navedeni dokaz Teoreme 2.,2.1. istovremeno

1
ukljuguje i opisivanje metoda odredivanja koef1013enata <?( )
GJQ) , a takode 1 svih koeficijenata polinoma qg Ck) 1<:F%A),

tj. opisuje nam metod eksplicitnog odredivanja funk01ae'q§;r(l)o

U svojstvu primera razradene teoreme pokaZimo kao i ra-

nije pocedbno slucajeve N=1 i N=2,

Sluca =1, |
Neka je A0 i Y(E)=XE)-Ax(-~6) . Primenjujuéi

metod|naveden u dokazu Teoreme dobijamo

: "e . s 0 ) E :
7 d) -inse INT 2) (NS
P, L) ~R,(N3_ ¢, %, e ROV C;‘S N
- gde j¢ ) ¢ i Ny .
- e CA(B3iyE) 1 _iygE . oazT.t (A&
Y*‘m-.); € —RN 3 7 —R,Ne 3. ¢.e

i morg biti

Er"—'-‘-O)j:"éJ‘/] BQ_J:@?J::#J&'

Iz uslova

gGe Jje uvedena oznaka

(2) (2) @) @y
A-'!': G ;Ae"ce / J""Cd _@QJ+4.,<}__0,E L




mi mozemo preél na uslov

\ E+4 N &
Z{A e’ *‘au_.rse 7y ¢>:4 1€ e
- -

pri &emu je

_', "ll“!'

.o -*I)ZZ-H -4 , ?'_A &Ad -4 > 80,6

Posto mora biti fj:ojjz 4)2 sledi da treba resavati

diferencnu Jjednadinu
- Aj-d'-:‘o » 30,58
koja nam daje | |

. >
A=A, ¥ s 3=05,L

Iz uslova @) |
. (2)
Ci —~ A Caa = Ay
(2)
1 granicnog uslova C A dobijamo
d*(l)'“‘ o ;?_Q*‘-&‘-E))
i T > .

Navedimo joS Jedan nadin reSavanja zadatka o ekstrapolaciji za

slucéaj N=1 ; on Je u slucaju N2> 1 teée primenljiv od navedenog

nac¢ina ig Teoreme 2. 2 1.

- - | ' 4 s o
Polagedi od fu.nkcije ‘-F*(;\) i oznake [4—(59_“ 2:..2 q;e J&
1

gde je @ 4-.62 -.-(’-a C(’ 4—942) mi. dob:.jamo formulu
X A 4 2 © -1 c".?o. &
?iay= 3 a0 g 3 PN 093 g N

—
u kojoj Jje -1

7 -CZ_,, cﬁ ; /P "'CZ" C&’ ‘i"C?. (-94 );

_ (1) - [’1) _ (1) .
£ "‘Q,{ d}’.-l-d + c] tA_y cci"” ;3= €—4 /

7= Qf:%Cﬁ""Q:O © 1= Ay Cﬁ >




—~4 ]~

a takqgde 1 y Y a)
) £ @) K (2
q 1.=a-‘i¢; cou- ; q, = Q-4 C 4 + Q4 (_p )
A w L2) . A () = HEQ) v gy
- 2y = (2) AT (2)
7, =BG ) 9, =0 G

’ ...1.&., .
Funkciju \y (7)) moZemo napisati u.obliku

W*)= We)+e! \,uﬂ_ M)+ (2D

u komg je

P ' inGrrie +6)
E. PN u/\(é'i"ae') o)\.j'e"
SE ; Qg e 1?1&)1 pre™ =Ry ?&«:6 3
e | ~A(T+08+6) Q FYL-S
Fa =R !"f-me -R""O\)gﬁ e
= 4 NS
IO =-R, (A)Z pe N2 Mo ¢ e N
g4 - i=0 ¢
te da|bi bio zadovoljen zahtev 2° Iema 2.2.1. mora biti 5(3\):-;-—_ C,
odnospo J
"'/?'—*—:*O 3"“"6“‘4 'z:f"" 7j'=4 ¢

$to zhadi da se naprimer koeficijenti <§ud odreduju iz slede-

deg sfistema jednalina

| ) (4)
—aflce =a¥el+as e
* (1)
0 =a7¢ +ar e+ ag Cs
+ (1)

O = C{*c%f”-+-<xo Q”-+ﬂﬁ4(?q
E (1) % W, % W
£ = O.:r Cé(j + A Cg_,l + A Cp
o -t 1] Q CU,)

= a’i Ce_'f -}_ o e
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i ZE*ZJ
4 'f-:—f?b‘i{ '!-:.'3 (1)
C'* —— {-5 :

' - C o
J /H-Q)l{- s Jg- [-.5,‘2-‘-{ °

Naglasimo da iz izraza koji odreduju vrednosti ¢, se mo-

te Je .
S J€ (_‘?)

J
ze zakljucéiti da je
w . T
. . -, . (1) _ .
a isto tako i to da u sluéa;ju j->—-o9 dobijamo da ¢ ° teZe

d

ka ﬂ‘; , Sto se poklapa sa ranijim rezultatima.

Slucaj N=2,
Ako je 3 226 i ako koristimo oznake

-(AG ~2iAE- NG
(14+Q,€ " +a,e )1 +a.e’ +Qq,e

dobidemo da je

\P C:\) W (>~)+€ AT({JQ*(J\)-!—S'(Jx)

pri ¢emu jJje
L a ANARE) {2 AT+ E)

‘f’f(x).—: 2, a.J e _Q,,(\)Zf;o e""d -R (x)Z g.e

< =2 J=li1 9 . )
v, m__-re.,cm): P, e <M R, (yoj: g e ’*c*’“‘"

S ) w.dti} . ‘-')\(T""de')
RIS ES - ANh > fj --92(;\; ; 7, € ,

te 1z uslova T(\=0 dobijamo

/}03-...—:_.0)3’.:-2)-4 A 52..-::0‘, 4= 4, .

3 J

Pokazimo napr. kako se pomoéu uslova fJ:‘-O,d:“- ,L odre-
duju koeficijenti C;‘(Q)‘

Neka je )
A ‘NG - U4 a6
> C(ﬁe NS (4—-\;{ BU\ ):2_; A€ d 9

J=0 3=




e

gde Je

NCGEE 2) ) (2l .(f') ) (._)

AL F~Co A =Cp ) Aj=C5 ~di G 1 5= 0,€~1 )
kao 1_8 Q”J LA E (2) e

% ;J (4_- -L;\JC) 6“‘5

S | -2 c] 2
gde Jje

2) @) L@ ) oy ) “) . T
A_z_ﬂ'ale_,‘ )/'\g :Ae ) AJ =Ad’ F_dﬂ.Ad"i‘"l )3"' 436 1

Stavimp dalje da Jje y

< @) _ixe irey  LH @) iaje
S| A €V (1-0e) =2 8, eM
J=- ;

. J:_--z d )
gde je (2) —
(2) (= g L
@) |3 ) (2) U)_ ATl Aig 2 4= 1,
E>0=A:2 y Bega=lAz ) 8 A !
i na aj
Z'L]T : €+2 ,}\43
(ﬂl AL .
a—-"” d J-":'Z d
gde je
(1) “) (.“) ‘ 4) R ————
i’-—_q:: a".’l 2 Lg—{-ﬁ“-dﬂ-%ﬁ«}-d J i 3 = oly, E‘d""‘ d 3_ Z-H
Iz uslova %-:0,4’"‘ ,e sledi da je
“) ) , o — . (1) 4 .
B‘_j-—%a‘j_‘,:o,gm,z . Bi'= B, ,4=1t ;

a zamepjujudéi tu vrednost dobijamo diferencnu jednadinu za od-
(l)

redivenje ;A ;
(2°) 2) o

S =By
A QIAJ_ &

tije reSenje ima oblik

(2)  .2) .3 Rocly &
A"""A d-'[“s""-o 0(—:1.

d
A | (2) (1)
Zemenjljuéi tu vrednost u jednadinu koja povezuje AA i ﬁ.é

i dobijamo Jjednadinu




...4_4_...

l

() ) ) J . BOOQ
Ac’ _“{Q A(H.»; = A = 0(1-0(4 0(.
dije Jje resenje
) 1) --'J )ﬂ{;f‘) j 8:;0(_2 5
A=A, + < )
) -ﬁ(’i‘;{ﬂ. (xi"‘cfat)(’l ug )

i na kraju ocdatle dobijamo jednacinu

(L) L').) (:) a2y | Rl 3
Eije resenje je oblika
Cco_; _(o.)v{;_j‘ AV, O(._; n ’:ﬁ..(?ﬂ)____ d}_;. " Bools $
¢ Moy P T Al (1-d) | G Y2 (A~dydp) 2

U ovonm reSenju moZemo tri od konstanata C'ff: AL AL , Be

odrediti koristedi uslove

2 “) 4)  A2) (2)
Ao ¢ A <Ay, A = Co st
Posledica 1 Teorema 2.2.1.

Ao je u Teoremi 2.2.1. sz tada je

2.4 @7 ca=R+e R,

Posledica 2 Teoreme 2.2.1.

A¥o je T delivo sa & , tj. ako je T=-i%, tada
stavljajuéi prvo da 7 aije deljivo sa €, a zatim prelazedi

u Teoremi 2.2,1l. na limes To_py&- imamo

(2.2.5) CFS:_ (») = Q(\)Z ¢; e-uder

d




Tagre
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N 2.2_._2_.

3 A=-T -
Ako Jje uz ranije oznake é’:o i < AN tada pri [ ""%,—_"]:”"5*!"’1

je
0y | CAT (A (A-NB~6)
(2.206) b _(M=R+ET RN +AE “
>, T 2 J
apri [ 3= e
X = R.(> Hi "R,
(2.2.7) qbﬁﬂ_(:..\) R:() 5
Teorgma 2.2.3,
Ako Je 2)"0 i T <N tada je
: 7 . (4 '5')
v, = - 2) LA (44
(2.248) &7 V=R, 03 €, 048, iy O\)th J‘&+L€ s
3 J=0 dao 6_1;4
gde je [_%fjnK tj. K=k +/{ 111 we=rn+l+1.

D ok az poslednjih dveju teorema je potpuno analo—-

gan jokazu Teoreme 2.2,1. Ti dokazi daju, takode, metod jedno-

znatjog odredivanja funkcije ¢, (n), tj. ukljudujuéi u sebi

efekt

tih feorema zadovoljidemo se samo razmatranjéy primera N=1 i1 . —-

N=2,

dokag

ivno resenje problema ekstrapolacije. Umesto opSteg dokaza

koji ca svoje strane jasno ukazuju na put opsSpeg metoda e

ivanja.

5111.5&'" ..l Nzli

(a2) Yeka je sada 4=8 Jf =24 . Tada éemo spektiralnu karakie-
ristiku traziti u obliku

i
.:'3}-1-

4
=LA
b H=RO G e e R G €

£ W) infe ixT (2] ine & / tA(d4€)

+ZJB

j= i =1

i prema ranijim oznakama demo imati




. ‘-ﬁ. ]
Vo)=Y, () + L ACSEXEED
gde je
. 4 ) (A ) 2 {.4\‘}@'
\.4%("\): : Ct-:t-et\ +}9“ R, () 5::_ fi
3 j=o
d
CNTHIG +3) I3
=R CZ2+4 < e ’ ' 4
,L,\(T+g9+9.) o (NE ANTA+ LG +6)
¥ (>~)=-—l? (mb \)Z_i € +g, ¢

y,
% _ (A5 '
I)=g e -21?,, (») Z P, e "M

-

) ; . | '
. NG (A=)
'-T?_g_(h):; Z; eb\(‘+de)-j-£€' e:.'\ d |

te iz uslova da vaéi_ 2° u Lemi 2e2.1e,tj. iz uslova 3(}\)50
dobijamo T,= (> pri demu je (K-'r;ﬁ)

L, o - L4 c}('s—c;«ea)
%%eu’w 3 )(4-66 ©)(1-pe*)= Z
kXao 1

. >
-4 ) Leed ™ 4. {{3 )

PoSto mora biti g-‘-:(‘?;, 3 -2 Z dobijamo da je

é ((6 1(223)/(4 ;@-:-2) , s 4(3

Vrednosti é i %r se odreduju po ranije navedensm nadinu.

(b) Ako je &G, /=0 ,4-F< 7 , nema subtinske razlike u

cnosu na predhodni sludaj; samo treba voditi ra duna o tome
da je £=C
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(¢) Ao je 4=6& .{2___._0 4G > 1 imademo

“!9 (:’“) =R, (>-) +e {”U R ()

(a) A¥o je <T=41, 2?—"-—0, 3-06-< 77 tada u suStini i nema razlike

u odnlsu na situaciju proudenu posle Teoreme 2.2.1.

(b) Ao je -’t.—-'f E}o » 3-0G > bide -
- N e (2) LA e }\('3-;_;8')

b’ ‘(}-)—I? ()»)L 3 ec‘“r?i()ZC c 4° D—f

i koeficijenti C:fu) i Cj 2 se odreduju po metodi Teoreme 2.2.1,

a koeficijenti é* iz uslova Teoreme 2.2.2.

(¢) &%o0 je T=0, =0 5 A-G< 7 bide

b Cn) =R, () +R, ) €T,

(d) ko je 3‘L=-O)f£:0 -8 =7 imademo

(e) A

d‘)‘?’

"SJT

Y ¢ T 3 _
-4’5;7(“): Ry T Ru(mye” + bup ew“(d e

&

o je w=0, {24, ,4-264TL A=G imademo

7 W Y EN(3J &)
(7*)“1\71(*);%}'4)6‘“‘]5 M:QC )Z Q >Ju—_}_ }%e -

Sada demo preéi na reSavanje ekstrapolacionih problema

na oshovu vrednosti na segmentu za procese X(¢) iz (1.3.2),

odnosho na sludaj kada je & - transformacija reda N proces

sa, rakionalnom spektralnom gustinom. Za takve procese u slucaju

poznartih vrednosti na segmentu vaZi slededéa teorema.

oreﬁa 2.2.4.

Neka su procesi X { 4 povezani relacijom (1.3.2)

‘neXa je spektralma funkcija procesa )Y racionalna funkecija




—4 8

(1.3.10). Yeka je, dalje, kao i ranije [=]=%, [~%]=L
i neka jJje Eég_j =K . Tada je
| _ r
_ | A CLAT
(2.2.9) C})a;j-i_ =R N +e QQCP\)

pri E:::.OJ K =% ;

R LAT IN(A-26 ~F)
(2.2.10) b, - O)= RN+ (N + R€ *

pri 2':-‘-03 ifC‘:-?'L-l-'f')

A ¥4 . i,\('sd@)
e (_'f)"-(.. & ¢ T - } Z.. 7\‘:'6 Z ﬁL
(2.2.11) a:i:» (\) Qﬂ("’?%’ € Ve %_(7‘)(% 7 TS4d
pri o«f<Nj . (4-1€)
AN (4)_(,} 5 LNT NoO() LAJE- N LA d
X ¢ e > 42
(2.2.12) b, _ W=R (M e Tre kNG T R

Dok az., Ovde je, takode, Jjasno da su uslovi 1° 1 3°
Leme 2,2.1. ispunjeni, tako da samo treba proveravati uslov 29,
Zbog slicnosti u dokazivanju zadrZademo se samo na dokazu jed-
nakosti. (2.2.12), tj. samo na sludaj ezN . Tada je

2 0O roh (W) LM 5 ¢}
Y 6= 3 e e g0 3 e
Jd=0

d_—t}ﬂ

) E Y In(A~E) 22 V) _C N =
L)- l -—C..GV) —f..}d'e' ‘2 (}\) Z 'ff_- e d ‘)Z d‘ e c}
J=0 d JoN+4

Q-
o...

J

!

§

gde Je
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y B i _C(N) FYEC
e S NE o lwe T=o J /
¢ + +Qwe 4
s> ‘o
: N LA Q‘
1 =3 e,
+q,8 " 4.+ q,e Ve =0

gde je lako zapaziti na osnovu rezultata dobijenih ranije

da vafi sledela jednakost koja se dobija vodedéi raduna o

pravilu za mnoZenje redova

2.
=0

L ; J L
ST “R0 Y MM T

\%;(%):'ili J € '“E(}J:i-

W) N = —V) =~ {Ne S W) _oa e

GeN S e S e,
d*o = —

Jje .

7. L%('i—d@-)z GL{N) (A& i SWJeé‘A(’Sﬂ}'S—)

-J (= O = oo

imademo

= Y 0 1—6‘:’)\?‘1/ G+ SO0

ONEAD, (y“ﬂ)LAGA ‘hSJ

J =0 d ¢ ...___ )

u?«(H-d%)-L,\l w C,&dE’




....5 Gvm

tako da dobijamo sistem jednadina iz koga odredujemo vrednosti

L

R - (W) W) . =
[L”‘ 3= X0 R Y VAR ] gde je gd “——:JJ , J-"'K'i"l’—}t-/l o

Razmotrimo ponovo posebne sludajeve N=1 i N=2 2zbog nj-

ihove praktidéne wvaZnosti.

Slucaj N=1.

(a) Ako je {):"-O, ke =Y, imademo

Pl > —=R, (0 +e TR (N .

(b) Ako Je =0, k=H+1 imademo

o ’ BDYCE T
B5 oy =R+ RN +he I

gde je potrebno odrediti vrednost koeficijenta_fl . To se moze

postiéi na slededi naéin. 1z

-
) d@- O 4 L)sae. C“-) t.)‘c]
(-7 z@e 2 e gwd )
gde je j
1 .
cl.(f):: Cﬂﬁ )—.:_- ° )3;094-’2)“*

...J } 1_@:2.

dobijamo

i zato je

pri Cemu je

Y, ) = i du Ersge) R (-r\)Zoi

:- J=0

T = e Z (1) Ix(AH G- —C
LTS 4 7 > hd e )

=1 | §=

(1) c,\d'e-




Tada

- “)
IOM= CZ""}:_,; € “hd e

~5]1-

gL (A) IN(A+B=T) | U) (afS
Ny = S d e -

g —R, G\)Z GL

J: oo jE—oo

S _(‘fJJc,\j'%‘ =4 M‘” L%(ﬁ-&—d@ ne —6)

= oo J:-o-:: )

CA(A=NG - f:?-) (1) in (A1~

-- "+
1z uslova 3'()\);:__:_ @ dobijamo f\,“—‘-‘- ﬁ) 0

RS

(c) A¥o bismo u sludaju '87, 1 +trazili Py, (x) u obliku

Py -

dobil

A

tako

fa
P

LAB, . '
M=K, (N (=€ ’ )+e'\[22(>\)(4.,(5€ ).r_@) 154

WNER Ae)

R+4
bismo

_._.E_ 4 -L.)\ i‘, )
I})?—E’d(}\ %- J+€ \TQ o Ze(ﬂ) L}J Z & €

44

7'(,-:';—4-:; (5 )K':D Z2, 3’:1:.-'{{-4 )Cd = Q"i "-—:(?)Qc}%a :CJ ~__-____/(l>1

da je

Sluéaﬁ N=2.

sada je, zmnadi, Quz=-(Ltdly), Qa=ol;dy , gde je.

i XNgl4 4 xao 1 felyj<t - Kao 1 ranije, smatrademo da je

o{yFdy 3 Pri o4y "-='--<.—,(2 treba uzimati granicne vrednosti do-
bijengh rezultata kada ofy—=ol, =o(

U ovom sludaju je
(2)  INjE

]’1+Q4 e—-L)stE-’- '—Q.LJ\QI — ; C{J e
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ﬂl) Cfii
—_ . - /I;Q iry
_J d ?J J *
. LY 42 J ..
) N L I G Ml)_‘] =0,1,2,
2L -4 2 §=0:1,2,0
A (O(/i 0{2) OJ -’f —‘9(2}‘ --c(4 CJ{_Q 2

Gornja jednakost sledi iz sledeéih razmatranja :
| —yN -5 ~2 LA | (NG A8y
U+a,e M0, e M) (1va e 1, e™7) =

}

o J L.?‘je' = J i}kjs‘_

o s v s .
4 NS “‘“‘Je’ ' -
ST eMTT L) e Y e T €

4=0 470 d*‘D d=0

PR A & X B BEY i ~+1
_ S L™ e & LT -ty N
T - d __oz e . lJ € _—
J=0 17%g. 4=0 oy —<ly

— 1 W12 VAL gt ¥ §
>_4 Lc(,, +%, g —d, % (o(,,‘jntc,/j)]-_—_

(04,1 C(L)
J+2 J12
= a [ {4 - 20) 04{0(2(0/44'0(2.)_/
u_{—,:,(i)i /I-.o(,;i 4—-49_2 4~y ol




A

1) =R, (M+a€

-5 3_.

e
ko je Z‘ZQ, , tada d¢emo a?; ___(*;\) traziti u obliku

-1

2 UNG-

I+

CAC —ICA0 INT LG
+Q,e O )+e RON(tae  +a,e

u\(o--‘h.e- G) x (D=6 -26)
_;_éiie |

'1—ﬁ

te je
W o}\T *-
Y o= Y O + € Y, GY+3FO)
pri &emu Je
. (2) L;\(’.Sf'd@) | ‘o
\PJk(&J ;}_ Ci *-—124(})t:z' L'ﬁd _
=
+§& Agseih('5-%9-ﬁ‘+d'9) = %2) (n(446--26 —26)
3 j=2 =4 )
(Q)LA(G—T+3&) oo
o D\)*—-i d — K, (X) ; LMG__
"‘_E;ﬁfzﬂ{ J(m(:" En(3-h6-0- H-dﬁ“) --m—*zw (2) A (BR6-6T /o)
il i<
7
-1 Q2) Sy (4 o
Thy=" 0[ & x +J€*) S £, d( En(4- ’19-54-4@-)
§= K41 J*—Kfﬁfﬁ
¢ (3~%6 286 +{6)
-5 4, d:e” I
Foines ’

Iz uplova J(N=( dobijamo sistem linearnih jednadina koji se

Z0Cg

s5ist:

/(2 :
ranije navedenih osobina koeficijenata .%; ) svodi na

P
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g, (2) (2.) (2.)
{":-1-4 da + aidq — Gﬂ';t-;-"l

@) @) @)
-qui + 4, dy = e

iz koga se dobijaju f,, i £Q_ !ﬁ;;: T’L-{-,i )EQ: “0(40(Q_TL¢) o

(b) Ako je 1£~_-.4} K=n7+2  imademo

' =~ _iAG '}\i' . u(Q) i}\je i
Cibz:l‘ (%) =R, (7‘)1_.'“'(:.1@% A ,+€& QQC)\) [/{ -Cy € J
‘ ﬁ! o M ¢ 9)_ fl,:..b} (A-%6 26)

o

(¢) Ako je Z:*{ ) K=2+2 - imademo za razliku od (b) da je
£2.: O ¢

(4) ako je L=0©,k=1 bide

% AT | IN(A-RB~)
C:‘:Eo;_ (-}\): Q,’ (}\) T-e Qﬂ.(}\) _j_’ﬁd e v
(e) 4ko je €=g,K=0 bide

C&‘Es 2— (M) = R +€ T Ry (N

2.3. INTEGRALNE JEDNACINE EKSTRAPOLABIJE

Ako je &) stacionaran sludajni proces i X(3),d=0
treba ekstrapolirati na osnovu poznatih vrednosti u celoj pro-
Slosti ('_.m)oj , tada se njegova projekeija /)'E(M,fszo preslii-
Kava u element ciaj (=) prostora LZ(F,() » tJ. u spektralnu karak-
teristiku, koju demo u ovon paragrafu obeleziti (kratkode radi)

sa P(»). Znadi
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' /\

(2.3.1) R (A = 3 medzxcx)

canosnp So | :
(2.3.2) ,_L L PG\ dF O < oo

sto u sludaju postojanja spektralne gustine postaje
L= .

(2.3.3) { 1POEL, Gda <=

MR

Da, bismo imali put za odredivanje spektralne karakteri-

stike lekstrapolacije morademo prethodno da dokazemo dve leme.

TLepa 2.3.1.

Korelaciona funkcija stacionarnog sluctajnog procesa Sa
racionalnom spektralnom gustinom (1l.2.lo) u sludaju jednostru-

kih kdrena polinoma u imeniocu ima oblik

n (6T
(2.3.4) Ke(e)=2 A€ 7, T30
J=1
gde Jj9 _
(%) R(O¥3)
AL = RALR, BCY5) ’

y Cudy) G (58 M-8, ) - (85~ 8%)
U slulaju kada je éﬁ~knren.reda..M} ’ ---r%ém - koren
reda VP ( J)f{—i"-n";' l/P = JL ) hide

| ~ (T
(2.3.%) KX(T-) mﬁ,? A'je d , © O
g1 '

W

J

gde sy Aj:-ﬂ:(; (‘C) - polinomi stepena Bﬁé“‘/f s

D:o Xk a z ove leme moZe se dati koristeéi teorilu

rezicuma.
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Zbog elilnosti oblika (2.3.4) i (2.3.5) mi demo se za—

drzati samo na slucaju jednostrukih korena.
Lemg 2.3.2,

Korelacijone funkcije procesa X&) i YY) iz (1.3.2)

vezane su relacijom
N

(2.3.6) K, (t)'_% 77 Ky (T 69

gde je

4

76 %' vy 3’0)7@131 7914’1“

1z Leme 2.3.2, sledi da pri fiksirenom 430 i pri bilo
kom t<o u sludaju ’LZN imamo

(2.3.7) K, (d-f)--ZBC I R =A2

...Lat't' ~ N LM-(‘:S_ )
S ped Ko
Jd N

i tada iz (2.3.3) dobijamo

[e™gming e 20 da= Ky (51),

— D
odnosno

N~ _Lac't

L 1: N 3
\ (\)I%e Mef Nd = ZBAQ <

)
(2,3%.8) ﬁ,‘LQ )

gde Je
_L.%dfa-
(2.3.9) P, C%)- \‘o (;)Ia = -

Ako uvedemo oznalku

P A

= _(nE
(2.3.10) EXCN = j e " @, () -ﬁxC)\)g(_}

— D
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dobidgmo diferencnu jednadinu

N LY ._;1_;333{;
(2,3.11) 2: Q_d‘g (‘t—é'{:‘-) _— ; %é e
ije reBenje je | | »
N te YU _rs d‘[,‘

(2.3.12) Z(E)= 12 Cj oty ; ; e
i zate Je .

¢ /9 LS
(2.3.13) fe 504(\))5 (\)d}\_.__l QJ [ ;@’J e 9
Ako jg

2 -L.kt G(

2
ﬁ ) = [cI498Y

(2.3.314) Z(f)“S e F0); | P(CA) 2 ) lF’CM)l2

dobijgmo
X (¢)= @(—%)Q ("-di%”-) 7 (¢ )

Sto gnadi da ?6%) zadovoljava diferencijalnu jednadinu sa ko-

nstanfinim koeficijentima

-t
(2.3.15) (Sl(-—jé——)&(di)?[(t) zc L -r—zﬁ e

Cije meSenje je
e

’Zﬁi)-"—"% Djvj,(fHZ'g-ch 4—; {i{e d

/1

Posle ovoga se moZe iéi po metodu razradenom u 121].

U sludaju 1<A demo imati

. . N b »
k) (5 ) —-—_ZN 7’3} K.X (’S*-t‘-dg'):—“:




Ldl' (/:) l.."" &

{Q_Adi o [A-H{E-3eje) |+
e e

- HEgL(fstAE") Y

"*‘L A fE-Are) = Z D e
=1 J=1

Znadi, treba resavati jednacinu

T -t N LNfe _
“é‘}e A (ﬁ()\)gq?_d.@ d .f)((f\)af}\-—a('é);

. Nt
3= | €70 L (A)dA
i odgovarajuie qiferencne jednadine
> @ % (t-je) =R (&)
o .

sledi da Jje

Tl -L-‘.. Ve of :
s(9=2 ¢ NG T

7 (4-) -CJQ-{ (3) 5""*{3‘
-'-L b S A €A e R L H(EATE)

— /J
-..;?_ A d vC.-—A

U daljem se moZe koristiti nadin naveden u slulaju "N .
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ieka je X{£) Gausovski markovski slulajni proces sa sp-

extralnon gustinonm

i nekg

'r

C |
£ - C>0 ,«L>0
p (N) = | ) )
” AN %
je YY) njegova € - transformacija prvog reda.

(a) AkRo je d2€ tada jednadina

fe"”‘"‘t )£, (0da = K, (4E), £ <0

preladi u jednadiny

2o (T
3¢

F:klﬁj(‘\‘) (4"{562

LB —XD

") sie)=ne 8=E - IpE e,

AXo uvedemo oznaku

5t)=

—LJ{T G{\.
je 501 C}‘) \24_ 2

imademo diferencnu jednadinu

¢ije Tesenje Je

3 () —

an
A I (t-6) = RE

imadeno (55763.)

+ LG~y LT
t) /%ﬁh(f“ﬁ )e € )




~~ 7
I_L.J

: .
(Hi/ bC‘C}"—Q (

i iz graniénog uslova
) 5)>0,¢
~ == />0, T—> o<
dobijano C = , tako da ostaje

St
( = )3 (t)=2a (4- (’se ){/1 H)]e ~e 8 )

2270 je
P (,.. )p(CZ_)BCJC)-._O_u (4 -p€ )8 O(AJ(-E)
$to znadi da je

(ﬁ, (n)= (1— @Gﬁa)-eﬁ_ o«LD

0odnosno

F )= - < )e

PR G

(b) Ako je A <L &  imademo

S eesee) (6 ¥0)
K, (sat)=Chpe -T-Cif (-2 )e 1 A t+E),
gde je
— ol el iC
?'b-‘-—-i-— 1-—{5@ )(f—C)e )€ 3 Z:"_ J;,{-CJ 2

tako da dobijamo

- -L\.L_, . A= (-'S(- —
_Ma %, (%) 2 0’3\
| (-t < (E-3+6)
— 4:)(*39{_6?— Z'.Z € &) ~- € JHL(r 3+E)




{1
ci
]
ot

rr2.Ci da je

—;7((‘*-—61—&) L (E-418)

3)=¢C, (5 -f--’x/qe -r»CQ ~...€ THHE-3+E)
| ~d ~ol A ,
zde fje C,-proizvoljno, K,;-—;Z- (- (€ 9) < L, K= . o
Zzato| je
] 0, 6 f/a* 'x-LL
P(G)560= G+ =) G +2LKe =
oL (£-A3+E)

—2LK, € THE-4 +6)

- A —w(ft 4+ 6)
Pn-ﬁg)g(f)--cﬂ(ot )(a’ +24 K, HE-4+ &)
i iz| graniénog uslova dobijamo da je C,=0 i

o | . € -
P(é%)‘git): 2:0 ke (€ [ 4— ()] +
X (E-A+E)_ | |
G R CH@E)— 1 (e=A+ )]
~L(E-3+6) | .
P )5=0dic, €™ [ite-ste)- n(e)] .

Premp tome,

)f(f )50 24, Sl -3ce)+24 Ikt ™ fieey

B

bide

L ~ A D /- b o i (8-6)
.}::&3 ’i.__.(fae,u( ) Séo\).ﬁ_ | (’b“’ N
=" @ x(—-*\.a::-)—z, @ % (- f<f9>

;\'*--. =, K:"-.O

Neka je X&) kao i u predhodnom primeru i neka je Y {&)

—transformacija drugog reda procesa KE.
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(2) &ko je 4272¢ bvide (A;>0 o.{g__f?O)

LE —-U(.G- -2 & ol G- _ |
Ky (4-T)=¢ e )K= i—‘:(fi—ra.,e 2Le T (@€ +GC ),
=iy, ;:Q -'J '{.\
3_"0:) #__L(-E ‘.0 (») - .2
‘ _['_/G- ”&/Q oL
| ~ XA
— + ol B ol
> / —::7 VA 7
4 A
Ly b, L /6 bnsls, Lol €
0 (4 )506)=0 (L + B )t Gy dor g L T

s  lusl, [T
( )g(ﬂ (s (ﬂl«“é“ “/1) of4 C_z(c’(" T9»2)""'(2 s

Iz graniénog uslova
2 ( L‘i A N,
Fi- . g O ;Jé‘—-?’

dobijamo C,=C,=0 , tako da je

P(%)g (€)=2Lpe [1-# (—tﬂ)f(—c‘%—)ﬁ C;Z‘%)g(f)*——-gpoz f(é)}

| | N — oA
Lﬁ;(k)'—‘—‘%#:(waie +Q, € )e ,

A G- 7L G —~<dAD
(i+a, e +a, =77 )e |

QPC‘/\)“: A& -L,\S 4
(4= & " ){(A- 0(9_ ’ ) |

(4~ e L*C)(,i JQC_MQ)

]
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(b) Ako je '9&5%‘: 26 limaéemo

t/o.

P (ﬁ) 3 )= ¢ (OH-M ol Cg_(a( +

ol LT
+9.04{/oe +249 € H (t-4+26) ,

«ewat’z) O{ {79'

P(15)56) =y~ (’u““)d,, +C, (-

~LE
*‘2"‘243 H(£-A+29) |

., _
P ( ﬁ;)g&):ﬂ/ae [1-H (f)]+2422€é ff Ht-5+260)—HEE)] |

oz(/s 26

PG éé-) P(‘-——) 3(E)=20Lpt9, )5’ Gé)--zg cf’ (£-A+2.6)

IA(A=D26)

- —AD
_\P,, (M =e C'i'f'Q»]em) +Q, €
- /

Ply= =

-o(..b | ’/ -
(140,98 ) G, 2T

(A= € ) (1-oly € """95
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(c) Ako je ¢ <A<« G imademo

_ _ ) N
Ky(s-t)=C ﬁ»e&t-p(qqe'd%giei VH E-4+26) +

<, &% lzze“’b YH(E-5+6)]
- (A= 6)

< (4-6) T |
‘ —a, (1t@,) €

U= Fa(1+a)e ) = )

-l A(D-E) IN(3-26)
Y, (M =e FQu e g€ X

-  Un(A= Ex(3-26)
€ 46—{-6(46“\ —t-Qz;e

i 7
(1"'?446 AG‘.)(A-'JQ_Q ;\9) |

L

YN =




Treéa glava

INTERPOLACIJA I FILTRACTIJA

3ele INTERPOLACIJA

Neka su poznate vrednosti procesa () (sa EXE)=0)

pri £<0 1 tZ27T (7T>0 ) i neka je potrebno naé¢i najbolju li=-

™
neargu aproksimeciju X (4) vrednosti X(é))oc-/)dfr’ pomoéu tih

poznatih vrednosti. Neka je Ho.,T(%') podprostor H(X), generi-
mnjamilijom vektora X&) za koje jJe t<o 111 €27 . Teda

je Y (A) podnoXje normele spudtene iz 3I(4) na HO’,T()() JAko je @

tada
terp

gy )

. |
ACAY "--=-L<:f>,;_l_ N AdZON)

se funkecija c:f)b)_k_ () naziva spektralna karakteristika in-
il
placije. Ona je jednozna¥no odredena sledeéim uslovima 3

AN A - R
10§ €7 L o I Ndrso teo IEAT,

0 y S 2 —
2 C*S*-*.T(}) = LC}'jT( l_x) )

Jje [_% _{x)} podprostor funkcija sa lntegrabilnim po .
) | LN

dE G

2a

)=jf,<(‘:~J5(3\ kvadratom modula, generiran funkcijama &
20 i1 t=T.

Offormi spektralne karakteristike interpolacije govori

slededéa lens.




—~66-

Da bi funkeija qé()\) bila spektralna karakteristika
interpolacije po vrednostima stacionarnog procesa zsa t£0 i
+> 7T (Ty0 ) dovoljno je da se funkcije qlaC,\) i WO =
Et’_b'i(l(mﬂf (\) mogu produzZiti u oblast kompleksnih vrednosti
A tako da budu ispunjeni slededéi uslovi s

(a) Vazi razlaganje

) @) .{.A‘é&) |
(3e1.1) <:{DC>~) le 5, R (*Ji'f:’L > e 4. 200
y

d ),
gde Je ~& ..-O’ ~£- ,3:0 i ﬁj i }?‘j(‘o’)- racionalne fankeije
argumenta )\ i

:. xf(“
(3.1.2) P (= Z e 123 )

je analitidka funkcija u donjog polurawmi, a funkecija

2) '
$¢ )-'é( (2)

(341.3) cﬁz(w:—-d: e RTIOn)
je analitidka funkcija u gornjoj poluravni )\ %

(b) Punkecija W(})zfeﬂ)“ii()\ﬂf(}\), gde je i@) spekitral=-
na gustina procesa je cela funkcija A, koja opada pri A\|—oo
u gornjoj poluravni ne sporije od | |_81 51;4 s 8 funkcijsa

L““(‘jc\) opada pri jr->we u donjoj poluravni ne sporije od
&
IN[T=2 g, >4,

(e) _;S_; ]C#d- Cx)lz*ﬁf:ﬂa[..xc:m , 4=1,2 .

Dok agz lema ovog tipa se moZe nadi u [12] o Mi

ga ovde necdemo navoditi,




Tzorenga Selelo

Neka je 0<A<T i neka je J) & =transformacija reda
N progesa ){H:) aa racionalnom spektralnom gustinon (1.2.10),
Neka fe, dalje, [—3—]:’2, ,[-E—]‘-‘-f N [—Zé—_é]=}) i neka je potrebno

izvr3iti linearnu interpolaciju vrednosti 7(('3) na osnovu poda=-

take $a t£0 i €37 . Tada spektralna karakteristika interpo-
lacije procesa Y () ima oblik |
- -L}\K'.G- =2 i‘)‘Je
(301e8) quyT(>)=l>_a S AR, (x)ﬁ's Ae 9T
=D

i { Lz\ée“k
e, R ml‘ e 2.Ce |
d::-— d:uQ J %

pri Spmu se koeficijenti ﬁy, R, dé odredujum iz sistena

lineapnih jednadina

(3e1.P) f A. d'—z’"d ) cJ"-'-""?;e ).
K='-JJ—J':.
(3414f7) Z, Co dorcej =90 > 457050
u kojima su koef:.c:.jenti 09(‘ odredeni Jednakoﬁéu
AN —LARO L ARG
<=0 o= ~ oo

i funkeije 1'2,1(\) il 6\) su racionalne funkcije.

Dokaz. Polazeéi od forme koju ima spektralna ka=-

raktjristika interpolacije u sludaju racionalnih spektralnih
cugtina 1 od forme spektralne karakteristike gkgtrapolacije
unapred i unazad, zakljudujemo da spektralmu karakteristiku

i_nterpolacije u nafem sludaju treba traZiti n obliku




- N ke -2 2, VNS
Pl =]y ae | R L AT+
j 1 K=Q ¢="e
: ’ é >0 I"'
+€ Q (}x),g_ B ﬁb’\"]e‘-l—eb)\ Z CJ emae} .
PR g=-os

- Prema ranijim oznakama dobijamo da je
% o X Ln© :
Y(¥=e¢e | 2 & e 3 ;

v ;
RO A e e e”" ROV B; €

kao 1 ¢ \ N . . -
~ONT 4, % Ly (A-10) * | :
e“)"\«lf (A= € L__Z’\/QJ c -chd-e ~—
R4(5~)ZA et ._..Q ()Y B eb‘de
4 d
Odatle zakljudujemo da u sludaju T2N , VN ,EZ’HA/ mora bi-

ti ispunjeno

da bi bili ispunjeni svi uslovi leme 3.l.1l. To 2znaéi da u tonm

sluc¢aju je

b, = | aﬂe“l"*‘s‘r?{ﬁzﬂ(wiﬁ_/& e M7+
0

4=0
r . I.} L}'\ 6‘
Bz A9 . y
w2 TR YT Be M e T
== .
4=~y <

Za. odre@ivanje koeficijenata /—\-QJA-»:) .oy Ae ) B_’zﬁ-;y')
8-Q_y+A ) o J') 80 ) Q"j‘LJC—l{.-i-"’i .) + 3 ) C'y kOji Se U. pOSlednjem

izrazu javljaju posluZilemo se slededéim &injenicama .




C ‘NG
15 G € AR =2 Ae
=0 §=o =7
N ~LARE, 2 & 5}\5'9‘ Qo UME
[ [a€ | “ 2. Re"=) R e :
K=0 d’-‘*}l."}} J::...Ch:; ? .
N _n V ' .
—unEe -2 2 e L= *
| L ae | oG eL S ¢ fetNT
=b =n ‘ [= o d ’

a da bi bili ispunijeni uslovi (3.1.1) , (3.1.2) i (3.1.3) leme_

Belelp mora biti

_‘*‘ . ———
A =F A d =0 §=T
= = ko) —
3; Ezm-uaKd_K+a R
caa— Y e J o . ,______))
;= e » § T 7 %
= 2 O e

odnogno moraju vaZiti (3.1.5) 5, (3.1.6) 1 (3.1:7)e

To i jeste sistem linearnih jednalina iz kojeg se od-

reduju koeficijenti Ad.)d“;—_o)g , zatim E;_;,j*---ﬂ)o odnosno

o :-‘}L,z) , pri Gemu moZemo smatrati kao i ranije da jJe

e,
AO:"BQ '?—Ca‘: /; ’

TEOI‘E‘IIH& 3-1¢2-

. ' f
Neka su uz ozneke iz predhodne teoreme TN ,

V< (t3j. -27_;./&/ Yo Tada je'




N ke -2 LN
(3.1.10) C’,’D :_(}\)-_-.\ E:-_QQK e LAt I a% Qq(%)ﬁ AJG‘ J+
J | d"-::.o
UNT il 2 e“}‘je A i»‘jeu
+e " RO D> 8y dLe.e
= e ‘

gde su CA“:-%*:‘ Z8a (j-TW-'f, N s & ostali koeficijenti se odre-

duju iz sistema linearnih Jjednadina,

Teorema 3.1.3.

U sludajn <N, V2N  spektralna karakteristika inter-
polacije ¢ (x) isa oblik |

(3.1.11) Cfl)ﬁ;jr()‘):li.améim@l_g{\?q(ﬂi/ﬁ ei"\‘:\@'-l-
{=

Exie-  inA Y (N |6-
+& Q ()\)I B c 49 4@ '\éz CJ e d })
d"-e J-"."-J\/

de je C.=q™ 2za T A~ hed .
g :JJCS g y =R~ 4

Teorema 3.l.4.

U sludaju R4AN , V<N /ﬂ},N spektralne karakterie
stika interpolacije cb\j ()\) je obliksa

- - £ AN
(341.12) caj Oy = ]Z Qy € ‘"mg[ {{21(:\)2 A e ™S,

K= | J=0 d
INT Ixjer w3 nge
e 2 C>.)l_ R, € " +e 2., &< }
-.t-g ==N )

gde je C‘_d":O;_ pTi j: --pjj—-?z_../{ kao i pri j‘-’ ))-:'-LN

D o kaa 2z u svakoj od poslednjtn triju'teorema je
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b
¥
£+

ogpn dokazu teoreme J.l.l. Umesto toga posmairajmo posebno

siudaj|N = 1 iz koga le se roéi da vidi ideja dokaza.

Slﬂéa:{ N =1,

Spektralnu karakteristiku interpolacijetraéimo U Ob=~

e 1 i ke
A S e BBE) 1Ry <\>L4Ke o

¢ ' M RG
QQ(} )z P)K_e )NVCG L»)v') Z Ck_e }

o=~ K=

C)A—- A ¥ WD L ak & —
Woh=e" [ 4 e - 37 cue
43-1 L

6-5'){\( *EM*: e;kc/_x,-"r -L-iq-"k-ewae_zé&emme]._
A K
-b}_T u)\l(e‘ "}\"’QS“
—ﬁ,l(l)e ZA e Q (?*) z E"

(2) U sludaju f=0 (ko3i povladi i =g, ¥Y=0)

imamo |[sledede uslove iz kojih odredujemo koeficijente :

Ad =0 , -é:t‘-‘o;
35‘ = O b é_'if"oi

- i =¥ ' ’ A
Cé O }C% -—-2)1-3}:“& ) C*/‘: C’l: q4 .
Zato ile

/i .

Cb j_[)x}-:: —

oYy (:(_.{;3{_: {.,)\G-) (4__[,)€r_,;va.) { A‘G Q’f (R) -




.-.7 D=

gas Je Q_4=C1=-—(’J)CG'=_Q{52 » PoSto moZemo smatrati da jJe A =

©
= B, = 1 imamo

~LAG LAD
¢y ()= P R+ e Qlu)-e—é Y2 pLpe T et

(A= (e t2) (4 i ¥ 18)
gde su Q"i i Q racionalne funkcije

Q'Qj) Uj'(?')(
~ GSY (2D | n)

kod kojih su polinomi u brojiocu stepena (n - m -~ 1),

1z forme pisanja

b’ cw-—.ZE e LR, 60 +e TR, () +

- AN S = L
+ PP (comp€" ~ e = R L € eNEL

=90 +e7 g, 00)

i leme 3.1l.1l. zakljudujemo da kod funkeije i(;) svi eksponen-
ti moraju biti & O , a kod funkecije §2C>~) svi moraju biti
> 0. Te uslove ne zadovoljavaju jedino vrednosti pri k = 0O
u treédj, pri k = 1 u detvrtoj 1 pri k = =1 u petoj sumi., Zna=-
¢i, mere Biti (p gf@@,ﬁ‘.ﬁ@_ﬁ:o svo 1 daje CO:.Q(:)Z.

(b) Neka je =0, Y=g s €=4 o Tada se koeficijenti

odreduju iz uslova




jxi:ZIP Z3, jré;~4 L %E?éi ,
E)d":C' ) Qf -2 é}/’i
Vo s
te se |zato doblja
L}\’S—-—l

y*-(}‘ =7 ; L '{*R>(3\)[;‘4’%;Q1 -+

/337 L«_&e—t,\e.)(‘{ (2)6")‘
i::l'i-i ; -*L'}\G‘ »._,).E"

+e | ROY[1+R, € Ae-j+e I_c € ¢t € ]}

se kogficijenti odreduju iz uslova

?\;==43 \ §€a-4

%;:" y §<~{-1 s 4= 4

=P Hlz2 == Qi =—0

koji $e nam dati , E
5?7(7\)‘“ (4’@'e“¢je”)am(bebhe') {ch") ZG—

. ei. TQQC})% _%é e+f,\ée—+e1;>~ __Ztlc‘d oM

Ridax

(d) U sludaju %=

, V=1

(¢) Neka je h=4, V=0 (t3. -E:.-../{ ili ‘£=2 )e Tada .

( iz kojih sledi &€=

jJi.v@ﬂLQ} koeficijenti se odreduju iz uslova

A Fo

4

X, FO

3

Q[‘:LO
re

i-3do%

i3> 2

ija se

demA s, iz bl
je~l-1 5 §=21,

) C\_"'-‘-“_.G/‘_-.'.'_'-—(S

reSenje u formi iz siudaja (c)a




(2) Ako je =4 -K?;/g koeficijenti se odreduju iz

%319 ) §E-C4, §3 4
ng O jéguaﬁ’i ) gglj'f‘d_
i zato Je
q\)‘j ()= 7! ) {R ('\)éﬁd& eﬁ\JG‘:{_

}33'1"' v h(d-—"’b@.‘(""\w)c/\_(‘aei‘)‘@') 4 Ve d

v Y RYL.
G- LA
lJHQ (\)T J+6/VS% ed'e J }e

Tecorema 3.l1.5.

Ako su prdcesi K& i Y(&) povezani u (3.1.2) i 2ko je
N (£) proces sa racionalnom spektralnom gustinom (1.2.,10), ta=-
da spekiralna karakteristika interpolacije K(4) na osnovu poz-
navanja tog procesa za +t<0 i‘(:},:'?' ima oblik
L% N _ision 4 ixje
(3.1.13) Py (N=|T ;& "¥° fRONV Aie "+

T & e insE L Exe
4- > : - ¢; C
€ Ql(}\)-—__f R€ €& __% J _}2
pri c¢emu se koeficijenti Ad*, Rd i Ca odreduju iz sistema

linearnih jednadine

> 7
(3.1.34) Ay =0 |, {=1,(
(3.1.15) | g;’*‘ =0 , ==, -1
_ < T
(3:1.16) ¢, = ©C d'z"“hg Y




....75.....
pri dgmu su koeficijenti u‘% odredeni sa (3.1.8).
Dokeaesz . Xao i u slu?éa-.ju tepreme 3.l zékljuéu-
jeno da funkeliju ql):S __G\) treba “trazn.tz. u obliku
P A --.L‘\ o LE\V‘\@-‘ .
Py [N = IZQB N2 SR, (x));___irp‘e +
SNT. . &= OARE x4 LAKE
—e Q1(7‘)z B & + € _l_ Cie }
N LN .
i zatp Je
X1 A% N g~ P RE-
i1” o A LA e~ L
¥ o) = UZ R ‘ —J _ Cy 1"“
C L
ARG T NS
ke, (4
SRS v ) AN &
e e ] -
AW L}.T | LA G-
R DAL —e T R, (N _RE
24 : 2 <
odnosgno s , o
i J P
~GRT, % LN EA-T) < - LAY
el YTy =e ;_5 (di-¢)e
_U>T LN S ""\LQG'
TR Oy A (2:@)2 B &
i<
Da bi bili ispunjeni uslovi leme 3.1l.l. mora biti
E&:O )Jé“‘g'i ) J.?,'i




to daje | |
N* < ~iNkE D LN S
b o= a @ T P R Ak T
Lot 0 lake i, ,iMke
+e KN P B‘QQ “ e PIRIR- } a
—¢ ey
Ako se uvede oznzka
o ~inlee N { AR S
l queux © l?—: i G %e
< —A
imademo g
f\lr e . ’ e . : Praa ) ‘
LG <= ¢ o
S.oaie™MT Y A et N S Ade"?‘a@
A SN O ¢ A ;
“N 6, L& % N6
S aie™Me s RNy jie
N ~? —n=-g 9 >
N = 1,2\ o l) ) U"i"")t
~N LN b
2. e D Ge = YT T ethe®
~IN VL ;
“—N“}L

i %ako dobijamo sisteme linearnih jednadina (3.1.14), (3.1.15)
i (3#2.-16} @

Rezmnotrimo sada jedan specijalen sluéaj.

Uglovi za odredivanje koeficijenata u ovor sludaju

=G, 211 pjz v,




i pon

+<

gde

(41— BE®) (1—6€£AG)= 1+p*)—A & Re

t.‘D: (3 )=(1-® € “9)(‘\ (5‘?}}\@)[ Qd(")z AJG

AT

} 9, 3
QTP&(})%— B¢ "+ 2.Ce

...7'7..

péu njih se dobija

)

i a{r = (:J’ Z8 jé, -4 i za jz .V-+'4 .

d
Iz jednakosti

UAf%

(1= e )(1- (56""9‘)2,4 e Z/-\ olnje

koris

tedi lemu 3.l.1l. dobijamo sistem Jecnadina

~{5 Aé_i‘}'(”w‘-(bi) AJ"' C5A'J+4= O, fj:/’)g

iz kgjeg se odredujun Aﬁ ) A‘:‘?_; sie oy Ae (po8to jJe AQ"’“- fL)

A,

lozgni

4

=, . Koeficijenti - i C- se naleze ange-
o ) J B, 4 |

n nadinonm,.

Na osnovu dosadadnjih zakljulzka i metodike dokazivae

2iie +23%o ustanoviti da vaZe 1 sledede dve teorene.

r

m"‘ 4 ey oy i
) .:"'_j-;:u.nl.'.lge D {5‘1 9_}:)3

Aco je % () proces sa racionalnom gpekiralnom gusiinoz,

procgs Y(£) odrelen sa (3.3.2) i poznate su njegove reallza=
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cije na dve segmenia [T;,Oj i LO?T}.Y , tada njegova spekitral-

na karazkteristika interpolacije ima oblik

(3.1.17) C!P‘:i(%) 2, C‘*er_ A C N6 I% NJ,L f”"
+e 72,0 { T e ““‘55‘“";); Dd.qe"”‘*' b

e >_ b€ "N 1—L Q, e:*iﬁ";‘})

gde se suniranje vr3i po svim onim vrednostlma 44 za koje jJe

{t"& Ll,“o] , isto tako mora biti f &€ CT,T T“jg‘ﬁ'éf':ih@])

"ﬁﬂ,ﬁ-‘:{_ a_j AJTG-CLI,HU] ’STAGELCEI}I,:L]

Teorens %ele7/-

Ako je proces Y@ iz (1.3%.2) sa racionalnom spektrale
nom gusiinom 1 poznate su vrednosti procesa X () za 7.':@[_14) O]
i, {QCTJTQ_] , tada nijegova spektralna karakteristika interpola-
cije ima oblik kao (3.1.17) i broj sabireka u Cetvrtoj sumi ne

mofe biti vedi od (N + 1) , a u ostalim ne moZe biti veli od N.

3.2, FI1TRACLJA

Neka je dat stacionaran sludajni proces
(3.2.1) N = U+ NV &)

rod koga su "koristen signal® Je) i "Sum" V(£), takode, sta-
cionarni sludajni procesi. Pretpostavljademo da Je E U (‘t) peey

EV{E)=¢ , da su poznate vrednostl procesa V&) u celoj prod-




_7 9—.

lostipda je potrebno ustanoviti vrednost U (€) u momentu 2

( A>|D Yo Ako se radi o realnim sludajnim procesina U "i':}:?.

V&)

kx03i su medusobno nekorelirani: EU(‘Q)V(%Z):-O i akXo su

poznalke njihove spekitralne gustine fu_(}q ? --,f:)(;\) i ._fj ()

tada

problem najbolje (u smislé metode najmanjih kvadrata) 1i-

nearng ocene = aproksimacije se sasgstojli u nalazZenju spektralne

kerakferistike ekstrapolacije q’:»é(:,.,) tako da je

, (R’=_5Xe EaA ‘
(3424R4) ‘_L-e [e™” jk(}) +‘¢$Q\)fj C:\)] dxr=0,t<o.

l2'1ﬂ

Da bi funkeija <, (x) bila spektralna karakteristika

Piltracije dovoljno je da budu ispunjenl slededéi uslovi 3

1° Fankeija (i},b()\) je analitidka funkeija N\ u donjoj

poluravni i pri {»|-Seo raste ne brZe od nekog stepena od [A| ;

20 Funkeija
LANA

(3+243) W,S(M“:Ei ~f.,{_(>~3—-—- q{zsth) _fy (N)

je analitidka funkcija u gornjoj poluravani 1 pri [\|-=oo opads

W

brze

se mgzZe n

mego [‘}\\hg ye>4 3
Qq *
3° _,i i dP,s(%)\lej (;\)o{>~ £ 0,

Navedena lema je , ustvari, lema Jagloma 1 njen dokaz

di u Ylgﬁ ©

{1

S chzirom na to da je metod koji primenjujemo kod filew

e slifan metodima koji su primenjivani kod ekstrapolacije

i Injerpolacije, nezédemo davati ovde redenja u najopsStijem slu-




-8 =

Gaju. Zadovoljidemo se samo siudajem kada je Y&) jedna H-%tran-
sformacija prvog reda, poSto ni taj slucaj jos nije proudavan,
(Grigoriev koji je prvi, a faktidki dosada i jedini, proulaveao
sluCajeve neracionalnin spektralnih gustina, nije se bavio pi-

tanjima £iltracije)o

Neka je koristan signal &) iz (3.2.1) stacionaran

slulajni proces sa racionalnim spektralnonm gustinom

a2 10 g) e G )
1 ‘PCZ\)‘Q 1 i()\."’:.i)i .4 (&*—fO’_L)’:Z
i neka je proces YY) iz (3.2.1) sa gustinom

~d Yea. (O AR
(25 1, 00= ¢ RONE ¢ 16ed)on O8I o0
2 T o) (=)
836 38 70,3, (g0 ,Tn (AP 6 ,man ; €230, Tm (§)> 0, 10,
‘eék)\({)\4i O5p 1 svi korem_ pollnoma su jednostruki. Tada

(5.2.4) 4'0(:\)-*-.

spektralna karakteristika fultracije na osnovu poznavanja cele
proslosti ima oblik
fm .
¢ () Ay
NG 2 A—Do-
POy (A-ve ) §=0 7 P-a

a— ]

Dokaz. HNeka Jje fo,-.—.:"y;.)J':/)JV o Uvedimo oznake

(3.2.7) PGy = (A= Pogy) = (3Pad
(3.2.8) C (3= o g{-‘)ﬁ\u-(k Xq)

(342.6) ‘f:i{:»,s (™) = -

¥ ‘S .
TaN) = S ‘fu(}*) "‘*"fb's(*)'ﬂe‘v ()=




— ]

N Y T S . s '“CX@;Q.
ce” MPIROICT 00 0 =€ AN DO E Py ) Pulny [4-B€ |

LPOIECT N EF GO

i iz pnalitidnosti produZenja funkcije \VQO\) u gornjoj poluw

ravni| X sledi da brojilac mora biti jednek nuli za vrednosti

B ey 2 Sy g, 8+ Drugim redima, pri tim vrednostima

A= N mora biti

e NS a6 0y) 6Oy
sy )= SN 1oyt & 05) 67 Oy e
2 P 0) By 1DOy 2 1-Be U

Iz analitiénosti funkeije ¢§s(~;~)u donjoj polurawni A\

sledi| da od singularitata ona moZe imati samo polove u tackama -

— A ’ _
,\_.?)hu.., Sg J Fgu-z.z;)”')?’on , & takode fﬁtz@ce) iu tadkana
A n gornjoj polurawvni u kojima je }|A-(a€ {_2 jednako nuli.

Znacil,

Cb ( 3G (N)
(3.2.00) )= . .
s L) DOV BN (A= ;ye™ 2 8)

gde Je 'IEQ) cela i‘unkcija. Zato je

!-L A

)

(3:2410) Y, Gy= e 1Q P BTGy~ IO B B (=68
IPOOY |2 ¢ GO
postd zbog uslova (3.2.9) mora biti

@ GO= ¢,y &0

pri demu je (») polinom stepena (n - 1), Koeficijenti tog po=

-1
by

-

nona se odredujn iz slededeg sistera linearanih jednacdina

a3 3 o1t ¢ L™ ()

DN Pf"(h) (Q—E’AGIAS-)
Unesto tih uslova (kojih moZe biti i veliki broj) mo-

AV

(3.2412)

e

— (T (N)=0, r= P o

zewmo |posmatrati szano Jedan uslov 3




By QYT CST O RS
PO DGy Prce) A~Be™ %) PO

nema polove u tadkama }‘:'ﬁ;”’) 'i‘)fl; . Po%to imamo razlaganje
(5.2.14) GO = ——— %9(3\) N i
I~ e 21 AP
§AY (2) .&r U™
— U R b s
vl St ) e . 5 <
=V +4 )\“"3 3, - (‘/\—Sﬁk) 1= di
mora Diti A p ~
L ' - - ——
@) -
r’ Sém-—g Lig QJ 3 g-‘ )rb
— (pe !
(3.2.15) - o LA a;
S(N=POYD — " Y _ 2.

3t0 1 dovodi do (3.2.6).

Teoremna BFe¢2e¢2e

Ako je proces Y&) iz teoreme (3.2.1) & =~transfor-
nacija reda N procesa X&) sa racionalnom spektralnom gustinon

tada Je

7, ‘

i : U N A—

(3'2'16) CP:& L\r\) —— s ( ) — - 4

P:;;\) 2. Cgeﬂi’xcie" js4 AT 76&‘
C

v

—
Teorems 3.2.3%,

Spektralna karakteristika filtracije procesa Y (&)iz
(1.3,2) na osnovu.poznatih vrednosti na segmentu [ 7,07, T <0

ina pri 47 oblik




| P A
;. , L) () _—~AC
(3.2.31) & (N = C(\_‘} %@ (D CGe L
Ty PO\')D()\) j=c ¢
7? : '
" S @) A THE)
-{-uff(“(.x)%_ CJ € j-)
gZs 14 1‘9,'?— L“*—é-:(
Dok asz . Za funkeiju ‘(’,S _(>) imamo
. . __ 4 ) ~lyj6&
| S Y A ¢ () ) (”e J+
Yy rGr=e o 2 comi
> ! iP(.....\Jl2 “a P\ DOV
¢ - - e- 2
_s_eum Kl'l iQ )egxéé}xfaa b%J
N+l Q2 ) u\(;&
=PV f&-g,‘(\)zge “Ae“p_ Qi(x)z 3 —
—N—

"ty
e

3

{ {HOYENNGN -i E( o 0 Q (%)I_

2) IN(TEIE)
L L 4 j-t—

_:.1,__ -"-'-e""/{ t ') bl e
e T @ ren 13 RN

~ —~ N (2) enCr 13{9')

LR, OO Bzﬂ L Ql(\‘)l R j‘ =

{1

\JlJ,g(:j (‘m) T"eL}\T W,si_il_} (») +3- (A)

Ro(n)= C)?'QLAS* ’Hii;)]’i2ﬂ p

R, Gy ==, S w0 On) )
P(}C} D)

R.00= ¢, () SO ‘

PGAOYD)
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Da bi bili ispunieni uslovi leme 3.2.1l. mora biti

h__-—

5(3\7:3:_ C » & ©0 nas dovodl do uslova

. (1) . T
;‘:‘“)’(- = O ﬁ“‘“‘e)"’f

! > P

C-’l) 'z * /
o LI ] - - ) - '{1) L] (‘2) - ¥
iz kojih se i odreduju vrednosti % i CJ . (Smatramo da je

A
ka0 i ranije (‘é ]""*C'O(Q)T—-’f )e Posle toga se sve radi kao u

siudaiu racionalnih spektralnih gustina.kod procesa Y(E) .
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Getvreta glava

TOPSPENJA

N & X A

el UZAJAMNE & -TRANSFORMACIJE PRVOG REDA

U dosadainjiim glavama smo posmatrali procese XEE) i

pri demu je jedan od njih hio proces sa racionglnonm spe-

sralhom gustinom . Tada je drugl od njih bio proces ¢ija spek=-

2 gustina je proizvod ili kolidénik racionalne funkeije 1

jednog eksponencijalnog izraza., OpStiji sludaj bi bio kada se

ckxsponencijalni izrazi kod spektralne gustine javljaju i u dro=-

i u imenioccu. Procesima te vrste je i posvelena ova glae

s ——

-— - . -

2 s oni uzajamne

iko su procesi X&) i Y&) stacionarni 1
Vi) = ¥ Y (-8) = X (@) = BRE-D)

Al 1, 18)< 11 P, 8,890 - realni brojevi, redél le-

O = transzformacije prvog reda.

T
Ly ln :i;.._e

Lxo e

H_

(K. podprostor sluZajnih promenijivih
2,0 _




‘}i{'*ﬁ};'ﬁ—“f'o i Q_{_MJO(“/) ima snalogno zZnadenie, tada je
ﬁhh?.) HH%JD (X) — H*WJO(\/)‘

Iz {(4,1.2) sleddl
| £0

(4:103) V() =) X;T X (%-48)
=0

Tri ¢emu Je red sa desne sirane konvergeantan u srednjekvadrate

J=1 .
(441.4) o=, ¥=(s-p) &, 121,
Dokaz ove leme sledi iz jednakosti

-4 ;
(4:15) V(&)= &7 V(- n&)—- K@)+ ( a‘-ﬂ).ﬂz - x(fﬁ) - x @)

Yoja pri ¥/ <1 daje

(4.1.8) Y ()= X(£)+ (és"—-(b)z, ¢4 )

d'-’f

Heka je ‘;((-5;) progces sa racionalnon spekiralnom gustie

) i neka je c;bj (},) njegova spekiralna kerakteristika
gizztrandlacije za ’3?,0 na o3n0ovu noznavanja proéloa"slk w<“40)
TOZ pTocesne. Tada spekiralns kerakteristika ekstrapolaclije pro=-

cessa V(=) iz (4.1.1) u $adku A2 0 na osnovu poznavanja cele
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5 '3 (A (A=2D—C)
o by R (-Te ) VIF(ER)E e
e s (M) = T Aape e

£

" /.
gés 3| = [—*@‘J y RO )= ;c}é '5-3'-6-()) i vrednosti %‘ su

odrzCete sa (4.164)0

P 4
Dok asz . Neka je Y (4) projekcija Y (2),4=>0

na podprostor [ wo(y) . Pada, koristedi (4.1.1) i spektralno
-

predstevijanje, dobijamo

zde anlalogno (4.1.3) je

{(4.1.8) X(—&)-—-KZ‘ & Y (%~ fc-e)
=0
Zato je . |
s o0 by
'y{AJ-:f Z 8 c,b Ny (m)—! 4-3*8 cZZ () +
-9 [J.‘:O d OHCJ'& ...5 4 — @)e—u\'&

? )

i xoedicijenti d. su




~ % .

| (& % A-X8 = (N (A =]6)
D=0 8 O e T2, G €
L =0 ¢ ¢°“A"5‘ A-p& NP Ry 3

= -0 co 4 (h(A—4S
IS B BN ENOTY N S
SS9 e T4 pe 9 Jerer

e d )\_6‘ L:}s(/)*'bg"@‘)
_ 57 % 1-%6 L €
=/ & (n) — H(F-p) —

i=0 A 1~ G 1- & DX‘Q-.

i trevalc dokazati,

Ut
pr
O
.l
b

I3

off}

Ol“*:. N3 ﬁralaZ.

Ako su poznate vrednosti procesa YY) iz (4.1.1) na

envn [T ,0] » tada njegova spektralna karskteristika ek-

-
SCEL

strapolacije pri Tz 4 , E..T_].;_-,g ima oblik

7 L- (A1
(£.1.9) Cb (})___ quqj‘; (4) L}J (});0 ) )\0('9- Z‘Ta (A

5—“&4

i

v t03 formuli je Y="t+{ ili V= P4f+4 1li su svi koefici-
Jenvi i{g jednaki nulii (u siudaju kada je d-—c;'-g-ejﬁ:['r’ O]).l;,.‘J'z./i)o

Tnipem, Neka 3e¢ spekiralne gustina procesa X&) iz

(4:3..21) L (N)= XQ?LZ’Q/G >0, neka su poznate vrednosti pro-
e
caesa Y&y iz {(4.1.1) u celo] prodlosdi 1 neka je O%20 . Ta=

an iz {4:1.7) 5 (4.1.3) & (4.1.4) dobijamo
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Y . TS w cuuug oGy o enPe-s)y
O )= j~4C + (¥~
T ) L&Zé ( C e —-/I (b'e Lkﬁ
=1 e{ et
..-.—.{ (4 g—aﬂ}‘ [/l (3"—-[5)5; d _]+
d:"..
rc, LN (A-RB—0) /
—-la“(b)g } A~ e -y =
. A +4)E
[, g0y 4-08 T (kpyse
_[e (1-&¢ )wd—-a*-e"‘@' +

i —

1 4.-)\(’3 e —~ G-JJ /]

+ (- (w

/i_(jae‘-f:)\'e'
To znpél dz u siudaju X‘:o je
—~dA tx(4~6)
B e T—-e
A )= 2 e =9 )
T 1-pe
-l LG
fbs (3\)-— (/] (bcee‘) Jrz‘>0 7
A~ e

:{‘*-(1“"4)9' \ z—s-:re‘t:)\('-" ~ G ~E~)

Y

1,2, UZAJADE G- TRANSFORMACIJE VISEG REDA

il



_ K N .
(L0201} > 08 = 57 a- XHE~48) b =a,= 1
j=o ¢ o ¢

»ri Cexu su 8vA Xoreni polinoma

, . g fA =4
P iisloed ) = g ' ~2 —
\-'92 2) — 3 _,l'-z: ‘{‘-i +£M""‘I i + gM O 7

N'-"f

(4.2,3)  Z'H+QE 4.0 +Q, 2+ Qy =0

no modulu menji od jedinice. Tada demo redéi da su procesi X (t)

L Y{¢E) uzajamne & ~transformacije viSeg reda.
U ovom paragrafu ni demo se pozabaviti sludajem
(402:4)  Y(£)-FYR-8)= XE&)+Q, XE-6)+ 2, K ¢-26)

Za proces Y(&) 1z (4.2.4) 3e

(4:205) U(Jc)-— ¥io K(t-K8)
<=0
( gto = 1,
J 3‘:! — HL+Q4 )

Lo K-2 2 .
£,o= & (o t+a,), <22

Z2& DTOoCes )((-—-) 15 (wZ L) 3je




{5-3-@2&

Ve

|-+

(4026

E

J

e
;:,k.a

(4.2,

oS

K () =Z a; Y (t —4&)

'h-

7)

()

CNROSTL c% s odredene ga
J a’. ér‘d_‘,,,g

E)

E

D)

CZ' = (1) oly=oy=

Neka su poznate vrednosti za +£<(g procesa Y(£) iz

(Lo264) i neka je [%]:*{, . Tada projekcija elementa J(4) na
podprosior e |
podp !-&__%0(3) ] |
*¢2n10 y(’b = y- n ()\) . JZ? O‘)T
(4 ) .) _;J; {3;: d qbﬁ—dﬁ- j,1+a1e-t.)~ﬁ+a2e—2t>~8-
&2 *:
+) J; N (A—49)
d="+1
gde Je |
> N
(£.2431) 5; = C{;._,i_,, (5"""+a,,a*+a2) ) J 2 T+
Doxez sledi iz
TR
Y(ay =2 & X (5=45) -;-_>__i £ K(A~e) =
é:a d-—- r..-*-f}'
Y 0 -..(“}.40
F 308 (B o) —I ¢ c — JdZ 00+
o 9T 0YE T Ataue” “’*‘g'-z-a e
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-+Z X‘ {Z cg Y (34 o - YL'Q-D}

4="twA
ri Cemu je <$3309 spektralna karaskteristika ekstrapolacije pro-

cesa K(E) .

Teorema 4o02s20

Spektralna karskteristika ekstrapolacije na osnova poz-
navanja cele proslosti procesa Y&) iz (4.2.4) ima za T3z 1
oblik

- T | -

N1 r.,)\(d- 26--6) / | .
2
- N N
2

Dok az sledi iz sledeéih zakljulaka

eo, -ﬁc{i)

. | ~( NG |
J(4)= _f}__Zés" 550 1-E€ T dZ6)y, (LT g0

=0 ’1+a1€“°’\6 a‘qe g™ w

=S4 ) - B nd AR

d 246 4+Q€""‘e:m‘262">‘&

e d—-ﬂ

oD -

-+ j [_i d, ?fw( $5 8 +Q,) a{'}‘ Mq‘*&)] a/Zy N)=

—00 3N d~t~1

-G

ij[jfgj.é?<d> ) (3”)]-""“; A-¥e e C?é-s,Ck)-w

-L)\'GL --(.
/g__{,a:e qa NG




I+

d

-
H
Q

[ 20 d T (¢, ray) SHRC WSS

ﬁ%ujf—w

} 1]

..]..

,L \OAi-'!(btz_}'qu"‘Laz) ea‘x(«s-’zg—a)[z Géehiuejc{%()\)

pri fem je koriSdéena spektralna reprezeniaclja procesa.

U sludajevima procesa iz (4.2.,1) koji nisu obuhvadeni:
sa (Kheled4) svi zekljudei se izvode analogno predhodnim, samo
5to e se dobijati glomazniji izrazi i zbog toga te sludajeve

i nigmo specijalno razmatralle




Rezultazsi izloZeni u ovon radu znatno su prosdirili kla-—
su stvacionarnih slucajnin procesa za koju je noguée datl eks-

plicitnl oblik relenja linearnih aproksimacionih zadatal

&

rrema rezultatinma N, Vinera , A.i. Jagloma 1 nekih drugi

iy g
=+
'C-- TN

cematicara ta klasa je bila klasa procesa sa racionalnin

)
i

1

-4

spextralnim gustinanma. Grigorjev je pokazao da ta klasa sadrii
1 slucajeve kada Je racionalna funkcija pomnozena ili vodelje-
na sa |1 - b exp (=ix& )| 2 , & ovim radom je pokezano da
ta klasa obuhvata i sludajeve kada se racionalna funkcija mmo-
£i sa kvadraton modula jednog 1 dell sa kvadratom modula dru-
zog polinona od exp €LNE ). Sta vife, umesto polinome se mogu
uzimatl 1 kKonvergenitni redovi,

Samim ovinm radom otvorenl su novi probleml koji iziskuju

ulazganje napora za njihovo rejavanje. Neki od njih se sigurno

e g

oo
c

1 resiti metodon ovog rada. Na primer , 2k0 se umesto
w&l — —_ ] L + sl _E;_‘ /}
- trensformacije reda H posnatra uopstena £y ,T; y vy S

Tt *sformacijardefinisana sa
NE)=XE)HG X E-8 )+ o+ @y, R EE)

w kojoj su svi & pozitivai i imaju zajednidki vozitivan

elilac , onda je relenije svakako efektivno mogade dobiti. Po

L

svoj prilici %o je nogude postidi i u sludeju kada se skun

S

gq;h;;;) {thi nofe razbiti na k podskupova sa Do bar dva e-

LT 4 - -
i

jevina , verovaino , Trepvse IraZivi drugl

] L] -

— bl e W B i T | -
DRV .;_t;i-.}m;.l'u.a.xau.c
e
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lacgije 1

ad ocenj

" quehtOd

o moio istrofivenie (koJa nisu nwvedena 1 221
- - —_—— » - - f.;"t-r ] T ne ‘1 ada iy ey L ';T —'Ir
i mevod omogulava da se osim ckstrapolacije ,
H e - * e .o — - . _: I i ‘!p-" - . ~ h.:l! -
filtraciie mogzu da dobiju erekitlivna resenja 1L

ivenja srednje vrednostli stacionarno

“rn
S 2

o’

2

je , prema tome , primenljlv 1 na slu

2 koeficijanata regresije.
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