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U Vv 0 D

U procesu prouéavanja prirode otkrivaju se nove veze
medu pojavama proudavaju i usvajaju. Govek mo%e uoditi i ispi-
tati samo manji broj uzoka koji imaju uticaja na posmatranu
pojavu. Medutim, veéina pojava (dogada ja) i procesa odreduje
se dosta velikim skupom uzroka i tada govorimo O slué¢ajnim po~
javama, odnosno o slucajnim velidinama i slu¥ajnim procesima,

U prakti&noj delatnosti Zovek se desto susreée sa slu-
¢ajnim dogadajima. Kao primer navodimo kretanje gestice dovolj-
no malih dimenzija u nekoj teZnosti (braunovsko kretanje),&iji.
taéan.poloﬁaj pismo u stanju da odredimo ni za jedan trenutak
vremena. Primer sluda jnog dogadaja Jjeste 1 gadanje na cilj, jer
nismo u stanju da odredimo tafan ishod ni za jedan pojedinadni

pokusaj. :
Znadajno podrudje izulavanja sludajnih velidina jeste

njihov medusobni uticaj (zavisnost). Medu slulajnim velidinama
postoji Jjedan od tri gslededa odnosa:

a) funkcionalna zavisnost,
b) stohastilka (sludajna) zavisnost 1
¢) nezavisnost.

Funkcionalna zavisnost i nezavisnost sludajnih velili-
na predstavljaju graniéne sludajeve stohastilke zavisnosti.

Ovaj rad razmatra probleme zavisnosti i markovskog
- svojstva na nekim kxlasama sludajnih velilina. Rad je podeljen

na tri glave.
U glavi 1 dati su osnovni rezultati na koje sam ge,u

veéoj 1ili manjoj meri, oslanjao u mojim istraZivanjima.
Rezultate istrazivanja izloZio sam W glavema 2 1 3.

| Prema tome, 8Ve definicije,lema,teoreme,posledice i napomene
iz glave 2 1 3, senm definicija 2,3.1 1 3.2.2, jesu moj origina-

lan doprinos.
Rezime sadrZaja po glavama dat je na podetku svake

glave. Na kraju rada dat je zakljutak u kome 8e ukazuje na jos
neresene probleme koji proistidu iz ovog rada.




GLAVA 1

KOEFICLJENTI KORELACIJE

U ovoj glavi navode se osobine nekih parametara kao
5to su: linearni koeficient korelacije, Pirsonov korelacioni
kolidnik, viZestruki koefiocienat korelacije, maksimalni koefi-
cienat korelaclije 1 neki drugi rezultati, koji su u vezl sa ko-
ficientima korelacije, a koriste se u vedoj ili manjoj meri u
narednim glavama.

Linearni koeficienat korelacije, Pirsonov korelacio-
ni kolidnik i viSestruki koeficienat korelacije direkino se ko-
riste u glavama 2 i 3 kao parametri za odredivanje potrebnih 1
dovoljnih uslova za nezavisnost na klasama sludajnih velicina
koje se izudavaju u ovom radu. |

Korelaciona integralna jednalina ima poseban uticaj
na rezultate izlo%ene u glavama 2 i 3. Treba posebno istaéi ko-
risdenje jezgra korelacione integralne jednaline pri uvodenju
pojma monotone klase u glavi 2.

Parametri, kao 3to su parcijalnli i kanoni®ni koefici-
enat korelacije, nisu razmatani jer se ne koriste niti imaju u-
ticaja na rezultate izloZene u ovom radu.

Markovsko svojstvo i izogena korelacija nisu razmatra-

ni, jer se koriste samo njihove definicije. Osobine izogene ko-

relacije, koje ne spadaju u predmet ovog rada, izloZene su u ra-
dovima [2] i [13]. Osobine sludajnih veli¥ina sa markovskim svoj-
stvom nalaze se, naprimer, u monografijama i udﬁbenicima:[%}!ﬁ}.
o ] [24], [25]. . -
Rezultati izloZeni u ovoj glavi mogu se naéi u prilo-
Yenom splsku literature:l[l], [4], [_6]. [9:[, I:IOJ, [11], [:14_], @.5], [15]:

7], [a8], [29], [26].




l.1 LINEARNI KOEPICIENAT KORELACIJE

Neka je (R, ,P) prostor verovatnoée. Sludajne velidi-
ne (B-merljive funkcije) na prostoru verovatnode oznaéavaéemo
sa X,Y,%2,U,V, sa 111 bez indeksa, a sa X,y,z,u,v, njilhove reali=-
zacije. ([9]; str.117-120) '

Sa F(xl,xz,...,x ) oznadavademo funkeiju distribucije
sluéaanih*veliéina‘Xl,xz,...,xn, a sa F (x ), B=l,2,000, 8a 111
bez indeksa n, distribuciju sludéajne veliéine x .

Svaka funkcija distribucije inducira mere verovatnodée

(1.1.1) P(B) -de(x)

na Borelovim skupovima B, to Jje Lebeg-Stiljtesova mera.
| Iz definicije nezavisnmosti i iz (1l.1l.1) dobijamo da su
sludajne veliline nezavisne tada i samo tada kada Je

(1.1.2) F(XyaXppeeosXy) = B1(X7) o Bp(x)eesFp(x)

Ako postoji funkclja verovatnoée sludajnih velidina
xl,xz,...,xn, koju éemo obeleZavati sa p 111 g, sa 1li bez in-
deksa, tada ekvivalent za (1l.l.2) jeste

(1.1.3) P(xl,xz,....xn) = Pl(xl).Pz(xz)...Pnﬁxn) .

Sa EX oznadavademo matematilko oleklivanje, a sa Si
disperziju sludajne veliline X, sa G;y kovarijaciju sludajnih
velléina X 1 Y. | | |

Definicija l.l.l. lzraz

O

(1-1:4) rxy = G_x ‘-6:y

govemo linearni koeficienat korelacije sludajnih velidinma X i Y.
Navedimo neke osobine linearnog koeficienta korelaclje.




Teorenma 1.1.1. Ako su sludajne velidine X 1

Y nezavisne tada je rxy=0. Obrnuto ne vazi. ([4] s, Strs 176,177)

Dokaz. Neka su sludajne velidine X i Y mnezavisne, ta-
da iz

F(x-EX, y-EY) ?P{Q;X(w) - EX¢x - EX, Y(w) - EX4 y-EI}-:
= P{m; X(w) & x, Y(w)éy}= P{ca; X(w)& x}-?{w; Y(w)éy}-
= P{co; Xw) = EX{X - EX}.P{ , Y () .- FY&y ] E&C}=
= Fq(x-EX).F,(y-EY) | -

dobijamo da su nezavisne i sludajne velidine X-EX i Y-EY, iz
dega sledl

Byy = E(X-EO)(Y-5Y) = E(X-EOE(Y-EY) = (EX-EX)(EL-EY) = 0

odnosno rxy = 0 .

Obrnuto ne vaZi. Linearni koeficienat moZe biti nula.'

a da izmedu sludajnih velilina postojl funkcionalna zavisnost.

Neka Je: Y = Xz, funkci ja verovatnoée za sludajnu velitinu X

simetritna u odnosu na tadku x = 0, 1 H4‘ konadno. Tada Jje

(1.1.5) BX = | xdPF(x) =fo(x)q.x

R R
jednako nuli, a tada je 1 EXY = m3 = 0. Prema tome kovari jaci-
ja sludajnih velidina X 1 X Jje

ny - E(X-EX)(Y-EY) = EXY-EX.EY = EXY = EX° = 0 ,

odnosno rxy =0 . q.€.d.




Teorema 1l.l.2. Ako izmedu sludajnihk velié¢ina

X i Y postoji skoro svuda linearna funkcionalna zavisnost

Y=aX+b, tada je r_.=1l, za a >0, 111 rxy="1' za a0, Vazi i obr-

Xy
nuto. Kada Jje Erxy!=l’ tada su sludajne velidine skoro svuda

linearno zavisne. ([4}str.176)

Dokaz, Neka su sludajne veliline X i Y skoro svuda
linearno zavisne, tada je

Oxy = E(X-EX)(Y-EY) = E(X-EX)(aX+b-aEX-b) =
= E(X-EX)(aX-aiX) = aE(X-EX)?
iz ¢ega sledi da Je
(1 1 6) 6 =ra 62
°=e Xy b &
Zatim pri istoj pretpostavcei imamo

Gy = \/;(;"EI)2= \/E(ax+;-.aEx:h)2 =+ avm

iz tega sledl da Jje

(11117) Gy = + E.GX

smenom {.1l.16) i (1.1.7) ﬁ (1.1.4) dobi jamo

(1.1.8) o = X =+ 1.
Xy + 3(3;2

Kako je Gy>o . 4z jedmakosti (1.1.7) i (1.1.8) sledi da je

z2a a>0 r =1, aza adlr

J Xy
VaZi i obrnuto. Nake jJe

=2 -l ,




2 @,
r = —éiz— =1,
= 6:{ '6y
65'2
tada Je = Jy =+t , odnosno
x Oxy
2
(1.1.9) 623-1;63 =0

MnoZeéi prvu jednadinu iz (1.1l.9) sa =t i sabirajuci je sa dru-
gom dobijamo |

(1.1.10) £° 62-21:6‘ xv“'@g = 0

Iz (1.3.10) imamo

42E(X~EX) 2 -2t E(X~EX) ({-EY ) +E(Y-EY)?

ll
i

B2 (X~EX)2—E2t(X-EX) (Y~EY)+E(Y-EY) >

i
&

B [62(%~EX)?-2t(X~EX) (Y~EY)+(Y~EY)?]

odakle sledi
(1.1.11) E [Y-EX~t(X-EX)| 2 = O
Tz (1.1.11) dobijamo

= t({~-EX)+EY skoro svuda Qe.€.d

Peoremnma l.sl.3. Apsolutna vrednost linearnog koe-
ficienta.korelaclje uvek je manja ili Jednaka aedan.

Dokaz. Formirajmo izraz
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(1.1.12) E[(X-EX)t-(Y-EI)]Z}O (t realan parametar)
Iz (1l.1.12) dobijamo
B(X-EX)2t2~24E(X-EL) (Y-EI)+E(I-EI)2=6§£2-2t Bt Co 20
iz Cega sledi da Je 6%-62 6‘§ < 0 , odrnosno
6%%’61% 65% . q:e.d.

Teorenma l.l.4. Ako Je rxy linearni koefigienat
korelacije za slufajne velidine X 1 Y tada Je r__ linearni ko-

Xy
eficienat korelacije i za sludajne velidine

gde su a, b, ¢, 4 realne konstante.

Dokaz. Kovarijacija sludajnih velicdina U i V, datih izra-
Z0m (1.1113)’ je | |

Guvﬂ‘-(ﬁ-EU) (V-EV) = E(aX-i-b-am;b)(cy...d.cEz_d) -
= E(aX—éEX)(clf-cEY) = aCE(X-EX)(Y-EY) .

Prema tome imamo
(1.1.14) Guv = ac@xy

Disperzija sluajnih velidina U i V, datih izrazima (l.l.13), je
(G2=E(U-EU)°=E(aX+b-aEX-b)°=a E(X~EX)*
62 =E(V-EV)2=E(x¥+d~cEY=d)%=c E(Y-EY)~

iz Cega sleddi




(1.1.15) 0, a6

1
ol

<

e

Smenom (l.1.14) i (1.1.15) u izraz za linearni koeficlenat ko-
relaclije sludajnih velidina U 1 V dobijamo -

T = _LGXL=_6__]EL—= r - Qe.€ d
uv a6x°6y 6x6y . Xy .

Za sludajne velidine kaZemo da su nekorelativne ako
je njihov linearni koeficienat korelacije jednak nuli.

Teorena 1.1.5. Sludajne veli&ine X 1 Y mozemo
uvek izraziti kao linearne funkeije dve medusobno nekorelativne
sluajne velliline,

Dokaz. Rotacijom koordinatnog sistema za ugao \)0 i
dovodenje koordinatnog poletka u tachu (EX,EY)-tezidte sistema
dobi jamo nove sludajne veliline U 1 V, date izrazinma

T(w) = (X(w)-EX)cos Y+(Y(w)-E¥)sin’
V(w) ==(X{w)-E)sinP+(Y(w)-EL) cosY

(1.1.16)
ReSenjem sistema (1.1.16) po X i Y dobijamo
X{w) = Tlw)cos P~ V(w)einP+EXL

Y(w) = T(w)sin¥P+ V(w)cos P+ EY

Kovarijaci;ja' sludajnih velidina U 1 V je
6 o (P)=E(U-EU) (V-EV) = E[(X-EX) cos P+ (Y-E¥) s1n ¢-
- E(X-EX)cos P -E(Y~-EY) sin‘f’]E(X-EX) sin ‘P+(Y-E‘f) cos '+

+ B(X~EX)sin P-E(Y-EY) cos%"]=E [(I-m) cos ‘a"-i-(_YaEI) sin‘P:l E(x-m) sin P+




g -

+(Y~EY)cos? :l ==B( X~EX) 2sin Yeog P -E(X-EX)(Y-EY) sin? Y+
+E(X-EX)(Y-EY) c052 @ +E(Y—EY)2sin “eos P.

1z prethodnog izraza dobijam§

G . ()= E(X-EX) (Y-EY) c0s2 P - | E(X-EX) 2—E(Y-E¥)2] sin{ cos P

(1.1.17) 6'uv(50)= 6’ch032 P - —%——( ze- 6‘y2) sin2 ¥

Izraz (1.1.17) jednak je nuli ako je

| 26::3'
tg2 = ST
6x "6:(
. - Zny
odnosno ruv=° a.kq Je (P= T arctg W Q.€.d.

J

L ema _1l.l.1l. Ako je bar jedno uslovno matematicko
odekivanje linearna funkcija, naprimer

(1.1.18) B(Y/x) = mx + n

tada Je

(1.1.19) ms= r -EL .
L & n, 6‘x

Dokaz iz jednakosti (1.1l.4) dobijamo

(1.1.20) :|.~‘,£6x6y = ny = E(X-EX)(Y-EY)

I1zraz na desnoj strani jednakosti (1.1.20) moZemo napisati u
obliku

B(X-EX)(Y-EY) = l:(X-EX) E (Y-EI/x)]
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pri demu je E(Y-EY/x) uslovno matemati&ko olekivanje slucajne
velidine Y-EY u odnosu na siudajnu velilinu X, iz Cega imamo

jednakost
(1.1.21) - :c}q{eS’Kéia'y = E EX-EK)E(Y-EY/X)]

Smenom (1l.1.18) u (1l.1.21) dobijamo

rxy6x6y = E(I—H)(mX+n—lﬂ)=E(X—E{) m(X-EK)-i-mEI-t-n-EY]u:
= mE(X-EX)2+ (ke n-BY) K(X-K) = mB(X-EX)?

1z prethodnog izraza dobi jamo

rxy616y = m6 x2 . q.e.d.

1.2 PIRSONOV KORELACIONI KOIICNIK

Definicija 1.2.1. 12raze

| 2
E(X/y)-EX
(1.2.1) ,zx/yz _E (6/:;) ]

X

n.,z2 EEE(Y/X)‘EY]Z
y/x * 63r2

(1.2.2)

zovemo korelaciomim koli¥nicima Pirsona i to prvi sluéajne ve-
li¢ine X u odnosu na sludajnu velidinu ¥, a drugl sluéajne ve-

liéine Y u odnosu na X. ( 18 ; str: 322, 323)
fransformidimo izraz (l.2.1) u drugom obliku.

G  2=B(x-EX) %= E [K-E(X/ )+ B(X/) 5| 2= [-B(x/ ok

+2E E{-—E(X/ y)_ [E( X/y-EK}E [E(X/ y) -EX:F -
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Kako je E(X/y)-EX funkeija semo od y imamo

(1.2.3) E [X-E(X/y)] [E(X/y)-EXJ=E [X-E(x/y):l [g( y)] a
- E(X.g(y))-E IEE(K-g(y)/X):, .

Neka je G(X,Y) funkcija sludajnih velidina X i Y takva da je
E[G-(X,Y)]-: ¢oo, tada je

(1.2.4) [E(G(I Y)/F] E%(x Y):j

Jednakost (1.2.3), koristedi (1.2.4), postaje
E[I-E(X/y)][E(X/y)-EI]= E(X.g(y))-E(X.g(y)) = 0

Prema tome,dobijamo -- -

(1.2.5) 6'x2=E'[x-E(x/y):| 2;3 EE(x/y) —EK]Z

Iz (1.2.1) 1 (1.2.5) lako se dobija

o ‘ ,
(1.2.6) _ xﬁy- 1 - _EEL%E%LE)]__
' .4

Istim postupkom dobijamo 1

Bly-E(1/x)]°

(1-2:7) '?_3{/% = 1 = ]

Dalje éemo posmatrati korelacioni kolidnik (1l.2.1), odnosno
(1.2.6) i svi zakljudci o njemu va¥e i za koliémik (1.2.3) od-
nosno (l.2.7). Navedimo neke osobine Pirsonovog korelacionog
koliénika, |
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T e ocorema 1l.2.1. Ako su slutajne veliine raza-
visne tada je Pirsonov korelacioni koli¥nik jednak nuli. Obr-
nuto ne vazi.,

Dokaz. Neka su sludajne veliCine X i Y nezavisne. 12
nezavisnosti dobijamo E(X/y) = EX, a tada 12 (l.2.1) neposred-

no sledi )Z i = Q.
X/ Y

Obrnuto ne vari. Neka su slucajne velidine zavisne
i neka je uslovna funkcija verovatnoée slucajne velidine X u
odnosu na ¥ data sa

Tslovno matematidko odekivanje sludajne veliéine X u odnosu na
Y, za navedenl primer funkeije verovatnoée, dato je izrazom

O
2 xXdx
MY = Sp(i)/[?zty)(m) 1]

iz ééga posle integracije dobi jamo E(X/y) = -1 = EX, a tada

iz (l.2.1) sledi ’?‘x/i = 0 gee.d.

~ T eorenma 1.2.,2. Pirsonov korelacioni koliénik
jednak je jedan tada 1 samo tada ako izmedu sludajnih veliéina
postojl skoro svuda funkcionalna zavisnost. ([18:‘; str. 323)

Dokaz. Uslov je potreban. Neka je korelacioni kolid-
nik jednak 1, tada iz (1.2.6) sledi da je

E[X-E(X/yﬂz =0 , odnosno X = E(X/y) = g(y) skoro svuda.

) Uslov je dovoljan. Neka je X = g(y). Smenom u (1.2.6)
sluda jne velidine X sa g(Y) dobijamo
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g z(y)-E(g(y)/y) { 2 B rg( -gly)
['x?y =1 - _"L" — D — 1 - —!—“-——T——"l l. q.e.d.
X X

Ako je uslovno matematidko olekivanje linearna funk-
cija tada Jje ono oblika

b x

Xy 6y

ﬂ »

(1-2-8) E(X/y) =T

T eorema 1.2.3. Pirsonov korelacioni koli¥nik
veé:\.'je :Lli aedna.k od kvadrata linearnog koeficienta korelacije.

'2 / xy Ako je uslovno matmatilko ofekivanje linearna fun-

kci:ja tada je '21/23* = rj%y. ([18]; str: 323) -

Dokaz. Iz (1l.2.6) dobijamo

(1-2-9) 612(-72%3‘) = E[I-E(X/y)]z
Neka Jje
(1.2.10) ay+b=sr Gx (a-EY )+EX

ole y Xy 6y E .

Posmatrajmo jednakost datu izrazom

(1,2.11) E(X—aY-b)z-EE{-E(X/y)] EEE(X/y)-aY—b e

+2E [X-E(X/ y)] [E(X/ y) -aY-b] 5

Koristedi (1.2.4) lako se dckazuje da je

E[X—E(X/y)} [E(K/Y) —aY-b]= O .

Prena tome, (l.2.11) postaje

(1.2.12) E(X-a¥-b)%=E [X-E(X/y)] ¢ E [E(x/y) _ay_bJZ

Leva strana jednakosti (1.2.12), zbog pretpostavke (1.2.10);
postaje




r
E(X-aY-b) 2eE(X-T . ~2E-(¥-EY)-EK)? =
Y Oy
= B(X-EX)? 0 x (X-EX) (Y-EX)+z. 2 0 B(Y-EY)°
Xy 63’ Xy 5;?2

Prema tone ) imamo

(1.2.13) E(}{L-a”if-»‘r))2 =6x2(1_rx§ )

IzjednaBavanjem desnih sitrana jednakosk (1.2.12) i (1l.2.13) do=-
bijamo | |

(1.2.24) 6 2(1-r,,2)-B(E(Wy)-a¥-b)? = E(x-E(¥/7))°

Izjednadavanjem levik sirana jednakosti (1.2.9) 1 (l.2.14) do-
bijamo jednakost |

6 2(1- 2, =6 A1z, P)-E(B(X/y) -a¥-b)"

koja resena po 7-1/32! daje

E( E(X/y)-a¥-b)*

2 2
(1.2.15) yz'x/:f Txy * 6 x°
. 2 2
Iz (1.2.15) neposredno se vidi da ge x/y?rrxy'

Pri pretpostavei da je uslovno matematidko olekivanje
linearna funkeija, iz jednakosti (1.2, 8) i (1.2.10) dobiaamo
ay-i—b-E(X/y), 5to smenjeno u (l.2.15) daje

'Zx/y xy . Qe.e.4.
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1.3 VISESTRUKI KOEFICIENAT XORELACLJX

latricu (vektor) &ije su komponente sludajne veliéi-

pe zovemo slufajna matrica (vektor).
Posmatrajmo sludajni vektor]f, od n komponenata, ko-

ji je razloZen na dva podvektora

{4
(l.3.1) I — (%(2) ;

koji imaju respektivno g i n-q komponenata. Neka je

EX= (EXsEXpseeesEXy) = (0,0,000,0) = (0)

Neka Jje Z pozitivno definitna matrica kovarijacije

| | (1) (2)
sludajnog vektorax koja Jje prema podvektorima I i

razloZena u blokove

= IE;*1 EE?Q
Z ZZ‘! Z?.Q

Ako funkcija distribucije P(x), diskretne slucajne

(1.3.2)

velidine X, ima samo jedan skok u tadki x

centraci ja mase p(x(l))=1, tada se X naziva degenerisana slu-

dajna velidina i njena funkecija distribucije je

1 x},x(l)

PO =90 xex(D

Navedno jedan od prostijin kriterijuma 2a utvrdiva-

nje pozitivne definitnosti kovarijacione matrice.

T eorema  l.3.1. Potreban i dovoljan uslov da

kovarijaciona matrica Z

, u kojoj Je kon-

, S8 nedegenerisanin komponentama,bude
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pozitivno definitna, sasioj: se_u osusivu linearne zavisnosii
jzmedu njenin komponenata. ( 191, str: 93)

Definici]a 1.%.1. kieksimalnu vrednost li-
nearne korelacije izmedu sludajne veliline X, (i4£q) i linear-

ne kombi (2)
ne kombinacije a X  zovemo viSestruki koeficienat korelacije

(2)

i zmedu sludajne veli¥ine X; i slucajnog vektora {, 1 obeleZa-

vamo 8a& Ry (q+l)...n

(13 strs 49) (2)
L ema l.3.1. Linearna funkcija aJ{ 2zea koju

n? PI‘l denu Je a - (31,32,.-.,&n_q)-

Xi-ax' jma minimalnu disperziju jeste

- (2) . -1 (2) (2)

pri demu je 6(1) i-ta vrsta bloka 212 . ([l-j; atr: 47,48)

- r
Dokaz. Za svaki skalar Z je EZ° = EZZ. Disperzija slu-

¢ajne velidline Xi - a]:( jednaka Je

- 2 2)7%
E(xi-ax(2)) -E[(X -bx( ))+(b-a)x( ):l -E[(Il—bx

\ 2y, (2) ., (2) (2),
.[(Xi-x( )b)-l-x (b-a)] E(Xi-bx )(X :}C b) +

2 1 2)
oo 178 X 6]

2) (2) . ok
+ E[(b—a)x( XL (b-a)}

pri Semu su izrazi
|

o0 ¥ g X a2l P 0]
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_ 3 _\(2) - i
i g(xl 2 )L (b-a)_]

jednaki nuli, jer je

)

(2 ) -1
E(Xi-bx —6(1)-b Z G(i)-g(l) 2_ 00 222“.&0 s

pri temu jJe b= (1) Z . Prema tome, 1l1mamo
— 22

(). L (2), (2)_(2) ..
E(xi-ax ) =E(X, -bx )(xi-x b)+EEb-a)jj L (b-a)]
odnosno '

(2) 2 |
(le3.4 E K - 6 C o2 b- .
) Exy-e L P 6(1)+( a)), (v=a)

Kako Je po pretpostaxciijz pozitivno definitna matrica, drugl
2 .

gabirak s desne strane jednakosti (1.3.4) je nenegativan, a'prvi
sabirak istog izraza ne zavisi od a, pa Ce prema tome (le3.4)

biti minimalno za a=b. g.e.d.
T eorema 1l.5.2. Maksimum linearne korelacije iz-
medu sludajne velidine Xi ia dostiée Se Za a=b.

([1 3 8trs 48,49)

Dokaz. Kako je, na osnovu leme l.3.1,

(2), @ (2) ¢
E(Xi-b x ) — E(Xi"ca I ) )
(2) N
za svaku linearnu kombinaciju eca  , dobijamo
2 (2) 2 (2)

6 +E(bx )) -2 EX bl: L6’x1+c E(a:x‘ )_gcijiax ’

odnosno




o (2) _(2) ¢
B(X;DC ) | o I )
(10345) 2 - ———— (2) """ - = w: -—+(2—)-—-— ,u;"/
Gx\/ b(beC ) GX_\/E(b_,:_, )
1 i
(2) (2) 2
E(Xi.a:}: ) E(a _C
2¢C = = .
6 (2) 6 (2) °
B(b
0} 2
S o T _
Neka je ¢ = > tada (1.3.5) postaje
(2)
E (a
(2)
E(Xibx ) E(X. a:x:(2)

(1.3.6) (2) e (2)
' le E(v C 6x \}E a lC

Kako je po pretpostavel EX, = (0) 2za k=1,2,3,...,0, nejednakosi
(1.3.6) je nejednakost odgovarajuéih linearnih koeficijenata

korelacije, t3J. rx;,b (2) I'x a_)él)iz Yega sledi da se maksimum ko-

_felacije dobija za a=b. GeCoedo

1z definicije 1.3.1 1 teoreme 1.3.2 sledi da je vise-
struki koeficijenat korelacije, izmedu slucéajne veliéine X3 i

(2)
sludajnog vektora e dat sa

.(2)
E(X;b
631 E(bI(z) : Gxi\/E 6(1)2'“1 I x 6'(1)2;).

odnosno
| \/6(1) Z 22 6(1)

(1.3.6) Ri(q+#l)e.on =

Ri(g+l)eeen ™
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Navedimo neke osobine videstirukog koeficienta korela-
ci je.

1° Uvek je OXR < 1.

i(g+l)...n

Dokaz. Iz pretpostavke da Je pozitivno definisana
matrica sledi

6(1) 2'16(:@ 0, ti.

Ri(q-i-l...n?’ 0 .

Iz definicije 1.3.1 sledi da Jje visestruki koeficienat
korelacije Rl( o+ 1 1sto sto 1 line%gni koeficienat korelaci-
je izmedu sluéagnlh veliéina Xy i b:C#, pa na osnovu teoreme
l.1.% imamo Rn.(q-l-l...n‘(‘ 1.

29 ko su sludajna velidina X5 i sludajni vektor:xfz)

~ nezavisni, tada je Ri(a+l)...n.= 0. Obrnuto ne vredi.:

(2)
Dokaz. Iz nezavisnosti Xi i :[‘ dobi jamo

(Le3.7) 6'(1) = (EXin+1,EDCiXQ+2,...,EXan) = (0,0,000,0)

3to smenjeno u (l.3.6) daje Ri(q+l)...n.= 0.

Obrruto ne vafi. Neka jJe = 0., Tada iz

Ri(q+l) P o}

(1.3.6) zbog pozitivno definisane matricelzizz , dobiljamo
6(1) (0 0,--"0) '

Da bi utvrdili mogudénost zavisnosti i u ovonm sludaju izmedu slu-
¢ajne velidine X. i vektoraﬁxf, dovolino je utvrditi da Xl mozZe
(2)

da zavisi bar od jedne ﬁomponente iz L . Iz teoreme l.l.1l
sledi da sludajne velidine ne moraju biti nezavisne i ako jJje
njihova kovari jaci ja jednaka nuli, Sime je i drugi tvrdenja
dokazan.
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Medutim, ako sludlajne veli&ine Xl,Xz,...,X pripadaju |

Gausovoj klasi,tada je Ri(q_+l) n = ) potreban i dovoljan us-
’.-

(2)
lov za nezavisnost sluclajne velidline xi i sludajnog vektora\ﬁ

3% 12 tepreme 1.1.2 sledi(g? je Ri(q+l)...n

izmedu sludajne velicdine xi i b$ postoji skoro svuda line-
arna zavisnost i obrnnto. ‘

= 1, ako

1z iz::('%za za disperziju slulajne veliline xi, posle za-
mena xi sa bx s dobljamo

(2) @ 2)_(2) .
62- 2= x = b 'b' = b b
x§ = EXy E(b+ ) = E( .'JC(I ) _222 \
odnosno

(1.3.8) 611 ..-..Vb 22‘6

2
Posle zamene xi sa bx( )

’ 6( i) postaj e

6(1) [E/hx Iq+1).E(bI XQ+2)1"'tE(bI ] |

2
= bE(I I( )), odnosno

Smenom (1.3.8) 1 (1.3.9) u (1.3.6) dobijamo

-1
ISR L
22 22 22 ZZZ

®i(q+1)..en © 7—"_— "Z__
o 22

22

Prema tome, tvrdenje ima smisla za pozitivno definisanu matri-

cu 222.
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le4 EKORELACIONA INTEGRALNA JEDNACINA

Neka slufajne velidine X i Y imaju funkciju verovatnodée
£(x,y)o |
Integralou Jjednadinu

(ledol fb. £(x |
(Ledel) h| G(y) —j§(§§l—dy = G(x)
, c . |
kod koje je p(x) funkcija verovatnobe sludajne veli¥ine X,G(x)
pepoznata funkcija, a razmak integracije b-a moZe biti i bes-
konadan, zovemo korelacidna'integralna jednaéina.([ﬁ]; gtr:
8l, 82)

Cilj Je utwrditi pri kekvim ogranitenjima nametnutim

‘na Jjezgro f£(x,y)/p(x) = q(y/x), koja je uslovna funkcija ve-

rovatnoCe sludajne veli%ine Y u odnosu na sludajnu velidinu X,
Jednalina (l.4.l) ima monotonu sopstvenu funkeciju i ukazati na
netod uzastopnih aproksimacija za nalaZenje monotone sopstvene
funkoije. | |

Neka Je

N
(Ledo2) wl((x;y);"- =[a q(u/x)du .
| Ox
Q
Iz (1e4+2) dobijamo
(1‘4'3) Wl(lx,a) ﬂwl(Xpb-) =0 . ’

Druga iz Jednakosti (114.3) aledi iz.s
b

(Ledeod) J[ﬁ(y/x)dy =1l
a

Teorema l.4.l. Neka funkcija definisana jednakoZéu
(Le4e2) ne menja znak u celoj oblasti definisanosti (a,b)x(c,d),
neka funkcija G(x) gzadovoljava uslov
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(1.4.5) G(a)wl(x,a)-G(bml(x,b) =0 .
ako je G(x) monotona tzda je funkei ja .
(1.4.6) G (x) = [G(y)a(y/x)dy

monotona. ([ 14}; str: 781-784)

Dokaz. Pri pretpostavei apsolutne kovergencije integra-

la (1.4.6) moZemo difzrencirati PO X

(1.4.7) Gi'(Jr-) =/G(y) "a@f' a(y/x)ay

5 |
Parcijalnom integraci jom,pri &emu je u=G(y),dv= % a(y/x)dy

dobi jamo | L b |
Gl"(x} = G(y)wl(x.y)l -fG'(y)Wl(x.y)d?

a QA

iz Sega, zbog (l.4.3), sledi
b

(1.4.8) G{(x) = | 6(y)wy(x,)ay

Kako, PO pretpostavci Wl(x,y) ne menja znak, G(y) Jje monotona
funkei ja, odnosno G(y) ne menja znak, sledi da Gl(y) ne menja
znak, odnosno da je Gl(x) monotona funkei ja. qe€oed.’

Neka Je

(1.4.9) - 2(x,y) = £(y.X)

Pri pretpostavei (l.4.9) jedna¥ina (1l.4.1) simetrizuje se mno¥ e-
. é1 je Ba \(p(x) i postaje
b

£(x,¥) '
(1.4.10) fG(y) \ZP(Y b dy = G(x) VP(X)

Ve(x)p(y)

fbog (l.4.4) lako se dokazuje da je h =1 sopsivena vrednost,&
hfx)=1.\/p(X) sopstvena funkcija jednadine (1.4.10).
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Uvedimo novo Ograniéenje na jezgro:

| bb
) 2 f (x!}’) . 80
(1e4.11) fK (x,y)dxdy ——dxdy = h. {+00
JJ (x) p(y)

tada su talne, za jednadinu (1.4_.10). sve teoreme © razlaganju
po sopstvenim funkcijama, o egzistenciji sopstvenih vrednosti
itd.

 Spektar jednadine (1.4.10) ima oblik

(1;4 12} b =l by b, b
L] . g ey G (x) p(x)

1. p(x) Gl(x) Vp(x) G (x)\/P(x)

pri Cemu je Ihm|>l' zZa m=1,2,3,...

Stavljajuéi u jednadinu (l.4.1l) Gm(x) mesto G(x) dobijamo

: b
(144-13) 1 T[Gi(x)p(x)dx = hmﬁm(x)Gm(y)f_(x,y)dxdy_
- S | |
Zbog ortonormiranosti sistema (l.4.12) imamo

EGm(I)IO » EGi(x),ﬂl, za Nn=l y 2 ,3’ cs e

iz Sega sledl da

i a a )

predstavlija linearni koeficienat korelacije izmedju sludajnih
velidina G (X) i G (T |
1z jednakosti (1.4, 14) 1 (le4.13) dobijamo

ol oo

iz Cega sledi lhm |>l.
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Neka je r(y) ma koja apsolutno integrabilna funkcija
i rzﬁy)P(F) integrabilna funkcija, tada funkcijm

b

(1e4415) r, (X) =M/ﬂrk_l(y)q(y/x)dy', K=1,2,3,c00

d.
pri Semu je r_(y) = r(y), zovemo k-tim uzastopnim momenton
funkeije 1r(y), u odnosu na uslovau funkeiju verovatnode q(y/x).
Rastavljajuéi u red po sopstvenim funkcijama k-tu ite=
raciju jezgra K(x,y), jednatine (l.4.10), 3to je moguée za
k> 2, imamo B

s

* (k) 4;— lm':F)\/ID(J&:)G«(th)\/P(.'ap')G-(E?')
(1.4.16) K (x,y)= \/;(x) Vp(y)_-i- 2——-——-}-1-1;—-——-——2‘———
. = :

Red (le4+16) posle mnofenja sa x(y) |l p(y), moZemo integraliti
8lan po &8lan. Posle integracije i1 delenja aa\/p(x) dobijamo

| - ' S Gix)
(l-.4.l7) rk(x) = co + Zﬁi —T—"" 'y
=1 B3

gde su C_,C,,C,,+-. Furijerovi koeficienti funkeije réy)\/ p(y)
sistema funkcija (1.4+12), a rk(x) je

- b
| (k)
(le4.18) rk(x)z r(y) Vp(y) X (x.y) dy .

3 \/ p(x)

Iz (le4.18), koristeéi izraz za iteraciju Jezgra,dobijamo
(Le4¢15)e Prema tome (le4.1l7) je k-ti moment funkecije x(y)-.
Tzraz {le4.17) napisimo u obliku

r (x)-C; g (x)+ C2_ Bk Cz by K
_—-——-——h —— . e w

Uvek moZemo izabrati r(y) neortogonalno na Gl(y)\/p(y) « Pre-
ma tome moZemo pretpostaviti da Je 01#0. Kako je Ih < h2l‘$lh3‘<'"
i koeficienti cb,cl,cz,... ne zavise od 1, prvu sopstvenu fun-
koiju dobijamo iz (le4.19) kao granidnu vrednost lzraza
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r (x)-C
(1.4.20) lim = ©

k
hy = G, (x)

Ako?je hi ranga s> 1, tada Je

(1.4.21) kl_ﬂgrk(x)-co)hl{ = €465 (X)+ ... +C G ()

Teorema l.d.2. AkO funkcija‘wl(x,y),definisana
jzrazom (1l.4.2), ne menja znak u oblasti definisanosti,ako je

r(x) monotona funkeija %iji uzastopni momenti zadovoljavaju us-
lov

(l.4.22) rk(ahﬁl(x,a)-rk(b)wl(x;b) = 0, k=0,i,2,...

korelaciona jednadina (1l.4.1) sa simetridnom funkeijom verovat-
node f(x,y) ima jedinstveno monotono resenje odredeno procesom
uzastopnih aproksimacija (1.4.15), odnosno prva sopstvena funk- -
cija biée monotono resSenje. ([l{]; str: 781-784)

Dokaz. Uslov (1.4.22) zadovoljava svaka ogranicenja 1
monotona funkeija, Jjer iz teoreme 1l.4.1 sledi da su funkcije
rkcx) k=1,2,%,... monotone ako je r(x) monotona funkeija i
pri tome ako je lr(x)léa, tada je 1 [rk(x){éﬁ, %a svako k, a
tada je ofevidno da Je uslov (l.4.22) zadovoljen. 12 (l.4.20)
alédi da Je Gl(x), kao graniéna vrednost niza monotonih funkeci-
ja, monotona funkcija.

Jedinstvenbét resenja sledi iz leme'1.4.l koju navodi- .
" mo bez dokaza. Qe©ado |

L ema l.4.1l. Dve ortogonalne funkei je r(x) i G(x)
sa masom p(x) >0, od kojih je jedna ortogonalna i sa 1l,sa is-
tom masom p(x), ne mogu biti istovremeno i monotone.

; Neka funkcija verovatnoée f£(x,y) ispunjava uslov
(1.4.9) i neka je uslovno matematitko odekivanje, E(Y/x)=(h(x)
‘nellinearna funkcija. Odredimo uslove pri kojlma se sludajne
veﬂiéine'x i Y mogu transformisati u nove sludajne veliline
U = G(X) 1 V= 6(Y) tako da Je korelacija izmedu U i V linear-
na funkcija. Problem odredivanja transformacije G ekvivalentan
jeéproblemu nalaZenja monotonog resenja korelacione integralne
jednadine (1l.4.1). Ako je G(x) monotono reSenje jednaline
(l.,4.1) transformacija U = G(X) 1 V = G(Y) je moguéa i korela-
cija izmedu U i V je linearna funkeija.
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Dalje éemo navesti dovoljne uslove za egzlstenciju mo-
notonog redenja jednallne (Le4.1). Neka simetriZno Jezgro

£{X,¥)
\/P(x) p(y)

ispunjava uslove (l.4.11). Tada moZemo rastaviti u red k-tu
iteraciju jezgra K(x,y). Pretpostavimo da se prva sopstvena
vrednost javlja s puta, tada smenom

K(x,y) =

(k)
- (k) T (er) ‘ '
K (x’y) = — y Pri cemu Je
Vp(x) p(y)
(k) et 206, 9)
k) . Xy 'Y
= t l.4.16) dobi]
£ (x,y) J/‘ 50) d u obijamo
-0
() | 1 J X6 A(x)E. L (y)ply)
- - p(y)
£ (x.y) = p(y)+ TZGi(x)Gi(y)pr)+ Z- S+I_Lk sil-_f_._y_
p(x) | "l & | i=1 Bgri

Koristeéi nejednadinu Besela i Svarca lako je dokazati da po-
8t0ji graniina vrednost 1izraza |

e (k) (k) A
Lim pf |(EEshay) | 200Y) | d(x,y,b)
K-> o0 p(x+h) p(x) |

pri Cemu Je

C‘) (x.y,h:)=(Gi(x+h~) -G’l(x) )Gl(y).P(y_)+ e« o+ (G (x+h) -G (x) )GS(Y)P(Y)
Pri udinjenim pretpostavkama vaZi slededa teorema:

| Teoren a' le4e3s AXO pOstoji bar jedna vrednost
- ¥=¥, 2za koju funkclja

Jo |
(led4022) f(b(X,‘t,h)di‘b = W(x,¥y,h)

ne menja znak z?’%vako x i h)0, tada jednalina (l.4.1) ima u

svom spektru jedinstveno monotono reéenje.€{}5];'str=745-747)
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Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi teoreme, tada Jjedna-

k&st
Yo
(1e4423) W(X,¥0,0)=(Gy(x+h)=G1(x))[ G{(FIP(FIA J +evees
Yo o in |
+ Gs(x+h)-GS(x)) ¢ (y)p(y)dy

ne menja znak za svako X i h» 0, odnosno funkcija ClGl(x) +
+¢2G2(x)+...+CSGs(X) koja pripada prvoj sopst#enoj vrednosti
hi pri Cemu Je
' Y,
C; t/f;i(y)p(y)dy i=1,2,...,9

-C0
je monotona za sve vrednosti x. Jedinstvenost reSenja sledl
iz leme le4.l. q-€.d.

Ako Jje prva sopsivena vrednosi prost broj, tj. s=1,
tada iz pretpostavke da funkcija (le4.9?) ne menja znak za ne-
ko y sledi da ne menja znak za svako y.

L

_ Teorema l.4.4. Ako je prva sopstvena vrednost
prost bro] tada za monotonost prve sopstvene funkeije potreb-
no je i dovoljno da funkecija (l.4.22) ne menja znak za sve
vrednosti X,y,B>0-. t-l5] str: T45-747)

. Dokaz. Dovoljnost uslova sledi iz teoreme l.4.35.

Uslov je potreban. Za s=1 Jedégkost (1.4.23) postaje

(3e4024) wcix,y,h)q(al(x+h>-el(x))fel(t)p(t)dt
. -0

Neka je Gl(x) prva sopstvena monotona funkclaa tada

v/ﬁ G, (t)p(t)dt ne menja znsk zsa sve vrednosti y,a Gl(x+h) Gl(x)

ne menja znak za sve vrednosti x i h>O. Prema tome W(x,y,h)
ne menja znak za sve vrednosti x,y,h)>C. qeesde

U teoremi l.4.2. za egzistenciju monotonog resSenja
zahtevano je da funkeija (l.4.2) ne menja znak za sve vredno-
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sti x 1 y. Lako Je dokazati, koristedi se izreszom za funxeciju

(k)

f(x,y), da zbog navedenog uslova ne menja zanak i funkeija

N
T (k) (k) 7 |
_ﬂ}ﬂr_ﬂ - E(x,1) dt za svako k%1,
J L_p(}:-t-]:l) p(x) i}

iz 8ega sledi da W(x,y,h) ne menja znak za sve vrednosti
X,¥,h» 0. U opS8tem sluaju vaZi: ako u nizu funkeija

J
D_ 2(s
X
v[k(x,y) =1 .a—_x- -_p%—xL-Tl dt k:l’Z’.'.

-0

i

jedna od njih ne menja znak za sve vrednosti x i y, tada i
funkcija (l.4.22) ne menja znak za sve vrednosti x,y,h ) O.

Neka je date nesimetriéna funkcija verovatnoe slu-
Sajnih velidina X i Y, tj. neka je | |

(1e4425) £(x,y) == £(¥,x)

definisana u celo)j ravni. Neka su pri tome uslovna matematic-
ka odekivanja E(Y/x)=h(x) i E(X/y)=h,(y) nelinearne funkcije.

| T u ovon gsludaju odredilemo uslove pri kojima se
sludajne velidine X i Y mogu transformisati u nove slucajne
velidine U=G(X) i V=S(Y), tako da su uslovina matematilka ocCe-
kivanja, za U u odnosu na V i za V u odnosu na U, linearne
funkeil je. . |
| Problem odredjivanja transformacija G i S ekviva-
lentan je problemu odredjivanja para moanotonih resSenja siste-
ma korelacionih integralnih jednaclina

o0
f(xsy)
G(x) = h/ S(y) ——4dy
p(x)
s
f(xr;?)
S(y) = b [ G(x) ———dx
aly)




Iz op3te teorije Gilberta-Smida sledi da je sistem Jednalina
| (l.g.26) ekvivalentan sistemu dveju integralnih JjednacCina sa
simbtriénim jezgrima: |

2
&(x) = b° | G(y) —=——dy

(Lede27)

pri Cemu Je

o (xor) f(x,t)f(y.t)dt
X,y) = —mmm
2 q(t)

Gl{4-28) -

, ) £(t,x)2(t,y :
f x’y -
2 p(t)

- OO

Izé(l.4.28) peposredno se vidi da su funkcije f}(x,y) i fz(x,y)
sigetrilne, osim toga obe su i funkecije verovatnoée takve da
je%p(x)=i p(y) jednodimenzionalne funkcije verovatnode iz
fldx:y). a q(x) i q(y) jednodimenzionalne funkcije verovatnocCe
iz§f2Cx,y). Iz ekvivalentnosti sistema (l.4.26) i (1.4.27) do-
bija se sledeCa teorema:

88

_ Teoremsa  le4e5. Da bi nesimetridna funkecija
ve#cvatnoée f(x,y) dopustala takvu transformaciju, U=G6(X) i
V=$(Y), sludajnih velidina X i1 Y da uslovana matematiCka oleki-
vanja, novouvedenih slulajnih velidina U 1 V, budu linearne
fuﬁkcije, potrebno je i'dovoljno da to dopultaju obe simetric-
ne funkcije verovatnole iz:(l.4.28).'([?6]; str: 816-819)

| Dokaz. Zbog ekvivalentnosti sistema jedna¢ina(le4.26)
i (1.4.27) dokaz je evidentan, jer u tom sludaju monotona reSe-
nj# G(x) i S(x) sistema (1.4.27) Jesu resenja sisiema (l.4.26)
i obrauto. qeCoQe
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Uslovi za egzistenciju monotonih resenja korelacionih
integralnih jednadina sa simetriénom funkci jom verovatnole da-
ti su teoremama l.4.3 1 1.4.4. Uslov(l.4.1l) u ovom sludaju gla-
si |

o0 Co
f/‘ £.2(x,y) )
1616 M e e
—m-m'

Nl
s
I PO
2 104
e
o
.
.
e
i}
>
NN
%

Medutim uslovi (1.4.29) biée ispunjeni ako se za nesimetridénu
funkeiju verovatnoée pretpostavi da jJe

Iz teoreme 1l.4.2 uslov da funkei ja Wl(x,y) ne menja zrak u ovom
sludaju ekvivalentan je -uslov da funkt je:
J

a fl(x’t)
(1.4.31) ~
%, fz(t:y) N
Volxow) =55 —amr— ¢

-0

' ne menjaju znak za sve vrednosii x i y. Da nebi funkecije(l.4.31)

menjale znak dovoljno je pr etpostaviti da funkcije:

£(x,%) 3t
(1.4.32) W, (x,y) = Sx ()
_QOX
a f(tsy)
eite W 9 ) = j—— dat




ne m¢njaju znak u oblastl definisanosti. Zaista, smenom izrzza
za fl(x,y) i fz(x,y) iz (1.4.28) 1 (1.4. 31), posle parcijalne
in‘cegraci Je, dobi jamo izraze.

Ao |
M(X:}’) = ﬁll(x 't)“fz(}"st)dt
—0O
c0
Wolx,y) = - [0 (5, x)0,(t,y)at

|

el

iz k’bjih sledi, ako "Il(x,y) i W2(x,y) ne menjaju znak da\"V(x )
i (x,y) ne menjaju znak za sve vrednosti x i y. 1z 1zloéenin
rezultata dobijamo sledecdu teoremu:

| T eorema l.t.6. Ako su funkcije ?fl(x,y) i Wz(x,y)
defipisane jednacirama (l.4.31), konstaninog znaka 2a sve vred-
nosti:. x i y tada, pod uslovom (1l.4.30), postoji jedinstven par
monotomh sopstvenih funkci ja sistepa jednalina (1.4.26), koji
pripada prvo] sopstveno] vrednostil lhl I)l ([16] str. 816-819)

Monotone sopstvene funkei je moZemo odrediti iz sistema
Jednaéina (1.4.27) metodom uzastopnih aproksimaci ja.
Uzimajuéi mnotoma sopstvea reSenja sistema jednalina
(1.4.26) za transformacije slufajnih velilima X 1 Y, U=G(X) 1
V = B(Y) jzmedu U 1 V dobija se linearna korelaci ja: '

E(U/'V) E’;V ’ E(V/ll) = ru

OpsStije dovoljne uslove egzistenclje nmonotonih resenja
sa.stlana (1.4.26) nedemo navoditi jer su, obzirom na ekvivalent-
nosti si stema jednadina (1.4.26) i (l.4 27), oni dati tepemama
1.4.5 i l.4.4.

1

i

1.5. MAKSIMAINI KOEFICIENAT KORELACIJE

| Neka realizacije sludajrnih velidina X i1 Y pripadaju
oblasti (a,b)x(a,b), koja moZe biti 1 beskonadna. Razmotrimo




prvo slulaj kada je f(x,y) = f£(y,x). Neke je ispunjen uslov
(1.4.11), tada jezgro | '

f(er)
(1.5.1) K(x,y) = ——
| VP(X)P(Y)
ima spektar (l.3.12).
Definicija 1.5.1. R = p= zovemo maksimalni
1

(po apsolutnoj vrednosti) koeficienat xorelaci je, odgovarajuée
funkecije verovatnoée £(x,y). hy Jje prva sopstvena vrednost u
spektru (1l.4.12).

Teorema l.,5.1. lzraz

(l.5.2) J =ffG(x)G(y)f(x,y)dxdy |
>
pod uslovom da Je
o b
" (1e543) fG(x)p(x)dx:O i ]g}z(x)p(x)dx:I
; A . a_'

nostavlja linearni koeficienat izmedu slucajnih velidina G(X)
i G(Y). Maksimum apsolutne vrednosti 1zraza (1.5.2) dostize se
za G(x) = Gl(x) i jednak je 1/h,. Gl(x) je prva sopstvena fun-
‘keija iz spektra (1.4.12). (117}; str: 715-718)

Dokaz. Iz (1l.4.10) imamo
b

¢, (x) |/p(x) ’1/‘*1(3') - £(x,3)

\e(z)p(y)

o

Leve strana jednekosti (1.5.4) Predstévlja Furijerove koefici-
ente izraza {1.5.1), pa je u oblasti uniformme kovergencije

(1.5.5) £(x,y) i Gs (x) V/p(x)64(¥) V o(y)
o/ — -— h' 9

\/p(x)2(¥) i

1=0 1

pri demu je Go(x) =11 . ho = 1. ?asle'mnoﬁenja izraza (1.5.5)
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sa G{x) p({x) 1 &(y)\/p(y) 1 integracije po x i po §, koristedi
pretpostavku (1.5. 3), dobi jamo

3 CO >
C- -
(1.546) \}CJ[E(X)G(J)f(x y)dxdy = EE: —= .
- i=1 i
pri Eemu Jje
? b .
(1.5}7) Ciij/ﬁG(x)Gk(x)p(x)dx, 1=1,2,3,000
E:l.l
Iz (l.5.6) sledi
NN
1.5.8 3= P c2
( / i1 By || Pt
Kakdi je uvek o0 b
I z < Gz(x)p(z)dx
§ i=1
; 2
iz (1.5.8) dobijamo b.
j )
| <: 1 2 1

| a.
Neka je G(x) = Gl(x) Smenom G(x) = l(x) u (1.5.7), obzirom nz
ort¢normiranost sistema (1.4.12), dobijamo

- b b |
(1.%.10) Cs i][;l(x)Gi(x)p(x)dxi/[;l(x) p(x)Gi(x) p(x)dx =
E Q {o i1 a

L (1 1=1
1z cl 5.6) i (1.5.10) sledi

1
iJ -— —E—ll- q-eodt

Sopstvena furkeija G3(x) kao i koeficienat R = —~ izragumavaju
1

se ﬁetodom uzastopnih aproksimaci ja. Za multu aproksimaciju mo-
ﬁemo uzeti bilo koju funkeiju r (x) sluda jne velidine X koja

imagdlstribuciau. Ako Je
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b .
C, fj(;o(x)p(x)dx7éo,

a- .
tada, ne ogranilavajuél opStost, mesto r_(x) moZemo uzeti

ro(x)-co, odnosno smatrati da je C_=0. Aproksimacije r,(x),
rz(x),... dobi jamo sukcesimno amenom'ro(x),rl(x),...,u (1.4.15).

Tada iz (1.4.20) imamo
k
C.G (I) = lim (I)h
171 k3 ook 1

-

Zza dovoljno veliko k dobijamo

~ I‘k(JE)

1
R = By T (xT

Teorema 1l.5.2) Potreban je dovoljan uslov da
sludajne velidine X i 'Y, pod navedenim ogranifenjima za funkei-
ju verovatnode, budu nezavisne Jjeste jednakost nuli maksimalnog

koeficienta korelaclje. ([}7];'str= 715-718)

Dokaz. Uslov je potreban., Ako su slulajne velidine X i

Y nezavisne tada su G,(X) 1 G,(¥) takode nezavisne sluda jne ve-
lidine. Linearni koeficienmat korelacije izmedu Gl(x) i GZ(Y)
jednak je maksimalnom koeficientu korelaci je izmedu X 1 Y, iz

Sega sledi da je R = O,
| Uslov je dovoljan. Neka je R = O,%tada spektar (1.4.12)

poseduje samo‘50pstvenu_funkciju.Go(x)\/p(x) 2 1.\/p(x).

Furijerov red |
00
S G, (x) \/p(x)6, (y)V/ p(¥)
| |/ .|/ _ -8,

£f(x |
kovergira u srednjem ka Jjezgru p(x’y)y odakle, obzirom na.

pretpostavku R = O, dobl jamo

b b |
2
_ ff[vf%% -\/p(x)p(:r)] dxdy = O
a a

,odnbsno £(x,y) = p(x)p(y) _skoroisvﬁda. q.e.d.
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Teorija l.5.3. Na klasi parova sludajnih veli-

élnd kod kojih su uslovna matematilka oéekivanja linearne fun-
- kcije, makslmalni i linearni koeficienat korelacije se podudara-
Ju (LR |
f- Dokaz. Pri udinjenim pretpostavkama jednadina (1. 4. 1)
1maimonotono reéenje-—%ggz-. Ako u spektru stohatidkog Jjezgra

X
posﬂoji monotona funkeija ona uvek pripada prvoj sopstvenoj vred-

nosti (k). ([11], str: 1021-1024)

. Prema tome, maksimalni koeficienat korelaci je sludaj-
nih veliéina X1 Y jednak Jje linearnom koeficienxu.korelacije

slu&ajnih velidina XEEX' i~41é§£— s & OVaj se na osnowu teore-

X J
me 1.1 4 podudara sa linearnim koeficientom korelaciae za X 1 Y.

q.eqd.
| Razmotrimo sluaj kada Je f(x,y);&f(y.x)

Nekd je ispunjen uslov (1l.4.30). Nesimetri¥na funkci ja verovat-

noéi £(x,y) odreduje par simetriénih funkei ja verovatnoée, ko-

ji je dat izrazima (1.4.28), i dva simetrilna jezgra

£.(x,¥) | £,(x,)
2( !Y) =
\/p(x)p(y) VH(X)H(}')

(1.5.11)  Ey(x,y) =

Jezéra (1.5.11) su pozitivma i imaju Jednak spektar.sopstvenih
vrednosti

|
14 12 h%hE oo KRG

i uéopétem slutaju razlidite spektre gopstvenih funkei ja

{Gi(x)} {Si(x)} 121,2,35000

Na panovu teorije sopstvenih funkei ja Gilberta-Smidta spektar

(1.5.12) K(x,y) = £(x,y)

imal oblik
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| 1 | hy
(1-5!-13) : i=l’2,3,o--

Vp(x).,\/q_(y) ' \/p(x)Gi(x). \/a(5)84 (¥)

pri _Eemu .bilinearno razlaganje

o0
G S.: (¥
(15:18)  Kxn)fol@ |7 ) VB8 i)

kovergira u srednjem ka JezgruﬂK(x,y) u oblasti definisanosti
funkciae f(x,y)

Definiciija 1.5.2. R = —%—1- nazivamo meksimalni
1

(po mpsolutnoj vrednostli) koeficienat korelaci je odgovara jude
funkeije verovatnode £(x,v).

Ova definicija svodi se na definiciju l.5.1l. U slucaju
kada, je f(x,y) simetridna funkcija verovatnocde, 12 definicije
1.5.2 sledi da je R° = 1-1%— maksimalni koeficienat korelaci je za
aimetrid¢ne funkelje (1.4}28). Za izradunavanje maksimalnog koe-
ficienta moZemo se posluZiti procesom uzastopnih eproksimacija,
8iji smo kovergenci ju dokazali., Za "nultu aproksimaci ju" ro(y)
moZemo uzeti bilo koju funkel ju koja ima disperziju. Ne ograni-
Savajuéi opStost, moZemo pretpostaviti da jJe EGO(X) = 0. Neka je

d - b
rzgi &[ rzy) p(x) d r2gf)! f rzg)l a(y) *
a

Tada, kao 5to sledi iz (1l.4.20), prvi par sopstvenih funkei ja,
sa tainoséu do ma normirajuée mnoZitel je ey i hl’ odreduje se
Jjednakos tima

€,5,(y) = ln r (y)nfk h Gl(x) = lim r (x)n2k+l
k-0 2k ke>09 2k 1

Za dovoljno veliko k imamo

r (y) r (x)

R® = - RymRE_ A, 2krl
hy r(y) 7T (¥

2k-2 - 2k-1
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| Smisao uvodenja pojma maksimalnog koeficienta korela-
cije opravdava se slededom teoremom: |

. T e orema l.5.4. %28 nezavisnost slufajnib velidi-
. na X i Y, ako je ispunjen uslov (1l.4.30), potrebna je 1 dovola-
na jednakost nuli maksimalnog koeficienta korelaci je.
([18ﬁ str: 52-55) '

| Dokaz. Uslov Je potreban. A.ko su sluda jne velii’:ine X
1 ¥ hezavisne tada su takode nezavisne 1 slulajne veliline
Grl(fzft1 i Sl(Y), pa je njihov linearni koeficiemat korelacije jed-
nak puli (R = 0).
. Uslov je dovoljan. Neka je R = 0, tada jezgro (1.5.12),
obzirom na spektar (1.5.13),nema gopstvenih funkeija osim

1, \/E(x) i 1. \/q(3y). Prema tome, iz kovergencije u srednjem bi-
'1ine'arnog razlaganja (l.5.14) dobijamo

._ £f(x,y) -2
- ( ) ( ) dxdv = 0
f EEre PRIV YRR SRS

odn sno f(x,y) = p(x)q(y) skoro svuda. . q.€.d.

1 Teorema ldde.d. AKO SU uslovna matematicka oéeki-
vanila linearne funkcije tada su linearni i maksimalni koeflcie-
nat korelacije jednaki (R = r). ([18], str: 52-55)
| Dokaz. Neka su uslovna matematilke ofekivanja linear-
ne fu-nkcige. Tada u spektru (1.5.13) postoji par linearnih, pa
‘prema tome 1 monotonih sopstvenih fu.nkcija,'

= EX
Gl(X) = 261—. ’ Sl(y) T‘

Ako se u spektru nesimetrilnog Jjezgra nalazi par momotonih fun-
kciia on uvek pripada prvom sopstvenom broju, pa Je linearni

koeficienat korelacije za X i Y jednak linearnom koeficientu
korflaciae za XéEx i Yém, a ovaj je jednak maksimalnom
X y

koeficientu korelacije. | Qe.€.d.
|
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GLAVA 2

NEZAVISNOST PAROVA SIUCAJMIH VEIICINA

Iz rezultata izloZenih u glavi 1l sledli da je jednakost
nuli linearnog koeficienta korelacije potreban i dovoljan uslov
za nezavisnosi sludajnih velidina ako ove pripdaju klasl parova
sludainih velidina kod koje su oba uslovna matematillka olekiva-
nja linearne funkcije.

U ovoj glavi dokazademo da i van klase parova slucdj-
ninh velidina, ¢ija su uslovna matematidka ofelkdivanja linearne
funkei je, pos toje 'parovi sludajnih velidina 2za koje je Jjednakost
Juli linearnog koeficienta korelacije potretan i dovoljan uslov |
za nezavisnost. U tom cilju uvedcemo pojam monotone klase parova
sludajninh velidina M(Z)i dokazati da ona prodiruje klasu parova
sludajnih veliina za koju Je r = O, potreban 1 dovoljan uslov
za pbzavisnost, odnosno da monotona klasa sadril 1 parove ¢ija
uslovna matematidka odekivanja nisu linearxe funket je., Drugim re-
8ima, dokazademo da na monotonoj klasi linearni koeficient kore- .
lacije dobro karakterise gavisnost. .

Poznato je da ma Gausovo] klasi linegrni koeficlienat
dobro karakterife zavisnost. Dokazademo da novouvedena monot ona
klasa sadrzi Gausovu klasu parova gludajih velitina.

U radovima 0O.V.Sarmanova [15], [16] , koji su izlozedl u
glaﬁi 1, dokazano je da se na klasi parova sluda jnih velidina,
koja je odredema uslovom da funkcije Wl(x,y) i Wz(x,y), defini-
cana izrazima (1.4.32) i (1.4.33), ne menjaju znak u oblasti de-
finisanosti, mogu definisatli nove sluda jne velidine U = ¢(X) 1
v =S(Y) ¢ija su uslovna matematifka odekivanja linearne funkcil -
Je. iNep<':.~s:r:ra:dn-::t iz definicije monotone klase gledi da ona sadriZi
k1a$u koja je odredena uslovom da funkcije Wl(x,y) i Wz(-x,y) ne
menja ju znak. |

i Nakon toga izudavaju se uslovi nezavisnosti na izogeno]
klagi parova sludajnih velidina I(z)i dokazuje da Je jednakost
nuli Pirsonovog korelacionog kxolidnika, odnosno jednakos¥d uslov-

' nog i neuslovnog matematilkog ofekivanja, potrevan i dovoljan
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uslo# za nezavisnost. Zatim se izdvaja podklasa.Iéz) izogene
klase za koju je jednakost nuli linearnog koeficienta korela-
cije  potreban i dovoljan uslov za nezavisnost sludanih velidi-

nha. |

| Uodavan jem preseka monotone i izogene klase parova
doka%ujeno da Gausova klasa slufajnih velidina pripada ovom pre-
seku{i da sam presek pripada izogeng) podklasi Iéz). Nakon toga
dokazuje se da postoje parovi sludgnih velicina koji pripadaju
podjlasi Iéz),a ne pripadaju preseku monotone i izogene klase.
Dakle, 1 van monotone klase postoje parovi sluZajnih velidina

za Koje je r = O potreban i dovoljan uslov zanezavisnost, odno-
sno /da monotona klasa ne iscrpljuje skup parova sludajnih veli-
$ing na kojima 1inearni koeficienat dobtro karakterisSe zavisnost.
Na kraju ove glave navode se neke pozratije funkeil je
vergvatnoée koje pripadaju monotono] ili jzogenoj klasi parova

slu#ajnih velidina.

2.1, LINEARNI KOEFICIENAT KORELACIJE I NELINEARNA KORELACIJA

% U ovoj, kao i wu ostalim tadkama ove glave, pretpostav-

ljaﬁemo da postoje: bezuslovne i uslovne funkcije verova tnode,
bezuslovna i uslovna matematicka odekivanja, disperzije i kova-
rijacija para sludajnih velidina. |
Neka, kao i u glavi 1, p(x), a(y),» p(X/¥)s a(y/x) oz-
,'naéavju respekivno bezuslovne i uslovne fukkeije verovatnodée
sluSajnih velidina X i Y, u oblastl realizacije[chéd;a.émé_ b},,
koja mo%e biti i beskonalna.

é U radovima [}7] i [}8}, pri pretpostavel da je ispunjen
usjov (1.4.11), odnosno (1.4.30) dokazano je da je potreban 1

dovioljan uslov za ne zavisnost sluajnih veli¥ina X 1 Y Jednakos?
nuii maksimalnog koeficienta korelacije (R = 0),(vidi teoreme

| l.$.2 i 1l.5.4). U citiranim radovima [17] 1[1.8] dokazano je da
su |maksimalni i Jipearni koeficienat korelacije jednaki ako su
'obﬁ us lovna mabtmatidka odekivanja linearne funkcije, tj. ako jei

i
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(2.1.?1) E(Y/x) = mx+n i

(2.1.52) E(X/y) = my¥+Dq '

Dakle, pri ogranilenjima (2.1.1) 1 (2.1.2) potreban i dovoljan
uslov za nezavisnost sludajnih velidina X 1 ¥ jeste Tyy = O.

@ Slededa teorema dokazuje da i van skupa parova sluda j-
nih velidina odredenog uslo¥ma (2.1.1) & (2.1.2) postoje paro-
vi sludajnih veli¥ina za koje je r=0 potreban i dovoljan us lov
za nezavisnost.

T eorema 2.1l.1. Potreban i dovoljan uslov da
gludajne velidine X 1 ¥ budu nezavisne, &ko ispunjavaju uslov
(2.1.1) 1 ako funkeija ﬁl(x,y) definisana izrazom (1.4.32),ne
menja znak u oblasti definisanosti, a pri tome Je

(211-3) ﬂl(x'a) - bﬂl(x,b) = 0

(2.1.2) i ako funkcija Wz(x,y). defi-

i11i ako je ispunjen uslov
ja znak u oblasti definisanosti,

nisana izrazom (1.4.33) ,ne men
a pri tome Je |

(2.1.4) cW,(c,y) - aW,(d,y) = 0,

. jes‘;;e Try = 0. ([20]; str: 244)

Dokaz. Uslov Je potreban. Ako su slulajne veliline ne-

zavisne tada, ma osnovu teoreme l.1l.1, imamo Ty, = O

Uslov jé dovoljan. Korelaciona integralma jednaZina
b .

(2.1.5) | G(x) = th(y)q(y/x)dy

. o .
(pri Semu mo%e bitil f(x,y)ql: £f(y,x) ), &Ko Je ispunjen uslov
(2.1.1), ima sopstvenu funkeijw G(x) = X + E—EI" i sopstvem

vrednost b = —— . Zaista
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b
1 n _ n
v+ —)a(y/x)ay =ﬂq(y/x)dy ¥ — = B(Y/x) + =—7 =

, M=l m-1
| a
n

| . n n
& XD+ TEI = o(X+ —— + wE-I)® n{ x+ 'nT:i)>

n

1

odnolano G(x) = x + ..-.i i h = —-
n-

Dif%renci‘ranjem po x identiteta

b
n 1 n
X 4 === = — | (y+ —)q(y/x)dy  dobijamo
i O m Ml |
a p

| 1 n a
(2.1.6) 1= — J(;ﬁ —) 5; a(y/x)dy

Par#ijalnom integradi jom, uzimajuéi: u=y+-Tﬁ-:I, dv = —-;q(y/x)dy,
(2.1-4) POBtaJe | '

b

| : .
" n 1
1= (y+ __I)wl(x'y)J - wl(x,y?dy .’ odnoan.o
| , ,

o1 T
o

| 1
1= Wl(xyb)-awl(xna)*' :—(Wl(x,b)-'ﬁl(x.a))- :ﬁl(x’y)dy
’ a

nel

I
1
:

Zbo& uslova (1l.4.3) 1 (2.1.3). prekhodni izraz posiaje
b

1
(2.0.7) 1= - ——-fwl(x.y)dsr

m
o.

Kaki: je E(Y/x) oblika (2,1.1), na osnovu leme 1l.,1l.1 imamo

X
rxyéﬁ;

. Posle zamene izraza za m u (2.1.7) dobijamo
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b
 ©x
(2-1*8) rxy = - ‘—6""; Wl(x'y)dy .
a |
Neka je r. = O, tada iz (2.1.8) sledi
Ly b |

ﬁll(x,y)dy =

Keako po pretpoataw?‘ci Wl(x,y) ne menja znak dobijamo da Je skoro

avuda |
J . | N}
(2.1.9) Wl(x.y) = aaq(t/x)dt q(t/x)dt = 0.
; : P

o. o
ﬁ(t/x)dt = F(y/x) Jje uslovna funkcija distribucije sludajne

v%liﬁi’ne Y u odnosu na X. Prema tome iz (2.1.9) dobijamo ——

"a_a'i F(y/x) = 0 skoro svuda, odnosno P(y/x) = Fz(y),' iz Sega Ble-
di nezavisnost sludajnih velifina X 1 Y.

Polazeéi od toga da su ispunjeni uslovi (2.1. 2)i(2.1.4)
i daw (x,y) ne menja znak u oblasti definisanosti, potpuno is-

tim cpostupkom dobijamo da je skoro svuda F(x/y) = Fy(x). q.e.d.
Primer. Neka Je

2 - 2
| -(ax“+2bxy+cC
£(x,y) = kxle (ax“+2bxy+cy”) :[_oo<x N oo]
3/2 - |
gde Je K = :TT-?- (ac-bz) s; &850, cH»01 ac-b2> 0, tada Jje:
| : | .
- 1 2. .2
- —(ac-b“)x
p(x) = k;x°€  °© , ky = k{J/C ;

- L (ay+bx)?

a(y/x) = \e/me °© ;
..-——(cx+by)2
p(x/y)=2 Va/Ir —L;;%;-z ;

bx
c

E(Y/x) = - ;




- 43 -

2by

b .
E(X/y) =-'—B‘L-m )

y --%—(G}V-i-bX)z |

Verr
b
rxy ) -V_'j— \/am—Z‘n2

Usl{j:w (2.1.3) je ispunjen, Jjer Jje : T

W l(xty) =

|
| P - —-3—;—( <:11+‘rur:)2 b - —%—-( ch+bx)2 ~
]fi h e e = 1lim h =— e =0 ,
h 00 cJIr h —o0oc \CIT

E(Y‘/x) je linearna funkcija 1 Wl(x,y) ne menja znak. Prema tome,
naviedeni primer zadovoljava uslove teoreme 2.l1.1 i pri tome
E(X/y) nije linearna funkcija. 12 - = 0 sledi b = 0, iz Cega
dobi jamo q(y/x) = a(y).

% Dokazademo da postoji familija dvodimenzionalnih funk-
ciﬂa verovatnode, &iji su jednodimenzionalni rasporedl negausov-
sk# funkeije funkcije verovainoée i uslovna matematidka olekiva-
nji nelinearne funkclje, a da jeajednakost nuli linearnog koefi-
cidnta xorelacije potreban i dovoljan uslov 2za nezavisnost slu-
sajnih velisinma. ( [21]; str: 43) o

 Neka je familija dvodimenzionalnih funkelja verovatno-
ée sludajnih veli¥ina X i Y data sa

(2‘{1,10). £(x,y) = k(xy)znexp{-(ax2+2bxy+cy22}, [—-oo'(X;U(-I-OOJ

pri. demu Jje a»0, ¢)O0, ao-bz) 0, N=1,2,3300e 1

| (ZH-V) 5 v
i/k IT b (2n31;2v) (13 2n.v) (ac-b")
. —
| (ac_bﬁ)imI} 2 2n+V

=0 - 2 v

Iz (2.1.10) imamo:
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—_— X exp

2.1.11 X= c_
( 1) P(X~';§E;I7§\hﬂ: 7 ) V}_

g4 (Z(H—V) 5
_ k\[JT s v b (2n;-132v) 2(2n-v){=(ac-b®) 2
.(2-1-3:-2) Q(Y)=W (—) -————':"!—"""‘Y eXpq- . J

| V=

o .
kV J v b (?;;2_1;2v) 2(2n~v)gi(ac-b2) {}
X

C

5 4
pri temu je (m;d;v)- m(m:d)(m+2d)...(m+(v41)d), (m;d;0) = 1,

Vv=1,2335000

Iz (2.1.11) 1 (2.1.12) neposredno-
funkei je verovatnoée negausovske. 12 (2.1.,10) 1 (2.1.11) 1 iz

(2.1.10) i (2.1.12) dobijamo respektivno

sledi da su jednodimenzionalne

2n 2
< exp{_ (by+rax) }
2n+1/2 a
a

(2.1.13) p(x/y)= o (oo 1eov)
‘ T
| | . v!

V=0

2 2
2n+l/2 ¥ nexp% _Q)E-i&l)__}
T
| 2( n~
VT E (% o *(ami-lizv)
v!

v=z0

C

(2.1.14) a(3/x)=

Iz (2.1.13) 1 (2.1.14), po poznatom postupku,sledis

by )y (by) ——

N=0

2.1_1 =
( ; 5) E(X/y) v 200%) (pmi1s2v
a .y (=) (o) —L—’-—”—'v!

V=0
2(n-v) c'(2n+1l;-1;2v)

(bx) —

-DX
22v v!

(2.1.16) BE(Y/x = —
- i o ¥ (ox)2(RV) (2m;-1;2v)
¢ oy (=) V!
V=0
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%

1z (b.l.lS) i (2.1.16) neposredno se vidi da su uslovna matemati-
dka p&ekivanja nelinearne funkeci je.

Kovarijacija i proizvod disperzija slufajnih velicina
a X i Y sa funkcijom verovatnode (2.1.10) Je

(2.1.17) .
| -
6 | _ ~kbJT ibz(n"’v)gac_bzz (an+y13-132v)(13232n+1-V)
V= TTmT T, 2w 3/2 v
X | (&C— 2) 0 2 v
(2.%.18) "

2(
| I (&C)q/?' Z‘D (?ag.)-bz)v(Zn;-l;Zv)(1;2;2n+l-v)

| 2 (ac=b
| _
|

|

-0 2V v!

Glarovi zbira (211.17) i (2.1.18) su pozitival, k >0, ac—b2>.0,
iz dega sledl da je ny;o tada i samo tada kada je b = 0, a pri -
tomd izraz (2.1.18) je razlidit od nule. Dakle, linearni koefi-
cienat korelacije jednak je nuli tada i samo tada kada je b = Q.
Smernom b = O u (2.1.10), (2.1.11) 1 (2.1.12) dobijamo da Je
£(xJy) = p(x)a{y), odnosno nezavisnost slucajnin velidina.

Ilustrujmo prethodno za n=1.
. 2 2 2
£(x,y) = k(xy)“expl-(ax“+2bxy+cy”)

Ji- ac
%)

1/k =
4(ac-b

S i (v 0) {“(ac'bz) ;
= c)e - X
2(x) = e (Bl T T
1 \/JTy° -b%)
a(y) = —@;— (2b°y%+a) exp )l,:- e 3'2}
2a a |

(axf | (ax+by)2
p(x(Y)=2VB-Er- m— eJFP {" | }

-3




- (ey)? (cy+bx)? ]
cqly/x( = 2 Cﬁm exp {- il }
+ X C
| by Zby
E = - -
(X/y) - ————2-&+2b2y .
bx 20X
/) = - T
b(3ao+2b2)
ey = = T2 L. °
* (ac) (ac+4b2)

5.2 MONOTONA KLASA PAROVA I USLOVI NEZAVISNOSTIL
PAROVA SLUSAJNIE VELICINA

U ovoj klasi naveSéemo pojam monotone klase parova slu-
6anih.veliéina i dokazati da na njoj linearni koeficienat kore-
lacije dobro karakterise zavisnost.

Definicija 2.2.1. 22 sluda jne veliéine X 1
y kaZemo da pripadaju monotonoj klasi parova sludajnih velidina
ako bar Jjedna od funkei ja ‘Hl(x,y) ili Wz(x,y), definisane izra-
zimg (1l.4.32), odnosno (1.4.33), ne menja znak u oblasti defini-

sanbsti. :
Na osnovu tepreme l.4.1 neposredno sledi - zanma koju

monptonu funkeiju ¢(y), koja zadovoljava uslov (l.4.5), uslov-

‘no matematidko olekivanje sludajne veliline G(Y) dato izrazom
| b

(2.2.1) B(G(Y)/x) = [ 6(y)a(y/x)dy

| a o
je monotona funkeija, ako funkcijalﬁl(x,y) ne menja znak w obla-
sti definisanosti [c-éx\éd; al y$b]. 1sto tako neposredno sle-
di da je E(G(Y)/x) ogranilena funkeija, ako je G(y) ograniéena

funkei ja.
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!

Sve pretpostavke (ogranifenja) koje se budu ¢inile do-

01311@ je da ih zadovoljava bar jedna od funkci ja Wl(x,y) 111

me,

Z(xlly), pretpostavljademo da je to funkei ja W,(x, y). Prema to--

ez ikakvog ogranidenja opstosti u dalaem radu koristiti

se squno funkei jama W, (X,y) .

a‘_ Lema 2.2.1. Za svako x (c,d) ispunjene su relacije:

(2.22) Q@) = ELEE) - M=) YO,
(2.2+3) 1im Q(x)-.-.-. 1im Q(x) =

Pri éemu Je
bem 3o

odak
p(x)

1 X=»C X-»d
x X
EX =fxp(x)dx, F(x) = [p(t)dt, M(x) = [tp(t)dt

C C | C |
Dokaz. Diferenciranjem funkcije Q(x) dobijamo

Q(x) = EX.p(x)-xp(x) = (EX-x)p(x)

le sledi QI(EX)-O. Neka je x { EX, tada je Q(x)) 0, jer Je
> 0, iz Bega sledi da Je Q(x) monotono rastudéa funkeija u

intervalu (c¢,EX). Neka je x> EX, tada Je Q(x) {0, iz %ega sledi
da Jle Q(x) monotono opadajuda funkcija u intervalu {(EX, d)

1

Iz definicije funket ja F(x) i M(x) imamos

1im F(x) = O, 1im P{(x) = 1
X->c x-»d
lim M(x) = O, lim M(x) = EX
X=>C x->4

iz dega neposredno sledi:

1lim Q(x) = 1im( EX.F(x)~-M(x))= ELO-O-O
X0 X-»C |

n

lim Q(x) = lim(EX.F(x)-M(x)) = EX~-EX 0

X=-»3a X-»d




1z quaza.nih osobina lako zakljudujemo da je Q(x)> 0. gq.e.d.
L ema 2.2.2. Neka Je funkciaa ¢(y) takva da Jje:

(2.244) 1im E(6(Y)/x)Q(x) =0 1
X—2~C |

i
O
wl

1im E(G(Y)/x)Q(x)
x-5>d

tada je . )

(2.2,5)  Gxa(y) = | BrlE(D)/m)(x)ax

C , .
pri Eemu Je kovari jacija sludajnih velilina X i a(Y).
xG(y)

. Dokaz. Izraz za kovari jaciju sluda ;|m.h veliéina X i
G(Y) je
. db

(2. 2-6) 0 xa(y) -f (I-EK)(G(y)-EG(Y))f(x.y)dydx

¢ _ |
gde Je - | D b
2z, y)=p(x)a(y/x)=a(7)p(x/¥) EG(Y)=fG(:r)q(?)dy
Pos?le. jntegracije po y izraz (2.2.6) postaje a
' d b
6xG(Y) f(n—EX)p(x)f(G(y)-EG(Y))q(y/X)dydx =
d . a d
ﬁx-m)p(x) [E(G(y)/X)-EG(Y):\dx--fE(G(Y)/x)(X-Ex)p(x)dx -
| d d
C
- E(.‘-(Y))jzx—m)p(ﬂdx -fE(G(Y)/x)(x-EI)p(x)dx-EG(Y)(EX-EI)-
o : & |
Prema.tome,cddbijamo da Je xovarijacija za X 1 G(Y) data sa
_ 3 |
(242.7) Oxa(y) = E(G(x)/x) (x~-EX) p(x)dx
c

Izi:az (2,2.7) posle parcijalne integraci je, uzimajuéi:_
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= #(G(Y)/x), dv = (x-EX)p(x)dx, postaje
Oxe(y) = - B(G(Y)/x)Q(x) +fE&(G(Y)/X)Q(X)dI;

¢ C
iz 6Fga, koristedi uslov (2.2.4) dobijamo jednakost (2.2.5).q.e.d.

j

Ako je (2.2.4) zadavolaeno za, G(Y) =Y, tj. ako je

O,

(2.2,8) 1im E(Y/x)Q(x) = lim B(Y/x)Q(x)
o X C x-—C

tadq Jje kovarijaci ja sluéajnih velidina X i Y data sa:

(2.2.9) 6 xy fEx(Y/x)Q(x)dx :

i
!

| Teoremnmna 2 2 1. Ako sludajne velidine X 1 Y pri-
pad#au monotonoj klasi P1 i ako su pri tome ispunjeni uslovi
(2. j .3) i (2.2.8), teda je ry = = 0 potreban i dovoljan uslov za

nez visnost sludajnih velicina.

i Dokaz. Uslov je potreban. Poznato je da 1z nezavisnos-
ti ilu&a jmih velidina sledi jednakost null linearnog xoeficien-

ta korelacije (r =0).

Xy
Uslov jJje dovoljan. Uslovno matematicko otekivanje slu-

dajhe velidine Y u odnosu na X datp je izrazom:
| b
(2. 12-10) E(Y/x) = [ya(y/x) dy

Q.
Difbrenczrangem po X izraza (2.2.10) doblgamo-

E (Y/x) f 5% q(y/x)dy

| o
ParFijalnom integraci jom, uzimaauél- ¥» 4V =5% q(y/x)du,
prethodni izraz postaje

# stae b gy

Bx(Y/x) = yfé—?—q(t/ﬂdt [/—g—q(t/x)dtdy

a. a8a




Korigtedi oznaku uvedenu 1zrazom (1.4.2) prethodni izraz moZemo

napisati u obliku:
P | b b

E(Y/x) = ¥W,(%,¥) -hfgl(X.y)dy

: a o
Zbog pretpostavke da je ispunjen uslov (2.1.3) imamos:
| \ N |
|
a )

Tz pretpostavki teoreﬁe sledi'da su ispunjeni uslovi

leme 2.2.2. Smenjujuéi kovarijaciju slufajnih velilina X 1 X,
datu izrazom (2.2.9) u (1.1.4) linearni koeficierat korelacije

postaje
. - d
| 1
2.2.12 = e+ B dx .
(2.2.12) Txy = 626y ﬁx(Y/x)Q(x) X
| C
Neka Jje rxy = 0, tada iz (2.2.12) imamo: ,
; d
(2-é-l3) ' fEi(Y/X)QkX)dx = .0 )

c |
Iz leme 2.2.1 sledi da je Q(x)) O. Prema tome izraz (2.2.13)

zadovoljen je tada i samo tada kada Jje Eéﬁi/k) = 0, 8to na os-

povia izraza (2.2.11) daje:
b

(2.2.14) ﬁl(x,y‘)dy = 0.

e
2)
1z pretpostavke da sluda jne velicline pripadaju klasi M

sledi da funkcijaﬂwlﬂx,y) ne menja znak u celoj oblasti defi-
niganosti. Prema tome, jednakost (2.2.14) ispunjena Je tada i

samo tada kada je

Y
| aﬂE?x

Iz;(2.2.15) sledi da je podintegralna funkeija skoro svuda jed-
nake nuli, odnosno q(y/x) = a(y) skoro svuda. g.e.d.
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Napomena 2.2.1. Stav 1 iz rada ( 2?] str: 46), sadr-
zi %e w dokazu teoreme 2.2.1 1 moZe se formulisatl ovako:

; Jednakost null Pirsonovog kceficienta korelacije, od-
nosio jednakost uslovnog i neuslovnog matematicCkog ocekivanja
na onotonoj'klasi parova potreba je i dovoljan uslov za neza-
vis#ost sludajnih velidina, ako je ispunjen uslov (2.1.3).

% . Napomena 2.2.2. Ako uslovi teoreme nisu ispunjeni,bi-
lo *bog uslova (2.1.3) ili zbog uslova (2.2.8), dovoljno je uze-
t1i bilo koju monotonu i ogranifenu funkeciju G 1 definisati novu

slu¢ajnu velidinu G(Y) pa da Tea(y)™ O bude potreba i dovoljan
uslov za nezavisnost sludajnih velidina X 1 Y 1z klase Fﬂ()

Kor#steci teoremu 1.4.1 udinjena napomena lako se dokazuje.

i Prlmer 2,2.1. Neka je uslovna funkcija verovatnoée
slu&aana velidine Y u odnosu na X data sa: |

q(y/x) = c. '—i—"—m ; h>»0, Y0, y2.0, x20.

M4
(yehx+b)

2m-1
cC = ‘r::.mg'l/2 , MEN (prirodan broj) m2
2

'taﬂa je

Wl(xsy) _1% IIH- ’

: | (ye +b)

2b ~NX
e
2M=3

E(Y/X) =

Slqéaaane velidine sa uslovnom funkei jom verovatnoée iz prime-

ra |2.2.1 zadovoljavaju uslove teoreme 2.2.1, jJer: funkei ja

Wi(x,y), kao Sto se vidi iz njenog izraza, ne menja zmak u
oblasti definisanosti 0£ x, y<oo,uslov(2.1.3) je zadovoljen

jeq Je o
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2 -2
y s y 5
i/ - U T w2 T
BX,0) y->00(ye "+ b)

1lim
,y—?O(ye

iz q;graniéenosti uslovnog matemaltékog oldekivanja u intervalu
(0,00) sledi da je ispunjen i uslov (2.2.8).

2.3 IZOGENA KLASA PAROVA I USLOVI NEZAVISHOSTI
PAROVA SIUGAJNIH VELICINA

U ovoj tadki izudidemo potrebne i dovoljne uslove za
nezavisnost parova sluda jnih velidina koji pripadaju izogenoj
klagi. Izdvojidemo podklasu izozene klase na kojoj Jje Jednakost
puli linearnog koeficienat korelacije potreban i dovoljan uslov
za mnezavisnost parova sluEa'jnih velidina i istovremeno dokazatl
da i van monotone klase postoje parovi sludajnih velidina &iju
zaviisnost dobro karakteriSe linearni koeficienat korelaci je.

| ' Neka realizacije sludgnih veli¥ina X i Y pripadaju obla-
sti [C\{x..{,sd; aly¥s b-_], koja moZe biti 13 beskonadcna.

| Definicija 2.3.1. Za sludajne velidine X 1 ¥,
kod kojih je uslovna funkcija verovatnoée oblika

(243.1) a(y/x)=h(x)£(b(x)y+f(x)); Bb{x)> 0

pri Zemu u sludaju kada n(x) nije konstantna neka je W(x):o(h(xh(é
(oc,ip-konstante) xasemo da pripadaju izogenoj klasi parova slu-
tajnih velizina (3(?)). ([13]; str:170)

Kada sludajna velilina Y ima jednu j1i obe granice in-
tervala realizacije konalne oretpostavljademo da Je

(2;.3.2) f(h(x)a+P(x)) = 0 ili f(h{x)b+P(x)) = O .
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| T eorema 2.3.1. Kod izogene klase parova uslov-
no matematildko oelkivanje sludajne velic¢ine Y u odnosu na slu-
dajnu vellidinu X dato je izrazom
c(f:hsga)-?(x)

(2-?-3) . - BE(Y/x) = h ()

ori| demu je ¢(£,h,P) konstanta data sa

n(xo) b+¥(xo)

i_ c(f,h;f) =ftf('b)dt
h(I-o)&-l- 50(20)

; Dokaz. Smenom (2.3.1) u (2.2.10) dobijamo
- b

(2.|3.4) E(Y/x) = 'h(x)ﬁf(h(x)y+?(x_))dy :
Diferenciranjem po X jednaﬁ%éti_(2.3.4) imamo

| b

- Ex(Y/x) = h(x) [ y£(h(x)y+ (x))ay +
| b A

n(x) [ y£(n(x)yP(x)) (8(x)5+P(x))dy , odnosno
b .

(243.5) E:’:(r/x) H(U)h(xl y2(h(x)y+P(x)dy +
| b b

+ h(x)h(x) f yzf(h(x):ﬁ?(x))dy+h(x)9"'(x) f yf'(h(x)y+9”(x)) dy.

a
| o ' b
é Jl(x) =f3'2f'(h(x)¥+?(x))dyt chx) =fyfth(x)y+?(x))dy .

| a L a |
'Untaeéi oznaku Jl(x) u drugl sabirak, a oznaku Jz(x) u treéi

irak izraza (2: De 5) dobl jamo

. b -
(2}3-6) Ex(¥/x) 2 Z5n(x) f yE(h(x)y+P(x))ay+d(x) , -
' 2

| He*a Je:

aa
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Pri t‘.‘.femu Je

(2.3.7) 3(x) = B(R)B(x)T(X)+h(X)P(x)T5(x)
1z izraza (2.3.4) :L (2.3.6) imamo

(2.3.8) Bx(Y/x) = -5 E(Y/x)+3(x)

Parcijaelnom integracl jom, uzimajuéi: u=32, dv=f'(h(x)y+cf’(x))dy,
:I.zraz Jl(x) postaje |
y b b VY

(2. 3q9) J1(x)=y ff(h(x)tq-‘l’(x))dt -ff(h(x)nw(x))dtdy

daa

Neka Je u=n(x)t -i-‘f’lx) tada je

f(h(l)t*(f’(x))dt “E(—)ﬁ(u)du —E-(—)-[f(h(x)y-t-?(x) )]
a hx)a.+ $x)

‘E'(_)' [f(h(l'-’-)a+§"( X) )]

Odakﬁ.e primenonm uslova (2. 3.2) dobiaamo
Y

(2.35-10) ﬁ'(h(x)t#(x))dt = E%:?}' :(h(X)y-t-S"(X)) o

| -4 . -
smenom (2.3.10) u (2.3.8) imamo -
- b

o, _

Ji(x) = 5&7 f(n(x)y+f(x) | - E%;)' yE£(b(x)y+P(x))dy =

- | a. 2. b

= -h%;)&:zf(h(x)wcx))-azr(h(x) w(x)ﬂ--ﬁ%;) y2(n(x) 9+ P(x))dy
a

— o

iz &ega, koristedl (2.3.4), sledl

(2.3.11) 31(x)= §T5) [bzf(h(x)wp(x))-azf_(n(x)a+?(x) )]- Fiez) BCY/%)
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Par:t:ijalnom integracijom, uzimajuéi u=y, dv=f'(h(x)y+ ©(x))dy
izraz J,(x) postaje
é . b oy

i J |
- -f‘/;‘(h(x) t+P(x))dtdy
aa |

Tp(x)=y ff‘(h(x)wcxnat
| A a

| Isﬁrn postupkom kao i za Jy(x), dobijamo

(2.p.12) J,(x)= E%E) [bf(h(:zc)b+‘?(:c))—af(h(X)a+fP(x) )]- 5%-(;)

Akoi je interval realizail ja (a,b) sludajnre veliline Y konacan,
tada su izrazi u srednjim zagradama, kod (2.3.11) 1 (2.3.12),
jednaki nuli. Ako je razmak realizeije beskonadan, odnosno bilo
koja od granica :\.ntervala.(a,b) mo%e biti beskonalna, tada iz
prqtpostavke o postojanju uslovne disperzije, slucajne velidine

Y U odnosu na X, koja je data izrazom

| - b

| . 6'3-'/2,; =h(x) f (y-E(¥/x))°£(a(x)wP(x))dy {+00
| | 2

0dnoeno ‘b
| .
o yfx =h(x) ﬁzf(h(1)7+?(x))dy - E4(Y/x) ¢+00
sledi da su izrazi u srednjim zgagradama kod (2.3.11) i (2.3.12)

jeﬁnaki ouli i u sludaju kada je razmak realizat je sludajne ve-
li#ine Y beskonadan. Prema tome imamo

|
]

f | > .
i Jl(x) = -h (x) B(Y/x) , JZ(X) = e 3-2—(;)

4

Smievnom izraza za Jl(x) 1 Jz(x) u (2.3.7) dobijamo

(2.3.13) J(x) = - %) E(Y/x) - '%83'

5
|

Unoseéi izraz (2.3.13) u (2.3.8) dobijamo

(%.3_.14) s/ + BE) my/m « HF -0




Prema tome, (2.3.14) Je linearna diferencijalna jednalina &ije

Je opéte resenje dato sa

E(Y/x) = e-fi{i%gdx@l .f_é'i_%‘l ej%'{%uﬂ) :

Poslé. izvrdenja naznafenih integrad ja prethodni izraz postaje

C-P
(2.5;.15) E(Y/x) = —57x X

Izjednadavanjen jdentiteta (2.3.4) 1 (2.3.15) dobijamo
| b )

(2.£.16) CEQ"(xﬁhhz(xb) yE(b(x,) y+P(x,))ay

| a
Obzirom da je C konstanta, dakle ne zavisi od promenljive X,

| izrqu (2.3.16) zadovoljava bilo koje x,pa prema tome i X=X o

U identitet (2.3.16) uvedimo smenu h(xo)y-;-?(xb):t, tada dobija-

mo

'hﬁfg)b+qo0(n)
)
C -'«-:-.'-L.Sf’(:.:;.,_;,)»r —y—— (+-P(x,))E(t)at=

xo
h (xo)
| h(x)a+ P (x0) | | |
ho) b+ P(xe) heab +Pxs) -
=P(x,) + [ t£(t)at “P(x,) [£(t)at .
! A(DA +Plxo) hxa +P(xd
Korﬁ.steéi se za drugl interval ponovo smenom t=h(:x:°)y+ ?’(xo)
prethodni izraz postaje | |

heob+Ps) - b
ca?(xo>+ftf(t>at - (x)B(x,) j;(hcxo)'y+?(xo>>dy
g:cx.)ae-wx.) | 2

| Kalﬂb jle ff(h(xo)w‘}’(xo)dy = m—i;) imamo
a
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h(xo)b+§"(x0)

c=/ tf(t)dt = ¢(£,h,%) . Q.e.d
n(x,)a+P(x,)
| Pogledica 2.%.1. Iz teoreme 2.3.l1l. sledl da je na kla-

si| J(z)rz = 0, odnosno E(Y/x) = EY potreban i dovoljan uslov
zal nezavisnost sludajnih veludina X I Y.

,- Definicija 2.3.2. Za parove sludajnih velidi-
nai X 1Y iz klase J(z) kaZemo da pripadaju podklasi J(z) ako je
usl].cwno matematidko olekivanje monotonaffinkei ja.

; Lema 2.%.1. Klasa J(z) ni je podskup klase M(z) i
kl{asa M(Z)m.je podskup klase J(z)

Dokaz. Da bi dokazali da Jje J(z) ni;e podskup od M(z)
trhba dokazati da postoje sludajne velléine iz J( )Eije je us-
loHno patematidko odekivanje monotona funmkcija i da pri tome od- |
govara juéa fupkcijaﬂwlﬁx,y) menja znak u oblasti def%nisanosti.

Iz (1.4.32) i iz (2.3%.1) imamo
J

Wq(x,¥) =ﬁ—§a-[h(X)f(h(x)t+€°(X))]dt

Poigle cli:t?e-renciran;'j::fl po x dobi jamo
| y | Y

(2.3.17)  Wy(x,y)=h(x) f'(h(x)u?’(x))duh(‘x)'ﬁ(x)fcf'(n(x) £+ P(x))at
| a X A
| ¢ B(x)P(x) [ £(n(x)t+P(x))dt .

Pa\rciaalnom integraciaom,auzima;jucl- w=t, av=f'(Bb(x)t+P(x))dt,

odnosno v =ff(h(x)3+(f'(x))d§— j;(m)dco= B%'i)‘f(h(x) t+P(x)) -

“ 3 htxia+ P (x)

- Ln_%-)f(h(x)&?(x)), a posle primene uslova (2.3.2) v postaje

V= E]t-)f(h(x)h?(x)),l drugi integral iz (2_.3.17) postaje
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y Yy
ﬁf’(h(x)n@(x))dt -t (B(x) 84P(x))| - gy [2(B(x) e (x))at
Primenom uslova (2.3%.2) na prghodni izraz dobi jamo
_; Y
(2-i3.18) ﬁf'(h(x)tr?(x))dt = E%E)Jf(h(x)y.g-?’(x)) -
a y |
- E](-—x) f(h{x)t+P(x)) 4t .
Uz zkoriééenje uslova ?2.3.2), lako se dokazuje da je °
] y ‘
(243.19) ﬁ'(h(x)t-i-?’(xndt = E%gf(h(X)w?(x))
| 2

Za¢enom izraza (2.3.18) 1 (2.3.19) u (2.3.17), posle odgovaraju-
" &ih potiranja i skradéivanja, dobijamo

(2.3.20)  We(x,¥) = (B(x)3P(x))2(n(x) y+#(x))

Neka je: (-oo, +00) razmak realizacije sluéajne veliline Y-h
h(x) monotona funkei ja i @(x) konstanta. UnoSenjen uéinaemh
pretpostavki u (2.3.15) dobijamo da jJe E(Y/x) monotona funkei ja,

a 1.stovremeno, pri w¥injenim pretpostavkama, sledi da je funk-

cina (2.3.20) istog znaka kao 1 promenjiva y-on, t3. Wl(x,y)

menaa znak. Time je prvi deo lene dokazan.
Drugi deo leme dokazademo navedec¢i primer uslovne fun-

kciae verovatnoée,dije sludajne veli&ine p:c:u.pada;)u klasi M(z)

a ne pripadaju klasi J (2). Slucajne velif:ine sa uslovnom funk-

clijom verovatnodée Vejbula |

| L=-1 -h(x)yd: -
(2.3.21)  q(y/x) =ln(x)y e 3 Bh(x)» 0,30, ¥20,

ne pripadaju izogenoj klasi parova, jer funkeija (2.3.21) nije
oblika h(x)f(h(x)y+%(x)).
7a uslovau funkel ju verovatnoée (2. 3 21) funkei ja

Wl(xi y) Je




. ~h(x)y*
Wl(xsy') = h(x)ycée ’

E
| |
z &pga dobijamo daﬂwlﬁx,y), za monotonu funkeiju h(x), ne me-
nja Fnak. q.€.4d. :

‘ Lema 2.3.2. Parovi sluajnih veliéina iz Gausove
'klask pripadaju i klasi M(z) i klasi J(z)

Dokaz. Uporedujuél uslovau funkei ju verovatnode za
Gauskve gludajne veli&ine, za koju znamo da je oblika

§ - = (ky mx+n)2
(2.3.22) RS A

sa fbrmom n(x)f(h(x)y+P(x)) lako zakljuéujemo da izogena klaa
sadﬂii Gausovu klasu parova, a smenom h(x) = k i P(x) = mx + n
u izraz za uslovno matematidko o¥ekivanje (2.3.3) neposredno
dobyjamo da parovi Gausove klase pripadaju podklasi JEZ).

i
H

H
a

Funkcija‘wlﬁx,y) za uslovau funkeiju verovatnoée
(2.3.,22) data je sa

- % (ky+mx+n)2
Wy(x,y) = Cye ;

odakle zakljulujemo da‘wl(x;y) ne menja znak u oblasti definisa-
nosii, odnosno da monotona klasa sadrZi Gausovu klasu parova

sluqajnih veliéina. QeC.d.

é PTeorema 2.%.2. Potreban 1 dovoljan uslov za ne-
zavilsnost sludajnih velidina X 1 Y iz klase J(2), ako je ispu-

njen uslov (2.2.8), Jjeste Tyy = 0.

Dokaz. Poznato je da je uslov potreban. |
Uslov je dovoljan. Neka jJe Ty xy = 0., Zbog uslova

(2. .8), kao i wu teoremi 2.2.1, dobijamo

(2.$.23) h/;xfr/x)q(x)dx = 0.
y

Na ésnovu leme 2 2.1 imamo Q(x) >0, a iz pretpostavke da slucaj-

ne %eliéine pripadaju klasi J%?) sledi da je E(Y/x) monotona

!
!
|
|
|
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/x) ne menja zxak., Prema tome, w izra-

funkci;a, odnosno da E(Y
iz toga sle-

zu (2.3.23), podintegralna funkci ja ne menja znax,

di
. Ex(1/x)Q(x) =
1z usilova (2.3.3) 1 Q(x) 7> 0 imamo

c(f,h,@)-;v(x))' .

(Y | e 1=
EX(¥/%) ( —

odakle dobijamo

C(fih'@)-?(x)
= -« K ,  k-konstanta
h(x) 4
odnn%no |
(2.35.24) (x) = C(£,h,P)+kn(x)

Iz definicije izogene klase sledi da je (2.3.24) ispunjeno tada
4to prema (2.3.1)

i samo tada kada su h(x) i P(x) konstante,

daje a(y/x) = a(y).  d.e.d
| Da bi opravdall smisao dokazane teoreme 2.3.2 potrebno
je &okazati da klasa J( ), van klase N( ), nije prana. Dokaz

e funkci je verovatnoée ¢ije
(2 ),a ne pripdaju klasi'm(z

vatnode sludajnih velili-

éemo izvesti navodecdi primer uslovn
sluéaane velidine pripadaju klasi Jp
| : Neka Jje uslovna funkei ja verxo
na'$ w odnosu na X data sa
b (x)

q(y/x) = _g__'____________,z 38(x) 20,
T o) 2, 4)

(-c0¢y € +09)

pri semu funkcije h(x) i @(x) gzadovoljavaju uslove ravedene u

definiciji 2.3. 1, odnosno neka je @(x) # kh(x), za bilo koju
konstantu k, i neka je monotona i ogranicena funkecija.

Lako se dokazuje da Je uslovno matematicko odekivanje

(x)
E(Y/x) = - %—5—'
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é
iz é:Ea sledi da je E(Y/x) monotona funkcija, kako slucajne ve-

ligink sa uslovnom funkcijom verovatnoce, koja Je éata gore na-
I

vedenﬁm primerom, pripadaju izogeno) klasi, sledi da pripadaju

i xlasi 382,

Da bi dokazali da slulajne veliline 13 navedenog pri-

|

mera'ne pripadaju monotonoj klasi parova treba dokazatl da fun-
kcijéﬁﬁl(x,y) menja znak u oblasti realizaclije slucajnih velidi-

na X|i Y. Koristedi izraz (2.%.20) iz datog primera sledi

| o,
| (%) = (B(x)yP(x) .~
I Eh(x)yﬁ’(’x))'z-i-l:l

iz é%ga se vidi (za fiksiranu vrednost x = xo) da‘wlﬁxgy) menja
znak u intervalu (-o0(y <L +9). |

!
!
i
t
{

.
!
!

2.4 NEKE ZNASAJNIJE FUNKCIJE VEROVATNOCE CIJE
SIUCAJNE VEIICINE PRIPADAJU KONOTONOJ ILL
I1ZOGENOJ KLASI PAROVA .

U ovoj tadki navedfemo neke funkcije verovatnode ¢&ija

je praktiéna primena uwivrdena i $ije sludajne velicine pripada-
ju monotonoj ili izogenoj klasi, sa ciljem da ukaZemo na znaca )
vanja uslova za nezavisnost sludajnih velilina 12 navedenin

POz
klagZ. | |
1° Pokazali smo da sludajne velidine sa Gausovom (nor-

malgom) funkcijon verovatnode (2.3.22) pripadaju monotonoj 1

izo%enoj podklasi J%?).

| 2 pumkeije verovatmobe Vejbula. ([3]; str:28,102,242)

Poslednjih godina funkeilja verovatnode (2.3.21) pozna-

ta !e pod imenom funkc@je verovatnode Vejbula. Vejbul je funkei-

ju verovatnode (2.3.21) xoristio za ispitivanje eksperimentalnih

podataka o opadanju &évrsiine delika, granice njegove elastilnos-

.i
}
i
3
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ti, vpliéine destica rde itd. U poslednje vrenme funkcl ja vero-
vatnofe Vejbula koristi se i za izulavanje otkaza elektronske
aparafture. . -

Pokazali smo da sludajne veliline s& uslovnom funkci-
jom verovatnoée Vejbula za monotono h(x) pripadaju ponotono]
klasii parova,a da ne pripadaju izogeno] klasi (lema 2.3.1).

o 3° Gama-raspedela (Pirsonove krive tipa III).
([7] 3 str: 213). |
| Za slulajnu velidinu Y 8ija je uslovna funkeija vero-

vatnaée, u odnosnu na sludainu velidinu X, data sa

h(x) () V-1l «h(x)y n o Va1
o) (b(x)y) e ; x) >0, V=21, y>0,

kaieﬁo da ima gama-raspodelu.

)

(2.441)  q(y/x) =

7a ) = 1 dobijamo eksponencijalnu funkeiju verovatnode

a(y/x) = h(x)e

Za celobrojmo V = k funkciju (2.4.1) moZemo interpretirati kao
funkei ju verovatnode &ija je sludajna velidina duZina intervala
izmehu prvog i (k+l)-o0g otkaza sio%enog sistema 111 interval
izmehu dva poziva na telefonskoj centrall vrenenski radeljenog
na jos k drugih poziva. UopStenc receno gama-raspodela se Siro-
ko Koristi u teoriji pouzdanosti sistena.

| Uporedivanjem izraza (2.4.1) sa (2.3.1) zakljuéujemd
da gludajne veliline sa uslovnom funkeijom verovatnode (2.4.1)
priﬁadaju jzogenoj klasi parova, pri Semu je (x) =0
Ispunjen je uslov (2.3.2) Jjer ge

v-1l -h(x}y v-1 ~h(x)y
1im (h(x/y) e = 1im (A(x)y e - =0

a t#me i uslovi teoreme 2.3.1. Prema tome, 1mamo
0 | |
1 Y Y-1 [~ (¥+1)
= —(-—)- dt = =
o | ' ~

| xR Vel -t

C(fih!‘la) ""'fﬁt;,']'t ¢
. O |




odaklle sledi da Je

Y
h(x)

(2.4.2) E(Y/x) =

U siuéaju kada je h(x) monotona funkcija 12
E

; n(x) s-1 -h(x)y
i #y(x,y) = o v(a(0)y) e

;
!

gakljutujemo da slutajne velidine ¥ i Y sa uslovnom fuxnkcijom
verivatnoée (2.4.1) pripadaju monotonoj klasi parova,.a 12

(2.#.2) da pripadaju i podklasi J%g)izogene klase. Za monotono
n(x) lako se dokazuje da uslovna funkei ja verovatnoce zadovo-
1jafa uslove (2.1.3) i (2.2.8), a time 1 uslove teoreme 2.2.1,

odnﬁsno teoreme 2.3.2. |
4° pirsomove krive tipa VII. ([T7]; str: 88)

Neka je uslovna funkei ja verovatnode sludajne vellline

|
[

Y, m 6dnosu na X, data sa

:
;

(m=1) 2m-1 v 2\
N L0 R | <’ 1 =
(2.4 3) Q.(y/x) jf(l;z;m-l)h(x)(.{. h(X)) )

E 1 ¥ \2
= c(m) - L ) |
é h(x) ( (h(X) )

tada sludajne velidine X 1 ¥ pripadaju izogenoj klasl parova,
a ako je h(x) monotona funkcija tada pripadaju i izogenoj pod-

klasi J%?),a ne pripadaju monotono] ¥lasi parova. Navedeno ivr-
dehje vidi se 1z sledeéih izraza:

-1

E(Y/x) = ch(x)

o | n(x)y /Y yo\-D
Wl(x:Y) = =C(m) 200 (l+ (-h-.(_ﬂ))

!:
i
;
:

;

Prepa tome, uslovina funkcija verovatnoée (2.4.3) Jjeste primer

i
i
¢
|
i
i
l
i
!
i
3
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funkcije verovatnoée za koju je rxy= 0 potreban 1 dovoljan uslov
za nezavisnost, na osnovu teoreme 2.3.2, & da pri tom sludajne
veliﬁﬂ.ne ne pripadaju monotonoj klasi parova.

5° Punkcija verovatnoée Maksveka. ([24] 3 str: 49)

Slutajne velidine X i Y sa uslovnom funkeijom verovat-

node

o 2
(2.4.4) q(y/x) ET —3&—) e (E[ j) J h(x) >0, ¥>>0

pripddaju izogenoj klasi parova, a ako h(x) monotona funkcija
tada |sluéajne velidine pripadaju izogeno] klasl J (2)1 monoto-
noJ ilaa:l. parova. ILako se dokazuje ga funkciju verovatnoée

(2.444) da je

Wy(x,7) -‘-V;,w i(x) ) ('ETT)

h(x) h( x)

2
E(Y/x) = —= h(x)

NI

iz iﬂega neposredno sledl tvrdenje 2za sluéajne veli¥ine sa uslov-

nom ttunkcijom verovatnodée Maksvela.
7a monotonu 1 ograni&enu funkciju h(x) ispunjeni su us-

lovi teorema 2.2.1 1 2.3.2.
6° Funkcija verovatnode Ralea. ([12] s str: 143)

Sluéafdne veliéiné sa uslovnom funkoijom verovatnoée

| (2-‘;-5)_ a(y/x) = ( ) .(E( )) ; h(x) >0, y>0 '

prijpadaju jzogeno) klasi parova, a kada je h{x) monotona funkci-?
ja 1 izogeno] podklasl J(z):l. monotonoj klasi parova, sto sledi

iz




Akohbkinemo ogranidenje da je h(x):>0, tada slucajne veliéine
sa uslovnom funkei jom verovatnoée (2.4.5) pripadaju izogenoj
klasl i podklssi 4% za monotono h(x), & ne pripadaju monotonoj

klagl parova.

E . | | ,
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GLAVA 3

- MARKOVSKO SVOJSTVO I NEZAVISNOST SLUCAJNE
VELICINE I SIUCAJNOG VEKTORA

U ovoj glavi razmatra se nezavisnost i markovsko V0 J=

stvo. za n sludajnih veli&ina. | |
| U prvom delu glava.dokazujé gse da 1 van Gausove klase

od n sludajnih velidina postoji klasa za koju Je jednakost nu-
1i viZestrukog koeficienta korelacije (1.3.6) potreban i dovo-
1jan uslov za nezavisnost sluBajne veli¥ine i sludajnog vekto-
ra. U tom cilju koristedl klasu.m(z), uvedenu u glavi 2, odre-
duju se uslovi pri kojima Jednakost nuli visestrukog koeficien-
ta Horelacije jeste potreban i dovoljan uslov za nezavisnost
sludajne velidine 1 sluéajnog vektora 1 ako slufajne veliline
ne jripadaju Gausovoj klasi n-torki. .

Pognato Jje da na Gausovoj klasi od n sludajnih velidi-

na Jjednakost

(4) . E(xijl’IZ""'xk-l) = B(X/ k=1)  k=3y4,...,0

predstavlja potreban i dovoljan uslov za markovsko svojsivo
(vidi naprimer [24] ). Analogno klasi u{2) definide se klasa
M(n) i dokazuje da ova proéirﬁje klasu od n sludajnih velicina
za koju je uslov (4) potreban:i dovoljan za markovsko svojstvo.
Také na primer, u klasi M(n)poétoje i n-torke sludajnih velili-

. na éige uslovno matematidko oSekivanje (A) nije linearna funk-

cija. |
| 1sto tako, analogno klasi I(z)definiée se klasa_I(nJ

i dbkﬁzuje da Gausova klasa od n slugajnih velidina pripada
prepeku klasa.m(nJ 1‘I(n). Nakon toga i1z klase I(n)izdvaja se -

‘podklasa I&?) koja sadril preaek_klasa”ﬁq& I(ﬁl na njoj doka-

zuje da se klasom.n(n).he,igcrpljuje skup n~-torki slud¢ajnih ve-
liéhna za koje je uslov (A) potreban 1 dovoljan sa markovsko

gsvojstvo.
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t 2a klase M(n)i I(n)biée navedeni potrehni i dovoljni
ual]ovi za nezavisnost sludajne velidine i sludajnog vektora.

.’

5.1, MONOTONA KLASA PAROVA I USLOVI NEZAVISNOSTL
SIUCAJNE VELICINE I SIUCAJNOG VEXTORA |

Posmatrajmo sludajni vektor X, dat izrazom (1l.3.1),

i éhodno izrazu (l.3.2) obeleZiko sa 222 matricu kovarijacije
vektora I (2) .

Formirajmo parove sludajnih velifina od komponente X4
vektoraI (1)1 komponenata vektora I(Z) 9

(GIL1)  (XyaXgyy)s (yaXgyp)reses(XgoXy)

;
E

-

Teorema 3.1.1. Neka parovi sludajnih velidina
(3{1.1) pripadaju klasi M(z), neka su ispunjeni uslovi (2.1.3)
i (2.2.8) za svaki par 1z (3.1.1) 1 neka je)_ ,, pozitivno de-

I
'
|

[

fitisana matrioa(l)tada je jednakost nuli visestrukog koeflici-
enta korelaci je (Ri(4+1)...n.= 0) potreban 1 dovoljan uslov da

sludajna veli€ina Xy ne zavisi od sludajnog vektorax (2).

Dokaz. Uslov je potreban., Iz nezavisnosti sludajne
velidine x:l. i sludainog vektorax (2) sledi Ex.ixq+j= 0 2za sva-

kol 3=1,25¢40y0=-q, 12 Sega dobljamo da su komponente vektorafs(i)_
odretenog izrazom (1.3.7), jednake nuli. Smenom u izraz za vide-
st#uki'koeficienat korelaci je (1.3.6) dobijamo da Je

Rit Q+l)see,n 0.

(1) Ako sludajni vektorx(z)sadrﬁi samo dve komponente,tada iz
2 2 - _
nelj ednakos ti riet Txz - zrxyrxzryz> 0 sledi da je)_ 0o POZL

tivno defimisana matrica. Kada vektorX(2) saarsi tri 1 vize

. koa ponenata uslovi da matrica Z 2zbmie pogitivno definisana
odredeni su teoremom l.3.1l. ‘

L

|
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= 0, odnosno

Uslov je dovol;an. Neka je Ri(q+l) n

kako to iz izraza (1.5.6) sledi

=1
(3-1-2) (i) Z 226(1) = 0 .

1z jednakosti (3.1.2) imamo 6(1) = 0, Jer je Z 0oy PO pretpostav-

ci pozitvno definitna matrica, a tada iz jednakosti (1.3, 7) do-
bl Jamo - o

=

xix j =E[iXQ+j = 0 j=l’2,...'n_q

(3.1.3)
. -

Linﬁarni koeficienat korelacije za sluéajne velidine X i xq+l’
kao 3to sledi iz (l.1l.4), Jjeste '

X: X |
6_:_1_%3—— " j=1’2,.'.’n_q

3.1.4
( ; ) "xixg,y ©6%16%,;

IZI(3-1.3) i (3-1.4) dObijamO

(3.1.5) ‘1xq+je;xié5i =0  §=1,2,...,0-q

Iz jednakosti (3 1.5) sledi da su svi linearni koefivienti ko-
relacije za parove slufajnih velidina (3.1.1), jednaki nuli

(riiIQ+1 O j=112:'--inFQ)-

| Kako po pretpostavei parovi (3.1.1) pripadaju klasi M(ZZ
‘ispunjeni su uslovi (2.1.3) i (2.2.8) za svaki par iz (3.1.1),
tada jednakost (3.1l. 5), po teoremi 2.2.1, predstavlija potreban

i dovolaan uslov za nezavisnost Bluéaanih veli&ina Xy i Iq+1,
za svako j=1,2,...,n-q, 1z ¢ega, po definiciji nezavisnosti slu-

éajne‘veliﬁine i sludajnog vektora sledi nezavisnost izmedu
komponente X; 1 vektoral, 2) q.e.d. |

Napomena 3.l.1l. Ako uslovi teoreme 3.1.1 nisu ispunje-
'ni, bilo zbog uslova (2.1.3) 11i zbog uslova (2.2.8) dovoljno
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je hzeti bilo koju monotonu i ogranidenu funkeiju ¢ i defini-
sath novu slucajnu velidéinu G(Xi), tada je jednakost nuli vi-
sedtrukog koeficienta korelacije slulajne velicdine G(Xi) i slu-
éajnog vektora]:(z) potreban 1 dovoljan uslov .za nezavisnost
sldéaane velidine Xi i sludajnog vektora:[(z),a ako parovi slu-
éajnih velidina pripadaju monotonoj klasi i ako je matrioa KQw
va.:ji;aoije Z 29 vektora I (z)pozitivno definisana.

. 3,2 MARKOVSKO SVOJSTVO I NEZAVISNOST NA MONOTONOJ
KIASI n-TORKI SIUCAJNIH VELICINA

| Neka u ovoj, kao i u sledeéoj tadki ove glave, posto-
je,bezuslovne i uslovne funkecije verovatnoce i bezuslovna i us-

1owna matematidka odfekivanja sluéajnih velid¢ina xl,xz,...,x .

Ne#a qk(xk/xl,xz,...,xk_l,...,xr) oznadava uslovau funkcl ju ve-
rm;}'atnoée. a E(Xk/xl,xz,...;xk_l,xk+l,...,xr) uslovno matemati-
6k¢ otekivanje sludajne velidine X, u odnosu na sludajne vell-

61#1& xl,xz,...,xk l'xka-l"”’lr za k<€ r<n, pri &emu oblast

| realizacije r“h(ajh_x <:bj) slud¢ajnih veliéinamxl,xz,...,xn

mofe biti beskonaéna.
' U ovoj tatki, analogno pojmu mnonotone klase parova,

uvpééemo pojam monotone klase n-torki slucajnih velidina 1 na
njpa izuditi markovsko svojstvo i nezavisnost.

; Definicija 3.2.1. Za slucajne velidine
XlLXZ....,X ka%emo da pripadaju monotonoj klasi M(n), ako za
avbko par sludajnih velilina X, X, i<k <«r) postoae takve reali-

zabi;e xl,xz,....xi_l,xi+1,...,xk 1'xk+1""’x sludajnih veli-

8ina Xp,XpreeesXs,10%g, 100001 K 10T 100000 r da funkeija

]

(3}.2-1) wik(xl’x2’ s e ,Ii_l, xi’xi.‘.l' *sv o .Ik_l,Ik,xhlg ss e 'xr) T
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o
:ﬁ—;—-——— qk(tk/xl,xz, crey Xy qaXp qreee ,xr)dtk
i |

Za srvako rE{E 3,...,11} u odnosu na argumente X. 30X 1 menja

zna.k: u oblasti (ai,b )x(ak, k)’ ko;ja moZe biti beskonaéna.

Iz jednakosti (3.2.1) neposredno se vidi da je

Wi (X s XKoo ey Xy 19X 9% greeerX 3o8s X q0ees yXp) = 0

ﬁik(xl;xa; voe ,xi_l',xi",xi_l_l‘; cee 'xk-l;bk;x]nl; °ose ;xr) =0
Pretpostavimo da je ispunjen uslov a.nalogan uslovu (2.1.3), ta.;
neka je
(3'22'2) Oy Wy (XpsXgre e *xi-l'xi’xiq-l' R P LS LERRILS
- Dy (X)X 0o ’xi-l’xi’ii+i’ ceer Xy 1aDprTpyreeesXy) =
U sludaju konaénog razmé.ka (ak,bk) uslov (3.2.2) uvek je ispu-
njeql.

. Definicija 3.2.2. Za slutajne velicine
lea,...,xn kaZemo da poseduju markovsko svojstvo ako je za

svako S=k<gn

'qk(xk/xl,;z,...,xk_l) = qk(xk/xk_l). ([2@ s str: 122)

PTeorema 3.2.1. Da bi niz sludajnih veliéina
I]_:Kzu-uxn iz klase M(n) posedovao markovsko svojstvo potreb-
no je i dovoljno da je za svako 3g<k<n 1ispunjen uslov

(3-?.5) E(Xk/xl,xz, sew ,xk_l) = E(xk/xk_l)
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| Dokaz. Uslov je potreban, Jednakost uslovnih funkcija
verov#itﬁoéa povladi i jednakost uslovnih matematilkih oCekiva-
nja. |
| Uslov je dovoljan. Uslovno matematidko odekivanje, pri

pretpias’cavci postojanja uslovne funkcije verovatnote, definise
se izrazom

be

(3. 2.4) E(Xk/xl,xz,...,x 1)-kaqk(xk/x 1Xpseee,X __.‘_)dJ:]£ .
QA ke |

Za fn.asirano k, diferenciranjem identiteta (3.2.4) po X5 pri
demu je l<isk-2, dobijamo

o |
(3.2.5) E::i(xk/xl'xz’ oo ’xk-l)""];:k o, (/X1 Xar e e ¥y 05y
i .  d,

Parcii;jalnom integracijom, uzimajuéi

bexe

jed.na.['::ost (3.2.5) postaje

dv =

Xk ' bx

(3.2.?) E;i(xk/xl,x?_,...,xk_l)ﬂk Tc;' qk(tk/xl,xa,...;xk_l)dtk -
' Oe Xr « Ak
ffg-— qk(tk/xl,xz, .o .,xk_l)dt dxk

| acd,(. _
Koriﬂteéi jednakost (3.2. 1) identitet (3.2.6) postaje

7 .
(3'2.r7) Exi(x]/xl’x2,i.l’xk_l=ak Wik(xl’x2"' ’xi-l’xi’xi+l’ vevy

| : ’...’xk-l’&k> - bkwik(xlxz,ic-’xi-l’xi,xi+l,..’xk-l,bk). -
o be

. |

ﬁik(xl’xa""’xl l'xl’xl-l-l”“’xl 1"xk)d'x
Qe -
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Pri pretpostavei da je ispunjen uslov (3.2.2) jednakost (3.2.7)
postaje
_ be

i / ' o
(5.2.?) Exi(xk/xl,xz, cee ,xk_l) = :/;”ik(xl'x? consXs 19K Xg qre0s
| Ax . |

yoee s Xy 0% )X,

1z jeﬁnwﬁosti (3.2.3) i (3.2.8) dobijamo
b{ | '

(5.2.9) Wik(xl’x.?""’xi-l’xi'xi-i-l"”’xk-l’xk)dxk = 0 ,
Qg

1z pr?tpostavke da niz slulajnih velicina Xl,Xa, oo .,Xn pripadg
klasi M(n) sledi da funkcija Wik(xl,xz, coo9Xs 19X39X  Jrecs

"”’:Fk—l’xk:) u odnosu na argumente X:yXy & 28 fiksirane vredno-
sti ostalih argumenata, ne menja znak. Prema tome, iz jednakosti
(3.2.9) dobijamo :

(3.2.10) Wik(xl,xz, coe ’xi-i’xi’xi+1’ coo ’xk-;l’xk) =0

Zbog (3.2.1) jednakost (3.2.10) je

X |
./.Baxi ql(tk/xl,_xz,...,xk_l)dxk =0, od.posno
= . |

6%1— qk(xk/xl,xz’ se 0 ,Ik_l) = 0 skoro BVlea-

Prema tome imamo
Q (X /Xy 3X5s 000 1Ty 1) = @ (x, /X, _;) skoro svuda

kK = 5,4,.--,]‘1—1, n q_-e-d-

L]
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| Napomena 3.2.l. AkO uslov (3. 2' 2) nije zadovoljen do-
vol;mo je uzeti bile koju monotonu 1 ogranidenu funkeiju G 1
defim.sati nova sludajnu velicéinu G(Xk) (k=3,4,...,0),5ada je

B(G(X )/xl:xa:-'-’xk 1) = B(G(X )/xk l)' | }

i |
za svako 3<k<n, potreban i dovoljan uslov za markovsko svoj-—

stvo sluéaanlh veli¢ina Xl,Xz, oo ,X .

Diferenciranjem i parcijalnom integracijom dobijamo

/

(3.247) ! GO0/ s e e e y) =

— G(B.k)wik(xl,ng o0 ’xi_l’xi,xi""l’ » . ® ’xk-l’:&k) -
= G(b, )Wy (%, %5, ceesXy 79X K 1000 1 Xe10Py) -
bu |

p, .
jG’(Xk)Wik(xl,xz, NN ’xi_l,xi,xi*l, oo e ,Xk_l,xk)dxk
F 4

ZbogE ogranidenosti funkcije G(xk),(3.2.'?) postaje

(5«»2%»8)Jlr Ex (G(X, /Xy rX5s 00 .,xk__l) =
buc

Z/(;(xk)wik(xl'xz’ conyXs 19X Xy gy ,:ck_l,xk) ax;
| < ~

Zboa monotonosti funkecije G(xk) iz (3.2.8) dobijamo (3.2.10),iz
éega, kao i u prethodnoj teoremi, sledi markovsko svojstvo za.

slud;a,]ne velidine X),X,..e,% 0

Posledica (3.2.1. Iz dokazane teoreme neposredno sledi
da ;ﬁe na klasi Mcﬂ) E(Xn/xl,xz,...,xn_l) = EX  potreban i dovo-

laari, uslov za, nezavisnost sludajne veliline Xn i sludajnog vek-

| 1;4.'3:.:"3Er L= ’XZ"”’xn-l)'
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3.3 MARKOVSKO SVOJSTVO I NEZAVISNOST NA IZOGENOJ
| KLASI n-~TORKI SIUCAJNIH VELICINA |

| U ovoj tadki, analogno pojmu izogene klase parova,
uveddemo pojam izogene klase n-torki sludajnih veliéina 1 na
njoj izuliti markovsko svojstvo i nezavisnost,.

Poamatrajmo'aluéajni vektorXdat izrazom (1.3.1).

Definicija 3.3.1l. Za sludajnu velillnu X, i
sludaini vektorJC(z) kaZemo da pripadaju izogenoj klasi
fh’qfl)ako je uslovna funkei ja verovainode slulajne veliline
kamemﬂfm)wpml |

(3.3¢1) qk(xk/xq-a-l"f"xn) =

= hk(xq+1’ oe e ’xn) f(hk(xq-l-l, sa e ,Xn)xk-l- k(XQ+1’ oo ,In)

pri %emu samo w sludaju kada hk(xQ+1,x ,...,xn) ni je konstan-

q+2
ta n&ka je ﬂf’k(xq_'.l,xq*_z,--- 'xn)?éxkhk(xq*-llxq_l.zl--llxn)+ (akd'k)@k
- konstante.

U sludaju kada su jedna ili obe granice intervala rea-
1izacije konalne pretpostavljaéemo da Je |

(3-3?2) fk(hk(xq+l,XQ+2,...,xn)ak+ k(xq+1,xq+2,...,xn)) = 0
114 |
(3'3?3) -fk(hk(xq+l’xq+2""'xn)bk* k(xq+l'xq+2""’xn)) =0 .

? e orema 3.3.1. Kod 1zogene klase J(n’q+1)uslav-
no matematilko olekivanje sluajne veliline X, u odnosu na slu-

éajnﬂ. vektor L (2) aato je sa
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(5-5&4) B(Xp/X 10X gepr +++0%p) =

C(fk’hk’ k:) - Fk(xq+l’xq+2’ ©e ’xn)
—_—

hk(lf:q+l’xq+2’ *e ’xn)

pri %emu Je C(fk,hk,‘f’k) konstanta koja zavisi od funkecija £,

k
hkl?k' (n-q+1) X1y

Dokaz. Na klasi J‘*"%"*/uslovno matematidko o¥ekivanje
sluéé}.jne velicine X, 4 odnosu na slucajni vektor .I (2) definise
se izrazom

(3.345) a(x X poe e or %) = .
=hﬂ:(xq-i-l""’an/;kf(hk(xqﬂ"”’xn)xk"' k(xq+l""’xn))dxk
= .

|

Neka su £, hk,‘(’k diferencijabilne funkcije. Diferenciranjem jed-

nako%ti (3.3.5) po xi:.(ie {q+l,q+2,...,n}),analogno kao 1 kod teo-
remei2.3.l dobi jamo | |

(3.346) B (/g q0ee %) =

h];(x: l,....,xn)XE I .
T N VN R C NP,

pri i&emu Jje

(3-31'?) J(xq}l’ Y9 ’xh.)=hk(JcQ+l’ XX ’xnjhl‘;(xq-i-l’ X sxn) +
+ chxq+1’ veoe ixn). + hk(xq-l'l’ ?) rxn) ?k(xq-i-l’ ¢o0 sxn) +

+ J?.(xq-i-l’ cos ,xn),
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bu
/ -'
Jz(xq+1"“’xn)=_j;kfk(hk(xq+l""’xn)xkgfk(xq+l’""xn))dxk
Ci *

Parcijalnom integracijom izrazi Jl(xq+l,...,xn) i JZ(XQ*l’."xn)'
xoristedi uslove (3.3.2) 1 (3.3.3), postajus

1

; 2
Jl(xq+l""’xn)' fk(hk(xq lyecey n)bkgfk(xq+l""'

k(xq+l""’xn

oeerEg)) = AZE (B (X q0e e e o TR+ € x(Rgyare e )] -

1

! 1 k Xq_l_l, 09 9 n

- akfii(hk(xq*_l,...,xn)ak-l- k(xq_'_l,...,xn))] - Wns

Izrazi u srednjim zagradama kod Jy 1 5, zbog uslova (3.3.2) 1
(3.3 3), u sludaju kona¥nog razmaka (ak, k) jednaki su nuli, a
u aluéaju beskonadnog razmaka jednaki su auli zbog pretpostavke

o poqtoaanju disperzije. Dakle,
[3.3 8) Jl(x lgi--’ n) ‘T__——E(Xk/xq l’-.-'x )
k(x +1’!ii’x
1

(3.349)  Jp(x LreeerEy) = = —
2 7 q+ n hk(xq+l""’xﬁ

Smenom izraza (3.3.8) I (3 3.9) u (3.3.7), a zatinm smenom{3.3.7)
u (3,3 6) dobijamo linearnu diferenci jalnu jednadinu

|||||
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(3.3 .@10) E;:i(}ik/}: NETEERIE N
h{‘:dxq-bl""’xn)xj | chxq-l-l"”’xn)
$ e E(X /X 10 a %) - =0

hkdxq_i-l,---,xn) hk(:gq_l-l’ ..-,Kn)

Pretﬁostavimo da je diferenciranje lzraza (3.3.5) izvrsSeno na
i= ¢+l,q+2, ..s,0, tada dobijamo sistem od n=-q linearnih diferenci-

jaln:j.h jednacina oblika (3.3.10), &ija su redenja

(3-3411) E(Xk/xq-i-l"“’xn) =

C(fk’hk’%k;xq:‘i‘l’ o0 e ,Xi_l, o 0w ,Xn) - ?k(xq‘l‘l, e e ’xn)

hk(xq+l, se e gxn)

i = q+l,q+2y¢0ey0

Sva :i:'eéenja (3.3.11), zbog (3.3.5) moraju biti medjuscbno jednaka,
iz Eq;aga sledi da je C(£,,h,, 'lpk’xq+l"”’xi—l’xi-i-l"“’xn) kon-
stan?:a, '0dnosno ne zavisi 0d X .4 Ko oreeerFy: g.€ed.

i Posledica 3.3.1. Na izogenoj klasi J2~%*1) potreven i
_dovob.jan uslov za nezavisnost sludajne velicine X 1 sluajnog

vekt@o_ra I (2) Jje

E(Xk/xq:i'l’ se 0 ,Xn) - :ﬂk

Lena 3.3.1. Klasa slucajnih velicéina J(n) nije pod-
skup} l;lasa M(n) i obrnuto, & njihov presek nije prazan skup.

Dokaz. Funkcija definisana izrazom (3.2.1), kada sludaj~
ne v@eliéine pripadaju klasi J(n), data je sa

(3'31- 12) W:Lk(xl’xE"' cee ,x\i_l,xi,xi-‘_l, o s ,]{k__l,xijk-‘-l, see ,xn) =
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=fa"??* [hk(xl’x pereaXgyee X 1aXp g s X B (B (Fpa e e Fyp oo

.o L:lrm_
Y -~

L

G- 0. SR, JUR

- 'rt - - -

y <.

-
Fapf-Sy

Posle diferenciranja i integracije izraz (3.3.12) postaje
(3-3&13) | Wj-k(xl’xa’ aee ’Xi-l’xi’xi‘l'l’ e ,Ek_l,xk,xk+l’ .'. . ,Xn) -

D ' £ '
={ﬁﬁ_— h.k(xl,xz, FTPE FERTTTE WL "R LAY ,xn)xk-t- ﬁ-jt(f’k(xl,xz, cos

s e ’xi’ L ,xk_l’xk+l, "o ,Xn)] ‘B‘ k(hk(xl’xZ, I ’xi, - e ’xk_l’xk-l_l’ L

s .,xjgn) xk-t-?"k(xl,xz, ceesXigeees Xy 79Xy qrnee ,xn)) .

Neka ije: (—Oo’ﬂ:x::) razmak realizacije sludajne wvelicéine Xk,

'agxi ;hk(xl:le---,xi,---,Xk_l,xk+l,-..,xn)> 0’ A OdllOSl.l na aI'gu—

ment X, 0 i (Fk(xl,xz,. "’xi"';’xk-l’xk+l’ ...;xn) konstanta,tada._

funkcisja (3¢3.13) u razmaku (‘Qoffm) menja znak, 1z Cega sledi
aa 3®)nije podskup od u{D), |

Neka je uslovna funkci?'a verovatnoée sludajne veliline

v . r)
X, u ;od.nosu na slucajni vektorl: = (xl,xz, coe ,xk__l,xm_l, oo ,Kr)
za svako 2<r<g£n data sa ' |

(3'3*14) qk(xlgxl’xz""’xk—l’xk-l-l’""xr) —
| - =d.hk(xl’ s ee ’xk-l’xk-l-l’ .o e ’xr) xaké-l:'-
.‘- e-b.'k(xljx23 PP ,xk_l,xk+l, o a e ,xr) xc_]f ,

%2 O hk(xl', cos ,xr)> 0,00 >0,

tada' je
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(3!5L15) Wik(xl’}c23---’Xi_l,xi,xi‘i‘l,--t’ l xk'x l,.--,x ) -

oF

x4

. e"hk(l{l,xa,.--,Xk_l,xk_i_l,---,Xr)fﬁ

Pri jpretpostavcn. da funkcija fx k(Xl’x2""’Xk—l’xk+l' TRFS ), |

u od.tnosu. na argument X. 30 e menaa znak za svaxe 1<kgrgDn iz

(3.3.,15) sledi da slucaane veliine X,,X yo+,X  pripadaju klasi
1272 ()
I\,

M(n)i, a iz (3.3.,14) neposredno sledi da ne pripadaju klasi
| Neka sluéajne velicine L 1 vektorx (r) za svako

2L :‘ign, pripadaju izogeno] klasi J (z) i neka Jje za fiksirane

vred,inosti a.rgum_enata Xy3KogeeesXy 19X 19000 P MRTE N TERE y X\

hk(ﬂlix2’ . % 9 ,Kk_l,xk_l'l, ] -_ » ,X ) kOHStanta i
"‘ﬁ’a (f’k(xl!xg: voes X 11 Epyr e Xy ) ne menja znak za svako

i< lq-di r, tada sludajne velidine pripadaju 1 monotonoa klasi M(n)
sto ,se neposredno vidi unoseéi ulinjene pretpostavke u (3.3.13).

: Posledica 3.5.2. n-dimenzionalni slucaanl vektor sa
alnom funkcijom verovatnole pripada klasi M(n)l,u odnosu na

_b11  koju njegovu komponentu, klasi J(n)
! Teorema 3.3.2. Neka sludajna velicina Xk i slu-

éaanb. vektorx (Xl,Xz,...,Xk l)’ za svako <2< k«£n, pripadaju
:Lzoéenoa klasi J(k), pri éemu samo u slucaju hk(xl,xz,...,xk_l)
nije oblika(x, ;) neka je P (X11%pseeery 1) ATy € =

-gbﬂcxk -1)- hk(x:l xgs“-axk_l), pri cemu sugblfﬁl funkcije argu-
men‘dga X,.7» tada je za sludajne velicine Xl’XZ’“”xm

E(xk/x]_,xz: ces ’x}{—l) = E(Xk./xk—l) )

3.{-_}::;5_11, potreban i dovoljan uslov za markovsko svojstvo.
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Dokaz. Izjednacavajuéi (3.3.4) sa E(X}!xk_l) dokaz se
neposﬁedno dobija.

SledecCi primer pokazuje da :|.zdvoaena podklasa klase
J(k) u teoremi 3.3%.2 nije prazna.

Primer 3.3%.1l. Neka Je

qk(xk/xl’x B .,Xk_l) —

y2) hk(xl,:x2, .o '-’xk-l)
= 5= [———_——————z

(B (X %o w21 DTt Be(Xy 1 Er oo w9y _10) 1]

| h.k(xl,xz,...,xk_l) >0, (-méxk<+_<x::).

Iz datiog primera imamo

Or(Fps¥pr e s Xy 1)

quk/x yXngeeeyX, )= = .
. 1’72 -1 hk(xl’xﬁz"”’xk-l)

Neka je iﬁk(xl,xa,...,xk_l) %961(&_1)11]&(::1 x2,...,xk_l), tada su
:.sPunjeni uslovi teoreme, Navedeni primer, bez dodatnih ogranile-
naa. ne pr:.pada klasi M(k)
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| Rezultati izloZeni u ovom radu znafajno su prosirili
skup@sluéajnih velidina na kome poznati parametril (linearni ko-
eficienat kxorelacije,Pirsonov korelacionl kolidnik, viSestruki
koeficienat korelacije) dobro karakteridu zavisnost slucajnib
‘veliiina. Isto tako, proéirena je klasa sluééjnih.veliéina na
kojoj jednakos?t odgovarajuéih uslovnih matematidkih odekivanja |
kara#teriée markovsko svojstvo.

f Otvoreni su novi problemi koji iziskuju ulaganje da-
ljihinapora za njihovo reSavanje. Navedimo neke od njih.

i Iz rada proizilazi da se monotonom klasom parova ne
iscnbljuje skup na kome linearni koeficienat korelacije dobro
karakteriée zavisnost. Naime dokazano je prexo podklase J%e) |
izogkne klase parova i preko konkretnih primera uslovnih funkci-
ja'vbrovatnoée da postoje parovi sludajnih velidina za koje Je
Txy % O potreban i dovoljan uslov za nezavisnost i ako slucajne
_velikine ne pripadaju monotonoj klasi parova. Prema UTOme, dalja
istpaZivanja treba usmeriti na iznalaZenje opsStije klase parova
sludajnih velidina éiju bi zavisnost dobro karakterisao linear-
ni koeficienat i1i neki drugi od navedenih parametara. Tako na
pri#er, treba izuditi klasu slucajnih velidina koja je odredje-
na 4ahtevom da je uslovno matematiéko ocekivanje monotona funk-
cij#f jer je ona za parove 1z monotone klase monotona funkcija,
Obr#uto ne vai. Pored toga, ovaj uslov je dovoljan i za 1zoge-
nu #lasu.da bi linearni koeficienat dobro karakterisac zavisnost.

i 1z rada,proizilazi da se monotonom.klasom.m(n) ne iscr-
pljﬁje skup n-torki sludajnih veliéina za koje je uslov
B(X[/Xq13XnyeeeyX ) = B(X, /X ) potreban 1 dovoljan za marxov-

12 k=1 k=1

skoisvojstvo, 3to Jje dokazano teoremom 3.%.2. 1 n ovom sludaju
dalja istraZivanja treba usmeriti na iznalaZenje opstije klase
n-tbrki na kojoj ée navedeni uslov bitl potreban i dovoljan za
markovsko svojstvo. | |
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