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Uvobp

U radu se razmatraju devoljni uslovi za postojanje
asimptotski ogranilenih, periodi&nih, skoro periodiinih re-
~%enja 1 singqularnih taclaka za obi&ne diferencijalne jedna-
cine.

U § 1. data je definicija i osnovni pojmovi retra-
kcije i retrakata prema radu K. Borsuka, i metoda retrak-
cije T.VaZevskog za utvrdjivanje egzistencije asimptotski
ograniienih re3enja diferencijalnih jedna&ina. Drugi deo
paragrafa sadrZi neke op3te teoreme 2za utvrdjivanje posto-
janja periodiZnih redenja diferencijalnih jednacina.

U § 2. se prvo za diferencijalne jednaline &ija Je
desna strana polinom po nepoznato] funkciji (po obliku pred-
stavljaju jednacine koje su proutavali M.Petrovié i M.Ber-
tolino) dokazuje postojanje asimptotski ogranilenih redenja.
Dokazuje se da postoje i periodifna 1 skoro periodiéna re-
Zenja, i1 utvrdjuje se broj periodiénih redenja. U drugom
delu za diferencijalnu jednalinu

) ng(Y'¢j(x))aj

y=
1 (Y'¢1(x))ai
i&B

, 1 #3

dokazuje se postojanje asimptotski ogranifenih, periodil-
nih 1 skoro periodi&nih relenja. Dokazuje se da je (0,0)
singularna ta&ka bilo tipa dvora - sedlo, bilo tipa Cvora.
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| trecem delu ovog paragrafa proulava se isti problem za
jiferencijalnu jednadinu

y* = F (x, ¥, ¢ {x)).

ytvrdjuje se asimptotika reienja u poredjenju sa nekim po-

sebno odabranim funkcijama ¢ (x), 5to predstavlja nastavak
jstrazivanja Z.Mikolajske. Takodje se dokazuje postojanje

periodiénih resenja.

U § 3. data je iterativna metoda za2 natlaZenje dobije-
nih periodi&nih re3enja i naveden Je primer uradjen na racun-
skoj madini.

U ovom radu teoreme drugih autora nisu numerisane, dok
su dobijene teoreme numerisane. |

L e e i e



§ 1. OSNOVI NEKIH OPSTIH METODA

1. Metod retrakta

Posmatraéemo-sistém diferencijalnih jednadina

y'=f (x5 ) | (1)
gde su y i f n- merni vektori, i pretpostaviéemo da vaii
Hipote:a H1 'Rea1ene'funkcije f realnih promenlijivih

"X, y su neprekidne na otvorenom skupu . Kroz svaku tad-
ku @ prolazi jedan jedini integral sistema (1).

Topoloskom metodom retrakta za sistem (1) ispitivace-
mo asimptotski ogranilena reSenja. Pod asimptotski ograni-
genim redenjem sistema (1) podrazumeva se reSenje y=y(x)
za koje postoje realni brojevi Xq i M>0 takvi da jJje

ly(x)] < M za X5 & X < 4=

1.1, Retrakcije i retrakti

'NaveECemo sledec¢y definiciju retrakcije i retrakata

([26] .[5]).

Definicija Posmatrajmo u ma kakvom prostoru dva skupa
A i B takva da je B CA. Neprekidno preslikavanje r:A-»B,
definisano na A, naziva se retrakcija A na B ako je rest-

rikcija r na B identicko preslikavanje ti.
r(a)€B za sve acA
r(b) = b za sve béﬁB.

Ako retrakcija A na B postoji, B Jje retrakt od A.




Vaze slededa svojstva:

(1) Svaki skup je retrakt sebe samog; retrakcija se
ostvaruje identitetom, |

(2) Svaka tacka je retrakt skupa koji je sadrZzi; re-
trakcija se ostvaruje konstantnim preslikavanjem u tu tac-
Ku,

(3)*Retrakt retrakta nekog skupa A je retrakt skupa A,

(4) Retrakt prostora sa nepokretnom tafkom ima tako-
‘dje nepokretnu taiku, '

(5) Neka je A n- dimenziona sfera ||y i<r u Euklidovom
y- prostoru; i B njena granica lyn=r. Tada B nije retrakt
od A,

_-1Na1mé,.ako_bi.post0jala retrakcija A na B, onda bi po-
stojéTo i pres11kavanje A u sebe. Na primer, takvo presli-
kavanje se ostvaruje preslikavanjem tacdaka skupa A u sup-
rotne tatke, i ovo presliikavanje nema nepokretnih taclaka.
Ovo protivureli klasitnoj teoremi Brauera o nepokretnoj ta-
¢ci pri neprekidnom preslikavanju sfere u sebe.

(6) Svojstvo da je jedan skup retrakt invarijanta je
homeomorfije. =
Na primér, ako je A, retrakt B,, i ako homeomorfno
preslikavanje prevodi A1 u A{, B1 u B{ tada je A{ retrakt
U praksi se nailazi na te3koce prilikom odredji-
vanja da 11 je neki skup retrakt nekog skupa, ali invari-

antnost u odnosu na homeomorfiju je ovde vrio vaZno prak-

o
-

skupa B1

tiéno svojstvo. Tako, na osnovu &injenice da granica sfere
nije retrakt sfere dobijamo analogan zakljudak za sve sku-
pove homeomorfne sferi. |

1.2. Nave&cemo definicije potrebne u primeni metode
retrakta, a zatim cemo dokazati teoreme T.VaZevskog koje
se koriste za utvrdjivanje asimptotski ogranicenih resenja
diferencijalnih jedna&ina ([26],[28]).
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Oznacimo sa J (x, PO) integral sistema (1) koji prola-
zi kroz tacku (xo, PO) ti.

J (X, PO) = PO'

Neka je Q prostor od (n + 1) - dimenzije, a w otvoren

skup istog prostora i wCQ.

Granféne tacCke skupa w Eine'apsolutnu granicu od w,
u oznaci front abs (w).

Rélativna granica skupa w u odnosu na Q je skup gra-
niénih tadaka w koje su i tacke od Q@ . Koristicemo oznaku
front ( w, @), i po definiciji je

Front ( w,Q2 ) = front abs ( w) Na.

TaCke skupa wéine unutrainjost skupa w, a tacke skupé

0 Eine spoljasnost skupa w u odnosu na skup Q 1

x
w =2 -w - front (w,2).

Za proizvoljnu tacdku P0 posmatrajmo odgovarajuéi inte-
gral J (x,PO). Neka je A (PO) deo integrala J (x.Po) "levo"
od tacke P0 ti.

A (PO) = {(x, J(x; PO))': X g° s.< X £ Xq }.

Ana]ognd neka je B (PO) deo integrala J (x, PO) "desno"
od.P0 tj.

B (Pq) = {(x, J (x, Pal) : Xg £ X < X3 + €.}

gde je ¢ > 0 dovoljno malo.

Spectjalno

demi (+) J (PO) { (x, J(x, PO)) » P

demi (-) J (Pg) { {x, J{x, PO)) P Pyew




gde je (a (POI, B (PO)) maksimalni interval za koji J(x, PO)
€ W, '

Za proizvoljnu tacku P& front (w,Q) moquci su slede-
¢i slucdajevi:

(a) A(P) C m*, B(P)Cw — P Je tacka striktog ulaza

(b) A(P) C w, B(P) C m*— P je tacka striktnog izlaza
(¢) A(P) C w, B(P) C w — P je tacka unutrainjeg dodira
(d) A(P) C m*, B(P)(:w*- P je taékd spolja3dnjeg dodira.

Posmatrajmo odnos integralne krive demi (+) J4 (P) i
skupa w. Mogucda su slede€a dva slucaja:

(1) demi (+) J (P) C w tj. integralna kriva je u sku-
pu @ 35to je traZzeno -svojstvo,

(2) demi (+) J (P) N front {w,Q) # & ; tada za neku
tadku P skupa w postoji tacdka na integralnoj krivoj koja je
na granici skupa w. Takvu tacku

Q = conseq (P; w,)
nazivamo sledeéom u odnosu na P.

Skup svih tacaka Q za koje postoje odgovarajucde tacke
Pew ¢&ini skup tacaka izlaza iz w u @ u odnosu na sistem
(1) u oznaci Sortie (w,R). 0&igledno je

Sortie (w,2) C front (w,Q).

Skup tafaka striktnog izlaza u odnosu na w, Q defi-
niSe se kao podskup front (w,R) sa svojstvom

A(PYCuw B(P)Cuw  P€ front (u,n).

Oznalimo ova] skup sa Sortie stricte (w,R). Pretpostavimo da
vazi sledeéa hipoteza.

Hipoteza H2 Svaka tacka izlaza je tatka striktnog iz-
laza tj.
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S = Sortie (w,Q) = Sortie stricte (w,R).

Neka je g (x, y) € C] (R x Rn) 1 neka je J (x, P) je-
dan integral sistema (1). Formirajmo

d (x) =g (3 (x,P)).
Izvod ¢~ (x) Jje nagib funkcije g (x,y) u odnosu na sistem
(1) 1 redenje kroz tatku P. Nagib funkcije se moZe izracuna-
ti sa |

$°(x) = g, + (grad, g) f

gde Je f desna strana sistema (1). Dakle, za odredjivanje
nagiba nije potrebno poznavanje re3enja sistema (1).

Neka je g (PO) = 0. Sada je moguce definisati pozitiv-
nost, negativnost odnosno nepozitivnost, nenegativnost ova-
ko definisane funkcije.

Funkcija ¢ {(x) ima pozitivan nagib ako postoji 8>0
takav da je |

g (J (x.PO)) <0 za Xg = 6<x<x0

g (J (X:PO)) >0 za Xg € X< Xg + 8.
Analogno se definiSe negativan nagib funkcije.

PokaZimo kako se primenjuje uvedeni pojam nagiba. Funk-
ciju g (x,y) biramo tako da je definisana na Q i da je

w = { (x,¥) ¢ g {(x,y) < 0}.

Na ovaj nacin sve talke P granice w zadovoljavaju uslov

g (P) = 0. Posmatrajmo integral J (x,P) kroz tacku P i odgo-
varaju€u funkciju nagiba. Tacka P je tacka striktnog izlaza
ako je

" (P) > 0

a ovo znali da integral koji prolazi kroz tacku P prelazi u
*

w . Analogno, taika P je tacka striktnog ulaza ako je

¢~ {(P) < O
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tj. u ovom slucaju pripadni integral ulazi u unutradnjost
skupa w.

Uvedimo sada definiciju videgranog reqularnog skupa u
odnosu na sistem (1). Pretpostavimo da su funkcije

X (X,¥) mB (x,¥) (¢ = 1y3...5Pp3 B =1,..., q)

kiase C1 na Q. Oznacimo sa w skup tafaka koje zadovolijavaju
sistem relacija

Pe Q '

a B | . "

- (P) <0 m (P) <0 (¢ = 1,...5, P35 B = 1,...,50}.

Neka su LV i Mts (y = 15,0005 P35 6 = 15000 q) skupovi tacaka

P koji zadovoljavaju sistem relacija

PE w Al (P) =0

2 (P) <0 (@ =Tseees p) mB(PY 20 (B =1,....0)
(skup L) |
1.
PE w m‘s (P) = 0
2 (P) <0 (a=1,...,p) mP(P) <O (8=

1seeesq)
(skup MG) |

Pretpostavimo da Al (P) za 1 <y <p ima pozitivan na-
gib u svakoj tacki LY, a da funkcija'm6 (P) za 1 < &6 < q
ima negativan nagib u svakoj tacki Ma. Ovako definisan skup
w zvacemo visegrani regularni skup u odnosu na sistem (1),

koji ima pozitivne strane LY { negativne stranE'MS.

DokaZimo sada sledece teoreme T. VaZevskog.

Teorema Pretpostavimo da za sistem (1) vaze hipoteze
H1 i H2. Neka su skupovi Z 1 S, takvi da je
S,C S

"1
ZC wlt 51.




- 0

2(151 je retrakt od 51, ZFWS nije retrakt od Z. Tada posto-
ji bar jedna taclka POEIZ‘\~S1 takva da i1i

conseq (P53 w,R)€ SN\'S,

ili
conseq (PO; wsR) ne postoji.

Dokaz Neka teorema nije taéna. Tada za svaku ta&ku
Pec Z\ 51 postoji conseq (P; w,Q)GES1. DefiniSimo transforma-
ciju | .
= K (P) : Z » S1
sa

K(P) = conseq (P; w,Q) PEZ\S,
| P PEZﬂS]

koja je neprekidna zbog Hl1. Po3to je Zr151 retrakt od S
postoji transformacija

R = U (Q) : Sy » 2N,

1

data sa

lJ(Q)={zr151 Q€ S,
Q QEZﬂS1.

StoZena transformacija

R =T (P)
T (P) = U (K (P)) :z-»zns1

je neprekidna i data sa

P PGZﬂS1.

\

Ova transformacija vr3i retrakciju Z na ZFWS1, sto je u su-

protnosti s pretpostavkom teoreme i time .je na3a teorema do-
Kazana.

Teorema Neka vaZze hipoteze H1 1 H2 za sistem (1) i
neka postoji skup Z takav da je
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ICw U S.

ZMS je retrakt od S, ZMNS nije retrakt od Z. Tada postoji
bar jedna tadka

Po€ Z\ S
takva da
demi (+) J (P,) Co.

Ovakav poluintegral je asimptotski u odnosu na v i Q.

Dokaz U teoremu stavimo da je S = S,. Skup S\S,=¢,
pa relacija

conseq (P43 wefl) € S\*S1

nije moguca. Dakle, conseq-(Po; w,N) ne postoji, a odatle
sledi da je

demi (+) J (Py)Cu.

Definisimo pojam dodira apsolutnih granica skupova
Wele

Definicija Neka su w i @ otvoreni skupovi, w C Q.
Front abs {(w) dodiruje front abs () iskljulivo na ravni x=b
(b je konalno i1i + =) ako za svaki niz tataka P € w koji
konvergira ka front abs (@) vazi da x, = b.

Teorema Neka vaZe hipoteze H1 i H2 za sistem (1).
Neka front abs {(w) dodiruje front abs (Q) iskljudivo na ra-
vni x = b (b je konaéno ili + =). Neka postoji skup Z sa svoj-
stvom

I Cw U S.
ZMNS je retrakt od S, Z S nije retrakt od Z. Tada postoji
tacka POG Z\NS Ciji pripadni integral ostaje u skupu w tj.

demi (+) J (Py)Cw.

Ovaj integral je asimptotski u odnosu na w,R i vazi
J (x, Py} Cw za x5 2 x< b,
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Dokaz Prema prethodnoj teoremi postoji POEEZ\ S ta-
kva da je

demi (+) J (Py)Cw

tj. J (X, PO)Em za  Xp2 x £ B (PO).
DokaZzimo da je B8 (PO) = b. Neka je

Xg < X, <8 (PO) . X

i > 8 (Py).

n
Tada

J (xn, Py) = front abs (Q)

pa na osnovu prethodne definicije Xg b i odatle b = B (PO).

Navedena metoda se primenjuje i na redavanje sledecdegqg
graniinog problema. Neka su Z i T dva skupa iz wUfront (w,Q).
Da 11 postoje dve tatke ACZ 7 BCT koje mogu biti povezane
Tukom integrala sistema (1) koji pripada wlUfront (w,Q)7?

Definicija Neka su w, @ otvoreni skupovi, wCQ.

Front abs (w) ne dodiruje front abs {(Q) kada ne postoji niz
PnEmda

P, = front abs (Q).

Teorema Neka vaZe hipoteze H1 i H2 za sistem (1) i

neka front abs (w) ne dodiruje front abs (Q). Neka postoje
skupovi Z 1 T sa svojstvima

TCS
ZCw U (S\T).

ZM(S\ T) je retrakt od S\ T, ZN(S\T) nije retrakt od Z.
Tada postoje dve tacke

koje pripadaju jednom integralu sistema (1) a luk
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Dokaz Neka je S, = S\ T pa su ispunjeni uslovi prve
teoreme. Dakle, postoji Py € Z \ S;. DokaZimo da postoji

Qg = conseq (Py 3 ws0) .

1zaberimo niz x_ takav da Je

¢
Xg < Xp < B (Pg) 1 x, > 8 (Pg).

Tada
J (xn, PO) > front abs (Q)

jer x, > B (PO). Dakle, za neki ‘indeks n = m
\] (xm, Po) e Q\m
jer se front abs (w) i front abs (Q) ne dodiruju. Luk
J ([XO’ xm]’ PO)
seCe front (w,N) pa
QO = conseq'(P0 7 W)
hostoji i |
QOES\S]==T.

Tacke P0 i QO sy traZene.

Teorema Pretpostavimo da je w viSegrani reqularni
skup sa pozitivnim stranama LY negativnim stranama MG,
i neka vaze hipoteze H1 i H2 u odnosu na sistem (1). Tada jJe

Dokaz DokaZzimo prvo da jJe

front (w,Q)CZI LY + ¢ Mo .

Meka je Poe;front (w, Q), tada je
Py€E @ |

* (Py) 20 mP (Pl 20 (o

il
— |
-
L ]
T3
'y
[ ¥
1
P
w
L
AL
St
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Medjutim, ne moZe se desitil da sve ove nejednakosti budu stro-
ge, jer bi P,y bila unutrasnja tacka od w. Dakle, postoji bar
jedna Jjednakost

o . q s
27 (Pg) = 0 11 m° (Pg) = 0,
pa 111 PUE LY 514 PDEM6 i prethodna relacija je dokazana.
Dok;iimo sada da je
(Z Ma) Sortie (w,Q) = 0,

Neka je P, ma koja tacka iz Ma..Funkcija m (P) u taéki P

0
ima negativan nagib, pa za ¢ > 0 dovoljno malo
| m® (J(x, Py)) >0 za Xg =~ € < X< Xqe

Dakle, J‘(x, Pb) ne pripada w 2za Xg = € € X < Xps ti.
J (x, Py) ne pripada izlazu. |

Koristecéi prethodne relacije dobijamo

Sortie stricte (w,2)CSortie (w,2)Cfront (w,Q) -

~rMcz Y+ M-z oY -
tJ

Sortie stricte (w,R)CZ LY - & MO (2)

Dokazimo i da je

r LY - 3 MGCZSortie stricte {(w,N) (3)
Neka Je

Paez LY - 1 MO .

Za sve indekse & vazi

n® (Py) <0 (8

150005 Q).

Tacka P0 pripada nekim stranama L9 (o = Cyseons ar) a ne

. o _ . .
pripada L° (p = Gy s sees up-r)' Dakle, .

27 (Py) =0 (o = Gys wees @)
2P (P) <0 (o = afs ees al ).
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Kako Su Lc.pazitivne bice za € > 0 dovoljno malo

27 (J,(X’PO)) < 0 23 Xg = € £ X < Xq

5 - |

2 (d (x,PO)) > 0 za Xg € X £ x5 * €.
Poslednja nejednakost daje zbog definicije skupa w da

. | |

kako je J (xys Py) = Py sledi da je

m6 (J (x,PO)) < 0

29 (dJ (x,_PO)) <0 za x4 - s.;zx < Xg-
Dakle, sledi da

J ([XO = E J(O), PD)CUJ .
Pokazali smo da

PoE Sortie stricte (uw,Q)

pa vazi (3). Iz (2) 1 (3) sledi da vazi naSa teorema.

| 1.3. Osnovni problemi pri praktiénoj primeni pret-
hodnih rezultata nastaju kod odredjivanja skupova w,2, S,
Z, T o kojima se govori u teoremama. Sada ¢€emo za neke di-
ferencijalne jednadine konstruisati skupove w, Z i S 1 pri-
meniti metodu retrakta.

1. Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu prvog reda
y'=f (x, ¥)
Kriva vy = ¢ (x) je kriva stacionarnih tadaka ako je
f (X, ¢ (x)) = 0.

Neka u okolini krive stacionarnih taaka.vaZi:
fF(x, ) >0 ¥y >4 (x)
f(x, ¥) <0 ¥y <9 (x)
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tj. na toj krivoj funkcija f (x, y) menja znak. Ako je
y = ¢ (x) ogranicena, postavimo prave

y =.Y1 Yy =¥ X 2 X
takve da Je

31 < ¢I(x) < YZ-
Neka je Q@ cela ravan 0XY, a skup w

Skup wC Q, a granica skupa w §e sastoji iz pravih y = Yy i

y |
yZCh:7Z:_,/J/ . A //// ;%/:____
Z
0 ¢ 5 —
Xq x
: N
Y1 ; \\

Dakle, f (x, y1) < 0, f (x, yz) > 0. Skup S ¢ine tacke polu-
pravih y = y4, ¥ = ¥yos X 2 xo. Skup Z je duz tj.

Z = {(x,y) ¢+ x = Xg Yy <Y <Y, }.
Tada je

ZC w U S

Zns = {A,B}'

Skup ZMNS je retrakt od S. Maime, tacka A je retrakt polupra-
Ve ¥y = ¥55, X > Xg jer Jje svaka tacka retrakt skupa kome pri-
pada i u kome je moguce neprekidno nresltikavanje. Isto tako
tactka B je retrakt poluprave y = Ygs X 2 Xgq.
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Skup ZMNS nije retrakt od Z jer se segment ne moiZe
neprekidno presiikati u svoje krajeve. Naime, segment je ho-
meomorfan sferi, a kako granica sfere nije retrakt sfere na
osnovu invariantnosti u odnosu na homeomorfiju sledi da kra-
jevi segmenta nisu retrakt segmenta. Dakle, postoji tacka

takva da je
demi (+) J (P)C w.

Takva tacéka P° se moZe dobiti na analognom segmentu
(A°, B") ali se dobijeni asimptotski integral moZe poklopi-
ti sa onim iz tatke P. Dakle, moZemo da tvrdimo da postoji
bar jedno asimptotski ogranieno relenje.

Neka Jje sada
f (xs ) <0 y>¢ (x)
f (x, ¥) >0 y<¢ (x)

tj. sada je f (x, y1) > 0, f (x, yz) < 0. Dakle, sve tacke
granice skupa w su taCke striktnog ulaza, pa svi integrali
ostaju u skupu w. |

PokaZzimo da se 1 ovaj rezultat moZe interpretirati
primenjujuéi metod retrakta. Za skup Z uzmimo ma koju tacku
iz unutradnjosti skupa w. Skup Z(S je prazan skup, pa je
retrakt od S kao praznog skupa. ZNS nije retrakt od Z. Na-
ime, skup Z kao jednoclan skup ne moZe se neprekidno presli-
kati u prazan skup. Tacki P€Z\NS = Z prema metodi retrakta
pripada asimptotski ogranicen integral. Tacka Z je proiz-
voljna pa sva reSenja ulaze u w.

2. Posmatrajmo sistem
d

H% = f {X,¥:2)

%‘i‘ = g (X,¥s:2)
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gde su funkcije f (x, y, 2) 1 g (x, ¥, 2) neprekidne u celom
prostoru OXYZ (smatracemo ga skupom Q) 1 pretpostavimo da
kroz svaku taclku prolazi jedan jedini integral sistema.

- Neka je skup w paralelopiped
w={(x, ¥ 2) : xggx<+= |y] <a, [z] <b}

Granica od w sastoji se od strana paralelopipeda E1, Ez,'E3,
E4 redom na ravnima y = - a, ¥ = a, z = - b, z = b. Neka je
Z definisan sa | |

Z = {(xsy,2) + x =x5 J|y] <a, |z] <b}
tj. uzimamo jedan preselni pravougaonik.

U zavisnosti od znaka desne strane gornjeg sistema
diferencijalnih jednadina duZ strana paralelopipeda tj. ivi-
ca skupa Z imamo sledece sluCajeve:

a) b)
b) ¢) -

Dokazaéemozda u slufaju a) sva su reSenja asimptot-

ski ogranicena (« ), ulsluéaju'b) pestodi klasa asimptotski

ogranicenih reSenja (e ) i u s]uﬁiju c) postoji bar jedno
asimptotski ograniceno redenje (= )} ([3]).
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Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi
y f (x,¥,z) < 0 na E, UE,

2 g {X,ys2) < 0 na E3 U E4

tj. sve strane paraielopipeda su utazne (slucaj a) ). Tada
sledi da integral koji je jednom u3ao u w nele nikad i1zaci,
i sva su reSenja asimptotski ogranicena.

Pretpostavimo sada da je

y f (x,y,2) >0 na E,.UE,

z g (x,y,z) <0 na EyUE,
tj. dobijamo slu€aj b). '

Skup tacaka striktnog izlaza je

S=E1+E2-E3"E4.-

Neka su A 1 B dve tatke sa koordinatama
(E: -ad, T) (E! d, T) xo < £ < + o, ITI < b

tj. A i B su proizvoljne tacke na izlaznim stranama E1, Ez.
Oznadimo sa Z segment &iji su krajevi tatke A i B. Skup ZMS
se sastoji iz tacaka A i1 B, pa nije retrakt od Z jer se seg-
ment ne moZe neprekidno preslikati u svoje krajeve, Tacka A
je retrakt strane E1, jer je svaka tacka retrakt skupa koji

je sadrZi, a talka B je retrakt strane E,. Stedi da je ZMS
retrakt od S. Na osnovu druge teoreme na segmentu Z\ S =

= Z\NA\B postoji tacka P takva da je demi {(+) J (P)Cuw. Kako
su A i1 B proizvoijne taCke postoji klasa asimptotski ogranicCe-
nih reienja. |

Pretpostavimo da je
y ¥ (x,y,2) >0 na E; UE,
z g (x,y,2) >0 na Ex U E,

tj. pretpostavimo da su sve strane izlazne (slucaj c¢) ), pa
skup S tafaka striktnog izlaza su-sve strane.

Neka je Z jedan preselni pravougaonik, definisan
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prethodnom relacijom, pa skup Z(}S su strane pravougaonika.
Kako je pravougaanik homeomorfan sa krugom, a kako granica
kruga nije retrakt kruga, na osnovu svojstva invariantnosti
y odnosu na homeomorfiju ZMS nije retrakt od Z. Skup ZNS
je retrakt od S jer odgovarajuce izlazne strane paralelopi-
peda retrakcijom prelaze u odgovarajuce strane pravougaoni-
ka. Dakle, na osnovu druge teoreme postoji tacka PE€ Z takva
da demi (+) J (P)Cw . Za svaki ovako definisan presek po-
stoji takva tacka P, ali se sva prethodna re3enja mogu po-
klopiti, pa skup w garantuje poétojanje bar jednog asimptot-
ski ogranicenog redenja. |

3. Navedeni metod retrakta moZe se primeniti i na di-
ferencijalnu jednacinu

X°7 = f [X,x",t)

i dokazano je postojanje beskonalne porodice refenja x (t)
ogranicCene za t > 0, a takodje beskonalne porodice re3enja
ogranicene za t < 0 ([22],[7]). Pri tome se pretpostavija:

a) Funkcija f (x,y,t) u oblasti
Q=-{a<X<b:'m<y:t<m}

prostora Oxyt Jje neprekidna 1 zadovoljava uslove postojanja
i Jedinosti reSenja diferencijalne jednacine.

b) Postoje dve vrednosti Xg i'x1 (a < Xg € X4 < b) takve

da je
f (xgs 0 t) < O
f (x4 0, t) >0
za svako t.

Neka je

-

X" =y
y- = (x,y.t)
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sistem koji je ekvivalentan sa datom jednadinom. Posmatrajmo
otvoren skup

w= {xg <X < X4y = @< y,t ¢ » }CQ

¢ija se granica sastoji iz ravni Py = {x = x5} 1 Py = {x =
xq}. Ravan P,y deli prava |

{AO} =.'{(X0_, 0, T)} TE(" w o, + )
na dve polu-ravni:

P = Po{y > 0}

. Py = Pgrﬁ{y < 0.}
du? kojih je x° (t) > 0 odnosno x°(t) < 0 respektivno,
Na taj nacdin skup PE se sastoji i1z taéaka.striktnog ulaza,

a P0 iz taCaka striktnog izlaza za skup w i1 dati sistem.
Analogno, ravan P1 je podeljena pravom

{By} = {(xy> 0, 1)} tE(- =, + =)

na PT za koju je x"(t) >0 i Py za koju je x“(t) < 0, pa se

P; sastoji 1z tadaka strogog izia:za, a-P; iz tacaka stro-
gog ulaza.

<l

(x{t), y(t), t) 1integral sistema
koji za t = t prolazi kroz talku Ar = (x> 0, T).

0
Neka je sada LT
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Tada je
x° {(t) =0
X" 1) = F (%9, 0, 7} < O

pa funkcija x (t) prolazi kroz maksimum za t = t. Prava

{Ao} je skup tadaka spoilja3njeg dodira za skup w. Na analogan
natin prava {Byl} je skup tacCaka spoljasnjeg dodira za w 1
dati sistem. Granica skupa o sastoji se 1z |

CFront w = (P U P7) U (Py U P]) U {Ag} U {Bg)

+ - . +

Skupovi PE, P;, Pa. PT 'su otvoreni i povezani u front (w).

Neka je sada
S = {Py} U {P{}

i za skup Z uzmimo bilo koju neprekidnu krivu y, koja unutar
w povezuje bile koji par tagaka (P, P{). 0Zigledno je ZNS
= Z, 1 zato taj par tafaka ne moZe biti retrakt od Z jer se
kriva vy ne moZe neprekidno presiikati na svoje krajeve. Ali
ZNS je retrakt skupa S, jer se {Pa} neprekidno preslikava
na Pa, a {P?} na_PT. Prema teoremi T.YaZevskog unutar o

(u ZNw) postoji tacka P takva da demi (+) J (P)C w.

"

Ako sada t zamenimo sa -t dobijamo dokaz postojanja
reSenja ogranilenih za t < 0.

4. U svojim radovima A.Pelczar nastavlja sa proucava-
njem teorije retrakta T.VaZevskog, i zatim te rezultate pri-
menjuje na dinamictke sisteme i parcijalne jednaline ([18]).

Proudavan je sledeéi KoSijev problen

Yy = f (v, 2) TR
2" =g (¥, 2) | (4.2)
y (to) = yo, 4 (to) = 21 | (4.3)




- 22 -

Pretpostavicemo da su ¢ i d dva realna broja, takva
da je ¢ < d 1da suf, g: R2
prekidne funkcije takve da je

> R (ovde je R = (-=, +=))ne-
f (c, 2} <0
f (d, z) > 0

sa svako z€ R, 1 svako tOG Ry, = [0, =). Neka je
M={y R:c<y<d}l} .

a S neprazan skup iz [c,d] x R. Dokazuje se da postoji tacka
(v, 2%)esnm

za koju postoji rééenje (y.2) prob]ema (4.1) - (4.3), 1 vazi
nejednakost |

c <y (t) <d
za tER,.

2. Periodiéna redenja diferencijalnih jednacina

Posmatracemo diferencijalnu jednacCinu

Y = f (x.y) (2)
dx

i pretpostavicemo da je f (x,y) neprekidna, da zadovoljava
uslove o jedinosti reienja za svako X, y 1

f (x +w, ¥y) = (x5 ¥)
tj. £ (x,y) je w- periodigna funkcija ([17]).

Teorema Ako Je reienje y = ¢ (x) jednaline (2) ogra-
nidena za x 2 X5 (X £ Xg)s tada je ono i1i samo w- periodi-
¢no i11 se asimptotski pribliZava nekom w- periodilncm re-
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Zenju 2a X > + o (X » = =},

Dokaz Pretpostavimo da jednadina (2) ima ogranieno

reienje y = ¢ (x) za x > Xg Ne umanjujudéi opStost, moZemo
zbog periodiénosti funkcije f (x,y) smatrati da je reSenje
y = ¢ (x) zadana pri x = 0. Posmatrajmo niz

Y = ¢ (ko) (k = 0,1,...).

Ako Jje

¢ (0) = ¢ (w)
tada je rel3enje y = ¢(x) w- periodicéno, 1 za svako k i &
vazi |

¢ (k) = ¢ (fw) .

Neka je
6 (0) # ¢ (u).

PokaZimo da je u tom slufaju niz Yy monoton. Smatracdemo da
je
d (0) < ¢ (w).
Pokazimo da je
¢ (w) < ¢ (2w).
Pretpostavima stoga da ovo ne vazi tj. neka vaii nejedﬁakost
6 (0) 2 ¢ (20). o (3)

Posmatracemo relenje y = ¢ (x) jednaline (2) s poletnim uslo-
vom '

Y (w) =9 (0).

lbog periodicnosti f (x,y) sledi da je
¥ (x) = ¢ (x-w).

Tako je ¥ (2w) = ¢ (w). Imamo da je
¥ (w) = ¢ (0) < ¢ (w).

S druge strane iz (3) sledi nejednakost
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¥ (2w) > ¢ (2w).
1z ovih nejednakosti sledi da na intervalu w < X £ 2w
' *
postoj1 takvo x da je
* *
¢ (x ) =19¢ (x).

Ovo je nemoguce zbog jedinstvenosti re3enja jednacine (2) pa
ne vazi (3).

Analogno se dokazuje da za svako prirodno k vazZi ne-
jednakost

¢ (kuw) < ¢ ((k+1) w).

Pretpostavimo da je re3enje y = ¢ (x) ograniceno za
x > 0. Zato je niz ¢ (kw) ogranicéen i postoji

lim ¢ (kw) = a. | (4)

k>eo

Posmatrajmo resenje Yy =X (x) s poCetnim uslovom
x (0) = a.

PokaZzimo da je ono periodi&no. Neka je
¢ (x) = ¢ (x + ku).

Kako je desna strana jednalCine (2) w - periodina po x, tada
je svaka funkcija 9 (x) redenje jednacine. Osim toga iz
definisanosti ¢ (x) 1 (8) vazi da

2 (0) > 2 K » o,
Dakle, po teoremi.o integralnoj neprekidnosti
¢ (w) » x (w) k= =,
Kako
¢ (w) = ¢{(k+1) w ) »a za k » =,
odatle sledi da je '
x (w) =a =y (0).

Na taj nalin reSenje y = y (x) ima period w .
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Dokazimo sada da se reSenje y = ¢ {x) asimptotski pri-
blizava reSenju y = x (x) tj. da je

Tim (¢(x) - x (x)) =0 (5)

A=+

Uzmimo da je € > 0, i tada za svako redenje y =y (x) posto-
ji 6 > 0 da je
ly (x) - X (x)] <e za 0z%xgu
ako je
ly (0) - a | < 8.
Neka je k, dovoljno veliko, tako da je pri k > k,
[¢ (ko) - a] < 8.
Tada je za x > ko
¢ (x) = x (x) | < ¢
i time je dokazano (5), a i naSa teorema.

Isto tako vazi siedeca teorema.

Teorema (J.Masera, [13]) Posmatrajmo sistem
X = X {x, t) |

gde je x vektor u m - dimenzionalnom prostoru, X (x, t) je
vektor funkcija definisana u celom {(x, t) prostoru i ispu-
njeni su uslovi za postojanje i jedinost red3enja. X (x, t)
je periodicna perioda 1. Ako za sistem prvog reda (m=1)
postoji ograniceno resenje tada je ono i harmonijska vibra-
cija.

Zvacemo harmonijska vibracija bilo koje periodiéno
resenje perioda 1. Period moZe biti bilo koji ceo ili raci-
onalan broj.

Proudavacemo i broj periodicnih re3enja za neke dife-
rencijalne jednaline, koje je prouavao i V.A.Plis ([i7]).
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Neka je data linearna jednacina

-

y =y +py (x)

X |
y = % [ Xq + 6 p1.(x) e X dx ]

gde Jje Py (x) neprekidna, w- periodic¢na funkcija. Tada data
jednatina ima jedno periodilno redenje tj.
w w _ X _
Yy = e [ € s Py (x)y e X dx + f _p1 (x) e % dx ]
-l_em ' 0 0 .

- Neka je data Rikatijeva jednaCina

y* = y2 4 py (X) ¥+ py (x)

gde su py (x) i Py {x) neprekidne, w - periodiéne funkcije.
DokaZzimo da data jednalina ne moZe imati vi3e od dva perio-
diéna reSenja.

Pretpostavimo, suprotno nalem tvrdjenju, da na3a jed-
natina ima tri razlicita periodicna resenja Yys ¥Yos ¥3- Zbog
teoreme o jedinstvenosti moZemo smatrati da za svako x vazi
nejednakost. |

Yy (x) <y, (x) < yq (x).

Stavljajuéi redenja y1.'y2. y3 u jednaéinu dobijamo:
. 2

Yy = Y7 ¥ P4 (x) ¥, + Py (X)
. 2 |
Yo =Y¥s t Py (X) ¥y +p, (X)

' » 2
Y3 =¥zt Py (x)yytop, (x)

Oduzimajuéi prvu i drugu jednalinu od treCe dobijamo:
Y3 =¥y = (Y3 - ¥ ys + yq) + By (X)(yy - ¥y)

-

Y3 =¥

(Y3 = ¥2)(y3 + ¥p) + py (X)(¥5 - ¥5)
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po pretpostavci Je
y3 > yz y3 > y1
pa iz poslednjih jednakosti dobijamo

Y2 - ¥, Ya = ¥Ys
_.3 3_ - 3 1:)02 ‘y1
Y3 < ¥y Yy = ¥4

Integrirajuci dobijenu jednakost po'x na intervalu 0 < x < w

dobijamo
W W w
In (y3 = ¥,) é = In (y3 - ¥q) é = (yp - Yq) dx

Leva strana poslednje jednakosti jednaka je nuli, jer su funk-
cije Yys Yps ¥y @ - periodiéni. S druge strane Yo = ¥q 2 0
po pretpostavci pa je desna strana poslednje jednakosti pozi-
tivna. Dobijena protivureénost dokazuje da data Rikatijeva
jednac¢ina ne moZe imati viSe od dva razlicCita periodicna re-
Senja.

Posmatrajmo na kraju Abelovu jednaéinu

3

- 2 .
y'=y +py (x)y + 09y (x)y +py (x)

gde su P (x), Po (x) i Py (X) neprekidne, w - periodicne
funkcije. Dokazacemo da data jednalina ne moZe imati vise od
tri periodicna resenja.

Pretpostavimo da data jednadina ima Cetiri razlilita
periodigna re3enja: ‘

¥ (x), Yo (x) s Yq (x), Ya (x}.

Zbog teoreme o jedinstvenosti redenja za svako x vazi

i (X) £y () (3 F k).

Stavijajuéi reSenja Y; (x) (1 = 1,...,4) u jednacdinu dobi-
jamo |
. 3 2
Yi =¥; +tpyp (X)yy +pp (x)y; topg (x)

(i = 1,...,4).
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oduzimajucéi drugu i trefu jednaCinu od prve, zatim dobijene

jednakosti podelimo sa y, - y, odnosno y; - y, dobijamo

y{ " ¥y 2
F] — Yz = y1 + yjyz + yz + p1(x)(y1+y2) + Pz(x)

A3y sy ¢ v2 e (0 (ypryy) * pp(x)
G 2 TS - T TS AR AL LY

Oduzimajucéi ove jednakosti dobijamo

Yy = ¥p ¥y~ Y3 2 2
y1 =Y, - Yy - ¥q = 31(Y2'Y3)+YZ = 33+P1(x)(Y2'y3)

§ analogno, zamenjujuci Yy Sa ¥, dobijamo

Ya " ¥y  Yi = ¥, 2 2
Yo = Y, Vi V3 Ya(¥o=¥3)+ys = ¥3+Py (X} (¥5-Y3)

Oduzimajuéi ove dve poslednje jednakosti dobijamo:

A A S A Wl W Sl AL Sl W (¥4-¥4) (¥2-Y3)
Yqe = Yo Yg = Y3 Yg = Yo Yg = Y3 174 273

Integriraju€i ovu jednakost na intervalu [0,w] dobijamo

(Yq = ¥,)(yg - ¥3) w

w
In STEEDITEEDE =_5 (Y1 - Yq)(yp - ¥3) dx

Kako su Y (i = 1,...,4) periodicne funkcije leva strana ove
jednakesti jednaka je nuii. Medjutim, na desnoj strani pod-
integralna funkcija Jje neprekidna i razlicita od nule, pa Je
desna strana jednakosti razlic¢ita od nule. Dobijena protivu-
refnost dokazuje da Abelova jednaCina ne moZe jmati vide od
tri razliéita periodicna reienja.

Neka je data jednacina
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gde SU Py (x) (k = 1,...,n) neprekidne i w - periodicne
funkcije. Dokazuje se da data jednalina moZe imati samo ko-
nacan broj periodilnih reSenja. Nije teSko konstruisati i

jednalinu gornjeg obiika koja ima n periodiénih redenja. Do- 

voljno je zato za desni deo jedna&ine uzeti polinom s kon-

stantnim koeficijentima koji ima n razliéitih realnih korena.

Pokazano je da jednalina pri n < 3 ne moZe imati vise od n
razii¢itih periodi&nih reSenja. Medjutim, moZe se konstrui-
sati primer gornje jednaline za n = 4 koja ima Zest razligi-
tih periodiénih reSenja.

Neka J_e_funkcija.p1 (x) u linearnoj diferencijalnoj
jednacini

y' =y +pg (x)

predstavlijena redom Furije. Furijeov red predstavimo u kom-
pleksnoj formi, mada su sve posmatrane funkcije realne za
realno x. Ova forma se koristi zbog jednostavnijeg zapisa i

jednostavnosti svih operacija. Neka je py (x) predstavljena
u obliku

Py (x) = I a, o VKX
K

o .
S e1kx p1(x) dx

1
m m

ak.

Tada se periodiéno re3enje nalazi metodom neodredjenih koefi-
cijenata i oblika je
| a
k ik
y (x) = E TX=T ¢© x.
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§ 2. ISPITIVANJE ASIMPTOTSKI OGRANICENIH
I PERIODICNIH RESENJA |

1. biferencijalne jednaéine

Y =AY =0 (X)) (¥ - 8, (X)) een (¥ - 6, (X))

Posmatracemo diferencijalnu jednalinu
Y Ry - by (X)) (Y - 8y (X)) een (¥ - 8, (X)) (6)

koju su proucavali M.Pefrovié i M.Bertolino. Ispitivademo do-
voljne uslove za postojanje asimptotski ograniéenih, periodi-
&nih 1 skoro - periodicénih reSenja.

1.1. Za diferencijalnu jednaginu (6) prvo Cemo ispi-
tivati postojanje periodiénih relenja, pa'stoga pretpostavi-
mo da su sve funkcije ¢j (x) (j =1,...,n) neprekidne, ogra-
niéene, da nemaju zajednic¢kih tacdaka za Xg £ X < + =, i da
su w - periodine. Ne umanjujuéi op3tost razmatranja pretpo-
stavlja se i :

by (X) < by (x) < oon < 6, (x) ()

Isto tako neka Je

inf 1 (x) > sup by (x) k > 2, X 2 Xq. (8)

Teorema 1 Neka za datu diferencijalnu jednacinu (6)
funkcije ¢j (x} (j =1,...,n) zadovoljavaju gornje uslove
(7) i (8). Tada postoji klasa periodicnih re3enja.
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Dokaz Da bismo dokazali teoremu prvo ¢emo pokazati
da data jednacina ima ogranifenih red3enja.

U oblasti
Y > by (X)s ¥ > 6, (X)seeeny > ¢ ()

syi faktori desne strane jednaline (6) tj. faktori oblika
(y - ¢j (x)) su pozitivni pa je znak desne strane jedna&ine
(6) u ovoj oblasti pozitivan. U susednoj donjoj oblasti

Y > by (X)s ¥ > 05 (X)seieny < 0.y (x)s ¥y > ¢ (x)

pretposlednji faktor je negativan, a ostali su pozitivni pa
je znak desne strane jednaline (6) u ovoj oblasti negativan.
Ako nastavimo postupak dobijamo da se znak desne strane di-
ferencijalne jednacdine (6) u oblastima izmedju susednih funk-
cija ¢j (x} (j = 1,...5n) naizmenicno menja. |

Uslov (8) omogucava postojanje pravih
y ='yzﬂ = const
takvih da je

Sup ¢, (x) < ¥p € inf b (x) x > &, X 2 Xq.

Nska je ¢j (x) bilo koja od gornjih funkcija, i neka
je vy Y3 jedna takva prava u oblasti ispod funkcije ¢j(x),
iy = y}* jedna takva prava u oblasti iznad ¢j (x). Neka
je u tackama duZ prave y = y}* znak desne strane jednacine
(6) pozitivan, a duZ prave y = y* neqgativan. Dakle, skup

J
taCaka striktnog i1zlaza jJe

|

S = {y = Y3 } U fy = yﬁ*}, X 2 X,

pa prema metodi T.YaZevskog ([24], [1]) u otvorenom skupu

wy = {xg £ X < + =, ¥y <y < y¥*k

Postoji bar jedno ogranieno re3enje koje ostaje u Wy za




- 32 -

Medjutim, ako je znak desne strane jednacCine (6) duZ
prave y = yg* negativan, a duZz prave y = yg pozitivan, ta-
da sva redenja ulaze u W i sva su ogranicena za x 2 Xx,.
Dakie, u oblastima oko funkcija b5 (x) (j =1,...,0) mogu
se konstruisati skupovi ¥ koji garantuju postojanje ograni-
Zenih re3enja, pa data jednacina ima klasu ograniienih rede-

nja.

Kako je desna strana jednacine (6) w - periodicna fun-
kcija 1 dokazali smo da postoje.ogranilena relenja za x 2 Xx,,
to po teoremi Masere sledi da postoji klasa periodilnih rele-
nja.

Posebno pitanje je broja periodi€énih re3enja. . V.A.
P1is ([17]) i V.M.Lebedeva ([10], [11]) ispitivali su gornju
granicu broja periodicnih re3enja diferencijalne jednacCine
¢ija je desna strana polinom po nepoznatoj funkciji tj. jed-
nacine

y" = pg () y" 4y (x) ¥ e Ll

+ poq (X)) y + p, (x) ' (9)

gde je n ;;1, Pj (x) (i =0,1, ..., n) su neprekidne w -
periodiZne funkcije, pri Zemu je py (x) funkcija odredjenog
znaka.

Kvalitativnim metodama (béz predstavljanja resSenja u
eksplicitnom obliku) ovo je ispitivano za n = 1, 2, 3, i Plis
([17]1) je pokazao da jedna&ina (9) ima ne vide od n neprekid-
nih periodiénih re3enja. Za n > 4 ovi metodi su neprimenlji-
vi.

U radu ([10]) pokazano je da jednacina (9) za n > 4
dopusta bilo koji broj N < o periodiénih.resenja. Pri ispi-
tivanju korisc¢eno je predstavljanje red3enja u vidu stepenog
reda, take da metod ispitivanja nije &isto kvalitativan. O-
stalo je nejasno, da 1i je iscrpljena klasa jednacina za koje
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se pitanje gornje granice neprekidnih periodiinih re3enja
refava Cisto kvalitativnim metodama.

Prema gore dokazanoj teoremi 1, dokazali smo da za
jednalinu (6), metodom kvalitativne analize postoji klasa
periodiénih re3enja, tj. postoji takodje N < = periodiénih
re3enja.

1;2. Ispitivademo postojanje skoro - periodilnih rede-
nja pa stoga dajemo sledefe definicije, koje je uveo H.Bor
({6], [8]) i osnovne osobine skoro - periodiZnih funkcija.

Definicija Kompleksna funkcija f (x)EC (-=, + =)
je skoro periodi¢na u smislu Bora, ako za svako ¢ > 0 posto-
ji relativno gust skup skoro perioda <t funkcije f (x) s
taénodc¢u do ¢ tj. postoji bfoj 2 = & (e) takav da svaki in-
terval_[a,a+£] sadrzi najmanje jedan broj Tt za koji vaii

|f(x+T) - f (X)| < £ 23 = ® < X € 4 e,

Definicija Funkcija F (x,y) je skoro periodilna po
X ravnomerno u odnosu na yEEY,'ako za svako € > 0 postoji
relativno gust skup € - skoro perioda koji ne zavisi od y,
T = Tp (e} tj. za svako x€ (-=», + =) i svako yeyY vaZi

lF(X+T:Y) - F (X:Y)l < E.

Osnovna svojstva skoro periodiénih funkcija su:

(1) skoro periodina funkcija je ravnomerno ogranicCe-
na i ravnomerno neprekidna na realnoj osi.

(2) Za dve skoro periodicne funkcije pri svakom € > O
postoji relativno qust skup njihovih zajédni&kih e - skoro
perioda.

(3) Zbir dve skoro periodicne funkcije je takodje sko-
ro periodidéna funkcija.
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Neka su f (x) i g (x) skoro periodiine funkcije, i
saglasno svojstvu (2) postoji njihov zajedniCki skoro - pe-
riod

ERC

i imamo
| [f(x+1) + ¢ ()ﬁ + )] - [f (x) + g (x)]] <
< Jf(x+1)-F(x)] + g (x+1)-g(x)] < % + € _

ti. T = tp, o () 3$to i dokazuje skoro periodi&nost sume

f (x) + g (x).
(4) _Liheafna kombinacija
f (x) =2 ¢ f (x) (c, - konstante)

skoro periodinih funkcija fe (x) (k=1,..., n) je skoro
periodicéna funkcija. |

(5) Proizvod dveju skoro periodiénih funkcija je sko-
ro periodiéna funkcija.

(6) Koliénik %%%%‘ dveju skoro periodiénih funkcija
f (x) i g (x}, gde je

inf |g (x)] >0
X

je skoro periodiéna funkcija.

{7) Integral
X

F (x) =J f (t) dt
*0

skoro periodicne funkcije f (x) je skoro periodiéna funkcija
tada i samo tada ako je on ograniden tj. ako je
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Sup |F(x)] < =.
-l X<+
Osnovni rezultat Borove teorije je da se svaka skoro
periodidna funkcija f (x) moZe uniformno aprcksimirati tri-
gonometrijskim polinomom. Naime, za svaku skoro periodicnu
funkciju f (x) postoji konacna srednja vrednost

‘ T
M {f} = Tim 1 [ f (x) dx
T T 0

Za skoro periodicnu funkciju f (x) spektralna funkcija je

a (A) = M { f (x) e"TAX 4

i ona je razlicita od nule za konaéﬁi ili prebrojiv skup
vrednosti A.

Te vrednosti A za koje je
a (A) #60

koje predstavljaju konaéni ili prebrojiv niz realnih broje-
va 11, Az, ... nazivaju se stepenima Furije skoro periodiéne
funkcije f (x) a brojevi

a (An) = AL

su koeficijenti reda Furije. Na taj nadin red Furije skoro

periodiéne funkcije f (x) je

f(x) =IA e 1 AnX
n

Za neprekidnu cisto periodiénu funkciju f (x) gornJi
Furijeov red poklapa se sa obicnim redom Furije.

Primer Funkc¢ija

T2
L

In

f (x) =n

I s I 4

Je skoro periodicna.




- 36 =~

Primedba Pretpostavimo u teoremi 1 da su sve funk-
cije ¢j (x) (J = 1,...,n) skoro periodilne. Tada je desna
strana (6) skoro periodiéna funkcija, a kako postoje ograni-
éena re3enja tada su ta reSenja i skoro periodicna jer po'
teoremi Masere ([13]) svako skoro periodicno redenje je 1
harmonijska vibracija. |

Metodom kva]itativne.analize7dokazaéém@‘postajanje
skoro periodiénih refenja za neke tipove diferentijainih
jednacina. Tako, poznat je rezultat B.P.Demidovifa ([9]) za
nelinearnu jednacinu '

d | S |

> =fW+rex o)

Teorema Ako je f (y) monotona funkcija s.héﬁfekid-
nim izvodom f° (y) i g (x) neprekidna skoro periodiéna funk-
cija sa ogranicenim integralom |

G(x)=Zg(t)dt

tada je svako ogranifeno re3enje diferencijaline jednacine
(10) takodje skoro periodiéno.

Dokaz Pretpostavimo zbog definisanosti da je

f° (y) > 0. (11)

Prema teoremi Bora funkcija G (x) je skoro periodiina. Neka

je € > 0 proizvoijno i t period funkcije G (x) s tacnoscu
do % tj. |
e
| G (x + 1) =G (x) } <3 2a - =< x.<+ = (12)

Neka je y = y* (x) ogranieno re3enje jednaline (10) i
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A (x) = y* (x + 1) - y* (x)
pa zbog jednaCine (10) imamo

d { ﬁx(x) P [ f(y* (x+ 1)) -f (y* (x)) ] +

g (x+1)-g (x)]
i koristeci poznatu lemu Adamara dobijamo:

d { gx(x) b ck)a )+ [a(x+1)-g (x)]

gde je k (x) neprekidna funkcija, a zbog uslova (11) vazZi
nejednakost - | | |

-k (x) > 0. | . | (13)

Meka je vrednost x fiksirana. lzaberimo broj Xg > X
‘takav da vaZj

o (xg) I =Iy* (xg+t)-y*(x) | <§  (18)

NapiZimo relaciju (13) u integralnoj formi tj.

Xn | t
0 X
-/7k(t)d o - k d
A (x) = 8 (xg) ey K(B)IE g0 o7 f KR AT (g (taq)-
X
_ -g(t)] dt
| t |
Kako je funkcija ¢ (t) = e'i k(t) dt pozitivna 1 monotono

opadajucéa, to primenjujucéi drugu teoremu o srednjem, dobijamo:

% (t)dt
PRENAE 7 g (ter) = g (1) ] dt

X

A (x) =4 (x5) e
gde Je x < & < Xg e Odavde dobijamo

20
A (x) = A (xg5) e'i k(t)dt | G (x + 1) - G (x) ] -
- [6 (g + 1) -6 (E) ]
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Na osnovu nejednakosti (12), (13) i (14) imamo:
| A (x) | =] y*(x+1)-y*(x)]|<e

za - » < x < +« tj. funkcija y* (x) jé skorc periodicna.

Metodom retrakta T.VaZevskog ( [2], [26]) za ispiti-
vanje asimptotski ogranicenih reSenja moguce je proveriti
gornji rezultat.

Naime, anulirajuci desnu stranu jednacine (10) dobi-
ja se

y = £ (=g (x)) = ¢ (x)

tj. dobija se ([8]) ograniena i skoro periodi&na funkcija.
U oblasti y > ¢ (x), y° > 0 a u oblasti y < ¢ (x), y~ < 0 i
primenjujuc¢i metod retrakta postdji bar jedno asimptotski
ogranifeno reSenje u okolini ¢ {x), i redenje ¢€e biti staino
vezano za funkciju ¢ (x).

Dokazacemo da za diferencijalnu jednainu (6) vazi
stedea teorema. | |

Teorema 2 Neka je data diferencijalna jednalina (6),
i pretpostavimo da su sve funkcije ¢j (x}, J& N neprekidne,
ograniene, nemaju zajedniCkih tafaka za Xg £ X < + @ i ne-
ka su ispunjeni uslovi (7) 1 (8). Tada postoji bar jedno sko-
ro perjodicéno resenje.

- Dokaz Kao u teoremi 1 dokazuje se primenom metode
retrakta da u oblastima oko ¢j (x), JEN postoje asimptot-
ski ogranicena redenja tj. u oblastima

{Uj:{x‘;x[]sy;(y{yg*}

postoje ograniena redenja.
Prema definiciji skoro periodiénih funkcija, postoji

redenje p (x, ¥) 0 diferencijalne jednaline (&}, takvo da
za svako € > 0 postoji pozitivan broj 2 = 2 (¢)
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takav da svaki interval
[ y¥ (xg)s ¥5 (xg) + 2 ]
sadrZzi najmanje jedan broj Tt za koji vaZi

| p(xs y+1) -p(xs¥) | < - =<y<+=, x3x,

tj. redenje p (x, y) = 0 je skoro periodiino po y ravnomer-
no po X, za X 2 Xq-

Teorema 3 Meka je data diferencijalna jednacina
(6). Pretpostavimo da su sve funkcije neprekidne, ogranicene,
nemaju zajednickih talaka za x5 £ X < + =« , neka vazi uslov
(7) i neka je

1im ¢j (x) = C 3 (§ = 1,..., n) (15)

X+

Tada postoji bar jedno skoro periodifno resSenje.

Dokaz Primenom metndé retrakta dokazuje se kao u
teoremi 1 da u oblastima oko funkcija ¢j (x} (J

postoje asimptotski ogranicena reSenja.

150642 n)

DokaZimo da ova reSenja teZe ka cj Za X *> + =

([2] ). Posmatrajmo proizvoljnu funkciju ¢ (x) koja teZi ka
Cj za X > + =, U okolini b3 (x) postoji ogranifeno redenje
; |

lTim y (x) = c.

)
Tada Je -
n |
Tim y" (x) = (c -c:) N (c - cy )
X o J k:
| K#J

Ovo je nemoguce, jer ako prvi izvod funkcije teZi konstanti
kada funkcija te?i konstanti za x > + =, on moZe da teZi samo
nuli. Dakle, mora biti

C =Cj¢
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Dakle, postoji bar jedno re3enje p (x, y) =0
diferencijalne jednacine (6), takvo da za svako € > 0 po-
stoji pozitivan broj & = 2 (e¢) takav da svaki interval

; .+

[CJ’CJ 2 ]

sadrzi najmanje jedan broj t za koji vaZi
I‘p(xliy'l"[')'-rp(x’Y)|<E,-m<y<+m’

X 2 Xq tj. redenje p'(x; y) = 0 je skoro periodiCno po
y ravnomerno po X. ’

Posmatrajmo sada diferencijalnu jedna&inu

yo = f (6 (x)) - f (y) (16)

koja je proudavana u radovima [2], [31].

Teorema 4 Neka je data diferencijalna jednadina
(16), gde je ¢ (x) neprekidna, diferencijabilna i

Tim ¢ (x) = ¢

b Qe '
a funkcija f (y) je neprekidna, diferencijabiina 1 periodi-
¢na. Tada postoji bar jedno skoro periodiino re3enje.

Dokaz Neka je f (y) takva periodi€éna funkcija da
na svakom intervalu I duZine w (neka su krajevi ovog inter-
vala maksimaine - M (minimalne - M1) vrednosti funkcije
f (y) ) monotono raste do maksimuma i monotono opada do mi-
nimuma. Ne umanjujuci opStost razmatranja neka je iterval I

_M1-uj<y<M1

(krajevi su minimalne vrednosti), tako da f (y) monotono ra-
ste za My - w <y < M, a monotono opada za M < y < My.

Za konstantu ¢ iz intervala I neka je Cy konstanta 1z
intervala I takva da je
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f (¢) = ° (c1).
Neka je ¢ # M (odnosno M1) 1 neka je

M1 - w < ¢ < M.

Zbog periodiénosti funkcije f (y)
‘F‘(¢ (x) +k[ﬂ) =f (¢ (x)) k=oli1ltzli--

a kako je

lim (¢ (x))

X+

H

f (c) :

i f (c + ko) = f (c) posmatracemo funkcije
¢'(x) F kw, k=0, + 1, +2, ...
koje teZe ka ¢ + kw kada Xx++«,

7a ovako definisanu funkciju f (y) postoje prave
paralelne osi y koje seku f (y) u vise tadaka, 1 stoga je
njéna.inverzna funkcija viseznaCna. Tako, za konstantu c
postoji konstanta c, takva da je f (c) = f.(c1). Isto tako
za sve vrednosti y = ¢ (x) koje se nalaze na intervalu ra-
E¢enja (opadanja) funkcije f (y) postojace razlicite vred-
nosti y = ¢ (x) na intervalu opadanja (rad€enja) funkcije
f (y) takve da je

f (6 (x)) = f (¥ (x))-

Za M < y < M1 postoji jednoznaina funkcija f-1, tako da iz
prethodne relacije sledi

-1

p (x) =f " (f (¢ (x)).

Kako je ‘
Tim f (¢ (x)) = Tim f (¢ (x)) = f (c) = F {cy)
X -»c0 X 0

sledi da je

Tim ¥ (x) = Cy -

¥ 00
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Zbog periodicnosti f (y)
f (v (x) + ko) = f (¢ (x)) k = 0, + 1, + 2,...
i kako_je

Tim £ (v (x) + kw) = F (cy + ko) = f (cg),k=0,%1,...

X >0

posmatrademo funkcije
¥ {(x) + ko k = 0,+ 1, ...
koje teZe ka Cy + K w 2za i + + o,

| Na intervalu I ¢ (x) i ¢ (x) mogu da imaju zajed-
nickih tacaka (za ¢ (x) = ¢ (x) = M) ali ne moraju. Stoga
cemo za My - w <y <M posmatrati oblasti oke funkcija ¢(x)
i ¥(x) za x 2 x5 gde x5 biramo tako da u ovom intervalu ne
postoji x za koje je ¢ (x) = ¢ (x) 1 da se ¢ (x)}) (odnosno
% (x) ) nalazi stalno u oblasti ra%cenja (opadanja) funkci-
je f {y). Ovakav interval uvek postoji s obzirom na éinjeni-
cu da ¢ (x) 1 ¢ (x) teZe ka ¢, ¢4 za x + + =,

Neka je
M1 - w <y <M, X 2 Xge

U ovoj oblasti f (y) je monotono rastuca funkcija 1 za
y < ¢ (x) znak desne strane jednacine (16) je pozitivan, a
za y > ¢ (x) negativan. Neka je sada

M<y<M1, X > xo

tj. posmatracemo oblast opadanja funkcije f (y). U oblasti
y < ¥ (x) znak desne strane jednadine (16) je negativan, a u
oblasti y > ¢ (x) pozitivan. |

~Za oblasti oko funkcije ¢ (x) dokazuje se ([2]) da
postoji klasa reSenja koja teZe ka ¢ za x » + =, Isto tako
u oblasti oko funkcije ¢ (x) dokazuje se da postoji bar Jedno
re3enje koje tezi ka c, za X + + o,

Zbog periodiénosti funkcije f (y) zakljulujemo da
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svakoj konstantj
C+km, k=0’i1,i21¥il

odgovara jedna klasa reSenja koja teZe ka ovim konstantama
zZa X -+ + o, a da svakoj konstanti

C1 +km, k=0,i'1,i'2: " e s

odgovara bar jedno re3enje koje tezi ka ovoj konstanti za
X + + o, |

Ako se konstanta ¢ nalazj na intervalu opadanja funk-
cije f (y) dokaz je analecgan prethodnom siulaju. |

Neka je ¢

]|

M. Funkcije ¢ (x) 1 ¢ (x) imaju istu
vrednost y = M, pa je ¢ = c, 1 ove funkcije teZe ka c¢ za
x - + », Posmatracdemo oblast

M1-m<y<M1, X>X0

gde Xg biramo tako da u ovom intervalu ne postoji x za koje
Je ¢ (x) = ¢{x) 1 da se ¢ (x) stalno nalazi u oblasti ra-
§¢enja (opadanja) f (y), a 'w (x) u oblasti opadanja ({ra3ce-
nja) f (y). Na primer, neka je ¢ (x) u oblasti opadanjia,

a ¢ (x) u oblasti raScenja f (y). Tada, na slican nalin
kao u prethodnim sludajevima dokazuje se da u oblasti oko

¥ (x) postoji klasa reSenja koja teZe ka ¢ za X =+ + o,
Oblast oko ¢ (x) garantuje postojanje bar jednog re3enja
koje tezi ka ¢ za x » + «. Dakle, postoji klasa re3enja
koja teZze ka <¢. Zbog periodic¢nosti f (y) svakoj konstanti

C + k w, k = 0,+ 1, + 2,

odgovara klasa reSenja koja teZe ka ovim konstantama za
X =+ + o,

Dakle, postoji bar jedno reSenje p (x, y) =0
takvo da za svako & > postoji pozitivan 'broj 2 = 2 (g)
takav da svaki interval

M+ kw, M+ kw+2], k=0,+1, +2,
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na y - osi sadrZi najmanje jedan broj <t za koji vaZi
lP(X.y+'c)-p(x,y)--|<_g,- - ® < ¥y < + w,

X 2 Xj tj. prema definiciji 'p (x, y) Je skoro periodicno
redenje diferencijalne jednacine (16).

Posmatrademo slededu diferéncijalnu jednacinu
Yo o= (F(0q(x))F(Y))(F(o,(x))-F(¥))...
(F(,(x))-F(y)) _ (17)

Teorema 5 Neka je data diferencijalna jednaina

(17). Sve funkcije b (x) (s =15..., n}) su neprekidne,
diferencijabilne,

e

1im ¢ (x) = Ce (s = 1,..., 1)
X+ -

i vazi relacija (7). Funkcija f (y) Jje periodicna i vaZe
iste pretpostavke kao u teoremi 4. Tada jednacina ima bar
jedno skoro periodicno reSenje.

Dokaz Pretpostavimo da se konstante ¢, (s = 1,...,

n) iz I nalaze na rastudem delu funkcije f (y), pa tada

postoje konstante Cosn (s =1,..., n) iz 1 takve da je

f (c) = (c

onel-s ) (s = 1,..., n}.

Za funkcije ¢ (x) postoje funkcije ¢s.(x) takve
da je |

Tim Yo (x) = Consd-g (s = 15..., N).

X+x

S obzirom da se Yo (x) nalaze na copadajucem delu intervala
I sledi da je '

$a(x) < d5(x}) < o <9 (X) < P (X} < oo < Py(Xx)

C1 < C2 < .« < C < C < - v @ < CZ

n-
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Kao u prethodnom siucaju dokazuje se da se znak de-
sne strane jednacine (17) na intervalu I naizmenilno menja
y oblastima oko funkcija ¢S(x) i ws(x). Tako, u oblasti
y < ¢1(x) znak desne strane jednacine (17) je pozitivan, u
sledec¢oj oblasti je negativan i dalje se naizmeniCno menja.

Dokazuje se ([31]) da svakoj konstanti

Cj"'km, k=0;i'1,i'2; s 0 j=1|3,---'2n"]

odgovara klasa re3enja koja teZe ka ovim konstantama,a sva-
koj konstanti -

C + kw, k = 0, + 1, + 2, ... J=2,4,...,2n

odgovara bar jedno reSenje koje teZi ka ovim konstantama za
x + + o ., Dalje, analogno teoremi 4 dokazuje se da posto]i
bar jedno redenje p (x, y) = 0 koje je skoro periodiZno.

1.3. Posmatracemo sledeéi sistem diferencijalinih
jednadina

n
y =1 (y = ¢35 (x))
(18)

n
z" =0 (z - ¢j (¥))
=

Sve funkcije ¢4(x) 1 w5y} (3 =17, ..., n) su neprekid-
ne, ogranifene, nemaju zajednickih tacaka za Xg S X < 4%,
Yo £ ¥ < + = i w - periodicCne. Pretpostavimo da je

inf ¢, {x} > sup dq (x)

(19)
inf Wy (y) > sup Yy (¥)
za k>2 i x> Xgs ¥ 2 ¥gy- Pretpostavimo i da Jje
¢y (X) < 95 (x) < oo < ¢ (X)

Yo (Y} <vp {¥) < oo <9 (¥)
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Teorema 6 Neka Jje dat sistem diferencijalnih jedna-
gina (18), i neka funkcije ¢j (x) 1 wj (y) (J = 1,5...,4n)

zadovoljavaju gornje uslove (19) i (20). Tada postoji klasa
periodiénih reSenja. |

Dokaz Prvo Cemo dokazati da postoje asimptotski
ogranicena resenja.

Znak desne strane sistema (18) u oblastima izmedju
povrsi | '

y = 9 (x), Z = ¥ (y) (s = 1, «c.y n)

se naizmeniéno menja. Tako na primer, ako je n paran broj
u oblasti.

y < ¢y (x) z<y, (y)

svi faktori desne strane jednaZine (18) su negativni, pa je

-

y° >0, 27> 0. U slede€oj oblasti
¢, (x) <y < ¢, (x)
¥y (¥) <2 < ¢, (¥)
prvi faktori proizvoda desne strane jednadine (18) su pozi-

tivni, pa je y“ " < 0, z° < 0. Nastavljajuci postupak dobija-
mo da se znak desne strane sistema (18) naizmenicno menja.

Posmatrajmo bilo koju od povr3i y ¢j (x) i bilo
koju povr¥ 1z = wj (y), 1 za svaku od ovih povr3i posmatra-
¢emo njihove dve susedne oblasti. Izmedju ma koje dve povrsdi

y = ¢j (x) i z = ¢. (y) postoje najmanje po jedna ravan

J
Yy = Yo, ° const
z = ZEK = const

takve da je
sup ¢, (x} < Yo € inf P (x)
SUp wz (y) < Zg < inf-lpK (y),
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K > %, X 2 Xgs ¥ 2 ¥y, 1 ove ravni u prostoru obrazuju pa-
ralelopipede. HNeka je

Sy = (y =yt

_ *
S; = { z = Z; }
jedna tak#a ravan u susednoj oblasti ispod ¢j(x) odnosno
wj(.Y): i
S, =1y =y

S4={Z=Z§*}

jedna takva ravan u susednoj obliasti iznad -¢j(x) odnosno
wj(y) 2a x 2 xqg 1 ¥ 2yg. Ove ravni obrazuju paralelopi-
ped u prostoru. Dakle, posmatracCemo otvoren skup

37
w; = { x 2 Xqs y} <y < yg*, zg < z < zg* }C R™.

Sa S;. (odnosno S;) oznaimo da je znak desne strane jed-

nafine (18) pozitivan {odnosno negativan) duZ ove ravni. 0z-
nacimo sa |

front mj

granicu od w U zavisnosti od znaka desne strane jednacine

(18) duz ovig‘strana paralelopipeda razlikujemo sledefe siu-
Cajeve: o

a) front w, = S] U S; US3US,

b) front w, = Sq US, US,US,

¢) front W = S? U S; U 55 U S;

d) front wy = s; ! S, U sg U sz

Metodom retrakta ([30]) =zakljudujemo da u w; u sluaju a)
sva su resenja asimptotski ogranicena (x2)s, u sluclaju b) po-
stoji bar jedno asimptotski ogranifeno re3enje («°) i u slu-

Cajevima c) i d) postoji klasa ograniéenih redenja (=!).
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Poprelni presek ovih paralelopipeda sa ravni x =

dat je na sledecoj slici. Ovde je pretpostavljeno da je n
paran broj. |

*0

Lo Lonbadionbng
| |

Ako je n nenaran broj dokaz je analogan. Dakle,
ZakljuCujemo da dati sistem (18) ima klasu ogranifenih re-
§enja za X 2 Xga ¥ 2 Yo |

Desna strana sistema (18) je w - periodicna funk-
cija, pa kako postoji klasa ogranicenih re3enja sledi na
osnovu teoreme Masere da postoji klasa periodicnih res3enja,
i time je na3a teorema dokazana.

Teorema 7 Neka je dat sistem diferencija]nih jedna-
¢ina (18)1 pretpostavimo da su sve funkcije ¢j(x) i wj(y),
J€ N neprekidne, ogranifene za Xg LX<+ o, ¥y <y < to
1 da vaZze uslovi (19) i (20). Tada postoji klasa skoro
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periodic¢nih reSenja.

Dokaz Kao u tecremi 6 dokazuje se postojanje klase

asimptotski ograniCenih reSenja. Dakle, postoje reSenja
fig (s ¥s 2) =0
'91'1 (x, ¥, 2) = 0, i, k&N

takva da za svako e > 0 postoji pozitivan broj & = 2 (¢)
takav da svaki interval

*
[z; (¥g)s 2% (¥g) +.£]
[¥% (xg)» ¥% (xg) + 2]
sadfii'najmanje jedan broj T za koji vazi

If]k(x: Y, 2 + T)"fwk(x, Y, 2Z) ' < ¢
|g1'1(x!' Yy + 1, z) - 911(X, Yo Z) I < £

gde je i, k€N, x > Xgs ¥ 2 ¥Yg ti- ova reSenja su skoro pe-
riodic¢na. Dakle, za sistem (18) dokazano je da postoje

Fo(xs ¥, 2) = (e xs ¥y, 2))
G (X, Y 2} = (911(x: Ys 2))

skoro periodilne matrice re3enja tj. postoJi klasa skoro pe-
riodiénih reSenja.

‘ﬂ (Y'¢j(x))aj
jeA
N (y=65(x))%
i€B

2. Diferencijalne jednacCine y’=

Posmatrademo diferencijalinu jedrnacinu
Q.

0 (y=4;(x))%3

. JeA

Y = .
M (y=-¢;(x))77
1€8

(21)
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gde jJe A U B =

= . Su prirod-
ni brojevi ([1]

{1, 2, ..-.,m}, AOB=¢iﬁij GJ
).

Za jednacCinu (21) ispitivacdemo postojanje asimptotski
ogranic¢enih re3enja, postojanje periodiCnih reSenja 1 ispi-
tivati pona3anje relenja u okolini koordinantnog poletka, tj.
ispitivacemo postojanje singularne taCke za koju se mozZe uze-
ti koordinatni poletak. Stoga, prvo izloZimo neke osnove 0O
singularnim taikama izloZene u knjizi S. Lef3eca [12].

Posmatraéemo autonomni sistem

g% = X (x, y:)

j %%-= Y (x,.y)

i pretpostaviéemo da ovaj sistem ima izolovanu singularnu

tacku 0 za koju se moZe uzeti koordinatni poletak. Posmatraj-
mo sada krivu |

r %% =X X (x, y) +y Y (x,¥) =2 (x, ¥}

Neka Je Cp krug radijusa p sa centrom 0. Ako je p
dovoljno malo svaka grana krive Z (x, y) = 0 sele Cp u jed-
noj tacCci 1 u Cp jedina zajednicka tacka svih grana je ko-
ordinatni pocfetak. DBakle, unutraSnjost Cp zajedno sa CQ je
podeljena granama krive na konalan skup trouglastih sektora,
a u svakom od njih %% ima odredjen znak.

Ako re3enje vy wulazi (izlazi) u sektor OAB i ne 1z-
lazi (ulazi) iz njega kroz jednu od strana OA, 0B, tada kad
t + 4+ o (t - o) ¥y mora teZziti ka vrhu 0 sektora.
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Pretpostavlijajué¢i da Z (x, y) ima samo realne grane
razlikujemo sledee tipove sektora 0AB.

Slucaj I
61 6 (52
Ny_—TC D
< \
M i c
5
0

Kroz strane OA i 0B re3enja y 1 e 1izlaze, a re-
tenja & koja prolaze kroz [ CD] ostaju u sektoru i teze
0 kad t + + « , Graniéni slucaj je kada je C = D, i1 kada
postoji samo jedno 6. Za reSenja 6 koja ulaze u singu-
larnu tac¢ku dobijamo Cvor, a reSenjima vy, € odgovara sedio,
tako da je ova Singu]arna tacka tipa ¢vor - sedlo.

Slucaj II

Sva resenja teZe ka 0, 1 dobijena singularna tacka Jje
cvor.
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H

Pretpostavimo sada da kriva Z (x, ¥) 0 nema real-

nih grana.

Stucaj III

Pretpostavimo da postoji zrak L koji prolazi kroz O
i koji nije re3enje. Svako reSenje & koje sele L, recimo
u tacci M1, seé¢i e ga ponovo u tadci Mz. Za drugo reSenje

8- postojace M{ ; M2 i M{ -+ Mé definiSe topolosSko pre-
slikavanje -

fom,] ~ [om,]
koje smanjuje interval 0M1. Sledi, da & i svako drugo re-
Senje dovoljno blizu O spiralno tezi ka 0. Dobili smo da je
0 singularna tafka tipa fokusa. Specijalno, ako Je M{ = Mé
0 je centar.

U knjizi V.V. Stepanova [23] posmatraju se trouglo-
vi OAB, a realnim granama odgovaraju realni koreni odgovara-
juée karakteristicne jednacline.

I tako, sve trajektorije koje se nalaze u dovoljno
maloj okolini singularne tacke dele se na sledeCe klase:

1. Parabolicke - reSenja jednim delom ulaze u singu-
tarnu tacku, a drugim i1zlaze.
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2. Hiperbolilke - re3enja izlaze iz singularne tacke.
3. Elipticke - reSenja ulaze u singularnu tacku.

4. Fokus

5. Centar

U radu [25] posmatrana je diferencijalna jednaina

%%* _ :m(x, y) + ¥ (X, y) (22)
n(%s ¥) + X (x, ¥) |

gde su Ym’ Xm - homogeni polinomi od x i y stepena m > 1,
Y, X - stepeni redovi 0od x i ¥ s realnim koeficijentima, ko-
ji po¢inju sa Clanovima m + 1 stepena i konvergiraju u nekoj
okolini koordinatnog poletka. Ne smanjujuéi opStost, pret-
postavlj; se ga je

Ym + Xm # 0

X (0, y) + X (0, y) # 0.

'Za jednalinu (22) ispitivano je postojanje i broj
eliptickih (e), hiperbolic¢kih (h)} i parabolic¢kih (p) oblasti.

Poznato je da postoji konacan broj e, h, p oblasti,
a u klasiCnom radu Bendiksona pokazano je da Je e £ 2m,
h < 2 (m+1).

2.1. Posmatrademo jednacinu

2n |
_n (Y'¢j(x})
yo o= d=ntd — - (23)

(Y'¢1(X))

— =

i=1

tj. ispitivacdemno neke oblike jednacline (21) za koje je ko-
ordinatni pofetak singularna tafka tipa &vora - sedlo 1 ispi-
tivademo postojanje periodi¢nih resenja.
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Pretpostavidemo da su sve funkcije ¢ (x)
(s = 1,...5 2n) neprekidne,

b, (0) =0 (s =1,0ecs 2n) | (24)

ogranicene, da nemaju zajednilkih tacCaka za Xg £ X <+ =,
inf‘cbK (x) > sup ¢, (x) x> %, X 2 X | (25)

i da su w® periodiéne.

Teofemg_s Neka za datu jednacinu (23) vaZe uslovi
(24) 1 (25). Tada jednacina ima klasu periodilnih resSenja a
koordinatni poletak je singularna talka tipa Cvor - sedlo.

Dokaz DokaZimo prvo da je koordinatni poetak sin-
guiarna tacka tipa &vor - sedlo.

Zbog uslova (24) imenilac i brojilac jednadine (23)
se anuliraju u (0, 0) i nemaju drugih nula u okolini koordi-
natnog pocetka, pa je (0, 0) izolovana singularna tacka.

Posmatrajmo sada krivu

dr n
Z (X, ¥)=r g% = X.Q (y - ¢35 (x)) +

+
<
—
——
[
|
-
-
——
p
e
Spge®
!
oo

Reaine grane krive Z (x, ¥y) su

y = ¢, (x) (s =1,..., 2n),
i ako je p dovoljno malo svaka ova grana sele Kkrug Cp U
jednoj tacci, a zajednicka tatka svih ovih krivih u krugu

Cp je koordinatni pocCetak.

Kako se %% moze napisati i kao
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2n |
_ N (y "¢j (x))
j=n+l e + X
n y
n (y - ¢i (x))
=1

to znak %% za dovoljno malo p zavisi samo od prvog sabir-

ka. Realne grane y = ¢, {x) (s = 14..., n) odredjuju sek-
dr

tore, a znak JT Se naizmenicéno menja kada se ide iz jednog

sektora u drugi. Naime, u sektoru |
Yy < ¢1 (X), Yy < ¢2 (X),..., Yy < ¢2n (X)

svi faktori y - ¢ (x) su negativni, a kako je ukupan broj

faktora paran, znak *%% ~je pozitivan. U sledecoj oblasti

y ° ¢1 (x)s ¥y < ¢2 (X)s eeer ¥ < ¢2n4(x)

prvi faktor je pozitivan, pa je znak %%- negativan.

Postavlja se pitanje broja sektora, tj. broja realninh
grana. Ako bi postojale samo dve realne grane, postcjala bi
samo dva sektora suprotnog znaka. U tom slucaju skup taclaxa
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izlaza nije izdvojen od skupa tacaka ulaza, 1 postojale bi
tacike unutradnjeg dodira. Stoga najmanji broj sektora mora
biti 4, i tada skup tacaka izlaza ima najmanje dve razdvo-
jene komponente na Xrugu Cp. Inace, ukupan broj sektora je

paran, da bi se znak %%‘ prvog 1 poslednjeg sektora pokio-

pio.

Dakle, dobijeni sektori su tipa I , i koordinatni
poletak je singularna tacka tipa Cvor - sedlo.

DokaZimo sada da postoje'i periodi¢na reSenja. Stoga,
prvo dokaZzimo da postoje asimptotski ogranidena redenja.

Posmatrajmo krive y = ¢, (x) (7 =1,..., n) (krive
koje pripadaju imeniocu). Re3enja koja pripadaju oblasti iz-
medju ma koje dve ove krive su svakako ograniCena jer ne mo-
gu izaé¢i iz oblasti koja je ogranicena dvema krivama duZ ko-
jih desna strana jednacine {23) tezi . ReSenja koja pri-
padaju ovakvim oblastima zovemo "redukovana klasa ogranicCenih
resenja’.

"

Posmatrajmo sada krive y = ¢j (x} (3 n+l, «..,2n)
(krive koje pripadaju brojiocu). Znak desne strane diferen-
cijalne jednaline (23) se u oblastima izmedju ovih krivih
naizmenicno menja. Uslov (25) omoguluje postavljanje pravin

izmedju ovih krivih. Dakle, moguée je konstruisati skupove

. = < < o £ . ¢ y** },
W { Xg £ X + yJ < ¢J (x) < yJ }

U zavisnosti od znaka desne strane jednacCine {(23) duZ ovih
pravih dokazuje se metodom retrakta da il1i sva reSenja ulaze
u w. 117 postoji u w; bar jedno asimptotski ogranilenso

J J
resenje za X 2> Xgo

Dokazali smo da postoji klasa asimptotskil ograni€enih
reSenja, a kako je desna strana jednaline (23) w - perijodi-~
¢ra to su ta reSenja za x 2 Xg i periodiéna prema teoremi
Masere, i data jednacina ima klasu periodicnih reSenja.




.-57..

~Primedba Ako se jzostavi usiov da su ¢, (x}

(s = 1,..., 2n) w - periodilne, analogno teoremi 2 dokazu-
je se da data jednacina (23) za X > Xq ima bar jedno sko=-
ro periodiéno reienje.

2.2. Posmatrajmo sada jednalinu

m
__n I(Y - ¢j (x))Zj.
y.- - J=Nn+ | (26)
n .
no(y - ¢ (x)°
i=1

Za sve funkcije ¢, (x) (s =1,..., m) uvode se
pretpostavke kao u teoremi 8. U ovom slucCaju koordinatni
pofetak je singularna tacka tipa Cvora.

Naime, uocavaju se sektori u kojima je sada zbog ste-
penovanja faktora y - ¢, (x) (s =1,..., m) parnim broje-
vima, znak %% pozitivan. Svi dobijeni sektori su tipa II,
redenja teZe ka koordinatnom pocetku, i dobijena tacCka je

tipa Cvora.

Isto tako, za x 2 x5 u oblastima oko funkcija y=¢j(x)
(j =n+1,..., m) sva reSenja ulaze u wss A U oblastima
oko funkcija y = ¢ (x) (i =1,..., n) postoje redukovane
klase ograniéenih re3enja, i sva su re3enja ogranicCena, pa

se dokazuje 1 da postoji klasa periodilnih resSenja.

2.3. Prethodna razmatranja mogu se primeniti i na jed-
na¢inu

n 1
o
-l
~—
>
—
<
Jry

Y
amall
L~

<
]

b n
w13
L
[
el
F o 1
-
et
e
mad
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jer se prema poznatom stavu ([27]) svaki polinom

n-1

n
F (x, 2) =2 + A1 z + (.. ¥ An

£iji su koeficijenti analitiCke funkcije, moZze potpuno ra-
staviti na linearne faktore

F (x, z) = (Zz - P1)(z - PZ)... (z - Pn)

gde su P1, P2, ceses Pn stepeni redovi sa razlomljenim ste-
penima po X. |

3. Diferencijalne jednadine y~ =F (x, ¥s ¢ (X))

Posmatracdemo diferéncija]nu jednacinu

y* = F (Xs ¥s 6 () (27)

gde funkcija ¢ (x) ima izvesno kvalitativno svojstvo P.

Definicija Oblast @ (x, y) je “"zona kvalitativnog
uticaja funkcije ¢ (x)" ako se polazeci od svojstva P fun-
kcije ¢ (x) moZie pokazati da sva re3enja jednaline (27),
koja pripadaju 2 (x, ¥), imaju isto svojsivo P. |

U radu [4] prouCavana je jednaCina

y'y " = f (%)

(m, n - prirodni brojevi) gde je f_(x) neprekidna i diferen-
cijabilna za x 2 X,, i gde ulogu funkcije ¢ (x) ima funk-
cija '

y = 71 (x)

(geometrijsko mesto stacionarnih talaka): Pod raznim pretpo-

stavkama o ¥ f (x) (svojstvo P) pokazano je da postoje kla-
se refenja koje imaju isto svojstvo P.

U radu Z.Mikolajske [14] proucavana je jednalina
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yo(x) = v (x) F (x, ¥s u (x))

gde je funkcija u (x) klase C1 za X > 0,
1im u (x) = 0, u {(x) >0 za x > 0.
x-+0 - |

Uvodi se funkcija ¢ (u(x), k) koja je klase C] u odnosu na

(u, k), a funkcije v (x), F (x, ¥, u (x)) zadovoljavaju
jzvesne uslove, i dokazuje se da postoje reSenja date jedna-
¢ine takva da

1lim y (x) = 0.
x=0 |
| Nadovezujuéi se na dobijene rezultate Z.Mikolajske,

przuéavaCemo jednaline koje e imati reSenja sa istim svoj-

styom kao i funkcija ¢ (x).

3.1. Neka je data jednalina (27). Pretpostavifemo da
je F (x, ¥s ¢ (x)) neprekidna po x i ¢, a da je funkcija
¢ (x) klase ¢! za x 2 Xgs 1

1im ¢ (x) = ¢ (28)
X>w® |
Neka je f (é(x), c) funkcija klase C] u odnosu na (¢, ¢} 1
neka je
1° Tim F (x, £ (6 (x)s €)s ¢ (X)) = F (K)
X 00 (29)
2% lim f (¢ (x), ¢) = ¢
X0

Ispitivademo da 1i postoji za jednacinu (27) reSenje
takvo da je
lim y (x) = ¢
X0
ili
¢ Tim —YA(X) =17
X+ f{d(x),c)
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Pretpostavimo stoga da je

1° 1im ¢~ (x) = 0 | |
X+o _ (30)

1 F(k+e)>0 za 0<ec<ce
g (31)

20 F (k ~g )<0 za 0<e<e€g

Teorema 2 Pretpostavlijajuéi da vaZe uslovi (28) -(31)
-a diferencijalnu jedna&inu (27) se dokazuje da postoji bar
jedno redenje y (x) takvo da Je

tim —¥(x) o g,
x+o f{dp(X)sC)

Dokaz Posmatrajmo skup

we, = 1 (x5 ¥) |x 2 xg» F (¢ (x)s ¢ - €0) £ ¥ 2
< f (6 (x)s ¢ + €0) }
i neka su
Sy = { (x5 ¥) lx;xo;y=f(¢ (x), ¢ = €0) }

S, = { (xs ¥) [x 2% ¥ =F (¢ (x)s ¢+ ea) )

Neka je (x, y) bilo koja talka integrala y (x) takva da
,(x: .Y)E 51! pa je |

y"f¢ (6, ¢ - €0) ¢~ = F (%, (¢, € = €0)s &) -
| - f¢(¢: ¢ - Eo) ¢

Prema uslovima (30.1) i (31.2) sledi da je

{y =-f {6, ¢ - g€a) } < 0.
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Analogno na 35, dobijamo da je

{y-f (¢, c + €5) } > 0.

Talke skupa Sj + 5, su talke Striktnog izlaza, i prema teo-
remi T.VaZevskog postoji skup

Z (o) = { (X, ¥) Ix = & (c0)s F($(8(c0)sc-g0) £ ¥ <
h ' =<= f{(¢(8(co), c+ee) }

i tadka PE€ 7 (eq) takva da pripadni integral ostaje u skupu

we, Za X > &8 (g0). Na analogan na&in dobijamo niz
{ e }, e, > 05 i tacke P, &iji pripadni integrali ostaju
u skupu

wé = { (X:IY) ]XixU: f (¢ (X), c = .E‘J) ;yv L
) }

v 2 f (6 (x)s ey

za x 2 Xg 26 (Ev)' Dobijeni integrali Y, Se mogu poklopiti,
pa dakle postoji bar jedan asimptotski ograniZen integral
y* (x) takav da je

f (¢ (x), ¢ - ev):; y* tx):i f (¢ (x), ¢ + Ev)
17114 , |
f (¢ (x)s ¢ - g) y*(x} F{¢(x)sc + g)

— —;-———-—-———‘5
f(6(x), c)

f(¢(x)sc) — f(o(x), ¢)

pa zbog uslova {(30.2) sledi

_ y*(x)
1im = 1.

Pretpostavimo sada da vazi

F(k+e)<O0O za 0<eczeo
| (32)

ne

(k - e) >0 za 0 < £ < €p
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Teorema 10 Neka za jednaéinu (27) vaZe uslovi (28) -
(30) i (32), tada za sva redenja vazi

oy (x)
1im - = 1.

x+o  f(o(x}, c)

Dokaz Na analogan nalin kao i teorema 9 dokazuje se

i ova teorema. U ovom sluZaju skupovi Sy, 52 su skupovi
talaka striktnog ulaza, tj. za svako (x, Y)E 51

{y (x) - f (6 (x)yc-e0)} >0
a za svako (x, y)ES,
{y (x) - f (6 (x)sc+es)} <0
pa sva redenja ulaze u We o Dakle je
f (¢ (x)s ¢ - €0) <y <f (¢ (x), ¢ + €9)

za X > Xg-

Primedba Dokazali smo da postoje asimptotski ograni-
£ena redenja i ako se za diferencijalnu jednalinu (27) pret-
postavi jo3 da je funkcija F (x, ¥, ¢ (x)) w - periodiina,
primenom teoreme Masere dokazuje se da su ta re3enja takodje
periodicna.

3.2. Posmatrajmo sada diferencijalnu jednalinu

y‘ = F (X, Y, ¢1 (X): ¢2 (X); s e s ¢n (X))_ (33)
Pretpostavicdemo da je funkcija F (x, Ys ¢4 {(X)s oeves

¢, (x)) neprekidna po x i ¢, (x) (i =1,..., n), a funk-

cije ¢, (x} (i =1,..., 0} su klase el za x > Xq 1

lim ¢, (x) = c; (i =1,..0, n) (34)
p |

Neka su fi (¢:i (x), ci) funkcije klase C1 u odno-
S Na (Cb.il C.i) i neka je
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1° 1im fi (¢i (x), C

X o0

2° 1im F (x"f1 (¢1 (x), C1): ¢1 (X),-.., ¢n (X)) =

Xr>

= F (ky)

JHim F o(x, fy (45 (X)s Cp)s ¢4 (X}seees & (X))

X+

X0 N
= F (kn)
Neka je
1% 1im $: (x) =0
X0 (36)
fio{ds(x)s k)
im RS _ .

| Ne umanjujuéi op3tost razmatranja moZemo pretpostavi-
ti da je

by (X) < 9p (x) < ..o <6 (x) (37)
Pretpostavimo da za €, > 0 vaZe sledece nejednako-
sti _

1° F (k;, +e) >0 za 0<e<eo |

F (kg - €) <0 P21, 3, cees 2 kK + 1

- (38)
2° F (k; +€) <0 za 0 <e <k

F (ki - g) >0 i =24, ..., 2 k

Teorema 11 Neka za jednadinu (33) vaZe uslovi (34) -
(38), tada postoji po bar jedno redenje takvo da je
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y(x)
Tim =]: i

X>oo f(¢1(x)! Ci)

H

1, 3, ..., 2k + 1

i klase redenja takvih da Jje

y(x)
1im =1, i

X >0 f(¢i(X): Ci)

it
N
»
e
-

.eoy 2K

Dokaz Analogno kao teorema 9 dokazuje se 1 ova te-
orema. Za svaku od funkcija ¢; (x) (i =1, ..., n) kon-
struidu se funkcije

£, (05 (05 €5) (1= Taeeym)

i odgovarajuci skupovi's1 i 52‘ U zavisnosti od uslova
(38.1) 11 (38.2) uofeni skupovi

mlo = { (x, ) I1x 2 x5, 5 (65 (x)s €5 - €0) £ ¥ 2

< fo (05 (x)s cy + €0) }

e omogucavati postojanje bar jednog ili klase asimptotski
ogranienih redenja. |

3.3. Posmatracemo sada sledeéi sistem diferencijal-
nih jednacdina

-

Yy = F1 (xQ Yo ¢1 (x))
| (39)

L4

y 4

Fo (s 25 6y (¥))

Pretpostavimo da su funkcije F (Xs ¥, ¢4 (x)) 1

Fo (¥s 2, ¢5 (¥)) neprekidne, a funkcije ¢y (x), ¢, (¥)
neprekidne i diferencijabilne za x 2> Xgs ¥ 2 ¥y i
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1im by (x)

X+

4
(40)_
Tim s (y) = Cs

y-bﬂ

Neka su funkcije f, (¢, (x)s cq) i fy (¢, (¥)s cp)

1

klase (C 1i neka je

10 Tim Fy (xs Fy (69 (x)s q)s ¢y (X)) = Fy (k)

X

e

Tim Fz (Y fz (¢2 (Yi: Cz)s ¢ (y)) = F2 (kz)

y-b-m
0 : - - |
27 1im gy (x) =0 (41)
1im o5 (y) = 0
y—)-m

3o 1im f1 (¢1 (x), C1) = C1

X0

;12 fz (¢2 () Cz)

Pretpostavimo da je

) =
19 Fs (ky +€) >0 za 0 <e < eo

It
—
L ]
™~

Foo(ky - ) < 0 i

29 Fo (ky +€) <0 za 0 <¢e <eo

Foo(ks =€) >0 i=1, 2
| (42)
3% a) Fy (ky +€) >0 Fo (ko.+ €) <0

D0 < ¢ < g3
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3 b) Fy (ky + €) <0 Fy (ko + €) >0
F1 (kj"E)}o F

0 < € < gy

Teorema 12 Pretpostavicemo da za sistem diferenci-
jalnih jednadina (39) vaZe uslovi (40), (41). Tada ako vaii
uslov (42.1) sistem ima bar jedno asimptotski ogranileno re-
3enje, za uslov (42.2) sva re3enja sistema su asimptotski

ogranicéena, i za uslov (42.3) postoji klasa asimptotski ogra-
nitenih redenja.

Dokaz 1° Neka je ispunjen uslov (42.1). Posmatrajmo

skup
we = L (x5 ¥, 2) |x 2 %0
Fe(d4(x)s cq-€a) 2 ¥ 2 Fyldg(x),cqtea),
Fold,(¥)s Cp-c0) 2 2 ;Lf2(¢2(y),c2+go) }
i neka su skupovi S4q, S,, S5, 5, dati sa .

S1 = { (X, ¥, 2) |x 2 Xgs Y = f1(¢1(x), C1'En) }

S2 = { (X2 ¥, 2) IX 2 Xgs ¥ = f1(¢1(x), C1+gu) }

53 = { (x, ¥s 2) |Y 2 Yo 2 =_f2(¢2(Y); CZ'ED) }
Sy = { (x5 ¥, 2) |y 2yg> 2

Foloy(y), cpten) }

Ispitujuéi znak desne strane sistema (39) dokazuje

se da su tacfke skupa 51, 52' 53, S4 tacke striktnog i1zlaza,
i oznacicdemo skup tacaka striktnog izlaza sa

51 + 52 + 53 + S4 .

Postojacde skup
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Z {e6) = { (xs ¥y 2) ] x =8 (€0)>
f1(¢1(5(50)): 31'50) hI S

i.f1(¢1(5(50)= C1+€ﬁ)-
f2(¢2(6(50)): Cz'Eﬂ) £ Z <
hy f2(¢2(6(50), C2+Eu) }

i taéka PEZ (eq) takva, da po teoremi VaZevskog pripadni in-

tegral ostaje u We . - Mogu se formirati i skupovi W kao
F v '
u teoremi 9, koji dokazuju da postoji bar jedan asimptotski

ogranien integral.

2% Ako su ispunjeni uslovi (42.2), tada Jje znak desne
strane sistema (39) negativan na granici skupa e, pa su
skupovi 31, 52, 53. S4 skupovi tadaka striktnog ulaza, tj.
vazi
+

+ + +
51 +_52 + 53 + S4 .

Dakle, svi integrali su asimptotski ogranilent.

3° Neka su ispunjeni uslovi (42.3). Ispitujucéi znak
desne strane sistema (39) dobijamo sledecCe:

a) Sy + S, + s§ + SZ
b) ST + S; + S5+ S,
Za slucaj a) neka su A i B dve talke s koordinatama

A (&, f1 (¢1 (x), C1 ~ €9)» N)
B (£, f] (¢1 (x), C1 + £9), n)

E 2 Xgs Ty (05 (¥)s ¢ = €0) 2 'S fy (¢, (¥)s €5 + €0)

Neka je Z (eq) segment &€iji su krajevi tafke A 1 B.
Tada po teoriji retrakta postoji tatka P& Z (e,) €i1ji pripadni
integral ostaje u w_ . Tacke A i B su proizvoljne pa posto-

€0
ji klasa asimptotski ogranicenih redenja.
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Analogno se dobija i za sluéaj pod b).

Primedba Ako se pretpostavi da su funkcije
F_1 (Xs ¥ - (x)), F2 (¥, 2z, ¢, (y)) 1 w - periodiéne do-
kazuje se primenom teoreme Masere da su dobijena asimptotski
ogranilena re3enja takodje i periodicna.
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§ 3. ITERATIVNI METOD ZA NALAZENJE
PERIODICNIH REZENJA

U 5v0j glavi izloZen je jedan iterativni metod za na-
lazenje periodicénih re3enja, koji je primenjen na jednacinu
(27). Konstruisan je a]goritam za nalaZzenje sukcesivnih apro-
ksimacija za traZeno periodiino reSenje, 1 takodje se razma-

tra pitanje praktiéne realizacije ovog algoritma na racunskoj
masini,

Prvo ¢e biti izloZene osnove ove teorije_primenjené
na funkcionalne jednaline koje zavise od malog parametra. Za-
tim, se ovaj iterativni postupak primenjuje na nalaZienje pe-

riodi¢nih redenja diferencijalnih jednalina koje zavise od
"malog parametra. Osnovi ove teorije izloZeni su u monografiji
D.K.Like i J.A.Rjabova ([19]), a mi ¢emo je primeniti na
jednadinu (27). |

3.1, Posmatracemo funkcionaline jednaline oblika
u=f (u, ) | (43)

gde je f = (f1, f2' cens fn) vektorska funkcija vektorske
promenljive u = (u,, Ups nes un) i pozitivnog vektora -
parametra ¢ = (51; €ys +++s €.), koja je definisana za

>

u>20 e > 0,

neprekidna po u, €, neprekidno diferencijabilna po u u toj

oblasti pri &emu je
5 £ (0, O)

f (0, 0) =0 = 0

d u
f (0, €) # 0 Za e # 0
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i da pripada klasi pozitivnih, monotono rastuc¢ih i neline-
arno koneksnih funkcija.

Za jednalinu (43) interesuju nas sledeca pitanja. Po-
smatracemo sledece uzastopne aproksimacije

uk=f(uk_1,e:) k = 1, 2, ...

_ (44)
Ug = 0
za fiksirano €. U kom sluaju o;e konvergiraju § dozvolja-
vaju da se nadje redenje sistema (43)? Koja je oblast vred-
nosti ¢, za koje proces konvergira i kako naéi tu oblast?
Koje su osobine redenja u = ¥ sistema (43), ka kojemu kon-
vefgiraju ove sukcesivne aproksimacije, pri Cemu razmatramo
ovo reSenje kao funkciju parametra e?

Osnovni rezultati koji su dobijeni pri ispitivanju
sistema (43) izloZeni su u sledeCim teoremama.

1° Uzastopne aproksimacije (44) konvergiraju i to mo-
notono tada i samo tada kad sistem (43) ima bar jedno pozi-

tivno (prirodno,realno) re3enje.

29 Ako uzastopne aproksimacije (44) konvergiraju pri
nekom € = €°, to one konvergiraju i za sve pozitivne € < e*,

3% Ako je u = u redenje sistema (43) ka kojemu kon-
vergiraju uzastopne aproksimacije (44) za neko fiksirano e,
tada ka tom redenju konvergiraju i aproksimacije (44) pri pro-
jzvoljnoj pofetnoj aproksimaciji Ugs koja zadovoljava nejed-
nakost uy < U.

4° Ako posmatrano redenje u = U sistema (43), ka
kojemu konvergiraju aproksimacije (44) kao funkcija vektora -
parametra e, tada je to redSenje za € # 0 Jedinstveno pozi-
tivno’“eéenje ovog sistema, i koji tezi nuli za € =0 1 mo-
notong raste s rastom €.
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Celokupnost nenegativnih vrednosti e, za koje takvo

reienje u = U (e) postoji, obrazuje zatvorenu oblast D_

Osnovi ove teorije primenjuju se na nalaZenje perio-
di¢nih redenja diferencija]nih jednac¢ina koje zavise od ma-
log parametra. Da bi se dokazala konvergencija redova, po-
mocu kojih se konstruide re3enje diferencijalne jednaline,
i da bi se ocenila oblast konvergencije tih redova, moZe se
koristiti i metod majorantnih jednalina Ljapunova.

Neka je data skalarna funkcija F (x, t, €), vektor-
ske promenlijive x = (x1, Xos sses xn), i kqja je funkcija
pozitivnog parametra € i vremena t u nekoj oblasti

D(Nxlh <R, 0<t<T,0<e<e®)

i koja je neprekidna po x, t i € 1 diferencijabilna po x.

Definicija Majoranta Ljapunova za funkciju F (x,t,e)
naziva se funkcija ¢ (u, e) vektorske promenljive

U = (u1, Ups eees un) i parametra € 1 koja ne zavisi od
t, koja je definisana u oblasti

Hul <R, 0<ex<ce®

i koja pripada klasi neprekidnih, d1ferenc13ab11n1h koneksn1h
funkcija, i koja takodje zadovoljava nejednakosti

| F (x, t, €) | £ ¢ (u, €)

3 F (x, t, € ) 3 ¢ (u, g)
| - — | < -
d X 3 u

za sve X, i1, e u oblasti D, ako je

|l x | < u.

==7

1z poslednje nejednakosti sledi sledefe svojstvo ma-
joranti. Neka su data dva para vektora

x(s).= (xgs} s xés) ; xés)) s = 1, 2

3 *» a0
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u(s) = ( ugs) (s)

,Uz y « s ay U(s)) S'—'],Z

n

takvi da je

| x($) | ;:u(s) s =1, 2
| ((2) o (1) | ;Lu(z) -yt

tada za sve t€[ 0, T ] vaii

[ F (x(z): t, € ) - F (xfi)’ t, € ) [ s
< ¢ i@, e) -0 (1, e)

Neka je dat sistem
x = L F (x, t, €)

gde je L neki operator, tada vaZi sledea teorema:

Ako sve uzastopne aproksimacije
uk = ¢ (Uk_1: E)

UO=0, k=]’2|--n_

ostaju u oblasti D, tada su one majorante za uzastobne apro-
ksimacije

xk = L F (xk_1: t, E)

Xo = 0 k = 1’ 2’ L

tj. za svako k vazi

xy (s €) | 2up (e)

| Xy (t, €) - X1 (t, ) | L Uy (e) - U9 (),

i sve x (t, €e) ostaju u oblasti D.

Posmatracemo sada diferencijalnu jedna&inu
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%% = A2 + ¥ (t) +e (z, t, e)_

gde je A - konstantna (n X n) - matrica; € - mali parame-

tar (smatracemo da je pozitivan); V¥ = ( Toa ¥oo eeny ¥ ) »

1 = (21, 22, cens Zn) - vektorske funkcije obe neprekidne

po t i 2m - periodigne; funkcija Z (z, t, €) Jje neprekid-
na i diferencijabilna po 2z i neprekidna po e u nekoj ob-
lasti

D, =D ( [ z | 2 Ry q <e <€)

Za e = 0 imamo sistem

dt

Az, + Y (t)

koji ima jedinstveno 2m - periodiéno re3enje Zg = Zg (t).
Postavlija se pitanje o postojanju 2% - periodicnog redenja
sistema za € # 0, koje je neprekidno po € i koje teZi za

e = 0 ka z, (t).

Uvedimo smenu
Z=20+x

gde je x = x (t, €¢) redenje za e # 0. UvodeCi ovu smenu u
datu jednadinu dobijamo jednalinu po x tj. dobijamo

d X |
— =Ax+ef (x, t, €)
dt
gde je .
f (x, t, €) = 1 (z0 X, ty, e) -7 (zps t, e).

Vektorska funkcija f (x, t, &) promenljivih x, t, € Je
neprekidna i 27 - periodilna pe t u nekoj oblasti

= 0
Do =D (lIxll <R, 0<eze)

i koja je neprekidna po x, € i diferencijabilna po x, pri
Cemu Je




- 74 -

f(01t10)="" — = 0.
J X

PeriodiZno reienje date jednaline je
x =¢ L f (x, t, €)

gde je L linearni ogranifeni operator. Re3enje x (t, €)
je 27 periodiéno, i zajedno sa njim postoji 2r periodilno
redenje

z (t, ) = z4 (t) + x (t, €)
poetnog sistema koje teii 1z, (t) za e = 0.

Uzastopne aproksimacije X, (ty, €), k = 1, 2y coe
pomocu kojih se traZi periodicno redenje date su sa

X e (t, €) = L f (x, _g4 (t, €), t, €)
X0=0 k=112’---

Naime, x, (t, €) su periodi&na redenja sistema

dXx, : )
— =AXx, + T (X _q4» ts €
dt Tk k-1

k =1, 25 o+

Dalje, je konstruisan algoritam za nalaZenje peri-
odiénih re3enja 2a neke diferencijalne jednaline. Redenja
sy traZfena ovakvom iterativnom metodom u obliku Furijeovog
reda. Naveden je primer poznate diferencijalne jednaline

Van-der-Pola, i periodiéno re3enje je dobijeno pomocu racdun-
ske maSine.

3.2. Neka je data diferencijalna jednalina (27) tj. Je-
dnac¢ina

y'=F {x, ¥y ¢ (%))
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i neka su ispunjeni uslovi teoreme 9. Pretpostavimo da je

funkcija F (x, y» ¢ (x)) 27 - periodiCna, tJ. moZe se pri-
kazati u obliku Furijeovog reda

Na
F o(xs ¥» ¢ (x)) =k20 A, (y) cos kx + B, (y) sin kx (45)

Periodi&no redenje jednaline (27) traZicemo iterativnom
metodom ([19]), traZec¢i ga takodje u obliku Furijeovog reda.

Iteracije €e glasiti

~— =F (x5, 0, ¢ {(x))
ax . (46)
ff—j-=F(xy o (x)) §=2,3
s 3_1; ] y o
dx

Furijeov razvoj za funkciju F (x, 0, ¢ (x)) dobijamo stav-
1jajuéi vy 0 u (45) tj.

No
F (x, 0, ¢ (x)) =z A (0) cos kx + B, (0) sin kx
k=0

Periodié&no reSenje Y1 (x} traZimo u istom tom obliku

0

C£1) cos kx + 0(1) sin kx (47 )
0

Yy = K

n 1.z

k

Stavljajué¢i ove vrednosti u (46) dobijamo:

No
r -k C(1) sin kx + K 0(1) cos kx =
k k
k=0
No
z Ak (0) cos kx + By (0) sin kx
k=0

tj. dobijamo
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(1Y _ p(0)
cil) - p
k Ly K (48)

Y a
c o{!) - al0)

gde je
A0 < a, (0) 8{0) = 8, (0).

Dobijena prva iteracija je Furijeov polinom reda No, gde su

koeficijenti (48) dobijeni pomo€u poznatih koeficijenata
a0 4 {0,

Za sledeéu'iteraciju imamo

dyz |

— = F (X, .Y1:¢ (X))

dx

gde je funkcija F (x, yq» ¢ (x)) predstavijena Furijeovim

razvojem nekog reda Ni, tj.

N
F (x, yg» ¢ (x)) = : A(1) cos kx + 8(1) sin kx

i dobija se stavljajuéi debijeni Furijeov polinom (47) u raz-
voj (45). Koeficijenti A(1) i B(1) dobijaju se pomocu ko-

eficijenata C(i) i D(1) - 0b1m ov1h 1zraEunavanja je veliki,

pa je prakt1cna rea11zac1ga moguca na rafunskim madinama. Za

ove operacije se sastavljaju standardni programi.

Re3enje Yy, (x) traiimo u obliku
Nl

Yo (x) = £2) cos kx + Dﬁz) sin kX
k 0

i stavlj&juéx ove vrednosti u (46) dobijamo za koeficijente
iteracije Yy, (x) vrednosti

2 1
S CILD

2 1
k p{2) = all),
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Analogno se dobijaju Yy, (X)s Ya (x}, ... ¢&iji su po-
Yinomi Furije reda Nz, Niysueoo

Oznatimo sa y, (x) polinom Furije reda N, koji smo
dobili prethodnim izraunavanjima s zadanom gredkom izracu-
navanja koeficijenata, tj.

N : .
YN (x) = ¢ C£N) cos kx + DEN) sin kX
k=0 u
Tada je |
dy, (x) N
N T -k C&N) sin kx + Kk D&N) cos kx
dx k=0 |

1 neka je F (x, Yy» ¢ (x)) Furijeov polinom reda N, > N,

ti.

N)

| | Ni
F (x, Yys ¢ (x)) = 2 A£ cos kx + BEN) sin kx

k=0

Dobijamo da je

- dy |
§ (yy) = -d—N - F (x5 yys ¢ (x))
N
=T (- k CéN) - B£H) ) sin kx +
k=0 | |
+ (k D&N) - AﬁN) ) cos kx -
N1
- £ (A&N) cos kx + B£N) sin kx )
k=N+1
Kako je ) ()
N -
-k Cpl - B s 0
(N} _ A(N) _
k Dy Ag = 0
dobijamo da je
N1
S (yN) = ~ I (AéN) cos kx + B&N) sin kx).
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Neka je maksimalna gre$ka &, tada ako je

N
N) (N)
s (vo) =& | AN et ] < &
N k=N+1 k k
tada se za reSenje uzima yN(x) i proces se zavr3ava. Ako je
pak

8 (yy) 2 8

rafunanje se produZava, i pri tome moZemo uzet] Yy (x) za
novu pocetnu iteraciju.

Najtgii deq rada je nalaZenje koeficijenata polinoma
Furije AﬁJ), B&J) funkcije F (x, ¥» ¢ {x)). Radunanje se
moZe prekinuti ako je razlika izmedju svih susednih odgova-
rajuéih koeficijenata dve susedne iteracije Yj-1 i yj
manja od nekog e. Izralunavanje se moZe vriiti 1 tako ako
se na samom poletku zada dovoljno veliki red N svih polino-
ma Furije. Tada ako su koeficijenti polinoma Furije Yy (x)
manji od €, traZeno re3enje je nadjeno. Proces ne mora kon-

vergirati ako je red N svih polinoma Y3 (x) mali.

3.3. Nave3cemo algoritam za nalaZenje koeficijenata
Ck, Dk reienja y (x), 1 on se sastoji u siedecem.

Zadaje se red polinoma N =za sve iteracije, greska €
jzracéunavanja svih koeficijenata polinoma Furije? i funkcija

Foixs ys ¢ (x)).

Koeficijenti Furije funkcije F (x, ¥y, ¢ (x)) rafunaju
se trapeznim pravilom za izralunavanje integrala. Za tako do-
bijene koeficijente rafunaju se koeficijenti C,, Dk' Pro-
ces racunanja se zavr3ava kada je raziika izmedju dve sused-

ne iteracije za nalazenje C Dk manja od zadanog e.

kl
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Neka je data diferencijalna jedna&ina
,2 1 .
y =y ¢ — | (43)
ST 5 - 4 cos x

i neka je N =10, a € =0.1D - 10. MNave3cdemoc algoritam

za nalaZenje periodi&nih redenja, i zatim primenjujuci dati
algoritam za jednalinu {(49) nadjeno je periodilno reldenje tj.
koeficijenti Ck' Dk reda Furij?.
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Algoritam programa:

POCETAK PROGRAMA

C (I) =0

D (I) = 0

‘.P l“l

‘.' I“I 'Ii‘liil'lil |‘||
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INTEGR (FS,A,B,S)

P (K) = (- 57+ S) / K

INTEGR (FC,A,B,S)

E m!.g
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DABS (P(K) - C (K)) > ¢

da

DABS (Q(K) - D (K)) > &
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Algoritamske Seme potprograma:

‘
Y =Y + C (I) « COS (IX)

9

I=1,N

Y =Y +D (I) « SIN (IX)

9

POVRATAK
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6 = Y2(X) + F(X)

POVRATAK

FC = G(X) = COS (KX) |

POVRATAK




~ 85 -

INTEGR (FUN, A,B,S) .)

St = B;A . (FUN{A) + FUN(B))

M = M+

TRAPEZ ( FUN,A,B,S )
da
ABS { S1 - S ) < ¢
.
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TRAPEZ ( FUN,A,B,M,S )

I = 1,M-1

S =S + 2 « FUN (A)

POVRATAK
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