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PREDGOVOR

Govorecdi apstraktnim matematickim jezikom, graf je konacan skup snabdeven
binarnom relacijom. U primenama pojam grafa dobija svoju punu vrednost kada se
skupovi i relacije na njima predstavijaju geometrijskim figurama koje su obrazovane
od niza tacaka spojenih krivim linijama. Teorija grafova proucava osobine ovih figura
koje ostaju invarijantne pri kontinualnim deformacijama, tj. neprekidnim preslikava-
njima.

Teorija grafova je jedna od onih matematickih disciplina koje poslednjih godina
odlikuje izuzetno intenzivan razvojl. Gipkost aparata teorije grafova omoguéava da
se brojni problemi sa konalnim skupovima, iz veoma raznorodnih naucnih oblasti,
Sormulisu i reSavaju na jedinstven nacin. Primena teorije grafova i njenih metoda
zauzima danas znacajno mesto u teoriji elektricnih kola, teoriji sistema automatskog
upravljanja, teoriji konacnih automata, operacionom istraZivanju, teoriji pouzdanog
prenosa informacija, zatim u hemiji, ekonomskim naukama, sociologiji, biologiji i
dr. Glavni razlog za ovako Sirok raspon primena leZi, u prvom redu, u jasnoj geo-
metrijskoj predstavi koju graf sadrZi i koja je bliska intuitivnoj predstavi koju covek
ima o osobinama i ponaSanju objekta koji se predstavija grafom.

Ova knjiga ce posluZiti Citaocu da upozna osnovne pojmove i teoreme teorije
grafova kao matematicke discipline, i neke mogucénosti njene primene. Knjiga ne
pretenduje na iscrpnost; njen cilj je da uvede Citaoca u ovu oblast.

Prvi deo pod nazivom »Uvod u teoriju grafova« izraden je na osnovu preda-
vanja koja je prvopotpisani odrzao studentima Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu
Skolske 1969/70. godine u okviru jednosemestralnog fakultativnog kursa posvedéenog
teoriji grafova. U uvodnom delu su date definicije osnovnih pojmova, iznet je, u krat-
kim potezima, istorijat teorije grafova i prikazano je, fragmentarno, danasnje stanje
teorije grafova. Odabrana poglavija, koja zatim slede, obraduju teorijske osnove
najvaznijih primena teorije grafova. Mnogobrojni primeri koji su ukljuceni u tekst
sluZe kao ilustracija ali i ukazuju na mogucnosti primene. Primeri se odnose, na pri-
mer, na sledede oblasti: elektrotehnika, hemija, organizacija rada, sociologija, Sah
i druge igre itd. Izvestan broj teorema se daje bez dokaza, ali se pri tom Citalac upu-
Cuje na literaturu gde se dokaz moZe naci. Citirana literatura moZe, u svakom slucaju,
da posluZi zainteresovanom citaocu kao polazna osnova za uvodenje u inace obimnu
literaturu teorije grafova. Za praéenje ovog dela knjige potrebno je elementarno znanje
iz opsSte algebre, teorije skupova i matricnog racuna.?

1 Videti odeljak 1.4 (»Danainje stanje teorije grafova«) i tekst »Jedno miSljenje o teori
grafova« iz Priloga.

2 Videti, na primer, slede¢e knjige:
1. D. S. Mitrinovi¢, D. Z. Pokovié, Polinomi i matrice, Beograd, 1966.
2. . Kurepa, Algebra I, 1I, Zagreb, 1965; 1I izdanje: Beograd, 1971.




Drugi deo je posveéen primeni teorije grafova u analizi elektricnih mreZa. Posto
se uvodi pojam elektricne mreZe i njenog grafa, iznose se osobine topoloskih matrica
koje se koriste za formulisanje jednacina elektricne mreZe. Na kraju se ukratko disku-
tuje problem resavanja jednacina elektricnih mreZa pomocu topoloskih formula. Uop-
Steno govoreli, elektricna mreZa se mozZe shvatiti kao graf kome je pridruzena jedna
algebarska struktura. Poznato je da se modelom elektricne mreZe mogu predstaviti
razni fizicki sistemi i pojave (toplotne, hemijske, atomske, opticke, ekonomske, bio-
loske i dr.). Informacija dobijena analizom elektricne mreZe pruZa na jedan pregle-
dan nacin sve potrebne podatke o polaznom sistemu, isticuci pri tome strukturalne
osobine koje su upravo i dobijaju pomolu grafa. Otuda i potice interes za analizu
elektricnih mreza u okvirima teorije grafova. Podrazumeva se da citalac poznaje
osnove linearne algebre, a za pracenje 4. i 5. glave ovog dela korisno je poznavanje
osnova teorije elektricnih kola, na primer, u obimu u kome se predaje studentima
druge godine Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu. Treéa glava sadrZi u saZetom
obliku neophodni minimum iz teorije grafova koji je potreban postdiplomskim stu-
dentima za pracenje predmeta Odabrana poglavlja iz analize elektricnih mrezZa.

Treéi deo, Prilozi, sadrZi, izmedu ostalog, primere jo§ nekih primena teorije
grafova.

Iako se pojedini delovi knjige ne nadovezuju direktno jedan na drugi, autori
su se trudili da knjiga u konacnom obliku predstavija celinu. Velike teskoce autorima
Jje zadavalo pitanje terminologije koja ni u literaturi na Sstranim jezicima nije Stan-
dardizovana. Opste Sarenilo u terminologiji teorije grafova potice otuda $to se aparat
teorije grafova dugi niz godina razvijao nezavisno u raznim i medusobno nepovezanim
naucnim disciplinama. Uz to, situacija je kod nas jos utoliko specificna Sto je na srpsko-
hrvatskom jeziku objavljeno vrio malo tekstova koji su posvecleni teoriji grafova.
Autori su u knjizi koristili jedinstvenu terminologiju osim u nekim slucajevima, na
Sta je citaocu skrenuta paznja u fusnotama. Autori ne smatraju da su upotrebljeni
termini najbolje odabrani ni da su konacni; svaka korisna primedba ili ideja cita-
laca bice rado prihvacena.

Knjiga je namenjena Sirokom krugu Citalaca, pocev od studenata veéine fakulteta
do strucnjaka raznih specijalnosti. Posebno, na Elektrotehnickom fakultetu u Beo-
gradu elementi teorije grafova ulaze u programe sledecih predmeta: Matematika 1,
Teorija elektricnih kola, Odabrana poglavlja iz analize elektricnih mreZa, Sistemi
automatskog upravljanja, Regulacija i dr. Stoga studenti pomenutog fakulteta mogu
koristiti ovu knjigu kao pomocni udZbenik.

Autori zahvaljuju profesoru D. S. Mitrinovicu, koji je dao inicijativu za izradu
ove knjige. Profesor D. Kurepa je procitao prvi i drugi deo ove knjige, a profesor
R. Horvat drugi deo. Oni su dali vise korisnih primedbi, te su na taj nacin doprineli
poboljSanju teksta, na cemu im autori zahvaljuju. Zahvaljujemo takode M. Stoji¢u
i B. Laziéu na prilozima koje su pripremili za ovu knjigu.

Beograd, februara 1971. Autori
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UVOD U TEORIJU GRAFOVA
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1. UVODNI DEO

1.1. POJAM GRAFA

Postoji viSe nacCina da se definiSe graf. PoCecemo sa definicijom grafa prema
C. Bergeu [6].

Posmatrajmo neprazan skup X={xy, ..., x,}. Partitivni skup P (X) skupa X
je skup svih delova (podskupova) skupa X, tj. P (X)={9, {x,}, ..., {x,}, {x;, x2},
..., X}. Neka je I jednozna¢no preslikavanje skupa X u skup P (X), tj. neka je
(Vx; € X), I'xi &P (x). Preslikavanjem I” se, dakle, svakom elementu x; skupa X
pridruZuje jedan podskup A, skupa X. I' se moZe protumaciti i kao viSeznadno
preslikavanje skupa X u samoga sebe.

Graf je definisan nepraznim skupom X i1 viSeznaénim preslikavanjem I skupa
X u X. Preciznije, graf G je ureden par koji se sastoji od X 1 I'. Simboli¢ki se piSe
G=(X,T).

Primer. Ncka je X={x,, x,, x;, x,}, a I' dato sa T'x,={x;, x,, x5, X,}, ' x,=2,
I'xy={x,, x;}, I x,={x;}. Ovim je definisan jedan graf.

Graf se moze ocigledno predstaviti crteZom na slede¢i nacin. Elemente skupa
X, koje ¢emo zvati ¢vorovima grafa, predstavljamo proizvoljnim medusobno razli-
¢itim tackama u ravni. (Na slikama su ¢vorovi oznadeni relativno velikim kruZi-
¢ima.) Za svako i povezujemo tacku, koja predstavlja ¢vor x;& X, posebnim nepre-
kidnim glatkim linijama sa svakom od tacaka koje
predstavljaju ¢vorove iz Az;. Ove linije koje spajaju po
dva Cvora zovu se grane!l grafa. Svaka grana je orijenti-
sana (na slici se to oznalava strelicom) od d&vora Xx;
ka Cvoru iz Ay. Osim kroz pomenuta dva Cvora, gra-
na ne prolazi kroz druge C¢vorove grafa. X4

Na sl. 1 je predstavljen graf iz napred navede-
nog primera.

Grana dija se oba kraja nalaze u istom ¢&voru X4
naziva se petlja. Orijentacija petlje nema posebnog
znacaja, jer ma kako da postavimo strelicu, petlja vo-
di iz C&vora, recimo, x; u isti ¢vor x;. Stoga se kod
petlje strelica na crteZu obicno izostavlja. Pojedini parovi ¢vorova mogu biti spo-
jeni sa dve grane suprotnih orijentacija. Obi¢no se ove dve grane na crteZu pred-

X3

X2

SI. 1

1 U radovima M. Stojakovi¢a upotrebljen je termin spojrica. Termin grana je usvojen zato
§to je on u opstoj upotrebi u literaturi iz oblasti elektrotehnike.
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stavljaju jedinstvenom linijom koja se dvostrano orijentife. Uz ovu konvenciju
graf sa sl. 1. moZe se predstaviti kao na sl. 2.

Graf kod kojeg su sve grane jednostrano orijentisane naziva se orijentisan
ili antisimetrican graf.

Drugu vaznu klasu grafova &ine grafovi kod kojih su sve grane (osim petlji)
orijentisane dvostrano. PoSto su sada oba smera kretanja po grani ravnopravna,
mozZzemo smatrati da su grane neorijentisane, te se na crteZu izostavljaju strelice.
Ovakvi grafovi nazivaju se neorijentisani ili simetriéni grafovi. Dva &vora neorijen-
tisanog grafa zovu se susedna ako su spojena granom. Broj susednih ¢vorova nekog
&vora zove se stepen Cvora.

Grafovi se dele na konacne 1 beskonacne grafove prema tome da li je skup
¢vorova X konafan ili beskonacan. U ovoj knjizi razmatratemo, uglavnom,
konacne grafove.

Napomenimo da se graf moZe definisati i opisom njegovog crteza, tj. kao
skup tacaka u ravni, od kojih neke medusobno povezane neprekidnim glatkim
orijentisanim ili neorijentisanim linijjama.

zometrijska predstava grafa (crtez grafa) sugeriSe nam generalizaciju pojma
grafa. Mogu se zamisliti grafovi kod kojih se izmedu dva ¢vora nalazi viSe od jedne
grane iste orijentacije. Naravno, ovde su moguéne i viSestruke petlje. Ovakvi gra-
fovi se nazivaju multigrafovi.

Graf je poseban sludaj multigrafa. Dezfinicija orijentisanih, neorijentisanih,
konacnih i beskonacénih grafova se na prirodan nacin profiruje i na multigrafove.

X3
Xy X2
X1
Sl 2 Sl 3

Na sl. 3 je predstavljen jedan multigraf.

Graf moZe da bude predstavljen i jednom kvadratnom matricom &iji je red
jednak broju ¢vorova grafa. Elemenat a; na preseku i-te vrste i j-te kolone
ove matrice je jednak broju grana koje polaze iz vora x; a zavr$avaju se u &voru
x5. Ova matrica se zove matrica susedstva grafa i obeleZava se sa A.

Matrica susedstva napred navedenog grafa (sl. 1) je:

S = O =
O = O =
-0 O
O O O =
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Ako dopustimo da dva Cvora mogu bitl spojena najviSe jednom granom iste
orijentacije, elementi matrice A mogu biti samo 0 ili 1. Matrice sa ovakvim ele-
mentima zovu se dijadske ili sociometrijske matrice (videti [42], str. 486—489).

Elementi matrice susedstva multigrafa su prirodni brojevi i nula, Multigraf
sa sl. 3 ima matricu susedstva.

010 3
2210
A=l 6 1 0 0
0011

Matrica susedstva A neorijentisanog grafa je simetrina matrica, tj. A =A¢,
Za matricu susedstva A= [ay]] orijentisanog grafa vaZi

Vi, je{l,..,, n}) ay=1,=> ay=0 (#)).
Trag matrice A je, po definiciji, jednak zbiru dijagonalnih elemenata matrice,

n
tj. tr A= Z az. OCigledno je da multigraf nema petlji ako 1 samo ako je tr A= 0.
i=1
Pojam grafa se pojavljuje u mnogim naucnim disciplinama i, uopste, ove-
kovim delatnostima. Poseban znacaj ima ovaj pojam u elektrotehnici, kompju-
terstvu 1 nauci o organizaciji rada. Grafovima se, na primer, mogu predstaviti
mreZe telekomunikacija, elektriéne Seme, sistemi jednalina koje opisuju raspodelu
struja u elektriénom kolu, programi za kompjutere, mreZe puteva ili Zeleznickih
pruga itd. Nave§¢emo nekoliko primera.

a) Moguénost kretanja vozila kroz neki grad moZe se predstaviti grafom.
Raskrsnice predstavljaju ¢vorove grafa, a ulice grane. Grana je orijentisana ako
je odgovarajuca ulica jednosmerna za saobracaj. Neorijentisane grane odgovaraju
ulicama kod kojih je saobraéaj mogucan u oba smera.

b) Elektriéne mrefe predstavljaju razliCite sklopove generatora, otpornika,
kalema, kondenzatora i drugih elektri€nih elemenata. Ovi elementi koji imaju dva
kraja nalaze se ukljudeni u pojedinim granama mreZe. Cvorovi mreZe su tacke u
kojima se sustidu bar tri grane mreZe. Na sl. 4 dat je primer elektri¢ne mreZe.

Xg X4 X3 X5 Xy, X3
W m

,
Xy X2 X X,

Sl 4

Elektrinoj mreZi se mo¥e pridruZiti jedan multigraf. Cvorovi multigrafa
odgovaraju &vorovima mreZze. Svakoj grani koja vezuje dva ¢vora u elektri¢noj
mreZi odgovara jedna neorijentisana grana u multigrafu izmedu odgovarajucih
Cvorova (sl. 4).



12

¢) U hemiji se multigrafovima predstavlja struktura medusobnih veza atoma
u mulekulu. Na sl. 5 je dato nekoliko primera.

H H
|
H C=C
| / AN
H—-C—-H H—-C=C—H H--C N y C—H
| N
|
metan acetilen H H
benzol

SL 5

d) Razli¢iti odnosi izmedu pojedinaca u nekoj grupi [judi mogu se takode
predstaviti grafom. Pojedinci se predstavljaju Evorovima grafa, a orijentisane
ili neorijentisane grane mogu da oznacavaju takve odnose pojedinaca kao $to su
poznanstvo, simpatija, uticaj, dominacija, srodstvo itd. Grafovi se u ovakvim slu-
dajevima obiéno nazivaju sociogrami. Odavde 1 potie naziv sociometrijske matrice,
koji je ranije naveden.

Turnir sa » takmifara x;, ..., x,, u kome svaki takmiéar igra sa svakim
1 nijedna borba se ne zavrSava nereSeno, moZemo predstaviti orijentisanim grafom
¢iji su ¢vorovi obeleZeni sa xi, ..., x,. U ovom grafu su ¢vorovi x; 1 x; povezani

orijentisanom granom, koja ide od x; ka xj, ako i samo ako je takmicar x; pobedio
takmicara xj. Ovakvi grafovi se obi¢no nazivaju turniri.

Pomenimo zatim tzv. genealosSka stabla ili rodoslovlja koja opisuju odnose
roditelj — deca neke grupe ljudi. Sli€ne strukture su 1 grafovi koji opisuju hije-
rarhiju komandovanja u vojnim ili drugim organizacijama. U ovim grafovima vodi
grana iz ¢vora x; u ¢vor x; ako i samo ako je lice x; neposredni stareSina licu x;.

1.2. IZ ISTORIJE TEORIJE GRAFOVA

a) Jedan od najstarijih poznatih problema koji je u vezi sa grafovima je tzv.
problem kenigsberskih mostova.

Kenigsberg leZi na reci sa ostrvima. Pojedini delovi grada su povezani mosto-
vima, kao §to se vidi na sl. 6. Godine 1736. gradani Kenigsberga su pokusavali
da odgovore na pitanje da li se moZe preCi preko svih sedam mostova tako da se
nijedan ne prede viSe nego jedanput. Odrecan odgovor na ovo pitanje dao je Euler.

Situacija sa mostovima moZe se prikazati multigrafom na sl. 7. Problem se
moze formulisati 1 ovako: da li se graf sa sl. 7 moze nacrtati tako da se olovka
ne podiZe sa hartije 1 ne prelazi po ve¢ povucenoj liniji? Za grafove keji se mogu
nacrtati na ovaj naCin kazZe se da poseduju Eulerov lanac. Poznata je teorema koja
precizira uslove za postojanje Eulerovog lanca:

Multigraf poseduje Eulerov lanac ako i samo ako je povezan i poseduje dva
ili nijedan C&vor neparnog stepena.
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b) G. Kirchhoff je 1847. god. objavio €lanak [36] u kojem su izloZene osnove
analize elektri¢nih mreZa. Bitnu ulogu u Kirchoffovim razmatranjima igraju pojmovi
teorijje grafova. Teorija grafova omogucuje da se tzv. prvi i drugi Kirchhoffov

i

zakon iz elektrotehnike najracionalnije primeni na obrazovanje sistema jednadina
koje opisuju raspodelu struja u elektri¢nom kolu.

Deo teorije grafova koji je od interesa za pomenuti problem iz elektrotehnike
izloZen je u odeljku 2.1.

c) Godine 1848.u asopisu »Berliner Schachzeitung« prvi put je publikovan
tzv. problem osam dama, koji je bio poznat 1 ranije. On glasi: Na koliko nadina
se mogu postaviti na Sahovsku tablu osam dama, tako da se medusobno ne na-
padaju.

Svakoj $ahovskoj figuri moZe se pridruziti jedan graf na sledeéi nacin. Neka
polja Sahovske table predstavijaju ¢vorove grafa. Iz Evora x ide grana ka évoru y
ako sa polja x figura meze da prede na polje y. Na taj nacin je Sah u vezi sa teo-
rijom grafova. Druga njihova veza proistiCe iz veze teorije grafova sa teorijom
igara. Prema teoriji igara, Sahovska igra se predstavlja grafom ¢iji su ¢vorovi poje-
dine Sahovske pozicije.

Skup &vorova datog grafa od kojih nikoja dva nisu susedna zove se unutrasnje
stabilni ili nezavisan skup grafa. Broj unutrasnje stabilnosti grafa definie se kao
broj elemenata u najveéem unutra$nje stabilnom skupu.

Broj unutrasnje stabilnosti za graf u problemu osam dama je 8, jer je to naj-
veéi broj dama koji se moZe postaviti na Sahovsku tablu pod navedenim uslovima.
Sa uvedenom terminologijom problem osam dama glasi:

Koliko ima najvecih unutrasnje stabilnih skupova u grafu pridruZenom Sahov-
skoj figuri dami?
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Problem osam dama je reSio Nauck 1850. god. On je naveo 92 refenja, koja
se mogu dobiti rotacijom i ogledanjem Sahovske table, polazeéi od sledeéih osnov-
nih reSenja:

° 158 6 3 7 2 4 7° 2 6 831475
22 1 6 8 3 74 2 5 8¢ 2 73 6 8 51 4
3 246 8 31735 9° 275 8 1 4 6 3
4° 2 5 7 1 3 8 6 4 10° 3 5281746
5 257418 6 3 11° 3 5841726
6° 2 6 1 7 4 8 3 5 12° 362 528174

Brojevi oznacavaju poloZaje dama na pojedinim redovima Sahovske table.

Interesantno je da je Gauss pronaSao svega 72 reSenja. Ove se moZe
objasniti nepostojanjem u ondasnje vreme metoda za reSavanje ovakvih zadataka.
Jedini metod bio je tada prosto probanje i proveravanje. Na ovaj nalin reSenje
problema osam dama zahteva desetak Casova rada. Zbog vaZnosti u primenama
danas su razradeni algoritmi za pronalaZenje najveéih unutra$njih stabilnih sku-
pova grafa pomocu kojih se problem osam dama reSava za nekoliko minuta.

Problem razmestaja dama nije reSen u opStem slucaju, kada se umesto obi¢ne
Sahovske plofe sa 8 X 8 polja posmatra generalisana $ahovska ploCa tipa n X n.

d) Godine 1879. Cayley je pred ¢lanovima Londonskog geografskog dru$tva
postavio Cuveni problem cetiri boje, koji ni do danas nije reSen.

Problem dCetiri boje sastoji se u tome da se dokaze da se svaka geografska
karta mozZe obojiti sa Cetirl boje tako da susedne drZzave ne budu obojene istom
bojom. Pod susednim drZavama se podrazumevaju drzave koje imaju zajednicku
grani¢nu liniju, ali ne i one koje imaju jednu ili viSe izolovanih zajednickih gra-
ni¢nih tadaka. Samo se po sebi razume da se problem ne odnosi samo na stvarne
geografske karte, ve¢ na sve karte koje se mogu zamisliti.

Problem detiri boje moZe se pre-
vestl na jezik teorije grafova. Na sl. 5
je prikazan nacin na koji se svakoj
geografskoj karti moZe pridruZiti jedan
graf. Cvorovi pridruZenog grafa su
proizvoljno izabrani — po jedan unu-
tar svake drzave, a ¢vorove susednih
drzava spajaju grane.

Graf pridruzen geografskoj karti
je ravan ( planaran) graf, jer se moZe
nacrtati u ravni tako da mu se spoj-
nice medusobno ne presecaju.

Graf je k-obojiv ako se njegovi
&vorovi mogu obojiti sa k boja tako da
susedni &vorovi ne budu obojeni istom bojom. Graf je k-hromatski ako je k-obojiv
a nije (k-1)-0bojiv.

Sl 8

Problem ekvivalentan problemu cetiri boje glasi:

Dokazati da je svaki ravan graf 4-obojiv.
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Postoji vise formulacija problema Cetiri boje. NajbliZza sustini stvari je, izgleda,
formulacija data u [37], 1I izdanje, str. 202.

Do danas je dokazano samo da je svaki ravan graf S-obojiv. Medutim, stav
o Cetiri boje nije ni opovrgnut. Interesantno je da je prvi »dokaz« stava o &etiri
boje dao Kempe jos 1879. god. Tek je 1890. god. Heawood pronaSao greSku u
Kempeovim razmatranjima.

e) Dugo je teorija grafova bila viSe skup nepovezanih, &esto atraktivnih
problema, a manje celovita matemati¢ka teorija. MoZda se kao trenutak zasnivanja
teorije grafova kao samostalne matematiCke discipline moZe uzeti objavljivanje
Konigove monografije [37] 1936. god. Izmcdu ostalog, tada je termin graf usao
u opStu upotrebu.

Zahtevi u primenama a 1 opStli razvoj matematike poedsticu i omoguduju
u to vreme, a naro€ito posle drugog svetskog rata, razvoj teorije grafova. Znacajan
doprinos teoriji grafova dao je 1937. god. G. Pélya [49] (metod za odredivanje
broja grafova sa datim osobinama).

U hemiji je od interesa poznavanje broja izomera nekog jedinjenja. Izomeri
su jedinjenja Ciji su molekuli sastavljeni od istih atoma, a razlikuju se po strukturi
medusobnih veza atoma. Tako, na primer, za jedinjenje C,H,;, moguce je zamisliti
sledeée dve strukturne formule (sl. 9):

H H H
o
}|1}|11|{}|I H—C—C—C—H
H—C—C—C—C—y ﬁ { ﬁ
]
H H H H HC|H
Butan H
Izobutan

Sl 9

Posto je ugljenik C Cetvorovalentan, a vodonik H jednovalentan, problem
se moZe postaviti ovako: koliko postoji neizomorfnih? povezanih grafova koji
imaju Cetiri &vora stepena Cetiri i deset Cvorova stepena jedan? U datom slucaju
neposrednim proveravanjem moZe se videti da su sva reSenja data na sl. 9. U slo-
Zenijim sluCajevima primenjuje se teorema koju je dao Pdlya [49], [3].

1.3. DEFINICIJE I OSNOVNE TEOREME

1.3.1. Graf i binarna relacija

Naveséemo jo§ jednu definiciju grafa ekvivalentnu ranijim definicijama.

Descartesov proizvod X X Y skupova X 1 Y se definiSe pomoc’u X XY=
= {(x, y)\ xE X, y& Y} tj. X X Y je skup uredenih parova, pri ¢emu je prvi ¢lan
u paru iz X a drugi iz Y.

Binarna relacija ¢ u skupu X X Y je svaki podskup skupa X X Y. Specijalno
se za sluaj X'= Y naziva p binarnom relacijom u skupu X.

2 Videti str. 22.
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Neka je X neprazan skup i p binarna relacija u X. Ureden par G=(X, p)
se naziva graf. Elementi skupa X su c¢vorovi grafa, a elementi skupa p grane grafa.

Crtez grafa dobijamo na slede¢i nacin. Cvorove grafa xq, ..., x, (€ X) pred-
stavljamo, kao i ranije, taCkama u ravni. Ako je (xi, x5) & p. &vor x; povezujemo
granom sa ¢vorom xj. Orijentacija grane je od x¢ ka x5. Ako (xi, x5) € p, Evorovi
X; 1 Xy nisu povezani granom.

Graf G sa sl. 1 mozZe se predstaviti na sledeéi nacin:
G=(X,p), gde je X={x, xz, x3, x4}

i p={(x1, x1), (x1, x2), (x1, x3), (x1, X4), (x3, X1), (x3, x2), (X4, x3)}.

Umesto G=(X, p) Cesto se piSe G=(X, U), pri emu se zaobilazi pojam
binarne relacije i U tumadi kao skup uredenih parova elemenata skupa X, tj. kao
skup grana. Dakle, graf je zadat ako je zadat skup €vorova i skup grana.

Za neorijentisane grafove piSe se G=(X, V), pri ¢emu se V tretira kao skup
neuredenih parova elemenata iz skupa X, tj. kao skup neorijentisanih ili dvostrano
orijentisanih grana.

Iste oznake se upotrebljavaju i za multigrafove, ali se tada naglasava da skup
U (odnosno V) moZe sadrZati viSe identiCnih parova.

Postoje i drugi nadini da se definiSe graf. Jedna veoma opSta definicija je data
u [69].

1.3.2. Pedgraf i delimicni graf

Neka je dat graf G=(X, U). Graf oblika H=(Y,T), pri ¢emuje YCX i T
podskup skupa U koji sadrZi sve one parove iz U, koji su obrazovani samo od
elemenata skupa Y, naziva ¢ podgraf grafa G, obrazovan skupom C&vorova Y.
Dakle, podgraf iz datog grafa dobija se na taj nadin $to se uo€i neki neprazan pod-
skup Y skupa ¢vorova i udalje iz grafa svi ostali &vorovi zajedno sa granama koje
su susedne udaljenim &vorovims. U podgrafu ostaju samo grane koje povezuju
¢vorove iz Y.

Xg
Xy Xy,
X2 X3 XS
O
Xs
O
Xy Xi X4
: X3
Xz X3
S1. 10

Na sl. 10 dat je jedan graf sa dva svoja podgrafa.
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Delimic¢nim ili parcijalnim grafom grafa G= (X, U) naziva se svaki graf oblika
H=(X,T), pri ¢emu je TC U. Na sl. 11 je dato nekoliko delimi¢nih grafova jed-
nog grafa.

Xg Xy X3 Xg XL X3
X5 X4, X3 Xy X4 X3
O O O
O O
Sk 11
X4
X X Xg X3
X5 x3 5 3
Xs5 X, X, X4
X X3 Xg Xg
X3
X1 X2 1 Xy
Sl 12

Delimi¢ni graf podgrafa naziva se delimiéni podgraf datog grafa. Na sl. 12
se nalaze dva grafa sa po jednim svojim podgrafom i delimi¢nim podgrafom.

2 Teorija grafova i njene primene
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U literaturi se pojmovi podgraf, delimi¢ni graf i delimi¢ni podgraf &esto
sre¢u pod drugim nazivima ili se ovi nazivi upotrebljavaju sa ne§to izmenjenini
znaenjem. Nestandardna terminologija u teoriji grafova primorava autore da na
pocetku svojih radova objasne koje pojmove oznafavaju sporni termini koji se
pojavljuju u radu.

1.3.3. Povezanost grafova

Put duZine k u grafu je svaki niz grana uy, ..., u, koji ima sledece osobine:
1°. grana wu; polazi iz proizvoljnog &vora grafa;

2°. Grana u; (i=2, ..., k) poCinje u onom ¢&voru u kojem se zavrSava
grana ;.

Put moZze viSe puta da prolazi istom granom ili kroz isti évor. Elementarni put
je put koji kroz svaki ¢vor grafa prolazi najviSe jedanput.

Put, koji se zavrSava u istom ¢voru u kojem i polinje, naziva se kruzni ili
zatvoren put.

Kao $to se vidi, kod pojmova put i kruzni put bitna je orijentacija grana.

U nekim primenama teorije grafova koriste se pojmovi sliéni ovim pojmovima,
ali bez uzimanja u obzir orijentacije grana.

Dosada smo uvek smatrali da je grana zadata ako su zadata dva ¢vora 1 ori-
jentacije grane, jednostrana ili dvostrana.

Kada to bude posebno naglaseno, pod granom ¢emo podrazumevati jedno-
stavno skup dva &vora koji predstavljaju krajeve grane. Pri ovom orijentacija grane
moZe biti proizvoljna i ona nas ne interesuje. Grane u ovom smislu obelezava-
¢emo slovima vy, v, ... za razliku od grana kod kojih uzimamo u obzir orijen-
taciju i kod kojih ¢emo upotrebljavati oznake uq, uy, . ...

Lanac duZine k je niz grana vy, ..., ¥, sa osobinom da grane iz niza’
ako se pogodno orijenti§u, obrazuju put.

Ciklus duZine k je lanac vy, ..., v,, koji se zavr§ava u istom ¢voru u kojem
pocinje.

U neorijentisanom grafu pojmovi put i kruzni put, s jedne strane, 1 lanac
1 ciklus, s druge, ne razlikuju se. U orijentisanom grafu je, naravno, razlika o¢i-
gledna.

Primer. U grafu na sl. 13 nizovi grana:

Xs 4 (x1, X5), (x5, Xa), (X4, X3);
(x1, X5), (X5, X4), (X4, X2), (X2, X1);

X1 (x1, x2), (x2, X4), (x4, X3);

(x2, x4), (x4, x3), (x3, X2)

X X2
‘ SL 13 predstavljaju put, kruZni put, Janac i ciklus.

Neorijentisani graf je povezan ako se njegova dva proizvoljna ¢vora mogu
povezati putem (ili lancem). Ako postoje Evorovi koji se ne mogu povezati putem,
graf je nepovezan.
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Nepovezan graf se sastoji od dva ili viSe odvojenih delova. Ovi odvojeni delovi
nazivaju se komponente povezanosti grafa. Tacnije, komponenta povezaposti grafa
kojoj pripada neki ¢vor x; je podgraf obrazovan skupom svih onih &vorova koji
se mogu spojiti putem sa évorom Xx;. )

Na sl. 14 graf G; je povezan, a G, nepovezan. G, ima tri komponente pove-

zanosti.
Kk ) ><

Sl. 14

Za grafove koji nisu neorijentisani definiSe se viSe vrsta povezanosti.

Graf je jako povezan ako je svaki ureden par ¢vorova X X; spojen putem
koji vodi iz x; u x;. Iz definicije sleduje da, pored egzistencije puta iz x; u Xz, mora
postojati 1 put koji vodi iz x; u xy.

Na sl. 15 dat je primer jako povezanog grafa.

Povezanost je jednostrana ako je svaki neureden par Cvorova Xxi, Xj pove-
zan putem bar u jednom smeru (sl. 16).

O——O0——0——0
Sl 15 Sl 16
O O O——0
O——O—=—0———0

Sl 17

Graf je slabo povezan ako je povezan neorijentisan graf, dobijen od datog
grafa zamenom orijentisanih grana odgovarajué¢im neorijentisanim granama (sl. 17).

Jako povezan graf ima 1 osobine jednostrane i slabe povezanosti. Jednostrano
povezan graf je i slabo povezan. Slabo povezan graf ne mora, medutim, biti i jedno-
strano povezan, a jednostrano povezan ne mora biti i jako povezan graf.

Pltanje komponenata povezanosti se komplikuje kada se posmatraju grafovi
koji nisu neorijentisani.

2‘
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1.3.4. Regularni i potpuni grafovi

Neka su dy, ..., d, stepeni &vorova x|, ..., X, u neorijentisanom grafu Gy
pez petlji koj' ima m grana. Ako saberemo sve stepene ¢vorova, dobijamo dvostruki
broj grana, jer svaka grana ima kao krajnje taCke dva ¢vora. Dakle, vaZi relacija

(D d+-.-+d,=2m.
Iz ove relacije neposredno sleduje stav:
Stav. Broj ¢évorova neparnog stepena u konacnom neorijentisanom grafu bez

petlji je paran.
Neorijentisan graf se naziva regularan (pravilan) stepena r, ako je dj=d,=

: 1
=...=d,=r. Iz (1) sleduje da regularan graf stepena r ima m-—-; nr grana.

Iz ove relacije vidi se da za svako » i r ne postoje regularni grafovi stepena
r sa n ¢vorova. Potrebno je, naime, da bar jedan od brojeva »n 1 r bude paran. Lako
se moZe pokazati da je ovo 1 dovoljan uslov za egzistenciju pomenute klase grafova.

Posebno su interesantni regularni grafovi stepena dva. Konacan, povezan
graf stepena dva zove se kontura. Ako kontura ima n {vorova, oni se mogu ozna-
diti sa xq, . . ., x, tako da je x; susedan sa x5, X252 X3, ..., X,_; sa X, 1 x, susedan
sa x;. Izuzetno éemo konturom nazivati i jedan multigraf (sl. 18).

VAT

Na sl. 18 su date konture sa 2, 3, 4, 51 6 &vorova.

Konalan regularan graf stepena dva oCigledno ima za komponente poveza-
nosti konture. Za beskonane grafove ovo ne vazi. Suprotan primer je graf &iji
su ¢vorovi smeSteni u celobrojnim tackama brojne ose, a susedni su samo oni &vo-
rovi Cije je medusobno rastojanje (po osi) jednako 1.

X P~ X

SI. 19

Regularni grafovi stepena tri imaju paran broj &vorova. Na sl. 19 je dato
nekoliko regularnih grafova stepena tri.
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Regularni grafovi sa n Cvorova stepena n—1 nazivaju se potpuni grafovi.
Oni su prikazani na sl. 20 — za n=1, 2, 3, 4, 5.

) oL 1 . :
Potpuni grafovi imaju m=?n (n—l)z(’;) grana, tj. svaki par &vorova

je spojen granom.

AN

St 20

‘ R@gularn§ grafoyi stepena r imaju matricu suscdstva u kojoj s¢ u svakoj vrsti
1 svakoj koloni nalazi taéno r jedinica. Matrica susedstva potpunih grafova ima
na glavnoj dijagonali elemente jednake nuli; ostali elementi matrice su jednaki 1.

1.3.5. Metrika na grafu

KazZe se da je na skupu X ={x, x5, ...} definisana metrika ako je definisana
funkcija d=d (xi, x5), xi, x;& X, koja ispunjava sledeée uslove (tzv. aksiome ra-
stojanja):

1° d(xi, x5)=0 ako i samo ako je x;=xy;

2° d(xi, x5)=d (x5, x;), (simetri¢nost);

3° d(xi, xp)+d (x5, x3) 2d (x1, X5), (nejednakost trougla).

Funkcija d (x;, x;) definiSe rastojanje elemenata skupa X. Skup X u kome je
definisana metrika naziva se metricki prostor.

Ako se u 3° stavi x;=xy, te koristi 1° i 2°, dobija se d (x4, x;) = 0. Dakle,
rastojanje je nenegativna funkcija.

Na skupu &vorova X={x;, ..., x,} povezanog neorijentisanog grafa
G=(X, I') moze se definisati metrika na slede¢i naéin. Rastojanje ¢vorova x; 1 xg
(x1%x5) je jednako duZini najkradeg puta, koji iz x; vodi u x;. Za x; = x; rastojanje
je po definiciji jednako nuli.

Lako se mozemo uveriti da ovako definisano rastojanje zadovoljava aksiome
1°—3°. Aksioma 1° je zadovoljena, jer je za x;7 x5 duZina najkraeg puta izmedu
Xx¢ 1 X5 pozitivna, a za x;=Xx; rastojanje je jednako nula. Aksioma 2° je zadovoljena
zato Sto je G neorijentisan, tj. simetri¢an graf. U neorijentisanom grafu svakom
putu x; u x5 odgovara jedan put iz x5 u x;, koji prolazi kroz iste grane kao i put
iz x¢ u x5, samo u suprotnom smeru i obrnutim redosledom. Iz ovog sleduje da je
duZina najkraceg puta iz x; u xy jednaka duZini najkraceg puta iz x5 u x;. (U ori-
jentisanom grafu to, naravno, ne mora biti ta¢no, sl. 15). Nejednakost trougla
sleduje neposredno iz definicije rastojanja.

Definicija rastojanja moZe sc proSiriti 1 na neorijentisane nepovezane gra-
fove. Ako x; 1 x; pripadaju razliitim komponentama povezanosti grafa definiSe
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se d(xi, xj)=+ . U stvari, moguéno je, u posmatranom sluéaju, za rastojanje
uzeti neki veliki ali konacan broj, pri ¢emu bi bile zadovoljene aksiome rastojanja.
Medutim, u primenama je ovo pitanje nebitno, te se rastojanje ¢vorova iz dveju
razliCitth komponenti formalno obelezava sa + oo.

Napomenimo da je rastojanje izmedu susednih &vorova u grafu jednako 1.

1.3.6. Izomorfizam grafova

Dva grafa su izomorfna ako postoji uzajamno jednoznaéno preslikavanje
skupova njihovih évorova koje odrZava osobinu susednosti ¢vorova.

Sl 21

Grafovi na sl. 21 su izomorfni, jer preslikavanje &vorova x<«x’ odrZava oso-
binu susednosti. Za svaki par indeksa i, j(i#j) neposredno moZemo proveriti da
su parovi vorova xz, Xy 1 x4, x5 ill oba parovi susednih ¢vorova ili oba parovi ne-
susednih Cvorova.

Lako se mozZe pokazati da su i grafovi na sl. 22 izomorfni.

Za proizvoljne grafove bez viSestrukih grana G, =(X;, U)) i Gy=(X3, U,)
kaZzemo da su izomorfni ako i samo ako postoji biunivoko preslikavanje ¢ skupa

X1 na skup X, za koje vazi
Va, b=X) (a, b)cU, <>
(9 (@), o(B)CU,.

Deformacija geometrijskog re-
prezenta grafa u trodimenzionalnom
prostoru, pri kojoj se ¢vorovi, eventu-
alno, pomeraju ali se medusobno ne

SL 22 preklapaju, a grane izduzuju, skraéuju

i savijaju ali se ne prekidaju i ne sle-

pljuju sa drugim granama, naziva se neprekidna deformacija. Izomorfni grafovi
mogu se pomocu neprekidne deformacije dovesti do geometrijske podudarnosti,
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ako se jo§ dopusti proces pri kojem se grana otkida od jednog svog Cvora ali
se na kraju opet vezuje za taj Cvor.

Iz same definicije uvidamo da su izomorfni grafovi, u stvari, isti grafovi ali
razliCito predstavljeni odnosno nacrtani. Stoga je znacajno pitanje kako moZemo
prepoznati graf, tj. utvrditi da li su dva grafa izomorfna. Interesantno je da do
danas nije poznat odgovarajuéi algoritam bitno razliit od neposrednog prove-
ravanja.

U vezi sa ovim je i pitanjc nadina zadavanja odnosno predstavljanja grafa.
Nedostatke pokazuju sva tri navedena nacina, ali drugi bitno razli€iti nadin zadavanja
grafa, koji bi bili efikasniji, nisu poznati. Verovatno veé iz ove Cinjenice proisticu
ogromne teSkoée koje se pojavljuju pri reSavanju pojedinih problema.

Dok u neprekidnoj matematici izvod 1 integral, zasnovani na pojmu grani¢ne
vrednosti, reSavaju bezmalo sve probleme, u diskretnoj matematici, u koju spada
1 teorija grafova, jo§ ne postoji ni priblizno tako mocno sredstvo. Ovaj nedostatak
se delimi¢no ali samo prividno otklanja upotrebom elektronskih radunara, jer se
u praksi ve¢ sada pojavljuju grafovi sa nckoliko stotina 1 viSe Evorova koji su i za
brzu elektronsku masinu krupan zadatak.

TezZina problema izomorfizma grafova vidi se, donekle, iz sledeéeg razmatranja.
Odigledno je da izomorfni grafovi moraju imati isti broj ¢vorova i isti broj grana.
Medutim, ispunjenje ovih uslova ne garantuje da su grafovi izomorfni. Na sl. 23
je dat kontraprimer u kojem dva neizomorfna grafa imaju svaki po Cetiri évora
1 Cetirl grane.

Grafovi na sl. 23 imaju razlicite
stepene ¢vorova, pa to navodi na pret-
postavku da je, moZda, za izomor-
fizam grafova dovoljno da su skupovi
stepena njihovih ¢vorova jednaki.

C D
Sl. 23 Sl 24

Medutim, na sl. 24 su data dva neizomorfna grafa kod kojih svi ¢vorovi
imaju stepen 3, pa se i ovaj kriterijum pokazuje kao nedovoljan.
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Izomorfni grafovi mogu imati razliCite matrice susedstva. Na sl. 25 su data
dva izomorfna grafa (tj. jedan graf sa dve razliite numeracije ¢vorova). Ovim
grafovima odgovaraju matrice susedstva

010 00 1
A=|101], A,=| 0 0 1
01 0 110

Dakle, A;#Aj,. Medutim, iz naCina formiranja matrice susedstva vidi se
da se razliite matrice susedstva istog grafa mogu dobijati jedna iz druge prenu-
meracijom &vorova grafa, odnosno permutovanjem vrsta i kolona matrica. Pri
ovom je bitno da se ista permutacija primenjuje i na vrste 1 na kolone. Tako, na

primer, A; se moZe dobiti iz A, ako se najpre u Aj prva
O% Ox,  vrsta stavi na mesto trece, treCa na mesto druge i druga
na mesto prve, a zatim se iste operacije izvrSe sa
kolonama.

Formulisaéemo i analiti€ki uslov izomorfnosti gra-
fova Cije su matrice susedstva Aj i A,. Za to je po-
trebno objasniti pojam permutacione matrice.

3>x2 (Rxa

Permutaciona matrica je kvadratna matrica koja
u svakoj vrsti 1 svakoj koloni ima taéno jedan element
koji je jednak jedinici; ostali elementi matrice su
jednaki nuli. Ako se matrica A pomnoZi permutaci-
onom matricom P sa desna, dobija se matrica koja nastaje iz A permutovanjem
kolona. Permutovanje vrsta matrica A istom permutacijom moZe se posti¢i ako
se A pomnoZi s leva matricom P?.

OX3 OX1
Sl 25

Na osnovu izloZenog, matrice susedstva A; i A, izomorfnih grafova zado-
voljavaju relaciju A;=P!A, P. gde je P neka permutaciona matrica.

Napominjemo da su permutacione matrice ortogonalne, tj. da je P/=P7!,
gde je P71 inverzna matrica matrice P. Stoga se uslov izomorfnosti moZe formu-
lisati i ovako:

Grafovi, &ije su matrice susedstva A; 1 A, su izomorfni, ako i samo ako po-
stoji permutaciona matrica P takva da je A;=P71A,P.

Za matrice susedstva grafova na sl. 25 vaZi relacija A;=P-1A,P, gde je

ae)

I
o ~ o
- o o
o o -

Na sl. 26 su predstavljeni svi povezani, neorijentisani, neizomorfni grafovi
sa najviSe pet Cvorova.
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1.3.7. Komplement grafa

Neka je G neorijentisan graf bez petlji. Komplement G grafa G je neorijentisan
graf bez petlji koji ima iste évorove kao G, pri ¢emu su dva (medusobno razlifita)
¢vora susedna u G ako i samo ako ti ¢vorovi nisu susedni u G. 1z definicije sleduje

(TG)=G, tj. komplement komplementa je polazni graf. Na sl. 27 je predstavljen
jedan par uzajamno komplementarnih grafova.

Ako je A matrica susedstva grafa G, sa A obeleZiéemo matricu susedstva
komplementa G. Matrica A se moZe izraziti pomocu A, jedini¢ne matrice I i kvad-
ratne matrice J, €iji su svi elementi jednaki 1. O€igledno vaZi relacija A=J—A—-1I.

Za grafove sa sl. 27 matrice susedstva imaju oblik:

010 0 0 1
A=| 1 0 1 A= 000
o010 |, 1 00

Dokazademo sledeéi stav:

Stav 1. Ako je G nepovezan graf, njegov komplement G je povezan, tj. bar jedan
od grafova G, G je povezan graf.

Dokaz. Potrebno je dokazati da su u G proizvoljno dva &vora x; i x5 pove-
zana putem.

Ako x; 1 x; pripadaju razli¢itim komponentama povezanosti u G, tada su
oni susedni u G, tj. povezani putem duZine 1.

Ako, pak, x; 1 x; pripadaju istoj komponenti povezanosti u G, posmatrajmo
¢vor x, koji ne pripada istoj komponenti povezanosti. Na osnovu definicije kom-

plementa, ¢vor x, je u G susedan Cvoru x; 1 ¢voru x;. Stoga su x; 1 Xy povezani 1 G
putem duZine 2.

Ovim je dokaz zavrSen.

Graf G je samokomplementaran X3
ako je izomorfan svome komplementu

- C e . X X
G. Trivijalan primer samokomplemen- 2 i X X
tarnog grafa je graf koji se sastoji
samo od jednog c¢vora. Drugi pri-
meri samokomplementarnih grafova
su dati na sl. 28.
Xy, X
X X
2 3 2 X3 X X X3
O 3 2 /
X4, )
P Xy X1
G G X5 X1

Sl. 27 Sl 28
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Za samokomplementarne grafove vaZi sledeéi stav:

Stav 2. Samokomplementaran graf G ima 4r ili 4r+1 évorova pri Cemu je r
prirodan broj.

Dokaz. Neka G ima n ¢vorova i m grana. Komplement G takode ima m grana,

jer je izomorfan sa G. Objedinjavanjem skupova grana iz G i G dobija se potpun
graf, pa je 2m=<g>, tj. n(n—1)=4m, odakle je n=4r ili n=4r+1.

Samokomplementarne grafove je proufavao H. Sachs [55].

1.4. DANASNJE STANJE TEORIJE GRAFOVA

Prvi nauéni rad iz teorije grafova je Eulerov rad [22] iz 1736. godine. Citavih
dve stotine godina teorija grafova je samo fragmentarno obradivana kroz posebne
probleme. Kdnig u svojoj monografiji [37] iz 1936. godine navodi svega 110 do tada
objavljenth radova u kojima se pojam grafa eksplicitnc pojavljuje.

U poslednjih 35 godina broj radova iz teorije grafova je u stalnom porastu.
Tako se, na primer, u bibliografiji teorije grafova, koja je objavljena u [62], nalazi
1617 jedinica. Ove jedinice opisuju radove koji su objavljeni do 1963. godine 1 koji
se u Sirem smislu odnose na tcoriju grafova. Sliéna bibliografija objavljena u [5]
opisuje 2397 radova koji su objavljeni u periodu od 1963. do 1967. godine.

Burni razvoj teorije grafova poslednjih godina se moZe zapaziti i u porastu
broja referisanih radova u referativnim Casopisima za matematiku.

Tako je, na primer, sovjetski Referativni zurnal — »Matematika«, doneo
u rubrict »Teorija grafova« u poslednjih deset godina sledeci broj radova:

Godina 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970
Broj
radova 41 89 91 59 103 103 142 215 381 365 423

ZapaZa sc da se broj radova refesisanih u jednoj godini udesetorostrucio za
deset godina.

Uporedo sa brojem radova u kojima su, naravno, reSavani ranije postavljeni
problemi, rastao je i broj postavljenih problema. Novi problemi proizilaze kako
iz teorijskih istraZivanja tako i iz mnogobrojnih primena tcorije grafova. Mnogi
stariji i noviji problemi nisu rcSeni. Stoga se povremeno pojavijuju ekspozitorni
dlanci o nereSenim problemima, na primer: [3]. [27], [29], [67]. Knjige [3], [27]
predstavljaju skup ekspozitornih ¢lanaka iz teorije grafova i nekih srodnih oblasti.
[29] je, u stvari, prevod na ruski prve glave iz [27]. Na internacionalnim simpozi-
jumima o teoriji grafova izlaZu se otvoreni problemi, pa stoga u [5], [62], [64] postoje
problemske rubrike.

U proslosti su znaéajne priloge teoriji grafova dali G. Kirchhoff, A. Cayley
C. Kuratowski, D. Konig 1 G. Pélya. Danas veliki broj matematiara objavljuje
radove iz teorije grafova. Najznadajniji i najplodniji medu njima su madarski
matematiar P. Erdds i ameri¢ki matematiCar F. Harary. Veliki broj radova obja-
vili su, na primer, J. W. Moon, L. Moser, D. R. Fulkerson, W.T. Tutte, A. J.
Hoffman, C. Berge, L. R. Ford, G. A. Dirac, A. Kotzig, T. Gallai i drugi. Od
Jugoslovena priloge su, na primer, dali: B. Kurepa, M. Stojakovié, V. Devidé,
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J. Ul¢ar, V. Nice, V. Sedmak, D. Cvetkovié, kao 1 neki drugi ¢ija osnovna struka
nije matematika. Pomenimo ovde i ameri¢kog matematiara jugoslovenskog po-
rekla B. Griinbquma.

Teorija grafova se posebno neguje u Madarskoj, SAD, Kanadi, Sovjetskom
Savezu, Cehoslovagkoj i jo§ nekim zemljama. Napomenimo da teorija grafova
ima u Madarskoj veliku tradiciju. Pisac prve monografije iz teorije grafova D.
Konig bio je profesor na Velikoj tehnikoj Skoli u Budimpesti.

Nauéni radovi iz teorije grafova se najviSe objavljuju u madarskim 1 ame-
rikim Casopisima. Postoji i specijalizovani Casopis »Journal of Combinatorial
Theory«, koji izlazi od 1966. godine, a u kojem se vecina ¢lanaka odnosi na teo-
riju grafova.

Podevsi od 1959. godine odrZavaju se povremeno internacionalni simpozi-
jumi o teoriji grafova. Poznati su sledeéi simpozijumi:

Dobogokd, Madarska, 1959. godine;

Halle, Demokratska Republika Nemacka, 1960. godine;
Smolenice, Cehoslovadka, 1963. godine;

Rim, Italija, 1966. godine;

Tihany, Madarska, 1966. godine;

Manebach, Demokratska Republika Nemacka, 1967. godine.

Materijali sa nekih od ovih simpozijuma objavljeni su u posebnim publikaci-
jama [5], [62], [63], [64].

Oskudica u monografskoj literaturi iz teorije grafova je ublaZena u poslednje
vreme. U 1969. godini su objavljene dve nove monografije [28], [69]. Ranije objav-
liene monografije su [6], [37], [44], tako da sada broj opStih monografija iznosi
pet. Postoje i druge monografije neSto specijalnije namene [8], [13], [30], [45], [51],
[57].

Problemi, koje danas svrstavamo u teoriju grafova, su pre 1936. godine obra-
divane u knjigama »Zanimljive matematike«. Poznate knjige ove vrste su [1], [38],
[39], [54], a novijeg datuma su [19], [59].

Na jugoslovenskim jezicima su objavljeni, izmedu ostalih, i tekstovi: [15],
[16], [18], [42], [60], [65], [68].

Teoryja grafova ne predstavlja osnovnu matematiCku teoriju nijedne pri-
menjene discipline. Medutim, u nizu nau€nih grana postoje problemi koji se resa-
vaju ili im se reSenja bitno olakSavaju primenom teorije grafova. Tako se teorija
grafova primenjuje, na primer, u hemiji, teoriji elektri¢nih kola, automatici, bio-
logiji, ekonomskim istraZivanjima, sociologiji, organizaciji rada i lingvistici. Ona se
primenjuje 1 u nekim matemati¢kim disciplinama kao §to su, na primer, teorija
skupova, teorija igara i linearno programiranje. Odeljak teorije skupova koji
prou€ava uredene skupove predstavlja, u stvari, i odeljak teorije grafova. Teorija
grafova se moZe smatrati delom topologije, ali je veoma bliska i kombinatornoj
analizi, tako da se u referativnim Casopisima obraduje zajedno sa ovom posled-
njom. Zajedno sa drugim srodnim disciplinama teorija grafova se smatra 1 delom
kibernetike.

Radi potpunosti nave§¢emo kratke definicije topologije, kombinatorike i
kibernetike.
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Prema Burbakiju [12] topologija se opisuje na sledeci nadin:

Skup X je snabdeven topoloskom strukturom ako je svakom elementu iz X
na odredeni nadin pridruZena porodica podskupova skupa X. Ovi podskupovi ce
nazivaju okoline posmatranog clementa i zadovoljavaju odredene aksiome (aksiome
topolo8kih struktura). Skup snabdcven topoloSkom strukturom naziva se topo-
lo8ki prostor.

Grana matematike koja izu€ava topoloske strukture zove se topologija, §to
znadi — nauka o polozaju. Raniji naziv za topologiju bio je Analysis Situs.

Prema neSto popularnijoj definiciji, topologija je grana matematike koja
proucava svojstva geometrijskih figura koje su invarijantna u odnosu na nepre-
kidna preslikavanja (deformacije).

Prema jednoj definiciji, kombinatorika je deo matematike koja proucdava
konstrukciju, prebrojavanje i osobine particija, varijacija, kombinacija i permu-
tacija od konaCnog broja elemenata pri razli¢itim uslovima.

J. Riordan u predgovoru svoje monografije o kombinatornoj analizi [53]
kaZe da u kombinatoriku spada sve ono §to se moZe prebrojati.

C. Berge povezuje (na simpozijumu u Rimu, [63] tcoriju grafova sa kombi-
natorikom i smatra da su osnovni zadaci kombinatorike prebrojavanje zadatog
tipa konfiguracija, dokazivanje postojanja ili nepostojanja konfiguracije datog
tipa, formiranje konfiguracija, transformacija konfiguracija jednih u druge, pro-
uCavanje svojstava podkonfiguracija. Pre toga se definiSe konfiguracija kao pre-
slikavanje nekog skupa objekata u konacan apstraktni skup.

Kibernetika jc nauka o upravljanju masinama i Zivim bi¢ima.

Prema N. Wieneru kibernetika je nauka o vezi, upravljanju i kontroli u masi-
nama 1 Zivim organizmima.

A. N. Kolmogorov opisuje kibernetiku kao nauku o nalinima primanja,
Cuvanja i kori§cenja informacija u masinama, Zivim organizmima i njihovim kom-
pleksima.

Teorija grafova je deo kibernetike u tom smislu $to se rezultati teorije grafova
koriste prilikom obrade kiberneti¢kih problema.

Teorija grafova se moZe svrstati 1 u jednu veliku grupu matemati¢kih disci-
plina za koju je karakteristiCno da proucava probleme na konaénim skupovima.
To je tzv. konacna (finitna) matematika. Tu spadaju, pored teorije konacnih gra-
fova, na primer, sledeCe discipline: teorija konadnih matrica, matematicka logika,
teorija igara itd.

Zadaci na konaénim skupovima su veoma prosti ako je broj elemenata u
skupu mali. Tada se zadatak reSava proveravanjem svih moguéih varijanti. Medu-
tim, u poslednjih nekoliko decenija pojavom velikih tehni¢kih i drugih sistema,
pojavom velikih armija i drugih velikih organizacija ljudi naglo raste broj zada-
taka na konacnim skupovima koji imaju veliki broj ¢lanova.

Ovakva situacija je prouzrokovala dve vaZne stvari. Prvo, pojavili su se elek-
tronski radunari kao praktiéno sredstvo reSavanja finitnih problema 1 drugih pro-
blema koji se¢ mogu svesti na finitne. (Napomenimo da su prvi kompjuteri kon-
struisani u SAD za potrebe vojske.) Drugo, izgradene su nove matematicke grane
ili su neke stare doZivele svoj preporod. Kao novu disciplinu pomenimo teoriju
igara koja je zasnovana 1928. godine radovima J. Neumanna. Teorija grafova je,
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kao §to smo videli, stara disciplina ¢iji je dana$nji razvoj uslovljen navedenim
okolnostima.

Poveéavanje brzine rada i usavrSavanje kompjutera nikako ne predstavlja desti-
mulans za razvijanje teorijskih disciplina finitne matematike. Kompjuteri i pored
svojih fantastiénih moguénosti Jmaju 1 ogramcenJa OgraniCenja se odnose na
brzinu rada i kapacitet memorije maSine. U mnogim problemima se, medutim,
traZi od kompjutera veoma brz odgovor na postavljeno pitanje (na primer. u pro-
blemima protivvazduSne odbrane) ili broj promenljivih koje treba da pamti pre-
lazi njene moguénosti (na primer, problemi sa velikim elektroenergetskim siste-
mima). A. A. 3pikoB navodi u uvodu svoje monografije [69] da postoje problemi
na grafovima sa dvadesetak Cvorova, Cije reSavanje prostim ispitivanjem svih mo-
guénosti zahteva nekoliko desetina godina rada raunara. Stoga se optimalni rezul-
tati mogu ocekivati jedino udruZenim snagama Coveka i maSine, tj. paralelnim
radom na razvoju teorijske misli i na usavrSavanju racunskih masina.



2. ODABRANA POGLAVLJA

2.1. NEZAVISNI CIKLUSI

Deo teorije grafova obraden u ovom poglavlju p:imenjuje se u elektrotehnici
u analizi elektri¢nih mreza.

2.1.1. Predstavljanje ciklusa vektorima

Posmatrajmo neorijentisan multigraf G bez petlji sa m grana. Svakoj grani
pridruZimo jednu orijentaciju. Oscbine grafova koje se izlazu u ovom poglavlju
ne zavise od nacina orijentacije grana multigrafa.

Neka su grane iz G obeleZene sa vy, ..., v,. Svakom ciklusu ¢ iz G pridru-
Ziéemo m-dimenzionalni vektor e=(cy, ..., ¢,). Ako ciklus ¢ prolazi r; puta gra-
nom v; u pravcu strelice i §; puta istom granom nasuprot strelici, komponenta
¢ (i=1, ..., m) vektora ¢ se defini§e pomoéu ¢;=r;—s;. U nekim sludajevima
ciklus se predstavlja vektorom sa viSe od m komponenata. Tada se prvih m kompo-
nenata defini§u kao §to je opisano, a ostalc komponente su po definiciji jednake
nuli. Vektor ¢ se naziva ciklusni vektor.

Ciklusni vektor je u potpunosti odreden ciklusom. Obrnuto ne vaZi. Jednom
vektoru moZe da odgovara vise ciklusa, a postoje vektori Cije su komponente celi
brojevi kojima ne odgovara nijedan ciklus nego, na primer, nezatvoren lanac.

Ciklus kome odgovara nula-vektor zva¢emo trivijalni ciklus. U daljem tekstu
posmatraéemo samo netrivijalne cikluse.

Vektor pridruZen nekom ciklusu je invarijantan u odnosu na ciklicku permu-
taciju niza grana koje obrazuju ciklus. U ovom poglaviju je celishodno smatrati
identiénim cikluse koji se mogu dobiti jedan iz drugog cikliCkom permutacijon
njithovih grana.

Promena smera obilaZenja ciklusa dovodi do promene znaka svih koordinata
pridruzenog vektora. Cikluse, koji se jedan od drugoga dobijaju promenom smera
obilaZenja, takode éemo smatrati jednakim.

Ciklus koji svakom svojom granom prolazi samo jedanput zove se prost.
U suprotnom slucaju ciklus je sloZen. 1z definicije prostog ciklusa sleduje da nijedan
njegov deo ne obrazuje trivijalan ciklus. Vektor pridruZen prostom ciklusu ima
kao komponente samo brojeve —1,0,1.

Ciklus koji ne prolazi vi$e od jedanput ni kroz koji &vor grafa zove se ele-
mentaran ciklus.

Grane prostog elementarnog ciklusa obrazuju, kada se zanemari njihova
orijentacija, jedan delimiéni podgraf datog grafa. Lako se zakljuuje da ovaj deli-
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miéni podgraf predstavlja konturu. Stoga ¢emo, na primer, izkaz »graf poseduje
jedan prost elementaran ciklus« zamenjivati jezicki jednostavnijim »graf sadrzi
jednu konturu«.

U povezanom grafu linearna kombinacija «, ¢, +o,¢, vektora ¢; i ¢, nekih
ciklusa, pri ¢emu su oy 1 o, celi brojevi, takode predstavlja vektor pridruzen
nekom ciklusu. Sabiranje ciklusa i mnoZenje ciklusa skalarom (celim brojem)
definiSe se preko odgovarajucih operacija za pridruZene vektore.

Vektori ¢y, ..., ¢, su linearno zavisni nad skupom celih brojeva ako postoje
celi brojevi a4, ..., a,, od kojih je bar jedan razli¢it od nule, tako da vazi relacija
€1+ - -+, ¢, =0. KaZe se da je skup datih ciklusa grafa zavisan ili neza-

visan prema tome da li je skup pridruzenih vektora linearno zavisan ili nezavisan
nad skupom celih brojeva.

Skup nezavisnih ciklusa koji dodavanjem bar jednog novog cikiusa grafa
postaje skup zavisnih ciklusa i naziva se baza nezavisnih ciklusa. Svaki ciklus grafa
moZe se izraziti kao linearna kombinacija ciklusa iz baze nezavisnih ciklusa. Graf
moZe da poseduje vise razliitih baza nezavisnih ciklusa.

U primenama je od interesa odredivanje bar jedne baze nezavisnih ciklusa.

2.1.2. Ciklomati¢ki broj grafa

Ciklomaticki broj v(G) neorijentisanog multigrafa G bez petlji sa » ¢vorova,
m grana i p komponenata povezanosti definiSe se pomocu

(1) v(G)=m—n-+p.

Stav 1. Ako se izmedu dva ¢vora multigrafa G uvede nova grana, onda se ciklo-
maticki broj v(G) poveéava za 1 ako ovi ¢vorovi pripadaju istoj komponenti poveza-
nosti; u suprotnom sluc¢aju v(G) ostaje nepromenjeno.

Dokaz. U prvom slu€aju parametri n i p grafa G ostaju nepromenjeni, te se
poveCavanjem m za 1 na osnovu (1) uveéava i v(G) za 1. Ako pak nova grana
spaja Cvorove razliCitih komponenti povezanosti iz G, broj komponenti p se
smanjuje za 1 pa se v(G) ne menja.

Stav 2. Broj ciklusa u svakoj bazi nezavisnih ciklusa je jednak ciklomatickom
broju grafa.

Dokaz. IzveSéemo dokaz indukcijom po broju grana m. Za grafove bez
grana (m=0) stav je taan, jer je v(G)=0, a graf ne poseduje nijedan ciklus, §to
naravno povla¢i za sobom da je baza nezavisnih ciklusa prazan skup. Pretposta-
vimo da je stav tadan za sve grafove sa m grana 1 posmatrajmo proizvoljan graf
Gput+1 sa m—+1 grana. Udaljimo iz G+, proizvoljnu granu 1 dobi¢emo graf Gy,
sa m grana. Numeri§imo grane iz G,, brojevima od jedan do m. Cikluse iz Gp+1
iiz G, predstaviéemo vektorima sa m 41 koordinata. Naravno, vektori pridru-
zeni ciklusima iz Gy, imaju nulu kao poslednju koordinatu.

Svi ciklusi iz G,, su ciklusi i u G,,+;. Neka je M skup ciklusa iz G,,+1 koji nisu
ciklusi u G,,. Ako je M prazan skup, granom v,+; ne prolazi nijedan netrivijalan
ciklus grafa G,+1, pa ova grana povezuje dve komponente povezanosti grafa Gy,
odakle je v(G,;)=Vv(G,+1)- No tada se i baze nezavisnih ciklusa grafova G,, i Gpti
poklapaju, te stav vazi i za Gy,+1.
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Posmatrajmo stoga slucaj kada M nije prazan skup. Tada v, povezuje &vo-
rove iste komponente povezanosti grafa G, pa je v(G+1) = v(Gy,) + 1.

Vektori ciklusa iz M imaju 1 kao poslednju komponentu. Neka vektori
€y, - .., ¢ (k=v(Gy)) odreduju jednu bazu nezavisnih ciklusa u G,,. Nijedan od
vektora dy, dy, ... &M ne moZe da se predstavi kao linearna kombinacija vek-
tora ¢y, ..., ¢, jer vektori d; imaju, a ¢; nemaju m -+ 1 komponentu razliditu od
nule. Dakle, skup vektora ¢y, ..., ¢;, dy je linearno nezavisan. DokaZimo da ovaj
skup obrazuje bazu, tj. da mu se ne mcze pridruziti nijedan novi vektor. Pokazimo
to, na primer, za d,. Vcktor dy-—dy ima poslednju komponentu jednaku nuli, te

odgovarajuéi ciklus pripada grafu G, Stoga postoje konstante By, ..., B, takve
da je dp—d; =B ¢;+ - - - +B4c;, a to znali da su vektori ¢y, ..., ¢, dj, dy line-
arno zavisni. Dakle, ¢j, ..., €, d; obrazuju jednu bazu. PoSto sve baze moraju

sadrzati isti broj vektora, u ovom sluaju v(Ga1), stav ie dokazan.

Na osnovu izloZenog lako se dokazuje

Stav 3. Multigraf G ne sadrZi (kao delimicni podgraf’) nijednu konturu ako i
samo ako je v(G)=0.

Dokaz. Ocigledne su ekvivalencije sledeéih iskaza: »Multigraf re ¢zdrZi ni-
Jednu konturu«. »Svi ciklusi multigrafa su trivijalni«, »Proizvoljan neprazan skup
vektora ciklusa iz G je linearno zavisar«. »Ciklomati¢ki broj multigrafa je jednek
nuli«.

Ovim je dokaz zavrSen.

2.1.3. Stablo

U mnogim problemima veliku ulogu igra pojam stabla (drveta). Stablo se
moZze definisati kao povezan graf sa n(>1) ¢vorova i m=n—1 grana. Na sl. 29
prikazana su sva stabla sa najvife 6 &vorova.

Nave§¢emo neke osobine stabla.

a. Stablo sadrzi bar dva ¢vora stepena 1. Zaista, ako bi pretpostavili sup-
rotno — da su svi &vorovi bar stepena 2, bilo bi 2m = 2n tj. m = n, §to protivreci
Cinjenici da je m=n—1. Slucaj, u kojem su svi ¢vorovi stepena dva osim jednog
koji je stepena 1, ne dolazi u obzir na osnovu Stava iz 1.3.4.

b. Stablo je graf koji ne sadrZi nijedan prost elementaran ciklus, tj. ne sadrZi
nijednu konturu. Dokaz se jednostavno izvodi indukcijom. Za =2 iskaz je talan.
Pretpostavimo da je iskaz taan za stablo sa n—1 Evorova. Stablo sa n ¢vorova
sadrZi prema a. bar jedan ¢vor stepena 1. Udaljavanjem ovog Cvora iz grafa zajedno
sa odgovaraju¢om granom dobija se stablo sa n—1 C&vorova, koje prema induk-
tivnoj pretpostavci nema kontura. Posle vra¢anja udaljenog ¢vora na svoje mesto,
dolazimo do zakljucka da i stablo sa n ¢vorova ne sadrZi konture.

c. Udaljavanjem bilo koje grane iz stabla dobija se graf koji nije povezan.
Neka je udaljena grana koja povezuje Cvorove x; 1 x3. Ako bi se posle udaljavanja

3 Teorija grafova i njene primene
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ove grane dobio povezan graf, morao bi u stablu postojati put koji ne sadrzi uda-
ljenu granu, a koji povezuje x; sa xp. Ovaj put bi sa granom (x;, x,) obrazovao
konturu u stablu, §to je u kontradikciji sa osobinom b.

d. Ako se u stablo ukljudi proizvoljna nova grana, dobija se graf koji ima
ta¢no jednu konturu. Ovo je ofigledno s obzirom na ¢injenicu da su évorovi izmedu
kojih je ukljufena nova grara povezani u stablu jednim putem. Grane ovog puta
sa novom granom obrazuju konturu.

Osobine stabla su pregledno izloZene u sledeem stavu.

Stav 1. Neka je G graf sa n (n>1) ¢vorova. Sledece karakteristike stabla su
ekvivalentne :

1) G je povezan i ne sadrZi konture;

2) G ne sadrZi konture i ima n—1 grana;

3) G je povezan i ima n—1 grana;

4) G ne sadrzi konture, ali dodavanjem nove grane izmedu proizvoljna dva
¢vora obrazuje se bar jedna kontura;

5) G je povezan ali gubi to svojstvo ako se udalji njegova proizvoljna grana;

6) Svaka dva c¢vora su u G spojena tacno jednim elementarnim putem.

Dokaz. Ekvivalencija nekih od ovih iskaza je veé dokazana. Dokaz se moZe
unekoliko algeb aizovati ako se koristi ciklomati¢ki broj grafa.

Iskazi 1), 2) 1 3) su ekvivalentni redom iskazima
1y p=1, v(G)=0;

2 v(G)=0, m=n—1;

3y p=1, m=n—1.
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S obzirom na relaciju v(G)=m—n-+p, ekvivalencije iskaza 1), 2') i 3’) se
neposredno proveravaju.

Iz 4) dobija se v(G)=01 p=1 s obzirom na stav 1. iz 2.1.2. tj. dobija se 1’)
odnosno 1). Vazi i obrnuto 1)=4).

Iz 5) je p=11 v(G)=0; dakle, opet imamo 1).

Takode vazi 1)=5), s obzirom na stav 1. iz 2.1.2.

Ocigledno vazi 1 1)&6).

Ovim je dokazana ekvivalencija iskaza 1)—6), tj. stav I.

Stav 2. Svaki povezan neorijentisan multigraf bez petlji sadrzi delimicni graf
oblika stabla.

Dokaz. Udaljimo iz grafa proizvoljnu granu koja pripada nekoj konturl.
Ponavljajmo ovaj postupak dokle god u grafu postoji neka kontura. Pc$to se na
ovaj nacin ne moZe naruSiti povezanost grafa, na kraju se dcbija povezan graf
bez kontura, tj. stablo.

Ovim je dokaz zavrSen.

Graf &ije sve komponente povezanosti predstavljaju stabla naziva se Suma.
Neorijentisan multigraf bez petlji poseduje bar jedan delimi¢ni graf oblika Sume.
Suma se moZe odrediti na taj nadin §to se u svakoj komponenti povezanosti grafa
odredi jedno stablo postupkom iz stava 2. Ako graf ima n Cvorcva, m grana i p
komponenata povezanosti, Suma se sastoji ¢d p stebala cdnosno n—p grana. Da
bi se dobila Suma, iz grafa je potrebno udaljiti m—n - p grana.

Pojam stabla odnosno $ume je bitan u vezi <a jednim algoritmem za kon-
strukciju baze nezavisnih ciklusa.

Neka je u multigrafu G odredena jedna Suma. Proizvoljnra grana, koja ne
pripada Sumi obrazuje sa granama iz Sume tacno jedan prost clementaran ciklus
grafa G. Svaki cd ciklusa grafa G, koji se obrazuje ra ovaj nacin, prolazi kroz
jednu granu kroz koju ne prolazi nijedan drugi ciklus. Proizvoljan <kup ovakvih
ciklusa je stoga linearno nezavisan. Kako ovakvih ciklusa ima tzéno m-——n—l—p,
zaklju€ujemo da oni obrazuju bazu nezavisnih ciklusa.

2.2. PLANARNI GRAFOVI

U ovom poglavlju posmatramo neorijenticare grafove bez petlji.

Kao §to je re€eno u uvodu, planarni ili ravni grafovi su oni grafovi koji se
mogu nacrtati u ravni tako da im se grane ne seku. Preciznije, zahteva e da je
graf moguéno predstaviti u ravni teko da zajedniCka tacka dve grane mcZe biti
samo &vor grafa koji predstavlja zajcdni¢ku krajnju tacku tih grana. Ako je pla-
naran graf predstavljen na opisani re€in u ravni, cn deli ravan na viSe konacnih
zatvorenih oblasti 1 jednu beskonacénu coblast.

Veé u uvodnom delu naveli smo jedan primer planarnog grafa. To je bio graf
pridruZen geografskoj karti. Graf obrazovan miezcm puteva takcde predstavlja
planaran graf (ako se isklju¢i mogucnost postojanja radveZnjaka c¢dnosno raznih
saobracajnih petlji). Postoje i tehni€ke primere u kojima e zahteva da graf koji
odgovara datom tehnic¢kom sistemu ili uredaju bude ravan. :

3*
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U klasiénim elektronskim uredajima veze izmedu pojedinih delova (elektron-
skih cevi, otpornika, kondenzatora itd.) ostvarivane su kablom formiranim na
podesan nalin od viSe provodnika. Pojavom tranzistora i drugih minijaturnih
delova postavilo se 1 pitanje minijaturizacije veza. Tako je sada u opsStoj upotrebi
tehnika $tampanih kola. Izvodi tranzistora i drugih delova su izvedeni u pojedinim
taCkama izolatorske ploCe. Potrebne veze se ostvaruju pomocu tankog sloja pro-
vodnog materijala koji je nanesen na neprovodnu plocu. UkrStanje pojedinih veza
ovde nije dozvoljeno jer bi dovelo do nezeljenog kratkog spoja. Stoga je od inte-
resa raspoznati da li je-dati graf elektriénih veza ravan.

Sli¢an problem se pojavljuje i u masinskoj tehnici. Moguénost realizacije
izvesnih mehanizama sa zupCanicima zavisi od planarnosti jednog grafa [61].

Planarni grafovi se pojavljuju i u tehnici integrisanih kola [58].

Osim toga, planarni grafovi su znacajni zbog toga Sto planarnost grafa upro-
§¢ava mnoge zadatke sa grafovima. Tako, na primer, nalaZenje baze nezavisnih
ciklusa moZe se u planarnim grafovima izvr§iti prostije nego u opstem slucaju.
Moze se, naime, pokazati da su ciklusi, koji su obrazovani granicama svake od
konalnih oblasti na koje graf deli ravan, nezavisni 1 da obrazuju bazu nezavisnih
ciklusa:

D.ugi primeri u kojima se koristi planarnost grafa izloZzni su u 2.3.2. 1 2.6.2.

2.2.1. Eulerova teorema

M:du najstarije teoreme teorije grafova i1 topologije spada i slede¢a Eulerova
teorema za planarne grafove.

Teorema. Povezan, planaran graf sa n évorova i m grana deli ravan na f=m—
—n -2 oblasti.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po broju grana. Minimalan broj
grana koje sadrZi povezan graf sa n Cvorova je m=n—1. Graf tada predstavlja
stablo. Stablo ne ogranicava ni jednu konacéau oblast, pa je f=1. Dakle, Eulerova
formula vazi za m=n—1.

Neka je m>n—1. Tada graf sadrzi bar jednu konturu. Predpostavimo da
Eulerova formula vazi za grafove sa m—1 grana. Posmatrajmo jednu granu koja
pripada nekoj konturi. Ova grana je grani¢na za dve oblasti. Ako je udaljimo iz
grafa, broj oblasti i broj grana se smanjuju za 1. Po induktivnoj pretpostavci je
onda f—1=m—1—n+42. Odavde sleduje za graf sa m grana f=m—n-+42, Sto
je 1 trebalo dokazati.

Eulerova teorema ima mnogobrojne primene i posledice. Navodimo najpre
jednu primenu u geometriji.

Stav 1. Polijedar sa n temena i m ivica ima f=m—n-+2 strana.

Dokaz. Ovaj stav je neposredna posledica Eulerove teoreme ako se uoci da
je graf, obrazovan temenima i ivicama polijedra, planaran graf. Naime, svaki poli-
jedar moZe se deformisati tako da mu se ne menja broj temena, ivica i strana, a da
se oko njega moZe opisati sfera. Ovaj postupak se moZe tako izvesti da se, posle
projektovanja temena i ivica polijedra zracima iz centra sfere, na sferi dobija graf
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(koji odgovara polijedru) &ije se grane ne seku. Sa sfere se graf moZe stereograf-
skom projekcijom preslikati u ravan. Pri ovome je potrebno da se centar projek-
cije ne nalazi na nekoj grani ili u nekom &voru grafa sa sfere. Projektovani graf
u ravni ima osobinu da mu se grane ne presecaju, te je stoga planaran graf.

1z Eulerove teoreme moZe se dobiti 1 sledeéi stav.
Stav 2. U planarnom grafu postoji bar jedan ¢vor stepena manjeg od 6.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno — da takav &vor ne postoji. Tada svi ¢vo-

rovi imaju stepen veéi od 5. Stoga je 2m > 6n, tj. ngil; m. Svaka oblast koju

odreduje graf u ravni ograniena je sa najmanje tri grane, pa je 2m=3f, tj.

f< % m. Ali tada je, prema Eulerovoj formuli, 2=f—m-+n <~—§— m—m +—; m=0.

Dobijena kontradikcija potvrduje tacnost stava 2.

Najprostiji grafovi, koji nisu planarni, su potpuni pentagraf i potpuni bitri-
graf, koji su prikazani na sl. 30.

Bitrigraf je povezan sa jednim poznatim zadatkom koji ima viSe verzija.
Jedna od najpoznatijih je sledeca:

Da li je moguéno spojiti tri
kuée 1 tri bunara stazama koje se
ne ukritaju, a da od svake kuce
vodi po jedna staza do svakog od
tri bunara?

Ispitivanjem se mozZemo uve-
riti da je odgovor odredan. Medu- \
tim, Eulerova teorema omogucava
da se jednostavno dokaze slede-
¢l stav.

Sl 30

Stav 3. Potpuni pentagraf i potpuni bitrigraf nisu planarni grafovi.

Dokaz. Ako bi potpuni pentagraf bio planaran, bilo bi prema Eulerovoj
teoremi, f="7, jer je n=>5 1 m=10. Medutim, kako mora biti 2m > 3f, bilo bi
20 > 21, §to je nemogucno.

Sli¢no bi za potpuni bitrigraf bilo n=6, m=9, i f=5. No, kod bitrigrafa
bi svaka oblast bila ograniena bar sa 4 granc. Naime, nikoja tri ¢vora ne obra-
zuju sa odgovarajuéim granama trougao, jer od tri ¢vora dva odgovaraju kucama
i jedan bunaru (ili dva bunarima a jedan kuci), a kuéc medusobno i bunari medu-
sobno nisu spojeni stazama. Dakle, 2m > 4f, tj. 18 > 20, te opcet imamo kontra-
dikciju.

2.2.2. Teorema Pontrjagina — Kuratowskog

Ako se grafu koji nije planaran dodaju nove grane ili {vorovi, on ne moZze
postati planaran. Jasno je da nijedan potpuni graf sa vide od Cetiri &vora nije pla-
naran. Narod&ito su interesantne dve familije grafova koji nisu ravni, a koji se dobi-
jaju od potpunog pentagrafa odnosno potpunog bitrigrafa oformljavanjem novih
&vorova na njihovim granama. Ove familije grafova su prikazane na sl. 31.
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Opisana operacija oformljavanja novih &vorova na granama nekog grafa
dovodi do grafa koji se naziva potpodela datog grafa. Grafovi na sl. 31 su potpodele
potpunog pentagrafa, odnosno potpunog bitrigrafa.

Sl 31

U praksi je od interesa raspoznati da li je zadati graf ravan. Postoji sledeca
teorema Pontrjagina—Kuratowskog koja precizira potrebne i dovoljne uslove koje
treba da ispunjava graf da bi bio ravan.

Teorema. Graf je planaran ako i samo ako ne sadrZi, kao delimicni podgraf,
ni potpuni pentagraf ni potpuni bitrigraf ni njihovu potpodelu.

Teoremu je dokazao 1930. god. C. Kuratowski. Nepublikovan dokaz L. S.
Pontrjagina potice iz 1927. god. Zbog opSirnosti dokaz nece biti ovde naveden.
On se moze nadi, na primer, u [6].

Na osnovu teoreme Pontrjagina—Kuratowskog, Pétersenoy graf na sl. 21,
nije planaran. Nije te§ko ustanoviti da on sadrZi kao delimiéni podgraf podpodelu
potpunog bitrigrafa.

Za raspoznavanje planarncg grafa razradeni su mnogi prakticni algoritmi
[48]. Ako je broj ¢vorova veliki, algoritam se realizuje na elektronskom radunaru.

U primenama se dalje javljaju, na primer, sledeéi problemi: Ako graf nije
planaran, na koji naCin ga treba predstaviti u ravni tako da broj preseka grana
bude minimalan? Kako dekomponovati graf koji nije ravan u minimalan broj
delimi¢nih grafova koji su planarni?

Prvi od ovih problema je razmatran, na primer, u [7].

U vezi sa drugim problemom definiSe se debljina grafa. Za planarne grafove
debljina je jednaka 1. Za grafove koji nisu planarni debljina je jednaka minimalnom
broju planarnib delimi¢nih grafova na koje se graf moze razloZiti, s tim da svaka
grana grafa pripadne tacno jednom delimi¢nom grafu.

Ispitivana je posebno debljina potpunih grafova. Debljina potpunog pen-
tagrafa je oligledno jednaka 2. Za potpuni graf sa 9 Cvorova debljina iznosi 3.
U opstem slucaju problem nije reSen. Specijalno se, na primer, ne zna debljina pot-
punog grafa sa 16 &vorova.

Ekspozicija problema u vezi sa debljinom grafa nalazi se u [4].

Svi opisani problemi imaju svoie genecralizacije u sledeéem smislu. Umesto
u ravni, graf moZe da se predstavi na nekoj drugoj povrSini, s tim da se zahteva
da mu se tada grane ne seku.

Jasno je da se tada okolnosti mogu da promene. Tako je, na primer, u ravni
nemogucée predstaviti potpuni pentagraf bez presecanja grana. Na torusu je ovo
mogucéno ne samo za pentagraf, ve¢ 1 za potpuni graf sa 7 Cvorova (sl. 32).
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Za zatvorenu orijentisanu povr§inu definiSe se rod s povriine. On je jednak
maksimalnom broju zatvorenih, medusobno disjunktnih krivih koje se mogu posta-
viti na povrSinu tako da njima povriina nije podeljena na dva ili viSe delova. Za
ravan i sferu je s=0, za torus s=1, a za povriinu vaze sa dve drske s=2.

A

|
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Y

Jedan od problema koji se u vezi sa ovim postavlja glasi:

Koliki mora biti rod povrSine da bi se na njoj mogao predstaviti potpun
graf sa n Cvorova?

Rod grafa se definiSe kao minimalni rod povrsine na kojoj se graf moZe pred-
staviti a da mu se grane ne seku.

O ovim problemima bi¢e govora i u sledeéem poglavlju.

2.3. BOJENJE GRAFOVA

U ovom poglavlju se posmatraju neorijentisani grafovi bez petlji i vi§estrukih
grana.

2.3.1. O bojenju uopste

Graf se boji na taj nadin $to se svakom &voru pridruzuje neka boja, tj. svaki
¢vor se boji nekom bojom. Graf je pravilno obojen ako su svaka dva susedna Cvora
obojena razliitim bojama. Ako se graf moZe pravilno obojiti a da se pri tome
upotrebi k boja, graf je k-obojiv. Hromatski broj v(G) grafa G je jednak k, ako
je graf k-obojiv a nije (k-1)-obojiv.

U literaturi su opisani i drugi nacini bojenja grafova. Tako se, prema jednom
nadinu bojenja, boje grane grafa a ne ¢vorovi. Grane, koje se sti¢u u istom cvoru,
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moraju biti razli¢ito obojene. Tre¢i nacin bojenja obuhvata bojenje ¢vorova i grana
istovremeno. Ovde, pored uslova da susedni Cvorovi i susedne grane ne budu obo-
jeni istom bojom, postoji i uslov da &vor i grana, koja polazi iz tog ¢vora, ne smeju
biti isto obojeni.

Drugi i tre¢i nacin bojenja grafa mogu biti svedent na prvi na sledeci nacin.
Za dati graf G definisaCemo pridruzeni graf L (G) 1 totalni graf T (G).

PridruZeni graf (ili graf grana) grafa G je graf &iji se ¢vorovi nalaze u biuni-
vokoj korespondenciji sa skupom grana grafa G. Dva ¢vora iz L(G) su spojena
granom ako 1 samo ako se odgovarajude grane u grafu G stiCu u istom Cvoru.

Cvorovi totalnog grafa T(G) su u biunivokoj korespondenciji sa unijom skupa
&vorova 1 skupa grana grafa G. Dva ¢vora u T(G) su susedna ako 1 samo ako njima
u G odgovaraju: 1° dva susedna ¢vora ili, 2° dve grane koje se stiéu u istom ¢voru
ili 3° &vor i grana koja se stie u tom cvoru.

Bojenje grana grafa G se svodi na bO_]Cﬂje ¢vorova grafa L(G). Istovremeno
bOJenJe &vorova 1 grana u G svodi se na bojenje ¢vorova grafa T(G). Iako se opisa-
nim postupkom sva tri na¢ina mogu svesti na prvi nacin, ipak se to ne Cini uvek,
jer su, na primer, algoritmi za bojenje grana bolje razradeni od algoritama za bo-
jenje Cvorova.

S druge strane, svodenje svih vrsta bojenja na bojenje grana nije uvek moguéno
jer postoje grafovi koji ne predstavljaju grafove grana nijednog grafa.

Analogno hromatskom broju v (G) grafa, koji predstavlja karakteristiku prvog
nacina bojenja, uvode s¢ hromatska klasa y (G) grafa i hromatski indeks .(G) grafa
kao karakteristike drugog i treCeg nacina bojenja pomodu rclacija X(G)=+y(L(G))
1 41(G)=v(1(G)).

Bojenje grafova 1 hromatski broj su od velikog znacaja u mnogim teorijskim
i prakti¢nim pitanjima. Izmedu ostalog, pomenimo da se problem nalaZenja opti-
malnog nacina koriS¢enja memorije elektronskog raCunara moZe svesti na pro-
blem bojenja &vorova grafa [21].

r—"!-

2.3.2. Hromatski broj grafa
- Zadovoljavajudi algoritmi za bojenje ¢vorova grafa nisu poznati. Opis posto-
jecih algoritama se moZe naci u [69].

Nije poznato kako se moZe cdrediti hromatski broj grafa bez efektivnog
bojenja grafa, osim u izuzetnim sluéajevima. Medutim, u mnogim problemima je
interesantno ba$§ ovakvo odredivanje hromatskog brcja, pa je zato od znadaja
veza hromatskog broja sa drugim brejnim karakteristikama grafa.

Stoga ¢emo navesti nekoliko elementarnih oscbina 1 nejednakosti za hromat-
ski broj v(G).

Razmotrimo najpre dva ekstremna sluCaja. Ako giaf G ne sadrZi nijednu
granu, tj. ako se sastoji samo od izolovanih ¢vorova, sve €vorove moZzemo obojiti
istom bojom. Stoga je y(G)=1. Nasuprot tome, za potpuni graf G sa r &vorova
imamo y(G)=n.

Odigledno je da graf ne moze imati manji hromatski broj od bilo kojeg svog
podgrafa. Ako graf G ima, kao podgraf, potpuni graf sa k &vorova, dobija se
v(G) = k. U skupu potpunih podgrafova grafa G postoje, svakako, oni koji imaju
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najviSe cvorova. Takvi potpuni podgrafovi nazivaju se klike grafa. Za graf G se
definiSe i veli¢ina K(G) koja je jednaka broju €vorova proizvoljne klike grafa. Og&i-
gledno je v(G) = K(G).

Druge ocene veli¢ine hromatskog broja grafa moZemo dobiti posmatranjem
stepena &vorova grafa dy, ..., du. Neka je d =max (dy, . . ., dvn). Tada vaZi sledeca
teorema Brooksa [11].

Teorema 1. Za hromatski broj v(G) povezanog grafa G vazi v(G)<<d-1.
Jednakost vazi ako i samo ako je G ili potpun graf ili regularan graf stepena dva sa
neparnim brojem Cvorova.

Prvi deo teoreme se jednostavno dokazuje indukcijom po broju &vorova.
Jedan nov skradeni dokaz teoremc dat je u [41].

Nedavno je u poznatoj problemskoj rubrici Casopisa »American Mathematical

Monthly« postavljen slede¢i problem [25]:

Pokazati da za svaki graf G sa n ¢vorova, m grana i hromatskog broja v(G)
2
vazi nejednakost v(G) = A
ne—2m
Navodimo dva reSenja ovog problema.

ReSenje 1. Svaki graf sa n ¢vorova, hromatskim brojem v 1 maksimalnim bro-
jem grana moze se predstaviti na sledeci naéin. Skup &vorova je podeljen u vy disjunkt-
nih, nepraznih podskupova sa ny, ..., n, (n+ ... +n,=n) ¢vorova u svakom
od podskupova respektivno. Svaka dva Evora iz razliéitih podskupova su spojena
granom, a nijedan par Cvorova iz istog podskupa nema tu osobinu. Broj grana

: J - . : "
u ovom grafu je m=—- Z n; (n—ny). Odredujuci maksimum ove funkcije uz uslov

i=1
2(\ ), odakle sleduje v = &

2y n ~2m

2

ny+---+n,=n, dobjjamo m=

ResSenje 2.3 Izveséemo induktivni dokaz po broju ¢vorova n. Za n=2 stav
je tacan. Pretpostavimo da stav vaZi za sve grafove sa marje od n ¢vorova i posma-
trajmo graf G sa n Cvorova, m grana 1 sa v(G)=-r. Neka je izvedeno jedno bojenje
¢vorova grafa G sa y boja by, ..., b,. Neka je X; (i=1, ..., v) skup &vorova koji
su obojeni bojom b;. Za svako i postoji Cvor x; & X¢ koji je istovremeno susedan sa
bar po jednim ¢vorom iz svakog od skupova Xj(j#i). Ako ovo ne bi bilo ta¢no
za neko i, svi ¢vorovi iz X; bi se mogli ObOjl'[J sa po nckom od boja by (]7éz) 1 graf
ne bi bio y-hromatski. Posmatrajmo parove cvorova Xxj, ..., X,. Ako X 1 xj nisu
susedni, oformimo granu izmedu njih i udaljimo iz grafa granu kO_]0m je x; spojen
sa nekim od ¢vorova boje b;. Ponavljanjem ovog postupka moZemo posti¢i da
¢vorovi xq, .. s Xy obrazuju potpun podgraf u ovako dobuenom grafu G'. Gra-
fovi G1 G’ 1maju iste hromatske brojeve, te stoga svaki od n—y Cvorova razli¢itih
od xj, ..., X, nije susedan sa bar jednim od &vorova xi, ..., x,. Udaljimo iz G’
¢vorove xi, ..., X, sa svim njihovim granama. Neka preostali graf ima n; évc;rova,

my grana i hromatski broj vy;. Po induktivnoj pretpostavei je v = - )
n—4amy

Na osnovu ovoga, te relacija vy >y, ny=n—vy 1 my > m-—(;>~y(n——y)+ n—vy

3 Refenje 2. predstavlja redigovano reenje studenta Elektrotehni¢kog fakulteta Slobodana
Simiéa.



42

(n—v)?*

dobija se v >
(n—y)?*—2m+y(y—1)+2y(n-—y)—2(n—y)

, odakle sleduje

n2
nt—2m
Veza izmedu hromatskog broja i strukture grafa je veoma komplikovana.

Ona je jedino za bihromatske grafove, tj. za one koji se mogu obojiti sa dve boje,
poznata i izraZena je sledeCom teoremom koju je dao D. Konig.

Y=

Teorema 2. Graf je bihromatski ako i samo ako ne sadrZi kao delimicni podgraf
nijednu konturu sa neparnim brojem cvorova.

Dokaz. Kontura sa neparnim brojem ¢vorova je oligledno trihromatski graf.
Stoga je jasno da bihromatski graf ne moZze da sadrzi kao delimi¢ni podgraf konturu
sa neparnim brojem Cvorova.

Pretpostavimo sada da graf ne sadrzi nijednu konturu sa neparnim brojem
¢vorova i dokazimo da je graf bihromatski. Izvr§iéemo efektivno bojenje grafa
sa dve boje. Proizvoljan ¢vor obojimo, na primer, belom bojom; sve njemu susedne
Cvorove obojimo plavom, a susedne ¢vorove od ovih opet belom itd. Kada zavr-
§imo sa jednom komponentom povezanosti predimo na drugu. Ako na ovaj nadin
obojimo sve Evorove grafa, graf je bihromatski. U suprotnom slucaju naiéi ¢emo
u procesu bejenja na &vor koji treba obojiti, na primer, plavom, a on je veé¢ obojen
belom. Medutim, tada od poéetnog &vora vode u ovaj ¢vor dva razliéita puta, od
kojih jedan ima paran, a drugi neparan broj grana. Ako objedinimo ova dva puta,
dobijamo kruZni put neparne duZine. Ovaj kruzni put moZe da postoji samo ako
u grafu postoji kontura sa neparnim brojem &vorova, a to je u suprotnosti sa pola-
znom pretpostavkom.

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

T1p10m predstavnici bihromatskih grafova su stabla 1 konture sa parmm
brojem ¢vorova.

U uvodu je navedeno da vazi sledeca teorema:

Teorema 3. Svaki planaran graf je 5-obojiv.

Dokaz. Koristi¢emo indukciju po broju évorova grafa.

Za grafove sa malim brojem c&vorova teorema se neposredno proverava.
Pretpostavimo da teorema vaZi za planarne grafove sa manje od n ¢vorova 1 posma-
trajmo planaran graf G sa n Cvorova.

Na osnovu stava 2. iz 2.2.1, graf G poseduje bar jedan ¢vor stepena ne Vec’eg
od 5. Neka je to &vor x. Ako j je x stepena manjeg od 5, postupa se na sledeci nadin.
Cvor x se udalji iz G sa svojim granama. Dobijeni graf je na osnovu induktivne
pretpostavke S-obojiv. Vratimo &€vor x nazad u graf. Za bojenje ¢vorova susednih
¢voru x upotrebljene su najvise 4 boje, te se x moZe obojiti jednom od preostalih
boja.

Posmatrajmo stoga slucaj kada je x stepena 5. Neka su a, b, ¢, d, e &vorovi
susedni ¢voru x. Na osnovu teoreme Pontrjagina — Kuratowskog &vorovi a, b, ¢,
d, e ne obrazuju potpuni pentagraf u G. Stoga bar jedan par ovih €vorova nije pove-
zan granom. Neka su to, na primer, ¢vorovi a i ¢. Udaljimo iz G grane (x, b), (x, d)
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i (x, e). Na sl. 33a je predstavljen posmatrani deo grafa G. Udaljimo sada i grane
(x,a)i (x, ¢), a sve grane koje dolaze do ¢vorova a i ¢ produZimo do ¢vora x, koga
demo sada oznaciti sa x’ (sl. 33 b). Tako dobijeni graf moZe se po induktivnoj pret-
postavci obojiti sa S boja. Bojenje grafa sa sl. 33b odreduje bojenje i grafa G. Naime,

a) b)
Sl 33

¢vorovi a i b posto nisu susedni dobijaju boju &vora x’. Za bojenje &vorova b, d, e,
potrebne su jo§ najviSe tri boje (to su boje odredene bojenjem grafa sa sl. 33 b).
Za bojenje Cvora x preostaje jo§ jedna boja.

Ovim je teorema dokazana.

2.3.3. Bojenje grafova na povrSinama viSeg roda

Heawood, koji je 1890. god. pronasao greSku u Kempeovom reSenju pro-
blema dCetiri boje, postavio je i problem bojenja mapa na povrSinama viSeg roda.

Neka je Ss povrsina roda s. Hromatski broj v(S,) povrSine S definiSe se kao
maksimalan broj boja potreban da se na S; oboji svaka mapa, odnosno svaki graf
koji se na toj povrSini moZe nacrtati, a da mu se grane ne presecaju. Heawood
je dokazao nejednakost

1) Y(SSK[-}-%WMM], o=l 2.

i pretpostavio da jednakost vaZi za svako s. To je poznata Heawoodova hipoteza.

PoSto se na torusu moZe nacrtati potpun graf sa sedam ¢vorova a da mu se
grane ne presecaju (sl. 32), dobija se na osnovu (1) y(S;)=7. I za druge vrednosti §
su se vremenom pojavljivali dokazi da u (1) vaZi jednakost. Jedno vreme se sma-
tralo da je jednakost u (1) dokazana za svako s, iako to nije bilo tano. Cak je
ovakva pogreSna informacija unoSena i u udzbenike. Velike doprinose ispitivaju
Heawoodove hipoteze dali su G. Ringel i J. W.T. Youngs. Oni su uspeli 1968.
god., 78 godina od njenog postavljanja, da kompletiraju dokaz Heawoodove hipo-
teze [52]. Tako sada imamo sledeéu Ringel—Youngsovu teoremu.

Teorema 1. Hromatski broj v(S,) zatvorene orijentisane povrine S; roda s>0

je y(Sy) = [% + —;f Y1+ 48}] .



44

Ringel—Youngsovoj teoremi je ekvivalentna sledea teorema.

Teorema 2. Rod s(K») potpunog grafa K. sa n(=3) ¢vorova je

(n—3)(n—4) }
12 ’

s(Kn)=[

gde {x} oznalava najmanji ceo broj koji nije manji od x.
Ringel i Youngs su, u stvari, dykazali ovu drugu verziju teoreme.

2.4. BROJ UNUTRASNJE I SPOLJASNJE STABILNOSTI GRAFA

2.4.1. Broj unutrasnje stabilnosti grafa

Neka je dat proizvoljan graf G= (X, U) bez petlji. Podskup § skupa ¢vorova
X(SCX) zove se unutrasnje stabilan ili nezavisan skup* grafa G, ako za svaki par
cvorova xi, ;&S vazi (x;, x)EU 1 (x5, x;)(EU. Podgraf grafa G, indukovan unu-
traSnje stabilnim skupom S ne sadrzi nijednu granu, tj. sastoji se od izolovanih
cvorova.

Neka je & skup svih unutra$nje stabilnih skupova grafa G. Broj unutrasnje
stabilnosti «(G) grafa G definiSe se relacijom

« (G)= max|S|.
seds

Skupovi SEJS za koje je |S|=u«(G) zovu se maksimalni unutrainje stabilni
ili maksimalni nezavisni skupovi grafa.

U daljem tekstu posmatrac¢emo samo neorijentisane grafove bez petlji i viSe -
strukih grana.

Maksimalan nezavisan skup grafa moZe se dovesti u vezu sa pojmom klike
grafa. Neka je dat graf G i jedan maksimalan nezavisan skup S grafa G. Posma-

trajmo komplement agrafa G. Cvorovi iz S nisu u G susedni, pa su stoga u G spo-
jeni granama. Oni u G obrazuju kliku. Odavde imamo relaciju

«(G) =K (G).

.

., Broj unutrasnje stabilnosti « (G) grafa moZe se dovesti u vezu i sa hromatskim
brojem v (G) grafa. Neka je graf obojen sa y (G) boja. Skup &vorova iste boje
obrazuje unutraSnje stabilan skup grafa, jer ¢vorovi obojeni istom bojom ne smeju
biti susedni. Dakle, broj ¢vorova iste boje nije veéi od «(G). Ako graf ima n

¢vorova, dolazimo do relacije
«(G)y (G) = n.

Kombinujuéi ovaj rezultat sa Brooksovom procenom hromatskog broja, dola-
zimo do slededeg stava:

4 Za oznalavanje istog pojma upotrebljava se i termin antilanac, koji je uveo D, Kurepa.
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Stav. Ako je d=max(d,, ..., dn), gde su dy, ... dn stepeni ¢vorova grafa G,
vazi nejednakost
n
o (G)= .
@) d-+1

U 1.2. je objasnjeno kako se svakoj Sahovskoj figuri moZe pridruZiti jedan
graf. Svakom poloZaju viSe istorodnih figura na Sahovskoj tabli, u kojem se te
figure medusobno ne napadaju, odgovara u grafu pridruZenom figuri jedan unu-
traSnje stabilan skup. Maksimalan broj figura koje se mogu postaviti na tablu
a da se medusobno ne napadaju jednak je broju unutraSnje stabilnosti pridruze-
nog grafa.

Za damu na tabli 8 X 8 broj unutrasnje stabilnosti pridruZenog grafa je 8.
Za tablu tipa #n X n je ovaj broj jednak nza n>4,azan=1,2,3 jednak je 1,1, 2
respektivno. Za topa, odnosno lovca, na n X n tabli je « =n, odnosno «=2n—2.

. 1 . 1 y
Za kralja je a=-— n2 za n parno i oc:? (n+1)2 za n neparno, a za skakada

% n? za n parno i %(nz—}— 1) u suprotnom slucaju [56].

2.4.2, Shannonov problem u teoriji informacija i veza sa jednim Sahovskim
problemom

Definisaemo najpre jednu binarnu operaciju nad grafovima — jaki proizvod
grafova.

Neka je Gy=(X, U) 1 Go=(Y, V). Jaki proizvod G; X G, grafova G, i G,
se definiSe pomoéu G; X G, =(X X Y, W). Cvorovi (x1, y1) 1 (x2, y2) (x1, X2EX;;
Y1, y2EY) su susedni u Gy X G, ako i samo ako je ili (xy, x)U 1 yy=y, ili
OLydEVixi=xyili (x;, x2)CU i (¥, y&V,

Primer. Na sl. 34 dat je primer jakog proizvoda jednog grafa sa samim sobom.

T
X
| : I D<><@

S

6 X 6 = 62

Sl. 34 Sl 35

Svaki od grafova faktora sa sl. 34 moZe interpretisati kao graf kretanja kralja
na jednodimenzionalnoj Sahovskoj tabli sa tri polja (sl. 35). Proizvod odgovara
kretanju kralja na kvadratnoj tabli tipa 3 X 3.
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Primetimo da je u ovom primeru «(G2)= [« (G)]2.

Opisana situacija ima 1 drugu interpretaciju.

Kroz sistem veze mogu se prenositi signali xy, x, 1 x3. Usled smetnji na vezama
na izlazu sistema, signal x; moZe se protumaciti kao xy ili x,, x5 kao x5 ili x3 i *3
samo kao x3. Moguca 1zobhcenja signala mogu se predstaviti Jedmm grafom, Cl_]l
¢vorovi odgovaraju moguénim 51gnahma Dva &vora su spojena granom ako 1

samo ako odgovarajuéi signali mogu da izazovu isti izlazni signal. Tako dobijamo
graf G sa sl. 34.

Da ne bi doslo do greSaka u prenosu informacija, za kodovanje saopStenja
moraju se koristiti samo signali koji se na izlazu ne mogu pomesati. Cvorovi koji
odgovaraju ovakvim signalima obrazuju u grafu unutraSnje stabilni skup.

Dakle, u posmatranom slu€aju treba koristiti samo signale x; i x3 za kodo-
vanje pojedinih saopstenja.

Umesto da saopStenje Sifrujemo posebnim signalima, moZemo to uéiniti,
na primer, nizom od dva signala. Broj uredenih parova signala koji nam tada stoje
na raspoloZenju jednak je broju unu-
traSnje stabilnosti jakog proizvoda
grafa sa samim sobom. Ti parovi su
O O O (xb xl) (xla x3): (X3, X1), (X3, x3)-

Izbor pojedinacnih signala i pa-
rova signala je ekvivalentan sa posta-
vljanjem §to veéeg broja kraljeva na
odgovarajuée Sahovske table, sl. 36.

Prilikom kodovanja saopStenja
O O O sa nizovima viSe od dva signala, mo-
rao bi se posmatrati trodimenzionalni
odnosno viSedimenzionalni $ah.

Sl. 36 C. E. Shannon je proucavao broj

unutrasnje stabilnosti u viSestrukim ja-

kim proizvodima grafa sa samim sobom. Pokazalo se da je u nekim sluéajevima
moguéno prenosenje veCeg broja saopStenja nego $to izgleda u prvi mah.

Takav slucaj nastaje, na primer, u sistemu veze sa pet signala a, b, ¢, d, e,
pri Cemu na izlazu signal @ moZe da izazove pojavljivanje signala a ili b, signal b

b

a a
b b
¢ a
¢ C
d d
e O —") e d e
SI. 37

moZe da izazove b ili ¢ itd., prema sl. 37. Na istoj slici je dat i odgovarajuéi graf
Cija je konstrukcija opisana ranije.
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Ovde je a(G)=2, ali «(G?2) nije 4 veé 5. Ovo se moZe videti pomcéu sl. 38a,
na kcjoj grafu G odgovara kretanje kralja na cilindri¢noj Sahovskoj tabli (ivice
1—1" treba slepiti). Grafu G x G odgovara Sahovska tabla, koju dobijamo sa
sl. 38b ako najpre slepimo gornju i donju ivicu table, pa zatim dobijenu cilindriénu
tablu smotamo u oblik torusa i su-

protne 1ivice cilindri¢ne povrsine slepi- 1 1 a b ¢ d ¢
mo. Parovi signala koji se mogu 4 O a O
rekonstruisati na izlazu su (a, a), (b, d),
(c, 8), (d, e), (e, 0). b b O
Vidi se da j § Caj
2 di se da je u opstem ?\1/qu_]11 - o . O
Vo (G?) = (G). Stoga se definiSe ve-
&ina 6 (G) = sup V« (G") koja se naziva d ? O
informacioni kapacitet grafa. Odredi- e e O
vanje kapaciteta datog grafa je oci- 1 1
gledno povezano sa maksimalnim a) Sl 38 b)

iskori§¢enjem datog sistema veze.

Za graf G sa sl. 37 nije poznat kapacitet. Zna se da je J/5 < 6(G) < % .

U [40] je dokazano da je 0(G)= lim Ve (G").

n—>- oo

2.4.3. Jedan problem teorije kodova koji ispravljaju greske

Posmatra se skup uredenth m-torki X==(x,..., xxs), gde je x,=1,...,b
(r=1, ..., n). Broj n-torki je b* Jednakost X=1Y n-torki X=(xy, ..., X,) 1
Y=(y ..., y,) vezi ako i samo ako je x;=y, ..., X,=pn

Kaze se da su n-torke X' 1 Y na rastojanju d, ako ne vazi taéno d od n jedna-
kosti x;=y1, ..., X,=J,.

Skup n-torki {Xj, ..., X,} zove se kod kodovskog rastojanja d, ako je mini-
mum medusobnih rastojanja n-torki iz koda jednak d.

Kod kodovskog rastojanja d=2/-+1 ima sledefu osobinu. Ako se prilikom
prenoSenja proizvoljne n-torke koda kroz sistem veze pogreSno prenese ne vise
od / koordinata n-torke, u prijemnom uredaju se n-torka moZe rekonstruisati.

Prema [10] jedan od osnovnih problema teorije kodova koji ispravljaju greSke
je slededi:

Koliko postoji n-torki u datom skupu n-torki, cfija medusobna rastojanja nisu
manja od d, tj. koliko n-torki sadrZi najveci kod kodovskog rastojanja d?

Problem je reSen samo za specijalne vrednosti n, b, I [2].

Za b=2,3 1 n=3,4, ..., 12 problem je ekvivalentan problemu sportske
prognoze (videti primer).

Problem se moZe interpretirati na jednom grafu. Neka je G,,, neorijentisan
graf, bez petlji i viSestrukih grana, &iji su ¢vorovi sve n-torke datog prostora n-torki.
Dve n-torke su spojene granom ako i samo ako je njihovo rastojanje manje od

2[+1=d.
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Postavljeni problem je ekvivalentan slede¢em:
Odrediti broj unutraSnje stabilnosti grafa G,

Nave$¢emo neke karakteristike grafa G,,;.
Na rastojanju i (i=0,1, ..., n) od svake n-torke nalazi se tacno (n) (b—1)}
l

! ) (b—1)' drugih Evorova.
i

21
n-torki. Stoga je svaki ¢vor grafa G, povezan sa z (

i=1

2/
Gny je, dakle, regularan graf sa b* Cvorova stepena > (n>(b~])i.
i

i=1
Izu€avanje osobina grafa G,,, je cd interesa za navedeni i druge probleme
teorije kodova kcji ispravljaju greSke.

Primer. Za n =4, b =3, [ =1 (d = 3) maksimalni kod sadrzi 9 &etvorki (simboli koji
se prenose su 0, 1 i 2, a Cetvorke su ispisane vertikalno):

0001 112 22
01201201 2
021210102
012201120

Dakle, Sifrator u sistemu veze ima tri osnovna simbola 0, 1 i 2. U elektronskom uredaju
to moZze da znali, na primer, odsustvo impulsa, pozitivan pravougaoni impuls i negativan pravo-
ugaoni impuls. Ako hodemo da korisne informacije oznatavamo Cetvorkama i ako znamo da se
kroz sistem veze najvise jedna komponenta Cetvorke moZe pogre$no preneti, upotrebljavamo gornji
kod. Ovim kodom mozZemo prenositi najvise devet razli¢itih informacija, na primer, devet slova.

Ako sistem ne pravi viSe od jedne greske u svakoj Cetvorci, Cetvorka se uvek moze rekon-
struisati na ulazu. Na primer, ako se na izlazu dobije ¢etvorka 0 0 1 1, ocigledno je da nju treba
protumaditi kao ¢éetvorku 2 0 1 1.

Interesantno je da se navedeni kod moze primeniti kao »sistem« pri igranju na sportskoj
prognozi. Ako je potrebno predvideti ishod Cetiri fudbalske utakmice (oznaéimo sa 1 pobedu do-
maceg kluba, sa 0 nere$en rezultat, i sa 2 pobedu gostujuéeg kluba) tako da s¢ prognoza za najmanje
tri utakmice pokaze kao taCna, onda je, oigledno, potrebno postaviti vie prognoza. Ako svakoj
Cetvorci navedenog koda odgovara jedna prognoza ishoda Cetiri utakmice, onda je na osnovu ranije
reCenog jasno da ¢emo, bez obzira na stvarne ishode utakmica u jednoj od devet prognoza, imati
bar tri tana rezultata.

Problem sportske prognoze je obradivan u matematiCkoj literaturi. Tako je, na primer,
u [34] dokazano da je za prognoziranje ishoda pet utakmica, uz uslov da se bar u jednoj progrozi
moraju posti¢i najmanje Cetiri tana rezultata, potrebno postaviti 27 prognoza.

2.4.4. Broj spoljasnje stabilnosti grafa

Posmatrajmo opet proizvoljan graf G =(X, U) bez petlji. Podskup T skupa
¢vorova naziva se spoljasnje stabilni skup grafa, ako iz svakog &vora grafa koji
ne pripada T vodi bar jedna grana u neki od ¢vorova iz T.

Posmatrajmo skup & svih stabilnih skupova grafa G. Broj spoljasnje stabil-
nosti B(G) grafa G definiSe se pomocu
8(G)= min|T|.
TG
Skupovi TET za koje je |T|=B (G) zovu se minimalni spoljasnje stabilni
skupovi grafa.
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Pojmu spoljasnje stabilnog skupa srodan je pojam dominirajuéeg skupa grafa.
Dominirajuci skup grafa je takav skup ¢vorova grafa D da u svaki ¢vor grafa koji
ne pripada D vodi bar jedna grana koja polazi iz D. Minimalan dominiraju¢i skup
i broj dominiranja se definiSu analogno minimalnom unutragnje stabilnom skupu,
odnosno broju unutraSnje stabilnosti.

U neorjjentisanom grafu unutradnje stabilni skup i dominirajuéi skup pred-
stavljaju jedan isti pojam.

Primer 1. U Sahovskoj problemskoj literaturi poznat je problem pet dama. On je u vezi sa
brojem spolja$nje stabilnosti grafa.
Problem pet dama glasi:

Koliko je najmanje dama potrebno postaviti na $ahovsku tablu da bi sva polja table bila
napadnuta? (Pri ovom se podrazumeva da dama napada polje na kojem se nalazi.)

Odgovor glasi: Potrebno je najmanje pet dama.

Jedno resenje je dato na sl. 39. Ukupno postoje 4860 reSenja koja je mukotrpnim prove-
ravanjem prebrojao K. Szily 1902. god.

Sl. 39

ReSenja problema pet dama predstavljaju minimalne dominiraujée skupove
u grafu pridruZzenom $ahovskoj figuri dami.

Podskup skupa ¢vorova grafa G, koji je istovremeno I unutra$nje stabilan
skup i spoljadnje stabilan skup grafa G, naziva se jezgro grafa. Pojam jezgra ima
primenu u teoriji igara kod analize tzv. igara na grafovima.

Igru igraju dva igrafa tako Sto naizmeni€no biraju Cvorove zadatog grafa.
Najpre se Zrebom ili na drugi naéin odreduje jedan ¢vor grafa. Prvi igra¢ moze
da izabere ¢vor do koga se moze sti¢i granom iz pocetnog ¢vora; drugi igrac bira
izmedu évorova u koje vode grane iz ¢vora koji je izabrao prvi igrac¢ itd. Igru gubi
onaj koji ne moZe viSe da izabere nijedan Cvor.

Sledec¢i stav moZe da pomogne prilikom igranja ovakvih igara.

4 Teorija grafova i njenc primene
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Stav. Igrac, koji izabere Cvor iz jezgra grafa, ne moZe prilikom pravilne igre
da izgubi.

Dokaz. Neka je igraC A izabrao ¢vor iz jezgra. PoSto je jezgro unutrasnje
stabilni skup, igraé B mora da izabere ¢vor van jezgra Igra¢ A pri ovom ne moZe
da izgubi, jer je jezgro i spoljasnje stabilni skup, pa iz svakog ¢vora van jezgra vodi
bar jedna grana u neki &vor iz jezgra. Posto A ponovo izabere ¢vor u jezgru situa-
cija se ponavlja, t¢ 4 ne moZe da izgubi igru.

Ovim je stav dokazan.

Primer. Na stolu je poredano 15 $ibica. Igraci 4 i B uzimaju naizmenino po jednu, dve ili
tri §ibice. Gubi onaj ko ne mozZe da uzme viSe nijednu $ibicu kada dode na red. Kako treba igrati
ovu igru?

Igra se moze interpretirati kao igra na grafu sa sl. 40.

Cvor x; (i =0, 1, ..., 15) oznalava stanje igre: »na stolu se nalazi i sibica«. Cvorovi jezgra
su oznadeni na crtezu kvadrati¢ima. U ovom sluéaju igral koji izabere ¢vor iz jezgra dobija igru.

N

X5 \Xis Wi K2\ K \Xo JiXe Xs \X7  \Xe /s Xo \X3 [ X2 X 4<> Xo

SI. 40

Napomenimo da ne mora svaki graf da poseduje jezgro i da jezgro ne mora
biti jedinstveno.

2.5. EULEROVI I HAMILTONOVI PUTEVI

2.5.1. Eulerovi putevi

Posmatramo neorijentisane multigrafove bez petlji. Eulerov put je onaj koji
taCno jedanput prolazi kroz svaku granu multigrafa. Eulerov put moZe biti i zatvoren.

Svi iskazi iz ovog odeljka ostaju u vaznosti ako se posmatraju orijentisani
multigrafovi, a termini put i zatvoren put zamene terminima lanac i ciklus. Poslednja
dva termina, naravno, mogu da se vpotrcbe i u sluéaju neorijentisanih multigrafova.

Zadaci tipa problema kenigsberSkih mcstcva, koji je naveden u 1.2., namecu
sledeéi problem: Koji multigrafovi poseduju Eulerov put, cdnosno Eulerov zatvoren
put? Odgovor daje slede¢a Eulerova teorema, koja je vcé navedena u 1.2

Teorema. Multigraf G poseduje Eulerov put ako i samo ako je povezan i sadrZi
0 ili 2 ¢vora neparnog stepena.

Dokaz. Ako se kreéemo po Eulerovom putu, onda uvek kada nekom granom
dodemo u neki ¢vor, moramo koristiti drugu granu za napusStanje tog ¢vora. Po§to
sve grane moraju taéno jedanput biti predene, zakljuCujemo da stepeni svih &vo-
rova moraju biti parni. Izuzetak nastaje kod nezatvorenog Eulerovog puta. U tom
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slu€aju prvi i poslednji ¢vor moraju biti neparnog stepena. Povezanost multigrafa
je takode potreban uslov za egzistenciju Eulerovog puta.

Dokazimo sada da su uslovi teoreme dovoljni za egzistenciju Eulerovog puta.
OgraniCimo se na slu€aj kada su stepeni svih ¢vorova parni. PosluZiéemo se meto-
dom indukcije po broju grana. Za multigraf sa dve grane stav je tafan. Pretposta-
vimo da je ta¢no da svi multigrafovi sa manje od m grana, koji ispunjavaju uslov
teoreme, poseduju Eulerov zatvoren put i posmatrajmo multigraf G sa m grana.
Po¢nimo kretanje po granama multigrafa iz proizvoljnog &vora. Kada dodemo
u neki ¢vor, kretanje nastavljamo proizvoljnom granom kojcm se nismo do tada
kretali. PoSto su stepeni svih ¢vorova parni, kad-tad ¢emo se morati vratiti u pocetni
¢vor. Na ovaj nacin dobijen zatvoren put e nije obavezno Euleroy put.

Isklju¢imo iz grafa grane ovog zatvorenog puta. Dobijeni delimiCni graf ne
mora biti povezan, ali svi njegovi ¢vorovi imaju paran stepen. Po induktivnoj pret-
postavcl svaka komponenta povezanosti delimiénog grafa (koja poseduje bar jednu
granu) poseduje Euleroy zatvoren put. Na taj nacin obrazovani su putevi ey, e, . . .
Posto je G povezan graf, svaki od ovih Eulerovih puteva ima bar jedan zajednicki
¢vor sa kruZznim putem e. Eulerov kruzni put u G dobija se onda tako §to se po€ne

kretanje po putu e i kad god se’ naide

na neki od puteva ej, ey, . .. obide se
taj put, a zatim nastavi kretanje po
putu e.

Ovim je dokaz teoreme zavrSen.

Iz dokaza je jasno da povezan
multigraf poseduje Eulerov zatvoren
put kada nijedan njegov ¢vor nije ne-

SL. 41 parnog stepena. U grafu koji poseduje

dva ¢vora neparnog stepena postoji

Eulerov put koji povezuje ta dva &vora. Zatvoren Eulerov put ne postoji u
ovom slucaju.

Primer. Na sl. 41 data su dva grafa koji podsecaju na zatvoreno i otvoreno pismo. Na osnovu
Eulerove teoreme zakljucuje se da prvi od njih ne poseduje, a drugi da poseduje Eulerov put.

Eulerovi putevi su od interesa za organizacije koje u velikim gradovima raz-
nose postu, naplacuju raune 1li vr§e razne usluge po dcmacinstvima. PoStar Ce,
na primer, najracionalnije razneti pcstu u svom rejonu ako kroz svaku ulicu prode
taéno jedanput. Organizatori velikih izlozbi moraju, da bi posetioce proveli pored
svih eksponata po jedanput, da cdrede jedan Eulerov put u grafu odredenom izlo-
Zbenim prostorom 1 razmeStajem eksponata.

2.5.2. Hamiltonovi putevi

Hamiltonov put je put koji kroz sve ¢vorove grafa prolazi taCno jedanput.
Hamiltonov zatvoren put je put koji se zavrSava u ¢voru u kojem 1 pocinje.

Hamilton je 1856. godine postavio slede¢i zanimljiv problem. Trgovack: put-
nik treba da obide izvestan broj gradova i da se vrati na mesto polaska, tako da
u toku putovanja kroz svaki grad prode tacno jedanput. Razmatran je konkretan
primer u kojem su gradovi i saobradajnice izmedu njih predstavljali temena i ivice
pravilnog dodekaedra (20 temena, 30 ivica, sl. 42).

4%
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Na sl. 43 predstavljen je u ravni odgovarajuéi graf, koji je regularan, treeg
stepena. Na slici je dato i reSenje Hamiltonovog problema.

I pre Hamiltona su reSavani sliéni problemi. Tu je, pre svega, ¢uveni problem
konji¢kog skoka (konj ili skakad; misli se na Sahovsku figuru), kojim su se, izmedu
ostalih, bavili: L. Euler, Moivre, Vandermonde 1 Kiirschak. Ovaj problem glasi:

S
2

Sl. 42 Sl 43

»Da li je moguéno skakadem obici sva polja Sahovske table tako da se svako polje
obide taéno jedanput?«, ili sa drugom terminologijom: »Da li u grafu pridruZenom
skaka€u postoji Hamiltonov put?«

O problemu konji¢kog skoka postoji obimna literatura. Ispitivana je ne samo
egzistencija reSenja na Sahovskim tablama razli¢itih dimenzija, ve¢ i na€in konstruk-
cije 1 broj reSenja. Pored knjiga o zanimljivoj matematici, pomenutih u 1.4. navo-
dimo ovde i knjigu [31]. Od novijih radova pomenimo [46], u kojem je dokazano
da problem konjickog skoka ima re$enje na svim pravougaonim Sahovskim tablama
dimenzije m X n(m, n > 3), izuzev sluCajeva 3 X3, 3 x5, 3 X614 x4

Pitanje egzistencije i nalaZenja Hamiltonovog puta je daleko teZi problem od
analognog problema za Eulerove puteve. Dok egzistencija Eulerovog puta zavisi
samo od stepena ¢vorova, kod Hamiltonovih puteva to ne mora biti slucaj.

Na sl. 44 data su dva grafa sa po 16 &vorova, od kojih oba imaju iste stepene
&vorova (svi Cvorovi imaju stepen 3). Medutim, prvi od njih poseduje Hamiltonov
put, a drugi ne. Iz ovog primera se vidi da egzistencija Hamiltonovog puta zavisi
od finijih pojedinosti strukture grafa nego S$to su to stepeni ¢vorova. Mada su
pomenute neke klase grafova kod kojih se pitanje egzistencije Hamiltonovog puta
jednostavno reSava, problem nije reSen u opStem slucaju.

Napomenimo da se nalaZenje Eulerovog puta svodi na nalaZenje Hamilto-
novog puta, odnosno konture u grafu grana datog grafa. Medutim, ovim se, sli¢no
kao kod svodenja bojenja grana grafa na bojenje Cvorova pridruZenog grafa, laksi
problem zamenjuje teZim, te postupak nema veceg intercsa.

Pre nego $to navedemo neke sludajeve kada je moguéno utvrditi egzistenciju
Hamiltonovog puta ili konture, naves¢emo neke primene ovih pojmova.
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Problem trgovackog putnika ima u sledeéoj verziji praktiCan znacaj:

Od svih Hamiltonovih puteva odabrati onaj koji je prema zadatom kriterijumu
optimalan.

Kriterijum optimalnosti se moZe u realnim zadacima svesli, na primer, na
to da se zahteva najkraci put, put koji se najb-Ze prelazi, put koji najmanje koSta

~

AR

)
SEEy

)

Sl. 44

itd. U SAD su, na primer, utvrdeni optimalni putevi izmedu raznih gradova za
neke probleme ovog tipa.

Posmatrajmo sada sledeéi problem iz organizacije poslovanja.

Zanatsko preduzeée koje treba da izvede vodoinstalaterske i molerske radove
u pet stanova raspolaze jednom ekipom vodoinstalatera i jednom ekipom molera.
Moleri ne mogu podeti sa radom u stanu u kojem vodoinstalateri nisu zavrsili
svoj posao. U i-tom stanu (i=1, ..., 5) vodoinstalateri treba da rade g; Casova,
a moleri b; dasova. Kojim redosledom treba da rade vodoinstalateri da bi celo-
kupan posao bio zavrSen §to je moguce pre.

Razmotrimo slede¢i brojni primer: gy =38, ap=

3
=20, (13:7, a4=18, a5=9; b1:12, b2:]2, b3‘—"~‘15, /\
by=10, bs=15. !
_../ A Y/
/

Moze se pokazati [32] da vodoinstalateri treba da 4
rade u stanu / pre nego u stanu j samo ako jJe
min (a;, b)) < min (¢;. b;). U protivnom, ekipa molera
bi dangubila viSe nego Sto je potrebno.

Formirajmo orijentisan graf u kome od ¢vora i o
ide grana ka &voru j ako je min (a; by) ==min (aj, by), Sl 45
(sl. 45). Odredivanje redosleda stanova svodi se na nala- .
zenje Hamiltonovog puta u grafu. Jedini Hamiltonov put je: 3, 1, 5, 2, 4. Citalac
moZe proveravanjem da se uveri da ne postc)i optimalniji redosled stanova.
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Egzistencija re§enja u zadacima ovog tipa obezbedena je na osnovu sledee
teoreme Rédeia.

Teorema 1. U grafu, u kojem su proizvoljna dva ¢vora spojena granom, orijen-
tisanom bar u jednom pravcu, postoji Hamiltonov put.

Dokaz. Dokaz éemo izvesti indukcijom po broju &vorova n. Za n=2 teo-
rema je ofigledno taéna. Pretpostavimo da je teorema tacna za grafove sa n ¢vo-
rova 1 posmatrajmo jedan graf G sa n--1 &vorova, koji ispunjava uslove teoreme.
Uzmimo, radi jednostavnosti, da su sve grane grafa orijentisane u jednom pravcu,
$to ne umanjuje opstost rezultata.

Uodima u G proizvoljan ¢vor x. Po induktivnoj pretpostavel podgraf grafa
G, indukovan ostalim ¢vorovima iz G, poseduje Hamiltonov put. Neka se duz Hamil-
tonovog puta nalaze redom c&vorovi xj, ... x,. Tada u grafu G mogu nestupiti
slede¢i slucajevi:

1° Grana izmedu Cvorova x, x, je orijentisana ka ¢voru x. Tada u G postoji
Hamiltonoy put obrazovan ¢vorovima Xy, ..., X, X.

2° Grana izmedu Cvorova x, x| je orijentisana od x ka ¢voru x;. Hamiltonov
put u G je sada oblika x, xy, ..., X,

3° Ako ne nastupi ni 1° ni 2°, grana (x, x)) je orijentisana od x; ka x, a grana
(x, x,) od x ka x,. Medutim, tada mora postojati bar jedno i (1 <<i<{n—1) za koje
je grana (x, x;) orijentisana od x; ka x 1 grana (x, x;;1) orijentisana od x ka xj4i.
Stoga u G postoji Hamiltonov put oblika xi, ..., Xi, X, Xit1, - .. Xp-

Ovim je dokaz zavrden.

Teorema Rédeia ima sledecu interesantnu posledicu na turnire. Naime, ako
se na nekom turniru takmicari bore svaki sa svakim 1 nijedna borba se ne zavr-
Sava nereSeno, takmicari se mogu, na osnovu tecoreme Rédeia, numerisati tako da
je svaki takmiéar, osim prvoga, pobeden od onog sa neposredno manjim rednim
brojem.

Sli¢o Rédeijevoj teorcmi moz: se dokazati i sledea Diracova teorema.

Teorema 2. Ako u povezanom neorijentisanom grafu sa n évorova za stepen d

y v 1 : : . .
svakog ¢vora vaZi nejednakost d =-— n, graf poseduje Hamiltonov kruzni put.
2

2.6. FUNKCIJE DEFINISANE NA SKUPU GRANA GRAFA

Niz teorijskih i praktiénih problema svodi se na posmatranje grafova kod
kojih je svakoj grani pridruZen neki broj. Pri ovome je mogucéno da grafovi budu
orijentisani ili neorijentisani, sa ili bez viSestrukih grana, sa ili bez petlji itd. Ta-
kode, brojevi koji se pridruzuju granama mogu pripadati razli€itim skupovima:
skupu prirodnih brojeva, celih brojeva, nenegativnih brojeva, realnih brojeva itd.
U svim ovim slu€ajevima se kaze da je na skupu grana (ukljucujuéi eventualno
1 petlje) definisana jedna funkcija.

Razmotri¢emo nckoliko vrsta problema koji se svode na razmatranje jedne
funkcije d=finisane na skupu grana grafa.
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2.6.1. Metricki problemi

U mnogim problemima se broj pridruZen grani grafa interpretira kao duZina
grane. DuZina grane se definiSe kao pozitivan broj.

U neorijentisanom grafu bez petlji 1 viSestrukih grana, a sa definisanim duZi-
nama grana moze se uvesti metrika na slede¢i nacin: duZina puta izmedu dva évora
definiSe se kao zbir duZina grana koje obrazuju taj put. Rastojanje izmedu dva
¢vora se definiSe kao duZina najkradeg puta izmedu ta dva ¢vora, a jednog &vora
od samog sebe je jednako nula. Rastojanje izmedu Cvorova koji pripadaju razli-
¢itim komponentama povezanosti je jednako + o035, Ako se, u specijalnom <luéaju,
uzme da je duZina svake grane jednaka 1, dobija se metrika opisana u 1.3.5.

Jedan od osnovnih problema glasi:

Odrediti najkraci put izmedu dva zadata ¢vora grafa.

Napomenimo odmah da se moze formulisati 1 op$tiji problem:

U datom grafu odrediti delimicni podgraf zadatog tipa sa minimalnim zbirom
duZina grana.

Tako je, na primer, u 2.5.2. govorcno o Flamiltonovom putu minimelne duZine.
Poznat je prcblem odredivanja delimicrieg grafa oblika stabla sa minimelnim zbi-
rom duzZina grana.

U 2.6.1.1. je obraden problem odredivanja puta minimalne diZire, & 1 2.6.1.2.
sinteza stabla minimalne duZine.

2.6.1.1. Odredivanje najkraceg puta

Zadatak odredivanja najkraceg puta srcCe se kada stvarno treba odrediti
najkraci put, na primer, izmedu dva grada po mreZi puteva ili izmedu dva punkta
u velikom gradu. Mcdutim, minimizacija s¢ ne mora sprovediti u odnosu na geo-
metrijsko rastojanje. MoZe se, na primer, traziti put kojim se najbrZe mcZzz stici
ili najjeftiniji put ili put Cije prelaZenje zahteva najmanji utroSak goriva itd. I drugi
zadaci, koji u prvi mah ni po ¢emu nc podsecaju na zadatak nalaZenja najkraceg
puta, svode se upravo na to.

Napomenimo jo§ da postoje problemi kcd kojih se umesto najkraceg traZi
najduzi put izmedu dva ¢vora. U tchnici mreZznog planiranja, koje se primenjuje
u organizaciji rada pri planiranju realizacije velikih tehni€kih projekata, pri pla-
niranju borbenih dejstava itd., nailezimo na ovakve zadatke. Detalji izviSenja
projekta se predstavljaju orijentisanim grafom. Grane grafa predstavljeju pcjcdine
operacije. Graf ima ulazni 1 izlazni ¢vor (pecetak 1 kraj projekta). Ako se wvake]
grani kao »duZina« pridruzi vreme trajanja odgovarajucc operacije, duZina naj-
duzeg puta u grafu izmedu ulaza 1 izlaza predstavlja vreme trajanja realizacije
celog projekta. NajduZi put s¢ naziva kritiéni put, a odgovaraju¢a metoda, metoda
kriti¢nog puta.

Navodimo Fordov algoritam za nalaZenje najkraceg puta. Algoritam se moZe
modifikovati tako da mcZe da posluzi i za ralaZenje najduZeg puta.

Neka se trazi najkraci put iz &vora x; u Cvor Xa.

5 Videti 1.3.5.
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Svakom &voru x; se pridruZuje broj ;. Najpre se stavlja A =0, 1 Ay =400
(i=2,..., n). Za svaku granu (x;, x;) se ispituje da li je ,j—n;>1(xs, x5). Ako
je ovo ispunjeno, ¢voru x; se pridruzuje umesto A; broj AN'j=2n;+17(xi, x;5). Ako
gorn_]a nejednakost nue 1spunjena ne menja se broj ;. OvaJ postupak se prime-
njuje sve dok _]e mogucno menjanje brojeva A;. Pri tome je moguéno da se neka
grana (x;, x;) viSe puta tretira. Po zavrSetku postupka najkraci put pronalazimo
polaze¢i od x». Neka je Xxn=Xxp,, za neki Cvor xp, €& biti hp,—2p, = I (Xp,, Xp,)-
(To je €vor koji je ucestvovao u odredivanju poslednje vrednosti za Ap,.) Moguéno
je dalje formirati niz ¢vorova xp,, . . » Xpp 22 koje vazi xp; — xp; +1 =1 (xp;> Xpiy,)-
VeliCine 2p,, ..., Apy obrazu_]u opada_]um niz. Jasno je da se moZe izabrati k tako
da za niz xp,, ooy Xpp VazZl A, =0 tj. xp =x;. Najkradi put iz x; u x» odreden
je pomocu niza EVOrova Xy =Xp, Xpg_p> - - - » Xp, = Xn.

Za proizvoljan put Xx;=Xq, Xq,, ..., Xg,=Xa VaZl:
Aa,— A, <[ (Xq,, Xq,)

7\q3——)\q2 < l (qu, .X'q3)

7\‘7.9—')\‘15—1 < [ ('xqs—l > qu),
jer bi u protivhom nekom cd €vorova xq; morali pridruzeni broj A¢; da zamenimo
sa Ay

Sabirajuci ove nejednakosti i imajuci u vidu da je Ag, =0, dobijamo da duZina
bilo kog puta nije manja od Ag,=n.. Kako je duZina malopre formiranog puta
jednaka tacno A, zakljuluje se da je to zaista najkraéi put iz x; u Xn.

Primer 1. Na sl. 46 jc prikazan jedan primer primene opisanog algoritma za nalaZenje naj-
kraceg puta.
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Algoritam za nalaZenje najkraceg puta je prostiji kada sve grane imaju duZniu 1.
Tada se ¢voru x; pridruzuje broj 0, a svim njemu susednim &vorovima broj 1. Po-
stepeno se svim Cvorovima pridruZuje jedan prirodan broj koji predstavlja rasto-
Janje &vorova od ¢vora x;. Posto je zavrSeno obelcZavanje &vorova koji su na rasto-
Janju i od x,, svi susedni &vorovi ovih &vorova dobijaju broj i4-1, ukoliko do
tada nisu ve¢ dobili neki brej. Posto je zavrSeno obeleZavanje svih &vorova grafa,
najkraci put iz x; u x» se konstruiSe od nazad, tj. od &vora x. na isti nadin kao u
ranije opisanom opstijem slucaju.

Primer 2. Opisanim algoritmom se moZe resiti, na primer, na poznati zadatak o coveku,
vuku, kozi i kupusu. Covek treba preko reke da preveze vuka, kozu i kupus, ali raspolaze ¢amcem
kojim moZe da poveze samo jednu od te tri stvari. O&igledno, on ne sme da ostavi na obali same
vuka i kozu ili kozu i kupus.

Uvedimo oznake: C ovek, V vuk, K koza i Ku VKU
kupus. Sledece grupe simbola oznaCavaju dozvoljena stanja Q1
na polaznoj obali reke (pri_ Cemu je sa 0 obeleZeno stanje vl 6K
kada su svi presti reku): CVKKu, CVK, CVKu, CKKu,
CK, VKu, V, K, Ku, 0. Podrazumeva se da se ¢amac uvek
nalazi sa Sovekom. KC . 45 ¢kKu
Na sl. 47 je predstavljen graf moguénih prelaza
izmedu ovih stanja. Zadatak se svodi na nalaZenje naj-
kra¢eg puta izmedu &vora CVKKu i 0. y 2
u u
Postoje dva reSenja: 3
1. CVKKu, VKu, CVKu, V, CVK, K, CK, 0; 4 Notvi
0
2. CVKKu, VKu, CVKu, Ku, CVKu, K, CK, 0. W00
CVKKU

Primer 3. Na sli¢an nalin moZc se re$iti 1 slededi
zadatak :

Date su tri posude: prva, ¢ija je zapremina 8 litara,
napunjena je te¢no$éu; druga i treéa, koje imaju 5 odnosno 3 litra, su prazne. Presipajuci te¢nost
iz jedne u drugu od ovih posuda, posti¢i na najbrzi nalin da se u prvoj posudi nalazi 4 litra i u
drugoj takode 4 litra tenosti.

Sl. 47

Redcnje ovog problema je navedeno u [37].

Iz navedemh primera se vidi da se veoma raznoredni problemi svode na
isti matemati¢ki model: nalaZenje najkraceg puta izmedu dva ¢vora grafa.

Ovaj problem je veoma srodan sa problemom izlaZenja iz lavirinta (videti
na primer [6]).

Interesantno je da opisana tehnika nalazenja reSenja razliitih problema lgij
u osnovi jednog programa za kompjutere nazvanog »op$ti resavac problema« ili
skraceno »DZips« (GPS, tj. »general problem solver«). Autori ovog kompjuterskog
algoritma su smatrali da algoritam oponasa Covekov nadin misljenja prilikom
reSavanja problema. Da to nije uvek tako pokazano je u [35], str. 198.

2.6.1.2. Sinteza stabla minimalne duZine

Posmatrajmo slede¢i problem:

Kako treba realizovati telefonsku mreZu izmedu » datih gradova tako da
duZina utro$enog kabla bude minimalna?

NaveS¢emo bez dokaza algoritam za re$enje ovog problema. Dokaz se moZe
nacl, na primer, u [6].
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Posmatrajmo graf Ciji su &vorovi gradovi, a grane telefonske linije. Ovaj
graf mora, ocigledno, da bude povezan i da ne sadrZi nijednu konturu. Graf sa
navedenim osobinama predstavlja stablo. Zadatak se svodi na sintezu stabla mini-
malnog zbira duZine grana sa zadatim ¢vorovima. Sinteza se vis§i pomcéu sledeceg
algoritma.

Sa datim ¢vorovima obrazuje se graf koji sadrZi sve moguéne grane (potpun
graf) 1 oznadi duZina svake grane. (DuZina grane ne mora biti jednaka geometrijski
najkraéem rastojanju izmedu dva grada zbog brdovitosti terena ili drugih prepreka.)
U potpunom grafu se oznaci najkraca grana. Dalje te uvek oznafava najkraca od
onih neoznadenih grana kcje sa veé oznalenim granama ne ¢ brazuju konturu.

Posto stablo sa n Cvorova ima n—1 grana, sinteza stabla je zavrSena posle
n—1 koraka. n—1 oznalenih grana predstavljeju stablo minimalne duZine. Ako
ne postoje ni dve grane istth duZina, reScnje je jedinstvenc.

Primer. Na sl. 48 je prikazan jedan primer.

O

18

SI. 48

U reSenje nije ukljuena grana duzine 17.

Algoritam sinteze stabla minimalne duZine je na$ao necCekivanu primenu
u jednoj sasvim drugoj oblasti — teoriji automatskcg upravljanja.

Osnovni problem teorije automatskog upravljanja sastoji se u transformaciji
nekog sistema iz pcctnog u Kkrajnje stanje na najbolji moguci nadin.

Na primer, raketu sa startne rampe (poCetno stanje) treba na najbolji nacin
prevesti u orbitu oko Zemlje (krajnje stanje). Ili, avion sa autcmatskim pilotom
koji je odstupio sa kursa (pocCetno stanje) treba dovesti na pravi kurs (krajnje stanje).
Moguéno je navesti i niz drugih primera.

Kriterijum optimalnosti je razlicit za razlidite probleme. Tako najbolji nacin
moZe u razliitim slu€ajevima da ima, na primer, sledeca tumadenja: sa najmanjim
utroSkom energije, za najkree vreme, uz minimalnu cenu itd.

Proces prelaska iz poetnog u krajnje stanje uvek pcdleZe i nekim ograni-
Cenjima. Tako, na piimer, prilikem lansiranja rakete mcZe sc zahtevati da tempera-
tura na njenoj povrsini ne prede cdrcdenu granicu ili, ako raketa nosi vasicreki
brod sa posadom, ubrzanje rakete ne sme da prede izvesnu vrednost itd.

Stanje sistema automatskog upravljanja s¢ opisuje vektorom stanja x (¢) koji
zavisi od vremena ¢. Skup veli¢ina preko kojih se moZe uticati na kretanje sistema
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dat je vektorom upravljanja y (¢). Kretanje sistema se opisuje vektorskom diferen-

cijalnom jednalinom x=f(x,y). Poletno i krajnje stanje je zadato vektorima
x (0)=cy 1 ¢,. Ogranienja za vektore x (1) 1 y (¢) mogu biti data pomoéu razli-
Citih nejednakosti. Optimalan vektor upravljanja bira se tako da duZ odgovarajude
trajektorije zadati funkcional g (x(¢),y (¢)) dobije minimalnu vrednost.

Funkcional g (x (1), y (¢)) se u nekim slu¢ajevima svodi na odredivanje mak-
simuma necke veli¢inc. Tako u primeru sa raketom moze da se traZi putanje duZ
koje je maksimalna vrednost ubrzanja minimalna. Ovakve trajektorije duz kojih
se trazi minimalna vrednost maksimuma neke veliCine zovu se minimaksne tra-
Jektorije.

Opisani problemi optimizacije obitno se reSavaju klasinim varijacionim
radunom ili nekim savremenim modifikacijama varijacionog rauna. Medutim,
analogni problemi se mogu definisati 1 za diskretne sisteme, pri Cemu se ne mogu
primeniti sredstva kontinualne matematike. Osim toga, i kontinualni problemi se
prilikom obrade na digitalnim radunskim ma$inama moraju aproksimirati diskret-
nim modelima. Na ovaj nadin se, prirodno, dolazi do grafova.

Opisaemo problem minimaksnih trajcktorija za diskretni slucaj. Neka su
stanja sistema odredena Cvorovima xp, ..., x, grafa G. Cvorovi x; i xj su spojeni
granom ako sistem moZe neposredno da prcde iz stanja x; u stanje xj;. Neka je
grani (x;, xj) pridruZzena kao »duZina« maksimalna vrednost Sy, koja se postize
duz puta 1z x; u xj, veliCine S &iji maksimum treba minimizirati duZ optimalne
trajektorije. Pretpostavimo jo§ da je Si = Sji.

MoZe se pokazati da minimaksna trajcktorija za ovaj problem leZi na stablu
minimalne duzine [33].

2.6.2. Transportni problemi

Transportna (prevozna) mreza jc konaCan graf bez petlji Cije su grane orijenti-
sane 1 svakoj grani u; jc pridruZen nenegativan broj C; =/ (u;). Veli€ine C; se nazivaju
propusne sposobnosti grana. Kod transportne mreZe postoji ¢vor a (ulaz mreZe)
u koji ne ulazi nijedna grana grafa i ¢vor b (izlaz mreZe) iz koga nc izlazl nijcdna
grana. Funkcija o (u;) definisana na granama grafa naziva se protok (fluks) ako
vazi 0 =X (1) << C; 1 ako je za svaki ¢vor, osim ¢vorova a 1 b, zbix viednostt @ ;)
za grane u; koje ulaze u ¢vor jednak vrednosti @ (4;) za grane keje izlaze iz Cvora.
Celokupan protok kroz transportnu mrezu je jednak zbiru protoka grana koje
izlaze iz ¢vora a, cdnosno zbiru protoka grana koje ulaze u ¢&vor b.

TipiCan zadatak sa transportnim mreZama je slede¢i: Za datu transportnu
mrezu odrediti maksimalan protok.

Ovakvi zadaci se Cesto srecu u realnim transportnim problemima. Na primer,
ako je iz grada a potrebno prebaciti u grad b za odredeno vreme mreZzom Zeleznickih
pruga $to je mogucno vise tercta, dolaz'mo do gornjeg zadatka. Podrazumeva se
da svaka pruga ima svoju propusnu sposobnost, 1j. gornju granicu tereta koji se
moZe po njoj prevesti za odredeno vreme. Teret koji prispe u neku medustanicu
mora odmah da sc¢ prevozi dalje, jer ne dolazi u obzir skladi§tenje na medustani-
cama. [sto tako, u medustanicama se ne sme ukrcavati novi teret za prevoz.

Navcséemo bez dokaza algoritam za reSavanje postavljenog problema u jed-
nom posebnom slucaju.
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Sl. 49
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Algoritam poti¢e od Forda 1 Fulkersona. Dokaz se moZe nadi u njihovoj
knjizi [23].

Spojimo ulaz a i izlaz b transportne mreZe novom granom. Ako je dobijen
graf planaran, postupamo na sledeéi nalin:

Transportnu mreZu predstavljamo crtezom tako da joj se grane ne presecaju
1 da se naknadno dodata grana na crteZu nalazi najniZe.

Uoclavamo elementaran put mreze iz ¢vora a u ¢vor b, koji je na crtezu naj-
visi. Iz mreZe izbacujemo granu tog puta koja ima najmanju propusnu sposobnost.
Istovremeno propusne sposobnosti preostalih grana posmatranog puta umanjujemo
za vrednost propusne sposobnosti izbatene grane. Na taj nacin dobijamo novu
transportnu mreZu na koju ponovo primenjujemo opisani postupak.

Postupak se ponavlja sve dok se ne prekinu svi putevi koji vode iz a u b.
Tada se u polaznoj mreZi uoCavaju putevi koji su u bilo kom trenutku bili najvisi.
Granama svakog takvog puta se pripisuje, kao delimi¢ni protok, propusna spo-
sobnost grane sa minimalnom propusnom sposobnosti iz tog puta. Ukupan protok
za svaku granu dobija se kao zbir delimiénih protoka, jer jedna grana moZe da
se nalazi u nekoliko »najviSih« puteva.

Na sl. 49 su predstavljene sve etape reSenja jednog problema odredivanja
maksimalnog protoka.

2.6.3. Grafovi protoka signala

Veliki broj problema u elektrotehnici svodi se na reSavanje sistema linearnih
algebarskih jednacina. Poznati su razliiti postupci za reSavanje ovakvih sistema.
Pomenimo najpoznatije: Cramerov postupak pomodu determinanata, Gaussov
algoritam, matricni metod. U svim postupcima potreban broj kalkulacija
brzo se povefava sa poveéavanjem broja nepoznatih. PoSto se, s jedne strane,
u savremenim problemima elektrotehnike pojavljuju sistemi jednacina sa veoma
velikim brojem nepoznatih (viSe stotina pa i hiljada), a, s druge, Cesto se zahteva
da se reSenje brzo dobije, postoji stalan interes da se klasi¢ne metode modifikuju
1 usavr$avaju, odnosno formiraju nove metode.

Jedna savremena mectoda koristi tzv. grafove protoka signala (signal flow
graphs). Po toj metodi sistemu linearnih jednacina pridruZuje se jedan orijentisan
graf, kod koga je svakoj grani i petlji pridruZen neki realan broj razliit od nule.
PridruZeni broj oznalava signal (pojacanje ili prenos) grane. ReSenje sistema se
dobija na odredeni nadin na osnovu strukture pridruZenog grafa.

Sistem jednadina sa nepoznatim xq, ..., X, mora biti doveden na oblik:
Xy = Xo+ Ay Xy + v o+ Ap Xy
(1
Xp=0poXo+Ap Xy + »+ + +apy Xp-

Ovde je xg parametar i nepoznate veliine treba izraziti pomocu Xxg.

PridruZeni graf ima n-+1 &vorova koji su oznaleni sa Xy, Xi, ..., X, Za
svako i, j, za koje je ai# 0 iz &vora x; u &vor x;, vodi orijentisana grana kojoj je
pridruZen broj a;;.
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Primer. Sistemu jednacina
Xy =8y Xp +ayy X4
Xy =y Xo +dyy Xy + Uy3 X
X3 =0y Xy +d3, X,
se pridruzuje graf sa sl. 50,

Ocigledno je da se sistem jednafina moZe na viSe nacina predstaviti u obliku
(1). Iz toga sledi da istom sistemu jednacina mogu biti pridruZeni razli€iti grafovi.
Grafovi koji odgovaraju istom sistemu jednalina su ekvivalentni grafovi.

Oaﬂ

[ x,'

Ao 331
X a1 X3
31
qQ
20 bn
23
X S
Sl. 50 Sl. 51

Najprostiji graf koji odgovara jednom sistemu jednacina je zvezdoliki graf.
On se dobija ako se sistem jednadina postupnom eliminacijom nepoznatih svede
na oblik xy=b; xp, ..., Xx,=Dbyxq.

Odgovarajuéi graf je predstavljen na sl. 51.

Ako se na neki naéin dobije zvezdoliki graf, bez teSkoda se pomocu njega
mogu odrediti reSenja sistema.

Vidi se da je potrebno definisati neke transformacije nad grafovima koje bi,
kada se 1zvr§e nad datim grafom, dovodile do njemu ekvivalentnog grafa. Te trans-
formacije bi odgovarale algebarskim transformacijama sistema jednacina. Cilj bi
bio da se navedenim transformacijama graf dovede na zvezdoliki oblik.

Ovde ¢emo navesti jednu metodu pomocu koje se prenosi grana zvczdolikog
grafa by, ..., b, odreduju direktno iz grafa pridruZenog sistemu linearnih jednadina.

Najpre ¢emo definisati neke neophodne pojmove.

U ovom odeljku ¢emo pod konturom podrazumecvati (jako) povezan graf
kod koga u svaki €vor ulazi 1 izlazi po jedna grana.

Neka su Kj, ..., Kj, ... elementarne konture grafa, tj. konture koje kroz
svaki &vor, kroz koji prolaze, prolaze samo jedanput. Konturu obrazuje takode
Jedna petlja. Konture koje se raclikuju samo po redosledu obilaZenja grana smatra-
¢emo istim konturama. Prenos konture se defini$e kao proizvod prenosa grana koje
obrazuju konturu. Prenose kontura Ky, . .., Kj, ... obeleZavaemosa Ty, ... T}, . . .

Prenos elementarnog puta izmedu neka dva ¢vora definiSe se kao proizvod
prenosa grana koje obrazuju put.
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Determinanta grafa definiSe se pomocu
(2) A=1—2 T+ 2T, Tj— 2, T, Ty T+ - -+
i i,j i, j, k
U ovom izrazu ZTj oznacava zbir prenosa svih kontura grafa, z T; Ty ozna-

. - I - I,J - - .
Cava zbir proizvoda prenosa po dve konture koje se medusobno ne dodiruju, tj.

nemaju nijedan zajednicki Cvor, u z T: T; Ty, se sumiranje vr$i po svim trojkama
i, gk
medusobno nedodirujucih kontura itd.

Prenosi grana zvezdolikog grala izraCunavaju se po Masonovoj formuli

L Senay
b;;:—iz:r':-m' —— i=1,..., ),
3) e X ( )

gde pf,? predstavlja prenos m-tog elementarnog puta od &vora x, do ¢vora xi, AD
predstavlja determinantu podgrafa nastalog udaljavanjem svih &vorova pomenutog
puta, a sumiranje se vr§i po svim elementarnim putevi-
ma koji vode od x, do x,.

Primer, Graf pridruZen sistemu jednadina / D

Xy = By Dx, + Fxy [ B Q c
e

x2=A.x0 + CX] XO /X1 X2
xy,=Ex, +Gx, { E

predstavljen je na slici 52. \(,/X3
Primenom formule (3) dobija se: Q
x, A(l—(D+EF+G)+GD)+BC (1—G) 5
X, 1—(D+EF+G)+GD SL. 52

2.7. GRAFOVI I MATRICE

Matri€ni raun predstavlija pogodan aparat za obradivanje razliitih pro-
blema sa grafovima. Mnoge teoreme matriCnog raduna imaju interpretaciju 1 u
teoriji grafova. Medutim, u poslednje vreme metodi teorije grafova se primenjuju
u istrazivanjima na podruéju teorije matrica (videti, na primer, [20]).

2.7.1. Matrice incidencije

Neka su dati skupovi d={ay, ..., a,} 1 B={by, ..., b} 1 jedna vinarna
relacija o u skupu A4 X B.

Primer. Ako je A4 skup lica muskog pola, a B skup lica Zenskog pola, relacija »biti u braku«
je jedna od mogudih relacija ¢ u skupu AxB. Pri ovome (a;, b)) S ako i samo ako je lice a;, u
braku sa licem b;.

Binarna relacija se¢ moze predstaviti pomocu tzv. matrica incidencije. Za
svaku binarnu relaciju o u skupu 4 X B defini8e se matrica incidencije S 4,5 skupa

)
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A i skupa B. S, p =[sy] je pravougaona matrica tipa m X n, pri Cemu je Sy =1
ako (a;, by)Cp 1 s5;="0 ako (as, by)Eo.

Za graf se mogu definisati razliCite matrice incidencije. Ulogu skupova 4 1 B
mogu da igraju, na primer, skup ¢vorova, skup grana, skup nezavisnih ciklusa itd.,
a relacija p moze biti definisana, na primer, sa: »évor je susedan grani, >>c1k1us
prolazi granom« itd. Razli€ite matrice incidencije isti€u razli¢ite informacije o grafu.
Prednost ove ili one matrice incidencije zavisi od problema koji se razmatra.

Cesto se upotrebljava matrica incidencije &vorova i grana R = [ryl,m. Neka
ie skup &vorova X={xy, ..., x,} i skup grana U={uy, ..., u,}. Ako je &vor x;
susedan sa granom w;, vaZzi rij=1; u suprotnom slucaju je r;;=0. Pri formiranju
ove matrice incidencije ne vodi se rauna o orijentaciji grana.

Primer. Za graf sa sl. 53 matrica incidencije ¢vorova i grana ima oblik.

1 0010

1 1001
R=

01100

00111

Jednu vrstu matrica incidencije smo 1 ranije naveli. To je matrica sused-
stva grafa. Ova matrica se dobija iz opSte matrice incidencije S, », ako se
uzme A=B=X (X skup &vorova), a za p se uzme relacija susednosti ¢vorova.
Matrica susedstva uzima u obzir i orijentaciju grana.

X4C\ U3 "\Xa
1
|
Ug Us Uz
C 3
X1 U-] X2
SI. 53

Opstije matrice incidencije imaju osim 0 i 1 i druge brojeve kao svoje ele-
mente. Cesto su u upotrebi matrice incidencije sa elementima — 1, 0, 1. T u ovoj
grupi se pojavljuje matrica incidencije ¢vorova i grana S=[s;;]. Ona je istih dimen-
zija kao 1 R, ali je

1, ako grana uy; izlazi iz évora x;;
Sij = 0, ako x; 1 w; nisu susedni elementi;
—1, ako u; ulazi u x;.

Primer, Za graf sa sl. 54 matrica S ima oblik

1 0 0 1 0
—1 1 0 0 1
0 —1 —1 0 0
0 0 I —1 —1
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U primenama su vazne 1 ciklomaticke matrice grafa. Za svaku bazu neza-
visnih ciklusa grafa G, koja je zadata vektorima ¢, ..., ¢, (cs=(cy, - .., Cmg),
i=1,..., k; k=v(G)) obrazuje se ciklomati¢ka matrica C = [cilm,. Vektori ciklusa
predstavljaju kolone ciklomati¢ke matrice. Ako bazu sainjavaju prosti ciklusi,
elementi ciklomatiCke matrice su —1!, 0, 1. Elementi matrice C imaju tada sledeée
znadenje:

1, ako ciklus ¢;, prolazi granom wu; u pravcu strelice;
Cij = 0, ako ciklus ¢; ne prolazi granom u;;
—1, ako ¢; prolazi granom u; nasuprot strelict.

2.7.2. Neke osobine matrica incidencije

Dokazacemo tri stava koji se odnose na matrice incidencije uvedene u pret-
hodnom odeljku.

Neka A(G) oznaCava matricu susedstva grafa G, a A (L(G)) matricu susedstva
odgovarajuceg grafa grana L(G). Matrica D = [d; 3], u koicj veli€ine &; (i=1, 2, ...)
predstavljaju stepene &vorova, a 845 (8;;=0 za i%j, d;=1) Kroneckerov simbol,
naziva se matrica stepena ¢vorova grafa G.

Stav 1. Za matricu incidencije ¢vorova i grana R grafa G vaze relacije
RR/==A (G)+D,
RIR=A(L(G))+21

m

Dokaz: Element iz i-te vrste 1 k-te kolone matrice RR¢ je jednak z TijFij-
j=l

Neka je i+ k. lzraz rj; ryy e biti jednak 1, ako su i évor x; 1 Evor xj, susedni grani

m
u;. Dakle, Zr?;j ry; je jednak broju grana koje povezuju Cvorove x;i x,. Za
j=1

m

. .. . 2 . 2 . .

=k dobijamo izraz Zrij. Vidi se da r;; ima vrednost 1, ako je grana u;
j=1

m
N . 2
susedna ¢voru x;. Stoga je Z rij =ds.
j=1

Ovim je dokazana prva rclacija.
n .
Sliéno ovome, za opsti element matrice R’ R imamo izraz Z Fi Frg-  Sabi-
fe=1
rak rg; rgy (i55) je razligit od nule, tj. jednak 1, ako su grane u; i u; susedne istom
n
v . » . .. 2 M
¢voru xg, tj. ako su 1 same susedne. Za i=j; imamo Z rxi. Svaka grana je suse-
k=1 A
v v 7 2 A M e M .
dna sa tadno dva &vora, te e ry; tano za dve vrednosti k& biti jednako 1, tj.
n
Z rz,- = 2,
k=1
Ovim je dokazana i1 druga relacija.
Korisno je da gitalac proveri tadnost stava 1 na primeru grafa sa sl. 53.

5 Teorija grafova i njene primene
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Stav 2. Za matricu incidencije Cvorova i grana S i ciklomaticku matricu C
vaZi relacija SC=0.

Dokaz. Prema definiciji matriénog mnoZenja, element iz i-te vrste i j-te kolone
matrice SC je jednak

(1) S‘l clj+S‘2 621’]_ e +S‘mcmj-

Vektor (cyy, ..., ¢py) predstavlja ciklus ¢;. Pretpostavimo da je to prost i elemen-

taran ciklus. Onda on prolazi kroz tacno dve grane koje su susedne ¢voru x;. Neka
su to grane u, 1 uy,. Zbir (1) se onda svodi na sy, ¢, j+ Sy, CipJ-

Na sl. 55 je prikazan Cvor x; sa granama #;, 1 4,

O— O Dol ¢emu su navedene sve moguce orijentacije grana.

X Ciklus u svakom od navedenih slucajeva mozZe da bude

orijentisan u dva smera. Neposredno se u svakom od

ovih Sest sluCajeva uveravamo da je sy, cr,j+ Su, ¢1,;="0.

Ovim je dokazana tacnost relacije SC =0 za slucaj
kada su ciklusi koje predstavlja matrica C prosti i
elementarni. Ako su pak ciklusi sloZenl 1 neelemen-

O——w—0—w ~ tarni, oni se uvek mogu predstaviti u vidu zbira pro-

X stih i elementarnih ciklusa, te se zbog distributivnosti

SL 55 matriéncg mneZenja prema sabiranju slu€aj svodi na
prethodni.

Ovim je stav 2 dokazan.

o Primedba. Relacija SC = 0 vazi i u slu¢aju kada C predstavlja matricu incidencije grana
i svih ciklusa grafa. Ovo sleduje iz stava 2 i Cinjenice da se svi ciklusi mogu izraziti kao linearne
kombinacije ciklusa iz jedne baze nezavisnih ciklusa.

Stav 3. Neka je A matrica susedstva proizvoljnog multigrafa &iji su cvorovi
X1, - .., Xn. Element a,(,l-‘) iz i-te vrste I j-fe kolone matrice A je jednak broju puteva

duZine k koji iz ¢vora x; vode u évor x;.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po k. Za k=1 stav je tatan na osnovu
definicije matiice A. Pretpostavimo da stav vaZi za k==s > 1. Po definiciji matri-
¢nog mnczenja, element iz matricc Ast!=A- AS je jednak

(s+1) () () (s)

Qi =y A1+ G A2j+ -0 T 0y
Neka su x;, ..., x5, &vorovi do kojih se moZe doéi iz x; putem duZine 1.
1 k J P
Tada je
(s+1) (s) (s) . ()
(2) Qi = AL+ Qi Qpjl s 3 Qi Ay
Za svaki od Cvorova xy,, ..., x5 (recimo x1,), ay, predstavlja broj puteva

duzine 1 cd Cvora x; do ¢vora x;,. Po induktivnoj pretpostavci afz)j predstavlja

bicj puteva duZine s k¢ji iz x;, vode u x;. Broj puteva duzine s+ 1 koji iz x; vode
u x; preko x;, je onda a,-/paflj)j. Sumiranjem ovakvih izraza za svako [, dobija se
za broj svih puteva duZine s+ 1 kcji iz x; vede u x; izraz (2).

Ovim je dekaz stava zzavrSen.
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Primer. Odrediti broj nacina Nk, da kralj (S8ahovska figura) izvede niz od & poteza na
$ahovskoj tabli sa sl. 56.

Graf kretanja kralja na ovoj tabli je dat na istoj slici. Zadatak se svodi na odredivanje broja
svih puteva duZine £ u ovom grafu.

Matrica susedstva grafa je:
11 2 3
01 0
A= 1 0 1
01 0 O—0—
X X X
1 2 3
Nalazenjem A’ uveravamo se da vazi relacija A'=2A. Posle SL 56

mnoZenja sa AF-3 dobia se A¥=2 A¥-2  Sabirajuéi sve elemente
matrice A*¥ dobijamo, na osnovu stava 3 N;.-=2Nk°'2. Posto je N, =4
i N,=6 dobija se Nyx_ =211 N,x=3-2% (k=1,2,...).

U [17] je reden isti problem za kretanje kralja po kvadratnoj Sahovskoj tabli tipa n x .

2.7.3. Spektralne osobine grafova

U 1.3.6. je navedeno da istom grafu cdgovaraju razliite matrice susedstva.
Razli¢ite numeracije &vorova grafa dovode do razli¢itih matrica. Nasuprot ovome,
postoje karakteristike grafa koje su invarijantre u odnosu na prenumeraciju ¢vo-
rova. To su, pre svega, razliite brojne karakteristike: broj ¢vorova, broj grana,
hromatski broj itd.

U ovom odeljku opisatemo dve vaZne invarijante grafa: karakteristi¢ni poli-
nom i spektar grafa. Karakteristicni polinom P.;()) grafa G predstavlja karakteri-
stiéni polinom jedne od matrica susedstva A grafa G, tj. Ps() = det (A—N1I).

Dve matrice susedstva A; i A, nekog grafa su povezane relacijom A, =P~1AP,
gde je P neka permutaciona matrica. PoSto je permutaciona matrica nesingularna
matrica, A 1 A, su sliéne matrice. Iz teorije matrica je, medutim, poznato da slhicne
matrice imaju iste karakteristiéne polinome. Stoga je karakteristi¢ni polinom grafa
P, ()) jedinstven, tj. invarijantan u odnosu na prenumecraciju ¢vorova.

Nule karakteristiénog polinoma matrice zovu se karakteristicne ili sopstvene
vrednosti matrice. Ako je A karakteristina vrednost matrice A, vektor pred-
stavljen matricom-kolonom x, zove se karakteristi¢ni ili sopstveni vcktor matrice A
pridruZen karakteristiénoj vrednosti 2, ako vazi relacija Ax=2AX.

Opste osobine karakteristiénog polinoma, karakteristiénih vrednceti 1 karak-
teristicnih vektora matrica su opisane, na primer, u [43].

Skup nula karakteristiéncg polinoma grafa naziva se spektar grafa. OCi-
gledno je 1 spektar jedna invarijanta grafa.

Nave$¢emo neke osobine karakteristi¢nog polinoma 1 spektra grafa.

Neka JC Po(W)=ay W +a}*1-|- . . .-k a» karakteristiCni polinom grafa i
{A\1, - .., Aa} spektar grafa. Stepen kar akterlstncnog polinoma je jednak broju ¢vo-
rova grdfa Poznato je da je a,= (- 1)*, pa se karaktetistiénom polinomu moZe
dati oblik Pg(2)=(—1)" (W"—p; 2"~'—- - - —ps). Koeficijent p, je jednak tragu
matrice susedstwa tj. broju petlji grafa. Kceﬁcuent P2 je sa obrnutim znakem Jednak
zbiru glavnih minora drugoga reda matrice susedstva, tj. zbiru determinanti-matrica

5%
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.susedstva- svih podgrafova sa dva ¢vora. Ako se ograni¢imo na grafove bez petlji
i viSestrukih grana, determinanta matrice susedstva grafa sa dva ¢vora je jednaka
.—1 ako su &vorovi spojeni granom 1 jednaka 0 u obrnutom sludaju. Stoga je koe-
ficijent p, jednak broju grana grafa. UopSte, koeficijenti karakteristinog polinoma
imaju vrednosti koje se mogu odrediti iz strukture grafa [14], [26], [50].

Spektralne osobine grafova su u vezi sa spektralnim osobinama nenega-
tivnih nerazloZivih matrica.

Matrica je menegativna ako su svi njeni clementi nenegativni,

Matrica A je razloZiva ako postoji permutaciona matrica P takva da je mat-
rica P-1 AP oblika

) X O

vz
gde su X I Z kvadratne matrice a O nula-matrica. Ako njje razloZiva, matrica se
zove nerazloZiva.

Matrica susedstva proizveljnog grafa je cdligledno nenegativna matrica.
Osobina nerazloZivosti matrica cdgovara osobini povezancsti neorijentisanih gra-
fova odnosno osobini jake povezanosti za orijentisane grafove. Za graf, koji ima
matricu susedstva oblika (1), o€igledno je da iz ¢vorova koji odgovaraju submatrici
X ne vodi nijedna grana u ¢vorove koji odgovaraju submatrici Z. Stoga grafovi
sa matricom susedstva oblika (1) nisu povezani odnosno nisu jako povezani.

Poznata je sledeca teorema Frobeniusa za nenegativne nerazloZive matrice.

Teorema 1. Svaka nerazloZiva, nenegativna matrica A ima pozitivnu karak-
teristicnu vrednost r, koja je jednostruka nula karakteristicnog polinoma. Moduli svih
ostalih karakteristicnih vrednosti nisu veéi od r. »Maksimalnoj« karakteristicnoj
vrednosti r odgovara sopstveni vektor sa pozitivnim koordinatama. Ako pri tome A
ima h karakteristicnih vrednosti, po modulu jednakih r, ti Erojevi su medusobno razli-
Citi i zadovoljavaju jednacinu N'—r"=0. Uopste, skup karakteristicnih vrednosti
A =r, Ay, ..., M matrice A, posmatran kao skup tacaka u kompleksnoj N\ ravni,

, ) ) 2T . ,
prelazi sam u sebe pri rotaciji ravai za ugao — . Za h>1 je mogucno, permutacijom
h

vista i istom permutacijom kolona, dovesti matricu A na slededi »ciklicki« oblik

[O A,O -..0
0O O A, 0

0O 0O Ay 1
LA, 0 O o) :

—

gde se duz glavmne dijagonale nalaze kvadratne nula-matrice.

Dokaz ove teoreme je veoma opSiran i neée biti ovde naveden (videti, na
primer, [24], str. 355).

Povezani odnosno jako povezani grafovi imaju spektralne osobine koje pro-
istiCu iz ove teoreme. »Maksimalna« karakteristiéna vrednost iz spektra grafa
naziva se indeks grafa.
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Posmatrajmo nadalje neorijentisane grafove. Matrica susedstva ovakvih gra-
fova je simetriCna (a to znali hermitska), te se spektar sastoji od realnih brojeva.
Ako sa r obelezimo indeks grafa, spektar lezi na segmentu [—r, 7].

Neka je G nepovezan graf sa komponentama povezanosti Gy, . . ., G, koje se

mogu posmatrati i kao samostalni grafovi. Ako su Ay, ..., A; matrice susedstva
grafova Gy, ..., G,, matrica susedstva A grafa G ima oblik
Al

O

O A,

Primenom Laplaceovog razvoja determinanti moZe se dokazati da za karak-
teristi¢ne polinome vazi

PG()\):PGl (7\) ) “PGS (7\)’

a odavde sleduje da se spektar grafa G dobija objedinjavanjem spektara njegovih
komponenti povezanosti Gy, ..., G,

Iz ranije navedenog sleduje da izomorfni grafovi imaju iste karakeeristi€ne
polinome odnosno spektre. Ovde se samo po sebi namece pitanje — da li neizo-
morfni grafovi imaju razliite karakteristiéne polinome. Ova interesantna hipo-
teza je opovrgnuta ve¢ u radu [l14], koji pred-

stavlja jedan od prvih radova koji tretiraju spektre o
grafova. Tamo je naveden primer dva neizomor- \

fna stabla (sl. 57) koji imaju iste karakteristiCne /\ O % ©

polinome
P (N)=28—T20 4924

U literaturi su navedeni i drugi primeri neizo-
morfnih izospektralnih grafova.

U [66] je pokazano da ne samo karakte- /
ristiéni polinom matrice susedstva nego i opstije
matri¢ne funkcije ne odreduju graf sa taéno$éu

do izomorfizma.

Sk 57

I pored ovoga spektri grafova mogu da posluze kao korisno sredstvo u ana-
lizi razliCitih problema sa grafovima. Videli smo da su koeficijenti karakteristicnog
polinoma odredeni strukturom grafa. Stvar se moZe posmatrati i obrnuto, tj. na
osnovu poznatog karakteristiénog polinoma ili spektra grafa odredivati detalje
strukture grafa. Jasno je da se svi detalji strukture ne mogu odrediti jer, kao §to
je navedeno, postoje grafovi razliCite strukture sa istim spektrom Stoga su inte-
resantna, na primer, sledeéa dva pitanja:

1°. Kako se razlicite osobine grafa odrazavaju u spektru grafa?
2°. Koje se osobine grafa i na koji nacin mogu odrediti pomocu spektra grafa?

U vezi sa ovim problemima navodimo neke primere.
U [15] je dokazan sledei stav.
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Stav 1. Konacan, povezan, neorijentisan graf bez petlji i sa najmanje dva évora
Je bihromatski ako i samo ako je njegov spektar, posmatran kao skup tacaka na
brojnoj osi, simetrican u odnosu na tacku nula.

Sliénim postupkom se moZe dokazati i sledeci stav.

Stav 2. Konacan, povezan, neorijentisan graf bez petlji i sa najmanje dva cvora,
¢iji je indeks jednak r, bihromatski je ako i samo ako njegov spektar sadrZi broj minus r.

Dokaz. Ako je graf bihromatski iz prethodnog stava, sleduje da njegov spek-
tar sadrzi broj minus r.

Pretpostavimo sada obrnuto — da spektar grafa sadizi broj minus » i dokaZimo
da je graf bihromatski.

Matrica sused.tva grafs A je nenegativna, nerazloZiva i simetri¢na. Spektar
grafa se sastoji od realnih brojeva. Sopstvena vrednost r je na osnovu teoreme
Frobeniusa jednostruka. Takode, sopstvena vrednost minus » mora biti jednostruka,
jer bi suprotna pretpostavka vodila do kolizije sa Froberniusovom teoremom. Dakle,
matrica A ima taéno dve sopstvene vrednosti sa maksimalnim modulom r. Na
osnovu Frobeniusove matrica A se moze permutacijom vrsta i istom permutacijom
kolona dovesti na oblik

A=|: 0 A12 ]
A, O |,

gde se na glavnoj dijagonali nalaze kvadratne nula-matrice. Stoga je graf bihromatski.

Ovim je dokaz stava zavrSen.
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1. UVOD

Jednu od najvaZnijih primena teorija grafova nalazi u analizi sloZenih fizi¢kih
sistema, koji sc mogu predstaviti modelom elektricne mreZe.

Pre viSe od jednog veka G. Kirchhoff je prvi koristio neke kombinatorno-
-topoloske pojmove za reSavanje jednadina elektricnih mreza [15]. U ono vreme
teorija grafova nije postojala kao posebna matematicka disciplina, pa su Kirchhoffove
ideje ostale dugi niz godina nedovoljno iskoriséene i razvijene. Znatno kasniji funda-
mentalni radovi na polju moderne teorije grafova H. Poincaréa, O. Veblena, C.
Kuratowskog, H. Whitneya) i drugih vrSili su snaZan uticaj i na fizicko-tehniCke
naucne discipline, naroCito na teoriju elektriénih mreza [12], [33], [28], [2], [9].

Medutim, moze se re¢i da intenzivno 1 sistematsko proudavanje elektri¢nih
mreza u okvirima teorije grafova poCinje pre petnaest godina. To je vreme kada
dotle »poznate« metode analize mreZa dobijaju strogo opravdanje, $to omogucava
bolje upoznavanje osobina mreza odnosno razvijanje savrSenijih metoda analize
i sinteze [30], [7], 8], [36], [5], [29], [14], [31], [32], [10], [16], [34], [37].

Kao posebna motivacija za primenu metoda zasnovanih na teoriji grafova,
javlja se primena digitalnih racunara u analizi elektriCnih mreZa za koje su ove
metode narolito pogodne [3], [17], [13].

Najzad, u poslednje vreme metode analize mreZa na bazi teorijs grafova su
proSirene na proizvoljne fizi¢ke sisteme [35], [18], [19], [20], §to je stvorilo osnovu
za njihovo prouavanje u okviru moderne teorije sistema [38].

U ovom delu pokuSaéemo da pokaZemo kako se ncke osnovne Cinjenice iz
teorije grafova mogu korisno upotrebiti u formulisanju 1 re§avanju jednacina elek-
triénih mreZa, u nadi da ¢e &italac naéi dovoljno interesa za potpunije proucavanje
ovih i sli¢nih problema. Izbor elektriéne mreZe za fizicki sistem je dat vide iz est:tsko-
-didakti¢kih razloga; iste metode se primenjuju i u analizi hidrauliénih, mehani€kih,
toplovodnih 1 drugih mreza.



2. ELEKTRICNA MREZA

2.1. Elementi mreZe

Elektriéna mreZa predstavlja matemati€¢ki model za jednu Siroku klasu fizi-
¢kih sistema koji zadovoljavaju opSte zakone o nestisljivosti protoks i o odrZanju
energije. MreZu sainjavaju elementi koji su na pogodan nain medusobno pove-
zani. Elementi su matemati¢ki model pojedinih delova na koji se posmatrani fizicki
sistem moZe rastaviti. Svakom elementu su pridruZene dve promenljive: napon u
1 struja i izmedu kojih postoji operatorska relacija oblika

(1a) u-tu, (H)=2Z[i-+1i,(1)]
(1b) i+i(1)=Y[u+u, )]

gde su Z 1 Y operatori, a u,(¢) 1 i (¢) poznate funkcije vremena.

Relacija (1) se naziva karakteristikom elementa. Ona se moZe predstaviti
shematski kao na sl. 58. Napon v, () moZe se shvatiti kao napon naponskog izvora,
a struja ,(¢) kao struja strujnog izvora.

U opstem slucaju operatori Z 1 Y su nelinearni 1 zavise 1 od vremena ?. Ele-
menti koji su karakterisani takvim operatorima nazivaju se nelinearnim 1 nestacio-

narnim, a ako Z 1 Y ne zavise od ¢, oni su neline-

Ug(t Z:y arni 1 stacionarni. Linearni elementi su karakteri-
sani linearnim operatorima Z ili Y. Ovi opera-
tori se tada nazivaju operatorskom impedansom
Z 1 operatorskom admitansom Y. Onl su funkcije
vremena u slu€aju nestacionarnih elemenata, dok
su nezavisni od vremena kod linearnih 1 stacio-
narnih elemenata. Moguéno je da neki element
mma samo jedan od dva oblika karakteristike
Q - (1). Ako ima karakteristiku oblika (la), kazade-

S1. 58 mo da je to u-element, a ako ima karakteristiku

: oblika (1b), onda je to i-element. Ako ima obe
karakteristike, to je I : I-element.

Najceséi elementi koji ulaze u sastav elektri¢nih mreza su otpornik, kalem

i kondenzator. U slucaju da su oni linearni i nestacionarni, definisani su na sle-
dedi nadin:

il1
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’. Naziv elementa Shervrlatskg ‘ Z Y
oznadavanje
Otpornik —AN— R() G (t)
d dL (1) :
Kalem —N——o0 L)—+
()dt dt r@_i( ) dt
t
Kondenzator —|}——o S () f( ) dt C(t)dierCc;(t)
—® t t

Funkcije R(t), L(t) 1 S(z) imaju posebne nazive: otpornost, induktivnost 1 elastansa,
a G(t), I'(t)1 C(t) — provodnost, reciprocna induktivnost i kapacitivnost. Za linearne
1 stacionarne elemente to su konstante za koje vazi RG=1, LI'=11 SC=1.

Ako u mrezi ima ukupno b clemenata, tada se njihove karakteristike mogu
pisati u matriCnom obliku

(2a) utu, () =27Z[i+i, (¢)]
2b) i+i, (H)=Y[u+u,(1)]

gde su u, uy(f), i ii,(r) b X1 — matrice napona i struja, a Z i Y dijagonalne b X b
— matrice operatorskih impedansi 1 admitansi elemenata.

2.2. Problem analize elektri¢nih mreza

Medusobnim vezivanjem krajeva pojedinih elemenata mogu se dobiti razli-
¢ite konfiguracije mreZza. Na sl. 59 je prikazana jedna mreZa koja se sastoji od
ukupno osam elemenata, od kojih element Ug, ®
1 ima obe vrste izvora, element 6 ima samo O+___
naponski izvor, dok ostali elementi ne sadr-
Ze izvore. Strelice na elementima oznacavaju

1

ve .. Y ———},
orijentacije elemenata, shodno konvenciji
na sl. 58. Ako su svi elementi linearni, mreza - Ig,(t)
se naziva linearnom, a ako je bar jedan O/

element nelinearan — nelinearnom.

Struje 1 naponi elemenata moraju
da zadovoljavaju, pored karakteristika ele-
menata (2) jo$ i Kirchhoffove zakone koji
izraZzavaju ravnotezu struja (1 Kirchhoffov
zakon) 1 ravnotezu napona (2. Kirchhoffov
zakon).

Ako sa ¢ ozna¢imo ukupni broj évo-
rova u mreZi i sa m, ukupni broj kontura SL. 59
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koje se mogu obrazovati od elemenata mreZe (ove konture se orijentiSu proiz-
voljno), Kirchhoffovi zakoni se mogu pisati u obliku:

b

(3a) > a,i,=0  (w=1,2,..,¢
y=1
b

(3b) D by, =0 (w=1,2,..,my),
y=1

gde su a,, i b,, dzfinisani na slede¢i nacin:

1, ako je element v vezan za Cvor w i orijentisan od ¢vora;
@, ={. —1, ako je element v vezan za ¢vor w 1 orijentisan ka ¢voru;
0, ako element v nije vezan za &vor .
1, ako je element v sadrZan u konturi p 1 njihove orijentacije se
slazu;
b,y ={ —1, ako je element v sadrzan u konturi w i njihove orijentacije su
suprotne;
0, ako element v nije sadrZan u konturi .

Ako sa A, ozna¢imo ¢ x b—matricu koeficijenata a,,, i sa B, oznacimo mg X b
— matricu koeficijenata b,,, jednacine (3) se piSu u obliku:

(4 2) Agi=o
(4b) B,u=o.

Karakteristike elemenata (2) zajedno sa Kirchhoffovim zakonima (4) obra-
zuju jedan sistem diferencijalno-integralnih jednacina, ¢ijim se reSavanjem uz date
pocetne uslove odreduju naponi u i struje i svih elemenata. Nije teSko videti da
ovako postavljen problem nije potpuno odreden. Pre svega nije a priori jasno da li
je sistem jednadina (3a) po 1. Kirchhoffovom zakonu nezavisan. Drugo, buduéi
da 2. Kirchhoffov zakon treba da vaZzi za svaku konturu, postavlja se pitanje koliki
je minimalni broj kontura za koje treba pisati jednaine po 2. Kirchhoffovom zakonu
1 kako izabrati konture koje obezbeduju nezavisnost ovih jednadina. Najzad, kao
sredi$nji problem analize mreZa, potrebno je postaviti jedan sistem od minimalnog
broja potrebnih i dovoljnih jednadina ¢ije reScnje cdreduje sve napone i sve struje
elemenata mreZe, 1 ovaj sistem potom reSiti.

Prema tome, analiza elektri¢nih mreZa se, v krajnjoj liniji, svodi na dva osnovna
pitanja:

(a) formulisanje sistema jednalina &ije rcSenje odreduje sve napone 1 sve
struje elemenata, i

(b) reSavanje ovog sistema jednadina.

3. GRAF MREZE
3.1. Osnovni pojmovi

Za reSavanje oba pomenuta pitanja presudnu ulogu igra nalin na koji su
elementi medusobno povezani. Ovo se neposredno vidi iz jednadina (4) u kojima
matrice A, 1 B, ne zavise od karakteristika elemenata, veé samo od »geometrijske«
strukture mreZe. Ove jednaline izraZavaju veze kojima su struje i naponi eleme-
nata podvrgnuti posle vezivanja u mrezu. Stoga u svim pitanjima koja su vezana
za jednaline (4) priroda elemenata je irelevantna i ona se moZe potpuno apstra-
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hovati. Tako dolazimo do pojma grafa mreZe koji ¢emo jednostavno dobiti zame-
nom svakog elementa mreZe jednim orijentisanim linijskim segmentom koji zovemo
granom. Orijentacija grane je ista kao orijentacija elementa koji ona zamenjuje.
Graf mreze je, prema tome, orijentisani graf. Na primer, graf mreZe sa sl. 58 je
prikazan na sl. 60.

Krajevi neke grane su cvorovi, na sl. 60 oznaCeni zaokruZenim brojevima.
Ako se graf sastoji samo od jednog dela, kao $to je onaj na sl. 60, tada je on pove-
zan. Nepovezan je graf onaj kod kojeg postoje bar dva ¢vora izmedu kojih ne po-
stoji ni jedan lanac. Takvi grafovi imaju vi§e odvojenih delova ili komponenata.
Odvojenim delovima se smatraju 1 pojedini izolovani &vorovi, tj. ¢vorovi za koje
nije vezana nijjedna grana. Bez ikakvih ogranienja mozZemo uvek smatrati da je
graf povezan. U elektricnom pogledu to znaci da se po jedan ¢vor iz svakog odvo-
jenog dela mreZe veZe u jedan zajednicki &vor,
¢ime se ne menjaju naponi i struje u mreZi. 1

Neki podskup grana obrazuje subgraf.l
Pojam povezanog grafa se po definiciji prenosi
i na subgrafove. Ukupni broj pravih subgra-
fova koji se mogu obrazovati od b grana ne- 10 o)
kog grafa je 26—2.

Od svih mogucih subgrafova koji se mogu
obrazovati od jednog povezanog grafa, narocito 4 ) 7 8
su vazni kontura, stablo 1 snop.

Kontura je povezan subgraf obrazovan ®
od grana tako da se u svakom C&voru stiCu 6
tano dve grane. Na primer (1, 2, 3), Sl 6

(1,4, 5,3),(2,3,8, 6, 4) su konturc grafa na sl. 3.
Za svaku konturu se usvija jedan pozitivni smer obilaska — orijentacija konture.

Stablo je povezan subgral obrazovan od grana koje povezuju sve ¢vorove grafa
ali nc obrazuju konture. Za jedan graf sa ukupno ¢ ¢vorova svako <tablo sadrzi
tatno n==c—1 grana. Na primer, subgratovi (1, 2, 4, 6), (2, 3, 5, 7), (4, 5, 6, 8)
su stabla grafa na <l. 60. Ako graf G ima ukupno b grana, tada svako stablo T
deli grane grafa u dva skupa: n=c—1 grana kojc se nalaze u stablu i m=b—
—n=b—c-+1 grana koje se ne nalaze u njemu. Ovih m grana su spojnice
datog stabla 7. Za njih se jo§ kaZe da obrazuju komplement stabla, T', ili kreée
ko-stablo. Na primer (3, 5, 7, 8) je skup spojnica ili ko-stablo u odnosu na
stablo (1, 2, 4, 6)

Snop je subgraf koji sadrZi minimalai broj grana koje je potrebno ukloniti
iz grafa G da bi se ovaj rastavio taéno na dva dela. Pri tome jedan 1li oba rastav-
liena dela mogu biti i ¢vorovi; tada govorimo o swopovima oko ¢vorova. Na pri-
mer, subgrafovi (1,2,5,6), (4,5,7,8), (1,2,4), (2,3,5,7) su snopovi grafa na
sl. 60, pri éemu je (1, 2, 4) snop oko €vora 1, a (2, 3, 5, 7) snop oko &vora 2.

IznalaZenje nekog snopa u grafu G vrsi se jednostavno ako se skup svih ¢vo-
rova V podeli na dva disjunktna pedskupa Vi 1 V, (ViUV,=V, ViNV,=0).
Tada grane ¢iji se jedan kraj nalazi u ¥y a drugi kraj u V5 sacinjavaju snop. Drugi
je nalin da se graf prese€e nekom zatvorenom povrSinom tako da jedna grupa
&vorova bude unutar povrSine, a druga van nje. Ova povrsina koja se naziva pre-
sekom, seCe grane koje obrazuju jedan snop? Snop se orijentiSe prema orijentaciji

1 Na str. 17 za ovaj pojam je upotrebljen termin »delimiéni podgraf«.

2 Druk¢ija definicija snopa navedena je na str. 112. Neki autori upotrebljavaju termin »pre-
sek« da oznade kako prese¢nu povriinu tako i same preselene grane (=snop).
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preseka koji ga definiSe. Na sl. 61 isprekidanim linijama su oznaceni preseci koji
definiSu ranije pomenute snopove. Strelice na slici prikazuju orijentacije preseka
odnosno snopova.

Ako se u nekom grafu G izabere jedno stablo 7, odnosno njemu odgovara-
juée ko-stablo T, tada je iz samih gornjih definicija ofigledno da proizvoljna kon-
tura mora da sadrZi bar jednu spojnicu ko-stabla 77, a proizvoljni snop bar jednu

granu stabla 7. Od svih mogucih kontura 1 snopova od narocitog su interesa kon-
ture koje sadrZe samo jednu granu iz T”, odnosno snopovi koji sadrZze samo jednu
granu stabla T.

1 U odnosu na stablo T,
osnovna kontura definisana
spojnicom s predstavlja jedin-
stvenu konturu koju ova spoj-
nica zatvara sa nekim granama
stabla 7. Osnovna kontura se
orijentiSe u istom smeru kao
i spojnica koja je definiSe.
Ako je b broj grana grafa G,
a broj grana stabla n (n=
= c—1), tada je broj osnov-
nih kontura m=>b-—n. Broj
n se naziva i rangom grafa, a
broj m nulto§éu grafa.

Na sl. 62 su prikazane
sve Cetirl osnovne konture u
odnosu na stablo T'= (4, 5,
7, 8).

U odnosu na stablo T,
osnovni snop definisan gra-
nom stabla ¢ predstavlja je-
dinstveni snop koji sadrzi sa-
mo ovu granu stabla i neke spojnice. Osnovni snop se orijentiSe prema pozitivnoj
orijentaciji grane stabla koja ga definise

Na sl. 63 su prikazana sva Cetiri osnovna snopa uodnosu na stablo T'= (4, 5, 7, 8).

Sl. 63
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Neka osnovna kontura definisana spojnicom s sadrZi one i samo one grane
stabla koje definiSu osnovne snopove Sto sadrZe spojnicu s. Isto tako, neki osnovni

snop, definisan granom stabla ¢, sadrZi one i samo one spojnice koje defini§u osnovne
konture Sto sadrZe granu stabla t.

3.2. Matrica évorova

Relacija incidencije izmedu grana 1 ¢vorova jednog grafa se moZe izraziti
algebarski pomocu matrice incidencije Cvorovi-grane, ili krace matrice ¢vorova A,.
Ova matrica je ista kao ona iz odeljka 2.2, s tim §to u njenoj definiciji re¢ »element«
treba zameniti sa »granom«. Pored toga, pretpostaviéemo da svaka grana ima dva
razli¢ita kraja, odnosno da graf nema petlji.

Za graf na sl. 60 matrica Cvorova je

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1. 0—-1 0 O O O

2 0o-1-1 0 1 0 1 O
Ag=3[ -1 0 1 0 0 0 0 1
4 o 0 0 0 0 1 —1-—1

5 6 0 0 1-1-1 0 O

Vidi se da u svakoj koloni matrice A, postoje samo dva elementa koji nisu
nula: jedan je +1 a drugi —1. Osim toga, posto je graf povezan, ne mogu posto-
jati redovi €iji su elementi samo nule (nula-redovi), a posto graf nema petlji, ne
mogu postojati ni nula-kolone.

NiZe ¢éemo izloZiti najvaznije osobinc matrice ¢vorova koje se neposredno
primenjuju u analizi mreZa.

Lema 1. Zbir ma kojih q(q<c) redova matrice A, jednog povezanog grafa
sadrZi bar jedan element +1 ili —1.

Dokaz: Pretpostavimo da zbir ¢ (¢ <<¢) redova matrice A, daje jedan nula-red.
Preuredimo redove matrice A, tako da ovih ¢ redova budu prvi redovi. Kako je
njihov zbir jedan nula-red, svaka kolona ovih g redova mora da sadrZi ili samo
nule, ili jedan element +1 i jedan element —1, a sve ostale elemente nula. Permu-
tacijom kolona matrice A,, dovedimo kolone koje sadrZze u prvih ¢ redova nula-
-elemente u zadnji poloZaj. Tada matrica A, dobija oblik:

o
O, Ayl

gde A;; sadrZi g redova, a Ay sadrZi ¢c—gq redova.

Iz ovog oblika se vidi da ne postoji nijedna grana koja je vezana izmedu
nekog &vora iz prvih ¢ évorova i nekog €vora iz poslednjih ¢c—gq &vorova, a to znaéi
da je graf nepovezan, Sto se protivi pretpostavcl.

Teorema 1. Rang matrice A, jednog povezanog grafa je c—1, t
r{Ay) =n=c—1.

Dokaz: Dodajmo prvih ¢—1 redova matrice A, poslednjem redu, Cime je
ovaj sveden na jedan nula-red.

6 Teorija grafova i njene primene
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Uocimo jedan element razli€it od nule u prvom redu (takav element mora
da postoji u svakom redu matrice A,, buduéi da je graf povezan tako da nema
izolovanih ¢&vorova), i dovedimo ga u poloZaj (1, 1) putem permutacije kolona.
Ako sada kolona 1 sadrZi jo$ jedan element razli¢it od nule, recimo u s-tom redu
(s>1), dodajmo prvi red s-tom redu da bi ovaj element sveli na nulu. Posle ove
operacije, na osnovu leme 1, s-ti red sadrZi jo§ najmanje jedan clement razlicit
od nule. Dalje, drugi red sadrZi jedan element razliCit od nule koji nije u prvoj
koloni. Preuredivanjem kolona, dovedimo ovaj element u poloZaj (2,2). Ako sada
druga kolona sadrzi neki element razli€it od nule ispod drugog reda, tada se pomocu
drugog reda ovaj element svodi na nulu. Po§to smo sabrali manje od ¢ redova,
ovim svodenjem na nulu elementa u drugoj koloni nije se mogao stvoriti jedan
nula-red. Uzastopnim ponavljanjem ovog postupka, matrica A, se svodi na oblik:

c—1 kolona
_il X X X v X X X Cx |
0 +1 X X X X X - X
0 0 +1 e X X X - X
c—1 redova 0 0 0 £1 .ov- x ¥ x Cx
0 0 0 0 -0 1 X x
0 0 0 0 ---- 0 0 0 0

gde x oznaava +1, —1 ili 0.

Iz gornjeg oblika se jasno vidi da je vodela trougaona submatrica nesin-
gularna, odnosno da je r(A,)=c—1.

Na slian nain se dokazuje da za nepovezan graf sa ukupno ¢ ¢vorova i
p komponenata r (A,) = c—p.

Ako se u matrici A, izostavi jedan red, dobija se nova matrica A tipa n X b,
Ciji je rang prema teoremi 1 takode n=c—1. Ova matrica, koja u potpunosti ka-
rakteriSe graf kao i matrica A,, naziva se matricom nezavisnih ¢vorova, a 1zostavljeni
¢vor referentnim ili stoZernim cvorom.

Teorema 2. Kvadratna submatrica Ap reda n=c—1 matrica A jednog pove-
zanog grafa G koji ima c¢ ¢vorova je nesingularna ako i samo ako n kolona submatrice
A, odgovaraju granama nekog stabla.

Dokaz: Neka je T jedno stablo grafa G. Tada je A, matrica ¢vorova jednog
povezanog grafa koji ima ¢ ¢vorova 1 n=c¢—1 grana. Na osnovu prethodne teo-
reme, r(A;)=n=c—1, tj. A; je nesingularna.

Obrnuto, pretpostavimo da je A, nesingularna submatrica n==(c—1)-o0g reda
matrice A. Tada je A, matrica ¢vorova jednog subgrafa G, kojima ima sledece
osobine: a) ima ¢ ¢vorova, b) ima ¢—1 grana, i ¢) povezan je (jer je Ap po pret-
postavci nesingularna), tj. ranga ¢—1 pa je broj komponenata p=1. Ove tri
osobine su upravo potrebne i dovoljne da subgraf G, bude stablo T, $to doka-
Zuje teoremu.

Teorema 2 je od osnovnog znacaja u teoriji grafova i u njenim primenama.
Ona uspostavlja biunivoku korespondenciju izmedu nesingularnih submatrica mat-
rice A i1 odgovarajuéih subgrafova, istiéuéi o<novnu vlogu stabla kao jedinog sub-
grafa Cija je matrica Cvorova ne.ingularna.

Posledica. Determinanta neke nesingularne submatrice matrice A ima vrednost
1 ili —1.
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Dokaz: neposredan je i izvodi se razvijanjem determinante submatrice Ay po
koloni koja sadrZi samo jedan element + 1. Ova determinanta je jednaka, sa tacnoS¢u
do znaka, kofaktoru ovog elementa. Medutim, ovaj kofaktor mora takode da ima
bar jednu kolonu koja sadrzi samo jedan element + 1, a sve ostale elemente nula
(za8to?). Ponavljajuéi uzastopno ovaj postupak, dolazimo do vrednosti 41 za
determinantu.

3.3. Matrica kontura

Matrica koja karakteriSe odnos izmedu grana i kontura grafa je matrica
kontura B,. U ovoj matrici, koja je definisana u odeljku 2.2 (re¢ »element« treba
zameniti sa »granom«), svakom redu cdgovara jedna kontura i svakoj koloni odgo-
vara jedna grana grafa G. Pretpostavicemo da je svaka grana grafa sadrZzana u
nekoj konturi, odnosno da u grafu nema grana kojc su vezane za ostatak grafa
samo jednim krajem (visee grane).

Prema samoj definiciji konture, broj moguéih kontura za jedan konafni

graf je konadan, pa je i broj redova (a isto tako i broj kolona) matrice B, konacan.
Na primer, graf na sl. 64a ima sedam razli¢itih kontura koje su prikazane na sl. 64b.

Sl 64

Matrica B, za ovaj graf je:

1 2 3 4 5 6
1] 0 -1 1 —1 1 0 ]
2 1 o —1 o0 1 1
3 1 -1t o 1 o0 —1
B,=4] o o o0 1 —1 —1
5 1 0 —~1 1 0 0
6 1 -1 o0 o0 1 0
71 0 1 —1 0o o0 1

6.
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Ako se za jedan isti graf kolone matrice ¢vorova A, 1 kolone matrice kon-
tura B, piSu u istom redosledu, tada izmedu ove dve matrice postoji vazna relacijal,

©) A,B;=0.

Matrica osnovnih kontura B, ima m (m=b—c+1) redova i b kolona. Svaki
red odgovara jednoj osnovnoj konturi u odnosu na jedno izabrano stablo T. Po-
godnim numerisanjem grana, ova matrica se moZe uvek pisati u tzv. kanoni¢nom
obliku:

(6) . Bf: [Bn Im]a
gde je I, jedini¢na matrica m-tog reda koja odgovara granama ko-stabla 7" (spojni-
cama), a By; je submatrica m X (¢c—1)-0g reda Cije kolone odgovaraju granama
stabla T.

Na primer, za graf na sl. 64a, matrica B, u odnosu na stablo T'=(1, 2, 3) je:

1 2 3 4 5 6
ir1 o -t 1 0 0
(7 Bj=2| 1. -1 0o o0 1 0
3L o 1 -1 o0 o0 1

Iz kanoni€nog oblika jasno se vidi da je rang matrice B, jednak m, tj.
(8) r(B)=m=>b—c+1=b—n,

odnosno da je njen rang jednak nultosti grafa.
Kako je B, submatrica matrice B, izlazi da je

© r(B)>m=b—c+1.

Na osnovu ovog rezultata i relacije (5) moZe se odrediti rang matrice B,
Ako se na relaciju (5) primeni Silvesterova teorema?, dobile se

r(A,) +r(B,)—b <0,
odnosno
r(B,) <b—r(A)=b—c+1=m,

§to zajedno sa (9) dokazuje sledeu teoremu.

Teorema 3. r(B,)) =r(B)=m=>b—c—+1.

Ako se nad redovima matrice B, grafa G, koji su svi nezavisni, vr$i algebarsko
sabiranje i ako se kao rezultat dobiju redovi koji kao elemente sadrZe samo 1, —1
i 0, tada svaki jedan takav red predstavlja ili jednu novu konturu ili disjunktnu
uniju kontura. Na primer, konture 1, 2 i 3 na sl. 64 se mogu izvesti iz osnovnih kon-
tura 4, 51 6 pomocu sledeéih operacija: red 6 — red 5, red 6 -+ red 7, i red 5 — red 7,
respektivno. Na taj nalin, svaka kontura grafa G (svaki red matrice B,) se moZe
generisati linearnim kombinacijama sistema osnovnih kontura (redova matrice By).

3 Ova relacija je dokazana na str. 66 gde je matrica A; oznalena sa S a matrica Bg
sa Ct
4 Silvesterova teorema utvrduje da rang proizvoda pX g — matrice K i ¢ Xr — matrice L,
KL, nije manji od r (K) 4+ r (I) — g, a nije veéi od Min [r (K), r (L)].
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Uzimanjem m nezavisnih redova matrice B, dobi¢e se nova matrica B &iji
je rang takode m. Ova maftrica sc naziva matricom nezavisnih kontura, a njeni redovi
predstavljaju sistem nezavisnih kontura grafa G.

Iz ovog izlaganja zakljuCujemo da sc matrica B moZe dobiti pomcéu jedne
nesingularne transformacije matrice By, tj.

(10) B-KB,,

gde je —K nesingularna matrica m-tog reda &iji su elementi 1, —1 1 O.
Na primer, ako se matrica (7) pomnoZi nesingularnom matricom

—1 1 0
K= 0 1 1
I 0 —1

dobice se matrica B koja je submatrica matrice B, grafa na sl. 64, obrazovana od
prva tri reda. Odavde zakljuCujemo da konture koje odgovaraju ovim trima redo-
vima (to su konture 1,2 i 3 na sl. 64b) obrazuju jedan sistem nezavisnih kontura
grafa.

Iz (10) se takode vidi da je
(11) r(By=r(B,) =r(By)=m.

Formiranje jednog sistema nezavisnih kontura neposrednim pregledom grafa
nije uvek ocigledno i, osim sistema osnovnih kontura, moZe se pokazati da i sle-
de¢i postupak dovodi do jednog sistema nezavisnih kontura, tj. takvih kontura
¢ja matrica B ima maksimalni rang jednak m=b—c-+1 [27].

U grafu G treba proizvoljno izabrati jednu kon-
turu, koja se potom razara prckidanjem jedne grane
u njoj. U preostalom grafu se ponovo izabere jedna
kontura koja se potom razara prekidanjem jedne
grane. Postupak se tako nastavlja sve dok sc ne iscrpu
sve konture.

Ovim postupkom su odabranc nezavisnc konture
za graf na sl. 65, gde su prekinute grane oznadene
krstacom.

Lako jc videti da su prekinute grane spojnice za
neko stablo grafa. Medutim, dobijene konture u opStem
slu¢aju neée biti osnovne za ovo stablo, jer, za razliku
od osnovnih kontura, ovde jedna spojnica moZe biti sadrZzana u vise od jedne kon-
ture. Tako, na primer, spojnica s se nalazi u konturama 1, 2 1 3 grafa na sl. 8.

IzraZavanje matrica By 1 B preko matrice A

Relacija (5) utvrduje da je proizvod bilo kog reda matrice A, i bilo kog reda
matrice B, jednak nuli. Kako je A submatrica matrice A,, a B 1 B, su submatrice
matrice B,, jasno je da isto tako vazi

(122) AB;=0,
(12b) AB =0.
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Zamenjujuéi B, iz (6) u (12a) dobijamo
[AT AL] [Bu Im]tso,

gde su A, i A, submatrice koje se odnose na stablo, odnosno na ko-stablo.
Kako je prema teoremi 2 A, nesingularna, iz gornje jednacine sledi:

Bu = —'(A;l AL)t9

]

tako da je
—1
(13 a) By=[—(Ar Ap) Ll
Ova relacija pokazuje da matrica nezavisnih &vorova A jedinstveno odreduje
matricu B, u odnosu na jedno izabrano stablo ¢ije grane odgovaraju kolonama
matrice Ap.
Na isti nacin iz (12b) sledi:
[Ar Ag][Br B.J=O,
odnosno
ApBr+A; B, =0,
gde su B, i B, submatrice matrice B koje se odnose na stablo, odnosno na ko-stablo.
Iz gornje jednacine dobijamo

By=—B,ALAr ',
tako da se matrica B piSe u obliku
N B=[—B,ALAr" Bi]=B[—(Ar Ay Lyl
. (13 b) B=B; B,
na osnovu (13a).

Iz kanoni¢nog oblika (6) se vidi da matrica B, sadrZi jedini¢nu submatricu
m-tog reda koja odgovara ko-stablu. Ovo je samo jedan specijalan sluéaj nesingu-
larne submatrice matrice nezavisnih kontura B, za koju vaZi sledeca teorema.

Teorema 4. Kvadratna submatrica m-tog reda (m=>b-—c-+1) matrice B pove-
zanog grafa od b grana i ¢ ¢vorova je nesingularna, ako i samo ako kolone ove sub-
matrice odgovaraju nekom ko-stablu.

Dokaz: Na osnovu teoreme 3 i definicije matrice B, matrice B, 1 B imaju
isti rang m. Stoga se na (13b) primeni Silvesterova teorema dobija se

r(By) <m.
S druge strane, ima se

m=r (B, By <Min[r (B), r (Bp)]=Min[r(B), m],
=r(Bg)
Sto zajedno sa prvom nejednako$éu pokazuje da
r(By)=m,

odnosno da je B; nesingularna matrica.



87

3.4. Matrica snopova

Treca matrica od interesa, koja opisuie odnos izmedu snopova i grana je
matrica snopova Q,. Matrica Q,=[g,,] ima b kolona i onoliko redova koliko ima
mogucih snopova u grafu. Njena je definicija sledeca:

1, ako grana v pripada snopu p i njena orijentacija se poklapa
sa orijentacijom snopa;
g, ={—1, ako grana v pripada snopu u I njena orijentacija je suprotna
od orijentacije snopa;
0, ako grana v ne pripada snopu u.

Na primer, matrica Q, za graf na
sl. 66 je:

S U H W N
—
o
—
—_
o

0 —1 0 1 1

Za isti graf matrica Cvorova je:

1 2 3 4 5

1 1 1 0o 0 0

2] -1 0 —1 —1 0
a3 o 0 1 0 —I
4 0 —1 0o 1 1

Neposredno se uocava da se A, moZe shvatiti kao submatrica matrica Q, ako
se svi snopovi oko Cvorova orijentiSu od ¢vorova i ako se onl pogedno prenu-
merisu.

Matrica osnovnih snopova Q;ima n=c—1 redova i b kolona. Svaki red odgo-
vara jednom osnovnom snopu u odnosu na neko izabrano stablo 7. Pogodnim
numerisanjem grana i snopova, ova matrica se moZe pisatli u kanoni¢nom obliku

(14) Qfs[ln le],
gde je I. jediniCna matrica n-tog reda koja odgovara granama stabla T, a Qj; je
submatrica tipa n X m &ije kolone odgovaraju granama ko-stabla 7.

Za graf na sl. 66 matrica Q; u odnosu na stablo T=(1, 2, 3) je:

1 2 3 4 5

1 0 o0 1 1
Q=2{0 1 0 —1 —I
30 0o 1 0 —1
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Iz (14) se neposredno vidi da je:
(15) r(Qf)-':n:C—l,

tj. rang matrice Q, jednak je rangu matrice A,, odnosno jednak je rangu grafa G.
Kako matrica Q, sadrZi Q,i A kao submatrice, izlazi da njen rang ne moZe
biti manji od ¢—1.
Gornju granicu ranga dobiéemo istim postupkom kao za matricu B,. Naime,
istim nadinom kojim se dokazuje relacija (5), moZe se pokazati da vaZi 1 relacija:

(16) - Q,B.=0.

Ako se sada na (16) primeni Silvesterova teorema, dobice se
r (Qq) +r(Ba)—b <0,

r (Qp) <b—m=c—1

odnosno

na osnovu teoreme 3. Na taj nacin imamo sledeéi stav:
Teorema 5. r(Qp)=rQp=r(Ay)=r(A)=n=c—1.

Ako se nad redovima matrice Q; grafa G vr$i algebarsko sabiranje i ako se
kao rezultat dobiju redovi ¢iji su elementi samo 1, —1 1 0, tada svaki takav red
predstavlja ili jedan novi snop ili disjunktnu uniju snopova. Na primer, red 2 —
red 3 matrice Q; grafa na sl. 66 predstavlja snop 2, red 1 4+ red 3 predstavlja snop 4,
a red 1 + red 2 predstavlja snop 1.

Na taj nacin svaki snop grafa G (svaki red matrice Q,) moZe se generisati
linearnim kombinacijama sistema osnovnih snopova (redova matrice Q). Uzi-
manjem #n nezavisnih redova matrice Q, dobice se nova matrica Q Ciji je rang takode
n. Ova matrica se nazive matricom nezavisnih snopova, a njeni redovi predstavljaju
sistem nezavisnih snopova grafa G. lz ovoga izlazi da se matrica Q moZe dobiti
nesingularnom transformacijom matrice Qy, tj.

(17) Q=T,Q,

gde je T, ncsingularna matrica n-tog reda ¢iji su elementi 1, —1 1 0.
Relacija (17) takode pokazuje da je:

(18) r(Q)=r(Qu) =r(Qs)=n
Iz relacije (16) neposredno sleduju dve posebne relacije:
(19) QB:=0 i Q,;B;=0.

UnoSenjem (13) 1 (14) u poslednju, dobija se Q12=A;1AL, §to pokazuje da se
matrica Q, moZe izraziti preko matrice A:

(20) Q;=[, Q. ]=A7'[Ar A ]=AT'A,
odnosno s obzirem nra (17),
(21) Q=T, A7 A=T,A,

da se 1 matrica Q moZe iz1aziti prekc matrice A, pri Cemu je T, nesingularna matrica.
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Relacija (21) zajedno sa teoremom 2. predstavljaju dokaz sledede teoreme:

Teorema 6. Kvadratna submatrica n-tog reda (n=c—1) matrice Q jednog
povezanog grafa od ¢ cvorova je nesingularna ako i samo ako n wnjenih kolona odgo-
vara granama nekog stabla.

Pretpostavimo da su matrice Q; i B, pisane u odnosu na isto stablo. Tada
iz (6), (14) i (19) sledi Bj;=— Qi i Q,,=—B{;, o pokazuje da se B; moZe
izraziti preko Qi obratno:

(22) B,=[—Qiz L,J; Q;=[I, —Bi.

I ovde se postavlja pitanje da 1i se
mogu odrediti i drugi sistemi nezavisnih = ——— o — ,2
snopova neposrednim pregledom grafa. Ov- / {/ N\ 1
de ¢emo samo navestl jedan od mogucih |\ \
nacina izbora sistema nezavisnih snopova N3N\_ __ __ __ _ _ L
[27].

U grafu G proizvoljno se izabere jedan
snop 1 u njemu se sazima jedna grana. U
preostalom grafu se ponovo bira jedan snop 2
1 u njemu se sazima jedna grana. Postupak
se tako nastavlja sve dok se graf ne svede
na jedan Cvor.

Ovim postupkom jc odreden sistem /{\
nezavisnih snopova za graf na sl. 67. Sa- (& y
Zimane grane 4, 51 6 saCirnjaveju stablo, ali P 5
se vidi da snopovi 1,2, 1 3 nisu osnovni za
ovo stablo zato $tc snopovi 112 sadrZe po Sl 67
dve grane stabla.

—

Citalac ée se uveriti da matrica Q za ovaj graf ima rang 3 i da jednu od njenih
nesingularnih submatrica obrazuju kolone 4, 5 1 6, $to je u skladu sa teoremom 6.

4. FORMULISANJE JEDNACINA ELEKTRICNIH MREZA

4.1. Kirchhoffovi zakoni

Osobine matrica grafa iz prethodne glave omoguci¢e nam da piSemo Kirchhof-
ove zakone (4) u obliku minimalnog broja nezavisnih jednafina. Jednaline (4)
mogu se pisati direktno iz grafa mreZe, ako se svakoj grani k pridruZze dve pro-
menljive: napon u, i struja i, koje su promenljive odgovarajudeg elementa mreZe.

Teorema 7. Broj nezavisnih jednacina (4d) je n=c—1, a broj nezavisnih jedna-
cina (4b) je m=b—c+1.

Dokaz: neposredna je posledica teoreme 1 i teoreme 3, buduéi da rang matrice
A, odreduje broj nezavisnih jednalina (4a), a rang matrice B, — broj nezavisnih
jednadina (4b).
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Teorema 7 daje nam prava da jednacine (4) zamenjujemo jednainama
(23a) Ai=o
(23b) Bu=o

koje kazuju da je dovoljno da 1. Kirchhoffov zakon bude zadovoljen samo za n
&vorova, a 2. Kirchhoffov zakon samo za m nezavisnih kontura da bi ovi zakoni
bili zadovoljeni za sve ¢vorove, odnosno za sve konture grafa.

Iz (21) 1 (23a) zakljuCujemo da se 1. Kirchhoffov zakon moZze formulisati
i u obliku:

(23¢) Qi=o

koji je ekvivalentan sa (23a).

Jednaline (23c) kazuju da je algebarski zbir struja za svaki od n nezavisnih
snopova jednak nuli. Na taj nadin svaki presek koji definiSe jedan ovakav snop
moZe se interpretirati kao jedan uopSteni Cvor.

4.2. Nezavisne struje i nezavisni naponi

Kirchhoffovi zakoni (23) zajedno sa karakteristikama elemenata (2a) ili (2b)
obrazuju jedan sistem od n+m-+b=2b jednaCina sa 25 nepoznatih: b napona
elemenata u i b struja elemenata i. To je sistem jednacina grana mrezZe. Buduci
da b struja i(z) — reSenje ovog sistema — zadovoljava n nezavisnih jednacina
{23a) ili (23¢), to se i(t) moze izraziti u funkciji samo b—n=m struja. Ovih m
struja koje odreduju sve struje u mrezi, a preko (2a) i sve napone, nazivaju se¢ neza-
visnim strujama. Isto tako, budu¢i da b napona u(t) -— reSenje sistema jednalina
grana mreZe — zadovoljava m nezavisnih jednacina (23b), to se u(¢f) moZze izra-
ziti u funkciji samo b—m =n napona. Ovih n napona koji odreduju sve napone
u mreZi, a preko (2b) 1 sve struje, nazivaju se nezavisnim naponima.

Prema tome, cdredivanje svih struja i svih napona elemenata mreze svodi se,
v krajnjoj liniji, na odredivanje samo nezavisnih struja ili na odredivanje samo
nezavisnih napona. Ovde ¢emo pokazati koje struje su nezavisne 1 koji naponi
SU nezavisni.

Teorema 8. Struje spojnica i naponi grana stabla su nezavisne velicine.

Dokaz: Jednadine (23) éemo pisati u razdeljenom obliku:

ip |

Ai=[A; Al =0
L ]
Up |

Bll:[BT BL] UL =0,
.

gde se submatrice sa indeksom T odnose na stablo, a one sa indeksom L na ko-
~stablo.
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Kako je prema teoremi 2 Ay nesingularna, a prema teoremi 4 B; je nesingu-
iarna, dobijamo

. —1 .
ir=—Ar A;i,
—1

$to dokazuje teoremu.

Struje spojnica 1 naponi grana stabla su samo jedan od moguéih skupova
nezavisnih struja i nezavisnih napona mreZe. Naredna dva stava obrazlazu uvo-
denje drugih skupova nezavisnih veli€ina mreZe.

Teorema 9. Prvi Kirchhoffov zakon je ekvivalentan relaciji
(24) i=Bt,
gde je j=1[j1j2...J, ), a B proizvolina matrica nezavisnih kontura.

Dokaz: Buduéi da je r(A)=r(Q)=nrn, postoji talno b—n=m linearno neza-
visnih reSenja sistema jednacina (23a) odnosno (23c¢). S druge strane, iz AB'=0
odnosno QB?=0 sledi da je svaka kolona matrice B? (svaki red matrice B) jedno
reSenje sistema (23a), odnosno sistema (23c¢). PoSto je r(B)=m, izlazi da ovih m
kolona matrice B’ obrazuju jednu osnovu za sva reSenja sistema (23a) odnosno
{23¢). To znali da se sva reSenja sistema (23a), odnosno (23¢) mogu izraziti kao
linearne kombinacije kolona matrice B, tj. u obliku (24), pri Cemu su jy, jo, . . ., j,,
koeficijenti ovih linearnih kombinacija.

Obrnuto, zamenom (24) u (23a) odnosno u (23c) i uzimanjem u obzir (12)
odnosno (19), dobija se da je desna strana identino jednaka nuli, §to dokazuje
teoremu.

Vektor j je kolona-matrica nezavisnih struja mreze. On se moZe identifiko-
vati sa vektorom struja nezavisnih kontura, koje nazivamo konturnim strujama.
Tada struja svake grane jednaka je algebarskom zbiru struja onih kontura koje
sadrZe tu granu, uzetih sa znakom plus ako se njihov
pozitivni smer slaZe sa orijentacijom grane 1 sa znakom
minus ako je pozitivni smer suprotan od orijentacije @ Q

grane. Za graf na sl. 68 imaéemo i=B;j gde je B; ma-
trica osnovnih kontura za stablo (l, 2, 3). '

i 1 1 0
i 0 —1 1 vl
iy ~1 0 —1 1
@5) i |7 1 o o ||
i o 1 o | L
s 1 |0 0 1] Y/
Na istovetan nacin, polazeéi od (23b) i uzimajudéi Sl. 68

u obzir (19), dokazuje se i sledeéa teorema.
Teorema 10. Drugi Kirchhoffov zakon je ekvivalentan relaciji
(26) u=Ql,

gde je v=[v vy ... wlt, a Q proizvoljna matrica nezavisnih snopova.



92

Vektor v je kolona-matrica nezavisnih napona mreze. Relacija (26) se moZe
pisati direktno iz grafa, ako se nezavisnim naponima daje interpretacija napona
snopova, Ako se svakom nezavisnom snopu k pridruzi napon v, €iji se pozitivni
smer poklapa sa orijentacijom snopa, tada je napon u; proizvoljne grane grafa j
po definiciji jednak algebarskom zbiru napona snopova kojima grana j pripada.
Pri tome se naponi snopova, &ija se orijentacija poklapa (ne poklapa) sa orijen-
tacijom grane j, uzimaju sa znakom plus (minus).

Na primer, za graf na sl. 67, ako sa vy, v, v3 oznaimo napone odgovara-
jucih snopova, imaéemo

u, 0 0 —1

u, —1 1 1l - =
u,| | o =1 of "

| | =1 1 o™

U 1 o ofl”

| | o 1 1]

- Kako je matrica nezavisnih &vorova A specijalan sluaj matrice Q, jasno je
da relacija

(27) u=A’y

takode je ekvivalentna drugom Kirchhoffovom zakonu kao 1 relacija (26).

Naponi snopova dobijaju prostu fizi€ku interpretaciju ako se u (26) uzme
matrica Q. U tom slu€aju nezavisni naponi su naponi grana stabla u odnosu na
koje je pisana matrica Q (ovi naponi su nezavisni na osnovu teoreme 8).

Medutim, za nezavisne napone moZemo uzeli ne samo napone nezavisnih sno-
pova odnosno napone grana stabla koje obrazuju samo grane grafa, ve¢ 1 napone bilo
kog stabla koje je delimi¢no obrazovano od grana grafa, a delimi¢no od dodatih
fiktivnih grana. Ovakvo stablo nazivamo strukturalnim 1 u njemu dodate fiktivne
grane samo oznacavaju napone izmedu ¢vorova izmedu kojih su one v .ane. Naj-
prostiji primer strukturalnog stabla je tzv. zvezdoliko stablo koje je obrazovano
od grana (stvarnih i fiktivnih) koje povezuju jedan ¢vor nazvan referentnim sa ostalih
c—1 Cvorova grafa. Ako se referentni Cvor ovog zvezdolikog stabla uzme kao
referentni ¢vor pri pisanju matrice A, tada relacija (27) izraZava napone grana
preko napona izmedu pojedinih &vorova i1 referentnog &vora. Ovi naponi su

sa tacnoSCu do znaka jednaki naponima zvezdolikog

1 stabla 1 kao takvi su nezavisni (teorema §).
QXN T® Na primer, graf na sl. 69 nema zvezdoliko stab-
lo u odnosu na referentni ¢vor 0. Ako se doda fiktiv-
na grana 6, dobija se zvezdoliko stablo (3, 5, 6). Rela-
cija (27) u odnosu na oznaCeni referentni Cvor je:

2 3
N Tw] [0 -t o] _
J_, \\ #2 —1 vy
@ N o Uy (=] — 0 v,
u4 0 ""1 }Y
Sl. 69 u, 0 0 1 LIRg ,

gde su vy, vy, vy naponi izmedu d&vorova 1,2, 3 respektivno, i referentnog
¢vora 0.
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4.3. Jednacine nezavisnih struja i jednacine nezavisnih napona

Koriste¢i ekvivalentne formulacije Kirchhoffovih zakona koje su date teo-
remom 9 1 teoremom 10 1 koriste¢i karakteristike elemenata (2), u moguénosti
smo da postavimo jednacine koje odreduju nezavisne struje j i nezavisne napone v.
Za formulisanje jednalina nezavisnih struja potrebno je da svi elementi budu
u-tipa, tj. da karakteristike budu oblika (2a), a za formulisanje jednacina neza-
visnih napona potrebno je da svi elementi budu i-tipa, tj. da karakteristike budu
oblika (2b).

Jednacine nezavisnih struja s¢ dobijaju prosto eliminisanjem u i i iz sistema
(2a), (23b) i (24):

(28) (BZBY) j=B [u, (t)—Zi, (2)].

Ako sistem (28) ima jedinstveno reScnje, tada se struje grana i odreduju iz (24),
a naponi grana u iz (2a).

Na isti naéin, jednacine nezavisnih napona dobijaju se climinisanjem u i i iz
sistema (2b), (23¢) i (26):

(29) (QYQY v=Q [i, (1) —Yu, (1)].

Ako se kao nezavisni naponi koriste naponi izmedu ¢—1 ¢vorova 1 referentnog
¢vora, tada se iz (2b), (23a) 1 (27) izvodi:

(30) (AYAY) v=A[i, (1)—Yu, (1)].

Ako sistem (29), odnosno (30) ima jedinstveno reSenje’, tada se naponi grana u
odreduju iz (26) odnosno (27), a struje grana i iz (2b).

U slu€aju linearnih i stacionarnih mreza Z 1 Y respektivno predstavljaju matricu
~operatorskih impedansi 1 operatorskih admitansi elemenata mreZe.

Primer:

Za mrezu na sl. 70. napisaemo jednaline nezavisnih struja. Za nezavisne
struje uzeéemo struje osnovnih kontura u odnosu na stablo Lj, Ry, R3. Ove struje
su oznalene na grafu mreze, sl. 68.

Matrica operatorskih impedansi elemenata je:

1 2 3 4 5 6
L, D

(31) y

A N W=

SGD—! ’

— —

t
gde je D=§— operator diferenciranja, a D™1= f( )dt
t

— o0

operator integriranja, S,=Cy ! S¢=Ce¢ ! Sl 70

5 Ako jedan od dva sistema ima jedinstveno re¥enje, tada i onaj drugi mora imati jedinstveno
r§§enje. Ovo sledi neposredno iz (21), (26) i (27); reSenje v’ sistema (29) vezano je za relenje v’
sistema (30) nesingularnom relacijom v = T4V,
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Matrica B je ovde matrica B, iz (7), a matrica napona naponskih izvora
u, (t) 1 matrica struja strujnih izvora i, (f) suw:

(32) u, (£)=[u, (1) 0000 0F i i, (£)=[i,(r) 0000 0.

Zamenom (7), (31) 1 (32) u (28) 1 vrenjem potrebnih operacija dobijamo:

L1D+R3+S4D—1 Ll D Rs j1 Ug (t)_Ll Dia (t)
(33) Ll D LI D + .R2 +L5 D '_‘Rz j2 = ug (t)—LI Dl’g (t)
' R, —R, R,+Ry+Ss D=1 || j, 0

Cijim reSavanjem odredujemo sve struje grana preko (25).
Naponi grana dobijaju se iz (2a):

u, L, Di; —uy (t)+L,Dig (1)
U, R, i,
uy | | Ryis
(34) u, - S,D-'
U LsDi,
| 4| __S6 D-1tig a

Jednaline nezavisnih napona izveSemo uzimajuél za nezavisne napone
napone grana zvezdolikog stabla Ly, R,, R;. Prema sl. 68, matrica nezavisnih ¢vo-
rova za referentni ¢vor O je:

1 2 3 4 5 6

1If1 0 0 —1 —1 0

(35) 4=20 1 0 o0 1 —1
3] 0 0 1 o 1 |,

1| r,p-1
2 G,
3 G, o
(36) Y=
c,D
5 o r,p-
6| D |,
gde je I'=Ly', I'y=L5", G,=R;', G3=Rj".
Iz (35), (36), (32) i (30) dobija se:
IryD-'+C,D+IsD-! —I'yD-1 —C, D v, ig )—D~ Y uy ()
(37) —I D1 G,+ D1+ CyD —CyD v, | = 0

—C,D —Cy D G,+C,D+CsD || 0
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Naponi grana se dobijaju 1z nezavisnih napona na osnovu (27):

[ 4, 1 0 0]
u, 0 1 0 v
u 0o 0 1 ‘
(38) w =l 21 o 1 [Vz]
V3
Us —1 1 0
| i | 0 —1 1]
a struje grana iz (2b):
[i| [ D w—is )+ I, D= u(r) |
i G, u,
3 G, u
39 o=
( ) i, C, Du,
i I's D1 ug
L | | CsDus |

5. ANALIZA ELEKTRICNIH MREZA POMOCU TOPOLOSKIH FORMULA
5.1. Funkcije mreze

Ako je mreZa linearna i stacionarna, tada su diferencijalno-integralne jedna-
¢ine (28), (29) i (30) lincarne sa konstantnim koeficijentima i one se mogu resiti
primenom Laplaceove transformacije.

Posmatra¢emo jednacine (30) pod uslovima da u mreZi postoji samo jedan
strujni izvor i, ; (f) vezan izmedu Cvora i i referentnog ¢vora o 1 da su svi pocetni
uslovi jednaki nuli®. Tada su transformisane jednaline nezavisnih napona oblika:

Yu@OVi@+- -+ 1@ V@) + -+ 1,6V, 06)=0

..................................... —0
(40) Yii@Vys)+ -+ Y, V()4 - + Y, () V, (8) =T, (5)

..................................... -0

Y, OVi@®+---+Y,®OV,®+- - +Y, &V, 0)=0,

gde su V, ()=, O] k=1,2,... m, J,, ()= L[ (Ol 2 Yy(s) (k,I=
=1,2,.., n) admitansni koeficijenti. Mdtrlca ov1h koeficijenata je matrica AYA?
u (30), u kojoj je operator D zamenjen kompleksnim brojem s.

Radi jednostavnosti pisanja izostavicemo zavisnost od s, tj. pisaéemo V
umesto ¥V, (s), itd.

Odnos napona na krajevima izvora V; i struje izvora J, ; naziva se ulaznom
zmpedansom 1izmedu cvorova ilto Z, , a odnos napona 1zmedu dva prmzvohna

io>

Cvora p i q (p# q) = V,—V,, i struje izvora J, ; naziva se prenosnom impe-
dansom izmedu &vorova Pq ‘i io, qu io -

§ Na osnovu principa superpozicije, slufaj kada u mreZi deluje proizvoljan broj izvora i
kada pocetni uslovi nisu jednaki nuli uvek se moZe svesti na ovaj.
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Ako sa N oznalimo determinantu sistema (40), tj. stavimo

41 N =det (AYAY),
a sa N,, oznaCimo kofaktor p-te vrste 1 g-te kolone, tada se iz (40) izvodi:
42) Zy= L=
o1 N
(43) qu, io = qu = Nip_Niq *
Jo. i N

Zy 1 Z,,;, zavise samo od parametara elemenata mreZe i od s; nazivaju se
funkcz]ama mreze jer njihovo poznavanje zajedno sa strujom izvora potpuno odre-
duje V,(s) 1 V,,(s), odnosno v, (1) 1 v,,(2).

5.2. Topoloske formule

Odredivanje funkcija mreZe zahteva izraunavanje determinante N 1 njenih
kofaktora. U sluCaju sloZenijih mreZa to je glomazan posao koji, uz to, ima i nez-
godnu stranu Sto se mnogi ¢lanovi razvoja determinante 1 kofaktora medusobno
potiru. Kao $to ¢emo odmah videti, postoji jedan elegantan nacin dobijanja razvi-
jene determinante i njenih kofaktora direktnim posmatranjem grafa mreZe, tako
da se funkcije mreZe 42) i (43) odreduju bzz pisanja jednacina (40) i njihovog refa-
vanja.

Topoloskim formu/ama se nazivaju formule kojima se omogucéava direktno
pisanje izraza (42) i (43) iz grafa mreZe. Ove formule se mogu programirati i na
digitalnim radunarima.

Osnova za razvijanje topoloskih formula je Binet-Cauchyeva teorema [1]. Ova
teorema dokazuje da je determinanta proizvoda n X b — matrice K i b X n — ma-

. . . . .. [b
trice L, gde je b > n jednaka sumi svih (
7
manjem nekog minora r-tog reda od » kolona matrice K i minora n-tog reda obra-
zovanog od redova sa istim indeksima matrice L.

) proizvoda koji se mogu obrazovati uzi-

10 —2 0 —2
Na primer, ako je K= i L=| —1 1|, tada je prema
—11 0
3 0
Binet-Cauchyevoj teoremi
det (KL) — 0—2 1 —2 0—2+0—2 —1 1_:
: —1 1 —1 0|3 O 1 0 30
==1-(—2)+(—-2)-6+2-(—3)=—20.
Teorema 11.
ny
(44) N =ZT & (Y),

gde je T (Y) proizvod admitansi grana koje obrazuju k-to stablo, a n, — broj svih
stabala grafa.
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Dokaz: Determinantu N moZemo razviti po Binet-Cauchyevoj teoremi, uzi-
maju¢i K=AY 1 L=A’ Posto jc Y dijagonalna matrica, matrica AY se razli-
kuje od matrice A samo po tome §to su njene kolone pomnoZene odgovarajuéim
admitansama grana mreZe. Kako, prema teoremi 2 i njenoj posledici, minori obra-
zovani od » kolona matrice A su razliCiti od nule i jednaki + 1, ako i samo ako
grane kojima one odgovaraju obrazuju stablo, to je na osnovu Binet-Cauchyeve
teoreme neki Clan razvoja determinante N oblika (£ 1) Yy, Yi,o - Yy, (£ 1) =
=Y, Yi,o - Yi,=T® (YY), gde su ky, ky, ..., ke indeksi grana Kkoje obrazuju
k-to stablo.

Posledica. Broj stabala jednog grafa je:
(45) n,=det (AAY).

Dokaz: Dovoljno je uzeti da admitanse svih elemenata imaju vrednost 1,
tj. pretpostaviti da je Y jedini¢na matrica.

Primer. Sva stabla grafa mreze na sl. 70 su: 123, 124, 126, 135, 136, 145,
146, 156, 234, 235, 245, 246, 256, 345, 346, 356. Na osnovu prethodne teoreme,
determinanta sistema transformisanih jednaina (37) je:

16
> TOX)=T,57G, G+ 57 G, Cus+ 157G, Cos+ T 571 GyIs 571 +
k=1

IistG,Cos+ 1 s CysTsst+ I s 1CsCys+

Is Tss 1 Cys+ GG, Cy5+G, Gy Igs— G, Cys I s~ +
G,C,sCss+G, I551Ce8+GyCys 557t +G,CysCys+
G, 51 Cgs.

Ova vrednost determinante dobija s¢c 1 po Cramerovom pravilu, pri ¢emu se
od ukupno 36 Clanova razvoja determinante njih 20 potiru. Jedna od prednosti
topoloskog naina odredivanja determinante, upravo sc 1 ogleda u Cinjenici Sto
formula (44) sad Zi samo Clanove razvoja koji s¢ ne potiry, tako da su uklonjene
greSke koje bi se mogle pojaviti usled potiranja ¢lanova razvoja determinante.

Za razvijanje kofaktora Ny, najprikladnije je koristiti pojam dvodelnog stabla.
Dvodelno stablo je subgraf koji se dobija 1z stabla T kada se jedna od njegovih grana
ukloni. Dvodelno stablo je, prema tome, subgral koji se sastoji 1z dva povezana
dela, sadiZi sve &vorove grala, all ne sad-Zi konture. Ako graf ima ukupno ¢ Evo-
rova, ma koje dvodcino stablo sad. Zi tacno ¢—2 grana. Ovakvoe stablo obeleZi-
Cemo sa Tk, k, .. k,, i j..ip da bismo istakli da sc podikup &vorova ki ky ... k,
nalazi u jednom od puvezanih delova, a pudskup Svorova jy jp . . j, u drugom poveza-
nom delu. Proizvod admitansi grana koje ebrazuju dvodelno stablo Tk, . ky, i, . . Jg
obeleZiCemo sa Tk k,. . kyii,..ig(¥). Ako sc zahteva da neki ¢vor, na pr. ki,
bude u oba povezana dela, tada je po definiciji Thik, . . &y, ky,. .5 (¥Y)=0.

Na primer, u gralu na sl. 68 postoje ukupno &etivi dvedelna stabla tipa T 3,,,
tj. dvodelna stabla koja izdvajaju grupu &verova 11 3 od ¢vora o. Ova dvodelna
stabla su prikazana na sl. 7I.

r grafova i njene primecne
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Teorema 12.
(46) N,=2.T5 (1),
K

gde se sumiranje vr§i po svim mogudim dvodelnim stablima T,

Dokaz ove teoreme je prili¢no velikiiovde ¢e biti izostavljen; moZe se naci u
[21], [32].

® , ©® , 00 , 0O ®
0, O O— O
5 6 6 5
®
2 @ @ ®
© _ O@ O@ O©
Sl 71

Ako se u (46) stavi p=i, T,, , postaje T, ,, odnosno dvodelno stablo koje
razdvaja &vor i od ¢vora o, i topoloska formula za izra¢unavanje ulazne impedanse
(42) dobija se u obliku:

2 TE (1)

@47 Z,= 2‘ T6 () :
k

Za dobijanje topoloSke formule za prenosnu impedansu (43), primetimo da
se Ny, i N, mogu pisati u obliku

N,,,=§T§,’:3.o (Y)+§ T, (¥)

N,= Ekj T (V) + ; T®,,(Y),

tako da (43) postaje

2, Tiya0 (Y)—2, Tialpo (Y)
4 Z, 0=
( 8) Pgs io Z T(k) (Y)
k
Formula (48) je minimalna u tome §to se nijedan par ¢lanova u njoj ne potire.

U specijalnim slu€ajevima, kada je jedan od &vorova p ili g referentni &vor o, ona
se uproS€ava: ako je p=o0 drugi ¢lan otpada, a ako je g=o prvi ¢lan otpada.
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Za mreZzu na sl. 70. u kojoj je stavljeno u,(t)=0, prenosna ijmpedansa
Z,,,10 bice oblika:

2 T8, (Y)
Z S
3o,10 ET(k) (Y) >

k

(49)

gde su prema sl. 71 dvodelna stabla T',,,: 24, 45, 46 i 56, tako da je brojitelj
izraza (49)

%T§§?O=Gz Cos+CysTss 1 +C,sCys+I'ss1Cys.

Topoloske formule ovde izvedene vaze samo za mreZe sa dvokrajnim ele-
mentima koji imaju admitansu. Ako mreZa sadrZi i viSekrajne elemente, one st
znatno sloZenije [22], [32], [34], [26]. Pored ovih formula, na admitansnoj osnovi
postoje 1 topoloske formule na impedansnoj osnovi, koje se koriste za reSavanje
sistema jednalina nezavisnih struja mreZza sa dvokrajnim elementima [36], [32}
1 mreZza sa viSekrajnim elementima [23], [25].
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JEDNO MISLJENJE O TEORLJI GRAFOVA

(Iz uvoda knjige: A. A. 3rkos, Teopms koHeusblx rpadon, Hosocubupck,
1969.)

Teorija grafova ne predstavlja prevrat u nauci; njena pojava na matema-
tickoj areni ne oznaava posezanje na osnove matematike niti donosi neke ideje
nedostupne veini savremenika, a koje bi tek potomci prihvatili. Zadaci sa gra-
fovima su, po pravilu, prosti i ofigledni po svojoj formulaciji. Za re$avanje velikog
broja tih zadataka nisu potrebni vee matemati¢ko znanje 1 sposobnost, nego §to
zahteva davno poznati zadatak o vuku, kozi 1 kupusu!. [ zadaci teZi od pomenutih
mogu se reSavati svaki posebno, ne stvarajuéi opSste teorije, ali to zahteva ako ne
talenta onda strpljenja i1 slobodnog vremena. Dugo vremena se smatralo da je Cuveni
problem Ccetiri boje, koji nezapaZeno slavi ve¢ stogodi$nji jubilej, pomodan, da nije
povezan sa glavnim pravcima razvitka matematike i da nema praktiénog znadaja.

Obi¢no se smatra da je teorija grafova, kao posebna matematicka disciplinas
zasnovana 1936. godine, kada je objavljena monografija D. Kdniga: »Theorie der
endlichen und unendlichen Graphen« (»Teorija konaénih i beskonaénih grafovag,
Leipzig, 1936, II izdanje: New York, 1950). Do tada grafovi nisu bili objedinjeni
opStom teorijom, ve¢ su se pojavljivali u raznim oblastima nauke i prakse i u mno-
gobrojnim problemima zanimljive sadrZine pod najrazli€itijim nazivima. Knjiga
D. Kéniga predstavlja veoma opstu i, za svoje vreme, potpunu sistematizaciju ¢inje-
nica i sadrZi niz novih rezultata i ideja, koje su u svojim radovima dalje razvijali
drugi matematiari (D. Konig je tragi¢no poginuo za vreme II svetskog rata),

Posle objavljivanja pomenute knjige proSiruju se istraZivanja u teorji gra-
fova i pojavljuju se neke opste metode. Tako, na primer, 1937. godine G. Pdlya
je dao Cuvenu kombinatornu teoremu 1 metod funkcija generatrisa, §to je omo-
gulilo da se reSe mnogi zadaci vezani za izraunavanje broja razliditih grafova
datog oblika, a koji se sre¢u u hemiji, fizici, sociologiji i drugim oblastima. Jezik
teorije grafova se pokazao pogodan za razvijanje tzv. metoda alternativnih lanaca,
koji je zasnovao Egérvary jo§ 1931. godine i koji se sada pod imenom »madarski
algoritam« uspeSno primenjuje u nekim oblastima teorijske 1 primenjene matema-
tike, u prvom redu u matematikoj ekonomici. Postepeno se otkrivalo da se neki
zadaci iz algebre, teorije brojeva, geometrije, teorije skupova, topologije, algebre,
pa Cak i klasine analize mogu formulisati na jeziku Ciste teorije grafova, pri
¢emu u nekim sluéajevima to olakSava reSavanje ili omogucuje svodenje jednog
problema na drugi. Ipak, 1 pored znaajnih uspeha teorlje grafova, veCina matema-
tiara nije smatrala da je to samostalna disciplina i nije naro€ito forsirala njen
dalji razvoj.

! Vidi str, 57
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Situacija se iz osnova promenila zahvaljuju¢i burnom razvoju matematicke
logike, kompjuterstva, automatike, kibernetike, teorije informacija, matematicke
ekonomike, teorije igara, operacionog istraZivanja, matematiCke lingvistike i dru-
gih oblasti, u kojima, za razliku od klasi¢ne analize neprekidnih veli€ina, u prvi
plan izbijaju rasudivanja i1 konstrukcije diskretnog kombinatornog karaktera.
Danas broj vaznih prakti¢nih i teorijskih zadataka najraznovrsnijeg konkretnog
sadrzaja i najrazliitijeg stepena sloZenosti, koji se svcde na zadatke 1 probleme
Ciste teorije grafova, raste tako brzo da njihovo reSavanje »na malo« metodom
probanja ili oS§troumnim individualnim pristupima ne zadovoljava i ne moze zado-
voljiti struénjake. Jedini je izlaz reSavati ove zadatke »na veliko«, koristedi, s jedne
strane, najnovija dostignuéa 1 ideje teorijske matematike, a s druge, savremenu
raCunsku tehniku.

Pokusaj da se teorija grafova u potpunosti svede na bilo koju od veé oformlje-
nih oblasti matematike (algebra, kombinatorna topologija, matematicka logika)
pokazao se neosnovanim. DoduSe, aparat algebre se u teoriji grafova Cesto moZe
koristiti ne samo kao radunsko sredstvo nego i kao oruZzje istraZivanja; ipak, u izu-
davanju grafova glavnu ulogu igra veStina kombinovanja, koja se relativno malo
tretira u algebri. Teorija grafova zahteva poseban aparat zasnovan na kombinaciji
algebarskih i kombinatornih metoda.

Cisto prakti¢ni zadaci koji se mogu formulisati pomcéu grafova u principu
se mogu resiti, bez bilo kakve teorije, prebrojavanjem svih slucajeva. Postavija se
pitanje — nece li ovde odlu€ujuéu ulogu imati brze raCunske maSine. Medutim,
ne mozZe se racunati samo na masine, jer, na primer, resavanje nekog konkretnog
problema u vezi sa strukturom grafa sa ne vise od 20 ¢vorova metodom potpunog
prebrojavanja moZe zahtevati desetine godina masinskog radunanja. Tako, €ak i
kada bi se uloga grafova ogranicila na Cisto prakti¢ne zadatke iz finitne matematike,
ne bi se moglo proéi bez stvaranja opSte teorije 1 opStih metoda.

Savremene tendencije su delimiéno naSle svoj odraz u monografijama: C.
Bergea: »Théorie des graphes et ses applications« (»Teorija grafova 1 njene pri-
mene«, Paris, 1958, prevod na ruski: Moskva, 1962); O. Orea: »Theory of graphs«
(»Teorija grafova«, Providence 1962, prevod na ruski: Moskva, 1968) i u nekim
drugim (specijalne namene), ali mnoge osnovne ideje i rezultati nalaze se jo§ samo
u originalnim ¢lancima 1 nisu obuhvadeni jedinstvenom monografijom. Uz to,
danas ne postoji ni precizna sistematizacija teorije grafova, a u definicijama 1 ozna-
kama vlada takvo Sarenilo, da su autori vedine radova primorani da poCinju sa
objaSnjenjima o tome pod kojim se nazivima u radu kriju davno poznati pojmovi.

NaSa monografija ima za cilj da bar delimi¢no ispuni tu prazninu.

(Preveo D. Cvetkovié)

[PRIMERI PRIMENE GRAFOVA PROTOKA SIGNALA
U ELEKTRCTEHNICI!

Navodimo tri primera primene Masonovog obrasca? za rc¥avanje sistema
linearnih algebarskih jednacina. Prvi primer je uzet iz teorije elektri¢nih kola, druga
dva se odnose na teoriju linearnih sistema automatskog upravljanja.

Dokaz Masonovog obrasca moguée je naéi, na primer, u [1].

1 Redigovano prema bele$kama dr M. Stojica.
2 Videti str. 63.



105

1. Lestvicasta RC mreZe sa dva prlstupa Za, lestviCastu mreZu sa dva pristupa
na sl. 72 odrediti funkciju prenosa, koja je definisana kao odnos Laplaceov:h
likova ulaznog 1 izlaznog napona:

()def (S)
T U ()
R R R
U, Us
ks 7Y T
U __¢C __C —__¢C U,
O 5 | e
SI. 72

Za ovu mrefu se mogu pisati jednadine:
A CACRAC]
ACEIACEA!
L) =— [V (=5 O]
Uy ()= (L 6O—~L O,

A@=%ﬂ&®—%®m

U, (s)=é 3 (5).

Na osnovu ovih jednaina obrazuje se graf protoka signala sa sl. 73.

_1 1
R Cs R Cs R

o
Us) 1 Lis) 1. Uxs) 1T Ifs) 1 Usle) 1 Lo

A VX €
R Cs R Cs R Cs
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Postoji samo jedan elementaran put izmedu &vorova U;(s) i Us(s); njegov

Ne postoji nijedna kontura koja ne dodiruje ovaj put, te

prenos je py=

R C3s3
je A1= 1.
. .. . 1
Graf sadrZzi 5 kontura, od kojih svaka ima prenos —-R—C. Ove konture su
s
na sl. 73 oznalene brojevima 1, ..., 5.

Konture 1i3,114,115,2i4,2i5,i31i5 se medusobno ne dodiruju. Takvih

parova ima, dakle, 6.
Postoji samo jedna trojka (1, 3 i 5) medusobno nedodirujuéih kontura.

Ne postoji &etiri ili visSe medusobno nedodirujuéih kontura.

Na osnovu izloZenog, Masonova formula daje:

1
RIC3 3 1
G(s)= - ,
©) 1_(__5 1) 6 1 __(_ 1 ) B3 +51282+6715+1
RCs R2C252 RIC3 53

gde je v 9f RC vremenska konstanta jedne Eelije.

2. Sistem automatskog upravljanja sa jednim ulazom i jednim izlazom. Za
sistem sa sl. 74 odrediti funkciju spregnutog prenosa.

~ Gg

RE) Gi G2 ()1 6

Sl. 74

Direktno se obrazuje graf protoka signala predstavljen na sl. 75.
Postoje dva elementarna puta. Odgovarajuéi prenosi i determinante pod-

grafova su:
=G, G,G,G,, A=1;

p2=GlG5G4, A2=1.
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U grafu se nalaze ukupno tri zatvorena puta (konture) koji se medusobno
dodiruju. Redom se dobija:

C (5@ CO) _ G,G,G,G,+G,G,G,

SI. 75

3. Multivarijabilni sistem automatskog upravljanja. Na linearan sistem sa sl.
76 deluju dva ulazna signala R|(s) i R,(s). Odrediti funkcionalnu zavisnost izlaznih
signala Cy(s) i C,(s) od ulaznih signala.

MozZemo koristiti princip superpozicije, jer je sistem, po pretpostavci, linearan.

R'I (S) +u +% G] L_QL(S)

W
W, ’
L

G, — Gs

R2 (S) + C2(S)

H,

SI. 76 Sl. 77

Graf protoka signala za ovaj sistem je predstavljen na sl. 77.

Od R(s) do C;(s) vodi samo jedan elementaran put (&iji je prenos pi=Gy)
koji ne dodiruje konturu prenosa —G,G3H,, te je, dakle, Ai=1+G, Gy H>.

Izmedu R,(s) i Ci(s) postoji takode samo jedan elementarni put (n’J;eg?v
prenos je py =—G,G3 W,Gy). Ovaj put dodiruje sve konture grafa, te je Ay =1.
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U grafu postoje tri konture sa prenosima T1=—GH|, To=—G,G3H, i
T3=G W,G3W,. Prva i druga od ovih kontura se medusobno ne dodiruju.

Na osnovu izloZenog dobija se:
G, (1+G, G Hy)) R (5)—G, G, G3 W, R, (s)
1+G H +G,G,H,—G, G, W, W,+G,G,G, H, H,

C (8)=

Sliénim razmatranjem dobija se:

—G, G W, R (5)+G,G;(14+G, H) R, (s)

C,(5)= .
O G 1, + 6,6 H,—G, G, W, W, G, G, G, I, I,
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KORISCENJE GRAFOVA U KONSTRUKCIJI KODOVA
KOJI ISPRAVLJAJU GRESKE

Borivoj Z. Lazié

Da bi se razumeo postupak konstrukcije kodova koji ispravljaju greske,
potrebno je upoznati se sa osnovnim pojmovima iz teorije kodiranja, a takode
1 nekim teoremama i pojmovima iz teorije grafova o kojima se, zbog ogranifenog
obima, nije moglo govoriti u ovoj knjizi ranije. Zbog toga je izlaganje podeljeno
na tri odeljka:

1. Osnovni pojmovi iz teorije kodiranja;
2. Neophodni pojmovi i teoreme iz teorije grafova;
3. Konstrukcija kodova.

Teoreme date u prva dva odeljka ne dokazﬁju se u ovom izlaganju. Deteljnija
objasnjenja pojmova i dokaze teorema odnosno lema iz odeljka 1. Citalac moZe
naci u [1], [6], a iz odeljka 2. u [7].

1. Osnovni pojmovi iz teorije kodiranja

Neka je A={S,, S1, ..., Sy_1} diskretan skup saopStenja, a V; vektorski
prostor dimenzije / nad poljem D. Polje D predstavlja skup {0,1} sa operacijom
sabiranja po modulu 2 1 obi€nog mnoZenja. Elemente prostora V; obeleZimo sa
P, Py, ..., Py_;. Pri tome vektor P; ima oblik:

(1.1) Pi=(Pio> Ptys -+ » Pi,z_l),
gde p[je D.
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U prostoru V; definisane su na uobi€ajeni nadin operacije sabiranja vektora
i mnozenja vektora clementom polja D. Te operacije obeleZavaéemo znacima za
obi¢no sabiranje 1 mnoZenje, respektivno.

Ako je 2! = N moZe se uspostaviti neka jednoznaéna korespondencija izmedu
svakog clementa skupa A 1 jednog vcktora iz Vy, tj. pisati

(1.2) S—P,
gde S& 4 aPET,

Ne umanjujuci opStost pretpostavicemo da je N=21, tj. da je svakom vektoru
P pridruzeno jedno saopstenje S.

Proces uspostavljanja korespondencije (1.2.) naziva se kodiranje, a vektorski
prostor V; polazni binarni kod skupa saopstenja A.

Prenos saopStenja po nekom kanalu veze svodi se, prema tome, na prenos
vektora iz prostora V. Sum (razne smetnje) u prenosnom kanalu utide na razli-
Cite naCine na prenos vektora, To poglavito zavisi od metoda prenosa i prijema.
Nas interesuju samo sluajevi kada se dejstvo Suma svodi na sledeée: Umesto
vektora P; koji je doveden na ulaz prenosnog kanala, na izlazu se pojavljuje vektor
P; (P;#Py). Lako je pokazati [1] da se vektor P; dobija sabiranjem vektora Py
1 nckog vektora E, tj.

(1.3) P, —P,+L,
gde EE Vl‘

Vektor E se naziva vektor greske. Polozaj 1 broj nenultih komponenti vektora
E odreduje polozaj i broj poegre$nih komponenti vektora P;. Posto P; takode pri-
pada polaznom kodu, gre$ka na izlazu prenosnog kanala ne moZe se otkriti. Pro-
blem otkrivanja i ispravljanja greSaka pomenutog tipa rcSava se preopSirnim kodi-
ranjem.

Oznalimo sa V,, vektorski prostor nad poljem D dimenzije m (m>1). Ele-
mente ovog prostora obclezavaéemo sa Q,, Qy, ..., Qam_1. Vektor Q; ima oblik:

(]4) Qi: (qtoa %‘1 3t %,m‘l),
gde ¢ D.

Uspostavimo jednoznaénu korespondenciju izmedu svih vektora P 1z V)
(ima 1h 2%) 1 odgovarajuéeg broja vekiora Q iz ¥,. Dobija se:

(1.5) P—Q.

Podskup M od 2! vektora iz Vy,, koji su dovedeni u korespondenciju sa vek-
torima P iz V; (a preko njih sa clementima skupa A), naziva se preopSirni kod skupa
saopStenja 4. Proces uspostavijanja korespondencije (1.5) naziva se preopSirno
kodiranje. Cesto se¢ pod pojmovima kod i kodiranje podrazumevaju ba$ precopSirni
kod i preopSirno kodiranje. To éamo 1 mi koristiti u daljem izlaganju, jer o kodi-
ranju u smislu uspostavljanja korespondencije (1.2) vise neée biti govora. Flemente
podskupa M nazivaemo kodni vektori.

Neka je Q; vektor na ulazu prenosnog kanala. Na izlazu se umesto Q, dobija
vektor €Q;. Analogno (1.3) piSemo:

(1.6) Q=Q+E,
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gde ECV,, [1]. PoSto Q; ne mora pripadati podskupu M, to nije teSko zakljuciti
da je pod odredenim uslovima na izlazu mogudée otkriti gre§ku pa &ak odrediti
i vektor Q; na osnovu vektora Q;. Za formulisanje tih uslova potrebne su sledece
dve definicije:

Definicija 1.1. TeZina «(X) vektora X jednaka je broju njegovih komponenti
razIlicitih od nule.

Definicija 1.2. Rastojanje (Hemingovo) d(X, Y) vektora X i Y iz istog prostora
Jednako je broju komponenti u kojima se ti vektori razlikuju.

Lema 1.1. U slucaju vektorskog prostora nad poljem D, rastojanje d(X,Y)
zadovoljava uslov:

(1.7) d(X,Y)=w X+Y).

Potrebne 1 dovoljne uslove za odredivanje vektora Q; na osnovu vektora
Q; (1.6) daje sledeca teorema:

Teorema 1.1. Ako teZina vektora greske E u (1.6) ne prelazi vrednost t i ako
vektori podskupa M zadovoljavaju uslov:

(1.8) d(Qil, Qi2)>2t+1; Ql',’ QI'ZE-Ms

onda se vektor Qg moZe odrediti na osnovu vektora Q; [1].

Broj 2¢t-+1 naziva se minimalno kodno rastojanje 1 obelezava sa d.

Ocevidno je da se mogu formirati viSe podskupova M (samo ako se usvoji
dovoljno veliko m), ¢iji elementi zadovoljavaju (1.8). Pridruzujuéi uslovu (1.8)
dodatna ogranicenja, dobijamo kodove sa razli€itim osobinama. Posebno znaajnu
grupu predstavljaju linearni kodovi.

Definicija 1.3. Kod (podskup M) se naziva linearnim ako vektori koji mu pri-
padaju obrazuju vektorski podprostor prostora V.

Obelezimo / nezavisnih vektora iz prostora V,, sa Gy, Gy, ..., G;—; (numera-
cija je proizvoljna). Pri tome je
(1.9) Gi=(8ios &t1> -+ » &, m—D)-

Vektorski podrrostor u V,, obrazuju vektori dobijeni iz relacije:
(1.10) Qi=010Go+Pu G+ + -+ +p1,1— G,

gde je p;; komponenta vektora P iz V;. Podprostor ima dimenziju /i stoga ¢emo
ga obeleZavati sa an. Relacija (1.10) uspostavlja jednoznanu korespondenciju
izmedu svakog vektora P iz V; i vektora Q iz V,,, odnosno iz podprostora Vi,
Prema tome, podprostor Vi, moZe predstavljatt hinearni kod.

Umesto (1.10) pogodnije je pisati:

(1.11) Q=PG,

gde PE ¥V, a G predstavlja matricu nad poljem D, ¢ije su vrste vektori G;(i=0,
]., c ey l—"l), tj. G=[gij]‘
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Matrica G se naziva generisuca matrica koda.
Pokazano je [6] da se kod moZe formirati polazeéi od relacije:

(1.12) QH'= 0,

gde je H matrica nad poljem D, tj. H=[Ay], i=0, 1, ... k—1; j=0,1...m—1.
Vrste matrice H moraju biti nezavisne a k=m—I. Stvarno, matri¢na jednadina
(1.12) daje k skalarnih jednaina za odredivanje k-4/ komponenti vektora Q.
Prema tome, / komponenti vektora Q su proizvoljne. Ne umanjujuéi op¥tost,
pretpostavimo da proizvoljne vrednosti dobijaju / poslednjih komponenti. Izjedna-
¢imo tih / komponenti sa komponentama vektora P iz ¥V} i izraunajmo k prvih
komponenti vektora Q koristeéi pomenute jednaCine. Dobijene relacije omogu-
éavaju uspostavljanje jednoznalne korespondencije izmedu svih vektora P iz ¥,
1 odredenog broja vektora Q iz V,,, tj. daju traZeni linearni kod.

Kod dobijen na osnovu (1.12) biée identian kodu dobijenom na osnovu
(1.11), ako je zadovoljen uslov:

(1.13) GH'=0,

koji se dobija uvrStavanjem (1.11) u (1.12).

Matrica H se naziva kontrolna matrica koda.

Samo / komponenti kodnog vektora koda sa generiSuCom matricom G, od-
nosno kontrolnom matricom H pruzaju korisnu informaciju. Stoga se nazivaju
informacione komponente. Preostalih & komponenti zavise od informacionih, sluZe
za kontrolu i nazivaju se kontrolne komponente.

Linearni kod, definisan na opisani na€in, obi¢no se obeleZava sa (m, I).

Odnosom broja informacionih komponenti / i ukupnog broja komponenti
kodnog vektora m pri zadatom d meri se efektivnost koda [1].

Nije teSko pokazati da matrica H moZe predstavljati generiSuéu matricu ne-
kog (m, k) koda. Ako se pri tome generiSu¢a matrica G koda (m, [) koristi kao
kontrolna matrica koda (m, k), onda se kaze da su ova dva koda dvojstveni jedan
drugom.

Sve osobine podprostora ¥, (koda) odredene su osobinama generiSuée odnosno
kontrolne matrice.

Postavlja se pitanje — kako formirati generiSu¢u odnosno kontrolnu matricu
pa da kodni vektori zadovoljavaju uslov (1.8). ReSenje nije jednozna&no. Otuda
potice veliki broj klasa linearnih kodova. U ovom izlaganju interesovace nas samo
kodovi za koje se generiSua i kontrolna matrica dobijaju kori§¢enjem grafova.

2. Neophodni pojmovi i teoreme iz teorije grafova

Posmatrajmo neorijentisani graf bez petlji G=(X, U). Neka je n=n(G)
broj ¢vorova, m=m(G) broj grana, p=p(G) broj komponenti povezanosti i
v=v(G) ciklomaticki broj grafa G.

ObeleZimo grane posmatranog grafa sa: ug, ¥y, . . ., 4,_, (numeracija je pro-
izvoljna). Ukupan broj delimiénih grafova koji se mogu dobiti iz G jednak je 2™.
Svakom delimi¢nom grafu pridruZimo jedan vektor Q iz prostora V,, definisanog
u prethodnom poglavlju tako da komponente vektora zadovoljavaju uslov

q [ 1 ako u; pripada delimiénom grafu,
3 —

0 u suprotnom sluéaju.
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Skup svih deliminih grafova predstavlja vektorski prostor, jer se nad tim

skupom mogu definisati dve operacije ekvivalentne operacijama sabiranja i mno-
Zenja u prostoru V,,. Ovde neéemo definisati te operacije posto e se sve transfor-
macije obavljati u prostoru V,,, a rezultati po potrebi interpretirati u prostoru deli-
miénih grafova. '

Definicija 2.1. Grane grafa G koje ne pripadaju datoj Sumi T nazivaju se spoj-
nice sume T u G. .

Definicija 2.2. Broj grana bilo koje Sume T grafa G naziva se rang grafa i ozna-
cava sa p=p(G).

Ocevidno vazi

.1) o =m(G)—v(G)=n(G)—p(G).

Definicija 2.3. Elemenat prostora V,, naziva se kvaziciklus ako u odgovarajucem
delimi¢nom grafu svi évorovi imaju parne stepene.

Neposredno se proverava tanost slede¢ih lema:

Lema 2.1. Sabiranje dva kvaziciklusa i mnoenje kvaziciklusa elementom
polja D daje kvaziciklus.

Lema 2.2. Svakoj konturi grafa G odgovara jedan kvaziciklus u V,,.

Moze se pokazati da skup kvaziciklusa predstavlja podprostor dimenzije v
u prostoru ¥V, [7].

Teorema 2.1 Svakoj spojnici u Sume T grafa G odgovara jedna jedina kontura
kojoj pripada u a ne pripada nijedna druga spojnica Sume T.1

PoSto je broj spojnica svake Sume T grafa G jednak v=v(G), bazis podpro-
stora kvaziciklusa mogu predstavljati kvaziciklusi koji odgovaraju konturama
formiranim prema teoremi 2.1. Obelezavaemo podprostor kvaziciklusa sa V s

a vektore bazisa sa C,, Cj, ... C,—, gde je
(2.2) Ci=(Cio» Coy» <+ 5 Ci 1)
Matrica C== [cy] Cije su vrste vektori C; (i=0, 1, ..., v—1) naziva se ciklo-

maticka matrica? grafa G [7].

Definicija 2.4. Ako se udaljavanjem podskupa grana U'C U iz grafa G dobije
delimicni graf sa veéim brojem komponenata povezanosti nego §to ih ima graf G,
onda se U’ naziva snop® grafa G.

Definicija 2.5. Saop U’ je prost ako nijedan njegov pravi podskup U"C U’
ne predstavlja snop. ]
Ponekad se snopom naziva ne sam podskup U’, ve¢ delimiéni graf G' = (X, U’).

Teorema 2.2. Svakoj grani u proizvoljne Sume T grafa G odgovara jedan jedini
prosti snop U’ grafa G kojem pripada u a ne pripada nijedna druga grana Sume T.*

Videti takode str. 35,

Ova definicija ciklomati¢ke matrice razlikuje se ne¥to od definicije date na str. 65.
Uporeditt sa definicijom na str. 79.

Videti takode str. 80.

L
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Teorema 2.3. Proizvoljno izabrani prosti ciklus i proizvoljno izabran prost snop
grafa G imaju paran broj (moguée i nulu) zajednickih grana.

Definicija 2.6. Elemenat prostora V,, naziva se kvazisnop, ako odgovarajuci
delimicni graf ima sa nekim prostim ciklusom grafa G paran broj (moguce i nulu)
zajednickih grana.

Lema 2.3. Svakom prostom snopu U’ odgovara kvazisnop u V,,. Uniji prostih
snopova koji se medusobno ne seku takode odgovara kvazisnop.

Teorema 2.4. Podskup U'C U grana grafa G odgovara kvazisnopu u V,, ako
i samo ako predstavlja uniju prostih snopova koji se ne seku.

Lema 2.4. Sabiranjem dva kvazisnopa i mnoZenje kvazisnopa elementom polja D
daje kvazisnop.

Iz leme 2.4. proizilazi da kvazisnopovi formiraju podprostor u prostoru V.
U [7] je dokazano da je dimenzija tog podprostora jednaka rangu grafa p=p(G).
Zato éemo ga obeleZiti V§,. Bazis podprostora Vi, moZe se formirati koristeéi

teoremu 2.2. ObeleZimo vektore bazisa sa Ry, Ry, ..., Ry_j, gde je
(2.3) Ri=(Ti0s s -+ 5 Ti,m—1)
Matrica R={[r;], Cije su vrste vektori R;(i=0, 1, ..., p—1), naziva se

matrica snopova grafa G.

Polazeéi od definicija kvaziciklusa 1 kvazisnopa zakljuCujemo da je svaki
kvaziciklus ortogonalan svakom kvazisnopu. To zna¢i da su ortogonalni podpro-

stori ¥y, 1 V5., odnosno da matrice C i R zadovoljavaju uslov CR’=0 ili RC'=0.

3. Konstrukecija kodova

Na osnovu izlaganja u prethodna dva odeljka zakljuujemo da se linearni
kod moZe dobiti polazeéi od grafova G = (X, U) koji zadovoljava odredene uslove.
Postupak konstrukcije koda je jednostavan. Za generiSu¢u matricu usvojimo bilo
koju ciklomati¢ku matricu C grafa G. Dobijamo kod (m, [) sa m=m(G) 1 [=v(G).
Kao kontrolna matrica moze sluziti bilo koja matrica snopova R. Pri tome je
k= (G). Uslove koje treba da zadovolji graf G da bi se ovako konstruisani kod
mogao koristiti za ispravljanje ¢ greSaka daje sledeCa teorema:

Teorema 3.1. Svi kodni vektori koda Cija je generisuéa matrica jedna od ciklo-
matickih matrica C grafa G zadovoljavace uslov (1.8), ako broj grana u svakoj kon-
turi nije manji od d=2t+1.

Dokaz. Svaki prosti ciklus sadrzi konturu, a svakom kvaziciklusu odgovara
delimi¢ni graf sa najmanje jednim prostim ciklusom. Prema tome, u delimi¢nom
grafu koji odgovara kvaziciklusu nalazi se najmanje jedna kontura.

Prema tome, delimi¢ni graf koji odgovara proizvoljnom ciklusu sadrZi naj-
manje jednu konturu. Odavde neposredno sledi da tezina proizvoljnog kvaziciklusa
(kodnog vektora) nije manja od broja grana najkrace konture. Posto vredi (1.7),
teorema 3.1. je dokazana.

8 Teorija grafova i njene primene
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Ocdevidno je da i bilo koja matrica snopova R moZe biti generiSu¢a matrica
linearnog (m, I) koda sa [/=p(G). Svaka ciklomaticka matrica C predstavlja
kontrolnu matricu ovog koda.

Teorema 3.2. Svi kodni vektori koda Cija je generisuéa matrica neka od matrica
snopova R grafa G zadovoljavace uslov (1.8), ako broj grana najmanje prostog snopa
grafa nije manji od d=2t+ 1.

Dokaz. Na osnovu definicije kvazisnopa i1 teoreme 2.4. zakljuujemo da
delimiéni graf, koji odgovara kvazisnopu, sadrZi prost snop. To znaci da teZina
proizvoljnog kvazisnopa (kodnog vektora) nije manja od broja grana najmanjeg
snopa. Teorema 3.2. je time dokazana.

Opisani postupak konstrukcije kodova pokazaemo na primeru Péiersenovog
grafa (sl. 78).

Za ovaj graf je m(G)=15, n(G)=10, p(G)=1 (tj. graf je povezan),
v(G)=m(G)—n(G)+p(G)=6 1 p(G)=n(G)—p(G)=9. Broj grana u najkraéoj
konturi Pétersenovog grafa je 5, a broj grana u najmanjem snopu 3. Prema tome
Pétersenov graf daje kod (15,6) koji ispravlja sve dvostruke i jednostruke greske,
tj. ima minimalno kodno rastojanje d=25 i kod (15,9) koji ispravlja samo jedno-
struke greske, tj. ima minimalno kodno rastojanje d=3.

Sl. 78 Sl 79

Da bismo odredili generiSuce 1 kontrolne matrice pomenutih kodova, izdvojmo
jednu Sumu (bilo koju) Pétersenovog grafa. Posto je graf povezan, Suma se svodi
na stablo (sl. 79).

Odredimo sada sve konture Pétersenovog grafa koje zadovoljavaju uslove
teoreme 2.1 (ima ih 6) i sve proste snopove koji zadovoljavaju uslove teoreme 2.2
(ima ih 9).

PridruZzujuéi konturama odgovarajuce kvazicikluse (lema 2.2) iz prostora
V15 dobijamo:

Ug, Uy, U3, Up, U —-1111100000000060
us, ug, U, U, U —-~001101100100000
Uiy, U7, Uy, U3, U, Uy —-001110010101000
Uyo, Ug, U3, Uy, U], U —-011100101000100
w3, Uy, Uy, U3, Upo —+~000110010010010
U4, Uyg, U, U, Ug —-011000001010001
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PridruZujuéi prostim snopovima odgovarajuée kvazisnopove (lema 2.3) iz’
prostora Vs dobijamo:

Uz, U1, Uy —-~000000010001010
Ug, Uy, Up1, Ug3 —~100010000001010
Uus, Us, Uy, —-000001100000100
Uz, Uy, Us, U1, U2, U3 —-100101000001110
U0, U3, U4 ~000000000010011
Uy, Uy, Us, Uy, U2, U4 —-101001000001101
ug, Us, Ujq —-000001000101000
Uy, Uy, Ui, U114 —-110000000000101
ug, Uyny Uig —-000000001000101

Neka generiSuca matrica koda (15,6) bude ciklomatitka matrica C &ije su.
vrste dobijeni kvaziciklusi, a generiSuéa matrica koda (15,9) matrica snopova R’
¢ije su vrste dobijeni kvazisnopovi. Sa ovim su kodovi (15,6) i (15,9) potpuno odre-~
deni. Sve njihove kontrolne matrice mogu se izraunati koris§¢enjem (1.13). Medu-
tim, jedno reSenje je ve¢ poznato. GeneriSuc¢a matrica koda (15,9) je jedna od kon-~
trolnih matrica koda (15,6), a generiSuca matrica koda (15,6) je jedna od kontrolnih-
matrica koda (15,9). Ako usvojimo ova reSenja, onda su kodovi (15,6) i (15,9)
dvojstvent jedan drugom. Razumljivo je da se moZe po¢i od kontrolnih matrica
pomenutih kodova, pa na osnovu (1.13) odrediti sve njihove generiSuce matrice.

Postavlja se pitanje kako konstruisati graf sa zadatim ciklomati¢kim bro-
jem v u kojem broj grana najkraée konture nije manji od d, odnosno graf sa zada-
tim rangom p, u kojem broj grana najmanjeg snopa nije manji od d. Prvi problem
je razmatran u [4], a drugi u [3] i [5]. PoSto bi detaljna interpretacija ovih radova:
zahtevala mnogo prostora, izloZiéemo ukratko samo rezultate dobijene u [3] i [S]..

Pokazano je da jedno reSenje predstavljaju grafovi na sl. 80. Susedni &vorovi

(na slici) kod oba grafa spojeni su sa

—1 . . :
grana (d neparan broj). Nesusedni &vo-

Sl. 80

rovi spojeni su tako da broj grana proizvoljnog prostog snopa nije manji od d,
§to se vidi i sa sl. 80. Pri tome je rang grafa na sl. 80a neparan, a rang grafa na

8*
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sl. 80b paran broj. Kako je rang povezanog grafa p=n—1, to je zadavanjem ranga

adreden broj €vorova. Minimalan broj grana grafa na sl. 80a je m=’;~d a grafa

nd+ 1

na sl. 80b m= . Prema tome, polazeéi od zadatog d i [/ uvek se moZe nadi

graf ranga p =1 &ija matrica snopova R predstavlja generiSu¢i matricu koda (m, /)
koji ispravlja d greski. ReSenje, istina, nije jedinstveno, ali je pokazano da ne postoji
povoljnije u pogledu efektivnosti koda, tj. ne moZe se naci graf sa zadatim d i p
a sa manjim brojem grana nego $to imaju grafovi na sl. 80.

Ciklomaticke matrice i matrice snopova grafova na sl. 80 dobijaju se postup-
kom koji je ve€ opisan u slucaju Pétersenovog grafa.

Na kraju, napomenimo da kodovi konstruisani pomoecu grafova u pogledu
efektivnosti, tj. u pogledu odnosa broja informacionih komponenti prema ukupnom
broju komponenti kodnog vektora zaostaju za nekim drugim klasama. Medutim,
u praktiénim primenama pored efektivnosti vaznu ulogu imaju principi realizacije
uredaja za kodiranje i dekodiranje. U tom pogledu kodovi konstruisani pomocéu
grafova su Cesto povoljniji od drugih [2], pa otuda i potiCe interesovanje za njihovo
proucavanje.
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SPISAK POJEDINIH TERMINA IZ TEORIJE GRAFOVA NA SRPSKOHRVATSKOM,
ENGLESKOM, NEMACKOM, FRANCUSKOM I RUSKOM JEZIKU

Srpskohrvatski Engleski Nemacki Francuski Ruski

évor vertex, node der Knotten le sommet BEpIIUHEA
grana edge, branch die Kante I'arc oyra

put path der Weg le chemin nyT
matrica adjacency die Adjazenz- Ia matrice MaTpHrua
susedstva matrix matrix associée CMEXHOCTH
potpun complete graph der vollstin- le graph OOJTHbIH
graf dige Graf complet rpad
povezan connected zusammenhangend connexe CBS3HBIA
stablo tree der Baum I’arbre IepPEBO
skup set die Menge I’ensemble MHOXKECTBO
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