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Predgovor

Konveksni politopi su jedan od najstarijih matematickih pojmova. Eu-
klid je u svojim FElementima, otprilike 300 godina prije nove ere, opisao
tacke, duzi, poligone, tetraedar, kocku, oktaedar, dodekaedar i ikozaedar.
Osobine pet pravilnih poliedara su toliko impresionirale anticke mislioce, da
su pomoc¢u njih pokusavali da objasne cijelu prirodu.

U savremenoj matematici konveksni politopi imaju izuzetno vaznu ulogu
u kombinatornoj geometriji, teoriji igara, teoriji konveksnih skupova, teoriji
orijentisanih matroida, linearnom programiranju, itd . ...

Takode, sami za sebe, konveksni politopi nude Sirok spektar zanimljivih
tema za proucavanje. Navedimo samo neke od njih:

e Politopi i simetrija

Cjelobrojne tacke u politopu

Grafovi politopa

0/1 politopi
e Kombinatorni aspekti konveksnih politopa

Za pocetak moderne kombinatorne teorije konveksnih politopa moze se
smatrati Euler-Poincaré-ova formula, jedna od deset najvaznijh teorema u
matematici (kako se kaze u [2]). Euler je u pismu Goldbach-u spomenuo
formulu koja povezuje broj tjemena, ivica i strana nekog trodimenzionalnog
politopa. Uopstenje te formule za n-dimenzionalne politope je dao Poincaré,
i to se smatra osnovnim rezultatom kombinatorne topologije.

Materijal sadrzan u ovoj disertaciji se bavi problemima karakterizacije nu-
merickih parametara konveksnih politopa i Euler-ovih poseta (koji su prirodno
uopstenje politopa). Neke kombinatorne i algebarske metode su se pokazale
izuzetno efikasne u rjesavanju problema tog tipa.

Dvije kljuéne rije¢i u ovoj disertaciji se posebno izdvajaju: Seling (eng.
shellability=ljustivost) i cd-indeks.



Seling politopa je jedno od najpopularnijih kombinatorno-geometrijskih
svojstava konveksnih politopa. Kako se navodi u knjizi G. Ziegler-a, kon-
cept sastavljanja d-politopa od maksimalnih strana, tako da se dodaje jedna
po jedna i da presjek nove strane sa prethodno ”sastavljenim” uvijek bude
(d — 2)-disk (osim kod poslednje strane, kada je taj presjek (d — 2)-sfera)
pojavio se 1852. godine u radu L. Schlafly-ija. Ideju oznacavanja poseta
(ivica u Hasse-ovom dijagramu) je uveo R. Stanley, a veze izmedu Selinga i
oznacavanja poseta je opisao A. Bjorner.

Algebarska kombinatorika, grubo govorec¢i, bavi se objektima koji se mogu
interpretirati i kombinatorno (kao broj elemenata u nekom skupu) i al-
gebarski (kao dimenzija nekog vektorskog prostora). Veé izvjesno vrijeme
nekomutativni polinomi imaju prakti¢nu primjenu u kombinatorici i teoriji
grafova. Nekomutativan polinom u promjenjivim ¢ (stepena jedan) i d (ste-
pena dva) koji na najefikasniji nacin opisuje veoma komplikovanu numericku
karakteristiku politopa (prosireni f-vektor) naziva se cd-indeks. Kako je cd-
indeks moguce interpretirati kao homomorfizam koalgebri, to je promjene
cd-indeksa pri nekim operacijama na politopima (posetima) moguée opisati
odgovaraju¢im linearnim preslikavanjima.

Materijal u disertaciji je podjeljen u cetiri dijela. U uvodnom dijelu da-
jemo definicije osnovnih pojmova, kao i tvrdenja teorema koje ¢e se koristiti
u radu. Takode, daje se i pregled najvaznijih rezultata iz ove oblasti, te
nekoliko zanimljivih otvorenih problema.

U drugom dijelu disertacije posmatramo kombinatorno-algebarska svo-
jstva nekih specijalnih politopa i poseta. U poglavlju 2.1 se posmatra Seling
politopa T} (stelarna podjela simpleksa A, nad k-stranom) i pokazuje se da
politopi T} imaju svojstvo nastavljivog Selinga. Koristeci Seling politopa 17",
u poglavlju 2.2 dobijamo kombinatornu interpretaciju za torusni h-vektor
politopa A% (k). Tema poglavlja 2.3 su planarni poseti i njihovi flag vektori.
Daje se karakterizacija nekih kombinatorno-algebarskih svojstava planarnih
poseta i pokazuje se da "zasi¢eni” planarni poseti dopustaju R-oznacCavanje.
Kao posljedicu, dobijaju se sve esencijalne nejednakosti za flag h-vektore
zasic¢enih planarnih poseta.

Trec¢i dio disertacije govori o promjeni ab i cd-indeksa pri nekim op-
eracijama nad politopima i posetima. Na pocetku ovog poglavlja se up-
oznajemo sa koalgebarskim metodama u enumeraciji politopa i poseta. U
poglavlju 3.2 se daju uslovi pod kojima ¢e za neku operaciju na posetima
P — X(P) postojati linearno preslikavanje X koje opisuje ab-indeks poseta
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X (P). Pokazujemo da se formula za X moze "procitati” iz R-oznacavanja.
Ovaj dio disertacije od originalnih rezultata sadrzi i rekurzivne formule za
linearna preslikavanja koja opisuju cd-indekse poseta intervala (poglavlje 3.3)
te E-konstrukcije (poglavlje 3.4).

Tema cetvrtog dijela rada su tezinske derivacije Wy koje su se pojavile u
formulama za cd-indeks nekih aranzmana. UveS¢emo operaciju koja posetu
P dodijeli poset ¥ (P) i pokazacemo da se tezinske derivacije W}, pojave u
formulama koje povezuju cd-indekse poseta Sd(P) i Sd(Zx(P)). Tako ¢emo
dobiti i kombinatornu interpretaciju za koeficijente koje se pojave u tezinskim
derivacijama Wj. U poglavlju 4.4 posmatramo cd-indeks aranzmana D,,.

Na kraju, zelio bih da se zahvalim prof. dr Sinisi Vrecici i prof. dr Radu
Zivaljeviéu. Njihova pomoé i uloga u mom matemati¢kom napredovanju su
nemjerljive. Velika mi je cast i zadovoljstvo Sto sam imao priliku da od
uc¢im njih. Takode, zahvalan sam GTA seminaru Matematickog fakulteta
u Beogradu (gdje sam imao priliku da se matematicki usavrsavam) i neka
mi bude dozvoljeno da izrazim zadovoljstvo sto je seminar promijenio ime u

GTA-C.

BANJA LUKA, 11. DECEMBAR 2005.
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Glava 1
Uvod

1.1 Poseti, politopi, kompleksi

Parcijalno ureden skup (u daljem tekstu poset) je skup P na kojem je
zadana refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija < (relacija poretka).
Osnovni primjeri poseta u ovoj disertaciji su poseti strana nekog politopa.
Stoga ¢emo, bez posebnog naglasavanja, smatrati da je skup P konacan.

Interval [z, y] u posetu P je

[,ylp={z€ P:ax<z<y}.

Ako je [z,y]lp = {x,y} redi éemo da y natkriva x i to oznaciti sa = < y.
Svaki C' € P u kojem za sve z,y € C vrijedi x < y ili y < x naziva se
lanac u posetu P. Skup svih lanaca u P oznacavamo sa C(P). Duzina lanca
C je £(C) = |C| — 1. Lanac C' je maksimalan u posetu P ako ne postoji vedi
lanac koji ga sadrzi. Skup svih maksimalnih lanaca u P je M(P).
Uobicajen nacin vizuelizacije poseta je Hasse-ov dijagram. Svaki x € P
se pretstavi kao tacka z = (x1, z2) u R? tako da vrijedi

T <plY<=To <Y

(ordinata dodijeljena z je manja od ordinate dodijeljene y). Dalje, tacke
x = (x1,29) i1 y = (y1,y2) su spojene ako i samo ako x < y. Ivice u Hasse-
ovom dijagramu su dakle sva natkrivanja u P:

EP)={(x,y) :z,y € Pyx <y}

Za poset P kazemo da je ograniéen ako postoje jedinstveni elementi 0 € P
i1e Ptakvidazasvex € Pvrijedi0 <z < 1. Atomiu ogranicenom posetu
su elementi koji natkrivaju 0 dok su koatomi elementi natkriveni sa 1.



1.1.  Poseti, politopi, kompleksi

Graduisan poset P ranga n + 1 je simplicijalan ako je za svaki koatom x
interval [0, z] = B,,.

Za ogranicen poset P kazemo da je graduisan ako su svi maksimalni lanci
u P iste duzine. Ako je poset P graduisan moze se definisati funkcija ranga
r: P~ Nsa

e r(0)=0

o r(y)=r(x)+1zasver <y.

Rang poseta graduisanog poseta P je r(1). Za sve 0 < k < r(P) definige se
k-ti nivo poseta P sa

P.={zx e P:r(z) =k}
Ako je P graduisan poset ranga n + 1 definiSe se f-vektor poseta P sa

f(P) = (foaflv <. "fn—l) nge je fl = |Pi+1|'

Kako je Py = {0} i P,;; = {1}, smatramo da za sve graduisane posete ranga
n+ 1 vrijedi f_1 = f, = 1. U Hasse-ovom dijagramu graduisanog poseta P
uobicajeno je da se elementima iz istog nivoa dodijele iste ordinate.

Graduisan poset P ranga n + 1 je Euler-ov ako u svakom intervalu tog
poseta ima isti broj elemenata parnog i neparnog ranga.

Za poset P = (P, <) definise se dualan poset P* = (P, <*) gdje je x <* y
u P* ako i samo ako je y < x u P. Poseti P i () su izomorfni ako postoji
bijekcija f : P +— (@ takva da je

r<py<e flz)<g fy).

Navedimo definicije nekoliko osnovnih operacija na posetima koje ¢e se
koristiti u daljem tekstu. Neka su P i () dva poseta

- Proizvod poseta je skup P x Q = {(x,y) : © € P,y € @} sa relacijom
poretka (z,y) < (2/,y') akojez < 2’ iy <y

- ”"Diamond” proizvod graduisanih poseta P i @) je
PoQ=(P\{0p}) x (Q\ {0g}) U{0}.

- Ordinalna suma P & @ poseta P i @ je skup P U @ sa relacijom poretka

v <py, za x,y € P;
IL‘SP@Q?J@ xSva ZaxuyeQ;
x € Pyeq



1.1.  Poseti, politopi, kompleksi

- "Zvijezda” proizvod P * () graduisanih poseta P i @ je
P+Q=P\{lp} ®Q\ {0o}.

Ako su poseti P i ) Euler-ovi tada su i poseti P x @, Po Qi P * () takode
Euler-ovi. Neka je P = (P, <) poset i neka su x,y € P. Ako skup

{zeP:x<zy<z}

ima najmanji element nazivamo ga supremum (”"join”) elemenata z i y.
Sli¢no, ako
{weP:w<z,w<y}

ima najve¢i element nazivamo ga infimum ("meet”) elemenata z i y. Poset u
kojem svaka dva elementa x i y imaju supremum i infimum naziva se mreza.
Standardne reference za osnovne pojmove o posetima su [25] i [82].

Konveksan politop (u daljem tekstu samo politop) se moze definisati kao
(V-politop) konveksan omotaé¢ kona¢nog skupa tacaka u R?

(H-politop) ogranicen presjek konacénog skupa zatvorenih poluprostora u
Rd

Ove dvije definicije politopa su ekvivalentne (prva glava u [90]).
Dimenzija politopa P je dimenzija najmanjeg afinog podprostora R? koji
sadrzi P.

Primjer 1.1.1. Evo nekoliko primjera politopa:

(a) Standardni d-simpleks A, je konveksan omotac vektora eq, es, ..., eq11
(standardne baze) u R4,

(b) Standardna d-kocka C,, = {r € RY: -1 <z; <1lzai=1,2,...,d} =
[—1,1]%

(c) Ciklicki politop Cy(n) je konveksan omotac n razlicitih tacaka na mo-
ment krivoj t — (¢,¢2,. .. .t%).

Strane politopa se definisu kao presjek politopa sa definiSu¢im hiperravn-
ima (iz definicije H-politopa). Iz definicije H-politopa lako slijedi da su i
strane politopa takode politopi. Strane dimenzije 0 i 1 se nazivaju tjemena
i ivice politopa. Skup svih strana politopa P ¢ini mrezu L(P) (teorema 2.7
u [90]). Najveéi element u L(P) je sam politop P a najmanji je prazan

3



1.1.  Poseti, politopi, kompleksi

skup (strana svakog politopa). Ostale strane politopa (osim P i ) se nazi-
vaju prave strane. Atomi u L(P) su tjemena, dok su koatomi maksimalne
strane (facets) politopa P. Rang strane F' politopa P u mrezi strana L(P)
je r(F) = dimF + 1.

Za d-dimenzionalan politop P definise se f-vektor sa f(P) = (fo, f1, -, fa-1),
gdje je fi(P) broj i-dimenzionalnih strana politopa P.

Primjer 1.1.2. Mreze strana nekih politopa iz primjera 1.1.1

(a) Mreza strana simleksa Ay je Boole-ova mreza By, .
Stoga je fi(Ad) = ({11)

(b) Mreza strana d-kocke je izomorfna sa {(A,B): A,B € B;,ANB =0}
gdje je relacija poretka (A, B) < (C,D) < AD C,B 2 D.

Tako dobijamo da je f;(Cy) = 2477(%).

Dva politopa P i @ su kombinatorno ekvivalentna (izomorfna) ako su
izomorfne njihove mreze strana, tj. ako je L(P) = L(Q).

Kazemo da je politop P* dualan za politop P ako je L(P*) = L(P)*. Na
primjer, d-hiperoktaedar (”crosspolitop”) se definise kao konveksan omotac
{xey, £es, ..., +eq}. Nije tesko primjetiti da je d-hiperoktaedar dualan d-
kocki, te se oznacava sa CJ.

Politop P je simplicijalan ako su sve njegove prave strane simpleksi.

Primjer 1.1.3. Neka je o proizvoljna k-strana n-simpleksa A, i neka je v
tacka izvan A,, koja je "dovoljno blizu” strane o. Preciznije, v 1 A, su sa
razli¢itih strana hiperravni oslonca onih maksimalnih strana A,, koje sadrze
o, dok su v i A, sa iste strane hiperravni oslonca onih maksimalnih strana
A, koje ne sadrze o.

Politop T}* = conv({v} U A,,) se naziva stelarna podjela simpleksa A,
nad stranom o. Politopi 7T} su i odgovor na pitanje Sta je konveksan omotac
n + 2 tacke u R".

Politopi dualni simplicijalnim se nazivaju prosti. Ako je d-politop prost,
tada je svako tjeme incidentno sa tacno d-ivica.

Primjer 1.1.4. Politop sa dosta zanimljivih osobina (vidjeti [24] i [23]) je
permutoedar

I,y = conv{(my, 71, ..., m) : ™ €S, }n — 1-politop u R™.

Kako je svako tjeme (permutacija) incidentno sa tacno (n—1) drugih tjemena
(transpozicija susjednih ¢lanova u 7), permutoedar je prost. Sliéno se definise
i "signed” permutoedar

I = conv{(£m, £my,...,£m,) : 7 €S, }.
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Geometrijski simplicijalni kompleks C je skup simpleksa u R"™ tako da
vrijedi

(i) Ako je o € C i ako je T strana simpleksa o, tada je 7 € C
(i) Akoo,7eCtadaionNreC

Elementi skupa C su strane kompleksa, O-dimenzionalne strane su tjemena a
1-dimenzionalne strane su ivice. Primjeri simplicijalnih kompleksa su:

- granice simplicijalnih politopa

- simplicijalni (n —1)-disk A?, dobijen kao unija ¢+ 1 maksimalnih strana
n-simpleksa A,,.

Drugi nacin da se definiSe simplicijalni kompleks je kombinatorni: sim-
plicijalni kompleks (apstraktan) C je familija podskupova nekog konacénog
skupa (tjemena kompleksa) koji je zatvoren obzirom na inkluziju. Dimenzija
simpleksa F' € C' je |F| — 1.

Ekvivalentnost ove dvije definicije slijedi iz ¢injenice da se svaki apstrak-
tan d-dimenzionalan simplicijalan kompleks moze realizovati u R23+1,

Za simplicijalni (apstraktan) kompleks C i 0 € C' definiSe se link strane o
sa:

ke={reC:7No=0,7Uoc €C}.

Skup svih strana simplicijalnog kompleksa C ¢ini poset strana P(C) u kojem
je relacija poretka inkluzija. Sva kombinatorne informacije o kompleksu C
su sadrzane u P(C).

Most u drugom pravcu, od kombinatorike do topologije, je omoguéen
slede¢om konstrukcijom P. S. Aleksandrova. Za proizvoljan poset P uoci se
kompleks poretka A(P) ¢ija su tjemena elementi poseta P, a strane A(P) su
lanci u P.

Vise ¢injenica o simplicijalnim kompleksima, kao i osnovni pojmovi ho-
mologiji simplicijalnih kompleksa se mogu naci u [55] i [71].
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Politopski kompleks P je familija politopa tako da vrijedi:
(i) Ako P € P i ako je @ strana politopa P tada i @ € P
(ii) Ako su P i @ politopi iz P tada je PN Q strana i P i@

Simplicijalni kompleks je primjer politopskog kompleksa u kojem su svi
politopi simpleksi. Primjer politopskog kompleksa je k-skelet politopa P:

P® = {F e L(P): dim F < k}.

Konacan CW kompleks H je Hausdorff-ov topoloski prostor Xy sa ¢elijskom
dekompozicijom

d
X = UXi tako da vrijedi:

i=0
(i) X° je diskretan skup tacaka (0 -celije)

(ii) X™ se dobije lijepljenjem kona¢no mnogo n-diskova D,, (n-¢elija) na
X" 1 tako da svaka n-éelija ima karakteristicno preslikavanje ¢ : D,, —
K™ &ija je restrikcija na 0D, neprekidno preslikavanje na K, 1, a re-
strikcija ¢ na intD,, je homeomorfizam

Celijski kompleks je regularan ako su sva karakteristi¢na preslikavanja home-
omorfizmi. Skup svih ¢elija sa relacijom inkluzije je poset strana P(X)
¢elijskog komleksa X. Poseti strana regularnih C'W-sfera su Euler-ovi.

Ako je X neki CW-kompleks, P(X) njegov poset strana, baricentricka
podjela kompleksa X se definie kao Sd(X) = A(P(X) \ {0}).

Suspenzija $(X) nad celijskim kompleksom X se definise kao kompleks
dobijen od X x I kolapsiranjem podkompleksa X x {0} i X x {1} u razlicita
tjemena. Ako je X neka n-dimenzionalna CW sfera tada je s(X) sfera di-
menzije n + 1.

Neka je X neki C'W-kompleks i neka je xg neko tjeme iz X. Semisuspen-
zija X' je kompleks koji se dobije od X x I kolapsiranjem podkompleksa

(X x{0}) U ({mo} x I) U (X x {1})

u jednu tacku. Kada je X neki n disk, semisuspenzija X’ je n-sfera. Kao
referencu o C'W-kompleksima navedimo [66].

6



1.2.  Karakterizacija f-vektora politopa

1.2 Karakterizacija f-vektora politopa

Neka je f(Pn) = {f(P) : P € P,} skup f-vektora svih n-politopa.
Jedan od najvaznijih problema u kombinatornoj teoriji konveksnih politopa
je opisati f(P,) C R"™, odnosno naci nuzne i dovoljne uslove da neka n-torka
cijelih brojeva bude f-vektor nekog n-politopa. Ovo pitanje se moze prirodno
uopstiti na posete:

Ako je G, neka familija graduisanih poseta ranga n + 1, opisati skup
f(Gn) ={f(P): PeG,} CR"

Kako je problem potpune karakterizacije skupa f(G,) rijesen samo za
neke klase poseta, moze se reci da je rije¢ o zaista teSskom problemu. Sledeca
teorema daje potpunu karakterizaciju za f-vektore 3-politopa.

TEOREMA 1.2.1 (E.Steinitz). Uredena trojka prirodnih brojeva (fo, f1, f2)
je f-vektor nekog 3-politopa ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) fo—fi+ fo=2
(1) fo+4<2f;
(i) fo+4 < 2f,

Relacija (i) u prethodnoj teoremi je dobro poznata Euler-ova formula za
3-politope. Lako se pokazuje da f-vektor proizvoljnog 3-politopa zadovoljava
nejednakosti (i) 1 (i) (trivijalna posledica Euler-ove formule). Dovoljnost
uslova u teoremi 1.2.1 se dokaze tako Sto se za svaki par prirodnih brojeva
(v, f) (za koji vrijedi v +4 < 2f i f+4 < 2v), konstruise 3-politop kojem je
f-vektor (v,v+ f — 2, f). Tako su f-vektori 3-politopa sve cjelobrojne tacke
u zatvorenom dvodimenzionalnom konusu u R3.

Iako se prethodna teorema jednostavno dokazuje (vidjeti u [53]), ovo je do-
bar primjer da se uoce glavni koraci u rjeSavanju problema u opstem slucaju.

Ako se zeli na¢i karakterizacija za f-vektore neke familije poseta G,
potrebno je:

1. opisati sve linearne (afine) relacije koje zadovoljavaju vektori iz f(G,). To
je ekvivalento sa nalazenjem linearnog (afinog) podprostora R™ koji je
generisan sa f(G,).

2. nadi sve esencijalne linearne nejednakosti koje vrijede za vektore iz f(G,,).
To je ekvivalentno sa nalazenjem konusa nad zatvorenjem konveksnog
omotaca tacaka u f(G,).

3. potpuna karakterizacija skupa G,, i to je obi¢no veoma tezak problem.
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1.2.  Karakterizacija f-vektora politopa

O f-vektorima n-politopa uopste zna se vrlo malo. Poznato je (vidjeti
teoremu u [8]) da je Euler-Poincaré relacija

fo—fi+fo— ()" =1— (1) (1.1)

jedina linearna relacija za f-vektor n-politopa. Dakle, tacke iz f(P,) se
nalaze u R"™ na jednoj hiperravni. To je i jedino $to se zna za f-vektor
politopa uopste. Za dovoljno veliko n nije dokazana ni hipoteza koju je
postavio I. Bardny (vidjeti u [95])

min{fo, fn—l}.

Z izvol] -politop i k=1,...,n—=2 vrijedi fx >
a proizvoljan n-politop i za sve y oo ,n—2 vrijedi fr > 10000

Cak je i za 4-politope problem karakterizacije f-vektora daleko od rjesenja.
Lako se vidi da f(Py) nije skup svih cjelobrojnih tacaka u nekom poliedarskom
konusu; stavise f(P,) nije ni skup cjelobrojnih tacaka u nekom konvek-
snom skupu. Na primjer, ne postoji 4-politop ¢iji je f- vektor (7,23,32,16)
(srediste duzi f(Cy(5)) i f(C4(9))).

Pregled poznatih ¢injenica o f-vektorima 4-politopa se moze na¢i u radovima
3], [58] i [94]. Poznato je da za f-vektor 4-politopa vrijede sledeée nejed-

nakosti (vidjeti u [95)):
i) fo > 5 (politopi sa malo tjemena)

i1) fy4 > 5 (politopi sa malo maksimalnih strana)

(

(

(13i) f1 > 2fo (prosti politopi)

(iv) fo > 2f5 (simplicijalni politopi)
(

v) 2f1 +2fs > 5fy+5f3 — 10 (L. B. T. ”Lower bound theorem”)

Sve nejednakosti, osim poslednje su trivijalne. Nejednakost (v) je prvi
dokazao R. Stanley u terminima torusnog g-vektora (vidjeti u [85], takode i
u radu [62]).

U pokusaju da opiSe sve esencijalne nejednakosti za f(Py), G. Ziegler je
uveo pojam ”debljine” 4-politopa (vidjeti u [95]):

_ A+ =20
Jo+ f3—10
Ako postoje politopi za koje je F'(P) proizvoljno veliko, tada nejednakosti (i)-

(v) opisuju zatvorenje konveksnog konusa razapetog sa f(P,), odnosno (i)-
(v) su sve esencijalne linearne nejednakosti za f-vektore 4-politopa. Trenutni

F(P)
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1.2.  Karakterizacija f-vektora politopa

rekord u ”debljini” drzi deformisani proizvod poligona P,, x4 P, za koji je
F(P,, x4 P,) =9, vidjeti u [96] .

Za one klase poseta u kojima je problem karakterizacije potpuno rijesen,
konus generisan f-vektorima je ¢esto pozitivan ortant u nekoj podesno odabra
noj bazi (nekoj linearnoj transformaciji f-vektora). To je slucaj i kod karak-
terizacije f-vektora simplicijalnih politopa.

Peter McMullen je u radu [68] za simplicijalne politope definisao dva nova
vektora:

DEFINICIJA 1.2.2. Neka je P simplicijalan n politop i neka je f(P) =
(fos .-, fu_1) njegov f -vektor. Tada se definisu h-vektor h(P) = (ho, h1, ..., hy)
i g-vektor g(P) = (go, g1, - - -, g[z)) politopa P sa

k
n—i
thZ(—l)k (k:— )fz 1, igo=1,9r=hy — hy_ (1.2)

Primjetimo da je pomoc¢u formula (1.2) moguée definisati h-vektor i g-
vektor za proizvoljan n-politop (ili graduisan poset ranga n + 1). Cinjenica
da za sve n-politope vrijedi Euler-Poincaré-ova formula (1.1) je ekvivalentna
sa tim da je h,(P) = 1.

Akosu f(P,x)1ih(P,x) polinomi (funkcije generatrisa) asocirani f-vektoru
i h-vektoru n-politopa P (poseta ranga n + 1)

Zlexnzhpx th -

tada se (1.2) moze zapisati (vidjeti u [13] ili [90]) kao:
h(P,x) = f(P,z —1).

Jedine linearne relacije za f-vektor simplicijalnih politopa su Dehn -Sommerville
jednakosti, koje u originalnom obliku (vidjeti u [8], [90]) izgledaju :

n—1 .
_ifJ+1
_ —-1 n—1—j .
j=k
Pomocu h-vektora, te relacije se mogu jednostavnije zapisati kao
hy = hy_i. (1.3)

Stoga je dimenzija afinog podprostora koji generisu f-vektori simplicijalnih
politopa jednaka [%].



1.2.  Karakterizacija f-vektora politopa

McMullen (vidjeti u radu [69]) je 1966 postavio hipotezu da je cjelobro-
jni vektor (ag, a, . .. »aL%J) g-vektor nekog simplicijalnog n-politopa P ako i
samo ako zadovoljava neke dosta komplikovane nelinearne relacije. nTe relacije
su ekvivalentne sa tim da postoji neka graduisana algebra A = @}33 A; takva
da je dimA; = a;, tj. da je a; Hilbert-ova funkcija neke graduisane algebre.

Dovoljnost tih uslova su pokazali L.Billera i C. Lee u radu [20], tako $to
su za zadanu graduisanu algebru konstruisali simplicijalan politop kojem je
g-vektor Hilbert-ova funkcija te algebre.

Nuznost je pokazao R. Stanley u radu [79], koriste¢i tehnike iz alge-
barske geometrije. Hilbertova funkcija za kohomologiju torusnog varijeteta
Tp asociranog simplicijalnom politopu P je ta¢no h-vektor politopa P. Teska
Lefschetz-ova teorema kaze da postoji klasa ¢! u kohomologiji Tp takva da je
mnoZenje sa tom klasom injekcija. Stoga, faktor algebra H*(Tp)/C*H*(Tp)
za Hilbertovu funkciju ima tacno g-vektor politopa P.

Tako je skup f-vektora simplicijalnih politopa je opisan sa slede¢om teo-
remom:

TEOREMA 1.2.3 (g-teorema, L. Billera-C. Lee [20], R. P. Stanley
[79]). Vektor h = (ho, hy,...,h,) € Z" je h-vektor nekog simplicijalnog n-
politopa ako i samo ako vrijedi:

CL) h():l
b) hi = ha_s

c) (ho,hi—hg, ho—hy ..., bz —hL%J,l) je Hilbertova funkcija neke graduisane
algebre

Interesantno pitanje postavljeno je u [53]:
Da li postoji neka klasa n-politopa za koju je dimenzija podprostora gener-
isanog f-vektorima izmedu | %] i n?

Prirodan kandidat za to su kvazisimplicijalni politopi, tj. politopi kojima
su sve maksimalne strane simplicijalni politopi. Medutim, (vidi u [53]) nije
tesko pokazati da f-vektori kvazisimplicijalnih politopa generisu isti podpros-
tor kao i f-vektori svih politopa. Kao zanimljive otvorene probleme, Giinter
Ziegler u [93] navodi:

- Karakterizacija f-vektora 4-politopa.

- Karakterizacija f-vektora kubi¢nih n-politopa (sve strane su (n — 1)-
kocke).

- Karakterizacija f-vektora centralno-simetri¢nih simplicijalnih n-politopa.
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1.3.  Flag f-vektor politopa i poseta

1.3 Flag f-vektor politopa i poseta

Jedno od objasnjenja za poteskoce u karakterizaciji f-vektora konveksnih
politopa je to da u f-vektoru nije sadrzano dovoljno informacija o kombina-
tornoj strukturi politopa. Zato se posmatra dosta komplikovanija numericka
karakteristika poseta, flag f-vektor.

Za graduisan poset P rangan+11.S C [n] sa fg se oznacava broj lanaca
T < @y < -0 < x15) u P za koje je {r(x1),r(x2), - ,r(x5)} = S. Niz
(fs(P))scin) € R?" se naziva flag f-vektor poseta P.

Flag h-vektor je niz (hg)scpn), dobijen kao linearna transformacija flag
f-vektora:

hs(P) =Y (=1)S\T fr(P). (1.4)

TCS

Ocigledno je gornja transformacija regularna jer je fs(P) = > ,cq hs.

Sada se moze postaviti pitanje karakterizacije flag f-vektora za neke klase
graduisanih poseta:
Ako je G neka klasa graduisanih poseta ranga nm + 1 naci nuzne i dovoljne
uslove da je (z1,2a,...,29:) € Z*" flag f-vektor nekog poseta iz G.

lako je naci karakterizaciju flag f-vektora znatno teze nego u slucaju
f-vektora (ni za jednu klasu nije opisana potpuna karakterizacija), osnovni
koraci u rjesavanju tih problema su isti. Jedan od najvaznijih rezultata u
karakterizaciji flag f-vektora poseta je lista svih linearnih relacije koje vrijede
za flag f-vektore Euler-ovih poseta.

TEOREMA 1.3.1 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Neka je P graduisan
FEuler-ov poset rangan+1 1S C [n]. Neka je {i,k} C SU{0O,n+1},i < k—1
takvi da nema elemenata j € S takvih da je 1 < j < k. Tada vrijedi

k-1

S (=1 fsu (P) = (1+ (1)) fs(P) (1.5)

j=it+1

Kako su relacije (1.5) analogne sa Dehn-Sommerville relacijama za f-
vektor simplicijalnih politopa, uobi¢ajen naziv za jednakostiu (1.5) je uopstene
Dehn-Sommerville relacije (i dokaz teoreme u radu [7] slijedi originalni Sommerville-
ov dokaz relacija, vidjeti u [8].)

Za prirodan broj n, definise se " = {S C [n—1] : S ne sadrzi uzastopne brojeve}.
Sada, kao posledica prethodne teoreme dobija se

TEOREMA 1.3.2 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Za svaki T C [n] postoje
netrivijalne linearne relacije kojima je fr(P) moguée izraziti preko fs(P),

11



1.3.  Flag f-vektor politopa i poseta

gdje je S € 8"™. Te linearne relacije vrijede za sve Fuler-ove posete ranga
n—+ 1.

Kako je kardinalni broj skupa S™ tacno n-ti Fibonacci-jev broj ¢, (¢; =
1,0 = 2,Cpy2 = Cpy1 + Cn), to je dimenzija podprostora R?" generisanog sa
flag f-vektorima Euler-ovih poseta ranga n + 1 najvise c,.

Dalje, u radu [7] su uoéili Q™ (familiju n-politopa koji su dobijeni kao n—1
uzastopnih piramida ili bipiramida nad segmentom, pri ¢emu se bipiramida
ne pojavljuje dva puta uzastopno koristi). Pokazano je da ¢, politopa iz Q"
ima afino nezavisne flag f-vektore, pa vrijedi

TEOREMA 1.3.3 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Za svaki prirodan broj
n, dimenzija podprostora R?" koji generisu flag f-vektori Euler-ovih poseta
ranga n+ 1 (kao i podprostora generisanog sa flag f-vektorima n-politopa) je
tacno n-ti Fibonacci-jev broj c,,.

Gil Kalai je u radu [63] opisao jo$ jednu familiju n-politopa ¢iji su flag
f-vektori generisu podprostor flag f-vektora svih politopa. Takode, opisani
su i podprostori generisani sa flag f-vektorima nekih klasa n-politopa. Na
primjer: Kazemo da je politop k-simplicijalan ako su sve njegove k-strane
simpleksi. Za 1 < k < n, definise se SIMP(n, k) kao podprostor generisan sa
flag f-vektorima k-simplicijalnih n-politopa. Tada je:

n—1 .
dim SIMP(n, k) = [g] + 3 [%]cm,1 +1
i=k+1

Specijalno, za k£ = n — 2 dobija se:

POSLJEDICA 1.3.4. Dimenzija podprostora R?" koji generisu flag f-vektori
kvazisimplicijalnih n-politopa je tacno n.

Do kraja poglavlja ¢emo opisati jos neke rezultate u karakterizaciji flag
f-vektora nekih klasa poseta.

Za G,, klasu svih graduisanih poseta ranga n + 1, u radu [18] L. Billera i
G. Hetyei posmatraju konus K, nad zatvorenjem konveksnog omotaca tacaka
iz {(fs(P))scm) : P € Gn)}. Opisane su sve esencijalne linearne nejednakosti
koje vrijede za dualni konus K, tj. zrake konusa K,,.

Skup T je bloker za S (neka familija podskupova konaénog skupa X') ako
T NS # 0 za sve skupove sadrzane u S. Sa Bx(S) se oznacava skup svih
blokera familije §. Sistem intervala Z je familija intervala u [n] (moze biti i
prazan skup).
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1.3.  Flag f-vektor politopa i poseta

TEOREMA 1.3.5. Izraz ngn] asfs(P) je nenegativan za sve posete P
ako 1 samo ako je

Z as > 0 za svaki sistem intervala T na [n]. (1.6)
SEB|, ()

Nuznost prethodnih uslova se lako pokaze tako Sto se za svaki sistem
intervala Z konstruiSe niz poseta {Pu,zx : k € N} kod kojih su za sve
S € Byy(Z) svi fs jednaki i proizvoljno veéi od ostalih fr, za T' ¢ By,(Z).
Dovoljnost se pokaze metodom F A-oznacavanja (first atom) ivica u Hasse-
ovom dijagramu proizvoljnog graduisanog poseta.

Jedna od posljedica teoreme 1.3.5 je

POSLJEDICA 1.3.6. Za svaki sistem intervala I na [n], nejednakosti u
(1.6) definisu maksimalne strane za KY. Stoga, konus K, ima Catalan-ov
1 2n+2)'

broj zraka - ( il

U radu [18] se dalje posmatraju zrake konusa K7, tj. esencijalne linearne
nejednakosti za flag f-vektore graduisanih poseta ranga n. Pokazano je da
je neke zrake K| moguce dobiti od zraka konusa K (operacijom “lifting”)
ili od zraka konusa K i K.,  (konvolucijom, uz odredene uslove). Takode
opisane su zrake konusa K za n < 5. Za n = 6, postoji 796 zraka konusa
K}, a samo 131 od njih su dobijene operacijama liftinga i konvolucije. In-
teresantan otvoren problem je na¢i neku karakterizaciju zraka konusa K, tj.
opisati sve esencijalne nejednakosti koje vrijede za flag f-vektore graduisanih

poseta ranga n + 1.

Ako su svi intervali [a, b] u nekom sistemu intervala parni (b—a je paran),
kaze se da je Z paran sistem intervala. Poset P ranga n + 1 je polu-Euler-ov
ako za sve x,y € P, x < y vrijedi

r(y)—r(z)-1

S DT i) = 51+ (-1 )

i=1

Prethodne relacije su ekvivalentne sa ¢injenicom da je dupli poset D(P)
(svaka ivica u Hasse dijagramu poseta P se zamijeni sa <) Euler-ov. Poseti
Pin1 1), koji su posluzili za dokaz nuznosti relacija (1.6) (tj. zrake u konusu
nad flag f-vektorima svih graduisanih poseta) su polu-Euler-ovi ako i samo
ako je Z paran sistem intervala. To je bio motiv da M. Bayer i G. Hetyei
u radu [10] posmatraju konuse generisne flag f-vektorima Euler-ovih i polu-
Euler-ovih poseta. Pokazali su da za paran sistem intervala poseti P, 1)
(odnosno njima asocirani dupli poseti) generisu zrake u konusu flag f-vektora
polu-Euler-ovih (Euler-ovih) poseta. Postavili su sledeéu
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

HIPOTEZA 1.3.7. Konus nad flag f-vektorima svih Euler-ovih poseta je
1sti kao 1 konus nad flag f-vektorima duplih polu-FEuler-ovih poseta.

Takode, u radu [10] su dokazane neke nove linearne nejednakosti koje
vrijede za sve Euler-ove posete ranga n + 1.

TEOREMA 1.3.8 (M. Bayer, G. Hetyei, [10]). Neka je 1 <i < j <
k <n. Tada za svaki Euler-ov poset ranga n + 1 vrijedi:

Jiw —2fi = 2fr +2f; > 0.

Poset P je r-debeo ako svaki neprazan otvoren interval sadrzi bar r ele-
menata. Primjetimo da su Euler-ovi poseti 2-debeli. U radu [11] je pokazano
da je zatvoreni konus generisan flag f-vektorima r-debelim posetima lin-
earno ekvivalentan sa zatvorenim konusom koji generisu flag f-vektori svih
graduisanih poseta.

1.4 Neka kombinatorna svojstva politopa i
poseta

Prvi “dokaz” da f-vektori konveksnih politopa zadovoljavaju Euler-ovu
relaciju dao je (kako se kaze u [38] i [90]) Ludwig Schléfly, pretpostavljajuéi
da se svaki n-politop moze sastaviti ”lijepeéi” jednu po jednu (n — 1)—stranu
tako da svaku stranu (osim posljednje) na prethodno sastavljen dio lijepimo
po (n — 2)-disku. Ta ideja o “pravilnom” sastavljanju nekog kompleksa od
maksimalnih strana je iskoriStena za definiciju Selinga. lako se Seling moze
definisati i za CW-komplekse (vidjeti u radu [30]), ovdje ¢emo posmatrati
samo politopske komplekse.

DEFINICIJA 1.4.1 ([90]). Neka je P homogen, d-dimenzionalan polito-
pski kompleks. Seling kompleksa P je linearan poredak Fy, F,...,F, svih
maksimalnih strana P tako da je ili d = 0 (tj. maksimalne strane kompleksa
P su tacke) ili za svako 1 < j <t vrijedi:

j—1
Fin((JR)=GiuGU--- UG, (1.7)

i=1
gdje je G, Gy, ..., G, pocetni dio nekog Selinga za OF}.

Ako za politopski kompleks postoji bar jedan Seling, kaze se da je sloziv.
Schlafly-jeva slutnja je dokazana tek slede¢im teoremom:
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

TEOREMA 1.4.2 (M. Bruggesser-P. Mani [38], 1970). Granica n-
politopa je sloziv politopski kompleks.

Nije tesko pokazati da je svaki poredak maksimalnih strana simpleksa
A, seling za 0A,,. Tako definicija Seling za simplicijalne komplekse postaje
znatno jednostavnija (primjedba 8.3 u [90]):

TEOREMA 1.4.3. Neka je C proizvoljan homogen simplicijalni kompleks.
Linearan poredak Fy, Fy, . .., F; maksimalnih strana kompleksa C je seling ako
1 samo ako vrijedi:

za sve 1 <1 < j <t postoji k < jitjeme x € F; tako da je

F.NF, C RNF =F\{x} (1.8)

A. Bjorner u radu [30] uopstava definiciju Selinga za nehomogene simpli-
cijalne komplekse.

Za slozive simplicijalne komplekse h vektor ima sledeé¢u kombinatornu
interpretaciju (vise detalja se moze naéi u [35] i [90]):
Neka je Fy, Fy, ..., F; fiksiran Seling za neki simplicijalni kompleks C. Sa

Ri={x € F;: F;\{z} C F, zanckii < j}

se definiSe restrikcija strane F; u tom poretku. Slijedec¢i Schlafly-jevu ideju,
R; je minimalna nova strana koju donese simpleks £} u sastavljanju kom-
pleksa C. Tip strane F; u datom Selingu definiSe se kao type(F;) = |R)|.
Broj maksimalnih strana tipa ¢ u kompleksu C ne zavisi od izbora Seling. To
pokazuje sledeca teorema (vidjeti u [90]):

TEOREMA 1.4.4. Neka je C sloziv, n-dimenzionalnan simplicijalni kom-
pleks i neka je h(C) = (ho, h1, ..., hy). Tada je h; jednak broju maksimalnih
strana tipa © u proizvoljnom Selingu kompleksa C.

Jedna od posledica prethodne teoreme je nenegativnost h-vektora za
slozive simplicijalne komplekse.

Koncept Selinga se pokazao veoma Kkoristan za bolje razumjevanje f-
vektora simplicijalnih politopa. Na primjer, koriste¢i reverzibilni seling, lako
je pokazati Dehn-Sommerville relacije. Pomocu selinga, P. McMullen je u
radu [68] dokazao da od svih d-politopa sa tacno n-tjemena najveéi broj
strana u svakoj dimenziji ima ciklicki politop Cy(n).

Sledeca teorema se moze naci u [14], te kao zadatak u [85].
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

TEOREMA 1.4.5. Neka je I' n-dimenzionalan, sloZiv, simplicijalan disk i
neka je h(I') = (ho, h1,...,hn,0). Tada je OU simplicijalna (n — 1)—sfera i
njen g—wvektor je:

g(Or) = (ho,ha — by .o by — Bypygn))

Opisimo jos neke kombinatorno-algebarske osobine simplicijalnih kom-
pleksa.

Pojam po tjemenima dekompozabilnih kompleksa (vertex-decomposability)
su uveli L. Billera i S. Provan u radu [22]. Pokazali su da za prost politop
P, za koji je 0P* po tjemenima dekompozabilan simplicijalni kompleks, vri-
jedi Hirsch-ova hipoteza (diametar u grafu n-politopa P je najvise f,_1 —n).
Kaze se da je homogen d-dimenzionalan simplicijalni kompleks C vertex-
dekompozabilan ako je ispunjen jedan od slede¢a dva uslova:

e C je n-simpleks
e postoji tjeme x takvo da su kompleksi C\{z} i lk¢(z) vertex-dekompozabilni.

Svojstvo vertex-dekompozabilnosti je “jace” od slozivosti, tj. svaki sloziv
kompleks je i vertex-dekompozabilan. Ovo je u radu [91] iskoristio G. Ziegler
da pokaze slozivost Ssahovskih kompleksa. Za definiciju Ssahovskih kompleksa
vidjeti u [32].

Za simplicijalni kompleks C kazemo da je Cohen-Macaulay-ev ako je
odredeni prsten polinoma (Stanley-Reisner-ov prsten, vidjeti u [85]) asoci-
ran tom kompleksu Cohen-Macaulay-ev. Reisner je dao topoloski kriterij za
ovu osobinu (vidjeti detalje u [31]):

TEOREMA 1.4.6 (Reisner). Simplicijalni kompleks C je Cohen-Macaulay-
ev ako i samo ako je za svaki o € C, redukovana simplicijalna homologija

trivijalna, tj.Hy(lkc (o)) = 0 za sve i < dim lke(0).

Najsira poznata klasa simplicijalnih kompleksa za koju je h-vektor neneg-
ativan su Cohen-Macaulay-jevi kompleksi. To je pokazao R. Stanley u radu
[80], dajuéi algebarsku interpretaciju h-vektora Cohen-Macaulay-jevih kom-
pleksa.

Vise o kombinatornim osobinama simplicijalnih kompleksa se moze nadi
u [31]. Izmedu ostalog, u [31] je opisan “odnos” izmedu ovih osobina. Za
svaki simplicijalni kompleks C vrijedi:

C je vertex-dekompozabilan = C je sloziv = C je Cohen-Macaulay
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

Definicije kombinatornih osobina simplicijalnih kompleksa se pomoc¢u kom-
pleksa poretka prenose na posete. Za proizvoljan poset P kazemo da je sloziv,
Cohen-Macaulay-jev odnosno vertex-dekompozabilan ako je takav njemu aso-
ciran kompleks A(P). Za graduisane posete svojstvo slozivosti se moze
opisati slede¢om definicijom:

DEFINICIJA 1.4.7 ([27]). Konacan graduisan poset P je sloziv ako se
svi maksimalni lanci tog poseta mogu linearno urediti Cy, Cs, ..., C; tako
dazasvel < i < j < tpostojil <k < jiaxulancu C; za koje je
CiNC; C Cy,NC; =C;\ {z}. Takav poredak maksimalnih lanaca nazivamo
Seling poredak.

Metodu oznacavanja ivica u Hasse-ovom diagramu poseta je uveo R. Stan-
ley u radu [78]. Oznacavanje ivica za neki poset P je preslikavanje ivica
Hasse-ovog dijagrama poseta P u neki poset A, tj. A: E(P) — A. Najcesce
je A poset prirodnih brojeva.

Primjetimo da proizvoljno oznacavanje A : £(P) — A poseta P svakom

lancu Cix = 29 < 71 < -+ < x)p_; < 7 = y duzine k dodijeli uredenu
k-torku A(C) = (Mzo < 1), AM(z1 < 22),...,AM(zk—1 < x3)). Za lanac
Ciw =29 <21 < -+ < 231 < 1, = y kazemo da je rastudi u intervalu

[z,y] ako je A(zp < x1) < A1 < 22) < ... < A(xg—1 < xk) u posetu A.

Za X : E(P) — A kazemo da je R-oznacavanje ako za sve x < y u posetu
P postoji jedinstven rastuéi maksimalan lanac u [z, y|p.

Koncept R-oznacavanja poseta, izmedju ostalog daje kombinatornu in-
terpretaciju flag h-vektora.

Neka je A neko R oznacavanje graduisanog poseta P. Za maksimalni

lanac C°0 = Top < X1 < o0 R Ty < Tpyy = 1 poseta P definisemo skup
padova D(C) = {i € [n] : Mxi—1 < ;) > A(2; < xi11)}. Moze se pokazati
da vrijedi:

TEOREMA 1.4.8 (R. Stanley, [82]). Neka je P poset ranga n + 1 koji

ima R—oznacavanje \. Tada, za sve S C [n], broj maksimalnih lanaca u P
kojima skup padova jednak S je jednak hg(P).

Tako se dobije kombinatorna interpretacija za flag h-vektor poseta. Stoga,
ako poset dopusta R-oznacavanje, njegov flag h-vektor je nenegativan.

Primjedba 1.4.9. Konac¢na mreza je superrjesiva ako u toj mrezi postoji
maksimalni lanac C, takav da je podmreza generisana sa C' i bilo kojim
drugim lancem te mreze distributivna. Primjeri superrjesivih mreza su mreze
particija i mreze podgrupa superrjesivih grupa. Ako je P superrjesiva mreza

sa lancem C0 = 29 < 71 < -+ < Ty, < Tpi :T, tada je A : E(P) — Z
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

definisano sa A(x < y) = min{i: xVx; = vV x;} jedno R-oznacavanje mreze
P.

Najvise primjena svakako imaju L-oznacCavanja poseta, koja je definisao
A. Bjorner u radu [27]:

DEFINICIJA 1.4.10. Za X : £(P) — A kazemo da je L-oznacavanje poseta
P ako su ispunjeni sledec¢i uslovi:

(i) A je R-oznacavanje

(17) Ako je [x,y] proizvoljan interval poseta Pix = xg < 11 < -+ < 21 <
x = y jedinstven rastuéi lanac u [z, y] tada za svaki z < z,z # 1y
vrijedi Az, z1) <a A(z, 2).

Za posete koji imaju L-oznacavanje kaze se da su leksikografski slozivi.
Glavni rezultat u radu [34] je sledeca teorema:

TEOREMA 1.4.11. Svaki leksikografski slozZiv poset je sloZiv.

Takode, prethodna teorema vrijedi i uz nesto slabije pretpostavke za pres-
likavanje A : £(P) — A (CL-slozivi poseti su slozivi, vidjeti u [35], [36]).

Primjedba 1.4.12. Neka je P kona¢na mreza i I(P) skup ”join”-ireducibilnih
elemenata u P. Svako preslikavanje w : I(P) — N sa A(z < y) = min{w(z) :

x < xV z =1y} definiSe indukovano oznacavanje \ : £(P) — N. Za mrezu P

kaze se da je dopustiva ako je graduisana i ako postoji preslikavanje w takvo

da je indukovano oznacavanje A neko R-oznacavanje. Sve superrjesive mreze

su dopustive. A. Bjorner je u radu [27] pokazao da je za dopustive mreze in-

dukovano preslikavanje \ i L-oznacavanje. Tako su na osnovu teoreme 1.4.11

dopustive mreze slozive (pa tako i Cohen-Macaulay-jeve, sto je bila hipoteza

R. Stanleya).

L-oznacavanje X : L — [n] nekog poseta ranga n, kod kojeg je niz oznaka
u svakom maksimalnom lancu C' predstavlja jednu permutaciju, (tj. A\(C) €
S.). P. McNamara u svojoj disertaciji naziva S, L-oznac¢avanje. R. Stanley
je pokazao da sve superrjesive mreze ranga n imaju S, L-oznacavanje. U [70]
je dokazano da vrijedi i obrnuto tvrdenje:

TEOREMA 1.4.13. Konac¢na graduisana mreZa ranga n ima S, L-oznacavanje
ako 1 samo ako je superrjesiva.
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1.5. cd-indeks

1.5 cd-indeks

Flag f-vektor proizvoljnog graduisanog poseta P ranga n + 1 se moze
zapisati kao funkcija generatrisa u nekomutativnim promjenjivim a i b:

Up(a,b) = > fs ws (1.9)
]

Sels

gdje je wg = wywg -+ w, i w; =bzai € S, odnosno w; = (a—b), zai ¢ S.
Homogen polinom V¥p se naziva ab-indeks poseta P.
Ekvivalentno, ab-indeks poseta se dobije kao zbir tezina svih lanaca u P.

Svakom lancu ¢i0 < 1 < 29 < --- < x, < 1 u posetu P ranga n + 1 se
dodijeli tezina wt(c) = wywsy - - - w, gdje je
Wi — b7 ako je (S {T($1),T(l’2),...,r<l’k>};
‘| a—b, inace.

Sada, ab-indeks poseta P se definiSe sa

Up= Y  wtc) (1.10)

c-lanac u P

Na osnovu relacija (1.4), koeficijenti polinoma Wp se mogu prepoznati
kao flag h-vektor, tj. pomocu flag h-vektora ab-indeks se moze zapisati kao:

gdje je wg = wywy - --wy, iw; =bzai €S, odnosno w; = a, zai & S.

Direktna posledica teoreme 1.4.8 je da poseti koji dopustaju R-oznacavanje
imaju nenegativan ab-indeks.

Cinjenica da flag f-vektor nekog graduisanog poseta zadovoljava uopstene
Dehn-Sommerville relacije je ekvivalentna sa tim da je ab-indeks tog poseta
moguce zapisati (sa cjelobrojnim koeficijentima) u promjenjivim ¢ = a+b i
d = ab + ba, tj. Up(a,b) € Z(c,d). Taj nekomutativan, homogen polinom
u promjenjivim c i d naziva se cd-indeks poseta P i oznacava se sa ®(P) ili
sa ®p(c,d). Na primjer, cd-indeks n-tougla P, je

Up (a,b) =aa+ (n—1)-ab+ (n—1)-ba-+bb =
=(a+b)’+(n—-2)-(ab+ba)=c*+(n—2)-d=dp,(c,d)
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1.5. cd-indeks

Sliéno, za proizvoljan 3-politop P vrijedi (vidjeti u [17])
Pp=c’+(fo—2)-dc+(fa—2) -cd (1.11)

Egzistenciju cd-indeksa je prvi uo¢io Johnatan Fine (nije publikovano,
vidjeti u [12]). Prvi publikovan dokaz egzistencije cd-indeksa je sledeéa teo-
rema:

TEOREMA 1.5.1 (M. Bayer, A. Klapper, [12]). Neka je P graduisan
poset. Tada ¥p(a,b) € Z{c,d) ako i samo ako flag h-vektor poseta P zado-
voljava uopstene Dehn-Sommeruville relacije.

U dokazu se posmatra podprostor polinomijalne algebre Q(a, b) gener-
isan sa ab-indeksima poseta za cije flag f-vektore vrijede uopstene Dehn-
Sommerville relacije, i zatim se pokaze da je taj podprostor tacno Q(c, d).

U slucaju Euler-ovih poseta, egzistencija cd-indeksa se moze pokazati
mnogo jednostavnije, vidjeti u [15] 1 [84]. U radu [1] je dat dokaz egzistencije
cd-indeksa za politope, pomoc¢u infitenzimalnih Hopf-ovih algebri.

Primjetimo da je flag f-vektor poseta moguce rekonstruisati iz cd-indeksa
poseta i da cd-indeks poseta ranga n + 1 ima tacno Fibonacci-jev broj ¢,
monoma u promjenjivim ¢ i d. Stoga se moze re¢i da cd-indeks kodira
flag f-vektor poseta na najefikasniji nacin (koeficijenti cd-indeks su baza za
podprostor razapet sa flag f-vektorima politopa, vidjeti u [21]).

Nazalost, veza izmedu flag f-vektora poseta i koeficijenata cd-indeksa je
veoma komplikovana. Richard Stanley koeficijente cd-indeksa naziva ”tamna
strana mjeseca”. U radu [17] se daje veza tih koeficijenata i flag f-vektora:

Za S C[n], takav dai € S = {i— 1,i+ 1} NS =0, i za Euler-ov poset
P ranga n + 1 definise se k-vektor:

kg = Z(—l)'S\T|hT _ Z(_Q)\S\ﬂfT

TCS TCS

Ako je w = ¢™dc™ ---dc™*! neki cd-monom stepena n, [w|®(P) koefi-
cijent uz w u ®(P), tada (propozicija 7.1 u [17]) vrijedi:

[w]®(P) = Z (= 1)(m—i o) mp—i)

(41,32, sip)

gdje je mg = 1, m; = m;_1 +n; + 2, a sumira se po svim uredenim p-torkama
(’il,’ig, R ,ip) 7a koje je m;—1 < ij < m; — 2.
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1.5. cd-indeks

Druge formule za koeficijente cd-indeksa pomocu flag h-vektora, kao i
formule za torusni h-vektor u terminu cd-indeksa se mogu naéi u radu [9].

Za podprostor generisan sa flag f-vektorima politopa (Euler-ovih poseta)
postoji mnogo baza, vidjeti u [75].

Zasto je onda interesantan bas cd-indeks? Evo samo nekoliko moguéih
odgovora:

1. cd indeks se “dobro” ponasa u odnosu na neke operacije sa posetima
(politopima).

2. cd-indeks politopa (svih S-slozivih CW-sfera) je nenegativan, pa pos-
toji nada da ¢e se na¢i kombinatorna ili algebarska interpretacija za
koeficijente polinoma ®p.

3. neke nejednakosti za flag f-vektor poseta (politopa) se mogu opisati
pomocu cd-indeksa.

U glavama 3 i 4 ¢e biti viSe rijeci o promjeni cd-indeksa pri nekim operaci-
jama. Stoga, sada ¢emo posmatrati samo neke osnovne operacije:
Ako su P i ) graduisani poseti tada je cd-indeks njihovog zvijezda proizvoda
Up.o =VUp - Vgy; ako suP i @ Euler-ovi tada je ®p.g = p- . (1.12)
Tako, za suspenziju nad C'W-sferom X vrijedi:
@s(x) = (I)X - C. (113)
7Zvijezda” involucija * na ab-monomima se definiSe sa

(u1u2 e un)* = Up ** - UU]

i proSiri se linearno na algebru ab-polinoma. Primjetimo da je x dobro
definisana i na cd-polinomima.
Sada, za ab-indeks dualnog poseta P* vrijedi

Up. = U odnosno ®p« = @} (za Euler-ov poset P) (1.14)

Na ab-polinomima se moze definisati i involucija @ koja vrsi ” zamjenu” prom-
jenjivih:

w@) =b,wb)=a,w(uuy - u,) = w(uy)w(ug) - w(uy,).

Do kraja poglavlja ¢emo opisati ostale razloge za proucavanje cd-indeksa.
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1.5. cd-indeks

U radu [87] je istaknut znacaj problema pozitivnosti u algebarskoj kom-
binatorici. Ako su za neki poset P svi koeficijenti polinoma ®p(c,d) neneg-
ativni (to ¢emo zapisati sa ®p > 0), kazemo da taj poset ima nenegati-
van cd-indeks. Jedan od glavnih problema vezanih za cd-indeks je opisati
najsiru klasu poseta ¢iji su cd-indeksi nenegativni. Za ab-indeks poseti koji
dopustaju R-oznaCavanje imaju nenegativne koeficijente. Ako je A(c) =
(A1, Agy ..., A,) oznaka za neki maksimalan lanac ¢, tada se definise ab-
monom (monom ”pada”) tog lanca sa

B .. fa, akoje\ < A
u(c) =uy - ug -+ - Uy gdje je u; = { b, akoje \; < Aij1.

Tada je ab-indeks poseta P

Up = > ule) (1.15)

c-maks. lanac u P

Primjetimo da je nenegativnost cd-indeksa jaca od nenegativnosti ab-
indeksa. Ocigledno je da ®p > 0 = ¥p > 0, dok obrnuto ne mora da
vrijedi:

a’+b’=c*-d
U radu [12] je postavljena sledeca hipoteza

HIPOTEZA 1.5.2. Koeficijenti cd-indeksa reqularnih CW -sfera su neneg-
ativni.

Richard Stanley je u radu [84] pokazao da sve S-slozive, regularne C'W-
sfere imaju nenegativan cd-indeks. Kako su svi politopi S-slozivi, to politopi
imaju nenegativan cd-indeks, (Sto je potvrdilo hipotezu J. Fine-a).

Najveéi otvoren problem vezan za cd-indeks poseta je sledeca

HIPOTEZA 1.5.3. Za proizvoljan Gorenstein*-ov poset P vrijedi ®p > 0.

Primjetimo da se svaka linearna nejednakost koja vrijedi za flag f-vektore
svih Gorenstein*-ovih poseta moze zapisati i u bazi koeficijenata cd-indeksa:

> oy [w]@p >0 (1.16)
Neka je w = wyws - - - w, proizvoljan cd monom stepena n, razli¢it od c¢”. Za
m € N posmatrajmo niz poseta P, definisanih sa

By, ako je w; = c;

Pm:Tl*TQ*"'*Tr) ngeJe,_Z—;:{Qm’ akOjew@':d

(1.17)
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1.5. cd-indeks

pri cemu je @, poset strana (m + 2)-tougla. Na osnovu relacija (1.12),
cd-indeks poseta P,, dobijemo tako §to svaki d u w zamjenimo sa ¢ + md.
Ako w ima s koeficijenata jednakih d, tada je koeficijent uz w u ®p_ jednak
m?®, dok su svi ostali koeficijenti manji. Drugim rije¢ima, za svaki cd monom
w # " mozemo konstruisati Gorenstein*-ov poset P kod kojeg je koeficijent
uz w proizvoljno veéi od ostalih koeficijenata. Stoga, svi koeficijenti a,, u
(1.16) moraju biti nenegativni, pa vrijedi:

TEOREMA 1.5.4 (R. P. Stanley, [86]). Ako je hipoteza 1.5.8 tacna,
onda su sve linearne nejednakosti za flag f-vektor Gorenstein®-ovih poseta
posledica nenegativnosti koeficijenata cd-indeksa. Drugim rijecima, [w|®p >
0 su sve esencijalne linearne nejednakosti za konus generisan sa flag f-
vektorima Gorenstein®-ovih poseta.

Kako poseti P, nisu mreze strana politopa (nazalost!), i pored toga $to
znamo za nenegativnost za cd-indeksa politopa, o konusu generisanom sa flag
f-vektorima politopa i dalje ne znamo nista vise. U radu [74] je pokazano
da je Stanley-jeva hipoteza tacna za sve Gorenstein*-ove posete ranga man-
jeg od sedam. Za posete ranga sedam ne zna se da li su koeficijenti uz
ccdd, dced, ddcc i ddd nenegativni.

Margaret Bayer je u radu [4] posmatrala znak koeficijenata u cd-indeksu
proizvoljnog Euler-ovog poseta P. Koeficijenti uz cd monome

e c'dc’ za koje je min{i, j} <1
e cidc---cdc’ (bez ogranicenja za i i j, sa bar dva d)

proizvoljnog Euler-ovog poseta su uvijek nenegativni, i mogu biti proizvoljno
veliki. Uz ostale cd-monome (osim ¢") koeficijenti u cd-indeksu proizvoljnog
Euler-ovog poseta nisu ograniceni, tj. za svaki takav monom w moze se naci
poset P za koji je [w]®p po volji velik, odnosno mali.

Za simplicijalni kompleks C kaze se da je flag kompleks ako vrijedi
za sve S CV(C),S ¢ Cpostoji T C S,|T'|=2,T ¢C

Primjetimo da je prethodni uslov ispunjen za za komplekse poretka (u svakom
antilancu postoji antilanac od dva elementa).

Nenegativnost koeficijenata cd-indeksa ima veze i sa slede¢om hipotezom
o flag kompleksima:

HIPOTEZA 1.5.5 (Charney-Davis). Neka je A flag simplicijalni kom-
pleks koji je homoloska (d — 1)-sfera za neki paran d. Tada je

CD(A) = (~1)% (ho(A) (D) +ha(A) -+ (1) (A) - —hy 1 (A) +ha(A)) > 0
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Za neki poset P ranga n + 1, na osnovu relacija (1.4) vrijedi:

CD(A(P)) = Y (=1)FIhg(P) = ¥p(~1,1)

5C[n]
Ako je P Euler-ov poset i n paran, dobijamo da je
CD(A(P)) = (-2):[d?]®p

Sada mozemo zakljuciti da je nenegativnost koeficijenta uz dz u ®p ekviva-
lentna sa Charney - Davis hipotezom za kompleks A(P). Na vezu cd-indeksa
i Charney - Davis hipoteze, prvi je ukazao E. Babson (vidjeti u [86]).

R. Stanley je postavio hipotezu da od svih Gorenstein*-ovih poseta ranga
n, najmanje koeficijente ima cd-indeks Boole-ove mreze B,,.;. L. Billera i
R. Ehrenborg su u radu [15] pokazali

TEOREMA 1.5.6. Za neki politop P i za svaku njegovu netrivijalnu stranu
F vrijedi
[ ] (I)p Z q)F . PyT((I)p/F>

o &p > Pyr(®p)  Pp/r
Kao posledica prethodne teoreme dobija se
POSLJEDICA 1.5.7. Za svaki n-politop P vrijedi Pp > Pp, .

Dakle, od svih n-politopa, najmanji cd-indeks ima n-simpleks (Stanley-
jeva hipoteze je ta¢na za politope). Takode pokazali su da od svih n-politopa
sa m tjemena najveci cd-indeks ima ciklicki politop C,,(d).

Nenegativnost koeficijenata cd-indeksa daje neke linearne nejednakosti
koje vrijede za flag f-vektore politopa. C. Stenson je u radu [88] pokazala da
postoje nejednakosti za flag f-vektor konveksnih politopa koje su posledica
nenegativnosti cd-indeksa, a koje se ne mogu dobiti konvolucijom torusnog
g-vektora, ¢ime je potvrdena hipoteza Meisingera.

U radovima [67],[88] i [75] je pokazano kako se Kalai-jeva konvolucija
funkcionala na politopima (definisana u radu [63]) moze zapisati u terminima
cd-indeksa.

Koristec¢i tu notaciju i ¢injenicu da je cd-indeks politopa minimalan za
simpleks (posledica 1.5.7) R. Ehrenborg je u radu [41] pokazao kako se od
poznatih nejednakosti za flag f-vektor politopa mogu konstruisati nove, tzv.
"lifting”. Ovom tehnikom su dobijene i neke nove nejednakost za flag f-
vektor 6-politopa. Takode, u terminima cd-indeks i torusnog g-vektora su
opisane sve poznate linearne nejednakosti koje zadovoljavaju flag f-vektori
politopa dimenzije manje od devet (teoreme 5.2-5.8 u radu [41]).
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Glava 2

O nekim klasama politopa i
poseta

2.1 Stelarne podjele simpleksa

Politopski (ili simplicijalni) kompleks je nastavljivo sloziv (extendable
shellable) ako se svaki pocetni Seling moze prosiriti do selinga cijelog kom-
pleksa. Za komplekse koji imaju to svojstvo lako je konstruisati seling.

Na primjer, granica n-simpleksa je nastavljivo sloziva. Osnovni primjeri
politopa koji nemaju to svojstvo se mogu naéi u [90].

Nazalost, o nastavljivom Selingu se zna vrlo malo. Jos se ne zna ni da li
k-skeleton n-simpleksa ima to svojstvo. G. Ziegler je u radu [92] pokazao da
granice “skoro svih” 4-politopa nisu nastavljivo slozivi kompleksi. Takode, u
[92] su opisani primeri simplicijalnih 4-politopa koji nisu nastavljivo slozivi.

U ovoj glavi ¢emo pokazati da su politopi 7} (dobijeni stelarnom pod-
jelom n-simpleksa, vidjeti primjer 1.1.3) nastavljivo slozivi.

Da bi smo opisali mrezu strana politopa 7}, oznacimo njegova tjemena
sa

i3
V(Tk ) = {7”1,7”2, ceesTkt1,C1,Co,y . .. 7Cn7k+1}7
gdje su sa 71,79, ...,k Oznacena tjemena k-strane S (nad kojom se pos-
matra stelarna podjela), sa ¢1, ¢, . . ., ¢, ostala tjemena n-simpleksa dok je

Cn_ry1 Oznaka za novo tjeme wv.
Granica politopa T} je u radu [8] opisana sa:

IT = (A, \ S)U (9S * dlka, S * {v}) (2.1)
Na osnovu prethodne relacije, dobijamo da su sve maksimalne strane 77
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2.1.  Stelarne podjele simpleksa

tacno simpleksi oblika
Grie; = conv(V(T3) \ {ri,¢;}) zasve i € [k +1],j € [n — k +1].
Prethodno razmatranje nam omogucuje sledec¢u interpretaciju za mrezu strana
1.
Primjedba 2.1.1. Vrste i kolone (k + 1) X (n — k + 1) resetke Pyiq —k+1
ozna¢imo sa {ry,7q,..., 111 1 {c1,¢o,. .., chi} (tjemena politopa T}").
Sada, kvadratu (r;, c;) te reSetke odgovara maksimalna strana G, ., poli-
topa T} (kao konveksan omotac svih ”vrsta” i ”kolona”, osim onih u kojima
se nalazi). Primjetimo, da (n — 1)-simpleksi G, ., i G, ., imaju zajednicku
(n — 2)-stranu ako i samo ako je i = k ili j = [ (kvadrati resetke Pyi1,—g+1
koji odgovaraju tim stranama se nalaze u istoj vrsti ili koloni).
Kao posljedicu primjedbe 2.1.1, odgovaraju¢im oznac¢avanjem tjemena,
mogu se dobiti i sledeca tvdenja (vidjeti u [53]):
PROPOZICIJA 2.1.2. Za sven >k > 0 vrijedi:
(4) T =T,
(i) 0T =2 .O(Ay x A, _p)" =2 AT
Dokaz. Relacija (7) je direktna posledica primjedbe 2.1.1.
Da pokazemo 91} = 0(Ar x A,_k)*, tjemena u (A, x A,_x)* (maksi-
malne strane u proizvodu simpleksa) oznac¢imo sa

Ri = (Ap\{i}) xAp_p zai € [k+1],C; = Apx (An_\{j}) za j € [n—k+1].
Maksimalne strane u 0(Ag X A,_x)* (tjemena u proizvodu simpleksa) su
Gij={i} x{jrzaiclk+1]ijen—k+1]

Kako je G;; incidentna sa svim tjemenima 9(A; x A,_;)* (osim sa R; 1 C}),
na osnovu primjedbe 2.1.1 korespondencija

ri = Ry ¢ = O, Gn,cj — Gi,j

definiSe izomorfizam mreza strana politopa 0T} 1 O(Ar X Ap_g)*.

Presjek proizvoljnih k& + 1 maksimalnih strana simpleksa A, 11 je (n — k)-
dimenzionalna strana S. Tjemena te strane oznacimo sa ¢y, ca, ..., Cph_gi1, &
ostala tjemena A, sa 11,79,..., k1. Ako je neki (n — 1)-simpleks o na
granici diska AZ“ tada S € o 10 je sadrzan u tacno jednom od maksimalnih
simpleksa diska A}*!. Stoga je

o = conv{{r1,ra, ..., Thi1,Cly - Cnpr1 P \{Tin ¢ 1} za i € [k+1], 5 € [n—k+1]
pa postoji bijekcija izmedu maksimalnih strana simplicijalnih kompleksa 07}

P QAT O
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2.1.  Stelarne podjele simpleksa

Na osnovu primjedbe 2.1.1, lako zakljucujemo da je sa
Grie; <Grogei<kilii=kj<lI (2.2)

definisan jedan Seling politopa 7T7.
U tom poretku, minimalna nova strana za G, ., je

R(G,e;) = conv {{r 1 k <i}U{c : 1 < j}},

pa je u tom poretku type(Gy,c,) =i+ j — 2.
Tako se dobiju rezultati iz [8]:

POSLJEDICA 2.1.3. Neka su n, k proizvoljni cijeli brojevi, takvi da je
n >k >0. Tada vrijeds

WMTY) = (1,2, kk+1,k+1,.. . k+1,k...,21)

POSLJEDICA 2.1.4. Kako su (za fiksno n i za sve k = 0,1,2,...,|%])
vektori h(1}') afino nezavisni, to su Dehn-Sommerville relacije jedine lin-
earne relacije za f-vektor simplicijalnih politopa.

Sledeca propozicija daje kriterij kada je neka familija maksimalnih strana
politopa T} pocetni dio nekog Selinga tog politopa.

PROPOZICIJA 2.1.5. Neka je F neki podskup skupa maksimalnih strana
17 (kvadrata uw resetki Pyi1p—kt1 ). Za i € [k + 1] neka je F; = {j €
n—k+1]: (ri,c;) € F}. Strane {G,, ¢, : (ri,c;) € F} ¢ine pocetni dio nekog
Selinga za T} ako i samo ako za svei,i' € [k+1] vrijedi F; C Fy ili F; O Fy.

Dokaz. Pretpostavimo da strane {G,, ., : (r;,¢;) € F} ¢ine pocetak nekog
Selinga T}'. Neka su ¢,i" € [k] takvi da je ¢ # i’

Pretpostavimo da postoji j € F; \ Fy. Za svako j' € Fy, u pretpostavl-
jenom Selingu T} (na osnovu teoreme 1.4.3), (n — 3)-simpleks G,, ., N Gy, ¢,
je sadrzan u nekom (n —2)-simpleksu koji je presjek G, ., ili Gmucj/ sa nekom
stranom iz F. Kako j ¢ F, jedina strana za koju je to moguce je Grivcj,, pa
j' € F;, dakle Fy C Fj.

Sada pretpostavimo da strane iz F zadovoljavaju uslov iz propozicije.
Bez smanjenja opstosti (eventualnim ”preoznacavanjem” vrsta i kolona, tj.

tjemena), mozemo pretpostaviti da je F; O Fy, O ... O Fy. Definisimo
poredak maksimalnih strana 7}:
j € Eaj, ¢ E’
roeg < Sy { i< ilit=1,7 <j inace

Direktnom provjerom (koriste¢i primjedbu 2.1.1) lako se pokaze da je ovo
Seling za 17" O
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A¥_, (k)

POSLJEDICA 2.1.6. Politop T} je nastavljivo sloZiv.

U [56] je pokazano da hiperoktaedar C? (politop dualan n-kocki) nije nas-
tavljivo sloziv za dovoljno veliko n. Kako se C; moze dobiti od n-simpleksa,
nizom od n — 1 odgovarajucih stelarnih podjela, to znaci da stelarna podjela
ne ¢uva svojstvo nastavljive slozivost.

Mozda je zanimljivo sledece pitanje:

Koliko najmanje stelarnih podjela treba izvrsiti na A,, da se dobije politop
koji nije nastavljivo sloziv?

2.2 Obicni i torusni h-vektor za A* (k)

Hipersimpleks A,,_; (k) je (n—1)-dimenzionalan politop koji se dobije kao
presjek n-kocke C,, = [0,1]" sa hiperravni Hy = {x € R" : >  x; = k}.
Ocigledno je A,_1(1) standardni (n — 1)-simpleks. Centralnom simetrijom
u odnosu na tacku (%, %, . %) politop A,_1(k) se slika u A,,_1(n — k), pa
su ti politopi izometri¢ni i kombinatorno izomorfni. Stoga, u daljem tekstu
posmatramo politope A,_1(k) za |5] > k > 1.

Politopi A, (k) se spominju u [53] (str.65 kao K}'), u [51] (strana 205),
a ime hipersimpleks se prvi put pojavilo u radu [52]. U svojim lekcijama,
R. MacPherson je istakao da dvoparametarska familija politopa {A, (k) :
0 < k < n,n € N} ima veoma zanimljiva svojstva koja zasluzuju detaljnija
istrazivanja. Mreza strana politopa A,_;(k) je opisana u sledeéoj lemi.

LEMA 2.2.1. Neka je L, 1(k) ={(A,B): AC BC nl;|Al <k-1;|B| >
k+1;3U{(A A): AC[n];|Al = k} U{0}.

Ako definisemo poredak na L, 1(k) sa: (A,B) < (C,D) < ADC,BCD
tada je L<An—1(k)) = Ln—l(k)

Dokaz. Tjeme v kocke C), je i tjeme politopa A,,_1(k) ako i samo ako v € Hy,
(tj. v ima tac¢no k koordinata jednakih 1). Kako hiperravan Hy, ne sijece ivice

kocke C,,, politop A,,_1(k) nema drugih tjemena. Zato su tjemena A, _;(k)
sa k-clanim podskupovima skupa [n]. Stoga je

1, 1€ A;
A:{alaa’27"'7a’k} g [n] HTA:(t17t2,..'7tn)’ti:{ 07 Z%A

bijekcija izmedu tjemena A,,_;(k) i atoma mreze L,_;(k).

Za svaki uredeni par (A, B) podskupova [n], za koji vrijedi
ACBCI|Al<k—1|B>k+1, (23
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A*_, (k)

linearni funkcional @ — >, #; — >~ 45 ¥; na n-kocki dostize maksimum na
(|B| — |A|)-dimenzionalnoj strani {x € C,, : Vi € A,x; = 1;Vj ¢ B,z; = 0}.
Presjek hiperravni Hy, sa tom stranom je (|B|—|A|—1)-dimenzionalna strana

S(a,B) :{xGCN:in:k‘,VieA,xi:1;Vj ¢ B,x; =0}

=1

hipersimpleksa A,,_1 (k).

Tako je uspostavljena bijekcija izmedu svih uredenih parova (A, B) za
koje vrijedi (2.3) i (|B| — |A| — 1)-strana politopa A,,_; (k).

Ako su (A, B) i (C, D) elementi L,,_1(k) takvi da je (A, B) < (C, D), iz
prethodno opisanog je ocigledno da vrijedi Si4,8) € S(c,p). Stoga je bijekcija
(A, B) = S(a,p) izomorfizam mreza L, _1(k) i L(A,—1(k)). O

Primjetimo, da za k # 1 (A,,_1(k) nije simpleks), politop A, _1(k) ima 2n
maksimalnih strana. Oznacimo ih sa R; = {z € A,_1(k) : 2, = 1} = Sy, )
10y ={r € Apa(k) 25 =0} = Sy

POSLJEDICA 2.2.2. Iz prethodne leme lako se dobijaju sledeca tvrdenja:

(i) Zar >0

Jo (A (k) = ( " 1) m{kz} <n - 1)

i=max{0,k—r}

(i) Uredenom paru (A, B) (koji ispunjava uslove iz relacije (2.3)) odgovara
strana politopa A, _1(k) koja je kombinatorno ekvivalentna sa hipersim-
pleksom Agj_ja-1(k — |A]).

(i1 ) Za proizvoljnu r-stranu S (r > 0) politopa A, (k) vrijedi
(S U (an 1) = Ba—r1-

POSLJEDICA 2.2.3. Politop Af_,(k) je kvazisimplicijalan. Sve maksi-
malne strane A¥_, (k) su kombinatorno ekvivalentne sa T} 2.

Dokaz. Svaka r-dimenzionalna strana S* politopa A’ (k) odgovara nekoj
(n — r — 2)-dimenzionalnoj strani S politopa A,_1(k). Na osnovu tvrdenja
(iif) (iz posledice 2.2.2), za r > 0 vrijedi [0, S*]ax  x) = [S, a1 = Bret,
pa je politop A* (k) kvazisimplicijalan.

Na osnovu teoreme leme 2.2.1, maksimalne strane politopa A’ _, (k) mozemo
oznaciti sa Fia, A C [n], |A| = k, a tjemena tog politopa sa 7, ¢; za i € [n].
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A¥_, (k)

Kako je tjeme T4 politopa A,_;(k) sadrzano u 2n maksimalnih strana
(Rizaie€ AiC; zaj € A% tog politopa, to su tjemena maksimalne strane
F4 politopa A% (k):

V(Fa)={ri:ic€c A} U{c;:j ¢ A}

Maksimalne strane simplicijalnog politopa F4 su u korespondenciji sa ivicama
politopa A,,_1(k) koje sadrze odgovarajuce tjeme T4. U bijekciji definisanoj u
lemi 2.2.1, nekoj ivici koja sadrzi Ty odgovara ureden par (A\ {io}, AU{jo}),
za neko ig € A, jg € A

Ivica S(a\{io},aufjo}) Politopa A, _;(k) je sadrzana u n — 2 maksimalne
strane R;, zai € A\ {ip} 1 C}, za j € A°\ {jo} politopa A,_;(k). Stoga, njoj
dualna (n — 3)-strana u A _, (k) (maksimalna strana F4) sadrzi sva tjemena
Fy osim 1y, i ¢j,. Tu maksimalnu stranu F4 mozemo oznaciti sa G, ., (A).
Na osnovu primjedbe 2.1.1, F4 je kombinatorno ekvivalentna sa T,?_’f. O]

Sada ¢emo opisati konkretan Seling za A’ _, (k). Na skupu maksimalnih
strana tog politopa definiSemo leksikografski poredak sa

Fy<pFgs A<, B<< min(A A B) € A (2.4)

Prisjetimo se da je mreza strana F4 opisana u primjedbi 2.1.1. Za sve i € A,
j¢Aij<inekaje B:=(A\{i})U{j}.
Primjetimo da je B <y Ai Fp N Fy = G, ., (A). Stoga je

FA N ( U FA’) 2 U G?“a,Cb(A)' (25)

FA/<LFA aEA,b¢A,b<a

Za proizvoljan B < A, neka je igc = min(A A B) € B1i jo = max (A\ B).
Tada, za A" := (A\ {io}) U{jo} <z A vrijedi FgNFa C FyNFa =Gy, jo(A)
pa u (2.5) vrijedi jednakost.

Primjedba 2.2.4. Dobro je poznata bijekcija izmedu svih k-clanih pod-
skupova [n] i najkrac¢ih puteva u k x (n — k) resetki Py ,,— od gornjeg lijevog
do donjeg desnog ugla, vidjeti u [81]. Presjek F)4 sa stranama koje joj preth-
ode u poretku <p:

I'ay=Fy4N ( U FA/)

Fpo<pFa

je tacno unija onih maksimalnih strana F4 koje odgovaraju kvadratima
reSetke Py 1, koji su ispod puta P4 odredenog sa A. Na osnovu propozicije
2.1.5, zakljucujemo da je <, Seling poredak za A% (k).
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A*_, (k)

Da bi izracunali h-vektor politopa A’ (k) potrebna nam je sledeca lema.

LEMA 2.2.5. Neka je P proizvoljan n-dimenzionalan kvazisimplicijalan

politop i neka je Fy, Iy, ..., F, Seling poredak za P. NekajeC;1,Cia,...,Cip,, ...

seling poredak strane F; i neka je:

t;
n=rnlJrm=Uc,

1<j J=pi
(Primjetimo da je p1 = 1 i p, =t,. + 1.) Tada vrijedi:
01’1, 01’2, C 701,t17 0271,2, . 702,t2, Ce 7CT—1,pT,1a ... 707’—1,1;71 (26)

seling poredak za P2, (n — 2)-skelet politopa P.
Dalje, ako je h(I';) = (hio, hix,- .., hin_1) tada je

r—1
hi(PU) = " hip1p (2.7)
=1

Dokaz. Uoc¢imo proizvoljan (n — 2)-simpleks C; ; (1 <i<r—1,p; <j <t).
Iz Selinga politopa P, za proizvoljne k < ¢ i [ > p; vrijedi Cp; N C;; C
Fi.NF, CC;, (zaneki s < p;). Svaki od simpleksa C; ; (za s < p;) se pojavi
u listi (2.6) kao maksimalna strana nekog F, za m < i. Stoga je

j—1

CijN( U Cpq) =CijN (U Cis)

p<i ili p=i,q<j s=1

sto je pocetni dio nekog Selinga za C; (zbog pretpostavke o Selingu strane
F};). Time je pokazano da je (2.6) seling za P2,

Na osnovu leme 8.10. u [90], svaki Seling politopa je reverzibilan, pa je
Citi,Citi—1,-..,Cip, Seling za disk I';. Ako je u tom poretku type(C; ;) = k,
tada je u Seling poretku definisanom u (2.6) (kao i u pretpostavljenom Seling
poretku za F;) type(C; ;) =n — 1 —k, pa vrijedi formula (2.7).

O

TEOREMA 2.2.6. Zan > k > 0 (ako h-vektor zapisemo kao kolonu)
vrijeds:
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A¥_, (k)

o) 0] e

WA, (K) =

(6) + (1) + -+ (1) !
o g
Dokaz. Za k-¢lani podskup A od [n] uoc¢imo disk
Ta=Fan( |J Fp) (2.9)
Fp<pFa

(presjek F4 sa stranama koje su poslije nje u Seling poretku<y). Strana
koja odgovara kvadratu (i, 7) se pojavi u I'4 ako i samo ako je taj kvadrat
iznad puta P, odredenog sa A. Lako se vidi da je obrnuti poredak od onog
definisanog u propoziciji 2.1.5 takode Seling za I' 4. Tip strane koja odgovara
kvadratu (7, 7) u tom poretku je i —j+n —k — 1, pa na osnovu (2.7) kvadrat
(4,7) doprinese 1 ¢lanu j — 4 + k — 1 h-vektora A* | (k)("=2),

Prethodno razmatranje mozemo zapisati i ovako:

Neka je Ay,—r = (ai;) € Myxn—i(Z), gdje je
a;; = [{A C [n] : |A| =k, kvadrat(i, j) je iznadPy4}|.

Sada je h-vektor A* (k)% zbir elemenata matrice Ay, _x po dijago-
nali:

he(Af L (R)"2) = > ayy

j—itk—1=r

Posmatrajuéi sta je prvi korak u nekom najkracem putu, lako je pokazati
matrice Ay, zadovoljavaju slede¢u rekurzivnu relaciju:

0

n—1 n—1
Apn—r = ( (k_l) (k_l) )-i— L P

Ak—1 -k 0
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A*_, (k)

Kao ilustraciju prethodnog razmatranja, kao i primjedbe 2.2.4 posmatra-
jmo leksikografski seling za Aj}(2). Njegove maksimalne strane su politopi
T? (bipiramide nad trouglom).

3 45 2 45 2 35 2 3 4 1 45
1l 1] 2] 3 1l 1] 2|3 1 1] 2|3 1l 1] 2] 3 2 213
200 1] 2 3 1|2 4 2 5 3 1] 2
(1,2,2,1) (0,2,2,1) (0,1,2,1) (0,1,1,1) (0,1,2,1)

1 35 1 3 4 1 25 1 2 4 1 2 3
2 2|3 2 2|3 3 3 3 3 4
4 2 5) 4 2 5 5
(0,0,2,1)  (0,0,1,1)  (0,0,1,1)  (0,0,0,1)  (0,0,0,0)

U polju (i,5) resetke je upisan tip simpleksa u Selingu A* (k)2 Is-
pod je doprinos diska I'y za h(A*_ (k)"=2).

Kako za sve (n — 1)-dimenzionalne politope vrijedi (Stanley-jev trik, vid-
jeti [90])

hi(P) = hy(P™2) — h_1(P™?) zasve i =0,1,...,n — 2
primjenom leme 2.2.5, za £ > 1 dobijamo:

(A1 (k) = (h(A}_5(k —1)),0) + (0, A(A;, 5 (k) +

n—1 n—1
+(0,0,...,0, (k_l),o,...,o,—<k_1),o).

k—1

Tvrdenje (2.8) se sada lako pokaze indukcijom (politopi A%(1) i A3(2) su
2-simpleksi). O

POSLJEDICA 2.2.7. Za h-vektore politopa AY (k) vrijede sledecée rekurzivne
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A¥_, (k)

relacije:
k—1 nula n—k nula
0 0
0 0

h<A:_1<k>>=h<Az_1<k—1>>+(kﬁl) (1) ‘(Z) (1)

1 1
1 1
0

Prvi problem u pokusajima da se ideje iz dokaza g-teoreme primjene u
karakterizaciji f-vektora proizvoljnih politopa je taj Sto h-vektori ne moraju
biti nenegativni (na primjer, h(C3) = (1,5,—1,1)). Jedna od interpretacija
h-vektora simplicijalnog politopa je bila i da su h; dimenzije kohomologije
torusnog varijeteta asociranog politopu P. To je bio motiv da se posmatra
torusni h-vektor.

Torusni h-vektor za n-politop P sa racionalnim tjemenima se definise kao
niz hT(P) = (¢, 1T, ... hl) koji je Hilbert-ova funkcija (“"middle perversity
intersection”) homologije asociranog torusnog varijeteta.

Na sreéu, R. Stanley je u radu [82] (vidjeti i [9]) dao kombinatornu definiciju
za hT(P) koja ima smisla za sve Euler-ove posete.

DEFINICIJA 2.2.8. Za Euler-ove posete definisu se polinomi A’ i g7 in-
duktivno na sledec¢i nacin:

- za poset P ranga 1 (sa dva elementa) definie se h' (P, t) = g7 (P, t) = 1.

- ako je P Euler-ov poset ranga n + 1 > 0 tada je polinom hT(P,t)
stepena n. Ako je hT(P,t) = hl + hlt+ - + hlt" tada se definise

g" (Pot) = hg + (hi = ho )t + -+ + (hy, — by, 1)t™.
- ako je P Euler-ov poset ranga n + 1 > 0 tada se definise

WPH= Y g (Pie—1)".
zeP\{i}

Moze se pokazati da vrijedi
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A*_, (k)

TEOREMA 2.2.9 (R. P. Stanley,[82]). Neka je P Euler-ov poset ranga
n+1ineka je KW' (P,t) =>."  hit'. Tada je hl =hl_,.

Kako je za Boole-ovu mrezu g7 (B,,t) = 1, to se iz definicije 2.2.8 lako
dobija da su torusni h-vektor simplicijalnih Euler-ovih poseta isto sto i obic¢ni
h-vektor.

Tako u slucaju simplicijalnih poseta postoji i kombinatorna interpretacija
za torusni h-vektor. Interesantno je pitanje kombinatorne interpretacije
torusnog h-vektora za politope. Posebno je zanimljivo vidjeti da li postoji
veza izmedu Selinga politopa i njegovog torusnog h-vektora.

Kod selinga simplicijalnog politopa, dodavanjem strane tipa ¢ njegov
”obicni” h vektor se poveéa za jedan na “mjestu” h;. Sta se moze reéi za
torusni h-vektor u opstem slucaju (za proizvoljan n-politop)? Nije cak poz-
nato da li je ta promjena uvijek pozitivna (u radu [6] se kaze da je T. Braden
najavio pozitivan odgovor). Ako jeste, da li se moze naéi neka kombinatorna
interpretacija te promjene?

Jedan od problema sa proucavanjem f-vektora nesimplicijalnih politopa
je nedostatak netrivijalnih primjera. U radu [26] T. Bisztriczky je definisao
"ordinarne” politope (beskona¢nu familiju nesimplicijalnih politopa, za koju
se moze "kontrolisati” f-vektor). M. Bayer je u radu [5] izracunala torusni
h-vektor multiplicijalnih politopa. U radu [6] je pokazala kako se torusni
h-vektor multiplicijalnih politopa mijenja sa Selingom.

Do kraja ovog poglavlja, koristeéi h-vektor politopa A’ _,(k), racunamo
njegov torusni h-vektor hT(A*_,(k)). Takode, dajemo kombinatornu inter-
pretaciju promjene h* (A* | (k)) pri Selingu <, definisanom u relaciji (2.4),
i na osnovu toga kombinatornu interpretaciju koeficijenata h' (A% _, (k), x).

LEMA 2.2.10. Neka je P kvazisimplicijalan n-dimenzionalan politop i neka
je h(P) = (hg, h1, ..., hy,) njegov h-vektor. Tada je njegov torusni h-vektor

J
]

Dokaz. 1z definicije torusnog h-vektora, dobijamo da za kvazisimplicijalne
politope vrijedi slede¢a relacija:

hT(P7 ZL’) = Z g(F’ ZE)(I - 1)n_dimF_1 =

F-stranaP,F'#P

h; za i < |

2.10
hn—i zai>] ( )

NS o3

- {

:ifi—l(P)((E—l)n_i—F Z (g(G,x)—1>:h(P,x)+ Z <g(G7x)_1)'

G max strana G max strana
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A¥_, (k)

Kako je st g(G,z) < [%5], to za sve i < [2] vrijedi h! (P) = h;y(P). Na
osnovu teoreme 2.2.9 vrijedi h! (P) = hI_(P), ¢éime je lema pokazana. [

Iz prethodne propozicije i (2.8), dobijamo

WA (k) =

TEOREMA 2.2.11. Neka je 1 < a1 < as < --- < a < n i neka je
A ={ai,as,...,a} C [n]. Promjena torusnog h-vektora poslije dodavanje
strane Fy u selingu <p, je

Ph=n"(( |J Fe).o)-n"(( |J FB)’,x)::B”_k_lzx%_“i. (2.11)

Fp<pFy Fp<pFa
Dokaz. Ako je 'y disk definisan u relaciji (2.9) tada vrijedi:
W= g(Fa)(x—1) = N g(Fa)(x— 1) g(Fy, ).
Fel' 4 Feol 4

Kako je I'y kvazisimplicijalan, na osnovu prethodne leme i posledice 2.1.3
dobijamo

AL = (x—1D)h(Ta,2) — (2 —1)?h(0OT g, 2) + 2" 4252 4z 41. (2.12)

Sada ¢emo izracunati doprinos elementa a; € A polinomu h%. Koristimo
interpretaciju za h-vektor I'4 opisanu u teoremi 2.2.6. Primjetimo da je
doprinos i-te vrste h(I'4) taéno

i—1 n—k—a;+i k—2i+a;
7\ o\

7 ——
he, = (0,0,...,0,1,1,....1,0,...,0).

(3

Na osnovu teoreme 1.4.5, zaklju¢ujemo da je doprinos h,, vektoru g(oI'4) je:

m I [nT_QH‘l—m—T
7\ ~ 7\

Ga, = sign(k+a; +1—3i)-(0,0,...,0,1,1,...,1, 0,...,0 )
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2.2. Obicni i torusni h-vektor za A*_, (k)

gdjejem =min {i—1,k+a; —2i} ir = |k+a;+1—3i|]. Dalje, dobijamo
da je doprinos h,, vektoru h(0I4)

hoa; = sign(k +a; +1 —3i) (0,0,...,0,1,2,...,7,r,...,2,1,0,0,...,0)

Posmatrajmo slucaj kada je it — 1 < k 4 a; — 2i. Tada je m = ¢ — 1,
r=k+a; +1—3i,1doprinos a; u (2.12) je:

o — 1) (" g2 L ghtais2i ka2
(

—(x—1)? (2" 22y TR a2y gt 2ihmaim2y i) =

i xk—&-ai—Zz — i _I_:L,n+27,—k—ai—1 +$k+ai—21 e S :L,n+27,—k:—ai—1 a1

=" x x

Kako se —z'~! ponisti sa osgovarajuéim ¢lanom iz g(Fa,z) = g(T}'2), to je
zaista doprinos a; u (2.12) taéno xn+2-k-ai-1,

Slicno rasudujemo i u slucaju kada je 1 — 1 > k + a; — 2¢. Tada je
m=k+a; —2i,r =30 —k —a; — 1, i doprinos a; u (2.12) je:

(2 —1)(a" 7 4 g2 gl a2y
_'_(x_1)2(xn+2i7k*ai*3+2:Cn+2i7k7ai*4 - ._'_Txnfi_i_. ) .+7’.§L’i72—|—. . .+I‘k+aii2i) _

n—i __ xk—&-ai—h +xn+21—k—ai—1 e {L‘Z_l +xk+ai—2z — xn+21—k—ai—1 i1

=T i

Kao i u prethodnom slucaju, *~! se ponisti, pa je doprinos a; u (2.12) ta¢no
g t2i-k=ai=l Qada se tvrdenje teoreme dobija sabiranjem svih h,,. O

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo kombinatornu interpretaciju
za torusni h-vektor politopa A’ (k):

RI(A: (k) = {(Aq) - AC [n],|A] = k,i € [n],n+2i—k—r—1 € A je i-ti po velicini}|
odnosno
k : :
+2i—k—r—2\(k+r+1—-2i
R (k) =3 (" .
e =3 (") ()
Stoga, torusni h-polinom za A’ _, (k) je

k
o (k),x) = 2" TR
hT(A* (k) ZL’) " 1 Z Z 24

A={a1,a2,...,a; }C[n] =1
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2.3.  Planarni poseti

2.3 Planarni poseti

U ovom poglavlju ispitujemo razlic¢ite osobine planarnih poseta. Koristeci
R-oznacavanje, opisa¢emo sve esencijalne linearne nejednakosti za flag f-
vektor slozivih planarnih poseta. Rezultati dobijeni u ovom poglavlju su
objavljeni u [60].

Za graduisan poset P kazemo da je planaran ako se njegov Hasse-ov
dijagram moze nacrtati u ravni tako da su ivice predstavljene duzima koje
se sijeku (eventualno) samo u évorovima. Planaran poset P je zasien ako
njegov Hasse-ov dijagram ima maksimalan broj ivica. To formalno mozemo
definisati na slede¢i nacin:

Svako smjestanje Hasse-ovog dijagrama poseta P u ravan, na svakom nivou
P, = {x € P : r(z) = i} definise prirodno linearno uredenje <p, (s lijeva
udesno).

Za x,y € P; je v <p y ako je tjeme zx lijevo od y. Za x € P definiSemo
U@x) = {y € P: x < y} kao skup svih elemenata koji natkrivaju x.
Ako je poset P planaran, tada za sve v <p, 2’ vrijedi maxp,  U(x) <p,,
minp, ,U(2'). Planaran poset P ranga n + 1 je zasi¢en ako:

Vi € [n], izasve x <p, @, vrijedi max p,,U(z) = min p,, U(z') (2.13)

Prebrojavanjem ivica u Hasse-ovom dijagramu poseta P izmedu susjednih
nivoa (posmatrano kao graf, to je stablo) moze se pokazati da vrijedi:

Primjedba 2.3.1. Ako je P planaran, zasi¢en poset ranga n+ 1 tada njegov
Hasse-ov dijagram ima 2|P| — n — 3 ivica.

Sledec¢a lema ¢e biti korisna za karakterizaciju slozivih planarnih poseta:

LEMA 2.3.2. Neka je P planaran zasicen poset i neka je [x,y| interval
duZine vece od jedan. Neka je v = x; < Tip1 < - < xj_1 < 5 =Y
maksimalan lanac u [x,y] takav da za svaki k, i < k < j postoji yx € [x,y],
Yo =P Tk (tj. lijevo od xy postoji neko tjeme yy ). Ako je x < yiy1 1
Yj—1 =y tada postoji ko, 1 < ko < j takav da je Tpy—1 < Yk, < Tho+1-

Dokaz. Indukcijom po r(y) — r(z).

Akojer(y)—r(z) =2, tadaje yip1 = yj_1iko =i+1=j—1. Zar(y)—r(z)
veée od dva posmatajmo y; 1. Ako je y;11 < x40 tada je kg = i+ 1. Ako
Yir1 A Tiro tada zbog zasi¢enosti poseta P (vidjeti u relaciji (2.13)) vrijedi
Tir1 < Yiro. Sada, po pretpostavei indukcije, u intervalu [x;41,y] postoji ko
za i+ 1 < kg < j sa trazenim svojstvom. Il
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2.3.  Planarni poseti

TEOREMA 2.3.3. Za planaran poset P sledece tvrdnje su ekvivalentne:

1. P je zasicen
2. P je sloziv
3. P je Cohen-Macaulay-jev

Dokaz. Pokazimo da 1 = 2.

Neka je P zasi¢en planaran poset ranga n + 1. Definisimo linearan poredak
na skupu svih maksimalnih lanaca poseta P na sledeéi nacin: Za C i C'
maksimalne lance u P

C’fa:x0<x1<-~<xn<xnﬂzi

0’56:x6<x1<---<w;<x;+1zi

neka je jo = max{i : x; # .}, tj. jo je najvisi nivo na kojem su C' i C’
razli¢iti. Rec¢i ¢emo da je

C<g [OHR=N ZTjo <Pjo ZL‘;-O (214)

tj., lanac C' prethodi lancu C’ u poretku <z ako je na najvisem nivou gdje
se razlikuju lanac C lijevo od C".

Pokaza¢emo da je <g Seling poredak u smislu definicije 1.4.7.
Neka je C <g C' i neka je jo = max{i : z; # z}}. Dalje, neka je
io = max{i < jo : x; = 2},

tj. 4o je najvisi nivo ispod nivoa jy na kojem su lanci C'i C’ isti. Tada je

: — / / / o :
maksimalan lanac x;, = x} < 7 < =@y, <@k =) 4 uintervalu

(%, jo41] takav da ispunjava uslove leme 2.3.2. Odatle postoji z € [z, 1]
iig <k < jo+1takvoda jex,_; <z < z},,. Sada maksimalni lanac

C"0=ay <) < < <2<y < <x, <) =1

ima osobinu da je

cnc'ce'nC =0\ {z}

pa je sa (2.14) definisan Seling poredak za maksimalne lance u P.
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2.3.  Planarni poseti

Kako je svaki sloziv poset Cohen-Macaulay-jev (vidjeti u radu [31]), to
2= 3.

Sada ¢emo pokazati da 3 = 1.
Neka je planaran poset P ranga n + 1 Cohen-Macaulay-jev. Na osnovu teo-
reme 1.4.6, u simplicijalnom kompleksu A(P) za svaki simpleks o vrijedi:

ﬁi(lkA(P)(0'>> =0, za sve i < dim lkap)(0).

Pretpostavimo da takav poset P nije zasi¢en. Tada postoje x i ' na nekom
nivou P; takvi da je x <p, 2’ i max p, U(x) < min p, U(z). Neka je y =
xVa'az=x Az ( planarni poseti su mreze, vidjeti u radu [19]). Ako su C} i
C, proizvoljni maksimalni lanci u [0, y], odnosno u [z, 1], tada je za simpleks
o = Cy UCy u A(P) njegov lk(o) nepovezan. Stoga je ﬁo(lkA(p)(a)) £ 0,
Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je P Cohen-Macaulay-jev.

O

Primjedba 2.3.4. Neka je P zasi¢en, planaran poset ranga n + 1. Neka
je x € P takav da nije sadrzan u krajnjem lijevom maksimalnom lancu, (tj.

koji nije minimalan u poretku <p_ ) Definisimo lanac C, = 0 = 2y <
x1-<~--<m—<---—<xn—<xn+1—1gd!]esuo/\—xo—<x1-<-!—<x
iz <+ <, < xy1 = 1 krajnji lijevi lanci u [0, z], odnosno [z, 1]. C,

je jedinstven maksimalni lanac ¢ija je restrikcija R(C,) u Seling poretku <pg
tacno {z}. Na taj nacin Seling poredak iz (2.14) definise i slede¢i linearan
poredak elemenata iz P:

Tjemena na krajnjem lijevom lancu (oznac¢imo ih sa vy, vg, -+ ,Uys2) U
tom poretku su na prvih n+2 mjesta. Neka je Cy,, Ci,, -+, Cy, _, _, poredak
maksimalnih lanaca sa jednoelementnom restrikcijom indukovan sa <g. Ako
je {z} restrikcija lanca C;,, tada se tjeme x (oznacimo ga sa v,;,42) nalazi
na r + n + 2 mjestu.

Primjetimo da prilikom crtanja lanca C;, Hasse-ov dijagram poseta P
dobije ta¢no dvije nove ivice. Stoga, ako nacrtamo krajnji lijevi lanac (prvi
u Seling poretku <g), i sve lance C;,, Cy,, - - - , Cipy__, S jednoelementnom
restrikcijom, na osnovu opazanja 2.3.1 dobijamo Hasse-ov dijagram poseta
P.

Stoga, za poslednje tjeme u tom poretku v p|, postoje jedinstveni z,y €
P takvi da ¢ < vjp| i vjpj < y. Ako je P lanac, tada je A(P) simpleks,
pa je poset P dekompozabilan po tjemenima. Ako P nije lanac, tada je
lkapy(vip|) = A([ﬁ 2] @ [y,1]) (ordinalna suma poseta, vidjeti u [82]). Pri
tome je [0,2] & [y, 1] takode planaran zasi¢en poset i r([0,z] @& [y,1]) = n.
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2.3.  Planarni poseti

Kako je iposet P\{vp} planaran i zasi¢en, ranga n+1 to vrijedi (indukcijom
po r(P) i |P|):

POSLJEDICA 2.3.5. Planaran poset P je dekompozabilan po tjemenima
ako i samo ako je zasicen.

Takode, kada crtamo lanac C; kojem je restrikcija tjeme {v;1,42}, tada
iznad (i ispod ) viyn42 postoji samo jedno tjeme. Zato je poredak tjemena,
obrnut onom definisanom u primjedbi 2.3.4 ”shedding” poredak tjemena (vid-
jeti u radu [91]).

Koristeci osobinu planarnih zasi¢enih poseta iz primjedbe 2.3.4, pokaza¢emo

TEOREMA 2.3.6. Ako je planaran poset P zasicen tada dopusta R-oznacavanje
skupom {1,2}.

Dokaz. Sve ivice krajnjeg lijevog lanca 0=v; <vg < -+ < Upt1 = TuP
oznacimo sa 1.

Kada u procesu crtanja poseta P opisanog u primjedbi 2.3.4 dodajemo
tjeme v; za @ > n + 1, tada ivicu x < v; oznac¢imo sa 2, a ivicu v; < y sa 1.
Tako smo na osnovu primjedbe 2.3.4 oznagcili sve ivice poseta P.

Za neko tjeme v; i za £ = min pr(v,)HU(vi) ivica v; < x je oznaCena sa
1, dok su za sve ostale 2’ € U(v;) ivice v; < 2’ oznacene sa 2. Takode, sve
ivice ¥’ < v su oznacene sa 1, osim ivice y < v za y = minﬂg< .)71{y cy < v}
koja je ozna ¢ena sa 2. Sada je u proizvoljnom intervalu [z,y| jedinstven
neopadajuéi maksmalan lanac (u smislu definicije 1.4.7 ) krajnji lijevi lanac

Cr=xg<11 <" <Tp_1 ST =Y

Naime, lanac C' je neopadajuéi, jer ako je A(z;—1 < z;) = 2, tada x; nije
minimalan u U(z;_1), pa postoji o} takav da z;,_1 < 2} i 2} <py(s,) 2; (ivica
x;_1 < o je oznacena sa 1). Kako je C krajnji lijevi lanac u [z, y] to z £ x; 11
za sve z takve da @) <p,,) 2 <pr@,) Ti- Sada zbog zasi¢enosti postoji w
takav da je w <pp(g, ;) Tit1 1 T; < w, pa je iivica x; < 7441 oznaCena sa 2.
Dakle u lancu C' ne postoji z; takvo da je M(x;—1 < x;) > A(x; < x441), pa je
C neopadajuéi lanac.

Sledeca slika ilustruje prethodno razmatranje:
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2.3.  Planarni poseti

Pokazimo jos da je to jedinstven rastué¢i lanac. Ako je C’ lanac u [z,y]
koji nije krajnji lijevi

Clo=xy <o) < <2} 1 <1, =y

uocimo ig = min{i : x; # x}} i jo = min{j > ip : 7; = 2%}. Tada je ivica
Tio—1 < T4, oznacena sa 2 dok je ivica xj, < x;, + 1 oznacCena sa 1, pa lanac
C” ima pad. Dakle, krajnji lijevi lanac C' je jedinstven neopadajuéi u [z,y],
pa poset P dopusta R-oznacavanje sa {1,2}. [

Kako za niz ay, as, . .., a,, a; € {1,2} nije moguce a;_; > a; > a;;1, to na
osnovu prethodne teoreme i formule (1.15) dobijamo rezultat L. Billere i G.
Hetyeia iz [19]:

POSLJEDICA 2.3.7. Za flag h-vektor zasicenih planarnih poseta vrijedi
hs > 0. Ako S C [n] sadrzi uzastopne brojeve tada je hg = 0.

POSLJEDICA 2.3.8. Dimenzija vektorskog podprostora R™ razapetog sa
flag f-vektorima planarnih sloZivih poseta je ranga n+1 je n-ti Fibonacci-jev
broj ¢, (co = €1, Cor1 = Cy + Cn_1). Konus generisan njima je simplicijalan.

Dokaz. Lako se pokaze da podskupova od [n] koji ne sadrze uzastopne brojeve
ima Fibonacci-jev broj ¢,. Stoga je dimenzija podprostora generisanog sa flag
f-vektorima slozivih planarnih poseta najvise c¢,.

Da je ta dimenzija jednaka c,, slijedi¢e iz ¢injenice da mozemo konstru-
isati ¢, slozivih planarnih poseta sa afino nezavisnim flag h-vektorima. Sada
¢emo " prepisati” dokaz teoreme iz [7] za flag f- vektore konveksnih politopa,
(samo mnogo laksi).

Ako su Py, P, ..., P. (odnosno Q1,Qs,...,Q., _,) baze za podprostore
generisane flag f-vektorima slozivih planarnih poseta ranga n + 1 (odnosno
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n)a tadAa sSu pOSGti P @ {'U}va D {U}, s 7PCn @ {U}7Q1 S (BQ \ {6})7Q2 S
(B2\{0}),...,Qc,_, ®(B2\{0}) baza za slozive planarne posete ranga n+ 2.

Dalje, za svaki S C [n] koji ne sadrzi uzastopne brojeve, moguce je kao
u (1.17) konstruisati planaran sloziv poset P kod kojeg je hs(P)po volji veéi
od ostalih hy. Stoga je konus koji generisu flag f-vektori zasi¢enih planarnih
poseta simplicijalan. O

Kako za graduisan poset ranga n + 1, koji dopusta R-oznacavanje sa
skupom {1, 2}
higivy =0= fiix1 — fi— fipn +1
to je broj ivica u Hasse-ovom dijagramu tog poseta jednak

n—1
Jay+ Zf{z‘,i—i—l} + finy = 2|P| —n —3.
i=1
Dakle, vrijedi:

POSLJEDICA 2.3.9. Ako je P graduisan poset ranga n + 1 koji dopusta
R-oznacavange sa skupom {0,1}, tada Hasse-ov dijagram poseta P ima tacéno
2|P| —n — 3 ivica.
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Glava 3

cd-indeks i operacije na
posetima

3.1 cd-indeks i koalgebra

Jedna od prednosti cd-indeksa u odnosu na ostale baze za prostor gener-
isan flag f-vektorima Kuler-ovih poseta je ”lijepo ponasanje” obzirom na
neke operacije na politopima. Razlog za to treba traziti u ¢injenici da se
cd-indeks moze interpretirati kao homomorfizam Newton-ovih koalgebri koji
c¢uva strukturu koproizvoda. Pojam koalgebre se definise prvi put u radu
[61]. Koalgebarske metode u izuc¢avanje cd-indeksa su uveli R. Ehrenborg i
M. Readdy u radu [48]. Sli¢ne ideje su koristene i u radovima [42], [16] i [45].
O vezi poseta i algebri govori se i u radu [40].

U ovom poglavlju dajemo pregled osnovnih koalgebarskih pojmova. Neka
je I polje karakteristike 0 i neka je V' vektorski prostor nad F. Proizvod na
prostoru V' je linearno preslikavanje p: V®V — V. Proizvod je asocijativan
ako je pro(p®1)=po(l®pu).

Koproizvod na V' je linearno preslikavanje A : V — V @ V. Kaze se da
je koproizvod koasocijativan ako je (A ® 1) o A = (1 ® A) o A.

DEFINICIJA 3.1.1. Neka je V vektorski prostor, p asocijativan proizvod
a A koasocijativan koproizvod na V. Uredena trojka (V,u,A) se naziva
Newton-ova koalgebra ako vrijedi:

Aop=(1ape(A@1)+(pe@l)o(l®A).

Pomoc¢u Sweedler-ove notacije (vidjeti u [89]) koproizvod se moze zapisati
kao A(z) = >, (1) @ x(y)-
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Za proucavanje ab-indeksa su vazne Newton-ove koalgebre A i P defin-
isane u radu [48]. Koalgebra A = F(a,b) je polinomijalna algebra u neko-
mutativnim promjenjivim a i b. Proizvod na A je uobi¢ajeno monozenje
polinoma, dok se koproizvod A definiSe na generatorima sa:

Alugug -+ - up) = Zul---uH @ Ui1* " Uy = Zu(l) ® u(2),

a zatim se linearno prosiri na A.

Za dva graduisana poseta kaze se da su istog tipa ako su izomorfni. Za
proizvoljan graduisan poset P sa P se oznacava tip izomorfnosti (klasa svih
poseta koji su izomorfni sa P).

Koalgebra P se definise kao vektorski prostor nad poljem ' generisan sa
svim tipovima (klasama) poseta Ciji je rang bar jedan. MDOZGDJG u P se
definige na generatorima pomoéu ”zvijezda” proizvoda, tj. P-Q = P * Q.

Koproizvod se definiSe na generatorima sa

APy = > [0a]@ 1],

zeP0<z<1

a zatim se prosiri linearno na cijelu koalgebru P.
Za koasocijativan koproizvod A na Newton-ovoj koalgebri V' mogu se
definisati preslikavanja AF : V — Y@k,

A’ =T1d , A" = (A*®1)oA.

U Sweedler-ovoj notaciji preslikavanja A¥(x) mozemo zapisati sa:

Sada se ab-indeks moze interpretirati kao preslikavanje koalgebri ¥ : P — A.

PROPOZICIJA 3.1.2 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [48]). Preslika-
vanje ¥ : P — A je homomorfizam Newton-ovih koalgebri. To znaci da je
Vou=puo(PeVW) iAol =(¥xW)oA.

Znacaj prethodne propozicije (vidjeti u radovima [16] i [42]) je u tome Sto
za proizvoljna linearna preslikavanja f1, fo, ..., fr na algebri Q(a, b) vrijedi

Z f1<\11[500,501]) fk \I/[Ik 1,Ik Z fl \I/P(l : fk(qu(k))' (32)
6=I0<"'<xk=i
Drugim rije¢ima, ako zelimo da izracunamo izraz na lijevoj strani nije nuzno

da racunamo ab-indekse intervala u posetu P. Dovoljno je znati ab-indeks
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cijelog poseta P.

U radu [42] je pokazano da vrijedi sledeca lema.
LEMA 3.1.3. Preslikavanje ¥ : P — A (ab-indeks) je surjekcija.

Neka F = F(c, d) oznacava podalgebru od A generisanu sa promjenjivim
c=a+bid=ab+ba KakojeA(c)=2-1®11Ad)=c®1+1®c,
to je i F Newton-ova koalgebra.

Dalje, neka je sa £ oznacena podalgebra od P generisana sa klasama
izomorfnosti Euler-ovih poseta. Kako je koalgebra £ zatvorena na proizvod i
koproizvod (intervali u Euler-ovom posetu su Euler-ovi), to je £ Newton-ova
podalgebra od P.

Primjetimo da je cd-indeks ® : & — F restrikcija preslikavanja ¥ : P —
A. Stoga je i cd-indeks homomorfizam Newton-ovih koalgebri, te za cd-
indeks vrijedi formula analogna sa (3.2).

U radu [64] su opisane mreze strana piramide i prizme nad nekim politopom.

PROPOZICIJA 3.1.4. Neka je V' konveksan politop. MreZe strana politopa
Pyr(V) i Prism(V) (piramida i prizma nad V') su:

L(Pyr(V)) = L(V) x By, L(Prism(V)) = L(V) ¢ Bs.

Prethodna propozicija daje prirodan na¢in da se definisu piramida i prizma
na proizvoljnom graduisanom posetu P sa:

Pyr(P) = P x By, Prism(P) = P ¢ Bs.

R. Ehrenborg i M. Readdy su u radu [48] pokazali da je moguce definisati
linearna preslikavanja Pyr, Prism : A — A tako da za proizvoljan graduisan
poset P vrijedi

PyT(\I’p) = \I/py,r(p) 1 PT’iSTn(‘pr) = \IlPrism(P)-

PROPOZICIJA 3.1.5. Za proizvoljan graduisan poset P vrijedi:

1
Upyp) = 5[0 Upta-Upt 37 W, -ab- Ty, q]

O<z<i

\IJPrz‘sm(P) =WUp- (a + b) + Z \Ij[ﬁ,x] ' (ab + ba) ’ \Ij[x,ﬂ

O<z<i
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3.1.  cd-indeks i koalgebra

Eksplicitna formula za preslikavanje Pyr : A — A se moze nadi u radu
[42]):

Pyr(u) = u-a+b-u—|—2u(1)-ab-u(2) = u-b+a-u—|—2u(1)-ba-u(2) (33)

Kada je P Euler-ov poset, formule za cd-indekse poseta Pyr(P) i Prism(P)
se lako izvedu iz propozicije 3.1.5.

Dalje, u radu [48] je pokazano da se formule za operatore Pyr i Prism
mogu jednostavno zapisati pomoc¢u derivacija na algebrama Q(a, b) i Q(c, d).

Na algebri Q(a, b) se definisu derivacije G i G’ na generatorima sa

G(a) = ba,G(b) = ab i G'(a) = ab,G'(b) = ba

i zatim se linearno proSire na cijelu algebru. Dalje, neka je derivacija D
definisana sa

D(u) = G(u) + G'(u). (3.4)

Kako je G(c) = G'(c) = d, G(d) = c¢d i G'(d) = dc to su derivacije G,
G' i D derivacije i na algebri F.

TEOREMA 3.1.6 (R. Ehrenborg, M.Readdy, [42]). Neka je P proizvo-
ljan poset. Tada vrijedi

Upy(p) = ¥p - (a+b) + G(Tp)
\I]Prism(P) = \pr . (a+ b) + D(\I’p)
Specijalno, ako je P Fuler-ov poset tada vrijedi
lIij?"(P) - \IIP -C+ G(\ij), \IIPrism(P) - \IIP -Cc+ D(‘IJP) (35)

Primjetimo da na osnovu prethodne teoreme mogu rekurzivno racunati
cd-indeksi n-kocki i n-simpleksa.

Kako za proizvoljan politop V' vrijedi Bipyr(V) = Prism(V*)*, to iz
formula (3.5) i (1.14) slijedi:

(I)Bipyr(P) =C- (I)P + D((I)p) (36)

Evo jos nekoliko operacija na politopima, kod kojih se promjena cd-
indeksa moze izraziti pomocu derivacija na koalgebri F.
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3.2.  Operacije na posetima i R-oznacavanje

TEOREMA 3.1.7 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [48]). Neka je W poli-

top, v tjeme politopa W a V' "vertex”-figura u tjemenu v. Ako je W politop
dobijen od W odsjecanjem tjemena v tada je

O = Oy + G (Dy).

TEOREMA 3.1.8. Neka je V' konveksan n-politop, a x vektor u opstem
poloZaju u odnosu na V. Neka je H hiperravan normalna na x i neka je
Proj(V') ortogonalna projekcija V- na H. Tada vrijedi:

Py 0,0 = Pv + D(Pprojvy)-

Interesantno je i sledece pitanje:
Ako su P i ) Euler-ovi poseti i ako znamo njihove cd-indekse ®p i ®¢, kako
mozemo izracunati cd-indeks njihovog proizvoda ®p.o? Da bi odgovorili na
ovo pitanje, u radu [48], uvodi se “mixing”-operator. Problem u tom ra¢unu
je sto se odvija u Q(a, b) (“izlazi” se iz koalgebre Q(c,d)). To je poboljsano
u radu [42], gdje se daje formula za ®py g u terminima ®p i Dg.

3.2 Operacije na posetima i R-oznacavanje

U ovom poglavlju dajemo uslove pod kojima se promjena ab-indeksa pri
dejstvu neke operacije moze izraziti pomocu linearnog preslikavanja, odnosno
kada ¢e za operaciju X : P — P postojati linearno preslikavanje X :
Q(a,b) — Q(a, b) takvo da za proizvoljan poset P vrijedi ¥xpy = X (Vp).
Koriste¢i R-oznacavanje poseta, dobi¢emo kombinatornu interpretaciju za
derivacije G'i D, te dokaz teoreme 3.1.6.

Lako se moze konstruisati baza u Q(a, b) koju ¢ine ab-indeksi poseta koji
dopustaju R-oznacavanje. Za proizvoljan n € N uo¢imo 2"~ ! poseta ranga
n:

Za S C [n — 1] definisimo posete

. o By, akoi ¢ S,
PS:Bl*Ql**inngeJeQz:{B; akOZiS

Iz relacije 1.12 dobijamo da je

u; = a, ako 1 ¢ S

@szul.uQ...unA gdje je { u;=a+b, akoie€S.
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3.2.  Operacije na posetima i R-oznacavanje

Za ab-monom u = a’' -b-a?-b---b-a -b-a’* stepena n uoc¢imo skup
S={i1+1,i1+is+2,...,01 +ia+---+ix+ k}. Indukcijom po broju b-ova
u monomu v moze se pokazati da vrijedi:

TCS

Kako je dimenzija podprostora generisanog sa ab-polinomima stepena n — 1
jednaka 27! i kako operacija * ¢uva R-oznacavanje, to vrijedi:

PROPOZICIJA 3.2.1. Poseti P§ dopustaju R-oznacavanje i njihovi ab-
indeksi {Wpyp :n € N, S C [n—1]} cine bazu 2a Q(a, b).

DEFINICIJA 3.2.2. Neka je X neka operacija koja posetu P dodijeli poset
X (P). Reéi ¢emo da je X simetricna ako su ispunjeni sledeé¢i uslovi:

(i) za svaki poset P postoji particija skupa svih lanaca u X (P) indeksirana
sa lancima iz P, tj.
U S(e

ceC(P)

(ii) za proizvoljna dva poseta P i P’ istog ranga i za sve lance ¢ € C(P) i
¢ € C(P') za koje je wt(c) = wt(c') vrijedi i

S owt(C)= > wt(C).

CeS(c) Ccres(e)

PROPOZICIJA 3.2.3. Ako je X simetricna operacija tada postoji lin-
earno preslikavanje X : Q{a,b) — Q(a, b) takvo da za svaki poset P vrijedi
Uxpy =X (Up).

Dokaz. Primjetimo da za sve n € Ni S C [n] polinomi

a—b, zai¢S;
Us = Uy~ U "+ " Up,U; = .
b, =zai€S.

(zajedno sa 1) ¢ine bazu za Q(a, b). Za proizvoljan ab-polinom ug (monom
u promjenjivim b i a — b) uo¢imo poset P i lanac ¢ € C(P) za koji je
wit(c) = us. DefiniSemo X (us) = X(wi(c)) = Y oy wi(C) 1 linearno
prosirimo na Q(a, b). Na osnovu uslova (i) iz prethodne definicije X je dobro
definisan. Sada, iz relacije (1.10) i uslova (i) iz definicije 3.2.2 dobijamo:

X(Tp)=X( ) wic) = > > wt(C > wi(C) = Uxp).

ceC(P) ceC(P) CeS(c) CeC(X(P))
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3.2.  Operacije na posetima i R-oznacavanje

Ako simetricna operacija P +— X (P) ¢uva R-oznaCavanje, uz jos neke
dodatne uslove mozemo opisati formulu za preslikavanje X u terminima R-
oznacavanja.

DEFINICIJA 3.2.4. Red¢i ¢emo da je X jako simetri¢na ako su ispunjeni
slede¢i uslovi:

(i) X je simetri¢na operacija .
(ii) Zasvaki poset P isvako R-oznacavanje A poseta P postoji R-oznacavanje

A poseta X (P).

(iii) za svaki poset P koji dopusta R-oznacavanje postoji particija skupa
svih maksimalnih lanaca u X (P) indeksirana sa maksimalnim lancima

iz P, tj.
U Ale
CeM(P)

(iv) za svaka dva poseta P i P’ istog ranga i dva maksimalna lanca ¢ €
M(P)id € M(P') za koje je u(c) = u(c’) (u oznacavanju \) vrijedi i

du@ = > u().

CeA(c) CreA(d)
u oznacavanju .

Primjedba 3.2.5. Ako je X jako simetri¢na operacija, tada je preslikavanje

X : Q(a,b) — Q(a,b) odredeno sa oznacavanjem .

Zaista, preslikavanje X' : Q(a, b) — Q(a, b) definisano sa X' (u(c)) = > o w(C)
i linearno prosireno na Q(a,b) je dobro definisano na osnovu uslova (iv).
Tako, za svaki poset P koji dopusta R-oznacavanje, vrijedi

X(Up)=X( ) ule)= D> Y uC)=Txp =X(Tp)

ceM(P) ceM(P) CeS(c)

Kako se preslikavanja X i X’ podudaraju na bazi prostora Q(a,b) to je
X=X

Primjer 3.2.6. Operacije Pyr i Prism su primjeri jako simetri¢nih operacija
na posetima.

Neka je P proizvoljan poset ranga n, i neka je c0=xg<a1 < - <ap=1
lanac u P. Uoc¢imo sledece lance iz C(Pyr(P)):
za1=0,1,...,k neka je

OZ:<O,O) < (1’1,0) <0 < (IZ,O) < (ZEZ,1> < < (i,l),
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3.2.  Operacije na posetima i R-oznacavanje

odnosno, za 7 =0,1,...,k—1
€)= (0,0) < (21,0) < -+ < (2,,0) < (w1, 1) < - < (L, ).
Sada definiSemo da je
S(C) = {Co,cl,. . .,Ck,Cé,Ci,. . -,Ck—l} - C(Pyr(P))

Lako se provjerava da je {S(c) : ¢ € C(P)} particija skupa C(Pyr(P)) koja
ispunjava i uslov (ii) iz definicije 3.2.2. Ako je A : £(P) — A neko R-
oznacavanje poseta P uo¢imo da je A : E(Pyr(P)) — AU {+oo} definisano

sa
3 . W Mz =y), raz <y, i=7;
A(($72)<(y7]>)_{ +00, zax:y,izo,jzl.
jedno R-oznacavanje poseta Pyr(P). Ako je P poset ranga n + 1 i ako
je ¢ maksimalan lanac u P, tada skupovi A(c) = S(c¢) N M(Pyr(P)) =
{Co,Ch, ..., Cpya} Cine particiju za M(Pyr(P)). Ako je u = u(c) monom
asociran lancu ¢ tada su u R-oznacavanju A lancima C; asocirani monomi:

u(Co) = b -u(c), u(Cpi1) = ulc) - a, u(C;) = ugug -+ - ui—1 - ab - Uiyy - - - Uy,

odnosno

n—1
Z u(C) :u(c)-a+b~u(c)+2u1 U Uiy - AD Uy v Uy
CeA(e) i=1

Sada se lako provjerava da je operacija Pyr jako simetri¢na. Dalje, ako
poset P dopusta R-oznacavanje, tada je

Upyp)=Up-a+b-Up+ Y Wp -ab-Vp, .
Vp

Moze se pokazati (lema 5.1 u radu [48]) da za proizvoljan ab-monom u =
Uy - Ug - - - Uy, Vrijedi

n—1
u~a+b-u+2u1~u2~~~ui,1~ab-ui+1«-~un:u~(a—|—b)—|—G(u).
i=1

Stoga, za posete koji dopustaju R-oznacavanje vrijedi
PyT(\I/p) = \Ilpyr(p) = \I/P : (a—|— b) + G(\I/P>

Sada, na osnovu primjedbe 3.2.5 mozemo zakljuciti da prethodna formula
vrijedi za sve posete.
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3.3. Poset intervala

Na sli¢can na¢in mozemo pokazati da je i P — Prism(P) jako simetri¢na
operacija. Neka je P proizvoljan poset ranga n, i neka je C:0 = (xo,90) <
(x1,y1) < -+ < (Th—1,Yk-1) < (@, yx) = 1 lanac u Prism(P) = P ¢ By. Za
lanac ¢:0 = To < a1 < o < xpg < g = 1 (jednakost se moze pojaviti
najvise jednom) u P reéi ¢emo da je asociran sa C'. Sada, skupovi

S(c) ={C € C(Prism(P)) : ¢ je asociran sa C'}
¢ine jednu particiju za C(Prism(P)) koja ispunjava uslove iz definicije 3.2.2.

Ako je A : E(P) — A neko R-oznacavanje poseta P, tada je A : E(P)
AU {—00,+00} definisano sa

Az < y), ako je i = j;
A(@,4) < (y,5)) = too, akojei=1,j=1;
—00, akojei=2,7=1.

R-oznacavanje poseta Prism(P) za koje su ispunjeni uslovi iz definicije 3.2.4.
Za proizvoljan maksimalan lanac ¢ € M(P) za koji je u(c) = uy - ug-- - uy,
vrijedi:

Z u(C) = u(c)-(a+b)+z Uyt - - - ui—1-(@b+ba)u;ig - - - u, = ulc)-(a+b)+D(u(c)).
CeA(e) =1

Tako je pokazana i druga formula iz teoreme 3.1.6.

3.3 Poset intervala

Za proizvoljan graduisan poset P definiSe se poset intervala I(P) kao skup
svih zatvorenih intervala u P. Relacija poretka u skupu I(P) je inkluzija:

[z,y] < [2/,y] u I(P) ako i samo ako je 2’ <2z <y <y u P.

Uobicajeno je da se prazan interval () posmatra kao najmanji element u posetu
I(P). Sledeca slika pokazuje poset intervala u lancu duzine n.
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3.3. Poset intervala

[0,n]

’ [0,0] [1,1] [n—1,n—1] [n,n]
1 .
I 0 ’\/.
0
n-lanac ¢ poset 1(c)

Primjer 3.3.1. B. Lindstrom je u [65] primjetio da je poset intervala Boole-
ove mreze B, (mreze strana (n — 1)-simpleksa) izomorfan sa mrezom strana

n-kocke, tj. I(L(A,-1)) = L(C,).

Vjerovatno je to bila motivacija za slededi:
Problem:[B. Lindstrém, [65]]
Da li za svaki politop V' postoji politop W takav da je I(L(V)) = L(W)?

Za dvodimenzionalne politope odgovor je potvrdan. Ako je V' proizvoljan
n-tougao, a W dual "kose” prizme nad n-touglom, tada je I(L(V)) = L(W).
Takode, A. Bjorner je u [29] pokazao da je poset intervala 3-politopa mreza
strana nekog 4-politopa. Za vise dimenzije to je jos uvijek otvoren problem.

Sledeéa propozicija opisuje osnovna svojstva operacije P +— I(P).
PROPOZICIJA 3.3.2.
(i) Za proizvoljan poset P vrijedi I(P) = 1(P*).
(17) Intervali u posetu I(P) su oblika
([, 9], [y Nrepy = 2, 2]* % [y,y'] odnosno [0, [z, y]lip) = I(z,y)).

(1it) Neka je P proizvoljan graduisan poset rangan. Tada je I(P) graduisan
poset ranga n+ 1 ¢ r([z,ylip)) = r(y) — r(z) + 1. Dalje, f-vektor za
poset I(P) je

n—i+1

fill(P)) = Z figwi(P)-
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3.3. Poset intervala

(1v) Za proizvoljan poset P vrijedi:

I(P x By) = I(P) o B,.

Dokaz. Tvrdenja (i)-(7i7) su direktna posledica definicije poseta I(P). Da
dokazemo tvrdenje (iv) definiSemo preslikavanje F': I(P x By) — I(P) ¢ By

sa F([(z,p); (v, 9)]) = ([, 4], 7), gdje je

{1} zap=q=0,
r=3{2t map=q={1}
{12} inace.

Lako se provjerava da je F' izomorfizam poseta. O

Na osnovu tvrdenja (iv) iz prethodne propozicije i propozicije 3.1.4 za-
kljucujemo da vrijedi:

POSLJEDICA 3.3.3. Neka su'V i W politopi takvi da je I(L(V')) = L(W).
Tada je I(L(Pyr(V))) = L(Prism(W)).

Tako se dobija beskona¢na familija politopa kod kojih je poset intervala
mreza strana nekog drugog politopa. Primjetimo da se primjer 3.3.1 moze
interpretirarti kao specijalan slucaj prethodnog tvrdenja.

LEMA 3.3.4. Neka je P graduisan poset koji dopusta R-oznacavangje. Tada
i poset intervala 1(P) dopusta R-oznacavanje.

Dokaz. Neka je A : E(P) — A neko R-oznacavanje za poset P. Sa —A
ozna¢imo poset koji je izomorfan sa A* i disjunktan sa A.

Ako je 0 proizvoljan element takav da 0 ¢ A U —A, mozemo definisati
preslikavanje A : £(I(P)) — —A@ {0} ® A (ovde @ oznacava ordinalnu sumu
poseta) na slede¢i naéin:

A0 < [z,2]) =0zaz € P,
odnosno

My <y), akoxz=2a"y <y,
ANz' <x), akoa' <z,y=1.

X@w<wwwz{_

Pokazimo da je A jedno R-oznacavanje poseta I(P). Neka je [z,y] <
[2',y'] uposetu I(P)inekasua' =29 <21 < -+ <2, =iy =1y <
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3.3. Poset intervala

y1 < -+ <y, =y jedinstveni rastuéi lanci u [2',z] i [y,y']. Ako uocimo
maksimalan lanac
Cil, y] = e, yo] < [wro1, o] < -+ < [0, o] < o, 1] < -+ < [wo, ys] = [, ¥/]

u intervalu [[z,y], [/, v']] tada je

X(C’) = (_)\(J:ra xr—l)a ) —>\(Ilﬁ'1, 370)7 )\(y(b yl)a s (ys—h ys))
Stoga je C' rastuéi lanac u [[z,y], [2/,y']]. Pretpostavimo da je C’ neki drugi
rastuéi lanac u [[z,y], [2/,y']]. Tada se u A\(C’) oznake iz —A pojave prije
onih iz A, odnosno
Ctz,y) = [27, 9ol = [w—1,w0) <+ =< {20, %0) = [wo,wa] <+ < [zo, wi] = [,y

Dalje, kako je C' rastuéi lanac, to suiaz’ = z9g < 2] < -+ < 2. = x i
y=vyo <y, < <y. =y rastuéiu [2/, 2] i [y,y']. Stoga je C' =", tj. C
je jedinstven rastuéi lanac u [[z,y], [/, y']].

Ako je x = xg < x1 < -+ < x = y jedinstven rastuéi lanac u [z,y],
slicnim rasudivanjem dobijamo da je

0 < [2,2] = [0, 0] < [20,21] < -+ < [0, 28] = [, Y]
jedinstven rastuéi lanac u [0, [z, y]]. O

U radu [59] je opisano linearno preslikavanje Z : Q(a,b) — Q(a, b) za
koje VI‘ijedi \IJ[(P) = I(\IJP)

DEFINICIJA 3.3.5. Za svaki k € Ny definiSemo linearno preslikavanje
I : Q(a,b) — Q(a, b) na slededi nacin:
za ab-monom u i k € Ny neka je AF(u) = uq) @ -+ ® ugy1) (Sweedler-ov
zapis iz relacije (3.1)).

Za paran k = 2m definiSemo

I(u) = Za-u(m+1) brug,yacasugmi) T UG,y a Uz b brug.
Sli¢no, za k = 2m — 1 definiSemo:

Ix(u) = Za-u(mﬂ)-b-ufm)-a---b-uzkl)+b-uz‘m)-a-u(m+1)-b----a-u(Qm).

Sada definiSemo preslikavanje Z na ab-monomima sa

I(u) =y Ii(u)

k>0

i progirimo ga linearno na Q(a, b).
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3.3. Poset intervala

Na primjer, >, A*(a?) = a’+1®a+a®1+1®1®1 i stoga je
I(a?) = a® + ba? + a’b + ba® + aba + ba® + aba + bab.

Primjedba 3.3.6. Za proizvoljan ab-monom u = uy - ug - - - - - Up_1, ONOMI
koji su sumandi A¥(u) su indeksirani sa k-¢lanim podskupovima od [n — 1].
Za S = {iy,ia,...,9} C [n — 1], neka je

Ug) = Ut~ Wiy —1QUjy 41 *** Uiy 1@+ QUi 41+ + - Up—1 = Ug(1)OUS(2) * * QUG (k+1)

Ako je ij = 151 + 1 tada smatramo da je u;, 41+ u;; -1 = ugg) = 1.

Na osnovu definicije preslikavanja 7, od jednog takvog ab-monoma ug)
dobi¢emo dva sumanda u Z(u). Oznacimo ih sa Z(u)g+ i Z(u)s-.
Ako je k = 2m tada je

Z(u)s+ = a - uggms1) - b+ Ug(m) a----b- U*S(l) S US(2m41)
Z(u)s- =b- US(mi1) * A US(mt2) " D@ Ugam) - b us).
Slicno, za k = 2m + 1 monomi (sumandi) u Z(u) koji odgovaraju u(s) su:
T(u)s+ = a- ugms1) - b+ Ug(m) casc-ac Ugamyl) b U*S(l)
Z(u)s- =b- UGy A Us(mp1) Db ug) - - usam).-
TEOREMA 3.3.7. Za proizvoljan graduisan poset P vrijedi Vypy = Z(¥p).

Dokaz. Pokazatemo da je operacija P +— I(P) jako simetricna. Neka je P

proizvoljan poset ranga n i neka je ¢i0p < t; < --- < t; < 1p proizvoljan
lanac u P. Re¢i ¢emo da je lanac

CO = (Z) < [l’o,yg] < [.131,2/1] < e < [xr,l,yr,l] < [Op,ip] = i

u posetu I(P) asociran sa ¢ ako se u multilancu

~

Op <1 <ap0< - <2<yp<y <p <<y <lp. (3.7

pojavljuju svi elementi iz ¢ (i samo oni).
Ako je S(¢) = {C lanac u I(P) : c je asociran sa C'}, tada je {S(c) : ¢ €
C(P)} particija skupa svih lanaca u I(P) koja zadovoljava uslove iz definicije
3.2.2.

Na osnovu leme 3.3.4 znamo da operacija P — I(P) ¢uva R-oznacavanje.

Da bi pokazali da je P — I(P) jako simetri¢na operacija, za proizvoljan
maksimalan lanac ¢ u posetu P definiSemo

A(c) = {C-maksimalan lanac u I(P) : C je asociran sa c} = S(c)NM(I(P)).
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3.3. Poset intervala

Primjetimo da je {A(c) : ¢ maksimalan lanac u P} particija maksimalnih
lanaca poseta I[(P).

Za proizvoljan maksimalan lanac c0p = to<t1 <+ <th1 <t,= /1\13
u posetu P, neka je A\(c) = (A1, Aa, ..., \,) oznaka za ¢ i u(c) = ujug -+ - Up_q
monom asociran lancu c. Dalje, za svaki maksimalan lanac ¢ u P postoji
tacno 2" lanaca u I(P) kojima je ¢ asociran.

Neka je k = 2m i neka je S = {iy,4a,...,ix} proizvoljan podskup od
[n — 1]. Uoc¢imo maksimalne lance C¢ i Cg u A(c):

Cgiltin tin) < [tips timsa] oo < [tis tigia] < i1, timia] - < [ti 1 i)
< [tim—lvtim+1+1] < [tim—17tim+2] < [tim—1—1ﬂ tim+2] < [Op,tlk] < [0P7 ip]
Cgs[tim+17 tim+1] < [tim+l_17 tim+1] e < [tima tim+l] < [tim7 tim+1+1] e < [tim7 tim+2]

< [timflvtim+2] e < [tim—17tim+2] < [tim—17tim+2+1] e < [tiu iP] <...< [Opa iP]

Dalje, na osnovu definicije R-oznacavanja X iz leme 3.3.4), oznake koje su
dodjeljene tim lancima su:

X(C;’_) - (07 )\im—i-la s 7>\im+1> _>\im7 tet _)\im_1+17 )\im+1+17 tr Aik—‘rb tt >\n)
odnosno
X(CST) == (0, _Aierl? ey _)\im+17 )\im+1+17 o 7)\’im+27 _)\im7 ey —)\Z'l, ey —)\1)

Sada se moze primjetiti, na osnovu formule (1.15) zaklju¢ujemo da su
ab-monomi koji odgovaraju lancima C¢ i Cy tatno Z(u(c))s+ 1 Z(u(c))s--

Ako je |S| = 2m + 1, na slican nac¢in mozemo konstruisati maksimalne
lance C¢ i Cg u posetu I(P) tako da je u(Cd) = Z(u(c))s+ i u(Cg) =
Z(u(c))s-

Na osnovu konstrukcije, lako se zakljucuje da su lanci koji odgovaraju
razli¢itim podskupovima [n — 1] medusobno razliciti. Kako se na prethodno
opisan nacin dobije tacno 2" lanaca u I(P) (kojima je ¢ asociran), to je

A= |J {cd.c5h

SC[n—1]

Stoga je doprinos svih lanaca C' iz A(c) polinomu ¥;(p) jednak

dYoul0)= Y (wCH+u(Cs)) = (Z(u(c))s++Z(u(c))s-) = Z((u(c)))

CeA(e) SCln—1] SCln—1]

o8



3.3. Poset intervala

pa je operacija P +— I(P) jako simetri¢na. Na osnovu formule (1.15), lin-
earnosti preslikavanja 7 i primjedbe 3.2.5 sada zakljucujemo da je Wyp) =
Z(Vp) za sve posete P.

]

Iz posljedice 3.3.3, tvrdenja (i) i leme 3.1.3 dobijamo da za preslikavanje
7 vrijedi:
Z(u) =Z(u") ,Zo Pyr = PrismoZ.

Do kraja ovog poglavlja, opisa¢emo rekurzivne relacije za operator Z.
Kako je I(B;) = Bs dobijamo da je Z(1) = a + b.

TEOREMA 3.3.8. Za proizvoljan ab-monom u vrijedi:

T(u-a) =ZI(u)-a+ (ab+ba)-u + > I(up)-ab-uf, (3.8)

Z(u-b) =Z(u)-b+ (ab+ba) u* + > I(ugy)-ba-uf, (3.9)

Dokaz. Neka je P proizvoljan graduisan poset. Sa P ozna¢imo poset dobijen
od P dodavanjem novog elementa 1 tako da je z < 1 za sve z € P. Drugim
rijecima, P = Px Ly gdje Ly oznacava lanac duzine dva (maksimalan element
1 poseta P identifikujemo sa jedinim atomom u Ls).
Ocigledno je ¥ = Up - a.
Sve lance u posetu I(P) podijelimo u ¢etiri grupe i izracunajmo njihov
doprinos Wy (py:
1. Lanci u kojima se ne pojavljuje 1. To su ta¢no "stari” lanci u posetu
I(P) koji mogu (ali ne moraju) da sadrze [0,1] na kraju. Iz relacije
(1.10) slijedi da je doprinos svih takvih lanaca V) jednak

Z wt(c) - b+ Z wt(c) - (a—b) = Yyp)-a.

c-lanac u I(P) c-lanac u I(P)

2. Lanci koji poc¢inju sa [1,1]. Svi takvi lanci mogu (ali ne moraju) da
sadrze element [1,1]. Kako je (na osnovu tvrdenja (i) iz propozicije
3.3.2) [[1,1], [0, ] = P* dobijamo da je doprinos svih takvih lanaca
polinomu V¥, p jednak

b-(a—Db) Z wt(c)*+b-b- Z wt(c)" = ba - V.

c-lanac u P c—lanac u P
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3.3. Poset intervala

3. Lanci koji sadrze [1

, 1] ali ne sadrze [1,1]. Svi takvi lanci mogu (ali ne
moraju) poceti sa [1, 1

] i njihov doprinos ¥; 5 je

b-b- Y wte)*+(a-b)-b- > wt(e)* =ab- T}

c—lanac u P c—lanac u P

4. Lanci u kojima se 1 prvi put pojavi u [z, 1] (za neki z € P\ {0,1}). Svi
takvi lanci mogu (ali ne moraju) da sadrze i element [z, 1] neposredno
prije [z, 1]. Kako e [0, [, 1] = I{[z, 1) 1 [z, 1} 0, T,y = 0,3
dobijamo da je doprinos lanaca iz ove grupe polinomu V¥, 5, jednak

Z Z Z wt(c) - ab - wt(d)* =

zeP\{0,1} ¢-lanac u I([z,1]) ¢-lanac u[0,z]

(P)
(P)

= ) I(¥g)-ab- Y. —ZI V) -ab- Vg
zeP\{0,1}

Druga jednakost slijedi na osnovu propozicije 3.1.2 (vidjeti i relaciju

(3.2)).

Sada, sabiranjem doprinosa svih lanaca poseta I(P), dobijamo da formula
(3.8) vrijedi kada je u = Wp (za neki graduisan poset P). Na osnovu leme
3.1.3 i linearnosti preslikavanja Z slijedi da formula (3.8) vrijedi za proizvol-
jan ab-monom u.

Da bi dokazali tac¢nost formule (3.9), za proizvoljan graduisan poset P
uociéemo novi poset P’ = P x By. Dva koatoma poseta P’ oznacimo sa 1’ i
1”7, a maksimalan element sa 1. Ocigledno je

I(¥p) =Z(Vp-(a+b)) =Z(¥p-a)+I(Vp-b).
Primjetimo da su lanci u I(P’) u kojima se ne pojavljuje 1” u bijekciji sa

lancima u posetu I(P). Stoga je doprinos tih lanaca polinomu W 7(py tacno
Z(Up-a). Zato mozemo zakljuciti

Z(Up -b) = > wt(C),

C-lanac u I(P),[z,1”]eC

tj. Z(VUp - b) jednak sumi tezina lanaca u I(P’) u kojima se pojavi 1”. Skup
svih takvih lanaca poseta I(P’) podjelimo u ¢etiri grupe:
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3.3.

Poset intervala

N

. Lanci u kojima se 1” pojavi samo na kraju (u intervalu [0,1"]). Te

lance mozemo prepoznati kao stare lance poseta I(P) koji na kraju

A

zavr§avaju sa [0, 1”]. Njihov doprinos W;(py je tacno

> wi(c)-b=TI(¥p)-b.

c-lanac u I(P)

. Lanci u I(P’) koji pocinju sa [1”,1”]. Svi takvi lanci mogu (ali ne

moraju) da sadrze element [1”,1]. Kako je [[1”,1], [0, 1]];pry & P* to
je suma tezina svih lanaca iz ove grupe

b-b- Y wtc)+b-(a—b)- > wt(c)=ba-T}.

c-lanac uP* c-lanac uP*

. Lanci koji sadrze [1”, 1] a ne sadrze [1”,1”]. Svi takvi lanci mogu (ali ne

moraju) poceti sa [1,1]. Sliéno kao i u prethodnom slu¢aju, dobijamo
da je njihov doprinos polinomu W;p jednak ab - ¥%.

. Lanci u kojima se 1” pojavi prvi put u elementu [z,1”] (za neki = €
J J

P\ {0,1}). Svaki takav lanac moze (ali i ne mora) da sadrzi [z, 1.
Kako je [0, [z, 1"]lipn = 1(0,2]p) 1 [[z,1], [0, Ulseny = [0,2]5 to je
suma tezina svih takvih lanaca

Z Z Z wt(c) - ba - wt(d)* =

xeP\{0,1} c-lanac u I([z,1]) ¢/-lanac[0,x]

= Y I(¥,g)-ba- V5. => I(¥p,) ba- ¥}

(EEP\{G,T} Up

Ako saberemo tezine svih lanaca iz sve cetiri grupe, dobijamo da formula
(3.9) vrijedi kada je u = Vp, za proizvoljan poset P. Koriste¢i lemu 3.1.3 i
linearnost preslikavanja Z mozemo zakljuciti da formula (3.9) vrijedi za svaki
ab-monom u.

]

Primjenom tvrdenja (i) iz propozicije 3.3.2 i uopstenih Dehn-Sommerville

relacija (1.5) moze se pokazati sledece tvrdenje:

PROPOZICIJA 3.3.9. Ako je P FEuler-ov poset tada je i I(P) takode

Euler-ov.
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3.3. Poset intervala

Stoga, mozemo posmatrati restrikciju preslikavanja Z na Q(c,d), i (kao u
radu [42] za proizvod poseta), pitati se kako se rac¢unaju vrijednosti operatora
7 u promjenjivim c i d.

Sledecéa teorema opisuje rekurzivne relacije za operator Z u algebri Q(c, d).

TEOREMA 3.3.10. Neka je u proizvoljan cd-monom. Tada je

I(u-c)=Z(u)-c+2d-u" + ZI(U(Q)) -d - ugy

Z(u-d) = Z(u)-d+(dc+cd)-u"+d-u” c—i—Z u(y))-d-Pyr(ufy))+d-ufy -d-u )

Dokaz. Prvu formulu lako dobijemo sabiranjem relacija (3.8) i (3.9).
Iz relacije (3.9) slijedi da je

Z(u-ab) =Z(ua)-b+ (ab+ba) -a-u*+ Y Z((ua)y)-ba- (ua)j,

ua

Kako za svaki cd-monom v vrijedi A(v-a) =v®@ 1+ vq) @ v -a to je
ZI((ua)(z)) -ba - (va)f;) = (a+b) -ba-u" + ZI (u@a) - ba - ufy).
Primjenom relacije (3.8) i koristec¢i koasocijativnost koproizvoda dobijamo:
ZI ua)(z)) - ba- (va)j) = (a+b)-ba-u" + ZI a-ba-u;)+
+ Z(ab +ba) - up) - ba - ug) + ZI(U(g)) -ab - ufy - ba - ug).

Iz prethodne relacije i iz (3.8) zaklju¢ujemo da je
Z(uab) =Z(u)-ab+ (ab+ba)-u"-b+ ZI(u(g)) -ab - gy - b+
+(ab+ba)-a-u"+(a+b)-ba-u"+ ZI(u(g)) -a-ba-ufy  (3.10)

+ Z(ab +ba) - up) - ba - uj) + ZI(U(g)) -ab - ufy - ba - uf)).
Na slican nac¢in, moze se pokazati da je

Z(u-ba) =Z(u) - ba+ (ab + ba) - u* a+ZI -ba - u() - at
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3.4. E; konstrukcija za posete

+(ab+ba)-b-u*+(a—|—b)-ab~u*—|—ZI(u(2))'b'ab~u’(k1)

+ Z(ab +ba) - ujy - ab - ug) + ZI(u(g)) -ba - ufy, - ab - uf).

Kada saberemo relacije (3.10) i (3.11), i iskoristimo formulu (3.3) za pres-

likavanje Pyr dobi¢emo drugu formulu iz ovog teorema.

Sledeca tabela pokazuje vrijednosti operatora Z u cd-monomima stepena

manjeg od pet:

u Z(u)
1 c
’ c c’+2d

c? ¢ +4dc + 2cd

d 2cd + 2dc

c? c! + 6dc? + 4cdc + 2¢*d + 4d?

cd c’d + 3cdc + 2dc? + 4d?

dc c’d + 3cdc + 2dc? + 4d?

c* | ¢® 4 8dc® + 6cdc? + 4c?de + 2¢?d + 8d?%c + 8dcd + 4cd?
dc? c’d + 3cdc? + 2c?dce + 2dc? + 6d%c + 6dcd + 4cd?
cdc 2c’dc + 4cdc? + 2dc® + 8d?c + 4dcd + 4cd?
c’d c’d + 3cdc? 4 2c?dce + 2dc? + 6d?c + 6dcd + 4cd?

d? c’dc + cdc? + 4cd? + 4dced + 4d%c

3.4

U radu [50] D. Eppstein, G. Kuperberg i G. Ziegler su definisali FE-
konstrukciju za sfere i politope. Pomocu te nove operacije, dobili su beskona¢nu
familiju 2-prostih 2-simplicijalnih 4-dimenzionalnih politopa. A. Paffenholz

FE; konstrukcija za posete

i G. Ziegler u radu [73] daju uopstenje ove operacije na posete i mreze:

DEFINICIJA 3.4.1 (Kombinatorna definicija E; konstrukcije [72]).
Neka je P graduisan poset ranga d + 1 sa funkcijom ranga r i neka je 0 <

t <d — 1. DefiniSe se novi poset E;(P) na slede¢i naéin:
Elementi skupa E;(P) su

- prazan skup )

- intervali [y,y] zay € P,r(y) =t +1

- intervali [z, z] ako je r(z) <t +1 < r(2).
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3.4. E; konstrukcija za posete

Relacija poretka na E,(P) je obrnuta inkluzija: () je maksimalan element,
a interval [0, 1] je minimalan u posetu Fy(P). Koatomi u posetu E;(P) su
intervali oblika [y, y], gdje je y € P,r(y) =t + 1.

Sledeca slika ilustruje F; konstrukciju za posete: .
i 0=1p,p)

N
(0 SR

-t+1

[y.2]

! \_ /
w [Ovi]:();;t(m

poset P poset E;(P)

Primjer 3.4.2. Ako operaciju E; primjenimo na Boole-ovu mrezu By,
(mrezu strana d-simpleksa) dobija se mreza strana politopa koji je dualan
hipersimpleksu Ay(t), tj. Ei(Bg+ 1) = L(AL(1)).

Formalno, E; konstrukcija za posete je vrlo slicna konstrukciji Bier-ovih
poseta i sfera, vidjeti u radu [37].
Osnovne osobine E; konstrukcije su opisane u slade¢oj propoziciji:

PROPOZICIJA 3.4.3 (A. Paffenholz, G. M. Ziegler, [73]). Neka je
P graduisan poset ranga d 4+ 1 sa funkcijom ranga r. Tada vrijedi:

(1) Ey je takode graduisan ranga d + 1 i vrijedi
r(z)+d+1-r(z), zab= [z, z],r(z) <t+1<r(z);

rang(®) = { 4 b=y gl rly) =t + L
d+1, 2ab=10.

(17) Intervali u posetu E(P) su oblika
- [z, 9], Ip. dler) = [2,0]p < [0, 9]p
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3.4. E; konstrukcija za posete

- [ 2], s vy = ([v, 9] 0 [y, 2]p)
- HZL‘, y]a @]Et(P) = Et_r(x)([l‘, y]P)

(1ii) Za operaciju Ey vrijede sledeée relacije:

By (P)= P, Ey(P) = P* i By(P) 2 Eyy_1(P)
(1v) f-vektor poseta Ei(P) je

fdE(P)) = fi(P) . fo(E(P) = > fi;(P)

j—i=d—k
(u gornjoj sumi jei <t <j).

Kada je P poset strana neke PL-sfere, operacije F; imaju i geometrijsku
interpretaciju (vidjeti u [72]):

Neka je S proizvoljna PL-sfera dimenzije d — 1, P(S) poset strana te sfere
i t parametar izmedu 0 i d 4+ 1. Definise se nova PL-sfera E;(S) na sledeci
nacin:

1. Neka je Sd(S) baricentricka podjela sfere S.

2. Neka je v tjeme sfere Sd(S), koje odgovara nekoj t-dimenzionalnoj
¢eliji. Sve maksimalne Celije sfere Sd(S) koje sadrze v se slijepe u novu
(d — 1)-Celiju.

3. Sve k-dimenzionalne ¢elije koje su postale suvisne poslije prethodnog
koraka se slijepe u jednu.

U [72] je pokazano da je poset strana te nove sfere izomorfan sa E(P(S5)),
tj. ova konstrukcija je ekvivalentna sa definicijom 3.4.1.

E, konstrukcija je u bliskoj vezi sa DVT-operacijom (”deep vertex trun-
cation”) za konveksne politope. Za d-dimenzionalan politop V' definise se

DVvr(vy=vn () H;,

v- tjeme V

tj. DVT (V) se dobije istovremenim odsjecanjem svih tjemena v (sa hiper-
ravnima H, ) tako da od svake ivice e ostane samo jedna tacka (u relativnom
interioru ivice e).

Ekvivalentno, moze se re¢i da je DVT(V') konveksan omota¢ tacaka p,
(jedna tacka za svaku ivicu e) postavljenih tako da za svako tjeme v, tacke p,
koje pripadaju ivicama incidentnim sa v, leze u jednoj hiperravni, odnosno

DVT(V) = conv{p, : e je ivicau V'}.
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3.4. E; konstrukcija za posete

Ako politop V' dopusta DV'T konstrukciju i ako je P njegov poset strana,
tada je £y (P) poset strana za DVT(V)* (propozicija 2.5.2 iz [72]).

Varijante DV'T" operacije su u literaturi koristile za konstrukciju pravilnih
i polupravilnih politopa ( [54], [39], str. 145-164).

Nije jasno da li za proizvoljan politop V' uopste postoji DVT(V), tj. da
li se mogu izvesti odsjecanja tjemena tako da svi uslovi iz definicije budu
ispunjeni? Za sve proste politope i sve 3-dimenzionalne politope odgovor je
potvrdan (lema 3.7 u [95]). Posebno je zanimljivo da li postoji DVT (V) za
simplicijalne politope. Ako je V' simplicijalan 4-dimenzionalan politop tada
je DVT(V) 2-prost 2-simplicijalan politop (propozicija 3.8 u [95]).

U radu [73] je pokazano da politopi Stack(n,4) dopustaju DVT kon-
strukciju, i tako je dobijena beskonac¢na familija 2-prostih 2-simplicijalnih
politopa.

Jos uvijek nije poznat primjer politopa za koji DV'T konstrukcija nije
moguca.

Kao i kod prethodno posmatranih operacija na posetima, prirodno se
postavlja pitanje:

Da li postoji niz linearnih preslikavanja & : Q(a, b) — Q(a, b) takvo da
za svaki graduisan poset P vrijedi Wp,p) = &(Vp)?

Sledec¢a propozicija daje potvrdan odgovor na to pitanje:

PROPOZICIJA 3.4.4. Za proizvoljan prirodan broj d i cjelobrojan param-
etar t izmedu 0 i d — 1 postoji linearno preslikavange & : Q(a,b) — Q(a,b)
takvo da za svaki gradwisan poset P ranga d + 1 vrijedi Vg, py = E(¥Yp).

Dokaz. Neka je C:0 = [0,1] < [z0,%0] < [z1,31] < -+ < [zp,y,] < 0 =1
proizvoljan lanac u E;(P). Kao i u teoremi 3.3.7, re¢i ¢emo da je C' asociran
sa lancem c iz poseta P ako se u multilancu

Op<a, <o < <ap<y<y<yp <<y <lp

pojave ta¢no oni elemeti iz P koji su sadrzani u ¢. Ako za lanac ¢ u posetu P
definisemo S(c) = {C-lanac u E;(P) : ¢ je asociran sa C'}, kao i u dobijamo
da je {S(c) : c-lanac u P} particija skupa svih lanaca poseta E;(P).

Ako lanci c¢i ¢ iz P imaju isti doprinos polinomu Up (tj. wt(c) = wt(c')),

tada vrijedi
D owt(C)= > wt(C).

CeS(e) Cres(d)
Na osnovu propozicije 3.2.3 trazeno preslikavanje postoji i definisano je sa

Elwt(c) = Y wt(C).

CeS(c)

66



3.4. E; konstrukcija za posete

O

Primjedba 3.4.5. Zbog jednostavnosti zapisa operatora &; izostavljamo
parametar d (jednak je stepenu monoma u kojem se racuna vrijednost oper-
atora).

Ocigledno, na osnovu tvrdenja (iii) iz propozicije 3.4.3 i iz leme 3.1.3
slijedi da za operatore &; vrijedi:

Epj-1(u) = u, E(u) = u" i & (u) = Epyj—i—1(u") (3.12)

za svaki ab-monom wu.
Sada ¢emo opisati rekurzivne relacije za operatore &;.

TEOREMA 3.4.6. Neka je u proizvoljan ab-monom. Tada, za sve vrijed-
nostit =1,2,..., |u| — 2 vrijedi:

Elu-a)=a &)+ Y u-ba-E i, (ue) (3.13)
w,|ug |[<t
Et(u-b) b- 5} Z u ab-&g_l_‘u(m(U(g)) (3.14)
w,|ur|<t

U sumama koje se pojave u gornjim formulama ucestvuju samo oni ko-
faktori koproizvoda A(u) kod kojih je stepen u(;y manji od ¢.

Dokaz. Za proizvoljan graduisan poset P uo¢imo poset P = P % Ly (ko-
risticemo iste oznake kao u teoremi 3.3.8,_T je maksimalan element, a 1 je
jedini koatom u P). Sve lance poseta E;(P) podjelimo u dvije grupe:

1. Lanci poseta F;(P) u kojima se ne pojavljuje 1. To su tacno stari lanci
iz Ey(P), koji mogu (ali ne moraju) poceti sa atomom [0, 1] iz E;(P).
Doprinos svih takvih lanaca polinomu ¥, 5 je tatno

b- Z wt(c) + (a—b) - Z wt(c) =a- Vg, p

c-lanac u E¢(P) c-lanac u E¢(P)

2. Lanci u kojima se pojavi 1. Ako je ¢ takav lanac i ako je [z, 1] najvedi
element (za neki x € P,r(z) < t+ 1) u ¢ u kojem se 1 pojavi, tada c
moze (ali ne mora) da sadrz i interval [z, 1]. Na osnovu tvrdenja (ii)
iz propozicije 3.4.3 vrijedi:

— A A

0.1, [z, Wewey = 0. 2)p . [l 1), 00y = Ererioy (. 117,

|24
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3.4. E; konstrukcija za posete

Iz relacija (1.10) i (3.3) dobijamo da je zbir tezina svih lanaca iz ove
grupe jednak:

> 2 >, wiebawt(d) =) Vo baly )=

ZEP clanac u [0,z] ¢-lanac u Ey_ (5 [@,1] zeP

= Z \IIP(I) -ba - gt—\‘I’Pm \—1(\IIP(2))
\I/p,|\11p(1>|<t

Sabirajuéi tezine svih lanaca u F;(P), dobijamo da (3.13) vrijedi kada je
u = Up (za neki graduisan poset P). Koristeéi ¢injenicu da je ab-indeks sur-
jektivno preslikavanje, dobijamo da formula (3.13) vrijedi za sve ab-monome.

Da dokzemo formulu (3.14), za proizvoljan graduisan poset P uo¢imo
poset P’ = P % B,. Koatome poseta P’ oznacimo sa 1’ i 1”7 (kao u teoremi
3.3.8). Na osnovu relacije (1.12) vrijedi:

\IJEt(P/) = gt(\lfp . (a—l— b)) = gt(q/p : a) + gt(\IjP : b)

Lanci u E;(P’) u kojima se ne pojavljuje 1” su u bijekciji sa lancima poseta
E,(P). Stoga, & (¥ p-b) je jednak zbiru tezina lanaca poseta E;(P') u kojima
se pojavljuje 1”.

Ponovo, sve takve lance mozemo podijeliti u dvije grupe:

~

1. Lanci u posetu E;(P’) koji poc¢inju sa [0, 1”]. Primjetimo da su to ta¢no
lanci poseta Ei(P) (u kojima je maksimalan element 1p zamjenjen sa
1"). Stoga je njihov doprinos polinomu Vg, pry jednak b - Wg, (p).

2. Lanci u kojima se ne pojavljuje [0,1”]. Neka je ¢ takav lanac i neka
je [,1"] (za x € P\ {0},7(z) < t+ 1) najveéi element u ¢ u kojem
se pojavljuje 1”. Primjetimo da ¢ moze (ali ne mora) sadrzavati [z, 1.
Zbir tezina svih ovakvih lanaca je:

> X > wt(c) - ab - wi(d) =

z€P clanac u [0,2] p ¢/-lanac u Et_r(z)([x,i])

- Z ‘Ilp(l) ' ba ’ Et_‘\llp(n ‘_1(\IIP(2))

\IIPa|\I]P(1) |<t
Sabiranjem tezina svih ovih lanaca, dobijamo da formula (3.14) vrijedi kada
je u = ¥p (za neki graduisan poset P). Da je (3.14) ta¢no za sve ab-monome

slijedi iz leme 3.1.3. [
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3.4. E; konstrukcija za posete

Ako je P Euler-ov poset, tada je (za sve parametre t) i poset E;(P) takode
Euler-ov (teorema 1.4. u radu [73]). U tom slucaju, rekurzivne relacije za
operatore & u algebri Q(c, d) su opisane u slede¢oj teoremi.

TEOREMA 3.4.7. Neka je u proizvoljan cd-monom. Tada, za sve t =
1,2,...,|u| — 2 vrijedi

Eu-c)=c-&u)+ Y ugy-d-Eipgy(ue) (3.15)

|u1‘<t

Takode, za svet =1,2,... |u| — 3 vrijedi

E(u-d)=d &)+ D Pyr(ug)-d-E iy (ue): (3.16)

u,lug <t

Dokaz. Formulu (3.15) dobijamo sabiranjem relacija (3.13) i (3.14).
Dalje, iz (3.13) i (3.14) dobijamo:

Et(u . ab) =b - St(u . a) + Z (1) - ab - 5t,|u<1)‘,1(U(2) . a) =

u,lul|<t

= ba - gt —l— Z b S U(1) - ba-é’t_|u(1)‘_1(u(2))+

|’LL1‘<t

+ Z u(l)-ab-a-&_w ml- 1 Z u(1 ab-u(g)-ba-&_‘u(m_l(u(g)).

u,|u <t u,|ur|<t

Sada, iz koasocijativnosti koproizvoda, relacije (3.3) i propozicije 3.1.2
slijedi da je
Et(u : ab) = ba- St(u) + Z PyT(U(l)) -ba - 5t—|u(1>|—1(u(2)) (317)
u,|u<1)|<t

Na slican nacin, moze se pokazati da je

E(u-ba) =ab-&(u)+ Y Pyr(ug)-ab- &, -1(ue)  (3.18)
uu(yy <t

Formula (3.16) se dobije sabiranjem relacija (3.17) i (3.18). O

Primjetimo da formula (3.16) ne vrijedi za t = |u| —2. Na osnovu relacija
(3.12), dobijamo da je Ey—o(u - d) = & (d - u*), sto kompletira rekurzivne
relacije za operatore & unutar algebre Q(c, d).
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4. FE; konstrukcija za posete

Na kraju dajemo tabelu vrijedosti operatora & na cd-monomima stepena

manjeg od Sest.

c? ¢ | cd+2c|
cd dc cd + dc cd
dc cd cd + dc dc
| u | Eo(u) | Ei(u) ‘ Es(u) | E5(u) |
ct ¢t | c*+2cdc+2dc? | c* +2cdc +2dc? | ¢t
c’d | dc? 2cdc + dc? cdc + dc? + c2d c’d
cdc | cdc | c?d+cdc+2d? | ¢’d +cdc+2d? | cdc
dc? | c®d | cdc+dc?+c3d 2cdc + dc? dc?
d? d? cdc + d? cdc + d? d?
N 0 | B
c¢® | c®+2c?’dc + 2cdc? + 2dc? c® + 2c’dc + 4cdc? + 2dc? + 4d?%c
c3d 2cdc? + dc? + 2d%c 2c?dc + 2cdc? + dc? + 2d?%c
c’dc 2¢c?dc + cdc? + 2d%c c3d + c?dc + cdc? + 2d%c + 2dced + 2cd?
cdc? | ¢d + c’dc + 2ded + 2¢d? | c3d + c?dc + cdc? + 2d?c + 2ded + 2cd?
dc® | c3d + c?dc + cdc? +dc? 2c’dc + 2cdc? + dc? + 2d%c
cd? d?c + dcd + 2cd? c’dc + d?c + ded + 2¢d
dcd cdc? + d?c + ded c’dc + cdc? + 2d%c
d?c c’dc + d?c + cd? c’dc + d%c + decd + 2¢3d
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Glava 4

cd-indeks nekih klasa politopa i
poseta

4.1 Simplicijalni politopi i poseti

Flag f-vektor nekog simplicijalnog poseta P se lako odreduje iz f-vektora
tog poseta. Za simplicijalan poset P rangan+ 11 S = {s1,59,...,8:} C [n]
vrijedi:

fisnsarmsi} (P) = ( oK ) Fo1(P). (4.1)

81,82 — S1,..., 8k — Sk-1

Stoga, najprostiji flag f-vektor medu politopima imaju simplicijalni politopi.
Kako za h-vektore simplicijalnih Euler-ovih poseta vrijede Dehn-Sommerville
relacije h; = h,_;, to je dimenzija podprostora R?" generisanog sa flag f-

vektorima simplicijalnih Eulerovih poseta ranga n + 1 ta¢no [%].

2
Medutim, i za najprostiji simplicijalan Euler-ov poset (Boole-ovu mrezu
B,), racunanje cd-indeksa je dosta komplikovano. M. Purtill je u radu [77],
koristeci leksikografsko oznacavanje poseta, dokazao nenegativnost koeficije-
nata u polinomima ®5, i ®¢,. To je ucinio pokazavsi da je cd-indeks 4,
(odnosno @, ) isto sto i ranije poznat nekomutativni André polinom (za C,
”signed” André polinom), asociran odredenoj klasi permutacija. Vise de-
talja o tome se moze naci u radu [57]. Tako su koeficijenti cd-polinoma ®a,,
dobili kombinatornu interpretaciju kao broj André permutacija koje imaju
"padove” na zadanim pozicijama i to je prvi rezultat koji daje kombinatornu
interpretaciju za koeficijente cd-indeksa nekog politopa uopste.

Rezultati slicnog tipa dobijeni su i u radovima [43] i [48]. Opisani su
cd-indeksi simpleksa, kocke, te simplicijalnih i kubi¢nih poseta. Takode, cd-

71



4.1.  Simplicijalni politopi i poseti

indeks Boole-ove mreze se posmatra i u radu [67], gdje se (izmedu ostalog)
uporeduju koeficijenti polinoma ®5_po velicini.

R. Stanley je u radu [84] pokazao kako se cd-indeks simplicijalnog poseta
moze izraziti kao linearna kombinacija odredenih cd-polinoma.

Zasven € Nisvei=0,1,--- ,n— 1 neka je A simplicijalan (n — 1)-
disk, dobijen kao unija ¢ 4+ 1 proizvoljnih maksimalnih strana simpleksa A,,.
Semisuspenzijom tog diska donije se CW-sfera (A?")'.

Sada se definisu homogeni cd-polinomi V}" stepena n sa

\Ifg = (I)(Ag)’ = (I)An—1 - C, \Ifzn = @(A?)/ — (I)(Azil)/ za 1 = 1,2, = 1. (42)

U radu [48] je pokazano da se rekurzivne relacije za cd-polinome W? mogu
opisati pomocu derivacije G-
za sve 0 < i < n vrijedi G(U7) = U2} (4.3)
Time je pokazano da su svi koeficijenti polinoma U} nenegativni, ¢ime je
pozitivno odgovoreno na hipotezu R. Stanley-a (hipoteza u [84]).

Takode, u radu [48] se daje i kombinatorna interpretacija koeficijenata u cd-
polinomima W7,

Neka je €2 neka ssloziva simplicijalna n-sfera, i neka je F, Fy, ..., F}; neki

seling za Q. U radu [84] je pokazano da tada vrijedi:
(I)(Flquu-~-uF,-+1)' = q)(Flquun-uFi)’ + ‘Ij?ype(piﬂ)-

Drugim rije¢ima, ako 2 ”sastavljamo” stranu po stranu, promjena cd-
indeksa pri dodavanju nove strane je ista kao kada u Selingu n-simpleksa
dodamo stranu odgovarajuceg tipa. Stoga, cd-indeks sfere ) zavisi samo
od njenog h-vektora. Kako flag f-vektori simplicijalnih n-politopa (koji jesu
slozivi) generigu isti podprostor u R*" kao i flag f-vektori svih simplicijalnih
Euler-ovih poseta ranga n, to vrijedi sledeca teorema:

TEOREMA 4.1.1 (R. Stanley,[84]). Neka je P simplicijalan Fuler-ov
poset ranga n+ 1, i neka je h(P) = (hg, h1, ..., h,) njegov h-vektor. Tada je

n—1
Op(c,d) = hUp. (4.4)
=0

Sa F* oznacimo podprostor od Q(c, d) generisan cd-indeksima simplici-
jalnih Euler-ovih poseta. Sada ¢emo uociti neke baze u F*.
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4.1.  Simplicijalni politopi i poseti

Zasvei=0,1,...,|5] definiSemo cd-polinome @7 sa

o7 = nz v, (4.5)
Jj=t

Formalno, mozemo smatrati da je ¥ = 0. Tada vrijedi

POSLJEDICA 4.1.2. Neka je P simplicijalan Euler-ov poset ranga n+ 1,
i neka je g(P) = (9o, 91, -, g|z)) njegov g-vektor. Tada je

n—1 [5]
Op(c,d) = mUp=> g (4.6)
=0 =0

Ekvivalentno je re¢i da polinomi @} ¢ine bazu za F°.

Za polinome ®7 mozemo naci interpretaciju slicnu onoj za cd-polinome
U? u relaciji (4.2). Na osnovu posledice 2.1.3 i relacije (4.6), dobijamo da
vrijedi:

B = B, , O = O — Opn zai=1,2,..., L%J.
Primjetimo da su i ed-polinomi Wy, U7 + W7 . ..., ‘Iﬂfﬂj + \I/Z_ng takode
2 2
jedna baza u F*°. Evo nekoliko vrijednosti za polinome W7 i ®F:
n=1: Ul=c Pl =c
n=2: U2=c? P2 =c?+d
U2 =d P2 =d
n=3: ¥j=c*+dc P35 = ¢ + 2cd + 2dc
U3 =cd + dc d? = 2cd + dc
U8 =cd
n=4: Ui =c*"+2cdc+ 2dc? ¢ = ¢* 4 3¢’ d + 5edc + 3dc? + 4d?
Ul = c?d + 2cdc + dc? +d? &} = 3¢*d + 3ede + de? + 4d?
U3 = c*d + cdc + 2d? ®3 = c*d + cdc + 2d?
Ui =cid +d?
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4.1.  Simplicijalni politopi i poseti

n=>5: U =c’+3c’dc + 5cdc? + 3dc® + 4d’%c
U? = ¢*d + 3c?dc + 3cdc? + de? + 4d%c + 2ded + 2¢d?
U3 = c3d + 2c?dc + cdc? + 4ed? + 3ded + 3d%c
U3 = c¢3d + c?*de + 4ed? + 3ded + dc
0% = c¢3d + 2dcd + 2cd?

®5 = ¢® + 4c*d + 9c*’dce + 9cdc? + 4dc® + 12¢d? + 10ded + 12d%c
7 = 4c¢*d + 6¢?de + 4edc? 4 de? + 12ed? + 10ded + 8d%c
@5 = 2¢3d + 3c*de + edc? + 8cd? + 6ded + 4d%c

Sada uo¢imo podprostor algebre Q(c, d) generisan sa cd-indeksima kvazisim-
plicijalnih Euler-ovih poseta i oznacimo ga sa F9°. Na osnovu posledice 1.3.4,
znamo da je dimenzija F?° jednaka n. Pokaza¢emo da cd-polinomi ¥ ¢ine
jednu bazu za F%°.

PROPOZICIJA 4.1.3. Neka je P kvazi-simplicijalan Fuler-ov poset ranga
n+ 1, i neka je h(P) = (ho, ha, ..., h,) njegov h-vektor. Tada je

n—1
Op(c,d) =Y T (4.7)
=0

Dokaz. Primjetimo da su poseti strana C'W-sfera (A7)’ kvazisimplicijalni.
Lako se vidi da je
i+1

——
WA = (T, 1,....1,0,...,0,1)

zasvei=0,1,...,n—1. Zato su f-vektori (a stoga i flag f-vektori) tih sfera
linearno nezavisni, te cd-indeksi tih sfera ¢ine bazu za F9°.

Tvrdenje teorme je tac¢no za sfere (A)’, jer osnovu definicije polinoma
U? (relacija (4.2)) vrijedi:

Pany = Vg + U7 + - + U

Kako cd-polinomi ®xny Cine bazu za F9, to je tvrdenje teoreme tacno
za proizvoljan kvazisimplicijalan poset. ]

Primjer 4.1.4. Iz relacija (4.7), (4.3) i (2.8) dobijamo rekurzivne relacije za
cd-indeks politopa A’ (k):

n
Pa;_y 0 = Doy, e-n) + ( _ 1) G (@a, ) + G (@ay ).

k
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Neka je A*® podprostor algebre Q(a, b) generisan sa ab-indeksima proizvo-
ljnih simplicijalnih poseta. Iz relacije (4.1) slijedi da je dimenzija linearnog
podprostora A° koji je generisan sa ab-indeksima simplicijalnih poseta ranga
n + 1 jednaka n. Sada ¢emo opisati bazu za A°. Za sve n € N i sve i =
0,1,...,n neka je P! poset strana simplicijalnog kompleksa A} kojem je
dodan maksimalan element, tj.

P =F(AN)U{ipe}. (4.8)
Kako se A7 dobije kao piramida nad A? to za posete P! vrijedi:
Pt = Pyr(P1)\ {(1p,0)}. (4.9)

DEFINICIJA 4.1.5. Zasven € Ni0 < ¢ < n definiSemo ab-polinome X
sa

Xy =Vp, ,-a, azai=1,2,...,nnekaje X;' = Upn — Upn .
U sledecoj tabeli se nalazi nekoliko pocetnih vrijednosti za polinome X/
X)=1 Xl=a X?=a’+ba X;=a®+2aba+2ba’+b’a
X! =b X?=ab+ba X} =bab+ba®+ 2aba+ b%a+a’b
X2 =ab+b? X3J=2bab+ ab’+ aba+ b%a +a’b
X3 = 2bab + b? + 2ab’® + a’b
Iz definicije poseta P i formule (1.12) slijedi da je za sve n € Ny

XGLI‘IJBn'a,XZI\I/Bn‘b. (410)

Koristeéi iste argumente kao i u teoremi 4.1.1 i propoziciji 4.1.3 mozemo
pokazati da vrijedi

PROPOZICIJA 4.1.6. Neka je P proizvoljan simplicijalan graduisan poset
ranga n + 1, éiji je h-vektor h(P) = (ho, h1, ..., h,). Tada je

n—1
Op=> hX] (4.11)
=0

Iz relacije (4.10) i prethodne propozicije slijedi

n—1 n—1
Xg=> Xp'a, Xp=> X'"b (4.12)
=0 =0
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PROPOZICIJA 4.1.7. Za sve n > i > 0, polinomi X' zadovoljavaju
sledece relacije

(i) XM =G(XM) + X! -a
(i) X7 — X7 =X (b—a)
(iii) X' =G(X) + X! b
(i) Xi' = w(X;)
(v) X'+ X, =0+ ¥,
Dokaz. (i) Iz relacije (4.9), teoreme 3.1.6 i formule (1.10) slijedi
Upnir = G(Upn) + Vpn-(a+b) = Upn - b=G(Upn) + Upn - a
Stoga, za sve ¢ > 0 dobijamo da je
X = Upnin—Vpns = G(Upp)+ W pp-a—G(Vpp )—Tpr -a= G(X])+X]"a.
Takode, iz relacije (4.10) i teoreme 3.1.6 slijedi da je
GX))+XJa=G(Upg, ,-a)+V¥p ,-a>=G(Up, )atVp  batly  -a®=

= (G(¥p, )+ Vg, ,-(a+b))-a=Pyr(Vp, ) -a= X5t

(77) Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po n. Pretpostavimo da formula
(17) vrijedi za sve polinome stepena manjeg od n+1. Ako je i < n, iz relacije
(1) slijedi

X =X =G, - X)) + (X — XT) - a

a na osnovu induktivne pretpostavke dobijamo

XMl - XM =GX - (b—a)+ X' (b—a)-a. (4.13)
Dalje, dobijamo da je

GX™ - (b—a)) = G(X;™") - (b—a) + X/~ - (ab — ba),

odnosno, na osnovu formule (i) vrijedi
GX''-(b—a)=X"-(b—a)—X""'-ab—a)+ X" (ab—ba).

Kada prethodni izraz uvrstimo u (4.13) dobijamo

XM =X = X (b—a)+ X" ((b—a)-a+(ab—ba)—a(b—a)) = X/"(b—a).

(2
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Slucaj kada je i = n posmatramo odvojeno. Na osnovu relacije (4.10) i
tvrdenja (i) iz teoreme dobijamo

Xnn—Xn = \Ian'b—G(\Ian_l'b>—\I/Bn,1'ba = \IIBn-b—G(\Ian_l)-b—\Ian,l-(ab—i—ba).

n—1 "
Na osnovu teoreme 3.1.6 i relacije (4.10) dobijamo
X=X =¥, -b—Pyr(¥p, 1) -b+ Vg _1(b>—ba)=X,"|(b—a)

te formula (i7) vrijedi i za ¢ = n.
(791) Na osnovu formula (i) i (i7), za sve i < n vrijedi

XI = G(XG) + Xfyy e = G+ X0 (b— ) + X0}, a
Ako ponovo primjenimo relaciju (i) dobijamo da je

XM =G(X)+ X (b—a)— X" "-a(b—a)+ X '-(ab—ba)+ X, -a=
=GX")+ X" b+ (X, —X]")-a+ X" (a—Db)a.

pa tvrdenje (7ii) slijedi na osnovu (ii). Za i = n tvrdenje (iit) slijedi iz
relacije (4.10).

(iv) Ponovo koristimo indukciju po n. Pretpostavimo da (v) vrijedi za sve
prirodne brojeve manje od n. Na osnovu tvrdenja (i) i induktive pretpostavke
dobijamo

WX =0(GXP Y+ XM a) =o(G(X) + XL - b

n—i—1"

Iz induktivne pretpostavke, formule (ii) i ¢injenice da je © o G = G o W
dobijamo da je
W(X7) = G(X3T) + XoTi, b= X,

n—i—1

(v) Iz tvrdenja (ii) propozicije 2.1.2 i formule (1.10) slijedi da je W(yny =
Upn + Wpn-1 - b. Sada, iz definicije polinoma W dobijamo da je

\11:7 — in + (\IjTerfl - \IIT7L7711) . b

Formula (iv) se lako dobije iz propozicije 4.1.3 i posljedice 2.1.3.
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4.2.  Zonotopi i orijentisani matroidi

4.2  Zonotopi i orijentisani matroidi

Zonotopi su politopi koji se mogu dobiti kao projekcije kocke. Neka je
X neka d x n matrica ¢&ije su kolone vektori zi,xs,...,z, u R%  Ako je
C, = [—1,1]" standardna n kocka, zonotop Z(X) asociran matrici X je

Z(X):X(C’”):{X-U:UGC"}:{i)\ixi -1 <\ <1}

i=1
Ekvivalentno, zonotop Z(X) je suma intervala
Z(X) = [~z 21 + [—22, 20 + ...+ [—20, 2]

Zonotopi su u bliskoj vezi sa aranzmanima hiperravni. Naime, ako je A(X) =
{H;:i=1,2,...,n} aranzman hiperravni (gdje je H; = {v € R% : z;-v = 0}),
i ako je R(A(X)) mreza regiona (¢elija na koje A podijeli ambijentni prostor),
tada je R(A(X)) = L(Z(X))*. Stoga su zonotopi Z; = X(C,) i Zy =Y (C,)
su kombinatorno ekvivalentni ako i samo ako matrice X i Y definiSu isti
orijentisani matroid (posljedica 2.2.3 u [33]).

Standardna referenca za aranzmane hiperravni je [76] (vidjeti i [28]).

Primjer 4.2.1. Zonotop koji odgovara koordinatnom aranzmanu

Kpzi=0zai=1,2,...,n

je n-kocka. Zonotopi asocirani ”braid” aranzmanima

Apyxi=wjzal<i<j<niB,z;=2z;;1r,=0za1<i<j<n
su permutoedar i ”"signed” permutoedar, tj.
Ra, , = L(IT%_,) odnosno Rp, = L(IT*).

U radu [16] je dokazano da flag f-vektori zonotopa generisu isti podpros-
tor kao i flag f-vektori svih politopa. Kao zanimljiv otvoren problem u radu
[17] je postavljeno sledece
Pitanje: Naci prirodnu bazu politopa sastavljenu od zonotopa, tj. naéi ¢,
(Fibonacci-jev broj) zonotopa dimenzije n ¢iji su flag f-vektori afino nezav-
isni.

Orijentisani matroidi su prirodno uopstenje zonotopa (vidjeti u [33]).
U radu [16] je pokazano kako se cd-indeks mreze kovektora orijentisanog
matroida rac¢una iz poseta ravni ("flats”) odgovarajuéeg obiénog matroida.
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Definise se linearno preslikavanje w : Z{(a, b) — Z(c, d) na slede¢i nacin:

u svakoj ab-rijeci par ab se zamijeni sa 2d, a sve ostale promjenjive a ili
b sa c.
Sada se moze pokazati da vrijedi:

TEOREMA 4.2.2 (L. Billera, R. Ehrenborg, M. Readdy, [16]). Neka

je M orijentisan matroid, T mreza kovektora u M, a L mreza ravni. Tada

Jje
®r(c,d) = w(a- W)

Ako je M realizabilan orijentisan matroid, asociran nekom aranzmanu A,
tada je T mreza regiona R4 tog aranzmana, a L je poset presjeka hiperravni
aranzmana A.

Primjer 4.2.3. Neka je A aranZman hiperravni u R3:

A.Z',L::i:l’], Z&1§Z<j§3

Poset L4 je ranga tri, ima Sest atoma (ravni) i sedam koatoma (prostorne
dijagonale i prave kroz centre naspramnih strana 3-kocke). Kako je ab-indeks
poseta presjeka ovog aranzmana V(L ,4) = a® + 5ba + 6ab + 6b?, to je na
osnovu tvrdenja teoreme 4.2.2 cd-indeks mreze regiona

Qp, =w(a ¥, ,)" =w(aaa+ Saba + 6aab + 6abb)* =
= (c® +10dc + 12¢cd + 12dc)* = ¢* + 12dc + 22cd.
Direktna posledica teorema 4.2.2 je

POSLJEDICA 4.2.4 (L. Billera, R. Ehrenborg, M. Readdy, [17]).
Za proizvoljan zonotop Z wvrijedi ®; € Z{c,2d), tj. cd-indeks zonotopa je
moguce zapisati u promjenjivim c i 2d.

Koristedi teoremu 4.2.2 i pogodno odabrano F L-oznacavanje poseta pres-
jeka za Dowling-ove aranzmane, R. Ehrenborg i M. Readdy su u radu [47]
pokazali da cd-indeksi permutoeadra II,, (odnosno ”signed” permutoedara
[1£) zadovoljavaju izvjesne rekurzivne relacije u kojima se pojave tezinske
derivacije.

DEFINICIJA 4.2.5. Neka je V proizvoljna graduisana algebra. Lijeva
tezinska derivacija D na algebri V' je funkcija D : V XN — V za koju vrijedi:

D(a-u+f-v,n)=a-D(u,n)+ - D(v,n)
D(1,n) =0
D(u-v,n) = D(u,n)-v+u-D(v,|ul +n)

Ovdje su «a i 8 proizvoljni skalari, u,v € V' a |u| je stepen w.
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4.2.  Zonotopi i orijentisani matroidi

U radu [47] su posmatrane lijeve tezinske derivacije W}, na algebri Q(c, d).
Derivacije W), se definisu na generatorima te algebre sa:

Wi(c,n) = (1+kn)-2d ; Wi(d,n) = (1+kn)-dc+(1+k(n+1))-cd. (4.14)

Jos se zahtijeva da derivacije W}, imaju svojstva iz definicije 4.2.5. Primjetimo
da je Wy obi¢na derivacija D, definisana u relaciji (3.4). Pokazano je da
vrijedi sledec¢a teorema:

TEOREMA 4.2.6 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [47]). Neka je R,

mreza regiona Dowling-ove mreZe H, . Tada, za k = 1,2 vrijedi

CI)R =cC- (I)Rn,k + Wk((I)Rn,ka 1) (415)

n+1,k

Za k = 1,2 mreze R, su tatno mreze regiona A, i B,. Stoga su (vidjeti
primjer 4.2.1) sa formulom (4.15) opisane i rekurzivne relacije za @, 1 ®pp=.
Mreza R, je izomorfna sa mrezom strana koordinatnog aranzmana, a odgo-
varajuéi zonotop je n-kocka. Formula (4.15) je u tom slucaju ekvivalentna
sa (3.6).

Sada ¢emo progsiriti definiciju tezinskih derivacija W}, na algebru Q(a, b). Na
generatorima, za sve k € Ny definiSemo da je:

Wi(a,n) = Wi(b,n) = (1 + kn)(ab + ba), Wi(1,n) = 0.

Koristimo istu notaciju, jer se lako provjerava da se restrikcija maloprije
definisanih derivacija na algebri Q(c,d) podudara sa onom u formuli (4.14).
Neka je Wy : Q(a,b) — Q(a, b) linearno preslikavanje definisano sa

Wi(u) = (a+b) - u+ Wi(u).
Primjetimo da se formula (4.15) moze zapisati kao

(I)R :Wk((I)Rnk) zak:1,2.

n+1,k
Sledec¢a teorema opisuje restrikciju preslikavanja W, na podprostor A°.

TEOREMA 4.2.7. Za sve n > 1 > 0 vrijedi:
Wi(XP) = (L+ ki) - X+ (1 + k(n — i) X5 (4.16)

Dokaz. Taénost formule (4.16), a time i tvrdenje iz teoreme, pokaza¢emo (za
sve k € Ny) indukcijom po n i 4. Primjetimo da je

Wi(X)) =Wi(1) =a+b= X + X;.
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4.2.  Zonotopi i orijentisani matroidi

Takode, lako se dobija
Wi(Xy) = Wi(a) =a* + ba+ (1+k)(ab + ba) = X§ + (1+ k) X7
Wi(X]) = Wi(b) = ab +b* + (1 + k)(ab + ba) = (1 + k) X7 + X3.

Pretpostavimo da formula (4.16) za sve ab-polinome stepena manjeg od n.
Iz definicije polinoma X" i induktivne pretpostavke slijedi:

Wie(X3) =We(Xg '+ X7+ 4+ X)) -a) =

n—1 n—1
= (Xg+@2+kn)> X'+ X)) -a+ (1+kn) ) X' (ab+ ba).
=1 =0

Kako je Xt = (X 4+ X'+ --- + X) - a, da bi pokazali da formula (4.16)
vrijedi za X treba da se uvjeriti da je

n—1 n—1
Y XP-a+) Xp'(ab+ba) = X7t
=1 =0

Na osnovu tvrdenja (i) iz propozicije 4.1.7 znamo da je

n—1 n—1
D_Xa= Xt —Xja-Xiai ) X[ (ab+ba) = Xf b+ X[ a,
i=1 =0

pa dokaz formule za X[ slijedi iz tvrdenja (i7) iz propozicije 4.1.7.

Pretpostavimo da (4.16) vrijedi za sve polinome X7* stepena stepena
manjeg od n i za sve X7 kada je 0 < j <.

Pokaza¢emo da tada vrijedi i za X*. Iz tvrdenja (ii) propozicije 4.1.7,
induktivne pretpostavke i ¢injenice da je Wy(a,n) = Wi (b, n) dobijamo

W(XE) = W(XT + X5 (b — ) = Wi(XT) + Wi(XP,) - (b —a) =
=(1+k@i—1)XMM + (1 +Ek(n—i+1)XH+
+((1 kG = 1))X", + (1+ E(n — @'))XZ."> (b—a).
Sada se formula (4.16) dobije primjenom tvrdenja (ii) iz propozicije 4.1.7. [

Na osnovu tvrdenja (v) iz propozicije 4.1.7 dobijamo i formule za restrik-
ciju preslikavanja W na prostoru F°.

POSLJEDICA 4.2.8. Za sve n > 1 > 0 vrijedi
Wi (W7 + W7 ) = (14 ki) - (U7 00 )+ (14 k(n —1)) - (U + 0050,
odnosno

Wi(®F) = (1 + ki) - @I + (14 k(n —i+ 1)) - O (4.17)
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4.3. Tezinske derivacije i baricentricka podjela

4.3 Tezinske derivacije i baricentricka pod-
jela

Razmatranja u ovom poglavlju su motivisana ¢injenicom da su politopi
IT* i [IX* kombinatorno ekvivalentni sa baricentrickom podjelom n-simpleksa
A, i n-kocke C,, (vidjeti u radu [23]).

DEFINICIJA 4.3.1. Neka je P proizvoljan graduisan poset. Baricentricka
podjela Sd(P) poseta P se moze definisati kao poset strana kompleksa
A(P\{0,1}), kojem se doda maksimalan element 1. Formalno

Sd(P) = c(P\{0,1})) U{T},

tj. Sd(P) je skup svih lanacau P\{0, 1} (sa novim maksimalnim elementom),
a relacija poretka je inkluzija.

Ako je P\ {1} poset strana neke C'W-sfere X tada je Sd(P) poset strana
baricentricke podjele Sd(X). Moze se pokazati da vrijedi (vidjeti u radu [86],
bez dokaza):

TEOREMA 4.3.2. Neka je P Euler-ov poset ranga n+1. Tada je 1 Sd(P)
takode Fuler-ov ranga n + 1.

Flag f-vektor (odnosno flag h-vektor) poseta P se moze interpretirati
kao "profinjenje” f-vektora (h-vektora) poseta Sd(P). Naime, u radu [8] je
pokazano da vrijedi:

f(SdP) = > fs(P), hi(SdP) Zhg (4.18)

|S|=i+1 |S|=1

Koriste¢i ab-indeks (odnosno, u slu¢aju Euler-ovih poseta, cd-indeks) poseta
P, prethodne relacije mozemo zapisati kao

h(Sd(P),x) = Up(l,z) = ®p(1 + x,2x). (4.19)

DEFINICIJA 4.3.3. Zasve k € Ny i proizvoljan graduisan poset P definiSemo

novi poset X (P) sa:
Ek(P) = {(SL’,Z) cxeP \ {Op, ip},o < 1 < k} U {02, ig} U {(ip,O)} U {QZ}

(Op, k), za paran k;

die ie o — 0
gaje ez { (1p, k), za neparan k.

Relacija poretka na skupu 3 (P) se definise sa:

. . r<y,i=7, odnosno ;
<
(9072)_(%])‘:){ r<wy,i=7j=+1, jjeneparan.
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4.3. Tezinske derivacije i baricentricka podjela

Na sledecoj slici su Hasse-ovi dijagrami poseta 3y(Bs) 1 2X3(Bs):

Primjer 4.3.4. Za proizvoljan poset P vrijedi:
Yo(P) = Px By, ¥4 (P) = Pyr(P),Xs(P) = Prism(P).
Poseti ¥ imaju slede¢u geometrijsku interpretaciju:

Primjedba 4.3.5. Neka je X neka C'W-sfera i neka je P poset strana te
sfere. Za k € N definiSemo niz sfera S;(X) induktivno na sledeéi nacin:

S1(X) = Pyr(X), S2(X) = Prism(X),

dok sferu Si.o dobijemo tako sto na sferu Sy zalijepimo Prism(X) po za-
jednickoj strani X. Lako se moze provjeriti da je ¥x(P) poset strana sfere

().

TEOREMA 4.3.6. Neka je P Fuler-ov poset ranga n 1 neka je k € Nj.
Tada je poset Xy (P) FEuler-ov ranga n + 1.

Dokaz. Neka je r funkcija ranga na posetu P. Ocigledno, za sve x € P\{O, i}
vrijedi r(x,i) = r(x) (za parno ), odnosno r(z,i) = r(x + 1) (za neparno ).
Stoga je poset X (P) ranga n + 1.

Na osnovu definicije poseta ¥ (P), svi intervali u tom posetu (osim cijelog
poseta 3 (P)) su izomorfni sa intervalima u P ili sa piramidama (prizmama)
nad intervalima u P. Kako je P Euler-ov (pa i intervali u P), u takvim
intervalima 3 (P) vrijedi Euler-Poincaré-ova formula. 1z definicije 4.3.3 lako
racunamo f-vektor poseta X (P). Za neparan k = 2m — 1 vrijedi:

m - (fi(P) + fi-a(P)), za 0 <i<m
14+m- foa(P), za i = n.
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4.3. Tezinske derivacije i baricentricka podjela

Sada je

n

D (D iE(P) = 14 (-1)"

i=0
pa mozemo zakljuciti da u intervalu [Ox, 1x] vrijedi Euler-ova formula. Na
isti nacin se pokaze da je ¥ (P) Euler-ov i za paran k. O

DEFINICIJA 4.3.7. Za sve k € N definisimo derivacije Fy na Q(a,b). Za

paran k = 2m vrijednosti F} na generatorima su:
Fr(a) =m - (ba+ ab), F.(b) = m - (ab + ba).
Za neparno k = 2m + 1 neka je
Fr(a) = (m+1)-ba+m-ab, Fy(b) =(m+1)-ab+m - ba.
Formalno, smatramo da je Fjy = 0.

Lako je primjetiti da je F, = G + G 4+ G + --- + Gy, gdje je Gy = G
(za neparan k) ili Gy = G’ (za paran k). Stoga su derivacije F}, zatvorene u
podalgebri Q(a, b) generisanoj sa promjenjivim c i d.

PROPOZICIJA 4.3.8. Za proizvoljan graduisan poset P i k € Ny vrijedi:
\Ilgk(P) = \pr . (a—l— b) + Fk(\I’p)

Dokaz. Primjetimo da se za k = 0,1,2 dobijaju tacno formule (1.13) i
tvrdenja iz teoreme (3.1.6).

Pokazimo da je operacija P +— Y(P) jako simetri¢na. Neka je P proizvol-
jan poset ranga n i neka je

COE =< [l'o,io] < [l’l,il] < - < [1}7«,1,2},1} < iz

lanac u posetu X (P). Redi ¢emo da je C' asociran sa nekim ¢ € C(P) ako se
u multilancu
Op<zo<mp<--- <z <1p. (4.20)

pojavljuju svi elementi iz ¢ (i samo oni).

Ako je S(c) = {C lanac u Xx(P) : c je asociran saC'}, tada je {S(c) :
c- lanac u P} particija skupa svih lanaca u ¥ (P) koja zadovoljava uslove iz
definicije 3.2.2.

Dalje, ako je A : £(P) — A neko R-oznacavanje poseta P mozemo defin-
isati A : £(Xk(P)) — AU {—o0, +oo} sa

_ )\(Z'Ky), za i =j;
A(z,4) < (y,7)) =< o0, za i = j + 1 j-neparan;
—0Q, za it = j — 1 j-paran,
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4.3. Tezinske derivacije i baricentricka podjela

— A ~

MOx < (x,1)) = M0p < z) za parne i , A((z,i) < 1y) = A(z < 1p) za neparne i

AM0x < (0p, k) = 400 za neparan k,
M(1p,0) < 1g) = +o0, \((1p, k) < 1) = —00 za paran k.
Nije tesko provjeriti da je A jedno R-oznacavanje poseta ¥ (P), pa operacija
P +— Yi(P) 7¢uva” R-oznacavanje.

Za maksimalan lanac ¢i0 < x; < --- < Tpo1 < 1u posetu P neka
je AM(c) = (A, A2, -+, A\,) oznaka za ¢ u R-oznacavanju A i neka je u(c) =
Uy+Us - - - Up—1 polinom "pada” za c. Ako definisemo A(c) = S(c)NM(Zk(P)),
tada je {A(c) : ¢ € M(P)} particija za M(X(P)). Sada ¢emo pokazati da
je

> u(C) =ulc) - (a+b)+ Fi(u(c)) (4.21)
Uoc¢imo lance
C:0 < (21,0) < (29,0) < --- < (2,1,0) < (1p,0) < 1

C"0 < (21, k) < (z2,k) < -+ < (Tp_1,k) < (1p, k) < 1 (za paran k)

odnosno
C"0 < (0p, k) < (z1,k) < (22,k) < --- < (zn_1,k) < 1 (za neparan k).
Iz definicije oznacavanja A slijedi da je
w(C)+u(C") = u(c)-a+u(c) b ili u(C)+u(C') = ulc)-a+b-u(c) (4.22)

(u zavisnosti od toga da li je k paran ili neparan.)
Zaparant < k—1ir=1,2,--- ,n — 1 uoc¢imo lance

~

Ci0 < (11,7) < (z9,1) < -+ < (2p,0) < (2,0 +1) < -+ < (Tp_p,i+1) <1

C0 < (21,0 +2) < (29,0 4+2) < -+ < (2,0 +2) < (2,0 +1) < --- <
(Zn_1,i+ 1) < 1. Za monome pada tih lanaca (u R-oznacavanju \) vrijedi
u(C)+u(C") =uy -+ u,—q-(ab+ba) - u.yq - u,_1. Tako je zbir doprinosa
svih takvih lanaca jednak

LEJ (G(u(c)) + G'(u(c))). (4.23)

Ako je k paran formula (4.21) se dobije sabiranjem (4.22) i (4.23).
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4.3. Tezinske derivacije i baricentricka podjela

_ Zaneparan k, jos treba izracunati doprinos lanaca oblika A
0<(z1,k—1) < (20, k—1) < -+ < (2, k—1) < (2, k) <+ < (xp_1,k) < L.
Monom pada takvog lanca je

ul...uril.ab.uT+1...un71’

pa se formula (4.21) dobije sabiranjem (4.22), (4.23)i primjenom propozicije
3.1.5.

Stoga, propozicija vrijedi za posete koji dopustaju R-oznacavanje. Na
osnovu primjedbe 3.2.5 slijedi da tvrdenje vrijedi i za proizvoljan graduisan
poset P.

O

Na osnovu teoreme 4.3.6 i ¢injenice da su derivacije Fj zatvorene na
Q(c,d), za proizvoljan Euler-ov poset P ranga n + 1 vrijedi:

q)zk(P) :q)p'C+Fk(CI)p). (424)

Sledeca teorema pokazuje da se pomocu tezinskih derivacija W moze
opisati veza izmedu cd-indeksa poseta Sd(P) i Sd(3x(P)).

TEOREMA 4.3.9. Neka je P proizvoljan graduisan poset i neka je k € N.
Tada je

Usasep) = We(¥sapy) = (@+Db) - Up + Wi(Tsqp))-

Dokaz. Kako su poseti Sd(P) i Sd(X,(P)) simplicijalni, cd-indeksi tih poseta
su (na osnovu propozicije 4.1.6) odredeni sa h-vektorima tih poseta. Neka je
h(Sd(P)) = (ho, h1, ..., hy) h-vektor poseta Sd(P).

Primjetimo da je h;(Sd(P)) (na osnovu relacije (4.18)) jednak broju ab-
monoma u ¥p u kojima se ta¢no ¢ puta pojavi promjenjiva b. Jedan takav
monom u se pri preslikavanju v — u - (a + b) + Fi(u) se slika u kn + 2
monoma. U tacno ki + 1 tih monoma se promjenjiva b pojavi ¢ puta, dok se
u k(n — i) + 1 tih monoma promjenjiva b pojavi i + 1 put.

Kako je

hsas.(p) = Ysarp)(Lx) = Vp(l,z) - (1+2) + Fe(Vp)(1,2),  (4.25)
na osnovu prethodnog dobijamo

hi(Sd(Zg(P))) = (ki + 1)h; + (k(n —i+ 1) + 1)h;—1.

Neka je h(Sd(Zx(P))) = (ho, b1, .-, By Brgr).
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Sada, iz propozicije 4.1.6 i teoreme 4.2.7 dobijamo da je

Wi (Wsqpy) = Wk(z hiXj') = Z h; ((1 + k)X + (14 k(n— i)X?++11)) =
=0 =0

n+1 n+1

— Z ((1 + ki)h; + (1 + k(n —i+ 1))hi_1>Xi”+1 = Z R X = Wgam, ()
i=0 =0

¢ime je teorema dokazana. O

Ako je P Euler-ov poset, tada na osnovu posljedice 4.2.8 i prethodne
teoreme dobijamo da je

Psacz,(p) = Wi(Ysarp)) = ¢ @p + Wi(Psap))-

Primjetimo da je teorema 4.2.6 specijalan slucaj prethodne formule (za
k=1iP = B,,odnosno za k =21 P =C,).

4.4 cd-indeks aranzmana D,

U radu [47] je primje¢eno da su koeficijenti koje se pojave u tezinskim
derivacijama Wy, (za k = 0, 1, 2) tacno eksponenti odgovarajué¢ih aranzmana.
Na osnovu teorema 4.3.9 i posljedice 4.2.8, mozemo objasniti da su se ti
koeficijenti pojavili kao tezine u rekurzivnim relacijama za h-vektore mreza
regiona odgovarajucih aranzmana.

Ako n puta primjenimo operaciju X; na duzi Ay za k =0, 1,2 dobijamo
YO(A) =2 s"(S%) = X, 41 (n-tostruka suspenzija nad sferom S°),

ST(A) = A, B5 (A1) = Cgare

Baricentricke podjele ovih sfera su (redom) kombinatorno ekvivalentne sa
mrezama regiona za koordinatni aranzman, te za aranzmane A, 1, B,,.

Kako je Sd(X,) izomorfan sa n-oktaedrom C, to je

Dakle, h-vektori za Sd(X,) ¢ine Paskalov trougao, i koeficijenti u derivaciji
Wy = D su jednaki 1.
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Iz dokaza teoreme 4.3.9 slijedi da h-vektori mreza R4, i Rp, formiraju
tezinske Pascal-ove trouglove:

1 1
1 1 1 1
1 4 1 1 6 1
1 11 11 1 1 23 23 1
1 26 66 26 1 1 76 230 76

Tezine u ovim trouglovima su tacno koeficijenti u tezinskim derivacijama
Wi i Wy (odnosno koeficijenti u relacijama (4.17)).

U radu [47] je postavljeno pitanje da li postoje rekurzivne relacije za
cd-indeks mreze regiona aranzmana

Do kraja ovog poglavlja opisa¢emo kako se cd-indeks aranzmana D,, moze
dobiti iz (I)Bn i CD.An'

Primjedba 4.4.1. Maksimalne ¢elije u dekompoziciji R™ sa hiperravnima
aranzmana B, su u bijekciji sa "signed” permutacijama skupa [n]. Jedna
takva celija 0 = 0105...0, je oslonjena na hiperravni z,, = 01 z,, =
sgn(o; - 0441)To,y, za i =1,2,...,n— 1.

Kako u aranzmanu D,, nema hiperravni z; = 0, maksimalne ¢elije u mrezi
Rp, nastanu "spajanjem” celija koje odgovaraju permutacijama o105...0, i
—0103...0,. Stoga je mreza Rp, kombinatorno izomorfna sa simplicijalnim
posetom koji je dobijen od od Sd(C,,) tako sto

(i) lanci koji ne sadrze ivicu ostanu isti
(ii) lanci koji sadrze ivicu a ne sadrze tjeme is¢eznu
(ili) za ivicu e, dva lanca v, <e < --- 1 vy < e < --- se slijepe u jedan.
Sledeca teorema opisuje h-vektor za mrezu regiona aranzmana D,,.
TEOREMA 4.4.2. Za svaki n € N, vrijedi:

h(Rp,,x) = h(Rg,,x) — o lng - h(R4, ,,) (4.26)

88



4.4. cd-indeks aranzmana D,

Dokaz. Neka je e ivica kocke C), sa tjemenima v i w. Primjetimo da je in-
terval [e, 1]¢, izomorfan sa Boole-ovom mrezom B,_;. Stoga je broj lanaca
duzine i u posetu Sd(C,,) koji prolaze kroz e, a ne sadrze neko tjeme (vid-
jeti (i¢) u prethodnoj primjedbi) jednak f;_1(Sd(B,-1)). Lanaca duzine i
koji prolaze kroz e i sadrze tjeme (vidjeti (i7i) u primjedbi 4.4.1) ima ta¢no
2fi2(Sd(B,-1)).

Kako je Sd(B,-1) = R4, _,, iz primjedbe 4.4.1 slijedi:

fi(Rp,) = fi(Rp,) — 2" 'n(fic1(Ra,_,) + fi—2(Ra,_,))-

Sada racunamo h-vektor za Rp,:

hi(Rp,) = (—1)"7 <n - j) (fim1(Rp,)=2"""n(fj—2(Ra, ,)+fi-3(Ra, ) =

= n—1
i—1 o 1
= hi(Rg,) —2""'n ;(—WJH (Z i i) (fi—1(Ra,—s) + fi—2(Ra,_,))-

Koriste¢i dobro poznatu formulu (}) = (ngl) + (Z:i), dobijamo da je u

prethodnoj sumi koeficijent uz f;_;(Ra, ,) jednak

(i)

Kako je

[\

n—

bes(a ) = -0 (0T )

n—v—

i
o

dobijamo tvrdenje teorema. O]

Na osnovu prethodne teoreme, n-ta vrsta trougla koji ¢ine h-vektori mreza
Rp,,n € N se dobije tako sto od n-te vrste za Rg, oduzmemo (n — 2)-vrstu
za Ry, , pomnozenu sa 2" 1 - n.

1
1 1
1 2 1
1 11 11 1
1 44 192 44 1



4.4. cd-indeks aranzmana D,

Za proizvoljan politop (poset) P vrijedi (vidjeti teoremu u radu [8])
h(Pyr(P)) = (h(P),1). Kako Ry, , simplicijalan, poset Pyr(Ra, ,) je
kvazisimplicijalan. Ako je h(R4, ,) = (ho,h1,...,h,—2), tada je na osnovu
propozicije 4.7

n—2
Pyr(®r,, ) = Ppyp(ra, = > WP
=0

Ako u formuli iz teoreme 4.4.2 primjenimo rekurzivne relacije za polinome

U? iz relacije (4.3), dobija se formula koja povezuje cd-indekse aranzmana
An727 BTIJ Dn:

POSLJEDICA 4.4.3. Za sve n € N vrijedi:

®p, =Pg, — 2”_1nG(Pyr(<I>RAn_2)).
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