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MATEMATIČKI FAKULTET
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Predgovor

Konveksni politopi su jedan od najstarijih matematičkih pojmova. Eu-
klid je u svojim Elementima, otprilike 300 godina prije nove ere, opisao
tačke, duži, poligone, tetraedar, kocku, oktaedar, dodekaedar i ikozaedar.
Osobine pet pravilnih poliedara su toliko impresionirale antičke mislioce, da
su pomoću njih pokušavali da objasne cijelu prirodu.

U savremenoj matematici konveksni politopi imaju izuzetno važnu ulogu
u kombinatornoj geometriji, teoriji igara, teoriji konveksnih skupova, teoriji
orijentisanih matroida, linearnom programiranju, itd . . . .

Takod̄e, sami za sebe, konveksni politopi nude širok spektar zanimljivih
tema za proučavanje. Navedimo samo neke od njih:

• Politopi i simetrija

• Cjelobrojne tačke u politopu

• Grafovi politopa

• 0/1 politopi

• Kombinatorni aspekti konveksnih politopa

Za početak moderne kombinatorne teorije konveksnih politopa može se
smatrati Euler-Poincaré-ova formula, jedna od deset najvažnijh teorema u
matematici (kako se kaže u [2]). Euler je u pismu Goldbach-u spomenuo
formulu koja povezuje broj tjemena, ivica i strana nekog trodimenzionalnog
politopa. Uopštenje te formule za n-dimenzionalne politope je dao Poincaré,
i to se smatra osnovnim rezultatom kombinatorne topologije.

Materijal sadržan u ovoj disertaciji se bavi problemima karakterizacije nu-
meričkih parametara konveksnih politopa i Euler-ovih poseta (koji su prirodno
uopštenje politopa). Neke kombinatorne i algebarske metode su se pokazale
izuzetno efikasne u rješavanju problema tog tipa.

Dvije ključne riječi u ovoj disertaciji se posebno izdvajaju: šeling (eng.
shellability=ljuštivost) i cd-indeks.
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Šeling politopa je jedno od najpopularnijih kombinatorno-geometrijskih
svojstava konveksnih politopa. Kako se navodi u knjizi G. Ziegler-a, kon-
cept sastavljanja d-politopa od maksimalnih strana, tako da se dodaje jedna
po jedna i da presjek nove strane sa prethodno ”sastavljenim” uvijek bude
(d − 2)-disk (osim kod poslednje strane, kada je taj presjek (d − 2)-sfera)
pojavio se 1852. godine u radu L. Schläfly-ija. Ideju označavanja poseta
(ivica u Hasse-ovom dijagramu) je uveo R. Stanley, a veze izmed̄u šelinga i
označavanja poseta je opisao A. Björner.

Algebarska kombinatorika, grubo govoreći, bavi se objektima koji se mogu
interpretirati i kombinatorno (kao broj elemenata u nekom skupu) i al-
gebarski (kao dimenzija nekog vektorskog prostora). Već izvjesno vrijeme
nekomutativni polinomi imaju praktičnu primjenu u kombinatorici i teoriji
grafova. Nekomutativan polinom u promjenjivim c (stepena jedan) i d (ste-
pena dva) koji na najefikasniji način opisuje veoma komplikovanu numeričku
karakteristiku politopa (prošireni f -vektor) naziva se cd-indeks. Kako je cd-
indeks moguće interpretirati kao homomorfizam koalgebri, to je promjene
cd-indeksa pri nekim operacijama na politopima (posetima) moguće opisati
odgovarajućim linearnim preslikavanjima.

Materijal u disertaciji je podjeljen u četiri dijela. U uvodnom dijelu da-
jemo definicije osnovnih pojmova, kao i tvrd̄enja teorema koje će se koristiti
u radu. Takod̄e, daje se i pregled najvažnijih rezultata iz ove oblasti, te
nekoliko zanimljivih otvorenih problema.

U drugom dijelu disertacije posmatramo kombinatorno-algebarska svo-
jstva nekih specijalnih politopa i poseta. U poglavlju 2.1 se posmatra šeling
politopa T n

k (stelarna podjela simpleksa ∆n nad k-stranom) i pokazuje se da
politopi T n

k imaju svojstvo nastavljivog šelinga. Koristeći šeling politopa T n
k ,

u poglavlju 2.2 dobijamo kombinatornu interpretaciju za torusni h-vektor
politopa ∆∗

n(k). Tema poglavlja 2.3 su planarni poseti i njihovi flag vektori.
Daje se karakterizacija nekih kombinatorno-algebarskih svojstava planarnih
poseta i pokazuje se da ”zasićeni” planarni poseti dopuštaju R-označavanje.
Kao posljedicu, dobijaju se sve esencijalne nejednakosti za flag h-vektore
zasićenih planarnih poseta.

Treći dio disertacije govori o promjeni ab i cd-indeksa pri nekim op-
eracijama nad politopima i posetima. Na početku ovog poglavlja se up-
oznajemo sa koalgebarskim metodama u enumeraciji politopa i poseta. U
poglavlju 3.2 se daju uslovi pod kojima će za neku operaciju na posetima
P 7→ X(P ) postojati linearno preslikavanje X koje opisuje ab-indeks poseta
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X(P ). Pokazujemo da se formula za X može ”pročitati” iz R-označavanja.
Ovaj dio disertacije od originalnih rezultata sadrži i rekurzivne formule za
linearna preslikavanja koja opisuju cd-indekse poseta intervala (poglavlje 3.3)
te Et-konstrukcije (poglavlje 3.4).

Tema četvrtog dijela rada su težinske derivacije Wk koje su se pojavile u
formulama za cd-indeks nekih aranžmana. Uvešćemo operaciju koja posetu
P dodijeli poset Σk(P ) i pokazaćemo da se težinske derivacije Wk pojave u
formulama koje povezuju cd-indekse poseta Sd(P ) i Sd(Σk(P )). Tako ćemo
dobiti i kombinatornu interpretaciju za koeficijente koje se pojave u težinskim
derivacijama Wk. U poglavlju 4.4 posmatramo cd-indeks aranžmana Dn.

Na kraju, želio bih da se zahvalim prof. dr Sinǐsi Vrećici i prof. dr Radu
Živaljeviću. Njihova pomoć i uloga u mom matematičkom napredovanju su
nemjerljive. Velika mi je čast i zadovoljstvo što sam imao priliku da od
učim njih. Takod̄e, zahvalan sam GTA seminaru Matematičkog fakulteta
u Beogradu (gdje sam imao priliku da se matematički usavršavam) i neka
mi bude dozvoljeno da izrazim zadovoljstvo što je seminar promijenio ime u
GTA-C.

BANJA LUKA, 11. DECEMBAR 2005.
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Glava 1

Uvod

1.1 Poseti, politopi, kompleksi

Parcijalno ured̄en skup (u daljem tekstu poset) je skup P na kojem je
zadana refleksivna, antisimetrična i tranzitivna relacija ≤ (relacija poretka).
Osnovni primjeri poseta u ovoj disertaciji su poseti strana nekog politopa.
Stoga ćemo, bez posebnog naglašavanja, smatrati da je skup P konačan.

Interval [x, y] u posetu P je

[x, y]P = {z ∈ P : x ≤ z ≤ y}.

Ako je [x, y]P = {x, y} reći ćemo da y natkriva x i to označiti sa x ≺ y.
Svaki C ⊆ P u kojem za sve x, y ∈ C vrijedi x ≤ y ili y ≤ x naziva se

lanac u posetu P . Skup svih lanaca u P označavamo sa C(P ). Dužina lanca
C je `(C) = |C| − 1. Lanac C je maksimalan u posetu P ako ne postoji veći
lanac koji ga sadrži. Skup svih maksimalnih lanaca u P je M(P ).

Uobičajen način vizuelizacije poseta je Hasse-ov dijagram. Svaki x ∈ P
se pretstavi kao tačka x = (x1, x2) u R2 tako da vrijedi

x <P y ⇔ x2 < y2

(ordinata dodijeljena x je manja od ordinate dodijeljene y). Dalje, tačke
x = (x1, x2) i y = (y1, y2) su spojene ako i samo ako x ≺ y. Ivice u Hasse-
ovom dijagramu su dakle sva natkrivanja u P :

E(P ) = {(x, y) : x, y ∈ P, x ≺ y}.

Za poset P kažemo da je ograničen ako postoje jedinstveni elementi 0̂ ∈ P
i 1̂ ∈ P takvi da za sve x ∈ P vrijedi 0̂ ≤ x ≤ 1̂. Atomi u ograničenom posetu
su elementi koji natkrivaju 0̂ dok su koatomi elementi natkriveni sa 1̂.
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1.1. Poseti, politopi, kompleksi

Graduisan poset P ranga n + 1 je simplicijalan ako je za svaki koatom x
interval [0̂, x] ∼= Bn.

Za ograničen poset P kažemo da je graduisan ako su svi maksimalni lanci
u P iste dužine. Ako je poset P graduisan može se definisati funkcija ranga
r : P 7→ N sa

• r(0̂) = 0

• r(y) = r(x) + 1 za sve x ≺ y.

Rang poseta graduisanog poseta P je r(1̂). Za sve 0 < k < r(P ) definǐse se
k-ti nivo poseta P sa

Pk = {x ∈ P : r(x) = k}.
Ako je P graduisan poset ranga n + 1 definǐse se f -vektor poseta P sa

f(P ) = (f0, f1, . . . , fn−1) gdje je fi = |Pi+1|.
Kako je P0 = {0̂} i Pn+1 = {1̂}, smatramo da za sve graduisane posete ranga
n + 1 vrijedi f−1 = fn = 1 . U Hasse-ovom dijagramu graduisanog poseta P
uobičajeno je da se elementima iz istog nivoa dodijele iste ordinate.

Graduisan poset P ranga n + 1 je Euler-ov ako u svakom intervalu tog
poseta ima isti broj elemenata parnog i neparnog ranga.

Za poset P = (P,≤) definǐse se dualan poset P ∗ = (P,≤∗) gdje je x ≤∗ y
u P ∗ ako i samo ako je y ≤ x u P . Poseti P i Q su izomorfni ako postoji
bijekcija f : P 7→ Q takva da je

x ≤P y ⇔ f(x) ≤Q f(y).

Navedimo definicije nekoliko osnovnih operacija na posetima koje će se
koristiti u daljem tekstu. Neka su P i Q dva poseta

- Proizvod poseta je skup P × Q = {(x, y) : x ∈ P, y ∈ Q} sa relacijom
poretka (x, y) ≤ (x′, y′) ako je x ≤ x′ i y ≤ y′.

- ”Diamond” proizvod graduisanih poseta P i Q je

P ¦Q = (P \ {0̂P})× (Q \ {0̂Q}) ∪ {0̂}.

- Ordinalna suma P ⊕Q poseta P i Q je skup P ∪Q sa relacijom poretka

x ≤P⊕Q y ⇔




x ≤P y, za x, y ∈ P ;
x ≤Q y, za x, y ∈ Q;
x ∈ P, y ∈ Q

2



1.1. Poseti, politopi, kompleksi

- ”Zvijezda” proizvod P ∗Q graduisanih poseta P i Q je

P ∗Q = P \ {1̂P} ⊕Q \ {0̂Q}.

Ako su poseti P i Q Euler-ovi tada su i poseti P ×Q, P ¦Q i P ∗Q takod̄e
Euler-ovi. Neka je P = (P,≤) poset i neka su x, y ∈ P . Ako skup

{z ∈ P : x ≤ z, y ≤ z}

ima najmanji element nazivamo ga supremum (”join”) elemenata x i y.
Slično, ako

{w ∈ P : w ≤ x,w ≤ y}
ima najveći element nazivamo ga infimum (”meet”) elemenata x i y. Poset u
kojem svaka dva elementa x i y imaju supremum i infimum naziva se mreža.
Standardne reference za osnovne pojmove o posetima su [25] i [82].

Konveksan politop (u daljem tekstu samo politop) se može definisati kao

(V-politop) konveksan omotač konačnog skupa tačaka u Rd

(H-politop) ograničen presjek konačnog skupa zatvorenih poluprostora u
Rd

Ove dvije definicije politopa su ekvivalentne (prva glava u [90]).
Dimenzija politopa P je dimenzija najmanjeg afinog podprostora Rd koji

sadrži P .

Primjer 1.1.1. Evo nekoliko primjera politopa:

(a) Standardni d-simpleks ∆d je konveksan omotač vektora e1, e2, . . . , ed+1

(standardne baze) u Rd+1.

(b) Standardna d-kocka Cn = {x ∈ Rd : −1 ≤ xi ≤ 1 za i = 1, 2, . . . , d} =
[−1, 1]d.

(c) Ciklički politop Cd(n) je konveksan omotač n različitih tačaka na mo-
ment krivoj t 7→ (t, t2, . . . .td).

Strane politopa se definǐsu kao presjek politopa sa definǐsućim hiperravn-
ima (iz definicije H-politopa). Iz definicije H-politopa lako slijedi da su i
strane politopa takod̄e politopi. Strane dimenzije 0 i 1 se nazivaju tjemena
i ivice politopa. Skup svih strana politopa P čini mrežu L(P ) (teorema 2.7
u [90]). Najveći element u L(P ) je sam politop P a najmanji je prazan
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1.1. Poseti, politopi, kompleksi

skup (strana svakog politopa). Ostale strane politopa (osim P i ∅) se nazi-
vaju prave strane. Atomi u L(P ) su tjemena, dok su koatomi maksimalne
strane (facets) politopa P . Rang strane F politopa P u mreži strana L(P )
je r(F ) = dimF + 1.

Za d-dimenzionalan politop P definǐse se f -vektor sa f(P ) = (f0, f1, . . . , fd−1),
gdje je fi(P ) broj i-dimenzionalnih strana politopa P .

Primjer 1.1.2. Mreže strana nekih politopa iz primjera 1.1.1

(a) Mreža strana simleksa ∆d je Boole-ova mreža Bd+1.
Stoga je fi(∆d) =

(
d+1
i+1

)

(b) Mreža strana d-kocke je izomorfna sa {(A,B) : A,B ∈ Bd, A ∩B = ∅}
gdje je relacija poretka (A,B) ≤ (C, D) ⇔ A ⊇ C,B ⊇ D.

Tako dobijamo da je fi(Cd) = 2d−i
(

d
i

)
.

Dva politopa P i Q su kombinatorno ekvivalentna (izomorfna) ako su
izomorfne njihove mreže strana, tj. ako je L(P ) ∼= ÃL(Q).

Kažemo da je politop P ∗ dualan za politop P ako je L(P ∗) ∼= L(P )∗. Na
primjer, d-hiperoktaedar (”crosspolitop”) se definǐse kao konveksan omotač
{±e1,±e2, . . . ,±ed}. Nije teško primjetiti da je d-hiperoktaedar dualan d-
kocki, te se označava sa C∗

d .
Politop P je simplicijalan ako su sve njegove prave strane simpleksi.

Primjer 1.1.3. Neka je σ proizvoljna k-strana n-simpleksa ∆n i neka je v
tačka izvan ∆n koja je ”dovoljno blizu” strane σ. Preciznije, v i ∆n su sa
različitih strana hiperravni oslonca onih maksimalnih strana ∆n koje sadrže
σ, dok su v i ∆n sa iste strane hiperravni oslonca onih maksimalnih strana
∆n koje ne sadrže σ.

Politop T n
k = conv({v} ∪ ∆n) se naziva stelarna podjela simpleksa ∆n

nad stranom σ. Politopi T n
k su i odgovor na pitanje šta je konveksan omotač

n + 2 tačke u Rn.

Politopi dualni simplicijalnim se nazivaju prosti. Ako je d-politop prost,
tada je svako tjeme incidentno sa tačno d-ivica.

Primjer 1.1.4. Politop sa dosta zanimljivih osobina (vidjeti [24] i [23]) je
permutoedar

Πn−1 = conv{(π1, π1, . . . , πn) : π ∈ Sn}(n− 1-politop u Rn.

Kako je svako tjeme (permutacija) incidentno sa tačno (n−1) drugih tjemena
(transpozicija susjednih članova u π), permutoedar je prost. Slično se definǐse
i ”signed” permutoedar

Π±
n = conv{(±π1,±π1, . . . ,±πn) : π ∈ Sn}.

4



1.1. Poseti, politopi, kompleksi

Geometrijski simplicijalni kompleks C je skup simpleksa u Rn tako da
vrijedi

(i) Ako je σ ∈ C i ako je τ strana simpleksa σ, tada je τ ∈ C
(ii) Ako σ, τ ∈ C tada i σ ∩ τ ∈ C

Elementi skupa C su strane kompleksa, 0-dimenzionalne strane su tjemena a
1-dimenzionalne strane su ivice. Primjeri simplicijalnih kompleksa su:

- granice simplicijalnih politopa

- simplicijalni (n−1)-disk Λn
i , dobijen kao unija i+1 maksimalnih strana

n-simpleksa ∆n.

Drugi način da se definǐse simplicijalni kompleks je kombinatorni: sim-
plicijalni kompleks (apstraktan) C je familija podskupova nekog konačnog
skupa (tjemena kompleksa) koji je zatvoren obzirom na inkluziju. Dimenzija
simpleksa F ∈ C je |F | − 1.

Ekvivalentnost ove dvije definicije slijedi iz činjenice da se svaki apstrak-
tan d-dimenzionalan simplicijalan kompleks može realizovati u R2d+1.

Za simplicijalni (apstraktan) kompleks C i σ ∈ C definǐse se link strane σ
sa:

lkC = {τ ∈ C : τ ∩ σ = ∅, τ ∪ σ ∈ C}.
Skup svih strana simplicijalnog kompleksa C čini poset strana P (C) u kojem
je relacija poretka inkluzija. Sva kombinatorne informacije o kompleksu C
su sadržane u P (C).

Most u drugom pravcu, od kombinatorike do topologije, je omogućen
sledećom konstrukcijom P. S. Aleksandrova. Za proizvoljan poset P uoči se
kompleks poretka ∆(P ) čija su tjemena elementi poseta P , a strane ∆(P ) su
lanci u P .

Vǐse činjenica o simplicijalnim kompleksima, kao i osnovni pojmovi ho-
mologiji simplicijalnih kompleksa se mogu naći u [55] i [71].
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1.1. Poseti, politopi, kompleksi

Politopski kompleks P je familija politopa tako da vrijedi:

(i) Ako P ∈ P i ako je Q strana politopa P tada i Q ∈ P

(ii) Ako su P i Q politopi iz P tada je P ∩Q strana i P i Q

Simplicijalni kompleks je primjer politopskog kompleksa u kojem su svi
politopi simpleksi. Primjer politopskog kompleksa je k-skelet politopa P :

P (k) = {F ∈ L(P ) : dim F ≤ k}.

Konačan CW kompleksH je Hausdorff-ov topološki prostor XH sa ćelijskom
dekompozicijom

X =
d⋃

i=0

X i tako da vrijedi:

(i) X0 je diskretan skup tačaka (0 -ćelije)

(ii) Xn se dobije lijepljenjem konačno mnogo n-diskova Dn (n-ćelija) na
Xn−1 tako da svaka n-ćelija ima karakteristično preslikavanje φ : Dn →
Kn čija je restrikcija na ∂Dn neprekidno preslikavanje na Kn−1, a re-
strikcija φ na intDn je homeomorfizam

Ćelijski kompleks je regularan ako su sva karakteristična preslikavanja home-
omorfizmi. Skup svih ćelija sa relacijom inkluzije je poset strana P (X)
ćelijskog komleksa X. Poseti strana regularnih CW -sfera su Euler-ovi.

Ako je X neki CW -kompleks, P (X) njegov poset strana, baricentrička
podjela kompleksa X se definǐse kao Sd(X) = ∆(P (X) \ {0̂}).

Suspenzija s(X) nad ćelijskim kompleksom X se definǐse kao kompleks
dobijen od X × I kolapsiranjem podkompleksa X ×{0} i X ×{1} u različita
tjemena. Ako je X neka n-dimenzionalna CW sfera tada je s(X) sfera di-
menzije n + 1.

Neka je X neki CW -kompleks i neka je x0 neko tjeme iz X. Semisuspen-
zija X ′ je kompleks koji se dobije od X × I kolapsiranjem podkompleksa

(X × {0}) ∪ ({x0} × I) ∪ (X × {1})

u jednu tačku. Kada je X neki n disk, semisuspenzija X ′ je n-sfera. Kao
referencu o CW -kompleksima navedimo [66].
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1.2. Karakterizacija f -vektora politopa

1.2 Karakterizacija f-vektora politopa

Neka je f(Pn) = {f(P ) : P ∈ Pn} skup f -vektora svih n-politopa.
Jedan od najvažnijih problema u kombinatornoj teoriji konveksnih politopa
je opisati f(Pn) ⊆ Rn, odnosno naći nužne i dovoljne uslove da neka n-torka
cijelih brojeva bude f -vektor nekog n-politopa. Ovo pitanje se može prirodno
uopštiti na posete:

Ako je Gn neka familija graduisanih poseta ranga n + 1, opisati skup
f(Gn) = {f(P ) : P ∈ Gn} ⊆ Rn.

Kako je problem potpune karakterizacije skupa f(Gn) riješen samo za
neke klase poseta, može se reći da je riječ o zaista teškom problemu. Sledeća
teorema daje potpunu karakterizaciju za f -vektore 3-politopa.

TEOREMA 1.2.1 (E.Steinitz). Ured̄ena trojka prirodnih brojeva (f0, f1, f2)
je f -vektor nekog 3-politopa ako i samo ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(i) f0 − f1 + f2 = 2

(ii) f0 + 4 ≤ 2f2

(iii) f2 + 4 ≤ 2f0

Relacija (i) u prethodnoj teoremi je dobro poznata Euler-ova formula za
3-politope. Lako se pokazuje da f -vektor proizvoljnog 3-politopa zadovoljava
nejednakosti (ii) i (iii) (trivijalna posledica Euler-ove formule). Dovoljnost
uslova u teoremi 1.2.1 se dokaže tako što se za svaki par prirodnih brojeva
(v, f) (za koji vrijedi v + 4 ≤ 2f i f + 4 ≤ 2v), konstruǐse 3-politop kojem je
f -vektor (v, v + f − 2, f). Tako su f -vektori 3-politopa sve cjelobrojne tačke
u zatvorenom dvodimenzionalnom konusu u R3.

Iako se prethodna teorema jednostavno dokazuje (vidjeti u [53]), ovo je do-
bar primjer da se uoče glavni koraci u rješavanju problema u opštem slučaju.

Ako se želi naći karakterizacija za f -vektore neke familije poseta Gn

potrebno je:

1. opisati sve linearne (afine) relacije koje zadovoljavaju vektori iz f(Gn). To
je ekvivalento sa nalaženjem linearnog (afinog) podprostora Rn koji je
generisan sa f(Gn).

2. naći sve esencijalne linearne nejednakosti koje vrijede za vektore iz f(Gn).
To je ekvivalentno sa nalaženjem konusa nad zatvorenjem konveksnog
omotača tačaka u f(Gn).

3. potpuna karakterizacija skupa Gn, i to je obično veoma težak problem.
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1.2. Karakterizacija f -vektora politopa

O f -vektorima n-politopa uopšte zna se vrlo malo. Poznato je (vidjeti
teoremu u [8]) da je Euler-Poincaré relacija

f0 − f1 + f2 − · · ·+ (−1)n−1fn−1 = 1− (−1)n (1.1)

jedina linearna relacija za f -vektor n-politopa. Dakle, tačke iz f(Pn) se
nalaze u Rn na jednoj hiperravni. To je i jedino što se zna za f -vektor
politopa uopšte. Za dovoljno veliko n nije dokazana ni hipoteza koju je
postavio I. Bárány (vidjeti u [95])

Za proizvoljan n-politop i za sve k = 1, . . . , n−2 vrijedi fk ≥ min{f0, fn−1}
10000

.

Čak je i za 4-politope problem karakterizacije f -vektora daleko od rješenja.
Lako se vidi da f(P4) nije skup svih cjelobrojnih tačaka u nekom poliedarskom
konusu; štavǐse f(P4) nije ni skup cjelobrojnih tačaka u nekom konvek-
snom skupu. Na primjer, ne postoji 4-politop čiji je f - vektor (7, 23, 32, 16)
(sredǐste duži f(C4(5)) i f(C4(9))).

Pregled poznatih činjenica o f -vektorima 4-politopa se može naći u radovima
[3], [58] i [94]. Poznato je da za f -vektor 4-politopa vrijede sledeće nejed-
nakosti (vidjeti u [95]):

(i) f0 ≥ 5 (politopi sa malo tjemena)

(ii) f4 ≥ 5 (politopi sa malo maksimalnih strana)

(iii) f1 ≥ 2f0 (prosti politopi)

(iv) f2 ≥ 2f3 (simplicijalni politopi)

(v) 2f1 + 2f2 ≥ 5f0 + 5f3 − 10 (L. B. T. ”Lower bound theorem”)

Sve nejednakosti, osim poslednje su trivijalne. Nejednakost (v) je prvi
dokazao R. Stanley u terminima torusnog g-vektora (vidjeti u [85], takod̄e i
u radu [62]).

U pokušaju da opǐse sve esencijalne nejednakosti za f(P4), G. Ziegler je
uveo pojam ”debljine” 4-politopa (vidjeti u [95]):

F (P ) =
f1 + f2 − 20

f0 + f3 − 10
.

Ako postoje politopi za koje je F (P ) proizvoljno veliko, tada nejednakosti (i)-
(v) opisuju zatvorenje konveksnog konusa razapetog sa f(P4), odnosno (i)-
(v) su sve esencijalne linearne nejednakosti za f -vektore 4-politopa. Trenutni
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1.2. Karakterizacija f -vektora politopa

rekord u ”debljini” drži deformisani proizvod poligona Pm ×d Pn za koji je
F (Pm ×d Pn) = 9, vidjeti u [96] .

Za one klase poseta u kojima je problem karakterizacije potpuno riješen,
konus generisan f -vektorima je često pozitivan ortant u nekoj podesno odabra-
noj bazi (nekoj linearnoj transformaciji f -vektora). To je slučaj i kod karak-
terizacije f -vektora simplicijalnih politopa.

Peter McMullen je u radu [68] za simplicijalne politope definisao dva nova
vektora:

DEFINICIJA 1.2.2. Neka je P simplicijalan n politop i neka je f(P ) =
(f0, . . . , fn−1) njegov f -vektor. Tada se definǐsu h-vektor h(P ) = (h0, h1, . . . , hn)
i g-vektor g(P ) = (g0, g1, . . . , g[n

2
]) politopa P sa

hk =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
n− i

k − i

)
fi−1, i g0 = 1, gk = hk − hk−1 (1.2)

Primjetimo da je pomoću formula (1.2) moguće definisati h-vektor i g-
vektor za proizvoljan n-politop (ili graduisan poset ranga n + 1). Činjenica
da za sve n-politope vrijedi Euler-Poincaré-ova formula (1.1) je ekvivalentna
sa tim da je hn(P ) = 1.

Ako su f(P, x) i h(P, x) polinomi (funkcije generatrisa) asocirani f -vektoru
i h-vektoru n-politopa P (poseta ranga n + 1)

f(P, x) =
n∑

i=0

fi−1x
n−i, h(P, x) =

n∑
i=0

hix
n−i

tada se (1.2) može zapisati (vidjeti u [13] ili [90]) kao:

h(P, x) = f(P, x− 1).

Jedine linearne relacije za f -vektor simplicijalnih politopa su Dehn -Sommerville
jednakosti, koje u originalnom obliku (vidjeti u [8], [90]) izgledaju :

fk =
n−1∑

j=k

(−1)n−1−j

(
j + 1

k + 1

)
fj

Pomoću h-vektora, te relacije se mogu jednostavnije zapisati kao

hi = hn−i. (1.3)

Stoga je dimenzija afinog podprostora koji generǐsu f -vektori simplicijalnih
politopa jednaka [n

2
].
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1.2. Karakterizacija f -vektora politopa

McMullen (vidjeti u radu [69]) je 1966 postavio hipotezu da je cjelobro-
jni vektor (a0, a1, . . . , abn

2
c) g-vektor nekog simplicijalnog n-politopa P ako i

samo ako zadovoljava neke dosta komplikovane nelinearne relacije. Te relacije

su ekvivalentne sa tim da postoji neka graduisana algebra A =
⊕bn

2
c

i=0 Ai takva
da je dimAi = ai, tj. da je ai Hilbert-ova funkcija neke graduisane algebre.

Dovoljnost tih uslova su pokazali L.Billera i C. Lee u radu [20], tako što
su za zadanu graduisanu algebru konstruisali simplicijalan politop kojem je
g-vektor Hilbert-ova funkcija te algebre.

Nužnost je pokazao R. Stanley u radu [79], koristeći tehnike iz alge-
barske geometrije. Hilbertova funkcija za kohomologiju torusnog varijeteta
TP asociranog simplicijalnom politopu P je tačno h-vektor politopa P . Teška
Lefschetz-ova teorema kaže da postoji klasa ζ1 u kohomologiji TP takva da je
množenje sa tom klasom injekcija. Stoga, faktor algebra H∗(TP )/ζ1H∗(TP )
za Hilbertovu funkciju ima tačno g-vektor politopa P .

Tako je skup f -vektora simplicijalnih politopa je opisan sa sledećom teo-
remom:

TEOREMA 1.2.3 (g-teorema, L. Billera-C. Lee [20], R. P. Stanley
[79]). Vektor h = (h0, h1, . . . , hn) ∈ Zn je h-vektor nekog simplicijalnog n-
politopa ako i samo ako vrijedi:

a) h0 = 1

b) hi = hn−i

c) (h0, h1−h0, h2−h1 . . . , hbn
2
c−hbn

2
c−1) je Hilbertova funkcija neke graduisane

algebre

Interesantno pitanje postavljeno je u [53]:
Da li postoji neka klasa n-politopa za koju je dimenzija podprostora gener-
isanog f -vektorima izmed̄u bn

2
c i n?

Prirodan kandidat za to su kvazisimplicijalni politopi, tj. politopi kojima
su sve maksimalne strane simplicijalni politopi. Med̄utim, (vidi u [53]) nije
teško pokazati da f -vektori kvazisimplicijalnih politopa generǐsu isti podpros-
tor kao i f -vektori svih politopa. Kao zanimljive otvorene probleme, Günter
Ziegler u [93] navodi:

- Karakterizacija f -vektora 4-politopa.

- Karakterizacija f -vektora kubičnih n-politopa (sve strane su (n − 1)-
kocke).

- Karakterizacija f -vektora centralno-simetričnih simplicijalnih n-politopa.
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1.3. Flag f -vektor politopa i poseta

1.3 Flag f-vektor politopa i poseta

Jedno od objašnjenja za poteškoće u karakterizaciji f -vektora konveksnih
politopa je to da u f -vektoru nije sadržano dovoljno informacija o kombina-
tornoj strukturi politopa. Zato se posmatra dosta komplikovanija numerička
karakteristika poseta, flag f -vektor.

Za graduisan poset P ranga n+1 i S ⊆ [n] sa fS se označava broj lanaca
x1 < x2 < · · · < x|S| u P za koje je {r(x1), r(x2), · · · , r(x|S|)} = S. Niz
(fS(P ))S⊆[n] ∈ R2n

se naziva flag f -vektor poseta P .
Flag h-vektor je niz (hS)S⊆[n], dobijen kao linearna transformacija flag

f -vektora:

hS(P ) =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |fT (P ). (1.4)

Očigledno je gornja transformacija regularna jer je fS(P ) =
∑

T⊆S hS.
Sada se može postaviti pitanje karakterizacije flag f -vektora za neke klase

graduisanih poseta:
Ako je G neka klasa graduisanih poseta ranga n + 1 naći nužne i dovoljne
uslove da je (x1, x2, . . . , x2n) ∈ Z2n

flag f -vektor nekog poseta iz G.
Iako je naći karakterizaciju flag f -vektora znatno teže nego u slučaju

f -vektora (ni za jednu klasu nije opisana potpuna karakterizacija), osnovni
koraci u rješavanju tih problema su isti. Jedan od najvažnijih rezultata u
karakterizaciji flag f -vektora poseta je lista svih linearnih relacije koje vrijede
za flag f -vektore Euler-ovih poseta.

TEOREMA 1.3.1 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Neka je P graduisan
Euler-ov poset ranga n+1 i S ⊂ [n]. Neka je {i, k} ⊆ S∪{0, n+1}, i < k−1
takvi da nema elemenata j ∈ S takvih da je i < j < k. Tada vrijedi

k−1∑
j=i+1

(−1)j−i−1fS∪{j}(P ) = (1 + (−1)k−i)fS(P ) (1.5)

Kako su relacije (1.5) analogne sa Dehn-Sommerville relacijama za f -
vektor simplicijalnih politopa, uobičajen naziv za jednakosti u (1.5) je uopštene
Dehn-Sommerville relacije (i dokaz teoreme u radu [7] slijedi originalni Sommerville-
ov dokaz relacija, vidjeti u [8].)

Za prirodan broj n, definǐse se Sn = {S ⊆ [n−1] : S ne sadrži uzastopne brojeve}.
Sada, kao posledica prethodne teoreme dobija se

TEOREMA 1.3.2 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Za svaki T ⊆ [n] postoje
netrivijalne linearne relacije kojima je fT (P ) moguće izraziti preko fS(P ),
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1.3. Flag f -vektor politopa i poseta

gdje je S ∈ Sn. Te linearne relacije vrijede za sve Euler-ove posete ranga
n + 1.

Kako je kardinalni broj skupa Sn tačno n-ti Fibonacci-jev broj cn (c1 =
1, c2 = 2, cn+2 = cn+1 + cn), to je dimenzija podprostora R2n

generisanog sa
flag f -vektorima Euler-ovih poseta ranga n + 1 najvǐse cn.

Dalje, u radu [7] su uočili Ωn (familiju n-politopa koji su dobijeni kao n−1
uzastopnih piramida ili bipiramida nad segmentom, pri čemu se bipiramida
ne pojavljuje dva puta uzastopno koristi). Pokazano je da cn politopa iz Ωn

ima afino nezavisne flag f -vektore, pa vrijedi

TEOREMA 1.3.3 (M. Bayer-L. Billera, [7]). Za svaki prirodan broj
n, dimenzija podprostora R2n

koji generǐsu flag f -vektori Euler-ovih poseta
ranga n+1 (kao i podprostora generisanog sa flag f -vektorima n-politopa) je
tačno n-ti Fibonacci-jev broj cn.

Gil Kalai je u radu [63] opisao još jednu familiju n-politopa čiji su flag
f -vektori generǐsu podprostor flag f -vektora svih politopa. Takod̄e, opisani
su i podprostori generisani sa flag f -vektorima nekih klasa n-politopa. Na
primjer: Kažemo da je politop k-simplicijalan ako su sve njegove k-strane
simpleksi. Za 1 ≤ k ≤ n, definǐse se SIMP(n, k) kao podprostor generisan sa
flag f -vektorima k-simplicijalnih n-politopa. Tada je:

dim SIMP(n, k) = [
n

2
] +

n−1∑

i=k+1

[
i

2
]cn−i−1 + 1

Specijalno, za k = n− 2 dobija se:

POSLJEDICA 1.3.4. Dimenzija podprostora R2n
koji generǐsu flag f -vektori

kvazisimplicijalnih n-politopa je tačno n.

Do kraja poglavlja ćemo opisati još neke rezultate u karakterizaciji flag
f -vektora nekih klasa poseta.

Za Gn, klasu svih graduisanih poseta ranga n + 1, u radu [18] L. Billera i
G. Hetyei posmatraju konus Kn nad zatvorenjem konveksnog omotača tačaka
iz {(fS(P ))S⊆[n] : P ∈ Gn)}. Opisane su sve esencijalne linearne nejednakosti
koje vrijede za dualni konus K∗

n, tj. zrake konusa Kn.

Skup T je bloker za S (neka familija podskupova konačnog skupa X) ako
T ∩ S 6= ∅ za sve skupove sadržane u S. Sa BX(S) se označava skup svih
blokera familije S. Sistem intervala I je familija intervala u [n] (može biti i
prazan skup).
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1.3. Flag f -vektor politopa i poseta

TEOREMA 1.3.5. Izraz
∑

S⊆[n] aSfS(P ) je nenegativan za sve posete P
ako i samo ako je

∑

S∈B[n](I)

aS ≥ 0 za svaki sistem intervala I na [n]. (1.6)

Nužnost prethodnih uslova se lako pokaže tako što se za svaki sistem
intervala I konstruǐse niz poseta {P(n,I,k) : k ∈ N} kod kojih su za sve
S ∈ B[n](I) svi fS jednaki i proizvoljno veći od ostalih fT , za T /∈ B[n](I).
Dovoljnost se pokaže metodom FA-označavanja (first atom) ivica u Hasse-
ovom dijagramu proizvoljnog graduisanog poseta.

Jedna od posljedica teoreme 1.3.5 je

POSLJEDICA 1.3.6. Za svaki sistem intervala I na [n], nejednakosti u
(1.6) definǐsu maksimalne strane za K∗

n. Stoga, konus Kn ima Catalan-ov
broj zraka 1

n+2

(
2n+2
n+1

)
.

U radu [18] se dalje posmatraju zrake konusa K∗
n, tj. esencijalne linearne

nejednakosti za flag f -vektore graduisanih poseta ranga n. Pokazano je da
je neke zrake K∗

n+1 moguće dobiti od zraka konusa K∗
n (operacijom “lifting”)

ili od zraka konusa K∗
p i K∗

n+1−p (konvolucijom, uz odred̄ene uslove). Takod̄e
opisane su zrake konusa K∗

n za n ≤ 5. Za n = 6, postoji 796 zraka konusa
K∗

6 , a samo 131 od njih su dobijene operacijama liftinga i konvolucije. In-
teresantan otvoren problem je naći neku karakterizaciju zraka konusa K∗

n, tj.
opisati sve esencijalne nejednakosti koje vrijede za flag f -vektore graduisanih
poseta ranga n + 1.

Ako su svi intervali [a, b] u nekom sistemu intervala parni (b−a je paran),
kaže se da je I paran sistem intervala. Poset P ranga n + 1 je polu-Euler-ov
ako za sve x, y ∈ P, x < y vrijedi

r(y)−r(x)−1∑
i=1

(−1)i−1fi([x, y]) =
1

2
(1 + (−1)r(y)−r(x))

Prethodne relacije su ekvivalentne sa činjenicom da je dupli poset D(P )
(svaka ivica u Hasse dijagramu poseta P se zamijeni sa ./) Euler-ov. Poseti
P(n,I,k), koji su poslužili za dokaz nužnosti relacija (1.6) (tj. zrake u konusu
nad flag f -vektorima svih graduisanih poseta) su polu-Euler-ovi ako i samo
ako je I paran sistem intervala. To je bio motiv da M. Bayer i G. Hetyei
u radu [10] posmatraju konuse generisne flag f -vektorima Euler-ovih i polu-
Euler-ovih poseta. Pokazali su da za paran sistem intervala poseti P(n,I,k)

(odnosno njima asocirani dupli poseti) generǐsu zrake u konusu flag f -vektora
polu-Euler-ovih (Euler-ovih) poseta. Postavili su sledeću
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HIPOTEZA 1.3.7. Konus nad flag f -vektorima svih Euler-ovih poseta je
isti kao i konus nad flag f -vektorima duplih polu-Euler-ovih poseta.

Takod̄e, u radu [10] su dokazane neke nove linearne nejednakosti koje
vrijede za sve Euler-ove posete ranga n + 1.

TEOREMA 1.3.8 (M. Bayer, G. Hetyei, [10]). Neka je 1 ≤ i < j <
k ≤ n. Tada za svaki Euler-ov poset ranga n + 1 vrijedi:

fik − 2fi − 2fk + 2fj ≥ 0.

Poset P je r-debeo ako svaki neprazan otvoren interval sadrži bar r ele-
menata. Primjetimo da su Euler-ovi poseti 2-debeli. U radu [11] je pokazano
da je zatvoreni konus generisan flag f -vektorima r-debelim posetima lin-
earno ekvivalentan sa zatvorenim konusom koji generǐsu flag f -vektori svih
graduisanih poseta.

1.4 Neka kombinatorna svojstva politopa i

poseta

Prvi “dokaz” da f -vektori konveksnih politopa zadovoljavaju Euler-ovu
relaciju dao je (kako se kaže u [38] i [90]) Ludwig Schläfly, pretpostavljajući
da se svaki n-politop može sastaviti ”lijepeći” jednu po jednu (n−1)−stranu
tako da svaku stranu (osim posljednje) na prethodno sastavljen dio lijepimo
po (n − 2)-disku. Ta ideja o “pravilnom” sastavljanju nekog kompleksa od
maksimalnih strana je iskorǐstena za definiciju šelinga. Iako se šeling može
definisati i za CW -komplekse (vidjeti u radu [30]), ovdje ćemo posmatrati
samo politopske komplekse.

DEFINICIJA 1.4.1 ([90]). Neka je P homogen, d-dimenzionalan polito-
pski kompleks. Šeling kompleksa P je linearan poredak F1, F2, . . . , Ft svih
maksimalnih strana P tako da je ili d = 0 (tj. maksimalne strane kompleksa
P su tačke) ili za svako 1 < j ≤ t vrijedi:

Fj ∩ (

j−1⋃
i=1

Fi) = G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gr (1.7)

gdje je G1, G2, . . . , Gr početni dio nekog šelinga za ∂Fj.

Ako za politopski kompleks postoji bar jedan šeling, kaže se da je složiv.
Schläfly-jeva slutnja je dokazana tek sledećim teoremom:
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TEOREMA 1.4.2 (M. Bruggesser-P. Mani [38], 1970). Granica n-
politopa je složiv politopski kompleks.

Nije teško pokazati da je svaki poredak maksimalnih strana simpleksa
∆n šeling za ∂∆n. Tako definicija šeling za simplicijalne komplekse postaje
znatno jednostavnija (primjedba 8.3 u [90]):

TEOREMA 1.4.3. Neka je C proizvoljan homogen simplicijalni kompleks.
Linearan poredak F1, F2, . . . , Ft maksimalnih strana kompleksa C je šeling ako
i samo ako vrijedi:
za sve 1 ≤ i < j ≤ t postoji k < j i tjeme x ∈ Fj tako da je

Fi ∩ Fj ⊆ Fk ∩ Fj = Fj \ {x} (1.8)

A. Björner u radu [30] uopštava definiciju šelinga za nehomogene simpli-
cijalne komplekse.

Za složive simplicijalne komplekse h vektor ima sledeću kombinatornu
interpretaciju (vǐse detalja se može naći u [35] i [90]):

Neka je F1, F2, . . . , Ft fiksiran šeling za neki simplicijalni kompleks C. Sa

Rj = {x ∈ Fj : Fj \ {x} ⊆ Fi za neki i < j}

se definǐse restrikcija strane Fj u tom poretku. Slijedeći Schläfly-jevu ideju,
Rj je minimalna nova strana koju donese simpleks Fj u sastavljanju kom-
pleksa C. Tip strane Fj u datom šelingu definǐse se kao type(Fj) = |Rj|.
Broj maksimalnih strana tipa i u kompleksu C ne zavisi od izbora šeling. To
pokazuje sledeća teorema (vidjeti u [90]):

TEOREMA 1.4.4. Neka je C složiv, n-dimenzionalnan simplicijalni kom-
pleks i neka je h(C) = (h0, h1, . . . , hn). Tada je hi jednak broju maksimalnih
strana tipa i u proizvoljnom šelingu kompleksa C.

Jedna od posledica prethodne teoreme je nenegativnost h-vektora za
složive simplicijalne komplekse.

Koncept šelinga se pokazao veoma koristan za bolje razumjevanje f -
vektora simplicijalnih politopa. Na primjer, koristeći reverzibilni šeling, lako
je pokazati Dehn-Sommerville relacije. Pomoću šelinga, P. McMullen je u
radu [68] dokazao da od svih d-politopa sa tačno n-tjemena najveći broj
strana u svakoj dimenziji ima ciklički politop Cd(n).

Sledeća teorema se može naći u [14], te kao zadatak u [85].

15



1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

TEOREMA 1.4.5. Neka je Γ n-dimenzionalan, složiv, simplicijalan disk i
neka je h(Γ) = (h0, h1, . . . , hn, 0). Tada je ∂Γ simplicijalna (n − 1)−sfera i
njen g−vektor je:

g(∂Γ) = (h0, h1 − hn, . . . , hbn
2
c − hn+1−bn

2
c)

Opǐsimo još neke kombinatorno-algebarske osobine simplicijalnih kom-
pleksa.

Pojam po tjemenima dekompozabilnih kompleksa (vertex-decomposability)
su uveli L. Billera i S. Provan u radu [22]. Pokazali su da za prost politop
P , za koji je ∂P ∗ po tjemenima dekompozabilan simplicijalni kompleks, vri-
jedi Hirsch-ova hipoteza (diametar u grafu n-politopa P je najvǐse fn−1−n).
Kaže se da je homogen d-dimenzionalan simplicijalni kompleks C vertex-
dekompozabilan ako je ispunjen jedan od sledeća dva uslova:

• C je n-simpleks

• postoji tjeme x takvo da su kompleksi C\{x} i lkC(x) vertex-dekompozabilni.

Svojstvo vertex-dekompozabilnosti je “jače” od složivosti, tj. svaki složiv
kompleks je i vertex-dekompozabilan. Ovo je u radu [91] iskoristio G. Ziegler
da pokaže složivost šahovskih kompleksa. Za definiciju šahovskih kompleksa
vidjeti u [32].

Za simplicijalni kompleks C kažemo da je Cohen-Macaulay-ev ako je
odred̄eni prsten polinoma (Stanley-Reisner-ov prsten, vidjeti u [85]) asoci-
ran tom kompleksu Cohen-Macaulay-ev. Reisner je dao topološki kriterij za
ovu osobinu (vidjeti detalje u [31]):

TEOREMA 1.4.6 (Reisner). Simplicijalni kompleks C je Cohen-Macaulay-
ev ako i samo ako je za svaki σ ∈ C, redukovana simplicijalna homologija
trivijalna, tj.H̃i(lkC(σ)) = 0 za sve i < dim lkC(σ).

Naǰsira poznata klasa simplicijalnih kompleksa za koju je h-vektor neneg-
ativan su Cohen-Macaulay-jevi kompleksi. To je pokazao R. Stanley u radu
[80], dajući algebarsku interpretaciju h-vektora Cohen-Macaulay-jevih kom-
pleksa.

Vǐse o kombinatornim osobinama simplicijalnih kompleksa se može naći
u [31]. Izmed̄u ostalog, u [31] je opisan “odnos” izmed̄u ovih osobina. Za
svaki simplicijalni kompleks C vrijedi:

C je vertex-dekompozabilan ⇒ C je složiv ⇒ C je Cohen-Macaulay
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Definicije kombinatornih osobina simplicijalnih kompleksa se pomoću kom-
pleksa poretka prenose na posete. Za proizvoljan poset P kažemo da je složiv,
Cohen-Macaulay-jev odnosno vertex-dekompozabilan ako je takav njemu aso-
ciran kompleks ∆(P ). Za graduisane posete svojstvo složivosti se može
opisati sledećom definicijom:

DEFINICIJA 1.4.7 ([27]). Konačan graduisan poset P je složiv ako se
svi maksimalni lanci tog poseta mogu linearno urediti C1, C2, . . . , Ct tako
da za sve 1 ≤ i < j ≤ t postoji 1 ≤ k < j i x u lancu Cj za koje je
Ci ∩Cj ⊆ Ck ∩Cj = Cj \ {x}. Takav poredak maksimalnih lanaca nazivamo
šeling poredak.

Metodu označavanja ivica u Hasse-ovom diagramu poseta je uveo R. Stan-
ley u radu [78]. Označavanje ivica za neki poset P je preslikavanje ivica
Hasse-ovog dijagrama poseta P u neki poset Λ, tj. λ : E(P ) → Λ. Najčešće
je Λ poset prirodnih brojeva.
Primjetimo da proizvoljno označavanje λ : E(P ) → Λ poseta P svakom

lancu C
...x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk−1 ≺ xk = y dužine k dodijeli ured̄enu

k-torku λ(C) = (λ(x0 ≺ x1), λ(x1 ≺ x2), . . . , λ(xk−1 ≺ xk)). Za lanac

C
...x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk−1 ≺ xk = y kažemo da je rastući u intervalu

[x, y] ako je λ(x0 ≺ x1) ≤ λ(x1 ≺ x2) ≤ . . . ≤ λ(xk−1 ≺ xk) u posetu Λ.
Za λ : E(P ) → Λ kažemo da je R-označavanje ako za sve x < y u posetu

P postoji jedinstven rastući maksimalan lanac u [x, y]P .
Koncept R-označavanja poseta, izmedju ostalog daje kombinatornu in-

terpretaciju flag h-vektora.
Neka je λ neko R označavanje graduisanog poseta P . Za maksimalni

lanac C
...0̂ = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn ≺ xn+1 = 1̂ poseta P definǐsemo skup

padova D(C) = {i ∈ [n] : λ(xi−1 ≺ xi) > λ(xi ≺ xi+1)}. Može se pokazati
da vrijedi:

TEOREMA 1.4.8 (R. Stanley, [82]). Neka je P poset ranga n + 1 koji
ima R−označavanje λ. Tada, za sve S ⊆ [n], broj maksimalnih lanaca u P
kojima skup padova jednak S je jednak hS(P ).

Tako se dobije kombinatorna interpretacija za flag h-vektor poseta. Stoga,
ako poset dopušta R-označavanje, njegov flag h-vektor je nenegativan.

Primjedba 1.4.9. Konačna mreža je superrješiva ako u toj mreži postoji
maksimalni lanac C, takav da je podmreža generisana sa C i bilo kojim
drugim lancem te mreže distributivna. Primjeri superrješivih mreža su mreže
particija i mreže podgrupa superrješivih grupa. Ako je P superrješiva mreža

sa lancem C
...0̂ = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn ≺ xn+1 = 1̂, tada je λ : E(P ) → Z
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1.4. Neka kombinatorna svojstva politopa i poseta

definisano sa λ(x ≺ y) = min{i : x∨xi = x∨xi} jedno R-označavanje mreže
P .

Najvǐse primjena svakako imaju L-označavanja poseta, koja je definisao
A. Björner u radu [27]:

DEFINICIJA 1.4.10. Za λ : E(P ) → Λ kažemo da je L-označavanje poseta
P ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(i) λ je R-označavanje

(ii) Ako je [x, y] proizvoljan interval poseta P i x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk−1 ≺
xk = y jedinstven rastući lanac u [x, y] tada za svaki x ≺ z, z 6= x1

vrijedi λ(x, x1) <Λ λ(x, z).

Za posete koji imaju L-označavanje kaže se da su leksikografski složivi.
Glavni rezultat u radu [34] je sledeća teorema:

TEOREMA 1.4.11. Svaki leksikografski složiv poset je složiv.

Takod̄e, prethodna teorema vrijedi i uz nešto slabije pretpostavke za pres-
likavanje λ : E(P ) → Λ (CL-složivi poseti su složivi, vidjeti u [35], [36]).

Primjedba 1.4.12. Neka je P konačna mreža i I(P ) skup ”join”-ireducibilnih
elemenata u P . Svako preslikavanje ω : I(P ) → N sa λ(x ≺ y) = min{ω(z) :
x < x ∨ z = y} definǐse indukovano označavanje λ : E(P ) → N. Za mrežu P
kaže se da je dopustiva ako je graduisana i ako postoji preslikavanje ω takvo
da je indukovano označavanje λ neko R-označavanje. Sve superrješive mreže
su dopustive. A. Björner je u radu [27] pokazao da je za dopustive mreže in-
dukovano preslikavanje λ i L-označavanje. Tako su na osnovu teoreme 1.4.11
dopustive mreže složive (pa tako i Cohen-Macaulay-jeve, što je bila hipoteza
R. Stanleya).

L-označavanje λ : L → [n] nekog poseta ranga n, kod kojeg je niz oznaka
u svakom maksimalnom lancu C predstavlja jednu permutaciju, (tj. λ(C) ∈
Sn). P. McNamara u svojoj disertaciji naziva SnL-označavanje. R. Stanley
je pokazao da sve superrješive mreže ranga n imaju SnL-označavanje. U [70]
je dokazano da vrijedi i obrnuto tvrd̄enje:

TEOREMA 1.4.13. Konačna graduisana mreža ranga n ima SnL-označavanje
ako i samo ako je superrješiva.
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1.5. cd-indeks

1.5 cd-indeks

Flag f -vektor proizvoljnog graduisanog poseta P ranga n + 1 se može
zapisati kao funkcija generatrisa u nekomutativnim promjenjivim a i b:

ΨP (a,b) =
∑

S∈[S]

fS wS (1.9)

gdje je wS = w1w2 · · ·wn i wi = b za i ∈ S, odnosno wi = (a− b), za i /∈ S.
Homogen polinom ΨP se naziva ab-indeks poseta P .

Ekvivalentno, ab-indeks poseta se dobije kao zbir težina svih lanaca u P .

Svakom lancu c
...0̂ < x1 < x2 < · · · < xk < 1̂ u posetu P ranga n + 1 se

dodijeli težina wt(c) = w1w2 · · ·wn gdje je

wi =

{
b, ako je i ∈ {r(x1), r(x2), . . . , r(xk)};
a− b, inače.

Sada, ab-indeks poseta P se definǐse sa

ΨP =
∑

c-lanac u P

wt(c) (1.10)

Na osnovu relacija (1.4), koeficijenti polinoma ΨP se mogu prepoznati
kao flag h-vektor, tj. pomoću flag h-vektora ab-indeks se može zapisati kao:

ΨP (a,b) =
∑

S∈[S]

hS wS

gdje je wS = w1w2 · · ·wn i wi = b za i ∈ S, odnosno wi = a, za i /∈ S.

Direktna posledica teoreme 1.4.8 je da poseti koji dopuštaju R-označavanje
imaju nenegativan ab-indeks.

Činjenica da flag f -vektor nekog graduisanog poseta zadovoljava uopštene
Dehn-Sommerville relacije je ekvivalentna sa tim da je ab-indeks tog poseta
moguće zapisati (sa cjelobrojnim koeficijentima) u promjenjivim c = a + b i
d = ab + ba, tj. ΨP (a,b) ∈ Z〈c,d〉. Taj nekomutativan, homogen polinom
u promjenjivim c i d naziva se cd-indeks poseta P i označava se sa Φ(P ) ili
sa ΦP (c,d). Na primjer, cd-indeks n-tougla Pn je

ΨPn(a,b) = aa + (n− 1) · ab + (n− 1) · ba + bb =

= (a + b)2 + (n− 2) · (ab + ba) = c2 + (n− 2) · d = ΦPn(c,d)
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Slično, za proizvoljan 3-politop P vrijedi (vidjeti u [17])

ΦP = c3 + (f0 − 2) · dc + (f2 − 2) · cd (1.11)

Egzistenciju cd-indeksa je prvi uočio Johnatan Fine (nije publikovano,
vidjeti u [12]). Prvi publikovan dokaz egzistencije cd-indeksa je sledeća teo-
rema:

TEOREMA 1.5.1 (M. Bayer, A. Klapper, [12]). Neka je P graduisan
poset. Tada ΨP (a,b) ∈ Z〈c,d〉 ako i samo ako flag h-vektor poseta P zado-
voljava uopštene Dehn-Sommerville relacije.

U dokazu se posmatra podprostor polinomijalne algebre Q〈a,b〉 gener-
isan sa ab-indeksima poseta za čije flag f -vektore vrijede uopštene Dehn-
Sommerville relacije, i zatim se pokaže da je taj podprostor tačno Q〈c,d〉.

U slučaju Euler-ovih poseta, egzistencija cd-indeksa se može pokazati
mnogo jednostavnije, vidjeti u [15] i [84]. U radu [1] je dat dokaz egzistencije
cd-indeksa za politope, pomoću infitenzimalnih Hopf-ovih algebri.

Primjetimo da je flag f -vektor poseta moguće rekonstruisati iz cd-indeksa
poseta i da cd-indeks poseta ranga n + 1 ima tačno Fibonacci-jev broj cn

monoma u promjenjivim c i d. Stoga se može reći da cd-indeks kodira
flag f -vektor poseta na najefikasniji način (koeficijenti cd-indeks su baza za
podprostor razapet sa flag f -vektorima politopa, vidjeti u [21]).

Nažalost, veza izmed̄u flag f -vektora poseta i koeficijenata cd-indeksa je
veoma komplikovana. Richard Stanley koeficijente cd-indeksa naziva ”tamna
strana mjeseca”. U radu [17] se daje veza tih koeficijenata i flag f -vektora:

Za S ⊆ [n], takav da i ∈ S ⇒ {i− 1, i + 1} ∩ S = ∅, i za Euler-ov poset
P ranga n + 1 definǐse se k-vektor:

kS =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |hT =
∑
T⊆S

(−2)|S\T |fT

Ako je w = cn1dcn2 · · ·dcnp+1 neki cd-monom stepena n, [w]Φ(P ) koefi-
cijent uz w u Φ(P ), tada (propozicija 7.1 u [17]) vrijedi:

[w]Φ(P ) =
∑

(i1,i2,...,ip)

(−1)(m1−i1)+(m2−i2)+···+(mp−ip)k{i1,i2,...,ip}

gdje je m0 = 1, mi = mi−1 +ni +2, a sumira se po svim ured̄enim p-torkama
(i1, i2, . . . , ip) za koje je mj−1 ≤ ij ≤ mj − 2.
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Druge formule za koeficijente cd-indeksa pomoću flag h-vektora, kao i
formule za torusni h-vektor u terminu cd-indeksa se mogu naći u radu [9].

Za podprostor generisan sa flag f -vektorima politopa (Euler-ovih poseta)
postoji mnogo baza, vidjeti u [75].

Zašto je onda interesantan baš cd-indeks? Evo samo nekoliko mogućih
odgovora:

1. cd indeks se “dobro” ponaša u odnosu na neke operacije sa posetima
(politopima).

2. cd-indeks politopa (svih S-složivih CW -sfera) je nenegativan, pa pos-
toji nada da će se naći kombinatorna ili algebarska interpretacija za
koeficijente polinoma ΦP .

3. neke nejednakosti za flag f -vektor poseta (politopa) se mogu opisati
pomoću cd-indeksa.

U glavama 3 i 4 će biti vǐse riječi o promjeni cd-indeksa pri nekim operaci-
jama. Stoga, sada ćemo posmatrati samo neke osnovne operacije:
Ako su P i Q graduisani poseti tada je cd-indeks njihovog zvijezda proizvoda

ΨP∗Q = ΨP ·ΨQ; ako suP i Q Euler-ovi tada je ΦP∗Q = ΦP · ΦQ. (1.12)

Tako, za suspenziju nad CW -sferom X vrijedi:

Φs(X) = ΦX · c. (1.13)

”Zvijezda” involucija ∗ na ab-monomima se definǐse sa

(u1u2 · · · un)∗ = un · · · u2u1

i proširi se linearno na algebru ab-polinoma. Primjetimo da je ∗ dobro
definisana i na cd-polinomima.

Sada, za ab-indeks dualnog poseta P ∗ vrijedi

ΨP ∗ = Ψ∗
P odnosno ΦP ∗ = Φ∗

P (za Euler-ov poset P ) (1.14)

Na ab-polinomima se može definisati i involucija ω̂ koja vrši ”zamjenu” prom-
jenjivih:

ω̂(a) = b , ω̂(b) = a , ω̂(u1u2 · · · un) = ω̂(u1)ω̂(u2) · · · ω̂(un).

Do kraja poglavlja ćemo opisati ostale razloge za proučavanje cd-indeksa.
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U radu [87] je istaknut značaj problema pozitivnosti u algebarskoj kom-
binatorici. Ako su za neki poset P svi koeficijenti polinoma ΦP (c,d) neneg-
ativni (to ćemo zapisati sa ΦP ≥ 0), kažemo da taj poset ima nenegati-
van cd-indeks. Jedan od glavnih problema vezanih za cd-indeks je opisati
naǰsiru klasu poseta čiji su cd-indeksi nenegativni. Za ab-indeks poseti koji
dopuštaju R-označavanje imaju nenegativne koeficijente. Ako je λ(c) =
(λ1, λ2, . . . , λn) oznaka za neki maksimalan lanac c, tada se definǐse ab-
monom (monom ”pada”) tog lanca sa

u(c) = u1 · u2 · · · un−1 gdje je ui =

{
a, ako je λi < λi+1;
b, ako je λi < λi+1.

Tada je ab-indeks poseta P

ΨP =
∑

c-maks. lanac u P

u(c). (1.15)

Primjetimo da je nenegativnost cd-indeksa jača od nenegativnosti ab-
indeksa. Očigledno je da ΦP ≥ 0 ⇒ ΨP ≥ 0, dok obrnuto ne mora da
vrijedi:

a2 + b2 = c2 − d

U radu [12] je postavljena sledeća hipoteza

HIPOTEZA 1.5.2. Koeficijenti cd-indeksa regularnih CW -sfera su neneg-
ativni.

Richard Stanley je u radu [84] pokazao da sve S-složive, regularne CW -
sfere imaju nenegativan cd-indeks. Kako su svi politopi S-složivi, to politopi
imaju nenegativan cd-indeks, (što je potvrdilo hipotezu J. Fine-a).

Najveći otvoren problem vezan za cd-indeks poseta je sledeća

HIPOTEZA 1.5.3. Za proizvoljan Gorenstein∗-ov poset P vrijedi ΦP ≥ 0.

Primjetimo da se svaka linearna nejednakost koja vrijedi za flag f -vektore
svih Gorenstein∗-ovih poseta može zapisati i u bazi koeficijenata cd-indeksa:

∑
w

αw · [w]ΦP ≥ 0 (1.16)

Neka je w = w1w2 · · ·wr proizvoljan cd monom stepena n, različit od cn. Za
m ∈ N posmatrajmo niz poseta Pm definisanih sa

Pm = T1 ∗ T2 ∗ · · · ∗ Tr, gdje je Ti =

{
B2, ako je wi = c;
Qm, ako je wi = d

(1.17)
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pri čemu je Qm poset strana (m + 2)-tougla. Na osnovu relacija (1.12),
cd-indeks poseta Pm dobijemo tako što svaki d u w zamjenimo sa c2 + md.
Ako w ima s koeficijenata jednakih d, tada je koeficijent uz w u ΦPm jednak
ms, dok su svi ostali koeficijenti manji. Drugim riječima, za svaki cd monom
w 6= cn možemo konstruisati Gorenstein∗-ov poset P kod kojeg je koeficijent
uz w proizvoljno veći od ostalih koeficijenata. Stoga, svi koeficijenti αw u
(1.16) moraju biti nenegativni, pa vrijedi:

TEOREMA 1.5.4 (R. P. Stanley, [86]). Ako je hipoteza 1.5.3 tačna,
onda su sve linearne nejednakosti za flag f -vektor Gorenstein∗-ovih poseta
posledica nenegativnosti koeficijenata cd-indeksa. Drugim riječima, [w]ΦP ≥
0 su sve esencijalne linearne nejednakosti za konus generisan sa flag f -
vektorima Gorenstein∗-ovih poseta.

Kako poseti Pm nisu mreže strana politopa (nažalost!), i pored toga što
znamo za nenegativnost za cd-indeksa politopa, o konusu generisanom sa flag
f -vektorima politopa i dalje ne znamo nǐsta vǐse. U radu [74] je pokazano
da je Stanley-jeva hipoteza tačna za sve Gorenstein∗-ove posete ranga man-
jeg od sedam. Za posete ranga sedam ne zna se da li su koeficijenti uz
ccdd,dccd,ddcc i ddd nenegativni.
Margaret Bayer je u radu [4] posmatrala znak koeficijenata u cd-indeksu
proizvoljnog Euler-ovog poseta P . Koeficijenti uz cd monome

• cidcj za koje je min{i, j} ≤ 1

• cidc · · · cdcj (bez ograničenja za i i j, sa bar dva d)

proizvoljnog Euler-ovog poseta su uvijek nenegativni, i mogu biti proizvoljno
veliki. Uz ostale cd-monome (osim cn) koeficijenti u cd-indeksu proizvoljnog
Euler-ovog poseta nisu ograničeni, tj. za svaki takav monom w može se naći
poset P za koji je [w]ΦP po volji velik, odnosno mali.

Za simplicijalni kompleks C kaže se da je flag kompleks ako vrijedi

za sve S ⊆ V (C), S /∈ C postoji T ⊆ S, |T | = 2, T /∈ C
Primjetimo da je prethodni uslov ispunjen za za komplekse poretka (u svakom
antilancu postoji antilanac od dva elementa).

Nenegativnost koeficijenata cd-indeksa ima veze i sa sledećom hipotezom
o flag kompleksima:

HIPOTEZA 1.5.5 (Charney-Davis). Neka je ∆ flag simplicijalni kom-
pleks koji je homološka (d− 1)-sfera za neki paran d. Tada je

CD(∆) = (−1)
d
2 (h0(∆)−h1(∆)+h2(∆)−· · ·+(−1)ihi(∆)+· · ·−hd−1(∆)+hd(∆)) ≥ 0
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Za neki poset P ranga n + 1, na osnovu relacija (1.4) vrijedi:

CD(∆(P )) =
∑

S⊆[n]

(−1)|S|hS(P ) = ΨP (−1, 1)

Ako je P Euler-ov poset i n paran, dobijamo da je

CD(∆(P )) = (−2)
n
2 [d

n
2 ]ΦP

Sada možemo zaključiti da je nenegativnost koeficijenta uz d
n
2 u ΦP ekviva-

lentna sa Charney - Davis hipotezom za kompleks ∆(P ). Na vezu cd-indeksa
i Charney - Davis hipoteze, prvi je ukazao E. Babson (vidjeti u [86]).

R. Stanley je postavio hipotezu da od svih Gorenstein∗-ovih poseta ranga
n, najmanje koeficijente ima cd-indeks Boole-ove mreže Bn+1. L. Billera i
R. Ehrenborg su u radu [15] pokazali

TEOREMA 1.5.6. Za neki politop P i za svaku njegovu netrivijalnu stranu
F vrijedi

• ΦP ≥ ΦF · Pyr(ΦP/F )

• ΦP ≥ Pyr(ΦF ) · ΦP/F

Kao posledica prethodne teoreme dobija se

POSLJEDICA 1.5.7. Za svaki n-politop P vrijedi ΦP ≥ Φ∆n.

Dakle, od svih n-politopa, najmanji cd-indeks ima n-simpleks (Stanley-
jeva hipoteze je tačna za politope). Takod̄e pokazali su da od svih n-politopa
sa m tjemena najveći cd-indeks ima ciklički politop Cn(d).

Nenegativnost koeficijenata cd-indeksa daje neke linearne nejednakosti
koje vrijede za flag f -vektore politopa. C. Stenson je u radu [88] pokazala da
postoje nejednakosti za flag f -vektor konveksnih politopa koje su posledica
nenegativnosti cd-indeksa, a koje se ne mogu dobiti konvolucijom torusnog
g-vektora, čime je potvrd̄ena hipoteza Meisingera.

U radovima [67],[88] i [75] je pokazano kako se Kalai-jeva konvolucija
funkcionala na politopima (definisana u radu [63]) može zapisati u terminima
cd-indeksa.

Koristeći tu notaciju i činjenicu da je cd-indeks politopa minimalan za
simpleks (posledica 1.5.7) R. Ehrenborg je u radu [41] pokazao kako se od
poznatih nejednakosti za flag f -vektor politopa mogu konstruisati nove, tzv.
”lifting”. Ovom tehnikom su dobijene i neke nove nejednakost za flag f -
vektor 6-politopa. Takod̄e, u terminima cd-indeks i torusnog g-vektora su
opisane sve poznate linearne nejednakosti koje zadovoljavaju flag f -vektori
politopa dimenzije manje od devet (teoreme 5.2-5.8 u radu [41]).
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Glava 2

O nekim klasama politopa i
poseta

2.1 Stelarne podjele simpleksa

Politopski (ili simplicijalni) kompleks je nastavljivo složiv (extendable
shellable) ako se svaki početni šeling može proširiti do šelinga cijelog kom-
pleksa. Za komplekse koji imaju to svojstvo lako je konstruisati šeling.

Na primjer, granica n-simpleksa je nastavljivo složiva. Osnovni primjeri
politopa koji nemaju to svojstvo se mogu naći u [90].

Nažalost, o nastavljivom šelingu se zna vrlo malo. Još se ne zna ni da li
k-skeleton n-simpleksa ima to svojstvo. G. Ziegler je u radu [92] pokazao da
granice “skoro svih” 4-politopa nisu nastavljivo složivi kompleksi. Takod̄e, u
[92] su opisani primeri simplicijalnih 4-politopa koji nisu nastavljivo složivi.

U ovoj glavi ćemo pokazati da su politopi T n
k (dobijeni stelarnom pod-

jelom n-simpleksa, vidjeti primjer 1.1.3) nastavljivo složivi.

Da bi smo opisali mrežu strana politopa T n
k , označimo njegova tjemena

sa

V (T n
k ) = {r1, r2, . . . , rk+1, c1, c2, . . . , cn−k+1},

gdje su sa r1, r2, . . . , rk+1 označena tjemena k-strane S (nad kojom se pos-
matra stelarna podjela), sa c1, c2, . . . , cn−k ostala tjemena n-simpleksa dok je
cn−k+1 oznaka za novo tjeme v.

Granica politopa T n
k je u radu [8] opisana sa:

∂T n
k = (∆n \ S) ∪ (∂S ∗ ∂lk∆nS ∗ {v}) (2.1)

Na osnovu prethodne relacije, dobijamo da su sve maksimalne strane T n
k
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2.1. Stelarne podjele simpleksa

tačno simpleksi oblika

Gri,cj
= conv(V (T n

k ) \ {ri, cj}) za sve i ∈ [k + 1], j ∈ [n− k + 1].

Prethodno razmatranje nam omogućuje sledeću interpretaciju za mrežu strana
T n

k .

Primjedba 2.1.1. Vrste i kolone (k + 1) × (n − k + 1) rešetke Pk+1,n−k+1

označimo sa {r1, r2, . . . , rk+1} i {c1, c2, . . . , cn−k} (tjemena politopa T n
k ).

Sada, kvadratu (ri, cj) te rešetke odgovara maksimalna strana Gri,cj
poli-

topa T n
k (kao konveksan omotač svih ”vrsta” i ”kolona”, osim onih u kojima

se nalazi). Primjetimo, da (n − 1)-simpleksi Gri,cj
i Grk,cl

imaju zajedničku
(n− 2)-stranu ako i samo ako je i = k ili j = l (kvadrati rešetke Pk+1,n−k+1

koji odgovaraju tim stranama se nalaze u istoj vrsti ili koloni).

Kao posljedicu primjedbe 2.1.1, odgovarajućim označavanjem tjemena,
mogu se dobiti i sledeća tvd̄enja (vidjeti u [53]):

PROPOZICIJA 2.1.2. Za sve n ≥ k ≥ 0 vrijedi:

(i) T n
k
∼= T n

n−k

(ii) ∂T n
k
∼= .∂(∆k ×∆n−k)

∗ ∼= ∂Λn+1
k

Dokaz. Relacija (i) je direktna posledica primjedbe 2.1.1.
Da pokažemo ∂T n

k
∼= ∂(∆k ×∆n−k)

∗, tjemena u ∂(∆k ×∆n−k)
∗ (maksi-

malne strane u proizvodu simpleksa) označimo sa

Ri = (∆k\{i})×∆n−k za i ∈ [k+1], Cj = ∆k×(∆n−k\{j}) za j ∈ [n−k+1].

Maksimalne strane u ∂(∆k ×∆n−k)
∗ (tjemena u proizvodu simpleksa) su

Gi,j = {i} × {j} za i ∈ [k + 1] i j ∈ [n− k + 1].

Kako je Gi,j incidentna sa svim tjemenima ∂(∆k×∆n−k)
∗ (osim sa Ri i Cj),

na osnovu primjedbe 2.1.1 korespondencija

ri ↔ Ri, ci ↔ Ci, Gri,cj
↔ Gi,j

definǐse izomorfizam mreža strana politopa ∂T n
k i ∂(∆k ×∆n−k)

∗.
Presjek proizvoljnih k +1 maksimalnih strana simpleksa ∆n+1 je (n− k)-

dimenzionalna strana S. Tjemena te strane označimo sa c1, c2, . . . , cn−k+1, a
ostala tjemena ∆n+1 sa r1, r2, . . . , rk+1. Ako je neki (n − 1)-simpleks σ na
granici diska Λn+1

k tada S * σ i σ je sadržan u tačno jednom od maksimalnih
simpleksa diska Λn+1

k . Stoga je

σ = conv{{r1, r2, . . . , rk+1, c1, . . . , cn−k+1}\{ri, cj}} za i ∈ [k+1], j ∈ [n−k+1]

pa postoji bijekcija izmed̄u maksimalnih strana simplicijalnih kompleksa ∂T n
k

i ∂Λn+1
k .
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2.1. Stelarne podjele simpleksa

Na osnovu primjedbe 2.1.1, lako zaključujemo da je sa

Gri,cj
< Grk,cl

⇔ i < k ili i = k, j < l (2.2)

definisan jedan šeling politopa T n
k .

U tom poretku, minimalna nova strana za Gri,cj
je

R(Gri,cj
) = conv {{rk : k < i} ∪ {cl : l < j}},

pa je u tom poretku type(Gri,cj
) = i + j − 2.

Tako se dobiju rezultati iz [8]:

POSLJEDICA 2.1.3. Neka su n, k proizvoljni cijeli brojevi, takvi da je
n ≥ k ≥ 0. Tada vrijedi

h(T n
k ) = (1, 2, . . . , k, k + 1, k + 1, . . . , k + 1, k, . . . , 2, 1)

POSLJEDICA 2.1.4. Kako su (za fiksno n i za sve k = 0, 1, 2, . . . , bn
2
c)

vektori h(T n
k ) afino nezavisni, to su Dehn-Sommerville relacije jedine lin-

earne relacije za f -vektor simplicijalnih politopa.

Sledeća propozicija daje kriterij kada je neka familija maksimalnih strana
politopa T n

k početni dio nekog šelinga tog politopa.

PROPOZICIJA 2.1.5. Neka je F neki podskup skupa maksimalnih strana
T n

k (kvadrata u rešetki Pk+1,n−k+1 ). Za i ∈ [k + 1] neka je Fi = {j ∈
[n−k+1] : (ri, cj) ∈ F}. Strane {Gri,cj

: (ri, cj) ∈ F} čine početni dio nekog
šelinga za T n

k ako i samo ako za sve i, i′ ∈ [k +1] vrijedi Fi ⊆ Fi′ ili Fi ⊇ Fi′.

Dokaz. Pretpostavimo da strane {Gri,cj
: (ri, cj) ∈ F} čine početak nekog

šelinga T n
k . Neka su i, i′ ∈ [k] takvi da je i 6= i′.

Pretpostavimo da postoji j ∈ Fi \ Fi′ . Za svako j′ ∈ Fi′ , u pretpostavl-
jenom šelingu T n

k (na osnovu teoreme 1.4.3), (n− 3)-simpleks Gri,cj
∩Gri′ ,cj′

je sadržan u nekom (n−2)-simpleksu koji je presjek Gri,cj
ili Gri′ ,cj′ sa nekom

stranom iz F . Kako j /∈ Fi′ , jedina strana za koju je to moguće je Gri,cj′ , pa
j′ ∈ Fi, dakle Fi′ ⊆ Fi.

Sada pretpostavimo da strane iz F zadovoljavaju uslov iz propozicije.
Bez smanjenja opštosti (eventualnim ”preoznačavanjem” vrsta i kolona, tj.
tjemena), možemo pretpostaviti da je F1 ⊇ F2 ⊇ . . . ⊇ Fk. Definǐsimo
poredak maksimalnih strana T n

k :

Fri,cj
< Fri′ ,cj′ ⇔

{
j ∈ Fi, j

′ /∈ Fi′

i < i′ ili i = i′, j < j′ inače

Direktnom provjerom (koristeći primjedbu 2.1.1) lako se pokaže da je ovo
šeling za T n

k .
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2.2. Obični i torusni h-vektor za ∆∗
n−1(k)

POSLJEDICA 2.1.6. Politop T n
k je nastavljivo složiv.

U [56] je pokazano da hiperoktaedar C∗
n (politop dualan n-kocki) nije nas-

tavljivo složiv za dovoljno veliko n. Kako se C∗
n može dobiti od n-simpleksa,

nizom od n− 1 odgovarajućih stelarnih podjela, to znači da stelarna podjela
ne čuva svojstvo nastavljive složivost.

Možda je zanimljivo sledeće pitanje:
Koliko najmanje stelarnih podjela treba izvršiti na ∆n da se dobije politop

koji nije nastavljivo složiv?

2.2 Obični i torusni h-vektor za ∆∗
n−1(k)

Hipersimpleks ∆n−1(k) je (n−1)-dimenzionalan politop koji se dobije kao
presjek n-kocke Cn = [0, 1]n sa hiperravni Hk = {x ∈ Rn :

∑n
i=1 xi = k}.

Očigledno je ∆n−1(1) standardni (n − 1)-simpleks. Centralnom simetrijom
u odnosu na tačku (1

2
, 1

2
, . . . , 1

2
) politop ∆n−1(k) se slika u ∆n−1(n − k), pa

su ti politopi izometrični i kombinatorno izomorfni. Stoga, u daljem tekstu
posmatramo politope ∆n−1(k) za bn

2
c ≥ k ≥ 1.

Politopi ∆n(k) se spominju u [53] (str.65 kao Kn
k ), u [51] (strana 205),

a ime hipersimpleks se prvi put pojavilo u radu [52]. U svojim lekcijama,
R. MacPherson je istakao da dvoparametarska familija politopa {∆n(k) :
0 < k < n, n ∈ N} ima veoma zanimljiva svojstva koja zaslužuju detaljnija
istraživanja. Mreža strana politopa ∆n−1(k) je opisana u sledećoj lemi.

LEMA 2.2.1. Neka je Ln−1(k) = {(A,B) : A ⊂ B ⊆ [n]; |A| ≤ k − 1; |B| ≥
k + 1; } ∪ {(A,A) : A ⊆ [n]; |A| = k} ∪ {0̂}.
Ako definǐsemo poredak na Ln−1(k) sa: (A,B) ≤ (C,D) ⇔ A ⊇ C,B ⊆ D
tada je L(∆n−1(k)) ∼= Ln−1(k).

Dokaz. Tjeme v kocke Cn je i tjeme politopa ∆n−1(k) ako i samo ako v ∈ Hk

(tj. v ima tačno k koordinata jednakih 1). Kako hiperravan Hk ne siječe ivice
kocke Cn, politop ∆n−1(k) nema drugih tjemena. Zato su tjemena ∆n−1(k)
sa k-članim podskupovima skupa [n]. Stoga je

A = {a1, a2, . . . , ak} ⊆ [n] 7→ TA = (t1, t2, . . . , tn), ti =

{
1, i ∈ A;
0, i /∈ A

bijekcija izmed̄u tjemena ∆n−1(k) i atoma mreže Ln−1(k).

Za svaki ured̄eni par (A,B) podskupova [n], za koji vrijedi

A ⊂ B ⊆ [n]; |A| ≤ k − 1; |B| ≥ k + 1, (2.3)
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2.2. Obični i torusni h-vektor za ∆∗
n−1(k)

linearni funkcional x 7→ ∑
i∈A xi−

∑
j /∈B xj na n-kocki dostiže maksimum na

(|B| − |A|)-dimenzionalnoj strani {x ∈ Cn : ∀i ∈ A, xi = 1; ∀j /∈ B, xj = 0}.
Presjek hiperravni Hk sa tom stranom je (|B|−|A|−1)-dimenzionalna strana

S(A,B) = {x ∈ Cn :
n∑

i=1

xi = k, ∀i ∈ A, xi = 1; ∀j /∈ B, xj = 0 }

hipersimpleksa ∆n−1(k).
Tako je uspostavljena bijekcija izmed̄u svih ured̄enih parova (A,B) za

koje vrijedi (2.3) i (|B| − |A| − 1)-strana politopa ∆n−1(k).
Ako su (A,B) i (C, D) elementi Ln−1(k) takvi da je (A,B) ≤ (C, D), iz

prethodno opisanog je očigledno da vrijedi S(A,B) ⊆ S(C,D). Stoga je bijekcija
(A,B) 7→ S(A,B) izomorfizam mreža Ln−1(k) i L(∆n−1(k)).

Primjetimo, da za k 6= 1 (∆n−1(k) nije simpleks), politop ∆n−1(k) ima 2n
maksimalnih strana. Označimo ih sa Ri = {x ∈ ∆n−1(k) : xi = 1} = S({i},[n])

i Cj = {x ∈ ∆n−1(k) : xj = 0} = S(∅,[n]{j}).

POSLJEDICA 2.2.2. Iz prethodne leme lako se dobijaju sledeća tvrd̄enja:

(i ) Za r > 0

fr(∆n−1(k)) =

(
n

r + 1

) min{k−1,n−r−1}∑

i=max{0,k−r}

(
n− r − 1

i

)

(ii ) Ured̄enom paru (A,B) (koji ispunjava uslove iz relacije (2.3)) odgovara
strana politopa ∆n−1(k) koja je kombinatorno ekvivalentna sa hipersim-
pleksom ∆|B|−|A|−1(k − |A|).

(iii ) Za proizvoljnu r-stranu S (r > 0) politopa ∆n−1(k) vrijedi
[S, 1̂]L(∆n−1(k))

∼= Bn−r−1.

POSLJEDICA 2.2.3. Politop ∆∗
n−1(k) je kvazisimplicijalan. Sve maksi-

malne strane ∆∗
n−1(k) su kombinatorno ekvivalentne sa T n−2

k−1 .

Dokaz. Svaka r-dimenzionalna strana S∗ politopa ∆∗
n−1(k) odgovara nekoj

(n − r − 2)-dimenzionalnoj strani S politopa ∆n−1(k). Na osnovu tvrd̄enja
(iii) (iz posledice 2.2.2), za r > 0 vrijedi [0̂, S∗]∆∗n−1(k)

∼= [S, 1̂]∆n−1(k)
∼= Br+1,

pa je politop ∆∗
n−1(k) kvazisimplicijalan.

Na osnovu teoreme leme 2.2.1, maksimalne strane politopa ∆∗
n−1(k) možemo

označiti sa FA, A ⊆ [n], |A| = k, a tjemena tog politopa sa ri, ci za i ∈ [n].
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2.2. Obični i torusni h-vektor za ∆∗
n−1(k)

Kako je tjeme TA politopa ∆n−1(k) sadržano u 2n maksimalnih strana
(Ri za i ∈ A i Cj za j ∈ Ac) tog politopa, to su tjemena maksimalne strane
FA politopa ∆∗

n−1(k):

V (FA) = {ri : i ∈ A} ∪ {cj : j /∈ A}

Maksimalne strane simplicijalnog politopa FA su u korespondenciji sa ivicama
politopa ∆n−1(k) koje sadrže odgovarajuće tjeme TA. U bijekciji definisanoj u
lemi 2.2.1, nekoj ivici koja sadrži TA odgovara ured̄en par (A\{i0}, A∪{j0}),
za neko i0 ∈ A, j0 ∈ Ac.

Ivica S(A\{i0},A∪{j0}) politopa ∆n−1(k) je sadržana u n − 2 maksimalne
strane Ri, za i ∈ A\{i0} i Cj, za j ∈ Ac \{j0} politopa ∆n−1(k). Stoga, njoj
dualna (n− 3)-strana u ∆∗

n−1(k) (maksimalna strana FA) sadrži sva tjemena
FA osim ri0 i cj0 . Tu maksimalnu stranu FA možemo označiti sa Gri0

,cj0
(A).

Na osnovu primjedbe 2.1.1, FA je kombinatorno ekvivalentna sa T n−2
k−1 .

Sada ćemo opisati konkretan šeling za ∆∗
n−1(k). Na skupu maksimalnih

strana tog politopa definǐsemo leksikografski poredak sa

FA <L FB ⇔ A <L B ⇔ min(A M B) ∈ A. (2.4)

Prisjetimo se da je mreža strana FA opisana u primjedbi 2.1.1. Za sve i ∈ A,
j /∈ A i j < i neka je B := (A \ {i}) ∪ {j}.

Primjetimo da je B <L A i FB ∩ FA = Gri,cj
(A). Stoga je

FA ∩ (
⋃

FA′<LFA

FA′) ⊇
⋃

a∈A,b/∈A,b<a

Gra,cb
(A). (2.5)

Za proizvoljan B <L A, neka je i0 = min(A M B) ∈ B i j0 = max (A \ B).
Tada, za A′ := (A\{i0})∪{j0} <L A vrijedi FB ∩FA ⊆ F ′

A∩FA = Gri0
,j0(A)

pa u (2.5) vrijedi jednakost.

Primjedba 2.2.4. Dobro je poznata bijekcija izmed̄u svih k-članih pod-
skupova [n] i najkraćih puteva u k× (n− k) rešetki Pk,n−k od gornjeg lijevog
do donjeg desnog ugla, vidjeti u [81]. Presjek FA sa stranama koje joj preth-
ode u poretku <L:

ΓA = FA ∩ (
⋃

FA′<LFA

FA′)

je tačno unija onih maksimalnih strana FA koje odgovaraju kvadratima
rešetke Pk,n−k, koji su ispod puta PA odred̄enog sa A. Na osnovu propozicije
2.1.5, zaključujemo da je <L šeling poredak za ∆∗

n−1(k).
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2.2. Obični i torusni h-vektor za ∆∗
n−1(k)

Da bi izračunali h-vektor politopa ∆∗
n−1(k) potrebna nam je sledeća lema.

LEMA 2.2.5. Neka je P proizvoljan n-dimenzionalan kvazisimplicijalan
politop i neka je F1, F2, . . . , Fr šeling poredak za P . Neka je Ci,1, Ci,2, . . . , Ci,pi

, . . . , Ci,ti

šeling poredak strane Fi i neka je:

Γi = Fi ∩ (
⋃
i<j

Fj) =

ti⋃
j=pi

Ci,j

(Primjetimo da je p1 = 1 i pr = tr + 1.) Tada vrijedi:

C1,1, C1,2, . . . , C1,t1 , C2,p2 , . . . , C2,t2 , . . . , Cr−1,pr−1 , . . . , Cr−1,tr−1 (2.6)

šeling poredak za P (n−2), (n− 2)-skelet politopa P .
Dalje, ako je h(Γi) = (hi,0, hi,1, . . . , hi,n−1) tada je

hk(P
(n−2)) =

r−1∑
i=1

hi,n−1−k. (2.7)

Dokaz. Uočimo proizvoljan (n−2)-simpleks Ci,j (1 ≤ i ≤ r−1, pi ≤ j ≤ ti).
Iz šelinga politopa P , za proizvoljne k < i i l ≥ pk vrijedi Ck,l ∩ Ci,j ⊆
Fk ∩ Fi ⊆ Ci,s (za neki s < pi). Svaki od simpleksa Ci,s (za s < pi) se pojavi
u listi (2.6) kao maksimalna strana nekog Fm za m < i. Stoga je

Ci,j ∩ (
⋃

p<i ili p=i,q<j

Cp,q) = Ci,j ∩ (

j−1⋃
s=1

Ci,s)

što je početni dio nekog šelinga za Ci (zbog pretpostavke o šelingu strane
Fi). Time je pokazano da je (2.6) šeling za P (n−2).

Na osnovu leme 8.10. u [90], svaki šeling politopa je reverzibilan, pa je
Ci,ti , Ci,ti−1, . . . , Ci,pi

šeling za disk Γi. Ako je u tom poretku type(Ci,j) = k,
tada je u šeling poretku definisanom u (2.6) (kao i u pretpostavljenom šeling
poretku za Fi) type(Ci,j) = n− 1− k, pa vrijedi formula (2.7).

TEOREMA 2.2.6. Za n ≥ k ≥ 0 (ako h-vektor zapǐsemo kao kolonu)
vrijedi:
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2.2. Obični i torusni h-vektor za ∆∗
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h(∆∗
n−1(k)) =




(
n
0

)
(

n
0

)
+

(
n
1

)
...(

n
0

)
+

(
n
1

)
+ · · ·+ (

n
k−1

)
...(

n
0

)
+

(
n
1

)
+ · · ·+ (

n
k−1

)
...(
n
0

)




−
(

n

k

)




n−k nula︷︸︸︷
0
0
...
0
1
1
...
1
0




(2.8)

Dokaz. Za k-člani podskup A od [n] uočimo disk

ΓA = FA ∩ (
⋃

FB<LFA

FB) (2.9)

(presjek FA sa stranama koje su poslije nje u šeling poretku<L). Strana
koja odgovara kvadratu (i, j) se pojavi u ΓA ako i samo ako je taj kvadrat
iznad puta PA odred̄enog sa A. Lako se vidi da je obrnuti poredak od onog
definisanog u propoziciji 2.1.5 takod̄e šeling za ΓA. Tip strane koja odgovara
kvadratu (i, j) u tom poretku je i− j +n−k−1, pa na osnovu (2.7) kvadrat
(i, j) doprinese 1 članu j − i + k − 1 h-vektora ∆∗

n−1(k)(n−2).

Prethodno razmatranje možemo zapisati i ovako:

Neka je Ak,n−k =
(
ai,j

) ∈Mk×n−k(Z), gdje je

ai,j = |{A ⊆ [n] : |A| = k, kvadrat(i, j) je iznadPA}|.

Sada je h-vektor ∆∗
n−1(k)(n−2) zbir elemenata matrice Ak,n−k po dijago-

nali:

hr(∆
∗
n−1(k)(n−2)) =

∑

j−i+k−1=r

ai,j

Posmatrajući šta je prvi korak u nekom najkraćem putu, lako je pokazati
matrice Ak,n−k zadovoljavaju sledeću rekurzivnu relaciju:

Ak,n−k =

( (
n−1
k−1

) · · · (
n−1
k−1

)
Ak−1,n−k

)
+




0
...
0

Ak,n−k−1


 .
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Kao ilustraciju prethodnog razmatranja, kao i primjedbe 2.2.4 posmatra-
jmo leksikografski šeling za ∆∗

4(2). Njegove maksimalne strane su politopi
T 3

1 (bipiramide nad trouglom).

4
2

1 3 5
2 3

2 5
2

1 3 4
2 3

4
3

1 2 5

2

3

5
3

1 2 4
3

5
4

1 2 3

2
1

3 4 5

0

1

1

2

2

3

3
1

2 4 5
1

1

2

2

3

4
1

2 3 5
1

1

2

2

3

5
1

2 3 4
1 2 3

3
2

1 4 5

1

2 3

2

(1, 2, 2, 1) (0, 2, 2, 1) (0, 1, 2, 1) (0, 1, 1, 1) (0, 1, 2, 1)

(0, 0, 2, 1) (0, 0, 1, 1) (0, 0, 1, 1) (0, 0, 0, 1) (0, 0, 0, 0)

U polju (i, j) rešetke je upisan tip simpleksa u šelingu ∆∗
n−1(k)(n−2). Is-

pod je doprinos diska ΓA za h(∆∗
n−1(k)(n−2)).

Kako za sve (n − 1)-dimenzionalne politope vrijedi (Stanley-jev trik, vid-
jeti [90])

hi(P ) = hi(P
(n−2))− hi−1(P

(n−2)) za sve i = 0, 1, . . . , n− 2

primjenom leme 2.2.5, za k > 1 dobijamo:

h(∆∗
n−1(k)) =

(
h(∆∗

n−2(k − 1)), 0
)

+
(
0, h(∆∗

n−2(k))
)
+

+
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1

,

(
n− 1

k − 1

)
, 0, . . . , 0,−

(
n− 1

k − 1

)
, 0

)
.

Tvrd̄enje (2.8) se sada lako pokaže indukcijom (politopi ∆∗
2(1) i ∆∗

2(2) su
2-simpleksi).

POSLJEDICA 2.2.7. Za h-vektore politopa ∆∗
n−1(k) vrijede sledeće rekurzivne
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relacije:

h(∆∗
n−1(k)) = h(∆∗

n−1(k − 1)) +

(
n

k − 1

)




k−1 nula︷︸︸︷
0
0
...
0
1
1
...
1
0




−
(

n

k

)




n−k nula︷︸︸︷
0
0
...
0
1
1
...
1
0




Prvi problem u pokušajima da se ideje iz dokaza g-teoreme primjene u
karakterizaciji f -vektora proizvoljnih politopa je taj što h-vektori ne moraju
biti nenegativni (na primjer, h(C3) = (1, 5,−1, 1)). Jedna od interpretacija
h-vektora simplicijalnog politopa je bila i da su hi dimenzije kohomologije
torusnog varijeteta asociranog politopu P . To je bio motiv da se posmatra
torusni h-vektor.

Torusni h-vektor za n-politop P sa racionalnim tjemenima se definǐse kao
niz hT (P ) = (hT

0 , hT
1 , . . . , hT

n ) koji je Hilbert-ova funkcija (”middle perversity
intersection”) homologije asociranog torusnog varijeteta.
Na sreću, R. Stanley je u radu [82] (vidjeti i [9]) dao kombinatornu definiciju
za hT (P ) koja ima smisla za sve Euler-ove posete.

DEFINICIJA 2.2.8. Za Euler-ove posete definǐsu se polinomi hT i gT in-
duktivno na sledeći način:

- za poset P ranga 1 (sa dva elementa) definǐse se hT (P, t) = gT (P, t) = 1.

- ako je P Euler-ov poset ranga n + 1 > 0 tada je polinom hT (P, t)
stepena n. Ako je hT (P, t) = hT

0 + hT
1 t + · · ·+ hT

n tn tada se definǐse

gT (P, t) = hT
0 + (hT

1 − hT
0 )t + · · ·+ (hT

m − hT
m−1)t

m.

- ako je P Euler-ov poset ranga n + 1 > 0 tada se definǐse

hT (P, t) =
∑

x∈P\{1̂}
gT (P, t)(x− 1)n−r(x).

Može se pokazati da vrijedi
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TEOREMA 2.2.9 (R. P. Stanley,[82]). Neka je P Euler-ov poset ranga
n + 1 i neka je hT (P, t) =

∑n
i=0 hT

i ti. Tada je hT
i = hT

n−i.

Kako je za Boole-ovu mrežu gT (Bn, t) = 1, to se iz definicije 2.2.8 lako
dobija da su torusni h-vektor simplicijalnih Euler-ovih poseta isto što i obični
h-vektor.

Tako u slučaju simplicijalnih poseta postoji i kombinatorna interpretacija
za torusni h-vektor. Interesantno je pitanje kombinatorne interpretacije
torusnog h-vektora za politope. Posebno je zanimljivo vidjeti da li postoji
veza izmed̄u šelinga politopa i njegovog torusnog h-vektora.

Kod šelinga simplicijalnog politopa, dodavanjem strane tipa i njegov
”obični” h vektor se poveća za jedan na “mjestu” hi. Šta se može reći za
torusni h-vektor u opštem slučaju (za proizvoljan n-politop)? Nije čak poz-
nato da li je ta promjena uvijek pozitivna (u radu [6] se kaže da je T. Braden
najavio pozitivan odgovor). Ako jeste, da li se može naći neka kombinatorna
interpretacija te promjene?

Jedan od problema sa proučavanjem f -vektora nesimplicijalnih politopa
je nedostatak netrivijalnih primjera. U radu [26] T. Bisztriczky je definisao
”ordinarne” politope (beskonačnu familiju nesimplicijalnih politopa, za koju
se može ”kontrolisati” f -vektor). M. Bayer je u radu [5] izračunala torusni
h-vektor multiplicijalnih politopa. U radu [6] je pokazala kako se torusni
h-vektor multiplicijalnih politopa mijenja sa šelingom.

Do kraja ovog poglavlja, koristeći h-vektor politopa ∆∗
n−1(k), računamo

njegov torusni h-vektor hT (∆∗
n−1(k)). Takod̄e, dajemo kombinatornu inter-

pretaciju promjene hT (∆∗
n−1(k)) pri šelingu <L definisanom u relaciji (2.4),

i na osnovu toga kombinatornu interpretaciju koeficijenata hT (∆∗
n−1(k), x).

LEMA 2.2.10. Neka je P kvazisimplicijalan n-dimenzionalan politop i neka
je h(P ) = (h0, h1, . . . , hn) njegov h-vektor. Tada je njegov torusni h-vektor

hT
i (P ) =

{
hi za i ≤ [n

2
],

hn−i za i > [n
2
].

(2.10)

Dokaz. Iz definicije torusnog h-vektora, dobijamo da za kvazisimplicijalne
politope vrijedi sledeća relacija:

hT (P, x) =
∑

F -stranaP,F 6=P

g(F, x)(x− 1)n−dimF−1 =

=
n∑

i=0

fi−1(P )(x−1)n−i+
∑

G max strana

(
g(G, x)−1

)
= h(P, x)+

∑
G max strana

(
g(G, x)−1

)
.
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Kako je st g(G, x) ≤ [n−1
2

], to za sve i ≤ [n
2
] vrijedi hT

i (P ) = hi(P ). Na
osnovu teoreme 2.2.9 vrijedi hT

i (P ) = hT
n−i(P ), čime je lema pokazana.

Iz prethodne propozicije i (2.8), dobijamo

hT (∆∗
n−1(k)) =




(
n
0

)
(

n
0

)
+

(
n
1

)
...(

n
0

)
+

(
n
1

)
+ · · ·+ (

n
k−1

)
...(

n
0

)
+

(
n
1

)
+ · · ·+ (

n
k−1

)
...(
n
0

)




TEOREMA 2.2.11. Neka je 1 ≤ a1 < a2 < · · · < ak ≤ n i neka je
A = {a1, a2, . . . , ak} ⊆ [n]. Promjena torusnog h-vektora poslije dodavanje
strane FA u šelingu <L je

hT
A = hT ((

⋃
FB≤LFA

FB), x)− hT ((
⋃

FB<LFA

FB)′, x) = xn−k−1

k∑
i=1

x2i−ai . (2.11)

Dokaz. Ako je ΓA disk definisan u relaciji (2.9) tada vrijedi:

hT
A =

∑
F∈ΓA

g(F, x)(x− 1)n−1−dim F −
∑

F∈∂ΓA

g(F, x)(x− 1)n−1−dim F + g(FA, x).

Kako je ΓA kvazisimplicijalan, na osnovu prethodne leme i posledice 2.1.3
dobijamo

hT
A = (x− 1)h(ΓA, x)− (x− 1)2h(∂ΓA, x)+xk−1 +xk−2 + · · ·+x+1. (2.12)

Sada ćemo izračunati doprinos elementa ai ∈ A polinomu hT
A. Koristimo

interpretaciju za h-vektor ΓA opisanu u teoremi 2.2.6. Primjetimo da je
doprinos i-te vrste h(ΓA) tačno

hai
= (

i−1︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0,

n−k−ai+i︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,

k−2i+ai︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0).

Na osnovu teoreme 1.4.5, zaključujemo da je doprinos hai
vektoru g(∂ΓA) je:

gai
= sign(k + ai + 1− 3i) · (

m︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0,

r︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,

[n−2
2

]+1−m−r︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0 )
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gdje je m = min {i−1, k+ai−2i} i r = |k+ai +1−3i|. Dalje, dobijamo
da je doprinos hai

vektoru h(∂ΓA)

h∂ai
= sign(k + ai + 1− 3i) (

m︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0, 1, 2, . . . , r, r, . . . , 2, 1,

m︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0)

Posmatrajmo slučaj kada je i − 1 ≤ k + ai − 2i. Tada je m = i − 1,
r = k + ai + 1− 3i, i doprinos ai u (2.12) je:

(x− 1)(xn−i−1 + xn−i−2 + · · ·+ xk+ai−2i + xk+ai−2i)

−(x−1)2(xn−i−2+2xn−i−3 . . .+rxn+2i−k−ai−2+. . .+rxn+2i−k−ai−2+. . .+2xi+xi−1) =

= xn−i−xk+ai−2i−xn−i +xn+2i−k−ai−1 +xk+ai−2i−xi−1 = xn+2i−k−ai−1−xi−1

Kako se −xi−1 ponǐsti sa osgovarajućim članom iz g(FA, x) = g(T n−2
k−1 ), to je

zaista doprinos ai u (2.12) tačno xn+2i−k−ai−1.
Slično rasud̄ujemo i u slučaju kada je i − 1 > k + ai − 2i. Tada je

m = k + ai − 2i, r = 3i− k − ai − 1, i doprinos ai u (2.12) je:

(x− 1)(xn−i−1 + xn−i−2 + · · ·+ xk+ai−2i + xk+ai−2i)+

+(x−1)2(xn+2i−k−ai−3+2xn+2i−k−ai−4 . . .+rxn−i+. . .+rxi−2+. . .+xk+ai−2i) =

= xn−i−xk+ai−2i +xn+2i−k−ai−1−xn−i−xi−1 +xk+ai−2i = xn+2i−k−ai−1−xi−1

Kao i u prethodnom slučaju, xi−1 se ponǐsti, pa je doprinos ai u (2.12) tačno
xn+2i−k−ai−1. Sada se tvrd̄enje teoreme dobija sabiranjem svih hai

.

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo kombinatornu interpretaciju
za torusni h-vektor politopa ∆∗

n−1(k):

hT
r (∆∗

n−1(k)) = |{(A, i) : A ⊆ [n], |A| = k, i ∈ [n], n+2i−k−r−1 ∈ A je i-ti po veličini}|

odnosno

hT
r (∆∗

n−1(k)) =
k∑

i=1

(
n + 2i− k − r − 2

i− 1

)(
k + r + 1− 2i

k − i

)
.

Stoga, torusni h-polinom za ∆∗
n−1(k) je

hT (∆∗
n−1(k), x) = xn−k−1

∑

A={a1,a2,...,ak}⊆[n]

k∑
i=1

x2i−ai .
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2.3 Planarni poseti

U ovom poglavlju ispitujemo različite osobine planarnih poseta. Koristeći
R-označavanje, opisaćemo sve esencijalne linearne nejednakosti za flag f -
vektor složivih planarnih poseta. Rezultati dobijeni u ovom poglavlju su
objavljeni u [60].

Za graduisan poset P kažemo da je planaran ako se njegov Hasse-ov
dijagram može nacrtati u ravni tako da su ivice predstavljene dužima koje
se sijeku (eventualno) samo u čvorovima. Planaran poset P je zasićen ako
njegov Hasse-ov dijagram ima maksimalan broj ivica. To formalno možemo
definisati na sledeći način:
Svako smještanje Hasse-ovog dijagrama poseta P u ravan, na svakom nivou
Pi = {x ∈ P : r(x) = i} definǐse prirodno linearno ured̄enje 6Pi

(s lijeva
udesno).

Za x, y ∈ Pi je x ≤Pi
y ako je tjeme x lijevo od y. Za x ∈ P definǐsemo

U(x) = {y ∈ P : x ≺ y} kao skup svih elemenata koji natkrivaju x.
Ako je poset P planaran, tada za sve x <Pi

x′ vrijedi maxPi+1
U(x) ≤Pi+1

minPi+1
U(x′). Planaran poset P ranga n + 1 je zasićen ako:

∀i ∈ [n], i za sve x ≺Pi
x′, vrijedi max Pi+1

U(x) = min Pi+1
U(x′) (2.13)

Prebrojavanjem ivica u Hasse-ovom dijagramu poseta P izmed̄u susjednih
nivoa (posmatrano kao graf, to je stablo) može se pokazati da vrijedi:

Primjedba 2.3.1. Ako je P planaran, zasićen poset ranga n+1 tada njegov
Hasse-ov dijagram ima 2|P | − n− 3 ivica.

Sledeća lema će biti korisna za karakterizaciju složivih planarnih poseta:

LEMA 2.3.2. Neka je P planaran zasićen poset i neka je [x, y] interval
dužine veće od jedan. Neka je x = xi ≺ xi+1 ≺ · · · ≺ xj−1 ≺ xj = y
maksimalan lanac u [x, y] takav da za svaki k, i < k < j postoji yk ∈ [x, y],
yk ≺Pr(xk)

xk (tj. lijevo od xk postoji neko tjeme yk ). Ako je x ≺ yi+1 i
yj−1 ≺ y tada postoji k0, i < k0 < j takav da je xk0−1 ≺ yk0 ≺ xk0+1.

Dokaz. Indukcijom po r(y)− r(x).
Ako je r(y)−r(x) = 2, tada je yi+1 = yj−1 i k0 = i+1 = j−1. Za r(y)−r(x)
veće od dva posmatajmo yi+1. Ako je yi+1 ≺ xi+2 tada je k0 = i + 1. Ako
yi+1 ⊀ xi+2 tada zbog zasićenosti poseta P (vidjeti u relaciji (2.13)) vrijedi
xi+1 ≺ yi+2. Sada, po pretpostavci indukcije, u intervalu [xi+1, y] postoji k0

za i + 1 < k0 < j sa traženim svojstvom.
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TEOREMA 2.3.3. Za planaran poset P sledeće tvrdnje su ekvivalentne:

1. P je zasićen

2. P je složiv

3. P je Cohen-Macaulay-jev

Dokaz. Pokažimo da 1 ⇒ 2.
Neka je P zasićen planaran poset ranga n + 1. Definǐsimo linearan poredak
na skupu svih maksimalnih lanaca poseta P na sledeći način: Za C i C ′

maksimalne lance u P

C
...0̂ = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn ≺ xn+1 = 1̂

C ′...0̂ = x′0 ≺ x′1 ≺ · · · ≺ x′n ≺ x′n+1 = 1̂

neka je j0 = max{i : xi 6= x′i}, tj. j0 je najvǐsi nivo na kojem su C i C ′

različiti. Reći ćemo da je

C <E C ′ ⇔ xj0 <Pj0 x′j0 (2.14)

tj., lanac C prethodi lancu C ′ u poretku <E ako je na najvǐsem nivou gdje
se razlikuju lanac C lijevo od C ′.

Pokazaćemo da je <E šeling poredak u smislu definicije 1.4.7.

Neka je C <E C ′ i neka je j0 = max{i : xi 6= x′i}. Dalje, neka je

i0 = max{i < j0 : xi = x′i},

tj. i0 je najvǐsi nivo ispod nivoa j0 na kojem su lanci C i C ′ isti. Tada je
maksimalan lanac xi0 = x′i0 ≺ x′i1 ≺ · · · ,≺ x′j0 ≺ x′j0+1 = x′j0+1 u intervalu
[xi0 , xj0+1] takav da ispunjava uslove leme 2.3.2. Odatle postoji z ∈ [xi0 , xj0+1]
i i0 < k < j0 + 1 takvo da je x′k−1 ≺ z ≺ x′k+1. Sada maksimalni lanac

C ′′...0̂ = x′0 ≺ x′1 ≺ · · · ≺ x′k−1 ≺ z ≺ x′k+1 ≺ · · · ≺ x′n ≺ x′n+1 = 1̂

ima osobinu da je
C ∩ C ′ ⊆ C ′′ ∩ C ′ = C ′ \ {x′k}

pa je sa (2.14) definisan šeling poredak za maksimalne lance u P .
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Kako je svaki složiv poset Cohen-Macaulay-jev (vidjeti u radu [31]), to
2 ⇒ 3.

Sada ćemo pokazati da 3 ⇒ 1.
Neka je planaran poset P ranga n + 1 Cohen-Macaulay-jev. Na osnovu teo-
reme 1.4.6, u simplicijalnom kompleksu ∆(P ) za svaki simpleks σ vrijedi:

H̃i(lk∆(P )(σ)) = 0, za sve i < dim lk∆(P )(σ).

Pretpostavimo da takav poset P nije zasićen. Tada postoje x i x′ na nekom
nivou Pi takvi da je x ≺Pi

x′ i max Pi+1
U(x) < min Pi+1

U(x). Neka je y =
x∨x′ a z = x∧x′ ( planarni poseti su mreže, vidjeti u radu [19]). Ako su C1 i
C2 proizvoljni maksimalni lanci u [0̂, y], odnosno u [z, 1̂], tada je za simpleks

σ = C1 ∪ C2 u ∆(P ) njegov lk(σ) nepovezan. Stoga je H̃0(lk∆(P )(σ)) 6= 0,
što je kontradikcija sa pretpostavkom da je P Cohen-Macaulay-jev.

Primjedba 2.3.4. Neka je P zasićen, planaran poset ranga n + 1. Neka
je x ∈ P takav da nije sadržan u krajnjem lijevom maksimalnom lancu, (tj.
koji nije minimalan u poretku <Pr(x)

). Definǐsimo lanac Cx = 0̂ = x0 ≺
x1 ≺ · · · ≺ x ≺ · · · ≺ xn ≺ xn+1 = 1̂, gdje su 0̂ = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ x
i x ≺ · · · ≺ xn ≺ xn+1 = 1̂ krajnji lijevi lanci u [0̂, x], odnosno [x, 1̂]. Cx

je jedinstven maksimalni lanac čija je restrikcija R(Cx) u šeling poretku <E

tačno {x}. Na taj način šeling poredak iz (2.14) definǐse i sledeći linearan
poredak elemenata iz P :

Tjemena na krajnjem lijevom lancu (označimo ih sa v1, v2, · · · , vn+2) u
tom poretku su na prvih n+2 mjesta. Neka je Ci1 , Ci2 , · · · , Ci|P |−n−2

poredak
maksimalnih lanaca sa jednoelementnom restrikcijom indukovan sa <E. Ako
je {x} restrikcija lanca Cir , tada se tjeme x (označimo ga sa vr+n+2) nalazi
na r + n + 2 mjestu.

Primjetimo da prilikom crtanja lanca Cij Hasse-ov dijagram poseta P
dobije tačno dvije nove ivice. Stoga, ako nacrtamo krajnji lijevi lanac (prvi
u šeling poretku <E), i sve lance Ci1 , Ci2 , · · · , Ci|P |−n−2

sa jednoelementnom
restrikcijom, na osnovu opažanja 2.3.1 dobijamo Hasse-ov dijagram poseta
P .

Stoga, za poslednje tjeme u tom poretku v|P |, postoje jedinstveni x, y ∈
P takvi da x ≺ v|P | i v|P | ≺ y. Ako je P lanac, tada je ∆(P ) simpleks,
pa je poset P dekompozabilan po tjemenima. Ako P nije lanac, tada je
lk∆(P )(v|P |) = ∆([0̂, x] ⊕ [y, 1̂]) (ordinalna suma poseta, vidjeti u [82]). Pri

tome je [0̂, x] ⊕ [y, 1̂] takod̄e planaran zasićen poset i r([0̂, x] ⊕ [y, 1̂]) = n.
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Kako je i poset P \{v|P |} planaran i zasićen, ranga n+1 to vrijedi (indukcijom
po r(P ) i |P |):

POSLJEDICA 2.3.5. Planaran poset P je dekompozabilan po tjemenima
ako i samo ako je zasićen.

Takod̄e, kada crtamo lanac Ci kojem je restrikcija tjeme {vi+n+2}, tada
iznad (i ispod ) vi+n+2 postoji samo jedno tjeme. Zato je poredak tjemena,
obrnut onom definisanom u primjedbi 2.3.4 ”shedding” poredak tjemena (vid-
jeti u radu [91]).

Koristeći osobinu planarnih zasićenih poseta iz primjedbe 2.3.4, pokazaćemo

TEOREMA 2.3.6. Ako je planaran poset P zasićen tada dopušta R-označavanje
skupom {1,2}.

Dokaz. Sve ivice krajnjeg lijevog lanca 0̂ = v1 ≺ v2 ≺ · · · ≺ vn+1 = 1̂ u P
označimo sa 1.

Kada u procesu crtanja poseta P opisanog u primjedbi 2.3.4 dodajemo
tjeme vi za i > n + 1, tada ivicu x ≺ vi označimo sa 2, a ivicu vi ≺ y sa 1.
Tako smo na osnovu primjedbe 2.3.4 označili sve ivice poseta P .

Za neko tjeme vi i za x = min Pr(vi)+1
U(vi) ivica vi ≺ x je označena sa

1, dok su za sve ostale x′ ∈ U(vi) ivice vi ≺ x′ označene sa 2. Takod̄e, sve
ivice y′ ≺ v su označene sa 1, osim ivice y ≺ v za y = min≺Pr(vi)−1

{y : y ≺ v}
koja je ozna čena sa 2. Sada je u proizvoljnom intervalu [x, y] jedinstven
neopadajući maksmalan lanac (u smislu definicije 1.4.7 ) krajnji lijevi lanac

C
...x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk−1 ≺ xk = y

Naime, lanac C je neopadajući, jer ako je λ(xi−1 ≺ xi) = 2, tada xi nije
minimalan u U(xi−1), pa postoji x′i takav da xi−1 ≺ x′i i x′i <Pr(xi) xi (ivica
xi−1 ≺ x′i je označena sa 1). Kako je C krajnji lijevi lanac u [x, y] to z ⊀ xi+1

za sve z takve da x′i ≤Pr(xi) z <Pr(xi) xi. Sada zbog zasićenosti postoji w
takav da je w <Pr(xi+1) xi+1 i xi ≺ w, pa je i ivica xi ≺ xi+1 označena sa 2.
Dakle u lancu C ne postoji xi takvo da je λ(xi−1 ≺ xi) > λ(xi ≺ xi+1), pa je
C neopadajući lanac.
Sledeća slika ilustruje prethodno razmatranje:
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Pokažimo još da je to jedinstven rastući lanac. Ako je C ′ lanac u [x, y]
koji nije krajnji lijevi

C ′...x = x′0 ≺ x′1 ≺ · · · ≺ x′k−1 ≺ x′k = y

uočimo i0 = min{i : xi 6= x′i} i j0 = min{j > i0 : xj = x′j}. Tada je ivica
xi0−1 ≺ xi0 označena sa 2 dok je ivica xj0 ≺ xj0 + 1 označena sa 1, pa lanac
C ′ ima pad. Dakle, krajnji lijevi lanac C je jedinstven neopadajući u [x, y],
pa poset P dopušta R-označavanje sa {1, 2}.

Kako za niz a1, a2, . . . , an, ai ∈ {1, 2} nije moguće ai−1 > ai > ai+1, to na
osnovu prethodne teoreme i formule (1.15) dobijamo rezultat L. Billere i G.
Hetyeia iz [19]:

POSLJEDICA 2.3.7. Za flag h-vektor zasićenih planarnih poseta vrijedi
hS ≥ 0. Ako S ⊆ [n] sadrži uzastopne brojeve tada je hS = 0.

POSLJEDICA 2.3.8. Dimenzija vektorskog podprostora Rn razapetog sa
flag f -vektorima planarnih složivih poseta je ranga n+1 je n-ti Fibonacci-jev
broj cn (c0 = c1, cn+1 = cn + cn−1). Konus generisan njima je simplicijalan.

Dokaz. Lako se pokaže da podskupova od [n] koji ne sadrže uzastopne brojeve
ima Fibonacci-jev broj cn. Stoga je dimenzija podprostora generisanog sa flag
f -vektorima složivih planarnih poseta najvǐse cn.

Da je ta dimenzija jednaka cn, slijediće iz činjenice da možemo konstru-
isati cn složivih planarnih poseta sa afino nezavisnim flag h-vektorima. Sada
ćemo ”prepisati” dokaz teoreme iz [7] za flag f - vektore konveksnih politopa,
(samo mnogo lakši).

Ako su P1, P2, . . . , Pcn (odnosno Q1, Q2, . . . , Qcn−1) baze za podprostore
generisane flag f -vektorima složivih planarnih poseta ranga n + 1 (odnosno
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n), tada su poseti P1 ⊕ {v}, P2 ⊕ {v}, . . . , Pcn ⊕ {v}, Q1 ⊕ (B2 \ {0̂}), Q2 ⊕
(B2 \{0̂}), . . . , Qcn−1⊕ (B2 \{0̂}) baza za složive planarne posete ranga n+2.

Dalje, za svaki S ⊂ [n] koji ne sadrži uzastopne brojeve, moguće je kao
u (1.17) konstruisati planaran složiv poset P kod kojeg je hS(P )po volji veći
od ostalih hT . Stoga je konus koji generǐsu flag f -vektori zasićenih planarnih
poseta simplicijalan.

Kako za graduisan poset ranga n + 1, koji dopušta R-označavanje sa
skupom {1, 2}

h{i,i+1} = 0 = fi,i+1 − fi − fi+1 + 1

to je broj ivica u Hasse-ovom dijagramu tog poseta jednak

f{1} +
n−1∑
i=1

f{i,i+1} + f{n} = 2|P | − n− 3.

Dakle, vrijedi:

POSLJEDICA 2.3.9. Ako je P graduisan poset ranga n + 1 koji dopušta
R-označavanje sa skupom {0, 1}, tada Hasse-ov dijagram poseta P ima tačno
2|P | − n− 3 ivica.
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Glava 3

cd-indeks i operacije na
posetima

3.1 cd-indeks i koalgebra

Jedna od prednosti cd-indeksa u odnosu na ostale baze za prostor gener-
isan flag f -vektorima Euler-ovih poseta je ”lijepo ponašanje” obzirom na
neke operacije na politopima. Razlog za to treba tražiti u činjenici da se
cd-indeks može interpretirati kao homomorfizam Newton-ovih koalgebri koji
čuva strukturu koproizvoda. Pojam koalgebre se definǐse prvi put u radu
[61]. Koalgebarske metode u izučavanje cd-indeksa su uveli R. Ehrenborg i
M. Readdy u radu [48]. Slične ideje su korǐstene i u radovima [42], [16] i [45].
O vezi poseta i algebri govori se i u radu [40].

U ovom poglavlju dajemo pregled osnovnih koalgebarskih pojmova. Neka
je F polje karakteristike 0 i neka je V vektorski prostor nad F. Proizvod na
prostoru V je linearno preslikavanje µ : V ⊗V → V . Proizvod je asocijativan
ako je µ ◦ (µ⊗ 1) = µ ◦ (1⊗ µ).

Koproizvod na V je linearno preslikavanje ∆ : V → V ⊗ V . Kaže se da
je koproizvod koasocijativan ako je (∆⊗ 1) ◦∆ = (1⊗∆) ◦∆.

DEFINICIJA 3.1.1. Neka je V vektorski prostor, µ asocijativan proizvod
a ∆ koasocijativan koproizvod na V . Ured̄ena trojka (V, µ, ∆) se naziva
Newton-ova koalgebra ako vrijedi:

∆ ◦ µ = (1⊗ µ) ◦ (∆⊗ 1) + (µ⊗ 1) ◦ (1⊗∆).

Pomoću Sweedler-ove notacije (vidjeti u [89]) koproizvod se može zapisati
kao ∆(x) =

∑
x x(1) ⊗ x(2).
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Za proučavanje ab-indeksa su važne Newton-ove koalgebre A i P defin-
isane u radu [48]. Koalgebra A = F〈a,b〉 je polinomijalna algebra u neko-
mutativnim promjenjivim a i b. Proizvod na A je uobičajeno monoženje
polinoma, dok se koproizvod ∆ definǐse na generatorima sa:

∆(u1u2 · · · un) =
n∑

i=1

u1 · · · ui−1 ⊗ ui+1 · · ·un =
∑

u

u(1) ⊗ u(2),

a zatim se linearno proširi na A.
Za dva graduisana poseta kaže se da su istog tipa ako su izomorfni. Za

proizvoljan graduisan poset P sa P se označava tip izomorfnosti (klasa svih
poseta koji su izomorfni sa P ).

Koalgebra P se definǐse kao vektorski prostor nad poljem F generisan sa
svim tipovima (klasama) poseta čiji je rang bar jedan. Množenje u P se
definǐse na generatorima pomoću ”zvijezda” proizvoda, tj. P ·Q = P ∗Q.

Koproizvod se definǐse na generatorima sa

∆(P ) =
∑

x∈P,0̂<x<1̂

[0̂, x]⊗ [x, 1̂],

a zatim se proširi linearno na cijelu koalgebru P .
Za koasocijativan koproizvod ∆ na Newton-ovoj koalgebri V mogu se

definisati preslikavanja ∆k : V → V ⊗(k+1):

∆0 = Id , ∆k+1 = (∆k ⊗ 1) ◦∆.

U Sweedler-ovoj notaciji preslikavanja ∆k(x) možemo zapisati sa:

∆k(x) =
∑

x

x(1) ⊗ x(2) ⊗ · · · ⊗ x(k+1). (3.1)

Sada se ab-indeks može interpretirati kao preslikavanje koalgebri Ψ : P 7→ A.

PROPOZICIJA 3.1.2 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [48]). Preslika-
vanje Ψ : P → A je homomorfizam Newton-ovih koalgebri. To znači da je
Ψ ◦ µ = µ ◦ (Ψ⊗Ψ) i ∆ ◦Ψ = (Ψ⊗Ψ) ◦∆.

Značaj prethodne propozicije (vidjeti u radovima [16] i [42]) je u tome što
za proizvoljna linearna preslikavanja f1, f2, . . . , fk na algebri Q〈a,b〉 vrijedi

∑

0̂=x0<···<xk=1̂

f1(Ψ[x0,x1]) · · · fk(Ψ[xk−1,xk]) =
∑
ΨP

f1(ΨP(1)
) · · · fk(ΨP(k)

). (3.2)

Drugim riječima, ako želimo da izračunamo izraz na lijevoj strani nije nužno
da računamo ab-indekse intervala u posetu P . Dovoljno je znati ab-indeks
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cijelog poseta P .

U radu [42] je pokazano da vrijedi sledeća lema.

LEMA 3.1.3. Preslikavanje Ψ : P → A (ab-indeks) je surjekcija.

Neka F = F〈c,d〉 označava podalgebru od A generisanu sa promjenjivim
c = a + b i d = ab + ba. Kako je ∆(c) = 2 · 1⊗ 1 i ∆(d) = c⊗ 1 + 1⊗ c,
to je i F Newton-ova koalgebra.

Dalje, neka je sa E označena podalgebra od P generisana sa klasama
izomorfnosti Euler-ovih poseta. Kako je koalgebra E zatvorena na proizvod i
koproizvod (intervali u Euler-ovom posetu su Euler-ovi), to je E Newton-ova
podalgebra od P .

Primjetimo da je cd-indeks Φ : E → F restrikcija preslikavanja Ψ : P →
A. Stoga je i cd-indeks homomorfizam Newton-ovih koalgebri, te za cd-
indeks vrijedi formula analogna sa (3.2).

U radu [64] su opisane mreže strana piramide i prizme nad nekim politopom.

PROPOZICIJA 3.1.4. Neka je V konveksan politop. Mreže strana politopa
Pyr(V ) i Prism(V ) (piramida i prizma nad V ) su:

L(Pyr(V )) = L(V )×B1,L(Prism(V )) = L(V ) ¦B2.

Prethodna propozicija daje prirodan način da se definǐsu piramida i prizma
na proizvoljnom graduisanom posetu P sa:

Pyr(P ) = P ×B1, P rism(P ) = P ¦B2.

R. Ehrenborg i M. Readdy su u radu [48] pokazali da je moguće definisati
linearna preslikavanja Pyr, Prism : A → A tako da za proizvoljan graduisan
poset P vrijedi

Pyr(ΨP ) = ΨPyr(P ) i Prism(ΨP ) = ΨPrism(P ).

PROPOZICIJA 3.1.5. Za proizvoljan graduisan poset P vrijedi:

ΨPyr(P ) =
1

2

[
b ·ΨP + a ·ΨP +

∑

0̂<x<1̂

Ψ[0̂,x] · ab ·Ψ[x,1̂]

]

ΨPrism(P ) = ΨP · (a + b) +
∑

0̂<x<1̂

Ψ[0̂,x] · (ab + ba) ·Ψ[x,1̂].
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Eksplicitna formula za preslikavanje Pyr : A 7→ A se može naći u radu
[42]):

Pyr(u) = u ·a+b ·u+
∑

u

u(1) ·ab ·u(2) = u ·b+a ·u+
∑

u

u(1) ·ba ·u(2) (3.3)

Kada je P Euler-ov poset, formule za cd-indekse poseta Pyr(P ) i Prism(P )
se lako izvedu iz propozicije 3.1.5.

Dalje, u radu [48] je pokazano da se formule za operatore Pyr i Prism
mogu jednostavno zapisati pomoću derivacija na algebrama Q〈a,b〉 i Q〈c,d〉.

Na algebri Q〈a,b〉 se definǐsu derivacije G i G′ na generatorima sa

G(a) = ba, G(b) = ab i G′(a) = ab, G′(b) = ba

i zatim se linearno prošire na cijelu algebru. Dalje, neka je derivacija D
definisana sa

D(u) = G(u) + G′(u). (3.4)

Kako je G(c) = G′(c) = d, G(d) = cd i G′(d) = dc to su derivacije G,
G′ i D derivacije i na algebri F .

TEOREMA 3.1.6 (R. Ehrenborg, M.Readdy, [42]). Neka je P proizvo-
ljan poset. Tada vrijedi

ΨPyr(P ) = ΨP · (a + b) + G(ΨP )

ΨPrism(P ) = ΨP · (a + b) + D(ΨP ).

Specijalno, ako je P Euler-ov poset tada vrijedi

ΨPyr(P ) = ΨP · c + G(ΨP ), ΨPrism(P ) = ΨP · c + D(ΨP ). (3.5)

Primjetimo da na osnovu prethodne teoreme mogu rekurzivno računati
cd-indeksi n-kocki i n-simpleksa.

Kako za proizvoljan politop V vrijedi Bipyr(V ) = Prism(V ∗)∗, to iz
formula (3.5) i (1.14) slijedi:

ΦBipyr(P ) = c · ΦP + D(ΦP ). (3.6)

Evo još nekoliko operacija na politopima, kod kojih se promjena cd-
indeksa može izraziti pomoću derivacija na koalgebri F .
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TEOREMA 3.1.7 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [48]). Neka je W poli-

top, v tjeme politopa W a V ”vertex”-figura u tjemenu v. Ako je Ŵ politop
dobijen od W odsjecanjem tjemena v tada je

ΦcW = ΦW + G′(ΦV ).

TEOREMA 3.1.8. Neka je V konveksan n-politop, a x vektor u opštem
položaju u odnosu na V . Neka je H hiperravan normalna na x i neka je
Proj(V ) ortogonalna projekcija V na H. Tada vrijedi:

ΦV +[0,x] = ΦV + D(ΦProj(V )).

Interesantno je i sledeće pitanje:
Ako su P i Q Euler-ovi poseti i ako znamo njihove cd-indekse ΦP i ΦQ, kako
možemo izračunati cd-indeks njihovog proizvoda ΦP×Q? Da bi odgovorili na
ovo pitanje, u radu [48], uvodi se “mixing”-operator. Problem u tom računu
je što se odvija u Q〈a,b〉 (“izlazi” se iz koalgebre Q〈c,d〉). To je pobolǰsano
u radu [42], gdje se daje formula za ΦP×Q u terminima ΦP i ΦQ.

3.2 Operacije na posetima i R-označavanje

U ovom poglavlju dajemo uslove pod kojima se promjena ab-indeksa pri
dejstvu neke operacije može izraziti pomoću linearnog preslikavanja, odnosno
kada će za operaciju X : P → P postojati linearno preslikavanje X :
Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 takvo da za proizvoljan poset P vrijedi ΨX(P ) = X (ΨP ).
Koristeći R-označavanje poseta, dobićemo kombinatornu interpretaciju za
derivacije G i D, te dokaz teoreme 3.1.6.

Lako se može konstruisati baza u Q〈a,b〉 koju čine ab-indeksi poseta koji
dopuštaju R-označavanje. Za proizvoljan n ∈ N uočimo 2n−1 poseta ranga
n:

Za S ⊆ [n− 1] definǐsimo posete

P n
S = B1 ∗Q1 ∗ · · · ∗Qn−1 gdje je Qi =

{
B1, ako i /∈ S;
B2, ako i ∈ S.

Iz relacije 1.12 dobijamo da je

ΨP n
S

= u1 · u2 · · · un−1 gdje je

{
ui = a, ako i /∈ S;

ui = a + b, ako i ∈ S.
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Za ab-monom u = ai1 · b · ai2 · b · · ·b · aik · b · aik+1 stepena n uočimo skup
S = {i1 + 1, i1 + i2 + 2, . . . , i1 + i2 + · · ·+ ik + k}. Indukcijom po broju b-ova
u monomu u može se pokazati da vrijedi:

u =
∑
T⊆S

(−1)|S\T |ΨP n
T
.

Kako je dimenzija podprostora generisanog sa ab-polinomima stepena n− 1
jednaka 2n−1 i kako operacija ∗ čuva R-označavanje, to vrijedi:

PROPOZICIJA 3.2.1. Poseti P n
S dopuštaju R-označavanje i njihovi ab-

indeksi {ΨP n
S

: n ∈ N, S ⊆ [n− 1]} čine bazu za Q〈a,b〉.
DEFINICIJA 3.2.2. Neka je X neka operacija koja posetu P dodijeli poset
X(P ). Reći ćemo da je X simetrična ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(i) za svaki poset P postoji particija skupa svih lanaca u X(P ) indeksirana
sa lancima iz P , tj.

C(X(P )) =
◦⋃

c∈C(P )

S(c).

(ii) za proizvoljna dva poseta P i P ′ istog ranga i za sve lance c ∈ C(P ) i
c′ ∈ C(P ′) za koje je wt(c) = wt(c′) vrijedi i

∑

C∈S(c)

wt(C) =
∑

C′∈S(c′)

wt(C ′).

PROPOZICIJA 3.2.3. Ako je X simetrična operacija tada postoji lin-
earno preslikavanje X : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 takvo da za svaki poset P vrijedi
ΨX(P ) = X (ΨP ).

Dokaz. Primjetimo da za sve n ∈ N i S ⊆ [n] polinomi

uS = u1 · u2 · · · un, ui =

{
a− b, za i /∈ S;

b, za i ∈ S.

(zajedno sa 1) čine bazu za Q〈a,b〉. Za proizvoljan ab-polinom uS (monom
u promjenjivim b i a − b) uočimo poset P i lanac c ∈ C(P ) za koji je
wt(c) = uS. Definǐsemo X (uS) = X (wt(c)) =

∑
C∈S(c) wt(C) i linearno

proširimo naQ〈a,b〉. Na osnovu uslova (ii) iz prethodne definicije X je dobro
definisan. Sada, iz relacije (1.10) i uslova (i) iz definicije 3.2.2 dobijamo:

X (ΨP ) = X (
∑

c∈C(P )

wt(c)) =
∑

c∈C(P )

∑

C∈S(c)

wt(C) =
∑

C∈C(X(P ))

wt(C) = ΨX(P ).
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Ako simetrična operacija P 7→ X(P ) čuva R-označavanje, uz još neke
dodatne uslove možemo opisati formulu za preslikavanje X u terminima R-
označavanja.

DEFINICIJA 3.2.4. Reći ćemo da je X jako simetrična ako su ispunjeni
sledeći uslovi:

(i) X je simetrična operacija .

(ii) Za svaki poset P i svako R-označavanje λ poseta P postoji R-označavanje
λ̄ poseta X(P ).

(iii) za svaki poset P koji dopušta R-označavanje postoji particija skupa
svih maksimalnih lanaca u X(P ) indeksirana sa maksimalnim lancima
iz P , tj.

M(X(P )) =
◦⋃

C∈M(P )

A(c).

(iv) za svaka dva poseta P i P ′ istog ranga i dva maksimalna lanca c ∈
M(P ) i c′ ∈M(P ′) za koje je u(c) = u(c′) (u označavanju λ) vrijedi i

∑

C∈A(c)

u(C) =
∑

C′∈A(c′)

u(C ′).

u označavanju λ̄.

Primjedba 3.2.5. Ako je X jako simetrična operacija, tada je preslikavanje
X : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 odred̄eno sa označavanjem λ̄.
Zaista, preslikavanje X ′ : Q〈a,b〉 7→ Q〈a,b〉 definisano sa X ′(u(c)) =

∑
C∈S(c) u(C)

i linearno prošireno na Q〈a,b〉 je dobro definisano na osnovu uslova (iv).
Tako, za svaki poset P koji dopušta R-označavanje, vrijedi

X ′(ΨP ) = X ′(
∑

c∈M(P )

u(c)) =
∑

c∈M(P )

∑

C∈S(c)

u(C) = ΨX(P ) = X (ΨP )

Kako se preslikavanja X i X ′ podudaraju na bazi prostora Q〈a,b〉 to je
X = X ′.

Primjer 3.2.6. Operacije Pyr i Prism su primjeri jako simetričnih operacija
na posetima.

Neka je P proizvoljan poset ranga n, i neka je c
...0̂ = x0 < x1 < · · · < xk = 1̂

lanac u P . Uočimo sledeće lance iz C(Pyr(P )):
za i = 0, 1, . . . , k neka je

Ci = (0̂, 0) < (x1, 0) < · · · < (xi, 0) < (xi, 1) < · · · < (1̂, 1),
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3.2. Operacije na posetima i R-označavanje

odnosno, za j = 0, 1, . . . , k − 1

C ′
j = (0̂, 0) < (x1, 0) < · · · < (xi, 0) < (xi+1, 1) < · · · < (1̂, 1).

Sada definǐsemo da je

S(c) = {C0, C1, . . . , Ck, C
′
0, C

′
1, . . . , Ck−1} ⊂ C(Pyr(P )).

Lako se provjerava da je {S(c) : c ∈ C(P )} particija skupa C(Pyr(P )) koja
ispunjava i uslov (ii) iz definicije 3.2.2. Ako je λ : E(P ) 7→ Λ neko R-
označavanje poseta P uočimo da je λ̄ : E(Pyr(P )) 7→ Λ ∪ {+∞} definisano
sa

λ̄((x, i) ≺ (y, j)) =

{
λ(x ≺ y), za x ≺ y, i = j;
+∞, za x = y, i = 0, j = 1.

jedno R-označavanje poseta Pyr(P ). Ako je P poset ranga n + 1 i ako
je c maksimalan lanac u P , tada skupovi A(c) = S(c) ∩ M(Pyr(P )) =
{C0, C1, . . . , Cn+1} čine particiju za M(Pyr(P )). Ako je u = u(c) monom
asociran lancu c tada su u R-označavanju λ̄ lancima Ci asocirani monomi:

u(C0) = b · u(c), u(Cn+1) = u(c) · a, u(Ci) = u1u2 · · · ui−1 · ab · ui+1 · · ·un.

odnosno

∑

C∈A(c)

u(C) = u(c) · a + b · u(c) +
n−1∑
i=1

u1 · u2 · · · ui−1 · ab · ui+1 · · · un.

Sada se lako provjerava da je operacija Pyr jako simetrična. Dalje, ako
poset P dopušta R-označavanje, tada je

ΨPyr(P ) = ΨP · a + b ·ΨP +
∑
ΨP

ΨP(1)
· ab ·ΨP(2)

.

Može se pokazati (lema 5.1 u radu [48]) da za proizvoljan ab-monom u =
u1 · u2 · · ·un vrijedi

u · a + b · u +
n−1∑
i=1

u1 · u2 · · · ui−1 · ab · ui+1 · · · un = u · (a + b) + G(u).

Stoga, za posete koji dopuštaju R-označavanje vrijedi

Pyr(ΨP ) = ΨPyr(P ) = ΨP · (a + b) + G(ΨP ).

Sada, na osnovu primjedbe 3.2.5 možemo zaključiti da prethodna formula
vrijedi za sve posete.
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Na sličan način možemo pokazati da je i P 7→ Prism(P ) jako simetrična

operacija. Neka je P proizvoljan poset ranga n, i neka je C
...0̂ = (x0, y0) <

(x1, y1) < · · · < (xk−1, yk−1) < (xk, yk) = 1̂ lanac u Prism(P ) = P ¦ B2. Za

lanac c
...0̂ = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xk−1 ≤ xk = 1̂ (jednakost se može pojaviti

najvǐse jednom) u P reći ćemo da je asociran sa C. Sada, skupovi

S(c) = {C ∈ C(Prism(P )) : c je asociran sa C}

čine jednu particiju za C(Prism(P )) koja ispunjava uslove iz definicije 3.2.2.
Ako je λ : E(P ) 7→ Λ neko R-označavanje poseta P , tada je λ̄ : E(P ) 7→
Λ ∪ {−∞, +∞} definisano sa

λ̄((x, i) ≺ (y, j)) =





λ(x ≺ y), ako je i = j;

+∞, ako je i = 1, j = 1̂;

−∞, ako je i = 2, j = 1̂.

R-označavanje poseta Prism(P ) za koje su ispunjeni uslovi iz definicije 3.2.4.
Za proizvoljan maksimalan lanac c ∈ M(P ) za koji je u(c) = u1 · u2 · · · un

vrijedi:

∑

C∈A(c)

u(C) = u(c)·(a+b)+
n∑

i=1

u1u2 · · · ui−1·(ab+ba)ui+1 · · · un = u(c)·(a+b)+D(u(c)).

Tako je pokazana i druga formula iz teoreme 3.1.6.

3.3 Poset intervala

Za proizvoljan graduisan poset P definǐse se poset intervala I(P ) kao skup
svih zatvorenih intervala u P . Relacija poretka u skupu I(P ) je inkluzija:

[x, y] ≤ [x′, y′] u I(P ) ako i samo ako je x′ ≤ x ≤ y ≤ y′ u P.

Uobičajeno je da se prazan interval ∅ posmatra kao najmanji element u posetu
I(P ). Sledeća slika pokazuje poset intervala u lancu dužine n.
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Primjer 3.3.1. B. Lindström je u [65] primjetio da je poset intervala Boole-
ove mreže Bn (mreže strana (n− 1)-simpleksa) izomorfan sa mrežom strana
n-kocke, tj. I(L(∆n−1)) ∼= L(Cn).

Vjerovatno je to bila motivacija za sledeći:
Problem:[B. Lindström, [65]]
Da li za svaki politop V postoji politop W takav da je I(L(V )) ∼= L(W )?

Za dvodimenzionalne politope odgovor je potvrdan. Ako je V proizvoljan
n-tougao, a W dual ”kose” prizme nad n-touglom, tada je I(L(V )) ∼= L(W ).
Takod̄e, A. Björner je u [29] pokazao da je poset intervala 3-politopa mreža
strana nekog 4-politopa. Za vǐse dimenzije to je još uvijek otvoren problem.

Sledeća propozicija opisuje osnovna svojstva operacije P 7→ I(P ).

PROPOZICIJA 3.3.2.

(i) Za proizvoljan poset P vrijedi I(P ) ∼= I(P ∗).

(ii) Intervali u posetu I(P ) su oblika

[[x, y], [x′, y′]]I(P )
∼= [x′, x]∗ × [y, y′] odnosno [0̂, [x, y]]I(P )

∼= I([x, y]).

(iii) Neka je P proizvoljan graduisan poset ranga n. Tada je I(P ) graduisan
poset ranga n + 1 i r([x, y]I(P )) = r(y) − r(x) + 1. Dalje, f -vektor za
poset I(P ) je

fi(I(P )) =
n−i+1∑

j=0

fj,j+i(P ).
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3.3. Poset intervala

(iv) Za proizvoljan poset P vrijedi:

I(P ×B1) ∼= I(P ) ¦B2.

Dokaz. Tvrd̄enja (i)-(iii) su direktna posledica definicije poseta I(P ). Da
dokažemo tvrd̄enje (iv) definǐsemo preslikavanje F : I(P ×B1) → I(P ) ¦B2

sa F ([(x, p), (y, q)]) = ([x, y], r), gdje je

r =





{1} za p = q = ∅,
{2} za p = q = {1},
{12} inače.

Lako se provjerava da je F izomorfizam poseta.

Na osnovu tvrd̄enja (iv) iz prethodne propozicije i propozicije 3.1.4 za-
ključujemo da vrijedi:

POSLJEDICA 3.3.3. Neka su V i W politopi takvi da je I(L(V )) ∼= L(W ).
Tada je I(L(Pyr(V ))) ∼= L(Prism(W )).

Tako se dobija beskonačna familija politopa kod kojih je poset intervala
mreža strana nekog drugog politopa. Primjetimo da se primjer 3.3.1 može
interpretirarti kao specijalan slučaj prethodnog tvrd̄enja.

LEMA 3.3.4. Neka je P graduisan poset koji dopušta R-označavanje. Tada
i poset intervala I(P ) dopušta R-označavanje.

Dokaz. Neka je λ : E(P ) → Λ neko R-označavanje za poset P . Sa −Λ
označimo poset koji je izomorfan sa Λ∗ i disjunktan sa Λ.

Ako je 0 proizvoljan element takav da 0 /∈ Λ ∪ −Λ, možemo definisati
preslikavanje λ : E(I(P )) → −Λ⊕{0}⊕Λ (ovde ⊕ označava ordinalnu sumu
poseta) na sledeći način:

λ(∅ ≺ [x, x]) = 0 za x ∈ P,

odnosno

λ([x, y] ≺ [x′, y′]) =

{
λ(y ≺ y′), ako x = x′, y ≺ y′;

−λ(x′ ≺ x), ako x′ ≺ x, y = y′.

Pokažimo da je λ jedno R-označavanje poseta I(P ). Neka je [x, y] <
[x′, y′] u posetu I(P ) i neka su x′ = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xr = x i y = y0 ≺

55



3.3. Poset intervala

y1 ≺ · · · ≺ ys = y′ jedinstveni rastući lanci u [x′, x] i [y, y′]. Ako uočimo
maksimalan lanac

C
...[x, y] = [xr, y0] ≺ [xr−1, y0] ≺ · · · ≺ [x0, y0] ≺ [x0, y1] ≺ · · · ≺ [x0, ys] = [x′, y′]

u intervalu [[x, y], [x′, y′]] tada je

λ(C) = (−λ(xr, xr−1), . . . ,−λ(x1, x0), λ(y0, y1), . . . (ys−1, ys)).

Stoga je C rastući lanac u [[x, y], [x′, y′]]. Pretpostavimo da je C ′ neki drugi
rastući lanac u [[x, y], [x′, y′]]. Tada se u λ(C ′) oznake iz −Λ pojave prije
onih iz Λ, odnosno

C ′...[x, y] = [x′r, y
′
0] ≺ [x′r−1, y

′
0] ≺ · · · ≺ [x′0, y

′
0] ≺ [x′0, y

′
1] ≺ · · · ≺ [x′0, y

′
s] = [x′, y′].

Dalje, kako je C ′ rastući lanac, to su i x′ = x0 ≺ x′1 ≺ · · · ≺ x′r = x i
y = y′0 ≺ y′1 ≺ · · · ≺ y′s = y′ rastući u [x′, x] i [y, y′]. Stoga je C = C ′, tj. C
je jedinstven rastući lanac u [[x, y], [x′, y′]].

Ako je x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk = y jedinstven rastući lanac u [x, y],
sličnim rasud̄ivanjem dobijamo da je

0 ≺ [x, x] = [x0, x0] ≺ [x0, x1] ≺ · · · ≺ [x0, xk] = [x, y]

jedinstven rastući lanac u [∅, [x, y]].

U radu [59] je opisano linearno preslikavanje I : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 za
koje vrijedi ΨI(P ) = I(ΨP ).

DEFINICIJA 3.3.5. Za svaki k ∈ N0 definǐsemo linearno preslikavanje
Ik : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 na sledeći način:
za ab-monom u i k ∈ N0 neka je ∆k(u) = u(1) ⊗ · · · ⊗ u(k+1) (Sweedler-ov
zapis iz relacije (3.1)).

Za paran k = 2m definǐsemo

Ik(u) =
∑

u

a·u(m+1) ·b·u∗(m) ·a · · · a·u(2m+1)+b·u∗(m+1) ·a·u(m+2) ·b · · ·b·u∗(1).

Slično, za k = 2m− 1 definǐsemo:

Ik(u) =
∑

u

a ·u(m+1) ·b ·u∗(m) ·a · · ·b ·u∗(1) +b ·u∗(m) ·a ·u(m+1) ·b · · · · a ·u(2m).

Sada definǐsemo preslikavanje I na ab-monomima sa

I(u) =
∑

k≥0

Ik(u)

i proširimo ga linearno na Q〈a,b〉.

56



3.3. Poset intervala

Na primjer,
∑

k ∆k(a2) = a2 + 1 ⊗ a + a ⊗ 1 + 1 ⊗ 1 ⊗ 1 i stoga je
I(a2) = a3 + ba2 + a2b + ba2 + aba + ba2 + aba + bab.

Primjedba 3.3.6. Za proizvoljan ab-monom u = u1 ·u2 · · · · ·un−1, monomi
koji su sumandi ∆k(u) su indeksirani sa k-članim podskupovima od [n− 1].

Za S = {i1, i2, . . . , ik} ⊆ [n− 1], neka je

u(S) = u1 · · · ui1−1⊗ui1+1 · · · ui2−1⊗· · ·⊗uik+1 · · · un−1 = uS(1)⊗uS(2) · · ·⊗uS(k+1)

Ako je ij = ij−1 + 1 tada smatramo da je uij−1+1 · · · uij−1 = uS(j) = 1.
Na osnovu definicije preslikavanja I, od jednog takvog ab-monoma u(S)

dobićemo dva sumanda u I(u). Označimo ih sa I(u)S+ i I(u)S− .
Ako je k = 2m tada je

I(u)S+ = a · uS(m+1) · b · u∗S(m) · a · · · · b · u∗S(1) · a · uS(2m+1)

I(u)S− = b · u∗S(m+1) · a · uS(m+2) · b · · · · a · uS(2m) · b · uS(1).

Slično, za k = 2m + 1 monomi (sumandi) u I(u) koji odgovaraju u(S) su:

I(u)S+ = a · uS(m+1) · b · u∗S(m) · a · · · a · uS(2m+1) · b · u∗S(1)

I(u)S− = b · u∗S(m) · a · uS(m+1) · b · · · · b · u∗S(1) · a · uS(2m).

TEOREMA 3.3.7. Za proizvoljan graduisan poset P vrijedi ΨI(P ) = I(ΨP ).

Dokaz. Pokazaćemo da je operacija P 7→ I(P ) jako simetrična. Neka je P

proizvoljan poset ranga n i neka je c
...0̂P < t1 < · · · < tl < 1̂P proizvoljan

lanac u P . Reći ćemo da je lanac

C
...0̂ = ∅ < [x0, y0] < [x1, y1] < · · · < [xr−1, yr−1] < [0̂P , 1̂P ] = 1̂

u posetu I(P ) asociran sa c ako se u multilancu

0̂P ≤ xr−1 ≤ xr−2 ≤ · · · ≤ x0 ≤ y0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yr−1 ≤ 1̂P . (3.7)

pojavljuju svi elementi iz c (i samo oni).
Ako je S(c) = {C lanac u I(P ) : c je asociran sa C}, tada je {S(c) : c ∈
C(P )} particija skupa svih lanaca u I(P ) koja zadovoljava uslove iz definicije
3.2.2.

Na osnovu leme 3.3.4 znamo da operacija P 7→ I(P ) čuva R-označavanje.

Da bi pokazali da je P 7→ I(P ) jako simetrična operacija, za proizvoljan
maksimalan lanac c u posetu P definǐsemo

A(c) = {C-maksimalan lanac u I(P ) : C je asociran sa c} = S(c)∩M(I(P )).
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Primjetimo da je {A(c) : c- maksimalan lanac u P} particija maksimalnih
lanaca poseta I(P ).

Za proizvoljan maksimalan lanac c
...0̂P = t0 ≺ t1 ≺ · · · ≺ tn−1 ≺ tn = 1̂P

u posetu P , neka je λ(c) = (λ1, λ2, . . . , λn) oznaka za c i u(c) = u1u2 · · ·un−1

monom asociran lancu c. Dalje, za svaki maksimalan lanac c u P postoji
tačno 2n lanaca u I(P ) kojima je c asociran.

Neka je k = 2m i neka je S = {i1, i2, . . . , ik} proizvoljan podskup od
[n− 1]. Uočimo maksimalne lance C+

S i C−
S u A(c):

C+
S

...[tim , tim ] < [tim , tim+1] . . . < [tim , tim+1 ] < [tim−1, tim+1 ] . . . < [tim−1 , tim+1 ]

< [tim−1 , tim+1+1] . . . < [tim−1 , tim+2 ] < [tim−1−1, tim+2 ] . . . < [0̂P , tik ] . . . < [0̂P , 1̂P ]

C−
S

...[tim+1 , tim+1 ] < [tim+1−1, tim+1 ] . . . < [tim , tim+1 ] < [tim , tim+1+1] . . . < [tim , tim+2 ]

< [tim−1, tim+2 ] . . . < [tim−1 , tim+2 ] < [tim−1 , tim+2+1] . . . < [ti1 , 1̂P ] < . . . < [0̂P , 1̂P ].

Dalje, na osnovu definicije R-označavanja λ iz leme 3.3.4), oznake koje su
dodjeljene tim lancima su:

λ(C+
S ) = (0, λim+1, . . . , λim+1 ,−λim , . . . ,−λim−1+1, λim+1+1, . . . , λik+1, . . . , λn)

odnosno

λ(C−
S ) = (0,−λim+1 , . . . ,−λim+1, λim+1+1, . . . , λim+2 ,−λim , . . . ,−λi1 , . . . ,−λ1).

Sada se može primjetiti, na osnovu formule (1.15) zaključujemo da su
ab-monomi koji odgovaraju lancima C+

S i C−
S tačno I(u(c))S+ i I(u(c))S− .

Ako je |S| = 2m + 1, na sličan način možemo konstruisati maksimalne
lance C+

S i C−
S u posetu I(P ) tako da je u(C+

S ) = I(u(c))S+ i u(C−
S ) =

I(u(c))S− .
Na osnovu konstrukcije, lako se zaključuje da su lanci koji odgovaraju

različitim podskupovima [n− 1] med̄usobno različiti. Kako se na prethodno
opisan način dobije tačno 2n lanaca u I(P ) (kojima je c asociran), to je

A(c) =
⋃

S⊆[n−1]

{C+
S , C−

S }.

Stoga je doprinos svih lanaca C iz A(c) polinomu ΨI(P ) jednak

∑

C∈A(c)

u(C) =
∑

S⊆[n−1]

(u(C+
S )+u(C−

S )) =
∑

S⊆[n−1]

(I(u(c))S++I(u(c))S−) = I((u(c)))
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pa je operacija P 7→ I(P ) jako simetrična. Na osnovu formule (1.15), lin-
earnosti preslikavanja I i primjedbe 3.2.5 sada zaključujemo da je ΨI(P ) =
I(ΨP ) za sve posete P .

Iz posljedice 3.3.3, tvrd̄enja (i) i leme 3.1.3 dobijamo da za preslikavanje
I vrijedi:

I(u) = I(u∗) , I ◦ Pyr = Prism ◦ I.

Do kraja ovog poglavlja, opisaćemo rekurzivne relacije za operator I.
Kako je I(B1) ∼= B2 dobijamo da je I(1) = a + b.

TEOREMA 3.3.8. Za proizvoljan ab-monom u vrijedi:

I(u · a) = I(u) · a + (ab + ba) · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · ab · u∗(1) (3.8)

I(u · b) = I(u) · b + (ab + ba) · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · ba · u∗(1) (3.9)

Dokaz. Neka je P proizvoljan graduisan poset. Sa P označimo poset dobijen
od P dodavanjem novog elementa 1̄ tako da je x < 1̄ za sve x ∈ P . Drugim
riječima, P = P ∗L2 gdje L2 označava lanac dužine dva (maksimalan element
1̂ poseta P identifikujemo sa jedinim atomom u L2).

Očigledno je ΨP = ΨP · a.
Sve lance u posetu I(P ) podijelimo u četiri grupe i izračunajmo njihov

doprinos ΨI(P ):

1. Lanci u kojima se ne pojavljuje 1̄. To su tačno ”stari” lanci u posetu
I(P ) koji mogu (ali ne moraju) da sadrže [0̂, 1̂] na kraju. Iz relacije
(1.10) slijedi da je doprinos svih takvih lanaca ΨI(P ) jednak

∑

c-lanac u I(P )

wt(c) · b +
∑

c-lanac u I(P )

wt(c) · (a− b) = ΨI(P ) · a.

2. Lanci koji počinju sa [1̄, 1̄]. Svi takvi lanci mogu (ali ne moraju) da
sadrže element [1̂, 1̄]. Kako je (na osnovu tvrd̄enja (ii) iz propozicije
3.3.2) [[1̂, 1̄], [0̂, 1̄]]I(P )

∼= P ∗ dobijamo da je doprinos svih takvih lanaca
polinomu ΨI(P ) jednak

b · (a− b)
∑

c-lanac u P

wt(c)∗ + b · b ·
∑

c−lanac u P

wt(c)∗ = ba ·Ψ∗
P .
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3.3. Poset intervala

3. Lanci koji sadrže [1̂, 1̄] ali ne sadrže [1̄, 1̄]. Svi takvi lanci mogu (ali ne
moraju) početi sa [1̂, 1̂] i njihov doprinos ΨI(P ) je

b · b ·
∑

c−lanac u P

wt(c)∗ + (a− b) · b ·
∑

c−lanac u P

wt(c)∗ = ab ·Ψ∗
P .

4. Lanci u kojima se 1̄ prvi put pojavi u [x, 1̄] (za neki x ∈ P \{0̂, 1̂}). Svi
takvi lanci mogu (ali ne moraju) da sadrže i element [x, 1̂] neposredno
prije [x, 1̄]. Kako je [∅, [x, 1̂]]I(P )

∼= I([x, 1̂]P ) i [[x, 1̄], [0̂, 1̄]]I(P )
∼= [0̂, x]∗P ,

dobijamo da je doprinos lanaca iz ove grupe polinomu ΨI(P ) jednak

∑

x∈P\{0̂,1̂}

∑

c-lanac u I([x,1̂])

∑

c′-lanac u[0,x]

wt(c) · ab · wt(c′)∗ =

=
∑

x∈P\{0̂,1̂}
I(Ψ[x,1̂]) · ab ·Ψ[x,0̂]∗ =

∑
ΨP

I(ΨP(2)
) · ab ·Ψ∗

P(1)

Druga jednakost slijedi na osnovu propozicije 3.1.2 (vidjeti i relaciju
(3.2)).

Sada, sabiranjem doprinosa svih lanaca poseta I(P ), dobijamo da formula
(3.8) vrijedi kada je u = ΨP (za neki graduisan poset P ). Na osnovu leme
3.1.3 i linearnosti preslikavanja I slijedi da formula (3.8) vrijedi za proizvol-
jan ab-monom u.

Da bi dokazali tačnost formule (3.9), za proizvoljan graduisan poset P
uočićemo novi poset P ′ = P ∗ B2. Dva koatoma poseta P ′ označimo sa 1′ i
1′′, a maksimalan element sa 1. Očigledno je

I(ΨP ′) = I(ΨP · (a + b)) = I(ΨP · a) + I(ΨP · b).

Primjetimo da su lanci u I(P ′) u kojima se ne pojavljuje 1′′ u bijekciji sa
lancima u posetu I(P ). Stoga je doprinos tih lanaca polinomu ΨI(P ′) tačno
I(ΨP · a). Zato možemo zaključiti

I(ΨP · b) =
∑

C-lanac u I(P ),[x,1′′]∈C

wt(C),

tj. I(ΨP · b) jednak sumi težina lanaca u I(P ′) u kojima se pojavi 1′′. Skup
svih takvih lanaca poseta I(P ′) podjelimo u četiri grupe:
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3.3. Poset intervala

1. Lanci u kojima se 1′′ pojavi samo na kraju (u intervalu [0̂, 1′′]). Te
lance možemo prepoznati kao stare lance poseta I(P ) koji na kraju
završavaju sa [0̂, 1′′]. Njihov doprinos ΨI(P ′) je tačno

∑

c-lanac u I(P )

wt(c) · b = I(ΨP ) · b.

2. Lanci u I(P ′) koji počinju sa [1′′, 1′′]. Svi takvi lanci mogu (ali ne
moraju) da sadrže element [1′′,1]. Kako je [[1′′,1], [0̂,1]]I(P ′′)

∼= P ∗ to
je suma težina svih lanaca iz ove grupe

b · b ·
∑

c-lanac uP ∗
wt(c) + b · (a− b) ·

∑

c-lanac uP ∗
wt(c) = ba ·Ψ∗

P .

3. Lanci koji sadrže [1′′,1] a ne sadrže [1′′, 1′′]. Svi takvi lanci mogu (ali ne
moraju) početi sa [1,1]. Slično kao i u prethodnom slučaju, dobijamo
da je njihov doprinos polinomu ΨI(P ′) jednak ab ·Ψ∗

P .

4. Lanci u kojima se 1′′ pojavi prvi put u elementu [x, 1′′] (za neki x ∈
P \ {0̂, 1̂}). Svaki takav lanac može (ali i ne mora) da sadrži [x,1].
Kako je [∅, [x, 1′′]]I(P ′′)

∼= I([0̂, x]P ) i [[x,1], [0̂,1]]I(P ′′)
∼= [0̂, x]∗P to je

suma težina svih takvih lanaca

∑

x∈P\{b0,b1}
∑

c-lanac u I([x,b1])

∑

c′-lanac[b0,x]

wt(c) · ba · wt(c′)∗ =

=
∑

x∈P\{b0,b1} I(Ψ[x,b1]) · ba ·Ψ[x,b0]∗ =
∑
ΨP

I(ΨP(2)
) · ba ·Ψ∗

P(1)

Ako saberemo težine svih lanaca iz sve četiri grupe, dobijamo da formula
(3.9) vrijedi kada je u = ΨP , za proizvoljan poset P . Koristeći lemu 3.1.3 i
linearnost preslikavanja I možemo zaključiti da formula (3.9) vrijedi za svaki
ab-monom u.

Primjenom tvrd̄enja (iii) iz propozicije 3.3.2 i uopštenih Dehn-Sommerville
relacija (1.5) može se pokazati sledeće tvrd̄enje:

PROPOZICIJA 3.3.9. Ako je P Euler-ov poset tada je i I(P ) takod̄e
Euler-ov.
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3.3. Poset intervala

Stoga, možemo posmatrati restrikciju preslikavanja I na Q〈c,d〉, i (kao u
radu [42] za proizvod poseta), pitati se kako se računaju vrijednosti operatora
I u promjenjivim c i d.

Sledeća teorema opisuje rekurzivne relacije za operator I u algebriQ〈c,d〉.
TEOREMA 3.3.10. Neka je u proizvoljan cd-monom. Tada je

I(u · c) = I(u) · c + 2d · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · d · u∗(1)

I(u·d) = I(u)·d+(dc+cd)·u∗+d·u∗·c+
∑

u

(I(u(2))·d·Pyr(u∗(1))+d·u∗(2)·d·u∗(1)

)

Dokaz. Prvu formulu lako dobijemo sabiranjem relacija (3.8) i (3.9).
Iz relacije (3.9) slijedi da je

I(u · ab) = I(ua) · b + (ab + ba) · a · u∗ +
∑
ua

I((ua)(2)) · ba · (ua)∗(1)

Kako za svaki cd-monom v vrijedi ∆(v · a) = v ⊗ 1 +
∑

v v(1) ⊗ v(2) · a to je

∑
ua

I((ua)(2)) · ba · (ua)∗(1) = (a + b) · ba · u∗ +
∑

u

I(u(2)a) · ba · u∗(1).

Primjenom relacije (3.8) i koristeći koasocijativnost koproizvoda dobijamo:

∑
ua

I((ua)(2)) · ba · (ua)∗(1) = (a + b) · ba · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · a · ba · u∗(1)+

+
∑

u

(ab + ba) · u∗(2) · ba · u∗(1) +
∑

u

I(u(3)) · ab · u∗(2) · ba · u∗(1).

Iz prethodne relacije i iz (3.8) zaključujemo da je

I(uab) = I(u) · ab + (ab + ba) · u∗ · b +
∑

u

I(u(2)) · ab · u∗(1) · b+

+(ab + ba) · a · u∗ + (a + b) · ba · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · a · ba · u∗(1) (3.10)

+
∑

u

(ab + ba) · u∗(2) · ba · u∗(1) +
∑

u

I(u(3)) · ab · u∗(2) · ba · u∗(1).

Na sličan način, može se pokazati da je

I(u · ba) = I(u) · ba + (ab + ba) · u∗ · a +
∑

u

I(u(2)) · ba · u∗(1) · a+
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3.4. Et konstrukcija za posete

+(ab + ba) · b · u∗ + (a + b) · ab · u∗ +
∑

u

I(u(2)) · b · ab · u∗(1) (3.11)

+
∑

u

(ab + ba) · u∗(2) · ab · u∗(1) +
∑

u

I(u(3)) · ba · u∗(2) · ab · u∗(1).

Kada saberemo relacije (3.10) i (3.11), i iskoristimo formulu (3.3) za pres-
likavanje Pyr dobićemo drugu formulu iz ovog teorema.

Sledeća tabela pokazuje vrijednosti operatora I u cd-monomima stepena
manjeg od pet:

u I(u)
1 c

c c2 + 2d

c2 c3 + 4dc + 2cd
d 2cd + 2dc

c3 c4 + 6dc2 + 4cdc + 2c2d + 4d2

cd c2d + 3cdc + 2dc2 + 4d2

dc c2d + 3cdc + 2dc2 + 4d2

c4 c5 + 8dc3 + 6cdc2 + 4c2dc + 2c3d + 8d2c + 8dcd + 4cd2

dc2 c3d + 3cdc2 + 2c2dc + 2dc3 + 6d2c + 6dcd + 4cd2

cdc 2c2dc + 4cdc2 + 2dc3 + 8d2c + 4dcd + 4cd2

c2d c3d + 3cdc2 + 2c2dc + 2dc3 + 6d2c + 6dcd + 4cd2

d2 c2dc + cdc2 + 4cd2 + 4dcd + 4d2c

3.4 Et konstrukcija za posete

U radu [50] D. Eppstein, G. Kuperberg i G. Ziegler su definisali E-
konstrukciju za sfere i politope. Pomoću te nove operacije, dobili su beskonačnu
familiju 2-prostih 2-simplicijalnih 4-dimenzionalnih politopa. A. Paffenholz
i G. Ziegler u radu [73] daju uopštenje ove operacije na posete i mreže:

DEFINICIJA 3.4.1 (Kombinatorna definicija Et konstrukcije [72]).
Neka je P graduisan poset ranga d + 1 sa funkcijom ranga r i neka je 0 ≤
t ≤ d− 1. Definǐse se novi poset Et(P ) na sledeći način:
Elementi skupa Et(P ) su

- prazan skup ∅
- intervali [y, y] za y ∈ P, r(y) = t + 1

- intervali [x, z] ako je r(x) < t + 1 < r(z).
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3.4. Et konstrukcija za posete

Relacija poretka na Et(P ) je obrnuta inkluzija: ∅ je maksimalan element,
a interval [0̂, 1̂] je minimalan u posetu Et(P ). Koatomi u posetu Et(P ) su
intervali oblika [y, y], gdje je y ∈ P, r(y) = t + 1.

Sledeća slika ilustruje Et konstrukciju za posete:

'
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%

-t + 1s

r

r

x

z

y

0̂

r

1̂r

poset P

¾ »
'

&

$

%

s

r

[x,x]

[y,z]

r
[0̂,1̂]=0̂Et(P )

r
∅=1̂Et(P )

poset Et(P )

Primjer 3.4.2. Ako operaciju Et primjenimo na Boole-ovu mrežu Bd+1

(mrežu strana d-simpleksa) dobija se mreža strana politopa koji je dualan
hipersimpleksu ∆d(t), tj. Et(Bd + 1) ∼= L(∆∗

d(t)).

Formalno, Et konstrukcija za posete je vrlo slična konstrukciji Bier-ovih
poseta i sfera, vidjeti u radu [37].

Osnovne osobine Et konstrukcije su opisane u sladećoj propoziciji:

PROPOZICIJA 3.4.3 (A. Paffenholz, G. M. Ziegler, [73]). Neka je
P graduisan poset ranga d + 1 sa funkcijom ranga r. Tada vrijedi:

(i) Et je takod̄e graduisan ranga d + 1 i vrijedi

rang(b) =





r(x)+d+1-r(z), za b = [x, z], r(x) < t + 1 < r(z);
d, za b = [y, y], r(y) = t + 1;
d+1, za b = ∅.

(ii) Intervali u posetu Et(P ) su oblika

- [[x, y], [p, q]]Et(P )
∼= [x, p]P × [q, y]∗P
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3.4. Et konstrukcija za posete

- [[x, z], [y, y]]Et(P )
∼=

(
[x, y]∗P ¦ [y, z]P

)∗

- [[x, y], ∅]Et(P )
∼= Et−r(x)([x, y]P )

(iii) Za operaciju Et vrijede sledeće relacije:

Ed−1(P ) ∼= P , E0(P ) ∼= P ∗ i Et(P ) ∼= Ed−t−1(P
∗)

(iv) f -vektor poseta Et(P ) je

fd(Et(P )) = ft(P ) , fk(Et(P )) =
∑

j−i=d−k

fi,j(P )

(u gornjoj sumi je i < t < j ).

Kada je P poset strana neke PL-sfere, operacije Et imaju i geometrijsku
interpretaciju (vidjeti u [72]):

Neka je S proizvoljna PL-sfera dimenzije d−1, P (S) poset strana te sfere
i t parametar izmed̄u 0 i d + 1. Definǐse se nova PL-sfera Et(S) na sledeći
način:

1. Neka je Sd(S) baricentrička podjela sfere S.

2. Neka je v tjeme sfere Sd(S), koje odgovara nekoj t-dimenzionalnoj
ćeliji. Sve maksimalne ćelije sfere Sd(S) koje sadrže v se slijepe u novu
(d− 1)-ćeliju.

3. Sve k-dimenzionalne ćelije koje su postale suvǐsne poslije prethodnog
koraka se slijepe u jednu.

U [72] je pokazano da je poset strana te nove sfere izomorfan sa Et(P (S)),
tj. ova konstrukcija je ekvivalentna sa definicijom 3.4.1.

Et konstrukcija je u bliskoj vezi sa DVT-operacijom (”deep vertex trun-
cation”) za konveksne politope. Za d-dimenzionalan politop V definǐse se

DV T (V ) = V ∩
⋂

v- tjeme V

H−
v ,

tj. DV T (V ) se dobije istovremenim odsjecanjem svih tjemena v (sa hiper-
ravnima H−

v ) tako da od svake ivice e ostane samo jedna tačka (u relativnom
interioru ivice e).

Ekvivalentno, može se reći da je DV T (V ) konveksan omotač tačaka pe

(jedna tačka za svaku ivicu e) postavljenih tako da za svako tjeme v, tačke pe

koje pripadaju ivicama incidentnim sa v, leže u jednoj hiperravni, odnosno

DV T (V ) = conv{pe : e je ivica u V }.
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Ako politop V dopušta DV T konstrukciju i ako je P njegov poset strana,
tada je E1(P ) poset strana za DV T (V )∗ (propozicija 2.5.2 iz [72]).

Varijante DV T operacije su u literaturi koristile za konstrukciju pravilnih
i polupravilnih politopa ( [54], [39], str. 145-164).

Nije jasno da li za proizvoljan politop V uopšte postoji DV T (V ), tj. da
li se mogu izvesti odsjecanja tjemena tako da svi uslovi iz definicije budu
ispunjeni? Za sve proste politope i sve 3-dimenzionalne politope odgovor je
potvrdan (lema 3.7 u [95]). Posebno je zanimljivo da li postoji DV T (V ) za
simplicijalne politope. Ako je V simplicijalan 4-dimenzionalan politop tada
je DV T (V ) 2-prost 2-simplicijalan politop (propozicija 3.8 u [95]).

U radu [73] je pokazano da politopi Stack(n, 4) dopuštaju DV T kon-
strukciju, i tako je dobijena beskonačna familija 2-prostih 2-simplicijalnih
politopa.

Još uvijek nije poznat primjer politopa za koji DV T konstrukcija nije
moguća.

Kao i kod prethodno posmatranih operacija na posetima, prirodno se
postavlja pitanje:

Da li postoji niz linearnih preslikavanja Et : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 takvo da
za svaki graduisan poset P vrijedi ΨEt(P ) = Et(ΨP )?

Sledeća propozicija daje potvrdan odgovor na to pitanje:

PROPOZICIJA 3.4.4. Za proizvoljan prirodan broj d i cjelobrojan param-
etar t izmed̄u 0 i d− 1 postoji linearno preslikavanje Et : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉
takvo da za svaki graduisan poset P ranga d + 1 vrijedi ΨEt(P ) = Et(ΨP ).

Dokaz. Neka je C
...0̂ = [0̂, 1̂] < [x0, y0] < [x1, y1] < · · · < [xr, yr] < ∅ = 1̂

proizvoljan lanac u Et(P ). Kao i u teoremi 3.3.7, reći ćemo da je C asociran
sa lancem c iz poseta P ako se u multilancu

0̂P ≤ xr ≤ xr−1 ≤ · · · ≤ x0 ≤ y0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yr ≤ 1̂P

pojave tačno oni elemeti iz P koji su sadržani u c. Ako za lanac c u posetu P
definǐsemo S(c) = {C-lanac u Et(P ) : c je asociran sa C}, kao i u dobijamo
da je {S(c) : c-lanac u P} particija skupa svih lanaca poseta Et(P ).

Ako lanci c i c′ iz P imaju isti doprinos polinomu ΨP (tj. wt(c) = wt(c′)),
tada vrijedi ∑

C∈S(c)

wt(C) =
∑

C′∈S(c′)

wt(C ′).

Na osnovu propozicije 3.2.3 traženo preslikavanje postoji i definisano je sa

Et(wt(c)) =
∑

C∈S(c)

wt(C).
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Primjedba 3.4.5. Zbog jednostavnosti zapisa operatora Et izostavljamo
parametar d (jednak je stepenu monoma u kojem se računa vrijednost oper-
atora).

Očigledno, na osnovu tvrd̄enja (iii) iz propozicije 3.4.3 i iz leme 3.1.3
slijedi da za operatore Et vrijedi:

E|u|−1(u) = u, E0(u) = u∗ i Et(u) = E|u|−t−1(u
∗) (3.12)

za svaki ab-monom u.
Sada ćemo opisati rekurzivne relacije za operatore Et.

TEOREMA 3.4.6. Neka je u proizvoljan ab-monom. Tada, za sve vrijed-
nosti t = 1, 2, . . . , |u| − 2 vrijedi:

Et(u · a) = a · Et(u) +
∑

u,|u1|<t

u(1) · ba · Et−1−|u(1)|(u(2)) (3.13)

Et(u · b) = b · Et(u) +
∑

u,|u1|<t

u(1) · ab · Et−1−|u(1)|(u(2)) (3.14)

U sumama koje se pojave u gornjim formulama učestvuju samo oni ko-
faktori koproizvoda ∆(u) kod kojih je stepen u(1) manji od t.

Dokaz. Za proizvoljan graduisan poset P uočimo poset P = P ∗ L2 (ko-
ristićemo iste oznake kao u teoremi 3.3.8, 1 je maksimalan element, a 1̂ je
jedini koatom u P ). Sve lance poseta Et(P ) podjelimo u dvije grupe:

1. Lanci poseta Et(P ) u kojima se ne pojavljuje 1̄. To su tačno stari lanci
iz Et(P ), koji mogu (ali ne moraju) početi sa atomom [0̂, 1̂] iz Et(P ).
Doprinos svih takvih lanaca polinomu ΨEt(P ) je tačno

b ·
∑

c-lanac u Et(P )

wt(c) + (a− b) ·
∑

c-lanac u Et(P )

wt(c) = a ·ΨEt(P ).

2. Lanci u kojima se pojavi 1̄. Ako je c takav lanac i ako je [x, 1̄] najveći
element (za neki x ∈ P, r(x) < t + 1) u c u kojem se 1̄ pojavi, tada c
može (ali ne mora) da sadrži i interval [x, 1̂]. Na osnovu tvrd̄enja (ii)
iz propozicije 3.4.3 vrijedi:

[[0̂, 1̄], [x, 1̄]]Et(P )
∼= [0̂, x]P , [[x, 1̂], ∅]Et(P )

∼= Et−r(x)([x, 1̂]P ).
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Iz relacija (1.10) i (3.3) dobijamo da je zbir težina svih lanaca iz ove
grupe jednak:

∑
x∈P

∑

c-lanac u [0̂,x]

∑

c′-lanac u Et−r(x)[x,1]

wt(c)·ba·wt(c′) =
∑
x∈P

Ψ[0̂,x]·ba·ΨEt−r(x)([x,1̂]) =

=
∑

ΨP ,|ΨP(1)
|<t

ΨP(1)
· ba · Et−|ΨP(1)

|−1(ΨP(2)
)

Sabirajući težine svih lanaca u Et(P ), dobijamo da (3.13) vrijedi kada je
u = ΨP (za neki graduisan poset P ). Koristeći činjenicu da je ab-indeks sur-
jektivno preslikavanje, dobijamo da formula (3.13) vrijedi za sve ab-monome.

Da dokžemo formulu (3.14), za proizvoljan graduisan poset P uočimo
poset P ′ = P ∗ B2. Koatome poseta P ′ označimo sa 1′ i 1′′ (kao u teoremi
3.3.8). Na osnovu relacije (1.12) vrijedi:

ΨEt(P ′) = Et(ΨP · (a + b)) = Et(ΨP · a) + Et(ΨP · b).

Lanci u Et(P
′) u kojima se ne pojavljuje 1′′ su u bijekciji sa lancima poseta

Et(P ). Stoga, Et(ΨP ·b) je jednak zbiru težina lanaca poseta Et(P
′) u kojima

se pojavljuje 1′′.
Ponovo, sve takve lance možemo podijeliti u dvije grupe:

1. Lanci u posetu Et(P
′) koji počinju sa [0̂, 1′′]. Primjetimo da su to tačno

lanci poseta Et(P ) (u kojima je maksimalan element 1̂P zamjenjen sa
1′′). Stoga je njihov doprinos polinomu ΨEt(P ′) jednak b ·ΨEt(P ).

2. Lanci u kojima se ne pojavljuje [0̂, 1′′]. Neka je c takav lanac i neka
je [x, 1′′] (za x ∈ P \ {0̂}, r(x) < t + 1) najveći element u c u kojem
se pojavljuje 1′′. Primjetimo da c može (ali ne mora) sadržavati [x, 1̂].
Zbir težina svih ovakvih lanaca je:

∑
x∈P

∑

c-lanac u [0̂,x]P

∑

c′-lanac u Et−r(x)([x,1̂])

wt(c) · ab · wt(c′) =

=
∑

ΨP ,|ΨP(1)
|<t

ΨP(1)
· ba · Et−|ΨP(1)

|−1(ΨP(2)
)

Sabiranjem težina svih ovih lanaca, dobijamo da formula (3.14) vrijedi kada
je u = ΨP (za neki graduisan poset P ). Da je (3.14) tačno za sve ab-monome
slijedi iz leme 3.1.3.
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Ako je P Euler-ov poset, tada je (za sve parametre t) i poset Et(P ) takod̄e
Euler-ov (teorema 1.4. u radu [73]). U tom slučaju, rekurzivne relacije za
operatore Et u algebri Q〈c,d〉 su opisane u sledećoj teoremi.

TEOREMA 3.4.7. Neka je u proizvoljan cd-monom. Tada, za sve t =
1, 2, . . . , |u| − 2 vrijedi

Et(u · c) = c · Et(u) +
∑

u,|u1|<t

u(1) · d · Et−1−|u(1)|(u(2)). (3.15)

Takod̄e, za sve t = 1, 2, . . . , |u| − 3 vrijedi

Et(u · d) = d · Et(u) +
∑

u,|u1|<t

Pyr(u(1)) · d · Et−1−|u(1)|(u(2)). (3.16)

Dokaz. Formulu (3.15) dobijamo sabiranjem relacija (3.13) i (3.14).
Dalje, iz (3.13) i (3.14) dobijamo:

Et(u · ab) = b · Et(u · a) +
∑

u,|u1|<t

u(1) · ab · Et−|u(1)|−1(u(2) · a) =

= ba · Et(u) +
∑

u |u1|<t

b · u(1) · ba · Et−|u(1)|−1(u(2))+

+
∑

u,|u1|<t

u(1) ·ab ·a · Et−|u(1)|−1(u(2))+
∑

u,|u1|<t

u(1) ·ab ·u(2) ·ba · Et−|u(1)|−1(u(3)).

Sada, iz koasocijativnosti koproizvoda, relacije (3.3) i propozicije 3.1.2
slijedi da je

Et(u · ab) = ba · Et(u) +
∑

u,|u(1)|<t

Pyr(u(1)) · ba · Et−|u(1)|−1(u(2)) (3.17)

Na sličan način, može se pokazati da je

Et(u · ba) = ab · Et(u) +
∑

u,|u(1)|<t

Pyr(u(1)) · ab · Et−|u(1)|−1(u(2)) (3.18)

Formula (3.16) se dobije sabiranjem relacija (3.17) i (3.18).

Primjetimo da formula (3.16) ne vrijedi za t = |u|−2. Na osnovu relacija
(3.12), dobijamo da je E|u|−2(u · d) = E1(d · u∗), što kompletira rekurzivne
relacije za operatore Et unutar algebre Q〈c,d〉.
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3.4. Et konstrukcija za posete

Na kraju dajemo tabelu vrijedosti operatora Et na cd-monomima stepena
manjeg od šest.

u E0(u) E1(u) E2(u)

c3 c3 c3 + 2dc c3

cd dc cd + dc cd
dc cd cd + dc dc

u E0(u) E1(u) E2(u) E3(u)

c4 c4 c4 + 2cdc + 2dc2 c4 + 2cdc + 2dc2 c4

c2d dc2 2cdc + dc2 cdc + dc2 + c2d c2d
cdc cdc c2d + cdc + 2d2 c2d + cdc + 2d2 cdc
dc2 c2d cdc + dc2 + c2d 2cdc + dc2 dc2

d2 d2 cdc + d2 cdc + d2 d2

u E1(u) E2(u)

c5 c5 + 2c2dc + 2cdc2 + 2dc3 c5 + 2c2dc + 4cdc2 + 2dc3 + 4d2c
c3d 2cdc2 + dc3 + 2d2c 2c2dc + 2cdc2 + dc3 + 2d2c
c2dc 2c2dc + cdc2 + 2d2c c3d + c2dc + cdc2 + 2d2c + 2dcd + 2cd2

cdc2 c3d + c2dc + 2dcd + 2cd2 c3d + c2dc + cdc2 + 2d2c + 2dcd + 2cd2

dc3 c3d + c2dc + cdc2 + dc3 2c2dc + 2cdc2 + dc3 + 2d2c
cd2 d2c + dcd + 2cd2 c2dc + d2c + dcd + 2c2d
dcd cdc2 + d2c + dcd c2dc + cdc2 + 2d2c
d2c c2dc + d2c + cd2 c2dc + d2c + dcd + 2c2d
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Glava 4

cd-indeks nekih klasa politopa i
poseta

4.1 Simplicijalni politopi i poseti

Flag f -vektor nekog simplicijalnog poseta P se lako odred̄uje iz f -vektora
tog poseta. Za simplicijalan poset P ranga n + 1 i S = {s1, s2, . . . , sk} ⊆ [n]
vrijedi:

f{s1,s2,...,sk}(P ) =

(
sk

s1, s2 − s1, . . . , sk − sk−1

)
fsk−1(P ). (4.1)

Stoga, najprostiji flag f -vektor med̄u politopima imaju simplicijalni politopi.
Kako za h-vektore simplicijalnih Euler-ovih poseta vrijede Dehn-Sommerville
relacije hi = hn−i, to je dimenzija podprostora R2n

generisanog sa flag f -
vektorima simplicijalnih Eulerovih poseta ranga n + 1 tačno [n

2
].

Med̄utim, i za najprostiji simplicijalan Euler-ov poset (Boole-ovu mrežu
Bn), računanje cd-indeksa je dosta komplikovano. M. Purtill je u radu [77],
koristeći leksikografsko označavanje poseta, dokazao nenegativnost koeficije-
nata u polinomima Φ∆n i ΦCn . To je učinio pokazavši da je cd-indeks Φ∆n

(odnosno ΦCn) isto što i ranije poznat nekomutativni André polinom (za Cn

”signed” André polinom), asociran odred̄enoj klasi permutacija. Vǐse de-
talja o tome se može naći u radu [57]. Tako su koeficijenti cd-polinoma Φ∆n

dobili kombinatornu interpretaciju kao broj André permutacija koje imaju
”padove” na zadanim pozicijama i to je prvi rezultat koji daje kombinatornu
interpretaciju za koeficijente cd-indeksa nekog politopa uopšte.

Rezultati sličnog tipa dobijeni su i u radovima [43] i [48]. Opisani su
cd-indeksi simpleksa, kocke, te simplicijalnih i kubičnih poseta. Takod̄e, cd-
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4.1. Simplicijalni politopi i poseti

indeks Boole-ove mreže se posmatra i u radu [67], gdje se (izmed̄u ostalog)
upored̄uju koeficijenti polinoma ΦBn po veličini.

R. Stanley je u radu [84] pokazao kako se cd-indeks simplicijalnog poseta
može izraziti kao linearna kombinacija odred̄enih cd-polinoma.

Za sve n ∈ N i sve i = 0, 1, · · · , n − 1 neka je Λn
i simplicijalan (n − 1)-

disk, dobijen kao unija i + 1 proizvoljnih maksimalnih strana simpleksa ∆n.
Semisuspenzijom tog diska donije se CW -sfera (Λn

i )′.
Sada se definǐsu homogeni cd-polinomi Ψn

i stepena n sa

Ψn
0 = Φ(Λn

0 )′ = Φ∆n−1 · c, Ψn
i = Φ(Λn

i )′ − Φ(Λn
i−1)′ za i = 1, 2, ..., n− 1. (4.2)

U radu [48] je pokazano da se rekurzivne relacije za cd-polinome Ψn
i mogu

opisati pomoću derivacije G:

za sve 0 ≤ i < n vrijedi G(Ψn
i ) = Ψn+1

i+1 (4.3)

Time je pokazano da su svi koeficijenti polinoma Ψn
i nenegativni, čime je

pozitivno odgovoreno na hipotezu R. Stanley-a (hipoteza u [84]).
Takod̄e, u radu [48] se daje i kombinatorna interpretacija koeficijenata u cd-
polinomima Ψn

i .

Neka je Ω neka ssloživa simplicijalna n-sfera, i neka je F1, F2, . . . , Ft neki
šeling za Ω. U radu [84] je pokazano da tada vrijedi:

Φ(F1∪F2∪···∪Fi+1)′ = Φ(F1∪F2∪···∪Fi)′ + Ψn
type(Fi+1)

.

Drugim riječima, ako Ω ”sastavljamo” stranu po stranu, promjena cd-
indeksa pri dodavanju nove strane je ista kao kada u šelingu n-simpleksa
dodamo stranu odgovarajućeg tipa. Stoga, cd-indeks sfere Ω zavisi samo
od njenog h-vektora. Kako flag f -vektori simplicijalnih n-politopa (koji jesu
složivi) generǐsu isti podprostor u R2n

kao i flag f -vektori svih simplicijalnih
Euler-ovih poseta ranga n, to vrijedi sledeća teorema:

TEOREMA 4.1.1 (R. Stanley,[84]). Neka je P simplicijalan Euler-ov
poset ranga n + 1, i neka je h(P ) = (h0, h1, . . . , hn) njegov h-vektor. Tada je

ΦP (c,d) =
n−1∑
i=0

hiΨ
n
i . (4.4)

Sa F s označimo podprostor od Q〈c,d〉 generisan cd-indeksima simplici-
jalnih Euler-ovih poseta. Sada ćemo uočiti neke baze u F s.
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4.1. Simplicijalni politopi i poseti

Za sve i = 0, 1, . . . , bn
2
c definǐsemo cd-polinome Φn

i sa

Φn
i =

n−i∑
j=i

Ψn
j . (4.5)

Formalno, možemo smatrati da je Ψn
n = 0. Tada vrijedi

POSLJEDICA 4.1.2. Neka je P simplicijalan Euler-ov poset ranga n + 1,
i neka je g(P ) = (g0, g1, . . . , gbn

2
c) njegov g-vektor. Tada je

ΦP (c,d) =
n−1∑
i=0

hiΨ
n
i =

[n
2
]∑

i=0

giΦ
n
i (4.6)

Ekvivalentno je reći da polinomi Φn
i čine bazu za F s.

Za polinome Φn
i možemo naći interpretaciju sličnu onoj za cd-polinome

Ψn
i u relaciji (4.2). Na osnovu posledice 2.1.3 i relacije (4.6), dobijamo da

vrijedi:

Φn
0 = Φ∆n , Φn

i = ΦT n
i
− ΦT n

i−1
za i = 1, 2, . . . , bn

2
c.

Primjetimo da su i cd-polinomi Ψn
0 , Ψ

n
1 + Ψn

n−1, . . . , Ψ
n
bn

2
c + Ψn

n−bn
2
c takod̄e

jedna baza u F s. Evo nekoliko vrijednosti za polinome Ψn
i i Φn

i :

n = 1 : Ψ1
0 = c Φ1

0 = c

n = 2 : Ψ2
0 = c2 Φ2

0 = c2 + d
Ψ2

1 = d Φ2
1 = d

n = 3 : Ψ3
0 = c3 + dc Φ3

0 = c3 + 2cd + 2dc
Ψ3

1 = cd + dc Φ3
1 = 2cd + dc

Ψ3
2 = cd

n = 4 : Ψ4
0 = c4 + 2cdc + 2dc2 Φ4

0 = c4 + 3c2d + 5cdc + 3dc2 + 4d2

Ψ4
1 = c2d + 2cdc + dc2 + d2 Φ4

1 = 3c2d + 3cdc + dc2 + 4d2

Ψ4
2 = c2d + cdc + 2d2 Φ4

2 = c2d + cdc + 2d2

Ψ4
3 = c2d + d2
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n = 5 : Ψ5
0 = c5 + 3c2dc + 5cdc2 + 3dc3 + 4d2c

Ψ5
1 = c3d + 3c2dc + 3cdc2 + dc3 + 4d2c + 2dcd + 2cd2

Ψ5
2 = c3d + 2c2dc + cdc2 + 4cd2 + 3dcd + 3d2c

Ψ5
3 = c3d + c2dc + 4cd2 + 3dcd + d2c

Ψ5
4 = c3d + 2dcd + 2cd2

Φ5
0 = c5 + 4c3d + 9c2dc + 9cdc2 + 4dc3 + 12cd2 + 10dcd + 12d2c

Φ5
1 = 4c3d + 6c2dc + 4cdc2 + dc3 + 12cd2 + 10dcd + 8d2c

Φ5
2 = 2c3d + 3c2dc + cdc2 + 8cd2 + 6dcd + 4d2c

Sada uočimo podprostor algebreQ〈c,d〉 generisan sa cd-indeksima kvazisim-
plicijalnih Euler-ovih poseta i označimo ga sa F qs. Na osnovu posledice 1.3.4,
znamo da je dimenzija F qs jednaka n. Pokazaćemo da cd-polinomi Ψn

i čine
jednu bazu za F qs.

PROPOZICIJA 4.1.3. Neka je P kvazi-simplicijalan Euler-ov poset ranga
n + 1, i neka je h(P ) = (h0, h1, . . . , hn) njegov h-vektor. Tada je

ΦP (c,d) =
n−1∑
i=0

hiΨ
n
i . (4.7)

Dokaz. Primjetimo da su poseti strana CW -sfera (Λn
i )′ kvazisimplicijalni.

Lako se vidi da je

h((Λn
i )′) = (

i+1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1)

za sve i = 0, 1, . . . , n−1. Zato su f -vektori (a stoga i flag f -vektori) tih sfera
linearno nezavisni, te cd-indeksi tih sfera čine bazu za F qs.

Tvrd̄enje teorme je tačno za sfere (Λn
i )′, jer osnovu definicije polinoma

Ψn
i (relacija (4.2)) vrijedi:

Φ(Λn
i )′ = Ψn

0 + Ψn
1 + · · ·+ Ψn

i .

Kako cd-polinomi Φ(Λn
i )′ čine bazu za F qs, to je tvrd̄enje teoreme tačno

za proizvoljan kvazisimplicijalan poset.

Primjer 4.1.4. Iz relacija (4.7), (4.3) i (2.8) dobijamo rekurzivne relacije za
cd-indeks politopa ∆∗

n(k):

Φ∆∗n−1(k) = Φ∆∗n−1(k−1) +

(
n

k − 1

)
Gk−1(Φ∆n−k

) + Gn−k(Φ∆k−1
).
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Neka jeAs podprostor algebreQ〈a,b〉 generisan sa ab-indeksima proizvo-
ljnih simplicijalnih poseta. Iz relacije (4.1) slijedi da je dimenzija linearnog
podprostora As koji je generisan sa ab-indeksima simplicijalnih poseta ranga
n + 1 jednaka n. Sada ćemo opisati bazu za As. Za sve n ∈ N i sve i =
0, 1, . . . , n neka je P n

i poset strana simplicijalnog kompleksa Λn
i kojem je

dodan maksimalan element, tj.

P n
i = F (Λn

i ) ∪ {1̂P n
i
}. (4.8)

Kako se Λn+1
i dobije kao piramida nad Λn

i to za posete P n
i vrijedi:

P n+1
i

∼= Pyr(P n
i ) \ {(1̂P , 0)}. (4.9)

DEFINICIJA 4.1.5. Za sve n ∈ N i 0 ≤ i ≤ n definǐsemo ab-polinome Xn
i

sa

Xn
0 = ΨBn−1 · a, a za i = 1, 2, . . . , n neka je Xn

i = ΨP n
i
−ΨP n

i−1
.

U sledećoj tabeli se nalazi nekoliko početnih vrijednosti za polinome Xn
i :

X0
0 = 1 X1

0 = a X2
0 = a2 + ba X3

0 = a3 + 2aba + 2ba2 + b2a
X1

1 = b X2
1 = ab + ba X3

1 = bab + ba2 + 2aba + b2a + a2b
X2

2 = ab + b2 X3
2 = 2bab + ab2 + aba + b2a + a2b

X3
3 = 2bab + b3 + 2ab2 + a2b

Iz definicije poseta P n
i i formule (1.12) slijedi da je za sve n ∈ N0

Xn
0 = ΨBn · a , Xn

n = ΨBn · b. (4.10)

Koristeći iste argumente kao i u teoremi 4.1.1 i propoziciji 4.1.3 možemo
pokazati da vrijedi

PROPOZICIJA 4.1.6. Neka je P proizvoljan simplicijalan graduisan poset
ranga n + 1, čiji je h-vektor h(P ) = (h0, h1, ..., hn). Tada je

ΦP =
n−1∑
i=0

hiX
n
i . (4.11)

Iz relacije (4.10) i prethodne propozicije slijedi

Xn
0 =

n−1∑
i=0

Xn−1
i · a , Xn

n =
n−1∑
i=0

Xn−1
i · b. (4.12)
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PROPOZICIJA 4.1.7. Za sve n ≥ i ≥ 0, polinomi Xn
i zadovoljavaju

sledeće relacije

(i) Xn+1
i = G(Xn

i ) + Xn
i · a

(ii) Xn+1
i+1 −Xn+1

i = Xn
i · (b− a)

(iii) Xn+1
i+1 = G(Xn

i ) + Xn
i · b

(iv) Xn
i = ω̂(Xn

n−i)

(v) Xn
i + Xn

n−i = Ψn
i + Ψn

n−i

Dokaz. (i) Iz relacije (4.9), teoreme 3.1.6 i formule (1.10) slijedi

ΨP n+1
i

= G(ΨP n
i
) + ΨP n

i
· (a + b)−ΨP n

i
· b = G(ΨP n

i
) + ΨP n

i
· a.

Stoga, za sve i > 0 dobijamo da je

Xn+1
i = ΨP n+1

i
−ΨP n+1

i−1
= G(ΨP n

i
)+ΨP n

i
·a−G(ΨP n

i−1
)−ΨP n

i−1
·a = G(Xn

i )+Xn
i ·a.

Takod̄e, iz relacije (4.10) i teoreme 3.1.6 slijedi da je

G(Xn
0 )+Xn

0 ·a = G(ΨBn−1·a)+ΨBn−1·a2 = G(ΨBn−1)·a+ΨBn−1·ba+ΨBn−1·a2 =

=
(
G(ΨBn−1) + ΨBn−1 · (a + b)

) · a = Pyr(ΨBn−1) · a = Xn+1
0 .

(ii) Tvrd̄enje ćemo dokazati indukcijom po n. Pretpostavimo da formula
(ii) vrijedi za sve polinome stepena manjeg od n+1. Ako je i < n, iz relacije
(i) slijedi

Xn+1
i+1 −Xn+1

i = G(Xn
i+1 −Xn

i ) + (Xn
i+1 −Xn

i ) · a
a na osnovu induktivne pretpostavke dobijamo

Xn+1
i+1 −Xn+1

i = G(Xn−1
i · (b− a)) + Xn−1

i · (b− a) · a. (4.13)

Dalje, dobijamo da je

G(Xn−1
i · (b− a)) = G(Xn−1

i ) · (b− a) + Xn−1
i · (ab− ba),

odnosno, na osnovu formule (i) vrijedi

G(Xn−1
i · (b− a)) = Xn

i · (b− a)−Xn−1
i · a(b− a) + Xn−1

i · (ab− ba).

Kada prethodni izraz uvrstimo u (4.13) dobijamo

Xn+1
i+1 −Xn+1

i = Xn
i ·(b−a)+Xn−1

i ·((b−a)·a+(ab−ba)−a(b−a)
)

= Xn
i ·(b−a).
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Slučaj kada je i = n posmatramo odvojeno. Na osnovu relacije (4.10) i
tvrd̄enja (i) iz teoreme dobijamo

Xn
n−Xn

n−1 = ΨBn·b−G(ΨBn−1·b)−ΨBn−1·ba = ΨBn ·b−G(ΨBn−1)·b−ΨBn−1·(ab+ba).

Na osnovu teoreme 3.1.6 i relacije (4.10) dobijamo

Xn
n −Xn

n−1 = ΨBn · b− Pyr(ΨBn−1) · b + ΨBn−1(b
2 − ba) = Xn−1

n−1 (b− a)

te formula (ii) vrijedi i za i = n.

(iii) Na osnovu formula (i) i (ii), za sve i < n vrijedi

Xn+1
i+1 = G(Xn

i+1) + Xn
i+1 · a = G(Xn

i + Xn−1
i · (b− a)) + Xn

i+1 · a.

Ako ponovo primjenimo relaciju (i) dobijamo da je

Xn+1
i+1 = G(Xn

i )+Xn
i ·(b−a)−Xn−1

i ·a(b−a)+Xn−1
i ·(ab−ba)+Xn

i+1 ·a =

= G(Xn
i ) + Xn

i · b + (Xn
i+1 −Xn

i ) · a + Xn−1
i · (a− b)a.

pa tvrd̄enje (iii) slijedi na osnovu (ii). Za i = n tvrd̄enje (iii) slijedi iz
relacije (4.10).

(iv) Ponovo koristimo indukciju po n. Pretpostavimo da (v) vrijedi za sve
prirodne brojeve manje od n. Na osnovu tvrd̄enja (i) i induktive pretpostavke
dobijamo

ω̂(Xn
i ) = ω̂(G(Xn−1

i ) + Xn−1
i · a) = ω̂(G(Xn−1

i )) + Xn−1
n−i−1 · b.

Iz induktivne pretpostavke, formule (ii) i činjenice da je ω̂ ◦ G = G ◦ ω̂
dobijamo da je

ω̂(Xn
i ) = G(Xn−1

n−1−i) + Xn−1
n−i−1 · b = Xn

n−i

(v) Iz tvrd̄enja (ii) propozicije 2.1.2 i formule (1.10) slijedi da je Ψ(Λn
i )′ =

ΨP n
i

+ ΨT n−1
i

· b. Sada, iz definicije polinoma Ψn
i dobijamo da je

Ψn
i = Xn

i + (ΨT n−1
i

−ΨT n−1
i−1

) · b.

Formula (iv) se lako dobije iz propozicije 4.1.3 i posljedice 2.1.3.
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4.2 Zonotopi i orijentisani matroidi

Zonotopi su politopi koji se mogu dobiti kao projekcije kocke. Neka je
X neka d × n matrica čije su kolone vektori x1, x2, . . . , xn u Rd. Ako je
Cn = [−1, 1]n standardna n kocka, zonotop Z(X) asociran matrici X je

Z(X) = X(Cn) = {X · v : v ∈ Cn} = {
n∑

i=1

λixi : −1 ≤ λi ≤ 1}.

Ekvivalentno, zonotop Z(X) je suma intervala

Z(X) = [−x1, x1] + [−x2, x2] + . . . + [−xn, xn].

Zonotopi su u bliskoj vezi sa aranžmanima hiperravni. Naime, ako jeA(X) =
{Hi : i = 1, 2, . . . , n} aranžman hiperravni (gdje je Hi = {v ∈ Rd : xi·v = 0}),
i ako je R(A(X)) mreža regiona (ćelija na kojeA podijeli ambijentni prostor),
tada je R(A(X)) ∼= L(Z(X))∗. Stoga su zonotopi Z1 = X(Cn) i Z2 = Y (Cn)
su kombinatorno ekvivalentni ako i samo ako matrice X i Y definǐsu isti
orijentisani matroid (posljedica 2.2.3 u [33]).
Standardna referenca za aranžmane hiperravni je [76] (vidjeti i [28]).

Primjer 4.2.1. Zonotop koji odgovara koordinatnom aranžmanu

Kn
...xi = 0 za i = 1, 2, . . . , n

je n-kocka. Zonotopi asocirani ”braid” aranžmanima

An−1
...xi = xj za 1 ≤ i < j ≤ n i Bn

...xi = ±xj ; xi = 0 za 1 ≤ i < j ≤ n

su permutoedar i ”signed” permutoedar, tj.

RAn−1
∼= L(Π∗

n−1) odnosno RBn
∼= L(Π±∗

n ).

U radu [16] je dokazano da flag f -vektori zonotopa generǐsu isti podpros-
tor kao i flag f -vektori svih politopa. Kao zanimljiv otvoren problem u radu
[17] je postavljeno sledeće
Pitanje: Naći prirodnu bazu politopa sastavljenu od zonotopa, tj. naći cn

(Fibonacci-jev broj) zonotopa dimenzije n čiji su flag f -vektori afino nezav-
isni.

Orijentisani matroidi su prirodno uopštenje zonotopa (vidjeti u [33]).
U radu [16] je pokazano kako se cd-indeks mreže kovektora orijentisanog
matroida računa iz poseta ravni (”flats”) odgovarajućeg običnog matroida.
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Definǐse se linearno preslikavanje ω : Z〈a,b〉 −→ Z〈c,d〉 na sledeći način:

u svakoj ab-riječi par ab se zamijeni sa 2d, a sve ostale promjenjive a ili
b sa c.

Sada se može pokazati da vrijedi:

TEOREMA 4.2.2 (L. Billera, R. Ehrenborg, M. Readdy, [16]). Neka
je M orijentisan matroid, T mreža kovektora u M, a L mreža ravni. Tada
je

ΦT (c,d) = ω(a ·ΨL)∗

Ako jeM realizabilan orijentisan matroid, asociran nekom aranžmanu A,
tada je T mreža regiona RA tog aranžmana, a L je poset presjeka hiperravni
aranžmana A.

Primjer 4.2.3. Neka je A aranžman hiperravni u R3:

A...xi = ±xj, za 1 ≤ i < j ≤ 3

Poset LA je ranga tri, ima šest atoma (ravni) i sedam koatoma (prostorne
dijagonale i prave kroz centre naspramnih strana 3-kocke). Kako je ab-indeks
poseta presjeka ovog aranžmana Ψ(LA) = a2 + 5ba + 6ab + 6b2, to je na
osnovu tvrd̄enja teoreme 4.2.2 cd-indeks mreže regiona

ΦRA = ω(a ·ΨLA)∗ = ω(aaa + 5aba + 6aab + 6abb)∗ =

= (c3 + 10dc + 12cd + 12dc)∗ = c3 + 12dc + 22cd.

Direktna posledica teorema 4.2.2 je

POSLJEDICA 4.2.4 (L. Billera, R. Ehrenborg, M. Readdy, [17]).
Za proizvoljan zonotop Z vrijedi ΦZ ∈ Z〈c, 2d〉, tj. cd-indeks zonotopa je
moguće zapisati u promjenjivim c i 2d.

Koristeći teoremu 4.2.2 i pogodno odabrano EL-označavanje poseta pres-
jeka za Dowling-ove aranžmane, R. Ehrenborg i M. Readdy su u radu [47]
pokazali da cd-indeksi permutoeadra Πn (odnosno ”signed” permutoedara
Π±

n ) zadovoljavaju izvjesne rekurzivne relacije u kojima se pojave težinske
derivacije.

DEFINICIJA 4.2.5. Neka je V proizvoljna graduisana algebra. Lijeva
težinska derivacija D na algebri V je funkcija D : V ×N→ V za koju vrijedi:

D(α · u + β · v, n) = α ·D(u, n) + β ·D(v, n)

D(1, n) = 0

D(u · v, n) = D(u, n) · v + u ·D(v, |u|+ n)

Ovdje su α i β proizvoljni skalari, u, v ∈ V a |u| je stepen u.
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4.2. Zonotopi i orijentisani matroidi

U radu [47] su posmatrane lijeve težinske derivacije Wk na algebri Q〈c,d〉.
Derivacije Wk se definǐsu na generatorima te algebre sa:

Wk(c, n) = (1+kn) ·2d ; Wk(d, n) = (1+kn) ·dc+(1+k(n+1)) ·cd. (4.14)

Još se zahtijeva da derivacije Wk imaju svojstva iz definicije 4.2.5. Primjetimo
da je W0 obična derivacija D, definisana u relaciji (3.4). Pokazano je da
vrijedi sledeća teorema:

TEOREMA 4.2.6 (R. Ehrenborg, M. Readdy, [47]). Neka je Rn,k

mreža regiona Dowling-ove mreže Hn,k. Tada, za k = 1, 2 vrijedi

ΦRn+1,k
= c · ΦRn,k

+ Wk(ΦRn,k
, 1). (4.15)

Za k = 1, 2 mreže Rn,k su tačno mreže regiona An i Bn. Stoga su (vidjeti
primjer 4.2.1) sa formulom (4.15) opisane i rekurzivne relacije za ΦΠn i ΦΠ±n .
Mreža Rn,0 je izomorfna sa mrežom strana koordinatnog aranžmana, a odgo-
varajući zonotop je n-kocka. Formula (4.15) je u tom slučaju ekvivalentna
sa (3.6).
Sada ćemo proširiti definiciju težinskih derivacija Wk na algebru Q〈a,b〉. Na
generatorima, za sve k ∈ N0 definǐsemo da je:

Wk(a, n) = Wk(b, n) = (1 + kn)(ab + ba), Wk(1, n) = 0.

Koristimo istu notaciju, jer se lako provjerava da se restrikcija maloprije
definisanih derivacija na algebri Q〈c,d〉 podudara sa onom u formuli (4.14).
Neka je Wk : Q〈a,b〉 → Q〈a,b〉 linearno preslikavanje definisano sa

Wk(u) = (a + b) · u + Wk(u).

Primjetimo da se formula (4.15) može zapisati kao

ΦRn+1,k
= Wk(ΦRn,k

) za k = 1, 2.

Sledeća teorema opisuje restrikciju preslikavanja Wk na podprostor As.

TEOREMA 4.2.7. Za sve n ≥ i ≥ 0 vrijedi:

Wk(X
n
i ) = (1 + ki) ·Xn+1

i + (1 + k(n− i))Xn+1
i+1 . (4.16)

Dokaz. Tačnost formule (4.16), a time i tvrd̄enje iz teoreme, pokazaćemo (za
sve k ∈ N0) indukcijom po n i i. Primjetimo da je

Wk(X
0
0 ) = Wk(1) = a + b = X1

0 + X1
1 .
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Takod̄e, lako se dobija

Wk(X
1
0 ) = Wk(a) = a2 + ba + (1 + k)(ab + ba) = X2

0 + (1 + k)X2
1

Wk(X
1
1 ) = Wk(b) = ab + b2 + (1 + k)(ab + ba) = (1 + k)X2

1 + X2
2 .

Pretpostavimo da formula (4.16) za sve ab-polinome stepena manjeg od n.
Iz definicije polinoma Xn

i i induktivne pretpostavke slijedi:

Wk(X
n
0 ) = Wk((X

n−1
0 + Xn−1

1 + · · ·+ Xn−1
n−1 ) · a) =

=
(
Xn

0 + (2 + kn)
n−1∑
i=1

Xn
i + Xn

n

) · a + (1 + kn)
n−1∑
i=0

Xn−1
i · (ab + ba).

Kako je Xn+1
0 = (Xn

0 + Xn
1 + · · ·+ Xn

n ) · a, da bi pokazali da formula (4.16)
vrijedi za Xn

0 treba da se uvjeriti da je

n−1∑
i=1

Xn
i · a +

n−1∑
i=0

Xn−1
i · (ab + ba) = Xn+1

1 .

Na osnovu tvrd̄enja (i) iz propozicije 4.1.7 znamo da je

n−1∑
i=1

Xn
i ·a = Xn+1

0 −Xn
0 ·a−Xn

n ·a i
n−1∑
i=0

Xn−1
i · (ab+ba) = Xn

0 ·b+Xn
n ·a,

pa dokaz formule za Xn
0 slijedi iz tvrd̄enja (ii) iz propozicije 4.1.7.

Pretpostavimo da (4.16) vrijedi za sve polinome Xm
j stepena stepena

manjeg od n i za sve Xn
j kada je 0 < j < i.

Pokazaćemo da tada vrijedi i za Xn
i . Iz tvrd̄enja (ii) propozicije 4.1.7,

induktivne pretpostavke i činjenice da je Wk(a, n) = Wk(b, n) dobijamo

Wk(X
n
i ) = Wk(X

n
i−1 + Xn−1

i−1 · (b− a)) = Wk(X
n
i−1) +Wk(X

n
i−1) · (b− a) =

= (1 + k(i− 1))Xn+1
i−1 + (1 + k(n− i + 1))Xn+1

i +

+
(
(1 + k(i− 1))Xn

i−1 + (1 + k(n− i))Xn
i

)
· (b− a).

Sada se formula (4.16) dobije primjenom tvrd̄enja (ii) iz propozicije 4.1.7.

Na osnovu tvrd̄enja (v) iz propozicije 4.1.7 dobijamo i formule za restrik-
ciju preslikavanja Wk na prostoru F s.

POSLJEDICA 4.2.8. Za sve n ≥ i ≥ 0 vrijedi

Wk(Ψ
n
i + Ψn

n−i) = (1 + ki) · (Ψn+1
i + Ψn+1

n−i+1) + (1 + k(n− i)) · (Ψn+1
i+1 + Ψn+1

n−i ).

odnosno

Wk(Φ
n
i ) = (1 + ki) · Φn+1

i + (1 + k(n− i + 1)) · Φn+1
i+1 (4.17)
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4.3 Težinske derivacije i baricentrička pod-

jela

Razmatranja u ovom poglavlju su motivisana činjenicom da su politopi
Π∗

n i Π±∗
n kombinatorno ekvivalentni sa baricentričkom podjelom n-simpleksa

∆n i n-kocke Cn (vidjeti u radu [23]).

DEFINICIJA 4.3.1. Neka je P proizvoljan graduisan poset. Baricentrička
podjela Sd(P ) poseta P se može definisati kao poset strana kompleksa
∆(P \ {0̂, 1̂}), kojem se doda maksimalan element 1. Formalno

Sd(P ) = C(P \ {0̂, 1̂})) ∪ {1},
tj. Sd(P ) je skup svih lanaca u P\{0̂, 1̂} (sa novim maksimalnim elementom),
a relacija poretka je inkluzija.

Ako je P \{1̂} poset strana neke CW -sfere X tada je Sd(P ) poset strana
baricentričke podjele Sd(X). Može se pokazati da vrijedi (vidjeti u radu [86],
bez dokaza):

TEOREMA 4.3.2. Neka je P Euler-ov poset ranga n+1. Tada je i Sd(P )
takod̄e Euler-ov ranga n + 1.

Flag f -vektor (odnosno flag h-vektor) poseta P se može interpretirati
kao ”profinjenje” f -vektora (h-vektora) poseta Sd(P ). Naime, u radu [8] je
pokazano da vrijedi:

fi(SdP ) =
∑

|S|=i+1

fS(P ), hi(SdP ) =
∑

|S|=i

hS(P ) (4.18)

Koristeći ab-indeks (odnosno, u slučaju Euler-ovih poseta, cd-indeks) poseta
P , prethodne relacije možemo zapisati kao

h(Sd(P ), x) = ΨP (1, x) = ΦP (1 + x, 2x). (4.19)

DEFINICIJA 4.3.3. Za sve k ∈ N0 i proizvoljan graduisan poset P definǐsemo
novi poset Σk(P ) sa:

Σk(P ) = {(x, i) : x ∈ P \ {0̂P , 1̂P}, 0 ≤ i ≤ k} ∪ {0̂Σ, 1̂Σ} ∪ {(1̂P , 0)} ∪ {x}

gdje je x =

{
(0̂P , k), za paran k;

(1̂P , k), za neparan k.

Relacija poretka na skupu Σk(P ) se definǐse sa:

(x, i) ≤ (y, j) ⇔
{

x ≤ y, i = j, odnosno ;
x ≤ y, i = j ± 1, j je neparan.
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Na sledećoj slici su Hasse-ovi dijagrami poseta Σ2(B2) i Σ3(B2):
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Primjer 4.3.4. Za proizvoljan poset P vrijedi:

Σ0(P ) ∼= P ∗B2, Σ1(P ) ∼= Pyr(P ), Σ2(P ) ∼= Prism(P ).

Poseti Σk imaju sledeću geometrijsku interpretaciju:

Primjedba 4.3.5. Neka je X neka CW -sfera i neka je P poset strana te
sfere. Za k ∈ N definǐsemo niz sfera Sk(X) induktivno na sledeći način:

S1(X) = Pyr(X), S2(X) = Prism(X),

dok sferu Sk+2 dobijemo tako što na sferu Sk zalijepimo Prism(X) po za-
jedničkoj strani X. Lako se može provjeriti da je Σk(P ) poset strana sfere
Sk(X).

TEOREMA 4.3.6. Neka je P Euler-ov poset ranga n i neka je k ∈ N0.
Tada je poset Σk(P ) Euler-ov ranga n + 1.

Dokaz. Neka je r funkcija ranga na posetu P . Očigledno, za sve x ∈ P \{0̂, 1̂}
vrijedi r(x, i) = r(x) (za parno i), odnosno r(x, i) = r(x + 1) (za neparno i).
Stoga je poset Σk(P ) ranga n + 1.

Na osnovu definicije poseta Σk(P ), svi intervali u tom posetu (osim cijelog
poseta Σk(P )) su izomorfni sa intervalima u P ili sa piramidama (prizmama)
nad intervalima u P . Kako je P Euler-ov (pa i intervali u P ), u takvim
intervalima Σk(P ) vrijedi Euler-Poincaré-ova formula. Iz definicije 4.3.3 lako
računamo f -vektor poseta Σk(P ). Za neparan k = 2m− 1 vrijedi:

fi(Σk(P )) =





m · (fi(P ) + fi−1(P )), za 0 < i < n;
1 + m · f0(P ), za i = 0;
1 + m · fn−1(P ), za i = n.
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Sada je
n∑

i=0

(−1)ifi(Σk(P )) = 1 + (−1)n

pa možemo zaključiti da u intervalu [0̂Σ, 1̂Σ] vrijedi Euler-ova formula. Na
isti način se pokaže da je Σk(P ) Euler-ov i za paran k.

DEFINICIJA 4.3.7. Za sve k ∈ N definǐsimo derivacije Fk na Q〈a,b〉. Za
paran k = 2m vrijednosti Fk na generatorima su:

Fk(a) = m · (ba + ab), Fk(b) = m · (ab + ba).

Za neparno k = 2m + 1 neka je

Fk(a) = (m + 1) · ba + m · ab, Fk(b) = (m + 1) · ab + m · ba.

Formalno, smatramo da je F0 ≡ 0.

Lako je primjetiti da je Fk = G + G′ + G + · · · + Gk, gdje je Gk = G
(za neparan k) ili Gk = G′ (za paran k). Stoga su derivacije Fk zatvorene u
podalgebri Q〈a,b〉 generisanoj sa promjenjivim c i d.

PROPOZICIJA 4.3.8. Za proizvoljan graduisan poset P i k ∈ N0 vrijedi:

ΨΣk(P ) = ΨP · (a + b) + Fk(ΨP ).

Dokaz. Primjetimo da se za k = 0, 1, 2 dobijaju tačno formule (1.13) i
tvrd̄enja iz teoreme (3.1.6).

Pokažimo da je operacija P 7→ Σk(P ) jako simetrična. Neka je P proizvol-
jan poset ranga n i neka je

C
...0̂Σ =< [x0, i0] < [x1, i1] < · · · < [xr−1, ir−1] < 1̂Σ

lanac u posetu Σk(P ). Reći ćemo da je C asociran sa nekim c ∈ C(P ) ako se
u multilancu

0̂P ≤ x0 ≤ x0 ≤ · · · ≤ xr ≤ 1̂P . (4.20)

pojavljuju svi elementi iz c (i samo oni).
Ako je S(c) = {C lanac u Σk(P ) : c je asociran saC}, tada je {S(c) :

c- lanac u P} particija skupa svih lanaca u Σk(P ) koja zadovoljava uslove iz
definicije 3.2.2.

Dalje, ako je λ : E(P ) 7→ Λ neko R-označavanje poseta P možemo defin-
isati λ̄ : E(Σk(P )) 7→ Λ ∪ {−∞, +∞} sa

λ̄((x, i) ≺ (y, j)) =





λ(x ≺ y), za i = j;
+∞, za i = j + 1 j-neparan;
−∞, za i = j − 1 j-paran,
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λ̄(0̂Σ ≺ (x, i)) = λ(0̂P ≺ x) za parne i , λ̄((x, i) ≺ 1̂Σ) = λ(x ≺ 1̂P ) za neparne i

λ(0̂Σ ≺ (0̂P , k)) = +∞ za neparan k,

λ((1̂P , 0) ≺ 1̂Σ) = +∞, λ((1̂P , k) ≺ 1̂) = −∞ za paran k.

Nije teško provjeriti da je λ̄ jedno R-označavanje poseta Σk(P ), pa operacija
P 7→ Σk(P ) ”čuva” R-označavanje.

Za maksimalan lanac c
...0̂ ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn−1 ≺ 1̂ u posetu P neka

je λ(c) = (λ1, λ2, · · · , λn) oznaka za c u R-označavanju λ i neka je u(c) =
u1·u2 · · · un−1 polinom ”pada” za c. Ako definǐsemo A(c) = S(c)∩M(Σk(P )),
tada je {A(c) : c ∈ M(P )} particija za M(Σk(P )). Sada ćemo pokazati da
je ∑

C∈A(c)

u(C) = u(c) · (a + b) + Fk(u(c)) (4.21)

Uočimo lance

C
...0̂ ≺ (x1, 0) ≺ (x2, 0) ≺ · · · ≺ (xn−1, 0) ≺ (1̂P , 0) ≺ 1̂

C ′...0̂ ≺ (x1, k) ≺ (x2, k) ≺ · · · ≺ (xn−1, k) ≺ (1̂P , k) ≺ 1̂ (za paran k)

odnosno

C ′...0̂ ≺ (0̂P , k) ≺ (x1, k) ≺ (x2, k) ≺ · · · ≺ (xn−1, k) ≺ 1̂ (za neparan k).

Iz definicije označavanja λ̄ slijedi da je

u(C)+u(C ′) = u(c) ·a+u(c) ·b ili u(C)+u(C ′) = u(c) ·a+b ·u(c) (4.22)

(u zavisnosti od toga da li je k paran ili neparan.)
Za paran i < k − 1 i r = 1, 2, · · · , n− 1 uočimo lance

C
...0̂ ≺ (x1, i) ≺ (x2, i) ≺ · · · ≺ (xr, i) ≺ (xr, i + 1) ≺ · · · ≺ (xn−1, i + 1) ≺ 1̂

C ′...0̂ ≺ (x1, i + 2) ≺ (x2, i + 2) ≺ · · · ≺ (xr, i + 2) ≺ (xr, i + 1) ≺ · · · ≺
(xn−1, i + 1) ≺ 1̂. Za monome pada tih lanaca (u R-označavanju λ̄) vrijedi
u(C) + u(C ′) = u1 · · · ur−1 · (ab + ba) · ur+1 · · · un−1. Tako je zbir doprinosa
svih takvih lanaca jednak

bn
2
c(G(u(c)) + G′(u(c))

)
. (4.23)

Ako je k paran formula (4.21) se dobije sabiranjem (4.22) i (4.23).
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4.3. Težinske derivacije i baricentrička podjela

Za neparan k, još treba izračunati doprinos lanaca oblika
0̂ ≺ (x1, k−1) ≺ (x2, k−1) ≺ · · · ≺ (xr, k−1) ≺ (xr, k) ≺ · · · ≺ (xn−1, k) ≺ 1̂.
Monom pada takvog lanca je

u1 · · · ur−1 · ab · ur+1 · · · un−1,

pa se formula (4.21) dobije sabiranjem (4.22), (4.23)i primjenom propozicije
3.1.5.

Stoga, propozicija vrijedi za posete koji dopuštaju R-označavanje. Na
osnovu primjedbe 3.2.5 slijedi da tvrd̄enje vrijedi i za proizvoljan graduisan
poset P .

Na osnovu teoreme 4.3.6 i činjenice da su derivacije Fk zatvorene na
Q〈c,d〉, za proizvoljan Euler-ov poset P ranga n + 1 vrijedi:

ΦΣk(P ) = ΦP · c + Fk(ΦP ). (4.24)

Sledeća teorema pokazuje da se pomoću težinskih derivacija Wk može
opisati veza izmed̄u cd-indeksa poseta Sd(P ) i Sd(Σk(P )).

TEOREMA 4.3.9. Neka je P proizvoljan graduisan poset i neka je k ∈ N.
Tada je

ΨSd(Σk(P )) = Wk(ΨSd(P )) = (a + b) ·ΨP + Wk(ΨSd(P )).

Dokaz. Kako su poseti Sd(P ) i Sd(Σk(P )) simplicijalni, cd-indeksi tih poseta
su (na osnovu propozicije 4.1.6) odred̄eni sa h-vektorima tih poseta. Neka je
h(Sd(P )) = (h0, h1, . . . , hn) h-vektor poseta Sd(P ).

Primjetimo da je hi(Sd(P )) (na osnovu relacije (4.18)) jednak broju ab-
monoma u ΨP u kojima se tačno i puta pojavi promjenjiva b. Jedan takav
monom u se pri preslikavanju u 7→ u · (a + b) + Fk(u) se slika u kn + 2
monoma. U tačno ki + 1 tih monoma se promjenjiva b pojavi i puta, dok se
u k(n− i) + 1 tih monoma promjenjiva b pojavi i + 1 put.

Kako je

hSd(Σk(P )) = ΨSd(P )(1, x) = ΨP (1, x) · (1 + x) + Fk(ΨP )(1, x), (4.25)

na osnovu prethodnog dobijamo

hi(Sd(Σk(P ))) = (ki + 1)hi + (k(n− i + 1) + 1)hi−1.

Neka je h(Sd(Σk(P ))) = (h̄0, h̄1, . . . , h̄n, h̄n+1).
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4.4. cd-indeks aranžmana Dn

Sada, iz propozicije 4.1.6 i teoreme 4.2.7 dobijamo da je

Wk(ΨSd(P )) = Wk(
n∑

i=0

hiX
n
i ) =

n∑
i=0

hi

(
(1+ki)Xn+1

i +(1+k(n− i)Xn+1
i+1 )

)
=

=
n+1∑
i=0

(
(1 + ki)hi + (1 + k(n− i + 1))hi−1

)
Xn+1

i =
n+1∑
i=0

h̄iX
n+1
i = ΨSd(Σk(P ))

čime je teorema dokazana.

Ako je P Euler-ov poset, tada na osnovu posljedice 4.2.8 i prethodne
teoreme dobijamo da je

ΦSd(Σk(P )) = Wk(ΨSd(P )) = c · ΦP + Wk(ΦSd(P )).

Primjetimo da je teorema 4.2.6 specijalan slučaj prethodne formule (za
k = 1 i P = Bn, odnosno za k = 2 i P = Cn).

4.4 cd-indeks aranžmana Dn

U radu [47] je primjećeno da su koeficijenti koje se pojave u težinskim
derivacijama Wk (za k = 0, 1, 2) tačno eksponenti odgovarajućih aranžmana.
Na osnovu teorema 4.3.9 i posljedice 4.2.8, možemo objasniti da su se ti
koeficijenti pojavili kao težine u rekurzivnim relacijama za h-vektore mreža
regiona odgovarajućih aranžmana.

Ako n puta primjenimo operaciju Σk na duži ∆1 za k = 0, 1, 2 dobijamo

Σn
0 (∆1) ∼= sn(S0) = Xn+1(n-tostruka suspenzija nad sferom S0),

Σn
1 (∆1) ∼= ∆n+1, Σ

n
0 (∆1) ∼= Cn+1.

Baricentričke podjele ovih sfera su (redom) kombinatorno ekvivalentne sa
mrežama regiona za koordinatni aranžman, te za aranžmane An+1, Bn.

Kako je Sd(Xn) izomorfan sa n-oktaedrom C∗
n, to je

hi(Sd(Xn)) = hi(Sd(Xn−1)) + hi−1(Sd(Xn−1)).

Dakle, h-vektori za Sd(Xn) čine Paskalov trougao, i koeficijenti u derivaciji
W0 = D su jednaki 1.
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4.4. cd-indeks aranžmana Dn

Iz dokaza teoreme 4.3.9 slijedi da h-vektori mreža RAn i RBn formiraju
težinske Pascal-ove trouglove:

1 1
1 1 1 1

1 4 1 1 6 1
1 11 11 1 1 23 23 1

1 26 66 26 1 1 76 230 76 1
· · · · · · · · · · · ·

Težine u ovim trouglovima su tačno koeficijenti u težinskim derivacijama
W1 i W2 (odnosno koeficijenti u relacijama (4.17)).

U radu [47] je postavljeno pitanje da li postoje rekurzivne relacije za
cd-indeks mreže regiona aranžmana

Dn
...xi ± xj = 0 za 0 ≤ i < j ≤ n?

Do kraja ovog poglavlja opisaćemo kako se cd-indeks aranžmana Dn može
dobiti iz ΦBn i ΦAn .

Primjedba 4.4.1. Maksimalne ćelije u dekompoziciji Rn sa hiperravnima
aranžmana Bn su u bijekciji sa ”signed” permutacijama skupa [n]. Jedna
takva ćelija σ = σ1σ2 . . . σn je oslonjena na hiperravni xσ1 = 0 i xσi

=
sgn(σi · σi+1)xσi+1

za i = 1, 2, . . . , n− 1.
Kako u aranžmanu Dn nema hiperravni xi = 0, maksimalne ćelije u mreži

RDn nastanu ”spajanjem” ćelija koje odgovaraju permutacijama σ1σ2 . . . σn i
−σ1σ2 . . . σn. Stoga je mreža RDn kombinatorno izomorfna sa simplicijalnim
posetom koji je dobijen od od Sd(Cn) tako što

(i) lanci koji ne sadrže ivicu ostanu isti

(ii) lanci koji sadrže ivicu a ne sadrže tjeme ǐsčeznu

(iii) za ivicu e, dva lanca v1 < e < · · · i v2 < e < · · · se slijepe u jedan.

Sledeća teorema opisuje h-vektor za mrežu regiona aranžmana Dn.

TEOREMA 4.4.2. Za svaki n ∈ N, vrijedi:

h(RDn , x) = h(RBn , x)− 2n−1nx · h(RAn−2 , x) (4.26)
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4.4. cd-indeks aranžmana Dn

Dokaz. Neka je e ivica kocke Cn sa tjemenima v i w. Primjetimo da je in-
terval [e, 1]Cn izomorfan sa Boole-ovom mrežom Bn−1. Stoga je broj lanaca
dužine i u posetu Sd(Cn) koji prolaze kroz e, a ne sadrže neko tjeme (vid-
jeti (ii) u prethodnoj primjedbi) jednak fi−1(Sd(Bn−1)). Lanaca dužine i
koji prolaze kroz e i sadrže tjeme (vidjeti (iii) u primjedbi 4.4.1) ima tačno
2fi−2(Sd(Bn−1)).

Kako je Sd(Bn−1) ∼= RAn−2 , iz primjedbe 4.4.1 slijedi:

fi(RDn) = fi(RBn)− 2n−1n(fi−1(RAn−2) + fi−2(RAn−2)).

Sada računamo h-vektor za RDn :

hi(RDn) =
i∑

j=0

(−1)i−j

(
n− j

n− i

)(
fj−1(RBn)−2n−1n(fj−2(RAn−2)+fj−3(RAn−2))

)
=

= hi(RBn)− 2n−1n

i−1∑
j=0

(−1)i−j+1

(
n− 1− j

n− i− 1

)
(fj−1(RAn−2) + fj−2(RAn−2)).

Koristeći dobro poznatu formulu
(

n
k

)
=

(
n−1

k

)
+

(
n−1
k−1

)
, dobijamo da je u

prethodnoj sumi koeficijent uz fj−1(RAn−2) jednak

(−1)i−j−1

(
n− j − 2

n− i− 1

)
.

Kako je

hi−1(RAn−2) =
n−2∑
j=0

(−1)i−j−1

(
n− j − 2

n− i− 1

)
fj−1(RAn−2)

dobijamo tvrd̄enje teorema.

Na osnovu prethodne teoreme, n-ta vrsta trougla koji čine h-vektori mreža
RDn , n ∈ N se dobije tako što od n-te vrste za RBn oduzmemo (n− 2)-vrstu
za RAn , pomnoženu sa 2n−1 · n.

1
1 1

1 2 1
1 11 11 1

1 44 192 44 1
· · · · · ·
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4.4. cd-indeks aranžmana Dn

Za proizvoljan politop (poset) P vrijedi (vidjeti teoremu u radu [8])
h(Pyr(P )) = (h(P ), 1). Kako RAn−2 simplicijalan, poset Pyr(RAn−2) je
kvazisimplicijalan. Ako je h(RAn−2) = (h0, h1, . . . , hn−2), tada je na osnovu
propozicije 4.7

Pyr(ΦRAn−2
) = ΦPyr(RAn−2

) =
n−2∑
i=0

hiΨ
n−1
i .

Ako u formuli iz teoreme 4.4.2 primjenimo rekurzivne relacije za polinome
Ψn

i iz relacije (4.3), dobija se formula koja povezuje cd-indekse aranžmana
An−2,Bn,Dn:

POSLJEDICA 4.4.3. Za sve n ∈ N vrijedi:

ΦRDn
= ΦRBn

− 2n−1nG(Pyr(ΦRAn−2
)).
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