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Uvod

Probleme iz realnog zivota, koji imaju osobinu da se menjaju sa protokom vre-
mena, mozemo matematicki modelirati obicnim diferencijalnim jednacinama. Ako
bismo stanje sistema, koji opisujemo, oznacili sa x(t), odgovarajuéi deterministicki

model imao bi sledeéi oblik

T = fla(t).t)
.T(t()) = Z9-

Medutim, poznato nam je da problemi, koje istrazuje nauka, u realnosti obiluju
neizvesnoséu i ponaSanjem, koje u veéini sluc¢ajeva ne mozemo prirodno opisati de-
terministickim modelima. Adekvatno resenje, koje nas moze pribliziti realisti¢nijem
prikazu analiziranog fenomena, jeste uvodenje “slucajnosti” u deterministicki model.
Dakle, opisivanje posmatranog sistema u terminima verovatnoce, tj. u terminima

ocekivanih vrednosti stohastickog sistema, daje nam model oblika

Gt = PO 1) + (X (1) 0E()
X(to) = X07

za slucajni proces X (t), ¢ > 0, pri ¢emu je slucajni proces £(t), t > 0, uveden kao
faktor slucajnosti u deterministickoj diferencijalnoj jednacini. Za pocetni uslov X se
takode pretpostavlja da je slu¢ajna promenljiva. Ovako dobijeni model obezbeduje pre-
cizniju matematicku reprezentaciju opserviranog sistema i predstavljen je stohastickom
diferencijalnom jednacinom, koja ¢e biti glavni objekat naseg daljeg izlaganja.

U ovom radu bi¢e razmatrani osnovni teorijski koncepti stohasticke analize: detaljno
¢emo analizirati Braunovo kretanje, koje predstavlja jedan od najvaznijih objekata u
teoriji slucajnih procesa, uveséemo stohasticki integral Itoa i Ito-Doblinovu formulu za

manipulaciju stohastickim integralima i, kao glavni cilj, zasnovac¢emo ideju stohastickih
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6 UVOD

diferencijalnih jednacina uvodenjem odredenog tipa slucajnosti u obicne diferencijalne
jednacine.

U prvoj glavi izlozi¢emo fundamentalne koncepte, koji se ticu jednog od najvaznijih
slucajnih procesa, Braunovog kretanja, koje figurise kako u teoriji verovatnoca tako i u
primenjenoj matematici za modeliranje raznih fenomena u nauci, tehnici i ekonomiji.
Analizira¢emo osnovna svojstva Braunovog kretanja, koja ¢e nam u daljem radu dati
motivaciju za uvodenje pojma stohastickog integrala i zasnivanje teorije stohastickih
diferencijalnih jednacina. Najvazniji rezultati, koji su prikazani u prvoj glavi, jesu svoj-
stvo Braunovog kretanja da je martingal, da akumulira kvadratnu varijaciju brzinom
jedan po jedinici vremena, kao i svojstva njegovih trajektorija, da su neprekidne, ali
nediferencijabilne funkcije po parametru vremena t.

U drugoj glavi postupno ¢emo definisati integral Itoa i obrazloziti njegova najvaznija
svojstva. Ideja za uvodenje integrala Itoa prikazana je u dva koraka: u prvom ko-
raku uvodimo integral Itoa za klasu elementarnih podintegralnih slucajnih procesa i
dokazujemo svojstva, koja vaze za tako definisan stohasticki integral; u drugom koraku
pokazacemo da proizvoljni slu¢ajni proces moze biti aproksimiran nizom elementarnih
slucajnih procesa, te ¢emo integral Itoa za proizvoljni integrand definisati kao grani¢nu
vrednost niza integrala Itoa za odgovarajuéi niz elementarnih integranada. Ovako defi-
nisan integral Itoa nasleduje sve osobine, koje su dokazane za slucaj stohastickog in-
tegrala sa elementarnim podintegralnim procesom. Kao kljuéni rezultat ove glave bice
izlozen dokaz Ito-Doblinove formule, koja predstavlja osnovni alat stohasticke analize i
tacku razmimoilazenja u izracunavanju obicnih i stohastickih integrala.

U prve dve glave prikazan je matematicki aparat potreban za zasnivanje teorije
stohastickih diferencijalnih jednacina, koja predstavlja centralni deo ovog rada. U
tre¢oj glavi uveséemo osnove stohastickih diferencijalnih jednacina i izloziti neke od na-
jvaznijih rezultata, koji se odnose na njihova resenja. Fundamentalni rezultat, dokazan
u ovoj glavi, predstavlja teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja stohastickih dife-
rencijalnih jednacina. Nakon dokaza teoreme egzistencije i jedinstvenosti prikazane su

metode za reSavanje linearnih stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i nekih klasa
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nelinearnih jednacina, tzv. reducibilnih jednacina, koje se odredenim transformacijama

mogu svesti na linearne.






GLAVA 1

Braunovo kretanje

U ovoj glavi analizira¢emo jedan od najvaznijih slu¢ajnih procesa, Braunovo kre-
tanje ili Vinerov proces, W (t), t > 0. U cilju dokazivanja egzistencije procesa koji zado-
voljava potrebna svojstva izvrSicemo konstrukciju Braunovog kretanja, kao granicne
vrednosti niza skaliranih simetri¢nih slu¢ajnih hodova, i na bazi tako dobijenog procesa
uveséemo viSe ekvivalentnih nacina za definisanje Braunovog kretanja i izloziti njegove
glavne karakteristike.

Najvaznija svojstva Braunovog kretanja, koja ¢e imati fundamentalni znacaj za
konstrukciju integrala Itoa u drugoj glavi i razvoj teorije stohastickih diferencijalnih
jednacina u trecoj glavi, jesu svojstvo Braunovog kretanja da je martingal i da aku-
mulira kvadratnu varijaciju brzinom jedan po jedinici vremena. Analizira¢emo tra-
jektorije Braunovog kretanja i pokazati da su trajektorije skoro svuda neprekidne,
ali nediferencijabilne funkcije po t. Upravo ta nediferencijabilnost trajektorija pred-
stavlja¢e uzrok nenula kvadratne varijacije Braunovog kretanja i samim tim osnovni
izvor razmimoilazenja izmedu klasi¢ne i stohasticke analize.

Na kraju ove glave dokaza¢emo da Braunovo kretanje predstavlja proces Markova.
Osobina Braunovog kretanja da ima svojstvo Markova dace osnovni koncept za povezi-

vanje stohasticke analize sa parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama.!

1.1. Braunovo kretanje kao grani¢na vrednost skaliranog simetri¢cnog

sluéajnog hoda

1.1.1. Simetri¢ni slucajni hod. Prvi korak u formulisanju Braunovog kretanja
u terminima slucajnog hoda predstavlja¢e konstrukcija simetricnog slucajnog hoda.
U cilju slikovitog prikaza posmatrac¢emo slede¢i jednostavan eksperiment: ponavljamo

LOvo svojstvo, kao ni njegove posledice, neée biti razmatrano u daljem tekstu i prikazano je samo

zbog kompletnosti izlaganja o Braunovom kretanju.
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10 1. BRAUNOVO KRETANJE

uzastopna bacanja homogenog novcica, pri cemu postoje dva moguca ishoda, I' = pala

je glava ili II = palo je pismo, sa jednakim verovatnoéama P(I') = P(II) = % Tada

je w = wiwows ... beskonacni niz ishoda sukcesivnih bacanja nov¢ica, gde je w; ishod

j—tog bacanja. Na osnovu posmatranog eksperimenta definiSemo slucajnu promenljivu

1, CL)] = F,
X, =
—1, CL)J = H,
¢ije je matematicko ocekivanje
1 1
EX;=1-—4(-1)-==0 (1.1)
2 2
i varijansa
1 1
Var(X;) = EX; =17 5+ (—1)%- ;=1 (1.2)
i konstruisemo slucajni proces
SO == 0,
k
Se=> X;, k=12
j=1
Ovako definisan proces S, k£ = 0,1,2,..., koji za svako bacanje novcic¢a pravi korak

+1 ili korak —1, sa jednakom verovatno¢om, naziva se simetricni slucajni hod.
Pre no sto zapocnemo sa analizom osobina simetricnog slucajnog hoda navodimo
bez dokaza neke fundamentalne osobine uslovnog matematickog oc¢ekivanja, koje ¢emo

koristiti u daljem radu.

TEOREMA 1.1. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca i neka je G o-podalgebra od F.
Neka su X 1Y slucajne promenljive, koje imaju (konacéno) matematicko ocekivanje?.
(1) (Linearnost uslovnog matematic¢kog ocekivanja) Neka su c; i ¢y kon-

stante. Tada je
E(a1 X +&Y|G) = E(X|G) + E(Y]G). (1.3)

Linearnost vazi i u opstijem slucaju kada su X 1Y nenegativne slucajne promen-
ljive, koje ne moraju obavezno imati konacno matematicko ocekivanje, a c¢1 1

27a slucajne promenljive, koje imaju konaéno matematicko ocekivanje, kazemo jos i da su

integrabilne.
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¢y su pozitivne, s tim Sto dopustamo da obe strane jednakosti (1.8) mogu biti
+00.
(2) (Izvlacenje ispred matematic¢kog ocekivanja onog Sto je poznato)

Ako je slucajna promenljiva XY integrabilna i X je G-merljiva, onda je
E(XY|G) = XE(Y|G). (1.4)

Jednakost (1.4) vazi i ako ne pretpostavimo integrabilnost, veé¢ samo da je X
pozitivna 1 Y nenegativna slucajna promenljiva, s tim sto dopustamo da obe
strane jednakosti mogu biti +00.

(3) (Iterirano wuslovljavanje) Ako je H pod-c-algebra od G i X integrabilna

slu¢agna promenljiva, onda je
E(E(X|G)[H) = E(X[H). (1.5)

Ova osobina vazice 1 ukoliko za X ne pretpostavimo integrabilnost, veé samo
nenegativnost, s tim Sto dopustamo da obe strane jednakosti (1.5) budu +00.

(4) (Nezavisnost) Ako je slucajna promenljiva X nezavisna od G tada
E(X|G) = EX. (1.6)

Jednakost (1.6) vazi i u slucaju da za X ne pretpostavimo da je integrabilna,
veé samo nenegativna slucajna promenljiva, s tim $to dopustamo da obe strane

jednakosti mogu biti 4+o00.

U daljem tekstu razmotri¢emo neka osnovna svojstva simetricnog slucajnog hoda.
Prirastaj slucajnog hoda je slucajna promenljiva

ki1
Ski+1 - Skz = Xj’
J=k;+1

koja predstavlja pomeraj slucajnog hoda u periodu izmedu trenutaka k; i k;11. Za

nenegativne cele brojeve k;, takve da je 0 = ko < by < ko < --- < k,,, = k, prirastaji

Skl - (Skl - Sk0)7 (Sk2 - Sk‘1)7 SRR (Skm - Skmfl)
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su nezavisne slucajne promenljive, $to je intuitivno jasno na osnovu konstrukcije slucaj-
nog hoda, jer prirastaji na disjunktnim vremenskim intervalima zavise od razlicitih
bacanja nové¢ica (a ta bacanja su nezavisni dogadaji). 1z rezultata (1.1) i (1.2) i neza-

visnosti slu¢ajnih promenljivih X; dobijamo da je matematicko ocekivanje i varijansa

prirastaja
ki1 ki1
E(Sk,, —Sw)=E Y X;= Y EX;=0,
j=k;+1 j=k;+1
ki1 ki1
Var(Si,,, — Sk) =Var( Y X;)= Y Var(X;) = ky1 — k. (1.7)
j=ki+1 j=ki+1

Iz (1.7) zakljuéujemo da simetri¢ni slu¢ajni hod akumulira varijansu brzinom jedan po
jedinici vremena.
STAV 1.2. Simetricni slucajni hod je martingal.

DOKAZ: Neka su k < m nenegativni celi brojevi i Fj je o-algebra, koja sadrzi sve
informacije zakljuéno sa trenutkom k (u nasem eksperimentu to su informacije dobijene

na osnovu prvih & bacanja novéi¢a). Tada je

E(Su|Fr) = E((Sm — Sk) + Sk|Fk)

= E(S,, — Sk|Fr) + E(Sk|Fx) (1.8)

= E(Sm — Sk) +5% (19)
0

= Sk

pri ¢emu jednakost (1.8) sledi iz linearnosti uslovnog matematickog ocekivanja (teorema
1.1), dok (1.9) sledi iz nezavisnosti buduéeg prirastaja S,, — Sk od prethodnih informacija

Fi 1 potpune determinisanosti Sy informacijama iz . 0

Kvadratnu varijaciju simetricnog slucajnog hoda do trenutka k definiSemo kao sumu

kvadrata prirastaja duzine jedan korak duz odredene trajektorije

k k
(S, ST =) (S;—S;.1)*=)Y X? =k (1.10)
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Iz (1.10) vidimo da za simetri¢ni slu¢ajni hod vazi jednakost kvadratne varijacije i

varijanse, tj. Var(Sy) = Var(Sy — So ) =k =[5, S]x.
0

NAPOMENA 1.3. Kvadratna varijacija se racuna za svaku trajektoriju ponaosob,
te u opstem slucaju nije jednaka varijansi. Varijansa se dobija kao prosecna vrednost
kvadratne varijacije po svim mogucim trajektorijama, uzimajuéi u obzir verovatnoce
njihovih realizacija, dok kvadratna varijacija, koja se racuna duz fiksirane trajektorije,
ne uzima u obzir verovatnoce pozitivnih i negativnih koraka. Ukoliko slu¢ajni hod ne
bi bio simetrican (tj. P(I') # P(II) u nasem eksperimentu), to bi uticalo na Var(Sy),

ali ne i na [, S].

NAPOMENA 1.4. Odredivanje varijanse slu¢ajnog hoda moguce je samo s teorijskog
aspekta, jer uzima u obzir sve putanje (realizovane i nerealizovane), dok kvadratna
varijacija ima prakticnu primenu, jer se moze izracunati eksplicitno duz realizovane

trajektorije.

NAPOMENA 1.5. Sluc¢ajni hod ima interesantno svojstvo da je kvadratna varijacija
do trenutka k duz svake trajektorije ista i iznosi k. Za proizvoljan sluc¢ajni proces ovo

nece vaziti, tj. kvadratna varijacija ¢e zavisi od izbora trajektorije za koju se racuna.

1.1.2. Skalirani simetriéni slué¢ajni hod. Slede¢i korak, koji nas priblizava
aproksimaciji Braunovog kretanja, predstavlja skaliranje simetri¢nog slucajnog hoda,
Sto postizemo povecanjem broja koraka po jedinici vremena i skra¢ivanjem duzine ko-

raka. Skalirani simetri¢ni slu¢ajni hod, za fiksirani prirodni broj n, definiSemo kao

WD) = =S

uz uslov celobrojnosti nt. Ovako dobijen sluc¢ajni hod pravi n koraka (pozitivnih ili
negativnih) duzine \/Lﬁ po jedinici vremena.

Kao i simetri¢ni sluc¢ajni hod, skalirani simetri¢ni slu¢ajni hod ima nezavisne prirasta-

je, tj. za nenegativne brojeve 0 =ty < t; < --- <t,, =1, takvedasunt;, j =0,...,m

celobrojne vrednosti, slucajne promenljive

W (ty) = (W (t) = W (L)), (W () = W (1)), ..., W (t) = W (£-1)
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su nezavisne, pri ¢emu je matematicko ocekivanje

i varijansa

1
Var(W™ (t) — W () = E\VW(SMM — Spt;) = tiy1 — b

~~
T’Lti+1 —nti

STAV 1.6. Skalirani simetriéni slucajni hod je martingal, tj.
E(WM(#)|F(s)) = W(s),
za 0 < s <t takve da su ns i@ nt celobrojne vrednosti.

Dokaz ovog tvrdenja je analogan dokazu tvrdenja 1.2 za obi¢an simetricni slucajan
hod.

Kvadratna varijacija skaliranog simetri¢nog slucajnog hoda definisana je kao

1
= 7= (85— 8i-1)
j=1 -Xj
nt
1 1
== X}=—-nt=t
n =1 —— n

Vidimo da je kvadratna varijacija skaliranog simetri¢nog sluc¢ajnog hoda ra¢unata na
vremenskom intervalu [0, ], duz jedne trajektorije, jednaka upravo duzini tog vremen-
skog intervala t. Isto kao i kod slu¢ajnog hoda, skalirani sluc¢ajni hod ima kvadratnu
varijaciju ¢ na intervalu [0, t], za svaku trajektoriju i varijansa i kvadratna varijacija su

jednake, Sto nije slucaj za proizvoljni sluc¢ajni proces.

TEOREMA 1.7. (Centralna grani¢na teorema za skalirani simetri¢ni slucajni hod)
Za fiksirano t > 0, kada n — o0, raspodela skaliranog simetricnog slucajnog hoda

W®(t) konvergira ka N'(0,t) raspodeli.
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DOKAZ: Fiksirajmo ¢, tako da je nt celobrojna vrednost. Funkcija generatrisa mo-

menata slucajne promenljive W(™(t) je

i) = B0 s

j=1
nt nt 1 1
— R eV le vm
= HEef = H(Zef +5¢ V) (1.11)
Jj=1 7j=1
1 u _u nt
= (56\/5 + e \/Tl) )
gde prva jednakost u (1.11) sledi iz nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X;, j =1,... nt.

Da bi dokazali tvrdenje teoreme potrebno je da pokazemo da je lim, . @, (u)

funkcija generatrisa momenata sluc¢ajne promenljive sa N (0, ¢) raspodelom.

In(evs + e Vn
lim Iny,(u) = lim n(ze : 2¢ ") (1.12)

n—00 n—00 —
nt

Smena promenljivih 2 = - omoguéava nam koriséenje Lopitalovog pravila za odredivanje
vn

(1.12)

%6“1‘7%6_““1
. ln(%e“x + %e‘“x) . %euz+%e—“z
lim Inp,(u) = lim 5 = lim 2—52—
n—o00 x—0 xT x—0 T‘T
tl %eux_%e ux tl u?eum_'_u?e ux
= — 1111 = — l11m
2 x—0 €T 2 x—0 1
1
= §’U/2t,

tj. limy, o0 ©n(u) = e2¥*t = o(u), gde je o(u) funkcija generatrisa momenata normalno
raspodeljene slucajne promenljive sa matematickim ocekivanjem 0 i varijansom ¢, Sto

je i trebalo dokazati. 0

1.2. Definicija i osobine Braunovog kretanja

Braunovo kretanje dobijamo kao grani¢nu vrednost skaliranih simetri¢nih hodova
W™ (t) kad n — oo, pri éemu Braunovo kretanje nasleduje sve ranije navedene osobine

skaliranih slu¢ajnih hodova.
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Razlika izmedu Braunovog kretanja i skaliranog slu¢ajnog hoda ogleda se u tome
Sto skalirani sluéajni hod W (¢) ima prirodan vremenski korak % i linearan je izmedu
tih koraka, dok Braunovo kretanje nema linearnih delova. Takode, skalirani sluc¢ajni
hod je samo aproksimativno normalan za fiksirano ¢, dok Braunovo kretanje W (t) , na

osnovu teoreme 1.7, ima ta¢no normalnu raspodelu NV (0, t).

DEFINICIJA 1.8. Neka je (€2, F, P) prostor verovatno¢a. Standardno jednodimen-
zionalno Braunovo kretanje ili Vinerov proces je realan slucajni proces W(t), t > 0, t €
R, koji ima sledece osobine:

(1) W(0) = 0 skoro sigurno.
(2) Proces W(t), t > 0 ima nezavisne® prirastaje.

(3) Za 0 < s < t prirastaj W (t) — W(s) ima N (0,t — s) raspodelu.

1.2.1. Raspodela Braunovog kretanja. Zajednicka raspodela m-dimenzionalnog
slucajnog vektora (W (ty), W(ta),..., W (t,)) odredena je ocekivanim vrednostima ko-

ordinatnih slu¢ajnih promenljivih EW (¢;) i kovarijacionom matricom

Var(W(t)) Cov(W(t1), W(t2)) -+ Cov(W(t1), W(tn))
_ Cov(W (ty), W(ty)) Var(W(ts)) ce Cov(W(te), W (tm))
Cov(W (tn), W(t1)) Cov(W(ty,), W(ts)) --- Var(W(tn))

Svaka od promenljivih W (¢t;) = W (t;)—W(0) ima N (0, t;) raspodelu. Odatle vidimo
da je
EW(t;) =0, zasvakoi =1,...,m

Var(W(t;)) =t; zasvakoi=1,...,m

3Podrazumeva se nezavisnost slucéajnih promenljivih W (t1), W (ta) =W (t1), ..., W (tm) — W (tp—1)

u ukupnosti, za 0 =tg <t; < -+ <ty
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= EW(t;)) EW(t;) — W(t;)) + EW?(t;) (1.13)
0 ’ Var(W(t:))

=, zaOSti<tj,

gde jednakost (1.13) sledi iz nezavisnosti W (¢;) i W (t;) — W (t;). Odavde dobijamo da
je kovarijaciona matrica sluc¢ajnog vektora (W (1), W(ta), ..., W(tn)), tj. kovarijaciona

matrica Braunovog kretanja

i1 131
c=|" ’ (1.14)
t1 1o tm

Da bismo odredili raspodelu slucajnog vektora (W (ty), W(ts),...,W(t,)), racunamo

njegovu funkciju generatrisu momenata

Oy, U, . .., Up) = BettWt)+uzWlta)+-dumWltm),

Da bismo iskoristili ¢injenicu da su, za 0 =ty < t; < --- < t,,, prirastaji
W(ty) = W(ty) — W(to), W(ta) = W(t1),...,W(tm) — W(tm-1)

nezavisne, normalno raspodeljene slu¢ajne promenljive, izvrSi¢emo slede¢u transforma-
ciju
UmW(tm) + Um_1W(tm_1) + um_QW(tm_Q) + 4 U1W(t1)
= U (W (tm) = W(tm-1)) + (Um-1 + ) (W (tm1) = W(tm—2))
H(Um—2 + Um—1 + U)W (tm—2) = W(tm—3)) + -+ (w1 +ug + -+ + up) W(t1).

Primenom ovog rezultata i nezavisnosti i normalnosti prirastaja mozemo odrediti funkciju

generatrisu momenata Braunovog kretanja kao
So(ula Ugy - - - Jum) = Eexp{um(W(tm) - W<tm—1)>
+ (Um—1 4 ) (W (tm-1) = W(tn—2))

st (ug Fug o uy)Wi(t) }
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= Eexp{tm(W(tm) — W(tm-1))}
- B exp{ (tm-1 4 tm) (W (tm-1) = W(tm—2))}
s Bexp{(uy + us + -+ + u)W(t) }
= exXp{ 0t — trne)} - XL (et ) (s — )

1
o 'eXP{ﬁ(Ul Uy A+ U )Pt}

1 1
= exp{i(ul + Uy + -+ um)2t1 4+ 4 E(um—l + Um)Q(tm—l — tm—2)
1
+ 5ufn(tm —tm1)} (1.15)

Kako je (1.15) upravo funkcija generatrisa momenata m-dimenzionalne normalne raspo-

dele, moze se zakljuciti da Braunovo kretanje, tj. slucajni vektor (W(ty), W (ts),...
.., W(tn)) ima m-dimenzionalnu normalnu raspodelu.

Na osnovu prethodnih razmatranja sledi teorema, koja daje alternativne karakteri-

zacije Braunovog kretanja.

TEOREMA 1.9. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca i neka neprekidna funkcija

W (t) zadovoljava uslov W(0) = 0. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(1) Za svaki izbor 0 =ty < t1 < -+ < ty,, prirastaji
W(t1) = W(t1) — Wi(to), W(t2) = W(t1),...,W(tm) — W(tm-1)

su nezavisni i svaki od prirastaja W (t;) —W (t;—1) ima N'(0,t; —t;_1) raspodelu.
(2) Za svakiizborQ0 =ty <ty < -+ < tp, slucajni vektor (W (t1), W(ta),...,W(tm))

ima m-dimenzionalnu normalnu raspodelu, pri cemu su ocekivane vrednosti ko-

ordinatnih slucajnih promenljivih 0 i kovarijaciona matrica C data je sa (1.14).
(3) Za svakiizbor 0 =ty <ty < -+ < tp, slucagni vektor (W (ty), W(ta),..., W (tm))

ima funkciju generatrisu momenata datu sa (1.15).

Dakle, ukoliko sluc¢ajni proces W (t), t > 0 zadovoljava bilo koji od tri navedena uslova

1z teoreme 1.9, onda je taj proces Braunovo kretanje.
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1.2.2. Filtracija Braunovog kretanja.

DEFINICIJA 1.10. Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoéa, na kome je definisano
Braunovo kretanje W (t), t > 0. Filtracija za Braunovo kretanje je kolekcija o-algebri
F(t), t >0, sa slede¢im osobinama:

Akumulacija informacija: Za svako 0 < s < t svaki skup iz F(s) je istovre-
meno u F(t), tj. u kasnijem trenutku ¢ ima barem onoliko informacija, koliko
ih ima u ranijem trenutku s.

Adaptiranost: Za svako ¢ > 0, Braunovo kretanje W (¢) u trenutku ¢ je F(t)-
merljivo, tj. informacije dostupne u trenutku ¢ su dovoljne za ocenu Braunovog
kretanja W (t) u trenutku ¢.

Nezavisnost od buduéih prirastaja: Za 0 < s < ¢, prirastaj W (t) — W (s) je
nezavisan od F(s), tj. svaki prirastaj Braunovog kretanja nakon trenutka s

nezavisan je od informacija dostupnih do trenutka s.

NAPOMENA 1.11. Akumulacija informacija i adaptiranost obezbeduju da infor-
macije F(t) do trenutka ¢ obezbeduju bar onoliko koliko bismo dobili opserviranjem
Braunovog kretanja W(t) do trenutka ¢, dok trece svojstvo nezavisnosti od buduéih
prirastaja obezbeduje da ni jedna od tih informacija nema nikakvog udela u predvidanju

budué¢ih pomeraja Braunovog kretanja.

DEFINICIJA 1.12. Neka je A(t), t > 0 slucajni proces. Kazemo da je A(t) adaptiran
u odnosu na filtraciju F(t), ako je slucajna promenljiva A(t), za svako t > 0, F(t)-

merljiva.
TEOREMA 1.13. Braunovo kretanje W (t), t > 0 je martingal.
DOKAZ: Neka je 0 < s <t. Tada je

EW(@)|F(s)) = E(W(t) = W(s)) + W(s)|F(s))

(W(t) = W(s)|F(s)) + E(W(s)[F(s))

E
EW(t) —W(s)) +W(s) = W(s),

S

0
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¢ime je verifikovano svojstvo martingala za Braunovo kretanje, pri ¢emu je u dokazu
koriS¢ena linearnost uslovnog matematickog oc¢ekivanja i nezavisnost buducih prirastaja
Braunovog kretanja od informacija iz proslosti (argumenti su isti kao i u teoremi 1.2).

OJ

1.2.3. Kvadratna varijacija Braunovog kretanja. Za razliku od skaliranog
simetri¢nog slucajnog hoda, gde smo kvadratnu varijaciju, definisali kao sumu kvadrata
prirastaja, za vremenski korak velic¢ine %, Braunovo kretanje nema prirodnu duzinu
koraka. Intuitivno se namece ideja da kvadratnu varijaciju Braunovog kretanja, merenu

u periodu [0, 7], mozemo rac¢unati kao grani¢nu vrednost sume

S () v ()]

za vremenski korak veli¢ine %, kad n — oco. Pokaza¢emo da je ova grani¢na vrednost

jednaka T

NAPOMENA 1.14. Mnoge funkcije, koje koristimo u klasi¢noj analizi, imaju neprekid-
ne izvode, zbog ¢ega je njihova kvadratna varijacija 0. Zaista, ako je f(t) neprekidno-
diferencijabilna funkcija na [0,7] i II = {tg,t1,...,t,} particija segmenta [0, T], takva
daje0 =1ty <ty < -+ <t, =T, 1neka je sa |II]| oznacena maksimalna duzina

intervala [t;,t;11), kvadratnu varijaciju funkcije f do trenutka 7" definisemo kao

n—1
£ AT) = T > [F () = £ (1.17)
j=0
Ako funkcija f ima neprekidni prvi izvod, tada je, na osnovu teoreme o srednjoj vred-
nosti,
n—1 n—1

/

Z[f(tj+1)—f(tj)]2 [F (DI (Er = 15) <HHHZ\f (&)t — 1)),

<
Il
o
<.
Il
o

gde je & € [tj,tj11).
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Sada, na osnovu (1.17), dobijamo da je

£ A0 < im0 D21 (6) Pt — 1)

-0
n—1
= lim ||II) li (Pt —t
||1'[1||IE>0” ||”H1”H_1>sz:;|f (&) (1 — t5)

[T =0
A

T
= lim HHH/ |f'(t)|?dt = 0. (1.18)
\0 7
<o0

0

Zbog toga nikada ne analiziramo kvadratnu varijaciju u klasi¢noj analizi. Problem, koji
se javlja kod Braunovog kretanja, je nediferencijabilnost po t trajektorija Braunovog
kretanja?, zbog ¢ega ne mozemo primeniti teoremu o srednjoj vrednosti, pa rezultat

(1.18) u ovom slucaju ne vazi.

TEOREMA 1.15. Kvadratna varijacija Braunovog kretanja W(t), t > 0, iznosi

(W, WN(T) =T skoro sigurno, za svako T > 0.

DOKAZ: Uzoracka kvadratna varijacija

za particiju Il = {0 =ty < t; < --- < t, = T} intervala [0, T, predstavlja sluc¢ajnu
promenljivu (jer zavisi od izbora trajektorije duz koje se racuna), koja je definisana kao

suma nezavisnih slucajnih promenljivih, pa dobijamo da je

EQu = Z_: E(W (i) —W(t))? = Z_: Var(W(tj4) — W(t;)) = Z_:(tﬂ‘H —t) =T

4Sto éemo formalno dokazati u Poglavlju Nediferencijabilnost trajektorija.
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= > {BOV(tin) = W) = [EOV(ti0) = W()) |

7=0
n—1 n—1
= Z {3(tj1 — )" = (tj — 1;)°} =2 Z j+1— )
=0 =0
< 2|[TI]] Z 41— ty) = 2[[||T
odakle dobijamo da je limy—o Var(Qmn) = 0, te je, limm-o @n = EQu =T OJ

NAPOMENA 1.16. Rezultat ove teoreme mozemo neformalno predstaviti u obliku
dW (t)dW (t) = dt. (1.19)

1.3. Osobine trajektorija Braunovog kretanja

Osnovni rezultat, koji ¢e biti izlozen u ovom odeljku, je skoro sigurna nedife-
rencijabilnost trajektorija Braunovog kretanja ¢ — W (t,w). U narednom poglavlju
pokazacemo da je upravo ova osobina Braunovog kretanja fundamentalna za konstruk-
ciju integrala Itoa i da predstavlja glavni izvor svih idejnih i tehnickih razlicitosti, koje

se javljaju u odnosu na realne integrale.

1.3.1. Neprekidnost trajektorija.

DEeFINICIIA 1.17. Neka je 0 < v < 1.

(1) Funkcija f : [0,7] — R je uniformno neprekidna po Helderu sa eksponentom -y

ako postoji konstanta K tako da vazi
1f(t) = f(s)] < K|t —s|” zasve s, te[0,T].

(2) Funkcija f :[0,7] — R je neprekidna po Helderu sa eksponentom ~y u tacki s

ako postoji konstanta K tako da vazi

|f(t) — f(s)] < K|t —s|” zasvako t € [0,T].
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Sledec¢a teorema predstavlja¢e osnovni alat za ispitivanje neprekidnosti po Helderu.
U dokazu teoreme koristicemo nejednakost Markova i Borel-Kantelijevu lemu, koje

navodimo bez dokaza.

LEMA 1.18 (Nejednakost Markova). Neka je X sluéajna promenljiva i > 0,
tako da postoji E|X|°. Neka je e > 0. Tada vaZi sledeéa nejednakost

B|X|7
< ——.

P(X|>¢) < =

LEMA 1.19 (Borel-Kantelijeva lema).

(1) Ako je A,,n > 1, proizvoljan niz dogadaja i ako red y .- | P(A,) konvergira,
onda se sa verovatnocom 1 moZe realizovati samo konacno mnogo dogadaja
datog niza A,,n > 1.

(2) Ako je A,,n > 1, niz nezavisnih dogadaja i ako red )" > | P(A,) divergira, onda

se sa verovatnocom 1 realizuje beskonacno mnogo dogadaja niza A,,n > 1.

TEOREMA 1.20 (Kolmogorov). Neka je X (-) slucajni proces sa neprekidnim tra-

jektorijama skoro sigurno, tako da je
EIX(t) = X(s)|” < Clt — s|"*

za konstante o, 5 > 0, C > 0 1 za sve s,t > 0.
Tada, za svako 0 < v < %,T > 0 i skoro svako w, postoji konstanta K = K(w,~,T),
tako da vazi
| X (t,w) — X(s,w)| < K|t —s|7, za sve0<s,t<T,
tj. trajektorija t — X (t,w) je uniformno neprekidna po Helderu sa eksponentom 7 na

[0, 7).

DOKAZ: Radi jednostavnosti zapisa, a bez umanjenja opstosti, neka je T' = 1. Za

proizvoljno izabrano

0<7<% (1.20)

definisemo niz dogadaja A, C €2, n > 1, tako da je

41 ) 1
A, =qw:|X Lt _x (X > — za neki ceo broj 0 <7 < 2" 5.
2n 2n 2y
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Dakle, za fiksirano n, u skupu A, se nalaze svi ishodi w € 2 takvi da za bar jedno

0 < i < 2" prirastaj trajektorije t — X (t,w) na intervalu [, 2] bude veéi od Qm

2ny 92n
Tada je

iy i1 iNIP\ /1 \7”?
< E ( X ( o ) - X (2—n> ) (%) (sledi iz nejednakosti Markova)

2n—1 1 1+a 1 -B
, 2" 2m
0

— on(—at+yB)

IN
Q

Iz (1.20) dobijamo da je —a 4+ < 0, pa zaklju¢ujemo da je >~ | P(A,) < oo, odakle

na osnovu tvrdenja (1) Borel-Kantelijeve leme sledi

ﬂ U A,) = P({w : w se nalazi u beskona¢no mnogo skupova A,}) = 0,

n=1m=n

tj. za skoro svako w € Q postoji m = m(w) tako da je

(o) ()

za svako n > m. Tada, za dovoljno veliko K = K (w), imamo da vazi

1 ; 1
’X (H ,w) —X<2in,w)‘ <SKo- m0<i<2! (1.21)

za svako n > 0.

1
< —,zal0<i<2v!
ony

Fiksirajmo w € Q za koje vazi (1.21). Neka su t1,to € [0,1], 0 < t, — t; < 1,
dijadi¢ki® racionalni brojevi. Izaberimo n > 1 tako da je

1
— <ty -1t < .
an — 2 1 2n—1

(1.22)
Postoje nenegativni celi brojevi ¢ i j takvi da je

t1 < ! <j<t
1S5, S5, 50

"Brojevi oblika &

55, gde su a,b > 0 celi brojevi.
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pri cemu t; i to mozemo predstaviti u obliku

l 1 1 1

tlzﬁ_ﬁ_ﬁ_”'_ﬁvn<p1<p2<"'<pk
R B 1
2—2—n+2?+2?+-~+ﬁ,n<q1<q2<~-<ql.
Tada je
J=0 g < L
2n—2 1 2n71’

odakle sledi da je j = ili j =i+ 1. Sada, na osnovu (1.21), imamo da je

j i
) ()

i—i\
SK (75 ) <Kl —tl (1.23)

za svako r = 1,..., k, odakle sledi
i AR
'X(tl,w) —X (Q—nw) < K; <2pr)
K 1
:27722(1’7“—*”)’7 (jer je p, > n zasvakor =1,... k)
K -1
= ony ory
r=1
K 1
2 2 -1
.. K
< Chlta —t1]” (sledi iz (1.22) za C = ﬁ) (1.24)
Analogno zaklju¢ujemo da je
’X(tg,w) ~X (2‘7—“}) < Cilts — 11", (1.25)
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Sada, na osnovu rezultata (1.23), (1.24) i (1.25), dobijamo da je

X(t2,0) = X (1,0 < [X(t0) - X (£,

+ ‘X (;—n,w) - X (;—n,a))’—l— ’X(tl,w)—X (;—n,w)

< Chlty — 1|7 + Kty — t1]" + Cilty — t1]

- C|t2 —t1|’y, (126)

za sve dijadicke racionalne brojeve t1,ty € [0,1] i neku konstantu C' = C(w). Zbog
neprekidnosti trajektorije t — X (t,w), za skoro svako w, dobijeni rezultat (1.26) vazi

za sve 11,19 € [0,1]. O

PosLeEDICA 1.21. Za skoro svako w i proizvoljno T > 0 trajektorija Braunovog

kretanja t — W (t,w) je uniformno neprekidna po Helderu za svaki eksponent 0 < vy < %
na [0,T].

DOKAZ: Za sve cele brojeve m =1,2,... 10 < s <t < T imamo da vazi
E|W(t) = W(s)|*" =

1 +oo 2
= —/ |z|?*™e” 2= dx
V2m(t —8) J-oo

_ m +o0
(t S) |2me—§dy T

v ly (y = t_s)

= (2m — D!t — s|™.

Za = 2m i a = m — 1 vaze pretpostavke teoreme Kolmogorova, pa je trajektorija

Braunovog kretanja skoro sigurno uniformno neprekidna po Helderu za eksponente

0cnycd ot 1 k
—_— = = - — zZa svako m.
TSET2 T o

OJ
U daljem izlaganju pokaza¢emo da trajektorije Braunovog kretanja skoro sigurno

nisu neprekidne po Helderu sa eksponentom veéim od %, Sto implicira sa verovatnoc¢om

1 nediferencijabilnost trajektorija Braunovog kretanja.
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1.3.2. Nediferencijabilnost trajektorija.

TEOREMA 1.22.

(1) Za svako 5 < v < 1 i skoro svako w € Q, trajektorija t — W (t,w) nije
neprekidna po Helderu sa eksponentom v u tacki s.
(2) Za skoro svako w € Q), trajektorijat — W (t,w) nije diferencijabilna ni u jednoj

tacki i 1ma beskonacnu varijaciju na svakom podintervalu.

DOKAZ: (Dvorecki, Erdos, Kakuktani)
(1) Bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti da ¢t € [0,1]. Fiksirajmo dovoljno

veliki ceo broj N, tako da je zadovoljeno

1

Ako pretpostavimo da je trajektorija t — W (t,w) neprekidna po Helderu sa eksponen-

tom v u tacki 0 < s < 1, onda postoji konstanta K tako da vazi
(W (t,w) —Wi(s,w)| < K|t —s|", za svako t € [0,1].

Za dovoljno veliko n neka je i = [ns] + 1. Tada, za j =4,i+1,...,i+ N — 1, vazi

() o () et (52 - (2

1 1y
SK’S—]—'— —i—K’s—l
n n
M
< =
n

za neku konstantu M. Poslednja nejednakost vazi jer je

J
S__
n

_ Ins — [ns] — 1 —r| < |ns — [ns] — 1| + |r| < l1+N-1 N

n n - n n

gder € {0,1,...,N — 1}.

Oznacimo sa A%, ., n > 1, niz dogadaja konstruisanih na slede¢i nacin

A ] P+ 1 M
Az\/ln:{w‘W(l)—W(]—i_ >‘§—, Zaj:Z,,Z+N—1}
’ n n ny
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za neko 1 <7 < n i neku konstantu M > 1. Tada se svi w € €, za koje je trajektorija
t — W(t,w) neprekidna po Helderu sa eksponentom ~ u tacki 0 < s < 1, sadrze u

skupu

oo o0 e} n

U UNUAw. (1.27)

M=1k=1n=k i=1
Pokaza¢emo da dogadaj (1.27) ima verovatnocu 0.

Za svako M i k, na osnovu ¢injenice da su prirastaji W (£1) — W (L) ~ N(0, 2)
nezavisne slucajne promenljive, dobijamo da je

P (ﬁ O Aé\/[’n) < liniinfp (O AZMm) (jer je ﬁ LnJ A’Mm C OAéVLn)
=1 i=1

n=k i=1 n=ki=1

<liminf }  P(Aj,,)
=1

N
< liminfn (P (‘W (l)‘ < M))
n— 00 n ny

Dalje,
1 M MnY 2
P(w ()l <) =J L, %
n ny 27T _M/n’Y
1 ]\/[/77,'\/71/2 y2
= 7 /M/ i e 2dy (y = v/nx)
S Cln1/2777
pa je

n=~k i=1

jer je N(y — 1) > 1. Posto (1.28) vazi za svako M i k zakljutujemo da vazi
P(UUNU) -
M=1k=1n=k i=1
¢ime je tvrdenje (1) teoreme dokazano.
(2) Ako pretpostavimo da je trajektorija W (t,w) diferencijabilna u tacki s, tada bi
W (t,w) morala biti neprekidna po Helderu sa eksponentom 1 u tacki s. No, u delu (1)
pokazali smo da to nije ta¢no sa verovatno¢om 1, pa W (t,w) sa verovatno¢om 1 nije

diferencijabilna ni u jednoj tacki.
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Ako bi W(t,w) imala konacnu varijaciju na nekom podintervalu, to bi znacilo da je

ona skoro svuda diferencijabilna na tom podintervalu. O

1.4. Svojstvo Markova

DEFINICIJA 1.23. Neka je (€2, F, P) prostor verovatnoc¢a, T je fiksirani pozitivan
broj i F(t), 0 < t < T, je filtracija o-podalgebri od F. Adaptirani slu¢ajni proces
X(t),0 <t <T,je proces Markova ako za svako s, 0 < s <t < T, i svaku nenegativnu

Borel-merljivu funkciju f, postoji Borel-merljiva funkcija g, tako da vazi
E(f(X®))F(s)) = g(X(s)). (1.29)

NAPOMENA 1.24. Ako bismo u definiciji procesa Markova dopustili da funkcija f
zavisi i od vremenske koordinate ¢, tada bi i funkcija g zavisila od vremenske koordinate
s. U tom slucaju bismo umesto f(z) pisali f(z,t), a g(z) bismo zamenili sa f(z,s).
Ovde nema potrebe za uvodenjem razlicitih simbola za funkcije f i g, jer nam vremenske
promenljive ¢ i s sugerisu da se radi o razli¢itim funkcijama po x u razlic¢itim trenucima.

U prisustvu koordinate vremena uslov (1.29) mozemo zapisati kao
E(f(X(1),)|F(s)) = f(X(s),s), 0<s<t<T.

Ideja ove definicije sastoji se u slede¢em: ako znamo vrednost X (s) slucajnog procesa
X u trenutku s, onda mozemo predvideti buduéu vrednost X (¢) u trenutku 0 < s < ¢,
jednako dobro kao i da smo znali ¢itavu istoriju F(s) procesa do trenutka s. Dakle,
proces Markova “ne pamti” kako je stigao do pozicije X (s), veé¢ jedino “zna”’ svoju
vrednost u trenutku s.

Sada ¢emo pokazati da je Braunovo kretanje proces Markova. U dokazu ovog

tvrdenja koristicemo slede¢u lemu.

LEMA 1.25 (Lema o nezavisnosti). Neka je (2, F, P) prostor verovatnoéa i G

o-podalgebra od F. Neka su slucajne promenljive Xi,..., Xy G-merljive i slucajne
promenljive Y1, ..., Y] sunezavisne od G i f(x1,..., Tk, Y1,--.,Y) je funkcija po oznaca-
vajuéim promenljivim x1, ..., Tk, Y1, ...,y Definisemo

g(xla'”axk):Ef(xlw"axk;}/lwua}/l)'
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Tada je

E[f(Xl,,Xk,}/i,,%)|g] :g(leka)

NAPOMENA 1.26. Neka je X realna slucajna promenljiva na prostoru verovatnoca
(Q, F, P). Pod oznacavajucéom promenljvom x slu¢ajne promenljive X podrazumevace-
mo argument bilo koje realne funkcije ¢, koji moze biti ili slucajna promenljiva X ili

neka njena fiksirana realizacija.

TEOREMA 1.27. Neka je W(t), t > 0, Braunovo kretanje sa filtracijom F(t), t > 0.
Tada je W (t), t > 0 proces Markova i gustina prelaza za korak duzine 7,0 < 17 <T, iz

stanja x u stanje y, x,y € R, data je sa

1 _(w—o)?

p(r,z,y) = Nore 2

DOKAZ: Neka je f proizvoljna nenegativna Borel-merljiva funkcija. Tada je
E(f(W@))|1F(s)) = E(fW(t) = W(s) + W(s))[F(s))- (1.30)

Slu¢ajna promenljiva W (t) — W (s) je nezavisna od F(s), dok je slu¢ajna promenljiva
W (s) F(s)-merljiva, Sto nam omogucava primenu leme o nezavisnosti. U tom cilju
zameni¢emo W (s) oznacavajuéom promenljivom z, da bi ga smatrali konstantnim, i
odrediti obi¢no matematicko ocekivanje slucajne promenljive Ef(W (t) — W (s) + x).

Oznac¢imo sa

g(x) = Ef(W(t) — W(s) + ).
Iz ¢injenice da je prirastaj W (t) — W (s) normalno raspodeljena sluc¢ajna promenljiva
sa oc¢ekivanom vrednosc¢u 0 i varijansom ¢ — s dobijamo da je

)e =9 dw. (1.31)

1 400
o) = s / e

Sada, na osnovu tvrdenja leme o nezavisnosti, ako u dobijenoj funkciji g(x) zamenimo
x slucajnom promenljivom W (s) dobijamo da vazi jednakost (1.30), tj. W (t), t > 0 je

proces Markova.
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Ostalo je jos da odredimo funkciju gustine prelaza. Ako u izrazu (1.31) uvedemo

smenu promenljivih 7 =t — s i y = w + x, dobijamo

1 Foo (o)
g(év)z\/% fly)e™ = dy,

pa je gustina prelaza p(7, z,y) za Braunovo kretanje data sa

1 (y—x)?

p(r,x,y) = \/%e*T. (1.32)
0J
Sada (1.31) i (1.30) mozemo respektivno zapisati u obliku
+o0
g@)= | fp(r,z,y)dy,
+oo
E(fWn)IF(s) = | fp(r.W(s)y)dy. (1.33)

Jednacina (1.33) ima sledecu interpretaciju. Uslovna gustina od W (t) u odnosu na
informacije iz F(s) je p(1, W(s),y), gde je p gustina po y. Funkcija gustine p(1, W (s),y)
odgovara normalnoj raspodeli sa o¢ekivanom vrednoséu W (s) i varijansom 7 = ¢ — s.
Dakle, jedina informacija iz F(s), koja je relevantna, je vrednost W (s) i bas ta ¢injenica

predstavlja sustinu svojstva Markova Braunovog kretanja.

1.5. ViSedimenzionalno Braunovo kretanje

DEFINICIJA 1.28. Slucajni proces W(t) = (Wy(t),...,Wy(t)), d > 2, sa slede¢im

svojstvima
(1) za svaki @ = 1,...,d slucajni proces W;(t) je jednodimenzionalno Braunovo
kretanje,
(2) slucajni procesi Wi (t), ..., Wy(t) su nezavisni,

je d-dimenzionalno Braunovo kretanje.

Analogno kao za jednodimenzionalno Braunovo kretanje, za d-dimenzionalno Brau-
novo kretanje imamo filtraciju F(t), ¢t > 0, koja ima svojstva akumulacije informacija,

adaptiranosti i nezavisnosti od buduéih prirastaja.
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Posto je svaka komponenta d-dimenzionalnog slucajnog procesa W(t) = (Wi (t), ...

., Wy(t)) jednodimenzionalno Braunovo kretanje, imamo da je kvadratna varijacija
(Wi, Wil(t) =t, zasvakii=1,... d.

Za proizvoljnu particiju IT = {ty,...,t,} intervala [0, 7] ukrstenu uzoracku varijaciju
za W; 1 W;, i # j, na [0, 7], definiSemo kao

n—1

Cn = Z[Wi<tk+1) — Wi(te)][Wi(thy1) — W(te)]. (1.34)

Iz nezavisnosti W; i W; sledi nezavisnost prirastaja koji figurisu u sumi jednakosti
(1.34), pri ¢emu je matematicko ocekivanje svakog od tih prirastaja jednako 0. Odatle
zakljucujemo da je

ECh=0 i Var(Cy) = ECE.

Dalje je
G = S Wiltisr) — Wilt) W) (i) — Wy (1))
+2 Z i(tier) = Wit)][Wj(tien) — Wi8)][Wilterr) — Wit )W (tksr) — W(te)],

svi sabirci iz prve sume su medusobno nezavisni i imaju matematicko ocekivanje jednako
tgr1 — ti; svi sabirci iz druge sume su medusobno nezavisni i svi imaju ocekivanu

vrednost 0, pa sledi da je

Var(Cn) = EZ (b)) = Wiltn) (W (Brg0) — W5 (8))

3
—

E[Wi(try1) — Wilti) PEW; (ter) — Wy(te)]?

k=0
n—1
=) (tpe1 — )
k=0
n—1
<> (brsn — t)
k=0

=[]} - T =0,
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kad [[TI|| — 0, odakle zaklju¢ujemo da Cf; konvergira ka konstanti ECp = 0, tj.

Wi, WiI(t) =0, zasvei#j, i,j=1,...,d.
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GLAVA 2

Integral Itoa

Fundamentalni izvor razmimoilazenja izmedu klasi¢ne i stohasticke analize lezi u
osobini Braunovog kretanja da poseduje kvadratnu varijaciju razlicitu od nule. U ovoj

glavi definisa¢emo stohasticki integral Itoa
T
(T = / G(H)AW (L), 7 fiksitan T > 0, (2.1)
0

i dokazati njegova najvaznija svojstva. Osnovni koncepti potrebni za definisanje inte-
grala Itoa su Braunovo kretanje W (t), t > 0, sa odgovarajuc¢om filtracijom F(t), t > 0
i adaptirani slucajni proces G(t), t > 0, u odnosu na tu filtraciju.

Problem, koji se javlja prilikom definisanja integrala I(T), je nediferencijabilnost
po t trajektorija Braunovog kretanja. Drugim rec¢ima, za diferencijabilnu funkciju o(t)

/0 G(t)dolt) = / G(t)g ()4, (2.2)

gde na desnoj strani jednakosti figuriSe obican Lebegov integral po t. Za Braunovo
kretanje jednakost (2.2) ne vazi.

Ideja za konstrukciju integrala Itoa, koju ¢emo izloziti u narednom poglavlju, je
prirodna: prvo ¢emo definisati integral Itoa za klasu elementarnih (prostih) podinte-
gralnih slu¢ajnih procesa (integranada); potom ¢emo pokazati da proizvoljni integrand
moze, na odgovarajuéi nacin, biti aproksimiran nizom elementarnih integranada, te
¢emo integral Itoa za proizvoljni integrand definisati kao grani¢nu vrednost niza inte-
grala Itoa za odgovarajuéi niz elementarnih integranada.

Kao kljuéni rezultat ove glave bice izlozen dokaz Ito-Doblinove formule, koja pred-

stavlja osnovni alat za izracunavanje stohastickih integrala.

35
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2.1. Integral Itoa za elementarni podintegralni sluc¢ajni proces

Neka je Il = {0 =ty < t; < --- < t, = T} proizvoljna particija intervala [0, 7], i
neka je slucajni proces G(t) konstantan po ¢ na svakom podintervalu [t;,t;1). Tako
definisan sluc¢ajni proces G(t) nazivamo elementarni proces. U daljem tekstu, ukoliko

nije drugacije naglaseno, podrazumevacemo da je
G(t)ZG(t]), tj §t<tj+1, za svako j =0,...,n—1
i da vazi uslov L2-integrabilnosti
T
E / G2(#)dt < oo, (2.3)
0

Za fiksirano w € Q dobijamo jednu trajektoriju Braunovog kretanja W (t) i odgovarajuéu
trajektoriju elementarnog procesa G(t); za neki drugi izbor w, ima¢emo drugu trajek-
toriju Braunovog kretanja i odgovarajuéu drugu trajektoriju elementarnog procesa G(t).
Iz F(t)-merljivosti G(t) sledi da vrednost G(t) zavisi samo od informacija dostupnih
u trenutku ¢. Posto u trenutku ¢y = 0 nema nikakvih informacija, vrednost G(0) ¢e
biti ista za sve trajektorije, pa ¢e prvi korak od G(t) na podintervalu 0 < ¢ < ¢; biti
jednak G(0) za sve trajektorije, tj. nece zavisiti od izbora w. Vrednost G(¢) na svakom
slede¢em podintervalu moze zavisiti od opservacija nacinjenih u prethodnim koracima.

Integral [toa za elementarni integrand G(t) konstruisemo koriste¢i slededi iterativni

postupak

1(t) = GO)W (1) + G(t) (W (ta) = W(t)) + Gt) (W (t) = W (L)), b2 <t < 1,

I(t) = ) Gt)W(tja) = W(t)) + GUt) (W () = W(te)), te <t <trpa.  (2.4)
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Slucajni proces I(t), t > 0, definisan jednakos¢u (2.4) naziva se integral [toa za elemen-

tarni podintegralni slu¢ajni proces G(t), sto zapisujemo kao
t
I(t) = / Gw)dW(u), 0<t<T.
0

Specijalno, za t = t, = T dobijamo da je I(T) = fOT G(t)dW (t), cime smo obezbedili
definiciju integrala Itoa (2.1) za elementarni integrand.

U tekstu koji sledi izlozi¢emo osnovna svojstva integrala Itoa za elementarni podin-
tegralni slucajni proces. Iz definicije integrala Itoa i ¢injenice da je Braunovo kretanje

martingal proizilazi tvrdenje sledece teoreme.
TEOREMA 2.1. Integral Itoa I(t), t > 0 je martingal.

DOKAZ: Neka je Il = {0 =ty < t; < --- < t, = T} particija intervala [0, 7], i
neka su 0 < s < t < T tacke koje pripadaju razli¢itim podintervalima® particije II, tj.

postoje tacke t; <ty particije II tako da s € [t;,t;41) 1t € [tg, tgr1). Tada je

E(IW)|F(s)) = E()_ Gt)(W(tj1) = W(t;)) + G(t)(W(tiga) — W (k)

N /

-~ .
J . o)

1)

+ i Gt;) (W (tj41) = W) + G(te) (W (t) — W(tx)) [F(s)). (2.5)

N S
g

)

<
Il
1y
F
—
—

J/

3
(1) Sve slucajne promenljive u sumi (1) su F(s)-merljive, jer je t; < s, pa je

-1 -1

E |y Gt)(W(te) = W(EDIF(s)| = D Glt) (W (tm) — W(ty)).

Jj=0 Jj=0

U slucaju da s i ¢ pripadaju istom podintervalu ¢ < s < ¢ < tg+1, jednakost (2.5) poprima oblik
E(I(1)|F(s)) = E(C520 Glt) (W (ti41) = W (ty)) + G(tx) (W (s) = W (1)) + G(s) (W () = W (5))| F (s)).

=0
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(2) Za sabirak (2) u jednakosti (2.5) ra¢unamo uslovno matematicko ocekivanje

kao
E[G(t)(W (trer) = W(t)|F(s)] = EIGE)W (tsa)|F (s)] = EIG@)W ()| F (s)]
= G(t)(EW (t;11)|F(s)) — W(t;)) (Teorema 1.1 (2))
=G(t)(W(s) —W(t)) (jer je W (t) martingal)

(3) Na osnovu tvrdenja (3) i (2) teoreme 1.1 i svojstva martingala Braunovog

kretanja dobijamo da je
E[G(t;)(W (tj41) = W ()| F(s)] = E[E[G(t;) (W (tj41) — W () IF ()] F(s)]
= E[G(t;)(E[W (tj0)|F ()] — W(t)))|F(s)]
= E[G({t;)(W(t;) = W(t;))|F(s)] =0,
pa je

=I+1

b LZ G(t;))(W(tje1) = W(t;)) | F(s) | = 0.

(4) Ostalo je jos da odredimo ¢etvrti ¢lan u (2.5). Koristedi iste argumente kao i

1 prethodna dva sluéaja dobijamo da je
E[G(te)(W(t) — W (k)| F (s)] = E[E[G(e)(W(E) — W (k)| F ()] | F(5)]
= E[G(tx)(E[W ()| F(tx)] — W (tr))|F (s)]

= E[G(tx)(W (te) — W (tx))|F(s)] = 0.

Sumiranjem rezultata iz (1), (2), (3) i (4) dobijamo da je

-1
E(I(0)F(s)) = > Gt;) (W (tj11) = W (L)) + G(tr) (W (s) = W (1)) = I(s),
§=0
¢ime smo dokazali da integral Itoa ima martingalno svojstvo. [l

NAPOMENA 2.2. Na osnovu (2.4) jednostavno zakljucujemo da je EI(t) = 0, za

svako ¢t > 0.

Sledeca teorema daje formulu za odredivanje varijanse procesa Itoa Var(I(t)) =

EI%(t).
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TEOREMA 2.3 (Itova izometrija). Za integral Itoa, definisan sa (2.4), vaZi sledeéa

jednakost
EI*(t) = E/t G*(u)du. (2.6)
0
DOKAZ: Zbog pojednostavljenja zapisa uvodimo sledece oznake
D; =W(tjs1) —W(t;), j=0,....,k—1
Dy =W(t) — W(ty),

pa jednakost (2.4) poprima sledeéi oblik

odakle je

M @)
(1) Iz nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih G?(¢;), koja je F(t;)-merljiva, i D , koja

je nezavisna od F(t;), sledi da je matematicko ocekivanje prve sume

EY G(t;)D? = EG*(t;)ED} = ZEG2 )Var(D;)
= EGH(t))(tjn — t;) + EG*(t)(t — 1)

=Y B(G*(t))(tye1 — 1)) + E(G*(te)(t — 1) (2.7)

tjt1
G*(u) du+E/ G?*(u)du (2.8)

tj

/ du+E/t G?(u)du
/ G?*(u (2.9)

pri ¢emu jednakost (2.7) sledi iz ¢injenice da su tj41 —¢;, 7 =0,...,k — 1,1

t—tj neslucajne promenljive, dok jednakost (2.8) sledi iz elementarnosti procesa
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G(t), tj. G(u) = G(tj) zaw € [tj,tj+1), j=0,....,k— 1,1 G(u) = G(tx) za
u € [tg, t).
(2) Na osnovu nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih G(¢;)G(t;)D;, koja je F(t;)-
merljiva, i D;, koja je nezavisna od F(¢;), 0 < i < j < k, dobijamo da je

matematicko ocekivanje druge sume

E Y G)G(t;)DiD;= Y E(G(t)G(t;)D;) ED; = 0. (2.10)
0<i<j<k 0<i<j<k \0"/
Iz rezultata (2.9) i (2.10) dobijamo da vazi jednakost (2.6). O]

Ranije smo pokazali da Braunovo kretanje akumulira kvadratnu varijaciju u iznosu
t u periodu [0,¢]. Posto je u integralu Itoa Braunovo kretanje W (t) skalirano elemen-
tarnim slucajnim procesom G(t), kvadriranjem prirastaja integrala Itoa dobijamo da
je njegova kvadratna varijacija skalirana sa G%(¢). Sledec¢a teorema nam daje odgovor
na pitanje koliku kvadratnu varijaciju akumulira integral Itoa, posmatran kao slucajni

proces po gornjoj granici integracije ¢, u periodu [0, ¢].

TEOREMA 2.4. Kvadratna varijacija integrala Itoa, akumulirana do trenutka t, iznost

[1,1)(t) = / G*(u)du. (2.11)

0

DOKAZ: Za particiju Il = {0 = ¢y < t; < --- < t, = T} intervala [0,77], i fik-
sirano t € [tg, tr+1), prvo ¢emo odrediti koliku kvadratnu varijaciju akumulira I(¢) na
podintervalu [¢j,t;41), j = 0,...,k — 1, na kome je G(t) = G(t;). Na posmatranom

podintervalu izabracemo particiju t; = sg < 51 < -+ < 8y, = t;41, za koju je

—_

m— m—1

> (o) ~ 167 = 3 ( [ Gloawwy?
= GP(t) ST (Wsin) — W(so) (212)

Il
=)

i
Grani¢na vrednost leve strane jednakosti (2.12), kada m — oo i max;—g,_m—1(Sit1 —

s;) — 0, predstavlja kvadratnu varijaciju integrala Itoa na [t;,t;1+1), dok limes desne
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strane, predstavlja kvadratnu varijaciju Braunovog kretanja, akumuliranu u periodu

[t;,tjr1), skaliranu sa G*(t;), tj.

1 0ty) = [10)0) = Gt — ) = [ Glujdu. @213)
Analognim postupkom dobijamo da je
1, 1)(8) — [1,1)(th) = /t G2 (u)du. (2.14)

Sumiranjem rezultata (2.13) i (2.14) dobijamo da je kvadratna varijacija integrala Itoa

akumulirana na [0, ¢]

k—1

L0 =3 / T G w)du + / G (u)du = / G (u)du. (2.15)

t th 0

j=0

O

Na osnovu rezultata dobijenih u poslednje dve teoreme vidimo da se varijansa i
kvadratna varijacija integrala Itoa, posmatranog kao slu¢ajni proces po gornjoj granici
integracije, razlikuju. Za razlicite izbore trajektorija, pod integralom u formuli za
kvadratnu varijaciju, mogu figurisati razli¢ite vrednosti G(t). U opStem slucaju za
proizvoljni slucajni proces, to je sasvim ocekivano ponasanje, s obzirom da kvadratna
varijacija zavisi od izbora trajektorije po kojoj se racuna, dok se varijansa racuna kao
srednja vrednost kvadratne varijacije po svim mogué¢im trajektorijama. Iz tog razloga
kvadratnu varijaciju [1, I](t), t > 0, mozemo videti kao slucajni proces, dok je varijansa,
kao ocekivana vrednost kvadratne varijacije, neslucajna promenljiva. Zbog svega nave-
denog varijansa, za razliku od kvadratne varijacije, ima viSe teorijski nego prakticni
znacaj.

Formulu
I(t) = /tG(t)dW(t) (2.16)

za integral Itoa mozemo zapisati u diferencijalnoj formi kao

dI(t) = G(t)dW (t). (2.17)
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Ova dva nacina predstavljanja integrala Itoa imaju skoro isto znacenje. Diferencijalna
interpretacija je intuitivno jasnija, ali donekle nepreciznija. Integracijom (2.17) dobi-

jamo preciznu interpretaciju,

1(t) = 1(0) + / GHaw () (2.18)

koju nazivamo integralna forma od (2.17). Integralna forma se od (2.16) razlikuje do na
pocetno stanje, za koje je u formuli (2.16) definisano da je 7(0) = 0, dok u integralnoj
formi (2.18) dopustamo da [(0) bude proizvoljno.

Kvadriranjem jednakosti (2.17) i koriséenjem rezultata (1.19) dobijamo
dI(t)dI(t) = G*(t)dW (t)dW (t) = G*(t)dt (2.19)

Jednakost (2.19) predstavlja drugi nacin reprezentacije tvrdenja teoreme 2.4 da integral
Itoa akumulira kvadratnu varijaciju brzinom G*(t) po jedinici vremena i ta brzina zavisi

od izboraw € it e [0,T].

2.2. Integral Itoa za proizvoljni podintegralni slucajni proces

U ovom odeljku definisa¢emo integral Itoa za proizvoljan podintegralni slucajni pro-
ces, koristedi definiciju i rezultate prikazane u odeljku 2.1 za elementarni podintegralni
proces. Pod pojmom proizvoljni slu¢ajni proces podrazumevamo proces G(t), t > 0
koji moze neprekidno da se menja u toku vremena i da ima skokove. Takode, u da-
ljem tekstu uvek ¢emo podrazumevati da je proces G(t), t > 0 adaptiran u odnosu na
filtraciju F(t), t > 0 i da vazi uslov L2-integrabilnosti (2.3).

Ideja za uvodenje generalnije definicije na §iroj klasi integranada zasnovana je na
aproksimaciji proizvoljnog procesa G(t), nizom elementarnih procesa G, (t) koji, kada
n — 0o, konvergira ka G(t) u slede¢em smislu

lim E/T |G (t) — G(t)|*dt = 0. (2.20)

n—oo

Elementarni integrand, kojim vrsimo aproksimaciju proizvoljnog procesa G(t), kon-

struiSemo na sledeci nac¢in: za izabranu particiju 0 =tg < t; < --- < t,, = T intervala
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[0, 7] definiSemo elementarni proces G, (t) na slede¢i nacin
Gn(t) = G(t]), tj <it< tj+17 za svako ] = 0, o, n.

Kadan — ocoimax;—g. n_1(tir1—t;) — 0 elementarni proces G, (t) ¢e biti sve preciznija

aproksimacija procesa G(t), tj. mozemo konstruisati niz elementarnih sluc¢ajnih procesa
Gn(t), n > 0, koji, kada n — oo, konvergira ka proizvoljnom procesu G(t), u smislu
konvergencije definisane jednakoséu (2.20).

Sada mozemo definisati integral Itoa I(t) za proizvoljni podintegralni slucajni proces
G(t) kao

t

I(t) = /OtG(u)dW(u) = lim | G,(w)dW(u), 0<t<T, (2.21)

n—oo 0

gde je konvergencija u srednje kvadratnom smislu. Sledeca teorema je direktna posledica
definicije integrala Itoa (2.21) i osobina integrala Itoa za elementarni integrand, koje

smo dokazali u odeljku 2.1.

TEOREMA 2.5. Neka je G(t), 0 < t < T L2-integrabilan slucajan proces, adaptiran
u odnosu na filtraciju F(t), t > 0. Tada integral Itoa 1(t), definisan jednakoséu (2.21),
ima sledeca svojstva
Neprekidnost: Trajektorije od I(t), gde I1(t) posmatramo kao sluc¢ajni proces po
gornjoj granici integracije t, su neprekidne.
Adaptiranost: Slucajna promenljiva I(t) je F(t)-merljiva, za svako t > 0.
Linearnost: Za svaka dva integrala Itoa I(t) = fg G(u)dW (u) i J(t) = fg D(u)dW (u)

i svake dve realne konstante o i 5 vazi

aI(t) + BI(1) = /0 (aG(u) + BD(w))dW (u).

Martingal: I(t) je martingal.
Itova izometrija: EI*(t) = E [, G2(t)dt.
Kvadratna varijacija: [I,I](t) = [, G2(t)dt.

2.3. Ito-Doblinova formula

U ovom odeljku razmotri¢emo kako uvesti pravila diferenciranja u stohastickoj ana-

lizi. Poznato nam je da u klasi¢noj analizi za kompoziciju funkcija f(g(t)), gde su f i
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g diferencijabilne funkcije, vazi sledec¢e pravilo diferenciranja

< 10() = 7o)/ (1), (2.22)

Sto mozemo predstaviti u diferencijalnom zapisu kao

Medutim, ukoliko u diferenciranom izrazu umesto diferencijabilne funkcije g(t) figurise
Braunovo kretanje W (t), za koje smo pokazali da su njegove trajektorije nediferencija-
bilne funkcije po ¢, navedeno pravilo (2.22) ne vazi. Sledeéa teorema uvodi pravilo za
diferenciranje izraza f(W(t)) u jos opstijoj formi, kada dopustamo da f bude funkcija

dve promenljive f(z,t).

TEOREMA 2.6 (Ito-Doblinova formula za Braunovo kretanje). Neka je funkcija
f(z,t) dva puta neprekidno-diferencijabilna po x i jednom neprekidno-diferencijabilna
po t i neka je W(t), t > 0, Braunovo kretanje. Tada za svako T > 0 wvaZi sledeéa

formula
FOV(T).T) = F(W(0),0) + / SO (8), 1)t

+ /OT fx(W(t),t)dW (t) + % /OT fux(W(t), t)dt. (2.23)

DOKAZ: Neka je T > 0 fiksirano i [ = {0 =ty < t; < --- < t,, = T’} proizvoljna
particija intervala [0, T']. Tejlorova formula za funkciju dve promenljive f(z,t) u okolini
tacke (x;,t;), izracunata u tacki (x;41,t;41), implicira
f(@je, i) = f(xg,t5) = falwg ti) (@i — 25) + filzg t)(E0 — t5)

1
+ 5 fea (@), ) (@5 — i) 4 far(, ) (@01 — 25) (Ei41 — 1)

1
+ 5ftt<xj, t;)(tj1 — t;)* + clanovi viseg reda. (2.24)
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U prvom koraku dokazatemo da formula (2.23) vazi u specijalnom slucaju kada je

f(x) = % Tada se Tejlorova formula (2.24) pojednostavljuje

f(@j1) = fzg) = f1(05) (@501 — ) + %f”(%)(fﬁjﬂ — ;)% (2.25)

Smenom z; = W(t;) 1 ;41 = W(tj41) u jednakosti (2.25) i sumiranjem istih za j =

0,...,n—1 dobijamo

FOV ) — V) = S W (t) — FOV ()
= S SOV () = W) + 3 3 SV )V )~ W), (226)

FOV (D)~ 117 (0) = W (L)W (100) - W (1) + 5 T:<W<tj+1> W (e (227
Ako u jednakosti (2.27) pustimo da ||II]| — 0 dobijamo
POV - S0v(O) = [ W)+ 5w W)
_ /0 CWaw e + %T

:/0 f’(W(t))dW(t)nL%/o F/(W(t))dt,

22

¢ime smo dokazali Ito-Doblinovu formulu za specijalan slucaj f(z) = %-.
Ukoliko umesto kvadratne funkcije razmatramo proizvoljnu funkciju f(z), u Tejlorovoj

formuli (2.26) figurisace i clanovi reda veceg ili jednakog od tri. Iz Cinjenice da su

prirastaji W (t;+1)—W (t;) Braunovog kretanja normalno raspodeljene sluc¢ajne promenlji-

ve sa matematickim ocekivanjem 0 i varijansom ¢;,; — ¢; sledi da je

(k= )N(tj41 — tj)g, k  parno;

E(W (tj1) — W(t;))* =
0, k neparno,
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te za k > 3 imamo da je

n—1 n—1
EY (W(tin) = W(t;) =Y EW(t) - W(t)*
j=0 Jj=0
) (=1 Z}:&(tﬂl — tj)g, k  parno;
0, k neparno,

(k— D)2 ~'T, &k parno;

0, k  neparno,

pa kada ||II|| — 0 zaklju¢ujemo da EZ;:&(W(QH) — W(t;))F — 0, za svako k > 3.

Analogno, koristeé¢i nezavisnost prirastaja, sledi da je

IIIITiIIIgo Var i[(W(tﬂl) - W(tj))k]
= T S Varl(W () - W)
= i (3 BOV () = W) = (BOV (1510) = W (1))
=0.

Prethodnim razmatranjem smo pokazali da ¢lanovi reda veceg ili jednakog tri teze 0
kada ||II|| — 0.

U narednom koraku dokazac¢emo Ito-Doblinovu formulu za proizvoljnu funkciju dve
promenljive f(z,t). Polazeé¢i od Tejlorovog razvoja (2.24), za z; = W(t;) i zj41 =

W (t;11) i sumiranjem dobijamo

JOW(T),T) = f(W(0),0) = D f(W (i) ty41) = F(W (1), 1)
= 3 LW ()W (1) — W) 2.28)
+ i F W (t5),8)(tj01 — £5) (2.29)



Razmotri¢éemo ponaosob

2.3. ITO-DOBLINOVA FORMULA 47

45 3 LanlW () )W (1) = Wt (2:30)
E 3 LW )W) - WD — 1) (231)

1
+5 Z fu(W (t;),t;)(tj41 — t;)* + clanovi viseg reda. (2.32)

kako se ponaSa svaki ¢lan iz prethodne sume kada ||II|| — 0.

Clan (2.28) tezi integralu Itoa

n—1
lim (W (t
IIHIIHOJ.Z0 ol

Wi(ty) - / LW (1), D)W (2).

Clan (2.29) tezi obiénom integralu

n—

lim

[ITL||—0 “—
7=0

1

FUW (), 85) (1 — 1) = / FAW(8), £)dt

Na osnovu rezultata teoreme 1.15 datog jednakoséu (1.19) dobijamo da clan (2.30)

takode tezi obi¢nom integralu

tin S LoV (1), )W (172 — / Fon(W

Za ¢lan (2.31) dobijamo da je

n—1

<1 :
||HIHIEOZ [ i

< lim max
[T =0 0<k<n—1

0. / (W

lim |Z Jat(W(t5), 1) (W (tj11) — W(t)) (i1 — 1)

W (t01) = W(E) |t — )

(W(tka) = W(te)| lim Zlfmt )t —15)

(1T =0

£)|dt = 0. (2.33)
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Analognim razmatranjem pokazac¢emo da i ¢lan (2.32) tezi 0:

hm|§]m (a1 — )7

[TTf|—0

< 1 ti)?
Hnllllfnoz | fie (W L)t —t5)
< dmomax (fe = ) ||11%||moz (W (1), 8)] (E31 — 1)
T
0. [ 1faW(e). 0l =0, (2.34)
0
<00

U ranijem delu dokaza pokazali smo da ¢lanovi viseg reda konvergiraju ka 0 kada ||II|| —

0. Ovim je dokaz formule (2.23) za proizvoljnu funkciju f(z,t) zavrsen. O

Jednakost (2.23) predstavlja Ito-Doblinovu formulu za Braunovo kretanje u inte-

gralnoj formi. U diferencijalnoj formi imamo da je

AFOV(0),8) = FOW(0) )t 4+ Fu(W (1), V(1) + 3 Fo (W (), )WV ()W (1)
¥ LW 0), AW ()t + 2 f(W(0), )t

Neformalno, rezultate (2.33) i (2.34) mozemo zapisati kao dW (t)dt = dtdW (t) = 0 i
dtdt = 0, jer u odgovarajuéim sumama figurisu razlike oblika (W (¢;11)—=W (t;))(t;41—1;)
i (tj41 — t;)?, pa u diferencijalnom obliku Ito-Doblinovu formulu predstavljamo kao

df(W(t),t) = fr(W(t), t)dt + f.(W(t),t)dW (t) + %fm(W(t),t)dW(t)dW(t)

1

= fi(W(t),t)dt + f(W(t),t)dW (t) + §fm(W(t), t)dt. (2.35)

Treéi sabirak u diferencijalnoj formi (2.35), koji se javlja usled nenula kvadratne vari-

jacije, upravo sugerisSe razliku izmedu klasi¢ne i stohasticke analize.

NAPOMENA 2.7. Ito-Doblinova formula predstavlja jedan od fundamentalnih rezul-
tata stohasticke analize i osnovni alat za izracunavanje integrala Itoa i reSavanje sto-

hastickih diferencijalnih jednacina.
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Rezultat teoreme 2.6 mozemo uopstiti tako Sto ¢emo pokazati da Ito-Doblinovu
formulu mozemo primeniti na citavu klasu sluc¢ajnih procesa, koje nazivamo procesi
Itoa. Skoro svi slucajni procesi, izuzev onih koji imaju skokove, pripadaju klasi procesa

Ttoa.

DEFINICIIA 2.8. Neka je W(t), t > 0, Braunovo kretanje i F(t), ¢t > 0, odgovarajucéa

filtracija. Slucajni proces X (t), t > 0, koji se moze predstaviti u obliku

X(t) = X(0)+ /OtF(u)du + /OtG(u)dW(u), (2.36)

za neke adaptirane slucajne procese G € L2(0,T) i F € L}(0,T), naziva se proces Itoa.

NAPOMENA 2.9. Neka je W (t), t > 0, Braunovo kretanje i F(t), t > 0, odgovarajuca
filtracija. Tada za realan sluc¢ajni proces G(t), t > 0, adaptiran u odnosu na filtraciju

F(t), t > 0, kazemo da

(1) pripada prostoru L?(0,T), ako vazi
P(/tGQ(u)du< 00 zasvakoOgth) =1.
0
(2) pripada prostoru L1(0,T), ako vazi
P(/t|G(u)|du<oozasvakoOgth) = 1.
0
Proces Itoa X (t) mozemo predstaviti i u diferencijalnom obliku kao
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t). (2.37)

TEOREMA 2.10. Kvadratna varijacija procesa Itoa (2.36), akumulirana do trenutka

t, 12n0si

X, X](8) = /O G2 (u)du. (2.38)

DOKAZ: Neka je II = {0 =ty < t; < --- < t, = t} proizvoljna particija intervala

[0,t]. Zbog jednostavnosti zapisa uvodimo sledeée oznake

I(t) :—/0 G(u)dW (u),
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pri ¢emu su procesi I(t) i R(t) neprekidni po svojoj gornjoj granici integracije t.

Uzoracka kvadratna varijacija procesa Itoa X (t) iznosi

S X () — X = S () — )P + S (R(te) — R(E)P
+2Z i) — I))[R(Ey ) — R(t,))

Kada ||II]| — 0 prvi sabirak u poslednjoj jednakosti tezi ka kvadratnoj varijaciji in-
tegrala Itoa [I, I]( fo G?*(u)du. Drugi sabirak po apsolutnoj vrednosti mozemo

ograniciti odozgo sa

n—1
z;[R(th) — R(t)]?| < . &?ﬁ‘_l'R(t’f“ R(ty, IZIR i+1) — R(t))|
]:
J+1
= max |R(tes1) — Rty |Z
J+1
< e Rles) — ) 5 / lda

— max |R(bes) — R(t)| / F(w)|d,

0<k<n—1

odakle, uz pretpostavku o neprekidnosti R(t), dobijamo da kada ||II|| — 0 drugi sabirak

konvergira ka 0 - fot |F(u)|du = 0. Apsolutna vrednost treceg sabirka je ogranicenina

odozgo sa
S lHt10) ~ IR 0) ~ R < s [Fxs) = 0] 2 1R(0) — RO

7=0
t

< max |I(ten) — I(t)| / F(w)|du,
0

T 0<k<n-—1

pa, uz pretpostavku o neprekidnosti I(t), kada [|TI|| — 0 poslednji sabirak tezi ka
0- [} [F(u)|du = 0. Zakljucujemo da je [X, X](t) = [I,1](t) = [, G*(u)du. O
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Rezultat teoreme 2.10 mozemo, koristeéi reprezentaciju (2.37), predstaviti u dife-

rencijalnoj formi kao
dX(t)dX (t) = (F(t)dt + G(t)dW (t))?
= F2(t)dtdt + 2F (t)G(t)dtdW (t) + G*(t)dW (t)dW (t)
= G*(t)dt.
DEFINICIJA 2.11. Neka je X (t), t > 0, proces Itoa definisan jednakoséu (2.36), i

neka je H € L?(0,T) adaptirani slucajni proces. Integral Itoa u odnosu ma proces Itoa

definisemo kao

/ H(u)dX (u / H(u)F(u)du + /0 ' H ()G () AW (u). (2.39)

TEOREMA 2.12 (Ito-Doblinova formula za proces Itoa). Neka je X(t), t > 0,
proces Itoa definisan jednakoséu (2.36), i neka je neslucajna funkcija f(x,t) dva puta
neprekidno-diferencijabilna po x 1 jednom neprekidno-diferencijabilna po t . Tada je

f(X(¢),t) takode proces Itoa i za svako T > 0 vazi sledeca formula

F(X(T),T) = £(X(0),0) + / FAX(8), £)dt + / £ (X (1), £)dX (1)

/ Fee (X (8), )X, X] (1)

+/ ft(X(t),t)dt+/fo(X(t),t)F(t)dt
+ /0 fx(X(t),t)G(t)dW(t)qL% /O foa(X (1), 0)G?(t)dt. (2.40)

Dokaz ove teoreme izvodi se analogno kao i dokaz teoreme 2.6 za Braunovo kretanje,
uz primenu definicije (2.36) procesa Itoa i rezultata teoreme 2.10 za kvadratnu varijaciju
procesa Itoa. U diferencijalnom obliku Ito-Doblinovu formulu za proces Itoa zapisujemo

kao

AFX(8),8) = R(X(8), 8)dt + (X (8), ) F(t)dt
+A(X ), DCEAV (L) + % Fu(X(0,DC2(1)dt,  t>0.
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Rezultat teoreme 2.12 mozemo generalizovati za proizvoljan broj procesa Itoa. Neka
je W(t) = (Wi(t),...,W,(t)) m-dimenzionalno Braunovo kretanje, m > 1, i neka su
Gi; €L*0,T)i F; € LY0,T),1 <4 <n, 1< j<m,adaptirani slucajni procesi. Tada
n-dimenzionalni proces Itoa (u diferencijalnoj formi) mozemo predstaviti na sledeéi
nacin

dX, = GudW, + - + GupdW, + Fdt

dX, = GudW, + -+ 4+ GupdW,, + F,dt

ili u matricnom zapisu

dX(t) = Fdt + GAW(¢), (2.41)
gde je
X1 (t) GH ce Glm F1 dW1 (t)
X(t) = : ,G = : : JF = : LAW (1) = :
Xn(t) G -+ Gaum E, AW, (1)

Slede¢a teorema nam daje Ito-Doblinovu formulu za n-dimenzionalan proces Itoa,

gde jen > 2.

TEOREMA 2.13 (n-dimenzionalna Ito-Doblinova formula). Neka je X(t) n-
dimenzionalni proces Itoa definisan sa (2.41) i neka je £(x,t) = (fi(z,t), -, fp(x,1)),
gde je fr.(x,t) dva puta neprekidno-diferencijabilna po x i jednom neprekidno-diferencija-
bilna po t za svako k = 1,...,p. Tada je £(X(t),t) proces Itoa, ¢ija je komponenta na

k-tom mestu data sa

df (X (1), ) = dt+z i 512 3o, a% — dX,dX;,

pri cemu je dW;dW; = dt, dW;dW; =0, za @ # j, dW;dt = dtdW; = 0.

Dokaz ove teoreme je slican dokazu teoreme za 1-dimenzionalnu Ito-Doblinovu for-

mulu, te ga ovde ne navodimo.
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PosLEDICA 2.14 (Pravilo proizvoda Itoa). Ako su X (t) i Y (t) procesi Itoa, onda
vazi

AX (Y () = X ()Y (t) + Y (£)dX (1) + dX ()dY (t). (2.42)

DOKAZ: Primenom 2-dimenzionalne Ito-Doblinove formule za f(x,y,t) = xy dobi-
jamo da je
1 1
df (X, Y, t) = fidt + f.dX + f,dY + §fdedX + foy, dXdY + §fydedY
1 1
:0~dt+YdX—|—XdY+§-0-dXdX—|—1-dXdY+§-0~deY

=YdX + XdY + dXdY.






GLAVA 3

Stohasticke diferencijalne jednacine

U ovoj glavi uveséemo osnove teorije stohastickih diferencijalnih jednacina i izloziti
fundamentalne rezultate, koji se odnose na njihova resenja. Glavni akcenat je na dokazu
teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja stohastickih diferencijalnih jedna¢ina. U
daljem tekstu sledi¢e prikaz metoda za resavanje linearnih stohastickih diferencijalnih
jednacina, kao i nekih klasa nelinearnih jednacina, koje se odredenim transformacijama
mogu redukovati na linearne.

Uvodenje slucajnih efekata u diferencijalne jednacine indukuje dve razlicite klase
jednacina. Prva jednostavnija klasa dobija se kada u obi¢noj diferencijalnoj jednacini
figurisu koeficijenti koji su zadati slucajnim promenljivim, ili je pocetna vrednost slucaj-
na promenljiva, ili je slu¢ajnost uslovljena regularnim® slu¢ajnim procesom, ili imamo
kombinaciju nekih od prethodno navedenih sluc¢ajnih efekata. Ove jednacine se nazivaju
slucagne diferencijalne jednacine i reSavaju se za svaku trajektoriju pojedinacno kao
obicne diferencijalne jednacine. Trajektorije resenja slucajnih diferencijalnih jednacina
su diferencijabilne funkcije po ¢.

Druga klasa jednacina, koja ¢e na dalje biti predmet interesovanja ovog rada, nastaje
kao posledica slu¢ajnosti, koja je uslovljena neregularnim? slué¢ajnim procesom, kao §to
je npr. Gausov beli Sum. Formalan nac¢in da uvedemo ovakav sluc¢ajni efekat u obi¢nu

diferencijalnu jednacinu daje nam zapis u obliku

X(t) = b(X(t),1) + B(X(1), t)(1)
X(O) = X07

(3.1)

1Regularni slucajni proces je slucajni proces €ije su trajektorije neprekidne, diferencijabilne funkcije

po t.
2Neregularni slucéajni proces je slu¢ajni proces €ije su trajektorije neprekidne, ali nisu diferencija-

bilne funkcije po t.

55
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za 0 <t < T, gde su neslucajne funkcije b : R* x [0,7] - R" i B : R" x [0, T] — R"*™
Borel-merljive na svojim domenima, £(¢) je m-dimenzionalni beli sum i X(t), t > 0, je
n-dimenzionalni slucajni proces. U slucaju da je m =n, Xg =0, b =01 B =1 resenje
jednacine (3.1) je n-dimenzionalno Braunovo kretanje, sto simboli¢no mozemo zapisati

kao

Sto nam sugeriSe na beli Sum kao “izvod po t” Braunovog kretanja. Ukoliko opsti oblik

jednacine (3.1) zapisemo kao

i pomnozimo sa dt dobijamo jednacinu
dX(t) = b(X(t), t)dt + B(X(t),t)dW(1).

Ove jednacine se nazivaju stohasticke diferencijalne jednacine i zapisuju se u formi sto-
hastickih diferencijala, ali imaju formalnu interpretaciju u integralnom obliku. Slucajne
procese, koji predstavljaju resenja stohastickih diferencijalnih jednacina, karakterise
nediferencijabilnost trajektorija, indukovana Braunovim kretanjem iz stohastickih in-

tegrala.

DEFINICIJA 3.1. Neka je T" > 0 fiksirano i W(¢) je m-dimenzionalno Braunovo
kretanje i neka je X n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva nezavisna od W (t). Tada
je

F(t)=UXy,W(s),0<s<t), t>0
o-algebra generisana sa X i istorijom Vinerovog procesa do trenutka ¢. Dalje, neka su

date (neslucajne) funkcije

b:R" x [0,7] — R",

B:R" x [0,T] — R™™,
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gde je
plt ... plm
b=('v...,0"), B=
pri ... pom
Slucajni proces X(t), sa vrednostima u R", predstavlja resenje Itove stohasticke dife-

rencijalne jednacine
dX(t) = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW (t)
X(0) = Xo,
za 0 <t < T, ukoliko su zadovoljeni sledeci uslovi
(1) X(t) je adaptiran u odnosu na F(t),
(2) b(X(t),1) € L,,(0,7),
(3) B(X(t),t) € L7, (0,T),
(4)

nxm
4) Za skoro svako w € ()
t t
X (1) = Xo + / b(X(s), s)ds + / B(X(s),s)dW(s), 7a svako 0 <t<T.
0 0
3.1. Egzistencija i jedinstvenost reSenja

U ovom poglavlju dokaza¢emo jedan od najznacajnijih rezultata iz oblasti sto-
hastickih diferencijalnih jednac¢ina, teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti resenja. Pre

dokaza ove teoreme navodimo ¢etiri leme, koje ¢emo koristiti u dokazu glavne teoreme.

LEMA 3.2 (Martingalna nejednakost). Neka je slucajni proces X(t), t > 0, sa
vrednostima u R™, koji je adaptiran u odnosu na filtraciju F(t), t > 0, martingal i neka

je E|X(t)|P < 0o za svako t € [0,00) i 1 < p < co. Tada vazi sledeéa nejednakost

(g X0O0P) < (ﬁ)pmxmw.

0<t<T

DEFINICIJA 3.3. (a) Slucajni proces G = (G};) sa vrednostima u R jeu L2, (0,T)

nxm

ako je zadovoljeno

Gy €L*(0,T) i=1,...n; j=1,...m.
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(b) Ako G € L2

nxm

(0,7) tada je

/ ' G(t)dW (t)

slucajna promenljiva sa vrednostima u R”, cija je i-ta komponenta
m.o T
Z/ Gii(O)dW,(t), i=1,...,n.
j=1"0

Druga lema koju navodimo nam daje formulu za Itovu izometriju za visedimenzionalni

slucaj:

LEMA 3.4. Ako je G € 1.2, .(0,T), tada je

nxm

E / LG AW (1) = 0

2

E /TG(t)dW(t) —E/T|G(t)\2dt,

P R

Sledece dve leme predstavljaju veoma znacajne rezultate klasicne analize.

LEMA 3.5 (Gronvalova lema). Neka su ¢ i f nenegativne, neprekidne funkcije,

definisane na intervalu [0,T], i neka je Co > 0 konstanta. Ako je

t
o(t) < Cy —l—/ f(s)p(s) ds, za svako 0 <t <T,
0
tada je
o(t) < C'Oeft;5 F&)ds 0 svako 0 < t < T.
DOKAZ: Oznacimo sa ®(t) := Cy + fot f(s)p(s) ds. Tada je &' = fo < fP, odakle
dobijamo da je
(B (1)) = —em IO F)D(1) + e BTNV (1) = (@'(2) — FB(R)e IO
< (F(OR() — f()B(1))e S /O* = .
Dakle, e~ Jo F&)ds@ (1) je opadajuca funkcija po t, pa je

e o F&dsg () < e Iy FOd(0) = Cy, zasvaki0<t <T,
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t].
t
B(t) < B(t) < Coelo /% a svaki 0 < ¢ < T.

O

LEMA 3.6 (Fatuova lema). Ako jeY,, n > 1, niz nenegationih slué¢ajnih promenljivih

onda vazi

n—oo n—o0

/limiann(w)dP < liminf/Yn(w)dP.
Q Q

TEOREMA 3.7 (Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti). Neka su b : R" x
0,7] — R™ ¢ B : R" x [0,T] — R™™ Borel-merljive funkcije, koje zadovoljavaju
sledece uslove:

(1) LipSicov uslov:

za svako 0 <t < T, z,7 € R", (3.2)
Bt~ B@EH < Llp—7
za neku konstantu L.
(2) Uslov linearnog rasta:
b(x,t)] < L1+ |z
b, ?) (1 fz) za svako 0 <t <T, z € R". (3.3)

Bz, t)] < L1+ [x])

(3) Neka je W (t) m-dimenzionalno Braunovo kretanje i neka je Xo slu¢ajna promenljiva

sa vrednostima u R™, za koju vazi

E|X,|* < o (3.4)

Xy je nezavisna od W(t) za t > 0. (3.5)

Tada postoji jedinstveno skoro sigurno neprekidno resenje X € 1L2(0,T) stohasticke

diferencijalne jednacine

dX(t) = b(X(t), t)dt + B(X(t),)ydW(t) (0<t<T)

X(0) = X,. 34)
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DOKAZ: Jedinstvenost. Neka su X,)A( € 1L.2(0,T) dva procesa, sa skoro sigurno
neprekidnim trajektorijama, koji su resenja jednacine (3.6) sa istim pocetnim uslovom.
Tada, da bismo dokazali da je resenje stohasticke diferencijalne jednacine (3.6) jedin-

stveno, treba da pokazemo da je
P (X(t) = X(t) zasvako 0 <t < T) ~ 1 (3.7)
Posto su X i X reSenja, imamo da za svako 0 <t < T vazi

X (1)~ X(t) = / B(X(s), 5) — bR (s), )|ds + / B(X(s), 5) ~ B(X(s). )|dW(s).

pa na osnovu nejednakosti
(a+b)* < 2a® + 20° (3.8)

dobijamo da je
2

E[X(t) — X(O)2 <2E /0 b(X(s),5) — b(X(s),s)]ds

2

+2F /O [B(X(s),s) — B(X(s), s)|dW(s) (3.9)

Koristeé¢i Kosi-Svarcovu nejednakost, koja implicira da za svako ¢ > 0 i funkciju

f:]0,t] = R™ vazi
/t fds
0

mozemo oceniti prvi sabirak koji figurise na desnoj strani nejednakosti (3.9), tako da je

2 t
< t/ I |2ds, (3.10)
0

E /O [b(X(s),s) — b(X(s),s)|ds| <TE /0 Ib(X(s), s) — b(X(s), s)|*ds

t
< L2T/ E|X(s) — X(s)|*ds.
0

Drugi sabirak ocenjujemo koristec¢i lemu 3.4

A~

E / B(X(s), 5) — BX(s), 5)|dW(s)

_ E/O B(X(s), s) — B(X(s), 5)[%ds

< L2/0 EX(s) — X(s)[2ds.
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Zakljucujemo da za odgovarajucu konstantu C' > 0 vazi da je
E|X(t) — )A((t)|2 < C/tE]X(s) - )A((s)|2ds, za svako 0 <t < T.
0
Ako oznacimo sa ¢(t) = E|X(t) — X(t)|2, prethodnu nejednakost mozemo zapisati kao
<C’/¢ s, zasvako 0 <t <T.

Posto je ¢ nenegativna funkcija, za Cy = 01 f = C, na osnovu Gronvalove leme
dobijamo da je ¢ = 0, tj. X(t) = }A((t) sa verovatnoc¢om 1, za svako 0 < ¢t < 7. Tim
pre je skoro sigurno X(r) = )A((r) za svako r € [0, 7] Q, te kako procesi resenja imaju

skoro sigurno neprekidne trajektorije, sledi da je
P(IX(t) — X(t)] > 0 za svako 0 < t < T) = 0,

¢ime smo dokazali jedinstvenost resenja stohasticke diferencijalne jednacine (3.6).
Egzistencija. Dokaz egzistencije je slican odgovaraju¢em dokazu egzistencije za

reSenja obi¢ne diferencijalne jednacine. Definisemo

XO(t) := X,
X (1) i= Xo + [o b(X"(s), s)ds + [, B(X"(s), s)dW(s), n>0, 0<t<T,
(3.11)

dn(t) := B|X"(t) — X" (1)

Indukcijom ¢éemo pokazati da za neku konstantu M, koja zavisi od T, L i Xy, vazi

(M)

zasvakon >0, 0 <t <T. (3.12)
Za n = 0 dobijamo da je

do(t) = EIX'(t) - X° (1)

—F /O tb(Xo,s)ds+ /0 tB(XO,s)dW(s)

2

t
<2F / L(1 + [Xo|)ds
0

t
+2E‘/ L*(1+ |Xo|?)ds
0

< tM,
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gde poslednja nejednakost sledi iz uslova (3.4), za neku dovoljno veliku konstantu M.

Pretpostavimo da (3.12) vazi za n — 1 i dokazimo da tada vazi i za n.

dy(t) = E|X"TH(t) — X"(t)[*

2
=F

/0 B(X"(s), ) — b(X"(5), 8)]ds + / B(X"(s),5) ~ B(X"(s), )W (s)

t t
< OTI2E / X7 (s) — X" (s)[2ds + 202 / X" (s) — X" (s)[2ds
0 0

t M gn
<2L*(1+T) |S ds (na osnovu indukcijske hipoteze)
o n!
) ntn+1
=2L°(1+T
1)
Mn+1tn+l
S m ZaM22L2<1+T),

¢ime je indukcijski dokaz nejednakosti (3.12) zavrsen.

Dalje, imamo da je

T
sup | X"TH(t) — X"™(t)|? < 2TL? / IX"™(s) — X" 1(s)|*ds

0<t<T 0
2

/0 B(X"(s),5) ~ BX™(s), 8)JdW(s)| .

+ 2 sup
0<t<T

odakle primenom leme 3.2 i rezultata (3.12) dobijamo da je

E ( sup | X"TH(t) — X”(t)|2) < 2TL2/ E|IX"(s) — X" !(s)|*ds

0<t<T 0

/O B(X"(s),5) ~ B(X"(s), )W (s)

0<t<T

2
+ 2F ( sup )
T
< 2TL2/ E|IX"(s) — X" !(s)|*ds
0

T
+ 8L2/ E|X"™(s) — X" !(s)|?ds
0

(MT)"

<C
- n!

, za C' = 2TL? + 8L>.
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Nejednakost Markova implicira da je

0<t<T 0<t<T

P ( sup |X"H(t) — X ()] > %) <2E ( sup |X"H(t) — X”<t>l2)

(MT)"

< oL
n!

Posto red Y oo | 27 (MT konvergira, mozemo primeniti tvrdenje (1) Borel-Kantelijeve

leme na osnovu koga je

<nU{“€Q sup [X"(t) - Xm<t>|>§n}>:

0<t<T
n=1m=n

tj. za skoro svako w € (2
n—1
X () =Xo+ > _(XI(t) - X (1))

7=0

konvergira uniformno na [0, 7] ka nekom slu¢ajnom procesu X, tj.

X(t) = lim X™(¢). (3.13)
m—r0o0
Neka je n > 1 fiksiran. Tada je
¢
/ |X(s) "(s)|?ds = | lim X™(s) — X"(s)|*ds (na osnovu (3.13))
0 m—0oQ
t
= F lim |Xm( ) — X"(s)|*ds = Eliminf/ IX™(5) — X"(s)|*ds
m— o0 m—0o0 0
>0
t
< liminf E/ IX™(5) — X"(s)|*ds (na osnovu Fatuove leme 3.6)
t
< lim supE/ 1X™(s) — X"(s)|*ds
m—o0 0
t
= lim sup/ E|X™(s) — X"(s)[*ds (na osnovu Fubinijeve teoreme)
m—o0 0

m—00
k=n

t [/m—1 2
< lim sup/ (Z(E|Xk“(s) — X’“(s)|2)5> ds (na osnovu nejednakosti Minkovskog)
0
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m—1 MS k+1 2
< lim sup / ( ) ds (na osnovu nejednakosti (3.12))
m—00 — k+1)!
2
Ms)k+t
< / (Z ((<k +)1) ) ) ds. (3.14)

(Ms)k+1 ) 2

Kada pustimo da n — oo dobijamo da izraz (3.14) tezi 0, zato §to red Y, (W

konvergira.

Dalje imamo da je

E (B(X(S) s) = B(X"(s),5))dW (s)
= E/ IB(X B(X"(s), s)|*ds (na osnovu leme 3.4)
< L’E / IX(s) "(s)|*ds, (na osnovu Lipsicovog uslova (3.2))
(3.15)

pa kada n — oo, na osnovu rezultata o konvergenciji izraza (3.14), zaklju¢ujemo da
izraz (3.15) tezi ka 0, tj. fo s)dW (s) konvergira u srednje kvadratnom ka
fg B(X(s),s)dW(s), kadan — oco. Iz srednje kvadratne konvergencije sledi konvergen-
cija u verovatnoci, koja povla¢i postojanje podniza f(f B(X"™(s), s)dW (s), koji konver-
gira skoro sigurno ka fot B(X(s),s)dW (s), kada k — oo.

Na isti nac¢in (uz jo$ jednostavnije razmatranje) izvodimo analogan rezultat za
funkciju b(X(%), ).

Na osnovu prethodnog razmatranja zakljuéujemo da X"™'(¢) iz (3.11) konvergira

ka

t t
X(t) = X0+/ b(X(s),s)ds+/ B(X(s), s)dW(s), 7a0<t<T
0 0
kada n — oo, tj. X zadovoljava jednacinu (3.6)

dX(t) = b(X(t), t)dt + B(X(t),)dW(t) (0<t<T)
X(0) = Xo.



3.1. EGZISTENCIJA I JEDINSTVENOST RESENJA 65

Ostalo je jos da pokazemo da je X € L2(0,7). Na osnovu nejednakosti (3.8), Kosi-

Svarc-ove nejednakosti (3.10), leme 3.4 i uslova linearnog rasta (3.3) dobijamo da je

2 2

t
EIX"(t)]> < CE|Xo]> + CE +CE / B(X"(s),s)dW (s)
0

[ bixr(s). s

t t
< CE|XO|2+CE/ IL(1 + |X"(s)\)|2ds+CE/ L1+ [X"(s)])[2ds
0 0
t
< C(1+E|X0\2)+C/ BIX"(s)[2ds, (3.16)
0

gde je, zbog jednostavnosti zapisa, C' univerzalna oznaka za razli¢ite konstante. Iz

dobijene nejednakosti (3.16), indukcijom izvodimo sledeéi niz nejednakosti

t
EIX'(1))? < C(1+ E|Xo]?) + C/ E|Xo|*ds
U

tE| X2

< O+ (1 + E[XoP)

t
E|X%(1))* < O(1+ E|Xo|?) + C/ E|X'(s)|*ds

0

t
§0(1+E|X0|2>+02/ (14 Ct)(1 + E|Xo)ds
0

—C <1 +Ct + @) (1+ E|Xof?)
EX" ()2 <C (1 +Ct4 -+ EST;) (1+ E[Xo[).

na osnovu cega je

E|X" T (1)|? < Ce“ (1 4 E|X)?).
Kada u poslednjoj jednakosti pustimo da n — oo zaklju¢ujemo da je
E|X(t)]* < Ce® (1 + E|Xq|*) < 00, zasvako 0<t<T,

tj. X € L2(0,7). 0
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3.2. Linearne stohasticke diferencijalne jednacine
DEFINICIJA 3.8. Stohasticka diferencijalna jednacina
dX(t) = b(X(t),t)dt + B(X(t), t)dW (t),
¢iji su koeficijenti b i B oblika
b(x,t) :=c(t) + D(t)x
B(z,t) == E(t) + F(t)z

za funkcije ¢ : [0,7] — R*, D : [0,7] - R, E : [0,7] - R iF : [0,7] —

L(R"™, R™™)3 nagziva se linearna stohasticka diferencijalna jednacina.

Dakle, linearna stohasticka diferencijalna jednacina je stohasticka diferencijalna

jednacina oblika
dX(t) = (c(t) + D()X(t))dt + (E(t) + F(t)X(¢)dW(t) (0<t<T) (3.17)
X(0) = X, '
¢iji su koeficijenti linearne funkcije po promenljivoj x.

Ukoliko stavimo da je u (3.17) funkcija F = 0, jednacina poprima oblik
dX(t) = (c(t) + D(t)X(t))dt + E(t)dW (1)

i za nju kazemo da je linearna u uZem smislu. Primetimo da se slucajni deo, tj. beli
sum, pojavljuje u aditivnom obliku.

Ukoliko su svi koeficijenti u (3.17) konstante linearna stohasticka diferencijalna
jednacina

dX(t) = (c + DX(t))dt + (E + FX(t))dW(t)

se naziva autonomna.

Ako su funkcije ¢, D, E i F merljive u Lebegovom smislu i ograni¢ene na inter-
valu [0, 7], onda funkcije b i B zadovoljavaju pretpostavke teoreme 3.7 o egzistenciji i
jedinstvenosti, pa linearna stohasticka diferencijalna jednacina (3.17) ima jedinstveno

reSenje, uz pretpostavku da je E|Xg|? < oo i Xy je nezavisna od W(t) za t > 0.

3£(R”, R™*™) je prostor ogranic¢enih linearnih preslikavanja iz R™ u R™*™.
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Napomenimo da autonomna linearna stohasticka diferencijalna jednacina uvek ima
reSenja i ta reSenja predstavljaju homogene procese Markova.

Kao i u slucaju linearnih obi¢nih diferencijalnih jednacina, opste resenje linearne
stohasticke diferencijalne jednacine se moze eksplicitno odrediti. Metod resavanja i u
ovom slucaju podrazumeva odredivanje fundamentalnog resenja pridruzene homogene

diferencijalne jednacine.

DEFINICUIA 3.9. Homogena linearna stohasticka diferencijalna jednacina je linearna
stohasticka diferencijalna jednacina oblika (3.17) u kojojvazic=E=0,2za 0 <t < T,

tj. jednacina oblika
dX(t) = D(t)X(t)dt + F(t)X(t)dW(t). (3.18)

Ocigledno je da je X = 0 jedno resenje jednacine (3.18). Glavni zadatak pred-

stavljace odredivanje fundamentalnog resenja navedene jednacine.

3.2.1. Linearne stohasticke diferencijalne jednacine u uzem smislu. Prvi
slucaj koji razmatramo bice linearne stohasticke diferencijalne jednacine u uzem smislu.
Kao sto smo ve¢ napomenuli, u jednac¢inama ovog oblika slucajni deo figurise kao adi-
tivni, tj. nehomogeni ¢lan, pa pridruzena homogena jednacina
%) = X~ px)
predstavlja sistem od n obié¢nih homogenih linearnih difrencijalnih jednacina. To u
mnogome pojednostavljuje problem odredivanja fundamentalnog resenja, koji se svodi
na odredivanje fundamentalne matrice neautonomnog sistema obi¢nih diferencijalnih

jednacina.

TEOREMA 3.10. Ukoliko su funkcije ¢, D i E iz definicije 3.8 merljive u Lebegovom

smislu i ogranicene na intervalu [0,T] i vaZi da je E|Xo|* < 0o i Xg je nezavisna od

W(t) zat >0, linearna stohasticka diferencijalna jednacina u uZem smislu

dX(t) = (c(t) + DOX(t))dt + E()dW(t) (0 <t <T)

X(0) = Xo. (3.19)
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ima resenje
t t
X(t) = ®(t) (Xo +/ (Ifl(s)c(s)ds +/ Ql(s)E(s)dW(s)) , (3.20)
0 0

gde je ® fundamentalna matrica neautonomnog homogenog sistema linearnih obicnih

diferencijalnih jednacina

®(t) = D(t)®(t)

B(0) 1 (3.21)

gde je I jedinicna matrica dimenzije n X n.

DOKAZ: Kada u formuli za resenje zamenimo ¢ = 0 dobijamo da je
X(0) = ®(0)X, = IXy = X,

¢ime smo pokazali da X, definisan jednakoscu (3.20), zadovoljava pocetni uslov.

Dalje, oznac¢imo sa
t t
Y (t) = X, +/ & (s)c(s)ds —l—/ & (s)E(s)dW(s), 0<t<T
0 0

proces Itoa, koji figurise u formuli za resenje (3.20). Proces Y mozemo predstaviti u

diferencijalnoj formi kao
dY (t) = 7' (t)c(t)dt + @ (t)E(t)dW (t),

pa primenom Ito-Doblinove formule (2.40) za X(t) = ®(¢)Y (t) = f(Y(t),t) dobijamo

da je
dX(t) = @)Y (t)dt + ®(t)@ " (t)c(t)dt + ®(t)®(H)E(t)dW (t)
— D(t)®(1)Y (t)dt + c(t)dt + E(t)dW (t)
= (D)X (t) + c(t))dt + E(t)dW (1),
tj. proces X definisan jednakoséu (3.20) zadovoljava jednacinu (3.19). O

PosLeEDpicA 3.11. Ukoliko je n = 1, tj. ako posmatramo skalarnu linearnu sto-

hasticku diferencijalnu jednacinu v uZem smislu, fundamentalna matrica ima oblik

D(t) = P& << T,
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odakle sledi da resenje (3.20) ima sledeéi oblik
t t
X (t) = elo P()ds (XO + / e Jo Pduc () s + / e o D(“)d“E(s)dW(s)> .
0 0

PosLEDICA 3.12. Ako je funkcija D(t) = D konstantna na [0,T], ® ‘e biti fun-
damentalna matrica autonomnog homogenog sistema linearnih obicnih diferencijalnih

jednacina, tj.

pa redenge (3.20) ima oblik
t ¢
X(t) = "X, + / eP=e(s)ds + / ePUEE(s)dW ().
0 0

TEOREMA 3.13. Neka su zadovoljeni svi uslovi teoreme 3.10. Tada reSenje (3.20)

jednacine (3.19) ima matematicko ocekivanje

t
m(t) = EX(t) = ®(t) (EXO +/ <I>_1(s)c(s)d3> : (3.22)
0
koje predstavlja resenje obicne linearne diferencijalne jednacine

m(t) = D(t)m(t) + c(t)

(3.23)

DOKAZ: Primenom prve jednakosti iz tvrdenja leme 3.4 prilikom racunanja ocekivane

vrednosti desne strane jednakosti (3.20) dobijamo (3.22). Za t = 0 dobijamo da je
m(0) = ®(0)EXy = IEX, = EX,.
Dalje, diferenciranjem izraza za o¢ekivanu vrednost (3.22) dobijamo da je
m(t) = ®(t)EXy + ®(1) /t @ !(s)c(s)ds + ®(t)@ ' (t)c(t)
0
=D()®(t)EXo + D(t)®(t) /t & '(s)c(s)ds + c(t)
0
=D(t)m(t) + c(t),

tj. m(t) zadovoljava jedna¢inu (3.23) i zadati pocetni uslov. O
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Ukoliko je pocetni uslov Xy u jednacini (3.19) normalno raspodeljena slucajna
promenljiva ili konstanta iz formule (3.20) zakljucujemo da je reenje linearne sto-
hasticke diferencijalne jednacine u uzem smislu Gausov proces.

Za razliku od prethodno razmatrane linearne stohasticke diferencijalne jednacine u
uzem smislu, resavanje opste linearne stohasticke diferencijalne jednacine predstavlja
znatno slozeniji problem, jer je njoj pridruzena homogena jednacina prava stohasticka

diferencijalna jednacina.

3.2.2. Skalarne linearne stohasticke diferencijalne jednacine. Neka je X

jednodimenzionalni sluc¢ajni proces sa vrednostima u R i neka su zadovoljene pret-

postavke da su funkcije ¢, D, F; i F;, + = 1,...,m, za n = 1 i proizvoljno m > 1,
merljive u Lebegovom smislu i ograni¢ene na intervalu [0, 7] i vazi da je F|Xy|? < oo i
Xo je nezavisna od W (t) za t > 0.
TEOREMA 3.14. Skalarna linearna stohasticka diferencijalna jednacina
dX(t) = (c(t) + D&)X (8)dt + 3 7, (Ei(t) + Fi(£) X (£))dWi(t) (3.24)
X(0) = X, '
ma resenje
t m t m
X() =) [ Xo+ / 7'(s) | c(s) = Y Ei(s)Fi(s) | ds + / 7'(s) Y Ei(s)dWi(s) | |
0 i=1 0 i=1
(3.25)

O (t) = exp (/0 (D(s) - Z E2(3)> ds +/0 ZE(s)dWZ(s))

1=
resenje pridruZene homogene stohasticke diferencijalne jednacine sa pocetnim uslovom

o(0) = 1.

DOKAZ: Za t = 0 iz (3.25) dobijamo da je X (0) = ®(0) - Xo = 1- Xy = Xo, tj. X,

definisan formulom (3.25), zadovoljava pocetni uslov za jednacinu (3.24).
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Neka su procesi Y i Z definisani na slede¢i nacin

Y (t) ;:/Ot (D(s) i >d +/ ZF )AW;(s

=1

m

Z(t) = Xo + /0 dY(s) (c(s)—ZEi(s)Fi(s)) ds + /0 7' (s) Y Ei(s)dWi(s),

=1

tako da formulu (3.25) za resenje X mozemo zapisati kao
X(t) = exp(Y (1) Z(2).

Procese Y i Z mozemo predstaviti u diferencijalnoj formi kao

dY () = <D(t) - zm: @) dt + i Fy(t)dWi(t)

= =1

dZ(t) = ( zmj E(t ) dt + o~ zmj Ey(H)dWi(t)
— exp(—Y (1)) ((a(t) - Z Ei(t)Fi(t)) at+y Emdw))

pa primenom dvodimenzionalne Ito-Doblinove formule iz teoreme 2.13 za
X(t) = exp(Y(1)2(t) = f(Y(2), Z(1),1)
dobijamo da je

dX(t) = fidt + f,dY (t) + f.dZ(t) + L fyde(t)dY (t) + fu.dY (t)dZ(t) + % f--dZ(t)dZ(t)
=0- dt+eXp( (1) Z(t)dY (t) + exp(Y(t))dZ(t)

4= exp( Z(4)dY (t)d ()+exp(Y(t))dY(t)dZ(t)+%~0-dZ(t)dZ(t)

(( i 12 )dt+ZF dW())
( i )dt+iE )dW;(t)

w0 ({50~ 550+ o)
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+ <<D(t) . i @) dt + i Fi(t)dWi(t)>

« ((c(t) - ij El(t)FZ-(t)> dt + Zm: El(t)dwl(t)>
_ (x@s) (D(t) - f: Fl‘?”) et~ 3 BWE®D
x> o+ i EAt)Fi(t)) it + f;mtm(t) + B0
= (c(t) + D(t)X(t))dt + i(Ez(t) + Fi(8) X () dW;(1),
éime je dokaz teoreme zavrien. 0

TEOREMA 3.15. Neka su zadovoljeni svi uslovi teoreme 3.14. Tada resenje (3.25)

jednacine (3.24) ima matematicko ocekivange

m(t) = EX(1) = exp ( /0 tD(s)ds) (EX0+ /0 exp <— /0 sD(u)du) C(s)d8>, (3.26)

tj. m(t) je resenje obicne linearne diferencijalne jednacine

m(t) = D(t)m(t) + c(t)

(3.27)

DOKAZ: Ako jednac¢inu (3.24) napiSemo u integralnom obliku i odredimo matematicko

ocekivanje leve i desne strane dobijamo da vazi

EX(t) = EXo+ E [{(c(s) + D(s)X(s))ds + Y7, E [{(Ei(s) + Fi(s) X (s))dWi(s)
EX(0) = EX,,

pa koristeci svojstvo da je matematicko ocekivanje integrala Itoa 0 zakljucujemo da je

m(t) = m(0) + [y (c(s) + D(s)m(s))ds
m(0) = EX,,
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Diferenciranjem jednacine za m(t) dobijamo da matematicko ocekivanje od X (t) zado-

voljava slede¢u obi¢nu diferencijalnu jednacinu

m(t) = D(t)m(t) + c(t)
m(0) = EX,,

sto je i trebalo pokazati. Opste resenje dobijene linearne diferencijalne jednacine je

oblika
m(t) = exp ( /0 tD(s)ds) (EX0+ /O exp (— /0 sD(u)du) c(s)ds>.

O

3.2.3. Vektorske linearne stohasticke diferencijalne jednacine. U prethodna
dva poglavlja razmatrali smo specijalne oblike jednacine (3.17) i pokazali koji oblik
imaju resenja pod uslovom da vaze dodatne pretpostavke. U ovom delu naveséemo
bez dokaza teoremu koja daje formulu za resenje opste vektorske linearne stohasticke
difrencijalne jednacine. Dokaz se zasniva na primeni Ito-Doblinove formule kao i u
dokazima analognih teorema za prethodna dva specijalna slucaja.

Neka je X n-dimenzionalni slu¢ajni proces sa vrednostima u R™, n > 1. Razma-
tramo stohasticku diferencijalnu jednacinu opisanu definicijom 3.8, pod uslovom da su
funkcije ¢, D, E i F, merljive u Lebegovom smislu i ograni¢ene na intervalu [0, 7] i vazi

da je F|Xy|? < oo i Xp je nezavisna od W(t) za t > 0.

TEOREMA 3.16. Vektorska linearna stohasticka diferencijalna jednacina (3.17) ima

resenje

X(t) = ®(t) (Xo +/0 & '(s) (c(s) — E(s)F(s)) ds +/0 @_l(s)E(s)dW(s)) (3.28)

gde je ® fundamentalna matrica homogenog sistema linearnih stohastickih diferencijal-
nih jednacina

d®(t) = D(t)®(t)dt + F(t)P(t)dW (t)

®(0)=1.
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TEOREMA 3.17. Matematicko ocekivanje resenja (3.28) vektorske linearne stohasticke

diferencijalne jednacine predstavilja resenje obicne linearne diferencijalne jednacine

m(t) = D(t)m(t) + c(t)
m(0) = EX,.
3.3. Reducibilne stohasticke diferencijalne jednacine
Reducibilne stohasticke diferencijalne jednacine predstavljaju klasu nelinearnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina, koje se odredenim transformacijama mogu svesti na

linearne. U cilju pojednostavljenja zapisa svojstvo reducibilnosti analizira¢emo na klasi

skalarnih stohastickih diferencijalnih jednacina, pri ¢emu uvodimo sledec¢e oznake

BE(t) := ZEi(t), F(t) := Z Ei(t), b(y,t) = Z bi(y,t).

Neka je

dY (1) = a(Y (£), )dt + b(Y (£), t)dW ()

YOy -y, (3.29)

nelinearna stohasticka diferencijalna jednacina, tj. deterministicke funkcije a(y,t) i
b(y,t) na Rx [0, T] su nelinearne funkcije po y i pri tom zadovoljavaju sve uslove teoreme
o egzistenciji i jedinstvenosti. Kazemo da je jednacina (3.29) reducibilna ukoliko postoji
smena X = U(Y, ), pomocu koje se razmatrana nelinearna jednacina po Y transformise,

tj. redukuje, u linearnu jedna¢inu po X oblika

dX(t) = (c(t) + D)X (£))dt + (E(t) + F(£) X (£))dW (¢) 3.30)
X(0) = Xo. '

Neka je %(y,t) # 0. Tada nam teorema o inverznoj funkciji garantuje da postoji
lokalni inverz y = ¥(z,t) funkcije z = W(y,t), tj. reSenje Y jednacine (3.29) ima oblik
Y = ¢(X,t), gde je X zadat jednacinom (3.30). Primenom Ito-Doblinove formule na

U(Y,t) dobijamo da je
dX(t) =d¥(Y(t),t) = W (Y(t), t)dt + V(Y (t),t)a(Y (t),t)dt

+ %\I’yy(Y(t), OOA(Y (1), £)dt + U, (Y (£), )b(Y (1), )dW (t) (3.31)
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pa izjednacavanjem odgovaraju¢ih koeficijenata u jednac¢inama (3.31) i (3.30) uz dt i

dW zakljucujemo da vazi

(Y (1), 1) + U, (Y (1), Da(Y (t), 1) + %\yyy(yu), DAY (1), 1) = e(t) + DO)T(Y (t), 1)
(3.32)
U, (Y (1), )b(Y (£),t) = B(t) + F()U(Y (¢), 1). (3.33)

Na ovom nivou opstosti ne mozemo izvesti eksplicitnu formulu za resenje, pa u cilju
nastavka razmatranja uvodimo dodatna ogranicenja D(t) = 01 F(t) = 0. Dakle,

razmatra¢emo reducibilnost za specijalan slucaj linearne jednacine (3.30)
dX(t) = c(t)dt + E(t)dW(t). (3.34)

U tom slucaju (3.32) i (3.33) se pojednostavljuju:

U (Y (1), 8) + U, (Y (1), )a(Y (£), 1) + %\pyy(m), DAY (1), 1) = c(t) (3.35)
U, (Y (), )b(Y (£), 1) = E(t). (3.36)

Diferenciranjem jednakosti (3.35) po y dobijamo

Wi (Y (0).8) = 5 (B(Y (0. 0a(Y (0).0) + UV O.0PY (O.0). (337

Diferenciranjem jednakosti (3.36) po y i t dobijamo

0

a—y(‘Py(Y(t)v DO(Y (1),1)) = Wy (Y (1), Ob(Y (1), 1) + Wy (Y(2), )by (Y (2),8) = 0 (3.38)

0

57 (T (Y (1), )b(Y (1), 1)) = Wy (Y (1), )b(Y (1), 8) + 0, (Y (1), )b (Y (1), £) = E'(2).

(3.39)
Ukoliko pretpostavimo da je b(y,t) # 0, koriséenjem jednakosti (3.37), (3.38) i (3.39),

dobijamo novu jednakost u kojoj ne figurise ni funkcija ¥, ni njeni parcijalni izvodi, na
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sledeéi nacin:

E(t) = U, (Y (1), )b (Y (1), 1) + Uy (Y (), (Y (), £) (jednakost (3.39))

—b(Y(t),t)a% \Ify(Y(t),t)a(Y(t),t)+%\Ifyy(Y(t),t)b2(Y(t),t)) (jednakost (3.37))
=, (Y (1), Db(Y (1), 1) — (Y (1) t>(%[wy<y<t> Ha(Y (), 1)
L Ly v, 0n, (Y (), R (1), )] (jednakost (3.38))

v .05 | (a (0.0 = G0, 00, (0.0 B (0.0)
1
v 05 | (G~ S 0.0 ) w000 0,0
1
— b(Y(t),t)E(t)bt(Y(t) t)
_ b(Y(t),t)a% Kzgég 2 _ %by(Y(t), t)) E(t)] (jednakost (3.36))
t

= BONY 0.0 | 00 - 5 (S - s e0) |

Uvodimo sledec¢u notaciju

WY (0).) = BV (1), 1) [mwam -5 (m - 1by<Y<t>,t>)} |

pa poslednju jednakost mozemo zapisati u obliku

Posto leva strana ove jednakosti ne zavisi od y-koordinate zakljucujemo da je

)
5y (10,0 =0. (3.41)

Dakle, ukoliko je zadovoljen uslov (3.41), polazna nelinearna stohasticka diferencijalna

jednacina (3.29) se, primenom transformacije X = W(Y,t¢), moze svesti na linearnu
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stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika (3.34), tj. (3.41) predstavlja dovoljan uslov
za reducibilnost. Transformaciju X = W(Y,t) odredujemo iz jednakosti (3.35) i (3.36):

U(y,t) = E(t) /Oy b(z—lt)dz (jednakost (3.36))
= Cexp (/0 h(y, s)ds) /Oy b(zl 2f)dz (jednakost (3.40))

(3.42)

gde je C' proizvoljna konstanta.

NAPOMENA 3.18. Prethodno izloZzeni metod za redukciju moze se iskoristiti za
svodenje odredenih linearnih stohastickih diferencijalnih jednacina na jednostavnije

linearne jednacine, koje imaju oblik stohastickog diferencijala (3.34).

Modifikacija prikazanog postupka redukcije moze se iskoristiti za reSavanje autonom-

nih nelinearnih stohastickih diferencijalnih jednacina oblika
dY (t) = a(Y(t))dt + b(Y (t))dW (t) (3.43)
svodenjem na autonomnu linearnu stohasticku diferencijalnu jednacinu
dX(t) = (c+ DX(t))dt + (F + FX(t))dW (t) (3.44)

primenom transformacije X = U(Y), koja ne zavisi od t-koordinate. U ovom slucaju

jednakosti (3.32) i (3.33) imaju sledeéi oblik

U, (Y(t)a(Y(t)) + %‘Ifyy(Y(t))b2(Y(t)) =c+ DU(Y (1)) (3.45)
T, (Y ()Y (1) = E+ FU(Y (). (3.46)

Iz jednakosti (3.46), uz pretpostavke da je b(y) # 01 F' # 0, dobijamo da je

U(y) = Cexp (F /Oy ﬁdz) - % (3.47)

gde je C proizvoljna konstanta. Smena (3.47) u (3.45) nam daje da vazi jednakost

con(e ) (-0 o] 0%
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¢ijim diferenciranjem dobijamo

L)t

F(%%—%ww)+%ﬁ—lﬂ+mw%(ﬁ@—%ww):0

Diferenciranje poslednjeg izraza rezultuje jednakoscéu

o (0= v0) + 4 (g (59 - pw)) =0 eas

koja je zadovoljena ukoliko je ili

da (M _ %b/(y)> 0 (3.49)

tj.

pri cemu je

(3.50)

Y1
Y(y) = F —d 51
(y) C’exp( /0 78] z) (3.51)
Ako je F' =0 iz (3.46) sledi da je transformacija ¥(y) oblika

W@:EA%%W+G (3.52)

PRIMER 3.19. Razmatramo autonomnu nelinearnu stohasticku diferencijalnu jednacinu

dY (t) = —5 exp(—2Y (t))dt + exp(=Y (t))dW (t)

(3.53)
Y (0) = Yp.
sa koeficijentima a(y) = —1e % i b(y) = e Y. Odatle izra¢unavamo da je
2
a(y) 1 1

1
V() = ——e YL eV —
) 2 (y) 5¢ + 5¢ 0
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pa je zadovoljeno (3.49) za uslov (3.48), tj. F moze biti proizvoljno. Ukoliko pret-
postavimo da je FF = 0, E = 1i C = 1 na osnovu (3.52) sledi da je transformacija

oblika
Yy
U(y) = / edz+1=¢",
0

tj. X = exp(Y). Koeficijente ¢ i D izra¢unavamo kada u jednakost (3.45) uvrstimo

dobijenu formu za ¥(y) odakle je

1 1
ey(—§e_2y) + éeye_Zy =c+ DeéY,

tj. ¢+ De¥ = 0, sto je zadovoljeno za ¢ = D = 0. Zakljucujemo da se polazna jednacina

(3.53) moze redukovati na autonomnu linearnu jednacinu

dX (t) = dW (t)

X(0) = Xo. (3.54)

gde je X = exp(Yp). ReSenje jednacine (3.54) dato je sa X (t) = W (t)+exp(Yy), odakle

je resenje polazne jednacine (3.53)
Y(t) = In(W(t) + exp(Yp))
pri ¢emu ¢e svaka trajektorija procesa resenja biti definisana na intervalu [0, 7'(Yy(w))),
gde je
T(Yo(w)) = min{t > 0: W(t,w) + exp(Yp(w)) = 0}

tzv. trenutak eksplozije.

PRIMER 3.20. Resavamo autonomnu nelinearnu stohasticku diferencijalnu jedna¢inu

dY (t) = 39(Y (t))g' (Y (t))dt + g(Y (¢))dW (t)

YOy v (3.55)

gde je g data diferencijabilna funkcija, sa koeficijentima a(y) = %g(y)g’(y) 10(y) = g(y).

Analognim postupkom kao u prethodnom primeru zakljucujemo da je

% - %b’(y) = %9’(?;) - %g’(y) =0
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te je zadovoljeno (3.49) za ispunjenje uslova (3.48). Dakle F' moze biti proizvoljno, pa
ako pretpostavimo da je FF =0, £ =11 C = 0 iz (3.52) dobijamo da transformacija

ima oblik

U(y) = /Oy ﬁdz.

Koeficijente ¢ i D izra¢unavamo kada u jednakost (3.45) uvrstimo dobijenu formulu za

U(y) odakle je

3008 0) 5 W) = e+ D [

S9\WY)9\Y) — 5 g\y)g\y)==¢ 2

9(y) 2 29%(y) o 9(2)

tj. ¢+ Dfoy g(lz) dz = 0, sto je zadovoljeno za ¢ = D = 0, pa se jednacina (3.55) moze

redukovati na autonomnu linearnu jednacinu

dX (t) = dW (t)

(3.56)
X (0) = Xo,
za Xo = ¥(Yp), cije je resenje X (t) = W (t) + U(Ys). Resenje polazne jednacine (3.55)

ima oblik

Y(t) = U (W () + ()
PRIMER 3.21. Neka je data autonomna nelinearna stohasticka diferencijalna jednac¢ina

dY (t) = (ag(Y(t)) + 39(Y (£))g' (Y (£))dt + g(Y'(£))dW (t)

YO o (3.57)

gde je g data diferencijabilna funkcija, sa koeficijentima a(y) = ag(y) + 59(y)g'(v) i
b(y) = g(y). Dalje je

aly) 1,
W) _ Zy(y) = a,
o) 2"
t]. d% <% — %b’(y)) = 0, pa je funkcija transformacije data sa
w=[ -
U(y) = / —dz.
o 9(2)

Kada u jednakost (3.45) uvrstimo formulu za ¥(y) dobijamo da je ¢+ D [/ g(lz) dz = a,

Sto je zadovoljeno za ¢ = awi D = 0. Linearna jednacina, koju dobijamo redukcijom
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polazne jednacine pomocu transformacije W(y), ima oblik

dX(t) = adt + dW (t
(t) Q (3.58)
X (0) = X,
za Xo = U(Y)), ¢ije je resenje X (t) = at+W (t)+V(Yy), odakle sledi da je opste resenje
jednacine (3.57)

Y(t) =0 (at + W(t) + ¥(Yp)).






Zakljucak

U ovom radu prikazana je postavka osnova teorije stohastickih diferencijalnih jednaci-
na. Uveli smo i detaljno obrazlozili objekte kao Sto su Braunovo kretanje i integral
Itoa, koji predstavljaju osnovni stohasticko-analiticki aparat za zasnivanje stohastickih
jednacina.

Braunovo kretanje je, kao $sto smo ranije napomenuli, jedan od fundamentalnih
primera slucajnih procesa, koji se cesto koristi u teorijskoj i primenjenoj matematici,
fizici i ekonomiji. U izlozenom radu svojstva Braunovog kretanja da ima nediferencija-
bilne trajektorije i nenula kvadratnu varijaciju apostrofirana su kao glavna motivacija za
razvoj teorije stohastickih integrala. U daljem tekstu opisana je konstrukcija integrala
Itoa i dokazana je Ito-Doblinova formula, na kojoj se bazira najvec¢i deo stohastickih
izracunavanja.

Kao glavni cilj rada predstavljeni su neki od osnovnih rezultata koji se odnose na
teoriju stohastickih diferencijalnih jednacina. Iako se ovaj rad ne bavi primenama, veé
samo teorijskim aspektom izlozenih koncepata, vazno je da na kraju ukazemo na Siroku
primenu, koju su stohasticke jednacine nasle u fizici, biologiji, finansijskoj matematici i
raznim drugim granama primenjene nauke. Jedan od najsire koris¢enih primera primene
stohastickih jednacina jeste geometrijsko Braunovo kretanje, koje u finansijskoj mate-

matici modelira fluktuaciju cena akcija u Blek-Sols-Mertonovom modelu cena opcija.
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