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'PREDéOVOR”

U XX vcku opste Je prlznat ogroman znaéaj tehméke
kulture. -On je naro&ito porastao u vezir sa borbama; koje
narodi vode za svoj: opstanak i bolju buduénost. :

Tehméka kultura se manifestuje u raznim stepenima: od

‘one primitivne, tek pronadenih afri¢kih plemena, do kulture

najv1§eg postlgnutog stepena dana¥njice, sa sloZénim -organiza-.

cijama ‘za ‘njeno stalno unapredenje Ali-ne samo za unapre-

denje visokog stepena,'.veé i-za oeravan_]e :srednjeg  stepena,
sopstvenim sredstvima, potrebna su znanja iz svih nauka, na

- kojima ta kultura poliva. MoZe -se. tvrditi, i bez navodenja
- dobro poznatih argumenata, da je matematlka jo¥ od preis-
‘toriskog vremena pa do danas, vazda bila najbhzl pratllac

razvitka tehnike. Napredak matematitkog znanja pratio je re- |

-dovno porast tehnike. Veliki pokretaél tehnike bili su gotovo

uvek i dobri matemati&ari.

: Matematika je, kao samostalna nau¢na disciplina, u toku
svog razvitka, unosila ponekad u svoj sadrZaj i takve mnove
metode, koji nemaju neposredne veze sa tehnikom. VaZni sami
po sebi, oni su, &esto odvodili matematiku u apstraktne ob-
lasti Coveljeg saznanja; katkad i u obliku strahovitog for-
malizma. Kao posledica takvog razvitka matematike pojavila
se odavno kod matematiCara teZnja da se iz matematike u ce-
lini izdvoji, prema potrebi, samo ond ¥to je stvarno potrebno
radniku u odredenoj oblasti tehnike. Pri tome treba strogo
loglékl deduktivni metod izlaganja matematitkih istina, metod
koji ni sam jo§ nije dobio definitivhu formu u svima granama
matematike, da bude  zamenjen drugim formama izlaganja,
delimi¢no induktivnim metodom, narodito kad se' zna da psi-
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holoki element, prema novim teoruama 1zlaganja ‘igra ne
manje vaZnu ulogu od logitkog. Izlaganje i tzv. ViSe mate-
matike treba da bude toliko olakfano, da se i na nju ne
prosiri poznati ,,mit* o Elementarnoj matematidi kao ,,bauku
$kolske nastave.

Pri pisanju ove knjige rukovodili smo se ovim gledanjem
na matematiku kao na glavni oslonac tehnitke kulture, a te-

-Zili smo da samo izlaganje bude §to pristupadnije. Knjiga je

namenjena i poletniku, a j &itaocu koji bi Zeleo bilo da
osveZi svoje ranije znanje, bilo da se upozna sa ovim nalinom
izlaganja elemenata- Infinitezimalnog raduna, tog moénog ma-
tematiSkog aparata savremene naudne mlsh Da bismo olak-
§ali &itanje knjige, uneli smo u nju i ono iz Elementarne ma-
tematike 3to je neophodno potrebno u vezi sa pojmom funk-

. cije, i tako smo oslobodili &itaoca truda da tra¥i, §to’ mu je

potrebno, po drugim Kknjigama.
Glavni materijal za ovu knjigu uzet je iz tri prve glave

mog udZbenika ,,ViS§a matematika za fiziare, hemidare, bio- -

loge i statlstléare“, Stampana u izdanju ,,Nauéne kmge“ 1948
godine| i rasprodata u ‘toku godme Ah je ta_] materljal pre-

: faden i dopunjen. : ¥

‘Pri izradi rukopisa ove knj1ge vehku pomoé mi Je uka—

zao prof. V. V. Miskovié, kome ovim putem 1zrazavam
'srdaénu zahvalnost :

' erNoRMA OPFAHNSALNJIA !APMEHUT Plﬂl
34 NATEMATHIY, MEXAHISKY H ACTPOHOMHIY
: EPMMBJH OTE KA

Bpol:
Aaryu:

Glava prva
BROJ 1 OBLIK
1.1. Uvod -

Veé na pronademm vav1lon°k1m ploéama i egxpatsklm

 papirusima ispoljava se sposobnost ljudskog uma da razhku_]e
i _predmete po. velidini, obliku, polozaju i druglm primetnim

osobinama; stvara u svom saznanju, pri ocenjivanju tih osobina,

‘izvestan red i izra¥ava ga na razne nadine. Grci su nazvali taj
. red matema (v6 padnpa), &ije je polazno znadenje bilo ,,znanje,
- uopite. Pa je tek docnije ta re& dobila znalenje ,,teorije,

ssnaukec. Danas re¢ ,,matematika* ima potpuno odredeno
znadenje: ona oznaSava nauku posebne vrste. Savremena
matematika, uzeta u celini, obuhvata &itav niz nauénih d1sc1-
plina specijalnog sadrZaja.

Pregled svih grana matematike ne ulan u zadatak ove
knjige. Ali ipak treba naglasm da se matematika moZe po-
deliti na tzv. Elementarnu i Vifu matematiku. Ta podela je

- potekla iz istoriskog razvitka matematike i dugo se zadrzala

u $kolskim programima. Stalnost 1 nepromenljivost velidina,
brojeva, slika i drugih objekata, to je glavna osobina Ele-
mentarne matematike u klasiénom smislu. Metodi proudavanja
promenljivih veli&ina i veza izmedu pjih, narodito elementi tzv.
»Infinitezimalnog rafuna‘, spadali su u -ViSu matematiku i
bili su pristupa&ni jedino izabranim stru¥njacima. Cak i u
strudnoj literaturi retko se moglo naiéi na grafitko predstav-
ljanje nekog promenljivog stanja. A danas se i maliSanima,
kad poseuju izloZbe, pokazuju razni grafikoni i pomoéu njih
prikazuje razvoj materijalnog i kulturnog Zivota 1 razvitka
njihove zemlje, U dana3nje vreme ne samo §to se u programe
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matematike za srednje fkole uvode i elementi Vise matematlke
veé se, §to vide, traZi da se od samog pofetka nastave mate-

matike uzimaju u obzir kako ideja promenljivosti velifina, tako

i pojam funkcionalne veze izmedu njih,
U vezi sa razvitkom: pojmova broja i oblika ob_]asméemo

-postanak Aritmetike, Geometrije, Algebre i Trigonometrije,

kao osnovnih predmeta Elementarne matematike, u uZem smislu.

Aritmetika, naziv izveden od grike redi aritmos. (6 dpt9ét .

— broj) ponikla je iz urodene sposobnosti ljudi da razlikuju
jednu mnoZidu predmeta od druge. U toku razvitka materi-
jalnog Zivota, pred Aritmetiku su se vremenom postavljali
sve komplikovaniji zadaci, i tako se ona razvila u naroditu
nauénu d1301plmu, znatno $iru od obifne skolske Aritmetike.

Na sli%an nadin je i Geometrija, nazvana po grékoj sloZenici:
ge (1 vH — zemlja) i metreo (perpéw — meriti), ponikla iz

ljudske sposobnost1 da razhkuJe prcdmete ne samo’ po njihovoj

veli&ini, vec i po obliku, i po poloZaju u prostoru Uopsta- = -

vanje aritmeti¢kih i geometriskih zadataka, i odgovora na
njlh dovelo je do nove matematiSke discipline, koja je dobila
naziv Algebre, naziv izveden od arapske reti algabr (algabr),
§to -znadi uproscavanje Deo Geometrije posveéen proudavanju
veza izmedu- duZina i uglova, u prvo vreme samo kod trougla,
dobio je naziv Trigonometrije.

" Gotovo istovremeno su R. Dekart R. Dcscartes, 1596—
1650) u svom radu ,,O metodu‘‘ (1637), i P. Ferma (P. Fermat,
1601—1665), u- radu ,,Uvod« (u rukopisu 1635), izloZili nov
metod za pmmenu Algebre na Geometriju i tako postavili
osnovu novo_[ matematikoj disciplini. — Analitickoj geometriji,
koja je, ranije, pripadala ViSoj matematici, a sad se, delimiéno,
ukljuéuje u Elementarnu matematiku.

Analiti¢ku geometriju treba smatrati kao uvod u glavm
deo ViSe matematike, u ,,Teoriju beskrajno malih velidina*

ili ;,Infinitezimalni radun‘, &iju su osnovu postavili genijalni

matematiari Njutn (Newton, 1643—1727) 1 Lajbmc (Le1bn1tz
1646—1716). -

~ Pre no S§to predemo na 1zlaganje elemenata ViSe mate-
matike osvrnuéemo se na neke pojmove iz Elementarne
.matematike i drugih matemati¢kih disciplina korisne bilo sa

“teoriskog bilo sa prakti¢kog: gled1§ta za’ razumevanje osnova

Vife matematike.
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b";-slovo n (po&etno slovo latinske ‘redi numerus — bro;)

1 2 Niz pnrodmh bro,]eva

= Da 1 zna.te poreklo redi ,,brOJ“? Evo odgovora Jednog
flloIoga Red ,broj‘ je staroslovenska  ref; safuvana je u
srpskom- jeziku; ona je u etimoloSkoj vezi sa glagolom —
»»bri-ja-ti‘t — sedi. Red ,,bro_y“ znaélla bl, prema- tome, zasek
ili . zarez. “

Pa kakva je veza izmedu po_)ma ,,bro_|“ i po_lma ,zasek“?

‘Bi€e nam jasno, ako. pretstavimo - sebi ovu- sliku iz Zivota
. starih. Slovena Pastir Zeli da prebroji svoje stado; uzima drveni
§tapi¢ — ,rabo§“ — i, prelazem pogledom sa jedne na drugu

ovcu, pravi na staptcu zaseke koliko zaseka, toliko i owvaca.

_ Zasek na §tapiu. je broj, Takav primitivan nadin brojanja, .

neposredno uporedivanje jedne mnoime sa drugom, leix u
osnovi svakog brojanja.

Is potrebe za’ prebrOJavanJem nastao je niz prirodnih
brojeva: 1, 2, 3,... kao osnovma mnoZina za uporedivanje.

. Pretpostavljamo kao poznato ono o prirodnim brojevima :
$to spada u Skolsku Aritmetiku. Ali éemo ipak . udiniti neke

napomene: 1. Za oznaku tzv. opitih prirodnih brojeva upo-: .

trebljuju se slova a, b, c,
ay, az, aa, Cees xl, Xa, x3,

.y X, ¥, Z, slova sa indeksima
, ili sa crticama &, b, ..., 4",
esto se upottebljuje ba§ za oznaku prlrodnog broja. 2. Dobro
poznate osobine prlrodmh broleva stavljene u odredeni sistem,
smatraju se osnovnim._ stavovima Aritmetike; ‘a- dopunjene -
stavovima i cele matematike. Nave§éemo te ‘osnovne stavove,

~da bi se gitalac’ upoznao sa »,Strogim**: lzlagan_]em matematike,

Koje, prvo, _]OS nije sprovedeno do kraja. u svim oblastima

- matematike; i drugo narodito zbog svoje opsirnosti, ne moze

biti 1skor1§ceno pri izlaganju matematike sa praktiCnim cilje-
vima. Da bi formuhsanje tih stavova bilo §to kraée, ustanovxcemo
da'a, b, ¢, a, ¥ itd. ozna&avaju prirodne brojeve.

A. Stavovi postojanja. 1. Postoje brojevi. 2. Dva br0Ja,
a i b, mogu biti samo u jednom od tri odrosa: a > b, a=b,
a<b. 3. Za a i b postoji broj a-+b.

B. Stavovi ekvivalentnosti. 4. 1z. a=b sleduje b=a (oso-
bina -simetrije). 5. Iz:a=b, b=c¢ sledujc a=<c (osobina tranzi-

tivnosti). Ako je a broj, onda je a=a (osobina reflektivnosti).
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- slovo latinske rei origo- —. podetak). U

C. Stavovi neekvivalentnosti. 7. Iz a>b sleduje b<a, i
obrnuto. 7*. Iz a>b 1 b> ¢ sleduje a>c¢, i tada se kaZe da
je b izmedu a i c. 8. Iz a=b-+c sleduje da je a>>b, i obrnuto.
9. Iz a>b, postoji broj ¢ za koji a=b-}-c.

D. Osnovne osobine zbira. 10. Iz a=a’ i b=0" sleduje ~

at+b=a +b'. 10*. Iz a>ad', b>b" sleduje a+b>da +Db'.
11. (a+b)+c_(a+c)+b 11*. (@+b)+c=a+b+c). 12.
a+b=b+a. '

E. Stavovi o jedinici. 13. Izmedu brojeva posto_u _]edlmca
14. Ako su zi vJedlmoe, onda je u=v. 15. Ako _|e u_]edmlca
i a neki broj, koji nije jednak u, onda je a>wu

Ove osobine prirodnih bro;eva vrlo zgodno mogu biti

'prikazane graficki. Nacrtajmo pravu (slika 1) i na njoj strelicom

1 2 8 4 5. 6 .-7.°8 9 40 H
1 1 . l | 1 1 1 1 1 1 e

0 4 B X
Sl. 1 — Brojna skala

oznadimo smer.. Prava sa obeleenim smerom zove se osa ili’

osovina. Na toj osi oznaéimoodredenu tatku sa O (pofetno
izabranom smeru od
ove talke prenesimo viSe puta istu duZinu. Ovu éemo duZinu
uzeti za jedinicu. Krajeve odmerenih duZina oznatimo.sa 1,
2, 3 itd. Tako ¢éemo na slici dobiti ono §to se zove bropza

skala Osu moZemo produzm koliko zehmo, do u. beskraj.

Otud proizlazi da i niz prirodnih brojeva mo¥emo produi-
vati do neizmerno mnogo ¢lanova, tj. uvek se moZe nadiniti
broj koji ée biti ve¢i od bilo kojeg proizvoljno izabranog broja
skale. Slavni gr&ki matemati€ar Arhimed (iz Sirakuze, 287
do 212 pre naSe ere) napisao je raspravu ,,Psamitis¢, u kojoj
dokazuje da se u decimalnom sistemu moZe naéi broj veéi od
broja zrna peska ‘u lopti u koju bi stale sve zvezde S§to
ih vidimo.

1.3. Osnovne racunske ra.ilﬁje. Uopstavanje t:ojmn 4 broj
Znamo kako se sabiraju dva prirodna broja, kao i da

njihov zbir daje opet prirodni broj, Sabiranje se moZe prédstaviti
na brojnoj skali. Na pr., brojevima 5 i 2 odgovaraju dve

12 N ‘

. duZi-sabirka i kraj poslednje.

" nejednake du¥i, 0A=5 i AB=2 (sl 1). A ako se od potetkd

- "skale premese u njenom smeru duz OA, pa na ovu nadoveZe

' spaja podetdk prve. duZi i kraj druge,
razliku.

izraziti prirodnim brojem. Na pr.,
- udalji¢éemo se od poletka brojne skale i ponovo “vratiti u

. -smatramo kao broj, treba uvesti nov broj:
‘oznaka mu je 0. Prema tome, poetku brojne skale, tatkj O,

: "'duZ AB, du? OB=0A+AB=5+2=7 je grafitka predstava

zbira 7. Kad bi postojao tre€i sabirak, pa ga naneli kao duZ,
na pr., BC=4, du? ose, duZ OC=11 bi predstavljala zbir
brojeva 5+2-+4. Zbirna prava spaja, dakle,

Oduzimanje obr-

nutaradnja odsabiranja. . 1 2 3 4 5 ¢
Za oduzimanje dva bro- (') D é 1 >
ja na skali, na pr., 2 ~ _ e N
od 6 (sl. 2), treba SL 2 — Oduzimanje'

odmeriti polev od O

u smeru ose 3est jedinica (0OA), a zatim, od tatke 4, u

suprotnom smeru (ulevo) dve jedinice (AB), duz OB=4 §to
oduzete, predstavlja

Oduzimanje moZe. dovesti do rezultata koji se ne da
oduzimanjem 4 od 4

podetak, d_akle u tatku O, kojoj ne odgovara nikakav prirodni
broj. Ako i pored toga razliku dva jednaka broja Zelimo da
zove- se nula, a

odgovara broj 0 — ‘nula.

- Sli¢no tome, razlika man_]eg i veteg prxrodnog bI'OJa_
oglaSuje se za megativan broj; na pr. 3—7 (sl.. 3) daje, prema

4 -3 -2 -1 0 1.2 3
] L ] ] ‘||11 l - | -
B 0 MC e

Sl 3 — .leuzi‘manj'e veéeg broja od manjeg. Negativan broj. Razlomljeh broj

malopre opisanom postupku, tadku B levo od podetka O.
KaZe se da je smer od O ka B negativan. Ako je a<b, razlika
a—b je negativna. Njoj odgovara za iste brojeve razlika
b—a>0. Razlika b—a je apsolutna ivrednost mnegativne vred-
nosti a—b. Oznalimo li. apsolutnu vrednost sa dve.uspravne
crte, bite za b>a

|a—b|=b—a.

13
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, Poito svaki negativan broj moZemo smatrati kao xfazliku
O0—agde je a>0,to je |0—a|=|—a|=a—0=a. Prema tome,

svaki negativan' broj ima svoju  apsolutnu ‘vrednost. i zonak -

minus.. Jédnakost n= —|n| moZe biti smatrana kao.definicija
negativnog broja. Niz prirodnih brojeva: dopumh smo nulom
i negativnim brojevima. Niz e L :

T '—3: _'2’ _1: 03 .l’ 72’. 3’ rea

se produZuje nadesno i nalevo. U vezi sa ovim nizom, prirodni
brojevi su- dobili i svoj dopunski naziv pozzt‘wmh.bropva.
Apsolutna vrednost ‘pozitivnog broja je sam taj broj, a‘nul‘e
je nula. Dakle, imamo: .|—7|=7, [5]=5, [0{=0. - '
Brojevi &ija je apsolutna. vrednost prirodni bro.j‘ ili nula
celi su brojevi. Tatke na brojnoj skali, produZenoj na. obe
strane, koje odgovaraju brojevima n i —n simetrine su u
odnosu na tagku O. : _

. MnoZ¥enjem celih brojeva uvek se dobiva ceo broj.

~Radnja obrnuta od mnoZenja je deljenje; Kolitnik dva

" cela broja ne moZe se uvek izraziti celim- brojem. Tako ‘se,
na pr., koli¢nik 2:3 ne izraZava celim brojem: ni poziiivnim,

ni negativnim. Na brojnoj skali - treba.duZinu jedinice 0C|

" (sl 3) podeliti na tri jednaka dela iruz"@ti dva takva dela.|
Tadki M odgovara broj nove prirode, koji' se _odrcdu_]e sa._dv.a;

cela broja. To je razlomak ili razlomljeni’ broj. PoSto deljenje

nulom nema smisla, razlomak ne moZe imati nulu u imeniocu.
" Celi i razlomljeni brojevi — pozitivni, negativni ili nula

— sadinjavaju klasu racionalnih brojeva.
U vezi sa pojmom prirodnili brojeva naveli smo osnovne

stavove Aritmetike. Ti stavovi se prodiruju i na druge brojeve. -

Ponovimo glavae od njih i -dopunimo za sludaj m.uoiegja.
L (a+b)+c=a+(b+c) izraZava asociativni zakon sabiranja,
1. a+b=b+a e ,»  komutativnizakon sabiranja,

I (ab)c=a(bc) »  asociativai zakon mnoZénja,
1V. ab=ba o .,  komutativni zakon mnoZenja,
V. (@t+b)ec=ac+bc 5 distributivni zakon mnoZe-

nja i sabiranja,

14

= sleduje za sabiranje .
il :‘_sled‘uje za mnoZenje

| IR R
sk 1141

>
ay =z ay,

N i izraZava zakon mo-
‘tnSatn

notonosti sabiranja i
= ey mnoZenja.

ayn =< agn (n>0)

Ne ulazeéi u objainjenje poznatih zakona navedimo da

zakon monotonosti za sabiranje, odnosno za mnoZenje, utvrduje

£+ da se karakter relativnog odnosa dva broja prenosi i na zbirove,
. ‘odnosno proizvode, sa treéim brojem. .

Proudavanje ovih zakona i strogo logicko izvodenje aritme-

' titkih pravila ‘za izvodenje ralunskih radnji spada-u posebnu
.| oblast matematike, koja se naziva Teoriska aritmetika. Ova
.je tesno vezana sa logikom i dublje se razraduje u tzv.
'i'l Matematickoj logici, jednoj od najteZih matemati¢kih disciplina.

- Pored Teoriske postoji 1 tzv. Praktitna aritmetika. Zadatak

+ ove Aritmetike je da razradi praktiéne postupke, koji bi olak-
' 8avali primenu Aritmetike u prakticnom Zivotu. Ne ulaze¢i u
" pojedinosti, - pregledajmo sredstva kojima se sluZi Prakti¢na

‘aritmetika za obavljanje osnovnih aritmetitkih radnji. Raniji
metodi, koji su bili zasnivani na uvezbavanju u usmenom ragunu,
na naroéitim, takozvanim skraéenim, postupcima pri pismenom
rafunu, na razliditim radunaljkama i grafickim postupcima —
ti- metodi .sad nemaju praktinog znafaja. Oni se primenjuju.
samo u izvesnim relativno jednostavnim izralunavanjima za

_ciljeve pojedinih lica. Za vaZnije, slozene raune, od opSteg

znadtaja, postoje samo dva metoda, to su tablice i radunske
masine, mehanicke i elektronske, pri ¢emu se i tablice ili dobivaju
kao rezultat prethodnog velikog truda, ili su i one radene na
ma$inama. Smatramo da je u danadnje vreme poznavanje. ruko-
vanja rudnom ratunskom masinom isto tako neophodno kao i
vinost radu na pisa¢oj masini. Ovde ne moZemo ulaziti u
mehanizme razli€itih tipova savremenih ra&unskih masina. Dovo-
lino ¢e biti ako kakemo da je savremena elektronska masina
doZivela epohalni uspeh otkako su konstruisane raCunske automat-
magine. U tu se maSinu elektronskim putem ‘unosi program -
operacija, koje ona treba da izvr§i. Na osnovu tog programa i
ubadenih podataka, automat-masina neverovatno brzo obavlja,
ponekad, i vrlo velik broj operacija, i izbacuje rezultat. Uloga
matematiara pritom se svodi- samo na programiranje, koje, .
“doduge, ponekad, zahteva veliku matemati¢ku i tehni¢ku spremu.
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Kao primer brzine rada radunske automat-ma%ine navodimo
ovaj podatakl), Za re$avanje sistema od n linearnih jedna&ina

po postupcima: A (Kramera), B (Kramer-Laplasa), C (Gausa)

potrebno je.

n=5 | n=10 | =20
A 5 min 85 dana 10! godina
B 4 sec 4 min 5 dana
C 1,3 sec 9 sec 1 min

Primetimo da u Prakti€nu aritmetiku ulaze i metodi za

 proveravanje dobivenih rezultata, bilo u celini bilo delimi&no,

tzv. probama. ' e
Predimo sad na naredne radnje sa brojevima. Prva

-naredna radnja je stepenovanje i to sa celim izloZiocem. Ste-
penovanje racionalnog broja a celim izloZiocem n daje uvek -

racionalni broj, koji éemo oznaliti sa b. Dakle je a"=b. Pred-
postavljamo da su i izradunavanje stepena i osobine stepeno-

" vanja poznati.

Pri stepenovanju su poznata dva broja: a i n. Treba
odrediti broj b. Ako tako shvatimo stepen, sleduje da stepe<
novanju, kao direktnoj radnji, odgovaraju dve obrnute radnje.
U prvoj je dat stepen, dakle broj b, i ceo broj n, izloZilac
stepena, a traZi se osnova stepena, tj. broj . Ova radnja se zove
korenovanje i, kao §to je poznato, izraZava se sa a=ﬂ. Za

n=2, koren se zove kvadratni; za n=3 — kubni; za proizvoljan
- ceo broj n—koren n-tog stepena. Korenovanje, kao obrnuta

radnja, isto tako moZe dovesti do nove vrste broja. Doista,
uzmimo, na pr. kvadratni koren iz dva, tj. ]/—2; pri ¢emu je
koreni izloZilac 2 izostavljen. Taj koren ne moZemo izraziti ni
celim, ni razlomljenim brojem, koji, podignut na kvadrat,
daje tafno 2. Ako Zelimo da rezultate i ovih operacija uvedemo
u Matematiku, treba uvesti nove brojeve; oni su nazvani
iracionalnim od latinske redi irrationalis, koja znaéi nerazloZan,
koji je ,,iznad razuma*. U Matematici ona znadi neizradunljiv,
podrazumevajuéi da se ne moZe taéno izrafunati pomodéu ranije
poznatih brojeva.

Kako se moZe razumeti pojam iracionalnog broja? O tome

ima viSe matematitkih teorija. Najprostije je iracionalni broj .

1) 1z &élanka R. Sauer-a (Die Wissenschaften, 1960, Heft 7. S. 145).
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* 'smatrati kao beskrajan decimalan razlomljeni broj, koji nije
! periodi¥an. Decimalan periodidan broj isto tako ima beskrajno
| mnogo cifara, ali svaki takav broj se pretvara u obitan raz-
‘. i"'lomak i, prema tome, raciondlan je broj, napr. 0,333...=1/3. |
“ !l Za odredivanje iracionalnog broja u decimalnom obliku treba
|| da bude poznato pravilo, zakon po kome se dopisuju uzastopne
1| cifre tog decimalnog broja. ;

il U praksi se sa iracionalnim brojevima raduna pomocu nji-

‘. hovih pribliznih vrednosti. 1 za racionalne decimalne brojeve sa

"1 relativno velikim kona¥nim brojem cifara’ mogu se uzimati.
' priblizne vrednosti. Uzmimo, dva kvadratna korena: [/3,5721

i i ]/—2- i napi§imo njihove pribliZne vrednosti, pomocu poznatog

', postupka za izralunavanje kvadratnog korena.’

—

1

b

|
s
i

razlika 1

2>)3,5721>1, 2>)2>1
1,9>)/3,5721> 1,8, 1,5>)2>14 w0,

1,42>)2>1,41 . 001

| 1,89=]/3,5721=1,89,

1,414213563 >)/2>1,414213562  0,000000001 -

Napisane uzastopne nejednakosti postavljaju sve bliZe
granice izmedu kojih se nalazi vrednost iracionalnog odnosno
' racionalnog broja sa veéim brojem cifara. Tako se vrdi uza-
.. Stopna procena iracionalnih brojeva pomocu racionalnih brojeva,
¢ racionalnih pomoéu prostijih brojeva. Veée pribliZne vrednosti
. - opadaju, a manje rastu; razlike se sve vise smanjuju. U
| prvom slu¥aju veé posle treceg koraka vidimo da su se veca
¢/ i manja vrednost izjednadile i na¥ koren je dobio ta¥nu racj-
'\  onalnu vrednost 1,89. Zaista, 1,89%=3,5721, tj. podkorena
‘|1 velitina je potpuni kvadrat broja 1,89. U drugom sluéaju,
1% - uzastopne razlike veéih i manjih pribliZnih vrednosti isto tgko
| se smanjuju, no ta razlika nikad ne nmoZe postati jed-
40 . naka nuli. U beskonalnosti tog procesa za odredivanje sve

" blizih priblinih vrednosti iracionalnih brojeva leZi sudtina pri-

rode tih brojeva. Sam po sebi je iracionalan broj, napr. /2,

isto tako tadan, kao i svaki drugi broj, ali njegov izraz pomoéu
*°" racionalnih brojeva ne moZe biti talan. Da je to sad’ postalo
~ ' potpuno razumljivo, vidi se i po tome, §to na brojnoj skali

2 Funkcija, kzved, diferencijal . 17
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tom .b_roju odgovara potpuno odredena talka. Zaista, ako na
prvoj Jedinici te. skale konstruifemo kvadrat i iz ta&ke O, tj.
temena tog kvadrata, kao centra, opifemo kruZni luk sa po-
lupre¢nikom jednakim dijagonali tog kvadrata, do presecka P
sa brojnom skalom, tacki P, prema Pitagorinoj teoremi, od-
govara iracionalan broj [/ 2. DuZ OP je potpuno razumljiva,
samo je, kako je to jo§ Euklid tumafio, njena duZina nesa-
mer.ljiga sa jedini€nom duZinom strane kvadrata. Iracionalnim
bro_]e_wma_ odgovaraju  veli¢ine isto tako Jasne konkretnosti,
kao 1 veliCine §to odgovaraju racionalnim brojevima, samo su
prve nfesamerljive sa drugima. Sto se tide apstraktne ta&nosti
tih ‘veli¢ina, duZina dijagonale je isto tako ta&na kao i du¥ina
strane tog kvadrata. ' ' ‘

. Za jasnije razumevanje pojma iracionalnog broja posta-
vimo vezu izmedu pojma iracionalnog broja i drugog, vrlo
vainog u ViSoj matematici pojma, — pojma graniéne vredno-
sti il granice.

_Za iracionalan’ broj, recimo za |/2, moZemo navésti niz
pribliznih vrednosti — manjih, $to se povecavaju, i veéih, §to
.- se smanjuju. Oznalimo duZi 3to odgovaraju manjim brojnim

vrednostima sa 08, <08,<... <0S;<... (Sitaj o-esito), a
Sto odgovaraju veéim sa OT;>O0T,> ... >0T,>... Tada je za

sv_:iko i imamo 0S;<OP<OT,, gde je, u nasem sluéaju, OP = '
/2. Jasno je da serazlika OT;— OS5, = 8T, smanjuje kad # raste. -
U matematici se kaZe da je duzina OP granilna yrednost

ili granica niza duZi OS; odnosno niza duZi OT] (i moZe da
raste u beskrajnost), kad se duz S, 7; sve vise ‘smanjuje i to
tako da za svaki proizvoljan broj, koji ozna&imo sa & (¢itaj:
epsilon) uvek moZemo odredit. toliko veliki prirodni broj n
da za svako i>=>n razlika

0T, —08,= ST,

postane 1 ostane manja od broja e. Navedeni uslov za razliku
S; T, kratko éemo zvati epsilon — uslov. Prema tome moZemo
kratko kazati da, kad i teZi beskona&nosti, vredaosti 0S; od-
nosno OT; teZe grani€noj vrednosti OP, ako je ispunjen epsi-
lon — uslov, tj. :

0]}"‘0S;§E.l
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Redenica: OP je graniéna vrednost OS; odnosno OT;, kad
i teZi beskonalnosti kratko' se izraZava matematiCkim sim--

- bolima sa

OP=lim OS;=lim OT;,
5w -y '

v

gde je lim skradenica latinske redi limes koja znadi granica.

Pretpo'stavljanio poznavanje elemenata teorije iracionalnih

- brojeva, u kojoj se daju pravila kako za utvrdivanje jednakosti
iracionalnih brojeva, tako i za vrienje operacija sa tim brojevima.

_ Po prirodi svog postanka, iracionaini brojevi se dele.
na algebarske i transcendentne. Iraciomalan broj je algebarski
ako se moZe napisati polinom sa celim koeficijentima po
stepenima tog broja, da mu je vrednost nula. |/ 2 je algebarski
iracionalan broj, jer je (/ 2)2—2=0. Kao primer transcen-
dentnog broja moZemo navesti broj = (Citaj: pi), koji izraZava
odnos obima kruga prema precniku. Prvu pribliZnu ocenu tog

. broja sa vrednostima -

'22\> 223 —
777 -

izradupao je Arhimed. Za taj j.e broj dokazano da ne postoji

nikakva algebarska jednadina sa celim koeficijentima &ije bi

reSenje moglo biti taj broj — to je, dakle, transcendentni broj.

Racionalni (celi i razlorniljeni), iracionalni (algebarski i
transcendentni), pozitivni i negativni brojevi zovu se jednim
imenom — realni brojevi. Kako svakom realnom broju odgovara
odredena tacka na brojnoj skali, realni brojevi se.zovu i ska-
larni brojevi. Veli¢ina, kao rezultat merenja, koja se moZe
izraziti jednim réalnim brojem, zove se skalarna veli¢ina. Prema
tome, duZina, povr§ina, zapremina, vreme, temperatura su —
skalarne veli¢ine. Kao svakom realnom broju odgovara tatka
na skali realnih brojeva i obrnuto, izrazi ,,odredena talka‘
i ,,odreden broj smatraju se kao ekvivalentni, dok smo u
oblasti realnih brojeva.

Brojevi sa bilo kojim- vrednostima zovu se opsti brojevi.

- Za oznaku opdtih brojeva upotrebljavaju se slova: g, b, ¢, ...,

g AP 19




Xe ¥ Zy vy OBy v, ®op, -.., 01). Pravila za vrienje

_ operacija sa takvim brojevima daje algebra.
. Iz opétih brojeva saviemena Matematika izdvaja - neke

mnoZine brojeva sa naroditim osobinama. To.su, napr., mno-
Zine, koje se zovu brojni prsten i brojno polje.

. MnoZina brojeva, sa kojima se mogu vrSiti samo radnje
sabiranja, oduzimanja i-mnoZenja, zove se brojni prsten. Re-
zultat Koji se ovim radnjama dobiva takode pripada toj mno-

Zini. Kao primere brojnog prstena imamo: 1) mnoZinu celih -

brojeva, 2) mnoZinu parnih brojeva. MnoZina neparnih bro-
jeva, medutim, ne sadinjavaju prsten. : :
MnoZina brojeva, sa kojima se mogu vr$iti radnje sa-
biranja, oduzimanja, mnoZenja i deljenja (sem deljenja nulom)
zove se brojno polje. 1 u ovom sluéaju rezultat koji se dobiva

- radnjama sa brojevima polja opet pripada polju. Kao primere

brojnog polja imamo: 1) mnoZinu svih racionalnih brojeva,
2) mnoZinu brojeva oblika a+by2, jer operacije polja sa
ovim brojevima daju opet broj sve oblika m+ny2. Pojmovi
brojnog prstena i brojnog polja, koji su ranije imali samo
teorijski znacdaj, sad su sa razvitkom teorije racunskih masina
dobili i praktian zhadaj, = . : L

U vezi sa pojmoni broja nave§¢emo jo§ jednu primedbu
o radnjama sa takozvanim imenovanim brojevima. Svaki ime-
novani broj sadr#i u sebi dva elementa: brojnu vrednost i ime-
novanje. Imenovanje moZe biti prosto (5 metara, 3 dana).
ili sloZeno (5 metara, i 3 decimetra, 3 godine 2 meseca i 5
dana). Skolska aritmetika daje pravila po kojima se vrie radnje
sa takvim brojevima; pri tome ona stavlja izvesna ogranienja
za te radnje. Tako se, napr., deliti mogu samo ili dva isto-
imena broja ili bilo kakav imenovani broj apstraktnim, dakle
neimenovanim brojem. Medutim, danas prikazivanje 1 ocenji-
vanje raznih prirodnih pojava namece radnje i razne kombi-
nacije sa veli¢inama razli¢itih imenovanja, Tako se, napr.,
kaZe da voz prevaljuje 36 kilometara na &as. Kojim se ime-
novanim brojem moZe izraziti brzina tog voza? Ako brzinu

1y Cesto se upotreba slova za oznaku brojnih vrednosti raznih ve-
li¢ina vr¥i u odredenim kombinacijama, Napr.: a, b, ¢; a1, @5, ..., G
6 g ks x, ¥,z v, ws B, G N, vip g, @ YW, itd, . Upotreba
ovih oznaka znatno olakSava pregled i studiranje matematitke literature.
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" yoza oznalimo s

a vj(poéetno slovo latinske: re&i velocitas-br- .
zina) moZemo napisati .
361000

v=36km,h=—60’.-6—0_ mlsec 60'60

~ 10 m/sec = 1000 cm/sec.

_36:1000-100 .o

Oznake u tim izrazima su poznate; kosa crta oznacava

deljenje.
Uzmimo kao drugi primer obrazac

:  , T='2nv_‘3'_,

¢ -vanie trajanja T sec male oscilacije prostog klatna,
fiti‘i)gée? “criij pod -{itigzajem sile tei?., sa ubrzanjem g cni(/(sec)2
‘= 980,665 cm/(sec)?; ubrzanje znadi da se u toku svake se-
kunde brzina poveéava za 980,665 cm/sec. -
Proverimo da li gornja jednakost sa 1menovanim bro-
jevi\ﬁia zadovoljava osnovni uslov za ]e{_inal.cost. -1menovaq1h-
brojeva, tj. da li leva ‘i desna strana imaju isto Imenovanje.
U tom cilju izvr§imo u obrascu ' .
[Tem
T sec=2m /

cm
g (sec)?
ali sa unesenim jmenovanjima uz veli¢ine, naznalene opera-

M dobiéemo (sec)?; izvu-
(sec)? _‘
cimo kvadratni koren — dobivamo sec, §to odgovara - 1meno-
vanju leve strane. . o

Vidimo, prvo, da se sa imenovanim brojevima -mogix
vrditi i one operacije, o kojima se ne govor: u sk_olsko; arit-
metici, i, drugo, da pri tumadenju obr_azaca s2 1menovabmm
brojevima, koje se odnose na razne€ prirodns pojave, tre -a u
obzir uzimati ne samo brojne vfedr}o'stl,_'}fcc i Jrqenc)':rg?r}la
veli¢ina koje se u tim Dbrascima_‘Jzn-'lja'_-,u: ili, kako sv_: to kaZe,
i dimenzije tih veli¢ina. Podrgbm;.e objasnjenje pojma dimen-
zije ne ulazi u okvir ove knjige. :

cije sa njima. Podelimo cm sa

- )1



1.4. Xompleksni brojc'.avi. Dekartove koordinate. Polafne kbor—
dinate. Vektori u ravni »

bm_evgnsresth;dn{m izlaganjima upoznali smo se sa realnim
] . Sada cemo preci na prouavanje nove vrste brojeva.

Pretpostavimo' da se traZi j i
» razi b :
voljava uslov roy 2z, kpp treba da zado-

~ 2= —4,

ol b];ﬁedu(til‘m, poznato je da ne postoji takav realan broj
koji bi, po ignut na k\_'adrat, dao negativni broj. Znadi, za
reSavanje tz{kwh jednadina moramo uvesti nove brojeve t,ako-
zvape imaginarne brojeve. o T

Za jedinicu imagi i j i
) Jedin ginarnih brojeva uzima se j, i
gava sa i, a ima vrednost . : ° broj, 1 ozna-

i= +V —1.
- Pomocu tako defini jedinice dva ' ]
inisane jedinice dva moguca i i
o ‘ ¢ nis ¢a imagina,
refenja navedene jednafine moZemo izraziti sa reame
zy=+2i, zy=—2I.

Ako jednadina za ivanj ima L
o . . -
d(edxvanje z ima  oblik, r!pclmo,
22—4z+13=0, '
" ‘njena reSenja su '-

-z :27+ 3i, 22=2—-3i.

‘ Dobili smo, dakle, zbir realnog i imagi |
) , , nog i imaginarno j
Takav zbir zove se kompleksni broj (kratko—g—komplgek.sb)m]ﬁ:-
kompleksni broj u Sirem smislu ove reéi. > o

U opitem sludaju kompleksni broj izgleda ovako
zZ=x-+1iy,

gde st:/ z ; y dva realna broja, a i imaginarna jedinica

_ ideli smo, ranije, da svakoj talki M (sl. 4 . j
| nng sk;;h odgoyar_a jedan realan broj, merni b(roj d?xilil:c bg]?l—
g A= ), sa njenim znakom: pozitivnim, ako se tatka M na-
azi u pozitivnom smeru od O, negativnim u suprotnom slu- -
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¢ ja odgovara i po ‘znaku i po

" Baju. Taj broj je_koordinita tatke M na datoj osi. Tu ko-

“prdinatu éemo Oznalavati sa x. Prema tome, ' svakoj tacki na
.ipsi odgovara odredeni broj i, obrnuto, svakom broju odgo-

" Il vara odredena tacka.

Povucimo sad u ravni dve upravne prave (sl. 5,2) 1 svaku od

pjih pretvorimo u ost, Presek O

4 yzmimo za podetak i na jednoj :
i na drugoj osi. Odmerimo na - S/ | x x
jednoj od njih duZinu OM;, ko- ———J-———"—_fl'__"o A M

veligini realnom broju x; a na SI. 4 — Koordinata talke

" -drugoj duzinu OM,’ sa vred- | :

poséu broj y. Kroz tatku M, povucimo pravu paralelnu sa OM,,

a kroz tatku M, — pravu paralelnu sa OM,. Tatka preseka

' ovih paralelnih odgovara komple-

ksnom broju x+yi. Ovakvu geo-

metrisku predstavu imaginarnog

broja prvi put je dao Argan (1806 g).

Dve ose, Ox 1 Oy, sa zajed-

nickim podetkom, &ine Dekartov

koordinatni sistem u_ravni. Velicine

x iy su Dekartove koordinate tac-

ke M u ravni: x je apscisa, Y —

ordinata. Same ose zovu se: jedna

— apscisna osa, ili x — 083, ili, -

jo§, Ox osa; druga — ordinatna 0sa,

'y — osa ili Oy osa. Koordinate tac-

ke pifu se iza oznake tacke u za-

gradi: M (x, ). Napr., P (2,3),

Svakom paru realnih brojeva

x, y odgovara odredena tadka rav-

ni i, obrnuto, svakoj taéki M

ravni odgovara par odredenih re-

alnih brojeva. Poletak koordinata,

tacka O, ima za koordinate 010,

tj. 0 (0,0). Tatke na Ox osi ima-

_Ju za koordinate: M, (x, 0), na
" Oy osi M, (0, ).

Sl. 5 — a. Dekartov sistem
koordinata u ravni; b. ras-
tojanje izmedu dve tatke; <.
podela duzi u datoj razmeri
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Spojimo podetak koordinata O sa tatkom M. Na dobi-
jenoj duzi utvrdimo smer od O prema M i oznalimo ga
strelicom (sl. 5, a). Tako ¢emo dobiti naro&iti geometriski
oblik — duZ odredenog smera. Taj oblik — duZ odredenog
smera — zove se vektor (latinska red vector znati: ono S$to
nosi ili vu&e). Tadka O je poletak, a M kraj vektora.

Vidimo da svakom kompleksnom broju odgovara vektor.

Refimo sad pomocu Dekartovih koordinata dva zadatka.

1. Date su dve talke, M; (x;, ) i M, (xp, ¥y). Odre-
diti njihovo rastojanje M| M,=d.

Ako iz tatke M, spustimo normalu na ordinati tadke

M, (sl. 5, b) iz pravouglog, trougla M; M, N sa katetama |

My N=x,—x; i NMy=y,—y;, imamo neposredno, na osnovu
Pitagorine teoreme,

_ d= + V(xz — X102+ (y2 — y1)*

U specijalnom sluZaju, kada se odreduje rastojanje d
makoje tatke M (x,y) od podetka koordinata, imamo obrazac
d= + x4+ y%

2. Date su dve talke, M, (xy,y,) i M,(x,, ;). Odrediti
koordinate tatke koja-deli datu duZz M, M, u datoj razmeri
m:in=Ah ' '

Ako oznatimo sa M,’, M’, M, (sl. 5, ¢) podno¥ja or-

dinata odgovaraju¢ih tafaka, na osnovu teoreme o propor- -

cionalnosti otsetaka pravih moZemo napisati :

MM2 n _M'MZ, xz_x

Iz ove i sli¢ne jednadine za y-osu nalazimo za koordinate
tacke podele

mx, +nx;  x;+ Axy
= == :

1+2

_mystny;  y1 A,

m+n m-+n 14+

Kad ) uzima sve moguée pozitivne!) vrednosti od 0 do

+ o, tatka M zauzima sve poloZaje na duZi My M, od tatke

— —
1) Znak i se odreduje prema jednalini MM =2 MM,.
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Ml do tatke M,, pri demu, za A=1 (m=n), tatka M postaje
" sredina du%i M, M, i ima za koordinate :

! -
i
i W

x=— (% + Xg)s y=—01+)-

o 2 Z
A i Kad je A megativno i uzima yrednosti od 0 do —1, tacka
' se nalazi van duZi MM, i to sa strane tatke _Ml, i, za
‘ - A= —1, ona odlazi u beskonalnost; kadfe A menja.od =
" do —o, tatka M se pojavijuje van d}JZl Mle sa strane
" takke M, i priblizuje se iz beskonalnosti tacki M,, za koju,
1. prema tome, imamo A= . o Al
" Uveli smo pojam kompleksnog broja 1 protumadili ga
e geometriski. Postavimo sad uslove za jednakost tih brojeva i |
!! definicije zbira, razlike, proizvoda I koli¢nika dva kom- |
! pleksna broja. , _ _ 3
Dva kompleksna broja; z; = X; + ¥y i1zg=X+1 b J?dnaka
© su, z; =z, ako su jednaki i realni i imaginarni delovi kom-
pleksa, tj. ako je x;=X3 1 y1=Do Kompleks x\.—l—yiijednak je
nuli, ako je x=0, y=0. ) Ay i,
Af Osnovne operacije sa kompleksnim brojevima vrSe se-

po ovim pravilima — :

= ¢

' “sabiranje:: L | r
zl+zg=(xi+y1i)+(x2+y2i)=(x1+x2)+(yl+y2)t, ‘

B oduzimanje , _ _
2 zZy— 2y = (% +310) = (O + Y2 ) = (1 —~ X5) + (=) &s
" mnoZ¥enje: ‘ : N
2y zy= (%1 +¥1 0) (5 + ¥o 1) = (X X2 = Y1 Yo} + (X1 Yo F X3 Y1) I;
deljenje: " .
' XAy i Gt nd) e—yel) _
'Zl H 22 - - =

Xo+ Yol (XgtY2 ) (xg—¥a1)
Xt KT X1¥s 5
Xg® + yo* x® + g
i x—=y f, Zovu se konjugovana,

Dva kompleksa, x+yi _ . ‘
! | ako se razlikuju samo po znaku imagma_rmh‘delm{a. Zbir
. | konjugovanih kompleksa jednak je dvostrukoj vrednosti realnih
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de]ova, tj. ; o : ‘ .

zbiru kvgldr(:t: yrle)a;r (x -yi)=2x; njihov proizvod je jednak
tj. (x+yi) (x=yi) :?cg d(c;?)‘a} kogficijema imagiﬂafnogj dg?a
komp! 1) =x*—(yi)* = x>+ y*. Kompleks konjugov: :
omp eksu z se oznatava nadvulenom cftmi—— e g
je z=1z. crtom z. Jasno je da

na taj natin ‘moZemo, nap}., ovako raéunafi

l : k \51=i1-3\=3;-\-‘451=4; o
_,|3+4i\; L3+ 42=5, |3-4i]= +V3?+(—4)2-=5
brasce, W SVOjstvu definicija, za izvodenje

~

| Naveli smo ©

Y.

Sada ¢ : ]
Neka je O C(‘;Eloé)u:f:g atz"‘bpolarne koordinate tadke u r'a-\‘/nj : AeEl @isxio'vnih radunskih operacija, sabiranja, oduzimanja, mpozZenja
od tadke O u beskonadn tzi ka, a Ox poluprava sa smerom | el deljenja sa kompleksnim brojevima. ‘Pokazimo sad geome-
; c;s . _P°1°Zj_11 proizvoljne tatke M u g .:-?fiske konstrukcije koje tim operacijjama .odgovaraju,- kad su .
avni moYe se odrediti rastojanjem r ¥ kompleksi pretstavljeni vektorima u ravanis. :
| _Za sabiranje dva kompleksa z; 1 Za koji su na- Arga-

) il dstavljeni vektorima 0Z, i 0Z, (sl. 7Y, vrii se
Y 'yektorsko sabiranje odgovarajucih vek-

_tora 0Z, i 0Z, po tzv- pravilu pa-
- ralelograma. Po tom pravilu iz iste
' tatke, recimo, tacke O, konstruise
- ge paralelogram sa stranama cd dva

M ‘

| ;:(a;)éice M od tatke O i uglom 6 (teta) |
: 0; c;;ol.él:astmar_uc obrazuje sa osom %
v 0x. A elidine r i 9 zovu se polarne ;
i oordinate tatke u ravni; r je poteg : L

1
1
t
1
'
)
]
[

6 — L
' - polarni ugao. ;
S1. 6 — Polarne koordinate PO/ tpg koordiiatnoga:iléie rgazo;'eose
Ako pored larni — njegova polarna osa. ’ x
koordinate tatke M aimh koordinata povu¥emo i Dekart [
, (sl. 6), iz pravouglog trougla OMM imacg(e, i
1

it -vektora, OZ, i OZ,. Dijagonala oZ
. tog paralelograma s2 smerom od tatke -
' 0 pretstavlja vektor-zbir dva data S1. 7 — Vektorsko sabi-

¢ vektora. . Nacrtani- paralelogram  s¢ ranje dva \kompleksa
/i ‘moZe i na drugi mnain nacrtati. -

i talke O se konstruise: prvi vektor 0Z,, pa na kraj ovog vek- ¢
. tora, dakle tatku Z,, nadovezuje s€ duz Z, Z, duZine jednake

- vektoru OZ,, paraleina njemu i istog _
smera sa Njim. Takva dui Zi Z, se’
. gmatra kao vektor jednak vektoru
0Z,. Vektor sa potetkom u tatki O

M x=rcos®, y=rsinb
. Jednacdine (1) odredui ' . i
tatke, ako su poz cduju Vrednost_l Dekartovih koordinata
. jednatine pf nate POlafne koordinate te tatke. Obrn?ﬁ?
. . 2 : - . . .
( ) r= +,Vx2+y25 . tgezy/x’

omoguéuju da se odrede |

. - polaine koordi

Dekartove koordinate. Jednacine (1) (;r‘(iar)la;% vfl.kos esuj ;‘);)znlate.
ednacine

trans i : nos . . ;
: fOV’ .’;‘alc.tje koordinata, Dekartovih u polarne i obrnuto. ' g 1 krajem u kraju padovezanog vek-
ideli smo da svakom rnuto. T tora 2,Z odreduje vektor  0Z —
rOng\'ar_a tacka u ravni sa Dellc(;-r;1 pl.e ksnom broju z=x+yi 1 \ zbir dva data vektora. Druga kon-
gkq ()1; iy tran§formi§emo J polarg;/n;:o k:)iprdmatama x 1y K strukcija je zgodnija od prve, Jjer se
roj dobija novi, polarni oblik ordinate, kompleksni- '*',__;:1 neposredno prosiruje na sludaj sabi-
' \ & rapja vise vektora.
S z=r(cos 0 +isin6). ll‘la Oduzimanju kompleksa odgo-
i eliina potega r zove se modul ili - §:i:1 vara vektorsko oduzimanje, koje s¢ Sl 8 — Vektorsko odu-
ompleksnog broja. Ugao 6 je ar ili apsolutna vrednost ils svodi na vektorsko sabiranje. Zaista, zimanje dva kompleksa
gument tog broja. Apsolutna | podtoje G—zy=2y T (%) 22 kon- -
& ati vektor OZ,; (sl. 8)

struisanje vektora razlike moZemo sabr
prvog kompleksa sa vektorom OZ', koji ima ist1 pravac 1
ktorom OZ, drugog kompleksa, ali je suprotnog

vrednost j
kompleksnog broja z oznafava se sa |z |; prema tome j
; Pre Je
r=|z|=|x4+yi|= +}x2+ dufinu sa v
| | uZinu ‘sa ve
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Smera. Vektor 0Z moZe biti

konstrui i k e
paralelograma 0Z, p7, s : san 1 Xao dijagonala
kojoj pripada tatka o, % Sanama 0Z, i OZ,, ali
krajem prvog. Vektor Z,

Z, = j :
sa smerom od Z, prema2 le ; 0Z je t_reca itrana trougla 0Z, z,

Za izvodenje geometriske k

kompleksa, uzeéemo ih u polarno onsirukcije proizvoda dva

m obliku

o v
1 =71 (Cos 8; + isin 90, Zy="ry(Cos b, + isin 9,).

- Ako izmnoZimo imademo
“A1Za=ryry[cos 6; cos B, —sin 6y sin 6, +
+7(sin 6, cos 6, + cos 6, sin 6,)].
Kako je i 4
Ko je, mf:dutlm,_ prema obrascima trigonometrije
4 2

COs 6; cos 6, — sin 6, sin 9, = cos 01 +6,)

ve¢ koja spaja kraj drugog vektora sa

2 ==l Doista, ako je OZ; vektor kompleksa z,, a 0OZ, kom-
" 'pleksa z, i OFE jedinina duZina (sl. 9), pa konstruifemo
.1 trougao O0Z, Z slian trouglu OFEZ, — vektor OZ tada pred-

. stavlja proizvod dva dafa kompleksa. Jer, prvo, iz sliZnosti

trouglova imamo r:ry=ry:1, tj. r=ryr, i drugo, argument,

: ~ugao xOZ=0 ima vrednost zbira 6;+6,.

Sa slike vidimo da je mnoZenje vektora OZ, vektorom
0Z, ekvivalentno, prvo, promeni duZine prvog vektora u od-

" nosu ry:1 i, drugo, njegovom obrtanju za ugao jednak argu-

mentu drugog vektora. Ako j¢ mnoZilac kompleks jediniénog

' modula, tj. ako ima oblik, recimo, cos « + isin «, mnoZenje tim
' jedini¢nim kompleksom se|svodi samo na obrtanje za ugao «.

Na sli¢an nadin se kon-
struiSe vektor koji izraZava \ Z,
koli¢nik dva data kompleksa ) '
(sl. 10). Na strani OF jedi- ;
ni¢ne duZine treba konstru-
‘isati trougao OFEZ, sliéan Z, -

' l 1. - | sin €, cos 6, + cos 01 5in 6, =sin (6, + 6,),
’ trouglu 0Z, Z,. Tada vektor

2z | ‘o cemo imati’ konagno 0Z, §to se lako dokazuje,
A - Z1Zp=riryfcos (6, +6,) + 1 pretstavlja vektor koli¢nika o ! E
| - +isin (6 +6,)]. ‘ | 2y Zg. R '
Kako je deljenje jedi- Sl 10 — Deljenje dva kompleksa

Ovaj obrazac pokazui j
modul r proizvoda?J dva Jjel?t?)rjz
Jedpak proizvodu modula » ir
datih kompleksa, a argumelnt 92
jedpak zbjru njihovih argumenats
6, 1 9gi U r=ryr, i 6=0,+0,.

Ina osobj Zi i
liénik dva.‘kornplclrlllcé::aj/aZl ke

", [COS (81— 65) + i sin (5, — 62)}

naime, modul koli¢nika Jednak je
koh_cmku modula, a argument —
| | razlici argumenatg.

Ove geometriske osobine
pleksa omogucuju da se konstr
 odnosno koli¥niky dv

"-Z-;z'_—.'!‘
23

Sl.9 — MhunoZenje dva
kompleksa

proizvoda i koliénika dva kom-

uiSe kompleks jedn i
a data kompleksa Jednak proizvodu,
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- niénim kompleksom cos«+

+isin« ekvivalentno mnoZenju konjugovanim jediniénim kom-
pleksom cos«~—isina (pokaZi to!), obrtanje pri deljenju jedi-
niénim kompleksom ima smer suprotan sméru obrtanja pri
mnoZenju istim kompleksom. o

PoSto operacija mnoZenja, odnosno deljenja, komplek-
snih brojeva stoji,- kako smo videli, u vezi sa obrtanjem, a
~obrtanje pretstavlja formu kretanja vrlo vaZou u tehnici, a tako
isto 1 u prakti¢nom Zivotu, uopste, teorija kompleksnih bro-
jeva sad dobiva sve vaZniju ulogu u prakti€énim primenama
matematike. U ovome imamo istorisku potvrdu, kako jedna
apstrakcija (imaginarni brojevi!) moZe postati stvarnost.

Izvedimo jo¥ pravilo za stepenovanje kompleksa. Ako je
n ceo pozitivni broj, iz pravila za mnoZenje neposredno sle-
duje ovo pravilo za stepenovanje :

z8=(x+ yi)*=[r(cos O +isin 0)]*=r" (cos n 9 + i sin n 6).



Za r=1 imamo tzv. Moavyrov obrazac
(cos b +isin6)"=cosnb+isinné.

Pri iskori$éavanju tog obrasca* treba imati u vidu da
pri dizanju imaginarne jedinice na stepen imamo

2= — 1’ 1% = —i, = 1; ,‘4k+1=1', jak+2 . 1, j4k43 — __1', j4k = 1’
gde je k nula ili proizvoljan prirodni broj.

1.5. Neka pravila i obrasci iz aritmetike i algebre

Sem navedenih, ima jo§ i drugih vaZnih pitanja veza-
‘nih za pojam ,,broja“. Ostavljajuéi zasad po strani prouca-

vanje tih pitanja, nave§éemo kratko neka pravila i obrasce -

od prakti®ne vaZnosti u aritmetici i algebri.

Necemo navoditi tablicu opSteusvojenih matematickih
znakova, koji se upotrebljavaju u aritmetici i algebri?). Ugi-
nimo samo jednu primedbu. Pri §tampanju razlomaka, arit-
meti¢kih i algebarskih, &esto se, radi uStede prostora, upo-
trebljuje kosa crta. Tako se Stampa:

’

-3 a a+b
3/4=—, a/b=", (a+b)/(a—b)=
4= b= @+B)a—b)=—

a+b/a—'b\=a+—ti‘—b
a

Iz aritmetike.

Pri pretvaranju obi¢nog razlomka u . decimalni treba

brojilac podeliti imeniocem. % =3:4= 0,75;1 =

Y =2:3-0,666...—0,(6).

Pri pretvaranju konaénog decimalnog razlomka u obi¢an,
u brotlac se stavlj# broj iza zapete, a u imenilac jedinica sa
onoliko nula kolike ima cifara posle zapete.
: '0',25=—25—=—1-' 0,21=—21—- 0,35= 2o
100

b 2

4 100 100 20

1) GL napr., V. V. Mi8kovié¢, Logaritamske i numericke tablice.
Tehnitka knjiga. Str. 242, .
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Pri pretvaranju éistdg periodiériog razlomka u obican

razlomak, u broilac se stavlja period, a u 'ir_ng:qi.lail1 coété?zliltl(()g

devetica koliko ime cifara bu '?erl()du':‘stil}:-lurzjzlllika ovito
‘odi¢nog razlomka, u brotlac se€ 2 T redu

‘g?'g‘j(; do grugog perioda i broja (!o prvog .pcr_lociia, saé' ut 0111?150

nilac otioliko devetica koliko je cifara u per1o_uda‘

nula koliko je cifara lzmedu zapeth prvog perioda.

7. 21_3. 01 (9=
_ —ls0,@N=2=5 01 0)=
0,777...=0,(7) 5 0, (27) 99~ 11 |

A : 230—2 38
Bl 0260 =7 T
90 - 45 - 990 1

Procenat je ,,jedan stoti. 5% znali pet .stotih delova celog.
o p _
p% broja a 1zn031—1—06><a s.
' . )
Ako p% broja a iznosi s, tada )e a=— x 100.
' ‘ N \ m : o V ‘ H ' .
™M deo broja a safinjava — X 100%, tog broja = -
no : oon
a saéinja\?a %x 100%, broja b.
100
a+b

Promile je ,.jedan hiljaditi, 30/, znali tri hiljadita dela

_Broj a sadinjava 9/ zbira a+b.

celog.lz proporcije a:b=¢:d sleduje jednakost ad=bc i ove

atb ¢Ed; gryge

proporcije: ac=b:d, d:b=c:q, d.c=ba, ; =
sli¢ne; a » takode i proporcija: (4+ b)/(a—by=(c+ d)(c - d) 1
dr. sli¢ne; (matnb)a= (mexnd)c 1 dr. _ -
Iz jednakosti odmnosa a,:b = azzl.)2 =~..l.c =a,.b,=k sleduje
(a1+a42+-.-+an):(b1+b2+.-,+b")=a1'-b1—— s
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Delovi broja a podeljefxa u odnosu m:n su:

m .
-a i -a.
m-+n m+n
\],D_Iiow broja a podeljena na k delova proporcionalnih broje-
| ima ny, n,, ..., n;, SW: myafs, n,als, ..., n;als, gde je

S=Hny+n,+ ... + A

Iz algebre

'Potsétiécmo Gitaoca i na nek : i
| ) 1ta0 e obrasce iz algebre. Ti
olbrasm ne gb}zhvataju s1ste_matski sadrZaj udzbenika elementarne
‘g_ge.brq, a}l ipak potseéaju na neka neophodna znanja iz te
p;impll.ne. Deo to;g1 materijala, na pr., teoriju logaritama,
>00simo u onaj deo ove knjige, gde se on tumadi i
pojmom funkcije. , | vez; 3

Pravilo znakova pri mnoZenju i stepenovanju prirodnim .

brojem pokazujemo shematski: (4) x () =+ (&itaj: plus puta

plus daje plus), (+)x (=)= —; (+ Y=+, (=)=, (—)*+1

=(=), gde-je n prirodni broj ili nula.
i _ ;;O_zn ake u narednim izrazima pretpostavljamo kao poznate.

Iz a>b >0, ¢>d>0 sleduje ac>bd.

a. . ¢ _axc a i_‘axd axd

b d bxd b d b ¢ bxe
am_anzam+n:am:an=am—n;(ab)n____a,,b,,; (i "=a_", YT — gmn
b) o (@™ = amn,

ERCEVS IS e

o_ _ 1
a —nl,a”-_—.-——’
an
_l " m m 1
mo T
a"=1/a;a"=1fa'";a n =

| Vam
Za a>0 i n prirodni broj: (+a)"= +a", (—a)* .
. d »y\ = 344 aa
(— a)?ti=(—a**+1);(a L+ b)® =a®+ 2ab 4+ b%;(a+ b) (a—b) = a* — b%;
(@ £ bP=a*+3a"b+3ab® + b% a*+b*=(a+ b)(a® — ab + b¥);
@® — b® = (a—b) (@ +-ab+B). | ’
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i = e
o - :
u ol v}

Aritmeticka progrcéija'. a,=a,-y +d= a + (n—-1)d,

Sﬂﬁalzan % [2a; +(n— dln.

Geometriska progresija: @,=@z—1 =% -

L i 8
g—1 g—1 —4

Kvadratna jednaina

s, 0 L725 (Sdnre =7 g<1.

xl,zﬁ(;bing—4(E): 2a,

 Xyp = (-a ;I:VZH‘D‘ — a9 a;) * as,

. D : 2
na- L] (2] -

- Ostale obrasce iz Elementarne algebre ¢emo navoditi, po
potrebi, na_odgovarajuéim mestima ove knjige.

3
3

ax® +bx+c=0,

az-x2+ za1x+a0: 0,

x2'+ Px +4g= 0)

1.6. Iz Elementarne geometrije

Materijal Skolske geometrije mo¥e se podeliti u dva
dela. Prvi deo je geometrija posmatranja, ,,otigledna geomet-
rija* ili induktivna geometrija, prema metodu “izlaganja — od
fakata posmatranja ka opisu i zakljuécima, U savremenoj nas-

‘tavi, prema toj metodi, psihologki element dobiva sve veéi

znacaj. Drugi deo je sistematska, deduktivna geometrija, uglav-
nom po Euklidu, sa potrebnim dopunama za refavanje prak-
ti¢kih zadataka; do nedavna jo§ smatran je kao glavni deo u
nastavi geometrije. Njemu je priznavan veliki znadaj u logi¢-
kom razvitku omladine. Razni programi §kolske ‘geometrije
sastavljani su iz ta dva dela, u vise raznih kombinacija:

1. Doslédno pridrfavanje prvog dela, a drugog u formi
pristupalnoj. za decu.

2. Samo prvi deo, sa neophodnim. dodatkom od “prak-
ticke vaZnosti iz drugog. 4 .

3. Samo drugi deo, sa prethodaim kratkim objadnjenjem
iz prvog dela. ' :

3 Funkcija, izvod, diferencijal

Lad
w



koji se ne mogu kretati.

4. Naizmeni¢no iskori§¢avanje prvog pa drugog sistema,

induktivnog pa d_duktivnog, u obradi raznih pitanja geome-.

triskog karaktera s obzirom na praktilne. ciljeve.

) _‘U svakom. slu¢aju, misao o Skolskoj geometriji kao ,,na-
UCHOJV‘ geometriji u strogo d.duktivnoj formi treba da l,),ude
napustena. Ta podvojenost u izlaganju Skolske geometrije
proteZe se i na Vidu geometriju, kao nauénu disciplinu. Ve-
liki nematki nau¢nik D. Hilbert (1862—1943), pisac dela
Grundlagen dor Geometrie*2, i je cilj da $to stroze lo-
gicki izloZi geometriju, sa teZnjom ka §to veCoj apstrakeiji,

. napisao je, uz saradnju S, Kon — Fosena, i knjigu ,,Anschau-

liche Geometrie*‘, sa teZnjom ka konkretnosti i ofiglednosti,

\

Za radnike u raznim oblastima materijalne kulture naj-

vainije je da savladaju prostorne predstave, da ,,vide prostor. -

Novchtcndengije u g’astav'i geometrije zahtevaju, ve¢ na prvim
koractma pri prouCavanju geometriskih objekata, da se " ti

objekti razlikuju — po formi, veli¢ini i polofaju, dakle po g

tim-osnovnim prostornim elementima. Pri tome se ova prou-

‘avanja vise ne vise na stalnim, gotovo uvek istim petrifi- -
ciranim formama Euklidove geomstrije, ve¢ na promenljivim

objektima koji menjaju formu, velid¢inu i poloZaj. Mo¢i za-

‘misliti, shvatiti i videti u svom saznanju geometriske objekte -

raznih- qblxka, svih veli¢ina i u razliitim poloZajima, i bzz
konkretnih modela — to obogacuje prostorne predstave i Stiti
od grub_lh pr(v)st.ormh grelaka, da se ne nacrtaju planovi zgrada
sa nepristupanim sobama, ili ma$ina sa pokretnim organima

Dl.llea razrada tog metoda dovodi do uvodenja pojmova
geometriskih parametara: parametara forme, patametara veli-

‘¢ine 1 parametara poloZaja. Oznalimo broj tih parametaia za

o_drcdeni geox'n’etriski objekt sa f, g, p (forme, grandeur, posi-
tion). ObjasniCemo ove pojmove na primerima. ,

Naveséemo pre svega primere geometriskih objekata bez

parametara forme (f=0). Za te objekt h
odreduje njegovu formu. Jekie sam naziv poipuno

- 1) Postoji srpski prevod Z GaraSani
) ) B ST _pre? ] afanina ,,Osnove geometrije*’
jzdanyu - MatematiCkog instituta Srpske akademije nauka. geograd.-ll%;].
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i Prava, poluprava, dve paralelne prave, prav ugao, krug,
' kvadrat, uopSte pravilan mnogougao sa odredenim brojem

* strana, kocka, uopéte pravilan polijedar sa odredenim brojem
strana, lopta. . -
Primeri za sludaj f=1. — Pravougaonik. Parametar . for-
L. me je apstraktan broj — odnos jedne dimenzije prema drugoj

odnos dijagonala romba, apstraktni broj. — Ugao. Parametar
forme ovog geometriskog oblika je apstraktan broj, odnos luka
prema- polupreéniku. S :

Kao primeri piostradih objekata sa jednim parametrom
forme mogu posluZiti: Pravougli paralelepiped sa kvadratnom
¢ osnovom (kvadar), valjak, kupa. - . : ,
P&t . Primeri geometriskih oblika sa f=2.— Trougao. Para-
~metri forme — dva ugla ili odnosi dve strane prema trecoj. —

f’f Paralelogram. Parametri forme; — dva ugla: jedne strane sa

dijagonalom i sa drugom stranom, ili odnosi .jedne strane i

) dijagonale prema drugoj strani. — Pravougli paralelepiped.-

Parametri forme: odnosi dveju dimenzija prema tre€oj.

" Primeri geometriskih objekata za f=1 i f=2 u dovolj-
noj meri razja¥njavaju suStinu pojma parametra forme i broja
tih parametara. ' ' 7
tond ~ Sami parametri forme ne odreduju u potpunosti geome-
g triski oblik. Sli¢ni geometriski oblici imaju parametar veliine
“l i to samo jedan (g=1). :

g —

svom ¢&lanku. ,,0 geometriskim parametrima‘ objavljenom u
i Zbhorniku radova Matemati¢kog instituta Srpske akademije na-
N uka. Knj. 6, 1957 g. ' ' ' ' :

fal 1z tzv. metricke elementarne geometrije nave§temo samo

nekoliko vaZnijih obrazaca. Oznake u tim obrascima su dobro

poznate. : .
Pitagorina teorema: ¢*=a®+b%

Strana pravilnog upisanog mnogougla: a3¥ rl/—i,

a,=r 1/5, ag="r, amv= —;"' (V_S_ 1.

Povr§ina trougla: Q= izah,, =plp—a)(p—b)(p—¢) sa

I 2p=atbte,
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(a:b). — Romb. Za parametar forme moZemo . uzeti, recimo,

Podrobnije o geometriskim parametrima izloZio sam u ’




Obim kruga 2=r; povrSina kruga nﬂ:%mﬂ sa d=2r.

DuZina s krufnog luka nad uglom «: s=r«; povriina

(]

krﬁinog sektora — §r'=——r2u.
Zapfemine: prizme Sk (S— povriina osnove, A—visina);
.. o 4 _ .
. piramide ? Sh'; cilindra =nr2h; konusa —;— nr?h; lopte —é—nr3=
= —é—nds Povrsine: cilindra 2nrh (bbéna); konusa wrl (bdéna; {—-

proizvodilja); sferne zone 2xrk '(h— njena visina); sfere 4mr2,
Nave$¢emo i jednu primedbu o tzv. Pitagorinoj teoremi,

koja-ima dve formulacije: konstruktivau kako je izraZena kod
Euklida' i koja .glasi: Kod pravouglih trouglova je kvadrat

‘na strani spram pravog ugla jednak kvadratima na stranama
"koje obrazuju prav ugao; i metricku, koja glasi — kvadrat
mernog broja hipotenuze jednak je zbiru kvadrata mernih
brojeva: kateta, merenih istom merom. '

Prime¢ujemo da izraz a®+b% u Pitagorinoj teoremi ima
nazive: Euklidove wmetricke forme za ravan. Sa ovim izrazom

smo se veC sreli pri odredivanju kvadrata udaljenja izmedu
dve tatke u ravni. . = .. :

1.7. Iz Teorije vektora

Pri geometriskom tumadenju kompleksnih brojeva uveli smo
pojam vektora u ravni. PoSto je za geometrisko tumacenje
osobina prostornih oblika zgodno uwopstiti, tj. pro§iriti taj pojam
i na sludaj prostora, izne¢emo ovde osnovne elemente teorije

vektora u prostoru, i to u vezi sa Dekartovim koordinatama
tatke u prostoru.

Posto smo izabrali poletak, taCku O, 1 kraj, tatku M,
duZi OM u ravni, odrzdili smer te duZi, dobili smo duZ odre-
dena smera, koja se zove vektor. Mogli bismo, medutim, izab- .
rati kao poletak i kraj te duZi, tatke O i M, ne samo u ravni
1) Postoji srpski prevod A. Bilimovi¢a ,,Euklidovi elementi* u izdanju

Matemati¢kog instituta Srpske akademije nauvka. Beograd, 1949, (Knj.
. Stav 47). ' .
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= O_X—:y, koordinatnog sistema u ravni, ve¢ i ma gde u prostoru.

. Ako te tatke spojimo i na dobijenoj duZi oznalimo smer, do-
" biéemo pomovo du¥ odredena smera, opet vektor.

Zaustavimo se malo na pojmu vektora u prostoru. " Uz-

mimo, ma gde u prostoru, dve tatke, 41 B (sl. 11), za poletak

i kraj vektora AB i kroz ove tatke povucimo pravu; ona se
zove osnova vektora a sa smerom

' yektora — osa veklora.

Vektor vezan za pravu ZOve s .Y E
vektor koji moZe menjati pol_o?a_] svog’
potetka na osnovi, me me__pjajuél pri . :
tome ni svoju duZinu, ni smer, ni 3
osnovu. Vektor &iji pofetak ne moZe

* svoj poloZaj menjati u prostoru zove : ‘ B2

se vektor vezan za tacku. AB i A, B, ‘ B

(sl. 11) jednaki su, kao Yektou vezani ¥ /s
za pravu, ali su razliditi kao vektori - A
vezani za tatku. Ako smatramo kao )
jednake ne samo vektore na istoj pra-. /.
voj, veé i na paralelnim pravama sa S 11 _ Vektori
proizvoljnim poloZajem potetka u pro- -
storu, ali pod uslovom da vektori - .
imaju isti smer i istu duZinu, takvi vektori se zovu slobodni
vektori, ili jednostavno vektori. Najglavniji je pojam slobodnog
vektora i zato je i sam naziv vektora vezan, ugl_avnom,r za taj
pojam. Tri vektora AB, Ay By, Ay By (sl 1.3), kao /SIOEQ(;HE
vektori, jednaki su. Tri elementa karakteriSu svaki slobodni
vektor: 1. pravac osnove, odreden do p.aralel.lzma; 2. smer na
toj osnovi i-3. duZina, koja se zove i intenzitet vektora. Inten-
zitet se izraZava mernim brojem, pozitivaim skalarom.

vid:li smo da vektor u ravni moZemo dove_sti u vezu sa
kompleksnim brojem. Prirc_)dno je da se postavi pitanje: na
koji se nadin mogu dovesti u vezu broj 1 vektor u prostoru.
Za vektor u.ravni uzell smo kpordmatm' sistem u ravni,
sastavljen od dve upravne ose Ox 1 Oy. Za \{ektor w prostoru
uzebemo (ri upravne ose i to ovako. Zamislimo da stojimo u
sobi i gledamo u jedan ugao 'na pcdu._]z ovoga po?aze dw?
upravne duZi u ravai poda. Uzmimo ah' za ose (sl. 12) 1
oznatimo jednu sa Ox, drugu sa Oy. Treca duz u uglu stoji
upravno na ravan poda; pretvorimo 1 nju u osu 1 oznatimo
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sa Oz. Tako- smo dobili tri uzajamno upravne (ortogonalne)
ose; one &ine tzv. ortogonalni koordinatni trijedar.

Stavimo sad podetak slobodnog-vektora u taéku O, presék_

‘ovih osa. Neka kraj, tj. tatka M, zauzima proizvoljan poloZa]
, u prostoru. Vektor OM odreduje

j{\ ) poloZaj tatke M i zato se zove vektor
M/ el poloZaja tacke M v ocdnosu na tacku O.
’ Kroz tatku M povucimo ravan para-
4 leinu ravni Oyz. Neka osu Ox sede u
tacki M,. Koordinata tatke M, na osi
Ox je jedna od koordinata tatke M

. u prostoru. Ovu koordinatu oznafimo
sa x; ona se i ovde zove apscisa
talke M. Drugu koordinatu d<emo
dobiti ako kroz tacku M povucemo

SL12—O " Ini k ~ove ravni sa osom Oy codreduje drugu
. 12— Ortogonalni ko- . . i ‘
. ordinatni frijedar koordinatu tacke M, koordinatu y,

koja se zove ordinata. Najzad, trecu
" koordinatu ¢emo dobiti pomocu preseka M, ose Oz t ravni

paralelne ravni Oxy, Sto prolazi kroz. ta¢ku M. Ovu Cemo:
koordinatu oznaliti sa z; ona se, ponekad, zove aplikata- ili:
kota tatke M. Ta tri realna broja, x, y, z, su koordinate take M-

u prostoru. Oznalavaju se na taj nadin. §to se stavljaju u

zagradu iza oznake tadke: M (x,y, z).

Ako Zelimo da uporedimo sa vektorom OM samo jedan :

broj, vidimo da taj broj mora biti sloZen i da se njegova

" yrednost odreduje sa tri realna ili skalarna broja x, y, z.
Svaki od ovih brojeva ima svoju naro€itu geometrisku pri- -

rodu. Povezaéemo se svakom koordinatnom osom vektor je-
diniéne duZine, sa smerom doti¢ne ose. Nove brojeve, koji
pretstavljaju ove jedini¢ne vektore oznadiCemo sa ey, e, e;.
Ti su brojevi po svojoj prirodi razliditi i nijedan od njih ne
moZe se izraziti pomodéu ostala dva. Prema tome vektoru OM
¢e odgovarati broj koji moZemo izraziti zbirom
U=Xxe, +yey,+ ze;.

7 Taj novi broj.” sloZene prirode, krsti¢emo imenom: vek-
torski broj. On se odreduje sa tri skalarna broja x,y, z, koji
se zovu Dekartove koordinate vektora. Jasno je da su dva vek-
torska broja jednaka, ako su njihovi skalari jednaki.
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ravan paralelnu ravni Ozx. Presek M, =~

1.
;
|

- ¢e biti jednak nuli. Vektorski zbir ne

——
Ty

Velitina kcju moZemo pretstaviti vektorom zove s€ vek-

i torska velidina. Kao primere za vektorske veliine k;max;t:to:_plg-
; ' * . L] I - IS a
: j i _sila, pritisak i dr. Svaka vekto

'+ meranje, brzina, ubrzanje,-Sua, pritiss ‘ .
veliéiﬁ]a treba da ima sva svoja tnl elementa, tj. pravac, smer

i intenzitet. Tako, za brzinu treba da Zpamo — pra;ac. icdr:-
tanja, smer kretanja i intenzitet, recimo, V-6_0_km na . 12(1;. fe-
dutin; u obiénom Zivotu za neke u sustini vektorske veli-

¢ine, ne navode se pravac .i smer, veé samo intenzitet, recimo
i 3

,a brzinu voza. To-dolazi zbog toga $to .se pojam brzine oce-
njuje samo po glavnoj svojoj ulozi u rezultatg kretanja, Po
vremenu prelaza iz jednog mesta U drugo. |

Ako treba sabrati dva ili vie vektora u prostoru, mo-

. Jemo primeniti postupak uzastopnog nadove_zivanja., koji s(xlr‘llg
~objasnili pri sabiranju dva vektora u ravnl. Sabiranju

vektora i ovde odgovara pravi_lca pa:ralelog'rama. Na slici 13
jé pretstavljeno sabiranje dva i Zetiri , .
vektora. U ovom drugom sludaju - B '
vektor-zbir AE spaja potetak prvog
sabirka — vektora AB2 tatku A, sa - :
kiajem poslednjeg sabirka DE, tad- ’ ; c, }
kom E. Taj zbir ima smer od po- ) )
Getka prvog vektora ka kraju pos}ed— y /

njeg. Ako kraj posledajeg _sablrka

padne u poletak prvog, zbir ‘vektora

a).

savisi od toga koji éemo vektor uzeti E . b) |

za prvi sabirak i kojim ¢emo redom SI. 13 — Sabiranje vek-

na nj nadovezivati ostale vektore — tora

sabirke. - | |

Oduzimanje vektora u prostoru vrsl S¢ po istom 1g(e:c?-

me{riskom postupku kao 1 oduzimanje vektora u ravni, KOj®

predstavljaju kompleksni brojevi (sl. 8). .
Ako vektorima 4, B, i A; B, odgovaraju dva vektorska broja
Uy =xy 8y ty1€2+ 7216 Uy = Xg & + V2 €2 22 €3>

_zbiru ovih vektora odgovaraée broj

| b= 1ty + tly = (5 + X} € F (o) €t (B 20) €

a njihovoj razlici broj ) o
v=u1—u2=(x1—x2)e1+(y1'—y2) e, + (zy—22) €5-.
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- Lako je pokazati da se vektorsko sabiranje i u sluZaju
vektora u prostoru pokorava asocijativnom i komutativnom
zakonu; pomod¢u vektorskih brojeva ovo se izraZava jednakostima

(g +up) +ug =y + (up + tg), Uyt Uy=Up Uy
Da vidimo sad operaciju mnoZenja vektora.

Pod proizvodom vektora AB (sl. 14) i skalara krazume
se vektor koji ima:
vektora AB; 2. smer isti sa smerom
vektora AB ako je k pozitivho, a
suprotan ako je k negativno; 3.

~—

vektora AB i apsolutne vrednosti
broja k. Na slici imamo dva proiz-
voda: CD=2,5 AB, EF= —1,5 AB.
Ako vektoru 4B odgovara vektor-
ski broj u=xe, +ye,+ze,, proiz-
vodu kAB odgovara broj ku=
=kxe, + kye, + kzes.

Vidimo da proizvod vektora:

_ i skalara ima wuvek potpuno|
odredenu jednu vrednost: mnoZenje vektora skalarom sleva je

isto kao i mnoZenje skalarom sdesna. A da vidimo §ta je pro-
izvod dva vektora? ' ‘ ‘

Dok smo. dosad govorili o proizvodu dva broja, uvek
smo imali potpuno odredenu samo jednu operaciju, koja
dovodi -do odredenog jednoznalnog rezultata. Medutim
takvo ogranidenje pojma proizvoda nije obavezno. Za dva vek-
tora moZe, napr., biti definisano i viSe vrsta mnoZenja, pri
¢emu proizvod svake od ovih vrsta ima takode odredenu jedno-
znacnu vrednost ali razlid¢itu od proizvoda druge vrste. Zapi-
tajmo se koju to zajednitku osobinu imaju sve vrste mnoZenja?
To je osobina da se svako mnoZenje mora pokoravati distribu-

2
2 I |

Sl 14 — ' MnoiZenje vektora
‘skalarom

— =

- - - - - -
tivnom zakonu za mnoZenje i sabiranje. Ako sa V;,¥V,, V, ozna-
— —

¢imo?) tri proizvoljna vektora, sa ¥ ¥, ma koji proizvod vektora

— —
¥1 1 V,, distributivni zakon se izraZava ovako

1) Upotrebljena je druga oznaka vektora — jednim slovom nad-
vudenim strelicom.
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1. osnovu istu ili paralelnu sa osnovom-

du¥inu jednaku proizvodu duZine

£
i

TV Fua V=i Vet ViVe
| Najlesée se upotrebljuju dva mmnoZenja: skalarno 1 vek-
Il . po ima ih i drugih. =
‘orSkOEJ'-vezi sa skalarnim proizvodom deflnxsacgrxltg, ptigtg\;e‘g;é
' 1 ka su dati: vekt

" projekcij tora na pravd 1 na oSu. _Ne ‘ (
. Pmﬁkmﬂ;\l;\?k(sl 15, a). Iz tataka 4 i B spusimo normale na
B = pravu MN. ‘PodnoZja iih normala ozna-
ticemo sa A; i By Vektor 4, B, Je pro-
jekcija vektora AB pa pravu MN. Al;o
od prave MN nalimimo OSu (sl. 15,b),
vektar A;B; moZe imati smer bilo 1sti
sa smerom ose, bilo njemu suprotan.
Pod projckcijoin vektora AB na osu MN
razumeéemo skalar i to intenzitet vektora
A, B; sa pozitivnim znakom, ako ova)
velktor jma smer ose, a S2 negativnim
zmakom u suprotnom slgéa]u. Ako se a
' (alfa) oznalimo ugao _izmedu vektora
4B i ose MN, projekcija vektora na osu
“ima. vrednost proizvoda duZine vektora
4B i kosinusa ugla «, tj. 4Bcose, gde
: smo crtom ozna€ili intenzitet vektora AB.
Neka su data-dva vektora, AB ivAC (sl. 16); ;ﬁgﬂ;;:;;
oletke uvek moY¥emo dovesti u istu tatku prostora. q
Eroizvod ‘ovih vektora, sa oznakom

Sl 15 — Projekcija
vektora na pravu 1
na osu

B . C
(4B, AC), bice skalar jednak .pr01z_vodu . _
intenziteta ovih vektora 1. kosinusa ugla
izmedu njih, 1. ; | .

(AB, AC)= ZE,E cos o,

gde je « ugao izmedu vektora. Ska.lgzn%
-vod moZe biti i ovako protumaten. ' o
pml'zev?ednak proizvodu intenziteta jednog vektora 1 %Z)Jekcg?
gnujog na osu prvog. Iz definicije skalarnog proizvo ;gJ
r ,jg_no sleduje da on ne zavisi od reda él{lllaca, tj. (A_B, : —d
?r!e(“ AB). Ako je ugao izmedu vektora oftar, skalarnl rn‘m}z?llori
j:; ;dzitiv;m; on je negativan, ako je ugao tup. Kad su vekto
-avni, njihov ak ) . :
zﬁi?vﬂcamrjﬂag proizvoda dva vektora mo¥e se smatrati kao

mnoZenje vektora
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je skalarni proizvod jednak nuli. Jednakost

Sl 16 — Skalarno



uslov ortogonalnosti dvaj ' Niie tegk o
aInos Ju vektora. Nije teSko pokazati
skalarno mnoZenje vektora. vaZi distributivni zapkOn tjtl. da za

(AB, AC + AD) = (4B, AC) + (4B, AD).

Na osnovu definicij ‘ . :

P cije skalarnog proizvoda z iz

g za
~Jedm}cn1h vektora ey, e;, e; dobijamo ovu tablicu proizvode

ey € €y
e, |10 0
e |0 1 0
€ 0 0k 1

prema kojoj, napr., imamo (e;, e)=1, (e, e;)=0; istu tablicu

moZemo izraziti i ovom jednacinom

‘ . (9.‘, ej)={1 Za i:-_]
. 0 za i#j

‘ i, j=1,2,3.
|
| Navedena tablica ilustruje '
2 je zakon prema kojem se vrsi
| sléalarno mnoZenje dva V_ektora_ odredenih svojim kéordinatarrfzilE
odnosno svojim vektorskim brojevima. Za dva vektora 2l

RO ‘ : '
( ). 1. x1¢1‘-|'J’132+21f’3s Up=Xg€;+ Yy €5+ 25685
. posle primene distributivnog zakona i’ gofnje ‘tablice imamo

(up, up) =1 Xo+ 91 Yo+ 2, 2.

0 . . ) _

ovani v:}l(lfnqvamu skalarnog proizvoda, kad su Ziniooi ime-

roimvoda v?gfil,ngebe:. znati d]az se sloZeno imenovanje skalarnog
isti nadin kao i, u aritmetici i i

- - 10

novanja dva_ imenovana broja. ’ L proizvod ime-

VaZan je slucaj skalarnog mnoZenja vektora jedininim

vektorom. Taj proizvod im '
ey a .
osu jediniénog vektora. vrednost projekcije vektora na

Ako imamo izlomljenu liniju, sastavljenu od nadovezanih

vektora I_/)l, V.. i P i Y. .
. 93 v oy ns 1 SQ V Oznaalmo ka a _ .
vektora, imamo vektorsku jednaéinu FOERIEL Znintih

—

V=Vi+Vy+.. . +V, = V.
' i=1

42

i

o il el
i AR R

' Neka je dat pravac jediniénog vektora I, sada moZemo

prema distributivnom zakonu napisati skalarnu jednainu

5@, D=, D |

i=1

' koja izraZava poznatu teoremu, naime da. je: zbir projekcija

ma na koji pravac svih strana izlomljene linije jednak je pro-
jekciji na isti pravac zavréne strane te linije.

Drugi od ‘pomenutih proizvoda je vektorski ﬁroizvod.

' Oznatavaéemo ga pomocu! &oskastih zagrada, dakle ovako
[4B, AC].- Pod vektorskim . proizvodom o
razumeéemo vektor koji ima ove: ele- [4B,AC]

mente: 1. Osnova mu (sl. 17) stoji up-
ravno na ravni datih vektora; 2. Smer
mu je upsren u deo prostora odakle bi
posmatrag video da drugi vektor, ‘nado- A
vezan na kraj prvog, obrée prvi vektor
RY . . . .
u stieru. kretanja kazaljke na tasovniku;
3. Intenzitet mu je jednak “velidini po-
vriine paralelograma konstruisanog na

B

8L 17 — Vektorsko
" mno¥enje vektora-

. datim vektorima kao ma stranama. -Ako

ugao jzmedu vektora ponovo. oznadimo sa «, taj intenzitet,

kao povrsina paralelograma, ima vrednost

._/-ﬂ?-:{z'sinoc.

. Iz gornje definicije vektorskog proizvoda ‘neposredno
sleduje da za njega ne vaZi komutativni zakon, jer je

[AC, AB]= —[A4B, AC]

Ako su vektori paralelni ili kolinearni (imaju istu osnovu)s
njihov vektorski proizvod ima vrednost nulu. Obrauto, jedna-
kost nuli vektorskog proizvoda je uslov paralelnosti, odnosno
kolinearnosti dvaju vektora.

Iz neposrednog geometriskog posmatranja Zza vektorske
proizvode jediniénih vektora €;, €3 €3 mo¥emo obrazovati ovu

tablicu tih proizvoda, pri gemu prvi inilac treba uzimati iz
vertikalnog stupca '
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1 e, e, ey By Reéi ¢emo 3:0§_ nefto o znaaju .Teori.je vektora u savre-
—— =mPH . . menoj Matemalici i drugim naukama koje se njome koristl
ey 0 £y | ] - LK it .Pojmpxi pomeranja, brzine, Pbrzgnja,» sile i drugih vek-
, 2 - e - torskih veli¢ina odavmo su poznati; oni su svastrano prouceni
b BB i analizirani. Medutim pjihova analiza vriena je, uglavnom,
2 |—&| O £l - ‘ ‘| pomocu skalarnih racuna; 2 to snadi da se proutavanje tih
S | vektorskih veli¢ina svodilo na proudavanju veza izmedu skalara
€3 ey | —€1 0 ‘ , el koji odreduju te velidine. Sam vektorski oblik nije se posmatrao
N o o A u $vojoj celini, sa svim svojim geometriskim i drugir? osobinama.
. a osnovu te tablice i distributi 1G] Sva rasudivanja sa vektorima pomoéu te skalarne metode
proizvod dva vektora (ghgzt;ijcziilsst; lx?gl:tgﬁosgaziléi?a Z]?' vesiorski .| zahtevala su d]a sve pretvorimo 1:1 skalare i operifemo samo

' RICIER LN HigEm o <a skalarima. Ta, uglavnom analiticka, metoda predstavija -

Uy, ) =u= - & - Wil
(s 1] = 1= 20 — 21 Vo) g5t (B s — 1 2o} €3 £ 00 Yo = Ji X) &, moéno orude Matematike; ona je dala sjajne rezultate, kako
' ‘&  u teoriji tako 1 u praksi. Ali ona ima i jedan krupan, prin-
" cipski nedostatak: mesto da operife sa samim geometriskim -
oblikom, ona uvodi skalare i to dosta proizvoljno. Tako
moZemo birati na proizvoljan nadin ona tri glavna, koordinatna
pravca, prema kojim odredujemo tri skalara za istu vektorsku
velidinu. Ta metoda, operiSuci sa skalarima, dovodi u opStem
“slu¥aju do novih skalara i, na osnovu njih, konstruiSe ponovo
vektore, koji daju odgovor na postavljena pitanja.” Vidimo da
uvedeni skalari igraju pomo¢nu ulogu, a pri tome prikrivaju

Pr L — a —_—
ema tome za dva vektora, ¥y i V,, sa koordipatama

Vi(x 1 21)s Vi (Xg5 Ya» 23)

.

vekt 1 i v, ¥ ci %
. orski proizvod [V, V,], recimo vektor V, ima koordinate:

V (¥125— 21 Y2, 21 Xg— X1 Z9, X1 )2 - V1 Xs)-
Vrednost vektorskog proizvoda, a, prema tome, i vred- I

nosti njegovih koordinate g6 S &1 . e g 1l
e ata lakSe mogu proditati iz ove tablice ’If samu konkretnu prirodu analiziranih veliina 1 prirodne veze
ey ey ey v fL - medu njima. \ 3 ,
X, yy z b 19 Nasuprot tome, yektorska metoda ima za cilj neposredno
pAars : Wl operisanje samim geometriskim oblicima, i daje pravila koja
o Xy Vo Zg , i omoguéuju da se dode do rezultata &isto geometriskom metodom:
1 to prema ov 3 . : Bl ica - Thaft 1§ ¥ 3 i ‘ -
e i :Pl, 23 b(:'li]ge njqeodn\?rssﬁvn?'ﬁl _p;gvﬂu: za svaku jedinicu ‘Ir | ;;g;c:_f;gmiqiugrsgggmce , §j. omo §to J€ geomettisko trcpa geo
, ‘h iedinica i ( o ) )
nam, napr., za e; ostaje tablica jedinica i stubac sa e; tako b = Dok su naucne konstrukcije bile relativno jednostavae,
: _ | pomenuti nedostatak skalarne metode nije bio toliko upadljiv.
Y 1‘21 , £ Medutim i ranije je, narodito kod velikih umova, postojala
Yo Zo L tendencija da se do rezultata dode neposredno geometriskim

5 putem. Tako, Njutn, u svojim Principia-ma, izvodi geometriski
rsnib &lanova, pri éemu se razli Lo svu teoriju planetskog kretanja, mada dobro poznaje Dekartovu
razlike uzimaju sa plusom za metodu Analiti¢ke geometrije. Zamagni razvitak Analize u XVIH

jedinice na neparnim i i
P mestima : i | ) | -
jedinicu na parnom me . (I i 3), a sa minusom za | .. - u XIX vekuo, kada je ona u rukama &itave plejade Cuve ih
parnom mestu. Prema tome; za e; imamo y; z,—2z; | :
12

Iz ovakvih tablica obrazujemo raziiku proizvoda una-

lccinlon o pemam teosin: Bms ks, Sdie; o | matematicara, od Eulera do Anri Poenkarea, dala sjajne rezul-
Naveli smo nekoliko [J'Djn";ovril £ ot X — %129 ity tate, ukotio je napredak neposredne, geometriske metode; ona

[4 o ] i J i : .

peracija iz onog dela il ie zauzela drugo mesto, sluZe¢i se meSovitom, g S v

<kom formom, pretvarajuci se -ponekad u suviSe formalnu
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Teorije vektora koja se zove Vektorska algebra ;
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disciplinu. Cekalo se na vreme kada ée skalarna metoda postati

isuviSe komplikovana i kada e biti primorana da ustupi mesto -

neposrednoj, geometriskoj metodi. Teorija vektora pocela je
osvajati sve vaZnije mesto onde, gde dominira vektorska priroda
veli¢ina, onde gde istovremeno udestvuju viSe vektora i to u
slozenim kombinacijama. Takve su discipline Teoriska i Mate-
mati¢ka fizika; tako, napr., Teorija elektriciteta izgleda neiz-

merno jednostavnija, ako.zakone i jednacine te teorije napiSemo

u vektorskom okliku.

Teorija vektlora, i to ne samo Vektorska algebra veé i
Vektorska analiza, najranije se odomadila u Fizici, tu je ona
dobila pogodniju formu izlaganja, pristupacniju za Siroki krug
istraZivaca. ‘Danas je to instrumepnt bez d&ijeg je poznavanja
nemogucée pratiti i najelementarniju literataru ne samo Teoriske
fizike, ve¢ i Fizike wopSte, kao i Mehanike sa svim njenim

teoriskim i praktiénim granama. I mnoge druge discipline, u -

blioj ili daljoj vezi sa ovim naukama, operiSu vektorskim

- veliinama. _ _
Tendencija Matematike ka sve Sirem uop$tavanju pojma

broja odavno je prekoracila granice Teorije vektora i -vektor-
skog broja u uZem smislu. Da bi se omoguéila operacija deljenja
dva vektora bio je uveden pojam kvaterniona, kao formalnog|
zbira skalara i vektora, koja se. odreduje sa &etiri skalara.|
Teorija kvaterniona, vaZna sa teoriskog gledifta, nije dobila
Siroko rasprostranjenje. Njen formalizam zahteva naro€itu paZnju
metriju i mehaniku. : ,

Dalji razvitak pojma broja i oblika, broja koji odgovara

pri izvodenju operacija i nezgodan je u primenama na geo-

tom obliku, prikazuje se¢ u pojmovima fenzora i matrica. To

su naro€iti sistemi skalarnih brojeva, za koje njihove teorije

. postavljaju pravila algebre i analize. Na osnovu tih teorija

izlaganje nekih osnovnih mauka — geometrije, mebanike, fizike
i dr. dobija nove, Sire oblike.

Paralelno sa proucavanjem brojeva razli¢itih konkretnih
struktura, matematicke teorije su izlazile iz oblasti brojeva i
prelazile na opsti pojam mnoZine bilo kojih predmeta, ideja,
operacija, postupaka, oznaka itd. Tako je stvorena Teorija
mnoZina ili skupova, koja sa.teoriskog glediSta dominira nad
celokupnom Matematikom. Pojedini njeni delovi — Teorija
prostora, Topologija, Teorija grupa i dr. postali su vaine samo-

_stalne matematicke discipline. .
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Glava druga
FUNKCIJA

2.1. Konstantne i promenljive veliCine

Matematika operide samo sa qnim vel.ic‘_éil.lama ko__]e lse:
mogu meriti, a izmeriti velitinu zna&i uporediti je sa l?rogem ).
U taénom merenju taj je broj potpuno odred_en, u pvr_lbhinom
merenju, koje se najéedce primenjuje u pr_aktlénom Zivotu, za
taj se broj postavijaju odredene granice '1gmegu kojih se on
nalazi, Taéno merenje u 'suétini mo?e b}u izvr§eno. samo ,,pre-
brojavanjem* odvojenih predmeta ili onih grupa koje odgc(ga— _
raju prirodnom broju tih predmeta. Tako, napr., talno se o ke-
duje broj putnika u vozu, na paro_br_odu, svota movca makar
i prijavljena u znacima raznih l?rO_]Illh vrednosti od iste nov-
tane jedinice, recimo, u dinarima, pa broj ovaca u stadu,
broj kola u garaZi itd. N B _

Merenje moZe biti neposredpo ili posredno.'Qno je ne-
posredno, kada se data velidina Jednovs_tavnq meri 1zabra}nqm
jedinicom pomo¢u brojanja, napr., duzina pomo¢u metra i nje-
govih delova. Merenje je posredno ka'da s¢ meri nekardruga )
veliina, napr. duZina ili ugao, odbrojavanjem na uglomeru,
pa se zatim, pomod¢u racuna, na Osnovu matematitkog obrasca,

1) Danas se U Psihologiji, Polititkoj ekonomiji i _socualmm nau-
kama operie i sa veli¢inama koje ne moZemo povezati sa brqjem za
koji vaZi i pojam jednakosti i zakoni operacija za ‘r‘ealn_e brojeve, ve¢ ih
razlikujemo samo prema odnosu ,,ve€a ili ,,manjq.";‘Prlsustvo u sistemu
aksioma za realne brojeve i aksiome o ,,monotoniji ve¢ ocrtava i put
logitkog obrazloZenja teorije ta_kvnh vg:]néma.' Sli¢no putu na koji je uka-
2a0 Lobadevski, koji je izostavio petl Epklldgv .pogtulat,‘ t_r_eba uvesti
veliine za koje ne vaZi pojam jednakosti, koji bi bio zamenjen pojmo-
vima ,,veéa‘ ili ,,manja‘. N
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dobija vrednost traZene veli¢ine. Napr., posle merenja ugla na
galvanometru moZemo radunom odrediti jatinu struje. _
Ako se kao rezultat bilo merenja, bilo rafuna, bilo Zak
naSe namere da neka veli¢ina, u datom rasudivanju sa njom,
ima ili treba da ima neku odredenu brojnu vrednost, ona se
zove stalna, nepromenljiva, konstantna veli¢ina ili, jednostavno,
konstania. '

Konstantne veli¢ine se dele na relativne i apsolutne.

Relativna konstantna veli¢ina zadrZava svoju brojnu vred-
nost samo pod izvesnim uslovima. Tako, napr., dimenzije pro-
zora odredene forme na nekoj zgradi obi¢no imaju iste velidine,
-za tu zgradu one su konstantne; ali poSto na drugim zgradama
prozori iste forme mogu biti sasvim drugih dimenzija, te su
konstante relativne. Rastojanje izmedu astronomskih tataka
Beograda i Bea je konstantno, ali i ovde ta konstantnost ima
relativni karakter, jer se sve dimenzije na Zemljinoj povrsSini
menjaju u toku geoloskih perioda. '

U vezi sa ulogom relativnih konstanata u savreménom
prakti®nom Zivotu, narodito u Zivotu velikih kolektiva, pa ak
1 celokupnog ljudstva, treba navesti proces tzv. standardizacije
relativnih  konstanata. U svakoj oblasti materijalne kulture
" izraduju se, po moguéstvu, predmeti samo takve forme (stan-
- dardne forme) i-dimenzija (standardnih dimenzija) kako bi jedan

predmet, ili njegovi delovi, mogli biti zamenjeni drugim, njima.

identi¢nim. Jasno je da masovna proizvodnja identiénih pre-

dmeta znatno olakSava savremenoj industriji njen glavni zada-

tak, da moZe zadovoljiti zahteve Siroke potros$nje i najkompli-
kovanijih predmeta.

‘ Apsolutne konstanie su veliline koje imaju stalnu vrednost
u svim prilikama, u svakom procesu rasudivanja. Odnos obi-
ma kruga prema pre€niku, koji se osnafava brojem =, ima
istu vredoost u svim prilikama. Taj odnos je primer za apso-
sutnu konstantnu veliinu.

Velidéina koja se menja zove se promenljiva ili varijabilna.
Pojam promenljivosti veliina toliko je danas blizak kulturnom
toveku, da bi navodenje primera za promenljive veliine imalo
smisla samo sa istoriskog gledidta. Jo¥ krajem proflog veka,
Cak i u poslednjem razredu srednjih fkola nije bilo govora o
promenljivosti velitina. ReSavana je, napr., kvadratna jednatina
i govorilo se o korenu te jednadine, kao konstantmoj veliini,
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no nije bilo redi o promenljivosti trinoma te jednaline u vezi
sa promenom x—a. Medutim, jo§ su stari Grei, kako sam
naveo, tvrdili da Ildvra pet [panta rei — sve teCe — reli greékog
filozofa Heraklita 548 — 480 g. pre na$e ere]. U svakoj pro-
meni moZemo naéi jednu ili viSe veliina, koje karakteriSu ovu
promenu. Pre svega se menja— i 0 neminovno — vreme, ova -
vetno promenljiva veli¢ina. Svaki dan Sunce izlazi, menja svoju
visinu nad horizontom i zalazi. Njegova je visina nad horizon-
tom promenljiva velidina. To istd vidimo i kod zvezda, Me-
seca, planeta. Vazduh menja svoju femperaturu, vlaZnost, pri-
tisak. Sve su to promenljive velitine. Sve fiziolofke pojave
nafeg Zivota vezane su sa promenljivim velifinama; tempera-
turd tela, krvni pritisak, teZina i druge veliine menjaju se ne
samo od detinjstva do starosti ve¢ i u toku jednog dana. Jo§
viSe promenljivih veli¥ina moZ¥emo nabrojati posmatrajui na¥
socijalan Zivot. Postoje specijalni instituti i posebne nauke koje

. proudavaju promenljive veli¢ine vezane za drustvo. Sto veéu -

oblast pojava uzimamo u obzir, to vide imamo promenljivih
veliina i to S$arenija njihova priroda.

2.2. Pojam funkcije

Po&nimo jednim primerom.

1z slavine te€e voda u sud-
koji ima oblik valjka (sl. 18).
Polupre&nik osnove valjka ozna-
¢imo sa r, a njegovu visinu sa
H. Ovaj sud napuni¢emo vodom
do visine h. Izralunajmo zapre-
-=x~  minu ¥ vode u sudu do te vi-
sine. Jasno je da treba iskoris-

_titi obrazac za zapreminu valjka.
Geometrija udi da je taj obrazac

= . V=mnrh

Koje veli¢ine ulaze u ovu

jednakost? Stalne i promenljive.

" Broj © je stalan; kao Sto smo

naveli, to je apsolutna konstanta. Za na$ sud je velilina polu-

precnika 7 stalna, ali je ona relativnog karaktera, jer u drugom
sudu ona mo¥e imati drugu vrednost.

Sl. 18 — Punjenje suda vodom

4 Funkcije, ixved, diferencijal . ' 49



e o

_-Yely.cma h Je promenljiva — toj veli¢ini moZemo dati, po
n_a§oj zelj1, proizvoljnu vrednost. Razume se ta vrednost ne moZe
biti- manja od qu]e, ni veca od H, visine suda, ali u navedenim
granicama ona je posve proizvoljna. Razmak u kome se moye
promenljiva veli¢ina menjati zove se oblast njene promenljivosti

~ ili podrutje i obi¥no se izra¥ava nejednakostima, Tako, u naem

slu¢aju, oblast promenljive veli¢ine £ odreduju nejednakosti
0<h<H, '

pri éemu je. £ =0 uslov praznog suda, a 4 — g —
Nula i1 H odreduju granice oblasti. punog suda.

Promenljivu veliéinu koja moZe imati proizvoljae vrednosti’

zovemo nezvavisno promenljiva. Prema tome velidinu 4. u nasem
sludaju, mozemo smatrati kao nezavisno promenljivu, ’

~ Ostaje jo§ veliSina V. I ona Jje promenljiva. Ali &im na-
punimo sud do odredene visine h, koli€ina vode, Zapremina V,

dobija potpuno odredenu vrednost. Vrednost promenljive ¥ - -

zavisi, dakle od promenljive 4.
Za. ozr_laku promenljivih veli®ina u ‘Matematici se obiéno
upotrebl;ava_]u poslednja slova latinske azbuke: X, p, z, u, v, itd
Pos't?:vuno sad pojam funkcije pomocu ové :ie%in’icije-
_Vehcma ¥ se zove funkcija nezavisno promenljive x ako.
sye_lkOJ odredenoj vrednosti x iz podrucja promenljivosti t’e ve-
li¢ine odgovara odredena vrednost y—a. -

: Ako promenljivu visinu /4 oznadimo sa x, a zapreminu‘
‘vode ¥ sa y, u naem slu€aju imamo obrazac '

¥y =mnrix, o
. Ovaj ol.)razz.ic dovodi U vezu nezavisno promenljivu x, sa
vrednostima iz njene oblasti, i zavisno promenljivu y: za svaku
vrednost _xé— @, MOZEMmO, na osnovu naseg obrasca, izradunati
od%:;:%?ou \gednost ¥—a. To je primer, kako se pomodu
ma g obrasca moZe postaviti funkcion, i
e , alna v
dve velidine. 78 tzmedu
_Pren;a tom_ev,_ sa usvajfinjem. pojma funkcije i funkcionalne
veze izmedu v_th_ma, na Citav niz obrazaca iz aritmetike al-
. b
gebvre, geometruq 1 drugih nauka — mehanike, fizike, hemije
moZemo smatrati s-axgledmta postavljanja pomoéu tih obrazacé
funkcionalne veze izmedu odgovarajuéih veligina.
Ako neéemo _1}1 ne.mbiemo napisati obrazac koji bi jz-
raZzavao Sve operaciyje koje treba izvriti da, prema vrednosti
x —a, dobijemo vrednost Y —a, ve¢ Zelimo samo da -izrazimo

1o

i

‘ da izmedu tih veli¢ina postoji funkcionalna vera, upotrebljuje

©'se ovaj skradeni nalin pisanja matematicke recenice
! y =funct. (x) ‘
... To se &ita: y je funkcija x—a. Cesto se od skradene
reéi funct. (functio) zadrZava samo poletno slovo f, ili se za-
menjuje nekim drugim slovom, napr. ’
y=f(x), y=F(x), y=9 (x), y=0 (), =y ().

o To su kratko napisane matemati¢ke re€enice koje tvrde

. .da izmedu promenljivih x i y postoji funkcionalna veza. U |
poslednjem izrazu slovo y sdesna zamenjuje red funkcija.

' U ovim jednadinama su: x — nezavisno promenljiva ili

. targument funkcije; y s leve strane — zavisno promenljiva ‘ili
) Sunkcija a f,¢ i y s desne strane — simboli ili oznake funkcija.

| Simbo! funkcije oznatava operacije koje treba izvriiti sa x da.
. bismo dobili vrednost y koja odgovara vrednosti x-—a.
‘. Funkcija je odredena matemati¢ki, ako su navedene operacije

'v,"f_:lfma’remat_ic";kc. Funkcija je data kad su ove operacije poznate.

: Pomodu jednostavnog primera, punjenje suda vodom,
| dosli smo do pojma funkcije, koji je osnova Vile matematike.
U daljem izlaganju ¢emo proucavati kako pejam funkcije, tako

;'-__;5'?' i njegove primene. o 7
Ovde ¢emo navesti nekoliko opStih primedaba o pojmu

i 1. Podrugje nezavisno promenljive x u opstem sludaju zado-
l voljava, pri a<(b, jedan od ovih uslova, koje izraZavamo pomocu
nejednakosti, zatim pomocu zagrada i najzad shematskom slikom

I
{)_;;_ podrudja nezavisno promenljive.
i
!

—— (O zatvoreno podrudje,

a< x< b, [a, b], O
a< x< b, [a,b), O
a<< x< b, (a, b], —
a<< x< b, (a, b)

. U sludaju otvorenog jednog ili oba kraja, tacke krajeva
-ne pripadaju podrucju. _ S

, Uslov, napr.,, x<<b, kaZe da se tatka M, na brojnoj
. pravoj koja odgovara vrednosti x, mora nalaziti levo. od ta&ke
" B, §to odgovara broju b, no sama tatka B ne pripada pod-

— otvoreno sdesna 1 zatvoreno sleva,
————( otvoreno sleva 1 zatvoreno sdesna,

otvoreno podrudje.
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C.omiz x=1,2,..

rudju. U specijalnom slufaju kad a i b oznadavaju brojeve
koji mogu imati apsolutne vrednosti veée od bilo kojeg velikog
pozitivnog broja, i ¢ je pri tome negativno, drugim recima,
kad a i b uzimaju vrednosti negativne i pozitivne beskonad-

realne viednosti, izraZava se ovako

. mosti, podrudje za promenljivu x, koja moZemo uzimati sve

— 00 < X < +00,

2. Podrugje promenljive x moZe se sastojati iz vife po-
jedinih podruéja, svako odgovarajudeg karaktera. Svako od tih
podrudja moZe se sastojati i samo iz jedne diskretne tacke.
Podrudje iz diskretnih talaka je diskretno podrudje. Takvom
podrudju odgovara niz izolovanih ta¥aka. Taj niz moZe pret-
stavljati i niz prirodnih brojeva, konacan ili beskonalan. Tako,
. n pretstavlja diskretno podrudje prirodnih bro-
jeva od 1 do n; a funkcija, napr., f(x)=2x—1 na tom pod-
ruéju daje niz neparnih pritodnih brojeva od 1 do 2n-—1.

Podrudje tataka na jedinitnoj duZi 'sa krajevima O (0) i 4 (1)

moZe obuhvatiti samo tafke sa racionalnim koordinatama — to

‘je racionalpo podrudje, @ moZe sadrZati sve take te duZi, to

je tzv. neprekidno podiudje ili kontinuum. <
Neka odredena vrednost nezavisno promenljive x, iz nje-
nog podrudja, zove se posebna ili specijalna vrednost te pro-
menljive. Posebnim vrednostima nezavisno promenljive odgo-
varaju posebne vrednosti funkcije, koje se oznadavaju ovako:

J(x1) [ (xa), f(@), £(1), S ()

gde su x;, x,, a, 1, n posebne vrednosti argumenata.

2.21. Razpi nalini izraZavanja funkcionalne zavisnosti

Funkcionalna zavisnost izmedu nezavisne promenljive x
1 zavisne promenljive y moZe se izraziti na vise nacina. Ob-
jasni¢emo tri od tih nacina: analiti¢ki, graficki i tabli¢ni.
' I. Osnovni je analiticki nacin. On se izraZava onim radun-
skim postupkom koji omoguéuje da se izrafuna vrednost funk-
cije y, kada je data vrednost x iz njenog podrudja. Taj ra-
Euncki postupak moZe za svaku vrednost x—a da da ili tainu
vreduost y—a ili pribliZznu vrednost, sa  odredenom procenom
pribliZnosti. I u jednom i u drugom sludaju smatramo da je

{
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L i I'.' == n . . - Iz o, . ! . e~ -
':'-Ifi;.funkcija odredena analititki. Obitno se analititko odredivanje
" funkcije izraZava obrascem ili formulom. Formule se dobijaju
| ili kao rezultat teoriskih zaklju€ivanja o vezi izmedu promen-
bE[i Jjivih veli¢ina, napr., pri izvodenju obra,zaca.antmetil_{_e, algeb.re,
ey geometrije,ili kao rezultat posmatranja pojave u Gijem opisu
- " n&estvuju promentljive velidine, odnosno kao rezultat eksperimenti-
L5 ! sani ) i .. Radi veZbanja ¢italac
sanja; to su tzv. eksperimentaini obrasci. Radi \]

e

SaS

: | moZe sam na osnovu svojih -matematitkih i fizitkih znanja,

" 'naéi primere kako za teotisko tako i za eksper%m.gnta]ne‘ob;asce

4 1 protumagiti ih u. funkcionalnoj formi. Utinicemo Jqé dve
iprimedbe u vezi sa analititkim izraZavanjima funkcionalne
veze. ’ ,

A 1. Funkcionalna veza u analitikoj formi moZe biti izra-

' %na ne samo.pomo¢u obrasca y=f(x) ve¢ i pomotu jedna-
' &ina F(x,y)=0, gde je F pokaque.smlb'ol operacija 1z2vr§e§nh
' i sa x isay, napr., pomocu jednadina a3c+by+c=(_), ¥+ =
" _,2_0. Jednakine bilo posle refenja, bilo na drugi nalin, bez
~ reSavanja, isto tako omoguéuju da se odrede \_rrednqstl funk—
' cije za-odredene vrednosti argumenata. Tako jednaline pa§1n
| primera ‘daju obrasce: y=— ax!b—-c/b (b_#O), y= :t]/rz—xg.r
' Ali za proufavanje opstih osobina _funkclonalne veze, postav-
ljene pomoéu jednaline, esto nie potrebno reSavati jedna-
&nu. U vezi sa onim §to je gore releno, za funkeiju pretstav-
lienu u obliku y=f(x) se kaZe da je data u refenom ili eks-
' plicitnom obliku, a za funkciju odredenu jednadinom da je data
u nerefenom ili implicitnom obliku. S

2. Funkcija koja se odreduje na izvespom poclvruéj}l3 re-
cimo, od a do b, na‘jednom delu tog podrudja moZe b.1t1 od-
redena po jednom postupku, a na drugim delovima, Jec!nom
ili vise delova, po drugom postupku (odnosno postupcn_na);
ili kako se to isto kaZe, po drugom zakopp, odn. zakonima.
Tako, napr., podrudje (0,2) moZe se pgdehtl na dva podrudja:
[0,1] i [1,2}. Na prvom delu neka vazi zakon y=x, a na dru-

+
-

gom y=L(x+'1) ili u implicitnoj formi: x—y=01 x—-2y+
: 2

+1=0. Za x=1, opitu granicu podrugja, oba zakona daju
i ' y= 1. l ] l ‘ .
IL Predimo sad na grafi¢ki nalin izraZavanja funkcije.
Videli smo da svakom paru realnih brojeva x 1y odgovara

TR
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odredena tatka u ravni Dekartovih koordinata. Oznadimo tu
tacku sa M (sl. 19). PodnoZje ordinate, tatka P, moZe biti
o smatrana kao tatka podrudja 4B

_ nezavisno promenljive x. Ako je

M, funkcija  f(x) data, vrednost te
(\ funkcije za x moZemo wuzeti za
ordinatu y tacke M i, prema tome,
moZemo tvrditi da, obruto, tatka
M predstavlja funkciju za datu
vrednost argumen:a x. Ako se x
menja u svom podrudju, ordinata
y tacke M, u opStem slucaju, prema
formuli y=f(x), takode menja
svoju vrednost. Tacka M menja
svoj poloZaj u ravni i opisuje neku
krivu -koja se zove grafik, grafikon ili dijagram doti¢ne funkcije.’
Nacrtati grafik funkcije znadi pretstaviti je slikom. §
Crtanje grafika vr8i se na vife na¢ina. Ako je utvrdeno

da je grafik prava linija ili krug, on se crta neposredno lenji-;

X

T
A

=

H
O 4 P B

—— & ]|

SL 19 — Grafik funkcije

rom ili §estarom. Ima sad naro&itih krivih lenjira — lekala || |

— koji sluZe za crtanje specijalnih krivih linija. Ima i naro-

titih aparata, koji automatski crtaju grafike odgovarajuéih':

veliina — termografi za temperaturu, barografi za pritisak,
vazduba i dr. i to u funkciii vremena. Sliéni aparati se Cesto’
primenjuju i u tehni¢i za proufavanje i kontrolu rada maSina
i ispravnosti instalacija. Najzad, upotrebljuje se i nadin crtanja
grafika pomocu tafaka. U tom slucaju se uzima za podrucje
nezavisno promenljive diskretno podruéje iz niza tacaka, naj-
zgodnije je ako su ove na istim rastojanjima. To je tzv.
koordinatna mreZa, napr., milimetarska hartija. Na svakoj
ordinati se odmeravaju vrednosti izabrane veli¢ine i dobivene
tatke se spajaju pravoliniskim otseécima. Nacrtana izlomljena
linija sluZi kao grafik funkcije.- Ne¢u sad navoditi primere

- grafika za razne funkcije, kako sam to uradio u svojoj knjizi

1948  godine, jer za proteklo vreme ideja grafika je toliko
popularizovana u knjigama, asopisima, novinama, na izloZbama
i sajmovima, a takode i u svakodnevnom praktiCnom Zivotu,
da sad grafici mogu biti od interesa samo utoliko, ukoliko
oni pokazuju ne$to novo, a ne da se njima tumacdi sam pojam
grafika. U vezi sa pojmom grafika pomenimo samo toliko, da se
ideja grafika upotrebljuje ne samo u vezi sa Dekartovim koordina-
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-nostima, koje suunapred

" brojeve od 1 do 1000)

tama, veé, napr., i uvezisa polarnim koprdina_tama. Tako'se, gra-
fik udestanosti, frekvencije, vetra u zavisnosti od pravca iz kojeg

7 iti im koordinatama -
_on duva, moZe zgodno predstaviti u polarnim _ . ;
'diskretnim grafikom, i to podelom kruga na osam delova (sl 20). .

-II1. Najzad, fun-
kcija moZe biti u iza-
branom podruju odre-
dena numeri¢kim vred-

izraGunate 1 stavljene .
odredenim redom u
tablice. Prema prirodi
funkcije, svaka tablica
sadrZi tacne ili pribliZne
vrednosti funkcije pre-
ma podrudju (napr., za

i tatnosti pribliznih S1. 20 — Grafik udestanosti vetra

vrednosti (napr., sa pet

‘decimala). Ranije je sastavljanje tablica bilo ' skop&ano sa

velikim trudom. Sad raéunska malina-automat trazi od nau¢nika-
kalkulatora samo izradu programa za automatski rad, koji se

svriava u vrlo kratkom vremenu. Iskori¥éavanje gotovih tablica
'mnogo'o]ak§ava posao obicnih kalkulatora, u prvom redu‘
svih radnika materijalne kulture. .

2.3. Iz Analiti¢ke geometrije

Proudavanje: geometriskih objeka_u?.vax.lal_itiékom metodom,
tojest pomoéu funkcija izrai_eni}a a_nalmck; 1, obgputo, prou-
gavanje i tumacenje analit_léklp izraza 1 _]ednvacma_pgnln_ocu_
geometriskih slika, — saéinjavaju__Za]ednownaucnu disciplinu,
koja se zove analiticka geomelrya. Progglf’:emo elcm%r_lte te
discipline u cilju, da, s jedne strane, prosirimo, prgdq imo i
sistematizujemo, a, s druge strane, pompéu geom?t_rlsklp pret-
stava, razjasnimo bogati sadria) raznolikih funkcionalnih veza
izmedu veli¢ina. : :

2.31. Raviomerni proces _

Ozna&imo sa a cenu jednog kilograma brasna, sa x broj
kilograma brasna na stovari§tu i sa y ukupnu vrednost tog
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bra j jzrag j :
$na. Jasno je da za izradunavanje ove vrednosti treba cenu

. Jjednog kilograma pomnoZiti brojem kilograma: to daje -

(1). y=ax;

drugim rec”:imé vrednost brasna i
¢ I ma, radna iste cene utoliko je vec i
Je veci broj kilograma na stovaristu. : Pl
et gve k’fro\xlnenljive veliCine koje su vezane takvim odnosom
proporc;onalgeStgrzin?;[rlx?é ﬂqek 0 ;{(roporcionalne ili jednostavno,

4 . P jg y fun cija veli¢ine x. U sluéaju
propoglonah}osu ova fui cijd je izraZena jednadinom (IJ)
o Vidiacrtegmq grafik ove fdnkqije. Stavimo, prvo, x=0; iz
koordin;ntg ka;'oJ: tt:éll?ﬁ 10y((=) 06)N]§§ 1g.raf ik prolazi kroz poée’tak
Xoor P L , 0). Dalje stavimo x=1=x,; tada
je, iz (1), y=a=y; (na sl. 21 uzeto je a=0,5). Konstrlui§inio

\‘ Yy M/

b ;

B i

. N :

b £ §

N o

: oL | { §

SL 21 — Grafik { 1 g d * ‘
proporcionalnosti Sl. 22 — Grafik linearne funkcije

tacku M, (xy, y,). Sada dokaZimo da na§ i )
pravu p koja prolazi kroz tatke O i M. Uza%gigk Zgridstgga
voljnu vrednost x,; tada, prema (1), y ima vrednost p -E—ax i
PokaZimo da tatka M, (x;, ) pripada naSoj pravoj pz Pret2:
postavimo da ne pripada pravoj p, tada postoji druga tatka N
na pravoj p sa apscisom X,. Njenu ordinatu oznalimo sz’i y,

1z sliCnosti trouglova OP; M; i OP, N imamo y:x,=a: ]

Odakle je y=ax,, to znadi & i
. j axy, 1 Y=y, Talke N1 M, se poklapaj
Plrollzg'.ol_ma tack_a sa koordinatama koje zadovolj;vaju]?iednfgiuﬁ
(1) le ;na pravoj p; prema tome ova je prava grafik nale funkcije
retpostavimo sad da prava p ne i A
_ : : da p prolazi kroz koordina-
Lyaf.ioietak i reSimo pitanje: koja funkcija odgovara to:n
gr ,1 u? Kroz pofetak koordinata (s. 22) povucimo pravu p’
paralelnu pravoj p. Tada éemo za svaku apscisu x imati dve
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" koji ne zavisi od x.
. liniju, ona se ZoOve i linearna funkcija.

" na rastojanju s,-od poletne sta- _
" pice 0. Neka se taj voz krece . 0 A M

I od stapnice 0, a sa ¢ (tempus — Vreme

| odakle je

0 Li¥ke: tatku M na pravoj p i tatku N na pravoj p'. Ordinatu

s ta

|| tatke M oznalimo sa
~ da je y=yn+b, gdejeb
" prave p sa osom y. S druge st

a ordinatu tatke N sa yy. Jasno je
_ NM =0OB ordinata tatke B preseka
rane, za tatku N, kao za talku

. na prvoj koja prolazi kroz potetak koordinata, imamo' yy = ax;
‘prema tome za tatku M imamo
(2) y=ax+b.

Dobijena funkcija je prvog siepena po x, ali sa ¢lanom b,
Posto ova funkcija ima za grafik pravu

Jednadina (2) se zove jednadina prave u refenom obliku.
Zamislimo sad voz koji je posao sa stanice 4 (sl. 23)

% "S-85

! raynomerno, tj. tako da je put
. koji on prolazi proporcionalan
- yremenu. Broj kilometara koji
 on-.prode za Cas pokazuje veli-
ginu njegove brzine; oznaliemo je sa
redi — velocitas — brzina). Ako sa s
redi — spatium — prostor, rastojanje)

Sl 23 — Kretanje voza

v (poetnd slovo latinske
(potetno slovo latinske.
‘oznadimo rastojanje voza
) vreme od pocetka

_ kretanja, imamo
§— 5= v,
! -

~ s=Sp+ V.

Vidimo da ravnomernom kretanju takode odgovara line-
arna funkcija; u ovom slu¢aju funkcija vremena. .

Iz navedenog razloga svaki se proces, koji
san linearnom funkcijom, zove Se ravnomerni  proces.
ravnomernog procesa je prava linijja. ~

Prou&imo detaljnije taj proces.

PoloZaj prave sa jednacinom

y=ax+b

je karakteri-
Grafik

odreduju dve, za datu pravu, stalne velidine a i b. Prava, kao
geometriski oblik, nema parametra forme. Velidine @ i b su -
parametri poloZaja prave U ravni; oni se kratko zovu para-
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metri prave. Ako se parametri menjaju, prava menja svoj po-
loZaj u ravni, s tim u vezi menja se i karakter ravnomernog
procesa. ' . S

Neka, prvo, parametar b ima stalnu vrednost, a para-
metar a neka se menja. Ako je a=0, jednalina prave postaje
y=>b=const. Ova prava je paralelna osi Ox (sl. 24, a). Vidimo

a) - Y
b
O
y
b
B
/\/ P
/. y- O Xy xz'—
o A .
c) B I
b Bl xp-%_4A
[RNGA ;
°© \!&—y, o

Ccr~

Sl 24 — Grafici razli¢itih ravnomernih procesa:- a. stalnost funkcije; b.
progresivan ravnomeran proces; c. regresivan ravnomeran proces

da, kao specijalan sluéaj, u ravnomerni proces spada i dege-

nerativni slu€aj procesa, kad funkcija ima konstantnu vrednost.
Pri 5=, voz stoji.

Pretpostavimo sad da @ ima pozitivou vrednost (sl. 24, b).

‘Ako u pravouglom trouglu ABC sa BA=1 i AC=a ugao

ABC oznalimo sa « (Citaj alfa), moZemo iz tog trougla napi-
satl; tgoe=AC:BA=a:1=a. Ugao a je¢ nagib prave prema
osi Xx. On se rauna od ose x do prvog susreta sa pravom.
Smer mu je odreden prelazom kroz pravi ugao od pozitiviiog
pravca ose x do pozitivnog pravca ose y. Tangens tog ugla,
broj a zove se ugaoni koeficijent ili koeficijent pravea date prave.
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Uzmimo dve vrednosti apscisa, x; 1 X (Xp>> vxl). Razlika
x,— Xy je prirastaj apscise pri prelazu od jedne tackﬁ pod{’u:gﬁ
nezavisno promenljive na drugu tatku u tom podyuc_m. 1 -
nostima x, i x, odgovaraju ~vrcdnvost_1 Y11y or(ihnatg tacaka
na pravoj. Razlika y, i y, je prirasiaj qrdmate tackc' na praV(éj
koja predstavija funkciju. Prema tome & yp—J1, U isto vreme,

i prirastaj funkcije koji odgovara priraftaju x,—X; nezavisno R

promenljive.

Uporedimo sad vrednost prifa§tqja yunkcije, yo— Y1, sa
. priraStajem X, — X1 nezavisno promenljive. Neposredno 1z tro-

ugla A’ B’ C’ i definicije (Fangensa ugla pravouglog troqgla imamo

B e wOa—x) =ige=a
‘a odavde -je o .
4) Yo—h =a (Xg—X1)-

j i jutuj da je y.>Vu
Kako je Xxp— x3 >0 1 a> 0, zalg!JuéUJemo _
drugim redima, ;ko 1argument x funkcije raste, u ovom sluaju

. i sama funkcija y raste. Takav ravnomeran proces Zzove se

progresivii. Odnos (3) je mera promene, 1 datom slufaju mera

‘porasta_funkcije. Jasno je da je mera porasta fun_kcije jednaka

koeficijentu pravca ‘grafika linearne funkcije.

Ako je a negativno, grafik funkcije ima poloZaj prave .

na slici 24, c. Prema pravilu koje smo pqstavﬂi za raéu_nanje
ugla «, u ovom sludaju je ugao « tup. Njegov tangens je ne-

gativan (potvrdicemo to i u2-5), on ponovo 1ma vrednost (3),

©jer je razlika Yo—n negativna. Prema tome. pri a< 0, kad

argument raste (xp > x;), funkcija
opada (y,<<y;). Ovakav ravnomerni
proces zove se regresivan. Odnos
(3), koji ponovo sluzi kao mera
promene funkcije, ovde je mera
opadanja funkcije. I u .ovom slua}-
ju je to wugaont kqg:flcuent nase
prave, grafika funkeije.
Pretpostavimo sad da para-
metar a ima stalnu 'vredn_ost, ada
se menja parametar b, .kojl. se zove
poletna ordinata Eiavc_e, g)cr _Be t.gr :\:;
“di =0.Akojeb=0, o _
(si;njaé?nezlgigomoy= axJprolazi !croz pocetak kqordin'atnpg sistema
(sl. 25) i pretstavija zakon direktne proporcionalnosti kao spe-

Sl1. 25 — Promena poloZaja
prave sa promenom pocetne
ordinate
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cijalan sludaj ravnomernog procesa. Ako je b>0, prava sele
osu y iznad poetka koordinata; apscisa tatke preseka M,
prave sa osom x je negativna. Ako je b <C 0 prava sede y osu ispod
pocetka koordinata, a x osu sa pozitivne strane od tog podetka.

. Prethodna analiza raznih poloZaja

I} prave u ravni u odnosu na Dekartov

koordinatni sistem ne obuhvata samo

jedan poloZaj, kada je prava paralelna

O| P M, & sa y osom (sl. 26). U ovom slucaju
-jednalinu prave treba napisati ovako

S1. 26 — Prava pa- I,
ralelna osi v X=p=const.,

: : gde smo sa p ozna&ili apscisu tagke pre-
seka M, prave sa osom x. Prethodna jednatina ne moZe se
dobiti iz jednaline prave u reSenom obliku (2), jer ugaoni
koeficijent a za takvu pravu ima beskonatnu vrednost.

NaveSéemo jo§ nekoliko jedna-

Ik
:Cina pravih u naroditim poloZajima. 11 H 1 .
Osa x ima za svoju jednalinu y = 0; osa ' / - i
'Y za jednadinu x = 0. Simetrala I (sl. g |
| | 27) koordinatnih uglova u prvom i - . '
| |tre¢em kvadrantu ima za jednadinu 2N &
‘y=ux ili x—y=0. Simetrali IT na na-
Soj slici za drugi i Zetvrti kvandrant Sl. 27 — Simetrale ko-
odgovara jednaCinay = —xilix+y=0.

ordinatnih ugiova
Prva simetrala obrazuje ugao od 45° S

sa osom x 1 ima ugaoni koeficijent + 1, druga obrazuje sa x osom
ugao 135° i njen je ugaoni koeficijent —1.

U vezi sa crtanjem prave kao
r grafika ravnomernog procesa naves-
¢emo nekoliko primedaba.

Ako se duZina koju smo iza-
brali za jedinicu promenljive x po-
kaZe kao nezgodna, napr., suvife ve-
lika, moZemo uzeti manju, kaZe se,
promeniti srazmeru grafika. Kako

H
]
'
|

I.

'O’ pe ée se tada promeniti grafik?
N . a - e
Sl1. 28 — Promena poloZaja ; Na pra]\ OJ? P .gra;h.kd “fecf:mﬂ
prave sa promenom srazmere dve tatke (sl. 28): m‘-']fu Bsax =Q
apscisa 1 tatku C sa x=1. PoSto vrednosti
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tpansformacije odgovarati: ista tag- /L
~ka A i tatka D’ sa ordinatom /1 . Bl

-D. Na pravoj p”’ koja spaja tatke

" poloZaju posle izvriene geometriske

novih apscisa & (Sitaj: ksi) odredujemo iz _unapred postav]jengg
uslova £=kx, gde je k dati odredeni broj (koeficijent smanje-
nja za k<1 odnosno povecanja za k > 1 apscisa), nove aps-
cise tataka B i C imaju vrednosti: =0, E = k. Prema tome
ta¥ka B zadrfava svoj polozaj, a tatka C dobija poloZaj C’
sa apscisom k i ordinatom tatke C. Pravu §to spaja talke B
i ¢’ oznatiéemo sa p’. Nije te¥ko pokazati da ¢e svaka tatka
M prave p, posle ove promene srazmere apscisa, zauzeti polo-
?aj tadke N preseka prave p’ sa pravom MN paralel{lom osi x.
Prava p’ je grafik prave u novom poloZaju. Pomocu postav-
ljene jednaline &=kx izviSili smo geometrisku transformaciju
poloZaja prave u ravni., Sli¥nu transformaciju moZemo izvestl, .
ako promenimo srazmeru ordinata po uslovu n= ly, gde je n

(titaj: eta) nova ordinata i / dati broj, koeficijent smanjenja

odnosno povecanja ordinata. Na

datoj pravoj p (sl. 29) uzmimo opet _ /p
dve tatke: tatku 4sa y=0 i tafku §
D sa y=1. Ovim tatkama ée posle y 1

apscisom jednakom apscisi tatke : T

A i D’ le¥i svaka nova tatka T
dobijena od tatke S prave p. Pra-
va p” je grafik prave u novom

transformacije. 7 x

. ReSimo_nekoliko vaZnih za- Si. 29 — Promena poloiaja
dataka u vezi sa proudavanjem jed- prave sa promenom Sraz-
naline prave. - L mere ordinata

1. Dati jednafinu prave koja ,
prolazi- kroz dve tatke M,(x;, yi) i My (xz, ya)

Videli smo da jednafinu prave moZemo napisati

(5) y=ax-+b, _
gde su a i b parametri poloZaja prave; kao dopuna sluZi jed-
nadina x=p prave paralelne sa y osom. Parametre a 1 b od-
redicemo iz uslova da prava prolazi kroz dve date tacke.
Poito koordinate datih ta¥aka moraju zadovoljavati jednadinu

- prave, to za prvu tatku imamo usloy . »

[6) » J"]""axl'*'b.
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Ako ovu jednadinu oduzmemo od (5) dobicemo jednadinu

@D yeyma(x-xy),

koja sadrZi samo jedan parametar a. Jednadina 7 pred.stavlja ‘

pravu, koja prolazi samo- kroz jednu datu tadku. Parametar a,

kovji odrequjq prajrac prave, ostaje neodreden; prava kroz datu
taCku moZe imati proizvoljan pravac. i

‘ Po§tc_) druga taCka takode mora
dobijamo jedna&inu :

Ye—y1=a(x;—xy),
odakle, pod uslovom x,—x, £ 0, ‘imamo
(8) Ca= (0 —1)/Ge—xy).

Posle zamene ove vrednosti @ u (7) - kona&no dobijamo

pripadati pravoj (7(

Y = _X X
Yo—Vs

) Ovako .izg'leda Jednacina prave koja prolazi kroz dve date
‘tatke, za koje je x, % x|. A ovaj uslov znadi da tacke M, i

Xg — Xy

sz ne p_ripada'ju pravoj paralelnoj sa y osom. Ako je Xp=Xp,!
 traZena jednacdina ima dopunsku formu X=p="X. ‘

- - » . i3 J
Za dalja rasudivanja je vaZno .da 'se obrati paZnja na

obrazac (8) koji odreduje koeficijent pravca date prave
) ge =0y —y)/(xa—x,),

ako sa a ponovo oznadimo wugao koji prava obrazuje sa osom x. -
2. Dokazati da jednadina

(10)

gde su 4, B, C stalni brojevi, odreduje pravu (opsti oblik jed-
naéine prave.)

.A-k.o je B# 0, prethodnu jednadinu moZemo regiti po y
i napisati A

Ax+By+C=0,

» o
y=——x- )
B B
a ova _jcdnaéina sa oznakama —A/B=d, —C/B=b ima oblik
jednadine y~ ax+b i, prema tome, odreduje pravu.
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.osama.

3. Odrediti otsecke koje prava (10) &ini na koordinatnim

Ako sa p i.g oznalimo .raZene otseSke,koordinate tadaka

pfeéeka prave sa x, odnosno sa y osom moraju biti (p, 0),

(0, g). Posto ove koordinate moraju zadovoljavati jednaginu
prave (10), za odredivanje' otseaka p 1 ¢ imamo uslove:
Ap+C =0, Bg+C = 0. Njihova reSenja su: p= —C/A4, g= —C/B.
Obrnuto, ako iz napisanih jednacina odredimo A1 B: 4= —C/p,
B= —C/q i ove vrednosti stavimo u jednacinu prave (10), do-
bi¢emo jednadinu :

- —C—x _< y+C=0.

: p q .

‘Posle deljehja sa —C (ako je C s 0) dobijamo jednadinu_
an xlp+ylg=1,

koja se zove jednalina prave sa otseicima ili segmentna jedna-
Cina prave. Velidine p 1 g su parametri poloZaja prave u seg-
metnom obliku. ‘ S : )

. U taj oblik ne moZemo transformisati jednacinu Ax + By =0
(C=0), jer takva prava prolazi kroz pocetak koordinata i svaki

Ry

-je od njenih otse€aka jednak nuli (p~=g=0).

Ranije smo proudavali transformaciju prave u vezi sa pro-

 menom srazmere posebno apscise i posebno ordinate. Uzmimo

sad opSti sludaj kad je, u isto vreme, £ =kx i n=1Iy. Ako iz-
vriimo ove zamene u segmentnoj jednadini prave, dobiéemo
jednad&inu &/p’'+n/q’ =1, gde sup’ =kpiq =Ig. Drugim retima,
transformisana prava samo menja u odredenim srazmerima
svoje otseCke na koordinatnim osama.

. 4. Odrediti rastojanje tacke od prave.

Prvo éemo pokazati kako se moZe napisati jednalina
prave pomocu duZine normale n, spustene iz pocetka koordi-
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] Ako je B =0, jednadinu oblika Ax + C=0 za 4% 0 moZemo .
" ‘rediti po x i, u obliku x= —C/4, ona odreduje  pravu para-

- lelnu sa osom QOy. .

Ako su i B=0 1 4-0, iz jednacine (10) sleduje da je1-

.| C=0; pod ovim uslovima jednaCina viSe ne postoji. Ako koe-

- ficijenti 4, B, C teZe nuli, prava koja odgovara jednaéini uda-
¢ ljuje se u’ beskonaénost. :



natnog sistema na pravu, i ugla B (Citaj: beta) ove normale
sa osom x. Po$to iz trouglova ONM,; i ONM, (sl. 30) nepo-
sredno imamo: nfp=cosf, n/g=sinP, posle mnoZenja jed-
naine (11) sa n (n # 0) dolazimo do traZene jednaCine

(12) xcosB+ysinf—n=0.

Ta se jednalina zove normalni oblik jednaline prave. U
normalnom obliku parametri poloZaja su: normala n 1 ugao 8.
Polto n i B odreduju vekior ON sa smerom od pocetka koor-
dinata prema pravoj, moZemo zakljuditi da ne samo talka,

Yy
\
~_M

M
N 2y /)
gln

) , 2
O P. M ~

Sl. 30 — Parametri normalnog oblika jednaline prave

veé i prava moZe biti odredena vektorom koji igra ulogu vek-

tora poloZaja prave u ravni. Koordinate tog vektora, »n cos
i nsin B, se zovu normaine koordinate pragve: :

Ako je prava data u normalnom obliku (12) i tatka M, .

¢ije rastojanje d od date prave odredujemo, ima koordinate x;,
¥y, moZemo zamisliti pravu koja prolazi kroz tatku M i ide
paralelno sa datom pravom. Ona ima normalnu jednadinu

xcosB+ysinB—(n+d)=0.

Kako ova prava mora prolaziti kroz tafku M (x;, y,), koor-
dinate ove tacke moraju zadovoljavati prethodnu jednadinu. Iz
tog uslova odredujemo d pomocéu obrasca

d=x,cosB+y,sinf—n.
Drugim refima, za odredivanje rastojanja talke od prave

treba napisati jednadinu prave u normalnom obliku, uzeti levu
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Rl ek
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" stranu te jednadine i u njoj koordinate promenlji\{e tatke prave
' zameniti koordinatama tafke &ije rastojanje odredl_l_]cmo. Al_co do-
.. bijemo pozitivan rezulfat, tatka M i poetak koordinatnog sistema
' " le¥e na razlititim stranama od date prave. Ako je rezultat nega-

tivan. ove tatke se nalaze na istoj strani od date prave.
- 5. Transformisati jednadinu prave u opStem obliku,

(13) Ax+By+C=0,

na normalan oblik (12). LY A :

Aka dve jedna&ine (13) 1 (12) pdg_ovarzz,_!u istoj pravoj,
one mogu da se. razlikuju samo stalnim mnoZziocem. Pomno-
%imo jednalinu (13) stalnim mnoZiocem A (Citaj: lambda) 1

: - izjedna&imo Kkoeficijente dobijene jednaCine sa _ko_eficijentima

jednaline (12) | , Rl
" cosB=Ad, sinp=AB, —n=»2rC. |
Iz prva dva uélova; na osnovu jednatine cos? B+ sin? =1,

dobijamo za A vrednost 1 :

. 4+ | A%+ Bt _
"Treéi od napisanih uslova odlutuje o izboru znaka kod

\

| Lkorena. Poito je n> 0, znak kod A treba da bude suprotan

snaku &lana C opite jednaline. MnoZilac. A se zove normira-

b judi mnoZilac_ opite jednaline prave. Posle normiranja jedna-

%na (13) dobija oblik
' A B ;
—_—— Yy + —— =0,
:i:]/A2+Bzx+:l:VA2+Bzy‘:tl/.A2+Bz .

Poito svaku jednalinu prave

‘linije moZemo napisati u opStem uob- y o

Jliku, normiranje tog oblika resava

‘pitanje 0 normiranju svih ostalih ob- |

lika jednaline prave. ' 4, Ntz
6. Odrediti ugao izmedu dve o7 —

prave. Sl 31 — Ugao izmedn

Neka su prave date jednacmamg die e

y=ayx+by, y=ay%+Dby. |
Znamo da su @) =I1g2%, ay=I8 %, gde su oy 1 a, uglovi

_* pravih sa x osom. Podto neposredno iz slike (sl. 31) vidimo

5 Funkeijs, ixvod, djfer:_r:.c.ijnz ) 5 65



da je ugao « izmedu pravih jednak razlici a=o,—o«,;, za tan-
gens traZenog ugla imamo izraz

Igog —Ig oy

T+igoy - tgoce’

go=1g (ag—oy) =

a odavde izvodimo konadan obrazac

ay—a

a4 rgo=

I +a, az'

- Iz ovog obrasCa ‘neposredno sleduju wuslovi paralelnosti

i normalnosti pravih. Poito je za paralelne prave a=0, nslov

paralelnosti izgleda ovako: a, =ua;, tj. ugaoni koeficijenti moraju
biti jednaki. U sluéaju.normalnosti ugao izmedu pravih iznosi
90% prema tome je fga= +oo, a to je moguée, kao §to se
vidi iz (14), samo pod uslovom 1+a;a,=0, §to moZemo
napisat i ovako ay,= —1/a,, tj. ugaoni koeficijenti normalnih
pravih treba da budu reciproéni i suprotnih znakova.

2.32. Proces obroute préporcionﬁlnoéti .

Videli smo da je grafik procesa direktne proporcional-
nosti sa jednaCinom y=ax prava koja prolazi kroz podetak :
koordinata. s S _

Sad ¢emo prouditi slu€aj obrnute proporcionalnosti. Ako
su veli¢ine x i y obrnuto proporcionalne, tada moZemo, smatra-
juéi y kao funkciju x, napisati

: c2
(1) y =
. X
gde je c? pozitivna konstanta. Zaista, ovaj obrazac pbkazuje

da se y za onoliko puta smanjuje za koliko se pufa x poveca,
i obrnuto.

Iz fizike znamo da su zapremina v i pritisak p iste
koli¢éine gasa, pod istom temperaturom, po Bojl-Mariotovom
zakonu vezani jednafinom pv--const.=c?, gde smo sa c?
oznalili konstantu. Prema tome su pritisak gasa i njegova

. eye ' . . c?
zapremina velidine obrnuto proporcionalne; dakle je p=—.
_ . : ]
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"*, yamo, prema jednadini (1), vrednost funkcije y; na taj natin

dobijamo niz tataka koje 1m odgovaraju. Napr‘., za ¢=2.1mamo

' hiperbola. Vidimo na slici, a to

Kako se moZe nacrtati grafik funkeije (1)? Pomodu tataka.

| Za apscisu x uzimamo niz yrednosti i za svaku od njih izratuna-

x 1
*—f_———— -5 -08
- — o0 >-0 o —~4 =1
~10.000 © ~0,0004 -3 . —4/3
— 1.000 —0,004 ' -2 )
~ 100 ~0,04 _1 4
- 10 -0,4 -0,5 -8
- 1 -4 :
‘—y—,O R P .. ..
->+0 -+ 00 0,5 8
1 4 1 4
10 04 2 2
100 ' 0,04
1.000 0,004 3 403
10,000 . 0,0004 -4 1
- >+t oo —)\+0 5 ‘0,8

Ako prema 6voj tablici nacrtamo mz tadaka _i' spojimo
ih Tlinijom, dobiéemo krivu. (3l 32), koja se sastoji od dve
grane; za jednu granu podrugje promenljive x su Ppozitival
brojevi, za drugu — mnegativnl. .

" Ova kriva se zove jednakostrana y

]
nam potvrduje i tablica vred- , _ |
nosti x i y, da ova hiperbola
ima &etiri beskonaéne grane —
u oba pravca ocd x i y. Kako == 0
se pona§a hiperbola, napr., u
odnosu na x osu? Jedna grana
se nalazi sa jedne strane te ose,
a druga sa druge. Kada se_uda-
Jjujemo od pocetka koordl_nat-a
du? x odnosno y ose, rastojanje
se izmedu tafaka hiperbole iose
postepeno smanjuje. Zbog ovih . . ;
osobina prema x, odnosno y osi, os¢ X 1y S¢ Zovu fls:mptp e
hiperbole. Asimptota je gréka re¢ i oznalava ono Sto se me

Sl. 32 — Grafik obrnute pro-
porcionalnosti. Dve jgdnako-
strane konjugovane hiperbole
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poklapa. Prema tome sam naziv ve¢ ukazuje na to, da iako

'se asimptote stalno sve viSe pribliZuju krivoj, one se sa ovom

nikad ne poklapaju. ‘ :
Ako, uporedo sa jednadinom (1), uzmemo jednalinu

X

koja se od prethodne razlikuje samo znakom desne strane,

drugim re&ima, samo znakom stalnog proizvoda xy, vidimo da
1 ovoj jednalini odgovara jednakostrana hiperbola ali sa polo-
' - Zajem u drugim kvadrantima koor-
rdinatnog sistema (na slici 32) ona
je macrtana isprekidanom linijom).
Dve nacrtane hipeibole, jedna iz-

y

kidanom, zovu se konjugovane.
Sada éemo uvestl nov sistem
koordinata O&n (Citaj: o ksi eta);
osa OF obrazuje ugao od 45° sa
osom X, a 0sa Ov stoji upravno na
osi O sa istim redom smerova osa

Ie)
AR

i SL. 33 — Nove koordinate
u odnose na ose simetrije

kao i u sistemu koordinata Oxy.

. Nove koordinate tatke M hiperbole (sl. 33) oznadimo sa £ i
7. WNeposredno sa slike imamo ; .
E=OP=0Q+QP=xy/2 +7,
Y=RM=RQ+QM=x+7|2.
Iz prve jednadine nalazimo x=
=E-)/f2, a iz druge izvodimo y= N\ /
— (£ +7)/[/ 2. Ako sad dobijene vredno- - ' 4
sti za stare koordinate x i y stavimo u

dobiéemo jednacinu 7 \

jednadinu (1), napisanu u obliku xy = c2,
(3) gz_n2:262=a2’

M
gde je a konstantna duZina. Ova jedna- — P 0'5 il
gina takode odgovara jednakostranoj hi- £ £ =
perboli, samo u drugom poloZaju prema N

koordinatnim osama (sl. 34, a). Zamisli-
mo sad da susve ordinate n u ravni O&y
smanjene u istom odnosu tako, da nove

7

§l. 34 — Hiperhole:
a. jednakostrana, b.

raznosirang
(levo F zameniti sa F,)

68

vudenom linijom, druga — ispre-

———T

A

Al

‘_.,_

brdinate u novom koordinatnom sistemu Oxy (sl. 34, b) imaju

vrednosti y =bn/a, gde je b (b < a) nova duZina. Ako u jedna-

| ni (3) stavimo &=x, n=ay/b, dobi¢emo x2—a2y?/b?=a? ili, u
' definitivnoj formi :

b xz yz .
£ 2B

Kriva kojé. odgovara ovoj jednagini ,.poka‘zana jf: na slici
34, b. Ona se zove hiperbola; ako se Zeli da naglasi- da ona

nije jednakostrana, upotrebljuje se naziv raznosirana hiperbola. .

i i : i i d osama .
Du¥ine a i b su poluose hiperbole. liravoygaomk na :
2a i 2b, kao Sto se vidi na slici, svojim Q}Jagonalama odreduje
a'simptote‘ hibarbole, jer one odgovaraju _duagonalama lgvadrata
na slici 34, a, koje sluZe kao asimptote jednakostrane hiperbole.

Izveiéemo jednu vrlo vaZnu osobinu hiperbole. - .

Sa polupreénikom 0R=c=l[a2+bz (sl. 34_1, b), _]ednal_um
polovini dijagonale konstruisanog pr?.vougaoml_ca, nacrtajmo
krug sa sreditem u pogetku koordinatnog sistema. Ta.{:kc
preSéka tog kruga sa x osom oznatimo sa F'i F;..Ove tacke
zovu se Zize ili fokusi hiperbole. Poka;aéegno da razlike rasto- .. |
janja bilo koje tatke hiperbole  od ¥ifa ima stalnu vrednost,
tj. da je ‘ :

- . MF, — MF=r,—r=const.
‘Neposredno sa- slike imamo
=yt (x4, r=p (=0

"Ako sad iz jednaine hiperbole (4) izralunamo Y%=
— b2x2/a®—b? i stavimo to W izraz, recimo, ry’, uzmemo u
obzir da je a2+ b%=c? dobicemo

2 ‘ c?
r12=2—x2—b2—i—)c:“‘+2cx+c2=—2xz—l-2cx+a?=

c 2
=(—x+a).
a .

Isto tako imamo Zza
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- Sl. 35 — Crtanje hiperbole

i K:akg je za desnu granu hiperbole x>=a, ai é> a, iz
dobijenih jednadina moZemo odrediti ove vrednosti ZiZnih potega

ry=cxfa+a, r=cxfa—a,
odakle posle oduzimanja imamo

r—r=2a=const.

‘§to moZemo ovako formulisati:

Hiperbbla je geometrisko ¢ i &
_ ola mesto taaka u ravni d{ija
razlika rastojanja od dve stalne tacke (ZiZe) ima stalnu vrednosjt'.

Ova osobina hiperbole omogué : C
: T en . gucava njeno izvlacenje kao
neprekidne linije. Lenjir 4B (sl. 35) pri¢vrstimo éibdim za

hartiju, u tacki Fj, tako da se

mo¥e oko ove talke slobodno =

B okretati. Za kraj B lenjira zakacen

(T je nerastegliv konac, koji je drugim -

svojim krajem. vezan za talku F
4 # — na hartiji-. Duz lenjira moZe slo-
bodno‘ klizati kuka M, kroz koju
prolazi konac. Olovku, kojom' iz-
vladimo hiperbolu, drZimo tako da

u obliku neprekidne linije

joj vrh ostaje stalno priljubljen uz -

kuku. Prema tome konac treba da ima poloZaj FM B i nj
deo M B treba stalno da leZi na Ienjiru.pAkd‘}enjir ol-lcrléﬁi)g
okp t‘aékc? F;, drZe¢i konac pri tome zategnut, vrh olovke M
opisuje 'hlpert.)olu. I zaista, razlika 'FIM —F_;W =ry,—r ostaje
stalna, jer pri promeni poloZaja kuke M svakoj dliiini rnir
ili se dodaje, ili se od nje oduzima ista veliina; u prlvom
slutaju deo konca se skraduje, u drugom povcéava.’

Hiperbola ima centar. To je, na slici 34, tacka O.

Sta je centar krive linije? Je li to isti poj i poj

, e pojam kao 1 pojam
centra kruZne linije, tacke, od koje su sve tatke kri j
udaljene? Jasno je da nije! ' e rpodjednako

Centar krive linije je sredin i i ive §
. a svih tetiva te
prolaze kroz tu tacku. krive sto

Da bismo konkietno pokazali da j j : i
N ] ) _Ppok je pojam centra Krive
11;, uop‘s’te_,‘ geometriske slike, Siri od pojma centra kruZne
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0 linije ili pravilnog mnogougla, navei¢emo kao primer geometrisku.

il

'p, prepolovljene tom tackom.

34 je osa simetrije hiperbole. Jedna

sliku, koja ima beskrajno mnogo centara. To su dve paralelne

| ... prave (sl. 36). Syaka tatka prave p, paralelne pravama p, 1D,
. koja prolazi kroz sredinu A rastojanja
" izmedu. tih pravih, centar je nae

slike, jer su sve tetive, koje prolaze
kroz bilo koju tafku 4, Bitd. prave

Hiperbola ima dve ose simetrije.
Qvaka od koordinatnih osa na shici

Sl. 36 — Slika sa
beskonaéno velikim
- brojem centara

od njih, koja preseca hiperbolu, zove

se stvarna ili realna osa, druga —

imaginarna. Talke preseka hiperbole

sa stvarnom osom su njena femend. .
Sta je to osa simetrije slike u ravni?

7a dve tatke A i A;, kaZe se da su simetridne u odnosu
na pravu p, ako leZe: 1. na istoj normali na pravoj p; 2. sa
razligitih strana prave p i 3. na istim rastojanjima od te prave.
Ako svakoj tagki slike. odgovara druga tatka iste slike sime-
: S tricna prvoj u odnosu

simetriéna u odnosu na tu
_pravi. Prava 'u odnosu na
koju je meka slika sime-
tritna zove se osa simetrije
ili simetrala te slike. Ova-
kva simetrija slika zove se
“osna ili aksijalna simetrija.
Hiperbola je slika sa dvo-
strukom aksijalnom sime-
trijom. DuZineaibsu polu-
ose hiperbole, a je stvarna
poluosa, b — imaginarna,
~ bez obzira 3to se izraZava
stvarnim brojem. Veli€ina

¢ = [[a® + b? je rastojanje 3ize od centra. Odnos c/a=e zove se eks-
centriénost hiperbole. PoStoje ¢ > a, ekscentri&nost hiperbole jeveca
- od jedinice. Za jednakostranu hiperbolu (a=b) ekscentrinost hi-

SL. 37 — Promena oblika hiperbole
u vezi sa promenom njene
ekscentricnosti

na neku pravu slika je

perbole je jednaka [/ 2. Ako je e < |2, hiperbola. je suZena
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(sl. 37, BAC i ByA4,C;)) u odnosu na jednakostranu; ako je
e>12, ona je razvudena (s\. 37, DAE i D;A,E|). Ako e
teZi jedinici, hiperbola teZi da prede u.dve poluprave A4k i
A1k,. Ako e teZi beskonalposti, hiperbola teZi da prede u
dve paralelne prave p i p; (sl. 37).

Ako je jednostrana hiperbola data jednalinom x2—y?=a?
njene asimptote, kao simetrale koordinatnih uglova, imaju za
jednacine x—y=0, x+y=0. Ako je hiperbola data jednatinom
x%[a® ~ y?/b? =1, iz prethodne slike neposredno sleduje da su
asimptote date jednadinama x/a—y/b=0, x/a+y/b=0, jer
svaka prolazi kroz podetak koordinata, prva jo§ i kroz tacku

M (a, b), a druga i kroz tatku M, (—a, b).

Hiperbola ima: jedan pararhetar forme, za koji se obino
uzima njena ekscentri®nost, jedan paiametar veliine, recimo,
_poluosu a, i tri parametra poloZaja za koje moZemo uzeti —

dve koordinate njenog centra u odnosu na neki dati sistem koordi-

nata Oxyi ugao izmedu realne ose hiperbole i Ox ose sistema.

2.33. Kvadratna funkcija. Paraboli¢ki proces
Najjédnostavnilja kvadratna funkcija izgleda ovako
n - y=ax?,

gde je a konstanta. Ta jednadina. izraZava da je vrednost y '

proporcionalna kvadratu vrednosti x. : - '
Proucdi¢emo grafik koji odgovara

\ ut / _ jednadini (1). Pretpostavimo prvo, da

2 (M‘ je a pozitivno (na sl. 38. jea=0,5)1

. zapo¢nimo crtanje taCaka ove krive.

\ - Vidimo da kriva prolazi kroz poetak

) X koordinatnih osa, jer x=0, y=0 za-

: “dovoljavaju jednalinu (1). Dalje, iz

Sl. 38 — Parabola koja te jednacine neposredno sleduje da,

prolazi kroz pofetak kako za pozitivne tako iza negativne
koordinata sa osom y kao . . ..

simetralom i sa otvorom vrednosti x —a, y ima uvek pozitivnu

u pozitivnom smeru vrednost; prema tome sve tacke krive

te ose nalaze se samo sa jedne strane ose x,

u prvom i drugom kvadrantu. Jz iste .

jednaltine vidimo da svakoj tatki M (x,y) odgovara druga

-tatka M’ (—x,y) sa istom ordinatom, a sa apscisom suprotnog

znaka i iste apsolutne vrednosti. Ovo pokazuje da nasa kriva ima
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ohl '()Sﬁ y za simetralu- Prema tome Za proucava
~ prouditi njene tad

nje krive dovoljn‘o_‘je_ :
ke samo u jegnom kvadrantu. Sastavimo tablicu

jolazfaleslelelele
y | o 50,5\ 2 \4,5\ 8 [12:5 | 18\\ oo

Pomoctn oOve tablice moZzmo konstruisati niz tadaka
& -

=% l%lc‘:gijena kriva se zove parabola. Tagka O je teme parabole,

prava Oy je 0sa parabole. Posto 'i' y, kad x l])(eskrgglxéo rrz;sttlz,

raste takode beskrajno, parabpla ima. dve l?es ona afaboh;
Kada je a negativno, jednagina (1) izrazava P

simetri¢nu prethodnoj u odnosu na osu x (sl. 39).
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Sl. 39 — Parabola koja -

- prolazi kroz pocetak o477 P

koordinata sa osom y

kao simetralom 1 sa

otvorom u negativnom
smeru . te ose

SI. 40 — Setica i tangenta
" parabole .

Uzmimo sad na paraboli (sl 40) (livc_ tla:éke, ?){1:3 ()i:lz:él.]:é)
i i uotimo seecu Sto prolazi Kroz i
1Vijc‘llezli(xszr’ri%),z)u' (8) 2.31 da ugaoni koeficijent prave kroz dve

date tacke ima vrednost. . |
(2) ’ (J’z'.}_’l)/(xz—xl): g oy

g ) g i ¢ " POStO Obe taéke,

de. -e oy ugao 1Zm5du QVe pl ave- 1 Ose. X. 1

M i M; pl’ipada]u paraboli Sa |edna01n0m (1), kOOl‘dlnatC
1 >

j javati j ginu; prema tome je
i taka moraju zadovoljavatl tu jedna; ; .
o : li sad odnos (2), dobitemo

2 2 g
Y= axy, Yo =0%- I;racunamo

) _ .
oo et X) X g,

3 gy =4a Xy — X3 Xg— X1

Ako tatka M, menja svoj poloZaj i pri_t?liia% »el :;Vt.
vise tatki M selica parabole isto tako menja svo) polozZa);
£ 1: - :

7
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menja svoju vrednost i ugeo «,. Neka se najzad tatka M,
poklopi sa tatkom M,. Da li ¢ée tada ugao «; izgubiti svoju
vrednost? Nece, jer za x,=x; Imamo iz fgu;=a (x,+x;)

4) tg o =2ax,,

gde smo sa « oznalili novu vrednost ugla ). ‘
Prava ' §to prolazi kroz tacku M;, a ima « kao ugao
nagiba prema osi x ne pretstavlja niSta drugo do tangentu
parabole u taCki M;. - , -
Dosli smo tako do novog pojma — pojma tangente parabole.
Taj pojam moZemo proSiriti na svaku krivu ovom definicijom.

- Tangenta krive linije u datoj. tadki je grani¢ni poloZaj.
ako ovaj postoji, sefice, Sto prolazi kroz datu u njoj blisku
tacku kad ova teZi datoj tacki. ’

- Za svaku krivu prelaz od seCice ka tangenti treba vriiti
prema specijalnoj prirodi krive. Kod parabole je izraCunavanje
ugaonog koeficijenta tangente jednostavno, kod drugih krivih
izra¢unavanje tog koeficijenta nije tako jednostavno. Konkretan
sludaj parabole pokazuje, prvo, kako se moZe vriiti prelaz od
sefice na tangeniu i, drugo, da rezultat tog prelaza ne dzfje
ne§to samo pribliZno, ve¢ potpuno odreden, tafan rezultat. "

Rezultat (4) omogucuje da se tangenta parabole kons.trllu_-
iSe za svaku njenu tacku. ‘ ' -

' Za teme, kad jé x;=0, imamo fga=0, a to znadi da
tangen:a ima pravac ose x, koja, prema tome, dodiruje para-
bolu u temenu. Za svaku drugu tacku parabole, sa koordina-
tama x;, y;, imamo za jednadinu tangente

y=y1=2ax (x—x)
ili, poSto je y, =ax?, dolazimo do jednacine
y=ax; (2x —xy).

Iz ove jednacdine sleduje da tangenta seée osu x (y=0)
u tatki 4 (sl. 40) sa apscisom x4, koja zadovoljava jednacinu

) Valja primetiti da smo pri izrafunavanju rga, iz koli¢nika
'a(xg—xf)/(xz-x,) pod uslovom x,— x, # 9, skratili taj koli¢nik sa x, —x,
pre nego 3to smo stavili x,=x,. Tek potom smo 1zratunali vrednost
dobijenog rezultata za x,=X; 1 uveli ugao a« pomodéu jednacine (4). Tako
se i postupa prema Teoriji graniénih vrednosti funkcija, ¢ije éemo elemente
izneti u kasmijim poglavljima. Ovde smo taj postupak pokazali na jedno-
stavnom, konkretnom sludaju, primeru odredivanja tangente na parabolu.
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: ‘?‘ZxA—xl =0 prema tome,
' za konstruisanje tangente na u

! fatkom ‘M; na paraboli. A
. tangente -parabole da smatramo
" na paraboli, ond 2 26
© fik funkeije u u koordinatnom " sistem

ima vrednost x4=0,5x. Dakle |
a%u parabolu, u datoj tacki M,
' i i i ise tatke M,, tafku A4, spojtl sa
dovoljno fe SreCl ol Ko Zelimo 1uga,oni koeficijent g &
kao funkciju u apscise x tatke

u sa koordinatama X, u
prava koja prolazi kroz potetak koordinata. Na slici (sl. 41)

\]

i

-/1 X Y ” M

/l\ o . . . _
| Or—%— ¢
Yy -
. ! . X

O X—

" ]

Sl. 41 — Parabola ‘ . Sl.. 42 — Transformacija

keordinata u sluéaju promene

L s wene polozaja samo poletka

““koeficijenta njene

‘tangente ' B

je ponovljena parabola sa otvorom nadole i dat grafik ugaonog

" koeficijenta tangente na tu _parabolu.

Sada ¢emo uzeti kvadratnu funkciju opSteg tipa |
(5) ‘ y=ax?+bx+c,
de su a, b, ¢ tri konstante. . o . o
: Odredimo i ovde, pre svega, ugaonl koeficijent tagente

ive linij ¢ki ¢ gice koja prolazi i
krive linije u tacki My (x1, ¥,), pomocu  seci .
kroz drugu talku M, (X, y,). Za taj koeficijent 1mamo

- 2
yz-_y_lzaxi Fbxy+c—(axi+bxy+¢) _

Xo— X1

_faCatx) B Oe=X) o x) b
Xg— X1 _ :
Ako predemo na graniéni poloZaj i stavimo X;=Xj,
dolazimo do rezultata
(6) tgo=2ax;+ b.
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a se iz (4) moZe napisati: u = (x) = 2ax. Gra- -




Sad ¢emo potraZiti tacku na krivoj za koju je tangenta
paralelna osi x, tj. tge=0. Tada je

(7) 2ax1 +b e 0, 4
te je, prema tome,
® x, = —bf2a.

Ako ovu vrednost stavimo u izraz za funkciju y, dobi¢emo
1 1

9 = ax’ — — e 2 .

(9) yy=axi +: bx, +c¢ iz (4a¢ b?) T (b% —4dac)

Za prouavanje poloZaja grafika, koji odgovara jednadini
(5), postupi¢emo na ovaj nadin. Zamislimo uporedo sa koordi-
natnim sistemom Oxy sistem koordinata Q&, €iji se poletak
nalazi u tagki O'(x;, y,), a ¢ije su ose paralelne starim osama
(sl. 42). Svaka tacka M ravni ima tada dve vrste koordinata:

x,y u odnosu na sistem Oxy i& 7 u odnosu na sistem-

O’ &y. Izmedu tih koordinata postoje veze x=E+x;, y=7+)

-§to je lako videti i neposredno sa slike.

Uvrstimo sad ove vrednosti u jednadinu (5) i stavimo
n+y1=aC+x) +bE+x)+c=
=a E?+ (2ax; +b) £+ axi + bx, +.c.
; Posto je 2ax; +b=0 prema (7)1 y,;= ax: + bx;+c¢ prema
(9), prethodna jednalina dobija oblik n=a¥% Ova jedna€ina,
u novim koordinatama, ne predstavlja nista drugo do parabolu

sa osom 7 kao simetralom i temenom u tacki O’ (x;, y,), €ije

su koordinate odredene jednacinama (8) i (9). Ako je a> 0,
otvor parabole je nagore, ako je a <0, nadole. . '
Konstante a, b, ¢ su parametri kvadratne funkcije. Nije
teSko prouditi poloZaj parabole u vezi sa vrednostima ovih
parametara. Obratimo paZnju na preseke parabole sa osom Xx.
Posto je za ove tacke y=0, apscise preseka moraju zadovolja-

vati uslov y=ax?+bx+c¢=0. One su, prema tome, koreni ove
jednadine, tj.

1 -
xbzuiac—biV$2—4mq

Prema velidini izraza b%—4ac, koji se zove diskriminanta
kvadratne funkcije (5), osa x: 1." sefe parabolu u dvema
taCkama za b*—4ac>0; 2. dodiruje parabolun za b*—4dac=10

i 3. za b*—dac< 0 nema zajednitkih tataka sa parabolom.
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& pri Eemﬁ je 2pk = 1; Stalna duZina p se-

- Analizirali smo jednaginu parabole u najprostijem obliku,
y=ax?, i videli smo da je osa simetrije te parabole y osa.
Ako uzmemo jednalinu x=ky?, gde je k vstalan brog, V‘l_ upo-
redimo je sa prethodnom jednaginom, mozZemo zakljuciti da
'poslednja jednadina takode odgovara jednagini parabole, szgno
je njena osa simetrije x ‘0sa (sl. 43). Prethodnu jednacinu
moZemo refiti po »? inapisati u obliku y-

yi=2px, 4 -

arabole. 0
zove paramelar p . w2

'

" pokazaéemo. sad jednu vaZou 0s0-
binu parabole. Uotimo na osi x talku
F sa apscisom 0,5p (sl. 43). Ova tacka
se zove Ziza ili- fokus parabole. Na
rastojanju 0,5p sa druge stranc ose y
konstruisaéemo pravu paralelnu ost y.
Ova prava zZove s¢ direktrisa parabole. y Mo, ol

. Nije tetko sad proveriti stav koj -kaze: Geometrisko
mesto tataka u ravoi podjednako udaljenih od stalne taékg

Sl. 43 — Parabola
sa %Zizom i direktrisom

_(ZiZe) i stalne prave (direktrise) je parabola.

Zaista, uzmimo bilo koju tacfzkl_l_ M Baiqboli_(s;. 43)." 1z
trougla MFM, neposredno sleduje il_Mf:z MFZ—I.*‘MI., Ka;ko
e MM; =y, MF=MN=x+p/2, ,FM1=:_c——'p/2, v_xmamo yre=
Ji (x+ ;}/2){'— (x—p/2)? ili y2=2px, ato Je jednatina .parabole.
R . - Izvedena osobina parabole
omoguéuje izvlalenje parabole ne-
prekidnim Kretanjem vrha olovke.
Neka lenjir L, &vrsto utv_rden na
stolu, odreduje poloZaj direktrise
parabole; i pretpostavimo da pravo-

B ugli trougao 7, svojom Kkatetom

NA, moZe klizati duZ tog lenjira.

. — - Stavimo, prvo, drugu katetu NB
_ortE ' ¥ tog trougla tako da se na 1jo)

nalazi ¥iza F. Zatim uzmimo konac
i jedan njegov kraj udvrstimo u
tadki F na stolu. Kuku, }goja_fc
mo¥e kretati po kateti NB, stavimo u sredinu ram:'ojauja Zide »
od direktrise. Konac provucimo kroz kuku do kraja B katete

Sl. 44 — Crtanje parabole
u obliku neprekidne linije
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i tu ga pricvrstimo drugim krajem. Ako kateta NA trduglé
potne da se krefe nagore, kraj olovke, pridvrifen za pokretnu
.k_tul[cu, p};} _st_al.;ﬁ}) zategnutom koncu, - opisate parabolu, jer Ce
stalno biti =NM. Kuka se pri tome jati
e ote N _ ‘ p ome ne sme odvajati

Uz.x.ni‘mo u obzir jos jednu formu paraboliéke veze izmedu
promenljivih. Jedna.éun y=ax®?+bx+ ¢ odgovara odredena
pakrabola sa osom simetrije u pravcu paralelnom sa y osom.
Ako promenimo nazive promenljivih, mesto gornje dobiéemo

jednacinu
an —aiibyic

Resavanjem ove jednadine p6 ¥ dblazimd do funkcije

_ b x~b2——4acv
r= 2ail/ PR

%(ojoj- takode odgovara pa;rabola, napr., u poloiaju na -gliéi

(sl. 45). Ovde imamo primer za tzv. dvoznalnu funkciju: izraz

y | '
. !j;( . 7 . . _y
| o %
X M, //’/,/
0 X -

SI. 45 — Parabola sa SL. 46 — P
- 78 . — Parabol
osom simetrije paralel- sa osom x kao *
nom osi x : simetralom

sa. znakom plus odreduje vrednost funkcije y; sa znakom
minus — vrednost y,. Jasno je da parametar ¢ u jednaCini
(10) ima vrednost apscise tatke M,, preseka parabole sa osom
x. Apscisa x, temena parabole odreduje se iz uslova jednakih
korena. 1z potkorene veli€ine tada imamo x, = —(b%*—4ac)/4a
a sem toga je y4= —b/2a. ‘ ‘ ’
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" linije, sa koordinatama x, y iz pravo-

mo¥emo ponovo uvesti 2p=1/a’i jednadina y?=2px odreduje
tada parabolu, koju smo veé ranije proudili. Za a<<0 moZemo.
staviti 2p= — 1/a 1 dobicemo jednadinu y?= — 2px, koja odgo-

_vara paraboli sa negativne strane 0s¢ Xx. Ona je nacrtana na

slici (sl. 46) isprekidanom linijjom.

Paraboli, kao grafiku, odgovara parabolicki proces. On
pretstavlja prvi korak u prelazu od ravnomernog odnosno
linearnog, tj. procesa prvog stepena, ka procesu komplikovanije
prirode, ka kvadratnom procesu. ' '

|
2.34, Kruzua linija i elipsa

- Uzmimo kruZnu liniju sa srediftem u pogetku koordinata
i sa poluprecnikom r (s 47). Za svaku tatku M ove kruZne

uglog trougla OPM dobija se
1y . xayier

To je jednafina kruine linije.
Ona odreduje funkciju '

(2) y=':|:l/r2—x2. : :
. Sl 47 — Kruina linija
Ova funkcija odgovara krufnom sa cenfrom u pofetku
procesu. Napisana jedna&ina izraZava koordinata
kruzni proces u Dekartovim koordi-

natama. Za te koordinate podrucje promenljivih x i y je od
—r do +r.

: Ako sa O (Citaj: teta) oznafimo ugao izmedu poluprecnika
tatke M i ose x, iz pravouglog trougla OPM dobijamo

3) x=rcosh, y=rsinb.

Ako sé ugao 6 menja i to, recimo, stalno raste, tacka
sa koordinatama x, y opisuje kruZnu liniju, vrsi cik! (od greke
redi — xUxhoc, u latinskoj transkripciji — cyclus) u istom smeru.
Prema tome takvo posmatranje kruga odgovara ciklickom pro-
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: Ako je x4=y4=0, teme parabole se” nalazi u podetku
koordinata. Jednadina (10) tada ima oblik x=ay*. Za a>0




"cesu._ Ugao 6 se zove promenljivi parametar, a jednafine (3)

zovu se parametarske jednaline kruZne linije.

Zamislimo sad da
ordinate svih tadaka kruZ-
ne - linije smanjimo u istoj

tatku kruZne linije dobi-
¢emo tacku nove krive
linije, koja se zove elip-

kruga ovde sa a, a rasto-
janje OB talke B, koju
smo dobili 1z tatke C
kruZne linije, sa b. Stalna
razmera, u kojoj prome-
njene (smanjene) sve ordi-
nate, ima, u ovom sludaju,

< ! -~ vrednost b:a. Ako ordi-
nate odgovarajuc¢ih taaka kruZne linije i elipse privremeno
oznadimo .sa y; i y, imademo y,:y,=b:a 1, prema tome,

Sl. 48 — Elipsa

a . G :
Vi =rz—ye Ak> stavimo ovu vrednost u (1) i r zamenimo saa,’ .

a2

dobic¢emo x? + 5—2 y.2=a%. Deobom sa a2 i uproséavanjem oznake

zamenom y,.-sa y dolazimo do jednadine
4)  xX%fad4-pRlbR =1,

Ova jednadina odgovara elipsi. Ako re§imo tu jednadinu
po y, imamo funkciju

(5) y=+ i‘I/az —x2,
a

koja odreduje elipticki proces. KruZni i elipti¢ki procesi igraju
vrlo vaZnu ulogu u proudavanju raznih pojava. Elipti¢ki pro-
ces predstavlja u izvesnom smislu uwopstavanje kruZnog procesa.

Jednatina (5) jo§ jednom potvrduje stalnost odnosa ordi-
nate tatke elipse prema ordinati tatke kruZne linije, odredene
jednacinom (2). '

.

RO

razmeri (sl. 48). Za svaku

sa. Ozna&imo polupreénik -

Velitine @ i b zovu se velika i mala poluosa elipse.
Talka O je srediste ili centar elipse. Elipsa ima dve ose simet-
rije. KruZna linija ih ima beskrajno mnogo. _
Uzmimo sad taSku B (sl. 48) za srcdlstve 1sa _Yehkom
poluosom a kao polupreénikom nacrtajmo kruznu liniju. Oz-
nadimo sa F i F; preseke ove kruZne linije sa velikom osom
elipse. To su ZiZe ili fokusi elipse. Rastojanje OF=O0F, oza-
éimo sa c. ) . ' !
Dokazaéemo ovu vaZnu osobinu ell.psc. Elipsa je geomet-
risko mesto tataka u ravni za koje zbir rastojanja od dve
' stalne talke, ZiZ¥e, ima stalnu vrednost. - &
R Ako je N talka na elipsi 1 NF=r, NF,=r,, treba do-
b kazati da je ,. |
L S O R con
el Neposredno sa slike imamo
P =324 (c+x)2, rA=yE+(c—x)"
Ako sad, kao i u slu¢aju hiperbole, iz jednaé'me “elipse
e b2 . ot ¥ 2 . .
(5) uvzmemo vrednost yi= bz—-a—zxz, stg.vxmo u‘ izraz. ri 1 vz

ry+r=const.= 2a.

. memo u obzir da je a2=bz+cz, dobi¢emo

b? B, C
ri=bt—— Xt 2ex+xE=at+2ex+— X =(a+—x)
a? : a a
i tako isto ' _ !
c :
r?=(a——x)%
a

Iz ovih jednaina imamo

c [4
n=a+—x, r=a-—=%
a a

odakle, posle sabiranja, dolazimo do traZene jednaline (6).

P Odnos ¢/a zove se ekscentricnost elipse i ozpaéayz} se sa e.
Prethodne jednacine za ry 1 7 m(_)icn}o 1‘ovako varamtl.hrza—‘-h
—ex, rp=a+ex. Ove jednadine izraZavaju svaki od fokusnih
potega tatke elipse kao linearnu funkciju apscise ‘taékf.:. Videli
smo da sli¢ne linearne funkcije imamo 1 U slutaju hiperbole.

& Funkcija, izvod, diferencijal i 81




Ako sa ¢ (Citaj: fi) oznalimo ugao izmedu polupreénika
OM pomolne tatke M na kruZnoj liniji i ose x, za taéku N
elipse iImademo x=a cos<, y=>b sin g,

: b b, Lo
Ye=—Yr=—-a Sin@=>0b sino. .
a a .

posto je

Ovo su parametarske jednaline elipse.
Uvescemo i polarne koordinate tatke N elipse, sa po-

tegom r iz ZiZe F i uglom 6 izmedu tog potega i ose. x. '

v s . _ . c
Posto je x=c+r cos6, imamo iz jedna&ine r ~g——x
a

[y

. o ¢ . « .
jednadinu r=a——(c+r cos6), koja, refena po r, daje
a

a®—c?

r= :(l+e cosb).

Ako sa p ozna¥imo velidinu (a®2—c?®):a=h:a=a— ce, .
koja se zove parametar elipse, dolazimo kona&no do jednadine
elipse u polarnim koordinatama -

N 2

o ~ I+ecost

" Kako je, za 6=90°% r—p parametar elipse' p ima du¥inu

jednaku polovini fokusne tetive, povudene upravno. na velikoj

osi elipse. - : ' _
‘Izrva<‘:unajmo vrednost ugaonog koeficijenta tangente u

datoj tac}u M, (x,,y,) na elipsi. Ako uzmemo drugu ta&ku,

sa koordinatama M, (x,, y,) ugaoni koeficijent sedice M, M,

ima vrednost fgo,=(p,—y):(x,—x,), gde je «; ugao sedice

sa osom x. PoSto je xijat +3y3 B2 =1, x3fa? + 362 =1, posle
oduzimanja imamo _

(xp = %1) (x5 + x1)+ (o= ) 2 +y1) -0
a? b2 .
odakle je _
' Vomy1_ b xatxg
Xg—X a yp+
82

Ako sad od sefice predemo. na tangentu, za koju je
X,=X; 1 yp=y;, imamo konacno .

(7 tga=—b—2-—a
. a n

gde je « ugao tangente sa osom X.

Sa ovim ugaonim koeficijentom jednadinu same tangente
kroz taku M, (xy, y,) treba ovako napisati -

X — X1 )

Ako izvr§imo mnoZenje i uzmemo u obzir da je
xi*{a*+ 3% /b® =1, moZemo tangentu na elipsu u datoj tacki
konaéno napisati u obliku .

X Wy
: 02 b2

... Ako uporedimo ovu jednadinu sa jednaincm -elipse (4), -
vidimo da se formalno jednadina tangente dobija zamenom, u
proizvodima x%?=xx i y®=yy, iz jednaline (4) pojednog pro-. -
menljivog mnoZitelja stalnim koordinatama date tacke.

2.35. Kriva linija drugog_ stepena

Proudili smo tri vaZna tipa krivih -linijja — elipsu, hi-
perbolu i parabolu. Poznato je da svaku od tih krivih linjja
moZemo dobiti presekom jednom ravni povrSine dvogranog
kruznog konusa. Zbog ove osobine te krive se zovu konusni
preseci; kao takve one su bile proufene jo¥ u davmoj pros-
losti, narodito od strane grékog matematiara Apolonija iz~
Perge (oko 250—190 g. pre naSe ere).

S druge strane, videli smo, da analititko prouavanje
svakog od navedenih konusnih preseka dovodi do jednadine
drugog stepena po x i y. U vezi s tim, prirodno je da se
postave ova tri pitanja: 1. Koji bi bio najzgodniji oblik opste
jednadine drugog stepena po x i y? 2. Koje sve linije odgo-
varaju toj ops$ioj jednadini, kad njeni koeficijenti uzimaju razne
brojne vrednosti? 3. Kako dovesti, u svakom specijalnom slu-
taju, jednadinu tog sludaja do najprostijeg oblika?

- 6
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1. Podto opsta jednadina drugog stepena po x i ¥ mora
sadrZati sve &lanove drugog stepena, tj. ¢&lanove i sa x%, i xy
i »% oba ¢&lana prvog stepena sa x i y i, najzad, &lan slobo-
dan od promenljivih, opsta jednadina je ranije pisana sa ovako
oznacenim stalnim koeficijentima

Ax*+2 Bxy+ Cy*+2Dx +2 Ey+ F=0.

Uvodenje dvojaka kod nekih koeficijenata ne oduzima nifta od
opStosti tog oblika, jer se svaki broj moZe zameniti dvostru-
kom vredno$éu polovine tog broja. UnoSenje dvojaka u gornju
Jednalinu smatralo se u svoje vreme kao izvestan napredak,
jer jé ono omogucavalo da se jednostavnije izraze rezultati
ispitivanja jednadine. Taj Euklidov azbuéni red oznaka, u slu-
¢aju kao S§to je ovaj, danas je napusten; on nije pogreSan, ali
nije racionalan, jer nijedan koeficijent, samo svojom oznakom,

- ne kaZe na koji se &lan odnosi. Sem toga za jednadinu, napr.,

6-0g stepena, ne bi bila dovoljna ni cela latinska azbuka, sa

24 velika slova! A kako bismo mogli napisati, drZeéi se tog,

azbulnog reda, opStu jednalinu nekog 10-og stepena?
Za oznaku koeficijenata sad se uvodi drugi nacin, vezan’

za ovu kvadratnu tablicu, stavljenu izmedu dveju dvostrukih
“vertikalnih crta: :

x y 1
x 4 Gz 413
y gy Gy Gy
| dy, dgo da3

Ovakva tablica zove se kvadratna matrica, 1 to, u naSem
sludaju, treceg reda. Teorija matrica, i to sa proizvoljnim
brojevima vrsta i stubaca odnosno kolona, sadinjava sad na-
rocitu nauénu disciplinu. Ovde u tu teoriju nefemo ulaziti, a
gornju matricu ¢emo smatrati samo kao sistem brojeva po-
stavljenih u izvesnom redu. Svaki broj tablice zove se element
matrice; oznacava se dvostrukim indeksom: @;, od kojeg prvi
“broj indeksa oznacava redni broj vrste, drugi — redni broj
stupca, kojim taj element pripada. U naSem . specijalnom slu-
faju pretpostavime da je matrica simetriéna u odnosu na glavou
dijagonalu, koja sadrZi brojeve @3, @y, @s3. To zmali da su
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ispunjeni uslovi: @y =dy, @13=0, d3=dz ili, _vuop§te,
a; =ay (i # j). Prema tome proizvoljnih brojeva simetricna ma-
trica treteg reda ima samo 3est. .
Sad stavimo ili zamislimo stavljene, van matrice, izn_ad
prve vrste i sleva od prvog stupca veliéine:_ x, y, 1. Zatim
obrazujemo zbir svih proizvoda svakog bmJa_ matrice onim
veli¢inama van matrice koje pripadaju istoj vrsti 1 istom stupcu
kao i dotiéni bioj matrice. Tako dobijeni zbir, izjednalen sa
nulom, daje u sluaju simetriéne matrice opstu jednalinu drugog
stepena po x i y u obliku '
1 exN= @11 % + 2835 XY + Ayp Y2 + 2013 X + 2055 Y + Gyg = 0.

Svaki koeficijent te jedna&ine pokazuje odmah qujim indeksima
kojem &lanu on pripada. Tako napr., @, stoji _pored Xyy a
2,3 pored y, jer trojka u indeksu, u datom sluéaju, poka}zujq
da odgovarajuéi proizvod ne sadrZi druge promenljive. Napisani

“ zbir, koji sadrzi dve promenljive x i y, oznadi¢emo, radi

kratkoée pisanja, sa @ (x, y) i moZemo ga Citati — funkcija
promenljivih x 1 . : _

“-  Natn kako je obrazovana funkcija & (x, y) pokazuje da
istu -jednadinu (1) moZemo dobiti i posto izvrSimo mnoZenja
i sabiranja drugim redom u obliku , .

(1) ®(x, Y =(@ux+apytaz) X+

+ (g X+ Gy P + Gpg) Y + g1 X + gy y + 33 = 0.

Uveséemo jo§ neke pojmove i veliCine, vaine za dalja
jzlaganja, u vezi sa tablicom naSe matrice. .

Svakoj kvadratnoj matrici odgovara jedan broj koji femo
zvati determinanta te matrice. U nafem slufaju je ona trecega
reda. Oznatimo taj broj sa A. Determinantu ¢emo oznaavati
istom tablicom elemenata, kao i tablicu matrice, ali izmedu
jednostrukih vertikalnih crta. Za izra(;unavanje determine_tnat_a
postoji vise postupaka koji dovode do istog reZ}'ll'L'ata. Objasni-
éemo Laplasov postupak, u njegovoj mnajprostijoj formi, koji
moZero smatrati kao definiciju determinante.

Uzmimo iz determinante

iy e Mg
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bilo kol_i' eleme{lt, napr., ay, 1izbriimo iz determinante vrstu i stu-
bac, ko_uma pnpgda element a;;; od preostala etiri elementa nadi-
- » azz a -
nimo determmagtu 032' a:S drugog reda. Ovakva determinanta
- - '3 - ) .
se zove poddeterminanta ili minor determinante trefeg reda koji
od.govara ele}neqtu @1 Svakom elementu odgovara njegov
minor. Syakl funor pomnoZimo sa (—1)+7, gde je i broj
vrste 1 j brc_u stupca elementa g; kome odgovara minor.
Dobjjeni proizvod Zove se algebarska dopuna ili kofaktor ele-
menta a; date determinante tredeg reda. Kofaktor elementa au
oznacavalemo sa Ay, Dakle, kao primer, moZemo napisati
i
. G a :
Ay = (= 1)t +1 22 %o | | Qo2 Gy o — .au 43
| %s2 Qg3 Q3p sy Qo1 Qg
. PoSto smo tako uveli pojam algebarske dopune, sad
moZemo Laplaspv postupak ovako formulisati: Svaka determi-
nanta jednaka je zbiru proizvoda elementa i njegove alge-

- barske dopune, profirenom na sve . X
s ? elemente
ili kolone. bilo koje vrste

Prethodno primetimo da primena Laplasovog pdstupka ;

na Qeternﬁnantu drugoga reda dovodi do tzv. pravila unakrsnog

My My
e : , My Moy
Laplasovu pravilu, imamo za elemente prve vrste: m,y my, -+
+ My (—myy), a'to isto daje i unakrsno mnoZenje m,, My, —
— MMy My S2 minusom pri mnoZenju u pravcu druge dijagonale.
Pri tome smo uzeli u obzir da je determinanta od jednog
elementa sam taj elemenat. :
Izra¢unajm § i .

" unajmo §a§ nafu determinantu, prema Laplasovom

postupku primenjujuci ga na elemente prve vrste.

. mnoZenja elemenata. Doista, za determinantu , j)rema'

41 Gy Oy

- s a
A=|ay a, pg [ =0y, 21 Te8

oy Ay
Q31 Ao

Ay G
31 %33
Qg1 Ay Qg

= 11990433 — 13 Aoy gy — Ay 9 Qg Ay +
¥ G193y + Q13 Gy dyg — 15 By Gy -
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Ako je nala detérminanta simetrina, tj. odgovara sime- :
tri¢noj matrici, vrednost prethodne determinante iznosi

— ; 2 2 2
A =01 0yy Qyp — Oy Qpg® — Gy 15" — Qg3 Oy3" + 200304, @y,

U teoriji determinanata se pokazuje: 1. Da Laplasov postu-
pak vaZi za postupno izralunavanje determinante bilo kojeg
reda i 2. da vrednost te determinante ne zavisi od toga koju
smo vrstu ili kolonu uzeli za podetnu. Citalac lako to moZe .
proveriti na gornjoj determinanti trecega reda. - '

2. Uzmimo sad op¥tu jednaliou drugog stepena po x i -
¥ u obliku » - '

| 1 @, y)=aux®+ 2"123“')"#“22}’24‘ 2a13x+2a,,y +a33=10,

i proudimo .pitanje: koje sve linije odgovaraju toj jednacini?.
Videli smo da u svom najprostijem obliku, jednaline
konusnih preseka izgledaju ovako

x%/a®+ y2[b®— 1= 0, yi=2px. -

Te tri jednaline n isto vreme se zovu kanoniéne jednacine
krivih drugog stepena. One odgovaraju eliptickom, hiperbolitkom
i paraboli¢kom tipu funkcionalnog procesa. U te tipove spadaju
i degenerativni procesi. Tako napr., elipsa moZe da se pretvori
u kruZnu liniju, u tacku ili u duZ odredene duZine.

Pri proudavanju konusnih preseka treba da wzmemo u
obzir da krive eliptickog i hiperbolickog tipa imaju jednu
zajedni¢ku osobinu, — naime one imaju centar, a parabola -
nema centra. Prema tome je prirodno da se prvo postavi
pitanje o odredivanju. centra 1 nadu uslovi da kriva drugog
stepena ima’centar. .

S druge strane, pri posmatranju kanoni¢nih jednadina
elipse 1 hiperbole vidimo da u tim jednafinama nema &lanova -
finearnih po x i y, a u jednadini parabole ih ima. o

Pretpostavimo, prvo, da kriva sa jednadinom (1) ima
centar u nekoj tacki sa koordinatama (a, b), Izvr§imo trans-
formaciju koordinata tako da podetak novih koordinata £ i
padne u ta¢ku (a, b), a. pravac pritom osa ostane isti. Obrasci
za transformaciju izgledaju ovako

x=t+a, y=9n+b.
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Ako stavimo te vrednosti x-a i y-a u jednalinu (1)
dobi¢emo kao jednadinu u novim koordinatama, £ i :

(2) ay, §2 +2aEn+ a4+ 2 (ay a+ayb+ap)E+2 (@ a+t
+ Ao b+ @og) M+ ayy A% + 201, ab + @gb® + 2ay3a + 2a43b 4 agy = 0.

Sta moZemo reéi o koeficijentima ove jednadine? 1. Prva
tri ¢lana nisu promenila svoje koeficijente. 2. Koeficijent pored
- & Je dobiven iz prve vrste matrice mnoZenjem elemenata te
vrste sa 2a, 2b, 2. To isto vredi i za koeficijent pored 7, ako
uzmemo elemente druge vrste. 3. Slobodan ¢lan je dobiven
zamenom x i y u funkciji ®(x,y) sa ¢ i b; dakle ima
vrednost @ (aq, b).

Kratko jednatinu (2) moZemo napisati ovako

3) 1182+ 2a,En+aunf?+ 2D E+ 20,0+ F=0,
gde su oznake odigledne. 1 1

Ako pretpostavimo da se pre transformacije koordinata
centar krive nalazio u tadki x=a, y=>b, sad se on nalazi u
istoj tadki sa koordinatama £=0, =0, u novom sistemu
koordinata. Ako kriva ima centar u podetku koordinata i ako.
tacka sa koordinatama &, v pripada toj krivoj, onda, prema
definiciji centra, i tatka sa kordinatama —§, —v pripada toj
krivoj. Prema tome, za.krivu sa cenirom u pogetku koordinaia
treba, zajedno sa jednaCinom (3), da vaZi i jednadina

4) @y3 ¥+ 2ay5 B + @pe P — 20, E— 2D, n + F=0.
Ako od (3) oduzmemo (4) dobi¢emo jednadinu
®) D8+ @y9=0,

koja treba da bude zadovoljena, ako se centar nalazi u poetku
koordinatnog sistema.

U opstem sludaju, jednadina (5) moZe biti zadovoljena
pod ovim uslovima: .' '

1. Oba, ili jedan od koeficijenata, ©, i @, nisu jednaki
nuli. Tada prava (5) mora pripadati krivoj (3), a to moZe
biti kada je ®=0 i jednadina (3) vzima oblik

(6) (mE+n=n) (®E+ D) =0, '
tj. kriva (3) se rastavlja u dve prave, koje se seku u pocetku

koordinata, centru krive (6). Kad su koeficiienti m 1 n prve

&8

iz determinante trecega reda,

_elemente. Nacrtajte na

nalni  koeficijentima ®; 1 @y druge pra\llf,
kriva, u obliku dve prave koje se seku, prelazi -u (eiv;)::;g 3
pravu sa jednaginom (m§+nn)2_=0 i }mavg:nttar ?ave
podetku koordinata, vet.1 u promol‘j’n.()] tacki te prave. .
2. Ostavljajuéi te specijalne slugajeve po st}'alex), chd ::;1?1
lavni sludaj, kad su oba koeficijenta O, i P, Je
- sa koordinatama (g, b) 1mamo

prave proporcio

nuli. Tada za odredivanje centra
ove dve jednaline

¢1=a11a+a12b+ala=0, dgg —a21

®2#a21d+d22b+d23=0. .-—am all

Ako izvr§imo mnoZenje tih jednagina prvo brojevima tlz

prve kolone sdesna, pa ‘proizvod: sabcrcmo,_’zaum to 1;0
uradimo pomodcu elemenata druge vrste, dobi¢emo ove ve
jednadine | _ |
| ) Agga=Az, Aggb=Ass,

j ; inée algebarske dopune

' ebliene oznake za odgovarajuce alg
B ate 5 koju moZemo krace uslovno ozrlm-

i jajuéi izm amo dijagonaine
Cit’ Ayo A stavljajuéi izmedu crta s : >
Gt 1 58 | o sl kJomadu kartona tu determimantu 1

proverite taj rezultat. - 1
Jedna&ine (7) imaju odredeno resenje pod uslovom

: 2
Agz= 31 Q22— %12 #0.

Izraz Ay zove se. prva diskriminanta opste jec'inacllx(m
drugog stepena po x i y. Prema tome moZemo kazatl.k A;ko
je prva diskriminanta razli¢ita od nule, kriva ima centar (kratko

— kriva sa centrom). ' |
Poito vrednost slobodnog Slana F, prema (1°), moZemo

napisati ovako _
-+
+a32b+a33=¢)1a+¢2b+a31a+a32b+a33,

vidimo da stvarno treba izradunati samo zbir g @ +asb + s,

[=

jer su ®,;=0, ®,=0. Dalje, prema (7) radunamo ovako

Agy F=agy Agy + a3 Agsy + gy Ags = A,
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gde smo s desne strane dobili vrednost determinante A razvi-
jene po elementima poslednje vrste. Na taj nafin imamo
F=A[Ag. Jedna€ina (4) definitivao uzima oblik -

(8) a1 B2+ 2ay0 B0+ agy 2+ A/Aaa =0.

To je opsta jednalina krive‘drugog stepena sa centrom .

u poletku koordinata. Ako je A=0, jednacina (8) uzima oblik
%

Vidimo da determinanta A ‘igra isto tako ulogu diskri-
minante, utoliko §to izdvaja krive koje -se raspadaju u dve
prave i stoga se ta determinanta, u naSem sludaju, zove druga
diskriminanta jednadine drugog stepena.

Ako u jednadinu (9) stavimo v =méE, imamo za odre-

©ay B+ 2ay5 En + apen? = 0.

divanje ugaonog koeficijenta m svake prave, koja odgovara -

jednacini (9), kvadratnu jedpadinu
. 022m2+2a12m+a11=0,
iz koje.dobivamo '

ml',2=[—a12 + V“A:'a:s] NPYE

" Na taj nalin za Ag3 <0 imamo dve realne} prave, koje |

se seku (degeneracija hiperbole); za Ay>0 dve imaginarne

konjugovane prave sa stvarnom tatkom preseka, poletkom

koordinata, koji-jedini i pretstavlja naSu krivu (degeneracija
elipse). - ,

Ako stavimo A/dg =k, opStu jednadinu sa centrom mo-
7zemo krace napisati ovako

(10) a3 B+ 201 8+ ayy P+ k=0.

Sad ¢emo, polazedi od jednaline (10) preci na svodenje
te jednacine na kanonicki oblik. :

3. Uzmimo, pored jednaine (10), koja odgovara, recimo,
elipsi (sl. 49), jednalinu kruga §2++%2=r2%, proizvoljnog polu-
preénika r, sa centrom u pofetku koordinata i obiazujemo
jednalinu

ay B+ 201,80+ agy 7P 4 — (B2 + %) = 0.
. - r
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" kruga (zaSto 7).

. jednake korene, ako za nepo-

Ona p'redstavl'ja par pravih

" varaju ovoj jedna&ini pokla-.
© . paju se za pravac 0se simetrije

linija. (zalto?), koje prolaze kroz .-

i ¢ ipse 1
podetak koordinatnog sistema 1 kroz tatke preseka e} p

Uredimo prethodnu jednacinu ovako‘

K\ez 120y, B+ @ '+£)n2=0.
an . ((01,14';?)5 —l- Qg &M ( nt T,
‘vae prave Sto odgo-

elipse. Prema tome polu-
preénik r se odreduje 12 uslova
da prethodna jednalina 1ma

znatu uzmemo, recimo, odnos
"afE. Uslov za jednakost ko-
rena izraZava se ovako

. Kk k o ’
(a11+ —r?) (422"‘ "'_‘2")_“12' 0,

k_ ..
— =1
rz

§l. 49 — Presek elipse sa krugom

(12)
| ili u obliku kvadratne jednac‘:ine_ u odnosu na

.Z2 + (all + a22) zZ+ A33 = 0.
Ova jednalina ima dva stvarna korena, jer Je
2
(@ +0)* AAg= (01— ayo)® + 412" > 0.

Ako je Ag <0, korqni su raznibh znakc;zart,é Ig;*;mi tlg?ilje;
jednoj osi odgovara imaginarna Y_redqgs’;i polup
je hiperbola, kako smo to i ramyje videll. N o odo
Ako je Ass>0 kogeni su il_i oba poz1t;\lzinz;a—;a o 0dgo-
yara elipsi, ili oba negativna — imaginarna P

centrom. _ | ~
| Pod uslovom (12) jedna&ina (11) se transfomse u

(@ +2) E+an =0,
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i predstavlja, za svaki koren z, osu simetrije sa uglovnim
koeficijentom

my,o= —;— (211 + 23, 2)-
12

Odredivanje korena z; i z,, a time i r, 1 ry, a zatim i
pravaca odgovarajuéih osa reSava problem svodenja krive sa

.centrom na kanoniéni oblik.

Primer. Xriva je data matricom:

1 2 -5
2 1 —4
-5 -4 ' 10
Ratunamo A, = ; ? =—3, A= —5Ad,3+(—4) Ay + 10433 = - 5.

—3+(-4)-(-6)+10 (—-3)=9. ,
Jednadine za centar: —3g@=—3, —3b=-6; a=1, b=2

s k } A
Jednalinaza z=—, gde je k=——=—7=—-3. z®+(a;;+ay,) z+,
: re Azy -3 .

+ Agy=0 daje z*+2z-3=0. Koreni: z; =1, z,=~3. ‘
Vrednost kvadrata: ry®=k/zy=~3/1=~-3; rl=kfz,=-3/-3=1.
Reaina poiuosa hiperboie: a=1I.

Jgdnaéina realne ose (afy+z,)& +a;n=0 ili (1-3)E+20n=0,
. m==& - ' -

"~ Prema tome pravac realne ose obrazuje ugao od 450 sa pravcem
E ose. Druga osa hiperbole obrazuje ugao od 135° sa istom osom E i,
prema tome, ima za jednadinu vn= —E. Za imaginarnu osu imamo
r;2= —3; prema tome kvadrat imaginarne poluose iznosi 5*=3. Ako
sad uvedemo koordinate X 1 ¥ u odnosu na odredene ose hiperbole,

‘ 1
imademo za konaénu kanoniénu jednadinu nase hiperbole X 2—*; Yi=1,

Otstojanje ¢ ZiZa od centra, podto je c2=a®+b?% ijznosi c=2. Najzad,

ekscentritnost e ima vrednost e=c/a=2/1=2. U odnosu na polazne

koordinatne ose, nafa hiperbola ima ove parametre: 1. parametre polo-

Zaja — koordinate centra (1, 2) i ugao a izmedu Ox ose i realne ose
1

simetrije, koji iznosi cx=::r; 2. — parametar oblika — ekscentri¢nost

e=2 i 3, parametar veliCine, recimo, a=1. Svega pet parametara. Taj
broj parametara odgovara broju koeficijenata opSte jednaline drugog
stepena (6) bez jedinice, jer jednadinu uvek moZemo podeliti nekim
koeficijentom, razli€itim od oule, 1 tim 2za koeficijent tog &lana
dobiti jedinicu.

92

kad je prva diskriminanta Agy jedna

' elementa prve vrste nase

1 T
" elementima druge Vvrste. Uo
nalinu, posle mnoZenja, recimo, sa 115

od nule, jer ako je ap =01 i -
ia 2=0’ %o znali da naa jednalina prestaje
1 ? =

* drugog stepena po X 1J.

: ante ondte jednadine drugog stepena,
:mo sad na proudavanje opste jedn'acx_ne e
s 2 ka nuli, tJ. @y agz—(-1 ay,t =0,
j i : C Qo =y i 0ge, 1. AVa PIva
: roporcionalnost a;; : dys = g1 < 22> :
L matrice proporcionalna su -prvim
ovom sludaju moZemo Opstu jed-
napisati ovako

(13) a1 X+ 24y, 33p XY + 01 A5 ¥? + a1y (2213 X +
+ 2a23 y +‘a31) - 0.

imeti j d koeficijenata mora biti.razliéit
REliE o Jedail 00'1 ay,=0, iz Ay =0 sleduje da je
i biti jednacina

Kako je a1 a22=a122, jednalina (13) uzima oblik

(14) (@ x+ alz'}»’)z + a3y (2433 x"‘f 20,y + ags) = 0.

Izvréimo sad klasiénu trans_forma'ciju te Jednac(;r.xe,roéilzjf
éemo-smisao odmah videti. Dodajmo binomu u dz_agr:. 1é lyzmove
voljan broj, koji moZemo oznaditi sa R, a rll;i%ni‘ Slanye
jednadine popravimo tako da ona zadrZi svoj prvo I

Tada ¢emo dobiti jednac’:igu |
15)  (auxtany+RyF=2(@nR—anag) x+2 (@R~
' —ay1 ) ¥ + R?—ayy Q3. .

- Posto, p‘osebno jzjednalene sa pulom, leva i desna strana

‘odreduju dve prave, moZemo napisati uslov za ortogonalnost

tih pravih ' e 0
a.ll ((111 R— dyy als) + dyg (a12 R— ay aza) = 0.

2 .
ayg+a1pda) * (ai +a1z). Kako je,

kva vrednost R uvek pqstoji iima
Pri takvoj vrednosti broja R

; Odavde je R=ay, (an
‘po pretpostavci, @ 0, 12
potpuno odredenu vrednost.

dve prave

Cqu+¢112y+R=0, b1x+b2y+b0:0,

gde su ‘
by =2 (an R—ay; &13)s by=2 (812 R — a4 Ggs)s
bg:Rs"_all {233,
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stoje upravno jedna na drugoj. Uzmimo prvu pravu’ 72 novu
£ osu, a drugu za v osu. Tada koordinata + treba da bude
rastojanje tacke (x, y) od prve prave, a £ od. druge prave.

Prema tome imamo ove obrasce za transformaciju koordinata

(16) iVafl+a122-1)=a11X+a12y+R,
(17) £V b +85-E=byx+byy+by

Ako sad vrednosti desnih strana stavimo u jednadinu (15)

dobi¢emo jednadinu 2 =2p¢, gde je 2p=V b} + b3/(al +ad). Na
taj nacin smo doveli opStu kvadratnu jednadinu drugog stepena

po x iy uslu€aju Ay; =0, pa kanoni¢ni oblik jednadine parabole.

Zaustavimo se na proucavanju prelaznih slu€ajeva koji-
se javljaju pri izvodenju te jednadline. :

Kako je po uslovu a;y 0, jedna&ina (16) uvek odreduje

- Sto se ti¢e jednadine (17), ona zahteva da bar jedan od
koeficijenata b, 1 b, bude razli¢it od nule. Prema tome se
pojavljuje izuzetan sludaj pri uslovima b;=0, b,=0. Ta dva
uslova ‘dovode do :

‘ ' an R—au a13=0, dys ‘R—al-] a23=0.
Xz ovih jednadina imamo

R=ay, Qo O3 — 11 A2 = Ay =0.

Ne vrieéi pod -uslovima Ag=0, Ay=0 smene (16) i -
~(17), vraamo se na osnovnu jednacinu (14), koju sad moZemo
- ovako napisati -

(@11 X +ayy ¥ +a1)% + Ay =0,

Kako se ova jednadina rastavlja na jednadine dve prave,
treba da -bude ispunjen opsti uslov za rastavljanje A=0,.
A posto je ’

A=ayy Ayg+ ayg Ayg + agy Ags =0

sleduje da je, pri 4,3 =433=0, i 4;3=0. A to dovedi do
proporcionalnosti elemenata prve vrste sa elementima. druge
vrste (pokaZi to!) '

Karakter rastavljanja zavisi od vrednosti 4y, =a;; as3—
—afs. Ako je Ay> 0, paralelne prave su imaginarne; za

A,<<0 one su realne; najzad za A,;,=0 imamo dvostruku
pravu. - 1 ‘
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VaZno. je obratiti paZnju na to da, bez obzira na to

ito je Agg=ay; Aoa— a3 =0, imamo, kako pri 4, <0, tako 1

pri Ay;=0, realnu pravu cenfara; to je prava koja je garg.lelna

datim pravima i na istomv otstojanju od njih sa jedna 1?;);:

ayy X +.0;9 y 4 ay3=0; u sluaju dvostruke prave prava cen

se sa -njom poklapa. , _ o |
Prema tome, ako delimo krive prema postojanju centara,

treba ih deliti na dve grupe: Aqsgﬁo, krive sa centrom (jedi-

N . . iy o
nim) i Az =0, krive bez centra ili sa beskrajno mnogo centar:
Primer. Kriva je data matricom:

Y1 3 — 6
"3 9 +12
—612 15

o8t | 2 _ - i§imo datu jednafinu
Posto je Agy=ay dz—aj3=9-9=0, transformiimo ] &

j : = ' R-12yy+ R~
m parametra R: (x+3y+R)? 2(R+6)x+2(3 y
T(l)ging)? Iz uglova ortogonalnosti: 1 X (R+6)+3X (3R - 12)=0 odredujemo

R=13. Jedna&ina krive uzima. oblik (x+3y-+ 3)2=6 (3x—y—1) identiZan
sa ‘datom jedna&inom. Stavimo nove promenljive: £ =(3x—y— 1: V10, n=

(x+3y+3): V10. Posle smene koordinata imamo 7*=2pE, gde Je p=
=0,3)/10~0,9487. Parametri p_arabole: parametri poloZaja —‘koordmz:i';?
tem’ena ©, -1, ugaoni koefic_:ijent ose ¢ sa x osom m= —dl/3,_ 13:3.1'3(.:({;:{;n "
forme ne postoji, jer kod svih parabola ima vrednost 1, drugim 1_; i 1;
sve su parabole sli{ne; parametar veli¢ine — parametarg para ole 1
u¥em smislu, veli¢ina p. Parabola ima, prema tome, U _Oé) teér.n s Pe 5 aj.n
samo &etiri parametra. Od 3est koeficijenata _op§te Jerna ine jto X
otpada deljenjem, jednim koeficijentom koji nije jednak nuli, a, sem toga,

jedan mo¥e biti odreden u zavisnosti od drugih, na osnovu jednagine .

811932 — a122v=0- _ ’ ' )

Navedimo opiti pregled svih moguéih .sluégjeva za opStu
krivu liniju drugog stepena po x i y sa primerima u kano-
ni¢kom obliku.

1. A33> 0. A?EO. A(d11+022)<0,
2 Y
’_Cf+£_1=0, _ﬁz—2)—+1=0). Elipsa
a® b? a: b
N A (@33 + @) > 0. _
- 2
' 36_2 + 2’_2.4. 1=0, _x_z 1= 0). Imaginarna elipsa
(12 a2 b‘z .
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3. : A=0.
E < - A ' =
— 4+ =0. Dve imaginarne prave. Realna tacka
a* b
4. Agg <0, A£0. _
x2 __ y? 3 X2 2 3 .
+ pr 2= ﬁul_o, (:}; = - E—}— 1 -0). Hiperbola
5 A=0.
xZ yZ g ’
—~—=—=0. Dve prave koje se seku
a® b?
6. “ds=0. A0
y2—2px=0. Parabola

s

. A=0 Ap>0 |
x24-1=0. Dve paralelne imaginarne prave

8. : '.A22 < O
x2—1=0. Dve paralelne prave
. 9- A‘zz = 0

x2=0. Dve prave koje se poklapaju.

2.4. Polinomi, racionalne, algebarske i
transcendentne funkcije

Savremena matematika je toliko proSirila oblast raznih
funkcija da je nemogudée dati u elementarnom obliku klasifi-
kaciju funkcija i navesti njihove osobine. U naSem izlaganju
oblast funkcija ¢e se proSirivati postepeno na nove tipove
funkcionalnih veza.

U ovom ¢lanu ¢emo govoriti o nekim osobinama funk-
cija izraZenim polinomima, zatim o racionalnim, algebarskim
i elementarnim transcendentnim funkcijama.

Imali smo funkciju prvog stepena ili linearnu y=ax+b5;
zatim smo imali kvadratnu ili parabolitku funkciju y=ax®+
+bx +e¢. Jasno je da funkcija moZe biti i viSeg stepena. Tako,
funkcija treéeg stepena, u opStem obliku, izgleda y=asx®+

o + agx? + a,x +a,, gde su a,, a5, a;, d stalni koeficijenti. Ovoj

© jednadini odgovara parabola treceg reda. Ako se zaustavimo

% y=ax3; njoj odgovaraju krive = " b

- znaku koeficijenta a, na sl'ici
. (sl. 50) krivim linijama a 1b.

... Obe krive prolaze kroz po-
¢

'-‘  samo na prvom ¢&lanu, jednadina Kkubne parabole ima oblik

8.<‘0

. linije, predstavijene, prema
¥ / \
V ‘ 7 R

il | gtak koordinata, koji je
'\l centar krivih, jer ova tatka
i polovi sve tetive koje prolaze
I‘f“ kroz tu tadku. Osa x Je
" je tangenta na krivu u po-
"4 Zetku koordinata.

Napi§imo sad polinom proizvoljnog stepena, n,

(1) y=a, X"+ a1 X"~ +.. + G X"+ a1 x+a,
gde je.n prirodni broj i @y Gno-1s -

1 _n-og reda.

4 stavljamo jednostayno y=P (x).

"Ir.i‘._ x,, moZe predstaviti u obliku a4 (x—xy)>

7 Runkcija, izvod, diferencijal

_,7

Sl. 50 — Kubna parabola

ey s do stalni koefici-
jenti. Ovoj jednadini odgovara grafik, koji se zove parabola

Funkcija odredena jednalinom (1) zove se cgla -ract:or.'zalna
funkcija ili polinom. Pri izraZavanju ove funkcije javljaju se
samo operacije sabiranja, oduzimanja, mnoZenja 1 stepenovanja.
“celim pozitivaim izloZiocem. Ozna&imo kratko polinom n-tog
stepena po x sa P,(x); prema tome, za oznacavanje cele
racionalne funkcije moZemo- se sluZiti, kao opStim obrascem
y=P,(x); a ako nefemo da naznaCujemo stepen polinoma,

ik Ako polinom r-og stepena po x izjedna€imo sa nulom,
dobiéemo jednadinu n-og stepena P,(x)=0. Vrednosti x-a koje
zadovoljavaju ovu jednaginu, tj. daju za neku njegovu v.r(_:dnost
|l x, identitet P,(x,)=0, zovu se koreni te jednagine ili nule

! polinoma. Kao $to ve¢ znamo, jednadina prvog stepena 1ma
. jedan koren, drugog — dva, pri (emu fa dva kort?na mogu
L biti razlititi ili jednaki. U ovom poslednjem sluCaju se on
" sove dvostrukim korenom. Njegova dvostrukost se. ogleda u
% tome Sto se kvadratni polinom sa dvostrukom nulom, recimo
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Primimo kao dokazano da svaki polinom ima onoliko
nula koliko je njegov stepen i da, prema tome, moZe biti
predstavljen u obliku proizvoda : '

X"+ @y 1 X" b xtag=a, (X—X;) (X —X,) .. (x—
— X —1) (X—X,).

Ako desna strana ima viSe istih mnoZioca, tj. sadrZi, recimo,
stepen (x—x;), koren x; je k-struki koren ili k-struka nula.

Jasno je da funkcija y odredena polinomom (1) sa nulama
X1, Xa5 ..., X, ima grafik koji sede x osu u tackama, kojim
odgovaraju apscise sa vrednostima samo realnih korena.
Odredivanje nekih korena, $to znadi tadaka preseka grafika sa
x osom — obi¢no je prvi korak u proufavanju geometriskih
osobina datog grafika. ' '

Ako sliéno aritmetiCkom razlomku, kao kolidniku dva
cela broja, nadinimo koliénik dva polinoma proizvoljnih
stepena m i n,

- _P®

| - TR

|dobiéemo funkciju koja se zove razlomljena racionalna funkcija.

Kao najprostiji primer razlomljene funkcije imali smo funkciju
y=c¢?x, koja odgovara obrnutoj proporcionalnosti i ima za
grafik jednakostranu hiperbolu. Hiperbola odgovara takode

razlomljenoj funkciji odredenoj jednad¢inom y = (ax+b): (ex + d),' ]

gde su a, b, ¢, d konstante, za koje pretpostavlijamo da zado-'
voljavaju uslov ad—bc £ 0, §to znadi da ti koeficijenti nisu
proporcionalni. Ova funkcija ima tu vaZou osobinu da, reSena
po x, dovodi do jednaline x=(—dy+b):(cy—a), oblika istog
kao i polazna jednacina. '

Cele i razlomljene funkcije ¢ine klasu racionalnih funkcija.
Svaki od polinoma P,(x) i P,(x), u opStem slucaju, ima
svoje korene. Ako korem polinoma u broiocu nije koren
onoga u imeniocu, on je koren razlomljene funkcije. Ako je
koren broioca, recimo Xx;, ujedno koren imemnioca, brojilac i
imenilac imaju zajedniC¢ki mnoZitelj (x—x;). I, kako za proiz-
voljnu vrednost x-a taj mnoZitelj nije jednak nuli, moZemo
broilac i imenilac skratiti sa x—x,, a, u opStem sluéaju, kad
ima viSe takvih zajedniCkih korena, skratiti sa zajedni¢kim
diniocem jednog 1 drugog polinoma. Pretpostavimo sad da

" na$i polinomi nemaju viSe takvih zajedni¢kih mnoZioca.
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Koreni imenioca zovu se polovi razlomljene funkcije; 1

polovi mogu biti vifestruki — oni odgovaraju vifestrukim
pulama imenioca. Funkcija y=c?/x nema nula, ali ima prost

pol u potetku koordinatnih osa. Kako smo videli, taj pol je. -

odredio beskonalnu granu nade jepnakostrane hiperbole, grafika
obranute proporcionalnosti. :
Ako sad uzmemo jednaéinu kruZne linije, recimo u obliku’
(2) . x2+y2=r2’ o ’ .
i ova jednalina odreduje y kao funkciju x, ali ta funkcija
ne pretstavlja viSe koli¢nik dva polinoma odnosno neku racio-
nalnu funkciju, ve¢ ima oblik :

€) C y=zrEeR |
u koji ulazi operacija korenovanja. Ovo je primer iracionalne
funkcije. »

Jednadina (2) je algebarska jednadina drugog stepena po
y sa koeficijentima polinomima po x. U optem slucaju alge-
barsku jednadinu n-tog stepena po y moZemo ovako napisati

RN\ 'Py"+Qy”"‘+...4‘—Ry2+Sy+T=0,‘

gde su P, Q, ..., R, S, T polinomi proizvoljnih stepena po
x. Ako se funkcija y=y (x) moZe smatrati kao reSenje jednadine
(&), ona se zove algebarska. Jasno je da su cele i razlomljene
racionalne funkecije u isto vreme i algebarske. Ne treba misliti

_da su algebarske funkcije samo ome, koje moZemo izraziti

pomoéu korena (korenovanjem). Tako napr., funkciju odredenu

~ jedna&inom y®4y—x=0 ne moZemo izraziti konalnim brojem

ni korenovanja, ni drugih poznatih nama operacija.

Najzad, ako za funkciju ne moZemo postaviti jednaginu
oblika (4), funkcija se zove transcendentna. Transcendentnu
funkciju u isto vreme moZemo smatrati i iracionalnom.

. U narednim paragrafima proudiéemo i nekoliko elemen-
tarnih transcendentnih funkcija.

2.5. Iz Trigonometrije. Trigonometriske funkcije.

: Oscilatorni proces .
Trigonometriske funkcije su poznate iz Elementarne

matematike, narodito pri prouavanju metri¢kih osobina pravoug-

log trougla. 1z tog razloga mi smo ih u nekoj meri vec iskoriS€avali.

‘Ipak ¢emo ih ovde pomoviti, sad sa funkcionalnog glediita.
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Nacrtajmo krug poluprenika R. Sa njim demo vezati |

koordinatni sistem sa podetkom u centru (sl. 51). PomocCu tog
kruga meriéemo uglove pre svega od ose x u smeru suprotnom
kretanju kazaljke na Sasovniku. Kao 3to znamo, ugao se moZe
' E meriti ma dva, principski
razli¢ita nadina. Jedan -  je
nadin merenje stepenima, mi-
nutamad, sekundama, i deci-
malnim razlomcima sekunde,
Prav ugao u tom sistemu
iznosi 909, svaki stepen 60,
svaka minuta 60’. U tom
nadinu merenja postojiidruga
varijanta. Naime, prav ugao
se deli na sto gradi, svaki
grad na sto minuta (centizi-
malnih), svaka minuta na

Sl. 51 — Trigonometriski krug

sto sekundi (centizimalnih).

To je centizimalni sistem werenja uglova.
U diugom nafinu za meru ugla uzima se apstraktni

~ broj, odnos luka s prema polupre€niku R; za dati ugao taj
' © odnos.je stalan; ozna&imo ga sa «, tj. stavimo s/R=a. Jedi-

- niéni ugao u ovom sistemu je ugao za koji je «=1, a to

" znadi.za koji je s=R, tj. &ji je luk jednak polupreéniku,

radijusu; otuda i naziv tog jediniénog ugla — radijan. Prema
tome se kaZe da je merenje ugla apstraktnim brojem —

" merenje ugla u radijanima. Merenje ugla u radijanima igra

vaznu ulogu u ViSoj matematici.

.Ako sa n® oznadimo merni broj ugla u stepenima, a sa
o apstraktnu meru istog ugla, nije teSko postaviti vezu izmedu
ta dva broja: #%:180°=a:=w. Jz te proporcije neposredno
izvodimo n?=180%-a/n i, obrnuto, a=mx.n%180° Za a=1
imamo meru radijana u stepenima

n0=180m~s5791745".
Uzmimo sad proizvoljan ugao «, kojem odgovara tacka
M (sl. 51) na krugu. sa koordinatama x, y 1, slino onome
§to se radi za pravougli trougao kad je 0 <<o<sn/2, definif§imo
sinus i kosinus ugla « pomoéu obrazaca

(Ij sina=y/R, cos« = x/R.
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‘vafna w ViSoj matematici, narocito

-juéim znakom, na trigonometriskom (—~ﬂ/2\//3 5

- Zatim konstruifemo tangentu na krug u talki A (prvu
tangentu) i tangentu u tacki B (drugu tangentu). VDI}ZIH& ovih
tangenata, od tatke dodira do preseka sa produZenim polu-.
prednikom OM, sa odgovarajuim znacima, prema smerovima
utvrdenim za koordinatne ose, oznadimo sa T3 =AP i T,= BO.
Tangens i kotangens ugla defini§imo pomocu izraza

(2) tga=Ty/R, cotga=T,/R.
Pored toga se mogu jo§ uvesti i sekans i kosekans
(3) seca=R/[x=1/cosa, cosecca=R[fy=1/sina.

Pretpostavimo sad da se ugao « menja; sin«, cOS %, tga,
cotga, seca, coseca su funkcije tog ugl'a; one s¢ zOvu rigono-
metriske funkcije. Svaka od trigonometriskih funkcija 1zra2a'x{a
se, kao i ugao «, apstraktnim brojém. Za svak_u od njih
mo¥emo nacrtati grafik koji u potpunosti pokazuje promenu
te funkcije u vezi sa promenom aigumenta — ugla (sl. 52).

Posto ' je- Trigonometrija vrlo =

.

u fijenim primenama, ponovimo ne- l/_\ "
koliko podataka iz “te discipline. S 3

_Definicije trigonometriskih funk- —
cija kao odnosa linija, sa odgovara- cos x /

krugu . prema ‘stalnom polupreénilgu
R (moZe se uzetiiR=1) omogucuju tgx u colg x
da se neposredno vidi sa slike, kako U EEERYE
se menjaju trigonometriske velitine, .
i po svojoj apsolutnoj vrednosti i po \
znaku, pri promeni argumenta o« U . N N
granicama 0 <« < 2m, gde 27 odgo- \ \
vara uglu od 360°,

Dalje, zbog simetrije kruga u
odnosu na pravac bilo kojeg od

Sl. 52 — Grafici trigo-
nometriskih funkcija (co-
tg x - isprekidana linija)

_pre¢nika, $to znafi i u odnosu kako

na koordinatne ose, tako i na simetralu pravog ugla prvog
kvadranta, mo¥emo sa bilo kojom tafkom kruga uporediti
tatku luka kruga u granicama od 0 do 45% koja se dobija
konstrukcijom uzastopnih' simetriénih tafaka bilo u odnosu
na jednu, bilo na dve, bilo €ak 1 u odnosu na tri navedene
ose. Tako, napr., za tatku M, (240°) konstruiSemo (uradite
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" tol) ove tatke: M, (120°% — o0sa simetrije — x 0sa; M3‘(60°)
— osa simetrije y osa; i ‘najzad M, (30°) — osa- simetrije
simetrala pravog -ugla. Posle toga, za odredivanje trigono-

metriske funkcije datog ugla. menjajuéi bilo samo znak, bilo

saxlno naziv, bilo 1 :znak i naziv, dolazimo do vrednosti funkcije
ugla samo u granicama od 0 do 45° Tako u nafem -primeru
*

recimo, ;’go sin 240° imamo sin 240°= —sin 120° = —sin 60%=
= —c0s30% a za cos 240° ovaj It 0 — =
e O — i 30n j rezu tat 'cos 240° =cos 1200—

, \_/'rednosti trig_onorpetriskih funkcija u granicama od 0 do
45° daju se u naroditim trigonometriskim tablicama?). Neposredno

1znfl_§mentarne geometrije mogu se odrediti trigonometriske
funkcije za odredene vrednosti argumenta iz ove tablice

a* sina cos o tg cotg «
0°(0) 0 31 0 + oo
150 (- V=47 | J6+i2 '
1.2) = |7 4 2-V3 243
18° (—) Vs-1 10+2)5 | {25-10)5 —
1¥o) ; V1 41/ ]/55101/5‘ SO
b1 p— —
30° (—) < /3 i3 _
6 2 3 /3
b1y — _—
36° | — 10-2y5 | ¥S5+1 - —_—————
(5) ) 2 L22 V52 1f25+510,,_§
T - J—
45° [~ V2 2
(4) 2 V—z o +1

1y Gl, napr., V. V. MiSkovié. Logaritamske i i
) » V.V, vi¢. Logaritamske i numerik i
Drugo dopunjeno ;zdanje. Izd, ,, Tehnicke knjige*. Beogracf.nl9§9fa lice

»
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Uzimajuéi u obzir samo detiri osnovne. trigonometriske
funkcije sin «, cos «, tg«, COLg & naveicemo trinezavisne, osnovne

. veze izmedu tih trigonometriskih funkeija:

sina-costa=1, tga=sina/cosa, cOtga=00S «fsin e.

| Na osnovu tih veza mofemo tvrditi: ako je data vrednost
jedne trigonometriske funkcije, moZemo odrediti sve ostale,

. samo ovo odredivanje mije jednoznaéno, kao $to sleduje i

peposredno sa slike, jer svaka trigonometriska linija na trigo-
pometriskom krugu ne odreduje na' jedinstven nadin poloZzaj

. tatke na krugu.’Najvainiji su u ViSoj matematici obrasci

Ttga : 1

= 08 ot = ————=——=,
+ 1 +teda T J1+1ga

Ako je podrucie argumenta-ugla ogranifeno samo na
jedan kvadrant, u prethodnim obrascima treba ostaviti samo
jedan znak, prema znaku trigonometriske funkcije u tom
kvadrantu. _ IR ‘

“Objasni¢emo sad §ta je to periodiénost funkcije i poka-
zatemo da su trigonometriske funkcije periodi¢ne. Funkcija
f(x) je perioditna ako postoji takav najmanji pozitivan broj
K za koji vaZi indentitet f (x+ K)=f(x) za svaku proizvoljnu
yrednost x u datom podrucju. ' '
~ Nije tesko proveriti da funkcije sin « i cos« imaju period
27, a tga i cotg «—period =, 1.

sin « cotga=1/tge.

sin (¢ +2w)=sin«, cOS (e +2m)=cosa, tg(x+ n).ztg &,

cotg (e + ) = cotg «.

U vezi sa proudavanjem trigonometriskih funkcija pome-
nimo jo¥ jednu osobinu funkcija, koju imaju neke specijalne
fuhkcije. ) :

‘Funkcija f(x) je parna funkcija, ako ona zadovoljava
jednadinu f (—x)=f(x) za svaku vrednost argumenta X, tj.
sa promenom zuoaka argumenta funkcija ne menja svoju vred-
fost. Primeri ax®+bx?+¢, ¢/x?%, 1/(1 + x?). Podto je cos(—a)=
 =cos «, kosinus je parna funkcija.

Funkcija f(x) Je neparna funkcija, ako za nju vaZi jed-
nadina f(—x)=—f(x) 1to za svaku vrednost argumenta X,

103

e

T

s



tj. Vrcdposti funkcije ostaju iste po apsolutnoj yrednosti, no
suprotnih su znakova, ako im argumenti imaju iste apso,lutne
vrednosti, a suprotnih su znakova. Primeri: x3, I/x, 3x%+x%
Posto je sin(—a)= —sin «, sinus je neparna funkcija. |

Tngonomet:njiske funkcije, napr., y=sin x spadaju u trans-
cend_er_l_tne. funkcije, jer ne postoji algebarska - jednalina, sa
koefncgenhma u obliku polinoma po, x, &ije refenje daje w;red-
nost sin x za.proizvoljnu vrednost x. Transcendentnost funk-
cije sinx se lspoljava i na drugi nadin. Grafik algebarske funk-
cije_moZe imati u prescku sa pravom najviSe neki konadan
broj tadaka, medutim grafik funkcije y=sinx ima, recimo
sa x osom .beskrajno ‘veliki broj taaka, jer jednaéinél sinx=6
ima beskrajno mnogo reSenja oblika '

- x=0,':}:75,:i:27t,j:31c’_“

_ Trigonometriske funkcije su vrlo vaZne kako u Teorij-
§ko_] ta.\l’co iu P}'lmenjenoj matematici, i to ne samo zbog toga
Sto sluz'e, ng.roél'to pri merenjima (reSavanje zadataka o troug-
lovima i pohgonu_na!), kao osnova za postavljanje funkcionalnih
veza izmedu dq;‘z’ma 1 uglova, veé¢ i zato ¥to se na njima os-

~niva prouavanje svakog oscilatornog procesa. - |

Najprostiji pretstavnik oscilatornog procesa tzv. harmo-
niska oscilacija.. Zamislimo tatku
M (sl.. 53) koja se kree ravno-
merno po kruZnoj liniji; tada se
ugao o menja proporcionalno vre-
menu 7. Ozna¢imo koeficijenat pro-
porcionalnosti sa o (Sitaj: omega);
tada je o= wt. Uolimo u isto vre-
me, pored tatke M, i njenu pro-
jekeiju, tadku P, na stalni precnik
AA, kruga. Za vreme ravnomer-
nog kretanja tacke M po krugu
o . _rprOJekc_:ija P vr§i pravolinisko kre-
tanje izmedu krajeva preCnika, 4 1 A4;; ovo kretanje zove se

harm_on{ska oscilacija. U tom kretanju se poloZaj tacke P od-
reduje jednadinom

S1. 53 — Harmoniska
oscilacija

(4) : X=a cos wi,

gde je a po]ugrgépik kruga. Ova jeodalina zove se jednalina
harmoniske gsc:!uc:je. Projekcija Q tatke M na drugi preénik,
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jedine proizvoljne argumente zbira. o E /

normalni na prvom, visi takode harmonisku oscilaciju, prema .
jednadini ' - '
3 : y=asin of.

Jasno je da kretanje takaka P i ©Q imaju isti karakter;

- razlika je samo u.tome §to, kad tacka P prolazi kroz sredinu

O svoje putanje, tatka Q se nalazi u jednom od krajnilfx $VO-
jih poloZaja, i obrnuto. Duzina a zove se amplituda os;tlacije.
Vreme T za koje tatka M izvrdi ceo obilazak kruga je peri-
od oscilacije. Posto je wT'= 25 koeficijent m=2~m/T. Ako sa n
ozna&imo broj oscilacijau sekundi, imamo nT'= 1iprema tome je
= 2rn. Broj o, proporcionalan broju oscilacija w sekundi,
zove se se ucestanost ili frekvencija oscilacije. Ugao a=wf ZO-
ve se faza oscilacije. Ako imamo dve oscilacije: jednu sa _fa—
zom o4 1 drugu sa fazom o, razlika o;—a j€ fazna razlika.
Harmoniske oscilacije, odredene jednadinama (4) i (5), raz-

~ likuju se fazom. Zaista, ako se od faze oscilacije (4) oduzme -

n/2, dobi¢emo oscilaciju (5), jer Je cos (wt-—-2—)=51n ol.

Mote se pokazati da se gotovo svaki, proizvoljni_ osci-
latorni proces moZe rastaviti u zbir harmonsk_lh oscilacija
(kratko — 'u zbir harmonika) razliitih amplituda i frekvencyja.
Va¥nost oscilatornog procesa se narodito ispoljava pri prou-
‘gavanju zvuka, svetlosti, clektro-magnetskih i drugih pojava,
gija su osnova oscilacije. _

Navedimo, bez detaljnog izvodenja, jo§ nekoliko obrazaca
iz Trigonometrije vaZnih u mnogim rafunima. Pre svega
objasnimo §ta je to feorema sabiranja 4
za trigonometiiske funkcije. Zaneku = 3
funkciju f(«) se kaZe da za nju
va¥i teorema sabiranja, ako se
mode funkcija zbira argumenata,
tj. f(«+p), izraziti kao algebarska
funkeija izraza f(«) 1 f(B) za po-

~—

Izvedimo teoreme sabiranja
za sin(a+f) 1 cos(u+B). U tu
svrhu, na krugu jediniénog polu- . |
preénika (sl. 54) odmerimo od polupreénika 04 -ugao &=
= < AOB, zatim ugao BOC=8. Ugao AOC jednak je zbiru

Sl. 54 — Teorema sabiranja
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a+B. Neka je D podnoZje normale spuitene iz C ‘na’ OB.

Obrazujemo sad prema slici vektorsku jedna&inu 0C=0D+DCi
po‘mnoiimo tu jednaginu skalarno vektorom OA.Tada imamo

cos (a—f—ﬂ)»:‘cosﬁcosa+sinBcos(a+1).
' 2

. . . T i . .
PosSto je cos (oc+?) = —sina, konaéno dobivamo

6) cos (« + B)=cosacos B F sin«sinp.
Donji znak odgqvara razlici. Sjcavili smo mesto B....—B.

os iI;: \Sflelli::m Ill(aél‘ll d;e éizvodi, posle projeciranja na pravac
. 1 orske jednacine, ovaj obrazac za funkcij i
» . 1
zbira odnosno razlike - ’ J s

(7) sin (¢ p)=sinacosP+ cos & sin B.

Ako u i ' i in¢ 1—cos?a, si
prvi obrazac stavimo sina=1}/1—cos?a, sinP=

=)/ 1—cos?B, a udrugi cosa=|1—sin?e, cosB=)1—sin’p,

dobiéemo dve teoreme sabiranja -
sin (« + B) =sine |/ 1 ——shﬁﬁisin BJ/1—sina,
cos (x£B)=cosacos BF /(1 —cos®a) (1 — cos? B).
Poito su poslednji  obrasci kompli ¢
_ x : : plikovaniji od obrazaca.
(6) i (7), koji su pri tome i zgodniji pri upotrebi, obi¢no se

zadrZavaju za teoremu sabiranja obrasci (6) i (7), bez obzira

na to Sto oni ne zadovoljavaju f
a to ormalne uslove teore -
T | reme sa

Iz (6) lako je napisati teoremu sabiranj -
sabira
kotangens nja za tangens 1

tg(atB)=

tgoc:i:tgi

| , cotgacotgpPF1
lFtgo-tgh ’

cotgfBdcotge

cotg (a+B) =

sin2a=2sinacosa, cos2a=cos?a—sinZa=

=1-2sinfa=2cos?a~1, tg2a=2tga/(l —tg®«).
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Jo¥ treba uzeti u obzir obrasce za polovinu ugla

T e \/‘1'35;; . '\/1+cosa
sin e T S8 cos = ks
| 2 2 2 2

o 1—cosa 1— cos«  sina
tg—= = P = & .
2 1+ cosa sina 1+ cos«

Iz obrasca tgz—;— = (1 —cos x)/(1 +cos ) moZemo o.drediti

) o
L 1—tgr 2 ' e
cos &= —————, pa posle izradunati sine« i tg«. Ako ozna-
1+1tg? o v
2
. o N .
&imo tg—2— ={ imamo
. 2¢ 1— 2 2t
sin o0 = , cosa= , tga= .
1+ 1+ 1—12

.Ovi vrlo va#ni obrasci daju vrednost svih “trigonometri-
skih veli¢ina kao racionalne funkcije samo jednog argumenta,
tangensa polovine datog ugla. '

2.6. Inverzne funkcije. Inverzne trigonometriske funkcije
~ Videli smo da se jedna ista funkcionalna veza moze
izraziti analiti€ki na vise nadina. Tako, napr., elipticku vezu
jzmedu promenljivih. x 1 ¥ moFemo izraziti ili jednadinom,
recimo, (1) 4x2 +y*—4 =0, ili u resenom obliku y= + 2 1—x%

. U opstem obliku to se oznatava: F(x, y)=0, y=f(x). Prvi je

implicitni oblik funkcionalne veze izmedu x i y. Drugl —
eksplicitni, razvijen ili resen u odnosu na y. Jedna&inu (1)

mo¥emo refiti i po x:x=* —;—]/4—y2 . Ali u svim tim

. oblicima priroda funkcije je odredena tako Sto y smatramo

kao funkciju, a x kao pezavisno promenljivu. Pri crtanju
grafika moZemo uzeti ma koji od navedenih analiti¢kih oblika,
uvek ¢emo dobiti istu krivu, v istom poloZaju prema koordi-
natnim osama O xy. o ' . -

U opitem sludaju, svaku funkciju y=f(x) ~moZemo
samisliti izrafenu i u reSenom obliku u odnosu na X, 4.
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_ date Junkcije, koja se javlja

. nakosti ispred x. Sada

nverins R e T
s » 28 uct zna€aj simbola F, ji
;;i::iilzlav_: ?dredf{-pe operaclje, promeniti sanio uloge pl;joni(e(:i]-l
gl r i ():;,.u ) ;a}(;lsgn_ F( Y, x). Tako, u nafem sludaju
e iJStOO ire }{Jq lmph'cn;nov_ Jednalina 4x24 240,
s Implicitno, jednadina 4y2 + x2_ 4 (. Odre-

Je inverzne funkcije za datu funkciju zove se imverziia
kao osnovna. !

i Nije tesko proveriti

da su grafici osnovne i
inverzne funkcije simetri-
é_ne krive, u odnosu na
stmetralu prvog i tredeg
kvadranta Dekartovih ko-
ordinatnih osa. Tako na
slici (sl. 55) imamo primer
za dva grafika osnovne
1 inverzne funkcije.

. U jednagini x =sin y
nozZemo smatrati x kao
funkciju - y-a, i tada Je x.
sinus ugla y. Ako sad
n L L smatramo y kao funkciiu
funkéijg‘.‘;a G}Zr:lr};ze;ezgsagmkm? smusa. Kako se oznaduje mjra
ugao Hii jo jednakn%c’. “ltana  sdesna nalevo glasi: y je

Sad éemo istu reXenicu napisati matematitkim znacima,

Sl 55 — Grafici inverznih funkcija

- pri &e . i
P mu cemo mesto redi ugao, upotrebiti re& luk [latinski—

arcus (Eitaj: arkus)], koji
: ojim se i j ica 1
olods onay , koj ugao meri. Gornja refenica iz-
Y=arcus sinus = x,
Raniie « T o
anye se tako i pisalo, Jos 1 sa malim znakom jed-
s¢ to skraduje i dobija oblik '

2 .
{f) Y= arcsin x.
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“ F =arc sin (x/)/ 1+ %).

- Tako se pife funkcija inverzna funkciji sinusa (Citaj: ‘
arksinus x). Za ostale inverzne trigonometriske funkcije postoje

| loznake: arccos x, arctgx, arccotgx. Svakoj trigonometriskoj

funkciji, napr., sinusu, ¢&iju vrednost oznatavamo sa x odgo-
vara viSe uglova koji imaju isti sinus. Stoga uz svaku oznaku
inverzne trigonometriske funkcije treba navesti primedbu o

¥ yrednosti ugla.. Bez te primedbe smatra se da je ugao, S§to
@ | odgovara datoj trigonometriskoj funkciji najmanji, to je tzv. .

glavna vrednost inverzne (rigonometriske. funkcije.
Nije te3ko postaviti veze izmedu inverznih trigonomet-

" riskih funkcija istog argumenta, ali razli¢itih naziva i, obrnuto,
| istog naziva, ali razliCitih vrednosti argumenta, Tako, napr.,
arcsin x +arccosx=mw/2 i arccosx=arcsin 1 —x2. Izvodenje

obrazaca poslednje vrste se vrSi na ovaj nalin. Stavimo:
arccos x =arcsinz=y, gde je z traZeni argument. Paralelno
imamo jednadine: cos y=ux, sin y=2z, Kako je sin® y+cos?y=

=x24+2z%2=1, imamo traZeni argument z= Vl —x2, tj. arc cos x
—arc sin}/1—x%. Na slian. nalin imademo: arc tgx=

2.61. Parametarsko izraZavanje funkcionalne veze. Uniformizacija

Imali smo za paiametarske jednaline kruga
x=rcosf, y=rsin6,

gde je 6 parametar kruinog, ciklitnog procesa. Slicne su i
parametarske jednaline. elipse: x =acosg, y="bsine, gde je ¢

ugao sa vthom u centru elipse.
I za svaku drugu funkcionalnu vezu izraZenu, recimo,

jednaCinom (1) F(x,y)=0, moZemo zamisliti parametarske-
jednaline te krive u obliku (2) x=f; (u), y=,f, (u), gde je u
promenljivi parametar. U jednadinama (2) imamo parametar-
sku predstavu funkcionalne veze izraZene jednalinom (1), ili,
kratko, to su parametarske jednadine date krive.

U sluéaju kretanja talke u ravni, kretanje se odreduje
Jednalinama kretanja, koje se u slutaju Dekartovih koordinata
izraZavaju ovako ‘ '

x=0), y=£
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gde je ¢ vreme. Napisane jednadine mogu, u isto vreme, biti

smatrane kao parametarske jednaline trajekrorije ili putanje

talke u ravni. )
Jasno je da parametarske jednacina iste krive moZemo
izraziti na viSe natina. Tako, napr., ako u parametarske jed-

naCine elipse sastavimo izraze sin ¢ 1.cos ¢ u funkciji tg—(P—,

koji moZemo oznaliti sa t (Citaj: tau), dobi¢emo parametarske
jednacine elipse u obliku "
1—<2 T

=2b .
y. 1472

Doista, ako eliminifemo parametar t, dolazimo ponovo do
jednatine elipse x%/a%+ y2/b%=1. U ovom obliku parametar-
+ skih jednalina elipse, koordinate x i y izraZene su kao raci-
onalne funkcije parametra v. Kriva linja, Cije se koordinate
mogu izraziti kao racionalne funkcije pomodénog parametra,

X=aq s
. 1412

zovu se unikursalne krive. A postupak koji funkcionalnu vezu -

dovodi do parametarskih jednadina sa racionalnim funkcijama
parametra zove se uniformiziranje te veze, odnosno date krive.

Lako je proveriti da se jednaina hiperbole y%2—a2x?=c?

uniformizuje parametarskim jednadinama x=2ct/(a®—1%), y=
=c¢ (a®+ %) [(a®-1?). ' &
Za parabolu, recimo, u obliku y®=2px (p>0) imamo

vrlo jednostavne jednaéine: x=¢2, y=|2p¢. Tako smo- do§li'

do zakljutka da su konusni preseci unikursalne- krive.

2.7. Prirodno ra$cenje. Broj e

Ako uloZimo novac u banku, a banka uloZiocu plaéa p
od sto godi$nje, svaki dinar donosi godiSnje p/100 dinara
interesa. Uzimajmo svake godine taj interes iz banke i ostav-
ljajmo ga kod sebe. Posle T godina imacemo u nasem ormanu
od svakog dinara pT/100 dinara. Ako Zelimo da znamo, kroz
koliko ée se godina u ormanu nakupiti od svakog dinara u
banci jo$ jedan dinar, tako da se ukupan na§ imetak udvos-
_trudi treba staviti p7/100=1, odakle imamo 7'=100/p. Tako,
napr., ako banka plaéa 5°/;,, na$ ée se kapital udvostruditi
kroz 20 godina, pod uslovom da svake godine interes ne
ostavljamo u banci, nego ga vadimo i skupljamo.
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o3 ot

=

_delova, i kamatni novac ostavljamo redovno u

j i orihc diemo iz banke.
Pretpostavijamo sad da taj ptihod ne po X
Podelinrlez)pbroj gJodina, dakle vreme 7T, na dva jednaka dela.

. U toku svake godine prvog dela vadimo interes i Pponovo

i i di ée doneti 1/2
2i. Na kraju prvog dela sv:al_u dinar e don /2
g(i)xf;??'pl?ilgéda, i na¥ imetak, u banci 1kkod1 l;l_lce, ce 1:)2315(1;1
) di taj ukupni imetak, ulozimo u k .
D e S o T svaki dinar imetka
kraju druge polovine vremena 1, 53 otk
Ea_ 1'Ir2)J dinara pretvorice s¢ u (1.+1/2) dinara, ’La;kzo)2 iaz 20;
na$ kapital sad iznositi (1+1/2) 1+1{2)=(1+ / 222
dinara. Znali, ako ovako budemo raspo_lagah' noveem, nas
ka’pitai & se ne samo udvostrutiti, vec 1 uvedati—za jedn

& i ‘ i recimo, na pet jednakih
Zetvrtinu. Ako vreme T podelimo, R e se
dinar na kraju vremena T pretvoriti & (é —tk 1 /S)f;iéﬁu%?gd? aZl,ciitS
1 de znakomasponovo oznacitil —prib kost.
dmaraAkg vreme T podelimo jo§ na vecl broj delova, n;cz:zgﬁ
i i i 1 j idi u §ta Ce se pr
dati ovu tablicu brojeva, 1z koje se Vi 5 onu
i di i tavimo da nafa ,,matematl
ki dinar kapitala, ako pretpos nat
‘i‘zl{?la“ banka dodaje interes posle svakog odgqvargjuceg dela
vré‘mena . : _

|
1=2; 1+-—)‘
14 ( 5

10 B 20

' 5
= 2,25; (1+ 1?) ~ 2,488 -

L (14 L) ~2,653;
L 94; 1+~-) ~2,653;
(1+ 10) ~ 2,5 ( o
T B
100 AN
L4 1) 2,704 (1+_—) ~ 2,717
100 103
1- l()‘1 ‘
(1 +W) ~ 2,718.

- L. . W r a_
Dakle vidimo da se traZeni 1Znos jzradunava pomoéu obr

1 n
sca ( 1 +——)
n . N . w » .
raste, intervali posle kojih dodajemo vp.nrastvaj kapxtala'gvgv:e_

vi¢e smanjuju. Tu reenicu mat_emahckl moZemo 1zrazi

' |
. . N LN .
ko: ako noo (Citaj: n teZ beskonagnosti), - 0 (tita) _]

. Ako sad pretpostavimo da broj n sve Vvise
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dan kroz n te%i nuli). Uveéavanje veli€ine, sli¢ne naSem kapi-
talu, pod pretpostavkom da n » oo zove se prirodno rascenje.
Vidimo da sa tim ra§éenjem stoji u vezi broj, &iji se zakon
tzraC¢unavanja uslovno matemati¢ki izraZava ovako

(7]~

pri tome se rezultat obeleZava slovom e. Ova oznaka, koju
Jje uveo Euler, isto koliko je opSta koliko i oznaka za broj
, odnos duZine kruZne linije prema pre&niku.- Mesto.donje
oznake n— oo, koja znali: ,,pod uslovom da »n teZi besko-
nacénosti‘, upotrebljuje se, kao §to smo videli, i drugi nacin
pisanja, naime pomoéu pojma graniéne vrednosti ili limesa.
Tada piSemo ovako -

e=lim ( 1+ L) ;
n— oo n
Pokazaéemo,

‘broj e, a zatim éemo objasniti zadto se proces, koji prouca-
| vamo, zove prirodno ra¥cenje.

i "1z Elementarne matematike poznati su nam ovi rezultati:

(a+ b)*=a%+ 2ab + 1%,
(a+b)® = a®+ 3a%b + 3ab + 17,

(a+b)"=a"+na"1b —I;——n (f—zl)a""zbg-!-

L n=1)@—2)
1.2.3

a3+ ..+ nabtt+ b

: Primenimo sad ovaj binomni obrazac na izratunavanje e.
Prvo za svako kona€no s imamo

n ’ —l
(1+L)=1+1+1 n(n )+
n I; 2 n®
1 =3 -
n(n })(n 2)+.“+ 1 1

N
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prvo, kako se drukdije moZe izraCunati

gde smo sa 21, 31, uopste k! (¢itaj: ka faktorijela) oznadili proiz-
vod niza prirodnih brojeva od 1dok,tj. k!'=1.2.3.4. (k—1)k.
Pri tome je 11=11i O!'=1. : - .

Ozna&imo prethodni zbir sa Sy I proverimo, prvo, da

" Zbir S, raste kad n raste, tj. Sp41>S. Zaista, broj &lanova

j jedini i ia &lanova zbira S,. Sem
d S, e za jedinicu veéi od l_)rola Clar . _
]:c?ga Ir;gléejv od treéeg ¢lana, svaki Zlan zbira S,4,.je vedi od
-odgovarajuéeg ¢&lana zbi\ra Sy

. Tako za tre¢e tlanove imamo
7 i 1 1
_L 1___1_)<__(1___:.__)’
A n 2! n+1

a za k—te

2B
a0 ()

S druge. strane, pokazééemo da zbir _S,,, ma kolik;
~veliko bilo n, ne moZe biti vece qd 3, tj. da Je Sp<3.
' Zaista, uporedimo na¥ zbir sa geometnskom progresijom

. »

1 1_1[_ +__1_.+ B
1+1+—2’+ =y

2% 'E_k—l

koju smd dobili zamenom svake razlike kod S, vecim' brojem,
naime jedinicom, & svakog mnoZioca faktorijjele u imeniocy,

B Funkei;n, izvod, diferencijal o . i 13



poét_:y od 3, manjim brojem, naime sa 2. Jasno je da zbir tako
dobijene geometriske progresije ve¢i od §,. PoSto zbir geome-

. e . . : 1 1 1
triske progresije iznosi [+ (1 —~—)/(1—— =3 _
(== =355

1 prema
tome je manji od 3, moZemo tvrditi da i S,< 3.

Prema tome, zbir S, raste, no stalno ostaje manji od 3.
Takva velidina mora imati grani¢nu vrednost, koja nije veca
od 3, ita graniéna vrednost je broj e. Ima razliéitih nadina za

izraunavanje tog broja. Njegova pribliZzna vrednost iznosi
e~2,718281828459.

' Broj e je transcendentan broj, jer je dokazano da ne
postoji algebarska jednafina sa celim koeficijentima, €iji bi
koren imao vrednost broja e (Hermite, 1873 g.).

Proces ra$cenja je u prirodi neprekidan proces. Priroda
ne deli vreme, kao §to to banka radi, na konalne intervale;
.ona ne dodaje prirastaje u skokovima, samo na kraju intervala,

ve¢ &m jedna velitina dobije i najmanji priradtaj, u proces - |

odmah ulazi cela povecana veli¢ina. Vidimo &esto u prirodi
isti postupak koji smo primenili u vezi sa pojmom broja e.

|

_ o

2.71. Eksponencijalni proces. Hiperbolike funkcije !
U izrazu a" moZe biti promenljiva osnova; tada imamo

'funkciju y=x", koju smo analizirali ranije. Ali u tom izrazu
moZe osnova biti stalna, a izloZilac

ol ) promenljiv; tada dobi¢emo funkciju
10 je |2 (1) y=a*,
koja se zove, zbog promenljivosti
izloZioca ili eksponenta, eksponen-
cijalna funkcija.

Uzmimo konkretno funkciju za
a=2, y=2% 1 nacrtajmo grafik ove
015 funkcije (sl. 56). U tu svrhu na&ini-

' ¢emo tablicu vrednosti te funkcije.
o = Ako se menja osnova funkcije
SL. 56 — Grafici ekspo- (1), i grafik, prolazeéi stalno kroz
nencijalne funkcije tatku 4, sa koordinatama (0,1) menja
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svoj' polozaj, kako je to pokazano na slici, gde imamo grafike
za vrednosti osnove a: 10, e, 2, 1, 1/2. - ‘

E ol al3l2j—t| o 1f2[3 4] ]+
by |-.0 |...|1/16|1/8| 1/4_L1|2\ 1[2]4] 8] 16]...] + =

Eksponencijalna funkcija (2) y=e*, sa osnovom e ig.r_a,
vrlo vaZnu ulogu u ViSoj matematici. MoZe se za tu funkciju
dokazati teorema: ugaoni koeficijent tangente na grafik funkcije

e~ jednak je vrednosti te funkcije. - Ovu osobinu. ima ekspo-

nencijalna funkcija samo sa osnovom e i, prema tome, ona se
izdvaja od ostalih funkcija. Druga osobina, koja ovu funkciju
karakterise po njénoj funkcionalnoj prirodi, sastoji se u tome d?_.
ona raste br¥e od svake funkcije oblika x", gde je n ma koji

_ pozitivni broj. Kasnije ¢emo proveriti i ovu osobinu.

Svaku eksponencijalnu funkciju oblika (1) sa pozitivnom

_ospovom a lako mo¥emo transformisati u eksponencijalnu

funkciju oblika (2) sa osnovom e. Zaista stavimo (3) a*=e®%,
gde je « broj koji se ovako odreduje. Logaritmujemo obe strane
ove jednaline; tada imamo x loga=uax loge, pri tome mozemo
upotrebiti i obifne dekadne logaritme, sa kojima smo se upo-

znali u Skoli i za koje je log e~~0,4342945. Prethodna jednadina. .

biée zadovoljena za svaku vrednost x, ako stavimo «=logallog e =

© —2,3025851 loga. Ako zatim stavimo ax =& imamo iz (3)

jednadinu @* = e®* =€t i time smo izvriili traZenu transformaciju.

Mesto funkcije €*, esto je potrebno neposredno prouciti
funkeije y=ek'* i y=ekx, gde je k stalna pozitivna konstatna.
Kad x raste (opada) i prva funkcija raste (opada), dok druga

funkcija, naprotiv, opada (raste). Jasno je da ¢emo grafike

ovih funkcija dobiti iz grafika funkcije
¢*, odnosno e~ ¥, ako promenimo
razmeru crtanja apscise i stavimo,
kao i ranije, k2x=E&. Na slici (sl. 57)
konstruisan je grafik funkcije y—=e®*
iz grafika funkcije 8. Svaka od na-
vedenih funkcija mo¥e zadrZati jo§ i
stalan ‘koeficijent, tako da funkcije
budu y=Aek’x, y= Be~¥*, gde su 4,
B, k% konstantne veliine.

Obratimo paZnju jo§ na jedan
‘'specialan izraz koji zavisi od ekspo-

ge




nencijalne funkeije i objasnimo taj izraz na jednom konkretnom

. primeru.

Stavimo u sud sa vodom koli&iny SeCera A potrebnu da
rastvor bude zasiéen. Proces rastvaranja Secera postepeno se
usporava. Sa y oznadimo koliinu edera, koja je veé rastvo-
rena u ftrenutku vremena t=x. Iz fizicke hemije je poznato

da se y u zavisnosti od
X 1zraZava jednalinom yp=
= A(lL—e~*). Slika 58 pre-
dstavlja grafik te funkcije.
Kao $to vidimo, kriva se
asimptotski pribliZuje pravoj
paralelno sa x osom na ras-
tojanju 4. Ovoj asimptoti -
odgovara stanje zasicenosti (sa-
turacije) naseg rastvora. U

yr.

4

O

X

Sl. 58 — Grafik rastvaranja Secera

u vodi

prirodi i u prakti¢nom Zivotu ima mnogo pojava, koje stoje u
VE€Z1 sa pojavom zasi€enosti; krive linije, koje grafi¢ki prikazuju

takve pojave, zovu se krive saturacije.

3

. . U raznim- pitanjima Teoriske i Primenjene matematike

| P | e

&esto se .pOJa}vlJUJu’_pquzblr 1 polurazlika funkcija e* i e—~.
_PoluzI?u' je hiperboli¢ki kosinus, $a oznakom cosh (&itaj: kosi-
nus hiperbolikus), skraéeno ch. Pélhra‘zlika je hiperbolidki sinus,

0l

Sl. 59 — Grafici funkcija cosh x | sinh x

116

'sa oznakom sinh ili
sh.(&itaj: sinus hiperbo-
likus). Na taj na&in
imamo dva obrasca

-cosh x =(e¥ 4+ e—")/z,'
sinh x = (e*—e—%)/2.

Iz ovih obrazaca
neposredno sleduje

e*=cosh x +sinh x,
‘e~*=cosh x — sinh x.
Grafici a 1 b sli-
ke (sl. 59) prikazuju

funkcije y=coshx i
sinh x. ’
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Hiperboli¢ke funkcije imaju neke osobine sliéne osobinama
trigonometriskih funkcija. Tako, napr., osobinama.

cos (—x)=cos X, sin (—x)= —sinx
odgovaraju iste osobine hiperbolikih funkcija

* cosh (—x)= cosh x, sinh (—x)= —sinh x

Osobini trigonometriskih funkcija cos® x+sin? x=1 odgo®
vara ovde osobina ' - ,

4 ’ cosh? x —sinh? x=1,
jer je cosh?x=(e¥+2-+e )[4, sinh?x— (2 —2+e-2)/d,

Hiperboli¢ki tangens i hiperbolicki kot_angen.é se definifu
jednadinama ) '
sinhx e¥—e~*
coshx e*+e—*

prema tome i ovde imamo vezu tgh x. cotghx=1.

"~ Ako stavimo (5) x=acosho, y=>bsinh¢, gde su gaib
stalne veli¢ine, a ¢ promenljivi parametar, posle eliminisanja
parametra dobi¢emo, na osnovu (4), jedna&inu (4) x?/a?—y2/b2 =11,
koja odgovara hiperboli. Jednaline (5).su, prema tome, para-
melarske jednaéine hiperbole. i il
: Za izralunavanje eksponencijalnih funkcija e*, e=* 1 hi-
perboliskih funkcija postoji niz specijalnih tablica (gl. Tablice
prof. V. V. Miskovica). ‘

tgh x= . cotgh x = —-— = p

¢« 2.72. Logaritamski proces

Niz brojeva
—5—-4,-3,-2,—-1,0, 1, 2, 3, 4, 5,...

¢ini aritmetiCku progresiju sa raziikom jednakom jedinici, jér
se svaki naredni Clan niza dobija iz prethodnog dodavanjem
stalne veliCine — jedinice. '

Uporedimo sa ovim nizom drugi niz
..10-8, 10-4, 10-%, 10-%, 10-%, 1, 10, 102, 103, 10%, 105,
koji &ini geometrisku progresiju-sa koliénikom jednakim dese-
tici, jer se svaki naredni &lan ovog niza dobija iz prethodnog
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mnoZenjem sa deset. Ako ma koji broj prvog niza oznaéﬁho

" sa x, a odgovarajuéi broj drugog oznafimo sa y, izmedu njih

imamo vezu .
“» y=10,

koja, proSirena ne samo npa cele, ve¢ na sve vrednosti x
pretstavlja t?ksponencijalnu funkeiju. ’
. Sa istim pravom._moiemo. broj y iz drugog niza uzeti
.74 Nezavisno prqmen.ljwu, a broj x prvog niza za funkéiju;
drugim retime, izloZilac x u jednaédini (1) smatrati kao funk-
ciju stepena . Znamo da je to logaritam broja y, za osnovu
10, tJ. x=10g10y. :

_ Ako ponovo za funkciju upotrébimo oznaku y, a za ne-
zavisno promenljivu x, mesto prethodne jednadine moZemo
napisati ' ‘ '

To je tzv. dekadni 1li Brigov logaritam. QOsnova mu je
deset. U nauci, a narodito u ViSoj matematici, upotrebljavaju
se, sem dekadnih logaritama, i logaritmi sa osnovom e. Taj
se logaritam zove Neperov. ili prirodan logaritam (logarithmus
naturalis). quj e je prema tome, osnova prirodnih logaritama.
Za oznaku prirodnog logaritma ¢emo upotrebljavati lg ili In
tako da je : : : S 1

3 : y;—logex=lng=lnx,‘

a gde nema sumnje moZemo stavljati i log x.

) SV?,kO_] vlpgaritamskoj jednadini odgovara jedna eksponen-
S:Ua.lna jegnacina; prema tome- uporedo sa jednalinom (2)
_imamo jednalinu x=10%, a uporedo sa jedna.c”:ihom-(3) Jjed-
nadinu x=¢e’, , '
S Pot_raiun'o vezu izmedu dekadnog i prirodnog logaritma
istog b'rOJa, recimo broja N. Ozna&imo (4): p = log, N, d=log,, N
tgda_ imamo N=e?, N=104, te prema tome moZemo lOnai
pisati jednacinu e?=109 Ako ovu jednalinu logaritmujemo
sa osnovom 10, dobijamo jednadinu plog,,e=d. Uvedimo sad
broj M —dekadni logaritam broja e, tj. stavimo

(5) _ M=log,,e, _
tada iz prethodne jednaline, na osnovu (4), izvodimo jeddaéinu |

logo N=Mlog. N, a takode i jednadinu log¢N=ilog10 N.
' M

118

A
g

e

Broj M- zove se dekadni modul prirodnih  logaritama.

Obnuto, broj 1/M je prirodni modul dekadnih logaritama. On .

ima vrednost log, 10, kako to sleduje posle prirodnog Tlogarit-
movanja ‘jednadine e= 10, zakljutka iz jednaline (5).
Ta dva modula imaju za pribliZne vrednosti: - ,
M =log,oe~0,43429448, 1: M =1log, 10 ~ 2,30258509.

Proudimo sad grafik funkcije prirodnog logaritma y = log, x.

U tu svrhu éemo prvo uzeti veé poznati grafik eksponencijalne

funkcije y=e* i druk&ije oznaéiti koordinate: apscisu 0znacimo

sa y, a ordinatu sa x (sl '60). Nacrtana kriva sa novim ozna-
' kama ima jednainu

(6) x=e.

Za svaku tadku M (p, x)
‘konstruidimo tatku N sa koor-
dinatama (x, y). Jasno je da ¢e
ova tacka N biti simetri¢na
tatki M u odnosu na simetralu
S koordinatnog ugla prvog kvad-
ranta. Celoj ovoj eksponencijal-

" noj krivoj ée odgovarati sime-
S tri¢na kriva sa jednatinom y=
'=log,x, koja sleduje iz jednaCine (6). Ova simetriéna kriva

Y xq=e-"7 S

Y /M

&/ P

f=log 2
y

—
X

b
X ]

SL. 60 — Grafik logaritamske.
funkcije sa prirodnom osnovom

je grafik logaritamske Sfunkcije.

.1z Elementarne matematike su dobro poznati osnovni
obrasci za logaritme, tzv. pravila za logaritmovanje, koja vaZe
za logaritme sa svakom osnovom. Nave§éemo kratko te obrasce:

log ab=log a+log b, log% =loga—log b,

m .
loga"=nloga, logj/a™= - log a.

Isto tako je u Elementarnoj matematici pokazana i pri- .

mena logaritamskih tablica na izratunavanje raznih izraza.
Postoji i jedna vrlo jednostavna sprava — logaritamski
lenjir iii logaritmar, koji znatno olakfava priblizne ratune. Na
osnovu osobina logaritmara ta sprava zamenjuje mnoZenje i de-
lienje sabiranjem i oduzimanjem i pomeranjem jednog dela
lenjira prema drugom visi to sabiranje, odnosno oduzimanje.
Prakti¢no rukovanje tom spravom mne zadaje teskoce.
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Gl.ava treca
IZVOD 1 DIFERENCIJAL
3.1. Teorija graniéﬁih vrednosti

_ U vezi sa pojmom iracionalnog broja proutavali smo
pojam graniéne vrednosti niza racionalnih brojeva. PoSto je
pojam graniéne vrednosti osnovni u prouéavanju funkcija, pre

prelaza na primene tog pojma na funkcije, zaustavicerno se
malo duZe na tom pojmu. :

Zamislimo neku promenljivu veli¢inu u, koja moZe uzimati
razliCite brojne vrednosti ili ¢ak se izraZavati razlilitim obra-
scima odnosno funkcijama. Ako se za dve proizvoljne vrednosti
w’' 1 u'’ promenljive veliCine u moZemo kazati, na osnovu
nekog postavijenog pravila, da w’ prethodi u"" (ili u’ sledi w),
onda se kaZe da su vrednosti ove promenljive veliine uredene.
Ako uzmemo neku treéu vrednost u*, uredenu po istom pravilu,
razli¢itu od «’ 1 u'’, ona uvek ima.svoje mesto — pre u’,
izmedu #" i« ili posle u’. :

Uzmimo u obzir poseban vaZan slucaj, kad uredene

vrednosti veli€ine sadinjavaju prebrojivu mnoZinu, d&iji se

elementi mogu numerisati i predstaviti nizom vrednosti u, , u,, . . .
i,, ..., oznacenih indeksima. '

Takvu prebrojivu mnoZinu moZemo sastaviti i iz nepre-
brojive uredene mnoZine, kontinuuma, birajuéi iz te mnoZine
niz uredenih, posebnih, diskretnih vrednosti, po odredenom
pravilu. Uzmimo, napr., promenljivu x koja zadovoljava uslove:
0 < x< 1. Toj promenljivoj odgovara kontinuum iz svih tadaka
duzi (sa krajevima) jedini®ne duZine. Sa tim kontinuumom
se mogu povezati uredene -vrednosti beskrajnog niza ay, a,,
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prema razlititim pravilima. Ako, napr., stavimo.
xs uff .

A ' ' :
a,=1/n, imamo beskrajan niz

i j ta, recimo, @, I g, MOZemo
i to ureden, jer .za dva e!emen - ), dp '
kazati da p—ti Clan prethodi g—tom, ako je p<g. Kaoddrugn
primer uzimamo pravilo a,=(— 1)"/2_n. Ono ‘odvredUJe koordl_nattu
tadke na duZi, takode jediniéne dl_)ime, sa potetkom koo ma e
u sredini te duZi. Tada imamo niz :

' T T (—1)"

3 e+ tvs Bre I GREEE

3" T A6, & AG . 2n

Neka je, u opStem sluéaju,

(1) ay, Az - --5 do- -

beskrajan niz brojeva, tj. uredena beskrajna 1:>xeb(rio.|xzwatl rr(lgpi;r}fi
brojeva, Kkoji pripadaju ne_k_om otvorenom poc n,lA g( @,
to znadi da je za svako i imamo 4@ <a,-v<ad‘. : 2 1 fom
podruéju uzmemo neki broj a, koji moze a*l n pais).
datom iizu, i oko njega obra_ZUJemp_ot‘{orem_j o‘t:le(xisL (a— 1; ¢ da’,
gde je ¢ proizvoljno mali pozitival bro_|,_9n a se |
je ‘ta oblast okolina datog broja, odnosno tatke a. |
' Ako u svakoj okolini tagke a'nalazi, be%' obzira n‘a‘
vrednost e, beskrajno mnogo taé:aka'mza (se ka:i,:e ,,%Zgi)(\;oa
sve, ne ratunajuéi konalan broj tacak‘a van okdo ine) ka 4
je tacka nagomilavanja datog niza. Primetimo da sama
‘nagomilavanja moZe da ne pripada nizu. o .
Izneseni geometriski postupavl'(,. za -odrf:_dlvanje pmm:e;
tacke nagomilavanja, moZe posluZiti za jasniye razumevanj
pojma grani¢ne vrednostt. |
[. Broj a se zove graniéna vrednosi niza ( 1 f, ak.oa iz
svaku pozitivau vrednost ¢ moz’emo naci. tal.cav“c'an mz. .
indeksom N da ako je n= N, onda postaje i ostaje na snaz

nejednakost

la,—al<e.



II. Za niz (1) se kafe da ima beskonacnu granicu (),

ako za svaku pozitivau vrednost P moZemo naci takav ¢lan niza

_sa indeksom N, da pri n=> N, postaje i ostaje
ta,| > P.

B[‘(ij a iz _prvog dela definicije grani¢ne vrednosti zove
se konavcna '('111 sopstvena) graniéna vrednost, a iz drugog
beskonacna (ili nesopstvena) granicna vrednosi.

_ Prema tome niz moZe: 1. imati konaénu graniénu vrednost
! tada se zove konvergentni niz; 2. imati beskonaénu granicu
i 3. pemati granice. U 2. i 3. sluddju niz se zove divergentan.

Sac_iriaj definicije graniéne vrednosti moZe se i drukdije
matematicki izraziti, Tako se kaZe da a, teZi granicnoj vred-
nosti, kad n teZi beskonaénosti, i to se oznafuje na viSe naéina:

Iim a,=da, (an)n__ w—>a, lima,=a.

n — .00 n = w

Promenljiva vrednost @, pri pribliZavanju svojoj graniénoj’
vrednosti, a, moXe se ponaSati na jedan od ovih nadina,! '

1. a,<a, t. a, ostaje stalno manje od svoje granice. 2.}
a, > a, vete od granice. 3. za neke vrednosti n imamo a, < a,

za druge a, > a, drugim refima, vrednost a, se koleba oko: |

svoje; grani¢ne vrednosti. 4. vrednost a, se koleba oko vred-
“nosti a, ali tako da za neki konadan broj k& vrednost ay
Jedne}lvca je a, ali za n >k ta jednakost viSe ne vaZi i uslov
grani¢ne vrednosti ponovo treba pravdati kad postane n > N.
(Nacrtati slike, koje odgovaraju navedenim sludajevima).

_ Promenljiva velidina se zove beskrajno mala, ako je njena
granica jednaka nuli. VaZno je pritom uociti da se neka vrlo
vrlo mala konstantna veliina, ili vrlo mali broj, ne mogl.;
smatrati kao beskrajno male veliine, jer te veli¢ine nemaju
tu osnovnu osobinu beskrajno malih veliéina, da su — pro-
plenljwe. Tfl osobina je bitna za beskonaéno male velifine,
jer one sluZe ne za prou€avanje brojnih vrednosti, ve¢ za
proutavanje zakona promenljivosti promenljivih veliCina.

Ako sa « oznaCimo reskonafno malu velifinu, svaku
prgmenljlvu veliéinu x koja ima granicu ¢ moZemo predstaviti
zbirom x=a+a. Nije te§ko razumeti, pa ¢ak i proveriti niz
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osobina beskonadno malih. 1. Zbir kona¢nog broja besko-
na¢no malih je beskonagno mala. 2. To isto vaZi i za razliku
beskonacno malih sa dopunom u definiciji beskonatno malih
veli¢ina, da je nula, kao rezultat raziike dve beskonadéno male,
bez obzira na to 3to je to simbol konstantne veliine, besko-
nagno mala veligina. 3. Proizvod x.a, gde je % konagna

veli¢ina, i koli¢nik x gde je x = 0, isto tako su beskonagno
x
male veli¢ine. : . . .
Pomodu beskonadno malih lako se izvode teoreme o
graniénim vrednostima zbira, razlike, proizvoda, koliénika,
pod " uslovom da grani¢na vrednost imenioca nije jednaka
nuli itd.. ; o
Sto se tice drugog dela definicije granice, koji dovodi
do beskona&nosti, pozitivne ili negativne, treba uzeti u obzir
da ni jedna ni druga nisu neke velidine ili brojevi; beskonacne
granice ti¢u se samo karaktera ponasanja promenljive veli€ine
sa povetanjem indeksa n u ¢lanovima niza (1). Beskona&nost
je samo simbol odredenog procesa. Ne treba misliti da je
uvodenje beskonadnosi- u matematicka rasudivanja Stetno.
Obrnuto, prevodenjem, matematiCkim aparatom u konadénu -
oblast, onog §to se deSava u beskonaénosti, mnogo se moZe
progiriti naSe znanje o tretiranoj pojavi.” : o
 Formulisanje opStih ‘uslova za odredivanje granic¢nih
vrednosti niza je vrlo tezak zadatak, jer takvi uslovi treba.
da uzmu u obzir vrlo raznolika pravila - za formiranje
&lanova nizova. ’

Jedan od takvih uslova je Kosijev uslov koji glasi:

Da niz ay, @y, ---» Gy --- M2 konadnu granicu potrebno
je i dovoljno da se za svako pozitivno, razli¢ito od nule, €
mode nadi takvo N da je za svako nZ N i svako celo i
pozitivno r ispunjen uslov

Ia"+'_ani< €.

U dokaz ovog Kogijevog stava neéemo ulaziti.

U mnogim slucajevima se odredivanje granice niza vrsi
na osnovu nekih jednostavnih osobina lanova niza. Navedimo
primere za takve slucajeve. :
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1. Ako imamo tri niza:

By (Mlayes i By oo |
e ) PSRRI - S
My My, . 5.5 Moy -

i njithovi &lanovi zadovoljavaju uslove

m,<a,<M,,

a pritome nizovi m, i M, imaju istu granicu, konaénu ili bes-

"konaénu, onda i niz a, ima istu granicu.

. 2. Ako Clanovi niza a, rasti (opadaju), ij. ako je a,, >
>a, (a,;1<a,) i, pri tom su ogranieni (¢,<M odnosno
d,>m), onda niz ima granicu. '

Primenimo sad pojam granice na proudavanje funkcija.
Neka je funkcija data u reSenom obliku y=/(x) i neka ima
odredene vrednosti za- odredeno podruéje nezavisno promenljive
x. Za takve funkcije postupak prelaza na graninu vrednost
nije potreban. Tako, napr., ako je f(x) polinom, proufavanje
vrednosti tog polinoma zahteva samo izvrS§enje poznatih ope-

' racija sabiranja, mnoZenja i stepenovanja, koje uvek dovodi
. do odredenog rezultata. -

Ali veé u slu¥aju racionalne funkcije u obliku koli¢nika -

~dva polinoma izvrienje pokazanih operacija ne dovodi uvek
do odredenog rezultata.” Tako, napr., funkcija (razmislite i
nacrtajte grafik!) : o
O 2x3—6x%2 4 4x

x3—6x24+11x—6

¥

ne daje odredeni rezultat za x=11x=2 iz podrugja, recimo,
[0,3] nezavisno promenljive, jer za te vrednosti broilac i ime-
nilac naSe razlomljene funkcije imaju vrednosti nule i prema

. ) .. sin x
tome imamo neodredeni rezultat 0:0. 1 - funkciju y=—=—-
ne moZemo izradunati za x=0. U takvim slu¢ajevima se moZe
primeniti postupak odredivanja graniéne vrednosti funkcije
S (x) prema ponasanju te funcije u okolini tatke za koju ne
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rﬁoiemo neposredno \zratunati vrednost funkeije. Oznadimo

koordinatu takve tatke .sa c.

Pretpostavimo da funkcija f(x) ima potpuno odredene

A . 1 - . 0
" . vrednosti za niz tadaka, recimo, levo od tadke ¢. Nacimm

i i ¥ ... vrednosti levo od ¢
drudiu x-a nmiz Xy, Xg --co Xp oo VD -
?npgca tajj niz ima graniénu vrednost ¢; 4. neki ztaoszac.‘kj

proizvo'jno pozitivno & bude zadovoljena nejednakost U<C
—x,<8, potev od n=N. | |

" Neka tom nizu vrednosti x-a odgovara’ niz vrednosti
funkcije f(x) sa oznakama _

s £ @ oo f s o

iJ‘ vezi sa tim nizom postavimo ovu definiciju granine
vrednosti funkcije. ‘ i - .

Ako postoji konatan broj A za koji se _moie nadi takav
broj N' da za svako n=N bude ispunjena nejednakost

‘.. A—f G <

. a_ = - - . x
sa_proizvoljno datim pozitivnim brojem ¢, a Pri tome -

zadovoljava nejednakos‘;

@ 0 < c=x, <5,
gde je 3 broj $to odgovara broju ¢, ondd se kaZe da je A
graniéna vrednost funkcije f(x) sleva od c. A
Kratko se to beleZi i ovako

lim 7 (x) = 4.

x»c—0
Ako u prcthodnoj' definiciji nejednakost (3) zamenimo
nejednako’tu ‘
(4) ‘ 0<x,—c<3,

onda se, u opstem slu¢aju, dcfini§cfdr}1{1g;_1 ‘%r(at)uc;i s?\;;eggoi‘t
] i¢ 0dnos cije f (x) sde: ,
B, koja se zove granicna yrednost fun ]/ ‘

. * i kratko oznaava

lim f(x)=B.
x—ec+0



Ako je A= B, obe nejednakosti moZemo izraziti
(5) | | x,—c| <3,
a zajedni¢ku graniénu vrednost obeleZiti

lim f (x,)=A.

xn——>(=

. Naslici(sl. 61)gra-
r o fi¢ki je prikazana uloga

ae |\ 85 veliéina' }(cg"e ucestvuju
Yo SN u definiciji . grani¢ne
: == vrednosti funkcije. Tag-
ki ¢, smatranoj kao
T-¢ : taCki nagomilavanja u
podruéju nezavisno pro-
menljive x, odgovara
tatka’ 4 nagomilavanja
u oblasti funkcije f(x).
a sli€an nadin

se definiSu beskonadéne

e

9] C-8 % C+8 »T

SI'. 61 — Graniéna vrednost fuhkcije

~ granine vrednosti. Samo treba uslov sa e zameniti uslovom

| f (x,,)]>Pi gde je P proizvoljan broj koji mo¥e uzimati
koliko god Zelimo veliku brojnu vrednost.

3.11. Neprekidnost funkcije

Ako su za neku taku ¢ leva i desna graniéne vrednosti

funkcije f(x) jednake (4=B) i jednake vrednosti te funkcije
za x=¢, t). '

lim f(x) =1 (¢),

onda se za funkciju f(x) kaze da je ‘neprekidna u tacki c.

~ Ako je funkcija f(x) neprekidna u svim tatkama neke
- duZi, ona je nmeprekidna na podrudju te duZi. Cim se utvrdi
da.j_e funkcija. neprekidna, nema potrebe za primenjivanjem
pri izraCunavanju te funkcije pojma granine vrednosti funkcije,
vec se mogu, prema potrebi, odmah izradunavati odgovarajuée,
bilo tane bilo pribliZne vrednosti te funkcije.
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" neprekidne i prekidne fun- 7

‘Ako za x=c leva granica 4 funkcije f(x) nije jednaka
desnoj granici B, tj. ako je A B, za funkciju y=f(x) se
kaZe da za vrednost x=c ona pravi skeok ili ima prekid sa
vrednoséu B— A: funkcija : ' :
je za tu vrednost argu- yA
menta prekidna. Na slici ,
(sl. 62) prikazani su grafici —-/_ '

kcije. . / Yoo s
Neprekidne funkcije -4 :

imaju viSe onih osobina, L

koje omoguéuju Siroku o S

primenu tih funkcija, kako Sl. 62 — Funkcije: a. neprekidna,

u tumalenju _ prirodnih ' b. prekidna -

pojava, tako i pri ostva- : _

rivanju raznih tehni¢kih planova i zamisli ljudskog uma. Evo,

Y

. uostalom, nekoliko od onih osobina neprekidnih funkcija, koje

se mogu protumaciti osnivajuéi se na ono §to je dosad reéeno
o funkcijama. o
" 1. Polinom po x i koliénik dva polinoma su neprekidne
funkcije, sem za one vrednosti x-a (polovi koli¢nika), za koje
polinom u imeniocu ima vrednost nule, -
2. Konstanta, smatrana kao funkcija, neprekidna je
funkcija. '
3. Sve tzv. elementarne funkcije (stepen, eksponencijalne,

- logaritam, trigonometriske i inverzne trigonometriske hiper-

bolicke) su neprekidne funkcije za  sve vrednosti x-a, sem
za one konadne vrednosti x-a za koje funkcija teZi beskona&nosti.

4. Zbir i proizvod konaénog broja neprekidnih funkcija
takode je neprekidna funkcija. Isto to se odnosi i na koli€nik
dve funkcije, sem. za one vrednosti x-a za koje imenilac ima
vredoost nule. : '

5. Ako je funkcija za x=c¢ neprekidna i prirastaj
argumenta od x beskrajno mala veli¢ina, onda je i prirastaj
odgovarajuce. vrednosti funkcije isto tako beskrajno mali.

Za funkcije koje su neprekidne u odredenom intervalu
[a, b] moZemo navesti ove osobine. ‘ '

6. U intervalu uvek postoji bar jedna tatka za koju
funkcija uzima svoju najveéu vrednost; i bar jedna tatka sa
najmanjom vredno3¢u funkcije. '
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‘ 7. Ako sa 4 i B oznalimo vrednost funkcije f(x) za
granice intervala, tj. :
imf(x)=4, limf(x)=B5,

. x—>a+0 x~>b —0
i ako je S neki proizvoljan broj izmedu A4 i B, onda postoji
bar jedan broj s, izmedu ¢ i b, za koji f(s)=S.

Kao zakljudak iz ove osobine imamo ovaj vaZni slucaj.
Ako su A i B raznih znakova, postoji vrednost s za koju
S (s)=0. Drugim refima, postoji koren jednaline f (x)=0.

U vezi sa pojmom neprekidnosti funkcije za tatke zat-
vorenog intervala [a, 5] objasni¢emo jo§ jednu osobinu nepre-
kidnosti. : '

U definiciji neprekidnosti funkcije f(x) za datu ta&-
ku ¢ imafi smo posla sa dve veli€ine i 3, vezanih za nejed-
nakosti (2) i (5). Veli€inu € biramo proizvoljno, pa velifinu &
odredujemo prema vrednosti e, i prirodi funkcije+f(x). Ako
za razpe takke c¢;, ¢,, ... podrudja funkcije uzimamo istu vred-
nost g, u opStem sluéaju, odgovarajuce vrednosti 8 mogu imati

razliCite vrednosti 8,, 3,, ... Ako za sve tacke podruéja x-a -

~ Za dato € moZemo uzeti istu vrednost veli¢ine 3, za funkciju
Sf(x) se kaZe da je ona na tom podrudju ravaomerno ili uni-
Jormno neprekidna. Postoji teorema prema kojoj je neprekidna

funkcija na zatvorenom intervalu (na duZi) uvek ravnomerno ..

neprekidna. U dokaze ni ove teoreme, ni drugih osobina ne-
prekidnih funkcija neéemo se upuStati.- -

, Ali éemo se kratko zaustaviti na prekidnim funkcijama.
Ima 1 takvih funkcija u prirodi? Natura non facit saltus!—
"Priroda ne pravi skokove! tvrdi Lajbnic. U Lajbnicovo vreme
matematika je svoj aparat uglavnom izradivala za proutava-
nje neprekidnih  funkcija. '

Kad se telo kreée ono svoj poloZaj menja neprekidno;
ono se ne moZe u istom trenutku nalaziti u dvama raznim
poloZajima. Ako se telo deformiSe, recimo, menja svoju
zZapreminu, ono ne moZe istovremeno 1imati dve zapremine;
zapremina se menja neprekidno &ak ako se ta promena i vrio
brzo vrfi, napr., eksplozijom.

Ponekad se neprekidna promena vriinaglo, u toku kratkog.
vremena, i u vrio sloZenom obliku. U takvom slu¢aju je zgod-
nije za proudavanje takve pojave pretpostaviti da je izvrien
skok 1 tako se osloboditi analize pojave u njenim pojedinos-
tima. NaveS¢emo primer koji bi ovo ilustrovao. -
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Ako elastiénu tesku loptu pustimo da slobodno pada,
kad udari o elastiénu horizontalnu podlogu, -ona _otskaée na-
viSe. Jasno je da se poloZaj lopte menja neprekidno. - Kakc:
se pri tome menja brzina? Do suc_ia}ra,_ brzina v, po.apso}utao_y
veliini, raste (si. 63); ako kao pozitivot izaberemc smer mnavise,
znak brzine je negativan. . ‘ '
Neka ova brzina u trenutku v
t;, ima apsolutnu vrednoot v;.

Od podetka sudara, i.ovde = A uz‘\ P A

se brzina menja neprek'idno, - o
ali, posle vrlo kratkog inter- ]

vala 1, brzina menja znak, o
postaje pozitivna; ovu cemo : L i,
pozitivnu vrednost oznaZiti Sl. 63 — Grafik brzine pri sudaru

vo. Ako zanemarimo ono sto. _
se desilo u toku vrlo kratkog intervala, v, moZemo zaklju-

&iti da je brzina pretrpela skok, ona se promenila s prekidom.

Posle elasti¢nog sudara, brzina v, ima vrednost vy, gde _"[e
w< 1 (Sitaj: mi) koeficijent uspostavljanja brzine. Vidimo da je
brzina napravila skok.jednak v;+v,; ovu veli¢inu treba dodati
polaznoj brzini (—v;) da bi smo dobili konaénu brzipu vy
Velitina brzine je prekidna funkcija vremena sa prekidom u
trenutku 'z, .

* Naveséemo jo$ jedan primeér prekidne funkcije iz Fizike.
Pokufajmo da predstavimo zagrevanje nekog &vrstog tela,
nanoseéi na grafik koli&ine toplote @, koje troSimo na zag-

L R . revanje jednog kilogama
Q. ‘ tog tela u funkciji tempe-
Qj ------------------- / rature T tela. Neka je T,
A ' (sl. 64) poletna tempera--
v tura tela u &vrstom sta-

| Q S nju, T; —temperatura top-
? , / : ljenja, T, — temperatura
A R : kljuanja, Ty — zavr$na

, temperatura eksperimenta
S . (Ty>T,). Od T, do T
Q’}_A———.——._——Jr—z. . grafik  je prava linija,
n T s jer smatramo da je spe-
81, 64 — Grafik zagrevanja tela - .- cifitka - toplota é»{rstog
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tela stalna i koli¢ina toplote Jje ' proprcionalna broju T— T,

gde je T temperatura tela u intervalu od T, do T. Uzmimo .

da smo za zagrevanje do temperature T; potrofili 0, toplote
Zatim telo odr?ava svoju temperaturu topljenja i trodi toplotu-
daljeg zagrevanja na topljenje celokupne mase tela; neka je
na to potroseno Q,'— (), toplote. Celo telo u tefnom stanju
od temperature 7_"1. pocelo povifavati svoju temperaturu sa
konstantnom specifi®nom toplotom tela u tefnom stanju do
temperature T, — temperature kljufanja tela. Neka je. za to
povisenje temp?rature utroseno Q,— O, toplote. Pri dtempe-
rat,url T, telo je pod&elo da se pretvara u paru i potrogide
Q. — Q, toplote, da se sva teXnost pretvori u paru, a zatim
od. temperature T, do temperature Ty pafa poveéa\;a svoju
temperaturu do-konalne temperature T3, na kojoj je zavrien
eksperiment. Za vrednosti' 7j i 7, kolidina toplote O kao
funkcija 7, tj. funkcija Q (T), pretrpela e skokove. -

3.2 Pojam jzvodne fumkeije

Kao $to smo videli, pri ; Sl .

: . > proutavanju razliitih funkciia

vaZzou ulogu igra ugaoni koeficijent tangen K g

funkejje. cjent tangente na grafiku te
- Uzmimo funkciju

O e

sa grafikom na slici (sl. 65). Neka apscisi x odgovara taéka:

M na grafiku, Na is- = °

s} -, tom grafiku uzeéemo
: : tatku M, sa apscisom
x1. Razliku x, —x oz~
natimo sa Ax  (itaj:
‘_de!tav x).. Ax pretstavlja
prirasta) nezavisno pro-
menljive. Ordinatu tag-
ke M; oznagimo sa y,.
Razliku y, —y=Ay tre-
ba i‘malt(rati kao prira3-
o . taj funkcije. -
no sa slike je .otigledno da ugaoni koefif:ijént s&anﬁepgx\?j
- koja sa osom x obrazuje ugao @), ima vrednost tga - (r z
_y):(?cl—x)=Ay;Ax. Videli smo na vige primeral da 1taj

4__/
e

Sl. 65 — Sekanta i tangenta krive
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. dati jedan od ovih oblika:

koli¢nik moZe imati granitnu vrednost kada tatka M, teZi-
tadki M. Ako sa « osnalimo ugao izmedu tangente i ose x,
. - . Ay ‘
imademo tgo=Ilim = .
Ax0AX : ,

Ako se x menja, tatka ‘M menja svoj ploZaj na krivoj;
menja svoju vrednost i ugaoni koeficijent tangente, tako da
ga moZemo smatrati kao funkciju x. Ova funkcrja, sa oznakom

¥’ (CGitaj: ipsilon prvi ili prim), koju smo izveli.iz funkcije y -
pomoéu odredenog postupka, zove se izvodna funkcija, ili .

jednostavno izvod date- funkcije. Prema tome moZe se postaviti

~ova osnovaa definicija: = .

Izvod ili izvodna funkcija date funkcije je graniéna vred-
nost, ako ona postoji, odnosa prirastajg funkcije prema priras-
taju nezavisno promenljive kad priraStaj nezavisno promenljive
teZi nuli. . -

Osnovnom obrascu za izraunavanje izvoda moZemo

1, .. By o~y | fx+A)—f(x)
-y =lim —=Jlim T _=lim -
- Ax—D Ax L XX X1 —X Ax—0 Ax ~

SR —f ()
lim T

b0

(D

=f! (x)__=_ig @,

. gde smo sa # kratko oznalili prifa§taj nezavisno promenljive.

Ovaj obrazac pokazuje, s jedne strane, na&in kako . se

_izradunava izvod, s druge strane njegovo geometrisko tuma-

genje kao ugaonog koeficijenta tarigente na grafiku.
PokaZimo, sad, na jednom konkretnom primeru- kako
se izradunava izvod. Neka je y=f(x)=x?% . tada rafunamo

FOx+h)—f(x) | (x+h2—x*  2xh+h?
y=lm—————=lim ——— — ~—=lim— =
B0 h ' k—0 h A0 h
=1lim (2x + k) = 2x

k0

i na taj nadin imamo obrazac (x%)'=2x, koji se &ita: izvod od.

x? je 2x. Za funkciju y=x® postupimo na sli¢an natin i do-
lazimo do rezultata ();3)'v= 3xE




_Veibanja*
I Potvrditi na osnovu obrasca (II) ‘rezultate :

() =1, () =2x, () =3x%, (x4 =4x%, (x%)’ =5xt,
(ove rezultate zapamti!)

. 2. Izra%unati na osnovu obrasca a izvod funkcije y=x"1
'1. ~. 3 Potvrditiflna osnovu obrasca '(II) jednaéinu'* (=% x*+2=0.

3.21. Izvod konstante, zbira i razhke
Aho funkcua prela21 u konstantu, y= C, graflk postaje

. prava paralelna sa osom x, tangenta se poklapa sa tom pra--
‘vom, njen ugaoni koeficijent _]ednak je nuh prema tome je

.(m)’ | : c">=‘o.,,

~drugim. reima: izvod konstante Je nula Ovo sleduje i. iz

obrasca (II) jer je

ey Loy = G 0
(€)' =1lim .—hm-—hm0 O
Ax—0 . Ax Ax—»OAx Ax >0

‘Ako se- fankcua sastoji iz zbira ili raz,zke ﬂ
: @A v@=uky,
gde suuiv funkcue -X-a,.za izvod. 1ma,mo o

h—0 - - . - h
— Lim [u (x+ h) u (x) v (’."7"'.' h)—v (x_)] _
. hA—0 e h - h |
. u(x+h)—u(x) . V(xR —v(x)
=lim ———"=u' 1V
h—0 n ihlgltl) " h TuEy
1li
(Iv) I (V) =u' v
Remma Izvod zbrra ;I: razlike Jednak Je zbiru ili razlici
-izvoda. - :
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Vezbanja
1. Nadi 1zvod funkcue y= x'+x‘+x‘

2. Potvrditi jednadinu (x x‘l) : “‘=1

3.- Potyrditi jednadinu (x2+ ). x) +(x2-k x) =4x bez. izratuna-
vama izvoda korena.

3.3. SloZena funkcija i njefl izvod -

Uzmnno funkcuu e, Za 1zraéunavan_]e ove funkcue treba
dd se izvrie dve uZastopne operacue prvo 1zracuuat1 U= xa
a zatim' y=e% " : 7

Funkcija za élje je izraunavanje potrebno izvrSiti niz
uzastopmh operacija, tj. takvih da rezultat naredne operacije
zavisi. od rezultata - prethodne, zove se sloZena funkcya U
opstem obhku moiemo za sloienu funkcuu napxsau ove uslove

Vi) R P

Funkcij'a u pretstavlja sloZeni argument date funkcije.

"-. Jasno je da argument sloZenog argumenta moZe opet bm'

slozena funkcua itd., napr.,.
o - y=f, ueo O =409,

Izvedimo "sad pravnlo za odredivanje 1zvoda sloZene
funkcije.
Ako x poraste za Ax, funkcija u u N pora§ée za Au,

- gde je
2 o Au= q>(x+Ax) q;(x)
a funkcx_]a y ée porasti za Ay, tj. za
(3) | Ay=f(u+Au)=f ().

Kad Ax tez nuli, teZice na osnovu (2) i Au nuh a
prema (3) teZice i Ay nuli.
Prema definiciji, izvod izradunaéemo ovako:
A Ay .
y'=lim =Y lim = 2, llm-z—l—u -y'
Ax30Ax Ax=0 Ay Ax av—0 Ay ax—0Ax

’

=Y u-H.

’



gde smo sa y,’ oznalili izvod funkcije y po sloZenom argumentu
u, koji smatramo kao nezavisno promenljivu. Kona€no, dakle,
imamo ‘ .

(V2) - | ‘y’=y,,’-u’|

ili redima: Izvod sloZene fuﬁkcijé jedndk je izvodu sloZene
funkcije po sloZenom argumentu puta izvod tog sloZenog argumenta
po nezavisno promenljivoj. ' '

Ovo ¢emo pravilo kratko zvati pravilo nadovezivanja.

Ako imamo sludaj (1), tj. kad je slo¥eni argument i sim
slofena funkcija, pravilo nadovezivanja daje ovaj rezultat
yr =yu’ , uv’ . . . . . .

. Kao 3to smo ranije naveli bez dokaza, ugaoni koeficijent
tangente na grafiku eksponencijalne funkcije y=e* jednak je
samoj funkciji. Sada to moZemo napisati ovako (e*) =e*.
Prema tome za izvod funkcije gore navedenog primera, y=e¥,

— 8 AdAnhiia . .

U=X 3 WUULG se

yI = (eu)ul : u,‘= ex. (xa)' = ex". 3x% = 3x2ex’,

Vezbanja : AT C
1. Nadi izvod funkcije y=x'. -2. Potvrditi jednalinu (u" ev +v’e)

xl

. ' " |
(e* + )’ =1. 3. Nadi izvode funkcija:e @, " + oyef

3.4: Tzvod inverzie funkcije

- U 2.6 definisali smo inverznu funkciju. Ako je y=f(x)
data funkcija, ista funkcionalna veza izraZena u obliku x=¢ (¥)
daje inverznu funkciju. Jasno je da, ako su Ax i Ay prirastaji
nezavisno promenljive funkcije polazne funkcije, odgovarajuce
uloge kod inverzne funkcije igraju Ay i Ax. '

Ako izvod prve funkcije ozna&imo sa y./, tada je y,/ =

~lim-%; za inverznu funkciju izvod treba oznaliti sa x,’,
Ax-rOAx
Ax

i onda imamo x, =lim —.
ay~0Ay
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e D e

o

X

- posto je yr =e*=y iz (VI) sleduje x, =yt ili (gy)=y

Posto je (Ay:Ax)-(Ax:Ay)=1, posle prelaza na gra-
ni¢ne vrednosti dobijamo S ,

Ay Ax Ay . Ax Lo,
lim(—z'-—)=( lim l)( lim B—)=yx <xy =1,
arad \AX By N px x BX) \pys0 BY7 \

Prema tome moZe se konalno reéi: Ako je y=f(x) 1
x=g (¥), onda je yy-x/=1, ili

(V)

Redima ovaj rezultat plasi: Izvod inverzne funkcije jednak
je reciproénoj vrednosti izvoda date funkcije. o
U primeru y=e* i x=Igy za izratunavanje izvoda pri-
rodnog logaritma moZemo iskoristiti rezultat (e)’ =e€*. Zatsﬁ,
Ako sad napiSemo funkciju prirodnog logaritma "u obi¢nom
obliku y=1g x, prethodni obrazac daje ;
L o
xy="—"-
(gx) ="
Veibanja: ‘ o
1, Izvesti rezuitat (y_?)'ul/(z-,"x') na ‘osnovu (VI) obrasca. 2.

ii ' ije izvodima inverznih
Naéi izvod funkcije y=]? x na osnovu teoreme o Izvodl i 1
funkcija i rezultata (x%) =3x% 3. Potvrditi teoremu o izvodima inverznih

o A X, ab
funkcija na primeru: y=x"11 x=y~%L

3.5. Izvoﬁ logaritamske i eksponencijalne fancik

Uzmimo logaritamsku funkciju sa osnovom a: y =log,x.

Za dobijanje izvoda te funkcije primenimo neposredno postu- -

B ' x4+ Ax
' . . log, (x+Ax)—log, x lim 1 lo X
l__ ’= = — g
¥ =on 3y e R Sl
1 Ax)
 =lim —log{1+—].
Al:_rﬂijlog( + X
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1

Sad stavimo
Ax 1

x n

'L pomoéu ove jednaline eliminiSemo iz nafeg izraza Ax i

uzimamo u obzir da, pod uslovom Ax—>0, veli¢ina n te#

beskonaénosti, ako x#0. Transformaciju izraza vr§imo ovako:

Ny

¥ = x ga 7 =11 o g, __’;._ =

i 1\ 1 ( 1)"'
xmloga(\;+7) —-x—l\og,,[ll_r:r:o 1.+ = ]
Kako je (2.7) -
lim('l,—lei) —e
. , nopw N T
konaéno &e imati : e
L | .
: | 1. - 1l 1
g ey R PRUPIEL. ol AL R ) g |
(VII) (log, x)' =— loga‘ PN

Ako je logaritam prirodni, dakle ako je a=e, iz pret-

‘hodnog obrasca neposredno sleduje obrazac |

(VID lag xy = & .

Za dekadni logaritam obrazac (VIL) daje

| w1 M |
(V1Iy) (1081ox)_=;10810 =

gde je M dekadni modul prirodnih logaritama.
Uzmimo sad prirodni logaritam

y=Ilgx
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I L g =ag*lea. -
A & ~ oge ik \

sa izvodom yx’=—1—, i njegovu inverznu funkciju
- x -
x=e’,
Prema teoremi o izvodima inverznih funkcija 1mamo

Iegaon s Bl | L1
(€”)y = Xy =J*;,——;Cj— ,—e' &
i nati  izveli brasca za izvod ekspg-
Na taj natin smo' izveli. dokaz o .
nencijalne %unkc,ije, koji, posle promene oznakg, kon?lépo

postaje

om | er=e)

ji . ‘dosada upotrebljavali bez dokaza. . o Sl
o Sllillz(a.) 1s]iéan naé?n moZe se, iz obrasca (VIL,), izvestl
obrazac za izvod eksponencijalne funkpue sa proizvoljpom

osnovom.

~ Za dekadnu osnovu taj o_brazac'postaje -.

‘ 1= 10 — =10%1g 10.
(VII) (1.0_")L 10’_‘ i g

Vefbanja: - o )
1. Tzvesti obrazac (VIII). 2. Nadi izvode funkcua;zx,.lll o

* log oo (x2—3). 3. Potvrditi "jedn'aéipu' logipe. 12 10=1.
Ze l\iaé(i)gigog lf)l;nklgi%éo,(t=er')—’f +1, gde je ¢ nezavisno p_rome:nljlva, 'g
x. —. funkcija. 5. Dokazati simetriénost tangenata za _.grakaex }nverizm
funkcija u odgovarajuéim tatkama na primeru funkcija y=eX1y=Igx.

0x"+!

3.6. Izvod proizvoda i koli¢nika

7a izratunavanje izvoda proizvo_da y=uv,_gdc su u#iv
funkcije od x, uzmimo prirodni logaritam leve i desne strane

lgy=lgu+lgy
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ili re€ima: Izvod koliénika jednak je izvodu bréjioca puta imenilac
manje izvod imenioca pula brojilac, sve to podeljeno kvadratom

i izradunajmo izv_od svakog &lana kao sloZene funkcije. 'Tadé.
éemo, na osnovu (IV), (V) i (VII), imati

7 ! ’

yo_u. . - r imenioca. . : _ o : )
) y . u v : U specijalnom siuéaju, ako imamo proizvod konstante 1 fun-

‘keije y = Cu, gde je C=const., u=u(x), posle primene obrasca za
izvod proizvoda, a uzimajuéi u obzir da je C’' =0,imamo obrazac

(XD) o | (Cuy =Ci, \

koji pokazuje da, pri izrééunavanju izvoda Vproi'zvoda konstante
i funkcije, konstanta ostaje nepromenljivi &inilac

, ’Akol pomnoZimo levu i desnu stranu sa y%uv dobijamo .
y' =u'v+v'u ili Konaéno .

(1X) (HV)’=u'v+ﬁv’. ' o

_ Re-éima _ovo pravilo glasi: Izvod proizvoda dvaju &inioca
Jedna_k Je zbiru proizvoda izvoda .svakog ¢{inioca pomnoZenog
drugim Ciniocem. ’ \ '

‘ Za proizvod viSe Cinilaca y=wujuuy...u, posle loga-
ritmovanja i diferenciranja dobiéemo :

Veiﬁanja: .

. : C 1
Naéi izvod funkcija: 1. y=3x*; 2. y=ax+b; 3. y=—; 4 y=
: X

* x _2x+1'8'- x+1 |

T 2 T T IR Bl i B e LR T g i -

Sxe® 5. ym; 6. ym—=; T y=— . 9, y=
yr u: u, ’ 19 y 5x ' 7 5ex - x—1 x—1
u ! £y, X — : -
([Xz) ,—=L+—2+i-+...+un . (;| =‘x——1 ';10.y==ax’+bx+c;11.y-=—-——1——; 12.‘y=ﬂ xz ;13 y=
y 4y Uy Uy u, 15 x+1 T ax?+bx+¢ m-+ x*
, Ako q T -: =(l+2e¥)2—e* )1 A y=x* (1 +me™); 15. y=log, (x+1gx) —e™*; 16.
e uvedemo pojam: logaritamskog izvoda kao koli¥nika vepl 1—x* . ye -. o '
[ [ ; - S ] =pl—a? 21=x" 17.x=— . 18. z=107¢ 75 19, =v1(1-v); 20.
| | izvoda 1 same funkcije, prethodnu jednacinu moZemo formu- f‘f y=gl=a* 21-x 17.x iia 18. z 19wy -v
lisati teoremom: Logaritamski izvod proizvoda jednak je zbiru i s=a+bt+ot® +de’. : i
logaritamskih izvoda svih Elanova. . : .‘? L
‘Sam izvod onda sé odreduje pomou jednakosti < 3.61. Izvod stepena
1X Uit =u’ , _ -, it _ Neka je data funkcija y=x", gde je m proizvoljan broj.
(X |G W =y b Uty Rty Uy o Nadimo izvod ove funkcije. o
l'c'oja se izra?ava r?éenicom: Izvod proizvoda vise Cinilaca jed}zak 4:"-"';% I ovde véen.lo P“" logaritmovati lgyy =migx, posle Cega
: Je.zbzru p.rmzvoda izvoda svakog &inioca pomnoZenog proizvodom g se dobija y'[/y=m/x, odakle je ¥ =m--— ili konatno
svih ostalih ¢milaca. : : 53 . x
Uzmimo sad koli¢nik y =u/v i logaritmujmo ga za prirod- i

nu osnovu: Ig y=1lgu—Ilgv. Posle izratunvanja izvoda dobijamo (X1D) ‘ (xmy = m X"

y_wv_v Reéinia ovaj rezultat glasi: Izvod stepena jednak je pro-

: : y u v izvodu izlofioca i stepena sa izloZiocem - umanjenim 2a Jedinicu.

dakle dolazi Ranije smo imali nekoliko . primera izvoda stepena

odakle dolazimo do konalnog rezultata izratunatih neposredno na osnovu definicije izvoda, naime
X) wy wv—yu (Y =1, (B =2x, () =3x% () =43, () =53

( ; v e 'Sad vidimo da’ svi ovi rezultati sleduju iz obrasca (X1I).

Taj obrazac vaZi ne samo za cele i pozitivne vrednosti m,
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veé i za sve moguée vrednosti tog broja; tako, napr., za

m = —1 imamo

(= '=(i)'= e O e e VL

S f
U sluéaju korena imamo

= 9
y———]/ x7 = xP =x™,

— 2 xalr—1 {li definitivno
p ;
o’ g |
(V xq)'=7 qu—”l
Specijalno za kvadratni koren imdmo
— 1 ‘
x) = —. |
. =g
Vezbanja: | L

Nadéi izvod funkdija: =] L=x‘°; 2. yilox; 3I. y=-=x¢,4 y=eX;
5. p=x—%6.y=1/x3; 7. y=1/|/x; 8. y=]7x; 9. y=xl+'ﬁ';' 10 y= |
—-—v ‘ i l

=xloga; 11. y=xr/(1 £x9); 12. y.-=1[1 +x%; 13, y=V x+ —\/x+%; 1

14, y=x(1=V 7 15. ym=(x=1) (x—2)2 (x=3)%; 16. y= Va1 ;

— Y2 I’ o
17. .y=.lg: .xz; 18. y=—L % ;19 y=lg(x+} 1+
o +x2 . .

1+ x2

3.62. Izvod: trigonometriskih funkcija

_ Uzmimo trigonometrisku funkciju y = sinx i za odredivanje
izvoda te funkcije upotrebimo geometrisku metodu. :
- Na trigonometriskom krugu (sl. 66) polupreénika R=1
uzmimo ta¢ku M koja odgovara .uglu x. - Ako x poraste za
Ax, dobiéemo novu taéku M, pri emu je luk yM M, =Ax.
' Konstrui§imo y=sinx=MUP, y,=sin(x+Ax)=M,P,.
Prema definiciji izvoda stavimo &
y = lim ay imZL =% — lim M .
" Axs0Ax Ax0 Ax  Ax—D Ax
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gde je m=g/p. Na osnovu (XII) za jzvod dobijamo y' =mxm~1="

-

(XTI

Ako uzmemo u obzir da Ax teZi nuli, 'luk, Avx‘=Lj MM,
mo¥emo zameniti tetivom M M;; ova zamena moZze $¢ obraz-
loZiti potpuno strogo, ali to :
bi znatno otefalo izlaganje. x /-JJ
Stavimo dalje M P;—MP=
=M,Q, gde je Q preselg
prave kroz M, paralelne osi
x i ordinate M, P, tatke M.
Podto u graniénom poloZaju
pravac tetive MM, prelazi
u pravac tangente, ova po- . . |
sledpja stoji upravno na polu- ’ OT T T P
predniku OM, trougao P p e Rl s o e
QM sli¢an je trouglu OPM, SL 66 — Odrgdwgn;(e 1zvod:tf|;|;l;
jer je X MM, Q_—.{MOP_ cije sin x geometriskom meto w
Iz sli¢nosti tih trouglova ‘ - 3
imamo M;Q:MM;=OP:0M i prema tome, 7a izvod dobll_lalmo

. T axs0 Ax MoM MM, OM ~
ili konaéno' > d o ’
(Xin (sin x)’ = cos x. |

 Retima ovaj rezultat glasi: Izvod sinusa jez{nak Je kosinusu. .

" "Na osnovu sli¢nih geometriskih rasudivanja moZemo

dobiti izvod funkcije cos x, no korisno ¢e biti da se upoznamo
i sa drugom metodom. ' \

" Neka je y =cos x. Podto je cosx =S (? e.x),_.moiemo, |
sm’é.t;réjuéi Sin (E— -~ x) kao slo¥enu funkciju, radunati ovako
T ! n w ,
= (¢ q ' = 1 ——— == —_— X1 — X =
y' =(cos x) [sm( 5 x)] cos ( 5 ) ( 5 )
= cos'(l — x).- (—1)= —cos (—TE— — x): —sin x.
2 : 2 _

Kratko, jednakost ' :

(cos x)' = — sin X
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se refima izra¥ava: Izvod kosinusa jednak je minus sinus.

Obrazac za izvod koliénika omoguduje da se izradunaju
izvodi tgx 1 cotgx: , L

, sinx |’ sin x)’ cos x— (cos x)’ sin x
(tgx)=( _ )=( ) (cos x) ‘

coS X cos?x
cos2x+sin?x 1
cos? x cosx

. {cosx\  (cosx) sinx—(sinx) c
(cotg x) =( ) _ (cos x) (sinx) cos x

sin x sin? x
_ —sin®x—cos?x 1
sin? x ; sin? x

Dakle

(XIV) | (tgx) = 1/cosz.x, (cotg x)' = — 1/sin%x.

Kao veZbu moZemo izvesti izvode secx i cosec x:

(secx)’ =secx.tgx, (cosecx) = —cosecXx.cotgx.

Velbanja:

Na¢i izvod funkcija: 1. y = sin 2x; 2. y = cos mx; 3.y =acos px-+b sin gxj

4, y=25in(5x—1); 5. y=~ae—k'xsinwx; 6. 5=2e~21cos2t; 7. y~=esinxcosx;

8. y= lg——]sin:rx;‘ 9. y=logsinx; 10. y=Vmsin®x+ncostx. . 11.

Pokazati da funkcije sinx i cosx zadovoljavaju jednadimu y2+y%=1,
12. Potvrditi tagnost jednaine 1/(tgx) — 1/(cotgx)’=1. 13. Pokazati da
se logaritamski izvodi tangensa i kotangensa razlikuju samo znakom.
14. Pokazati da je proizved logaritamskih izvoda sinusa i kosinusa jednak
negativnoj jedinici. .

"

~ 3.63. Izvodi inverznih trigonometriskih funkcija

Uzmimo inverznu trigonometrisku funkciju
y=arcsinx '

Za izralunavanje izvoda te funkcije iskoristimo teoremu
za izvode inverznih funkcija: '

1 1 1 1

! = (arcsin x)l = - = = 2 P ;
e x, (siny), cosy }1—sin®y [[1—x?
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':"'_’.'_ﬁ;‘_z‘:""" SR

T
e

=2 i

=

SRR

=

- konaéno d.obijamo

(XV) . . (arcsinx)'=i:]/1—x2. I
Posle sli¢nih rasudivanja moZemo izvesti ove rezultate :
(XVy) | (arccosx)' = —1:} 1—x%,
(XVI) : (arctgx)' = 1:(1 + x%),
(XVI,)‘ _ (arccotgx) = —1: + x%) .

Obratimo painju da se izvodi, napr., arcsinx i arccos x
razlikuju samo znakom i to iz tog razloga 3to izmedu tih
funkcija, recimo, glavnih vrednbsti, postojn veza

' 1
arcsin x +arccos x = Y T,

odakle: se posle izraéunavanja izvoda dobija -

| (arcsin x)’ + (arccos x) =0, . .
a to i potvrduje suprotnost znakova tih izvoda. .
Veibanja: ‘ . _
1. Izvesti obrasce (XVy), XVI), XVI). — Naéi izvod funkcija:

. 1 . —
2. y=arctg 3x; 3. y=arcsin V x; 4. y=arccos—; 5. y-=arctg1/x*~x ;
X

" 6. y=secer+ logcos? x —arcsine™x.

3.64. Izvod stepena promenljive osnove i izloZioca

Prethodna pravila za odredivanje izvoda ne omoguéuju
da se odredi izvod funkcije :

(XVII) | T2

gde su ulv funkcije nezavisno promenljive x. 'Za‘izr_a-éu-'
‘navanje tra¥enog izvoda najjednostavnije da se iskoristi
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logaritamski jzvod. 7 i i inu

- Zato Cemo logaritmovati za prircdau
IOSHOY“, obe strane jednadine (XVID): lgy=vigu Zl?a izvod
eve 1 desne strane dobijene jednaline nalazimo

y, ’ 3 1 ’ »
—=Vigut+v-—-u, .
. i) u
odakle konano sleduje

W) =w (v’ lg u+vi) .
g Ova_]_rezultat nye potrebno pamtiti, veé treba se setiti
au sluéajg kada su osnmova i izloZilac promenljivi, funkciju
treba logaritmovati. . ' ] 2
Za y=xx,l napr., imamo lgy=xlgx i prema tome je
I (%) = x*(lg x + 1). '
VeZbanja ; _ '
Nadi izvod funmkeija: 1. y= (sin x)%08* -
¢ 1. y=(sinx) ;2 y=(x=-D%; 3. y=
=(ax® +bx +c)* ; 4, y=(e" Jsinx; 5, Y =(arctg x)x*, . ( ) A

3l 7. Pojam diferencijala

Na grafiku funkcije y=f(x) uzeéemo tag ’
y=f acku M sa aps-
cisom x (sl. 67). Ako nezavisno promenljiva x dobije priré§1:aj.l‘
. ' Ax," novoj ' vrednosti|

I3 . .

govarace nova yrednost
funkcije y,=f (x+Ax).

Fun_kcija Jje dobila pri-

raStaj Ay=y, —y=
=+ AR —F ().

Zpamo da je od- .

nosl_ugaoni koefi-
Ax
cijent sekante, koja
. . ) prolazi kroz talke M
l. 67 — D_xf;_ere::cn.]_ali argnmenta 1 M, a granié¢na vred-
I funkeije nost tog odnosa. je

1zvod

R TI L
b =hm——f—=tg o,
_A.x—;—OAx_ 5
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~argumenta x+Ax od-

- e
Lol s S th,
i e e e s

Defini§imo sad nove pojmove: diferencijal nezavisno
promenljive x sa oznakom dx 1 diferencijal funkcije y sa
oznakom dy. _— :

Diferencijal nezavisno promenljive je prirastaj ove
promenljive. Dakle imamo dx=Ax. Na slici je dx=M'M,"=
= MP,

Ako uzmemo tangentu na grafiku u tatki M i konstru-

ifemo tatku N ove tangente, za apscisu OM;=x-+dXx, razlika
M/N—M, P=PN
\ .

je prirastaj ordinate y, pod uslovom da smo pre§li od tatke
M krive na tatku N tangente; kratko moZemo kazati da je
‘to priradtaj ordinate duZ tangente. Veliéina PN je diferencijal
funkcije. Dakle moZemo postaviti ovu definiciju: Diferencijal
Sunkcije je prira$taj ordinate du¥ tangente.

Iz trougla PMN neposredno sleduje da je PN =MP. tgaili

(XVIII)

dy=y' dx.|

Izvedena osobina diferencijala funkcije moZe posluZiti
kao analititka definicija tog diferencijala; mo¥e se, naime,
kazati: S ‘ .

- Diferencijal funkcije je proizvod izvoda i diferencijala ne-
zavisno promenljive. , ‘ B
Iz’ (XVIII) obrasca neposredno sleduje da je -

(XVIIL)

Drugim refima, izvod je koliénik diferencijala funkcije

diferencijala nezavisno promenljive.

Posto je za odredivanje diferencijala funkcije potrebno
samo pomnoZiti izvod diferencijalom nezavisno promeljive,
operacije za odredivanje izvoda i odredivanje diferencijala funk-
cije, a ova se poslednja zove diferenciranje, ekvivalentne su.
Cesto se re¢ ,,diferencirati upotrebljuje u smislu odredivanja
izvoda. RaZun, &iju osnovu salinjavaju operacije sa izvodima
i diferencijalima, zove diferencijalni rafun. ‘
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Definicija diferencijala nezavisno promenljive ne sta'v',l.ja
nikakvo principsko ogranifenje za vrednost tog diferencijala.

Kao i prirastaj nezavisno promenljive, on moZe biti potpuno-

proizvoljan, razume se u oblasti promene nezavisno ~promen-
ljive za datu funkciju. :

U veéini slucajeva zgodno je dx uzimati kao vrlo malu
“veliginu. Ona moZe biti i beskrajno mala. Kao $to znamo, u
Matematici se pod tom veli¢inom podrazumeva promen]jiva

~ veli¢ina, Ciju vrednost moZemo naciniti manJom od bilo koje
unapred date velifine.

D1ferenc1_|al dx moZemo smatrati’ promenleom vehémom
n0 ona ne zavisi od x.

Za dve beskrajno ‘male vehcme g 17, ka.ie se da su
‘istog reda, ako njihov odnos m:e ima konaénu vrednost.

Ako je dx beskrajno mala veliina, dy je beskrajno mala
istog reda, pod uslovom da je y’ konacno, jer je dy:dx=y".

-Bez obzira na to $to dx moZe biti 1 konacna veli¢ina,
o diferencijalima dx i dy matematitari obi¢no misle kao o
beskrajno malim veli€éinama. U ovom se smislu te’ velidine

- zovu diferencijalni elementi. : g

Znamo jo§ iz Elementarne matematlke da kruZna llm_]a
‘moZe biti smatrana kao grani¢ni oblik zatvorene 1zlomljene}
,lmlje koja se sastoji iz niza beskrajno malih tetiva (upisanog)
mnogougla) ili beskrajno malih. tangenata (oplsanog ‘Mmnogo-
ugla). Isto tako i sa svakom drugom krivom moZemo dovesti
u vezu upisanu, odnosno opisanu, izlomljenu liniju. U tom
smislu svaka beskrajno mala tetiva, odnosno tangenta zamenjuje
jedan deo, jedan diferencijalni element krive. Za tatke diferen-
cijalnog elementa tetiva, kriva i tangenta imaju isti- pravac;
na putu tog elementa dy pretstavlja ne samo diferencijal veé
i prira§taj funkcije. Prema tome dy pokazuje zakon ponalanja
funkcije na beskrajno malom elementu. U tome je glavna
uloga diferencijala.

Veibanja: _
Odrediti diferencijal funkcija: 1. y=x1% 2, y=tgx; 3. y=esinx;

4. u=V_;+1§f;? 5.y=(gx)ex; 6. s=at*+bt+ ; 7. z=q(¥); 8. w=
=2z+2% 9, wk)=e—K'; 10, x=acoswr+bsinw?,
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(ITI)
(IV)
(V)

(V)

Vi

X)

(XI)

3.8. Tabhca 2a dlferenmran]e '

y=f(®)

A7 _jim 2177 i [ G AN

Ax. _>0Ax XX xl —X Ax-0 Ax

_h__,.(\

f(x“‘_h);f_(ﬂ .f’ -(x)‘= te o

'(C) _
(u:}:v)'=u'iV"
y=f), u=9 (X); ¥y =y. %

' x,, =11y,

(VIL,) (logzex) =1: X% g 10=-x—log10e,‘

(VII) \"(lg x)’ =1:x; (VII\l) (log.x) = 1.: xlga= ;logael;_

(e¥) =e*; (VIIL) (ax) =a*lga= a"/logae, B
(VL) (10") = 10* lg 10-—10"/logme -

(IX) (uv) —wvrw's (X)) @ty . %) =uy' Uy .
+u1u2. C Uyt +u1u2
: o Uy
axy e u) ';11+—,;"‘—2+
i | u'v—vu
(7) Ty
(Cu) =Cu’
(xmy =mxm—1

(XID)
(XI1I)

10*

(sin x)" =cos X;

+

R
Uu

(XIIL) (cos x)' = — sip x; |

Sad ¢emo navestl u obliku tabhce ranije navedene obrasce
za diferenciranje.

(1)

vy =lm®

T
Uy

n
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(XIV) * (tgx)'=1:cos?x; (XIV,) (cotg x) = —1:sin? x; |
(XV) (arcsinx)’ =1:]1T—x2; (XV,) (arccos x)’ = — 1: )/[T—x2;
(XVD) (arctgx) =1: (1 +x2); (XVI) (arccotgx’)= —1: (1 +x9
XVID) y=w logaritmovati

Xvin T R
. _ dx

Pomoc¢u ovih obrazaca moZemo izracunati izvod ili di-
ferencijal svih dosad nama prouZenih funkcija.

VeZbanja ;
sin o

1. Pomod¢u slike potvrditi tatnost nejednakosti 1> —>cosa. .

o

' ; ' sin o
2. Na osnovu prethodnog zadatka dokazati jednadinu (1) m——=1.
. : a0 & 1
3. Xzvesti analititki, na osnovu (1), obrazac (sin x)’=cos x. 4. Primeniti
geometrisku metodu za izvodenje rezultata (tg x)’ =1 : cos® x. 5. Posle pre-
gleda tablice za diferenciranje pokazati da se onma dobijana osnovu opitih
teorema o grani¢nim vrednostima i dva specijalna obrasca za graniine

. f1\n -
vrednosti, naime (1) i lim (1+—) =e¢. 6. Pokazati tatnost jednatine

n—rco n

AX . .
. € -1 ! -
lim ———=1. 7. Na osnovu prethodnog obrasca izvesti (e¥)’ =ex. 8.
Ax—0 AXx - ]

Izvesti obrazac (VI) tablice za diferenciranje pomodu grafika date i in-

verzne funkcije. — Nadéi izvod funkcija: 9.y =3 (x-1) (x~-2); 10. y=_

~ =i+ ); 11 y=2/Vx; 12. y= YV X321 1; 13. p=lg %if

: ‘ -Xx
14, y=(logx):x; 15. y=lg(x~¥1+x% ; 16. y=cosx:(1+x); 17. y=
=tgx® 18. y=sin®x cosbx; 19. y=(l—cosx):(l+cosx); 20. y=

X
=1g t?--%—;- 21. y=coslgx; 22. y=lg(lgx); 23. y=Igcos®2x; 24, y~

= (ax-+b)ymx+n; 25, y=mcosix+nsin™x; 26. Proveriti ove obrasce za
1zvode hiperboli¢kih funkcija: (sinh x)” = cosh x, (cosh x)’ =sinh x, (tgh x)’' =
=1 :cosh?x, (cotgh x)’= —1 :sinh®x, 27. Ako je xm=sinhy, y=arsinhx
je inverzna funkcija hiperbolitkog sinusa (&itaj: ar — od latinske refi
area, povriina — sinus hiperbolikus)., Treba dokazati: 1, da je arsinh x =
=lg (x + Vx®+1) i 2. izvesti obrazac (arsink x)’=1: ) x¥+1. 28, Izvesti

obrasce: arcoshx=I1g(x+ Vxi—1), v artgh x ——]T g 1+.\:. arcotgh x =

2 1—x
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—]-] X4 i odrediti izvode tih funkcija. 29. Dokazati da je

2 x—1 4 ' . '

artgh (xz— l) ~lgx. 30. Naéi izvod funkcija: sink — , lgcosk x,
x¥+1 m ¢

: x
cosh® x. 31. Naéi vrednosti izvoda funkcije y'u-c2cos‘ —2— za x=0,

2 i, g 7, m i 2m. — Odrediti vrednosti izvoda funkcije za navedenu

4 2 4 _

& o) -
vrednost argumenta; 32, y=3cosx za x=-2—, 33. y=xeY za x=2; 34
y=2cos St+4sin 3 7a t='1—1§;73v:5.--.xat2+bt+csat-=2,'a=0,25;b=0,75;

36. z= )/ +1 za x=0,75. 37. Dokazatidaje y + y=1, ako je y =1 + Ce™%
gde je C konstanta. 38. Dokazati da je y'+my=n, ako Je y=

= Ce-mx. 39. Dokazati da je sin x 1y_ I 3 , ako je y=f() i
‘m J dx dt
, JE . : d d] o 4
| x=2arctget. 40. Dokazati da je =X @y L7 , ako je y=f(x) i
) Cx  dx dr . .

4 ‘ - . , . d
x=l]‘e’"—1. 41. Potvrditi da y=sinx-—1 zadovoljava jednaginu Zy +

» , Y ;
+Y COs'X =-? sin 2 x.

3.9. Izvodi i diferencijali vifeg reda
-Od izvoda
d , ) e
Y =2 e ®=9,
] dx : _
date funkcije y=f(x) moZemo ponovo obrazovati izvod__
, d :
¥ ==¢@)=1.
dx

i Za funkciju y to-je izvod drugog reda. MoZemo ga
' obeleziti sa y" (Citaj: ipsilon drugi ili sekundum).

K - Ako za diferencijal dy funkcije y opet obrazujemo di-
ferencijal, dobiéemo drugi diferencijal funkcije y. Oznalimo ga
_sa d?y. Prema definiciji diferencijala imamo °

j - ‘d*y=d (dy)=d (y'dx)=(y'dx) dx=y"dx dx=y"dx*.
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Iz ovog rezultata sleduje i1 druga forma oznake drugog
izvoda
y LY
o dx?
~ Ako je dx beskrajno mala velicina prvog reda, a y" je
konacno, onda je diferencijal d?y beskrajno mala veli¢ina dru-
goga ‘reda. - _ ' ‘ "
Drugi izvod ponovo moZemo diferencirati: dobicemo
tredi izvod. Za ovaj imamo , '
o _ Ay
. dx.q)
gde je d®x difereacijal treceg reda.
Uopste uzev, moZe biti govora o n’-fom izvodu kao
izrodu prethodnog, (n—1)og izvoda. n-ti izvod funkcije y
obeleZava se sa : C '

dry

y(") =
d 7]

?

gde je dvy n-ti diferencijal. | L

Treba li navoditi naroéita pravila za odredivanje izvoda
viSeg reda? Ne. Potrebno je uglavnom uzastopno diferencirati
. datu funkciju dovoljan broj puta. ‘ :

Ima, medutim, sludajevd.kada se vidi pravilo po kome -

'se obrazuju izvodi; na osnovu tog pravila moguée je napisati
izvod traZenog reda a da se ne moraju radunati svi prethodni
izvodi. NaveSéemo primere takvih funkcija.

Znamo da funkcija e* daje, posle diferenciranja, tu istu
funkciju. Prema tome moZemo napisati

(ex)m = e*x.

Za funkciju o* sliéni obrazac izgleda (a*) =ga>(Iga)".

Uzmimo sad funkeiju y=x™. Prvi izvod ima oblik
y =mxm-1 Drugi izvod je y"=m(@m—1)xm-2 Treti je
y'"'=m(m—1)(m—2)x"-3 Prema olevidnom pravilu moZemo
napisati n-ti izvod, ' _ '

) =m(m—1)(m—2)...[m—(n—1)]x""
Ako je m ceo i pozitivan broj, m-ti izvod ima stalnu vrednost

(xMM=m@m—1)(m—2)...32.1=m!

(m+1Y1i 1 svi ostali izvodi jednaki su nuli.
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Ako broj m nije ceo i pozitivan, nijedan iz.\.lod. nema - -
konstantnu vrednost; prema tome nijedan izvod nije jednak - ©°. .|
nuli. Tada je niz izvoda beskonacan. . _ N

Uzeéemo jos i funkcije sinx i cosx. Za prvi izvod  : 0

"-‘ . ) ) L ) . T: ., .
imamo (sin x)' =cos x; kada cos x zamenimo sa sln.(x+? s

s T\
dobijamo (sin x)"=sin x+—2— .
Na osnovu ovog obrasca pifemo 7-t1 izvod sinusa - A
. . - : ,
(sin x) =sin x+vn-? . , i

Isto. tako za kosinus, kada je (cosx) = —sinx=
= . ) : n
=CO0$§ (x+ —) , imamo (cos x)( =cos{x+n- —2— .
‘ 2 .
Vezbanja : N

Nadi drugi izvod funkeija: 1. y=5x*+3x+4; 2. y=ax®+bx+c;
; 8.y

3.y=1fx; 4 y=Vx; 5. y=xe¥; 6. ?=xcosx; 7. y-=x—a i
—eXsinx; 9. y=sin2x+eXcos2x. 10. Nadi tredi isvod funkcije
Cax+b . . a bc—ad 1

, mapisane u obliku y=—+ —————
cx+d ' c ¢ cx+d o
napisati n-ti izvod. 1l. Pokazati da funkcija x=acos kzt gado:ohava
jednadinu x” + k% x=0. 12. Pokazati da funkcija z=Ae k" ¢sin w®?, gde

su A, k, w konstante, zadovoljava jednatinu z’ + 2k z + (w®+ k%) z=0.

- i prema njemu

X iti da li
13. Proveriti jednadinu (1+cosx)y” =y za y=tg~£.‘ 14. Proveriti da h

y =e~* (ax®+ bx + ¢) zadovoljava jedpa&inu y”’ + 3y + 3y +y=0.
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