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l. Medju savremenim matematidkim oblastima izuzetno znacajno me-

sto pripada numeric¢koj matematici. Qvome doprinosi sve vece koris-
éenje matematlke U resavanju raznih problema prakse, kao i proble-
ma mnoglh druglh dlsc1p11na.

Med ju rezultatlma numericdke matematike od posebnog su znada-
ja oni kOJl pruzaau i algorltam za resSavanje odredjene klase pro-
blema, tj. dopustaau moguenost primene masina u njihovom relava-
nju.

Cest jJe sluéaj da se algoritam odredjuje iterativmo (rekurzi-
vno), |

Itera01ju karakterlée postupno obrazovanje matematickih obje-
kata po nekom pr3711u.f?, a11 tako da se svaki nov objekat obrazu-
Je pomoéu objekata koji su prethodno veé odredjeni po istom tom
pravilu. | o

Iteracija lezi u osnovi prvotnog matematickog pojma: prircd-
nog broja, kao i mnoglh.deflnlclua.u vezi sa brojevima i ne samo
8& njinma,

Iteracija predstavlja prvi keorak ka beskcnadnosti u matematie-
¢i - pojam potencijalne beskonainosti nalazi se u saw.m korenu PO Jj=
ma iteracije.

Nemoguénost reSavanja znadajnih klasa jednadina u konalnom ob-
llku;) primorala je matematiare na tra¥enje pribliZnih metoda re-
Savanja. Kako iteraciji odgovara za ma3ine veoma pogodan oblik al-
goritma, to iterativne metode nalaze plodno tle u teoriji jednadi-
na najrazliéitijih vrsta, podev od algebarskih, pa preko diferenci-
Jalnih i integralnih, do operatorskih Jednadina na veoma opstim ma-
tematickim strukturanma.

2. U ovom se radu razmatraju razne ilterativne metode resSavanjs
jednaéina,

e ——
1) tJ. formulama odredjene vrste, na primer, radikalima u sludaju
algebarskih jednadina.




Osnovne ideje u tom pravceu su: aproksimirati datu Jednacinu
nekom priblizncom Jjednacinom Jjednostavnijom za resavaunje. Otuda su
glavni izvor iterativmnih metoda interpolacioni polinomi: Taylo-
rov, Newtonov, Lagrangeev. Iz njib izvire dovar d=zo poznatih ite-
rativnih metoda: Reguls falsi, Newbon-Raphsonov metod, Cauchyev,
Halleyev, Mullerov i drugi.

Druga ideja dobijanja iterativnih metodza Jjeste aproksimacija
dave Jednadine pribliZnom kanonicénom Jednacinom {(ukoliko takva po-
stoji). Na taj nacin dobijen Je postupai S.B.Tva31ila za Jednovre-
meno odredjivanje svih korena polinoma.

Na pocdetku prve glave dat je kraéi pregled poznatih iterativ-
nih metoda,

Na kraju prve glave (Teorema l.) izlaZe so Jjedna iterativna

metoda 2za jednovremeno odredgivanje X reéenga date realne ili
kompleksne jednac¢ine, pod uslovom da ta jednadina ima bar k rese-

nja. Osnovna ideja Jje poci od poznatog identiteta

£f(x) = Lk_l(x,f) + Rk_l(x,f),

gde je L,_,(x,f) Newtonov interpolacioni polinom za sludaj razli-
¢itih interpolacionih tadaka (k ih je na broju), dok je R, _ l(x f)
ostatak, i smatrati da je svaka interpoliciona tadka pribliZna
vrednost.za po jedno resenje Jednadine f(x) = 0. Kao 8to Je veé
napomenuto i ranije su interpolacioni polinomi sluzili kao in-
spiracija za dobijanje iterativnih metoda, medjutim, u svim tim
metodama su k interpolacionih talaka bile k pribliZnih vrednosti
za Jjedno resenje. Na taj nacin su dobijani iterativni postupci
duzine vedée od 1. Osnovna karakteristika veline tih postupaka su
glomazne formule.

Postupak koJji se izlazZe u Teoremi l. svodi se u sluéaju k =1
na Newbton-Raphsonov postupak, dok se za k = n, u sluc¢aju kada je
£f(x) polinom, dobijaju formule S.B.Presica [@8], [49]ﬂ

Iterativni postupak o kome Jje reé predstavlija uopdtenje na-
seg postupka za odredjivanje k korena polinoma objavljenog u C.
R. Acad. Sc¢c. Paris, 1971l. godine [Ed]. Teorema 1, je centralni
rezultat prve glave. |

3. Osim problema dobijanja iterativnih metoda za resavanje
jednadina postoje, i do sada su srazmerno veoma malo razmatrani
(zbog tedkoda koje su pojavljuju) problemi konvergencije pozna-
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tih iterativnih postupaka, ali ne okolinski, veé u odredjenom smi-
© slu efektivni, Sto znadi da zavise samo od podetnih vrednosti.Prvi
takav kriterijum konvergencije za Newton-Raphsonov metod dao ;]e |
Cauchy D.6], na koga se sto godina kesnije nadovezuje Ostrowski [45]
1 drugi autori. Kratak pregled rezultata iz te oblasti dat Jje na
pocetku druge glave., | |

Cauchzev dovoljan uslov konvergencije za niz (a ) definisan

Newton-Raphsonovom iterativnom funkcijom glasi:

(Uy) 2(ay = a |M 4m§n|f’-(x)l , Kod@f xI(x - a)]<lay - aol}
0

gde je M = m;x[i‘”(x)l y (re& je o realnoj jednadini f£(x) = 0).
0
Uslov Ostrowskog izgleda

¥

(U2) 2lay - 8ol £ [£(ag)l, e maxe/(x)] -
' 0

PV
- .
LI T L
'I"r'J "‘-- T

Iako oba uslova (Ul), (U2) zavise samo od podetne vrednosti,
u njima uéestvuje maksimum drugog izvoda, odnosno minimum prvog
izvoda funkcije f£(x) u intervalu. -
U sluéaju kada je f(x) polinom na osnovu svojstva da Je izvod
(x) funkcija od f"(a ),...,f(m)(a )y x-a, (polinom je stepena n),
moze se formulisati kn‘ceri;jum konvergencl,je za Newton Raphsonov

postupak, koji zavisi samo od wrednosti polinoma £(x) i njegovih
izvoda u goéetﬁé',‘] talki a - dakle efektivan kriterijum. Takav Jo- -

dan kriteri;lmn dat ‘Je Teoremom 2e

- Za postupak BaB. Preé:}éa poznat je samo "okolinski" krlterl,jum
komrgenciaa navveden od. samog autora [49] U Teoremi 3. daje gse
Jedan dovol;jan ualov konverge.ncije tog iterativnog postupka koji

1 :

Puniteije u oéetnim tadkama i rastoja- .

nja medju poéetmn_taékamaa

4. Poslednja klasa probl;ma iz ob"ast":l. iterativnih metoda ko-
Jima se bavimo u ovom radu, Jesu prob.a.emi d;obiaanja ubrzanih for-
mula za date :I.terat:wne postupke, Pregled poznat:.h rezulta?:a iz te
oblasti dat Je na poéetlm trefe glave, . | , -

Med ju poznatim n'brzanim formulama posebno mesto zauz:.ma,]u
Euler-CebiZev-Schrdderove [56| ubrzane formule za Newton-Raphso-
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nov iterativan postupak. Izvedene na;jpre za realne funkcije kasni-
Je su prodirene na operatore na kompletnim linearnim I~-supermetri-
6kim prostorima.
Za postupke kojima se odredjulje ;jednovremeno vige resenja da-

te jednadine nisu poznate nikakve ubrzane formule.

~ Glavni rezultat poslednje glave je lema u kojoj se izlaze Je-
dna metoda dobijanja ubrzanih formula za Siroku klasu iterativnih
funkcija kojima se odredjuje k resSenja jednacdine:

@ £(x) = O (£: C—>C)

Podrobnije, u Lemi se, polazeti se od iterativme funkcije reda m
(m > 1), daje formula za funkeiju (odnospo, za funkcije) reda m+l.

U tim formulama udestvuju funkcije q)m{?!..,mk (Y Ck, By 4ot

My, = m) za koje se zshteva da ispunjavaju odredjene uslove. Pogod-
nim izborom tih funkcija dobijajun LHe kao primene leme, ubrzane
formule za Newton-Raphsonov postupak, medju kojima, specijalno i

Fuler-Cebisev-Schroderove formule. Dalje, dobijaju se ubrzane for-
mule za postupak S.B.Presiéa kao i za postupsk iz prve glave (Teo-
 rema 1l.) za odredjivanje k reSenja jednadine (J). Moguce su prime-
ne Leme i na razne druge iterativne postupke. -




P R V A G L A V A

Jedan iterativni postupak za

odrédjivanje k reZenja Jed-

nadine na polju kompleksnih -

brojeva

¥

1. Mada su pojedini primeri iterstivaih funkcija poznati od
davnina, ideja iterativne metode,u najopitijem sludaju, kao pri=-
bliZne metode reSavanja jednadina potide od lLegendrea i Cau-

chya [16].

Definicija. Neka je { preslikavanje skupa 8% (8> 1) u skup 8 i
Boseees8g_y elementi iz S. Za niz (ai) definisan pomoéu

(I) ai+s -?(ai, B.i_l_l',-.--,ai_'_s_l) (iﬂo,l,-nu)

kaZemo da Je ddbijen.iteracijam duZine s a funkeciju ¢ zovemo
iterativna funkcija du¥ine s.

:Uhddljeﬁ.bawimo se poglavito iterativnim‘;nnkcijama duzZine 1,
odnosno nizovima oblika | ' -

(1) 83,1 = €(ay) (¢ :8>8; a e 5).
U vezi sa nizovima tipa (Il) postoje razni problemi:

Kada niz (a, ) konvergira?, Ako je lim a, = a (n—>°9, kada Je
Qf(a) = a, odnosno, kada niz (an) konvergira ka redenju Jjednadine

(1) ¥ (x) = X
tzv. fiksnoJ tacki preslikavanja 8??
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Za Jjednu znacajnu klasu preslikavanja ey'deflnlsanlh.na komple-
tnom metricékom prostoru [2] refenja tih problema daje Banachov
‘stav o nepokretnoj tacki. l

7Zbog svega ovoga, Jjedan od problema pribliZnih metoda za resas.
vanje jednadina sastoji se u sledelem: Za datu jednadinu

A

(J3) £(x) = O
‘na skupu S, naé¢i Jedracinu oblika (1) takvu da vaZi sledeca ekviva-
lencija

(2) fu)=0<?$'€h)-x (x & 8)
(ili da bar takva ekvivalencija vafi u okolini re3enja jednaline (J)),
ali tako da ¢ definie iterativni postupak koji konvergira ka rede-
nju jednadine (J) (tj. ka fiksnoj talki preslikavanja @),

Ofigledno je da, u sluéaju realnih (kompleksnih) Jjednacdina, u
okolini koja sadrZi tadno jedno resenje a jednadine (J) vaZi ekviva-
lencija | :

13) P(x) = 0 & x=x - £(x) - g(x),

gde je g neprekidna funkcija definisana u toj okolini i takva da Je
g(a) # 0.

Na ekvivalencijama tipa (3) (g moZfe, u opStem slucaju, blti i
funkcija vife promenljivih) zasnivaju se skoro sve do danas pozna-
te iterativne metode.

2¢‘Hajstarlje poznate iterativne metode za resavanje aednacl-'_
na su metoda sedice (regulsa falsl) i metoda tangente (Newton-Raphso-
nov metod). U osnovi tih metodsa leZi aproksimacija-date funkclje
£(x) linearnom funkcijom (sedicom, tangentom).

Keka Jjednadina (J) na polju realnih.brojeva ima u intervalu
[, /2] realan koren a i neka su izvodi £ (x), f”(x) konstantnog
znaka i neprekidni na tom intervalu. Tada su pomenute dve metode
definisane formulanma
a; f(a;,1) - a3,y fla;)

s ¥ Y = (regula falsi)
f(&i+1) - f(ai)

(&) 8442




f(ai)
(5) ai+l = ai - ff(ai)

(Newton-Raphsonov metod) .
(£(a,) + £7(a ) > 0)

Primetimo da su obe formule (4) i (5) u vezi sa ekvivalenci-
jom tipa (3) (2za njih je funkcija g redom jednaka:

1l 1 )
[x,7] £ £ (x)

i da je regula falsi duZine 2, dok je metod tangente duZine 1.

Primedba. Obidno se pod metodom sedice podrazumeva iterativni
postupak duzine 1:

4 ) N _ a, f(ai) - a; f(ao)

(i = 1,2 ---)
1+l f(a;) - £(a,) ’

(£(a,)t/(a,) > 0)

U'novije vreme, medjutim, pod tim imenom se navodi Je3ée opstija
formula (4),

Metodu regula falsi poznavali su veé indijski matematidari,
a usavrsili su je Arapi. Preuzeta od Arapa, ta se metoda u Evropi
- neko vreme nazivala regula alhatayn (pravilo dveju gredaka).

Newton je svoju metodu objasnio na primeru odredjivanja real-
nih korena algebarske jednadine y3 — 2y —5 = 0 u traktatu De ana-
Lzsi per aequationes numero terminorum infinitas 1669, ali Jje taj
traktat objavljen tek 1704. godine 43 , Iste ideje Newton Je izlo-
Zio u svom drugom traktatu Methodus fluxionum et serierum infinita-.-
ram 1736. godine.

- Navodimo 268. stranu Newtonovih dela (Vol.I, Ed. Horsley)[}S]._




+2.1000000Q0
-0.00544853

+2.09455147 = y

+8+12p+6p
-4-2p
=5

+0,001+0,03q+0,3q +q
+0,06+1,2+6,0
+1+4+10

B -1 .
 40,061+11,23q+6,3q%+q°>
. |

+0,000183708-0,06804r+6 , 30"
-0,060642+11,23 |
+0,061 +0,061

+0,000541708+11,16196r+6,3r° -_3

Kao $to se iz tablice vidi, Newton je po%ao od pribliZne vred-

-0,0054+4r =q

nosti 2. Pretpostavljajuéi da je reZenje y=2+p, polazna jednalina
prelazi u jednadinu p3+6p2+10p-1=0 iz koje se (zanemarivdi kvadratni
i kubni élan)_dobija'o,l. Dakle, p=0,1+q (q je popravka) itd.Kao
pribliinolreéenje polazne jedna&¢ine Newton je dobio broj 2,09455147,

Oznadivii pribliZne vredmosti dobijene na naZin koji opisuje
Newton sa a,, a,,... nije tesko zaklju&iti da se taj niz moZe dobi-
ti po formuli (5).

Tu formulu eksplicitno je dobio Joseph Raphson (1648 ?-1715 ?)
1690.'(Analxsis aequationum universalis,1680, London). Funkciju £7(x)
Raphson nije traZio po pravilima diferencijalnog raduna veé je za

sve polinome do desetog stepena naveo uporedne tablice za f i f7.




Za polinom petog stepena ta tablica izgleda 15

Pro potestate Quinta

2B8EBE 28888 .
bggege 4bggg "
C 888 5cgg x

dge 24dg

g £

(1, b, ¢, 4@ su koeficijenti polinoma a g je data aproksimacija).

Raphson nigde ne spominje Newtona smatrajuéi da su to dva ra-
zlidita metoda.,

Newton i Raphson su svoje metoda objasnili samo za algebarske
jednadine. Profirenje za iracionalni i transcedentne jednacine poti-
ce od Th. Simpsonéw (Zaniml jivo je da Simpson ne spominje ni Newto-
na ni Raphsona, veé svoj metod smatra novim,) |

Dugo je Newton-Raphsonov metod pripisivan samo Newtonu., Tome
je narodito doprineo Fourier [24].,

Ove stare ideje o pribliZnom resSavanju jedrnadina kasnije su
razvijene i prenesene na mnoge druge, veoma opSte, matematidke pro-
bleme. -

Regula falsi prenesena je na sistem jednadina kao i na opera-
torske jednadine na Banachovim prostorima [34], [1i], [SSJ.- |

Newton-Raphosonov metod prenesen je na sisteme Jjednacdina, na
diferencijalne, integralne, funkcionalne i razmne druge opsSte ope-
ratorske jednaine [4), [7], [41), [e4]. |

3, Iterativne metcde za resavanje Jednalina mogu se podeliti
na dva osnovna tipa: na metode kojima se odredjuje jedno reSenje
jednadine (J) i na metode kojima se Jjednovremenc odredjuje vide
reSenja te jednacdine,

Obe metode (4) i (5) spadaju u prvu vrstu. U drugu vrstu spa-
da metoda S.B.Presita [Fa]g [Fg] za odredjivanje svih korena poli-
noma f{x) (na polJju kompleksnih brojeva):

- Neka su 8,...,8 Svi koreni polinoma f(x); tada Je taj itera-
tivah postupak odredjen pomocu
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. £(a;)
41 7 P T (g by (8554

() : o
"4l T B T (sinai)..;(si-ri)

(Pretpostavka je da su koreni polinoma £{x) Jjednostruki i da Je

koeficijent uz najvidi stepen jednak 1.)

Ll

Osnovna ideja, pomoéu koje se dolazi do formula (6) sastojl se

u eproksimaciji datog polinoma f£(x) pribliznim kanoniénim polinomom
(x - ai)...(x - 8;). Naime, nizovi (ai),,..,(si) definisu se preko

identiteta (po x):

.

(x-ai+1)(thi)..,(x-si) + (xrai)(xabi+l)...(x-si) + aes +
(x;gi)(xabi)...(x—si+l) - (n—l)(x—ai)(xebi)..,(x—si) = £(x)

Stavijajuéi za x redom 8;5e.0498; i resavajuéi svaku od tako do-

bijenih jednacina po 85 qsec<985.7 dolazi se do formula (6).
Primetimo da su formule (6) u vezi sa slédelom ekvivalencijom
za jednadinu (J) na polju realnih ili kompleksnih brojeva koja ime

bar k resenja &j0..,8%

{ £(3) 7\ 0 [y iy - f('.?')aGl(Y)q
| £(2) = O 2 = Z e~ f(z)ﬁGE(Y)
(7) N &
£(v) Do, v Dy - £(v)* Gy (X))

gde su G;((i = 1,2,...,k) neprekidne realne (kompleksne) funkcije
od k promenljivih definisane u okolini tadke A i takve da vaii |
Gi(A) £0( =1,...,k). Koristili smo oznake:

o7

Y 24 (F9ZyeoesV), A.gg; (83D yecey8)e
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4, Newton-Raphsonove formule mogu se kao Ito je poznato, iive#
ﬁh pomocu Taylorovog polinoma prvog stepena za funkeciju f. Ako.se
skpodje'od Taylorovog polinoma drugog stepena (Cauchy (16;) ili od
ne3to uproséenog Taylorovog polinoma drugog stepena (Halley [EQ])
dolazi se do iterativnih funkeija:

(8 ) - x- L@ LT@EG 12
fﬂ(}:) fj(x) 2
(9) C(x) = x - —2__ .

1l - ﬁgu
14
Oznake: u —-—-2— 32 = f_'g_x_)__
£ (x) 2f (x)

U tom pravcu radio je i Hitotumatu [28].
Neka Je, dalje:

0 n
(10) (£,x) = £(x,) _E® gy - (x-x.) -
Ln-l ; (X_K )F (x ) "j=1 X xa 3

Lagrangeev interpolacioni polinom stepena n-~1 u interpolacionim

takama X;,...,X,-1 neka su 8;, 8;_jyeces8; , D+l pribliZna vred- -
nost za redenje a jednaCine (J). Iduéu priblizZnu vrednost za rede-
nje a tj. a; q, definisemo pomoéu jednakosti{s3j: |

(11) Ln(f? ai+1) = Q.

ReSavanjem jednaline (11) pe a; ; dolazi se do iterativnog postu-
pka duZine n+l za odredjivanje jednog reSenja jednadine (J).

Sluéaj n=1 dovodi do metoda sedice, sludaj n=2 dovodi do 1te- |
rativnog postupka Mullers 3&23 |

2f(ai)
(12) 84

= Q. = T2 ner - AL . . ae\L/2 ¢
i+l 1 ¢+ (=41 ( ai) [ﬂiaai_l’ai-ﬂ £)

gde Jje upotrebljena oznaka

{0 = L X5 xi_l]f + (xi - xi-l)[Fi’ Xs 15 xi_é]f.:
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5., Prethodno uvodimo neke definicije. Neka je f realna ili kome
pleksna funkcija jedne promenljive definisane u oblasti D koJja sa=-
drzi tadke X, ¥, eec, v (k+1l ih je na broju i sve su medjuscbno ra~ -

zlidite). Operator podeljenih razlika definiSe se slededom rekurzi- 4
vonom definicijom [}7];

[lfi?_if f(x), [‘,{93] 5._-__:_i' ﬂ’%:_g_(ﬂj

J

(13) |
def

[X, Fe o200 TJ‘jf [(%,7] [y,...,vjfy

([Fs--+»v]fy oznadava da funkeiju [FyeeesV]E, koja zavisi 0d Fyeee,V
smatramo kao funkciju od promenljive y.)

Za operator [x,...ﬁv] se dockazuje da Je linesran po f(x),...,f(v)
a takodje da Jje simetrilan po tim argumentima,

Pretpostavimo,sada, da x teZi y i la postojli granicna vrednost:

\I .

(13') i?fy@t?t*ﬂ'avjft

Na osnovu definicije (13) imamo:

llmtx’ygtsngﬂf = 1lim MI&JZ Wl .'-'z..,_vjf'

X->¥ X->y =7

Grani¥na vrednost (13) uzima se, po definiciji, za vrednost funkcije
[X3Tys-+sV]E u sludaju kada se dave vrednosti ujednacuju. Naime

(13%) [y,y,z“..,v_']f def ??, [y,z,...,ﬂf

Na osnovu definicije operatora podeljenih razlika 1 svojstva sime-
trije neposredno se zakljuduje da je 0perator[?gy,..¢,?j definici-
Jjom (13") dodefinisan i u slufaju kada se ujednaduju bilo koje dru-

ge dve vrednosti iz skupa {xgy,a..,?}, pod uslovoem da odgoverajuéi
parcijalni izvod postoji.

3

6. Vraéamo se ponovo na jednadinu (J). Pretpostavimo da je ona -
moguéa i da ima'bar §;jednostrukih.reéenja 8,Dy00058. Vekbtor
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(14) | A%ﬁ (Byo0nesS)

zOVemo Verxbtor refenja. Pretpostavijamo, kao i napred, da je f(x) de-
finisana u oblasti D kojoj pripadaju resenja a,...,8 i u kojoj posto-
Jje izvodi:

Koriscena Jje oznaka:
[¥]e 288 (y,...,v] £,

gde su y,...,v medjusobno razlidite tadke oblasti D (k ih Je na broju
U daljem koristimo i sledeéu oznsku

[x, Y|f def X, 3000,V £

Na osnova definicije (13) operatora podeljenih razlika neposred-
no ge dobija sledeci identitet

(15) £x) = 20y GEHEE + oee ¢ 200 FEREEERY 4
(x~3) ... (x=v) [x,Y]|£,

Prvih k sabiraka na desnoj strani obrazuju Newtonov interpolacioni
polinom za funkciju f(x) u sludaju razliéitih interpolacionih tacdaka
X,F¥,++.,V (0dnosno, Lagrangeev interpolacicni polinom), dok Jje posle-
dnji ¢élan ostatak. Primetimo da Jje prvi sabirak Jjednak nuli, kada je
YE {@,...,8f. Inspirifuéi se tom &injenicom, nizove (&8;)4...,(8;)
odredjujemo sledecCim identitetima po x:

f(x) = (x—ai+l)(x@bi)...(x-si)Exrai)f + £(b;)Ib; +...+ £(8;)Ls ;

£(x) = (x-a;)(x~b; ,)...(x-5.)[x,A;]f + £(a;)La; +

7

£(x) u'(x—ai)...(Xﬁri)(x-si+l)[kdgi]f + f(a;)La; +eso+ £(r;)Ir; -
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Oovde su uvedene gledeée oznake:

def (x—bi)a..(x-si) c_lgj (x-ai)...(x-ri)

I.la ——— T_—T)_T_—)-g oe e QLS- it
i a 2 o e 0 ai Bi l | Bi-ai - W Bi-ri

i771

J

A, def

1 (aigli-,si).

7zemenjujuéi u prethodnim jednakosti X TredOm S8 859ee09384 i resavaju-
é1i tako dobijene Jednakosti poO &85 79985, dolazi se do formula

ai+1 = g(ai,bi’- .-,Bi) 9

b. 1 =?(bisci,...,ai)a o ..- |

i+
(16) :
85,1 = E(855850022T;)>
| .. o def L ..
gde Je funkcija E"(Y) [‘I == (y“”gv)] definisana pomocu .

(17) Oy) =y = eI

(y—z) oo (y—-v)%[’f] £

Tterativan postupak koji izlazemo odredjen je formulana (16) i (17).

Radi lakBeg izrafavanja uvodimo sledeéu vektorsku funkciju e

Oxy 8oL (£(3), CMUT), ... 5 EGETID,

gde je permutacija ol = (12...k). Koristiée te oznake formule (16) 1
(17) zapisuju se kratko u vektorskom obliku |

(16) a4 = DGy

7. Prétpostavimo da nizovi (ai),“”(si) definisani Jjednakosti-
ma (16) i (17) postoje. To, u stvari, znadi (posto jJe f(‘f) racio=-
palpa funkcija) da su za svaki 1 svi i-ti ¢lanovi 8j45e.¢48; med ju-

sobno razliditi i da su svi izvodi %[’ﬂf”.,, %{‘fjf razlicditi od

nule za ¥ = A;. Tada, ukoliko postogje graniéne vrednosti

lim 854 coos lim 84,

1-—? C & 1—*—':_" Pl

L
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one su redenja jednadine (J). Do tog zakljucka se dolazi prelaskom

u jednakostima (16) na graniénu vrednost.

8. U sledeéo] teoremi dokazuje se, da, pod odredjenim uslovima
za funkeiju £, nizovi (ai),...,(si) uvedéni formulama (16) i (17) |
postoje i da konvergiraju redom ka resenjima a,...,8, ukoliko su po-
detne vrednosti &,,...,8, dovoljno blizu redom ka 84e¢..,8.

Teorema 1. Neka je (J) moguéa jednadina na polju realnih brojeva
koja ima bar k (k>1) realnih re3enja: a,...,8. Pretpostavimo, da-
1je, da postoje konadni izvodi tredeg reda:

t"(a)y, ooe , £"(8)
i da su izvodi prvog reda

£'(a), «ce 5 £ (8)

svi razliditi od nule. Tada, postoji izvesna okolina V vektora. re-
fenja A = (8,...,8) takva da, ukoliko je A E V, ‘onda: |

(i) Postoji taéno jedan niz (A ) koji zadovolgava uslove (16), (17)
i (16'). :
(ii) TaJ niz (A ) konvergira ka vektoru resenja A jednadine (J).
(iii) Eonvergenc:l.ja niza (A ) Jje kvadratna.

Dokaz. Dokaz izvodimo u nekoliko koraka:
Prvi korak. U sludaju kada je Y = A, identitet (15) prelazi u

(18) £(x) = (x-a)...(x-8)[x, A|f.

Diferenciranjem po x (x je iz okoline neke od tadaka 8,...,5 pa po-
stoji prvi izvod leve i desmne Btrane na osnovu pretpostavki u iskazu
teoreme) dobijamo

(19) £/(x) = (X-D)e.o(x-8) [XyA]L + (x-8)(X~C)eeo(X~8)[X,A] 2 +o.u+ }

(x-8)...(x-7) [x,A] £ + (x-2)...(x~8) 5% [x,4] £. :
Izvod BQJE [x,.&] f postoji Jjer Je na osnovu defiricije operatora pode-
ljenih razlika, [x,A]f racionalna funkcija kod koje u imenitelju
wiestvuje proizvod razlika: (X-8),e.0y(x-8), (8-D)yeeecy(8-8),c0.,(r-3)
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dok je brojitelj polinom prvog stepena po argumentima f(x), f(a)gaeo,
£(s) (kojeficijenti tog polinoma su proizvodi nekihod napred navede-
nih razlika). Po pretpostavci funkcija f£(x) ima izvod prvog reda u

okolinama ta&aka 8,...,8, pa prema tome, postoji u okolinama tih ta-
aka 1 1zvod5— [x,Al£e - - =

Stav¥ljajuéi u jednakosti (19) umesto x redom 8,...,8 i koristeéi de-~
finiciju (13”) dolazi se do Jednakosti:

£'(a) = (a=b) s+ (a-a) % [A]£,

(20) |
ff(s) = (B—a) oo e (B—r) [A_]'P

Koristeéi pretpostavku teoreme da je izvod £’ (x) razlidit od nule
za x€{8,...8} i upravo izvedene jednakosti (20) zakljudujemo da Jje

fu’_n_kci;_ia ? (Yz uvedensa Romoéu ;_iednakosti (1222 definisana u okolini
tadke A,

=

Drugi_korak. Dokazujemo da su avi parcijalni izvodi prvog reda po
koordinatama funkcije CP(‘I) ;jednaki nuli u tadki Y = A, 2a to je,

na osnovu definicije te funkcije, dovoljno dokazati da su svi par-
cijalni izvodi prvog reda funkcije Ey(Y) jednaki nuli u toJ tadki.
Koristedéi obrazlofenje iz prethodnog korska dokaza,u vezi sa obli-
kom funkcije {Y] £, zakljudujemo da Jje funkcija £(1) slededeg ob-
lika e o

_ £(y) 1 9
P(£/ (7)) ,£(F)ec-£(V))

gde Je [1 proizvod od mnekih razlika X=Yqo000yu=V, dOk Je

P(L (), 2(F)c=-£(V))

polinom prvog stepena po nazpacenim argunentima. Koeficijenti tog
polinoma su proizvodi nekih od prethodnih razlika. Prema tome,
funkcija @(Y) Jje analiticdka po argumentima: £/ (3) £(F)se~=s2(V),
Ty Y=2yeee3Y=Vyees,u-v. Na osnovu pretpostavke teoreme o postoja-
nju konadnog treleg 1zvoda £ (x) itadkala 8,...,8 8ledi da u_ta-
&ki A postoje 1 konadni svi parci alm 1zvodi 0 reda funkcije
€(Y). A to ujedno zna¥i da u okolini tafke A posto]
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pi 1zvod1 prvog reda te funkcije. Odredjujemo vrednost prvih parcljal-

nih izvoda funkecije Q?(Y) u tadki A. Prema (17) dobijamo:

14 __L(zL___-;-f(y) 1 ;

‘2 (y-2)+ - (3=v)5 [Y]f 9y (y-2) e+ (y-v) y[ﬂf

1
(7-2) + ++ (3-V)5 [ﬂf

i
ﬁ = f(y) rﬁ

(a-b)-n(a-s)a—j}.]f » 5
Koristeéi prvu od jednskosti (20) dobijamo g—g= O, za Y = A, ;

Treéi korak., Na osnovu dokazanog imamo sledeéi Taylorov razvitak fune
keije £ (Y) u okolini tadke A ~

(1) =) + o iY - %),
Na osnovu te Jjednakosti dobijamo

1Py -Payl = ohy - as

odnosno, podto je A fiksna tadka 2za fu.nkc:.au (P to u okolini tacke A,
vazi sledea Jjednakost

Y,

(21) i bx) - All = oUIT - AYZ).

Prethodna relacija znadi da postoj? nenegativma konstanta M takva da
u okolini tadke A vaZi:

o

(21 ) IPT) - Afl < MY - a4°.

Ako se A, izabere tako da vaze relacije

(22) I A, - All<1, mMia - Af-% q <1,
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\
tada se iz jednakosti (21 ),indukcijom po i, dokazuje;

' i !
(23) Ay - Al w2~ Yopag - %

i. 4
- (M-lla, - A1)Z ~tefa, - Af.
Odatle koristeéi uslove (22) dobijamo

i
(24) ja; - All& o= 7t

Na osnovu pretpostavki u iskazu teoreme i relacije (24) zakl jucéujemo

da postoji okolina V vektora A takva da niz (A.) odredjen uslovima (16),

i (16') postoji i da svi Slanovi tog niza pripadaju V, ukoliko je
Auéivn Osim toga, niz ghi) konvergira ka A kao l 1§lodnosno brzinom

Ei-1, otkuda Jje i doSao naziv kvadratna konvergencija}) Ovim je dokaz

+teoreme zavrsen.

9, Konvergencija niza (Ai) moZe se dokazati i primenom Banachovog
stava o nepokretnoj tadki, ali u tom sludaju se ne dobija zakljudak o
kxvadratnoj konvergenciji. Navodimo takav jedan dokaz.
¥ prostoru Ek uodavamo vektorsku normu

~ x

(25) (xl,...,xk) 9—'3__—; S'I;.p xi o A

U odnosu na odgovarajuc¢u metriku prostor Rk je kompletgn metridki pro-
stor. Dalje, za realnu matricu A = (aij)mxn.tipa.mxn'matriénu Nnormu Uvo-

dimo definicijom
T ' n

{26) Haﬂ.ggf sup E laij]“
1 321

saglasna sa vektorskom normom, ukoliko

7a matriénu normu kaze se da Je
je ispunjen uslov

T(27) [ Aex |l NAl-{x|i (x je vektor) .

Ijﬂiposlednjoj glavi biée viSe redi o redu konvergencije nekog itera-

tivnog postupka.
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TskO se mozZe dokazati[}3jada je matriéna norma (26) saglasna sa vek-
torskom normom (25) odnosno da Je taéna'nejednakost

suplZ a; 4% le sup] |-sup2__ ]a:|.;1|

J=1 J=1
Prema uslovima teoreme funkcija @f&i;I)(iao,,..,k-l) ima neprekidne

sve parcijalne izvode prvog reda u okolini tacke A. Prema teoremi o
srednjoj vrednosti imamo (u konveksnoj okolini tadke A):

by - Coltny) = 2y (3-gp)+e -+ 2l (vovp)
(C; = Y+611(Y1'Y)5 °<%<la i = 0j0e0,k=1)

a odavde

56200).“ &fcc )

. a5
{28) Py) - @(Yl) =| -, 3 -1,

Na osnovu dokaza teoreme svi parcijalni izvodi prvog reda funkcijs
201y, CEY)yeee, C@E 1Y) jednaki su nuli u tadki A i neprekidpi u
ckolinl te tadke., Odatle sledi da postoji q tako da u izvesnoj okoli-
ni tadke A vaZe nejednskosti:

(29) | l %@?(diY) i £ ﬂ-“ <oy }%é (3{.:"Y)j <l %

(0 f'f:‘.q . 1; i=03 G gk-l) @

ZLoristeti nejednakosti (27), iz (28) dobijamo

360 Yooo . {(c )|
ﬁ

_ | _ Oy
1P - Sl f||ae + = o 2o o

3¢, e
5?( qﬂ) °®° -%-::;( Ce:)_i

°L’I -— Yl”j‘ 9

& odatle na osnovu definicije vektorske i matridne norme i nejednakosti

{29): *% ﬂ"‘
300 | Pwm - Paplgy 304 [ NP
_ |
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Oznadimo matricu koja ulestvuje na desnoj strani sa Q. Neposre-
dno se zakljuduje, koristeéi (26) da vaii: )

(31) lQll = q.

prema tome, relacija (30) ekvivalentna je sa

(32) | Py -Pixpli< allr -xy)l, 0<a<1.

Iz poslednje formule, stavljajuéi umesto Y, Yl redom.Ai, ﬁ? dobija=~
mo -

(33) h Ay, - afl< allag - all , o<1

- .'.ﬁ-'.ai'lﬂlulr '

Prema formulama (32) i (33) zakljuéujemo sledeééi'Postoji izvesna

ckolina V =ft| LT - all< r}; tadke A takva da°’

(i) Svi &lanovi niza (Ai), definisanog pomoéu (16 ), pripadaju V

ukoliko A:GE'V. |
(ii) Preslikaian e‘Q?(I e kontrakeija oblasti V.
Kako Je ( ,|| ” ) kompletan metridki prostor, to prema Banacho-

vom stavu, niz (A), definisan pomoéu (16 ), konvergira, ukoliko
s‘ie .&: E Vo

10, Dokaz konvergencije niza (A;), primenom Banachovog stavs,
jzveden je koriZéenjem tzv. prve vektorske i matriéne norme. Pri-
metimo da dokaz "prolazi" i u odnosu na drugu i treéu normu .510]g
Jjer Jje

—

“Q”g = g, nQ“3 = 1 q,.

Druga jednakost sledi iz éinjemice %to su sve sopstvene vrednosti
matrice Q jednake q i O, pri Cemu je q jednostruka. Uopste, dovolj~
no Jje ddkazati[iO] da su sve sopstvene vrednosti neke matrice Q
giji su elementi ogranicdenja odgovarajuéih parcijalnih izvoda po
modulu manji od jedinice a za to Je dovoljno da za bilo koju ma-
trid¢nu normu va§i=J|Q|L£§ qQ <- 1.
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11, Teorema 1. formulisana Jje i dokazana za slucaj realnih ko=~
rena realne jednaline. Sluda] kompleksnih korena, sledi-nepbsrean'
pod istim uslovima. Ako je f(x) kompleksna funkcijs kompleksne PIO-
menljive, dobio bi se analogon Teoreme 1, 8 tim Sto se uslov egzi-

stencije tredeg izvoda funkcije f(x) zamenjuje uslovom: f£(x) Je
analiticdka funkci ja.

12, Formule (16) svode se u sludaju kX = 1 na Newton-Raphsonovu

formulu, & u sludaju k = n, kxada je f(x) polinom na formule (6)
S.B.Presita.

13, Neka je sada f£(x) polinom (realan ili kompleksan) stepena
ns -

(34) | £f(x) = In + Pn—l xn"l AL pl X + po

Potrazimo funkciju [x,y,...,ﬁ]f u tom sludaju.

Primenom operatora podeljenih razlikas na funkclju.im (m = 0,1,...)
dobija se

[x,y, soey {lxm = L xi ...v , zam=> k

i+l +a-~+1k=mpk "

Ctuda neposredno sledi
B

Za.l i
(35) [x,y,...,f]f = xﬁy'l..,V'k +

E 1, i
Pp_1 x'y L ..V k+=-n+pk+l(x+~n+v)+pk
i+i1+---+ik=npk-l

Y,

Na taj nadin se formule (16) i (17) svode na formule [Sd] za Jedno-
vremeno odredjivenje k korena polinoma.
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14, Praksa Je pokazala da pretpostarka o jednostrukosti resenja
nije bitna (primer 2.). Dalje, moguénost anuliranja imenitelja kod
funkcije (Y) Je retka. Osim toga, u sludaju kada se odredjuju sva
resenja jednadine (J) postupak skoro uvek konvergira - i za veoma
udaljene podetne vrednosti (Primer 2, Primer 3).

Radunski primeri

Primer l. Neka je f£(x) sledeéi polinom sedmog stepena
£(x) = 6x7/-107x°+553x°-88x " -5764x>+10929x°+2709x~13230 .

Njegovi koreni su =3, -1, 2, 7/3, 3, 7, 15/2.,

Odredjujemo koreme 2,7/3, 3, koristeéi formule (16) i (23). U
ovom sludaju je k = 3.

U "tablicema” koje navodimo u prvoj koloni nalazi se ozna-
ka 2za red iteragije; U prvoj vrsti su pocetne vrednosti 8,9 bo,
Cos M drugoj vrsti su prve izradunate vrednesti a4, by;, ¢4 itd.
simbol e+n (ne W) znadi da je broj koji neposredno stoji ispred
njega pomnoZen sa 10%.

1° Poéetne.#rednostiz a, = 1; bo = 2,5;::O = 2,9,
VYrednosti iteracija:

(0) 0.10000000e+01 0.25000000e+01 0.29000000e+01
(1) 0.23534808e+01 0.24161684e+01 0.29776401e+01
(2) 0.16%76929e+01 0.26699287e+01 0.30371492e+01
(3) 0.18819405e4+0L 0.24683%282e+01 0.29829280e+01
(4) 0.19746533e+01 0,23564455e+01 0.30022519e+01
(5) 0,19984392e+01 0.23349207e+01 0.29999734e4+01
(6) 0.19999926e+01 0.23333412e+01 0.2999998%e+01
(7) 0.20000000e+01 0.2333%3341e+01 0.29999991e+01

2? Poletne vrednostis a, = 1,53 bo = 2453 Cqy = 3,716




Vrednosti iteracija:

(0) 0.15000000e+01
(1) 0.18855122e+01
(2) 0.19991346e4+01
(3) 0.20000157e+01

(4) 0.19999999%¢+01
(5) 0.20000000€+01

3° Podetne vrednosti: a,

Vrednosti iteracija:

(0) 0.12300000e+01
(1) 0.23042366e+01
(2) 0.23189042e+C1
(3) 0.23321036e+01
(4) 0:233%3%333e+01
(5) 0.23333341e+01

Primer 2.

0.23000000e+01
0.23068071e+01
0.232%9351e+01
0.23331593e+01

0.23333%29e+01
0.2333%33358e+01

= 1,233 b, = 1,915 ¢

0.19100000e+01
0.18730140e+01
0.19817669e+01
0, 200035810e+01
0.15999987e+01
0, =3000000e+01

£f{x) Je sledeéi polinom

O

0.37100000e+01
0.310073%24e401
0.30114682e+01
0. 30001565e+01
0.29999989%e+01
0.29999988e+01

0.40000000e+01
0.32969047e+01
0.30253276e+01
0.30008901e+01
0.30000001e+01
0.29999989e+01

f(x) =x6+2x5+i%34+%x3+l%x2+-2x-%.

Njegov jedini realan koren
formulu (16) za slucaj k

1° pPodetne wvrednosti: a

Vrednosti iteraciia:

(0) 0.,10000000e+01
(1) 0.81250000e+00
(2) 0.67780114e+00
(3) 0.59394077e+00
(4) 0.54777879e+00
(5) 0.52399168e+00

<

i

73
= .o

0. 00000000e+00
0,18181818e+00
0.319528082+00
0. 40563064e+00
0. 4521940%e+00
0. 476007078400

Je = 5 1 on Je dvostruk, Primenjujemo




(6) 0.51200829e+0Q0
(7) 0.50600577e+00
(8) 0.50300312e+C0
(9) 0.50150177e+00
(10) 0.50075082e+00
(11) 0.500%7249e+00
(12) 0.50018874e+00
(13) 0.50009326e+00

20 podetne vrednosti: 2,

Vrednosti iteracijas

0.48799154e+00
0.49%99424e+00
0.49699702e+00
0.49849870e+00
0.49924919e+00
0.4956238%e+00
0.495981%06e+00
0.,495990561e+00

= 0§ b0= 10.

(0) ©0.00COCCCLe+00
(1) 0.4005682%te~05
(2) 0.1620900C :~C4
(3) 0.53349507e-24
(4) 0.166219%%e-03
(5) ©0.50855919e-03
(6) 0.15450246~-02
(7) 0.46875438¢-02
(8) 0.1437113le-01
(9) 0. 46496614e-01
(10) - 0.19812175e+00
(11) ~0.42188259e+C0O
(12) -0.414255802+00
(13) ~0.365466722+00
(14) =0.44142784e+00
(15) -0.470842578+00
(16) -0.48540298e+00
(17) ~0,49269870e+00
(18) =~0,49634911e+00
(19) -=0.49817421le+00
(20) =0.49906745e+00
(21) -=0.499543%7%e+C0
(22) ~=0.4997719%e+00
(23) ~0.49988702e+00
(24) =0.49993734e+00

0.10000000e+02
0.,78980285e+01
0.62103889e+01
0.485234359e+01
- 27553974e+01
0, 2886%688%¢+01
0.21308405e+01
0.15168655e+01
0,98409902e+00
0., 48743250e+00
~0.95%41521e-01
0, 11300744e+00
=0, 725918951e+00
=0 o 59960748e+00
=0 o B5741170e+00
=0, 52914289e+00
=0, 51459685e+00
=0 50730128e+00
=0 $0565098e+00
=00 5018254 5¢4+00

=0, 50091358e+00 -
‘*’:0 o 50%55679"‘00 :

=0, 500277 56e+00
=0+ 50011734e+00
=0, 500057442400

2
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3° Poletne vrednosti: a

o'-15§ bo =7-

- Vrednosti iteracija:

(0) -0.13000000e+02 0,70000000e+01
(1) -0.10637227e402 0.65090854e4+01
(2) -0.87316079e+01 0.58234919e+01
(3) -0.71903747e4+01 0,50594989%e+01
(4) -0.59392110e+01 0.43057384e+01
(5) =0.49192002e401 0. %26062323e+01
(6) ~0.40837854e+01 0.29772655e+01
(7) -0.3%961634e401 0.24207740e+01
(8) -0.28271918e+01 0.19317197e+01
(9) -0.23537480e+01 0.15019420e+01
(10) ~-0.195747%5¢401 0.11222517e+01
(11) -0.16238686e+01 0.78381364e+00
(12) -0.13417988e4+01 0.47955582e+00
(13) -0.11036161e+01 0.20621244e+00
(14) -0.90608401e+00 ~0.32695649e~01
(15) -0.75101165e400 ~0.22430539e+00
(16) -0.64152123e4+00 ~0.35347525e+00
(17) -0, 57416049400 -0, 42545067e+00
(18) -0.53752424e400 -0.46246288e+00
(19) -0.51881179e+00 ~0.48118773e+00
(20) -0.50941191e+00 ~0.49058809e+00
(21) -0 » 50470671 e+00 ~0.49529325e4+00
(22) -0.50235326e+00 -0.497646466+00
(23) -0.50117646e+00 ~0.46882991¢+00
(24) -0.50058889%e+00 ~0 . 49941157e+00
(25) ~0.50029411e+00 ~0.49970744e+00
(26) -0. 50014644400 -0.49985159e+00
(27) -0. 50007349400 -0.49992808¢+00

Primer 3. Neka je f(x) sledeéa funkcija:

ex+ X2-2 0

t

£(x)

Ona ima dve realne nule. Njihove pribliZne vrednosti su: amx-1,%159:
bz 0,5372. Odred jujemo te Mmule pomodéu formula (16) i (17 ); dakle, u
ovom s8luadju je k=2. Izvod je odredjivan po formuli?

(36) £ (x) ﬁ’w——)-—fgﬁ, Ax = 0,001.




1° Podetne vrednosti: a, = - 1,5; bo = 0,5,

Vrednosti iteracija:

0.5000000e+00

(0) -0.1500000e+Q1

(1) =0.1310064e+01 0.5%44544e+00
(2) =0.1315979e+01 0.5%372795e+00
(3) =0.13%1598le+01 0.5%72810e+00
29 po¥etne vrednosti: a, = -1 3 bo = 0.

Vrednosti iteracija:

P, PN P N

-0 .1000000e+01
-0 ° 14 999703"'01
«0.1%%33%4Te+0l
-0.1%51615le+01

30 poXetne vrednosti: a

Vrednosti iteracija:

0.0000000e+00
0.7%309951e+00
0.5551524e+00

0.557456%e+00
0.5372475e+00

-0,2; b - 1.

O

(0) =0.2000000e+00 0.1000000e+01
(1) «~0.7809612e+00 0.2643%520e+01
(2) -0.14489%2e+00 0.6718178e+01
(3) =0.1325077e+00 0.5465687e+01
(4) =-0.1%31602%e+00 0.5373248e+01
4° Poletne vrednostii: a, = =103 b0 = 12.
| Vrednosti iteracije:

P~
o 30, F SC R VE J e
e N s Vs S Vsl S

pud = b ed NSNS N
O -
e St St Vs S S s

TN P
o=

-0 .1000000e+02
-0.9986792e+01
-0.9951209e+01
""0 » 985 6492 e+01
-0,9612180e+01
-0.9028601e+01
-0.60732T71e+0l
-0.4215428e+01
-0 ° 27885 903"'01
=0.1898%67e+01
«0.1454221e+01
-0,1%26418e+01
-0.1316039e+01

0.1200000e+02
0.1095207Te+02
0.9900541e+01
0.8844026e+01
0.7779442e+01
0,.6701260e+01
0.5600254e+01
0.4464255e+01
0.3289%40e+01
0.213%0802e+01
0.1189426e+01
0.68%56%6e+01
0.548028T7e+01
0.5%37%412e+01




5° Po8etne vrednosti: a,

Vrednosti iteracija:

0.1000000:2+02
0.100%526e+02
0.101%771le+02
0.1049679e+02
0.18109%%e+02
0.1704476e+02
0.1489950e+02
0.1%81727e+02
 0.1272660e+02
0.1162599e+02

0.1051186e+02

0.937966%e+01
0}82203529+01
0u51373lle+01
0.,4291198e+01
0.2%914642+01
‘0u43246333+02
=0.4%2463%+02
=0.4%246%%e+02
=0.4%246%%e+02
~0.4%246%Be+(2
'0543246BBE+92
«0.432463%e+02
«0.4%246%3e+{2
=0.4%246%%e+02
“Oa4324633@*©2
=0.43246%%2+0<
«~0.4%246%B3e+02
«Q.4%246%53e+02
=0.4%246%3e+02
-0.4%246%%2+02
-0,4%24633+02
-06432463§@+92
=D 4%2463%e+(2
~0.4%2463% 2402
<0.4%246%%a+Q2
=0 .43246%% 2402
-0.4%2463% e+()2
“004324633ﬁ+92
“0.43%3246%53+02
“‘0u4324651E%02
=(3.4%24627a+Q2
"0&43246163+02
-0.432458T7e+02
-0.4%24508e+02
-0 u43242 92 Emg
-On43237059+02
«-0.4%221132+02
-0.43177942+02
-0.4306125a+(2
-0.427483Te+(02

=10; b_ = 15,

o

0.1500000e+02
0.137524%e+02
0.12%9669e+02
0.107%9%6e+02
0.,1801708e+01
0.1801710e+0l
0.1801T14e+01
0.1801726e+01
0.1801758e+01
0.1801846e+01
0.180208%e+01
0.1802724e+01
0.180445Te+01
0,180914%e+01

0:1821884e+01
o 4301 85T142e+01
" 0.1960776e+01

0.2%41109e+01
0.46146%2e+02
0.4513%5%1 e+(2
0.4412449e+02
0.4%11%47e+02
0.4210218e+02
0.4.09072e+02
0.4007969%e+02
0.3%3906780e+02
0.3%80%618e+02
0.3704428e+02
0.360%245e+02
0.%501958e+02
0.%40071Te+02
0.%299494e+02
0.%3198167Te+02
0.%0968%Te+02
0.2995562e+02
0.2894250e+02
3.279290%9e+02
0.2691558e+07
0025901826+02
0.2488749e+02
0.2387%20e+02
0.228%8%6e+02
0.218435%e+02
0.2082846e+02
0.1981318e+02
0.1879775e+02
0.177818%e+02
0.,1676571e+02
0.1574926e+02
0.147%246e+02
0,13715%%e+02
C.1269788e+02
0.1167972e+02
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(53) <=0.4192793e+02 0.1066081 e+02
(54) =0.3989470e+02 0.9640482e+01
(55) =0.3547768e+02 0.8617731e+01
(56) =0.2806158e+02 0.7590076e+01
(57) =0.1944408e+02 0.6552096e+01
(58) =0.12%4218e+02 0.5492756e+01
(59) =0.756330T7e+0l 0.43962%9e+01
(60) =-0.4618155e+01 0.%255848e+01
(61) =0.2885084e+01 - 0.2124521e+01
(62) =0.1920461le+01 0.1196155e+01
(63) =-0.1459998e+01 0.69009%4e+00
(64) =0.1327085e+01 0.5487041e+00
(65) =0,1%16047e+0l 0.537%497e+00

Primer 4. f(x) Jje funkecija:
f(x) = €nx - %Xa

Ona ima dve realne mule: a = 1,4296, b=8,6131

Primenjujemo forumle (16) i (17) za slulaj K = 2.

Izvod f’(x) odredjuje se pomodéu formule (36).

1° Po¥etne vrednosti: a, = - b = 2,

Vrednosti iteracija:

(0) 0.1000000e+01 0.2000000e+01
(1) 0.1815227e+01 0. 3000%34e+01
(2) 0.6923690e+00 0.684%649e+01
(3) 0.1197244e+01 0.7782288e+01
(4) 0.1413845e+01 0.4864659e+01
(5) 0.1429615e+01 0.86101%9e+01
(6) 0.1429612e+01 0.8613169e+01

2% podetne vrednosti: a, = 0,253 b0 = 4,

Vrednosti iteracija:

(0) 0.2500000e+00 0. 4000000e+01
(1) 0.6952987e+00 0.4789550e%+01
(2)  0.1251405e+01 0.6195%3%2e+01
(%) 0.,1437763e+01 0.78%917%42+0L
(4) 0.1429%10e+01 0.856G22%e+01
(5) 0.1429612e+01 0.8612997e+01
(6) 0.1429612e+01 0.861316%e+01
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3° PoZetne vrednosti: a =4; b =10,

Vrednosti iteracija:

(0) 0 .4000000e+01 0.1000000e+02
(1) 0.286052%e+01 0.6254569e+01
(2) 0.1%49084e+00 0.066%68%96e+01
(%) 0.4%50256e+00 0.7157410e+01
(4) 0.9%56785%e+00 0.780%235e+01
(5) 0.133123%39e+01 0.8377%84e+01
(6) 0.1426561e+01 0.85975%7e+01
(7) 0.8613%127e+01

0.142961le+0l




D R U G A G L A V A

Stavovi konvergenciJje za neke

poznate iterativne postupke

N |

1. IstraZivanja u ovoj glavi usmerena su ks ispitivanju kon-
vergencije iterativnog postupka navedenog u prethodnoj glavi; ali
u grani&nim sludajevima kada se odredjuje jedan, odnosno svi kore-
ni polinoma. Preciznije, izloZiéemo dva stava O konvergenciji: pr-
vi (Teorema 2.) je za Newtonov postupak za polinome, a drugi (Teo-
rema 3.) za postupak S.B.Pred3iéa.

Medju do sada poznatim kriterijumima konvergencije za itera-
+ivne postupke istifemo.slededa dva za Newton-Raphsonov posiupak.

Kriterijum 1. (A.L.Cauchy, 1829,[16]) Neka je f(x) realna funkei-
ja definisana u intervalu Kb={?I|XmX1H§ixlﬂxoﬁ;i neka u tom inter-
valu ima prvi i drugi izvod. Ako podetna vrednost X, zadovol java

uslov
(U,) 2 1% % M< min]f’(x)] (nggmaxlf“(x)l)
| K K
0 o
tada niz
' _ o Hxy) . _
(1) xi"‘l - Xi- 'f_irx-{) (f (XO)#O; 1 = Oglgc_ca)

konvergira ka ‘jedinstvenom realnom reSenju § Jjednadine f(x)=0 u in-
tervalu K . Ogim toga vaZi sledela relacija
i

def

(A==min [£°(x)] 5 1=0,1,...).

%

‘M %, =X
» . 4A l "0
X3-S5 W | T 24 :‘
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Napominjemo da je Cauchyeva originelna formulacija navedenog -
stava neprecizna a dokaz nepotpun. Logilkom analizom rada Sur lg"
détermination approximative des racines d‘une dquation algébrique
ou transcendante [16], moZe se, oslanjajuéi se na Cauchyeve ideje
doéi do formulacije i dokaza kriterijuma l.

Kriterijum 2. (A.Ostrowski, 1939,[}5])- Neka je f£(x) kompl eksna |
funkcija kompleksne promenl jive analitilka u krugu Kb={xllx-xﬂ o
1élx1-xoﬁ i neka Jje f(xo)f’(xo)#o. Ako poletna vrednost x zado- . .
voljava uslovV

(Uy) 2 [ x| M2 (x,) | (Hemax|£*(x)])

0
tada svi &lanovi niza (x ), obrazovanog polazeéi od talke X, na' o
osnovu formule (1), leZe u krugu K iniz (x; ) konvergira. Grani-
gna vrednost niza, oznadimo je sa 3, je Jedn.nstveno esenje jednali-~-
ne £(x)=0 u krugu K, .Refenje 3 je jednostrukesem moZda u sluZaju
kada.} leZi na rubu kruga K, . Osim toga, vaie sledeée relacije

2 2 o
X: sn=Xs on| £ TS X.  n=TkL 2 (i=0,14000)
|.1+2 1+ll*-2lf:txi+1” ’| i4+2 .S§ 2| xi+1 pLy )

Isti sutor formulile i dokazuje analogan kriterijum za realné
funkclae[ﬁ] R

IzlaZemo kradi® pregled jo% nekih rezultata u vezi sa konver~ -
gencijom iteratiwnih postupaka. Osvréemo se prvenstveno na one ra-
dove koJjl su u vezi sa,havedenlm kriterijumima. |

Ideje navedenih kriterijums prirodno se produZzuju u istraiiva-__

._“I -y

_“33 konvergenci e Newton-Raphsonavog postupka za sisteme. U tom
praveu radili su F.A.Willers [65]i A.Ostrowski [44], obojica sluZaj
...5istema dve jednadine. Stav konvergencije za op3ti sluéa) Newtono-

'?*'vog‘postuﬁkﬁ za sisteme (na polju kompleksnih brojeva) dao Jje K.

Bussmann [14] , inspirijuéi se radovima prethodna dva autora za dve
jednaZine.
Nadovezujuéi se na nabrojane rezultate L.V.Kantorovié [ﬁjldo-'
bija kriterijum konvergencije Newtonovog postupka za sistem opéraﬁ
“torskih jedna¥ina na vrlo op3tim klssama metrilkih prostora.
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5. Poznatu &injenicu u vezi sa konvergencijom nizova, na ko«
se oslanjaju dokazi navedenih rezultata i na koju éemo se i mi po-
zivati, formulidemo u obliku sledede leme.

Lema. Neka je ?Lx) neprekidna funkei ja ko ja preslikava kompletan
metridki prostor X u samog sebe i |

(I) xi"’l = E(xi)

jterativan postupak definisan funkcigjom E’ Ako je pofetna vrednost
x, takva da niz (x;) ima svo jstvo

onda taj niz konvergira ka re3enju jednadine E‘f’(x)=x. Osim toga, svi
X¥1anovi tog niza kac i njegova graniéna vrednost pripadaju kugli

Koi—g_:f-[x“x-x < [xy=% 1}.

Dokaz leme proizlazi iz stava o umetnutim kuglama ¢iji polupre-
nici te%e nuli. Dovoljno je uoditi kugle: -def{;|d(x, 1+1) <
d(x; ,q9%5 )} (i=0,1,.0.).

Uslovi leme su ispunjeni, na primer, u sludaju kada je E?Cx)
realna funkcija koja u okolini K reSenja 5 jednadine x= Eﬂ(x) (pret-
postavljamo da je ta Jednaélna moguéa) ima kona&an prvi izvod i Jos
je ispunjen uslov [@’ (x)]| <& 2— u okolini K.

' [,

Analizom dokaza navedenih rezultata dolazi se do zakl julka da
se jedna ideja formulacije nekog kriterijuma konvergencije za pos-
tupak (I) sastoji u sledecem:

Naéi uslov (formulu) U(x) koji ima svojstvo:

-+

(¢) (V1) [U(xi) = U(xi,,,l)/\(d(xi.,.z :Xi...i)é ]é‘d(xi-t-l yX; ) )]'

U tom aluZaju jedan dovoljan uslov konvergencije za iterativan po-
stupak (I) jeste: U(X ).

‘ObrazloZenje: Uvedimo oznake U(i), H(i) za formule U(i.),
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d(xi+2’xi+l)éi%d(xi+1’xi)' Tada uslov (C) zajedno sa pretpostavkom
U(o) glasi:

Ulo A (V1) (U(i) = U(i+1)AH(1))

Polazeéi od te formule kao hipoteze imamo slededée izvodjenje. Kon-
vencija je da je svaka formula u nizu posledica formule koja joJ
neposredno prethodi.

o) A (¥ 1) (U()=Y U(i+1)AH(i))

(Hipoteza.)

U(o)A(VL)(U(L) = U(ivl) AU(L) => H(1))

(Prema tautologiji (p=%qaAr)=> (p=> Q)A(p=>r)).)

U(oIAYL) (U(L) = U(i+1))/\(Vi)(U(i)'=-*4?H(i))

(Prema valjanoj formuli (¥x) (@ (x)AR(x)) => Fx)(x)AFx)B(x)

(YL)U(LI)A Fi)(U(i)=> H(1))

(Na osnovu principa matematidke indukeije.)

WU A (YL U(L)=> (Vi)H(1))

(Prema valjanoj formuli (¥x)(d(x)=5{(x))=>((FX)HUx)=> (Fx)3(x)).)

(¥i)H(i)

(Primenjen Jje modus ponens.)

Dakle, izvedena je formula (H). Odatle na osnovu leme sledi da po-
stupak (I) konvergira.

Uslovi tipa (C) su znafajni jer tada dovoljan uslov konver-
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gencije U(x ) zavisi samo od podetne_vrednosti x, (i, naravno, od
funkcije @).

3. Ogranilimo se sada na Newton — Raphsonov postupak za Jed-
nadinu £(x)=0— £(x) je realna funkcija koja ima drugi izvod. Da
bi taj postupak konvergira&\dovoljno je da u okolini K korena 3
jednadine f(x)=0 bude ispunjen Jjedan od uslova‘

2 max £*(x) N
Up(x) o0oesse ‘§é%%7| . E%ﬁ’f7TET_ < 3
K
. maxlf“(x)‘ '

Up(X) cereoes l%&%%yi o T§¢TETT——+ < %

( Pretpostavljamo da je f(x)=0 moguéa jednalina i da su formule
Ul(x) Uz(x) definisane u K). Razlog: Svaki od uslova Ui(x),Ué(x)

IR 1)
povla&i uslov l@’(x)l,/:%-@ Med jutim, formule Ul(x), Uz(") su u-
pravo takve da imaju svojstvo (C). Prema tome, Ui(xo), Ué(xo) su

s tim 3to je i okolina K precizirana: K = Kb'

Poseban sluZaj Cauchyevog i kriterijuma Ostrowskog Jjeste slu-
2aj kada je £(x) polinom. Zbog raznih "dobrih svojstava®™ polinoma,
s specijalno zbog svojstva da je drugi izvod £"(x) funkei ja of
f“(xa),.,.,f(n)(xo), X=X (recimo red je o polinomu stepena n) na-

meéde se problem: Nadi kriteri jum konvergenci je Newtonovog postupka

za_polinome, gli takav da on zavisi od vrednosti funkcije i njenih
izvoda samo u po¥etnoj ta¥ki x . Razlog za redavanje takvog proble-

ma je 3to odredjivanje maksimuma drugog jzvoda (ili minimuma prvog
izvoda), u opdtem slu¥aju, nije ni3ta menji problem od odredjiva-
nja korena polinoma f(x).

Deo istraZivanja u ovoj glavi usmeren Je ka redavanju tog pro-
blema. Jedan rezultat u tom smislu jeste teorema 2e

Za pastupak S.B.Pre3ida [43] nije do sada poznat ni jedan kri-
terijum konvergencije (sem op3teg okolinskog kriterijuma navedenog
od autora).

1) U ovom sludaju Jje f?(x)=Xw g'xx , Jer je ref o Newton-Raphsono-
vom postupku.
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Drugi deo istraZivanja u ovoj glavi usmeren je ka dobijanju
jednog kriterijuma konvergencije tog postupka koji zavisi samo od
pofetnih vrednosti. Takav jedan kriterljum daje Teorema 3. '

4. Navodimo sada jedan dovoljan kriterijum konvergencije New-
ton-Raphsonovog postupka za polinome.

Teorema 2. Neka Je

(2) £(x) = x? + pntlxn'l+,nc+p1x+po

polinom étepena n(n;>9) na polju kompleksnih brojeva. Newton-Raph-
sonov postupak, tj. niz txi) odredjen formulom

fLXi) ,
(Il) xi+1=xl- m (f (xo) # 0)

1

konvergira, ukoliko poletna vrednosi X, zadovol java uslov

£(x,) _ f”(xoﬂ
U(0O) osees |- fer:T'__ HﬁTE;TH

o 1€ (n)
y38L, ox Ifléxﬂ ? fzg!x2| £ n!gle - 1} ‘

gde je M(x

’ﬂ@@g

U tom sludaju grani®na vrednost niza (xi) je Jjednostruki koren po-
linoma f(x) koji, kao i svi &lanovi niza (xi), lezi u krugu Kb =

={x| |x-xl\£ |xl-=x0\} o

Dokaz. uvodimo najpre sledeée oznake

£(x:)
» » o l [— ‘—
h(i) je zamena_ za izraz - fﬂTEET (—Xi+1-xi) (i=0;1,...)
(3)
s oGy .
U(i) je zamena za formulu [h(l)\éyaﬁrgzy (i=0,1,040)

Dokazujemo da Jje niz (xi) pod navedenim uslovima definisan i
.da formula U(i) ima svojstvo (C). Na osnovu tautologije (p=y qQAr)=>

(p=>q) A (p=>r) dovoljno je dokazati sledefa tvrdjenja (za pro-
izvoljan 1i):
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) UL)=(£(x, ) # 0),

(p) UL (InDI£ Fin(Dl),

(¥ U(1)= U(i+l),
Tvrdjenje.hi) obezbedjuje definisanost niza (xi) a tvrdjenja

(p) i (Jﬁ svojstvo (C),

Dokaz formule (). Neka je U(i) hipoteza. Tada je h(i) de-
finisano, tj. £°(x;) # O. Dokazujemo da je tada i £7(x;,4) # O.
Kako je f£(x) kompleksan polinom to vaZi identitet

f(x.) (n)(xi)

(4) f(xl+1)-f(x )+ _"]'.""'_}m(:i':-.w-l""'X Y¥eoot n! (%5417%4 )%

Diferenciranjem po X; .q iz (4) dobijamo identitet

£7(x; ) £9(x;)
(4') f'(xi_._l):f'(xi)"' ——I—,'—*(X1+1—Xl)+ '—E—(Xl_l_l-x ) teoot
f(n)(x ) I
Zn-li! (x1+1 ) R
Polazeéi od (4°) izvodimo sledede nejednakosti:
4 (n) -
f“(x ) f (x )i £ (x )
! ! | h(i)l %+... I—(—ﬂ—ﬂih( y Bl

\f'(xi+1)*f'(xi)l "‘TT""'"Sh(l)i

(Koristili smo: |A+Bi<jAl+ +iBli definiciju za h{(i).)

e M(xi)LZihLi)i+ 3§h(i)12+a¢.+n%h(i)?n_l)

(Na osnovu definicije za M(x).)

(o |7 (xg)!

) - r2 ’ n""l"
£7(xy); o Ry

< M(x;) teoot o
n M(xlf J%' M 2 nn-T M(xi)n'l |

Il

(xi)

(Koristili smo hipotezu U(i).)
| =D -

| £ (%, )] 0 £ (x, )"

< (xi)] 2 4 % _T—TM ==y *eoot n—Tn_ --—--—-M(x )n-2

o)

élf’(xi)! (E + ;1%' + oo *t n"'l

Il
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(jer je |£ (x)| £ M(x))

2n=1 ‘ '
= S | £7(x,)]
(n-=1) ‘ +

(Obavl jeno je sumiranje reda: g-hgg + ig +o00)
n

(o

Izvedena je nejednakost

' 2n-1 ; |
(5) £ (x;,4)=f(x:)| £ £ (%)
Kako je za nz4 tatna nejednakost -(—2—r-’-‘1]=2-41,to se iz (%) dooija:
n-1)

,f'(xi+l)-f’(xi)r41lf#(xi)ly odakle neposredno sledi f‘(xi+1)# 0,

3to je i trebalo dokazati.
6. Dokaz formule (2). Polazedéi od identiteta f’(xi+l) =

= f'(xi) + f'(xi*l)uf”(xi) minoriramo broJ ]f’(xi+l)£:
\f'(xi+1)L}lif’(xi){ﬂ Ef”(xi+1)=f’(xi)g
(Na osnovu nejednakosti !A+Bi::=jAl=i{Bil , za kompleksne
brojeve.}

2 !f’(xi)l i Efﬂ(xi_'_l)“fp(xi)i

(Na osnovu nejednakosti |A!> A, za realne brojeve)

)

> 18(x,)] - —E821p e (x,)
7 i | ?;:E??ﬂ Xq 5

(Koristili smo nejednakost (5))

2
— n -4n+2 fa(xi)

i (n=-1)

Izvedena je nejednakost

2
- ’ . n -411"'2 2
(6) |£7(xz )l > = =005 [£70xy)],

n2w4n+2

( pozitivan, kao 3to Jje ranije dokazanda
n-1)

kod koje Jje izraz
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Polazedi od identiteta (4) igzvodimo sledede nejednakosti:

|f(xi+l)\

=,——2-—-h(1) +eoat A

£7(x; ) (%) (x.)

n(i)®

(Na osnovu definicije (I;) niza (x;) i definicije za h(i).

M(x;) [B(1)] 21+ ()] +en o+ IB(1 P72

(Koristili smo:|A+Bl< [|Al+IBll i definiciju za M(x).)

IN

< M(xi)lh(i)12(1+ %-+...+ -%:g) -
n

(jer iz hipoteze U(i) i definicije za M(x) sledi:

(i) < &
£ M(x) (D121 £+ 5 +.00)
n
— o l2 Il
= M(x;) |h(i) "o 57 ©

Prema tome, izveli smo nejednakost .

(7) 120x; 410 £ Mlxp) In() % 225

L .

Koristedi nejednakosti (6) i (7) dobijamo nejednakost

(8)

odnosno

(8°)

M(X )‘h(l)ﬂ n(n=1
|h(1+1)L-“j§v(§—T—“——' —ane

\-*”%%ll el
hii) |~ lf X3 n2_4n+2

Prema hipotezi U(i) prvi umnoZak na desnoj strani nejednakosti (8°)
je manji ili Jjednak 1. Dakle:

\h i+l n-l .
=4n+2




. . n-1 1
Dokazujemo da Jje —5———— <L =
n =4n+2 e
n-1 _4__]2'-(:’ n2—6n+42,~0
n =4n+2

&Sn< 3= {5Vny3+V5.

Dakle razmatrana nejednakost je sigurnc tadna za n2>9. Odavde sledi

(9) |h(i+1)] < % h(i)l

gime je zavr3en dokaz tvrdjenja (f).

T. Dokaz formule QX} Vratimo se ponovo na identitet (4).Uza~

39

. )2

h;l

stopnim diferenciranjem po X35 41 dobi jamo
(m) (m) f(m+l)(xl) f(m+2)(xi)
£y )= B Uy g oy ) (g 5
f(n)(xi) n~m
tooaet W(Xi_ﬂ_*xl) (m=1:,2,..¢,n)'
. . ™y
Polazeéi od te jednakosti majoriramo —fE*——-(m—l 2yesoyh)s

\f(m) (xi+1 )'

7
m! —
. (Koristili smo nejednakost {A+B}< ||A| + |B|| i definici-
o Ju za M(x) i h{(i).)
é_ M(x )[( )+(m+1) ']'.' +¢a¢+(m+s)'-']:_' +ana+( n ) X
n s 7.8
C : 1 . 2
(jer: U(1)=$>\h(1)hé;n i w)= EE
1 1 1
‘..é. M(Xl)(l"‘ ﬁ +ii +o-a+ N=-m !
m+s, 1 _ 1! = m+s mts=-1
(Razlog: (7. 7)- s T s = =

IN
=
™
—~
-
+
+
2
+

n-m I

).)

M(xi)[(:)+(m;1) IR +(T2) [R(i) Z+ee o +(B) In(4) “"“‘]

: —n-m]

-
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Z e*NM(x.)
- p Y o) 1
(Koristili smo: E:_ = g)
i=o T

7na®i izvedena Jje nejednakost

\f(m)(xi)l
- £ eM(x;)  (m=1,2,0.0,0)

na osnovu koje neposredno sledi

(10) ' M(x;,q) £ eMlx;)

n"h(i+l)| M(xi+l)

Uslov U(i+l) ekvivalentan je sa formulom WFI———;_L
1+

Dokazujemo da je ta formula talna.
Koristedéi nejednakost (lo) i nejednakost e £3 imamo

Aln(i%1)l M(xg,y) 30 ](i+1)|MEx;)

14

& i 2
nih(i)l M(x;) p
é‘- 1 } o3 §n=1!
BEHCTY (n“=4n+2)

1

(Koristili smo nejednakosti (6) 1 (8).

< 3én-123

(n =4n+2)2

(Na osnovu hipoteze U(i).)

ERY.
Ostaje jod da se dokaZe ds je —éég—il—niwﬁlo Ta nejednakost ekvi-
(n“=4n+2)
velentna je sa nejednakod¢u

n4-=lln3 + 29n2-=25n+72z O

ko ja je tadna za nz9 (jer su, na primer, svi izvodi funkcije H(x)=

#x4-llx3+29x2-25x+7 pozitivai u tadki x=9). Na taj nafin dokazana
je i formula U(i) = U(i+l).

Iz svega do sada dokazanog sledi da niz (xi) konvergira ka korenu
polinomg £(x). Oznalimo taj koren sa kY




S | 4]
8. Dokaz da_je & Jjednostruki koren polinoma f(x). Majoriramo
razliku lf’(S)-f(xi)lpolazeéi od . identiteta £(5)-f"(x;) = £°(3)-
"f‘(xi-',l)"'f’(xi_i_l)-f (xi):
|£7(5)=2 (x| L | £7(E)-2" (K pg) | + | £ (xg )27 (x5) | -

Dal je koristimo ranije izvedenu nejednakost (5) 1 nejednakost

(11) | £°(5) = £7(x;,,)| « 2281}

(n-1)
¢ije je izvodjenje sledede:

|(f Il'r(g)"""'fﬂ"(xi_'_l)l = If“(xi_'_l)(g _xi"'l)-‘-' oot
(Na osnovu Taylorove formule. )

-1
£ M(x; 1)(25 =%, 5| +oeo* DI =X )0 )

(KorisSéena je nejednakost trougla i definieija
za M(x))

£M(x; 1) (2[h(i)] +o..nin(d) 7Y

(jer: (‘\?Z:i.)(;'&'K:iL)9 odnosno é’mxiﬂ[élh(i)l)

£eM(x;)(2[n(1) +.0o+ nln() B71)

(Prema nejednakosti (10).

e 2n=1
(n-1)

(Izvodjenje do poslednje nejednakosti je isto

kao odgovarajuéi deo izvodjenja nejednakosti (5)).
Na osnovu (&) i (11) va%i nejednakost

P 2[1"“"‘1 ' é
| £7€)-20x;)| £(erl) =75 If (x)]

odnosno neJjednakost
(12) |f’(C)=f”(xi)l¢iJf’(xi)[

za koju Je dovoljno dokazati
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2n-~1
(n=1)

(e+l) Z1

ReSavanjemte kvadratne nejednaline zakl juuje se da je ona ispunje-

na za n> e+2+ Jez+3e+3, odnosno sigurno za nz 9.
Iz (12) sledi £7(&) # O, odnosno & je jednostruki koren polino-
ma £(x). |

9, Kao 8to Je poznato; Ngwton-Raphsonov iterativnli postupak u
tesnoj je vezi sa Teylorovim polinomom. Bad ta &injenica leZi u os-
novi dokaza Teoreme 2.

U dal jem navodimo Jjedan kriterijum konvergencije (koji zavi-
si od pofetnih vrednosti i od rastojanja medju njima) za postupak
S.B.Presiéa koji je, kao $to Je ranije redeno, granifen slulaj
(k=n) postupka [J0] navedenog u prvoj glavi. Kako se do ideje za
te formule dolazi polazeéi od Newtonovog; odnosno Lagrangeevog in-
terpolacionog polinoma (to je Jjedan nadin dobijanja formula (6),I
gl.) to ée se 1 dokaz sledeée teoreme zasnivati na toj &injenici.

Teoremsa 2. Neka Je

_ _h n-=1
(13%) £(X) = X +p,_1X ~Fooo* PyX * Py

polinom stepena n (nz 2) ne polju kompleksnih brojeva. Oznalimo ko-
rene polinoma (13) sa

(14) 8,Dj000,8

i pretpostavimo da su oni svi medju sobom razli¥iti. Iterativni po-
stupak odredjen formulama

H eoo

(30?090930 med jusobno razli&iti)

konvergira, ukoliko poletine vrednosti 8 500058, zadovol javaju uslove
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|-f(a )\ c:la -b |noo|a -8, |
Ceeerenanes e L —2 2 —m-1
Alo) lag=Pgl =+« 18575 7(n-1) M(o)"
S(0)ecsoscoscns ‘-f(so)‘ < Mﬂ?
\So-aol RPN ‘SO- 0\ 7(11"‘1) M(O)n=~2
gde Jje M(3i) ggg'max {ja--b.\,...,|a--s-\,uoanou9|rnma.[}.

U tom sludaju granidna vrednost niza (x ) Je koren pollnoma £(x)
koji, kao i svi &lanovi niza (x ), leh u krugu K {x' | x—x,| <

|x -xof}, gde je (x. )Eﬁ{(a ),u..,(s }}

lo. Dokaz. Kako su nizovi (ai),...,(si) definisani pomoéu si-
metriénih formula (In), dovol jno je za dokaz njihove konvergencije
ograniditi se na Jedan od njih.
Uvodimo sledeée oznake

-f(a;)| la; =b.| oo ;=8|
A(i) je zgmena_za_formulu —:L——l——_-g— €& F—tre———2
|85 =031 ce° 85785 ~ 7(n-1) M(i)
) !"'f(Sn)l D S.=8, o o0 ‘8 -,
S(i)° Je zgmens za formulu S . - = 5. o l_}__n}__!_____;%'
1857851 c00 183731 7(n-=1) M(i)

Neka je, dalje (x ) bilo koji od nizova (a )goaagis ) 1 X(1i) njemu
odgovarajuéa formula iz niza formula A(l)gﬂeagS(l)
Na osnovu redenog, dokazujemo da je pod navedenim uslovima niz
(x;) definisan i da konvergira ka korenu polinoma £(x) koji leZi u
krugu K, . SliZno kao kod dokaza Teoreme 2. za to je dovol jno doka-
zatl sledeéa tvrdjenja (za proizvoljan 1i):

() A A ees AS(E) =D (a1 500058

{41 S med jusobno razliZiti),

(g AGIIA oo AS(E) = (%, 10Xy 11 £ 5 1%y 417%51),
(¥ AGIIA voo AS(L) = X(i41)

ObrazloZenje: Neka su tvrdjenja (A7), (5°); (}7) dokazana i neka su

A(i),+e.,S(i) hipoteze. Formule A(i);...,5(i) su tada definisane,

to znalli da su 85500058; med jusobno razliiti. Iz (df) sledi da su
85417%°°98:5 47 med jusobno razliditi pa su prema tome i formule
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A(i+1) 60 eyS(1i+1) definisane. Koristeéi princip matematidke induk-
cije i osnovne hipoteze Teoreme 2.: Al0),.00,5(0), zakljulujemo da
(zbog tvrdjenja (JY’')) vaii (¥1i)x(i). To za sobom povlali defini-
sanost niza (xi). Kako je (xi) proizvoljen od nizova (ai),.u.,(si),
to zna®i da su svi ti nizovi definisani i da su sve formule:
(%‘i)h(i),...,(x/i)S(i) tadne. Na osnovu toga 1 (f%’) izvodi se tvr-
“djenje

(V) Uxgppxg i [£3 15500751
Dal je se primenjuje Lema 1 dokazuje se da niz (xi) konvergira ka
xorenu polinoma f£(x) koji leZi u krugu K .

Zgkl jutak o konvergenciji nizova (ai)jaoog(si) ka korenima po-
1inoma £{(x) sledi iz sledede ekvivalencije

- _ £(x . P(x) = 0
x ;\x;: T§:§T§T%(§:?T AN
: % . : ?
A A
- - fiv ; - y
Al v Iv-x5¢a=(v-u5‘ Ef(v) N OJ

gde su X,...;V medjusobno razliditi kompleksni brojevi (n ih je na
broju).

11. U deljem su nam stalno hipoteze formula A1) 00035(1)
Neka Je (xi);yi),.aag(vi) ona ciklid&na permutacija niza (ai),,,.,
(si) ko Jja ddvodfﬂ(xi) na prvo mesto. Cesto éemo se pozivati na sle-
dede tri nejednakosti

Pl wst

(1) | %5413 | =7 (m-1)
(ii) X -y . :' Il=~ . '
! i+l yl+1.|éfr%ﬁ:%7 Exi-yii

. &+ » I} = .
(ii1)  |x3 0 Tial? _7_‘2)'7(n-1 %5 =73 |
Njihova izvodjenja su slededa:

7Za nejednakost (i):
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. ]-f(xi)\
B AR LRl

(Na osnovu definicije niza (xi)J

\xi+1'xi‘

L\xi-yﬂ ® 00 Ixi"vi'
L =
7(n=-1) M(i)"

(Prema hipotezi X(i).)

(Koristili smo definiciju za M(i).)

Za nejednakost (ii):
|%541-¥i4l = \xi+1‘xi+xi'yi+yi‘3i+1(

AT TR AR T FARA AR 23
(prema nejednakosti |A+B| <% lAi+Bl, za kompleksne

bro jeve,)

T A1 ¥i=%;
< a1y XVl G-

(na osnovu nejednakosti (i)-primenjena je dva putaJ

- In= v
= Tla-iy *17Vsle

7Za nejednakost (iii):
%5402l = 1% ™% ¥ X3V * IV
Pt AR IR S PR FURY
(prema nejednakosti EA+B§3&’HAEnEBﬁ . za kompleksne
bro jeves)
Z %373 = 1%541 %35 Vi
(prema nejednskosti [AlZ A, za realne brojeve)
Z1%5=¥4) = %549 7%5l ~ W17V

(Kbristili smo nejednakost trougla za kompleksne bro-

jeves
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> o [xi-yil |;Yl"X1|
Z x5l - 7D T T(a-1)
(na osnovu nejednakosti (i).)

7%%5%7 | %3

12. Dokaz formule (&”). Polazimo od hipoteze A(i),.04,5(1).

Prema njima su 859000183 med jusobno razli&iti. Dokazujemo da su i
8i410°% 8:4y D edausobno razliditi. Neka su X410 Yi41 proizvolj-

na dva &lana poslednjeg niza. Na osnovu nejednakosti (1ii) Je

: iy e n=- . n- | _ .
\xi+1'31+1\?”-%ﬁ:%7\xi*yi\. Oba broJja 7%3:%7,]xiﬂyi| su pozitivna

pa Je i |x 541 y1+l‘ pozitivan broj. Odatle sledi: Xs 41 # Yi41°

1%. Dokaz formule (p’). Deobom polinoma f{x) polinomom
(x-xi)...(x-VE) u tadki x = x; 4 dobija se sledeéi identitet

f(x.)
- - - 1 -
£Ux;41 )5 (X347 7% ) oo (X =3 Ty Yo (o) i T e Ky 7Y
£y, )
(15) T__-_XTRSV_'V_T (x:,1"%4 )ooolXs g =Vs)tooot

f(v )
t s--anﬂ-uzs (xl+1-x )‘.ﬂ(xl“'l )

Na desnoj strani je, u stvari, zbir i Lagran?ﬂwog interpolacionog
polinoma u ostatka.
Na osnovu definicije niza (xi) vazi Jjednakost

£(x.)
o=y - - Fia).
RS CARRALS N1

Odatle sledi da je zbir prva dva sabirka na desnoj strani identite-
ta (1%5) Jedngk nuli,

Polazeéi od identiteta (1%) izvodimo nejednakost:

Y _n=2

. S 1 n=6 oot oy
(16) ‘f(xi+1)| <= |§i1+l_xi| ﬁ"“ [ ‘¥_'7 n_ljl !_‘,xi“”YiEi °ee xlﬂvl

4
‘.'-"1*' .

Izvodjenje je sledeéi niz nejednakosti:
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|-f(yi)|

lf(xi*-l)l'é [¥5=X5] o0e |75 lxi+1'xi |+ ees +

--.’Xi+lmvil

| -£Cvy) ]

lvi-xi|---lvi-uallxi+1-xiln-.ixi+lmuil

(Koristili smo nejednakost trougla za kompleksne bro jeve).

'\xi—yil
£ ¥ia7%5) | T Xier T2 e e XYyt e

lxi-vil X:.q"= X. . 1=U;|
7(n-15| i+l yil”“l i+]1 il

(na osnovu definicije nizova (ai);aau,(si) i nejednako-

sti (1))
n-2
Lhsnl | phoy (qlsfy) IRV e
Wiih ( In-6 }n_z . - Fx v ;l
7T(n=1) {7in-1) RIS FUEERED TR FP

L
il

(Primenjena Jje vi3e puta nejednakost (ii).)

=2
- - -]-.-a n-6 n i - "
= Il 7 oflRy) e o,

Iz nejednakosti (iii) neposredno se izvodi nejednakost

(17) ‘xi+1'yi+1|°°"xi+1“vi+l‘;5(7 n- 1X§=¥3l oo Ey=Vyie

Dal je, na osnovu nejednakosti (16) i (17) dobijamo

-1
_ . n=1 Tn-6 .2
(18)  |x5,07%5| < 7078 (azg)  1Xja17Xsl
Ostaje jo8 da se dokaZe nejednakost ;|
- n-l n-6.2"L 1 )
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odakle dobijamo da je nejednakosti (19) ta¥na, ukoliko je tagno:

n-l 2(n-1 : . _
1l - 2%3:31”3;_%5:31" Ova formula Je ekV1v51entna sa tatnom formu

lom 2n>1, &ime je i ovaj deo dokaza zavrien.

14. Dokaz formule (J’). Formula X(i+l), xoju treba dokazati,

ekvivalentna je sa formulom

. 4 (D=2
T(n=1) | x; ,»=X; 4] M(1+1)

2 i

(20 ) < -
, 1%s Y42l oo X341 Vil

U dokazu te nejednakosti koristimo, izmedju ostalog; i nejednakost

(21) M(i+1) £ =gy Md)

koja je direktna posledica formule (ii).
Izvod jenje formule (20) je sledede:

. n=2
7(11"'1) lx 4 -X . +]_| M( i+l) é __lﬂ.n_"l_f___ {Zn's ﬂ'{-; = r_;f ani J} .
%543 3411 =2 541" V501 (7n=6)(Tn=5) \ Tn-9/ L =9/

. yN=2
7(n-1){xi+l=x15M(1)

[ Xi“yi‘ 0o !xi':?

@
o
i/

(Korijéene su nejednakosti (17),(18),

(21).)
2 - n-l n=-1
n-1 _{In=6) [ Tn=5%
£ Tn- =5 &?nﬂ9} {7n- /

(Na osnovu hipoteze X(1))

£1.

Poslednja nejednakost u prethodnom nizu ekvivaientna je sa

A=l -1 e y2
(22) (1~ zéﬁz%l)n (2 - 73-5)n > Tﬁﬁﬁ%T%%EiﬁT'ﬂ

a ova je, na osnovu Bernulijeve nejedngkosti, tafna, ukoliko Jje

2

(23) (1 - 385 ) - (1 - Bl Ty




49
tadna jednakost. Dalje, kako je

3(n=1) § 3(n=1) _ 4(n=-1) ~ 3(n=1)
1 - - In= Z Tn- y 4 Tn=5 ">' Tn-5 7?

to je nejednakost (23) ta&no, ukoliko je

n-1 2{n~-1 n-1 . _n-1
200 R RS> AR ws

tadno. Nejednakost (24) ekvivalentna je sa 9> 7. Dakle, (22) je tad-
na formula, pa Jje samim tim i izvodjenje formule (20) zavrdeno.

Na taj nafin dokazano je tvrdjenje (7).

Na osnovu obrazloZenja datog na podetku dokaza Teoreme 3. zakljudu-
Jemo da svi nizovi (ai),...,(si) imaju svojstvo (H) iz iskaza Leme,
pa prema tome svi oni konvergiraju. Osim toga granidne vrednosti

tih nizova pripadaju redom kuglems

| {x] | x=8a; 4| < lai+1-ail} 500 ,{xl 1X=8, 5|« isi+l=si;} o

Ovim Je dokaz teoreme zavrien.




Jedan metod dobijanja ubrzanih

formula za jednu klasu itera-

tiwvnih postupaka

1. Uovoj glavi izlaZemo jednu metodu za dobijanje ubrzanih
formulas za jednu klasu iterativnih postupaka.

Najpre dajemo neke definicije i pregled poznatih rezultata
u toj oblasti.

2. Neka Je
(1) a:,, =T (a;)

jterativni postupak definisan funkeijom ‘?(x) za odredjivanje Jjed-
nog korena moguée Jjednadine

(J) f(x) = 0

U daljem pretpostavl jamo da su jednadina (J) i iterativna
funkcija YPlx) zadsne na polju realnih brojeva R ili na polju kom-
pleksnih brojeva C. |

Definicija 1. Pretpostavimo da niz (3i) definisan pomodéu (Il) kon-
vergira ka relenju a jedna¥ine (J). Najveéi priroden broj m za koji
u okolini V resenja a jednadine-+{f) vaZi relacija

(1) | P(x) = a| = 0(ix = al™)

zovemo red konvergencije iterativnog postupka (Il)o KaZe se 1 ite-
rativan postupak (Il), odnosno, iterativnas funkcijg"?,je reds m.
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_ Iterativni postupci iz prve glave (Newton-Raphsonov, postupak
fﬁSﬁBiPreéiéﬁ; postupak za odredjivanje k re3enja date jednadine)su
uglavnom reda 2 (kaZe se i kvadratne konvergencije). Tako, za New-

ton-Raphsonov postupak, dokazuje se (Fourier [24] ) sledeéa rela-
cija

- - Lo - £
‘314-1 Zl__,l (a) ’ i —> oo
lai - a t2f’(a)

iz koje se zakljuduje da je taj postupak reda 2.

2a regula falsi je poznato da je rada 1 (da joj Je konvergen-
cija linearna), u smislu prethodne definicije. Medjutim, 1954 K.N.
Bachmann [5] je dokazao da za uop3tenu metodu regula falsi (for-
mula (4), I glava) vaZi:

- po
‘E;ik———ilﬁé*t———ifl y i—=0Q |
[a{ - alP 2f “(a)

gde je p = 1/2 (1+ ﬁ). Taj rezultat dovodi do pro3irenja prethod-
ne definicije tako da red konvergencije m moZe biti i realan broj.
Takva definicija neophodna je za postupke &ija je duZina vela od
1, dok je za postupke duZine 1 (a takve mli u ovom radu razmatramo)
dovol jna prethodna definicija.

Potreban i dovoljan uslov da konvergencija postupka (I,) bude
reda m daje slededi stav [63]:

" Stav 1. Neka postupak (Il) konvergira kareienjua Jjednadine
(J) i neka u toj tadki postoji izvod i?(m)(x)n Tada Je ta konver-
gencija reda m ako i samo ako Jje ispunjen uslov

¥

@ (x) = 0A ... A Y P D 0=on ¥i™ 0,  za x=a.

Dokaz stava sledi iz Taylorove formule za funkeiju if(x) u -
talki a.

Inade,red konvergencije iterativnog postupka defini3e se 2za
mnogo op3tije prostore od polja Ryodnosno C, za tzv.kompletne 1li-
nearne L-supermetridke prostoreal)U tom slydaju zahteva se da vaZi

o a( Y(x),a) = 0o(d(x,a)™)

) Linearni metri¥ki prostorJ je supermetridki {17] ,ako vaZi jed-
nakost: d(x,y+z)=d(x-z,y) za svaka tri elementa prostora X.

4Linearan metriZki prostor X je L-metridki {17],ako za svako xed
postoji linearna ogranicdensg funkcionela L takva da vaZi:

T4 'i'-l . - " B

-

—_ b, T S ~ %
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Po jam konvergencije reda m prirodno se prenosi na iterativne
postupke kojima se jednovremeno odredjuje vide redenja jednaline

(J).

Pretpostavimo da jednadina (J) ima bar k re3enja. Oznadimo sa

(2) A= (B,Dy0e0y5)

jednu k-torku re3enja te jednadine, koju ¢emo ubuduée zvati vektor
reSenja, a sa

Y = (¥3Z5000,V)

proizvoljan element 12 Rk (odnosno Ck).
Neka je, dalje, formulama

- 1
| 8541 = T7(A;) .
. de
(Ik) _ : Ai’:;""—’?—(aignmcgai)
- k
Si+l T \F (A;)

definisan jedan iterativan postupak za jednovrem2no odredjivanje k
reenja Jjednadine (J).

Definicija 2. Pretpostavimo da niz (Ai) konvergira ka vektoru rede-

nja A. Najvedi prirodan broj m (m21) za koji je ispunjen uslov (u
okolini U vektora A):

(3) 1P (n)-all= oC ux-ali ™, Y€

naziva se red konvergencije iterativnog postupka ka)g gde Jje uve-
dena oznaka

b ¥, ..., g,
k

s I #je bilo koja norma prostora Rk, odnosno C .
Na osnovu Taylorove formule za funkcije vise promenl jivih iz-
vodi se sledeéi potreban i dovoljan uslov za konvergenciju reda m

iterativnog postupka ka):

Stav 2. Neka postupak (Ik) konvergira ka vektoru re3enja A je-
dnadine (J) i neka su izvodi reda m-1 po koordinatama funkcije ¢)(Y)
deferencijabilni u okolini talke A, =2 m-ti izvodi ogranideni u okoli-
ni te taldke. Tada je konvergencija postupka \Ik) reda m ako 1 samo
ako su svi parcijalni izvodi po koordinatama do reda m-1 funkcije
(trCY) jednaxi nuli u tadxki A, ali nisu svi parcijalni izvodl reda
m jednaki nuli u toj tadki.
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%. Kod iterativnih postupaka videg reda je, u principu, broj
koraka pri izrafunavanju reSenja manji nego kod pbstupaka niZeg
reda. Jedan od problema u ovoj oblasti je slededi:

Polazeéi od datog iterativnog postupkg_gbggzovati nov postupak

ija je konvergencija vi3eg reda, odnosno obrazovatl tzv. ubrzani
postupak.

Izl a%emo neke od poznatih metoda za dobijanje ubrzanih for-
mula. Sve se one odnose na postupak (Il) za odredjivanje jednog ko-
rena jednadine (J)(ili na dva postupka tog tipa). Jednadina (J) i
sve razmatrane iterativne funkcije su, i dalje, zadane na polju
kompleksnih brojeva C, odnosno na polju realnih brojeva R.

(i) Metod Aitkena [1l. Neka je postupak (I,) redam (m>1)
tada je formulama

"'\V(a ) Y(x )def x“ljzgxz- ngz2
(P 2(x)=2" (x)+x

(4)

8i41

gde Jje LPZ gg; Pof, a o je operacija mnoZenje preslikavanja,od-

redjen iterativan postupak ¥iji Jje red konvergencije bar 2. BliZe,
ako je m=1l, onda je postupak (4) reda 2, a u sludaju m>»1l, konver-
gencija je reda 2m-1. Osim toga, potreban uslov da iterativni pos-
tupak (4) koanvergira je: ¥’(a) # 1.

(ii) Metod Steffensen-Householder-Ostrowskog (159! ,129!,{46])
je uvop3tenje metoda Altkena.

Neka su data dva iterativna postupka reds m definisana funk-
cijama‘?l(x),‘fz(x). Tada funkeija ' (x) |

X( “10 ?/2)(3()'“ ul(x) 2(3{)

(47) Y (x) = e
| X= %ICX)"’ ﬂz(x)"'( i 1 12)(3{)

defini8e iterativan postupak reda visSeg od m. U aluéajuﬂfl=if2=fﬂ
postupak (4°) svodi se na (4).

Ostrowski [46] je izveo uslov pod kojim je fiksrna tadka za
(Plkx) i t{92(1:) istovremeno i fiksna talke za | {x).

Householder [ 29] je dokazao da, ako Ll(f} 3 €32(x) definisdu
iterativne postupke prvog reda i ako Jje

(Pitar-1) - { F3(a)-1) # o,
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tada Je LF(x) reda 2. Ako sﬁ ti postupci reda m 1, onda * (x) de-
finide postupak reda 2m=-1,

(iii) Ubrzene formule za.Newton-Rapnsdpqg_gostuggk (A.P.Domor-
jad [19]L Pretpostavimo da funkcija f(x) ima neprekidne izvode do
reda m - 1 (m>3) u okolini tacke a. Oznadimo sa f_,f; ;L5500 &l a-

nove niza f(x), i{%&l., £:%¥l sese o Iterativna funkcija
f F
-2
(6) P (x) = x - 21
m Fm-l ’

gde je uvedena oznaka

.1f'. - _'_:'::! L . "‘i-_:_.uE;_i- l

e £ eues O
Fd' f_-z_f - E:s f2 fl‘.ﬁ. O 9 ks=2g3¢r@¢)g

£

a® 8 3 6edeaad

£y £ qeeefy je reda m.

7a m = 3, odnosno m = 4 prethodne formule postaju

¢, (x £ £ £,
. ‘ 1 oE £5-£ £,
£, 5y
% 2 2
VYo(x) = x - o2 T, X - Sof1 ~ Tot2
4 £ £ O] £I0F £ £ +PF
1l "o 1 o 172 T3
£, £y £
£ £, £

(iv) Za sledeéi metod dobijanja ubrzenih formuia 2za Newton-
Raphsonov. iterativni postupak, vezuju se imena netoliicine matema-
ti&ara. Bodewig §12] pripisuje te formule Euleru, dck 1ih vedina za-
padnih autora pripisuje E.Schréderu [56] . U ruskci iiteraturi formu-
1e (8) zovu se Cebi¥evljeve. KaZe se L63] da J2 du %1h formula Cebi-
Sev do3so 1837. (ili 183%8.) u radu Calcul des ra.ines d’une équation
za koji je na jednom studentskom taekmilen ju dobie srebrnu medal ju,

IzlaZemo sada ideju pomodu koje se Goiasi d¢ formula (8).

—_—
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Neka je realna funkcija f(x) definisana i neprekidna na inter-
valu Lo, &] ko ji sadrzi njenu jedinstvenu realnu nulu g, neka na
tom intervalu f(x) ima neprekidne sve izvode do reda m+l i neka Je
£’(x) # 0 za x¢€lx, pl . Tada f(x) ima jedinstvenu inverzu funkciju
F(x) definisanu na intervalu l@j;bj (oblast vrednosti funkeije f)
koja ima neprekidne izvode do reda m+l na tom intervalu. Na osnovu

identiteta
(7) x = F(£(x) ) . xéiﬁm,fi
imamo sledeéi Taylorov razvitak

() -
=F(0) = F(£(x) ) + > ) EE@ends g,

J=1
(Ostatak R_,, Jje u Lagrangeevom obliku),

Uvedimo oznake:

m-1 . a(x) : .
P (x)9xs + S (-1 —h— £(x)7, 2,0 (2 (m22,3,..0).

J:

Tada vaZi ekvivalencija

£(x) = 0e= x = Yp(x) , za X2l B)

1

Neposredno se dokazuje da Je iﬁn(x) iterativna funkecija reda m, Jjer
Je
(Pm(S)(x)= 0 ako X =2 (3 = 1909::9!11-1)@

Koristedi jednakost (7) izvode se postupno formule za *{;Lx)ﬁ
Prve tri izgledaju

- f
LP2(X) X7 f‘xx

—_

' (x) = Y - M
2
f " " o
(94(x) =x - 5 xx _ Ty (x) (2L (x)° - (%))

28 *(x) 3!f (x)4 Tix
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Primetimo da je ‘? (x) Newton-Raphsonova iterativna funkeija.
Uz oslanjanje na ideje {ebi3eva i Schrddera 1zvedene su kasni-

je iterativne funkcije reda m za redavanje operatorske Jjednaline

=0, gde Jje F (m-1)=-puta rréchet- -diferenci jabilsn operator u kon-
vyeksnoj oblasti D(nekog kompletnog linearnog L-gupermetridkog pro-
stora [171) Pretpostavka je Jjo3 da u svakoj tadki oblasti D prvi
jzvod operatora F ima inverzan operator. U tom sludaju moZe se de-
finisati iterativna funkcija reda bar m (m=2,%,...) za odredjivanje
jednostrukih nula jednsdine Fx=0. Za sludaj Fx=f(x), gde je f(x) a-
naliti%ka funkcija, te formule (H.Ehrmann, {22)) izgledaju

m-1
=1 3
\8) ('Pm(x) = X = 51 -1) —SP)—- (—_(_T '&"E) | mj' 9

gde su uvedene oznake

1 4y def
(F"c_x'j' E h) — hy

h je proizvodljna analitidka funkcija. Obrazujuéi sve 1zvode do
reda m funkcije ‘F (x), neposredno se dokazuje da je ta funkcija
iteratiwma funkcxaa reda bar m za odredjivanje jednog Jednostru-
kog redenja jednaline (J).

4. Izlo%ene metBde dobijanja ubrzanih formula odnose se na
iterativne postupke tipa (Il), odnosno na postupke za odredjivanje
jednog re3enja jednadine (J). U daljem izlaZemo jednu metodu 2za
dobijenje ubrzanih formula jedne klase iteratimih postupaka tipa
(I, ) {(k=1,2,...), kojima se jednovremeno odredjuje X redenja Jjed-
naélne (J). Specijalan slufaj tog metoda bife formu.a (8), Dalje
dobide se jo3 neke ubrzane formule za Newton-Rarnscncv¥ Dostupak,
ubrzane formule za iterativni postupak izloZen u orve] glavi, kao
i za postupak S.B.Pre3iéa.

5, Uvodimo neke oznake i definicijes

Deflnlclga. Za funkeciju g(Xs¥s005V) 1 &2 Ck$l-4} C, ili
g +i_a- R) koJju oznad¢avamo sa gx(x) katemo da Jjeé pribliZna funk-

cija za funkciju £(x), ukoliko Jje ispunjen usiov

(P) g{(x) = £°(x), ako x¢ %aggoa93E 1Y = A
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Ovde Jje, kao i u daljem, gY(J)(x) oznaka za parcijalni izvod
(j=l’2,--.)i
Ako Je, na primer, f(x) polinom stepena n, sledede dve funkcije

J
ax‘j gY(x)

(x=-y)x,y]lf, (X-y)(X-Z)EX,};Z] f

Jesu pribliZne za f(x). Za njih k ima vrednost 1 odnosno 2.
Kompleksnu (realnu) funkeiju hiyv,Z,...,V) oznalavamo sa h(Y).
Osim toga, 2za parcijalne izvode funkeije h(Y) uvodimo oznake:

(m EEERY.N ) d&f A1
h(Y) 1 ’ k , _aﬂ].ML—E— (ml+' @ ."“mk:]‘n)
1I & & a k
| Ay v

6. Lema. Neka Jje sledeéim formul ama

=‘fimi)
(9)

& o

9i+1 fm(A )

definisan jedan iterativan postupak reda m za jednovremeno odredji-
vanje k redenja (2) Jjednaldine (J) i neka je gY(x) Jedna pribliZng

funkcija zalf(x). Za funkcije f(x), gf(x), 1ﬁm(Y) pretpostavl jamo

sledede: |

(1) £(x) ima izvod reda m+l u tadkame 8;...58.

(ii) ’(y),...,gihf(EJ(Y) (J=l,..05k) imaju diferencijabilne
parclaalne izvode reda m u ok011n1 tadke A 1 ¢granidene izvode reda
m+l u okolini te tadke.

(111) £7(a) # Oy..0,f ’(s) Z O

Ako Je, dalJe,CI) (

funkcija koje imaju diferencijabilne parcijalné izvode reda m u oko-
lini tadke A, i ogranidene izvode reda m+l u okolini te tadke i za-
dovol javaju uslove

: (M, j000,m, )
(D) Pi ), =Cwn? k' a Y = A

ml’-iﬂ’m

,.ae,mk (3=Ll,0.0,k, m1+aa,+mk=m) niz

(ml+aan+mk = m, J = 1l,eee,k)
J

241 (¥) (J=1,¢..,k) na sledeéi nadin

tada defini3emo niz funkecija Q?
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.
. m m, ¢ -
tog E . £(y) ... £(¥) kcl);,’ll(l')
- . - | 4 % 8
| 4.___.510) \Fiq-]_('n:'%' tfi(i)' myteeem! My m,
S gy (y) "'gi(v)

+oee0at =m
my My

nizovi (ai),...,(si) uvedeni pomodu

1
ager = e (44)

Ako

(11)

K .
511 = me1(hy) T

ulama (1lo) i (11) definisan jedan iterativni

posfofe'_, onda je form
postupak bar reda m+l za jednovremeno odredjivanje k re3enja Jjedna-~

gine (J).
7. Dokaz. Dovoljno je na osnovu stava 2., dokazati da su svi

parcijalni izvodi do reda m funkcija 173*1(Y) jednaki nuli u ta&ki _

Y=A. Dokaz izvodimo u nekoliko koraka.
(e> 1) kompleksne funkcije Jedne

Prvi korak. Neka su hl,“a,he
promenl jive. Tada za jzvod proizvoda vaZi poznata formula

(t) _ (t.) (t )
12 (heeeoh) = E £ 1 e) |
(12) 1 e PN hy & esehy

tl+"“+te=t
(t=0,1,100)

q w T

4z uslov da svi navedeni izvodi postoje. Uzimajuéi u toj formuli

hl=1r0=he=f(x) dObijamo
(t) " . )(tl) . )(te)
= x e o8 x

T Teeet L

(13) (f(x)e)

(£=0,1,+0¢0,m+1)
(e=1,2,c00)

na osnovu pretpostavki u lemi, posto-
¢

L

Svi izvodi na desnoj strani,

je, ako je xeﬁa,...,s},
Iz formule (13) zakl judujemo sledele:

(i) Ako je t < e, onda je u svekom rastavljanju broja t na e
sabiraka tl,...,te bar jedan od t; jednak nuli. ZnaZi, u tom slu-
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(ty) (t,) ' _
&aju, u svakom od proizvoda £(x) oo ef(X) javlja se nulti iz~
vod, odnosno sama tunxcija fix). Odatle sledi
(tl) (te) .
fix) oo of(x) = O, za xﬁ;ga,...,3§ (ts+...+te=t; t<e)

(ii) Ako Jje t=e, onda je (l;...,1) Jedina med ju e~torkama
(tl,...te) kod koje su svi ti razliditi od nule. Odatle sledi da za
X € ia,...,s} vate jednakosti

v e -
(.tl) (.te) S f (x) 9 28 (tl,...,te)_(l,.-.,l)
f(x) oo f(X) = ik
O

(-t Ce=¢) 28 (ty,eeest (1, 000,1)

Na osnovu (i) i (ii) formula (13) prelazi u formulu

(t) el £(x)° za t =e
(13 (e0®) = { ,
O R za t e

ako je x relenje jedna¥ine (J), 0dnosno X. ¢ 8;ecc,8% .

Drugi korak. Dokazujemo da su svi parcijalni izvodi do reda
m-1 funkcije

m n

(14) £Ly) Toeof(v) E () +oootmy = m)

jednaki nuli u tadki Y = A;kao i svi izvodi reda m izuzev izvoda
kml,...,mk). Preciznije, dokazujemo da u tadki Y=A vaZi jednakost

- - m, ! m, ' T ( )ml £( "k
v OO0 H V . o 0 V) ¥
(ylgamagcrk) l k
(as) (£ ) L, e(v) K =y za (¥ D)= (M e e ymy )
y * 8 9 ¥ \ flgaaagfk lioi, k
(\)1+1 . n+\§:; k= b};h ; “’"’ w m) _\ko? inaéen

H
b I‘:} -
‘.:4' ,

!
[

Na osnovu dobro poznatih svojstava izvoda vaZi Jednakost

(i)
k | k

(m1+o 0 © +Iﬂk=111 9 ":: 1"". . .-I-‘*.;k:."".. iy )

3 - Y
\ (“vlsrﬂ@@? Jk) p m -,.:(111) m

m m ; :
(16) (£ L..og(w) K) = 2y T L ()
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Ako je v<m ili V=m i (Vy,.00, ﬁk)?‘(ml,...,mk), tada posto-
ji bar Jjedno i tako da je V- <;m.¢

Prema redenom i prema Jednakostl (13 ) zakljudujemo da svi iz-
vodi na desno stranil jednakosti (1%5) postoje i da je u tadki Y=A
bar jedan od 1izvoda -

(‘)l) ‘.)K)

.\
geo0oy (fﬁv)mk‘)

(f(y)ml)

jednak nuli ako Je, k~ngam¢59k)#(m1,¢..,mk). "
U sludaju (Vl,am.;ok)=(mlg.g.gmk) neposredno se dobija, koris-
teédi formulu (13’), da za izvod u tadki Y=A vaZl Jjednakost

(leGOQ,mk)
£y L...e0v) K) =m, | )Wy ps By
y oo e V) | -ml.“-mklg(y) 1--.;(7) k

Na taj nadin je formula (15) dokazana. -

Tredi korak. Dokazujemo da u talki Y=A va2i jednakost

! J
\ T:"’“]%;i m .. .mk.‘.@ m, (Y) ’mk
& o O A———
(17) _:::)__._*._)._._1 o 1(;%?;.0::1 =928 (Veee,Vy)=lmy,eee,m,y,
gy (¥) Leaagf(v) _ "0, inale

Ty tenormmm, VY +e etV =Y VE 0.

U dokazu koristimo sledeéu poznatu formulu za i1zvod prcizvoda“

(v V) _ ®yseees®y)  (ByaeeesBy)
l’ﬂﬂt, k h h
(18) h-h ) =y 1y ZE;:; 2 2
(l 2 1‘.@9&"]{. C oL !onﬁqi ﬁ R !
Ledy=vg b

Primenjujemo tu formulu na odredjivanje izvoda (17) u talki Y=A.
Pri tom uvodimo oznagke

) (Y)
m ¥ s o oll}
(18°) h ‘?-P_ff(y) ..f(v) ¥ n,gst 1’ "k
1 2 ml mk
gg(y) a@wg{(v)
(1 000 pdy)

Na osnovu jednakosti (15) izvod h, je razli&it od nule

u-tadki A jedino u sludaju kada vaZi Jjednekost
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(19) (X]geesy ) = (my50ee,m)

(Pretpostavka je da < m, 3to, na osnovu Jednakosti -(18), povlaédi

axl+1..+dk5§m. Znadi postoje uslovi za primenu jednakosti (15)).

Razlikujemo sledeée sludajeve:

(1) v<m. U 0 vom sludaju Je 1 *"il+,..+--a‘k-i,ﬁ"mema tome uslov

e ,__,_,_....._...._....___.

(19) nije ispunjen ni zs jednu k-torku ¢ CQaeees E). U ovom sluéaju

(;'*'-‘ lgsnﬂg"‘; k)

su znadi svi izvodi h, Jednaki nuli u tadki Y=A, pa i-
mamo

' RS ERREERRS R e S
(20) (, h1h2) - Og akE) Yo, W E;:: 1+i o ‘,+ "y k= b4 )

Sfiljw:uTyéhfuil""’ v )#(mlg...,mk) Ni u ovom sludaju nijed-

na k-torka (}‘l"""{k) ne ZadovolJéﬁa uslov (19). ObrazloZenje:

kada bi to b1o sluéaJ, onda bi iz formule (18) sledila jednsakost
k

_ m. + E Fl = ;Tﬂ xl iz koje se neposredno dobija §1=...= 5k;0.
i=1 ; i

Koristeci pretpostavku i formulu (18) sledi kontradikeija:

( 91,...,1ﬁk)=(m1,ﬁ.;,mkf; Dakle, u tadki Y=A vaZi Jjednskost

ﬁ( ‘jl"'gg‘»}k)

(21) (plhz} = 0, ako V=m i (‘fl,...,y;k)#(mk,...,mk)

(111) ("Vi}...,‘@ )= (ml,aoagmk) U ovom slu¥aju je, na osnovu

Ay e Sl e T m—————

| TPy o — e ol T ke + gy T

(16) 1zvod hltml"“’mk) razlidit od nule u tadki Y=4. bm ostali

(0L geeay "y )
izvodi h1 1 "su Jednaki nuli. Prema tome va3i jednakost

) (Tl?.ﬂﬂ,.r._nk) (mlgaaagmk)

(22) (,\hlhz - hl o h2, za Y=A

Koristedi (16) i (22) neposredno izvodimo da u tadki Y=A va3i jedna-
kost

(g e eomy ) ()L e "k ‘335
k — f ( Q9 arf (V w
(23) (\hl 2} _ml!{}ﬂnmkl ml mk °h ml,g¥2,mk
) Ey(¥) Teoogy(v) o

ud
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Na osnovu svojstva (P) funkecije gY(x), sledi da Je g{(x)=f;(x) ako
je x¢&ia,...s) i ¥Y=A, pa jednakost (23) postaje

(m eeoyly ) J
(23°) (h 1 K= myte.um vl D

o k iml_,---,mk

Tako je formula (17) u potpunosti dokazana.

, 2a Y=A.

~ Cetvrti korak. Dokazujemo da su svi parcijalni izvodi funkcija
LféJ (Y) (j=1,...,k) do reda m jednaki nuli u talki Y=A.

m+l
| N,
S (Vyyeeesvy) SN COFRPRITS ) - | 1 , (Ve
- () = (" (D) T — 1 _—(hh,) *
k-f‘l']:i."l“']. ‘{Iﬂ m1+...+mk=m ml!--.mk!k\l 2=

(na osnovu définicija (lo) 1 (187).
Odatle i iz jednakosti (17) zakl julujemo

(i) Ako Jje y<« m, onds
. (\)l,-qtgvk) : (‘;}1g-nu5”;‘}k)
Yo =Y ’ za Y=A

(i1 Ao je v=m,onda

'\‘i

. (VoayeensVy) (pi  (Vysesesdy) T
3 l, y k _( J 1’ ¥ k | —
n+1(¥) -2 i 4)‘?1*'&1:2% = T

Iz (i) sledi, na osnovu pretpostavke.u jskazu leme i stava 2., da
su svi parcijalni izvodi funkcija f“J l(Y) (J-l,,..,k) do reda m-1
jednaki nuli u tadki Y=A.

Iz (ii) 1 uslova (D) za funkeijei (Y) (J=Ll,eeeyk; My+oeotm
ml""’mk 1 !

sledi da su svi parcijalni izvodi reda m jednaki nuli u talki Y=A.
Na taj nadin Je lema u potpunosti dokazana.

8. Neke primene leme. (i) Jedna moguénost dobijanja ubrzanih
formula za Newton-Raphsonov iterativni postupak je sledeéa: Funkcije

gy(x),fé?m(y) uvode se definicijama (u ovom sludaju je k = 1)

(24) g2 £(x), cpm( e ™ (m=2,3,...)
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Za funkciju f(x) pretpostavijamo da ima izvod reda 2m+2 u ta-
ki a2 (a je jednostruko re3enje jednadine (J)). Odatle sledi da su
funkci je Q?ﬁ(y) definisane u okolini a. Osim toga, funkcija gY(x)
zadovol java uslov (P), a funkcija ‘@bm(y) ima izvod reda m+l u tad-
ki a 1 zadovol java uslov (D). Polazeéi od Newton-Raphsonove formule,
tJ. uzimajuéi

(25) ?ﬁg(y) =y - %

neposredno se dobija slededi iterativni postupak reda 3:

N ( 22 [ pn ( 2m§:2 ( " ( 2
?3("?)_3’- ff zyj i 2ff'(y)2 {(E%Y% ’ ff'(;) i 2ff"(j)3 )

Polazeéi od prethodne formule mo%e se dobiti postupak reda 4 itd.
Medjutim, tako dobijena formula bila bi veoma komplikovena i za ra-
un nepodesna. |

(ii) Ako se pribliZna funkeijs gy(x) i funkeija @m(y) nesto
drugacije izaberu dolazi se do Buler-CebiZev-Schr&derovih ubrzanih
formulé za postupak Newton-Raphsona.

Uvodimo prethodno slededu definiciju

Definicija. Neka je F(Y) sloZena funkcija definisana u okolini taX-

ke A koja, izmedj? o?talogE zavlisl eventualno i od nekog od slede
S+ RE:
\ . 1 K -
éih argumenata.,Fty),..uhf(v) (slia.agsk = 0,1,¢00)0

.. ‘ . _ (jl’°"’jk)
Za funkciju F(Y) pretpostavljamo da ima izvod F(Y) u

okolini tadke A. Neka je, dalje, gy(x) Jjedna pribliZna funkcija za

f(x). s | .
| Jyscooyd

Definidemo “izvod” F(Y) 1° Tk

[3yseeesdy]

(zvademo ga g-izvod) na

' (j 9 @0 J. )
Jednak je izvodu F(Y) 1 Yk u

(sl) (sk)

sledeéi na¥in: F(Y)

kome je svako pojavlijivanje svakog od izvoda fy) geseyf (V)

zamenjeno redom izvodima gY(Sl) (y)gaam,gr(sk)(v), uz uslov da je ta-

ko dobijena funkcija definisana u okolini tzdke A.
Kori3dene su oznake

(s), ydef

&y  AX)== P 8y (%), gy(s)(y)

def

gE(S)(X)

P

I

<
.
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Neposredno se proverava, Na 0sSnovu definicije pribliZne funkeije
gY(x), slededa jednakost

Jusesosd (Jqsesedy)
(26) F(Y)[l ). r(y) 1 E

) zZa Y=A
Neka su pribliZna funkcija gY(x) kao i funkcija (;Dm(x) definisane
pomo¢u

[m]
gY(x)=(x-y)[x,y]f ; @m(yﬂ fﬂm (y) (Mm=2,3,0es)

nije tesko dokazati da za funkciju gI(x) vaZi:

(27)  &y(y)=0, f('j)(y)=g3({'j)(y)= —a—r:- gy(y)

Na osnovu tih jednakosti, obrazovanje g-izvoda reda J svodi se
na zamenu, u odgovarajuéem obi&nom izvodu, funkeije f(y) (svakog nje-
nog pojavljivanja) nulom.

Dokazujemo da se na taj nalin, polazeéi od formule (25) dobi-
jaju Buler-Cebi3ev-Schrdderove ubrzane formule. Dokaz izvodimo in-
dukcijom po m(m>3).

7a m=3 treba dokazati da je iterativna funkel ja ?; definisa-
na jednako3éu

(28) P - —fﬁllz—f ‘f’f](y)

21 °(y)

jednaka odgovarajudéo] Rul er-Cebisev-Schrdderovoj funkeiji, odnosno
da je ta¥na slededa formula

2 pli
t:P . f%g% _ )M (y)
29 R A 21£°(y)°

Na osnovu jednakosti

(2) _ ( it Yo ( 2
Pz (y)= fi"%y; » EXESTL 'z"félﬂu',(j)

£(y)
dobija se, neposredno, slededs formula za 1zvod ¥)£é](y)

Kl O
> \¥y) = P vy

sime je dokaz formule (29) zavrSen.
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Pretpostavimo da je iterativna funkecija ?Dm(x) jednaka m-toj ite-
rativnoj funkciji Euler-Cebidev-Schrédera, odnosno da vaZi

m-1 : '
i i gt 1 gyttt 2
(30) ‘Pm(y) =Y +; (-1) 1! (f’tyi H':?) £7(y)

i dokaZimo da odgovarajuéa Jednakost vaZi i za m+l. Znadi, treba
dokazati da je slededa formula tadna

H (] m
{02 el _ .1y i i-1
1) P_(p —an o e y+; (ot el (L1 ey

Obrazujemo prvi izvod funkeije (Pm(y):

i~-1

p m=1 . i-1
‘Fm<y>=1+>i:=1 [ Er vy (g &) by +

i=1 4,
-1)1 M dy (_TT dv) F’%?T]

) . . £
(Drugi sabirak pod Z-om pomnoZen je sa ?7%';} )

m-=1 m-1
_ m~1 £ d 1
e O™ B e (et &)y -

Koristei tu formulu zakljuduje se da za m-ti izvod va%i formula
oblika

(m)
(f)m (y) = (-1)%7% f’(y)m(f'z%ﬁ %) ?7%}-5' + £(y).[]

Sairl Je oznaden dobijen izraz uz f(y): njegova vrednost ne utide
na g-izvod, pod uslovom da je definisan. Za to je dovoljno da f’(y)
bude razlidito od nule u okolini re3enja a jednadine (J).
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Na osnovu definicije g-izvoda iz Jjednakosti (32) dobija se:

L3 m-1 me 1 4y 1
529 o = (D ™ (Fhy & ) 7Y

na osnovu te jednakosti i indukecijske hipoteze neposredno se izvodi
jednakost (31).

Dakle, Euler-~CebiSev-Schriderove formule dobijaju se kao jedna pri-
mena leme.

(1i1l) Neka je

(33) =y~ ——L
(P2 (y-—z)we(yﬂv)[y;zg“.,v]f

iterativna funkcija iz prve glave za jednovremeno odredjivanje k
reSenja jednadine (J). Kao 3to je u toj glavi dokszano, 1= funkci-
ja je reda 2. Polazedéi od formule (33) obrazujemo iterativnu funk-

ciju reda 3 na sledeli nadin:

PribliZnu funkeiju gY(x) i funkciju CP?H (Y) m uvodimo defi-
- - 0w lgaang k
nicijama

(M. 5 e00,m
3(Y)(x) :gzig(x-y)aw(x-v) [xgygowgv]fsq?nlgggzgmk:g_g—_g CF2 1(1’) k_.,

(ml+o”+n1k =m, ®m=2;3;600)

Lako se proverava da su svi g-izvedi drugog reda jednaki nuli u tad-
ki A sem slededih:

(PZ(Y)[l’]-}O:oooso]ﬂ ?2(1){1?0919‘:;1:990]?:‘&“9(F‘?(Y)[l,o,ogu-a,ﬂ .

Prema tome, iterativna funkcija treceg reda obrazovana polazeél od

funkcije (3%) 1 od funkclja gY(x)QQF%LQ(Y)?m izabranih na napred
l L w = k

opisan nadin izgledas

_ f{z _a____ 1 o £ly —a;-— 1
(34) (Ps(Y)—(P2(Y)+f(y) [—7-2”{ 2y gTTY - "o 0a g{ 7 2 —T—YgY v J

(iv) Polazimo od iterativne funkcije

- fly)
LP2(Y) B y - y-=Z mao(y"‘v




67

za odredjivanje svih korena polinoma f(x) (S.Pre3ié). PribliZns fun-

kcija gz(x) i funkcija (Y) uvedene su definicijama:
m:l"ﬁﬁﬂimk

My 5000sM |
(X)EL (x-y) eun (=), P (v) 2P (Y)Ll i
Ey ¥ XY )eeeiX=V), My yoensMy — m
(ml+.M+mn =m; M= 2,353,000}

VaZe sledeée jednakosti

(m) _ am-l 3 (11'1-1)( )
gy (y) = &Ym -1 &ly) = mﬂl oy & Y

¢iji dokazi se mogu izvesti indukcijom po m.

Polazedi 0d formule (34) izvode se sledede ubrzane formule reda
tri 1 reda d&etiri

= v - =2 £ £z (v
(36) Pa(¥) ﬁ%x.}gY 0, _Q,};ngY Lo [ 15l LTy e o= O ]
(37) (Y) = V. (1)+ __Lxl_ ‘uﬂn;zLalﬂmm RN f(v) ']
_ Jx)_[_f;s_;__ e 22 ‘]
g¢(y) L (y-2) gr(z) (y-v) gY(v)2

_ 2f§x§ £(z) £{u . 4 flu) £(v) ]
gy(y) | (=2){y-ulgy(zlgg(u) "* " (3=l (y=-v)gy(u)g (V)

Radunski primeri.

Primer 1. Neka je f(x) sledeéi polinom

f(x) = x4n18x3+104x2m222x+135.

NJegovi koreni su 1,3,5,9,

U tablicama koje navodimo u prvoj koloni naveden je broj iteracije.
U prvoj vrsti nalaze se prve izradunate vrednosti 8y b19 Cq 5 dl, ¥
drugoJ vrsti druge izralunate vrednosti 85 5 b29 Csy dy itd. Odredju-
Jemo sve korene uolenog polinoma koristeéi formule (35), (36), (37).

LR




1° pPosetne vrednosti korena:

0.0000 1.800 T .000 11.00

(d.) Vrednosti iteracija prema formuli (35):

(1) 0.9740e+00
(2) 0.1012e+01
(%) 0.9987e+00
(4) 0.1000e+0l
(5) 0.1000e+01

Izradunate vrednosti korena:

0.1000e+01
( (3 ) Vrednosti

(1) 0.1137e+0l
(2) 0.1029e+01
(3) 0.1000e+01
(4) 0.1000e+01

Izradunate vrednosti korena:

0.1000e+01

0.205Te+0l
0¢27259+01
0.298le+(0l
0.3003e+01
0.3000e+01

0.%000e+01

0.2295e+01
0.2924e+01
0.3000e+0l
0,%000e+01

0,.3%5000e+01

0.6%41e+01
0.51%1e+01
0.5018e+01
0.5000e+01
0 .5000e+01

0.5000e+01

0.582%e+01
0.505Ge+01
0,5000e+01
0,5000e+01

0.5000e+01

0.8628e+01
0.91%1e+01
0.9001le+01
e 90009"‘01
0.,9000e+01

0.9000e+01

iteracija prema formuli (36):

0.874%e+01
0.8988e+01
0,.,9000e+01
0.9000e+01

0.9000e+01

) Vrednosti iteracija prema formuli (37):

{
(1) 0.1120e+01 0.2498e+01 C.54T74e+01 0.8307e+01
(2) 0.995%e+00 0.2998e+01 0.5006e+0Q1 0,9000e+01
(3) 0.1000e+0l 0.35000e+01 0.5000e+01 0.9000e+01
(4) 0.1000e+01 0.%000e+01 0.5000e+01 0.9000e+01
Izradunate vrednosti korena:;

0.1000e+01 0.3%3000e+0l. ©C.5000e+0L 0.9000e+01
29 po¥etne vrednosti korena:
0.2000 2.600 4 .20C 8,100

(L) Vrednosti iteracija prema formuli (35):

(1) 0.1448e+01
0.9721e+00
0.1000e+0l
0.1000e+01
0.1000e+01

PN P P T
T N
Tt Nt gt “e”

Izradunegte vrednosti korena:

0.1000e+01

0.3065e+01
0.2967e+01
0.2999e+01
0,.%000e+01
0.%000e+01

0.3000e+0l

0.4791le+01
0.5056e+01
0.5001e+0L
0.5000e+01

»5000e+QlL

0.5000e+0.

0.8696e+Q1
0,900%e+01
0.,9000e+Q1L
0.9000e+01
0.9000e+01

Q.90C0e+01
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3 ) Vrednosti iteracija prema formuli (36)

(
(1) 0.9272e+00 0.3%085e+01 0.5057e+01 0.89%1e+Ql
(2) 0.9998e+00 0.3000e+01 C.5000e+01 0.9000e+01
(%) 0.1000e+01 0.3000e+01 0.5000e+01 0.9000e+01
(4) 0.1000e+01  0.3000e+01l  0.5000e+01  0.9000e+0l
Izrafunate vrednosti korena:

0.1000e+(01l 0.32000e+01 0,.5000e+0l1 0.9000e+01

( ) Vrednosti iteracija prema formuli (37):

(1) 0.9462e+00 0.2985%e+01 0.5072e+01 0.8997e+01
(2) 0.1000e+01 0.3000e+01 0.5000e+01 0.9000e+01
(3) 0.1000e+01l 0.3000e+01 0.5000e+0l  0.900Ce+0l
Izradunate vfednosti korena:

0.1000e+01 0.3000e+01 0.5000e+01 0.9000e+01

Primer 2. Neka je

£(x) = x0-17x2+65x}+125%°-786%2+252% + 1080.

Njegovi koreni su: =3, =1, 2, %, 6, 10.

1° Poetne vrednosti korens:

-5 .000 -1 .100 0.0000 4,000 5800 11.00
(X)) Vrednosti iteracija prema formuli (35):

(1) =0.2563e+01 =-0.9958e+030 0.T7694e+00 0.%363Te+0l 0.5932e+01
(2) =0.3094e+01 =0.,1004e+01 0.1844e+01 0.%249e+01 0.5998e+01
(%) =-0.3001e+01 -0.1000e+0l 0.1970e+01l 0.30%le+01 0.6000e+01
(4) =0.3000e+01 =0.1000e+01 0.1999e+01 0.3%300le+0l 0.6000e+01
(5) =0.%3000e+01 =0.1000e+01 0.2000e+01 0.3000e+01 0.6000e+01
(6) =0.3000e+01 =0.1000e+01l 0,2000e+01l 0,.3000e+01 0.6000e+01
(£) Vrednosti iteracija prema formuli (36):

(1) ~0.2815e+01 ~0.9914e4+00 0,1324e+01 0.3447e+01 0.5975e+01
(2) =-0.2998e+01 -0.999%e+00 0.193Te+01l 0.3061le+0l 0.6000e+01
(3) =0.3000e+01 ~0.1000e+01l 0.2000e+01l 23.3000e+01 0.6000e+01
(4) =0.3000e+01 -0.1000e+01l 0.2000e+01 0.3000e+01 0.6000e+01
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0.1022e+0:
0.1001e+0:
0.1000e+0Q:
0.1000e+0:
0.1000e+0:
0,.1000e+0:

0.1006e+0:
0.1000e+0:
0.1000e+0:
0.1000e+0¢



} =0.2975et01
) =0.3000e+01l
; -0.3000e+01

(
(
E
( -0.3000e+01

Y’ ) Vrednost iteracija prema formuli (37):

-0i9997e+00 0016318*'01 0-33359“"01 0@59908"‘01
~0.1000e+01 0.1988e+01 0.3012e+01 0.6000e+01
-0.1000e+01 0.2000e+01 0.%000e+01 0.6000e+01
~0.1000e+01 0.2000e+01 0.3000e+01 0.6000e+01

20 poXetne vrednosti korena:

-10 . 70

0.7000

% . 800

(ol ) Vrednosti iteracija prema formuli

"'01 5418 e+01
""0 . 3012 e+01
"'0'- 30009"*’01
-0 .5000e+01

-0 ® 4 52 2 e+01
-0 ] 3003 e +01
~0.%000e+01
-0.3000e+01

~-0.411 2e+0l
-0.%070e+01
=0.%000e+01
-0 ° 30003""01

0.4485e+00 0.3%%0e+01
=0.1854e+Q0 0.2927e+01
=0,8%19e+00 0.%3012e+01
~0.9879e+00 0.3000e+01
~0.9999e+00 0.%000e+01
-0.,1000e+01 Q.%000e+01

FS) Vrednosti iteracija prema formuli

0.2279e+00
-0 . T7T8%2e+00
-0.9967e+00
"'"0 alOOOe‘ﬁ‘Ol
"'0 o loooe+01

0.30%2e+01
C.3006e+01
0.2000e+01
0.5000e+01
0 o 3 0O08+01

J*) Vrednosti iteracija prema formuli

0.3806e+01l Q,2987e+0L1
~0.9296e+00 0.3000e+01
-0.1000e+30 0.3000e+01
=0.1000e+01 0.3000e+01

30 PoXetne vrednosti korena:

>R

"'O . 284 93"'01
-0.3550e+01
-0 L 30759"'01
"0 ) 3002 e+01
"0 . 3000 e+01
""'O . 30003"'01

P W WV Y e T i P e
OV B\ A N
Ve St Nt “ans? Nt s

-5 a].OO

1 .T700

) Vrednosti iteracija prema formull

-0.251Te+0l 0.1725e+01)
~0.6946e+00 0.1808e+01
-0,9%02e+00 0.1945e+01
-0,.9979e+00 0.1998e+01
«(.1000e+01 Q.2000e+01
-0.1000e+01 Q.2000e+01

1%.00

0,100

(35):

0.1042e+02
0.,9982e+01
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02

(36) :

0.1005e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02

(57)

Qo 9992 e+01
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02

(35):

0.622%e+01
(.5009%e+01
0.601%e+01
0.6000e+01
C.5000e+0-
C.6000e+0l

6.000

7.600

2,200

0.6000e+0l
0.6000e+01
0.6000e+01
0.56000e+01
0.6000e+01
0.6000e+01

0.6000e+01
0,6000e+01
G.6000e+01
0.6000e+01
0.6000e+01

0.6000e+01
0.6000e+01
0.06000e+01
G.6000e+01

10.00

O.4416e+01
0.%527e+01
0.%046e+01
0.%002e+01
0,5000e+01
0.%3000e+0L

70

0.1002e+(2
0.1000e+02
0.1000e+Q2
0.1000e+02

0.2215%e+01
0.20%7e+01
0.198%e+01
0.2000e+01
0.2000e+01
0.2000e+01

0.2147e+01
0.1995e+01
0.2000e+01
0.2000e+01
0.2000e+01

0.209%e+01
0.1999e+01
0.2000e+01
0.2000e+01l

0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.,1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
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) V¥rednosti iteracija prema formuli

-002915e+01
-0.3000e+01
-0 . 30009*'01

-0.1958e+01 0.175%e+01
«0.1%387e+01l 0.19%52+01
~0,.,108%e+01 0.199Ge+01
~0.1000e+01 0.2000e+01

WA ANE 0O
S N et S S

(
(
(
(
(
(

--012667”!4'01
-'0 . 42509+01
-0.%09%e+0)
=0 ,3000e+01
-0.3000e+01

R \AN -
“9

¢
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

4° Poletne vrednosti korena:

-2 1000 "1-500 11800

(ol) Vrednosti iteracija prema formuli

""'0 . 30599"'01
"'0 -30096‘*'01
~0.3009e+01
“0130108+01
-0.301%e+01
-0.5775e+01
=0.2920e+01
""0 ® 3007 e+01
-0.3000e+01
"0 -30003"'01
-0 -30009'*'01

""O -7334e+00
-0.,9724e+00
-0.,9721Le+00
""'O . 96529*’00
"'0 -1395@"':}
-O -11 386"'01
.‘019906E+00
-0.1000e+01
- -10009"‘01
-0 .10009‘*‘01

0.185%e+01l
0.195%e+01
0.195%e+01
0.19522+01
0,1949e+01
2.19%0e+01
0.159%e+il
0.1819e+01
0.19782+01
0.2000e+01
O v 20009"’01
0.2000e+01

pd b e A AN T T N
N O =1 OV SN
Tt M N St? Nt St St Nt st Nt Nt Nt

) Vrednosti iteracija prema formuli

-0.195Ce+01
"'0 11182 e+06
~-0.2358e+04
-0 . 3306 e+03
""D » 4821 e+02
~0.1955e+C2
-O -8556 e+01
-0 -4598 e+01

-0.1970e+01
0,118l e+06
Jo4450e+05
C.1661le+05
J.6229e+04
0.232324e+04
0.8742e+0%
0.%266e+03%
0.1212e+03
0.4422e+02
0.15%6e+02
Q0.485%e+01

""'0 ° 5204 e"'OO

0.1890e+01
0.1987e+(01l
0.1987e+01

0.1987e+01
0.1987e+01
0,1987a+01
0.1987e+021
0,1987e+01
0.1987e+01
0.1987e+01
0.1885e+01
0.1967e+Dl

\ﬁﬁH#C)QHﬁ—JUHthvHQFJ;Tp

et pd o Jod s N N S
e S Nt S s Nt N N Mgt Nvrt Nt N Vgt

4 .000

0.1987e+01.

(36):

0.6515%e+01 Q0.%477e+0l
0.9995e+01 0.3%880e+01
0.6000e+01 0.%00le+0l
0.5000e+01 0.3000e+01
0.6000e+01 0.3%000e+01

) Vrednost iteracija prema formuli (37):

8.600

(35):

0.3721e+0l
0.3061le+0l
0.%3061le+(1
N.3061e+D1
0-3064e+01
0.307Te+01
0.%169e+01
0.3%5088e+01
0.501l7e+01
J«3000e+01
0.%5000e+01
0.5000e+01

(%36):

0.%3496e+01
0.%009e+01
Je900%e+01
0.5009e+01
O.5309e+01
0.%009e+01
0. 2009e+01
0.3%009e+01
0.3009e+01
0.%009e+01
0.3009e+01
C.%0)l1le+(l
0.%3048e+01

-3,1800e+01 0.1771le+dl 0.7227e+0l 0.2469e+01
0.250%e+00 0.2005%e+01 0.60%%e+01l 0.2955e+01
~0.907%e+00 0.2000e+0l 0.6000e+01l ($.35001le+0l
=0.1000e+01 0.2000e+01l 0.6000e+01l 0.35000e+01
-0.1000e+01 0.2000e+01l 0.6000e+01 0.%000e+01

1%.00

0.758%e+01
""'01: 78459+02
-0 e 35269""02
0.121%e+01
0.6175e+01
0.6064e+01
0.56003e+01
0.6000e+01
0.6000e+01
0.6000e+01

0.6422e+01
0.61%1e+01
0.61%1le+01
0.6131e+01
0.6131 e+l
0.61%1e+01
0 16131 e’-O].
0.61%1e+01
0.61%1e+01
0.61%2e+01
0.6141le+01
0.62%4e+01
0.7440e+01

11

0.10800e+02
0.1000e+02
0.100Ce+32
0.1000e+01
0.1000e+02

0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02
0.1000e+02

0.76%6e+01
0.9442e+02
0.5122e+02
0.2965e+02
0.1891e+02
0.1%64e+02
0.112%e+02
0.1009e+02
3.1000e+02
0.1000e+0?2
0.1000e+02
0.,1000e+02

0.9112e+01
0.,9874e+01
0.9874e+01
J.9Y314e+0l
0.9874e+01
0.9874e+01
0.9874e+01
0.98T74e+01
0.9874e+01
0.3872e+01
0.9852e+01
0.947%e+01
0.966%e+01



P~~~
el
~J O

mbmmwé%

7o

~0.31360+01 ~C.8787e+00 0.1996e+0i 0.3007e+01 0.6155e+01 .9857¢+01
~0.3001e+01 ~0.9991e+00 0.2000e+01 J.3000e+01 0.6001e+0l .9999a+01
-0.3000e+01 -0.1000e+01 C.2000e+01 $.3000e+01 0.6000e+01 0.1000e+0zZ
=3.%000e+01l = .100Ce+ui 0.2000e+01 C.3000e+01 0.6000e+01l 0.1000e+(C2

) Vrednosti teracija prema formul. (37):

—0.65:0e+01l 0.25%8e+Cl 0.1917e+Cl 0.3%24e+0l 0.5397e+0l 0.1033e +02
~0.3511e+01 0.1538e+01 =0.5059e+00 .1.2795e+01 0.6784e+01 . ,1000e+02
-0.30090+01 0.2014e+31 -0.998%e+00 0.2984e+01l 0.6009e+01 0.1000e: 02
-0.%0002+01 0.20008+01 =-0.1000e+01l 0.3000e+0l 0.5000e+01 0.1000e+02
-0.%000e+01 0.:000e+01 =0.1000e+01 0.3000e+01 0.6000e+01 0.1000e+02




(5]
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