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"pojma odredenog integrala, _
broja beskrajno malih elemenata, stvara u sluSaonici ogromno - -

PREDGOVOR
Prvi deo ove trece knjige ,,Elemenata ViSe matematike‘
posveten je elemcntarnlm osnovama- Integrainog rafuna. Ove
su- izloZene i objasnjene na konktretnim primerima iz raznih
oblasti koje primenjuju taj ralun. Dugogodisnja praksa kao
predavala Elemenata ViSe matematike na Sumarskom fakul- .

tetu, u Zemunu, pokazala mi je da predavanje Integralnog

ratuna, kad se poéne sa teorijom neodrcdenog mtegrala kao

- pojma kO_]l stoji u bliskoj,” prirodnoj vezi sa ve¢ usvojenim
. pojmovima izvoda i diferencijala, ne zadaje nikakve teSkoce.
' Lako se savladujé i formalni proces integracije it jednostavnim,

elementarnim sluCajevima. A poito se ovo savlada, uvodenje
1 kao zbira beskrajno velikog

psihologko zadovoljstvo, jer slufaoci ose€aju da sad raspola¥u
moénim matematitkim aparatom za re§avan3e vrlo vaZnih
konkretnih problema Cak im to reSavanje izgleda jednostav-
mje od onog kojim su morali da se mude u srednjoj 3koli,

 pri uraéunavanju povrSina i zapremina, i u mnogo Jedno-

stavnijim sludajevima.
- U drugom delu knjlge, pod naslovom ,,Kalkulativni
procesf‘ pokazani su, polazeéi od Numeritkih ratuna, postupm
za re§avanje problema kO_]l se, prema savremenim programima,
mogu, smatrati kao prvi koraci praktiénog matematitkog

elcmentamog enc1klopeduskog znanja
U _ovoj knfuzl je razraden i pro§iren matcrljal izloZen

u glavama — ,JIntegrali* i ,,Kalkulath procesi‘ — moje
knjige
‘unesene i izvesne narogite - dopune Malo vise je razradena

,,V1se matematikes, iz 1948. godme, ali su ovde

teorija Integracije racionalnih, iracionalnih i transcendentnih

- - funkcija. Date. su primene Integralnog rafuna u- Analizi.



Pokazane su primene tog raduna u Geometriji masa, u vezi

sa prob’icmima Mehanike, Najzad, u &etvrtoj glavi navedeni
"su i klasi¥ni metodi za algebarsko refavanje- jedna&ina tredeg
i Zetvrtog stepena, §to sad ne ulazi u program srednm Skole.

Pri izradi rukopisa i ove knjxge veliku pomoc mi je
ukazao prof, V. V. Migkovi¢, kome i ovim putem izraZavam
srdaL‘nu zahvalnost

.
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Glava prva
NEODREDENI INTEGRALI
1.0. Uvod -

Savremena stroga teorija pokazuje da uvodenje pojma ‘
integrala moZe biti izvedeno na dva nadina, i to: u oblicima

.odredenog i neodredenog integrala. Ovi nalini se razlikuju

samo redom 1z1agan_]a ali vode do istih rezultata. Uvodenje
prvo odredenog integrala, kao ‘graniéne vrednosti zbira beskraj-
no velikog broja beskrajno malih elemenata ima tu -prednost
§to olakSava uopstavanja tog pojma u sludajevima kad su
razliditog karaktera bilo sami elementi, bilo oblasti zbirova
tih elemenata. Ali taj nain uvodenja pojma integrala, narodito
na prvim koracima pri izuavanju Vi§e matematike, mnogo je

. teZi od onog drugog, kada se, prvo, uvodi pojam tzv., neodre-

denog integrala. Kako nam je stalo da izlaganja na§ih Eleme-
nata budu $to jednostavnija, posluZi¢emo se metodom uvodenja
pojma integrala pomo¢u pojma neodredenog integrala.

1.1. Pojam neodredenog integrala

Kao $to je iz Diferencijalnog rafuna poznato, operacua

" diferenciranja date funkcije, koja se moZe diferencirati, sastoji

se u odredivanju izvoda, odnosno diferencijala te funkcije.
Ako sa F(x) oznalimo datu funkciju, a sa f(x) njen izvod
imamo : :

dF(x)

. j(x) odnosno dF (x) f (x) dx.
dx -



L f(x)=x2, imamo F (_J'é).=—';—x3._ : Ox;aj odgovor je tadan, jer je

[ T e - | B b Tpae i DLE

Prema tome se zadatak dife renciranja moZe 1 - ovako’,'
izraziti ' =
' dex)=f()f)dx

Funkcije:
N data = traZena -

U Matematici svakoj direktnoj -operaciji odgovara i
' obrnuta, inverzna operacija. Za operaciju inverznu diferenciranju

treba u jednagini - _
d'Fl x)=f (x? dx
traZena  data
~ Odredivanje prvobitne fumkcije {F,(x), ¢iji je izvod data
funkcija f(x), predstavija za nmas noyu matematitku operaciju,
koja se zove integracija, a izvodenje te operacije — integrisanje. -
Napr., neka je data funkcija f(x)=x2% Treba odrediti

da budu funkcije:

- funkciju F(x) sa izvodom x2 Jasno je da u traZenu funkciju

treba da. ude x® jer ¢emo od-diferenciranja trefeg stepena
dobiti drugi stepen. Ali diferenciranjem. x3 dobi¢emo jo§ i

koeficijent 3. Tog koeficijenta, medutim, nema u datoj funkeiji, .

x?; prema tome, funkciju x® treba podeliti sa 3. Znali za

£

._d;(i x;); o
dx\3" ‘

No B 'is;ti- rezultat : déje i fuxikcija %x" + T, ol /-je
< (—1* X3+ 1) —x*, a isto tako i 4 (—l— X3+ 7) = x?; ili, uopste,
dx\3 L B “dxe\3 L

di(—;-xs+C)=x2, gde je sa C oznafen potpuno proizvoljan,
X .
ali stalan broj. . - A

Tako- vidimo da integracijom funkcije x* ne dobivamo
potpuno odreden rezultat, ve¢ funkciju sa dodatkom u obliku
proizvoljne konstante. Stoga se rezultat integracije zove neodre-
deni integral. Ovaj integral se mo¥e ovako definisati: . '

Zbir . funkcije i proizvoljne Kkonstante, ¢iji je izvod data

funkcija, zove se neodredeni integral te funkcije.

N

10 -

4,
fi

R T

R = e

‘redeni integral uvedena je oznaka,

y%lx”+ C inoie se dobiti paralelnim.
2

=

3 )

" Svaka operacija u Matematici, koja -se Zesto pomavlja -

 __ a integracija spada u takvu vrstu operacija — lma i svoju

narolitu oznaku. Tz razloga koji ¢emo docnije dati, za ngod-

7’

§f(xydx. ‘

’ e g . i &
Ona se sastoji iz znaka mtegr:ala, koji je posta ]
razvudenog slova S (prvo. slovo redi Summa), podintegralne

B funkcije il integranda, to . je dati izvod f(x) traZené funkcije

idi ij x koji j Jjivu po kojoj se vrii
i diferencijala dx koji pokazuje promenijivu p

integracija. Funkcija F(x) za kp]_l_l je f(x) {.zvod takode se.

zove prvobima ili primitivna funkcija za funkcpu f(x). - .

Sa ovim oznakama rezultat _prethodnog primera moZe

- 1 - : ‘

e napisati fx%’-x =l—3~x3+C..

Vrednost neodredenog integrala za odredenu vrednost

proizvoljne konstante zove se partikularna vrednost neqdrgdgnog
: " integrala. U Dekartovu koordinatnom S_lS'tCmu.SV?I(O] pa{tlku-
""" larnoj vrednosti integrala odgovara odregena kriva, koja se

zove integralna kriva datog neodredenog integrala. Sye integraine -

krive, za dati integral, satinjavaju familiju krivih linija, od

" kojih se svaka moZe dobiti iz bilo koje para]elqim pdme;anjem.

. [ S B
Tako, napr., u sluaju mteg;ala xdx =3 _x.2+C, za parti-

 kularnu vrednost C=0 kao integralna kriva sluZi parabola:_

y -1 x®; i svaki &lan familije “krivih

- 1 .
pomeranjem parabole y=7x2 u praveu

ose Oy (sl. 1). Na slici je prikazan§
podintegralna funkcija pravom y=x 1
familija integralnih krivih parab/olama_

1
—— x*+C.
yeo



. . operacija mtegracxje je isto tako — i to mnogo — teZa od -
' ;dlrektnc operacije, od operacije diferenciranja. Teoriju inte- -

. tarnih- mtegrala

N —
: =

Iz dt,fllll{,l_]c neodredenog mtegxa}a neposredno slcduju
ove njegove osobine:.

i

ifff.».-a de=f(3),

tj. izvod ncodredenog 1ntegrala po promenl_]wm integracije
jednak ]e podintegralnoj funkciji; i [dF(x)=F(x)+C, &to
znadi da je integral diferencijala neke funkcije jednak zbiru
te funkcije i pr01zvoljne konstante, Drugim redima, integracija
funkcije f(x) zavrSena je, ako posle transformacue integrala
{f(x) dx njegova podintegralna funkcija ima vrednost Jedmlcu i
. Jf(x)dx=J1.dF(x)={dF (x)= F(x)+C. Tako, napr., poito IR
je e*dx =de*, integral j'e"dx ima vrednost Jexdx=[de*=e*+ C. ' VR

Posto je svaka obrnuta operacua tea od direktne, i - S
gracije éemo razviti SIStematSkl polazeéi od pregleda elemen- -

1.2. Tablica elementarnih integrala

Svaki obrazac za dxferenciranje mo¥e se obrauti i tada
se doblva obrazac za integraciju. Tako iz obrasca (x8)' =S5 x*,

~odn. — (x5) _ sleduje obrazac | xidx= —2— x5+ C; aiz obrasca

(sin x)’ -cosx imamo obrazac: fcos xdx=sinx+C, gde je C,
i u jednom i u drugom sluéaju kao i uvek prmzvol_ma kon-. a
stanta integracijé. : ! i oy

Neposrednim iskori$éavanjem obrazaca leerencualnog
raduna, sa neznatnim dopunama, moZemo napisati ovu tablicu
za elementarne integrale: ‘

M) LF@-f@; [@dx-Fx)+C

(u) : '}'Af(x)dx=A__|'f(x)d_x,A_=c'onst.
()  fuxvydx=Judxifvdx.

-

12

n-+1 ) " .-d— :
(IV) [x"dx="—+Cnzt—1, (IV"8) f.f=1ogx+c.
, n+1 X 4
(V) j'é"dx=e"+C, (Vris) j’a“a’x~ 4+
g loga

[4'49) _[smxdx= —cosx+C (VI"‘S) jcosxdx—smx+C

(VH).[ —tgx+C (VIIbiﬂ)f
: COS X sin? x

(vm) fl
o 1+
x) f_xz—lg\/_’uc

= ——cotgx+C

2=arctgx¢|~C_‘= —atccotg x+C1.
X : :

(X) |- A% _ - arcsin X+ C“= —arc.cos x + C.
. J1i—x. _

(XI)* V_____—log(x +1/1+x=)+c
Primetimo da za obrasce (IX) i (XI) nema odgovarajuéih ’
obrazaca u tablici za d1ferenc1ran_1c Oni su uneti u tablicu
integracije, -jer su vezani za obrazac (VIII), odnosno (X).
Svaki od njih moZemo proverm neposredmm dlferencnanjem

Za (IX) obrazac imamo

“(log'\/?_*"x# C) =(——[log(1 +x)—log(1.——x)]+c)'

1 1 1 1
= ———t— = :
2114+x 1—x] 1—x?

Obrazac (XI) proveravamo ovako:

 HogG YT =[x+ TR (L4 x/ T =
1 .

=[x+ )1+ 81 x+V1+x2] m m

13
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Obrazac (Xl) ostaJe na snazi i onda kada pod korenom
StO_]l mesto ]edlmce ma koji pozitivan 'ili negatlvan broj, &ak
i nula. Zaista je - - :
[log(x+ [a+ xt xz)] =[x+]a -l;x"’]"l e+ Va + x2]- V_]___z
a3 ‘ , . a+x
] 1 -

Ja+xt

Specijalno za a=0 imam‘o

[ Va+x?]' f———logx+C

~ pri. gemu taj odgovor. sledu_]e i1z rezultata za op§t1 sluéaj,

jer je .
[log(x+]/a +x”)+C]aao—log2x+C—logx+log2+C—-
. J-—logx+Cl '

Prema tome tabhcu za elemcntarne mtegrale moZemo
dopunm obrascem ' :

(XIb‘B) | fV____ 10g(x+]/ x"’)+C

1 3. Elementame metode mtegracue Metoda zamene
i metoda delimi¢ne integracije. Metoda' redukcije

Ima nekoliko elementarnih ‘metoda integracije, koje se

svode na dovodenje datog integrala na jedan 'od tabli&nih

integrala. Objasni¢emo te metode na jednostavnim primerima.

A. Metoda zamene

1. Uzlmimo integral % Njega u tablici nema, ali

x_.

je naveden shéa.n integral (IV“B) d—{élo'g x4C. Za dovo-
.

denje datog mtegrala na ova_] Obllk stavimo x— 2 z, gde jez

/

integral dobiva, prema tome, qbiik

nova promeénljiva. Ako diferenciramo, dobivamo i vezu izmedu:

. diferencijala stare i nove promenljive, naime dx=dz. Na§

———=f§f, koji immo

u tablici elementarnih intégrala sa vredno¥éu logz+C

z

: Ako se vratimo na polaznu promcnljlvu dobxvamo konaéno

dx
—=log (x— 2)+C
x—=2 .

Za 1zra<‘§unavanje ovog mtegrala upotrcbxh smo metodu hy
Koja se zove metoda zamene. ’

Uzmimo jo¥. nekoliko pnmera
2. §(5x—3)dx. Stavimo 5x—3=z i tada je Sdx=dz,

odakle je dx=_% dz. Nat integral, poéle ‘transformacije, daje

j'(Sx 3)“dx _\'z“ —l—dz__._[zﬂd =-l_ —1—z5+§‘=
S o 5 5 ‘
_ '1
=—-25+C-— 5x— 35
"5 ( )

3, Ieﬂfﬂ"cosxdx Stavimo sin x =z, tada je cosx - dx = dz,
te, prema. tome, izvodimo jeﬂmxcosxdx j‘e’dz e‘+C~—
=esnx C, -

a2 powo ovaj integral podseéa’ na integral
' 5+ x? - :

f ,» zamenu treba takvu izvr§iti da se u imeniocu pojavi
T4 x* . '

1 mesto 5. Zato stavimo x2 =522, ilix=z Vg, odakle se, posle
diferenciranja, dobiva dx= VS -dz. Ako zamenimo nalazimo

: [ V5-dz V‘
f5+x2 ‘ 5(1+22) 1+ 2——arctgz+C_
5, I

=1 _arct _+C
5 R

/ ? .
\ 15



Sad moZemo postaviti opsti obrazac za zamenu pro-

menljive kod meéodredenog- integrala. Ako ' imamo integral

[f(x)dx i stavimo x=g(2), odakle je dx=9¢' (2)dz i z= $ (x),
onda se integral transformiSe -

(XI) [f(x)dx= 51 oD/ (2)dz = F(Z)+C Fyx)] +C..

Teskoéa metode. zamene promenljive je u tome $to se
ne moZe dati opste pravilo za nalaZenje celishodne veze
izmedu stare i nove promenljive. Ponekad, u konkretnim
sludajevima, oblik podmtegralne funkcije sam ncposredno odaje

kako se moZe uprostm data fupkcija, pa Cak i dati mtegral :

svesti na oblik iz tablice elementarmh 1ntegra1a, ili na ranlje
refen integral. :
Naveséemo _]o§ nekollko primera.
dx

5 Izraéunatl integral 2+—2;—5 .

-mtegral svell na oblik iz tablice elementarnih integrala,

moramo, pre svega, ukloniti flan sa . prvim stepenom x-a

u imeniocu. Zato ¢emo u imeniocu izdvojiti potpuni.kvadrat,

tj. transformisati ga ovako x*+2x+3= x2+2x+1+4=

=(x+17P+4 Zatim stavimo x+1=2z, odakle je dx 2dz’

i z—-i (x+1). Tako ¢e na¥ integral dat1

L dx __j; 2dz
'.[ﬁ+2x+5 42+ D
, ——!—arctg—_i_——-i—C
-2 2

. ———arctgz+C-—

: o . dx
6. Tzratunati integral | ———==—=: Prvo ¢emo ga trans-
5., (- 14 Ix—x—1 _ 4
formisati tako da izdvojimo kvadrat pod korenom

J' dx _J‘ ! dx '
-1 J 9, 9
V3x—x*—1 \/f(x*—3x+7)+7—1
2dx
V5—(2x—3)*

16

Da bismo ovaj

T
=i

- Zatim moZemo staviti 2x—3= ]/_5-_ z, odakle imamo
2dx= ]/gdz i zf%(l x—3). Integral tada izgleda ovako:

1/5——(2x~3)2: V1~Zg=arc smz-ﬁC=.arcsm +C.

B. Metoda delimiéne integracije

Metoda delimitne integracije po&iva na obrascu Dife-
rencqalnog rauna za dlferencual prmzvoda dve funkcue u(x)
i v(x), tj.

d(m’) udv+vdu

"~ Iz ovog obrasca lZVOdlmO obrazac Za dehmlénu mte-'
gracuu

(xur)

Judv=uv—[vdu.

Pokazaéemo njegdvﬁ primenu na jednom primeru.
1. Izradunati lntegral § xe*dx. Uzmimo prvo deo. pod-

.integralne funkcije i-stavimo e*dx = dv odakle je v={e*dx =e*.

Ovde nismo uneli proizvoljnu konstantu, jer je dovoljno
da je- stavxmo u krajnjem .rezultatu.

‘Posle ove prethodne, delimine integracije, dati integral
postaje | xe*dx = [ x de*. Ako na ovaj primenimo obrazac (XIII), .
imafemo [ x de* = xe* — [e*dx, odakle kona&no izvodimo Ixe"a'x =
=xe*—e*+C=e*(x—1)+C.

Posto smo za izralunavanje ovog integrala prethodno
izvr§ili integraciju za odredivanje v, gde u podintegralnoj
funkeiji ulestvuje samo jedan deo podintegralne funkcije
datog integrala, ova metoda se zove metoda delimitne ili
parcijalne integracije. Obrazac (XIII) zove se obrazac za deli-
miénu integraciju.

. Refimo jo¥ nekoliko primera metodom delun:c‘,ne inte-
gracije. _

2 Integralni rafun sa primenama

9 -



8. Izrafunati integral J=[x%sinxdx. Uzelemo, prvo,
integral dela podintegralne funkcije v={sin xdx= —cos x;
zatim demo ovako raunati J=[x®sinxdx=fx% sinxdx=
=fudv={x¥d(—cosx)=uv—fvdu= —x%cosx+[cosxdxt=
= —x%2cos x+2 [ xcos xdx; na poslednji integral ponovo ¢emo
primeniti metodu delimi&ne integracije; i tako dobiti: .

J=—x?*cos x+2fxdsin x= — x2cos x+2[x sin'x'—'j’sinxdx]'=_
= —x%cos x+2 xsin x+ 2 cos x+ C.

U vezi sa izradunavanjem tog integrala treba ovo da

_ primetimo. Prvo, podintegralna funkcija polaznog integrala

x2sin x sadrZi dva  dela: x% i sin x. Na pitanje: koji deo treba
uzeti za prvu . delimiénu integraciju?, odgovor je, u ovom’
sluaju, jasan: za u treba uzeti x% a za dv — sin xdx, jer se
I. v lako odreduje i 2. kad x* ide pod znak diferencijala,
stepen tog ¢&lana se sniZava. Zamislimo da smo stavili

. sin x =u, dv=x%dx. Delimi¢na integracija bi nas, u tom sludaju;

dovela do intégréla Sudv=uv—{v du=uv——%]'x3 cos xdx

koji je postao komplikovaniji, jer se u podintegralnoj funkciji
kod  trigonometrijske iunkcije stepen x-a poveéao. Druga
primedba se odnosi na izralunavanje integrala tipa sa koe-
ficijentom kod trigonometrijske funkcije sinx. ili cosx u

obliku. stepena x", gde je n prirodni broj. Primena navedene

metode omoguéuje uvek da se izrauna takav integral.”
9. Izradunati integral J= JsinZx dx. Radunaéemo ovako:

J=Jsin*xdx= — [sinxd cos x= —sin x cos x + [ cos xdsin x=
= —sinxcosx + fcos®’xdx= —sin xcos x+ J(1—sin®x) dx=""

= —sinxcosx+x—J,

gde je J polazni integral. Prema tome smo za odredivanje J_
dobili ovu jednadinu 2J=x-—sinxcosx; odakle kona¢no

dobivamo J= | sin®dx =——;— (x—sinx cos x)+ C.

10. Ako zajedno sa integralom J=]sin?xdx v po,traiiilio
integral J* = [cos® xdx, iz jednaline J-+J*=Jdx=x - imatemo

J*=x—1J te ée, prema tome, biti J* =—é—(x + sin x cos ﬁr) +C.
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C. Metoda redukcije
- S_g metodom delimi&ne integrécije stoji u vezi metoda
redukceije. - Objasniéemo: je na primeru. . :
. 1. Izraéuna'ti integral J, = [ sin” x dx. Primenimo delimi&nu
Integractju; mnoZilac sinx povefimo sa. dx.
Jy=—{sin"1xdcos x= — sin"1 x cos x + [ cos x dsin"lx = .
= —sin"Ixcosx+(n—1)fsin"2xcosxdx=
= —sin""Ixcosx+(n— 1) [{sin"~2 x dx — [ sin® x dx] =
=—sin"txcosx+(n—1)Jp_p—(n—1)J,.

_Ako Elan sa J, prebacimo sa desne na levu stranu, ~
dobitemo obrazac '

nJ,=Mn—1)J,_y—sin"~1 xcosx,

.koji se zove redukcioni obrazac. On omoguéuje da se izraduna

.Integral sa podintegralnom funkcijom sinusom na n-tom stepenu

pomocCu ‘integrala sa sinusom na stepenu n—2, Uzastopnom
primenom ovog obrasca moZe se lako izralunati svaki takav
integral, ako je n prirodni broj. Zaista, ako je n paran. broj,
posle niza redukeija dolazi se do integrala J,=[dx=x+C.
Ako je n neparan broj, integral J, redukuje se na integral
Jsinxdx—=—cosx+C, koji.je dat wu ‘tablici elementarnih

~ integrala. -

Sliépo‘ redukcionom obrascu za integral .J, sa sinusom
moZe se izvesti redukcioni obrazac i za integral sa kosinusom
> . - - N
Jr=[cos” xdx. Taj obrazac izgleda ovako:
’ .; _ .« -1 -
nJ =(n 1)J; _,+cos"1xsinx,
Vezbanja:
Izralunati integrale funkcija:

L 5x-3. 2. #~4x-1 3 x—142x—t4x-% 4 Vx+)x,
5. Vx=1. 6.e*+L T.sin(x+1). 8 4% 9. asint+bcoss. 10 prls

+qz'/?. 11. ax*+bx+c. 12, (a_+bx)l/'. 13. Vx - Yxr, 14, xVad-1,
- sin @ Lo T :
15..sm_' x. l6. m. 17, sin2 x. .18. cos4x. 19. sinhx. 20, cosh x.

2%
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sin x lye

21, — . 22, 11>, 23 xe [v".
a+bcosx ' _ R
+sinet). 26.xe**. 27, xte*h, 28.iexsir-.x. 29. e—*cosx. 30. £™¥sin x.
31. Odrediti partikularne integrale J, i J, funkcije 10x+1, prvi ped

uslovom da za x=1 ima vrednost 101 drugi da za x=2 ima vrednost 25. |

24, sin*(2x-1).. 25. &*(1+

1.4. In_tegracijé racionalnih funkcij.a

- U racionalne funkcije spadaju, kao §to znamo, pre
svega polinomi. Integracija polinoma se vr§i bez teskoéc

Zaista, moZemo neposredno napisati ‘ /1
: ‘ - /
flag+ayx+apx®+ -+ - +a,_x""1+d,a") dx= '
R D I : 1 L
=a_1+a0x+——01x +—(12x3—|— - +—d,,...1x"+ - a"x"+ 9
: 2 3 n S on+1

gdé smo sa d_ oznadili proizvoljnu konstantﬁ integracije.
Po def. mcul ‘svaka racionalna funkcija moZe biti pred-

stavljena kao koli¢nik dva polmoma: —L—
Q (x) polinomi. Ako je stepen polinoma P (x) veéi ili jednak
. stepenu polinoma Q(x), moZemo izvriiti deljenje, izdvojiti
zasebrii polinom R (x) i napisati datu rac1onalnu funkciju u

obliku zbira R(x)+P (;, gde je P,(x) polinom m- og‘
n
stepena 1 Q,(x) — n-og, pri-&emu je m<n. Podto se integra- ,
cija polinoma R(x) vi§i na veé pokazani nalin, ostaje-da e
se proudi integracija samo koliénika P, (x): 0,(x) sa m<n.
Integracija ovog: koli¢nika zasniva se na ovim stavovima
Algebre: ' .
a. Svaki polinom n-og stepena ima n nula; drugim .
reéima, svaka jednalina Q,(x)=0 ima n» korena. Koreni
mogu biti: 1. realni, i to bilo prosti a,b,..., bilo i vife-
struki @, =a,=...=a,. 2. imaginarni, i opet bllo prosti ¢ +Bi, .
bilo i v1sestrukl oy +Pyi=0g+Bgi=...; pri femu, ako su
koeficijenti jednatine Q, (x)=0 stvarni brojevi, svakom ima-
gmarnorn korenu «+Bi jednadine Q,(x)=0 odgovara konju-

govan imaginaran koren a—pi. ‘
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, gde su P(x) i
x) Lok il

b. Svaki polinom Q,(x), n-og stepena mo¥e biti
predstavljen kao proizvod svih razlika x—x;, i=1,2,...,n,
gde su x; koreni jednaline Q,(x)=0 i koeficijenta kod x",
tj. 0,(x)=a, (x—xl) (x—xy) . .. (x—x,). Prema prirodi korena
taj prDJZVOd se izraZava, u 0pstcm slu?.‘,a_]u ovako .

0n () =a,(x—x)(x—x9) ... (x—' ) (x—xk)" (x—x)' .
L=+ BRI (v —a )+ B2F [(x— )+ B2,

pri &emu su X, Xs,..., X, realni prosti koreni; x, x;—
realni koreni visestrukosti k i /; a+Bi i «—fpi— imaginarni
konjugovani prosti koremi i o+ Byi, o0z — Bl 1 o, +B,i, &, —B,i
— imaginarni konjugovani koreni viSestrukosti s i £. Ako se .
samo na napisanim mnoZiocima zadrZimo, n treba da ima
vrednost
n= p+k+1+2(1+s+t)

~¢. Koli¢nik P,: Q, u naSem shucaju- se‘r'asta.'vlja na ove

-~elementarne, proste i vifestruke, razlomke: -

ﬁ%_A1+A2‘+__.+A,, Bope . wiiuBdt
0, xX—XxX3 X—Xxp X—x, (x—x)* (x xk)"—
PRRE" . 0, LS e 7 ---+B‘ +-
, x—x; (x—x) (x— x,)' i x—X
Mx+N Mx+ N, M,_1x+N_
- +
(x—0)*+B% [(x—o)?+B7 [(x—og)?+B,2 T
Mx+ N, Gx+ H, G, x+ H,_
(x=o+Bs [(x—a)+B2) [(x—o)*+B2]"?
| Gyx+Hy '
(x—o)+ B2

Za ovako napisan izraz koli¢nika P,,: O, treba: 1. odre-
diti ‘korene imenilaca, realne i imaginarne, i 2. odrediti
koeficijente svakog pcuedmog elementarnog razlomka. Odre-
divanje koeficijenata se vrsi tzv. metodom neodredenih koefi-
cijenata u raznim formama. Sam postupak objasniéemo na
konkretnim primerima.
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o Posle.rastavlj-anja koli¢nika na elementarne razlomke
vidimo da integracija racionalnog.razlomka, u opitem sluaju,

- zahteva izralunavanja integrala ovih tipova..

! JP' C oo [, [ AxeB
x—a (x—a)< (x—o)? + B2

4. f—*ﬁf’ dx,

- J (e PR

gde su oznake o&igledne. Izradunavanja 'napiéanih tipi¢nih

b

* integrala ne predstavljaju teSkoce. Zaista, za prva dva integrala

imamo neposredno’ ‘ “

o
“ d d(x—a) L
1. - = : _— —_
o fx-d f x—a vlog(x' aHC:

d . .
‘2- .f(x_._xa)k=Ji(¥fa)_kd(?c~al)=.(x-—n).1—"':(‘.1—'k).+ C.

¥ "  Ax+ B o
.3, Integral .f———_dx, posle_zam_ene X—oa=032, -

(x—a)®+ 82
pre,lézi u integrale . 1 A f d(1+2%) +(A %+ B) dz
| l.+ 27 . B 1+z%
prema tome, izraZava se pomocu log(l+7) i arctgz. -
- Ax4- B.

dx, opet poslé za-
CCd(1+2Y)
- , (1 +22)
i f (1—+;)—k . Prvi od _ovih %ntegrala ima vrednost

4, Najza.ld,‘ integral | ——————
o - . [(x_a)2+B$]k

mene x—o=Qz, izraZava se pomocu integrala

(1+2%)1-%:(1—k), a drugi se izralunava ovako:

d 2. 52 .
Jk:f' z =f1+_z z dim i _ztdz
(1428 1+2% - (1+ 22y

1 d(1+20) . T |
=Jem— Z"("iz="k—1+ I Zd(' 1 -
' 2 ) (42 2(k—1). A+ zy)
22 5

g

A L (I z 1 Al
=Jk-—1+ . - dz 8
. 20k—1) [(L+220— ) (1+28)1
- "1' Jr—1+ 1 - < = Z ——Ji—1 +
2(k—-1 2(k—1) (A +221 2(k—=1)
' . ) = 1 /

=Ji-1
Tz :

+ - +

‘_ L2(k-1) (LR

i tako 'p'osle,' prvo, identiZne zamene jedinice izrazom 1+ 22— 22,
i, ‘drugo, posle primene metode delimi¢ne integracije na jedan -
od integrala, dobivamo redukcioni obrazac -

dz_2k=3 dz 1 z
) UiF 2k—2 ) (2 20-1) (L2
koji stepen imenioca snifava za jedinicu. Primene ovog
' dz

_ obrasca dovoljan broj puta dovode do integrala f =

2. .
X i | 1+2

- —arotgz + C,koji i zavriava izraéunavanje‘intégrala'ﬁctvgt_dg tipa.

. I tako zakljutujemo da, posle odredivanja ‘korena ime-
nioca racionalne funkcije, integracija takve funkcije uvek moZze
biti zavriena pomoéu konalnog broja poznatih operacija.
Pri tome sé u rezultatu mogu pojaviti samo: racionalne funk-
cije, logaritmi i arktangansi. Karakter kona&nog odgovora
zavisi od prirode korena imenioca podintegralne funkcije.

" Prikazanu teoriju objasniéemo na primerima. -
+x2—16 x4 16
x2—4x+3

1. Izradunati integral J - j bl dx.

‘Poito je stepen brojioca veéi od stepena imenioca iz-
vr§iéemo deljenje

x¥4x2—16x+16 xt—4x+3

x*—4xt+3x l x+5

S 5x2—19x+16 '
5x2—20x+15

x+1
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3 : __ - - i
dakle je ot M:x+ 5+ = r_l ; i tako imamo
- x*—4x+3 x—4x+3 »
dva integrala J=[(x+5)dx+ —Laﬁbjlhfg. Prvi
- xt—4x+3 : -

- integral, pblindma x+ 5, ima vrednost le—;— 2+5x. Za

 izratunavanje drugog, odrediéemo prethodno korene jednadine

x*—4x+3=0. Kako su x;,=1, x,=3, imamo x*—4x+3=
=(x—1)(x—3). Prema tome, podintegralna funkcija drugog

integrala, ————-x—i— , moZe se rastaviti na dva elemen-
(x—1)(x—3)
x+1 . A B

- tarna razlomka . = +
: x—1)x-3) x—1 x-3

neodredeni koeficijenti, koje treba odrediti iz napisahog_

identiteta za svaku vrednost x, sem x=1 i1 x=3, kad
identitet gubi svoj smisao. Kako je za proizvoljnu vrednost
x-a, sem 1 i 3, imenilac (x-1)(x—3)70, dobiéemo ovaj
oblik naleg identiteta x+1=4(x—3)+B(x—1). "

. -Birajuéi koeficijente kod x i slobodne &lanove dobivamo
dve jednadine A+B=1, —34—B=1, aizovihA=—1, B=2.

Primetimo da se odredivanje neodredenih koeficijenata moZe -

i na drugi nadin izvrditi. Naime, ako u identitet stavimo prvo,
napr., Xx=—1, a zatim x=2, dobi¢emo sistem jednadina
2A+B=0, —4+B=3 sa istim refenjem, kao i prethodni
sistem. Posle odredivanja koeficijenata 4 i B, na¥ integral

postaje J, = —~f dx.+2f ax i dovodi do reSenja

x—1 x—3
Ja= —log (x—1)+2log (x— 3).
Prema tome, konalno imamo

T2
Jzix"%—.‘uf-}—lmgrj'(JC 3) ,
2 x—1

gde je proizvoljna konstanta izraZena u obliku log C..

2, Izratunati integral J=. $¥= dx. Da integral bude
. (x—3)* '

24 -l

, gdesu A1 B

: tada jex=3+z1 dx = dz.

2»

§to jednostavniji, stavimo x—3=z
2z+1 - dz dz
Tt dz=2 | —+ | —=

z

Ako -smenimo imaéemo J= -
G Z2 z

X I o { _
—2log z——+C=2log(x—3)———+C.
: z , x—3. :

3x - 1
. dx.
4x2+8x+7 - _
 Pogto su koreni imenioca imaginarni, moZemo imenilac
ovako transformisatidx?+8x+7=(2x)2+2:2x-2+2%2+3=
'=(2x+2)*+ 3. Ta metoda dopunja\(anja _do .totalpog kvad{ata
narotito je zgodna u - slufaju imagmam_lh korena. Stavimo

3. Izrafunati integral J= f

— - 1 —
sad 2 (x+1)=)3z i nalazimo: 2dx=}/3dz, x=—2—(V3 z—2). .

Posle transformacije na novu promenljivu nag integral dobiva
vrednost koja se di neposredno integrisati:

4 ) 22+1 3.

;]=‘_3-f 2dz _.‘ZVSJ' dz n—-—Z—log (22—'1—1),—'% ar'c,tlg'z\—'i‘?

1422

ST 2)/3 2.
+C=%Iog(4x2+8x+7)— lg arctgﬁ(x+l)+cl.

[ 6x2+2x—3 6x2+2x—3 _
) @+ (x—2) 1) (x—2)
PxtQ + 4 , odakle za neodredene koeficijente imamo . -
x2+1  x—2 . -
identitet 6 x2+2x—3=(Px+ Q) (x—2) +A(x*+1). Izjedna&imo
koeficijente i slobodne &lanove: 6_= P +'A, 2=0Q0—2P,—-3=
= —2 0+ A. Relavanje ovih jedna¢ina daje P=1, Q=4, A=5.

0 . J xdx 4 dx :
Za integral dobivamo =B B + oyt

4. J dx . Stavimo

x— :
~log C(x—2p )x*+1+4arctgx.

_4;5-[ i =_1_10g(x‘3+1)+4arctgx+5log(x—2)+C:_
: ! Sfh B
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X x (B4 1) 0 x%4

e _dx Stavi 1 A
. py . Stavimo ——— % -
5 x—1 (x,+ 1) (x—=-1)2(x+1) (x—1)*?
et
x—1 x+1 .
+ C(x—1)% Ovaj identitet daje:2za x=0,2i <2: 1 =4« —-B+C

1=34+3B+C, 1=—4+3B+9C, tako da je: a=L
_ 2

» odakle imamo ‘1 =A(x+1)+B(x*—1)+

b

5oL e 1
4 - 4
Integral ima vrednost J = —L—L—y—l—log)il}
. ! 2x—1'4'_ x—1

I 1
+log C=log C[2 1 :
IR ON T T

4 x?

’ -dx “ ) .
o 6. J~fm——.P0§tO]3 x6+2x4+x2.=)f‘2(x2+1)2,'

-podintegralna funkcija se ‘ra‘stavlja na ove elementarne raz]omke

f_ﬂ_{_é_l_Asx{A‘; +Asx'—i—Aﬁ _

Posto se ‘odrede neodredeni
koeficijenti,"i i‘ntc_:gral se jednostavno dobiva. "Ponoviéemo
samo odredivanje integrala sa koeficijentom A;. Taj integral
: Cdx . . : o '
J*= | —— ___ moZe biti, kako smo veé videli. i '
, ¢ vide -
’ -f()_c?'+ 1)2-, A akoss li, izradunat pqmo
cu zamene jedinice u brojiocu sa 14 x2—x? i, zatim, delimi&ne.
mntegracije. Pokazacemo i drugu poznatu metodu za izralunavanje

integrala J*, Iskoristi¢emo smenu x— tg z; tada je dx = ! dz
. . o . - cos?z

, Imaéemo J* =

z=arctgx. Kako je 1+x2=1+tg2z=~
' cos?z

=[cos®’zdz. Videli smo da metodom delimi¢ne integracije za

. . . 1
ovaj mtegral nalazimo: J* = > (z+sin Z cos z) + C. Prema tome,

uzime;juéi. u obzir poznate obrasce Trigonometrije sina =

N .

= '_‘:—L_; 3 COS O = ———
V1+tgle - Y1+t

, dobivamo konadno J* -
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;f_(_z%=_l_ (arétgx-i- ad 2) Sto se lako da proveriti.
X+ ‘ T

i neposrednim -diferenciranjem.

2 14+ x

P '
- U vezi sa poslednjim dvama int,egralima; koji sadrZe

elementarne razlomke, recimo, tipova - 1 - 5
‘ (x—1)% Xx*+1

vi-

dimo da u oba sluddja u imeniocima imamo kvadratne funk-
cije x-a; samo, u prvom sluZaju, tom elementarnom razlomku

.odgovaraju dva razlomka sa konstantnim brojiocima, a u - -

drugom samo jedan razlomak, ali sa brojiocem linearnom
funkcijom od x. : -
Vezbanja:

Izralunati' integrale funkcija: :

1. x®Mmypaxmtnt pena x®. 2. xt+x+l+1/x+1/xt 3 1:Q2-x).

. 4. 1:(02+4x-2). 5 (x+4):(x*+6x+8). - 6. (Tx+3):2Qx*—x-3).
7o 1:(15+16x-9x%). 8. (12x-5):[x(1+x-2x%)] 9. 2:[(x-3)*(x—2)].

10. Qx—3):(x*~4x*+4x). 1. GP+1D):[x(x~1P°]. 12) X"+ 5x%+

. +8x+4), koreni imenioca sw: -1 i -2. 13 Izraéuriativ integral
dx >0 R o

— - pod uslovima: ac—b%=0. 14. Za koju je vrednost broja
a+2bx +cx® <0 : '

. xdx : . .
n integral { —— trancendentan? 15. Za Koju je vrednost broja »
. (ax?+ b)» v R

. dx '

mfegral j‘(ax’ Py _tranSccndentan?

1.5. Integracija funkcija koje zavise od 'kvadratnog korena iz
Iinearnog ili kvadratnog polinoma

Ako podintegralna funkcija zavisi racionaln'o od kvad-
ratnog korena iz polinoma prvog stepena, kao, napr., u inte-

. dx - . v .

gralu ——————, moZemo taj koren uzeti za novu pro-
J 5+yx—-2 7. 4 R -

menljivu. Tada podintegralna funkcija, posle transformacije,
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postaje racionalna. Tako ¢emo, u ovom primeru, staviti

Vx—2=2z, odakle je x—2=z*% dx=2zdz. Posle ove zamene
integral dobija oblik )

dL_=f'22¥2=2 (1_ 5,)dz=2 dz —
5+)x—2 5+z - z+5

—sf dz ]-=2[24510g.(z_+5)];{—C='2['1/;—_—§-;
z+5) - -

—Slog (5 +)x=2)]+C.

‘Ako’ podintegralna funkcija zavisi od kvadratnog korena’
" iz polinoma drugog stepena, prvi zadatak ée biti, imajuéi u

vidu da se u tablici elementarnih integrala nalaze ova dva
: .
dx . dx

integrala — ———, da se traZeni integra_l
CJ Y= Va+x* | :

transformise, po moguéstvu, na tabliéni integral. Kako se to

radi objasni¢emo na primerima.

| .1‘, -'Iz'r'aéunia'ti. integrai T =% Transformifimo

dx
5+4x+x?
potkoreni trinom izdvajanjem totalnog kvadrata 5+4 x+
+x2=x2+2-x-2+4+1=1+(x+2)2 Za novu promenljivu
uzetemo x+ 2=z, odakle je dx=dz i x=z—2. Posle toga za
integral nalazimo ' b

: dx dz | — -
J= | ———x= | ——=log(z+}Y1+2¥)+1logC=
f]/5+_4x+x2 fl/l-kz? -log( 4 s
=log C[x+2+)5+4x+x*.

Proizvoljnu konstantu napisali smo u obliku logC, jer
tako dobiveni rezultat moZemo napisati i u obliku C[x+2+

+Y5+4x+xt=e ili x+2+)5+4x+x2=Cye
' xdx .
' Vx(d—x)
¢emo prvo binom x (4—x) = —(x2 -2 . x-2+4)+4=4—(x—2)~

2. Izradunati integral J= Transformisa-
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Zatim éemo izvrditi zamenu: x—2=2z, dx=2dz, x=2(1+2),
i tako 1mamo: .

T _xdx 5, A ) 1 fM+
) Vx(d—x) yi—z2 2 ) y1i-28 -
+f%—‘.if—'—;_—]=2[—Vl.—zz+arcsinz]+C= —‘_Vx(4—7c3+
J y1-22 e

' X—2

+C.

+2are sin

3. [zratunati integral J= [}/1—x*dx. Posto u tablinim
integralima koren stoji u imenioqu, d?.tl integral treba trans-
formisati tako da koren bude u imeniocu; u tu svrhu pqdmte-
gralnu funkciju mnoZimo i delimo korenom. Tako dobivamo

—3 | 1-—x2 d T odx - xdx
— —_ = ——— dX = — .
Prvi integral imamo u tablici, a drugi _izraéunavamo deli-

o =l 0  x%*dx | Foode S

: miénom _in_tegracijom Jy= VI_;JEE:fx.Vl—xz"_fx‘dv’
i r 1 Tl \

pri Yemu je v= V;:dx == —?f(l—x”) Td(l—x%) = —

—y1—x* Prema tome imamo J, = —x)1—x® +[ )1 —x"dx=

— 1 s A
= —x)/1—x*+J,, odakle je J,= ———2-x1/1 —x® i za konatni
- A ’ .
rezultat dobivamo [}1—x*dx= i (x Y1 —x% +arcsinx) + C.
Na sliéah nadin izratunava se i integral

j]/l—-}?dx=—;—(x ViT +log [x+ YT+ 2]+ C.
dax,
x]/l—q——x?
!{éko u tablici integrala ne stoji ispred korena uimeniocu

nikakav promenljiv &inilac, a ovde stoji, treba éinilafl; ukloniti.
To se postiZe zamenom x=2-1, dx= z~%dz, z=x"1, pomocu

4, Izrafunati integral J=f
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koje dati integral postaje J=f—L - —]‘z—ﬂ.z.' dz =
T : x)/1+x® Yl+z72

=— | —= -2-=—log(z+V1+22)+1ogC=log-—€x———.
yi+z | 1+ )1 +x2

Dobiveni rezultat se moZe ovako izraziti x:k(ll +V I +x2)=¢®,.

gde je ®=J+ proizvoljna konstanta. :

o Iz ove jednadine mo¥emo izvesti vrednmost x u funkeiji
integrala x=2:(e~®—e%); ovu jednadinu moZemo smatrati kao

inverziju datog integrala kad je promenljiva po kojoj se inte-

griSe izraZzena kao funkdija samog integrala.
VeZbanja:

Izralunati integrale funkcija;

x—-1 | ’ ‘ Tt
4 4 s X
- o ‘ _ _ x - I Vx-1 Vx -1
o —_ - S . I— .

6, (Vx+1-Vx=T)x. 7. Vax+b, 8 xlax+b. 9 1:¥3x-2.
10. 1:Vxr—2x. 11 1:/9x+1. 12 1:3V9?G%x-15__. 15.1:[xV1—};=].

14, YTZx%:xt. 15, 1:[x2Vx*-11].

1L Vx+1. 2. V2-x. 3.

Proutiti integrale sa R=Va+2bx+cx? i to:

dx dx
16. —. 17. [Rdx. . —.
j‘R I dx‘ 18 J(ozx+[3)R . 19

- ) 1 .
20. —
| 5‘(x’-1)R dx.

l .
'(a_x+p)Rdx

1.51. Integracija nekih funkcija sa Korenima

Prouéimo jo§ integraciju racionalnih funkcija koje zavise

od nezavisno promenljive x i 'vi¥e korena oblika (ax+
: ’ - ' cx+d,

p neki racionalan razlomak, d.akle () JR(x,Dr, D% ..)dx sa

b\P
),gdeje

1
|

|

i

{

¥
i
£
i

|

b - e . B .
D= ax+ . Ako sa N oznalimo zajedni&ki imenilac razlomaka . -
ex+ d : ‘ \ : |
0 TR iskoristimo zamenu D=, promenljive x, dx/dt

i.svi stepeni D -sa izloZiocima p, ¢,: .., izraZavaju se kao
racionalne funkcije promenljive ¢, i dati integral se svodi na
integral racionalne funkcije nove promenljive. :

Kao ‘drugi primer integrala koji se svodi na integral

racionalne funkcije, uzeéemo tzv. integral binomnog diferen- .

cijala, u obliku { x"(a+ bx"Pdx, gde su a i b proizvoljni
realni brojevi, a m; n, p racionalni brojevi. ~

Tada se pre svega molZe -tvrditi da se brojevi m i n u
ovom integralu mogu smatrati kao celi “brojevi. 1 zaista,
ako nisu, zamena x=zV, gde je N zajedni¢ki imenilac razlo-
maka m i n, dovodi do integrala sa celim izloZiocima
promenljive z (Eitalac neka to proveril).- I sad moZemo dva
sludaja proutiti: I sludaj kad je p.ceo broj. Tada je podin-
tegralna funkcija polinom (p>1) ili racionalan razlomak,

(p< -1D. 1 slutaj kad je razlomak, p=—’;.‘ Ovaj sluéaj se

‘m+1

.moie fa’ﬁélaniti na dva podslu&aja: II, — kad je - Ceo

nel

~ broj. Tada zamena a+ bx"=u’ racionalizuje podinfeg’ralnu

: , . 1 -
funkciju. 11, — kad je mt. +p ceo broj. Tada zamena
" J

- a+bx"‘=x"iz’ daje isti rezultat. Proveravanje ovih rezultata

ne zadaje te¥koce (neka E&italac pokusa!). Jo§ je Njutn umeo
da izvisi integraciju u ovim slufajevima, ali tek je P. L. Cebi-
fev dokazao da se samo u ovim slufajevima rezultati inte-
gracije izraZavaju elementarnim funkcijama.

Vezbanja:

[zradunati integrale funkcija:

1. ’?’j’VTT}_:' 2. S s V;s-. - u(E-1R).
VTox VEOava) - Vs

5. Yx 408 6 xVT+x. Txh(+x)",
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1.6. Integracija nekih transcendentnih funkcija

U tablici elementarnih integrala ima nekoliko integrala

sa podintegralnom transcendentnom funkcijom. To su mtegrdh.

V), (YM8), (VI), (VIP®), (VII), (VII®S).

Prougi¢emo jo$ nekoliko vaZnih integrala transccndentmh
funkcija.

1. Za mtegral Jp=1 x"e"dx, gde je n ceo pozmvan broj,
moZemo lako, pomodéu delimi¢ne mtegracue izvesti redukcioni
- obrazac J,=x"e*—nJ,_1; a za n ceo negativan broj na slian

nain izvodi se redukcioni obrazac J,=——[x"t1ev—J 4],
" n+1

koji neposredno sleduje iz prethodnog.

2 Integral [ f(e¥) dx, posle smene e* = z, e~ dx = = dz, prelazn u. -

"!‘a;. ‘ ix}tegral f L(—) dz. Ako fUﬂkClja f(2) ne sadr?i vise transcen-

Il L
dcntmh operacija, moZemo. na . mtegral pnmemtl ‘operacije

[ kOje smo .izloZili u prethodbim paragrafima.

| . 1., 3. Od integrala  sa trigonometrijskom podmtegralnom
- funkcijom neki se izratunavaju vrlo jednostavno. Pokazatemo
nekoliko pumera

ftgxdx:fSIle,dx= ;fdcosx = —logcosx+C, .
cos X cos x ‘ '

fcotgxdx fc_os_yf dx _fdsm —Iogs1nx+C
sin x sinx

d . .
4. Za integral f ‘x , kao i za mnoge druge integrale
sin x

trigonometrijskih funkcija, zgodno je upotrebiti zamenu

tg %:z, -odakle je L=dz-,

x
2cos?—
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]| mtegracue napr. operacije za integraciju racionalnih funkcga,‘

TR e

Ova je zamena vrlo korisna, _]cr se pomoéu nje, kako

sve trigonometrijske funkcue tako .1 njihovi izvodi, izraZavaju

racxonalno u funkc’ji tg—2-—~ Pomoéu te zamene za na¥

mtegral dobivamo

;_ Cdx -
fsmx B R B
2sm——cos— sin . .

2 . X

=If£1£='logz+C=logtg§-¥-_C.

'Integral f dz
_ : cOS X

integral,  ako stavimo x=7—-z. Tada je . cosx=sinz 1

moZ%emo transformisati mna prethodni

" dx= —dz. 1 dobiva se | 23 -

) dx M i dz =—-1'ogtg(1——i)+C=
cosSXx sin x ; 4 2

AY

= _iog tg (E—+ %) +C.

5. Za neke integréle transcendentnih funkcija primena

delimitne integracije dovodi odmah .do rezultata. Napr.

xdx

yT=>

6. Najzad, pokazaéemo jo§ jednu metodu za transfor-
misanje podmteg:ralne funkcije, koja &esto dovodi do Jedno-
stavne integracije i vaZnih rezultata.

dx
asinx+bcosx

_=arcsin x+)/1-x*+ C.

f arc sin x dx = x arc sin x —

Izratunati integral f , gde su a i b

stalne velid¢ine. Ako stavimo a=rcose¢, b= rsing, gde su r

" 3 Integralni radun sa primenama - h 33 )




1 ¢ nove pomoéne konstantne velidine, -sa Vrednosﬁma r=
=&+ b, tgo=>bla, onda se imenilac - mo¥e transformisati
ovake asin g+ bcose=r(sinxcose +cos x sin @) =r sm(x+ cp),
a posle Zamene x+ ¢ =z dobija se, prcma prlmem 4,

dx _ ' dz '
: — = - =—logtg—+C=_
) asinx+bcosx rsinz r 2

1 _5 1 b
=-——=logtg—[x+arct —)+C.
Voo -ggz( o

l

Veibahja:
Izradunati integrale funkcija: .
S I xPe*. 2. x%e®*. 3, xe—k**,. 4..tghx. -5. cotghx. 6 tg]cx

1 I 1

7. cotg k®x. - 8. — . 9. . 101 (3smx+4cosx) 11. arccosx
TR sinmx  ~ cosnx

12. arccotgx. 13. logx. 14. k% sin mx. 15. ek*cosnx. 16. xnlog x.|

17. x®sinx. 18. xPcosx. 19. li(a+bsinx). 20: 1:(a+bcosx): .

1.61. Primedbe na izfaéunavanje'heodredenih integrala

" Obim i namena ove knjige ne dozvoljavaju da se dublje

upudtamo u izradunavanje neodredenih integrala raznih tipova .

1 razvrstavamo sistematski postignate rezultate u toj oblasti
‘matematike; Ali éemo ipak uéiniti jo§ nekoliko percdaba
1 dopuniti ono $to je napred receno. ‘

Kao Sto smo videli, svaka obrnuta operacija sa bro;evxma
predstavljala je, da tako kaZemo, izvor brojeva nove prirode:
oduzimanje je bilo — izvor negativnih brojeva; deljenje —
1zvor razlomaka; stepenovanje — iracionalnih, algebarskih
i transcendentnih brojeva. Operacija odredivanja neodredenog
integrala je, kako veé rekosmo, oOperacija obrnuta diferenci-
ranju. MoZe se, prema tome, olekivati da e i operacija

integrisanja dovesti do rezultata koji se mogu izraziti posta-
vljanjem novih funkciopalnih veza 1zmedu promenlpvxh Obja-

smcemo ovo' na prlmerlma
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= log (x+

Dva infegraia iz na%e tablice f dx
¢ ' ‘ P |/I+x2

—arcsinx+ €, ko_uma, u op§tem

+1/1+x2)+C [Vl

dx 1 Ha I dx
JVR® VPz =R

gde su Pyt(x)=ax?+bx-+c sa a>0 i Py (x) ax® + bx +
+c(a<0), daju rezultate izraZene poznatim elementarnim
funkcijama, naime o

sludaju, odgovaraju mtegral 11 =

Va

PR . —2ax+b
g~ —= arcsim ———
. V—a CYbt—4ac
Vidimo da relativno jednostavna algebarska podmtegralna

funkcual Vl:l:x2 dovodi do mnogo komplikovanijih funk-
cija, logaritma i inverzne trigonometrijske funkcije arksinusa.

Jo§ je komplikovaniji problem kad se izrafunavaju inte-
grali, sliéno po formi prethodnim integralima, u kojima pod
korenom stoji ne kvadratni trinom, veé polinom - treeg ili
Cetvrtog stepena. Na takve mtegrale se nailazi pri izraduna-
vanju duZine luka elipse. Zato se mtcgrah opsteg oblika (1) -

L
Jy=—=log(2ax+b+2|a Yax* +bhz+c ) +C,

TR (x, VP)dx, gde je R simbol racmnalne funkcije, a P po-

linom treceg ili &etvrtog stepena, zovu elipticki integrali.-
Teorua ehpnéklh integrala i eliptitkih tunkcija, koje stoje u
vezi sa tim mtegrahma sadinjava naroditu granu u savremenOJ
matematici. U toj teoriji se pokazuje- da se i kako se svi

. eliptitki integrali oblika (1) inogu svesti na tri osnovna elip-

titka integrala, koje _]C A M. Legendre oznalio kao ellpttd‘ke
integrale prve, druge i trec‘e vrste 1 to: '

zzdz :
f}/(l—z”) (l—k’zz) ]/(l—zz) (l—k’z’)
dz :
(1 +hz"‘) V(l —z’) (1 —k”z"‘)
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gde su k i k konstante, pri &emu h moZe biti imaginarna

“velilina. Konstanta k¥ ima vrednost pravog razlomka, tj..

0<k<1, i zove se moduo eliptickog integrala. Napisani inte-
grali, posle smene z=sinp, mogu se izraziti u funkciji jo3
jcdnostavnijih L'ez'androvih elipti¢kih integrala u obliku:

——, [}1 ——k2 sm'“’cp do de
Vl —k“sm“ (1+hsin®q) ) 1—k2s K sm’

Za prva dva mtegrala Legendre je sastavio 1 tablice sa ¢dva

argumcnta' nezavisnom promenljlvom ¢ 1 parametrom k, umesto
kojeg je takode uzeo ugao prema uslovu k=sin0. U tablicama
su oba ugla ¢ i 0 izra¥eni u stepenima.

Pomoéu eliptitkih funkcija se resavaju mnogi probleml'
- praktitnog. karaktera. Sem rektifikacije, tj. odredivanja duZine
. luka elipse, i drugih géeometrijskih zadataka, eliptitke funkcije

igraju va¥nu ulogu u problemima Mehanike. Tako, napr.,
pomocu eliptitkih funkcija se izraZava u funkcm vremena

polo¥aj matematitkog klatna, tj. teke taéke pri kretanju po :
- vertikalnom krugu.

: Iz prethodnih elemenata teorije, kao i refavanja rcla-
tivno prostih zadataka vidi se da izratunavanje. neodredenih
integrala nije tako jednostavan posao kao diferenciranje, za
koje postoje opSta pravila. Zato se odavno teZilo da se taj

-posao §to viSe olak3a, naroZito pri praktu‘,nom radu. Danas

imamo na raspolagan]u u raznim izdanjima, kao prilog bilo
drugim tablicama, bilo zbirkama matematikih obrazaca i dr.,
i tablice neodredenih i odredenih integrala!). Za neke speci-
jalne integrale, napr. za eliptitke integrale i funkcije, ima i
naroZitih izdanja sa viSe desetina hiljada obrazaca?).

U zakljutku ove glavc naveiéemo jod nekohko zadataka
za primenu raznih metoda integrac.je.

1) Handbook of Mathematical Tables and Formules, ed. by Richard
S. Burington. Pre§tampano je u Mathematics Dictionary, ed. by Glenn
James and Robert C. James. 1946, Tablica sadrZi 423 integrala.

Laska, V. Sammlung von Formeln der reinen und angcwandten
Mathematik. Braunschweig, 1888—94.

) Handbook of elliptic mtegrals for engineers and physicists. Ed.

by F. Byrd and Morris D. Friedman. 1954. Pri Peanovom sistemu nume-

racue posledn_u obrazac ima broj 1060. 05
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.10 1:x*Vax*+c. 11.

VeZbanja:

Izraiungti integrale funkéija: ' ] '
I (ax+5)n. 2. x(ax+by. 3.'x':(¢ug+‘f;;¥T 4. x Vax+b. 5. 1:fa.§+b)-
(ex+d). 6. x:(ax*+¢). T.x':(axt+4¢). 8. l:xVax*+c. 9 2Vax*+e.

1:Vax+b.Vex+d. 12. Vax+b-Vex+d.
14. xsin ax. 15 asinfax. 16. 1:(b+ce™). 17. x%e,

13. sin ax-cos bx.

18. enx: (b+cesr)y. 19, \/”x. 20. sin?ax.



Glava druga

ODREDENI INTEGRALI

2.1. Pojam_ odredenog integrala .

Povriinu, nad Ox osom, omedenu krivom linijom

(1) - y= f(x)

* dvema ordinatama, P oMy, i PM, delom P, P ose x oznaélmo sa Q

(sl 2). Tako konstrulsana povrSina zove se povr§ina u Dekartovu

Sl. 2 — Povriina u Dekartovom
sistemu koordinata .

O] R P. P’ P, x

koordinatnom sistemu., Upo-

trebljujé se i kratak naziv.

krivolinijski' trapez.

Pretpostavljamo da je
funkcija f(x) na podrudju -

duZi PyP, odredena, jedno-

‘zna&na, neprek1dna, mono-
tona, recimo, uzlazna i pozi-

tivna. Apscise tafaka P,,
P i P, ozna¥imo sa a, X
i b. Jasno je da je ova
povriina funkcija promen-

ljive velitine x, tj. Q = F(x).

Postavimo sebi  kao
zadatak da izradunamo izvod

povriine Q po apscisi x. U tu svrhu promenimo apscisu za
beskrajno mali prira§taj Ax= PP’ i povucimo ordinatu P’ M’

‘Dobivena povriina, A Q, omedena je beskrajno malim lukom °

MM’ date krive, dvema ordinatama, MP i M'P’, i odsetkom
PP’ ose x; to je, da_kle, beskrajno uzani krivolinijski trapez.

38

e P ——

‘Ako kroz tatku M, odnosno M’, povuéemo’ prave paralelnc

‘dobiéemo, pofto. je funkcija monotona, dva pravougaonika sa
, povrsmama yAx i (y+A&y)Ax. Kao Sto se .vidi na slici,
povriina A Q, za funkciju f(x) koja raste, zadovol_]ava uslove

pozmvnom velitinom A x, imaéemo

A
.(2). . y<——g<y+Ay
‘ Ax

A,
_tezx nuh U granléno_l vrednostl anos Q tezi izvodu,

Ax

. lim ro_do
Ax—0 Ax dx ) )
vrednost y, tj. poklapa se sa levom stranom nejednakosti. Po§to se

AQ

. Desria straria y+Ay nejednakéét_i (2) uzima

| o T 22 ek nalazi -izmédu 0vih granica 2 gra».ni'celsu se 'poklopile

Ax
graména vrednost kohémka jednaka je svako_] od -ovih Jedna-

klh gramca tJ -d—-y il (3) dZ'(x)

- imamo J\Uutn—Lajbmcovu teoremu Izvod povrsme u Dekartovu
koordmatnom sistemu _po apscisi jediak je ordinati.

" Kad je poviSina Q data kao funkcua apscise, | jedna- _'

_ &ina krive (1) odreduje se pomocéu operacije diferenciranja.
Obrnuto, kad je data kriva (1), za odredivanje Q, kao 3to
to sleduje iz jednaine (3), treba izvrditi integraciju. Kao
rezultat te integracije dobi¢emo neodredeni integral Q(x)=
=F(x)+ C. Medutim u veli¢ini povr§ine ne moZe biti nikakve
neodredenosti. Neodredenost se pojavljuje usled toga $to fiismo
uzeli u obzir uslov da je povriina s leva omedena ordinatom
PyM, i da, prema tome, treba da bude Q(a)=0 ili F(a)+
+C=0, gde je a apscisa tatke M,. Ova jednatina odreduje

' pr01zv01Jnu konstantu integracije C= —F(a), tako da za
povidinu @ imamo izraz Q(x)=F(x)— F(a):

Sa desne strane stoji - razlika vrednostl neodredenog
mtegrala za dve vrednosti argumenta.

sa . x osom do prescka sa drugom graniénom ordinatom, .

yAx <A Q< (y+Ay)Ax. Ako podelimo nase nejednakostx'

| ‘ : : Poémmq sad smanjwatl duimu Ax i pustxmo da tezl-‘
b nuh Ako je nepreki dna funkcua y, kad Ax—+0 i Ay

f (x). . Prema ‘tome
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'S 3'— Povr¥ina pa-

zlika vrednosti neodredenih integrala za dve vrednosti
argumenta ‘zove se odredeni integral.

Ako operac’ju odredenog integrala hofemo da oznaimo
pre izrafunavanja neodredenog integrala, upotrebi¢emo oznaku

Q(x)= f f(x) dx = F(x)— F(a); broj ispbd znzika infegrala ozna-

¥ava domju, a onaj iznad znaka gormju gramicu odredenog
integrala. Za jzrafunavanje odredenog. integrala treba od vred- -

nosti neodredenog integrala za gomju gramcu oduzeti vred-
nost neodredenog integrala za donju granicu. Gornja granica
takode moZe biti stalna, Oznalimo je sa b. Tada imamo

xwv) |o=f ydx= [ £x) dx = ij (x)=F () F (a).

Vertikalna crta sa. oznalenim gra,nicama” integrala zove

se znak dvostruke zamene; on se stavlja ispred ili iza izratunate
vrednost1 neodrcdenog mtegrala i pokazuje da treba .uzeti

razliku vrednosti funkcije za gom_]u i
donju granicu.

' Pokazafemo na prlmeru kako se
izratunava odredeni integral. .

Neka je data parabola (sl. 3) sa

diti povi¥inu S, koja je na slici osen-
%ena. Da bismo uprostili to izra&una-
vanje, odredi¢emo povriinu Q omedenu
lukom parabole OM, osnovom povriine
"OP=p i ordinatom PM. Koristeéi po-
znati obrazac, biée °

rabolitkog odsefka

g Fe
Q=Ipydx=fax2dx=ajx3dx=a£| =lap3=‘lph,
o o o . 3k 3 3

gde je }l‘=ap’.3 Kako je §=2ph—2 Q=2piz——§— ph=-§—-2p-h,
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jednatinom y=ax® i neka treba odre-.

iz dobivenog rezultata neposredno sleduje poznata Arhimedova

teorema: Povriina parabolitkog odsefka jednaka je dvema .
fre¢inama povriine pravoue‘lomka sa dimenzijama tetiva (2p) -

i visine (k) odsecka.
Treba li navoditi naro&ita pravila za izraé‘unavanje

- odredenih integrala? Olevidno je da ne treba, jer vrednost
tih integrala dobijamo neposredno pomocu neodredenih inte-

grala. Posebni deo teorije odredenih integrala odnosi se samo

na integrale za koje se ne mogu izralunati. odgovarajuéi -

neodredeni integrali. = 7

7' Pomenuéemo nekoliko osobina odredenog integrala,
_koje sleduju neposredno iz definicije. o

Sa promenom reda granica, odredeni intégral menja
svoj znak, tj. '

- ‘ _
]‘f(x)dx= —J, f(x)dx.
ko se granice poklope odredcm 1ntcgral ima. Vrednost
~ nuly, I f (xX)dx=Q. i

Izvod odredenog integrala po promenljivoj goran)j gra- -
nici jednak je podintegralnoj funkcul za vrednost te granice,

a po promenljivoj donjoj granici podmtegralno_] funkciji sa
minusom za vrednost te donje granice, tj.

L R 4P re)di=—fG).
dx a : dx J

Ako se integral izmedu granica izdeli na dva ili vise
delova, odredeni integral je jédnak zbiru odgovarajuéih inte-
grala za pojedine delove, napr.,

$£0) dv = F 7 Gy dx + £ (x) dx.

Daéemo sad i drugb tumadenje - odredenog integrala,
koje se moZe postaviti i kao definicija ovog integrala.

- Povr§inu @ moZemo na ovaj nadin predstaviti Podelimo

- rastojanje PPy (sl. 4) na-n jednakih. delova i oznatimo svaki

deo sa A x. Povucimo ordinate kroz tacke podele i oznafimo
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il ‘ Pretpostavxmo sad da bI'O] n beskrajno raste;
“razlika krajnjih ordinata,”

ih redom sa vy, ¥1, Y2, ---» Vn—1, Vu- Zatim konstrui§imo
dve stepenaste linije, kao Sto je to pokazano na slici: jednu
unutrasnju i drugu SpOI_]aSIl_]U Povrsma omedena unutrasnjom
lmxjom iznosi

.

(.Vo+)’1+y2+ e 1)Ax, y

a ona omedena spoljasnjom stepenastom linijom ima vrednost
Q.= (}’1+Y2 _+- <.t
— ‘ ‘ +yn_—1+yrg)A'7C:'

. | Nasa povriina Q
' 1y I . zadovoljava nejednakosti
I: . e g, <0<0Q,, a razlika
Ys

A Mof Y, ’ [ .
ARE . nakosti iznosi Q,—¢q.=
o B p ¥ ={(yo—)Ax i moZe se
‘ - ' . predstaviti - pravougaoni-
SL 4 — Odredeni integral kao zbir kom visine y,—y, i osno-
- _ vice Ax (4B na slici 4).

|
tada ée

A x teZiti nuli.” Ako je y,—Vo . ti.
kona¥na, prethodna razlika Q,—gq, teZi nuli, tj. ¢, i Q, teZe
zajedmékOJ velidini. Zajednitka grani¥na vrednost, koja daje
-povrsmu 0, predstavlJa odredeni integral. Mozcmo dakle
naplsatx

Q Iydx lim (v +yet.

) n—»m b

.+ Yy)AX

§to sc kratko, izraZava reélma

Odredeni integral predstavlja graniénu vrednost zbira
beskrajno malih proizvoda vrednosti funkcije i prira§taja neza-
visno promenljive kada broj sabiraka beskrajno raste.

Polto se zbir n proizvoda moZe oznafiti kratko

'(,'Vl+y2+ +y,,)Ax SyAx,

' f gde S OZnaéava poéetno slovo redi Samma, vidimo da je odavde
- dosla (Lajbnic) 1 oznaka integrala, |y dx, gde proizvod y dx-ima

jasno geometrijsko znalenje i zove se element odredenog integrala.
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“izmedu granica ovih nejed- - -

s
iy

Za integral koji predstavlja povisinu Q taj element je bio

- beskrajno zuani pravougaonik wvisine y i osnovice dx.
‘Predstava odredenog integrala kao zbira beskrajno veli- ’

kog broja beskrajno malih elemenata je vrlo- vaZna i sluZi:
kao osnova mnogih teorijskih rasudwanja i praktxémh primena
koje se ti¢u odred nih integrala. -

- U vezi sa uvedenim pojmom odredenog mtegrala kao
zbira beskrajno velikog -broja ‘beskrajno mahh elemenata
udini¢emo nekoliko primedaba. a

Pri odredivanju povriine Q (sl 4) delili smo osnovu te

povrsine, duZ P,P;, na n jednakih delova. ‘Jasno ' je da je

* takva podela duZi I’(J’1 ograméenje, koje moZe biti nezgodno
‘pri izralupavanju date povrSine,

omedene krivom ¢&ija je
priroda komplikovanija od. krive. na nafoj slici. Da bismo se

oslobodili tog ogranienja, uve$¢emo definiciju odredenog .

mtegrala u drugom, malo opstijem, obliku.
Podelimo duz PoPl, sa apscisama krajeva a ib, opet na n

__delova tatkama sa apscisama @ = x5 <X; <Xp<... <X <Xj43 <

LX< X,=b i,0znalimo razliku x;y,— X; sa Axy. Izaberuno.
zatim, na SVakOJ duil Ax;, neku taéku sa apscisom &;

obrazujmo _ zbir 2 f () Ax;. Zatxm, 1zmedu svih duzi Ax;

izaberimo najvecu 1 ozna¥imo je sa AI
Al-0, teZe nuli 1 sve duZine Ax;.
deflmcuu :

Ako pod uslovom Al—>0 postOﬂ gramc‘na Vrednost

Postav1mo ‘'sad ovu

lim Z f(E,) Ax,,

nrw i=0

ona se- zove odredem integral funkczje f(x) u intervalu [a, b]
i ozna&‘ava se sa

Jf(’x) dx.

Integral ko_u zadovoljava postavl_penu dCfJDICI_)u Zove se
Rimanoy mtegral Za njegovu podintegralnu fumkciju  f(x)
tadase kaZe da je infegrabilna u intervalu {a, b] u Rimanovom

~ smislu. Bernhard Riman (B. Riemann, 1826—1862) Xuveni je - |
nemaékl matcmatlc‘.ar, koji _]C najv1§e poznat kao . osnivad -
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tzv. Rimanove geometrije. Ne moZemo ulaziti u dokaze oso-

_ bina Rimanovih integrala. Naveiéemo samo neke uslove

integrabilnosti i osobine mtegrablimh funkeija u R:manovom
smlblu

Ncprek dna funkcud S(x) u datom intervalu [a, b]
mtegrabﬂna je u tom intervalu,

2. Ograni®ena funkcija sa konaﬁnun ili beskonatnim
prebropvun brojem prekida u datom intervalu [a, b] integra-
bilna je u tom intervalu. Napomenimo da se uslov ogram—
enosti izra¥ava nejednako$éu m<f (x)<M gde su mi1 M
dva konstantna konalna bro_]a

3. Monotona ograméena funkcua f (x) u datom intervalu ;

uvek je integrabilna.
Sad ¢emo. navesti osobine mtegrabllmh funkcua

1.. Ako je f(x) integrabilna u [a, b], onda su integra-

bilni kako moduo |f(x)| te funkeije, tako i proizvod kf(x),
gde je k konstanta.

2. Ako su dve funkcije f;(x) i Ja (%) integrabilne u [, 5],
integrabilni- su i njihovi: zbir, razlika i proizvod.

3. Ako je funkcija f(x) integrabilna u celom intervalu
[a, b], ona je integrabilna i u svakom delu tog intervala.
Obratno, ako je f(x) integrabilna u svim delovima intervala
[a, b], ona je integrabilna u tom celom intervalu. -

U ovom paragrafu smo pokazali da dve dcflmcl_]e

odredenog. integrala, .tj. bilo kao razlike dveju vrednosti .

neodredenog integrala . (primitivne funkcije) zd dve vrednosti
argumenta, bilo kao graniéne vrednosti odredenog zbira bes-
krajno velikog broja bcskrajno malih sabiraka, dovode do
istog rezultata. Potvrdi¢emo to i na jednom klasi&énom primeru,
naime na lzraéunavanju povrsme parabolitkog odsetka. Na
str. 40 izraunali smo tu povr$inu na osnovu definicije odre-
denog integrala kao razlike dve vrednosti neodredenog integrala.
Sad éemo tu istu povr§inu izraunati kao graninu vrednost
zbira elemenata. Podelimo u tu svrhu apscisu OP (sl. 3) na n
jednakih . delova, tafkama sa apscisama. D=x5<n;<Xp<T ...

<X <X141< ... <X,=p. Povriina Q je tada definisana
. i-r: 1
O=lim 2 f(xs)ﬁxr,-
. m—ea j=0 :
44 ;

g

‘ 2 .
,-_P_)z
.nl .

L - — -
Q—ap"hm—l—E: —ap"lxrn1 n 1)(2n ) :

n—w n* =0 > p3 6:

3

Jjer smo ranije izveli (gl. Visa mat. II str.- 106) napisani
“obrazac za zbir kvadrata prirodnih brOJeva 1 posto lzraéunamo

granitnu. vrednost ,
l-imL_-tzrz—l)(2rz—1) {im 1( 1)( '1) 1

1——\(2—-=
n-’no n® ) ) 6 ] n— oo 6 : n n

dobivamo kona&no Q=%-ap ——;Thp, t_] dolazimo do ‘Arhi-

medove teoreme  koju smo veé naveli, za povr¥inu S= .

.=2p-h—2Q=l%- 2p-h parabolikog  odsetka na str. 40.

~ Arhimed (287 212) je dokazao svoju teoremu integralne
~ prirode vise od = devetnaest vekova pre uvodenja infinite-

zimalnog ‘raXuna. Zato bi  tog ' genijalnog  matematiara

trebalo smatrati kao pravog osnivafa integralnog rafuna, u
njegovu prirodnom obliku, sabiranju beskrajno malih elemenata.

2.11. Teorema o sredujoj vrednosti odredenog integrala

Ako je u intervalu [a, b,], a< b, funkcija f (x) ograméena tj..
m< f(x)< M,

a svako Ax; je pozitivno, onda iz prethodne nejednakosti
sleduju neposredno nejednakostl

n-—-1
m E Ax;< E f(E;)AI;CME Ax.
_ fot i=1 =1
Ako predemo na granitne vrednosti, ima¢emo

(1) © m(—a <Ef(x)dx < M(b—a).
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Ovaj rezultat mo¥e se - gcometruskl ovako protumaém
(sl. 5). Odredem integral ima vrednost povrSine Q, omedene
: linjjom PoP3 M1 MoPo. Povriina Q
je veca od povriine pravougaomka
sa osnovom PoPy=b—a i visinom

Y'ooree- ->--,'.M’ .. ¥, a manja od povrSine pravou-_
L gaonika sa istom osnovom i visi-

Y nom y;. Jasno je da za svaku datu

Mo : povr¥inu, koja je veéa od manjeg

/ e v * pravougaonika, a manja od veceg,

0, .é , postoji takav pravougaonik odre-

’ ) dene visine i osnove b—a, (‘.ua

: : je povrsina jednaka datoj. povrsini.
of kP nox . Uzmimo tu visinu kao ordinatu
"SI 5 — Teorema o srednjoj  neke tatke M na datoj krivoj. Ako

apscisu te tatke oznalimo sa &,
dolazimo do ovog. rezultata

If(X)dx =f)-(b—a).

vrednosti odredenog integrala

(XXTI)

i Ovaj rezultat sc zove teorema o sredn]oj vrednosti. u

| primeni na odredeni integral. Objasnili smo- ovu teoremu za

_ sludaj neprekxdne monotone podintegralne funkcije. Teorema
ostaje na snazi.uopite za R:manov integral pod navedenim

uslovima. ‘ .
_ Davidimo praktlénu vrednost teoreme o sredn_‘,o; vrednosti.
Srednja aritmetitka vrednost ili, kratko, — aritmeti¢ka

sredina dveju velitina ]e kao Sto znamo, poluzbir tih bro_|eva
Aritmetitka sredina- vide velidina, yo, Y1.-.5 Yu—1 i€ Zbir
tih veli%ina, podeljen njihovim brojem, tj. (¥, +y1+ .+ Ynuoy)in.
Ako su y; posebne vrednosti promenljive veligine, Sto odgo-
vara vrednostima x;, onda za aritmetitku sredmu zbira tih
velidina y;=f(x;) treba uzeti )

_ ( :il f(x,)). ‘n

Ako ta¥ke Xo; X1, ... X,— Dripadaju intervali ' b—a,

b-a

bro; n moZemo identi&ki- predstavm ‘ovako n=(b—a): —,
: n
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" a prethodnu sredinu predstaviti ovako

b} f(x) Axf
=0
. Y= ’_"_AF ’
e ‘b—a
gde je Ax;=Ax=(b—a): :n. Pri neprekidnoj promeni veliine
y(x) prethodni obrazac daje aritmetidku sredinu funkcye y(x)
u znterva!lu [a, b] u obliku

I f(x)dx.

—da

Yep
Ako temperaturu vazduha, T, termograf beleZi u funkciji

vremena f, dobivamo grafxékx prlkazanu T=T(Y); za srednju
temperaturu, 7, recimo u toku dana, imamo obrazac '

=_(£T(t) df) Cx

“‘gde smo sa r* oznatili doba dana,  dakle vreme, mereno

delovxma skale termografa. PoSto na termografu 1ntegralu

j‘ T (tydt odgovara odredena povr§ma traZena srednJa tempe-

\ratura dana je proporcxonalna toj povrsml kO_]u nije te§ko

tzmeriti na milimetarskoj hartiji termografa, ili odrediti
mereiijem teZine odgovarajuéeg odsetka termografske hartije.
.- U vezi sa teoremom o sredn_]o_] vrednosti mogu. se
pokazati nejednakosti za ocenjivanje vrednosti odredenog inte-
grala u odredenom intervalu.

Ako sa -m oznafimo na_]manju vrednost konaéne funkcue
f(x) u intérvalu [a, b], a sa M najveéu vrednost, onda imamo
nejednakosti

m(b—a) <j‘f(x)dx<M(b a),

‘koje se’ mogu Smatrati kao rezultat mtegrlsan}a élanova

ne_]ednakostl
m <f (x) <M.

Pokazacemo na prlmerlma kako se pomoéu integralnih
nejednakosti moZe proceniti vrednost integrala.

(&'-,
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1. Uzmimo prvo slufaj odredenog integrala &iju vred-
nost mofemo izradunati pomoéu vrednosti neodredenog inte-
grala koji se di odredifi.

Neka je dat integral f frf Kako je najveéa vrednost
! . x :
T

podintegralhe funkéije M =1/200, a najmanja m=1/250, za
b—a=150 imamo .

' 250 ‘

_1__.-50< ﬁ'fgL;so,

250 . X 200 -
200

Odatle zaklju®ujemo da za na§ integral imamo nejcdhaéinc
0,2 <J <0,25. Uzimajuéj aritmeti¢ku sredinu, dobivamo pri-

bliZznu vrednost Ja0,225. Po§to se tatna vrednost tog odre- "

denog integrala izraZava razlikom log250—log200=1log 1,25,
ija je ‘pribliZzna tabli€éna vrednost 0,22314~0,223. Vidimo da
se pribliZna vrednost 0,225, izralunata na oSnovu metode
procenjivanja datog integrala, razlikuje od tablitne vrednosti
| tog integrala za manje od 1%. ‘

" | 2. Primenimo tu istu metodu ‘na izraXumavanje vrednosti
g [t I ] I

L ST PN 1 || B8 iy 1 | i iy
funkcije | —— dt, koja se zove integralni sinus 1 ozhaava sa
0t 3 ; .

Si(z). Neodredeni integral njegov ne izraava se u kona&nom
obliku pomoéu poznatih elementarnih. funkcija. ‘Zato izratu-

. - ™2 sin t * .
najmo samo deo tog integrala | —— dt. Prema gornjim nejedna-
) /4t ! C g

. : "
sm—z—. " sin | . sip—
kostima imamo I« § n dt < -—F—; a odavde, ..
. /2 4 =4t /4 4
. . o= m2gint r
posle izvr§enih raduna, imamo 0,5 < [ —dr < 0,70711, Uzi-
w4t

majuéi i ovde aritmetitku sredinu za pribliZnu vrednost, nala-
zimo pribliznu vrednost naSeg integrala 0,6035~0,60. Posto
je tablina pribliZna vrednost tog integrala (v. tablice*)
0,614~0,60, vidimo da je grefka van ta¥nosti nafeg rafuna.-

* Tables of functions. E. Jahnke and F. Emde. N. Y. 1945,
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e | Obrazacj (I)' koji sluZi za ocenjivanj
integrala mo¥e biti ovako uopsten.

Prefpostavimo da se kriva %oj j

Prety y=r(x), ko g
ggzrf::i:esto pggoggra odredenom in(teg*alujoﬁa%:zi‘jdi;?:gs '
: ¢ sa jednafmama y,=f; (x) ifl*(x)’= * i |
A _‘ yT ' pri éeAmu
Ji*. Oada je i JAX dx<
b b - -
< Jf(x)dx * » '
J@ds<{rrmas ako su £
=const. = M, imamo sluéaj obrasca (1).

e vrednosti odredenog .

je svaka integrabilna i nsr<g

= const. = m, fi* (x) —

- Ako postoji niz takvih funkeji oyl e .
,Ii‘ﬂ Lfi* (x)— fi (x)] teZi 1_"avnomer‘1:1coc lj?mlji; ()T <fir @) i

b ; _ _ huli, svaka od. funkcija
< érg?éoz?;mozzgojg?* gz),eénoZe posluZiti za odredivanje .Pr'ibI'Zne |
~ > odredenog integrala. To ‘je jof i dni
. Skole poznata metoda za L5 Je jo% iz srednje
> : ( odrediva o o :
~ bomo¢u upisanih i opisanih poligoxr;{’ R BoY s ings

Najzad, dod\_ajmo I Primedbu o integfalﬁ} S(x)p(x)dx, .
e m <fb(x) < M, a9(x)>0'u celom .int::rvalu [a, &].

- E 4 . - b :
- Tada Je‘x m{cp(x)'a’x<J'f(x)qa(x)dx.<MjI‘,q>‘(x)dx. )
- - Ovim n . ¥

S kad

ejednakostima odgovara uopstena

, srednjoj vrednosti odredenog integrala u obliku g
;; b . b

E]J- _ - £f(x)q>(X)dx=f(E)I ¢ (x) dx,

- gde je & kao i ranije, neka da' 7

o et e, Srednja vrednost . argumenta u
- u [a, b]. Ako je ¢ (x)= 1, imamo polazni oblik )

teoréme o srednjoj vrednosti odredenog integ:ala.

2.12. Odredeni integral prekidne funkcije

Elementarna teorija odrede j i

_ > . nog integrala obitno pr -
fik ls{tav]_lmia da Jje podmtqgralna funkcija neprekidna u 5?::530
FL___._ : t:ﬁi nolm E:?tewilud Integracije. Proudimo zato neke jedn;n
v e slufajeve ka i ' i i i
s _; ‘ podintegralna funkcja u datom intervala
i1 p?clﬁdgunsi{l? jz. _1;: gx) éima ubkonaénoﬁa intervalu jedan ijli
: 5 nacnom broju, SWﬂjm vrédnosti
| _ _ _ ma

p 4 Integralni i—aéun 5a primenama
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e ——

M s o~
.

niéne vrednosti kad €0 i g — 0.

prekida, moZemo neposredno iz . posmatranja odgovarajuée .

povrsine zakljuliti da je vrednost takvog odredenog integrala

jednaka zbiru povr¥ina §to odgovaraju neprekidnim delovima 2

funkcije f(x). Pri tome se pretpostavlja da, recimo, za tatku ¢ pre-
. c-€ b :
kida fankecije f(x), dva integrala { f(x)dx i

cte -

Pretpostavimo sad da podintegralna funkcija f (x) postaje
u talki cintervala {a, b} beskonalna, tj. da lim f(c—e)— oo,

a isto tako i lim: f(c+¢e;) > 0. Tada.se kaZe da, za x=c,
funkcija f(x) ima beskonalni prekid. Proudimo vrednost odre-
denog integrala u intervalu [a, 4]. U tu svrhu potraZicemo

neodredeni integral, i to u obliku [f(x)dx= [fi(x)dx+ =~

+ 1o (x)dx, gde su f; (x) i fa(x) dve funkcije, koje mogu biti

- razli&.tog tipa, jedna za interval, [, c], a druga za interval {c, b].

Ako sad stavimo [f; (x)dx=Fj(x)+Cy, [fo (x)dx=F;(x)+C,
poSto odredimo konstante dobifemo dva konatna odredena

i c b : L RN
integrala [f; (x)dx 1 .J/fa(x) dx; njihov zbir je vrednost naeg
| B a c . [~ ‘ '
‘Integrala sa beskonatnim prekidom u tatki ¢, .

Primer. y=x-%/3 U tatki x=0 funkcija x—?/® ima bes-

konatnu vrednost, tj. limx—2*— oo, Za izralunavanje inte-
’ s x>0 . ' ] I :

- 41 T ‘ C .
grala [x~?3dx uzimamo neodredeni integral [x—*Sdx=

-1

=3 x84 C. Posto taj infegral, za x =0, ima kona¥nu vrednost ‘

C, imamo zbir dva integrala

+1 0 +1 - L
Ix—Zlde=3x1/3/+3xl/3/.=3+3=6“ .
—~1 -1 0

Uzmimo drugi sludaj. Neka su date dve beskonatne -

grane, oko y ose, koje pripadaju hiperbolama y=i': jedna
. _ ¥

za x>0, druga za x<0. Za x=0 imamo beskonalnu vred-

nost y-a.. Uzmimo da treba odrediti od.edeéni integral

+1 - +1 : ‘ :
fidx= Z‘J‘—I—dx‘-. Neodredeni integraljejldx=logx+ C.
J 1] J & x

§ f(x)dx imaju gra- -

. odred‘ujexpo primitivne funkcije kao za

Polto funkcija neqd_rqd_enog integrala Iog.i, vza x— 0, te'iiv
.i'“;;rggfcﬁ?n :gllfl_]uéltlg dal,l_kako dati odredeni integral, tako

. : grane hiperbole i njene asimptote i
_bgskonaéno_stl, bez obzira na to §to rastojanje taéa%(a fz'iezl
‘bole od asimptote teZi nuli. i Ty el

2.13. Odredeni integral sa beskona&nim gran;’cilma

Odredeni integrali sa be ni . o
. . skonadnim granicama :
proutavati prema definicijama .. grant mogu  se

-0 : b .
S () dx=1lim [ £ - b S
a b b+ oo {f(x) dx, _{of(x) fix iiu_nw £f(x) dx.
"rema ovim definicijama treba p ; .o

deni integral, k imit; f€ba prvo izralunati neodre-

dF () 2:4 40 primitivnu funkciju ' F(x),. pod uslovom .

o J(x), pa zatim pro’uéi?i graniénc"vrednosti: :

A ; o .
. ] f.(x_)rdx—. im F(0)— F (a), I f® de~F ) —lim F o),

a—>—

+ eo . .
[/ dx= lim £6)~ lim F (a)

Ako grani¥ni izrazi imaj -den: i besk
] . aju odredene, konagne ili b
- » . e -
| naéne,P :e;;(ialn(:stl oni od_redum odgovarajuc’ie odredene -integ:aljg
Ome, za izralunavanje kako inte : .
. e _ grala sa -
gzéﬁlm E(.ekldlmq podmtegral-ne funkcije, tako i l'ntegreg)leaS k:a
intd' 9n121,nl;1n granicama, prvo izratunavamo vrednosti odredenih
€grala bez beskonagnih prekida i bez beskona&nih granica
’ obicne /integrale,,
oces prelaza na grani®nu vrednost.
bi€no se zove nesopstveni odredeni

u okvir

2.2, Metoda zamene promenljive u odrédenom integralu

U 1.3 smo pokazali da " z4n '
- okazal ponckad  zamena 1 ji
g;%ieéeﬁlgt;g ka(;la%l'(sigk 1zratunavanje neodredenogp riox?tl:gnrlill‘;e
10 ] ati 0 ta ista meto e | i izra-
éunavanje i odredenog-integrala. oda quz‘e clakdati izra-

4%
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. o b :
Pretpostavimo da treba izratunati integral Jf(x)dx, gde
: 2N

“je funkcija f(x) neprekidna u [a, b]. Stavimo x= ¢ (f), gde je

o (f) jednozna¥na, neprekidna, konatna funkcija u intervalu
[z, B], &ije gramice odgovaraju granicama a i b, tj. 9(*)=a i
¢ (B)=0>. Sem toga, posto je dx=¢' (t)dt, funkcija ¢’ (F) treba
da bude neprekidna u intervalu [e, §]. ,

Pod tim uslovima vaZi ovaj obrazac pri prelazu od
promenljive. x na promenljivu # "

o {715 010 (1de.

\

jzratanavanje transformisanog integrala, posle izvrSene nazna-

tene operacije, moZe biti jednostavnije od izraéqnavanja prvo-- -

bitnog integrala. Ako primitivau funkciju novog integrala

oznatimo sa ®(?), za odredeni integral imamo PP —® (x).
- 1 po§to odredeni integral predstavlja odredeni broj, nema
‘potrebe vradati se na polaznu promenljivy, kako se to radi

u slu¢aju neodredenog integrala, kad treba odrediti funkcio-

nalni oblik primitivne funkeije.
a1 re | Iy = )
Kao primer uzmimo integrall‘.4]' ydx sa y=—l:l—|/a“—x2 "
] _ _ 3 .

" koji odgovara povrdini elipse sa- poluosama a i b. Za novu

promenljivu uzimamo ugao 6, odreden jednadinom x=a cos 6.

Tako imamo: za x=0, 6==x/2, a za x=a, 0=0; zatim y=
=bsin0, dx= —asinb d6. Prema tome za traZenu povrsinu Q-
~elipse dobivamo ‘ . =&

a 0 _ w2 '
" Q=4[ydx=—4absinBsinb d9=4qab Jsin?0d0 =

0 /2 0

n[2 1 /2
=2ab_[(1—00529)d0=2ab[6'———2- sinZG] =T ab.
2 .

0

2.3. Metoda delimitne integracije odredenog integrala

Metoda delim¥ne integ-acije, koju smo prikazali u 1.3,

u primeni na neodredeni integral, jo§ sa veéim uspehom moZe:

biti primenjena na izrafunavanje odredenih integrala, narotito
u vezi sa metodom redukeije.’
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Mada desna strana ijzgleda komplikovan‘ja od leve,

-1z diferencijalnog identiteta
udv=d(uv)—vdu

-ncposrqdno sleduje i obrazac za delimi®nu integraciju odre-
denog integrala ’ ' '

5 b - b
Judv=uv| — Jvdu.
a a a
Primeri: .
2 : ) . w2 ap T '
1. 6fxzcosxdx= g,xzdvsinx=xzsinx| —2 [ xsinxdx=
. _ o _ o ,

LT AR 3 o > /2
=('2‘) ngx_?a.'cosx=(7)l7+2[xco:x]o .—2£cosxdx=

WAy Lom2 2
=(—) —~2sinx | =(—) —2.
2 .o 2/ E

2..Izra<‘$unati_povréinu\prvpg talasa cikloide sa jednadinama:

A3 x=a(®—sinb), y=a(l—cosH)..

U obrascu ‘za povr§inu
’ ' 2ra 2na

Q= .gydx= g az(l—cose)-d(eésine)

‘x=0(®—sinB). =~

J 2n 2n 27 27 :
Q=a2_g(1—cose)2d6=a“‘[_([)d6‘—2£ cos6d0+ fcos?20d0]="
el

=a2(27f +—;;-;2,1r)=3'n:a2.

; - : /2 w2
5. Izratunati integrale: J,=Jsin"xdx, =~ Jr =Jcos"xdx.
) 2 2
Integri§imo delimi&no
nf2 3 w2 y 7'![2
In =£ sin" xdx = —[sin"'xdcos x= —sin"~l1xcosx/ +
0 :
1}/2 d 2 ¥ L i
+Jcosxdsin"1x=(n— in"—? . =
: n"lx=(n l)£s1n" X COS xdx~(n_—_1) (Vn—2—Jn)s

a odavde jzvodimo redukcioni obrazac J,= n=l Tn—2.
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uzimamo- za novu promenljivu ugao 0, vezan sa x jedna&inom -

g rTETTer =,

o |
ek PR



jer Je Jo—jdx w2, . |

' JZk‘—J2k i J2k—Fl=J2k+1 ' ’.

(2k—1)(2k e -
2k(2k—2)... T

(1) Za n=2k unamo Jop =

2kQ2k—2)...4.2
(2k+1)(2k—1)_.'. 5.3

(2) Za n—-2k+1 imamo Jyxq1=

2 : nj2

jer je Jy= j’smxdx— -—cosx/-l

Lako je pokazatl, metodom zamene promenljive, da Je

ok

24. Integracija metodom diferenciranja PO parametru

Sem navedenih postole i drugi metodl za izratunavanje
odredenih integrala, naroito u slufajevima kad se ne mogu .

izradunati neod.edeni integrali.
lxb —-1_ xa-1
Izraéunajmo uLegral J=T
o logx
OvaJ integral zavxsl od velitina a i b; koje 1graJu ulogu
parametara.  Izratunajmo izvod - nitegrala po parametru a.
Po pravilu, u &ije se dokazivanje ovde ne upustamo, a slutaju

_stalnih granica i. neprekidnosti podmtegralne funkcije, za

diferenciranje integrala po parametru dovoljno je- dlferenclran
podintegralnu funkc:_]u po tom parametru tJ

__ff(x’ )dx ‘J'g_f_‘(_x__.a)d
oo

ay

C(XXID)

Prema tome imamo
1
aJ xb=1— xa— __fx“‘logx e
 da ba( logx log x

. fxa 1

Q

'dobijeni rezultat po a: J —

a=b podmtegralna funkcua integrala ]ednaka nuli,

dx za a>0 b>0.

Naveden:m diferenciranjem-'bitno smo promenili funkei-

" onalnu vezu izmedu integrala i njegovih granica.

Da bismo nalli viednost samog integrala, integrisaéemo ,

da , o
—= —loga+ C. Poito je za
a L,
isdm
mtegral je jednak nuli. Prema” tome, iz prethodne jedna&ine
imamo 0= —logb+ C, odakle je C=logb, I konatno dobivamo

1 -1 i
~J fb___xa_dx— —loga+log b-log—b—
logx |

"Dati thgral smo jzrafunali metodom diferenciranja po
parametru, i to bez obzira na to §to msmo mogli 1zra<‘5unat1
odgovarajuéx neodredeni integral.

' 2.5. Integracija metodom integl'aCi.ié po parametru

Uzmlmo mtegral T= Ie—x dx Izvr51mo zamenu x=

_ —at(a>0) gde je ¢ nova promenljlva a o parametar; 1maéemo

J= je‘“”'adt

Integral u ovom obhku je funkcua parametra o, Pomno-

Zimo tu funkcuu sa e~* i integri§imo po @ u granicama od 0

do o, pa éemo dobiti

0

(1) ' .H='°_\3Je—.°" da= T‘["j" e~y dt] e~*da.

Kako je pri mtegracm po ¢ émnlac e~* stalan, moiemo
ga uneti pod znak integrala i napisati

' H:j[] e‘“’(“*‘”)ocd_t]da.h ’
o[o ‘

Tl



Izmenimo sad red mtegrac:;e ne upuﬁta;uc’u se pI‘l tome
u dokazivanje da je ova izmena dozvoljena, bez obzira na
beskona¥ne granice integrala. I integri¥fimo prvo po =,

H= I‘[FB‘“'('*")adcc]dt._

Kako neodredem integral ima vrednost Je- °"(‘+")adt—

1 e-o 1+

2 1+

-]

1+ﬁ,

= ————" 10 se, poslc zamene, dobiva H——f =

1.

=-Elz- arctgft =n/4.

-
2

0
S druge stranc kako je J konstanta, iz (1) sleduje

H-J. Ie °"dt—.l"- te doblvamo jednalinu. J2=n/4; i tako

- konatno dolazimo do rezultata J'e""'d{c=?ﬁ. Iz~ ovog -
F . . 0

4 -. A V - — . §% 'y
integrala moiemo lako izvesti vrednost mtcgrala Je-*¥dx=
. : 0

—%Vn, a taj rezultat moiemo naplsatl j' e kx* dx-————]/nk 12,

Diferenciranjem ovog integrala n puta po k 1zvod1mo obrazac

<l 1 —~1.3.5, n—1
Ie“”’x”"dx—-b—l/f : 2n( , )

k=(1+99)

iz kojeg, za k='1, imam_o‘ _
1.3.5...(2n-1)
: i .
Metoda koju smo upotrebili za izralunavanje integrala

J zove se metoda integracije po parametru. Ona se osniva
na obrascu

(XX ;f(jf(x, «) dx)du=f ( jf(x, «) d#),dx_: .

1 _
e xMdx=—1Vn
=Ly

ow=g
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Cb=g ()

Vidimo da i ova metoda moZe biti od koristi zd izra-
gunavanje onih integrala ¢&ije odgovarajuée neodredene . inte-

grale -ne moZemo izrafunati.

Kasnije ¢emo pokazati i druge metode za izrafunavanje
odredemh mtegrala _

Veibanja:' o
’ o : b b
1. Dalije taéna jednagina f (%) dx = f fO)dy?

2. Potvrdm ovaj obrazacza d: hmxénu mtegracuu od: edenog integrala l
b b
fy(x)dv(x) [u(x)v(x)]b fv(x)du(x).

a a

X . : a
'3. Potvrditi tatnost jednatine [f@dz+ [ f()dy=0.
. - Q ' X

. . b
4. Pokazati da, ako mesto promenljive' X u integralu f f(x)dx

) 5 ) A . i .a
uvedemo novu promenljivu £, vezanu sa prethodnom promenljlvom‘

I x Jednaémom x=g(¢), nova 'vrednost odredenog integrala ima oblik

jf[qa(t)]qa (1) dr, pri Cemu 1y it zadovoljavaju. Jednaéme a= qa(t,),

, : b - b

5. Potvrditi tanost obrasca [ Af(x)dx=A [f(x)dx. L
) a a

Izratunati odredene integrale:
i

t 1 2 /2 dx -
6. f(l+x’+— )dx. 7. [cosxdx 8. [ cosx sinxdx. 9.s —.
K

e*+e—*
[\] 0
. ‘ 0
‘2 ..d g7 _ 3/5 3
: X ) : —_ —_— xTax
10, | ——. 1L “Tdx. 12. [x*Vi+xtdx. 13, -
(= v [ e & FTEses Vios
0 (1)
1 2
dx d 10 /6
4 |\ e=. 15. |——=—. 16. [x VT+x*dx. 17. [sin3xdx.
Vaxt +¢ X Y14 1 5
o
/8 . ! . .
o i £
. dx o - ol
18, | ————. 19. [x%*%dx. 20. [logxdx. 2l. Potyrditi jedna-
1+cosdx o - T _
0

DT



. - o
. (.dx dx =_L dx
i axt+b ax*+b 2 ) ax*+b
A 0

Vbla oo

-0
1 .
=— = za a>0
4 _Y Vab
0 . Vb_/‘} —
. /2. 1
: S . cos x dx " dz '
b>0. 22. Dokazati jednalinu o Ze= | ————. 23.Do-
b \/l sin®x 0.\/l—~—z"
o 2 nl+4 . ® )
kazati jednatinu [ xsin’xdx— —c Izratunati: 24, [xe—3¥dx.
0 . R o 0
/4 ' ' ' :
25. f ] sm2 xdx Sad smo se tohko rzveiball da moiemo reSiti i
0

ispitni zadatak na Londonskom univerzitetu, koji sadrix tri integrala: E

xdx xtdx C 2
26. R 27. — . 28. f sin*x cosdx dx.
- X24+dx+5 342 o '
L 9. ; -
exdx o xdx dx
29.
_ - 1) (x +3°
0 i l

2.6. Prosirenje pojma odredenog integrala. Visestruki integrali -

*

Pojam‘odredenog integrala kao zbira beskrajno velikog

broja beskrajno malih elemenata, koji smo proucavali u obliku

b
§ f(x)dx, sa odredenim osobinama podintegralne funkeije f(x)

i podrugja, du¥i b—a, moZe biti profiren i na d'ruge osobine

kako elzmenata f(x)dx, tako i podrudja zbira. Zbog. njihove
vaZnosti u primenama naves¢emo proSirene pojmove odredenog
integrala u oblicima dvostrukog, trostrukog i viSestrukog inte-

‘grala. Pri tome ¢emo se zadrZati samo na konkretnim prime- -

rima,  fak i bez onih teorijskih dopuna koje smo navodlh u
vezi sa polazmm obhkom odredenog mtegrala

& =
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odredimo zapreminu tela (sl. 6) omedenu delom bo&ne povrsine

u ravani Oxy, 1 ‘povrsi-

" nom z= z(x, ), kao

gormjom' granicom da— £
tog tela.

Koordinate 1eme— Ry JE M2 \
na pravougaonika neka : O A 2 - X
bUduA(ono),.B(th’o), L . 4 l / 7
Ay (X, Y1) Bi(%y, }’1)r- _' ‘ My B
1zdelimo .taj pravouga- B
.onik, pomodéu pravih -
paralelnih sa osama Ox
i Oy, na male pravo-
ugaonike. Neka je pri-
tome duZ 4B izd:ljena
na n delova, a duZ 44, na m delova, i neka _]C tacka N,,
- presek neke dve paralele. Za tatku Ny, sa koordinatama

{
Y oa B,

Sl. 6 — Element dvostrukog: integrala

pa cemo imati zy=f(x; y;)). Ozna¥imo dimenzije malog pra-
vougaonika oko tatke Ny sa Ax, Ay; proizvod z; Ax; A Yi
,predstavlja zapreminu malog pravouglog paralelepipeda. Za-
premina ovog poslednjeg u diferencijalnom obliku, f(x, ¥) dx dy,
-moZe biti smatrana kao element zapremine naSeg tela. A camu
zapreminu tela treba smatrati kao granitnu vrednost, ako
ona postoji; zbira svih tih elemenata, tj. :

) . n m .
V= lim 2 % f(x,3)Ax Ay,
nroc i=]j=1
pr1 emu ne samo n i m teZe beskonainosti, veé je i podela
duZi AB i AA, takva da i najveée od velifina Ax; i Ay; teZe
nuli. Napisana graména vrednost oznaéava se sa

V= Hf(x y)ydxdy,

Yo X,

i.zove se dvostrukz mtegral funkcz]e f(x,y) proszren na oblast
datog pravougaomka Da v1d1mo kako se izratunava taj mtegal

a. Dvostruki integral. Pretpostavimo da se traki da’

X Vi konstruid§imo ta&%ku M (x, y;, z;) povisine z=f(x, ), .

pravouglog paralelepxpeda sa osmovom pravougaonika 4BB.4;, .



Uzmimo telo sli¢no prerhodnom (sl. 6) sa koordinatama
temena pravougaonika osnove: 4 (0, 0), B(a, 0), B, (a, b), 4,(0,b).
Jednalinu gornje povrﬁine tela uzimamo u obliku z=h+

* b—b— [2d+p sin *= ., Ovoj transcendentnoj jednafini odgo-
a

vara konkretna povr§ina jednostavne geometrijske prirode:

. Pokazaéemo to obja¥njavajuéi svaki &lan izraza kote Z Kota
.z za proizvoljnu tatku N(x, y) osnove ima 1tri dela. Prvi-

deo odgovara tatkama ravni paralelne ravni Oxp na rasto-

. janju h. Drugi deo, 2d(b—y) : b, pripada kosoj ravni para-
~ lelnoj Ox osi, koja prolazi kroz tagke (0, 0, £+ 2d), (0, b, h)—

nacrtaj tu ravan! Treéi deo, u obliku %(b —) sin E, odgo-
. ‘ a L

vara rastegnutoj sinusoidi sa’ promenljivom amplitudom, koja .

o‘pada od p, u Oxz ravni, do. nule u ravni y=»b. Prema
napisanoj vrednosti z, dvostruki integral za zapreminu tela
treba ovako’ 1zrazm :

‘V=fz ] [h+-lz—(2d+psm——)]dydx
00 b

a

Smatrajuéi, prvo, x kao konstantu,}posle mteglacue po~ !

y imaéemo |

ab . : : 4
Vel | | hy+ 2d+psinfic 1 by,—L.yz) dx=
09 3 ;] ;
. b 2 .

a

=‘(j’)[§h{r%b( . '“ax)]dx.

IzvrSimo 1i zatim integraciju po x, imademo

=T [:b(hi,-d)x——%bp icos,j?—szab (h+d)+abp/n=

0 k) a

. =ab(h +_Zi+p/7c). '

Prema rezultatu integracije vidimo da se zapremina -

sastoji iz tri dela: 1. iz zapremine abh pravouglog para-
leleplpeda 2. zapremine abd trostrane prxzme sa osnovom

pravoughm trouglom sa katetama bi2di v1smom a; i,

’
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-elemenata moZemo ovako- iz-

~.ranje svih elemenata duZ te

- konturom- kao funkeije x-a:

najzad, 3. zapremine izmedu kose ravni i granifne transcen-

dentne povriine, koja iznosi . csz/::, kako je to pokazala

dvostruka integracija.

Pri uvodenju po_|ma d\osuukog integrala uzimali smo
jednostavan slutaj, kad je podru&je pravougaonik i, u
vezi s tim, postavljali smo i granice integracije. Oslobodimo
se sad tog ogranifenja i pretpostavimo da je kontura podrudja

neka zatvorena kriva u'ravni OXxy. . Prethodno izlaganje ostaje -

na snazi, samo ga treba dopuniti postupkom za odredlvanje
gramca integracije. Objasni¢emo postupak na shc1 (sl.. 7)
Neka je f(x,y,)dydx: element .
integrala. Sabiranje svih takvih

vrsiti., Oznalimo sa N tatku -
prave paralelne sa Oy osom,.
koja-sluZi kao granica elemenata -
duZ te prave. - -Ako sa x ozna-
gimo ap.cisu talke N za sabi-

prave, treba odrediti ordinate
¥1 1y, tataka preseka sa datom

S1. .7 — Krivolivijska kontura
podrudja

Y1=01(x) i ya=ys(x) i tada se
sabiranje svih elemenata na toj
praZVOj izraZava integralom

j‘ f(x, ¥)dy, pri konstantnoj “vrednosti x. Kao rezultat

)

integracije dobiva se odredena funkcija x-a, koja se odnosi
na datu duZz N,N,. Sabirapje elemenata sa svih takvih duZi
daje -vrednost integrala proSirenu na celokupno podrudje.
Kako se krajnje duZi N,N, zavr$avaju u talkama, 4 i B,
dodira paralelnih sa Oy osom i date konture, traZeni inte-
gral, po¥to odredimo apscise @ i b tih talaka, dobiva granice

b y(x) ; N
V=] E { /(x, y) dy dx. Slitan postupak primenjuje s¢ i u slu€ajevima
a y1(x)
kad ]Jé JKerva konture komplikovanija, kao i u'slu€ajevima kad

jedna ili vise drugih kontura izdvajaju deo povrSine od integracije.
Uzmimo nekoliko primera.
1. Funkcija z je definisana jednadinom ravni X+ 6y +
+4z=16. Odrediti vrednost integrala [[zdxdy proSirenu na
. 5 : il
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povrSinu Q trougla (sl. 8) sa temenima A, (0,0), A;(2,0),--

A3 (071)' ’ L .

e =t . 1 X . . P
‘ Posto je z=4——4———2—-y ,» a iz jednaline prave kroz
tatke A4, i As u ravni Oxy sleduje da je x=2(l —j),) intégral
prodiren na trougao A;A4,4,, treba uzeti u obliku - -

1 2(1-y)

- 1 -3 . ' -
J= 4—~xm—)kdﬁ
’,ff ( PR Nt
o o

Prva integracija, po x, daje .

Az o : .23-y)

1 3\, -

4——x— Z y)dx=

f( 4 "zy)x_
5 .

15.

no¥€u y-a. Zatim vr§imo
Sl. 8 — Zapremina trostrane koso L
zarubljene prizme

2

1
15 10, 5 1,
27 2 2 3

. 5 10
—10y + Eyz) dy =[—y———y“‘+—-—y =—* Dobiveni re-

zultat primenom integralnog ratuna odgovara boznatoj teoremi
iz Elementarne geometrije koja glasi: Zapremina trostrane koso
zarubljene prizme jednaka je zbira zapremina triju piramida,
zajedni¢ke osnove sa prizmom, &iji su vrhovi u temenima
trougla kosog prescka, tj.

1 ,
V='? Q(h1+ h2+h3)-
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5 -
=-——10y+— % Integra- .
: ¥ 3 y gr

cija je vrSena po.nekoj pra-
voj ST sa kon .tantnom vred-

integraciju po y: f(——— :

Zaista, osnova naSe prizme je pravougli tfougao sa
katetama 2 i 1, pa, prema tome, ima povrsinu jednaku jedinici, =

78 J . ’
a kote temena su 4, ——2—, —. I tako» zapremina naSe prizme

iznosi 'V=—1— -1 (4+ l+~5—)=1~0, §to odgovara prethodnom
: 3 2 2/ 3 .

rezultatu, - i = s

" 2. Funkcija z je definisana jednainom ravni x+6y+

- +4z=16. Odrediti vrednest ntegrala Jzdx dy proSirenu na

¢ Q . .

povrSinu Q ‘pravougaonika sa temenima 4,(2, 1, 0), 4,(—-2,
1, 0), 43(—2, —1, 0),74,(2,—1, 0). Dobiveni rezultat uporediti
sa rezultatom na osnovu teoremé Elementarne geometrije. Ovaj
zadatak je jednostavniji od .prethodnog, jer su granice oba
integrala stalne. S S

' 3. Funkcija » je definisana jedna¥inom 2z=x2+ %
Odrediti vrednosi integrala [fzdxdy proSitenu na osnovu

e ) . PN Q .
~cilindra sa jednatinom x%+ y2=4.

Posto se takvo telo deli ma Eetiri 'jednaka dela, - imamo
el w2y T C2VayE : o
ovaj ‘dvostruk.i int;egral J= 4ffl(x2+y2) d;; dy, koji, posle
N X |
integracije po x, daje —:—12‘(21/2:}_2-{- ) dy. Na osnovu

dva ranije data obrasca za integrale imamo

Jl_—.f1/4—y2 dy:—é—y Iz +’2arcsin—§+C, -

. _— 1 3/2.
Jz=fyzl/4"‘y2_d)’= —y =,

, . e - "
Primetimo It da &lanovi sa proizvodom y (4 — y2)l za obe gra-

‘nice imaju vrednosti nulu, tako da mogu biti izostavljeni,

dolazimo do rezultata da je
J= i-(L(4arcsinl+2arcsin—'y—)s—‘l-6-—7‘:—=4-nr.
3 2 2 3 -2
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- b. Trostruki integral. Posle uvodenja pojma odredenog
integrald sa podru&jem u obliku duZ i pojma dvostrukog
integrala sa podrufjem u obliku povriine, dolaze na red
pojmovi trostrukog i, uopste, vifestrukog integrala.

U trostrukom integralu podru&je je trodimenzionalna
oblast, konkretno — zapremina. Element takvog integrala, u
Dekartovim koordinatama, izgleda f(x,y,z), dx dy dz, gde je
JF(x,», z) funkcija tatke podrudja, a proizvod dx dy dz zapremina
elementarnog paralelepipeda. Graniéna vrednost zbira ovakvih
elemenata, profirena na celokupnu zapreminu ¥ tela, izraZava
'se trostrukim integralom - :

J=m f(x’ ¥, z)dxdydz’ |
v .

gde uvedena nova oznaka pokazuje da integral treba da bude

proSiren na zapreminu V.

. C. ViSestruki integral. Sad je lako.napisati i obrazac za vise-
struki odredeni integral profiren na neku oblast sa n dimenzija.
Ako zamislimo n -Dekartovih koordinata, Xy, X, . -
prostoru, formalni izraz za odredeni integral u njemu izgle-
daée ovako - ' Ly =

| .l _f_\'...jf(xl,xz,:..,ﬁcn)dxldx2...dx;,,
e

”n

pri ¢emu smo sa ¥, oznadili n-dimenzionalnu zapreminu, pod-
ruéje na koje je prodiren taj integral. Da li su takvi integrali
samo matematitke fikcije?! Ne. Uzmimo jednostavniji primer
iz prirode. Sunce privladi Zemlju. Kako? Svaki deli¢ Sundeve
mase privladi svaki deli¢ ‘Zemljine mase. Da odredimo celo-

‘kupnu silu privlalenja izmedu Zemlje i Sunca treba da sabe-

remo sve sile privladenja izmedu pojedinih deliéa. Ne ulazeéi u
detalje ratuna, moZemo zaklju¥iti da se intenzitet F celokupne

. sile privlagenja Zemlje od strane - Sunca izraava integralom

oblika F ={lJ i‘ﬂ f(my, Ms)dmydMs, gde podintegralna funk-

Yr Vs

cija zavisi od poloZaja talaka my i Msg, Zemlje i Sunca, sa -

elementima masa diny i dM, a Sestostruki integral je prosiren
na celokupnu masu i jednog i drugog nebeskog tela. Ako od
ova dva stvarna tela predemo na apstrakciju, moZemo zamisliti
celokupnu masu Zemlje, m, vezanu za jednu tatku — centar
mase Zemlje, a masu M. sa centrom Sunca. Tada, uzimajuéi
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., Xp U tom-

u obzir izraz funkcije f(ms, Ms) za slutaj Njutnove gravitaci-
' mM

one sile, dobivamo za celokupnu silu izraz F=k® gde

. je k® koeficijent proporcionalnosti, &ija je vrednost k® = 6,67 .10-8

M—[3T-2 a R — rastojanje centra Zemlje od centra Sunca.
Podintegralna funkcija se pretvorila u k?/R%?, a Sestostruki
integral je degenerisao u dve tafke, sa masama m i M na
rastojanju R. B :

2.7. Krii'oiinijski integral

Podrutje odredenog integrala § f(x)dx je deo prave

linije i u tom smislu on se moZe shvatiti kao pravolinijski

integral, u Sirem smislu kao odredeni integral pro$iren na
jednodimenzionalnu oblast u jednodimenzionalnom polju ska-
Jara f(x). Taj integral, kao $to smo videli, stoji u vezi sa

izrazom lim X f (x,-) Ax;, Ciji je sadrZaj dobro poznat.
n—ooewl=1 "

Bilo bi prirodno sad postaviti pitanje o profirenju pojma
odredenog integrala sa pravolinijskim . podrudjem na odredeni
integral sa krivolinijskim podru&jem i to u polju skalara, bilo u
ravni sa vredno$éu f(x,») bilo u - %
prostoru sa vredno¥éu f(x, y, z). -

Ako je kriva (sl. 9) data
jednadinom y = f(x); element novog
integrala j¢ f(xi3)AS), gde su
x;, y; koordinate tatke M; krive,
a, u isto vreme, i tatke koja
pripada polju skalara f(x,y), i
A §; rastojanje izmedu te talke i -
susedne talke M;,, iste krive.
Integral koji odgovara prethodnom

B

(@) x

Sl 9 — Krivolinijski integral

sve talke krive od tatke 4 do :

tatke B je krivolinijski integral u a’&ro_m polju skalara f(x, y). Da
bi se mogao izradunati za Dekartove koordinate, treba sta-

elementu, [f(x,y)ds, profiren na
A :
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EI
1

" ff(x;y (), 2 () YT+ ¥+ 2% dr.

“koordinata x, y, z neke talke M prostora; s druge strane,

viti za datu krivu p=y(x) i ds=}/1+y?dx, gde je y' izvod
unkeije y po x. Prema tome treba izrafunati S

. 3 b v 3 - . Y ‘ t
Ako je vektor ¥ sila, i ozna¥imo je-sa F(P, Q, R), pret-
hodni izraz u Mehanici predstavlja rad sile F dui datog puta
dr. Ako u polju sile F treba lodr'editi-njen rad duz’ konéénog

puta napadne tatke sile, iz poloZaja A ‘u poloZaj B, du¥
. date krive, zato treba izratunati odredeni krivolinijski integral

sz oy N YT+ D D dx.

Za parametarski oblik krive sa x = x (), y =y (1) imamo .integral

B .

w1 _ > J[P(x,p,2)dx+ Q(x, 5, 2) dy+ R (x, : dz]. Da bi i j
jf(x(u_),y(u)) Vx—I2 _|_“'y‘:2 du, gde jC, napr, x’=_dx/du. Najzad, A' ( y ) 'y ( J-’, Z) Z]‘ a‘bl ;zlaganjc
by / _ . k e dale . bllq Sto j@dnostavpije zaustavi¢emo se na slufaju ravnog
ak_o se za— parametar uzme lu s krive, - dakle 'staw. polia sile i kretanju tatke u toj ravni. Za  izralunavanje
x=0,(5), y=g,(5), a znamo i skalar polja f(x, y) izraziti kao B8 . b o :
funkciju s, imaéemo ponovo obljk integrala T f(s) ds, koji se /| Integrala £ [P(x; p)dx+ Q (x, y) dy, za kr_wu, sa Jednaémomr

4 - ’ y=¢(x) ili x=¢(y), ili, u parametarskoj formi, x=x(u),
y=y(u), moZemo na vife natina postupiti. Odgovarajuce
obrasce Citalac moZe sam. izvesti. Pri prelaza na dufinu s -

moZe tumaditi kao pr_av'olinijski integral. . _
Za krivu liniju u prostoru sa skalarom f(x, y, z) trodi-
menzionalnog polja imamo osnovni .obrazac krrvolinijskog, '1 b berive. i Vs B _ :
- . _ i - luka krive, integral uzima oblik § [P(x, '

integrala u obliku [ f(x, y, z)ds. Slitno prethodnom, za nje- S S £ S ,‘E [P(x y) CO§¢+Q(x?y) co_s@]{_g'.s',

. - 4 ) . L 4 - . A e ey : ) .

gde su ‘o_c\'i P uglovi koje pomeranje d, sa modulom |dr|=
~—.—ds,_‘obr.azuje sa koordinatnim osama. VaZan je slutaj . kad
se koordinate : sile ;P_(x, »), Q(x,») javljaju kao delimidni-

oU - oU

govo stvarno .izralunavanje treba uzeti jedan od npavedenih
oblika. Za Dekartovu koordinatu se moZemo posluZiti obrascem

. ! . L ) izvodi neke fﬁnkci'e U, ), tj. P=— =" "Tad ;

Primetimo da pri izrafunavanju krivolinijskog integrala : el _ *3), G ox Q oy Tada je
treba uzimati u obzir ne “samo: znak podintegralne funkeije, P d“ U . U o . SR ~

veé i znak diferencijala, koji zavisi od smera u kome se vrii %+ Qdy =a—dx +$dy =dU, 1j. predstavlja totalni diferencijal

integracija duZ krive, koja se smatra kao orijentisana kriva. il . Bx B . :

Kako u teoriji tako i u primenama krivolinijski integrali & ! prema tome, ,j; (Pdx+Q dy)= [ dU=U(xs.ys)~ Ulxs ). Ako.
igraju znadajnu ulogu u naroditim skupovima, koji stoje u ! : B A ’ : N '
vezi sa. skalarnim proizvodom vektora nekog polja i vektora L2 za datu silu F(P, 0) postoji funkcija U(x,y), ona se zove
diferencijalnog pomeranja tatke u tom polju. Zamislimo u E‘ib‘ Junkcija sile. Dobiveni rezultat integracije pokazuje tadnost

{ stava prema -kojem: rad sile koja ima funkciju sile. zavisi
samo od poletnog i krajnjeg poloZaja pokretne ta¥ke, a ne
zavisi od oblika puta kojim su spojena ta dva krajnja polo¥aja.

: sz_re§éemo uslov koji treba da zadovo]javaju funkcije
P(x,y) i Q(x,p) da bi one imale funkciju sile. Kako treba

prostoru vektor ¥ sa koordinatama P, Q, R kao funkcijama

oznafimo sa dr vektor pomeranja vektora OM=r, a nje-
gove koordinate sa dx, dy, dz. Skalarni proizvod . ovakva .

dva vektora daje diferencijalni izraz (V, dry=P(x,y, 2)dx+

» e oy L OU UL . _
+0Q(x,9,2)dy +R(x, p, z) dz: da bude P(x,y) o 0 (x, y)=—a—; ; a ‘napisana dvav de.h-
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.mifpa izvoda, u obinim = talkama, zadovoljavaju uslov

() (()U) a (aU) ,toiza P i1 Q imamo uslov @=g}i .
ox\oy/ oy \ox ' 0.

Dobili smo neophodan uslov. Poka%imo da je isti i dovoljan."
Neka su dati Pi 0, koji - zadovoljavaju prethodni uslov.

- . oU < .
Odredimo U. Posto je a?=P (x,y), smatrajuéi y kao kon-
. 0X

stantu vedimo. integraciju U=[P(x, y)dx=F(x, p)+ C(), pri
¢emu smo dodali konstantu C kao funkciju konstante y.
Da bismo odredili C(y), diferencirajmo prethodnu jednaginu

~po y'a—U= =0F+dC Pokazacemo sad prvo. da razlika

oy oy dy
Q~_0—F ne zavisi od x. Zato pokaiimo da je njen izvod po x

oy
: _ : 2 2
siodnalk muli. Diferencirajmo 9> _"_F 90 OF 00
- ax ox dy o0x dyox 0x
oP | F
_5_._0 Za odrcdlvan_]e CT(y) 1mamo C(y)= I[Q—_—] dy T
ig | oy

+C, gde je C prava konstanta integracije. Prema tome,
kona¥no dobivamo U =JP(x, .y) dx + 1) [Q - _bﬁ] dy+ C. Time
oy

imo dokazah da Je navedeni diferencijalni uslov za Pi Q
dovoljan.

Sliéni uslovi se mogu napisati i za tri funkclje P, 0, R

1 2 3

to, da bude zanimljivije, u matrinoj formi _0__()_ _b_ =0.

ox 0y 0z
P O R

Prva vrsta pokazuje numeru uslova; druga operator koji treba
primeniti na treéu vrstu da bi se dobio svaki uslov. Tako
OoR 00 oP ()R c)Q oP

imamo; ———==0, ——~—=0, —_=0. Ako funkcqe
oy 0z - 0z ox ox Oy

P, O, R zadovoljavaju ta tri uslova, sila F(P, @, R) ima

funkciju sile i ona se moZe odrediti iz obrasca U=[Pdx+ . ',

+;(Q__)d +;< —a_——-—)'dz+C. Vetbe radi Sitalac
¥4 ‘

0z

" mo¥e sam izvesti taj rezultat i lako tada razumetl uvcdenc

oznake.




~ nejednakosti

Glava treéa
PRIMENE INTEGRALNOG RACUNA

3.0. Diferencijalna analiza i integralna sinteza

Diferencijalni radun se moZe smatrati kao prethodni

~stadij u prouavanju prirodnih pojava. Njegov glavni zadatak

je proudavanje pojava ,,u malom*, u maloj, diferencijalnoj
oblasti. Proudavati u celini pojavu, na osnovu rezultata dife-
rencijalne analize, to je zadatak integralnog raduna. Jasno je
da matemati¢ki metod diferencijalne analize i integralne sinteze
nosi‘univerzalni karakter. Zadatak ove glave je da prikaZe i
pokaZe na primerima znalaj tog metoda u raznim mate-
matiékim disciplinama. '

3.1. Primene u matemati¢koj analizi

" Pojam integrala, odredenog i neodredenog, kao osnovni
pojam Infinitezimalnog ratuna bio je, ve¢ od svog postanka,
obilato primenjivan pri reSavanju raznih problema kako teorij-

skog tako i prakti€nog karaktera. I mada ova knjiga treba

da ima vide praktiCan karakter, ipak éemo i u njoj posvetiti
malo mesta primerima o ulozi integrala u problemima teorij-
skog karaktera. Tako ¢e potpunije biti osvetljen duboki sadrZaj
pojma integrala i onih operacija koje vi§imo sa njim.

1. Valisova formula (J. Wallis, 1616—1703) za odredivanje

broja =. Ofevidno je da za ugao x vaZe u granicama 0<x<w/2

sin?¥+! x < sin?% x < sin®, 1 x,
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dobitemo integralne nejednakosti

jer mnoZilac sinx smanjuje prethodni p_roizvod sinusi. Ako
sad ove nejednakosti integriSemo u granicama ‘od 0 do m/2,

N

Jor+1<Jex<Jak~1,

gde su iskori§¢eni obrasci (1) i (2) glana 2.3.1z tih nejedna-
kosti imamo : .

2kQ2k=2)...4:2 ] o
Ck—1)(2k=3)...3]2k+1 2

2k(2k—2).;.4-'2.]2 1
[(2k—1)(2k—3)...3 2k—1

Kako odnos veée prema manjoj velitini p=(2k+1):(2k—1)
-geZi jedinici, kad k teZi beskonadnosti, mo_?emq zakljuditi d_a
svaki od navedenih proizvoda ima istu granicu, jednaku /2, tj.

™ 2k(2k'—2)...4-2]2 1
2 kow|@k—1)(2k—3)...3]| 2k+1

To je tzv. Valisova formula za odrediyanje' i proudavanje
strukfure broja w. Primetimo da je Vah.sova i:ormula_ dosta
nezgodna za stvarnc izraéunavanje' broja =, Jer koli¢nik p
vrlo ‘sporo teZi jedinici kad k—»co i to na osnovu raduna sa
velikim brojevima. _ :

2. Tejlorov red sa ostatkom u obliku odredenog integralsz.
Pokazaéemo kako se na osnovu integralnog rafuna moze
izvesti Tejlorov obrazac za razvijanje funkeije u red.

Podimo od obrasca za diferenciranje (u v)'=u_v_’+vu’,
_ kojim smo se koristili za deliminu integraciju. Profirimo ga
na zbir C :

. __d_ [u v(")—u’ v("_1’+_u" v(n-2)__ e _|_(__ 1)n u(n) V] _
dx - o . :
. =uv(n+_l)+(_ 1)"+1u("+1)v,

T




§to se lako proverava, jer se, pri diferenciranju dva ﬁusuina
proizvoda, dva %lana skraduju. Iz tog - obrasca sleduje tzv.
uopsteni obrazac integralnog raduna za delimiénu integracifu

Iuv("+1) dx=[uy™—g/ yo=D gy yo-n) L4
a

. b b-
+(=1)" u(”)_ v] + (—1)+1 Iu‘"+" vdx.

Ako u taJ obrazac stavimo u = f(x), v=(b—x)", i ﬁzmemo
u obzir da je v =-—-n(b—-x)"1,. .., VO =(—Dkn(n—1)..
m=k+1)(b—x)yk ..., yo— De(—1)'"nm—1).. 2(b—

b'—x) v = (~ 1)"n!' v("+1)=0 dobiéemo

‘[(—1)"n‘f(x) (=D~ 1n'f (X)(b -x)+.
+(~1)"f"')(b X)"] Hf==1)2H !f‘"“’(b —xyds

Ako podelimo ovu Jednaému sa (—1)"n! dolazimo do

rezultata

1®O-1@ =_f’ @6-a+L 1@ 6-ars

+—l—f‘"’(a) (béa>"+i?f<"¥1> () by dx,

koji, sa ranije uvedemm oznakama, daje Tejlorov obrazac u
obliku -

f(x)—f(a)+f( )(x a)+f"(a)( a4+

SO (5—af + R,
gde je _
Rum T 10400 (v e,
pri emu :]'e t 'pr_'omer;ljlva integracije. |
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Vaino je da se obrati paZnja na -to, da napisana desna
strana prelhodnog oblika Tejlorovog reda, s ostatkom R, u -
obliku napisanog integrala, daje ta¥nu vrednost f‘unkcue F(x),

ako su sve radnje ispunjene ta¥no, ukljudujuéi pri tome i -

taéno izraunavanje integrala. Ali je ba§ u mtegralu najveca
te§kofa za talno izialunavanje. Zbog toga se pri pribliZnom
izraCunavanju iskoriséuje teorema o srednjoj vrednosti integrala,
u jednom ili drugom obliku, a to i dovodi do raznih oblika
R,. Tako ostatak u Lagranz'evom obliku daje‘

Ro=- ““T)T FEDE) (x—ay+,

Zaista, ako stavimo u 1ntegral f("+1)(t) f<"+1)(E) gde je & |

srednja vrednost argumenta, imamo

(x‘_ t)"+1 X
n+1 ] -

‘a

Ry=— [N [ (x— 1 de = fo4D @) [—-
n! a n!

(n+1) g x— a n—r-l =
iz 1)| SOE) (x- a) ’
3.2. Primene u Geometriji

- 1. Izradunavanje povrfina

CAL Izraczma:vanje povr§ina u Dekartovim koordinatama.

'.Kako smo videli (obrazac XIV) izradunavanje povrsme u

Dekartovim koordinatama se vr§i pomocéu obrasca Q= j‘ ya'x

Element tog mtegrala y dx predstavlja povr¥inu pravougaomka
sa osnovom dx 1 visinom y=f(x). Prema tome izratunavanje
povrsine, tzv. kvadratura, svodi se na izratunavanje odredenog
integrala. Otuda se, i obratno, izrafunavanje integrala &esto
zove kvadratura. .

Prema tome u re§avanju zadataka o odredivanju povr-
§ina imamo tri faze: 1. Odredivanje elementa. Za Dekartove
koordinate treba odrediti ordinatu y kao funkciju f(x) od x.
2. Izralunati neodredeni integral te funkcije i 3. Postaviti
granice prema oblasti koju zauzima traZena povrsina i dovr-
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" zbi

| SL 10 — Povr§ina sinusoide -

§itiJ—izraéunaVanje. Pri izraCunavanju odredenog integrala. kao

druga i trefa faza se spajaju u jednu operaciju.

Pri tumadenju osobina odredenog -integrala veé¢ smo
odredili neke povrSine. Ali ¢emo reSiti jo§ nekoliko zadataka
‘obracajuéi- pritom paZnju na moguée greske.

‘ g © . 1. Odrediti povr§inu " iz-

" medu sinusoide y=sinx i Ox
ose u granicama od 0 do 2=

Y o . (sL 10, a).
e : " .Prva faza ydx=sinx.dx;
0o 22 . druga, fsinxdx = —cosx + C;

najzad, treéa - N .
2m _

Q= | —cosx=—1—(—1)=0.
0

Jasno je. da ovaj rezultat ne
odgovara ‘zadatku, -narotito s
Y obzirom na sliku. Izradunamo

T2

‘11:/2 : to ) K . ’
= [(—cosx)=0—(=1)=1 i, prema tome, Q=4. Gde je
% . . ‘ : ;

gre§ka? Pri prvom ratunu nismo uzeli u obzir da se obi&no,

jednostavnosti radi, u teoriji pretpostavlja da je podintegralna
funkcija pozitivna. Uzmimo istu sinusoidu i pretpostavimo
da treba odrediti povr§inu izmedu krive y=2+sinx i Ox
ose u granicama od 0 do 2 (sl. 10, b). U ovom zadatku imamo

2n 2n .
O= [ 2+sinx)dx= | (2x—cosx)=4n—(1~1)=4n, a to od-
1} 0

govara stvarnosti. Englezi u svojim knjigama narodito nagla-
Suju: A figure is an essential part of the solution of any
area problém.

2. Odrediti povriinu izmeédu dve parabole: p= ?xz i
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a beskrajno velikog- broja beskrajno malih elemenata,

. 1 . .
§ine, imaéemo —4— Q= [sinxdx=
. 0

li samo Cetvrtinu traZene povr-:

simetri¢na u odnosu na Oy qs’u, njena
povriina je jednaka dvostrukoj povriini

bole, lukom AS druge parabole i delom
OS ose y. Element povriine ima vrednost .

Ako redimo zajedno date dve jednaéine, dobiécn}o'kopr-
dinate tataka preseka A4(3,3), 4,(—3,3). Posto je slika

0S4 omedenoj lukom OA prve para- oy

‘

\

'SL. 12 — Povrsina hi-
perbolickog sektora

-

Neodredeni integral iznosi

o 15 1 -
.M1M2'-dx__=(3r’2-—'}’1)dx_=[—2——,—5362— _ )
- 1’} 15 5 ——0
- X dx=(——————-x3)dx. | )
: Sl. 11 — Povriina
’ 2 - s : ' izmedu dve

parabole

)dx= lz-s-x—-s—x"ﬂ-c.

(E_iﬁ
2 6"

18

-bGra\mice za. polbvinﬁ povrsine su 0 i 3; prema tome cela .
e . 30055
povriina ima vrednost Q=2 l (7 xfﬁxa) = 30.

3. Povriina hiperbolitkog se'ktora.'

Izratunajmo povriinu hiperbo-

- litkog sektora omedenu delom OA4 -
- ose x (sl. 12), lukom hiperbole 4AM
i potegom O M tatke hiperbole M(x, » -

u odnosu na centar O hiperbole. Ozna-
Gimo tu povriinu sa Q. Imacemo

Q;_;_xy—jydx, gdej§y= +Vx2—aé,

§to sleduje iz jednatine jednakostrane
hiperbole x2—y*=a? PoSto za Inte-

gral J= j‘c Vx*—at dx ‘imamo

‘ J=:L [x Yx2—a*—alog (x+ Yx%—a?) ] a"-
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U prvoj fazi izradunavanja treba odrediti element te
povr¥ine. To je elementarni sektor OMM’ sa beskrajno
malim uglom 46. Ako sa polupred- ‘
nikom OM=r nacrtamo beskrajno
mali kruZni luk, sa centrom u O,
dobi¢emo beskrajno mali kruZni sek- -

moZemo kona&no napisati Q—-7 log( \/——l . Ako

=

sa Q, oznafimo povriinu kruga polupreémka a, Qo=ra i
uvedermo promenljivu . '

Q | x [ x* o
I—ZTC—O—IOg( ?"'1),

~tor sa ‘povrSinom —;—ere. Ova po-
moZemo zakljuditi, s jedne strane, da je Q=%a2t, a, sa druge,

vr&ina se od povrfine sektora
OMM' razlikuje za povr§inu- MNM’,

da je - koju moZemo smatrati kao beskrajno
: X x2 l ‘. malu drugoga reda, sa vredno¥éu
P pr 1 _ N i
te tako i . , 5 rd0-dr. Rasudivanjem sliénim SL 13 — PovrSina u
: N . . e . polarnim koordinatama
: x X2 onom koje smo primenili na sludaj
Bhsenh I+ W 1=, povrsine u Dekartovim koordinatama,

Iz ovih Jednaéma dobivamo vrednosti koordmata tacke

moiemo izraz — r®d0 zaista smatrati kao element integrala
hlperbole 2

1 : :
|11 et - Al o=t f —r2do. I ako sa 6y i 6, oznalimo uglove krajnyh taéaka,
' I E

x=d —=gacosht, y=a- =asinh ¢,

Mo iM,, povr§mu u polarnim koordinatama moiemo konaéno

pri emu izmedu njih postoji veza cosh?¢—sinh®z=1. Pret- odrediti odredenim integralom (XV) o= —f r*d9.

hodne jednacine izraZavaju parametarske jednaéine hiperbole

: , 1 Za povrsinu kruga i 1mamo nepo-
s i 8. 3o ey e
~ sa parametrom, ¢, koji u jedna&ini Q———2 att igra kod hiper Sredin gy = ; .2 j' IO 1 e

bole istu ulogu kao §to centralni ugao 6 igra ulogu u obrascu _ Klasiéni. obrazac iz Elementarne geo-
za kruzni sektor Q0=ia2 6. Drugim refima, parametar ¢ ‘ ' (2} : metrije.
2 Refimo i nekoliko zadataka.

1. Izratunati povriinu kardioide
(sl. 14), sa jednadinom r=a (1 +cos 0).

SL 14 — Povr¥ina U prvoj fazi obrazovacemo
kardioid :
e element —;—rgdﬁz—;-az(l-i-cose)zde;

S

—= 7

kod hiperbolitkih funkcija proporcionalan je povriini hiper-
bolitkog sektora i to sa istim koeficijentom proporcionalnosti
kao i centralni ugao kruga S$to je proporcionalan povr§ini,
kruZnog sektora.

B. Izralunavanje povr§ina u polarnim koordinatama. Neka je
kriva odredena vezom izmedu polarnih koordinata ri 6 tatke
M (sl. 13). Povriina omedena potegom OM, tatke M, sa ..
koordinatama r, i 8,, lukom M, M, i potegom. O'M ytalke M, sa
koordinatama r, i 6, zove se povrina u polarmm koordmatama

G e ae=r=

u drugoj izralunavamo neodredeni integral
f—;—éx(l +cos B)*dﬂ=%— a? f'(l + 2 cos 0+ cos? ) db=

e I
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-1 6 1 : S
ey az(e + 251116 + 7 5 sin6 cos 8) + C. Kako zbog 'simetrié—

nosti slike treba povr¥inu podelm na, dva dela, to ccmo
imati da izradunamo :

- N 0 .
Q=2 |—a2(9+25m9+~—+—1— sin 6 cos 6),
02 o 2 2

i konaéno nalazimo Q‘=%7c @

2. Izradunati povriinu lemmskate sa Jednaémom r.2=
=a%*cos 26 (sl. 15). _ .

Povrsma lemniskate moZe se pode]m na getiri jednaka
dela; u prvom od ovih ugao 9 se menja od 0 do 'rc/4 te
tako za odredivanje povrSine imamo integral :

Q=4-,—Ir2d6'_=2a2,[ cos_29d6=“a2/s_in\26=d2. |
PR 3 g Smalman,

SL 16 — Povrsina
Arhimedove spirale

- S1, 15 — Povr§ina
lemniskate )

3. IzraZunati povrinu jednog zavoja Arhimedove spirale
gsl 016% sa jednafinom r=a0, i to u granicama od 6=0
o] . S

. - . o 2
Iz osnovnog obrasca Q= %_f r’d® imamo
. : 0
1 2 2n
: ‘ 3
Q=—fa262d6=a2 9—‘=in3a2.
2 C 3 -
1} : 0
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2 Izraéunavanje dusine luka krive linije

A. Duzma luka krive linije u Dekartovim koordmatama
U mo;o_l knjizi — Diferencijalni radun (Elementi II) odredili
smo iz metritke forme za Dekartove koordinate, ds?= dx®+ dy?,
diferencijal ds duZine luka krive linije. Kako je ds=y 1+ y'2 dx,
za odredivanje konaéne duZine, L, luka krive linije imamo
obrazac : ' o

¥

o :
(XVI) L=[y1+y?dx. =

Ako je kriva data u parametarském obliku, x= x(u)
Y= y(u) gde je u parametar i, prema tome, dx=x"du, dy =y du,
imacéemo integral u obliku

L= ﬁ]/x'2+72du, :

. " Kao primer odreduno duZinu Jednog talasa cnkloxde
-sa jednalinom x=a (= sin u), y=da (1 —cosu). Kako ‘su
‘dx=a(l—cosu)du, dy=asin u du, imademo za ds®=a%(2—

-2 cos 1) duz =4q° siﬁz —;— du®, odakle je ds=2asin —:— du.

Posto svaki cikloidni talas moZemo podeliti na dva jed-
naka dela, pri femu se u prvom od njih parametar v menja
: T

od 0 do =, za duZinu jednog talasa imamo izraz L=2[ds=
: o
T u
=4a]fsin— du=8a$( cos—-) 8a.
0 2 2

Tako smo doili do zanimljivog rezultata da je du-

#ina cikloide jednaka E&etvorostrukoj vrednosti pre€nika kruga
generatora. :

. B. DuzZina luka krive u polarnim koordmatama Iz slike

(sl. 13) neposredno sleduje da rastojanje MM’ kojé predstavlja ,

element ds luka krive u polarnim - koordinatama, kao hipo-
tenuza beskrajno malog pravouglog trougla MNM’', sa veé
79



odredenim katetama rdf i dr, ima vrednost ds = )/dr2 +r2do® .
~Prema tome za traZenu duZinu imamo integral :

By - —
(XVII) L=[Yrt+r*db.
.. el ° - -

. Kao primer izraunademo duZinu luka kardioide. Poito
je r=a(l+cosb) i r=—asinb, bice

L=2_g Vr2+r’2,d6=2zl)' Ja? (1 +cos 8)? +a2sin268d6 =

=2a j"]/2+2ch_0 db=2a. 2fcos—€)—d6=8ari sin—‘a—‘=8a;
0- o 7' 0 2 ) 2 )

C. DuZina luka krive u prostoru. Za element ds duZine y

krive linije u prostoru, koja je data, recimo, u parame-
tarskom obliku x=x(w), y=y(u), z=z(u), sa parametrom
u, treba wuzeti dijagonalu beskrajno malog paralelepipeda sa
‘dimenzijama dx, dy, dz.. Prema metrikoj formi ds?=dx®+
+dy?+dz%, za odredivanje duZine luka tada slu¥i integral -

w L
r 7 73 7 ]
L=[)x"2+y'?+2z" du,
. L

gde je, n@primer,' x = d_x
' du

Primera radi odredimo duZinu zavoja zavojnice (II, sl.

49), sa jednalinom: x=rcosu, y=rsinu, z=ku. Kako je
ds?=(r® + k®) du®, imalemo integral

_ 2x _
L=yr*+k* | du=2m)r*+ k2
g .

Iz ovog rezultata sleduje: L2=(2r=r)*+H? gde je H=2=xk;
drugim redima, duZina luka zavojnice je hipotenuza pravouglog
trougla sa katetama — lukom kruga osnove i odgovarajliée
visine, do koje se popne tatka zavojnice. Namotavanje

niza takvih pravouglih trouglova na valjak polupre¥nika r -

stvara zavojnicu.
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‘Neéémo ulaziti u razmatranje ana-

3. Zapremina tela .

1z Elementarne geometrije poznato je da se sa geometrijskim '
telom moZe povezati pozitivni broj koji slhufi kao mera zapre-
mine tog tela. Pravila za odredivanje tih brojeva za tela u

- obliku polijedara izloZio je Euklid, u svojim ,,Elementima‘.

Ali ‘ta pravila nisu dovoljna, kao Sto se to vidi vec na sluda-
jevima- povr§ina omedenih krivim linijama, a nisu dovoljna ni
za odredivanje zapremina tela omedenih krivim povrSinama.
Prema ranije veé retenom, treba i ovde  primeniti metodu .
prelaza na granitnu vrednost. Prema toj metodi treba opet

" sa datim telom T, &iju ¢emo nepoznatu zapreminu oznaciti sa

V (volumen), povezati takva dva tela, 7y i T*, sastavljena od
polijedara, da prvo telo, T3, staneu telo T, a drugim T,*, da bude,
obrnuto, obuhvaéeno telo T. Ako broj za meru zapremine prvog

‘tela oznatimo sa V3, a drugog sa Vi¥, traZeni broj V treba

da zadovoljava nejednakosti V< V<<Vi*. Ako smo u stanju
da konstruiemo niz V;, V;* takvih polijedara, koji ¢e stalno

“zadovoljavati nejednakosti Vj< V'<<¥;* i da, pri tome, bude

lim (V;*—V;))— 0, onda je V='lim Vi=lim V;*. Ako su ti

i—¥ © i l_yo0
uslovi zadovoljeni, za odredivanje broja ¥V moZemo primeniti
postupke Infinitezimalnog raCuna. : :

A Zapfemina tela sastavljena od plo&a. Zaustaviemo se
na jednostavnom sludaju kad su povriine preseka tela rav-

' nima, paralelnim datoj ravni, funkcije rastojanja preseka od

te date ravni (sl. 17). Element
takvog tela je plofa ogranifena
dvama paralelnim presecima na
rastojanju dx i uzanim delom
povriine tela. Ako povrSinu pre-
seka na rastojanju x od ravni e 0zna-
&imo sa @ (x), element zapremine je
jednak Q (x)dx, a sama zapremina

. b .
se izraZava integralom [ Q (x)dx.

lititkih uslova za primenu tog
obrasca. Sama neposredna po-

Sl. 17 — Paralelni
preseci tela

6 Intogralni rafun sa primenama- - : '81
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smatranja tela i njegovih preseka potvrduju zakonitost nave-
denog postupka. - ' : _ : ' :
' - Uzmimo prvo zadatak reSen veé u Elementarnoj mate-
matici. ' : I I : : T
1. Odrediti zapreminu pravilne - piramide sa kvadrat-
nom osnovom, a?, i visinom, h. Ako za poletak koordinate x
uzmemo vrh piramide, na rastojanju x povriina preseka
paralelna osnovi iznosife Q (x)=a®- x*/h%
zapreminu piramide imamo integral
, _
r a? .

n

a to je veé poznati rezultat, da je zapremina piramide jed-
‘naka jednoj treini proizvoda povriine osnove i visine. -

- 2. Odrediti zapreminu troosnog elipsoida. Uzmimo. tro-
osni elipsoid sa jednafinom x?/a®+ y?[b%+2%/c?=1. Presek
tjg tela sa ravni paralelnom - sa Oyz ravni, na rastojanju x

o] poéertka. koordinata, je elipsa sa poluosama j:=‘-§1/a2——x2,

z=£ Vaﬁ — x%; zna¥i ima za pove§inu Q(x)=nyz=m= Il:-‘(az—'x’). '
a . : : S as

Prema tome, za zapreminu elipsoida imamo ‘V=2‘fQ(x)dx,=
. . ' 0.

=2.7 sz-f(az—xa) dx=f2n-b—c
a2 o . a2

a(aﬂx——l— )= —inabc. Za
3 3

|0

: o o 4 . s
obrtni elipsoid, sa b=c¢, imamo V=—3— = ab? i, najzad, za loptu

sa @=b=c=r dobivamo dobro poznati obrazac za zapreminu

lopte V=%7° r3=—;—-n: D3, gde je D preénik lopte. . -

B. Zapremina obrtnih tela. Kada se povrSina u ravni Oxy
omedena: krivom (sl. 18) y=f(x) izmedu ta¥aka A i B, sa
apscisama a i b, ordinatama istih tafaka.i odsetkom ose x
od @ do b, obrée oko ose X, ona u prostoru opisuje

t

82.

Prema tome za .

zapre-

* minu, &ji je. element plota debljine;dx izmedu dve ‘Tavai -

normalne pa osi x. Ovu plotu moZemo smatrati kao valjak-
visine dx sa osnovom poluprefnika y. [Prema’tome element
zapremine tela izgledace dV= 0 (x) dx="r:y2d_x, a sama zapre-
mina, kako smo videli, izralunava se integralom

. . ) b
(XVIII) V=mn{ydx.

i NP

uy
tee

e

YR

SL 19 — Zapremina obrtnog

~ SL 18 — Zapremina obrtn@ paraboloida

] tela

Kao primer, odredimo zaprcminp ~obrtnog paraboloida
(sl. 19), tj. tela Cija se povrSina dqblva ’obrtanjelén para.})ole
oko ose simetrije. Posto jé jednaCina parabole y2=2px, za
zapreminu paraboloida imacemo integral

. a a ’ a e 1
V=] Q(x)dx={rytdx=2mp]xdx=2mp| —x*=npa
0 0 0 0 2 .

Oznatimo li sa R polupreénik kruga presckz} paraboloi@q na
rastojanju a od temena, mjegovu vrednost Cemo: odrediti iz
jednatine R*=2pa. Pomocu ovog izraza izratunatu zapreminu

o 1 . Y .
paraboloida moZemo predstaviti V=‘—2—rcR2a_, i moZemo za-

kljugiti da je ona jednaka polovini zapremine - valjka : polu-
prednika R i visine a. . o

o S 83
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4. Povrfina obrinih tela

_ Za izrafunavanje povriine obrinih te imo it

je element te povrsine povriina koju oko ]ss:zglzl;;? élﬂfg;lizu(_ijz

" duZina ds, element luka. Elemen-
farna geometrija udi da je povr§ina
koju opisuje du, pri obrtanju oko

ose, jednaka proizvodu te du#i® |

duZj. Pri tome se du¥ i osa obrtanja
'na_laze u istoj ravni. U nafem slu-
Zaju Ce element povriine, dS, obrt-
nog tela - imati vrednost dS-=
2‘7ry-wds=21ry1/1 4+y%dx; a sama
povrSina odredena je integralom

(XIX) S=2np YT+ y2dx.

SL 20 — Povriina obrtnih tela

. Kao primer izratunajmo po-

vSinu obrtnog elipsoida koju proizvodi eli L 4
kon psa y=—1Ja®—x2,
Rk A ey St
2a koju je y'= —bx: a]/a2~3\32. Polto je y)/1+y2=pYT—k2 x8,
gdejek=efaie ekscentriénosﬁ elipse, sa vredno¥éi e = Va®—bt:q
za traZenu povriinu' dobivamo =4 nb} V1 —k2x2 dx. Neodre-
. ! 0 i .

deni integral ima vrednost
. l |
_ JY1—k3x2dx = 5}; (arc sinkx + kx Y1 —k2x2)+ C;

Na osnovu te vrednosti nalazimo za povriinu
1

S=4#b£2k

(arcsink x +k x V1—kix2)—=4 nb—l-(arcsinka+
| 2k

+ka Vi—k2a2)=2nab(]/l—e2+aiSiE),
€

;I;?( je d;zr_az za povriinu obrtnog elipsoida. Ako stavimo a=bh
0 Je e=0, elipsa se pretvara u krug i nag obraza(;

. treba da d& povrSinu lopte. Vidimo, medutim, da izraz arcsine: e

obima kruga koji opisuje sredina

‘prave y=6x.
" x-i pravom y=6x—1.

. spiralom -8a jednadinom :
11, Pokazati da je povriina izmedu dva potega hiperbolitke spirale sa

za e=0 dobija neodredeni oblik 0:0. Treba primeniti Lopi-
talovo pravilo, dakle diferencirati posebno brojilac i imenilac.

I “nalazimo (drﬂm_e) -'-Er:(—_l_u:l) =1, Ako is-
) ‘/T.~f’2 e

e - ,,_,_0740

koristimo ovaj rezultat za poviSinu lopte konafno dobivamo
S=4ma? kao §to to i znamo iz Elementarne geometrije.

Vezbanja: .
‘ 1. Izradunati povr$inu omedenu parabolom y*=6x i pravama x=1,
x=10. 2. Izratunati poviSinu omedenu parabolom »*=6x, osom y i
pravama y=4, y=10. 3, Izraunati povrSinu izmedu parabole »*=6x i
4. Yzraunati povrdinu omedenu parabolom y*=6 %, osom
5. IzraCunati povrSinu izmedu parabole y2=6x_i
prave y=6x—12. 6. Yzratunati povrfinu elipse sa jednadinom 5%x2? 4 a®y® —
—a®6?=0. 7. Izralunati povriinu omedepu lantanicom sa jednadinom’

a .
y.=_2_(exla+e—,x/a), osama x i y ipravom x=a. . 8. Izralunati povriinu

omedenu krivom y=Inx, osom x i ordinatama pravih x=1 i x=a.
9. Izradunati povriinu izmedu cisoide sa jednadinom *=x:(2a-x) i
njene asimptote x=2a. 10. IzraCunati povriinu omedenu Arhimedovom
r=a0 u granicama od - 8=0 do 6=2m,

jedpalinom r8=-a proporcionalna razlici tih potega. 12. Izralunati

‘du¥inu luka lanfanice sa jednafinom y--g-(ex/a'+ e—xla) od tatke (0,)

do tatke (x,y). 13. Izratunati dufinu krive sa jednadinom 9 x®=4 (i + %P2

- od tatke (2/3, 0) do tatke (10 }/'5/3, 2). (Napomena: za nezavisno pro-

menljiva uzeti y). 14. Naéi dufinu krive &ija je jednatina r = a (1 —sin 0).

‘ . 1
15. Izratupati dufinu krive sa jedna&inom r—e®? od 6=0 do 6-=--‘2—7c.

16. Pomodu integracije naéi zapremine: kupe, zarubljene kupe i lopte.
17. Data je kubna parabola sa jednalinom 2 y=x® i dve tacke na njoj
A©, 0) i B(2, 4. Uzmimo u obzir povrfinu omedenu lukom 4B, osom
x 1 ordinatom tadke B. Odrediti zapremine dobijene obrtanjem te povrfine:
1) oko ose x i 2) oko ose y. 18. Nadi zapreminu dobijenu obrtanjem
povr$ine omedene sinusoidom y=sinx od tatke (0, 0) do tafke (w, 0)i
osom x oko ose x, 19. Izratunati zapreminu dobijenu obrtanjem povrine

2 - : ] a . .
omedene lan¢anicom sa jednalinom y=-5—(e"/“+ e—x{a) osom x 1 ordi-

natama pravih x=0 i x=5 oko ose x. 20. Pomoduiintegralnog ratuna
izratunati povriinu lopte. 21. Izradunati povr§inu dobijenu obrtanjem

. a
dela landanice sa jednafinom yn—i—(exf“-ye—xw) gd tatke (0, a) do tatke
sa apscisom a oko ose x. 22. Naéi povriinu prsteua (torusa) dobijenog
obrtanjem kruga x*+(y—b)*=a? oko ose x(b>a). :
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. 3.3. Primene u Geometriji masa

Ima takvih prirodnih objekata koje je zgodno opisivati
rasporedom njihovih tadaka povezanih sa brojevima, ili, kako
se to drukgije kaZe, optereCenih brojevima pozitivnim ili nega-

. tivnim, odnosno skalarnim .veliinama. Tako, napr., raspored.

paselja na nekoj teritoriji moZe se opisati tatkama prebiva-

lifta svakog domadéinstva, optereéenim brojevima €lanova do- .

macinstva. Za grublje proudavanje rasporeda stanovnis§tva tacke
odgovaraju poloZaju naselja na karti, a broj— broju naselje-

" nika doti¥nog mesta.

U raznim nau€nim granama, teorijskog i praktiénog

karaktera, proudavanje rasporeda geometrijskih tadaka, opte-’

reéenih nekim skalarima, igra &ak i bitnu ulogu u tim discipli-

" nama. Po3to je takvo proufavanje istorijski prvo bilo prime- -

njeno i prouteno kad je ulogu skalara igrala masa, tacka
opteretena masom dobila je naziv materijalne tadke, a disci-
plina koja se bavi rasporedom materijalnih taaka u prostoru
naziv — Geometrije masa. U opStem sluaju, u toj disciplini.
pod masom treba razumeti skalar proizvoljne prirode, Koji |
moZe biti i negativan. Tako u tu disciplinu spada proucavanje
rasporeda, recimo, magnetskih ili elektri€nih masa, koje mogu |
biti pozitivne i negativne. Ovde &emo se zaustaviti na nekim |
pojmovima iz Geometrije pravih masa, koje igraju vaZnu ulogu
narotito u Mehanici i Fizicj. _ ‘
Mazerijalni sistem. Skup materijalnih tadaka, u konanom
ili beskrajno velikom broju, naziva se materijalni sistem. Ma-
terijalne taCke sistema mogu biti rasporedene diskretno ili
neprekidno, kontinuirano. Sta treba razumeti pod diskretnom
materijalnom tackom? Da li u geometrijsku tacku moZemo
smestiti neku masu? Ne moZemo. Svaka masa, i najmanja,
treba da zauzima neku, moZda i vrlo malu zapreminu. Ali
i za veliku masu moZemo uzeti geometrijsku tadku i smatrati
da ova sa celokupnom masom zastupa tu masu. Ako se u
daljem posmatranju pokaZe da se sve take celokupne mase
krecu kao jzabrana tatka — zastupnik, ta izabrana geometrijska
taCka zaista predstavlja celokupnu masu i javlja se kao diskretna

materijalna tacka. :
il

‘Za sistem kontinuirano rasporedenih masa, kao §to je
poznato, uvodi se pojam gustine: prvo, pojam srednje zapre-
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' ' Am . ;
; ; premi ——, a zatim
minske gustine date zapremine, kao odnos T

_ | 3 e m A7 Ao’
pojam gustine. datog tela u datoj ta_&sz. M kao Alifr—n.oﬁ' 7

' am. .
takvu gustinu oznadimo sa o, imamo G=W’ -gde je dm

ij - di ij juc remine.
diferencijal mase, a dV — diferencijal -o.d__govarajuce zap
l} eop§tcjm slu¥aju, gustina ¢ moZe zavisiti od poloZaja tatke. M

tela. To se izraia\zq jednalinom o= f(r)=f(M), gde jer

" vektor poloZaja tatke M u odnosu na neku tatku O stalnog

poloZaja prema telu, tj.7='—5]—\;{ . Ako je vektor r odreden

¢ i i : tke M, imamo
oéu Dekartovih koordmatz}, X, ¥, % ta )
E.():}(x, y, z). Ako je ova funkcija poznata za sve tatke te!a,
celokupna masa m tela odreduje se trostrukim gdreqemm
integralom m=[{] sdV={[§ o (x,y, z)dxdydz, prq’sxremm na
- vV

oelokupim zapreminu. ¥ tela. No, bez ”(_)bzir_% ‘na to §to _s_vqka
. masa mora zauzimati meku zapreminu, mo¥¢ se govoritl 1 0

povriinskom 1 0 linijskom rasporedu masa. K?.o kon]g_rcigm
primeri takvih rasporeda masa  mogu posll_lim_- mate_rl_]ezti ne
ploge, korice, ljuske, lim i dr. — za .povr§mskc11 rz;}spo;i,s ;
¥tapovi, Zice, vrpce idr. — za linijski raspored., vez ca
takvim rasporedima moZe biti govora o0 srednjoj - pOVISINSKOJ

: A S L
_ gustini "sa vredno§éu BL:-" gde je Am masa 1 A A deo,

recimo, povriine lima sa tom masom. _Granitna vrednost’

oy =lim A—m-=‘—iE je povriinska gustina datog lima, u datoj
L air0A A dA | N

. . .. o Amodm o Am
tatki M. Na sli¢an nadin je oy —Alg?-o N , g ‘e ]

' it i ine AL, linij ting ¥ice u datoj
sa, recimo, Zice duZine Al lzmjs.ka gustina_ 21 at
}tlzlzgki’ M. Jasno je da navedene tri gustine imaju ralzhél(';e
dimenzije, naime [o]=ML™3, [o1]= ML-?, [o)]=ML .ig e
M oznadava masu, Inereny, recimo, gramovima, a —_
du¥inu u centimetrima. Za odredivanje c_elokupne mase tela
gustine o; treba izratunati dvostruki. integral m=jlalA,

o ' i . ‘ A
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profiren na celokupnu povriinu A tela. Ako je ta povriina
ravna, integral uzima oblik m=[[o;(x, y)dxdy. Najzad, za
a '
sluaj linijskog rasporeda masa imamo integral m=[ o, dl, gde
: HSts TR

je dl element duZine, proSiren na celokupnu- duZinu - krive.

Za pravu Zicu imamo integral m=[ g, (x) dx.
L

Ako su u gva tri slutaja gustine stalne, materija tela je'

homogena, 1 za izrafunavanje mase tela dovoljno je znati
zapreminu, odnosno povr§inu. ili duZinu tela, jer u ovim

sluéajevima imamo: 1. m=oV, 2. m=0g,41 3. m=ao,L. U

‘sludajevima nehomogene (heterogene) materije, masa tela nije
proporcionalna . gustini. . '

Primeri. 1. Odrediti masu lopte p(')lupreéni‘k'a R éija je
zapreminska gustina .linearna funkcija rastojanja tafke ad _ -

centra, sa vredno$éu @ u centru i b na ‘povrsini lopte.”
‘Ako sa r oznalimo rastojanje tatke lopte od centra,
zapreminska gustina imace vrednost c=a+kr, gde je k=
=(b—a):R. Ako za homogeni element nale lopte uzmemo
beskrajno tanku sfernu ljusku, polupreénika r i debljine dr
sa zapreminom 4w r?dr, za odredivanje mase lopte uzmimo
obrazac i '

' K { - R L
m={g-4nridr=4rf(a+kr)ridr=4x[(ard[3 +kri[4)=
0 0 .

S iy

= R8(a + 3 b)/3.

Iskoristimo li izraz 4 = R3/3 za zapreminu lopte, prethodni-'

rezultat moZemo ovako napisati m=o,V, gde je V zapremina
lopte, a o, neka srednja gustina, sa vredno¥éu, o, =(a+ 3 b)/4;
tu gustinu ima homogena lopta iste veliine i iste mase kao
i data nehomogena lopta. / :

2. Odrediti masu ravne pravougaone' pldée, duZine a

i Sirine b(b< a), pod uslovom da joj se povrSinska gustina o,

. /8w \|
S| —x
( a )

menja po duZini talasasto po zakonu o,=p+gq

|

gde su p i1 g konstante, x rastojanje preseka po Sirini od °

jednog kraja ploge. Crtama je obeleZena apsolutna vrednost.
Prema zakonu gustine celu plotu moZemo podeliti na
16 plo¥a sa dimenzijama b i a/16. Sve takve plote - imaju

-~
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'  al16 8 _ By ,
istu masu, sa vredno3fu m/16=[b (p +gsin—x dx; odavde
5 :

-

‘ posle integracje imamo m=ab(p+2 g/=)=ab c,,. gde je oy, neka

srednja povriinskagustina homogene plote koja sa datom plofom
ima istu povrSinu i istu masu. s -
- 3, Odrediti masu jednog zavoja zavojnice, polupreénika R

" i hoda h, pri emu je masa na zavoju rasporedena prema .

zakonu za linijsku gustinu o,=p-+g¢sin?6, gde su p i ¢ kon-
stante, a 0 ugao u jedna&inama zavojnice: X = Rcos 8, y=
. h ’ L 1
= Rsin0, z=-—89.
. N Tc . ) . i
Za odredivanje mase imamo integral.
E . . 2 . P '
m=§(p+gsin20) Yx'2+y'2+22d0.
m=i 4

: ( ; c ) . ‘ 3 .
“Kako koren ima vrednost konstante k, datu jedna€inom

| k*=R%*4 h?[4 2, po jzvrienoj integraciji biée

P k ] =] +l— )—ld: '

- gde su ! — duZina jednog zavoja 1 c‘zs=p+?q srednja

linijska gustina. , ‘ e )
. Centar masa ili centar inercije. Ako je za tatku M.

T V. 14 o -
vezana masa m i AM vektor poloZaja tatke M u odnosu na

i g0z 3
tatku A4, proizvod m AM zove se vektor poloZaja, opterecen

masom. m, tatke M u odnosu na tacku A.

Ako imamo skup ili, kako smo kazali, sistem od n
takaka M,, M,, .., M, (nacrtaj Setiri tatke) sa masama m;,
my, ..., M, i jednu odredenu tatku A prostora, moZze s¢ za
svaku tadku tog sistema konstruisati vektor poloZaja opterecen
masom u odnosu na ta&ku A i nadiniti zbir svih konstruisanih

vektora: mlml—kmzﬁph . tmAM, . Rez‘ul'tat je vektor
sa podetkom u talki A. Ako taj vektor podelimo celokupnom

masom m sistema (m=m1+m2+...+m,,=_21m,-) ili, kako se
‘ : _ he



to kaZe, rasteretimo taj vektor od mase m,. dobiéemo nov

vektor. Oznatimo sa C kraj tog vektora. Prema tome imamo

vektorsku jednadinu m AC ='Em,-ZJ_t2,-, koja odreduje tatku C.
. : . i=1 _ ™~
Tako  definisana talka. zove se centar, ili srediste mase, ili

centar inercije masa. Posto se, istorijski, ova tatka pojavila, .

u vezi sa posmatranjem sile tee, kao napadna ta¥ka ove;

ona se u obinom govoru, za mase na Zemljinoj povrdini .

zove 1 teZiste tela. : . }

Da li poloZaj tadke C datog materijalnog sistema zavisi -

“od izbora tatke 4, pofetka vektora poloZaja svih konstruisanih
tacaka? Da vidimo! : :

'
| |

Uzmimo .za pocetak drugﬁ tatku, tadku A4,. Ako ia
~ovu tatku dobijemo i drugi centar, oznacimo ga sa C,. Prema

tome, imamo dve vektorske jednadine:
—_— n e —_— n ——~—~>.
- mAC=Zm AM; 1 mA,C,=3%m; A,M;, ali
i=1 : i=1

—_—

AC=A A+ AC+CCy i A M= A A+AM,

(proveri to na slici). Ako te vrednosti stavimo u drugu jedna-

ginu i-uzmemo u obzir prvu jednalinu, dobi¢emo CC,=0; a

to zna¥i da se novi centar pokldpa sa prvobitnim. Prema

tome je centar masa bifna prirodna tatka svakog materijalnog
sistema. PoloZaj centra zavisi samo od veliina masa (tagnije,
od odnosa masa prema masi jedne tadke sistema) i od raspo-
reda tih masa u prostoru. DokaZimo sad teoremu koja oprav-
dava smisao naziva ove talke centra. Teorema glasi: zbir
vektora poloZaja opteredenih masama w odnosu na centar jednak
i —_— —
je nuli, tj. Tm; CM;=0. Ako u vektorsku jednadinu, mAC =

i=1

- X m; AM;, za odredivanje take C, stavimo A_AZ-'=22'+ CM;,

i=1

— n ey ey
dobic¢emo m AC =Z m; (AC +CM ;), odakle, prema jednadini
i=1 . . .

m 26=E'm,A-6=ZEZ m;, neposredno sleduje Em,‘CM,=0. A
’ i=1 =1 . . ’ AN

to i potvrduje gornju teoremu.

90

. Posto je Zbir %m,-AM,linearna funkcija vektora poloZaja,

f=

- oﬁa se pokorava " komutativnom 1 asocijativnom  zakonu,’

odakle sleduje da, prvo, centar masa ne zavisi od reda u.korgﬁ
sabiramo vektore optereene masama; i, drugo, sabiranje tih
vektora moZemo vr¥iti po grupama, tj. grupu talaka zamenjivatl
jednom materijalnom tatkom sa poloZajem u centru masaii
grupe i sa masom jednakom masi grupe. e
Iz osnovne vektorske jednaine za centar sleduje da je

A_C":(;Jm,Z_AZ):%m,-, ili sa kraéim oznakama za poletak
i=1" i=1.

I= .

. koordinata, 7=(£th,r,):'2m,. "Ovoj vektorskoj jednagini
S N =1

jvaraju tri skalarne® jednatine: x,=(Zmx):Zm;, y.=
(ffgvm,y:):‘z“‘m,, z.=(Z m,lzi)v:.zm,. To‘ su osnovne skala_me
jednaline za odredivanje poloZaja ccntra-masa.-{kko sul-c_xgase
materijalnog sistema rasporedene u nekoj oblasti neprc] idno,
zbirovi pro§ireni na sve materijalne tatke sistema prelaze U

““"odredene integrale profirene na oblasti neprekidne materije. Tako

imamo vektorske obrasce Z_éjjj dm = U_j‘ rdm \ili. AC g{ cdV =
o v 12

= {If ordV. Skalarni obrazac za Ox je xc=ﬂ§GXd-V1I_IVdeV;
’ Analogni integrali se primenjuju na slutaj kontinuirano
rasporedenih masa po povriini i duZ lm-ua...

‘Uginimo jednu primedbu. Ako je materija tela _ho_mog;na,
mnoZilac gustine, recimo o, koji ulazi u brojilac 1 1m.en11ac,
mo¥e biti skraden i, na taj nalin, za homogena tela imamo
obrasce u koje masa nikako i ne ulazi. Te obrasce .r_nozen;(o
smatrati kao obrasce za odfeldlyagje. centra merc.ue neke
zapremine, odnosno povriine ili linije. Tako 1mamo:

x, ={{fxdV:|§fdVv; x;“:jjdi:Lj’dA, xc";’"= g;xdl:{ dl.
—— v A 4 ' -
Primeri. Utiniéemo prethodno jednu primedbu, koja moZe

znatno olakiati odredivanje poloZaja .centra masa. Ako je
raspored masa simetrifan u odnosu na neku ravan, neku

© pravu ili tagku, centar masa mora s¢ nalaziti u toj ravni, na

toj pravoj ili u toj tacki.

r

[4
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1 (entar masa dveju rnalerlja]mh tafaka, m, i m,, na
|att0_]an_]u r. ‘

Ako sa ry i ry, oznadimo rastojanje centra masa od
tataka m, 1 m,, imamo, s jedne strane, ry+r,=r, a, s druge
strane, myry=nm,r, (dokaZi to!), pa, prema tome, imamo
ry=myr:(my+my), ro=myr:(m;+my). Graficki se ova tatka
moZe ovako odrediti: sa krajeva duZi r povucimo dve proiz-
voljne, paralelne prave i, od talaka m, i m,, odmerimo na
tim pravama u suprotnim  smerovima duzi proporcionalne
iz ta¢ke my; — masi my 1 iz my — majx m;.. Prava §to spaja
krajeve odmerenih duZi see rastojanje

2. Centar inercije povriine omedkne Tukom parabole,
osom simetrije i polovmom tetive. (Naértajte shku Za para-
bolu sa jednadinom y*=b%x/a i tetivom = a).

Posto element povriine u naSem sluéaju ima vrednost
yax i koordmate centra masa tog elementa 1ma3u vrednost1

o1
x 7 y, za koordinate centra imamo ]ednaéme X, j ydx—

= ‘xy dx, ¥, ]' dx=— j’y2 a'x. Posto izvr§imo kvadrature
y s

1maccmo X, —3a/5 yc—3b/8

Pappos—Guldin’ove teoreme. Kao primenu odredenih
mtegrala dokaZimo vrlo korisne teoreme za odredlvanjc povr-
§ine { zapremine obrtnih tela.

Neka se deo ravne krlve od tatke
A do tatke B (sl 21), obrée oko ose p
koja leZi u ravni krive i ne sefe tu krivu,
no tatke 4 i1 B mogu pripadati osi. Ozna-

bliske tatke krive. Iz Elementarne geome-
trije je poznato da je povr$ina koju obra-
zuje Al pri obrtanju (dakle boéne povrSine
SL. 21 — Poyriina valjka, kupe ili zarubljene kupe, pa i kruz-
obrtnihtela. Teorema nog prstena) jednaka 2nr Al gde je r,

rastojanje sredine duZi Alod ose obrtanja.

- Podto se u graménom sluaju ova povr-
Sina izraZava sa 2rra’1 gde je dl diferencijal luka krive
linije 1 r rastojanje proxzvoljne tatke luka od ose obrtanja,
za povriinu S, koju opisuje luk AB, imamo mtegral
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u tacki C. Dokazi to.

¢imo sa Al rastojanje izmedu dve beskrajno -

~ koja se dobiva obrtanjem te povrSine,

wfr rlf
L

‘

uzet duZ luka AB=L.

S druge strane, ako sa r. oznafimo rastojanje centra C
mcrcue luka L od _prave p, imamo, za r,, jednadinu

L»rc = j r dl.

Ako ovu vrednost mtegrala stavimo u prethodnu Jedna-

" &inu doblcemo

 S=2=nr,- L.

-Ovaj rezultat izraiava prvu Pappos—Guldin’.OVul) teo-
remu. Ona glasi:

Povriina kOJa se dobiva obrtanjem luka krive lmzje u ravni
oko ose u toj ravni, koja ne sede tu krivu, jednaka je proizvodu

. dufine luka i obima kruga Sto ga opiSe centar mercz]e tog luka.

 Uzmimo sad da se ravna povrina -
P (sl. 22) obrée oko ose p, koja ne sede -
konturu te povrine. Zapreminu, ¥, p

moZemo izraziti dvostrukim integralom
V-— 2= j_[ rdrdh, gde je r rastojanj'e od

ch

ose obrtan_]a tacke elementarnog pravo-
ugaonika, dimenzija dr i dh. S druge
strane, ako napifemo jednafinu za /
odredivanje centra inercije, C, povrSi- Sl. 22 — Zapremina
ne P u odnosu na pravu p, dobija se ' obrtnih tela. Teorema
Pr.=[{rdrdh, gde je r., rastojanje

P

centra inercije povr§ine P od prave p. Ako i ovde vrednost
integrala stavimo u prethodnu jednadinu, dobiemo

V=2rnr, P,

1} Pappos, matematicar, koji je hvco l-crajem treceg veka nade ere
u Aleksandriji, ostavio je ,.Matemati¢ku zbirku® sa mnogim geometrusk:.m
stavovima. Guldin Paul (1577 — 1643), matematicar, §tampao je delo
,.Centrobaryca*, u kojem je u novoj formi izneo Pappos-ove rezultate.
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obrazac koji izraZava drugu Pappos— Guldin'ovu teoremu:

Zapremina koja se dobija obrtanjem ravne povrsine oko ose u
toj ravni, koja ne sefe datu povrSinu, jednaka je ploizvodu :
velidine te povrsine i obtma kruga sto ga opife centar inercije
. te povriine. '

Primer. Ako-se krug poluprecmka r obrée oko prave
na ras’LOJanju R(R>r) prave od centra kruga dobija se rorus.

Prema gornjim teoremama, povriina tog torusa jednaka’ je

S=4=7%R, a zapremina V=2 n*’R.

Aksijalni kvadrami moment inercije. Ako je data prava
pi materualna tatka mase m, na rastojanju d od te prave,
proizvod md® je aksijaini kvadrami moment mercz]e date mate-
rijalne tacke u odnosu na datu pravu. Ako ima viSe  materi-
jalnih taéaka, sa masama ml,mz,..i m,, na rastojanjima

dy,dy ... ,d, 04 date prave p, Za mo‘fnent inercije tog sistema

Jmamo izraz i oznaku Jp= Zm,-d Ako sa .x;, y;,z; oznaimo
i=1

: koordmate mase m; u odnosu na ose Dekartova truedra mogu

se uvesti tri momenta 1ner01_]e

Jx=2m-(y.- +z2), J ~zm,(z,2+x;f=) J=Sm2+y®.

Ako su mase ncprekldncy rasp redene sume se zamenjuju

integralima; tako, za moment inercije oko x ose imamo Ji=
—jj'j' (x, 3, 2) (O + 2% dx dy dz; slléqo i za druge ose.

Jasno je da pojam aksualnog momenta 1nercuc moZe

biti primenjen i na mase rasporedene po povrsini i po. krivoj,
i to kako u sluaju kad kriva i osa leZe u istoj ravni, tako
1 u sludaju kad kriva, koja moZe biti i1 prostorna, zauzima
proizvoljan poloZaj u odnosu na osu momenta inercije. .
Za objasnjenje pomenutih mehani¢kih pojava uveiéemo
jo$ pojam kineticke energije, tj. energije -kretanja, recimo,
vrstog tela. Time ¢emo istaéi znalaj viSestrukih integrala
i u Mehanici.

. Za materijjalnu tatku mase m, koja se krece sa brzinom

. . W ey . : 1
intenziteta v, kineti¢ka energija se izraZava obrascem — mv2,

Ako se &vrsto telo krede translatorno, dakle prenosno,
sve njegove tatke imaju istu brzinu. Tada se za predstavnika
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/

tela bira’ centar masa taéka C i kao brzina svxh taéaka

'odreduje -brzina vc sa 1nten21tetom v, . Ako sa T oznadimo

klneuéku energiju Cvrstog tela, u sluéaju translatornog kretanja

imamo T =—1—Zm’,‘v2=—l—mvc , gde je m celokupna masa ’
2i=1 2

tela. Prema tome, pr1 translatornom kretanju kinetitka energija

-tela jzraZava se na isti nadin kao i- kmetléka. energlja jedne:

materijalne tacke.

Posmatrajmo sad obrtno kretanje évrstog tela, naime
obrtanje oko nepokretne ose. Intenzitet v; brzine neke taZke,
M;, tcla, na rastojanju d; od ose, mozZe se 1zrauun/at1 ovako:

—11 Bsi_ im - Aa—d, lim A—-—d,m gde su: As; ele-
A0 At A0 At A0 At :

ment kruZnog puta tatke M, A« beskrajno mali- ugao obr-

A .
“tanja i o= lim —a, 1nten21tct uglovne brzme tela. Prema

ar—0 At

*tome, moZemo stavm za kinetitku energiju’ svake taéke évrstog

tela izraz -l-mid, %wz (m, d,z) a za celo telo dobitemo
2 2 .

.—ilmz gde je J=lim Zm ag, t

n—ca ie=1

moment inercije tela

~ oko ose “obrtanja.

1 1
Uporedimo 11 doblvena dvaizraza, T= > m v i T= - Jo?,

vidimo da, u prvom sluéa_)u kmetu‘fka energija zavisi od .
kvadrata linijske brzine, -2, u drugom, od kvadrata ugaone
brzine. U prvom sluéa_]u imamo koeficijent m, u drugom J;
oba se zovu inercioni koeficijenti — prv1 za translatorno
kretanje, drugi za rotacgu Svaki od njih je pojam iz oblasti

- Geometrije masa; zavisi samo od masa i njxhova rasporeda

u prostoru.
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BREDANA ORUANNRARELN YOPYINERDT PANA
JA MATEMATEKY, MEXAHELY i I-.Ei;"i.'&i?:‘&:?l?
' BEBIABOCT S A

Bpo):
datywm:

Glava Cetvrta -
" KALKULATIVNI PROCESI
4.1. Numericki ratuni

Da bi podatak dobiven kao rezultat merenja, opaZanja

ili procene, postao predmet matematitkog proutavanja, treba °

da se on izrazi brojem. Oznadimo takav broj sa . On moZe
bitiili: 1. zadan broj, ili 2. pribliZzan broj. Ta¥an broj se javlja bilo
kao rezultat prebrojavanja, bilo kao rezultat ta®nih. operacija
sa tadnim brojevima. Broj putnika u vozu, ili procent putnika
izaflih na stanici iz autobusa, ako je, recimo, od 20 putnika
jza§lo 5, — to su primeri ta¢nih brojeva. ;

U praksi s¢, medutim, velitine sa kojima operiSemo
izra¥avaju pribliznim brojevima. Ima, dodule, slufajeva, kad
se rezultat moZe izrafunati potpuno ta¥no, ili sa vrlo velikom
tadno¥éu, no ta.tatnost nema prakti¢ne vrednosti. I, da bi
se pojednostavili raduni sa njima, tagnije vrednosti se zame-
njuju manje tadnim, njikovim pribliZnim vrednostima. Za
matematitko ocenjivanje pribliZnog broja, a, treba da budg
poznate graniéne vrednosti (4, i 4,) izmedu kojih se nalazi
njegova priblizna vrednost. Taj uslov se izraZava nejednako-
stima; 4; <a < A4,. ‘

a. Apsolutna, relativaa i greska u procentima. Proutimo
pre svega nekoliko pojmova u vezi sa ocenjivanjem talnosti
broja koji izraZava neku veliCinu.

Ako je A ta¥na, a ¢ pribliZna vrednost neke velidine,

razlika a— A4, pribliZne i talne vrednosti, zove se apsolutna

greska (e) pribliZne vrednosti a, tj. a— A4 =e. Apsolutna greﬁl;a
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je odstupanje priblizne od talne vrednosti. Ova greSka se mole
oceniti i razlikom A—a=p=—e, koja se zove popravka veli-
¢ine a. Za dobijanje tadne vrednosti, pribliZnoj vrednosti' treba
dodati popravku. Ako je >4, onda je > 0, popravka p<<0,
apsolutna vrednost popravke se oduzima; za slutaj a< 4,
e< 0, p>0, popravka se dodaje.

U dekadnom, odnosno decimalnom sistemu b-oj se izra-
Zava sa deset cifara — devet vrednosnih cifara, od 1 do 9, i
nula 0. U opStem sludaju, broj ima dva dela: ceo b 0j, levo od
zapete, i razlomak, desno od zapete. Cifre celog broja su cifre.
dekadnih jedinica, cifre razlomljenog dela kratko se zovu decimale.

Kad se od taénog ili pribliznog' b-oja sa vi¥e vrednosnih
cifara prelazi na njegovu pribliZznu vrednost sa manje vredno-
snih cifara, kaZe se da se dati b-oj zaokrugljuje. Zaokruglji-
vanje broja se vr§i na taj nalin, §to se stavi crta posle cifre,
dije dekadne jedinice odnosno decimale zadrZavamo. Pa zatim,
cifre broja nadesno od crte, kratko,- desnog b:oja, kod deci-
vmalnog razlomka se odbacuju, a kod celog ‘broja se zamenjuju
nulama. Za zadrZanu cifru, ispred crte, vaZe ova pravila: a.
ona ostaje nepromenjena, kad je desni broj manji od polovine
jedinice zadrZane cifre; b. ona se poveCava =za jedinicu, kad
je desni broj veéi od polovine jedinice zadrZane cifre; i c¢. kad
je desni broj ta¥no jednak polovini jedinice =zadrZane cifre,
zadrZana cifra ostaje nepromenjena, kad je ona parna, a pove-
¢ava se za jedinicu, kad je neparna. Primeri zaokrugljiva-

- nja brojeva: na 0,01—29,5327 =29,53|27~29,53; na stotine

—3874,25 =38|74,25 ~ 3900, na jedinice — 54,35=54|,35~
~s54; 54,62=54|,62~55; na 0,001—0,0035 = 0,003 |5~0,004;
0,0045=0,004|5 ~.0,004. .
' Pri zaokrugljivanju datog broja 4 mogu se pojaviti dve
pribliZne vrednosti: manja, sniZena ili podbadena, oznadimo je
sa’' a;; i veda, povisena ili prebafena vrednost, oznadimo je sa
‘dq. Tada je a;< A< a,. Tako, uzimajuéi za broj w, kao datu
vrednost, 3,14159, moZemo napisati za podbalenu vrednost
3,1415 i za prebatenu vrednost 3,1416 ove nejednakosti
3,1415<3,14159 < 3,1416. Razlika grani€nih vrednosti sa&i-
njava razmak (zamisli take na brojnoj skali), u kome se

- nalazi data vrednost.

~ Za 3to lakSu ocenu tafnosti pribliZnih brojeva upotreb-
ljuje se, u pribliZnim radunima, naro&iti nadin pisanja brojeva.

7 Integralni rafun sa primensma
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Na'me, broj se pife tako da ispred zapete stoji samo jedno-

cifreni broj, a promena u vrednosti togbroja, zbog ponieranja .
zapete, ispravlja se mnoZenjem novog broja stepenom deset

sa potrebnim izloZiocem. To je narodito zgodno za zaokrug-
ljenje pribliZne vrednosti. Tako ¢e se, napr., pribliZzna vred-

nost broja 593420000, zaokrugliena na &etiri cifre, pisati:

5,934.108%; a broja 0,00037921 na tri cifre pisate se 3,79.10—1%

Apsolutne grefke napisanih pribliZznih vrednosti zadovoljavaju -

nejednakosti: |&;| < 0,0005.108 (ili 5.10%); |eq| < 0,005.10—4
@l 5.10-7%. _ '
Obratimo paZnju jo§ na jednu osobinu pisanja pribliZnih

~ brojeva. Ako 21 m pred;tavlja duZinu sa tadno¥¢u od jednog
‘centimetra, ovu pribliZnu vrednost treba pisati: 2,100.10 m, tj.-
staviti nule sa desne strane, da bi se istakla tatnost date velifine. .

Ukiniéemo jo¥ jednu vaZnu pr m=dbu o pojmu greske. -

Uvodeéi pojam greske e =a—4, kao razlike izmedu pr.b-

lizne 1 tagne vrednosti nekog broja, ne uzimajuéi u obzir pos-

tupak merenja ili po matranja, pomoéu kojeg <mo dosli -do tog

broja, ostajemo samo u oblasti rafun kih operacija, u oblasti

Aritmetike. Takve greSke zovu se radunske ili numericke greske.
Medutim sé upotrebljuje ista red ,,gre¥ka‘“ i u drugom smi.lu,
u omi lu greske posmatranja. Ove greSke zavise od tanosti inst-
rumenata pomocu kojih se vri po matranje, od li&nih o: obina
po matrada, a i od drugih prilika pri odredivanju traZenih
veli¢ina. Kao rezultat takvibh po matranja dobiva se niz pr.bliz-

- nih vrednosti sa gre¥kama, gre¥kama posmatranja. Takve greske

se tretiraju u Teoriji verovatnole, u S:atistici, u Teoriji instru-
menata i u drugim stru®nim predmetima. '

Prema tome, treba razlikovati dva pojma greSke: pojam
ratun:ke, numer.tke greSke 1 pojam gre§ke posmatranja, me-
renja, ek per.mentisanja itd. Ovde ¢e-biti govora samo o Teo-
riji radunsk.h gre¥aka, koja ima i kratak naziv Teorije gresaka,
O Teoriji drugih greSaka, grefaka posmatranja, bilo je rei, u
vezi sa Teorijom verovatnodée, u na%oj knjizi ,,Visa matematika‘‘
iz 1948. godine. Ovde se na toj teoriji neemo zadrZavati.

Pokazatemo sad na pr'meru da ap olutna gre¥ka, kao

‘Qd tupanje brojnih vrednosti, ne moZe sluZ.ti kao merilo za
" tanost rezul:ata. Pretpostavimo da ap olutna grefka iznosi:

I mm. Na o.novu samo tog podaika, ni§ta jo§ ne moZemo
re€i o taCnosti rezultata. Ako se ova greSka odnosi na merenu

’
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duZinu- od 10 km, odnosno na veliki broj prema veli&ini greske,
kazali bi mo da je merenje izvr¥eno sa neobi&nom - tadno¥éu,
¢ak sa jo§ nedostignutom talno§éu. Ako je, medutim, ista’
greSka ulinjena pri merenju debljine Zice preénika od 2 mm,
jasno je da takvo merenje niSta ne vredi. ' .
Za procenjivanje talnosti pribliZnog rezultata uvodi se
pojam relativne greske, odnosa apsolutne gre§ke prema tagnoj
vrednosti same veli¢ine. Ako relativnu gre$ku oznadimo sa p,
-imamo (1) p=¢f/4. Relativna gre¥ka je apstraktan broj.
: Ako tafna vrednost nije poznata, za izralunavanje rela-

tivne greSke moZemo upotrebiti izraz (2) p’ =8/, gdé u bro-
Jiocu stoji razlika granica 8, izmedu kojih se nalazi na%a velidina,
a u imeniocu priblizna vrednost same vel.dine. N.je tefko -

- pokazati da se, u slu€aju male relativne gredke, ova dva izraza

samo neznatno razlikuju jedan od drugog; pri tome é&e, ako
. upotrebimo manju pribliZnu vrednost, izradunata relativna:

greSka (2) biti veéa od pravog izraza (1). '
Ako relativou gredku pomnoZ.mo sa 100, dobicemo izraz

\..za greSku u procentima.

, ‘Dakle, ako smo posle merenja neke ‘duZine od 5 cm -
dobili dve pribLZne vrednosti 5,03 cm i 4,98 cm, ap olutne
-greSke ovih veli€ina iznose: €,=0,03 cm i e;= —0,02 cm, a
popravke p;=—0,03 cm i p;=+0,02 cm. Relativne greske

“su; ¢,=0,03:5=0,006 i g;=—0,02:5=—0,004 i u procen-

tima: 0,67 i 0,47;, pri &emu se ob.&no uzimaju, za gre¥ke u
procentima, ap;olutne vrednosti tih grefaka. Ako gretku ra-
¢unamo pomocéu dobivenih pribli¥nih vrednosti, u (2) treba
staviti 3=15,03—-4,98=0,05 i a=4,98, pri ¢emu uzmamo
manju pribliZnu vrednost da se poka¥e- §to veéa relativna
greSka; pribliZzna vrednost relativne greske iznosi p’' = 0,05/4,98
~ 0,01, ili u procentima 1%. '

Ako je pribliZan broj napisan u obliku proizvoda - deci-
malnog broja i stepena broja 10, lako je odmah kazati pri-
bliZnu vrednost relativne greyke. Objasnimo ovo na pr.meru.

Za broj 5,934 x 10® imali. smo vrednost apsolutne gregke

| €1] <0,0005x 108, te prema tome |e,|<0,001x 108, ako
polaznu greku ne rafunamo za pola cifre. Za relativnu

. _ e _ 0,0005x 108 _0,0005 -
greSku tada imamo p =vl—1 < : <—2<0,0 '

- AREYTVIST IR R G
<0,001. Ovaj rezultat pokazuje da je relativna greska pra-

riJ
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vilno napisanog pribliZnog broja manja od decimalnpg broja
sa jedinicom na mestu netatne cifre ili, ¢ak, sa peticom na
mestu prvom posle netadne cifre. .

Ova osobina neposrednog odredivanja relativne grcéike
pribliznog -broja, samo po obliku, ujednq i objaSnjava zaSto
je uveden taj nagin pisanja pribliZnih brojeva. '

b. Greske pri osnovnim operacijama. Prou€imo kako gre-
$ka' u rezultatu dobivénom posle osnovnih ralunskih operacija
zavisi od poznatih gre$aka brojeva sa kojima operiSemo.

" a. Sabiranje. Ako mesto ta¥nih brojeva 4,, A4s,.. ., A
treba da saberemo njihove pribliZne vrednosti dy, dy, . - -5 dn,
sa apsolutnim greskama ey, &, . . -, €y apsolutna greska e zbira
bie e=ey+eg+,..+ea=2¢g ((=12,..: ,n),th.-.Jednakg zbiru
ap-olutnih gresaka svih sabiraka. Relativna greska, p, zbira ima
vrednost p =X ¢;: T 4;.Lako je pokazati da je ova gre$ka manja

od najveée, a veéa od najmanje od relativnih grefaka sabiraka.

5 p W . & _ &
Zaista, neka je e;/4, najveéa relativna greska; tada iz . < ¥
3 - . . j 1

.{j=2, 3,...,n) sleduje a,'<-§1-A,. Ako sad u jednaéini za p,

5 € - €
ne manjom velidinom; dobiéemo p X 4; <e; + 2 j— A= j T A,

: A 1 _
odakle izvodimo traZenu nejednakost p <¢)/d;. Isto tako

moZemo pokazati da je p > %, gde smo sa en/d, oznalili
. 1 n
najmanju relativou gresku.

Pri sabiranju pribliZnih .decimalnih brojeva treba dve

injenice uzimati u obzir. _ . N
Prvo, ako su brojevi izraZeni sa razliitom taénoscp,
treba sabirati samo one delove brojeva, koji odgovaraju
ciframa najmanje ta¥nosti, tj. sa najmanje brojeva posle zapete.
Napr. pri sabiranju ‘

73,25 - koje je bolje viiiti ovako 7,325} -10
9,72(1 : 0,9721 - 10
0,05|32 0,005} - 10
0,00|0131 0,000 - 10

8,302 x 10,

83,02
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§ Fx 1 ; ! :
Fkoju éemo napisati u obliku p X 4;=¢;+Zs;, zamenimo ¢ sa

treba sabirati samo brojeve sa leve strane crie; pri tome je
potrebno popraviti znak koji ostavijamo, u vezi sa delom
koji izostavljamo. Da smo mesto 0,0532 imali sabirak 0,0582,
trebaio bi staviti 0,06; drugim re¢ima, netaénu cifru 5
zameniti takode netadnom cifrom 6 u vezi sa zaokrugljivanjem.

Drugo, ako sabiramo vife brojeva, napr. d{etrdeset,
a u svakom imamo apsolutnu-gre§ku jednaku polovini jedi-
nice netaCne cifre, u zbiru moZe biti greSka jednaka 0,5 x
"x 40=20 tih jedinica, tj. dve ta&ne jedinice. Prema tome, u
zbiru treba izostaviti ne samo neta¢nu ved i jednu ta&nu cifru.

Ova primedba se odnosi na sluaj, kad je svaka od
Setrdeset gre¥aka najvela’i sve greSke istog smera, tj. sve
su ili pozitivne, ili negativne. Ako za takvu osobinu grefaka
nema nparoditih indikacija, to jest ako gre$ke mogu biti i po-
zitivne i negativne, i to razli¢ite apsolutne vrednosti, na os-

‘novu teorije verovatnofe moZe se zakljuc€iti da je u sludaju
-velikog broja sabiraka dovoljno uzimati u obzir otprilike samo
.-10%, od gore izratunate maksimalne greSke. U nalem pri-

meru to iznosi dve jedinice netalne cifre.

8. Oduzimanje. Oduzimanje moZemo~ smatrati kao alge-
barsko sabiranje dva broja. Prema tome, sve §to smo naveli,
o sabiranju vredi i za oduzimanje. Treba, medutim, napome-
nuti da pri oduzimanju dva broja iste ta¢nosti moZemo do-
biti rezultat sa manjom ta¥no$¢u, a ponekad i sasvim neod-
reden. Napr., pri oduzimanju dva broja od po pet cifara,
recimo 2,7593—2,7541=0,0052 dobili smo rezultat sa dve

. cifre, jednom taénom i drugom netatnom, a pri oduzimanju

5,3294—5,3293=0,0001 rezultat sadrZi samo netanu cifru.

U vezi sa izradunavanjem razlike dva broja udini¢emo
i ovu primedbu. Cesto, narodito pri ponovnim merenjima
iste veli¢ine, treba izrafunati razliku dva broja bliska treéem
broju. Napr., treba naéi razliku brojeva A-+A; i 4+ A,
Jasno je da je za -izratunavanje razlike takvih brojeva do-
voljno izraunati samo razliku A=A,—A,;, ne uzimajuéi u
obzir glavni deo, A4, datih brojeva. Napr., mesto da jzra-
dunavamo razliku 53 792 531 — 53792 517, izratunademo samo
razliku 31 —-17=14. ‘

Ovo je od naro&ite vaZnosti kada imamo niz takvih
razlika, napr. pri kori§éenju tablica. =
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© . y. MnoZenje. Dokazaéemo teoremu koja glasi: Relativna
greSka proizvoda dva pr.bliZna broja jednaka je algebarskom
zbiru relativnih greSaka &inilaca.

' Neka su a;=4A;+¢; i @y = Az + €. Tada je relativna
greSka proizvoda pribliznih brojeva a; i @, p=(ay a5— 41 4,):
:A; . A,. Posto je aya,=(4,+ el) (Ap+e)=A 1 Ay +e) Ap+eg A;+
+ ey 89 A Ay Ay -+, Ay +e5 Ay, jer Elan e, £, moZemo zanemariti
zbog njegove relativno male veli€ine prema drugim &lanovima;
za p Imamo

= T T + - = + >
Al Az Al Az 'pl Pz

a ovo i dokazuje tatnost nasc teoreme. Teorema je taéna iza
viSe Cinilaca.

Navedena teorema pretpoctavlja. da su poznate apso- ”

Iutne vrednosti i znaci relativnih gre$aka &inilaca. Ako znaci
nisu poznatl, to jest greske mogu biti pozitivhe i negativne,
medto gornje teoreme treba se rukovoditi teoremom:

‘ Ap-olutna vrednost relativne gre_ske proizvoda uije veéa
od zbira apsolutnih vrednosti relativnih gresaka inilaca;
uapr., Za dva &inioca imamo uslov lel < |ea|+]pal-

od posto;eélh postupaka mnoZenja pribliZnih brojeva
pokazacemo na primerima, jednostavno Utrehtovo pravilo skra-
denog mmnozenja.
1. Izratunati proizvod 102 32x 45,2 sa taéno§cu do
jedinice.
Ispod vedeg ginioca 102,32
potpisujemo drugi ¢&inilac u obr-

10%’2{_21 nutom redu cifara, stavljajuci
=7 cifru njegovih jedinica za jedno
409 28 mesto udesno od cifre traZene
5116 tafnosti mnoZenika; u nasem
2 04 sludaju stavi¢emo 5, cifru jedinica

mnoZioca, ispod cifre 3, prve ci-
fre’ udesno od jedinica (2) mno-
Zenika.

Samo mnoicnje se vr§i na taj nadin, $to svakom cifrom
mnoZioca mnoZimo samo po dec mnoZenika, i to deo, koji
pocinje prvom cifrom 's desna od one nad cifrom mnoZioca

46 2_ 4,8 ~s 4625
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kojom se mnoil Jos nesto: pri svakom ‘mnoZenju uzima se
u obzir, 'na nadn koji je poznat, i rezultat mnoZenja istom
cifrom, prve odbaene. c. fre mnoZenika. : ;

2. Jzradunati proxzvod 3, 141592>< 75,47292 sa taénoécu
do 0,001.

\ Kao mnoZenik uzima se veéi broj, 75, 47292 iipod r_]ega
se stavlja u obrnutom redu cifara mnoZilac, i to. cifra njego-
vih jedinica (3) ispod cifre desethﬂ_]adltlh mnoZenika (9).

MnoZenje se vr8i kao i u prethodnom
' ' primeru. Za rezultat dobivamo pribliZni
75,472.92 ~ ‘'broj 237,105, Tatan proizvod datih pri-

295 141,3- ‘bliZnih vrednosti (75,4729 x 3,14159) iz-
—— nosi 237,104907911, §to zaokrugljeno
226418 8 daje 237,105. Pri skraéenom mnoZenju
75473 u§tedeli smo, u- poslednjem primeru,
3 0189 36 —20= 16 mnoZenja jednocifrenih bro- -
;3 ,51 jeva i 27—18=9 sabiranja.

68 - 8. Deljenje. Ako hoéemo da izra-
Ce— ¢unamo relativnu gresku.p kolitnika dva
©237,1050~" priblizna broja, a; i a, sa relativnim
A~ 237,105.  greskama p,=¢,/d; 1 pa=¢,/4,, gde su,
" d= : kao i ranije, A; i A4, tatke, odnosno

pribliZne vrednosti samih brojeva, a ¢,
C e o R a, A\ A
ie; njihove apsolutne greske, treba izratunatip = (~—1 —j) et
: ‘ ) a 2

Posto su a;=4;+¢e,, a2=A2++:2, imamo -

?(m—/{) 4, (51A2—52 DA (A +ey).
A2+52 A A2 .

Ako velidinu e, mo¥emo zanemariti u odnosu prema A,,
konatno se moZe napisati: p=(g; dg—¢€3 Ay) 1 Ay Ay=¢,[A;—
‘—egy/ Ag=p,—py. Ovaj rezultat izraZava teoremu: Relativna
greéka razlomka jednaka je razlici relativnih gresaka brojioca
i imenioca. U ovom obliku teorema pretpostavlja algebar.ke
vrednosti grefaka. Ako znaci grefaka nisu poznati, prethodnu
teoremu treba zameniti teoremom: Apsolutna. vrednost rela-
tivne greske razlomka nije veéa od zbira apJolutmh vrednosu
relatwmh gresaka brojioca i imenioca.
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. Lk ‘ _
Pokazaéemo na primeru i skrafeno| deljenje pribliZnih
brojeva. | .

ceo broj sadrZi samo jednu cifru, zadrZayamo za ta¢nost od
0,01 samo hiljadite, pa skraéeno delimo ovako:

2,353
3,124 ~ 3,12

7,351
7059 .

292
235

57
47

10
9

1

c. Greska Sfunkcije. Kada za odredivanje veliéine y treba
prvo izmeriti velifinu x, a zatim izvr§iti operacije oznalene

odredenom funkcijom f (x), greSka uZinjena. u vrednosti argu-

menta, x, povlai za sobom greSku i u vrednosti® funkcije.

Oznalimo 1li gre§ku u argumentu x sa Ax, a greSku u
‘funkciji y sa Ay, imamo izmedu greSaka ovu vezu Ay =
= f(x+Ax) — f(x), kako to sleduje iz definicije apsolutne
greske: f(x) je ta¥na vrednost funkcije, a f (x+ Ax) pribliZna.

Ako gre§ku A x smatramo malom i ozna¥imo je sa dx,
desna strana prethodne jednadine moZe se zameniti pri-
bliZnim izrazom f”(x)dx, gde je, kao i obi¥no, f’(x) izvod
funkcije f(x) po x. Napisani izraz predstavlja glavni &lan u
izrazu priraStaja funkcije, Ay, njen diferencijal dy. Kako je
dy=f'(x)dx, moZemo tvrditi da je grefka funkcije jednaka
diferencijalu te funkcije, pri €emu je diferencijal nezavisno
promenljive jednak greSci argumenta.

- : - Y o - d
Jasno je da relativna greSka funkcije ima vrednost =% —

y

= '—y—dx, tj. jednaka je proizvodu logaritamskog izvoda i
j - ‘

greSke nezavisno promenljive.

104

Treba izvriti deljenje 7,35136: 2,358, Posto u odgovoru

¥y

e —

B e

Primer. Odrediti gretku koju <emo udiniti u  zapre-

mini lopte poluprefnika r=10 cm, ako za polupretnik uzme-
~mo 10,1 cm.

_ o 4 _
Poito je zapremina lopte jednaka V= —3-11::*3, za apso-

d.

. lutnu greSku. zapremine imacemo e_=dV= —(——nra) dr=

dr\3

av

=4mridr; a za relativnu p= > =4nr3dr:—é— mrd = 3drfr.

U nalem sludaju nalazimo za ‘apsolutnu gresku dV =
: . _ . 0.1

—471020,1 cm® &~ 1,257-10% cm?, a z_a_rela'tivnu o=3. T

~0,03.

‘Ako funkcija zavisi od viSe promenljivih, recimo od xi

"y, na osnovu obrasca za totalni diferencijal, koji predstavlja

oz

. oz ;
*.- apsolutnu gre$ku, imaéemo &= dz= —=dx + — dy. Relativ-

ox oy

na greSka ima vrednost

; Primer. Odrediti relativhu greSku zapremine V kon}isa
visine A= 12 cm i poluprednika osnove r=35 cm, ako greSka

u visini iznosi 0,02 cm, .a u polupre&niku osnove 0,01 cm.

Posto je V = —:1;— x rth, ako logaritmujemo imaéemo

log V=log —1— n+2log r+ log A, odakle, posle diferenciranja,
3 ' ;

izvodimo
dr  dh
S e B

r h

Za nae numeritke -vrednosti dobijamo p=2.0,01/5+

+0,02/12 =~ 0,004 +0,0017 ~2 0,006 ili u procentima 0,6%,.

d. Gretka logaritma. Neka je y dekadni logaritam broja
x, tj. y=Ilog,x. Toj logaritamskoj jednagini odgovara ekspo-

av
B
PP
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nencijalna jednadina 107 = x. Logaritmujemo li ovu jednadinu’

za prirodnu osnovu, imaéemo y log 10 =log x, odakle je y =

Jdogx=M 1og x, gde je M dckadn'j. moduo prirodnih

logaritama, éijéje vrednost (I, str. 119) M =1;—= logype ~

‘ g10
~ 0,4342345. [z prethodne jednaline sleduje neposredno

- log 10

dy = Md—x ili, pribliZno, dy ~ 0,43455 . Prema tome moZeme
x : x

ovu teoremu formulisati: Apsolutna’ greSka dekadnog loga-
ritma jednaka je proizvodu modula M (= 0,434) i relativne
greSske broja. Ova teorema omogucuje da se re§i p-oblem o
broju cifara koje treba zadrZati u logaritmu nekog b oja, &ija
je relativna gre§ka poznata. Napr., ako relativna greSka
nekog broja iznosi pola procenta, tj. 0,005, u njegov dekad-
ni logaritam time se veé¢ unosi greékaj dy =~ 0,434 -0,005 ~

-~ 0,002, te prema tome, u logaritmu nema smisla zadr¥ati .

posle zapete vide od tri cifre. _ ; _ |
e. Pomocéna sredstva za numerifke rafune. Savremeni)

; ljudski Zivot Cesto zahteva izvrSenje raznovrsnih numeri¢kih
| izrabunavanja. S jedne strane, svakodnevni Zivot primorava

nas na mnogobrojne “kratke rafune, napr. u trgovini, a i

na druge i zamorne . radune pri projektovanju i izvodenju ve-

likih tehni¢kih objekata. A, s druge strane, ima i zama3nih
teorijskih izraBunavanja koja se vr§e u nauéno-istraZivatke
ciljeve. Sva ta izraunavanja zahtevaju §to efikasnija pomoéna
sredstva za njihovo lak3e izvodenje i za S§to vedu udtedu u vre-

menu pri vrSenju numeri¢kih operacija. Postoji vi§e tipova tih

pomoénih sredstava. _ . ,

1. Radunaljke; ima ih razliéitih. Ruska ratunaljka (cuers)
i sad se upotrebljuje u praksi; izveZbani “korisnici radunaju
pomodu nje brie nego ruénim maSinama.

2. Logaritmar, koji se mnogo upotrebljuje u tehnickoj
praksi. Kako se radi sa njim objasniéemo dalje. _

‘3. Tablice, od najprostijih: za- sabiranje, oduzimanje,
mnoZenje i deljenje, do majkomplikovanijih i specijalnih, pa i
sa dva argumenta. - : ) .

4. Radunske mafine, mehani¢ke i elektronske, naroéito
elektronski automati. : N
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5. Razlitite graficke metode i, pre svega, tzv. nonzog(ami.
Zaustaviéemo se za - trenutak na opisu nekih od tih
metoda. T _ P ) '

No prethodno ¢emo navesti neka opsta prakti¢na pravila
za izvrSenje naro&ito sloZenih, numeri¢kih ratuna.

Za svaki komplikovaniji numericki rad treba pretbodno
spremiti plan, po moguéstvu u obl'{l('u Jed;nqg for_xlnulara. Izra-.
Zunavanja se vre na kariranoj hartiji-i to samo sa Jec-i‘ne strg,n!:_:

; ‘strane treba numerisati da se ne izgubi red operacija. VaZniji
i delimi¥ni i konalni rezultati mogu se pisatl il podvl_aé_m bvl.lo.
~mastilom, bilo olovkdm u boji. Sporqdne 'rac‘_Sl’l.ne bo'l_]e je vrditi
" na istim stranama, a pe na poseb.aim. hst_xc_lma, jer se tako
ij §e proveravanja. - _ -
zgodqllj(ca:r;ea‘})ﬂrg praviloJ pri numeritkom rafunu ostaje uvek:
j \ja i paZaja. o -
pa.inj? L[iacl)zglgf‘itmgr. ZJa izraéunavan_jc pomocu logar}tama upo-
trebljuju se bilo logaritamske jtab]xc_:_e,. sa ,Q:cvl.redeplm brojem
cifara, prema stepenu taénostl-__kojl._sq _trazi, _bx-lo narodita
" sprava koja se zove logaritamski lenjir ili logaritmar. - ~
* ' Upotreba logaritamskih tablica je dobro poznata iz Ele-
mentarne matematike. U samim tablicama se daje i uputstvo
" za pjibovu upotrebu. S :
Logaritmar se mnogo
- primenjuje, narotito u prib-
li¥nim prakti®nim ratunima.
Ova sprava omoguéuje da
" se brojevi mnoZe i dele samo
pomeranjem jednog dela le-
njira prema drugom 1 tita-
njem rezultata. Objasnicemo
samo princip sprave, a sa
detaljima o wupotrebi moZe
se &italac upoznati ako ras-
polaZe logatitmarom, iz uput-

L “stava koja se obitno prilaZu |

. lenmjiru. - S1. 23 — Elementi logaritmara
[3& ' Obitan logaritmar, du- o .

L_;'— ¥ine 27 cm, ima tri dela:" -

1. Nepokretni lenjir sa Zljebom, 2. Pokretni lenjir koji klizi po
#ljebu nepokretnog i 3. Stakleni kliza&, sa crtom (sl 23).
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Na nepokretnom i pokretnom [lenjiru poqtbj'e Getiri
osnovne podele; oznali¢emo ih sa| 4,B,C,D; A i D na
nepokretnom, B i 'C na pokretnom (5L 24). Svaka od skala

je duZine 25 cm. Na. skalama A i' B podele su obeleZene -

brojevima od 1 do 100, ali su potezi podele rasporedeni ne po
vrednostima owh brojeva, ve¢ po vrednostima njihovih loga-
ritama. :

Sl 24 — Skale logaritmara -

Znali: ispisani su na skali brojevi y, a-odmerene su

duZine x, jednake logaritmima tih brojeva, tj. x = logy. Ako

- uzmemo drugi neki broj, y;, sa njegovim logaritmom, “x,,

imamo x;=logy,. Prema tome,
.- akona lenjiru saberemo-dve duZine,
Y,  x 1 x; dobiéemo x+x,=1logy+

_ X+Xy L ’
-l +logy, =log(yy,), a na podeli
A y ' ¢emo imati potez nad kdjim Eemo
x : e pro&itati broj yy,, 3to odgovara
' Y7 proizvodu yy, brojeva y iy

N (sl. 25).

Sl. 25 — MuoZenje i deljenje Y. tak _
brojeva ako za mnoZenje imamo

ovaj jednostavan postupak 1. Na

skali A traZimo potez §to odgo-
vara broju y; 2. spram tog poteza stavljamo potez 1 skale B
pokretnog lenjira; 3. na skali B nalazimo potez §tc odgovara
broju y;; 4. tom potezu odgovara na skali 4 potez koji poka-
zuje proizvod yy, datih brojeva. Ukupne smo izvriili: jedno
kretanje, dva postavljanja poteza i jedno Sitanje broja. Za tagnije
postavljanje poteza sluZi kliza,

Iz prethodnog je jasno kako. se vrSi deljenje brojeva
pomocu oduzimanja odgovarajuéih duZina. . .
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Skale C i D logaritmara konstruisane su po istom zakonu
kao i skale 4 i B, ali ista duZina od 25 cm nosi podelu,
logaritama brojeva od 1 do 10. To omoguduje da se pri opera-
cijama sa malim brojevima postigne veca ta¥nost.

Dopuniéemo $to je redeno Jednom prlmedbom o sludaju
kad se u radu sa logaritmarom moZe naiéi na malu teSkoéu

i o postupku kojim se ta teSkoéa moZe izbedi. Ob]asméemo ‘
ovo na jednom primeru. Uzmimo da treba 1zra<‘5unat1 _lzraz °

7,50 x 5,75
3,50

. Na skah\A uzimamo 75, skalom B dduzimamo 35

i ovome dodajemo, od 1 na skali B, bro_] 57,5. Dogli smo
"do poteza. skale B koji se nalazi van skale 4, tako da se na

skali 4 ne moZe proditati rezultat. Da se izb@gn’e ta nezgoda,
postupa se ovako: poSto nademo na skali 4 broj 75 i odu-
zmemo broj 35, na skali A4 fiksiramo rezultat crtom na Kkli-
zatu. Pod ovu crtu dovedemo kraj pokretnog lenjlra (time
delimo rezultat sa 10), a od njegova podetka uzimamo broj

= 57,5. Tom broju, na skali 4 odgovara broj 12,3, a to odgb-

vara i pribliZnoj ~vrednosti datog izraza (taénxjc 12,32). Iz-
vriili smo dopunsku. operaciju sa pokretnim len_]lrom, koja se
zove »prebacivanje«. Ona odgovara deljenju sa 10.

Dobri logarltman, sem osnovnih, imaju _]OS i nekoliko
dopunskih skala, pomoéu kojih se mogu vrSiti i druge radun-
ske operacije sem mnoZenja i deljenja. ‘

Veibania;

1. Merenja duZine od 10cm dala su dve pribliZne vrednosti:
10,05 cm i-9,97 cm. Odrediti: apsolutne greike, popravke, relativne greske
i procentne greske.

2. Izradunati relativnu grefku bro_la. 27153 m, ako je njcgova.
apsolutna grefka 1,5 m.

3. Postaviti i re$iti nekoliko zadataka za pribliZno sabiranje, odu-
zimanje, mnoZenje i deljenje. Izralunati pri tome relativnu gresku
rezultata. :

4. Odrediti relativau gre3ku zapremine V' =xyz, ako tu zapreminu
ratunamo po obrascu V;=x,y,z;, gde su Vi, xy, V1, 23 POgrefne vrednosti
odgovarajucéih velidina.

5. Relativna gre$ka broja 1zn031 0,0075. Odredm apsolutnu gresku
prirodnog loga.rltma tog bro_|a
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"6. Majstoru je narulena kocka sa -ivicom od 12+¢m. Izralunati
relativnu gresku zapremine te kocke, ako izradeno telo predstavlja pravo-

-ugli. paralelepiped . sa dimenzijama 12 1 cm, 12,3cm i 11, 98 cm.

7. Kakva tafnost treba da bude u logaritmu brola_7,4321, ako
relativna grefka tog broja iznosi oko 0,25%? -

8. Izralunati pomoéu 1. logaritmara, a zatim 2. logaritamskih
tablica sa pet decimala izraz il i

4,73 x9,15x 2,425 % 5,56
3,21 x2,325%1,915x5,51°

4.2. Integracija pomocu redova.

Videli smo napred da se za izrééuna_vﬁnje odredenog

integrala, &iji se neodredeni integral ne moZe naéi, ponekad

upotrebljuju metode diferenciranja odnosno integrisanja po
parametru. Pokazaéemo jo§ jednu metodu koja omogucava
izraunavanje odredenog 1ntcgrala bez poznavanja neodrede-
nog 1ntegrala

. Neka je dat konvergentan red, &iji &lanovi zavise od x;,

" bilo 'u obliku beskona¥nog ‘reda wuy+u;+us+. ..+ Unt. ..,
bilo u obliku konafnog obraca u,+ u1+u2+ o+ Unq+ Ry,
gde je R, ostatak reda, tj. R,=un+Uppq+. Ako je red

konvergentan za vrednost x, koja se nalaz1 u datom inter-
valu (a, b), uvek moZemo, za svaku proizvoljnu veliéinu ¢,
naéi takvo N, da za n>N ostatak R,, po apsolutnoj vred-

nosti, bude manji od e, tj. da bude |R, < e. Broj N, koji .

ulazi u taj uslov, u opdtem sludaju,- moZe =zavisiti ne samo
od ¢, ve¢i od x. Ako je N isto za sve vrednosti x u inter-
valu (a, b), dakle zavisi samo. od ¢, za red se kaZe da konver-
gira’ ravnomerno. Primetimo da red moZe biti konvergentan,

~a da ipak ne bude ravnomerno konvergentan. Okvir ove knjige

ne dozvoljava nam da se dublje upuStamo u teoriju ravno-
mernosti konvergentnih funkcionalnih redova. Ali éemo na-
westi osnovnu teoremu za ravnomerno konvergentme redove.

Ako je f(x)=uy+u; +us+...+u,+... ravnomerno kon-
vergentan red u datom intervalu (a, b), integral date funkcije

moZe biti izradunat integracijom toga reda; tako dobiveni.

red, dakle integracijom, biée takode konvergentan. Prema
tome, za ravnomerno konvergentan red vredi obrazac
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j'f(x)dx f 1o dx + ,f uldx+ j" uzdx+...

*p
x

+j'u,,a'x-|— —-U'+U1+Uz'+. +U,. +:.. -—F(x)

]

(XXIV)

Na dokazu ove teoreme ne moZemo se zaustavl_]atx veé
éemo refiti jedan vaZan zadatak. Izraéunatl 1ntegra,1
w2 d ) : . :
K= s k< 1.

V k2 sm2

U tu svrhu stav;éemo k2sin®¢ = x? i razviéemo 1:)/T—x%

u red prema Maklorenovu .obrascu. ‘Taj red izgleda ‘ovako

1 1, 1.3 1.3.5 . 1.3.5.7
=14t —x! +
yi=x 27 724" - 2.46 2.4.6-8

Primenimo sad na izraéunavanje integrala obrazac

x6

o (XX1V). To moZemo uraditi posto Je naplsam red ravnomer-

no konvergentan®).
~ Vidme da na¥ mtegral zavisi od integrala?):

1.3.5... @Qn—D=
2:4.6... 2n _2'

'j'sinz"qrdcp=
[+]

1) Ravnomerna konvergentnost nadcg reda sleduje iz ove VajerStrasove
teoreme Ako su za sve vrednosti x u datom intervalu apsolutne vrednosti
élanova jednog reda manje od vrednosti &lanova konvergentnog reda sa po-
zitivnim konstantnim ¢lanovima, prvi je red ravnomerno konvergentan. )

U na$em sludaju je x*=k?sin® @ < k*; prema tome su ¢lanovi nadeg.

: 1 1.3 1.3.5
reda manji od &lanova reda 1+ —k%4 k&4 k‘ . Ovaj red je
2
Un+1 . 2n—1 :
konvergentan, jer je g =lim —2——=lim k¥ |=k® < 1. Iz te konver-
n—»0 U, n-re\ 2n

gentnosti sleduje ravnomerna konvergentnost naiega reda.

’) Napisani integral izradunava se po ovom postupku:
Ju=Jsin*” @ dp~ —[sin*7—1 pdcos ¢ =—sin*"~1pcosp+ -
+(2n 1)[cos*p sin?"—2pdp = —sint7—1¢p cosq:+(2n l)J,,._,+(2n— 0.,

a odavde, za odredivanje mtegrala J ‘-I sin?"¢ dcp’, imamo redukcmm |

_obrazac 2nJ, ‘-=(2n-—1)J’ 1.
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Ako iskoristimo dobiveni rezultat, lako éemo dobiti OVﬂj

obrazac
(2 . t _
K = “ ‘,f‘P__z- 1+(L) kﬂ'(l 3) kS + ...+
JY1—k?sine 2 2 2.4

e

oscilacije matematitkog klatna; teorija 'ovakvih integrala spada
" u teoriju eliptitkih funkcua .

Veibanja:

Izra¥unati pomodu redova integrale:
' 1

1 1 1
L . —— dx .
1. fCOS Vx dx. 2. fe—x'a'x. 3. fevxa'x. cosxax .
o - 0 0 : Va—x
T 1 . ' e ’ 0.5 e 0 i

cos X og(l+x) . ‘
ks —dx., 6. y————==dxs & 8. ——
S‘s‘_xdx,éj 3 dx j"—lx‘ Scosx‘ !
. o - -05 ‘

0,1 0,1

4.3. Trigonometrijski redovi. Harmonijska analiza

U Matematici, a.tako isto 1 u Mehanici, Fizici i drugim
naukama, vrlo vaZnu ulegu igraju periodiéne funkcije. To su
funkcije koje, kako smo videli (I, str. 103), zadovoljavaju
uslov f (x+K) =f(x), za svaku vrednost x datog podrugja.
Broj X je stalan; on se zove period periodidne funkcije.

Imali smo veé primera periodiénih funkcija. Trigono-
metrijske funkcije su periodine. Funkcije sinx i cosx imaju
period 2w; funkcije tgx i cotgx periodiéne su sa periodom =.
Prema tome, napr., jednadine sin(x+2w)=sinx, tg(x+x)=
=tgx vaZe za svaku vrednost x. '

Lako je pokazati da za svaku periodiénu funkciju, koja
zavisi od nezavisno promenljive x i ima period K, uvek moZemo
na€i takvu novu nezavisno promenljivi z da ona ima period

27 osnovnih trigonometrijskih funkcija sinx i cosx. Zaista, -
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| Taj integral ‘stoji u vezi sa &racunavanjem perioda .

e

g

ar
)

T

SR T MR L St Lk
3 T 1

. ili jednaGina y=asin (x+«),.

S S

SR T

~ nom, za k=1, 2,3, 4...

" _stavljeni su grafici osnovnog i vigih

stavimo z= PX i odredimo p iz uslova da se z uveéa za 2w,
kad se x uveéa za K. Ovaj uslov dovodi do jednaZing 2z =pK, |,
odakle je p=2n/K. Nova promenljiva, z, je, dakle, vezana sa
starom, x _]ednaémom"r 2w x /K. Prema tome u daljem moZemo,
radi jedno_stavnueg izlaganja, uzimati da je period funkcuc
f(x) —2m=. Posto je periodiénu funkciju f(x) dovoljno prouda-
vati samo u intervalu jednog pcrloda, lzabraéemo za taj 1nterva1
razmak od —m. do +m. - [ !
Najglavm_]a primena perxodlémh funkcga je u prouéavanju
oscilatornog kretanja. Najprostue je medu njima harmoszko
kretanje koje smo vec ranije- proutili (I, str. 104). i
Harmom_]skOJ oscﬂacm sa perxodom 27: odgovara jedna

od Jednaéma
(1)._ y=a1.g:os,x y by snnx

‘y=acos(x+ oc) gde su a, by, a
i « konstante; ay, by, a — amplitude oscilacije, a « podetna

“faza za x=0. Ako upotrebimo terminologiju” Akustike, jedna-

ginama (1) .odgovara glavni ili osnovni ton zvuka. Period gla-
vnog tona zove se primitivni period. Ako uzmemo jedna&ine
y=a,coskx, y= - b, sin kx, gde su a; i b, bilo koje konstante

-1 k prirodni broj, svakoj od t1h ]ednaéma odgovara takode .

harmonijska oscilacija.

Period tih oscilacija, sa osnov- s

redom ima s by

_vrednost: 2, 2—7:', _Z—n,..., 2—71:, /—1\\"
| A ok T

Svaka od tih oscilacija (k¥ > 1) odgo- -

vara vifem fonu. Na slici 26 pred-

tonova. sa istom amplitudom za fun- N LN\ ¢
kciju kosinusa. _/ A VAN
Obrazujmo sad zbir @, (x) = |

1 * '
= ?ao+a1 cos x+ b, sin x +

Si. 26. — Grafici osnovnog
i tri uzastopna viia tona
. _sa istom amplitaidom

+ 69 €08 2x +bysin 2.x+ .t
-+ an cOs nx + by sinnx,

; < %
8 Integralni radun sa primenama . 1 1 3



‘.a(h ar, bk (k"‘l 2

ili, kratko
' O L P Sy
2) @, (x)=?ao+2(a,‘ cos kx + by, sin kx) ,
k=1
gde X, kao i rariijc, oznatava zbir. U tim obrascimé su
., n) konstante. Funkcua @, (x) zove

se trigonometrijski polmom n-tog reda, .pri 6cmu se pretpo-
stavlJa da bar ]edan od koefxcx_]enata an, b, mje jednak nuli,

‘tj. dn®+ b # 0.

Pretpostawmo 'sad da je dat neki trigonometrijski
polinom n-tog reda. Oznadimo ga sa f(x). Ako se taj polinom
pretvori u oblk @, (x), koeficijenti a,, a, b, treba da dobiju

odredene vrednosti, koje zavise od funkcije f(x). Izvedimo
obrasce za odredivanje tih koeflcuenata -«'

@) a——r f oy, a=t f Fixycos kx ds,

. im :
b, = L f () sin Kx dx.
R ™.

Poito u ovom éluéaju imamo jednadinu

— a0 + E (a,, cos kx + by sin kx),

4) f (X)

za odredivanje prvog koeficijenta mnoZimo jednalinu (4) sa
dx i integriSfemo u granicama od — = do + w. Kako su

) + T 4+ +n _
fcos kxdx =0, fs‘in kxdx=0, a 329 dx = ay=, jedna-
e —x —n ‘

+r ] o -
&ina g, = | f(x)dx potvrduje prvi obrazac. Za odredivanje .
—x

koeficijenata ay, treba jednalinu (4) pomnofiti sa cos kx dx
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N mtegrxsatl u istom intervalu. Ako pri tome iskoristimo
obrasce Integralnog rafuna (&italac neka ih proveri)

e o
. j‘cos kx cos klx-dx‘z{o 2 :ﬁé: J coskx 81nk1xdx 0,
=T . T Za 1= . —T

Prema tome, sa svakim tr1gonometrljsk1m pohnomom

- n- tog reda mozemo povezat1 polmom

Fy, (x)———a0 Z( kCoskx+bksinkx),
k=1 !

sa koeflcgentlma u obliku (3). Polinom n-tog rcda sa tim
koeficijentima zove se Furijeov polinom n-tog reda za funkcyu

f(x).. Njegovi koeficijenti su Furijeovi koeflcuentt

Ako- imamo, sluaj da funkcija F, (x) kad n texi bes-

_ konaénostl predstavlja beskonafan konvergentan red, koji

konverglra u intervalu od —= do. += odredenoj datoj funkeiji
f(x), sa kojom se izratunavaju Furijeovi koeficijenti, imamo
tzv, Furzjeov red za funkciju ‘

1 b .
(XXV) . f ()= o a, +,»‘El'(ak cos kx + by sin kx).,

~ Furijeov red ima znalaj samo pod uslovom ako je on
konvergentan. Uporedo sa tim redom moZemo napisati tako-
zvani Furijeov obrazac, u obliku f(x)= F,(x)+ R, (x) gde je
R, (x) ostatak tog reda Furijeov obrazac uvek je tafan, a
Furijeov red je talan samo tad, kad R,(x) te¥i nuli kad n—> co.
Za odredenu vrednost broja n, kao i u sluaju, recimo,
‘Taylor-ova reda, ostatak R, moZe da pokaZe kako stepen
tatnosti pribliZne vrednosti funkcue F,(x), tako i prirodu
konvergentnosu reda, pa dak i Tavnomernu konvergentnost.

s Jasno je da u sludaju parne funkcue tj. pod uslovom
kad je f(—x)=f(x), Furijeov red sadrZi &lanove sa kon-
stantama a,, a,, @,. . .; u sludaju neparne funkcije red sadr¥i
samo &lanove sa by, b,,... P S

8.

lako ¢emo dob1t1 vrednosti® a,. Shuan je postupak i za odre-
+ divanje koeficijenata’ b, . -

\
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Polazeéi od trigonometrijskog reda dosli smo do Furi-

jeova reda sa Furijeovim koeficijentima, pomoéu kojih. se

odreduje funkcija f(x).

VaZan je obrnuti zadatak: razviti datu funkeiju f(x) u
Furijeov red, tj. odrediti Furijeove koeficijente i wutvrditi
‘konvergentnost tog reda, a po moguéstvu 1 prirodu konver-

gentnosti. Za odredivanje Furijeovih koeficijenata sluZe obrasci -

(3), a2 problem konvergentnosti se zasniva na klasi¢noj Diri-
hleovoj teoremi. Radi kradeg formulisanja te teoreme prethodno
¢emo navesti Dirihleove 1uslove, koje treba da zadovoljava
funkcija f(x) za primenu teoreme. 1. Funkcija moZe biti ili
neprekidna ili imati konadan broj prekida sa kona&nim sko-
kovima; 2. Funkcija treba da ima konadan broj ekstremuma,
drugim redima, da se deli na konadan broj monotonih delova

1 3. Na granjcama intervala, —= i +m, funkcija treba da .-
ima kako desnu, tako.i levu grahiénu vrednost, koje ¢emo-

oznaditi sa f(—m + 0) i f(+ m—0). Sama teorema glasi: Ako
funkcija f(x) zadovoljava u intervalu (—=,+ w) Dirihleove
‘uslove, Furijeov red je konvergentan i njegov zbir je jednak:
1. funkciji f(x) u svima tatkama neprekidnosti, 2. izrazu

-;—[f(x+'0)+. F(x—0)] u svim tatkama prekida, i 3. izrazu

% [f(—=+0)+f(+= 0] na granicama intervala.

U dokaz teoreme ne moZemo ulaziti.

Za ispitivanje-ravnomernosti konvergencije Furijeova reda
moZe prvo da posluZi Vajer§trasova teorema, koju smo naveli

u primedbi na str. 99. A mocZemo navesti, bez dokaza, i ovu

teoremu: Ako je funkcija f(x) u intervalu od —= do +m .

neprekidna; ima na svim svojim konadnim delovima nepre-
kidni izvod; i, najzad, ima jednake granine vrednosti, tj.
Sf(—n)=f(+m), onda Furijeov red konvergira ravnomerno
prema f(x) za sve vrednosti, x, u intervalu (— =, + =).

Furijeov red ima ogroman znadaj za proulavanje perio-
di¢nih funkcija. On omoguéuje da se kod periodi¥nih pojava
izdvoje, prvo, glavne oscilacije, a zatim, postupno, i oscilacije
manjih perioda. Ovakvo razlaganje periodi¢nih pojava pomocu
- .Furijeova reda zove se harmonijska analiza. \
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Pomo¢u Furijeova reda mogu se predstaviti ne samo
neprekidne funkcije sa neprekidnim izvodom veé i nepre-

‘ kxf:ine sa prekidnim izvodom, pa ¥ak i prekidne funkcije. Na
slikama 27, a i b, prikazani su primeri takvih funkcija i njihova
predstava pomocu zbirova &lanova Furijeova reda. Na sl. 27

. brikazane su krive koje je nacrtao ameri&ki fizidar Majkelson, -

‘pomoéu naroitog aparata — harmonijskog analizatora. Furi-
jeov red u tom sludaju ima oblik o

Iy 1 o1 1 o
Yy=—|Ccos x———cCOos 3 x4+ -— - »
. _2[. 3 ? 5.0108‘53‘6 7_cos‘7x+...+

. +(2;1)1"cds_(2}1+ Dx+ .. ] &

Funkcija y, predstavljena u koordinatnom sistemu, ima
vrednosti: —=/8 u. intervalu od —=n/2 do + n/2 i —n/8 u

\ intervalu od =/2 do 3n/2. U drugom primeru (sl. 27 b) imamo red

y=2[smx+——2—sm2x+—;—sin—3x+:

n
odreduje krivu koja li¢i na zupce

testere.
[}3 él. lb 10 é.

DO
TR

—_ Apmksima tivne

Sl{. 2"{ r SL 27 b — Aproksimativne
krive Fl!rueovog reda. krive Furijeovog reda. _ .
Prvi primer ] .

Drugi primer

: el nl & i 3 ; i
el +.+.+—sinnx+...|. Ovaj red -

B T =T,

AT



" koeficijente aq, ay; . . . dg, by, Doy .
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Dosad smo i\‘71aga11 teoriju harmonijske analize pod

pretpostavkom da je funkcija f(x) data u analititkom obliku. -

i da izradunavanje odgovarajuéih integrala za odredivanje
Furijeovih koeficijenata ne predstavlja teskode. . Medutim,
u prouavanju procesa koji se odreduju iz opaZanja i ekspe-
rimenata, u vecini sluajeva su poznate samo vrednosti funkcija
za odredene yrednosti argumenata. Pokazacemo. sada kako se
harmonijska analiza vrdi u slufaju kad je funkcija data
pomodu niza svojih vrednosti u intervalu jednog perioda..

Pretpostavimo da "je period od 360° podeljen na 12 . »

jednakih delova, kako se to najéeS¢e uzima, i da su vrednostx

funkc1_]e odredene shemom ‘

x \ 0° |30° | 60° | 900 |120°| 150°|180012160|240°|2700]3000]330°
y ')’n(}’xz)‘ Y1 | Y2 | Y3 iJ’A | s | Ve | Y l Vs ‘ Yo lymli Ju

Pomo¢u tih 12 vrednosti moZemo odrediti 12 Furijeovih
konstanata u pribliZnom obrascu, koji uzimamo u ovom obliku_:

(1) ()~ D(x)=day+ a, cos x+ a,cos 2x + a;cos 3x+
. +a,c084x+a5cos 5 x+agcos 6x+.b;sinx+
+b‘ssin2x+bssin 3 x+b4sin4x+bssin5x

Za ovo odredivanje treba uvrstiti vrednosti x u jednatinu

(4) i napisati 12 jednaina. Koeficijenti tlh 12 jednadina pred-

stavljeni su shemom na strani 120.

Tako dobivenih 12 jednalina txeba refiti u odnosu na’
, by. U sustini, reSavanje tog

sistema linearnih jedna&ina ne predstavlja tedko€e, ali, posto
ono mo¥c da bude glomazno, pokaza¢emo shemu jednog po-
stupka, koji je predloZio Runge. i koji dovodi do refenja po-
mocu jednostavnih operacija, uglavnom pomoéu sabiranja i
oduzimanja.

Ispxsuno vrednosti ordmata u dva reda, kako je to po-
kazano, i obrazujmo zbirove i razlike ovih poslednjih.

Y1 YaVsValVs Ve

Y12 Y11 V10 Ve Ve V7
' ZbiroVi SO s{ Sa SaS4 S5 sﬁ
Razlike dy dy dyd,dy

RIS . i .;'.:"_'; ;

4[1'

3

So S1 Sz I3 | d,d, d,

o Ss S5 -S4  dgd,
ZbiroVi So SI Sa SS v ) 01 G O3
Razlike D, D; D, 5, 8,

- Za samo, odredivanje koefxcgenata Ay, Ay, Gy, . - » @ ShuZi
shema prema kojoj treba ovako postupiti. Svaki élan te she-
me treba prethodno pomnoZiti onim brojem koji-stoji sa leve

strane shemev tj. ili sa sin 30°=, ili sa sin 600—7 =1-

1

2 b
—0,1340 (mmnoZiti tom razlikom je zgodnije) ili sa sin90°=1,
tj. ostaviti bez promene. Sli¥an postupak treba primeniti i za
odredivanje koeficijenata kod sinusa. Te sheme 1zgledaju ovako. '

Clanow sa kosmusnma

) \\§in 30° ';'— Dz - —Sz Sl
sm 60 == 1-0,1340 , Dy
i i S S Sy —Sy Dy Dy
sin 99 1 S, S D, |
Zbirovi | I 1 1 I I oI I IO
Zbirovi 124y, = 6ay 6a,
Razlike 12a,4 6ag - 6a, 6a,
Clanovi sa sinusima
sin" 30° =—1— oy
2—-
sin _60°=‘/73=1—'0,13'40 6 8 &
Sil‘l 90°= 03 6]_ Ga
~ Zbirovi I.T @I I+ I II
Zbirovi I+11 ' 6b, - 6by '
Razlike I—-1I. 6b, 6b, .  6b,
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="a, -+a,c08x Jazcoslx +§.cos3x+a.cos4x+a,qos5x+a.co.96x +bysinx - fbysin2x +dysin3x 4 b sin4x -+besinSx

:
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B -y ) o ) = ) -
e 2 2l 2o gl oo 2le 2]
[ o+ + I+ !
" e Y . ) ) o
0 S -0 - H o
T + f. +- I
Ty Sy .'S'_ < ey ey S s
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Shema jednadina harmonijske analize pomodu dvanaest intervala

Kao prlmer odredimo Loetzcuente na osnovu owh vrednosti -
periodiéne funkcije:

x| 0° | 30° | 60° | 900 |120°| 150° | 180° | 210° | 240° | 270° |

3000 | 330¢ |

115,3] 4,0 l_ao|—132|—142| 6,0

Prema navedenom formularu izraéunavanje se Vx"éi ovako:

150 17,4 23,0 37,0 31,0 153
93-6,0—142-132 —80 40
93 90 32 9,8 290 350 153
21,0 31,6 36,2 45,00 27,0
93 9,0 32 98 21,0 31,6 36,2
15,3 350 29,0 27,0 45,0.
. 24,6 440 322 98 48,0 76,6 36,2
— 6,0—26,0—725,8 —6,0—13,4
sin‘30°=i —12,9 — 16,1 22,0
sin 60°=1—0,1340 — 22,52
S 24,6 44,0 b -
sin 90°=1 - —6,0 24,6 —9,8—-6,0 -25,8
. 32,2 9,8
Zbirovi 56,8 53,8 —18,9—22,5 8,5 12,2—6,0—258
1+ 11 110,6 —41,4 20,7
a,=9,22 a,=—6,90 az=3,45
ey 3,0 3,6 —3,7 19,8
ag=0,25 a5;=0,060 ag= —0,62 a3=3,30
sin 30° =~ 24,0
i - | A4
sin 60°=1—0,1340 66,34 —5,20 —11,62
sin 90°=1. 36,2 48,0 36,2
121
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Zbirovi 60,2 66,34 —520 —11,62 48,0 36,2

I+1I 126,54 ~ 16,82
. by=21,09 by= —2,80
I—1I —6,14 6,42 1,8
by= —1,02 by=1,07 by=1,97

Rezultat harmonijske analize funkcije odredene datim vred-
nostima ordinata doveo je do ovog izraza .

¥=9,22-6,90 cosx+ 3,45 cos 2x +3,30 cos 3x—0,62 cos 4x +
+ 0,60 cos 5x+0,25 cos 6x 121,09 sinx+ —2,8 sin 2x+
+ 1,97 sin 3x+ 1,07 sin4x— 1,02 sin 5x
Veibanja: - '
i - X 1
1. Nacrtati grafike funkcija: y=sin'x+?sin2x; y=sinx-
—-?sian; y=sinx+-5cos2x; y—sinx—;cost.-

¢ 2. Izvesti obrasce za Furijeove‘konstanie iz uslova da integral
N ' ) ' :

1 -
'Iﬁ=f [f(x)-D,(x)]Pdx ima ekstremnu vrednost, ako je <D,,(x)=3-ao+ '

i=Te

n o
+ z (ay, cos kx + by sin kx).
=1 :
3. Odrediti Furijeove koeficijente, ako je poznato 12 .vrednosti

funkcije za argumente 0°, 30°, 60° itd., naime: 38,2; - 12,2; 4,4; 14,4;
T14,1; 18,6, —23,3; ~27,1; -242; 81; 323; 334. Po ovim

vrednostima nacrtati grafik funkcije.

4.4. Relavanje jednadina

a. Refavanje sistema linearnih jednadina. Primena deter-
minanata. Jednatinu prvog stepena sa nepoznatom x moZemo,
kao $to je poznato, napisati u opStem obliku ax = b. Odatle izvo-
dimo za reSenje x=>/a. Da bi ta jednalina i njeno reSenje, ve¢
u svom najprostijem obliku, posluZili kao osnovni-obrazac za
reSavanje sistema linearnih jednalina i sa vife nepoznatih
upotrebidemo, ve¢ od potetka, oznake koje e zadrZati svoj
sadrzaj-i u opstem sluéaju. Napisalemo, naime, jednadinu i
njeno refenje ovako: - ! :

!
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S
P e

(1) : [ Dx1=D1, x1=‘-D1:D,' .

gde smo stavili x,=x, D=a, D1=b'. , -
Sistem od dve jednadine prvog stepena, sa.nepoznatim

Xj i X uzimamo u obliku ; -

‘ dyy X1+ Qs xg=by,
(2
. (121 X1+a2ﬂx2=.b2‘ . "

Pravila po kojima su napisani ko'eficijcnti tih jedx{aéir_ia?
poznata su, jer smo:ve¢ u prvoj knjizi (I, str. 84) objasnili. -
pojam matrice;  napisani koeficijenti tine matricu drugog reda
a1 Ay
gy Oy ‘ L
smo videli (I, str. .56) odgovara pravo) liniji.

Poznato refenje sistema (2) napisaemo u obliku (Zitalac
neka ponovi-izvodenje tog reSenja) =

. Jednadine se zovu linearne, jer svaka od njih, kako

s + (@yy Gy — A13 A1) Xy=byayn—byas,
(ay aaﬁ— @33 G3) X1 =011 bz —ag by.

Ako uzmemo sad u obzir pomenutu matricu, vidimo da-
koeficijent pored x; i Xp na levim strapama nije drugo veé

determinanta D = i Gz nase matrice. A na desnoj strani,
' ' gy Qg . o
' ' ) byass . ,
u prvoj jedragini, imamo determinantu bodon |’ koju ¢emo
C. . 2 Qo2
ay by

oznatiti sa D;, a u drugoj—determinantu , koju ¢emo

Qa1 by .
oznaditi sa D, Determinanta D se zove glavna ili, chino-
stavno, determinanta sistema; a determinante D; i D, moZemo
“zvati- determinantama reSenja za traZene nepoznate. Za1§ta, po-
moéu ovih determinanata prethodno reSenje se ovako jzraZava

Dx1 = Dl’ .ng = Dz.

Nz: pittiiljt} ‘da li prva od ovih.jednatina, bez druge,
odgovara jednagini (1) sa samo jednom nepoznatom, odgo-
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- vor je da se malrica jednadine (1) svodi samo na jedan &lan
| D||=]lal|, sa.determinantom D=a, a isto tako i determi-
nants || D, || =b. .

Ako determinanta sistema D nije jednaka nuli, detcr-
minante. D; i D, se dobijaju jednostavnom zamenom u deter-
minanti D prvog, odnosno drugog stupca brojevima by i b,,
na desnim stranama datog sistema. U sluaju kad je si-

stem jednalina napisan, recimo, u obliku a,; Xy + @y Xp+ @y3=
=0, a5 X;+ apy X3+ dy3 =0, dakle 1 slobodni ¢lanovi se nalaze .

na ICVOj strani kao i &lanovi sa nepoznatim, za determinante
reSenja D, i D, treba, u dctermmantl D (mesto b, i bz) sta-

viti —a — : :
15 1 Qag. . i -

Prikazani. postupak za refavanje sistema jednaéina po-
mocu determinanata (2) zove se Kramerov postupak. Kako je

obja§njen na sistemu od dve jednadine, postupak se prime-.

njuje i na sistem od proxzvoljnog broja, n, linearnih jednalina,
sa n nepoznatih.

Kratko, sistem od n Jednaéma moZemo izraziti

J
|

(4) ke Ea,jx_,z'b, (i=.1,-_2,...,n).;
: = ? s

Ako determinantu D ovog si’stemi oznatimo (I, str. 89)’

za trenutak sa |a;;ay;. .

' . @ns |, @ determinantu re¥enja za j-tu
promenljivu .sa iy 14

Ayy Qua- .- Ayj—1, 03, Gyyjas v oy Ay

g3 Qg - - - doyj—15 bay Gasjits - o5 Aon
Dj= 5"+ e . .. ,

Qpy Gny -« - Gnyj—1s Dns Qnyjrvs . - - Qn 1

gde su elementi j-tog stupca zamenjeni slobodnim &lanovima na
desnoj strani sistema (4), onda, prema Kramerovu postupku,
za D0, imamo refenje, koje ¢emo napisati u obliku

(5)  Dx=D; (j=1,2,...n).

124 " a-

e e TR

———
a

S L R

-sa elementima @y, @, :

U dokaz tafnosti Kramerova .postupka, u’ opStem slu-
¢aju, nefemo ovde ulaziti. Dokaz se aastoy u transformaciji
sistema (4) u gsistem (5) pod uslovom da je D # 0. ’

U vezi sa Kramerovim postupxom ponovimo i Lapla-
sovo pravilo (I, str. 85) za izracdunavanje determinante ma
kojeg reda, koje moZemo smatrati kao definiciju determi-
nante. Prikazali smo to pravilo mna slutaju determinante tre-
éega reda; sad éemo ga prikazati na sluCaju determinante n-tog
reda. Uzmimo. u toj determinanti neku, recimo i-tu, vrstu
., d;» 1 pomnoZimo svaki od elemenata
njegovom algebarskom dopunom, tj. velifinama A4;;, A, ..., Ain
Zbir svih dobivenih proizvoda jednak je vrednosti determinante;

“kratko D= ZaUA,, Napominjemo “da se pod ‘algebarsk'om

dopunom, AU, ‘nekog elementa ,4i;, podrazumeva ‘determinanta
(minor) ko_]a se dobiva iz determinante D kad iz nje ispustimo

onu vrstu i onaj stubac kojima pripada element ay, a pre-
ostaloj determinanti (minoru) da znak izraza (— 1)**. U teo-.

riji determinanata se pokazuje da vrednost determinante D

‘ostaje ista kad se ona izratunava pomocu bilo koje vrste ili bilo

kog stupca po Laplasovu pravilu. U dokaz te osobine ne¢emo

ulaziti, ali éemo navesti neke druge osobme determmanata

koje' olak¥avaju njihovo izradunavanje.

1. Ako su svi elementi jedne vrste ili jednog stupca
jednaki nuli, determinanta je jednaka nuli.

2. Determinanta ne menja svoju vrednost, ako elemen-
tima jedne vrste, ili jednog stupca, dodamo ili oduzmemo
redom brojeve proporcionalne elementima neke druge vrste,
odnosno stupca. Iz ove osobine mneposredno sleduje da uvek
moZemo, uzimajuéi dve vrste, ili dva stupca, u jednoj od
njih jedan element reducirati na nulu, ako u drugoj vrsti od-

.govarajué¢i element nije jednak nuli (neka §italac to pokaie!).

3. Iz prethodne osobine sleduje ova osobina determi-
nante. Ako su elementi jedne vrste, ili jednog stupca, jednaki
ili proporcionalni elementima druge vrste, odnosno drugog
stupca, determinanta je jednaka nuli.

'~ Kramerov postupak sa primenom Laplasova postupka
za uraéunavanje determinanata sa&injava Kramer — Laplasovu
metodu za resavan]e 31stema linearnih jednadina.
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1. 5x,—2x,=1, 2,

. =1+8=9, Daf‘——-—
, T 24

K ramerov poétupak, ako je ispunjen uslov D # 0, dovo-

" di do reSenja, i ne bi bilo te§ko pokazati da je to refenje jedin-

stveno. A §ta Ce biti sa re¥enjem sistema kad je D=0? Odgo-

‘vor na to pitanje daje se u kursevima . Vie algebre, i'to u
.vezi sa Teorijom matrica. U ov01 knjizi se ne moZemo upu-

Stati u takvo 1zlaganjc Ali demo se zaustaviti na nékim

jednostavnim primerima refenja sistema linearnih jednagina: -
. Uzeéemo tri sistema jednaina i na njima pokazau prlrodu

moguéxh reSenja.

2%, + x,=4. 10x, — 4x, = 2. - 5xy—2xy = 5.
Za prvi sistem imamo: D=‘§" ﬂ= 5+4=9, D,= i_? =

5 1=20-—2='18; prema tome na$ sis’térh

ima jedi'nstVeno resenje: x;=1, Xp=2. Sistem se zove odreden.

U drugom s1stemu D= i
|

5 —10—10 0. Kramerovo
10 2| .

: prav1lo daje x,==0:0, xz—O 0. Slstem ima beskrajno mnogo

reSenja. Zaista, ako uzmemo ma kOje rcsenje prve jednadine,
napr. x;=1, x3=2, ono ¢e biti i refenje druge jednadine.
A kako opste refenje prve jednadine moZemo izraziti i ovako:
Xy== 142k, x,=2+5k, gde je k proizvoljan broj, isto
reSenje ima i druga jednadina sistema. Sistem se zove neo-
dreden.

Najzad, u treéem slutaju imamo: D=‘5_2'=0, Dy=
51

1*2 —2410=8, D,=
; 55

=25-—5=20. Sistem nema

re§en_]a 2 to se vidi i neposredno, jer .isti algébarski izraz
5x,—2x; ne moZe imati u isto vreme “vrednost i1'1 5.
Sistem se zove pronvureéan C
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Sou—2nu=1, 3 Sn-2n=1,

‘: ~20+20=0, D=

Zadriacemo se jo¥ i na sluaju sistema homogemh line-
arnih jednadina, tj. Jednacma koje ne sadrie ¢lanove slobodne .
_od nepoznatlh

Primeri:

L. ayix; +a3%,=0, 2. @11 Xy + Gy Xg T iy X3 =0,

gy X3+ dyg X3 =0. | gy Xy + gy Xy + A5y X3 =0,

. (5) a3y X3 \“aazxz"‘asaxs:-o

Takvi sistemi uvek una_]u reSenje x=0@=1,2 i= 1,2,3),
koje se zove trivijalno resenje. Posto je u ovim sIuéajevxma
b;=0, determinante Kramerova reSenja u bro_]1001ma D, su
takode jednake nuli. Da bi sisteémi imali i drugih reSenja,
sem trivijalnih, neophodno je da’'i determinanta sistema D, kao
imenilac, bude jednaka nuh .

1% |

=0"za 51stem rvo rimera dovodi
dy; dog prvog p

Uslov D— l

do proporcmnalnostl koeficijenata Jednaéma Ato znaél da se

prave §to odgovaraju tim jednadinama u ravni koordinata, x,
i x5, poklapaju. Refenje sistema moZemo tada napisati ovako
Xy =@k, Xy= —aypk, gde je k pronzvoljan broj.

U drugom primeru, sa geometrijskog glediSta, imamo tri
ravni koje prolaze kroz podetak koordinata, tafku O (0,0, 0) —.
a to i odgovara trivijalnom reSenju: x;=2x,=x3=0. Elemen~
tarna stereometrija udi da tri ravni- koje prolaze kroz. istu
tatku prostora mogu imati jo§ zajednitkih talaka samo: 1. kad
te ravni imaju zajedni¢ku pravu, i 2. kad se poklapaju.

U oba slu€aja uslov D=0 mora biti zadovoljen. Ali,
u prvom siudaju, postoji bar jedan minor te determinante raz-
li¢it od nule. Tada dve jednadine sistema (5), sa onim koefi-
cijentima koji ulaze u navedeni minor, imaju re§enje k01e
zadovoljava i tre¢u jednafinu. Tako, napr., ako je minor

ay; Gy

# 0, dve jednatine a;, x;+ @y3%+ ais x3=0, ay %, +

dn a?z
+ aya Xp + s x3=0 imaju refenje (6) x; = A x;, X3=Bx;, gde su:
A= — (1305 — @32 a53) : (a3, azz - @y30p1), B=—(G1103,— 13 @31):

(01_1 Qg9 — a1 ayy),
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Jednaginama (6) odgovara prava linija. Poto rc§enje (6), |

prema uslovu D=0, zadovoljava i treéu jednalinu (neka &ita-
lac pokaZe to!), dolazimo do .zakljutka da pod uslovima:
D=0, M +# 0, gde smo sa’ M oznadili neki minor drugog reda
determinante D, sistem  jednadina (5) ima refenje (6) sa pro-
izvoljnim brojem xs. ‘ o _ o

U drugom sluZaju uslov D=0 je zadovoljen, ali su pri
tome 1 svi minori drugog reda jednaki nuli. Tada su koefici-
jenti svih jednadina proporcionalni i ravni se poklapaju. Ako
sa oy, g, otz 1Py, B, Bs 0znadimo dva proizvoljna, razlidita
reSenja, bilo koje od nafih jednalina, opSte reSenje naseg sis-
tema, u tom slutaju, izgleda ovako: x;=po;+¢8; (i=1, 2, 3),
gde su p i g proizvoljni brojevi. : '

b. ReSavanje sistema linearnih. jednadina Gausovim postup-

kom. Pokazademo jo¥ kako se refava sistem linearnih jedna-
¢ina tzv. Gausovim postupkom, koji je narodito u poslednje
vreme postao vaZan zbog toga §to program za reSavanje sis-
tema linearnih jednadina na elektronskoj radunskoj automat-
-mafini, sastavljen za Gausov postupak, zahteva najmanji- broj
|operacija i najbrZe dovodi do rezultata (I, str. 16). Radi kra-
| éeg izlaganja zaustaviCemo se ponovo na sistemu od tri jed-
nacine, u obliku et

@D 7 Xt apx+ al'axs-ii—a1=0. | day 2 aqq | Qg1 a1y
Q1 X1 + g9 Xy + Qg3 Xg + 2, =0,
} ,d31x1+a32x2+a33x3+a3= 0.

Da bismo eliminisali nepoznatu Xx, iz druge i treée jed-
naline pomnoZimo prvu sa dp;:a,; i rezultat oduzmimo od
druge jednaline; zatim pomnoZimo prvu jedna®inu sa as :ag;
i rezultat oduzmimo od trefe i dobitemo jednagine, bez ne-
poznate x; : "

gy ag ] gy,
(azz_‘_—a12)xz+(azs——‘“a13 xs—l—( dy——a,|=0,

all a_ll iy

gy , sy sy
(asz————dlg)xg-{—(aas-“——ﬂm Xg+| dg——a;|=0.
ay . ay, @11

128

Kratko éemo novi sistem ovako napisati:
(ID) G Xtadxs+afd =0, | aP:aly
 aD X+ af) xg + D=0,

_ Gornji indck_s pokazi_;jc. da smo oznalenu transformaciju
koeficijenata prvi put izvriili. Sada  éemo tu istu trams-

formaciju izvriiti sa jedna&inama novog sistema; dobiéemo.

jednad&inu :
: ;- [¢))
ais; a
1
A= gy B %+ | P~ b |—o,
B az; 1 azy f o5 3

koju'écmo kratko ovako h_apisati

(I afx;+af? =0.
Tako smo, posle izvrenih transformacija, dosli do-novog

~ sistema jednadina

- l

(I) - @11 X1+ Qip Xp + @13 X5+ ay =0,

“ 1 . 1
(1D a2 X+ a xg +aP =0,
(I11) = a$3 x3 + a2 =0,

sa stepenastom determinantom

A1y dyp Ay
5 _
0 of B

! : 0 0 a%)

Vidimo da posle te transformacije imamo odmah redenje:

\ iz jednaSine (III) deljenjem odredujemo "x; i, kad tu vrednost

stavimo u jednaéinu (II), posle sabiranja novo deljenje daje x,,

- zatim, posle sli¥nih operacija, Jednaflina (I) daje nepoznatu Xy

9 Integralni rafun sa ﬁrm:n.sn
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Resimo sad ovaj primer po tom  Gausovom postupku:
IO 2, + Xy + 3xg+ 5=0, [4:2=2[6:2=3
Axy+ dxy+ Txz+ 14=0,
6,4 19%,+ 22x5+32=0.

Potinjemo sa drugom jednaéinorqf od svakog kopfi-
cijenta te jednaline oduzimamo koeficijent prve Jedn_aéme, _
pomnoZén prethodno sa 2. To isto. radimo i sa tre¢om jedna-
ginom, samo prvu jednadinu mnoZimo sa 6:2=3. Posle ovih
operacija dobiéemo jednaline ° )

(4= 1.2) %+ (71—-3.2) x3+ 14— 5.2=0,
(19 —1.3)xp + (22—3.3) x5+ 32— 5.3=0,

2x2.+x3+.4=‘0, I 16 . 2= 8.
16x5 + 13x;+ 17=0.

Sad prvu jednalinu mnoZimo sa. 16:2=8 i oduzimamo od

‘druge; dolazimo do jednafine (IIL) | 5x3—15=0,. koja daje '
‘x3=23. Zatim iz jednaline (II) imamo Xp=—T[2=—3,5 1,

najzad, jednadina (I) daje x,=—35,23. _ :

c. O korenima algebarske jednadine. U ovim izlaganjixpa'
bie govora samo .0 algebarskim jednaéxnama sa brojnim

koeficijentima. , o
Ako su koeficijenti jednadine racionalni, moZemo ih
uvek svesti na cele brojeve; zaista, ako su u jednalini

(6) . f(x)=a,,x”+a,,_1x"—1+...+a1x+ao=0

koeficijenti razlomci, mnoZeéi jednatinu njihovim zajedni¢kim

. imeniocem, moZemo ih se osloboditi. o

- Primetimo- da jednalinu (6) sa @71 uvek moZemo
svesti na tzv. normalni oblik, tj. da koeficijent pored najviSeg

‘stepena x-a bude jedinica. Zaista, ako to nije sludaj i a,

ima, recimo, vrednost d,=p*¢*r® ..., gde su.p, ¢,’r,... pro-
sti brojevi, mmoZe¢i jednalinu (6) brojem p”"" e Y

——— >
B iy, RIS g gt 4 ST maat B Rt 2w W ey = e
o e I e R W
pol 47 ey o T D s S R e z .

=

3
O

T

AN

~nula ‘polinoma.

i uzimajuéi za novu nepoznatu z=(pgr...)x dobiéemo jedna-
ginu normalnog oblika : ;
2"+ by 24+ by 2+ by=0.

Podseticemo se nekih poznatih pojmova i stavova u
vezi sa jednadinama. :

Broj a koji,- kada ga stavimo ‘u jednaéinu-mes'to x,

" pretvara:jednadinu u identitet, zove se koren jednadine. Koren -

jednaZine f(x)=0 zove se i nula funkcije f(x), u naSem slucaju - "

i

. Nave§éemo bez dokaza nekoliko vrlo vaZnih -stavova -
0 korenima algebarskih jednaina. »
" Ako je a koren jednaline (6), polinom f(x) je deljiv
sa (x—a). . o _ : :
Ako je polinom f(x) deljiv sa (x—d) samo na prvom

) stepenu, koren ‘@ zove se¢ prost koren. Ako je taj polinom deljiv .

sa (x—a), a nije deljiv sa (x—a)*+%, - broj a je viSestruki

koren k-tog stepena ili k-tog reda date jednaline. -

Ako jednatina sa realnim koeficijentima ima kompleksni.
koren «+pPi, ona mora imati i koren u obliku konjugovanog
kompleksnog broja «—pBi. PoSto je polinom f(x) deljiv sa
x—(e+Bi)isa x—(x—B7), on mora biti deljiv i proizvodom
ovih velidina, tj. sa [(x—a)—Bi][(x— ) +Bi]=(x—a)®+pZ=
‘=x*—2ax+a?+p% Ako funkcija f(x) ima &ist imaginarni
koren Bi(a=0), ona ima takode i koren —Bi i deljiva je
sa x4+ B2 L R

~Svaka algebarska jednadina n-tog stepena ima n korena -
(Gausova teorema). Pri tome se svaki k-struki koren ratuna
za k korena. Dakle, ako jednadina (6) ima samo proste korene,
Xy, Xg, ..., X, funkciju f(x) moZemo predstaviti u obliku
fX)=an(x—x)(x—X3) ... (x—x,). Ako su x; i x; viSestruki
koreni reda k; i k, funkcija se odreduje izrazom f(x)=
=(x—x) (x—x)% f;(x), pri &emu polinom f,(x), stepena
n—k;—k,, nije viSe deljiv ni sa x—x;, ni sa x—Xx;.

Ako polinom u normalnom obliku ima 7 prostih Korena, tj.
X4 Quo g X b G X" L+ aix-+ dy=
=(x—x)(x—xg)..(x—x), -

?
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podto izjedna¥imo koeficijente pored istih stepena x sa -obe Primeri:

1. Neka je data jednalina f(x)=x®—3x-+2=0.

strane. dobi¢emo niz tzv. Kardanovih (G. Cardano, 1501—1576) e
obrazaca.. : . o : as! Izradunajmo izvod f7(x)=3 x*—3 =3 (x®* — 1). Uzastopnim
Q1= — (X1 + X3+ .. +Xa), o i déljenjem (Euklidov algoritam) odredujemo najveéi zajednitki
Qp_o=X1Xp + X1 Xg + ...+ XeXg + X9X,y +...+ xn—_—], Xns l-: ' deh]ac . —a : Vid.lmo da jc taj delilac P (x) —
ap_g= —(XyXgXg+ X1X5Xg+ - - . F Xn—3 Xn—1Xa), ,Lf x¥—-3x+2|x*—1|x—1 =x—1.. Prema tome, Xoren je-
' . . b x8_x dna&ine x—1=0, tj. x =1, mora
. Co e g\ﬂ N R _ biti dvostruki koren prvobitne je-
ag=(—1)" %1%y .. Xn- _ o ) , ' ] dnatine f(x)=0. Ako ovu polaznu
. ; o - S dnatina.. ak o  l jednaginu podelimo sa .(x— 1), dobiemo jednafinu x*+ x—2=0,
Ovi obrasci omogucuju da S¢ napise jednacina, a 1(2 Su JoJ - koja ima samo proste korene. Kako je jedan koren x=1,
poznati koreni. Tako jednatina Cetvrtog stepena sa Korenima ‘) deljenjem sa (x— 1) dobijamo x®+x— 2 — (x— 1) (x+ 2), odakle

1, —1, 1+i, 1—i ima koeficijente:

L gg=—(l— 1 l4irl—i)= =2,
dy=1(—1+1+i+1-D—1(1+i+1-D+A+D)(1-D=1,
B (e R R B L R LIRS

(=11 AHDN =2, |
ag=1.—1.(1+)(A+i)= -2, ~ i

dakle izgleda ovako x*—2x*+x*+2x—2=0 i rastavlja se
na mnozioce (x—1)(x+1)(x—1-)(x—1+)=0.

d. Izdvajanje jednakih korena. Ake jednalina S(x)=0
ima viSestruki koren « stepena k, funkciju moZemo predsta-
viti u obliku f(x)=(x—)* ¢ (x), pri Zemu jednadina @ (x)=0
nema koren «. = . '

Tzratunajmo izvod funkeije f(x) : f' (x) =k (x —a. k—lqa(a'c) +
+(e= () = (r— a1 (), gde e $(0) = k() + (X~ )7 ().
Iz napisanog oblika izvoda sleduje da funkcija f'(x) ima broj
« kao viestruku nulu, i to stepena (k—1), jer je deljiva sa
(x—a)¢—1, a ¢ (x) nije deljivo sa {x—’oc). P‘rema tome, funkcije
f(x) i f'(x) moraju imati zajedni¥ki delilac (x—a)—1. Sto
je ovde re¢eno za jedan vaZi i za sve ostale vifestruke korene.

Na osnove ovog zakljulujemo: ako nademo najve€i
zajednidki delilac P (x) funkcija f(x) i f'(x) i podelimo njime
funkciju f(x), - kolitnik ®(x)=f(x):P(x) nece imati nijedan
viSestruki koren. Obrnuto, jednadina P (x)=0 sadriace_ samo
one korene koji su za jedna¥inu f(x)=0 bili vﬁiﬁestrukll.‘
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nalazimo drugi koren x = — 2. Prema tome je f(x)=x*—3x+2=
= (x— DE(x+2). - »

2. Data je jednatina f(x)=x*—6x2+ 8 x—3 =0. Izra-

_ Cunajmo izvod: f'(x)=4x*—12x+8=4(x*—3 x+ 2). BEukli-
" dovim algoritmom odredujemo najveéi zajedni&ki delilac Il

x*—-6x2+8x—3 xX*—3x +2
X*—3x242x B—2x2+x
~3x24+6x—3 2x2—4x+2

x
]

1 |-
x2—2x+1 | x2—2x+1, |

koji ima oblik P(x)=x2—2x+1 =/(x— 1)2. Prema tome se
x=1 javlja kao trostruki koren date jednadine. Ako podelimo

- f(x) sa P(x), kolitnik daje jednadinu x2+2x—3 =0, koja ima’

samo proste korene. PoSto je-jedan od njih x=1, vrednost

' drugoga je x= —3. Polazna jednafina ima, dakle, trostruki

koren x=1 i prost koren x= — 3. Funkciju f(x) moZemo
rastaviti na Zinioce: f(x)=x*—6x2+8 x—3 =(x— 1)2(x+ 3).

e. Priblizno odredivanje realnih korena. Pokazaéemo, pre
svega, kako se grafi¢ki odreduju realni koreni jednacine f(x)=0.

- Ako nacrtamo krivu &ija je jednadina y=f(x), tatke preseka

ove krive (sl. 28) sa osom x, po§to j&é za mjih y=f(x)=0,
imaju apscise jednake korenima date jednatine.

Ako kriva dodiruje osu x, tagki dodira (/' (x)=0) odgo-
vara bar dvostruki koren, a moZe biti i viSestruki koren
viSeg stepena.
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Pretpostav;rno da funkciju f(x) ne moZemo dovoljno
‘detaljno nacrtati- oko traZenog .korena, ali da se mogu odre-
diti koordmate oy 1 By=f(2y), tatke M, i koordinate, uyi B,=

=f(oy), talke M, sa obeju
strana ose x. u blizini traZenog

Zemo smatrati kao pogreSne
(pogre$ni — latinski — falsus)
vrednosti korena. Pravilo na
osnovu kojeg se iz dve pogreSne
vrednosti moZe naéi bolja prib-
li¥na vrednost korena, zove se
regula falsi.

Obrazujmo jednaSinu pra-
ve §to prolazi kroz tatke M,
i M,. Prema poznatom pravilu
o (I, str. 62) imamo, u ovom
! . . . e .
1 Tluéaju, jednatinu

SL 28 — Grafitko odredivanje
realnih korena, Regula falsi

; o » i S

Ba—B1 apg—oy

-Za b‘dredivanje pribliZnije vrednosti korena, koju éemo
oznaliti sa o', stavimo u prethodnu - jednatinu y= O x=ua;
tada ¢emo dobiti

o — 038s — o, — oy fog) — oty f (1) ,
Be—By f(az) —f(xy)

ili @ = oy — By 2

Ba— Bl c BB—'BI.
Ovi obrasci izraZavaju regula falsi.

Ako je linija izmedu tadaka M, i M, prava, prethodno
pravilo daje ta¥nu vrednost korena. U protivnom slu¢aju ono,
uopste, ne daje ta¥nu veé samo pribliZnu vrednost “korena.
Ako dobivena vrednost o’ ne predstavija vrednost korena sa

dovoljnom ta¥no§éu, moZemo izvedeno pravilo ponovo prime-

niti. Zato ¢emo f(¢') oznatiti sa B’. Uzmimo zatim tacku
(«’, B’) 1 onu od tadaka (u«j, By) i (=g, Bs), koja se nalazi sa
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korena «. Velifine «; i «y mo-

suprotne strane ose x od tafke (cx’, ). Ako i novi rezultat
ne bude dovoljan, treba postupak ponoviti. Pri tome se pret-

postavlja da je funkcija u intervalu izmedu taaka M, i M,

neprekidna i monotona.

, Metoda pri kojoj se 1zracunavan_]e ponavlja kako bi se.
dobivali sve pribliZniji rezultati, metoda pri kojoj se za svako.

novo izradunavanje iskori$éuje prethodni rezultat, zove se u
Matematici Metoda uzastopnih aproksimacija, ili Metoda, iteracije,
kad se isti postupak ponavlja. Za obrazloZenje svakog iteraci-

© onog procesa treba kaazatl 1. Da uzastopne pribliZne vred- .

nosti zaista imaju za §v03u graménu vrednost traZenu veliginu,
u naSem slufaju koren jednaline; i 2. Ako ova grani¢na vre-
dnost postoji, oceniti gre$ku, ma i pribliZnu, koju &inimo kad
se zaustavljamo na nekoj pribliZnoj vrednosti. ‘

U primenama &esto, veé neposredno, iz graﬁékog posma-

tranja sleduje da se izmedu ta¥aka, od kojih jedna. leZi sa .

jedne, a druga sa drUge strane ose X,  nalaze traZemi koreni

i\ chnaéme Ako ne moZemo crteZ iskoristiti, treba pristupiti
ispitivanju funkcuc f(x), uzimanjem za argumente X razne

vrednosti, poéev od negatlvne do pozitivne beskonatnosti.

Zatim, suZavajuéi sve viSe interval u kojem se menJa x, odva- ’
jati jedan koren od drugog.

Za odredivanje broja realnih korena date Jednaéme sa
brojnim koeficijentima, za izdvajanje tih korena, tj. odredivanje
intervala u kome je sadrZan samo jedan koren, kao i za

- konaéno priblizno 1zraéunavan_]e korena, sa potrebnom tatno- -

§¢u, postoji- u Algebri viSe vrlo dobrih metoda. Citalac -ih
moZe, ako mu zatreba, naéi u kursevima Algebre. Ovde éemo
pokazati na konkretnom primeru, pored regula falsi, jo§ jednu
metodu, koju dugujemo Njutnu.

Uzmimo da treba resiti jednadinu y = f(x)= X8 — S5x+3=0.
Dajmo argumentu x niz vrednosti' i izratunajmo vrednosti y:

| —4|=3]-2|~-1] 0] 1] 2]
]L4u—9|+5|+7| |—1|+1|w

Poito y menja znak u intervalima za x:(—3,—2), (0, 1),

(1,2), moZemo tvrditi da data jednatina ima tri realna korena.

Koreni su izdvojéeni, posto se u svakom od gornph intervala .

nalazn samo po rdan koren
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Izratunajmo talniju vrednost korena koji se nalazi izmedu

‘1 1 2. Taj interval moZemo podeliti na manje delove i izra-

tunati vrednosti £(x). U nafem sludaju imamo f(1,8)= —0,168;

f(1,9)=+0,359. Odavde zakljufujemo da je koren jednak 1,8

sa dodatkom nekoliko stotih. Za izradunavanje tih stotih isko-
risticemo Njutnovu metodu.

Stavimo u nafu jednadinu x=1,8+h; znali, treba da

bude f(1,8+hk)=0. Razvijmo levu stranu ove jedna&ine u

Tajlorov red i zadovoljimo se pritom sa dva &lana; tada cemo
imati f(1,8+h) =f(1,8) +hf’'(1,8)=0. Odavde je h=—f(1,8):
f'(1,8). Kako je izvod od f(x) jednak f'(x)=3x*-5 i

~f'(1,8)=4,72, imamo za A= —(—10,168): 4,72~ 0,0356. Prema

tome, za koren treba uzeti ili 1,83 ili 1,84. Da se zaista
izmedu ta dva broja nalazi na$ koren vidimo iz ovih rezultata:

f(1,83)~ —0,0215, f(1,84)~ +0,0295. Ponavljajuéi tu Nju- - e

tnovu metodu dolazlmo do zakljutka da se koren nalazi izmedu
brojeva 1,8342 1 11,8343, jer je f(1,8342)~ -—0,00022;
fa, 8343)~ + 0,00029. ' '

Na isti nadin bismo mogli- postupiti i za 1zra<‘5unavanje
druga dva korena naSe jednaline.

f. Odredtvanje tmagznarmh korena Pretpostawmo da

Jednaéma f(x)=0 nema viSe ' ‘realnih’ Korena, i da su svi njeni’

koreni imaginarni. Stavimo x=£+71i, gde su £iv dvarealna
broja Ako ovu vrednost x uvrstimo u naSu jednadinu i od-
vojimo realni deo od imaginarnog, dobicemo f(x)=f( +7i)=
=fi(E, M) +ife(E, m), gde se funkcije f; i f, izradunavaju na
osnovu date funkcije f(x). Iz prethodne jednadine neposredno
sleduju dve jednaline -

M fiEw=0,

koje treba da zadovoljavaju £ i v. Ako £ i 7 smatramo kao Dekar-

fe n)=Q,

tove koordinate tatke u ravni, svakoj od prethodnih jednadina

odgovara neka linija u ravni &n. Koordinate preseka tih linija
daju realni i imaginarni deo korena naSe polazne jednaline.
Ovaj postupak reSavanja objasniéemo na jednom primeru.

Primer. Naéi koren jednadine x*+1=0, koja oéevidno
nema realnih korena, jer &etvrti stepen nijednog realnog broja
ne moZe biti jednak negativnoj jedinici.

1
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Lako je izradunati da je, u ovom slu&aju,

f1( n)=(E—»*

Druga Jédnaélna daje I‘CSCI‘Ljd E=0,

V4 Ex? +1 =0, fo(E n)=4En(E*—7H)=0,

n=0, B2, Iz prve

- jednaZine imamo,. za £E=0, y*+1=0; a ovo Je nemoguce jer

Eiq moraJu biti realne veliéine. Otpada takode i reSenje v =0.
Trete resen_]e druge jednaline £%2=%n% iz -prve Jednaéme daje:
1 1.
+=— E= d—r,

2 V2

treba da ‘se zaustav1mo samo na realmm korenima. Posto za 7

—-4&‘4—1—0 odakle Je E‘——zl‘— CE2= jer

imamo iste vrednosti n=+—, konaéno mo¥emo napisati pve

*

vrednosti kofcna'naée polazne jednaline:

=k (140, x=k(1—i), =k ( -1+, x=k(=1-0),

gde smo stavili Z22”~=k. U datom, konkretnom slugaju isti

rezultat se dobiva i fazlaganjem x?* 4+ 1 na dva kvadratna éinjoca:
X l=x+2x2+1-2x2=(x%+ 1)2—-(1/2x)2 (x®+

F2x+ D OE—Y2x+1)

i zatim refavanjem odgovaraju¢ih kvadratnih jednalina.

Ako nismo u stanju da re3imo sistem ‘jedna“ina (7),
kao §to smo to uradili u naSem primeru, moZemo upotrebiti
grafitku metodu. Treba nacrtat1 u ravni &n svaku od krivih,
sa jednatinama f,=0, f= i odrediti koordinate tacaka
preseka tih krivih.

g. Graficko resavanje jednacine pomocu ‘dve krive. Uz-
mimo da treba refiti kubnu jednadinu u normalnom obliku
2+ az2+bz+c=0. Uvodenjem nove nepoznate x uvek se
mo¥e data jednafina transformisati u oblik bez kvadratnog

¢Elana, tj.

- (8 x3+px+g=0.
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Zaista, ako stavimo z=x—ia, imaéemo
. _ -3
3 2 1 3 / 1. \2 1. | "
%4 azl+ bzt c= x—?a) +a(x—~—a) +b(x'——a)+c-=
: , : 3 3 ; '

=x3+(a———-3a)x“‘+(ia2——£az+.b)x+ ———l-a3+-l— at—
- 3 37 3 27 9

1 ' o
—?ab+c)=_x3+px+q,
gd= su ' '
p=b—ia“‘, q=i:~L ab+£a3.
3 3 :
] Stavimo sad u jedna&ini (8 =x% y,= — - q):
Ce se pretvoriti u jednadinu y£=) y}: Preniya2 tonfep,xjegz’v:r?' 2
Jedpaé_meu '(_8) svodi se_nfa_édrefdivanje preseka dve krive: pr\Jle
sa jednaZinom Y1=X5, ‘k(f)ja‘ je |stalna i moZe se nacrtati je;inom
za sve kubne Jednaéine,f—-! 10! je tzv. osnovna kubna parabola;
: ‘ : P i druge sa jednatinom. Y2 =
= —px—gq, koja predstavlja
ty. pravu linjju. Talke preseka
: te parabole i prave, svojim
% . apscisama, daju realne kore-
. ne kubne jedna&ine. Na'sl. 29
e e prikazano je refenje jedna-
: ¢ine x®—13x+412=0, &iji
su koreni: x;=—4, x,=1,

| presekom osnovne kubne pa-
Sl. 29 — Grafitko re¥avanje kubne rabole i prave sa jednatinom
jednagine V2=19x—30. Razmera na
osovini y je deset puta manja
od razmsere na osovini x.

Ova metoda moze posluZiti i za pribliZno reSavanje

~ transcendentnih jedna&ina.

* Uzmimo, kao primer, tzv. Keplerovi Jjednadinuu— esinu = w,

. &de su: w — poznata srednja anomilija planete, veligina pro-
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X3=3. Koreni su odredeni

porcionalna vremenu; e — poznata ekscentriénosi putanje
planete i u nepoznata ekscentriéna anomalija, pomoéu koje se .

‘odreduje poloZaj 'planetq na njenoj eliptinoj putanji.

Keplerovu jednalinu moZemo ra§élan_iti u esirllu=u-¥w
i staviti y,=esinu, y,=u—w. Prva jednalina predstavlja
sinusoidu (sl. 30) sa amplitudom e: ova je kriva stalna za

0 T M

: S
S1, 30 — Graficko reSavanje Keplerove jednadine

|
<o

" svaki polo¥aj dotiéne planete. Drﬁga jednadina odrédujé pravu

sa stalnim ugaonim koeficijentorn jednakim jedinici; njena je
pocetna ordinata ( —w) proporcionalna vremenu. Tagka preseka,
M, sinusoide i prave daje traZenu vrednost ekscentrilne ano-

malije.

Veibanja:

1. Izratunati dsterminante:

3,2 43;, -2 | sine, —cosa a, B 1 +x, x|,
6 5| ,  -7|” " |cosa, sina|’ 1/, ifa|’ -x l-x|’
1,2, 3] [01;05 1 Lk k2| (1 11 0, r—-q
4,2,3(, | 20; 10; 15|, . |1, &, |, |xi xax|; |-r, O, p|.
I 1,1 0; 2 31 |Limm* Y1 Y2 s g, -p, 0
‘. ) : . ". . .
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2. Rediti sisteme jednatina: a. pomodéu determinanata i b, Gauso-
vom metodom; )

5x-2y=30, Tx+3y=100.
Xx+y—z=3, 2x+3y~Tz=7, x—y+5z=1,
—x+y+z+u=8, x—y+z+u=6, X+ty—z+u=4, x+y+rz—u=2.

3. Dokazati da je ‘determinanta ma, mb, mc| uvek jednaka nuii.
na, nb, nc ’
_ poq T .

4. Napisati "jednainu sa dvostrukim Korenom +1 i trostrukim
korenom —1.

- 5. Xzdvojiti viSestruke korene jednagina:

C X L3xP46X—4=0, x-S A 42x3 4557 —x—2=0.
6. Izratunati talne ili priblizne vrednosti korena jednaéina;
L 2x%-4x*-x+1=0, x®+3x2—11x-5=0.
7. Odréditi imaginarne korene jednadina:
B4+ AxH4=0, x4 60419 x2—30x+25=0.
8. Regtiti grafi¢ki kubne jednaéine:. .

X*-6x2-13x+12=0, x*+2x*—13x24+10=0.

4.41. ReSavanje jednééina treceg i Cetvrtog stepena
-Znamo dé reSenja jednadina prvog i drugog stepena.
ax+b=0, ax®+bx+c=0, (a;éO),‘ r b
mogu biti izraZena opstim obrascima:

Xy= —bla, x1,2=2——(—b:tVb2—4 ac),
a :

koji vrede za proizvoljne vrednosti koeficijenata tih jednaéina.

. Pokazaéemo da se takva reSenja mogu dobiti i za jedna-
Cine tredeg i Cetvrtog stepena, i to izra¥ena pomoéu korena
vgsih stepena. Sto se ti¥e jednadina petog i viSih stepena, za
njih je dokazano (E. Galois) da refenja takvih jednaina, u
opStem slu¥aju, ne mogu biti izraZena pomocu korena.

Zaustavimo se ovde na izvodenju obrazaca za refenje
pomocu korena iednaline tredeg i Cetvrtog stepena.
~ Potnimo od kubne binomne jednaline
) wi—1=0. _
Posto je w—1=(w—1)(w?*+w+ 1) jednadina (1) ima ova
tri korena ’ o

‘nq=1,u@=a=¥§(—l+iV§) w3=a==%;(f:1—iV§y

. Izmedu ovih vrednosti kubnog korena iz jedinice postoje c_ive veze:

a=B% B=a% 1+a+B=0, aB=1.

Jednad&inu tredeg stepena u opStem obliku, .Ax3+ Bx®4-
+Cx+ D=0, moZemo prvo transformisati na normalni oblik
z8+az +bz+¢=0, a zatim preéi, pomocu nove promenljive,

X=Z +—:15——‘a, na jednatinu klasi¥nog oblika

| (2) . - xP+px+g=0,

bez Zlana sa x®. Za refavanje ove jednadine stavimo x=u-+v
i, u dobivenoj jednalini, posle zamene, u®+v¥+qg + (3 uv+p) (u+
+v)=0 moZemo jednu od nepoznatih w i v izabrati tako da
bude 3uv+p=0. Uzimajuéi za nove nepoznate z*® i ¥® imamo
dve jednaline u?®+ y¥= —gq, #®v®*= —p3/27. Te nepoznate, prema
zbiru i proizvodu, odreduju se kao koreni kvadratne jednadine

3). - B gE—pY27=0.

Na taj natin smo refavanje kubne jednacdine (2) sveli na re-
Savanje kvadratne jednaline (3). Zbog toga se napisana kva-
dratna jednaina zove rezolventa kubne jednadine. Rezolventa daje

W= —q/2+ A, ¥=—g/2—}A, gde je A = g4 + p¥/27.
Zatim za w i1 v, imamo
3 3 _
u=wy) —q/2+ V&, v=w]/—~q/2_— VA,

pri Cemu w moZe imati vrednosti wy;=1, wy=a, wy=p, jer

e wi=1. |
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PoSto u npafem slufaju « i v treba da zadovoljavaju
uslov 3uv+p=0, a iz izvedenih ]ednaéma sledi 3w, w; (—p/3)+
+p =0, zakljutujemo da je moguce uzeti samo one vrednosti
korena jednaline w®—1=0, za koje w;w;=1, a to su sludajevi:
1. W}—Wj—l 2 W=, W;= ﬁ, 3. W—B, W;=a.

Prema tome konatno xmamo samo ova tri re§enja kubne
Jednaéme (2):

Xy=u+v, x2 ~xu+Bv, xa—Bu+av

gde smo sa u i v ozna&ili kubne korene

u_V a2+ VA, v—V—-q/z VA,

a A=g¥4+p327 i oc,B————(—l:I:tV?))

Yzvedeni obrasci zovu se Kardanovi obrasci.
Karakter korena zavisi od vrednosti veli&ine A, koja se

‘zove diskriminanta kubne jednadine. 1. Ako je A>0, u i v su
_realni brojevi i reSenja moZemo napisati ovako: Xy=u+v,

| xz{=~i[uﬂ+f1/§(u—v)1: =l el

prema tome Imamo Jedan realan idva kon_]ugovana kompleksna

korena. 2. A=0. Koreni su- x,=2u, Xp=Xg=1t, gde je
3

u= V—q/2 3. A<O0. To je tzv. nesvodljivi sluéaj (casus irre-
ductibilis). U ovom sludaju, bez obzira na to §o su u i v
konjugovani kompleksni, svi su koreni realni. Ako # i v imaju
kon;,plcksne vrednosti u=A-+ip i v=A—ip, koreni jednaline
¢e biti

’x1=u.+_v=27\, xgé—-ogu+Bv= —_—)\—'p.l/g,
 Xy=Bu+tav= '—7\+;LV§

Za odredivanje A i p. upotrebimo trlgonometrusku metodu.
Stavimo: —g/2=rcosf, A= —r?sin%6 i odredimo r i 8 iz jedna-

¢ina r= +]/ %27, cos®=—gq/2r, §to je moguée jer je, pri

i g T B
A< 0, vrednost p® negativna i -2‘% >—Z—. Posto odredimo r i

0, velidine u i.v uzimaju' trigonometrijski oblik
' o3 L
u=1)/r(cos8+isin), v=)r(cos6—isin6).

Ako ‘sad iskoristimo Moavrov ‘obrazac (I str. 29 30)
za stepenovanje kompleksnih vehéma za korene dobidemo ove
konacne vrednosti :

V| (cos 0 -\‘ﬁ'isin'e) - cosi—isini
- ”Z,V’( K 3 ’vz‘/'( 3 3)’
znadi '

'7\—:'1 3_cos.e . 3—?s'in L
2Vr_ 3’”“,21/". 3

- Po§to je za odredivanje korena xy, x;; x3 dovoljno znati
.. samo jedno re§enje za A i p, nije potrebno. odredivati druge
vrednosti A i g, ‘uzimajuci, mesto vrednosti ugla 6, i vrednosti',
" uglova 0+2n10+47c" _ - .
Tako se refava i casus 1rreduct1b1hs kubne Jednaémc sa

negativnom ‘diskrimjnantom. -

A sad ¢éemo preél na reSavanje Jednaume éetvrtog ste-
pena AxS+ Bx3 + Cx® + Dx+ E=0. Po§to j Je svedemo na normal-
ni oblik, dakle z*% + Kz3+ Lz%+ Mz + N =0, i uvedemo novu pro-

~ menljivu x=z+711.—K, jednatina dobiyé, klasiéni oblik jedﬁa-

- &ine detvrtog stepena

4) xt+ax?+bx+c=0.

* bez &lana sa x3. Predstavimo sad levu stranu kao proizvod

dva kvadratna polinoma sa suprotmm znacima koeficijenata
pored x

(5) x‘+ax2+bx+c_(x2+ax+{3) (x*—oux+v)=0.

i

Za odredwanje o, By ¥ dobiéemo tada, posle 1z_)ednaéavan_|a'

koeficijenata leve i. desne strane, ove Jedna;‘ime
(6 ol +Bty=a, a(y—f)=b, fr=c.
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Da bismo doSli do «, B, ¥ prvo odredujemo

f+y=a Fol, g ‘T=.—b/°‘>

odatle je . 4 ’ :
(7 B“—-—; (a+at—bla), ,'\[=—2—(a+ o2 + bfa).
Jednatina (5) tada uzima oblik _
(8) [x2+ax+—;—(a+a2~b/a)] .

e

-[xzf““x+—;—(a-|j“2—b/“)]=0’

$to zna®i da smo refavanje jednafine (4) sveli na resSavanje .

dve kvadratne jednagine; ali za njih t.rcba’ _j0§ odre(.liti broj «.
Ako iz (6) uzmemo jednafinu fy=c 1 stavimo u nju vredno-
sti B i v iz (7), dobiCemo jedna&inu
a+oa2—i a+oc"’+i =4c ili (a+oc_2)2——;=4c.
' o ‘ al’ i « .
P‘o§to ova jednalina zavisi samo od «?, a ne od «, stavimo

«*=0, i tako, posle oslobodenja od imenioca dolazimo do
jednatine trefeg stepena po 4

78+ 2a ¢ + (a2 — 4c) L — B2 = 0.

Ova kubna jednadina zove se rezolventa Jednatine Cetvrtog
stepena. Ako sad odredimo bar jedan Koren rezolvente, recimo

realni koren, koji Gemo oznabiti sa {;, moZemo staviti a=}C;

4.5. Nomografija

U poslednje vreme neobidno_ su se razvile grafitke me-
twde za reSavanje raznih problema Matematike, narotito onih
u kojima igraju ulogu funkcionalne veze. Te metode sa&injavaju
danas specijalnu disciplinu, koja se zove Nomografija (vépog
— zakon, ypapla — pisanje). Slika sa koje moZemo profitati
odgovor na postavljeno pitanje zove se nomogram. :

Ako je funkcija f(x) predstavljena grafikom u Dekartovu
sistemu, taj grafik je, u sudtini, takode nomogram. Zaista, sa
te slike moZemo protitati vrednosti funkcije f(x), ako su date
vrednosti argumenta x, i obrnuto. : '

Nave§éemo nekoliko primera norhograma.

Iznad jedne duZi (sL. 31) stavimo brojeve: 0,0; 0,1; 0,2; . . .,
0,9; 1,0 i smatrajmo ih kao vrednosti dekadnih logaritama
brojeva, QZnaéen_ih ispod te duZi. Ta duZ, sa tako oznafenim

0.0 0,1 0,2 03 04 05 06 0,7 08

= el

1 2

LN

(5

&
~
o
~
<

-
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" SL 31 — Nomogram dekadnih logaritama

brojevima, predstavlja nomogram dekadnih logaritama, jer sa
tog crteZa moZemo prod&itati vrednosti logaritama brojeva, 1-
obrnuto. Taj nomogram ima dve skale: jednu ravnomerno
podeljenu (gornja) i drugu -— neravnomerno podeljenu (donja).

NaveS€emo sad primer za nomogram sa jednom pomo¢-
nom, ravoomerno podeljenom, skalom i sa dve neravnomerno
podeljene skale.

e i =ro
A g = g s ——F
2% o st ey

} ey e

3 Sl

i tada éemo, iz (8), imati dve kvadratne jednatine, &ije reSenje
daje Zetiri korena prvobitne . jednacine (4) Zetvrtog stepena.

Zakonu o prelamanjima svetlosti za staklo, sa indeksom
prelamanja n= 1,5 odgovara jednaZina sinx= 1,5sin y=z, gde

. su x i y uglovi izmedu zraka i normale, prvi u vazduhu, drugi
u staklu. Sa z smo oznalili pomoénu promenljivu. Na slici 32
promenljivoj z odgovara ravnomerno podeljena skala, a pro-
menljivima x i y neravnomerno podeljene skale. Za svaku
vrednost z gornja skala daje vrednost x, a donja vrednost y.

Vezhanja:

s Tt
e

Refiti ove kubne jednaéine:
1 x*—3x+52=0. 2. x*+3x2+9x+27=0. 3. x*-39x+70=0.
4. x®—-10204 x +20400=0.
Refiti ove jednatine Cetvrtog stepend:
5. x4~13x3+36=0. 6. x*~5x3—-36=0. 7. x*—10x*+35x*—50x +24=0.
: 8 x*—6x*+18x*—30x+25=0. :

10 Integralni rafun sa primenama

; 145
144




Normala na skale spaja odgovarajuée vrednosti x i’y. Skala

za x je kraéa od skale za y, jer y ne moZe imati vrednost.

‘vec’:u Od. 41°, 8; tajy ugao odgovara pojavi tzv. Zotalnog odbijanja.

O 0 20 0 4 50 60708090
—

L :' A ll n } L : i 4 1 } A I} 1
0,0 0r2 0,4 s 08 150 1227 14
P badel

60 70 8990

; } — r—
0 1 20 o Ly Q0

" 8L 32 — Nomogram prelamanja svetlosti
. u stakla -

.Metode Nomografije daju narodito dobre rézultéte', ako

se primenjuju logaritamske ili druge funkcionalne mreZe.
- Tako,

y1=1logy, jer je yy=loga+fx. - E

™

i 1 \\1
. T E 4 5 .6 7 8" 6 1t
S1. 33 — Grafik eksponencijalne funkcije na polulogaritamskoj mreZi

- Na sligi 33 navedena je logaritamska mreZa sa promen-
ljivom y; naime, duZine su -proporcionalne promenljivoj y,, a
brojevi oznafavaju vrednost y. Nacrtana prava je grafik -

. funkcije y=60 e=*2. :

- .. Za x=1,5 grafik neposredno daje 28, a ratunata vred-
nost izmosi 28,34. -
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: napr., grafik eksponencijalne funkcije y=wuef*
moZemo zameniti pravom linijom, ako uvedemo novu promenljivu "

' Polto je ova skala logaritamska samo za promenljivu. y,
‘a_za promenljivu X ravnomerno podeljena, skala se zove polu-
logaritamska. . , - M
Za &to jasnije prikazivanje  uloge logaritamske skale
u nomografiji nave$¢emo jo§ jedan primer.

Iskoristiéemo za to geome- ’
| frijsku vezu izmedu osnovica & i

b i sredrje linije m trapeza (sl. 34)

i whe 1

1 @a+b=2m. Pretpostavimo sad da v 100— 10
jo a=logA, b=logB, 2m=IlogP, = .l 0 -l
gde su A4, B; P odgovarajuéi brojevi. 7t T %0 7
Tada iz jednaline log'4 +log B= 2 TR A 6
=log P imamo AB=P. ’ 5 ' o [°

' - 4 ) e

3 A8 3

e
,—"—J( 5. ; .
20 s 2
I 5
.
H L1 . 1

S1. 35 — Nomogram
za proizvod i koli¢nik

Sl 34 — Osnovice i
srednja linija trapeza

: Nacrtajmo na pravima (1), (2); (3) logaritamske skale
(sl. 35). Skale pravih (1) i (2) pokazuju logaritme, a skala
prave (3) polovinu logaritma. Deone tatke nefemo oznaliti
vrednostima tih logaritama, odnosno polovine logaritma veé’
vrednostima odgovarajuéih brojeva 4, B, P. : '

_ Ako sad na pravoj (1) uzmemo tatku oznaZenu brojem A-
na pravoj (2) tatku oznafenu brojem B i spojimo ih pravom,
ova ée seéi pravu (3) u tadki sa ozmakom P. Na tako dobi-
venom nomogramu moZemo jednostavno, pomo¢u lenjira,
protitati proizvod dva data broja. Isti nomogram omoguduje, -
i obrnuto, da se prodita koli¥nik dva data broja.

. Pokazademo jo¥ i nomografsku metodu -za refavanje
kvadratne. i -kubne jedna&ine. - -




Uzmimo da treba refiti jednadinu z"+az+bh=0, gde su

a, b, n stalni brojevi. Za | kvadratnu jednadinu je n=2, za

lcubnu n=3.

Da bismo konstruisali nomc}gram uzimamo dve prave
(1) i (2), paralelne osovini y, na rastojanjima p od te ose
(sl. 36). Na pravoj (1) uzmimo tatku M,, sa ordinatom' a,

a na, pravoj (2) tacku M,, sa ordi- =
natom b. PotraZimo sada .takvu .

krivd, PQ, sa na njoj oznadenom
y skalom parametra z — krivolinij-
‘ .

b

korenu naSe kvadratne, odnosno
kubne jednafine. A

_ U tu svrhu obrazujmo, pre
svega, jednadinu prave §to prolazi
kroz tatke M,-i M,

O

Poznato prav_ilo‘ daje

SI. 36 — Nomogram sa ' .
krivolinijskom skalom Ehear £ =2 =i+_p .

i b—a p+p
odakle je 2py (p—x)a—(p+x)b=0, ili
) ( 2”) (" J‘)a+b 0.
pt+x p+x '

Smatrajuéi sad x i y kao funkcije z, odredimo te funk- .-

cije tako, da se prethodna jednagina transformie u nasu jednaginu

) Z"+az+b=0,

~ za sve vrednosti @ i b. Zato treba izjednaditi koeficijente

jednaline (1) i (2). Posle toga dobivamo: z"= —2py/(p+ x),
z=(p—x)/(p +x). : '
; Ako refimo ove jednadine po x i y nalazimo
-7 l—z T .
@) wE By iR M8 2
{4z l1+z \
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skom skalom — da- taéka preseka,.
M,| krive i prave M,M, odreduje -
vrednost parametra z, jednaku .

Dobili smo parametarske jedna¥ine krive, koja u preseku

~ sa pravom M,M, daje tatku M; vrednost parametra z za tu -

tabku odreduje koren nale jednadine. _
' Uzmimo p=4. Za kvadratnu jedna¥inu refenja (3) postaju

S 4(1-—-2), z?
L I e
R 1+z L l—l—z .

" To su parametarske jednagine hlperbole Jer posle elimi-
msanja parametra -4 dobuamo Jednaému '

x2+8xy 8x+32y+ 16 0.

. Na slici 37 nacrtana je .
ta hiperbola i na njoj su ozna- .

Cene vrednosti parametra z. Hre qH
. < s . 7 2. - 12
- ‘ - 2
' toE 10
T [ s ! 8_‘ A&
3 a2 [ ad
HE : Tok 0F - -'j“ A Jis=
6 04 0r2 ! /
-1 .m_’— . | !: . —_: 4
______________ 2+ R
-2} S S e | ofF 3 0
-3t -3 -3 - 2|~ - 2
- 41 -4 T—"‘ . 4: % 4
el 6
-5 -3 = = 8:-; 3 - &
-6 = =] -0 — L 10
] L. 47 S il - 12
7] = Lg
Y15 -8 -8 + ’
-16 |— - 16
] - a
-9 e % 7 P
oL I Lo

Sl. 37 — Nomogram za refavanje S1. 38 —Ndmogram za reiavanje
kvadratne jed_naéine kubne jednadine

Primer. Tatke prave daju reSenja kvadratne jednaline
(5) 22—z—-2=0.

Jedan Koren, z=2, dobili smo, kada smo povukli pravu
saa=—11b=~— 2
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. u slucaju konvergentnosti. gornjih redova, slufe kao primeri

Za drugo refenje, prve u jedna&ini (5) tzvrsili nu i : ; :
rug je, prvo smo u jednagini (5) izvriili zamenu . intorpolacioni postupak. Oni omo gucuju da se odrede

z sa —z i dobili z22+2z—2=0. Uzmemo li zatim a=.+1,

_ S . p " : i i inu -vrednost - ar enta, x, Iz
b= —2, pravadaje u preseku sa hiperbolom tafku sa vrednoiéu _vrednosti funkcije za 'prQ!ZVOIJnU vr rgumenta, . X, ]
parametra + 1, odakle zakljudujemo da je drugi koren jedna- . oblasti konvergentnosti, ako su poznate vrednosti funkqge i njenih
Eine (5) ~ 1. L i : ~ izvoda za jednu odredenu vrednost argumenta.

, Za kubnu jednalinu z3+az +b=0 imamo, mesto hiper-
bole, krivu treceg stepena, &ije su parametarske jednadine (za -
p=4) x=4(1-2):(1+2), y=—z%(1+2). Ovu krivolinijsku .
S skalu moZemo nacrtati po tadkama sa oznadenim vrednostima -
' parametra z oko njih. ‘ . '
- Na slici 38 pokazan:je nomogram za reSavanje kubne

Cesto, medutim, nisu' poznate vrednosti funkeije i njenih
jzvoda za jednu odredenu vrednost argumenta; date su samo
vrednosti funkeije, f(x), ali za viSe’ vrednosti argumenta, na-

pr., pomoéu ovakve tablice

jedna&ine. , x ’_Txo | x | x, \ b | | n
Primer: Potezaste linije daju reSenje jednadine J(x) l Yo | yr \ Vs \ S | o | .- ‘ Yn |

‘ $—13z-12=0 ; , : _ e K ‘
I8 i avili ' , i i ; 2Ll ' ¢ i ba odrediti vrednost funkcije, f(x),
Ak pri femu smo prvo stavili a= — 13, b= — 12 i dobili pozitivno Pomodu ove tablice tr;_ gaosc e o irtaivala,
l- o reSenje z;=4. Zatim smo izvrSili zamenu za z sa —z i dobili za vrednost argumenta, x, koja s ' :
il ] Eimo 5 i istili srf ' : ‘ no ne poklapa se ni sa jednom od vrednosti tablice.
il | jednacinu z3—13z+ 12=0; iskoristili smo pravu sa a=—13, _ > . mm oc Y e | _
i b= + 12, Preseci ove prave sa krivom daju dva reSenja: 3i 1; - U praksi jé n‘?mél@o va¥an slu_é.aj k__ad _v(rie.n_osn 1xi)(’ . x;l,’
“ N ovim refenjima konatno odgovaraju.dva reSenja: zy=—3, Xg, '+ v, Xn Gine ‘aritmetitku progresiju, tj. kad je razli :11,6_3
:i‘ | ‘| zg= —1 naSe polazne kubne jednadine. - v izmedu dve susedne vrcdnos_t; “argumen a ista. To je slutaj
\" ‘ y ' | ' tablice jednakih intervala. Mi Cemo se samo na takvom slufaju
I il Vezbanja: . . ‘ - | o -

zaustaviti. - . _ I s

Kad je dat nizta¥aka M, (%, Yo)» M1(¥1, ¥ Ma (%3, ¥a)s
o+, M, (%, yn), koje predstavljaju pod@tkg tab}lce; osnovna
metoda interpolacije sastoji se u odredivanju krive sa jedna-
tinom y=g (x), koja treba da prolazi kroz sve date ta§kp.
Posto je u takvom obliku zadatak neodredcn,_ jer takvih krivih
moZe biti vife, potrebni su i dopunski uslovi.

Najprostiji je sluéaj kad je furkcija @ (x) polinom

" 1. Da li logaritmar ima nomograme? _ : ;
2, Precrtati na dobru hartiju nomograme za reSavanje kvadratne i
kubne jednadine i veZbati se¢ u reSavanju takvih jednalina. ‘ !

- 4.6. Interpolacija

Ako je dat niz vrednosti .funkcije, f(x), u intervalu
o « X< B, no nije poznat matematitki izraz same funkcije u
tom intervalu, postupak kojim se' odreduju, tj. izralunavaju,
vrednosti ove funkcije za proizvoljne vrednosti “argumenta
X, u tom intervalu zove se interpolacija.
‘ Ako sevrednost funkcije traZi za vrednost argumenta, x, koja
izlazi iz naznadenog intervala, postupak se zove ekstrapolacija.
Poznati obracci, Tajlorov 1 Maklorenov, -

: J_’(a+x)=.f(a)+xf’(a)+;c—:f"(a)+ S -

FE AR
Rt

s

(1) eX)=P(x)=up+uy X+ Uy X2 A Uaey xf“1+u,, x",

sa n+ 1 neodredenih koeficijenata: ug, Uy, Ug .- -Un—1s Un-

Ove koeficijente treba odrediti iz uslova da kriva sa Jedna-

ginom y= ¢ (x) mora prolaziti kroz sve date taé}ce, a pri tome -

- . biti najniZeg stepena. Ova kriva zove seé genera(tsana parabo{q;

" za n—=2 ona .se pretvara u obitnu. parabolu. {nterpolacya

pomoéu ‘takve krive - zove se parabolitka. Za polinom prvog -
‘stepena interpolacija je linearna. . : _ -

T -_ L i
i

i

o L

FE SO+ xf @+ 2 f7 ) -

b
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Za odredivanje koeficijenata uy, 4y, Us,. .., Up.y, U, kod
polinoma (1) moZemo se posluZiti sistemom n+ 1 linearnih
jednatina

Y=gt uy X P4y T,

(i=0,1,2,...,n).

Takav put za izraSunavanje koeficijenata ima dva nedo-
statka. On je, prvo, dug. [, drugo on ne omogucuje da se
oceni gre$ka i da se zaustavi rad samo na -potrebnom broju -

- tafaka, pri pribliZnom izraunavanju.

Posto_u drugi nalin interpolacije, zasnovan na obrascima
izraZenim ne pomodéu samih funkcija veé pomodcu takozva— ‘

nih razlika.

Oznatimo sa Af(a) razliku f(a+h)~f(d)=A f(a) gde

_]C h prlrastaj, uvek isti, argumenta funkcije f(x), 1 nazo-

vimo je prva razlika, ili razlika prvog reda. Ako wunapred -
znamo na koju se funkciju ona odnosi, moZemo kratko pisati.

A. Ako je f(@) =y,, f(a+h)=y,, za razliku 1mamo Y1i—YVo=
Ay,. Iz ove jednaline sleduje y;=y 0+A Vo Ako sad

obrazujemo razliku, y,—y,, izmedu narednih -vrednosti funk-

cije, moZemo staviti y,—y,=Ay,. Razlika, A y; —Ay,, izmedu

dve uzastopne prve razlike &ini drugu raeziiku, ili razliku

drugog reda, i oznafava se sa A%y,, dakle,
Azyo Ay;=Ay,.

Ako stavimo u ovu jednadinu vrednosti prvih razlika
dobi¢emo jednalinu A?y,= (ya —Jy1)— (=Yo)=y2—2y1+¥ 4
Ako zatim uvedemo treéu razliku ili razliku treceg reda,
A3y =A%y, — A%y, ona se pomoéu ordinata ovako izraZava

Alyo=a—2¥+ Y1) —(Ya—2y1+Yo) =Va—3ya + 3y1—
Za letvrtu. razliku bismo bez. teSkoce dobili obrazac
Adpo=y,—4y5+6ps—4y1+,.

Vidimo da svaka razlika moZe biti izraZena pomoéu
osnovnih ordinata i da su koeﬂcuenn jednaki koeficijentima
Njutnova binomnog obrasca.
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'U'praksi se uzastopne razlike izratunavaju po shemi

Xo Yo
¥ A-‘]nl
Xy Py - Ay, :
Ayy g Aa_:‘"o Al _ "
Xy ¥ A%yy A%Yo
T Ay Ny Ay
Xs Vg . A% Aty, Ay,
Ay, A3y, Ay, -
Xy Ya Ay, Aty,
i~y Ay, Alys 4
sz i Az)’q :
A y5
B xe Vs '
Njutn je predloZio mterpohsanje funkcue pomoéu poli-
noma oblika :

@ vy (x)N‘P (%) = Co+ €3 (x— Xo) + €2 (x Xo) (X— x1) + -
ey (x—X) (x X1) (x Xg)+ .ot Cna(x— " Xp) (X — X1) - .
oo (X = Xn )+ Cn (X — Xo) (x x)... (x— Xn—1)>

‘gde su Co; Cy1, €z - <9 Cnys Cn stalni koefxcuentl, koje treba

odrediti iz uslova da krlva y= q;(x) prolazi kroz n+1 datu

- tagku.

Ako u jednatinu’ 2) stavimo _]edno za druglm X = Xq,

- x=Xy, X=X itd., dobicemo snstem jednadina

Yo= Co»

Y =Co+Cy (X, — Xo),

Yo =Co+ C1(Xa— Xo) + Ca (xq— xo) (xg — X1)5
Vg = Co+ €1 (X3— Xo) + C2 (xg — Xg) (Xg— X1) +
+ ¢ (25— Xo) (X3 — X )(X3 = Xg)

Iz datih jednadina izvodimo: .
—yo Ay . _yam20t X A%

Co=Jo> Cl=__ o3 B - 2 K2 MA2
F == :
¥ —3y2 +3y—Yo_ B0
: ey=" 3R AR’
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. Sa izratunatim koeficijentima polinom ¢ (x) mo¥emo U natem slutaju je h=1 te, prema ki oS
napisati ' ' - : . imamo m=—. o .
. i " | ‘ :
Prema obrascu (3) bice : ‘
f(a)=yo=log24 = 1,38021

mA yo= % .0,01773 = 0,008865

N A Ay, s
. y(x)..m q:(x)_zyof—'l—:—’g(x—x0)+2—2‘;-(x—x0)(x-xl)+

n! A"

- Tako izgleda Njutnov polinom, &ja kriva prolazi kroz = -
n+ 1 datu tafku. '

i +'£¥—°'(x—x°) (X—%,) + (X = Xn_y).

| mm=1) o, _ 1. _0,00070=0,000087
Napisani Njutnov interpolacioni obrazac -ponekad se izra- o2t 8 ' ,
Zava i u drugom obliku. ‘ \ . : i > 1 :
Ako, mesto vrednosti x, uvedemo broj m pomodéu m(m—1)(m— )AS = _6.' 0,00006 = 0,000004
obrasca ’?‘hxo ;m; odakle'je X—Xq=mh, sve ostale razlike 3t

' 1og24,5=  =1,389166~1,38917
Taj broj éemo naéi u logaritamskim petocifrenim tabli-

~cama. ' . B T

. U Njutnovu obrascu iskoris¢ene razlike sgsta_vljgme su od

1 uzaétophih -narednih vrednosti funkcije. MoZe se )medutgnr

izratunati vrednost funkcije i pomoéu u;astopmh ;‘)ret.hc-)dmh

vrednosti funkcije; a i pomodu simetriénih vrednosti, t. jedne

~moéi ¢emo izraziti ovako :
| X—Xy=X—Xyg— (X;—X;)=mh—h=(m—1)h,"
X=Xg=(M—2hy..., Xx—Xn_p=[m—(n—2)]h.

| | Sa ovim’ vrednostima za razlike, Njutnov interpolacioni.
obrazac postaje : . : ' :

' N 2 5 ?fn("'ﬁ;— 1) IR aredne i odgovarajuée prethodne. Prema tome kc_>je se;az’!ikq

3 )‘-- Yy~ @ (X) =yo+mAye+ Y Al Yoot Ezim’aju, 'dd)gijaju se i odgovarajuéi specijalni interpolacion:

" : o A Y L obrasci (Gauss'ov, Stirling’ov Bessel’ov, i dr.). Necemo ulaziti u
4 m (m‘—, ... [ml'f (n—1)] AR s razmatranje tih obrazaca. ’ ' .

o : Zaustavimo li se samo na prvoj razlici.,'_Njut_noV obrazac
daje. (ro—a). fla+mh)=f(@+mbf(@ ili y=yo+mby,.

To je obrazac za

Primer: Uzmimo da treba izradunati log 24,5 pomoéu
logaritama brojeva 24, 25, 26 i 27, koje uzimamo iz logari-
tamskih tablica. : :

linearnu interpolaciju; on V‘x’
MG : se obitno primenjuje u -
Obrazujmo tablicu . o logaritamskim | drugim
* log x A A s tablicama, gde su date,
24 1,38021 , obino sa strane, i pomo¢- » s
0,01773 : ne . tablice sa oznakom P. ma; 1
25 1,39794 — 0,00070 P. (partes proportionales) ~ —If(ath)
. 0,01703 , . 0,00006 sa izratunatim vrednosiima fe x
- 26 1,41497 . —0,00064 ' proizvoda m A y,. Grafi¢ko p a+mh _ath
o 0,01639 = tumadenje ove formule pri- _ .
27 1,43136 o kazano je na slici 39. " SL 39 — Linearna interpolacija
P B LY
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Ako ‘uzmemo u obzir i drugu razliku imamo obrazac
parabolitke ili kvadratne interpolacje -

mm—1)

fla+mh)=f(a)+m Af(a) +'—?— A“f(a)-

ili S :

. _ m(@m=—1
Cy=y,+mAy,+ (2' -):Azyo.
Kriva . interpolacije pfol_azi kroz tri taéke
a, yﬁ =f(a)!

. a+h! y1=f(é+h)a
a+2h, yo=fla+2h).

. Razlike imaju vrednosti

Ayy=f (a+h) —f@=y» —Yos
| Ayy=By1=BYo=y—20+yy.
Prema’ tome, jednatina parabole interpolacije izgleda

T () (reah)
—d oy (Hd)
PRCCR PP

Lako je proveriti-da ona zaista prolazi kroz oznalene
tri tadke. 3ty M, : >

< ‘Ako poletak koordinatnog sistema postavimo u tatku.
(a, y,) i koordinate . tatke u odnosu na novi sistem koordi-
nata oznaimo ca (£, %), pri emu za jedinicu duZine uzimamo
h, parabola interpolacije dobiva oblik e

X

' v)'=)’o+,

(P —2y1+ye)-

@ 1= EA - E G- 1) Mg,

Korisno je da se zna poloZaj ove parabole za razliite
vrednosti A%y po znaku, jer se tada moZe pribliZno oceniti
pravilnost izvedenih raduna.

Ako sa Ay oznalimo razliku izmedu rezultata parabo-
litke i linearne interpolacije, tj. stavimo An=n—EAy,, iz
jednatine (4) imamo g ;

5 . An=—kAY,,
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gde smo sa k* oznalili velifinu k?:?i(l —E), koja je pozi-

Iivné u intervalu 0<E< L _ A a
Jednatina (5) pokazuje da Ay i Aty imaju suprotne znake.

AS-lika 40 (Ag =A%) pokazuje karakter parabole intergolgcijc

za A?y,>0 i Apy<<0.

Sl. 40 — Uiicaj pﬁi-aboiiéke 'inierpolécije na rezultat iy
linearne inter_polacije : d

Za interpolaciju sa nejednakim iptervalima primenjuje se

LagranZev interpolacioni obrazac; koj izgleda ovako -

(x—%) (x— %) .. - (X—Xn) |
(Xo— X1) (xp— Xg) - - < (x0—Xn)

(X (x—g) . - - (X—Xu) -
(x,— Xo) (X1—Xg) . - (x; — Xu)
» .(x‘"xo)(x"xl)--'-(x—_;xn——l) .
T AT (26— Xg) (Fn—X1) - - (X, — Xp—1)

f(X)=y=Y,

Ya
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- Ako uvrstimo x = x,, dobi¢emo Y=y, i slino za d_rixge
‘viednosti argumenta; prema tome vidimo da LagranZeva funk-

« cija zaista odgovara krivoj koja prolazi kroz (n+1) date tatke
1 predstav]ja polmom n-tog stepena

Veibaﬁja:

1. Pomodu linearne interpolacije naéi vrednost logi, 6, 9443 ako su:
log;o 6,944 = 0,84161 i log106945 0,84167 i objasmtl postupak grafxékl

2. Neko telo se rastvara u vodj. Donja tablica pokazu;e koliko

procenata tog tela ostaje posle izvesnog vremena izraZenog u minutima.

Odrediti koliko je procenata tog tela ostalo posie 20 minuta.

¢ |7 |12 | 17 | 22 | 27 | 32 | 38
% | 837 | 72,9 | 63,2 | 54,7 | 47,5 | 41,4 | 36,3

3. Date su vrednosti funkcije e—x* za ove argumente:

x |-025 | 0726 | 027 |.028
“e—x | 0,9394 -| 09346 | 09297 | 0,9246

- odrediti vrednost funkcije za x-O 2561 pro&iém ua tom pnmeru hne-

arnu, kvadratnu i kabnu mterpolacuu

4. Transformlsana. Plankova jednadina, kOja postavlja vezu |zmedu _

tablice

‘energije zralenmja i ta.lasne duime, ima oblxk (ex —1)x‘y=l Pomoéu

x | 0080 | 0081 | 0,082
y | L1373 | 1,24711 | 1,3635

Odrediti vrednost y za x=0,0805 pomoéu kvadratne interpolacije.

2
dx

5. Elipti¢ki integral y=§v1:——— —
‘ —sin?esintx

ima vrednosti prema

tablici

« | 75 | 760 -7 | 18 | 1% | 8
y l 276806 | 283267 j 2,90256 J 2,97857 | 3,06173 | 3,15339

Odredm y za 76° 30’ sa istom taéno§éu -
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4.7. Pribliino diferenciralije i integrisanje
Iz osnovne defmxcue 1zvoda y funkcge y= f(x), i

i LGB F)

r= h-»O h L e xl—x

nepostedno sleduje da pribliZno, za’ 1zvod moZemo uzet1
odnos (y1 y):(x,—x),” koji odgovara tangensu . ugla 1zmcdu
sekante i ose x. o,

Ako je funkcua data graflékl, stavhanjem lenjira pravcem‘
tangente moZe se dobiti dosta tadna vrednost. izvoda. %

Najzad, ako je funkcqa data pomocu njenih vrednosti -
‘73 1 mz argumenata, moiemo upotrebiti interpolacionu formulu.

x
Ako u Njutnovo_] formuh (3), (4 6), stavimo ' 71 = " ‘
moiemo naplsau o
b x x(x—h) ,

y(x)*“P(x) }’o r AJ’ofThrA_zyo+~

_Fx(x _h)y(x=2k) piyy s XER G2 G=3B) o
NS - A

leerencuanjem leve ‘i desne strane po x dobl_]amo za

] vrednost 1zvoda

-, 17, 1\ A%y, -
y'(x)~q> (x)=7[Ayo+(x—7h) P
1., Ay, (1 x3 3 an . 1 3)A4y0 |
Sope)t e (2o xs_ T oepq it x k- — B304 L.
+3h)h2'+(6 4x 12 4 K3 ,

(1x2 xh it

_Za x=0 imamo
1 1 [ e o
y(0)w<0) (Ayo——z-A’yo+—3—Ay——Ayo )
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Refimo jedan primer. '
Naéi za a=35,0 izvod funkcije date tablicom

) I N S S - O S S I
50 | 0,0 | 148,413 _
: . ] 715,609
51 | 0,1 | 164,022 1,641 o
_ ‘ 17,250 0,174 _
52 |02 | 181,272 | - 1,815 |- 0015 | .-
. A o 19,065 . 0,189 ' 0,009
53 | 0,3 | 200,337 o 2,004 0,024 :
o . S ) 21,069 : 0,213
54 | 04 |221406 | 2,217 ‘
23,286 :
55 | 0,5 | 244,692

Prema gornjem obrascu treba izraunati
(@)~ '(0)——1—'(15 609— L. 1,641 +-L.0,174

L N ) e o 31
'—%-0,015 +% 0,009)= 10 (15,609 — 0,8205 + 0,058 —

- —0,00375+0,0018) ~ 10- 14,84 ~ 148,4.

Sad mo¥emo dati odgovor na zagonetku: za§to je dobi-
vena vrednost izvoda pribliZno jednaka vrednosti funkcije,
tj. f(a)=148,413 ~ 148,4 ~ f' (a)?

Naja tablica daje vrednosti funkcije e*; poev od %o,
i prema tome vrednosti izvoda treba da budu jednake vrednos-
tima same funkcije.

Nave§¢emo jos jednu vrlo oStroumnu grafitku metodu-
za odredivanje izvoda date funkcije. Tu je metodu dao Slabi
(Slaby).

Na milimetarskoj hartiji nacrtajmo graﬁk date funkcije
(sl. 41). Sliku pokrivamo’ prozirnom hartijom. Na toj hartiji
kopiramo datu krivu. Zaiim pomaknemo prozirnu hartiju u

praveu ose x za odredenu duZinu k. Sa prozirne hartije. pre- -

'nosimo krivu ponovo na milimetarsku hartiju, Dobiemo dve
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zvoda y' u talki M, od koje smo dobili tatku M’. Ako je

{uzimamo. za. ondmate, d6b1éemo krivu lmuu PO ko;a da)e
izvod. Nacrtanu “krivu PQ\ moZemo - pomaci ulevq za h; tako
- se ispod svake tatke . léOJa odreduje y nalazx vrednost y
grafiku* P'Q’. .
* "Predimo sad na pri-
iZno uraéunavan_]e odre-
“ denog integrala, -

J-_'.}f(x)fdx"

.28 koji znamo da mu

. odgovara povr§ina ome-

‘. dena krivom linijom, ¢ija je

" jednatina y=f(x), dvema

‘ordinatama i odseCkom

. ose x (sl. 42).

' . Ako razliku b—a

yodelimo na n jednakih

dclova, za svaku deonu taaku povuéemo ordmatu 1 tabke na

X
S

/]

’ " 11 Totegralni rafun ga primenams ' doh i ‘161'



- Povr§ine trapeza imaju redom vrednosti
— o +ydh Oty A s = (et - B
2 2 e
}—( L+ jh |
2 _y"—’l y" ) .
gdcjch(b d:n. . I
' Sabiranjem ov1h povrsma izvodimo obrazac
(XXVI) Iydxw ~——(b -4a) [yo+yn+2(y1+y2+

+ .. ._-I-y,,_l)].

On izraZava pravilo trapeza za izrafunavanje odredenog

, integrala. Zamena krive linije pravom, ma i na malom inter-

| ' ‘ valu, samo je prvo, najgrublje, predstavijanje krive -linije.
I
|

T ‘ - uzastopne- tatke povuéi parabolu (sl. 43)

' ‘ © . sa jednadinom’ y =a,+a;x + a;x®,
: Za odredlvanje koefxcljcnata para-

: bole kroz prve tri taéke 1mamo ove
y ‘Jg _]ednaéme R
. 3 Yo=a, . '
Rl (0 Y1=dy+ ah + ah?,

cy-?

. Ye=dy+2ah+ 4 ah’
SL. 43 — Povwrina , ' '

omedena parabolom Povriina omedena tom parabolom

izradunava se tatno __—
% . 2k D B T T
Gu—=1 ydx=] (a+ trx+ ap?) dx = | (a0x+——. PN azx3)=
0 0 : 0 2 . 3
) 4 .
= 2 h (ao *‘ alh +?.02h2) .
Dobiveni izraz mqiemo preg_istaviti-'_-ovako :

gl-=:—;- h (6 dg+ 6 ayh+ 8 agh?).
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Pri dubljoj analizi krivé treba kroz -tri-

- zbira yy+4y;+y,; prema tome moZemo- napisati

. ’ hi

71=— o+t 4ri+7).
; Ako mter'val'bi a podelimo na paran broj, 2n, deldva,
. kroz tri uzastopne tatke moZemo - konstruisati parabolu i
' izraunati povrSinu omedenu tom parabolom. Prethodni obra-
zac moZemo upotrebm za svaku od tih parabola. Ako sabe-

: mtegrala

' . b b -a , : :
- (XXVII) Iydxm 6 [J’o‘l')’zn‘*‘z‘(}’z'f‘yﬁ*‘.--- +
+)’2n—2) + 4 ()’1 +)’s+ +IYz'n 1)]

li¥no. wracunavanje odredenog mtegréla

' tegralna kriva (2) y- f (x)

Za obja¥njenje postupka prlmetléemo, prvo, da u slutaju
y=const.=¢, u Jintervalu- od x, do X, ‘na¥‘integral . mo¥emo
izradunati

Y= _[ya'x j‘ydx+,|'cdx Y1+c(x x,),

X1

gde smo sa Y, oznacili vrednost integrala u intervalu od «
do x,. Prema tome deo integralne krive u intervalu od x,
do x predstavlja pravu Y=cx+ (Y,—cx;) sa ugaonim koe-
ficijentom ¢; ova prava prolaz1 kroz tacku sa koordma-
tama X1, Y1

Na SllCl 44 data je odgovarajuéa konstrukcua, pri 6emu

‘pomoéu kateta: ¢= OA =1,

_u'o‘.

Lako. je videtj iz (1) da izraz u zagradi ima '\frednost,

. remo sve te povrsme doblcemo pr1bhznu vrednost nafeg

Napxsam obrazac mraiava Szmpsonovo pravilo za prib-

Pokazaéemo i grafxéku metodu ko_lom moiemo konstru- i

=r: flsan mtcgralnll knvu Y= Y(x) j f (x) dx, ako Je data podm- ‘

'je' ugaoni- koeficijent prave konstrulsan s leve strane ose y
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Predlmo sad na proizvoljnu poclmtegralnu funkcuu (2)
sa graf;kom u Dekartovu sistemu koordinata (sl. 45).-

~

“*\ |
A\
=

R T Tr
=

o
lO

X
SL. 44 — Integralna prava za y=c
Podellmo nasu krwu na delove sa monotomm ponaSa-

njem podmtegralne funkcije. Sem toga stavimo deone tatke u
prevojne tacke, u ekstremne tafke i u tacke preseka sa osom,

jer ovim tatkama. odgovaraju ekstremumi integralne Kkrive. -

4 7 ol lc g
I \ ~¥ ; \
.' = L "-W-NQ
7 Pz, a4 [ (%
- /R |
(& |
4
m/r/ Y
4
A 1_o|G
- Bs As
v a U As

SL 45 — Grafitka inteﬁracija_

Neka to budu tatke A,, A4;, ..., Ag Izaberimo na svakom
delu tatke By, B,, ..., By tako da, po moguéstvu, ordinate
svake tafke daju visinu pravougaonika jednaka odgovarajuéem
delu nafe povr§ine. Prava §to prolazi kroz svaku od tafaka
B i paralelna je sa osom x izjednaduje nadu povriinu sa povr-
Sinom pravougaonika; na slici su ¥rafirane one povriine koje

dodajemo i oduzimamo za ovo izjédnadenje. Ordinate.tataka .
B daju vrednosti ugaonih koeficijenata onih pravih koje. na
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svakom delu dﬂ_]u odgovarajuéu povriinu. Konstrukcua pravaca
yrii se s leva pomoéu dufine OA=1. Dobivenu izlomljenu
liniju moZemo ‘izravnati 1' zameniti krivom, imajuéi u vidu da:
.tactka C; leZi na osovini x, jer je za taéku Ay povrﬁ'majcdnaka-
- nuli; tatka C, je prcvcuna tatka naSe Kkrive = Y (x), jer je
u ovoj tatki ¥ =y'=0. U tagki C, funkcua Y ima ckstremum,

-Jjer je za ovu taéku Y'=y=0.
~ Veibanja:
1. Iz tabelamih vrednosti funkcije .
x | 31 | 32 | 33 | 34 | 35

S | 343399 | 346574 | 3,49651. | 3,52636 | 3,55535

" 'na.él vrednost 1zv0daf (x)za x= 31 i potvrditi jednaginu [/ (x)- Xl—3 =1
2. Metodem crtanja grafika i njegovim pomeranjem (Slaby) potvr-
: dm Jednaému (sin x)’ = cos x. o
3. Izratunati priblizno, pomodu pravila trapeza i Sxmpsonova pravila,
povrSinu &stvrtine kruga polupre&nika 10 cm. Ordinate izraunati pomodu
vrednosti sinusa. T\u istu povrSinu izradunati graficki.’

05

4. Izradunati mtegral j \/ 1 =% sm’x dx, na osnovu tabllce sinusa: .

w/6 w/4 1:/3' 5 ;c/12 /2
V272 V372 0,96593 1

x 0 w12
sinx 0 0,25882 0,5

- sa Cetiri decimale.

1

5
5. Pomoéu 1zraéunava.n3a mtegral j‘ e brimenom Simpsonova
: :

pravnla potvrditi jednadinu In 5=1 609.

4.8. Metoda; najmanjih kvadrata

U Matematici problein smatramo za odreden, ako je broj
jednagdina za odredivanje njegovih nepoznatih jednak broju
nepoznatih, i ako dokaemo da zaista ove jednadine daju
odredeno reSenje tog problema ( teorema egzistencije).

! Ako je broj jedna¢ina manji od bro_|a nepoznauh problem
Jje, u opStem sludaju, neodreden; on moZe imati viSe reSenja.
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"Da li ova i'e§enja odgovaraju problemu ili ne i,"ako odgovarafu,

koja reSenja ‘treba iskoristiti — to- su pitanja na koja moZemo

" odgovoriti samo ako- imamo dopunske uslove. Poneckad se
-trail odredivanje -svih moguéih refenja u potpunosti. .
" Najzad, broj jednadina moZe biti i.veéi-od bro_]a nepo-, '

znatih.. Ako neke jednadine nisu zakljuéci iz drugih i ako dati
sistem’ jedna¥ine uopSte ne moZemo zameniti -ekvivalentnim

sistemom ' istog broja jednalina i nepoznatih, prbblem je-
‘preodreden. ‘

Primena Matematike. na razna praktxéna pxtan_}a cesto
dovod1 ba§ do slutaja preodredenih problema :

Uzmimo najprostiji prxmer

Pretpostavimo da su merenja nepoznate duime x dala

tri rezultata I, l,, ls Tada nepoznata x treba da zadovol_u Ari
_]cdnaéme :

Za Jednu nepoznatu imamo- tri Jedna\.mc Probiém je

preodreden. Sa matematitkog gledista ovo je nemoguce. Jedna-
Cine su nesaglasne. Otkud dolazi ova nesaglasnost? Jasno je da

. ona potie od nesavrienosti na$ih merenja; pri svakom merenju

moZemo uéiniti greSku. Za meru greske, kao §to smo videli,
uzimamo razliku izmedu rezultata merenja i nepoznate prave
duZine. Ako sae,, €2, € oznatimo greske nasxh merenja unamo

(1) : l '—x—sl,’ [2—x—€a, la_x 53-7

To su tri - jednatine sa ¥etiri nepoznate; e,, €, €3 i X.

Preodredeni problem je postao neodreden.  Formulisan kao
neodreden on viSe odgovara stvarnosti, .jer zaista u svakom
merenju moZemo. ufiniti greSku, a ova greska ostaje nepoznata,

dok ne znamo pravu vrednost duZine x.
Za pretvaranje naSeg problema u odredeni, potrebna je

jo§ jedna jednadina; ona bi izraZavala -dopunski uslov, naime

na koji nain u izralunavanju x treba uzeti u obzir dopu§téne
greSke e, €,, 5. To se moZe udiniti na vise nadina. Mi ¢emo

se zaustaviti na metodl, ili, kako se to kaZe, principu najmanjih

kvadrata; taj princip je formulisao Gaus (Gauss). Princip po-

" stavlja. kao uslov da zbir kvadrata gre§aka ‘bude najmany
-y na§em sluéaju treba da bude - - Tk " A

2+ 822 +<~:3 = Mm

166 ..

| ¥ odakle je

- Ako stav1mo vrednostl gresaka iz (1), doblcemo _
(N ——x)“+(l,,—x)2 (l —x)z—Mm

Za odrcdwamc ekstremuma (Min.) nase funkcxje treba

~ uzeti izvod po x i 1z;edna01t1 ga sa nulom. Kako 1zvod ima.
- vrednost

—2m~@ 2@—ﬂ 2@—ﬂ

" za odiedivanje x lmamo _]ednaému

= +Q—x+k—x 0

X :__.,1 + [;‘—-—+ 13 B

tj.. prema principu najmanph kvadrata za pravu vrednost

" du¥ine treba uzeti aritmeticku sredinu svih merenjima dobi-

venih vrednosti za tu duzmu

"Ovaj rezultat je toliko vaian da se metoda na]manjxh
kvadrata, &esto, zove metoda aritmetickih sredina. -

Osnovni problem matematike koji se resava pomocu
metode najmanph kvadrata- SaStO_]x se’u’ ovom..

Dato je' n _]ednaéma

fiGe v, 2, ...

sa m nepoznatih, pri tome je n>m. ..

Naéi vrednosti nepoznatih x,y,z
funkcija

):Q o z12, . n
. tako da v.redqosti

(2 )= P12,

- najmanje odstupaju od nule 1. plema prmmpu ‘najmanjih

kvadrata da je
2re?a .. tet=Min
Raéélanlmo na¥ problem na dva slucaja
1. Shidaj hnearmh jednaéina. Radi Jednostavnueg 1zlaganja- :

zaustavxcemo se na slu¢aju linearnih jednaginasa dve nepoznate
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Neka je dat niz jedna&ina
C @X+byy+e,=0,
d2x+b=_V‘§- C2 307

............

' a,.x+b,,y+c,,—-0

Znamo da ne moZemo naéi re§enje koje zadovoljava
sve ove jednadine, nego potrailmo sve one vrednosti x i y

 koje za jednatine ‘

, ax+biyte,=¢,,
(2) aaX + by +cy=r,, -

..........

‘ X+ by +Cr=e;

daju e L

| ’ ! ) ef+e+. .. +ef=Min

! .

(l ' Ako uvrstimo vrednosti (2) u.zbir (3) dobi¢emo funkcqu

1l | F(x, y)=(a;x+ by + 1) +(@aX + boy+ € ) + . .. + (@nx + by + cn)?,

koja treba da ima minimum. Kao $o nam Je poznato (II; 2.31)
uslovi za ekstremum funkcije F (%, ) izgledaju ’

7

U nafem sludaju oni daju (skratili smo sa 2): o
L@ (@1x +b,1y + ¢1) + ay (agx + byy + )+ ...+
+ay(@,x+ by +c,) =0,

i bx(aix+b1y+cl)+bz(aax+b2Y+cz)‘f’- <ot
+bn(anx+b,._}’+£‘,.)=0.

C))

Upoznaéemo se sad sa narofitim oznakama, k }
juj : oje se upo-
-treb]_]uju u metodi najmanjih k¥adrata: | je s l.lpO

168

cFal,
e ot anby,

-+ 8sCx,s

[ea] = ay* +as* + ..
fab]=a,b; + agby -+
[acl=aycy + agcs + .
itd.
Sa tim oznakama jedna€ine (4) dobua_}u Ob]lk
[aa] x -+ [ab] y + [ac] =
[ba] x + [6b]y +[bcl=

 Refenja’ ovih jednaina daju traZene vrednosti x i y.

II. Opsti sluéaj. Ako date _]ednaéme nisu linearne vec"
proizvoljne funkcije '

(5) ﬁ(x5 )’) 0 i"“l 2 ..-'.’.n
problem se svodi na prethodni sluéaj I to ovako,

1. Nademo, prvo, pribliZno resenje. koje éemo oznaém
sa x,, ¥,- To refenje ponekad moZe biti ocigledno. Ako to
_ nije sluaj, mo¥emo ga dobm resavajucx, po izboru, samo dve

jednadine. / i
Tatnije reSenje. predstavljamo zatim u obliku
x=x,+h, Y= Yo + k.
Uvrstimo ll ovakvo reSenje u nase jednadine (5), dobi¢emo
Si(xg+hy, yo+Kk)=0. _ !

- Primenimo sad Tajlorovu-teoremu i zaustavimo se samo
na ¢lanovima prvog stepena. Tada <¢emo dobiti jednacine
linearne u odnosu na A i k % ‘ 1

)b () et =0, =1, 2 o

ox

~.gde su (j) i (ij) vrednosti delimidnih izvoda funkcije
0 x/, oy

Si(6:y) 72 X=Xy, ¥ =Yy
2. Iz napisanih Jednaéma moicmo, prema prcthodnom
sluéaju obrazovau aormalne jednadinie u Obll]ﬂl

[aa) h + [ab) k + [ac] =
[ba) h + [Bb] k + [Be] = o,
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_ A :
Ji' ~ - gde su ; RS Tablica integra,_l_sg LY
! ' o (OS1NE (0fe\ o (o) LT ' .
| | (50 + (G +(55): (0 £FE =103 17 dx= F(x)+C
i A .- LS dx, A—const.
-‘. | [ab] = (afl) (‘i) *-'(%) (ﬂ) + ""*(OJ’") (gf_) “itd () JASG)dx=ATf(dx, A=const
|‘ . Ox/g\oyly Ndxig\oyly : 1 Nox/,\oy/, (131) I(u:i:v)dx Iudx:l:]'vdx T
i ’ Resenja normalnih jé(‘i.‘naém"a'vpreds‘ta\lll_;aju pribliZne vred- (IV) [ x" dx= x"+1/(n +1D+C, "?& - 1 -
! " nosti  nepoznatih- & i k. -Ako jeRtacnost . dobivenog - resenja- s h
: : nedovoljna, treba - istim. postupkom potraZiti . novo. reSenje;

(Ivas)f —=logx+ C
polazedi od reécnja L

(V) ferdx= e"+C (Vbls) Ia"dx axlloga—l—C
(VI) [sinxdx= —cosx+C (Wb’s‘)jcosxdxf;,_§lggc+ C.

_tgx+c (vnbls) f

Ako novo resenje uzmemo u obhku

x1+h1,- }’1+k1, ,.——cotgx+C.

sin x

1| za.velidine hy i ky ObraZUJemo Ponovo normalne Jednaéme sa
' ‘j | | novim koeﬁcuentnma, gde Jc‘ napr .
(“‘)
0x

-G (52

pr1 gemu su
vrednosti delimi¢nih izvoda funkeije f; = (x, ») 28 x=x;, y = .

— e e
—

—arctgx+C arc:cotgx-{—C1 =

(VIII) f

' (IX) j———log }¥+C

————

e e

o

—arcsmx+ C= —arccosx+C1

(X)f =
(Xl)fVl —log(x+l/1+x2)+c

. ]
Veibanja: (xIbls) it S log (x + Va + xz) + C

. Nadéi . pomoéu mztode najmangih kvadrata re§en_|a OVIh Jednac‘.ma

1. 500 x— 72!-0 501 x-720=0, 502x—-722=0. 2. 150x+122y 30;
18,2 x — 64y=l3 50x+90y 154. 3. 128mx-105my=1~02
smx cosy==0 45; tg’x+coszy 109 .

—

(XI1I) If(X)dx If[ (Z)]CP (Z)dZ—F(Z)+C F[¢(x)]+C
. x=e() 2=9(0)- "
(XIII) Iudv—uv—]‘vdu

(X1V) Q- fydr={76)dx ='|’ F@=F )~ F@)

4, . x-— y+Zz 3=0,, . -Gausov pnmer iz Theona Motus

3x+2y-=5z- 5 0, S . §184 (V. V. Miskovid).
Ax+y+4z-21=0, = - T e

—x+3y+3z-14=0."
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(XV) @=1Trae.
: 28

) ,
(XVI) L=[yT+y7ds,

(XVII) L={Yrsride.
. 9, ‘

XV

(XIX)

- (XX)

(XXID)

(XX1)

(XXII)

(XXIV)

(XXV)

, N
Venfytdx.
b o
S=2nfy}y1+y2dx
14 —_—
L=]‘_Vx’2+'y'2+ Z'? du.

i/(@ dx=f(E)- (6—a).
b

® b : b. I s

f (aIf(x, %) a_'x) di= ({ fn) da)dx:
Ef("x.)dx=fuodx+f'u1dx+ v +? u.,.dx+'
L) X0 X, Xy ;

+...=Ug+ Uy +.. .+ Up+...=F(X).

f(x)= % a,+ X (a; cos kx + by, sin kx).
s k=1

‘ 1+ . ] t= i
ty=—1 S dx, a=— [ f(x)coskxdx,

b LY 760 sl T b,
T - - _

(XXVI) Jydm;—(b—a)[yo+y,.+2(y1+ |
. a n . - a
+yst+.-. +yn-1] - _
b - _ . S
(XXVIT) {ydx = 6=0) Dot en 200400t
' L a n . ‘ _ X

+ Yen—g) + 4()’1_’"3’3"*‘_ o+ Yan—) ]
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-—  odreden 165
'~ — . preodreden 166

—  'prva, druga itd. 152

e
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Srediste masa 90

Regula falsi 134

Refenje trivijalno 127

Rezolventa jednadine éewrtog ste-

pena 132
Runge 118

Sinus integralni 48

Slstem jedna&ina 123

— aomogeni 127
~— neodreden 126
‘— . odreden 126

— ’protivurean 126
materijalni 56

NENN

_ Skala krivolinijska 148~

" podeljena neravnomerno 145

ravaomerno 145
— polulogaritamska 147 _

Slabi 160 . '

|

‘Tabllca elementarnih mtegrala 12

— ' jednakih intervala 151]
Tatka materijalna 86 -

Teorema Dirihleova 116
= egzistencije 165
— Njutna-Lajbnicova 39
— ' VajerStrasova 111
Teoreme Pappos-Guldinove 93, 94
TeZiite tela 90
Ton visi 113
— osnovni 113 .
Trapez krivolinijski 38

Vektor poloiaja optereéen ma-
som 89

Viednost parnkulama neodrede- o

nog integrala 11 >

. Zaokrugljivanje broja 97 *

Zapremina elipsoida 82 .
—_ obrtnih tela 82 -
— tela 81
— =~ od plota 81
Znak integrala 11
dvostruke zamene 40

ANTON BILIMOVIC o .
ELEMENTI VISE MATEMATIKE III ‘ 9

INTEGRALNI RACUN SA PRIMENAMA

Tehni€ki urednik .
JUGOSLAY BOGDANOVIC |

Izdanje: Novinsko-izdavatko preduzeée = i
., Tehnitka knjiga®, Beograd, 7. juli 26/1

Stampa; Beogradski-grafitki zavod, pRER= |
Beograd, Bulevar vojvode Migi¢a 17 i

Stampanje zavrieno februara 1962. -
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