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"PREDGOVOR

Ova, éetvrta knjlga ,,Elemenata ViSe matematike posve-
éena je onom delu Infinitezimalnog raduna, koji se esto izdvaja -
iz tog rafuna u zasebnu oblast pod nazivom ,,leerencxjalne
jedna&ine*, pri &emu se i ta oblast deli na Teoriju obitnih
diferencijalnih . jedna&ina’ i Teoriju parcua]mh dlferencxjalmh
.. jednatina. Teoriji parcijalnih diferencijalnjh jednalina sa svo_]e

.. strape redom se deli na dve grane, sa raznim sadriajem i raz-

o ligitim. metodama Tte$avanja. MoZe se re¢i da je prva: grana -

. analogna Teor131 neodredenog integrala, jer se relenje traZi u
obliku koji zavisi ili od proizvoljnih konstanata ili od proiz-
. Voljnih funkcija. Diuga. grana odgovara odredenom integralu,.
" ali sa tom razlikom $to su uslovi, koje treba da zadovoljava

refenje, mnogo komplikovaniji. Po§to ba§ ta, druga, grana igra
. ‘prvenstvenu ulogu u matematitkom proutavanju prirodnih pojava,
~ naro&ito fizi¢kih, ima i svoj narofiti naziv — ,,leerencxjalne
jednadine Matematléke fizike*.

Izlaganja kompleksa problema i 1deja Teorije diferenci-
Jalnih jednacdina, ¢ak i u sasvim elementarnoj, po&etnoj formi,
vrlo su te§ka, jer sam predmet zahteva ne samo dublje razu-
mevanje funkcionalnih veza, veé i izvesnu vi&nost u pracenju
i vrSenju osnovnih operacija Infinitezimalnog racuna.

No i najskromnija savremena predstava o znaaju celo-
" kupnog Infinitezimalnog ra¢una imperativno nalaZe uklju€ivanje
i elemenata Teorije diferencijalnih jedna&ina, i obi¢nih i par-
cijalnih, ve€¢ u prvi ciklus Vi¥e matematike. Iz tog razloga je
pokuSano, u ovoj &etvrtoj knjizi, da se, preko jednostavnih
.. wizlaganja bez u$trba po znalaj ideja, veé, naprotiv, sa uvode-
{“njem novih ideja (npr., vektorsko integrisanje), &italac dovede
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do jezgra Vide matematike — do Diferencijalnih jednadina,
stvarnog matematic¢kog aparata svakog matemati¢ara, mehani-
Eara, fizidara i tehnidara. o :

Knjiga je podeljena u dva dela: Prvi deo je posveéen

tzv. obiénim diferencijalnim jednadinama, gde se proulavaju

- veze izmedu jedne ili viSe funkcija i njihova izvoda samo

jednog argumenta. Ogromna oblast Mehanike, gde se proutava
kretanje objekata, &iji se poloZaj odreduje kona¥nim brojem

- koordinata sa jedinim argumentom — vremenom; u suStini se

bazira na primenama obi&nih diferencijalnih jednaéina. Drugi
deo je posveden teoriji parcijalnih diferencijalnib jednadina,
gde se proudavaju veze izmedu funkcija, koje zavise od dva
ili vife argumenata. Prouavanje Mehanike promenljivih tela
— gasova, teCnosti, elastinih i plastiénih tela, iziskuje primenu
parcijalnih diferencijalnih jedna&ina, i to onog, specijalnog,
dela — Teorije diferencijalnih jednadina Matematitke fizike.

PoSto objaSnjenje mnegih prirodnih pojava stoji u vrlo
bliskoj vezi sa tzv. )
da ¢e biti od koristi da u ovu knjigu stavim neke pojmove
i primere iz tzv. Varijacionog racuna, ¢&iji matematic¢ki aparat
spada u Teoriju diferencijalnih jednatina. Uneo sam i jednu
dopunu, u kojoj izlafem po¥etne pojmove iz Teorije integral-
nih jednalina, koje sad igraju ogromnu ulogu u primenama
Infinitezimalnog rafuna na proudavanje prirodnih pojava.

Pri izradi rukopisa i ove knjige veliku pomoé mi je
ukazao prof. V. V. Miskovi¢, kome i ovim putem izrazavam
srdadnu zahvalnost. ' L o
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1.1. Postanak diferencijalne jednadine

Kao primer,. uzmimo jednadinu kruZne linije polupreZ-

nika‘--R6 sa centrom u poéetku'koordinata,

-

o x?+ y2=RE o -

 Sta izrazava dva_ jedna&ina? Ona izraZava .poznatu 0s0-
binu tadaka kruZne linije, kao geometrijskog mesta tafaka u

ravni &ije rastojanje od podetka koordinata ima konstantnu

vrednost, recimo, R; za drugu R,, za trefu R,, itd. Ako sad

postavimo pitanje: koju zajedni€¢ku osobinu imaju kr_ugo\yi,
bez obzira- na vrednost sjihovih polupreénika, onda u izraZa-
vanju te osobine ne sme udestvovati velifina R, koja karak-

.téri¥e svaki posebni krug. Prema tome za izraia.vanje trai_ene
~ osobine, velit¢inu R treba iskljutiti iz rasudivanja. Zato dife-

i

=AM

v
"

rencirajmo jednadinu (1) po x, i dobicemo

S 2x+2yy' =0,
odavde izvodimo
(2) x+yy' =0, ili xdx+ydy=0.

Napisana jednadina sadrZi, sem x i y, jo§ i izvod Y=

. =dy|dx, odnosno diferencijale dx i dy. Sa tog ra_zlogav se ona
zove diferencijalna jednaéina. Kako ova jednatina sadrZi izvod -

11
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samo prvoga reda, ona je diferencijalna jednalina prvoga reda.
Nasuprot ovoj, jednadina (1) bez diferencijala, jeste konalna
Jednadina. . .

Sta izra¥ava jednadina 2)? Polto je y/x=m koeficijent
potega OM tatke -M kruZne linije-(sl. 1), a y'=m; ugaoni
o o _ koeficijent tangente na
_krug u istoj tacki, jed-

‘padina (2) u. obliku
1+mmy;=0  izraZzava

<

M ortogonalnost tangente
N _ na krugu i potega tatke
y o dodira. Kako je jedna-

ska osobina svih kru-

¢etku koordinata. Pri-
metimo da ta osobina
moZe biti izvedena pro-
udavanjem krive samo

. 'SL 1 — Tumatenje diferencijaine
' jednadine kruga

u maloj, diferencijal- "

’ , . noj,oblasti okotatke M.
Postavimo sad obrnuti problem. Za krivu liniju je data
navedena geometrijska osobina ortogonalnosti, koja se izrazava
.. diferencijalnom jednadinom (2). Treba nali sve krive linije
koje imaju istu osobinu, izraZenu u Dekartovim koordinatama.
Za reSenje ovog problema dademo nafoj jednalini (2),
tedom, ove oblike: xdx + ydx =0, 2xdx + 2ydy =0, d(x* +
+¥?) =0, : :
® 2 x4y =0,

. Valno je konstatovati da su jednalina (3) i data jed-
naé_ma (2), u stvari, ista jednadina samo napisana u drugom
obliku. Medutim, iz jednadine (3) neposredno sleduje

W Coxypoc,

gde je C proizvoljna konstanta. U jednafini (4) nema vise
x.zvoda,‘ ali se javlja proizvoljna konstanta C. Jednalina (4)
Je relenje date diferencijalne jednacine (2). Svako reSenje dife-

12

¢ina (2) diferencijalna,
‘i izvedena osobina je:
diferencijalna geometrij-.

gova sa centrom u po- .

rencijiﬂns jednadine je njen integral: Ako integral sadrZi pro-
izvoljnu konstantu, on se zove opSii integral date diferencijaine
\F fednaéine, u natem sludaju diferencijalne jednaline prvoga reda.

Ako mesto C stavimo,. recimo, 4 dobijamo jednafinu

X2+ yi=4,

; "‘-ﬁ,"k.oja je isto tako_lre§enje‘ na¥e diferencijalne jedna&ine (2), ali

“'u njemu- vise nema proizvoljne konstante. Takvo se reSenje
" z0ve partikularni integral te diferencijalne jednaline. Jasno je
4" da iz opdteg integrala moZemo dobiti. beskrajno mnogo parti-
‘kularnih integrala. ‘v ' :

1.2, Proucavanje prirodne pojave ,,u malom* ‘
i izvodenje zakljuaka o pojavi ,,u celini*

: U prethodnom tumadenju pojma diferencijalne jednaline
. posli smo od konadne jednaline, koja jé izraZavala gegn_{etnj—
“'sku ¢€injenicu ;u celini®, tj. za sve kruZne linije, linije sa
. odredenom kona®nom ‘esobinom. Polazeéi od nje, presli smo
na proulavanje osobine ,u malom“, tj. u oblasti oko date-
tatke. Dodli smo do osobine tangente. e _

~ Pri proudavanju prirodnih pojava &esto je mnogo jedno-

' . stavnije postaviti vezu izmedu promenljivih veli¢ina u maloj
oblasti, u diferencijalnoj formi, izmedu diferencijala, pa potom,

" “ta¥nim ili pribliZznim raunom, doéi do zakljudaka o karakteru
- {pojave ,,u celini“. Kao klasi¢an primer takvog pocetnog pro-
ucavanja ,,u malom‘ uzmimo proces takozvanog prirodnog
ra§éenja, koji smo posmatrali u prvoj knjizi (I, str. 112).

_ Tako, ako masu nekog stabla oznadlimo sa M3 pa ova':
i u toku kratkog vremena df, poraste za .a_’M,.za taj prlr?,§tng
,,u malom* moZemo postaviti ovaj diferencijalni zakon rascenja

I dM =k M dt,

koji, naravno, pretpostavlja da je taj prirastaj proporcionalan
- vremenu d¢; da u njemu udestvuje celokupna masa 1}1 drveta,
kojoj -je priradtaj takode proporcionalan; da taj priraitaj zavisi

i od prirode drveta, ¥to se u zakonu izraZava koeficijentom

b3
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proporcionalnosti k, koji, pod odredenim uslovima, moZemo
smatrati kao konstantu. - . '

' Iz postavljene diferencijalne jednagine (1), kad -je napi-
§emo u obliku dM/M=kdt, odnosno d(log M—kt)=0, sle-
duje da je - " '

log M=kt +C,

gde je C proizvoljna integraciona konstanta.

Napisana jednadina izraZava opS$ti integral diferencijalne
jednadine (1). Iz te jednadine zakljuujemo da je M =ekt+C,
Ako vreme raunamo od trenutka kad je masa drveta imala
vrednost M,, izmedu Konstanata imamo relaciju: M;=eC, i,

prema tome, za integral, koji karakteriSe pojavu ,u celini®, ,

imacemo

(2) ' - M =M,e~.

- Jasno je da je u ovom sludaju prirodnije i jednostavnije’

- poteti proulavanje pojave ,,u malom‘‘ sa postavljanjem dife-
rencijalne jednaine (1). Pa zatim, putem rasudivanja, u datom
sludaju €ak uvodenja 1 transcendentnog broja e, i primenom

postupka integracije doéi- do rezultata (2) ,,u celini, koji se -
odnosi na priradtaj mase drveta za konacan interval vremena.

Istorija ljudskog znanja pokazuje da-se progres talnog

znanja zasniva na dvama osnovnim procesima: na Analizi i

na Sintezi. _ ,

1. U Analizu specijalno spada i sastavljanje polaznih
diferencijalnih jednadina, odnosno formiranje tanih veza izmedu
osnovnih elemenata -pojava. No ni taj proces nije tako jedno-
stavan. Oceniti sultinu pojave, prona¢i osnovne elemente i-
povezati ih bitnim vezama — to je zasluga velikih nauénika.

2. Sinteza ima za zadatak da prede od veza postavlje-
nih u Analizi, specijalno od diferencijalnih jedna&ina, na veze
,»u velikom‘, specijalno da pronade reSenja diferencijalnih
jednadina. Sinteza je, dakle, teZa od Analize. Glavna te-
§kota je §to za reSavanje problema Sinteze treba pronalaziti
nove pojmove, nove oblike, nove predstave, koje vrlo teSko

dopiru u ljudsko saznanje, ograniéeno u sposobnosti za stva-

-ranje novih ideja.

14
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1.3. Geometrijsko tumacenje diferencijalnik jednatina
: i njihovih reSenja : g

. U opstem sludaju diferencijalnu jedna&inu prvoga reda

"moZemo napisati :

i za svaku vrcdndst C. R |
‘ Za svaku odredenu vrednost € jednadini (2) odgovara

dy )
=, y, x|=0.
» q)(dx ¥

VaZzan je sludaj kad ovu jednaCinu mozemo reSiti po

izvodu i predstaviti u obliku

. dy \:
' o ==f(x, ) .
M CRE
Pretpostavijamo da takvo 're§enje‘pc'stoj_i, a kad ih_.ima
vide, biramo jedno. Opsti integral te jednatine je funk(_:pa y
nézavisno promenljive x i proizvoljne konstante gnt\cgrlacxje_C,
tj. (2) y=F (x, C). Ta funkcija treba da zadovoljava 1_de_nt1tet
d F(x, C) ‘

= e U f (x, F(x, C)) ne samo za svaku vrednosi. X, veé

dx -

kriva linija u ravni, koja se zove integralna kriva date dife-
rencijalne jednaéine (1). Prema tome jednaina intcgralne kr.lve,-

je partikularni integral. »

Ako uzmemo u ravani Oxy neku tagku M, (xo, ¥,) 1 koor-
dinate te tatke uvrstimo u jednafinu (2), dobitemo uslov
Y= F(x, C), da integralna kriva prolazi kroz tacku Mo_._‘Ako
se iz tog uslova moZe odrediti konstanta C kao funkcija x&,,
Yo 1. C=V¥(%p ¥o), teda jednalina y=F(x, ¢ (xo, Yo)) pred-
stavlja integralnu krivu koja prolazi kroz tatku M,. Impliciini

- oblik te jednadine lakSe se dobiva, kad se iz dve jednaline

y=F(x, C), yo=F(x, C) eliminise konstanta C.
Ako u jednalini (2) konstanti C ne dajemo odredenu

vrednost, ve¢ tu veli&inu ostavljamo proizvoljnuy, toj jednalini -

vie ne odgovara odredena integralna kriva, veé niz krivih.

Taj se niz zove porodica integralnih krivih. Takva porodica

geometrijski predstavlja opsti Vintegra!. .

15
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Sa gcomt:trg:;kog gledista diferencijalna jednauna Yy =
=f(x, y) odreduje, pomoéu ugaonog koeficijenta y’, pravac
tangent¢ na integralnu krivu za svaku ta*ku ravni u datoj
oblasti funkcije f(x, y). Skup svih tih pravaca, koje mo¥emo
pokazati ma slici vektorima jedini®ne duZine, odreduje polje

AN

N

Sl 3 — Primer partikularnog
mtegrnla u polju tanaena!a
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takvih vektora — vektorsko’

polje. Na slici 2 pokazano je
polje tangenata za diferenci-
jalnu jednadinu [(2), 1.1]. U
svakom polju tangenata inte-
gralna kriva, koja prolazi kroz

datu tagku, recimo M, (x,, ¥,), 1“‘ 3
‘crta se na taj nalin $to se

prelazi od jedne tatke ka dru-
g0j, bliskoj ta&ki, duZ vektora
polja tangenata (sl. 3). =
Opsti integral diferenci-
jalne jednadine prvoga reda
odgovara porodici krivih linija.
U paSem primeru integrala

_ [(4); 1.1] imamo porodicu kon-

centri¢nih krugova sa centrom
u poletku koordinata (sl. 4).

U vezi sa pojmom rese-
nja diferencijalne jednadine pr-
voga reda uveli smo.dve kate-

8L 4 — Porodica koncentrid-
nih krugova kao opiti integral

“gorije tih refenja — opsti integral i partikularni integral, koji
se. dobijaju iz opstih, ako proizvoljnu konstantu zamenimo
odredenom brojnom vrednos¢u. PokaZimo sad, na konkretnom
primeru, da moZe postojati rcsmje dffe-cncualne _jednagine i
trece kategorije.

{4 Uzmimo, kao primer, diferencijalnu chnaélnu prvoga reda
;specxjalnog oblika

i ‘ dy \/ Ay
e =X——+a 1+(~)._
A - d - dx N \dx
! | Lako je ‘prloveriti da jédnaéina , |
C)) S y= Cx+a]/1+c2

”gde j¢ C proizvoljna konstanta odreduje opiti mtegral _)edna- :
| it ' gine (3). Zaista, ovo reSenje: 1. sadrZi prmzvoljnu konstantu

- C,i2. zadovoljava dlferencualnu chnaélnu 3), Jer, posle dife-
.« renciranja (4) po x, imamo (5) y =C 1 na taj naém iz (3).
! dolazuno do Jdenuteta

Cx-}-a]/lﬁ-C2 Cx+a]/1+C"

i taéna kako u odnosu na proizvoljnu konstantu C, tako i u
~~odnosu na nezavisno. promenljivu x.

y Ali diferencijalna Jednaéma (3) ima reSenje i u obliku -
(6) x2+ y*=a? Zaista, iz (6), posle diferenciranja, sleduje x +
+yy' =0, ili y=—x/y. Ako ovu vrednost izvoda stavimo u
(3), imamo y= —x2%/y+a}/1 +x%/y%, ili y2+x2=aly2+x2 A
1o je identitet za sve ta&ke reSenja (6).

Jednalini (6) odgovara kruXna linija. Kako je ]ednaéma
opsteg integrala linearna u odnosu na x i y, svaki partikularni
integral moZe takode odgovarati samo pravoj. KruZna linija
je to novo re3enje, koje ne spada u partiku'arne integrale.
ReSenje koje ne sadrZi proizvoljnu konstantu i ne moZe se
dobiti iz op§teg integrala kao partikularno refenje zove se sin-
gularno refenje, ili singularni integral date diferencijalne jednacine.

ReSenje (6) je singularni integral diferencijalne jednacine

(3). Nije teiko pokazati da, u ovom s'uéaju, porodicu parti-
kularnih re¥enja safinjavaju prave koje sve dodiruju krug (6), -

i=jer) rastojanje svake prave linije (4) od poletka koordinata

2 Diferencijalne jednatine : 1




.

ima stalnu vrednost -a. Zaista, ako jednacinu (4) napisemo
u obliku Cx—y+a}/1+C?=0,iodredimo normirajuéi mnozilac

A, u obliku [I, str. 65] 2 =1 1/1—-?(?: vidimo da traZeno rasto- -

janje d iznosi d=a}/1+C2: )1 +C?=a.

{ {73 odredene vrednosti tih konstanata,
. Najzad, diferencijalne jec!na(‘?me i viSega rgda
~ " _specijalnim slufajevima, i singularne integrale. s
- koja ne sadrZe proizvoljnih konstanata, flll ne 1mogu se le\_leg_1
" - jz opéteg integrala za posebne vrednosti konstanata. Detaljnije

. Prema tome smo pokazali da diferencijalne jednagine '.

prvoga reda mogu imati reSenja triju kategorija: 1. opSti inte- | .-

gral, 2. partikularni integral i 3. singularni integral. U naSem

kratkom izlaganju Teorije diferencijalnih jednaina necemo ula- |

ziti u proudavanje uslova pod kojima navedene kategorije inte-

grala zaista postoje.- To proudavanje spada u tzv. Teoreme |

egzisiencije.

1.4. Klasifikacija diferencijalnih jednagina

Kako smo videli jednaina ¢ (x, y, y)=0 je diferencijalna
jednalina prvoga reda i to u opstem, implicitnom obliku. Smatra
se da je ona u eksplicitnom obliku, kad je refena po )/, tj.
Y =f(x ). o

Jednalina o (x, p, ¥, ¥'')=0, odnosno Y =f(x,.y, ¥') je
diferencijalna jednadina drugoga reda. ;
_ - Uopste, jednalina @ (x, y, 3, y"',..., y=D, y@)=0 je
diferencijaina jednadina n-toga reda. Red diferencijalne jedna-
* &ine odreduje se redom izvoda najviSeg reda koji udestvuje u
jedna&ini. Prisustvo u jednalini ostalih napisanih argumenata

pri odredivanju reda diferencijalne jednaline nije obavezno. U

refenom obliku, jedna&ina n-tog reda izgleda, u opitem sludaju,
ovako y(")=f(X, Y, yl’-';s y("_l))' L ’

Resenje diferencijalne jednadine n-cog reda moZe biti odre-
- deno ili u eksplicitnom obliku pomocu funkcije y, koja iden-
ti¢no zadovoljava datu diferencijalnu jednaéinu, ili eksplicitno
pomodu relacije @ (x, y) =0, koja posle » diferenciranja postavlja
vezu jzmedu argumenaia x, y, ),..., y identiénu sa vezom
koju odreduje data diferencijalna jednalina n-tog reda.

Ako funkcija y, kao resenje diferencijalne jednadine, sa-
dr#i n proizvoljnih konstanata, tj. y=F(x, C;, C,,..., C,) gde
su .C;(i=1,2,..., n) proizvoljne konstante, ona se zove opsti
integral date dif. jednaline n-tog reda. Ako reSenje ne sadrii
- nijedne- proizvoljne konstante, ali se dobiva iz opSteg integrala

18-

i Vargumenta, x i y, t}. z=F(x, ¥) ¢
5 ~'""g'e§umetrijskom predstavom te funkcije — pjoj odgovara u Dekar-

integral je partikularni.
mogu imati u
To su refenja

", "0 integralima diferencijalnih jedna-éina visega reda govoricemo
. wm vezi sa integracijom tih jednalina. :

" tavimo sad da neka funkcija- z zavisi od dva
S Eretpostavin y). Dobro smo upoznati sa

vu trijedru osa Oxyz povriina. Ta funkcija, v op$tem slutaju,
xﬁa' dva delimi¥na, odnosno parcijalna, jzvoda prvoga reda,

Jednadina koja postavlja vezu jzmedu argumenata X, Y,

'\ 2, i delimitnih izvoda p, g, tj-

: ‘P(_?f’_y, z; P, q)=0’- . . o

takode je diferencijalna jednatina, jer sadrZi dva izvoda p= .

=9f y q;i’f , ali,-poéfo su ti izvodi delimi¢ni, odnosno par-
Ox 0y . e
cijalni, navedena jednacina zove se dehm'tcmz dt_ferencgalnq.je -
naéing ili, sa takode rasprostranjenjm stranim nazivomn, parc.z_lalna
 diferencijalna jednalina prvoga reda. 1 delimine diferencijalne
: - . . 0%z 0%z
jednadine mogu piti visega reda. Tako Je@aémaﬁ*@‘z.‘,o,
je delimi¥na diferencijalna jednalina drugoga "r_eda.-‘ o
‘Ako je potrebno naglasiti da diferencijalna jednatina
sadr¥i samo obitne izvode, za nju se kaZe da je obicna dife-
rencijalna jednacina. : . ' . _ _
~ Regenje parcijalne diferencijalne jednacine tgkgdq se zove
integral parcijaine diferencijaine jednagine. O vrsti tih integrala
govoriéemo na drugom mestu. - .
Diferencijalne jednaline, kako obitne t’aigo i parcua.lne,
mogu se javljati ne samo pojedinatno, vec 1 u skupg_vnn_a.
Takvi skupovi zovu se sistemi obiénih, odnosno parcijalnih, -

diferencijalnih jednading.
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. 1.5, Primeri za postavijanje diferencljalnih jednacina

A. Slutaj obiinih jednalina. U 1.1. smo pokazali da do
obi¢ne diferencijalne jednafine moZemo doéi ma dva nadina:
I, putem eliminisanja proizvoljnih konstanata, odnosno para-

' mmetara, iz konalnih jednadina, i 2. putem neposrednog sastav-

| . 3 3 H 1 3 = i I') M -l =3 D
' tj. poluprenik krivine kruZne linije ima stalnu vrednost, a t

jé osnovna, ali ipak diferencijalna osobina svake kruZne linie.

ljanja relacija izmedu diferencijalnih elemenata, relacija koje |

izraZavaju bitnu osobinu, odnosno diferencijalni zakon date
pojave. : .
+ L.“Napisati u Dekartovim koordinatama diferencijalnu
jedna&inu svih pravih koje prolaze kroz po&etak koordinata.

Posto konaéna jednadina navedenih pravih, y =mx, sadrZi
samo jedan proizvoljan parametar, ugaoni koeficijent m, posle

diferenciranja po x imaéemo y’=m. Ako tu vrednost m stavimo-

u polaznu kona&nu jedna&inu, dobivamo traZenu diferencijalnu
jednadinu y—xy'=0, ili ydx—xdy=0, ili, najzad, dx/x=dy/y.
2. Napisati, .u Dekartovim koordinatama, diferencijalnu
jednafinu prave proizvoljnog poloZija u ravni.: )
: Kako jednadina ove prave, y=mx+b, sadrzi dva pro-
izvoljna parametra, ugaoni koeficijent m i potetnu ordinatu b,
za eliminisanje tih parametara diferenciraemo kona&nu jedna-
dinu dva puta: y'=m, y'"=0. Diferencijalna jedna&ina drugog
reda . =0 je diferencijaina jednalinad postavljenog zadatka.|
3. Napisati diferéncijalnu jedna&inu kruZne linije proiz-|

~voljnog polupre€nika i proizvoljnog poloZaja centra u ravni.

Poito jednadina kruZne linije sa centrom u taZki (2, b)
i polupreénikom r ima oblik (x — @)% + (y — b)®—r? =0, za postav-
ljanje traZene diferencijalne jednaline treba diferenciranjem

ukloniti iz prethodne jedna&ine tri parametra: @, & i r. Prvo

diferenciranje dovodi do jednaline x—a+(y—b)y =0. Posle
drugog diferenciranja imamo 14y 2+ (y—b)y"' =0, ili y-=-b=
= —(1 +y'%) :»”. Najzad, konafno diferenciranje dovodj -do
rezultata y'= —[2y'y"2— (1 +y'?)y'""]:y'2% 1z ovog rezultata

. sleduje traZena diferencijaina jednadina: 3y" y"2—(1 +y'%)y""" =0.

Koju diferencijalnu osobinu kruZne linije izraZava ova jedna&ina?
Ako iz (I1, 4.3) uzmemo u obzir izraz za polupretnik krivine
proizvoljne krive, naime R=(1+y%)%2:)" | diferenciramo ga
po x, dobiCemo dR/dx=(1+y)Y2[3y y"2—(L+y'®)y"']:y"%
Polto, prema izvedenoj diferencijalnoj jedna&ini, izraz u sred-

_ mjoj zagradi ima vrednost nule, zakljuujemo da je dR/dx=0,"
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4. Izvesti diferencijalnu jednaZimu proizvoljne krive dru-

gog reda, konusnog preseka. U-opitem- obliku, konatnu jed—‘-
nadmnu takve krive imali smo u (I, 2.35), :

D (x, y)=a11 ¥*+2a5, J‘]’.“i' gy 2+ 235 X + 25 Y + 3= 0.
-, Ova jédnalina sadrZi “pet proizvoljnih parametara, jer

umesto’ ¥est ‘koeficijenata, posle deljenja jednim uz .neki od

&lanova drugog stepena, koji nije j_ednak nuli, ostaje samo pet
52 '?n'ez’avisnih. Uzimamo da je a5, #0 1 posle toga sa novim ozna-

-l

i Kkama .imamo- jednalinu

(+ Ax+ By = Cxt+ Dx + E,

gde su D, E no ' je se takode mogu’
‘gde su 4, B, C, D, E nove konstante, ko_l_c se ta n
.fmatrati kaio’ proizvoljne; njihove vrednosti se lako -odreduju.
“pomodu konstanata a,;, @y, itd. - o .
p Stavimo y+ Ax+B=P, dP/dx=y-+A=2Q i tz;da jedna-
“%inu konusnog preseka izraZavamo ovako P =Cx*+Dx +E.
 Diferenciranjem triput iskljutujemo proizvoljne konstante C,
"Dy E i dobivamo jednatinu Py’ +3Qy"=0. Ako ovu jedna-

¥nu diferenciramo jo3 dvaput dobivamo sistem od tri,l jednatine

e

Pyl +3 Qyi ~ 0, 1
PV +4Qyuly 3yI12=0,
CPy¥ +5Q +10pTpH =0, |
Ako iz bilo koje dve od ovih j‘ednd&ina odredimo P i Q

" stavimo u treéu jednalinu, rezultat se ;noié‘-na_pisati u _obllku
- 'determinante sastavljene od koeficijenata napisanog sistema

jednadina, linearnog u odnosu na P, Q@
yt, 3y . .
pIv, 4y, 3 pil =0.
o, 5V, 10 I

U jzrafunatom obliku ova dcterm_inanta da't;ize, i?’uzcv sh'x’éa;'g
dg =0, traenu diferencijalnu jedna_ému:. 9y'"% y e 4? y 1y
¥ + 40 y""'3 = 0 konusnog preseka proizvoljne forme, proizvoijne
veliine i proizvoljnog poloZaja u ravini. -




U specijalnom sludaju, kad je @;3=0, a;3%0, jednaginu
drugog reda moZemo napisati ovako: y(x—a)=Lx%*+ Mx+N,
gde su a, L, M, N konstante. Shodno prethodnom, posle

- diferenciranja, dobivamo sistem ' '

yIi (x —a) +3yu ='0,
| ' ¥V (x—a) + 4 yiir =0, |
koji, posle eliminisanja a, dovodi do diferencijalne jednadine

4yliz_3 ylt ylv — (),

Najzad, ako su dg=0, a;,=0, aﬁ#O, jednagina dru-
gog reda ‘ _ :

a;, x* + 2035 XM 255 Y + Agg = 0,

kojoj odgovara parabola, ima za diferencijalnu jednadinu yuz =0.

5. Izvedimo sad diferencijalnu jednadinu iz neposrednog

posmatranja pojave. Kao primer ¢emo uzeti pojavu tzv. prob-
lema potere. ’ »

Zec u poloZaju m, (sl. 5) primetio je psa u poloZaju

‘M, na rastojanju @ i.pofeo je da tréi po pravoj m,m prema

svojoj jami. m; sa stalnom
brzinomu. Pas iz svog polo-
Zaja M, poleo je da goni
zeca sa brzinom v, stalnog

zeca. Treba postaviti diferen-
cijalnu jednadinu linije potere
po kojoj tréi pas. Radi jedno-
stavnosti uzeemo da je u po-
Cetku kretanja M, m, | m,m,.
Koordinatne ose su pokazane

- na slici. )
Neka je M (x,y) polo-
Zaj psa u trenutku ¢, pri ¢emu
vreme radunamo od pocetka
kretanja.. Uglovni koeficije-
" nat brzine psa ima vrednost

Mo

Sl. 5 — Linija potere
(.

tgg=“§—y'= »'. 8 druge ‘strane, iz trougla MPm taj isti uglovni

koeficijenat ima vrednost Pm : MP. Poito je Pm=m, m— myP=
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intenziteta, uvek wu praveu -

1 |.-
.
T i
e
i B
1

. " u horizontalnoj . ravni i
. _osom Oy.u smeru vertl-. .

|
el
&
i

|

!

P

s diferencij jednadi tanje hitca - .iz dve .jednaine
< diferencijalne Jednacm? p\utzra.n_]q hitca .tfeba iz j

it ‘ut—y -

a—Xx

ARSI - —(a—x)y. Poto se -konatna veliina vre-

Fiovodimo (1) uwt—y=(a—x)y. Posto s¢ KOUIL !

;\;g.a t ne(: gnoze neposredno izrazitl u funkeijt koqrdmata X,

ya smmamo vezu izmedu elemenata vremena . dt 1 puta  psa
Vs )

—

ds —yiiyidx u obliku ds=vdt, diférencirajmo’ (1), $to daje

wdt—dy=—y dx+(@a—x)dy" 1 izvr§imo zamenu. Posle toga

‘dobivamo jednacinu : S P

PR | . . dy 5

B2 (a—x)——=kYL+y%

{ . dx . . )

ode i k—1/v-TO ] sena diferencijalna jednatina. Ona spada

‘'ode je k=u/v. To je trazena C : a.

ggfii]f?crencij/alne jednatine drugog reda, ali narc_{cl_tog.o_bhka,

‘kad u jedhaéinu ‘ne ulazi sama nepoznata fuplg_cua ¥y .

sl 6. Kao drugi primer izvodenja dlferefncl]alncv ]_edpa ine

1z, post.avljanja veza izmedu elemenata, uzmimo slpc':al _dllfe‘ren-
cijalne jednacine ‘putanje (trajektorije) tzv. ko.?qg hth;t. .

"7 problem kosog hitca je problem kretanja teske tacke u

: bezvazdu$nom prostoru kad potetna brzina ima ptoizvoljan
; iﬁfa;\fa',c -prema horizontu. Necemo ulaziti u ‘dokaz kda 1: .t:n‘]l
: ‘pi‘oblemu' teska tatka za vreme SVOg kretanja uvek osta]

istoj vertikalnoj ravni, koja se odreduje praveem potetne brzine
.tatke. Za odredivanje po- : :

loZaja tatke izabracemo
koordinatne ose Oxy sa po-
getkom O-u podetnom po-
loZaju hitca, sa osom OX

\

kale nagore. . :

Posto na talku M %
mase m dejstvuje samo sila
teZe, sa projekcijom (—mg)
pa osu Oy, gde je g sﬁ!nto

je teZe, prema Njut- o .

322113;1 Jez;elfgilﬁna, diférencijalne. jednagine kret‘anjg_hxtca tsE.

“mx!'=0, my’'=—mg. Iz prve ]eslnaélne ‘sl_edu_]e i —_coni.;)

=y,cosa, gde je Vg intenzitet poceine brzine t;é .e_1t:v1' agn'e

- koji pravac brzine C&ini-sa horizontalnom ravni. Za postavijan]

Sl.l 6 — Kos hitac
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iy, MP=a—x motemd napisati tga=y =7, 002




—_—
-5

= —g ukloniti (eliminisati) vreme koje ulazi

X
— = y,C08 a,
dt dt®

‘samo preko diferencijala dr. Podto je iz prve je ;
. N |
dy - d? ‘ .
;8 T _ Yo 2costal L , 1zdruge jednadine imamo
dx’  det o dx?. )
&2y, . d? . -
vgcos%c &y —g, ili &y —k, gde je k=g/vicos®x=const.
dx? dx? - -

=V,CO8 &t - —

Izvedena jednadina je 'di‘ferencijalln'a ' jednaéina drugog reda

putanje kosog hitca. Podto je ona vrlo jednostavna, mozZemo
ve¢ na ovom mestu izvesti i inteégraciju ove jednaline. Zajsta,

imamo posle prve integracije, u smlslu odredivanja neodrede-

nog mtegrala, ? = —kx + C;, a posle druge y= — ~2— kx +.
x

+C,1x+C2, gde su Cy 1 C, proizvoljne konstante. Posto jeu

: pocetku krelanja x=y=0 1(dy ) =tga, iz prve’ jednagine
. X/ x=0
imamo tga=C;, a iz druge 0=C,, pa prema tome imamo

ovaj oblik za konaénu jednadinu putanje:
g
y= xtga—-——-————xz.
2 p2cos?a

Ovoj jednalini odgovara parabola (sl. 6). Odrediti najveéu
_visinu A i najveéu duzinu OM;.

B. Sluéaj parcijalnih jednadina. Poka%imo i za ove jed-

naéine nekoliko primera za dobivanje parcijalne jednadine prvo .

iz konaéne jednadine, a zatim putem neposrednog izraZavanja
neke diferencijalne osobine funkcije od dve promenljive.

7. Napisati parcijalnu jednadinu za funkciju z=f (l) .
x

gde je f simbol za proizvoljnu funkciju, koja se moe diferen-

cirati. . Ako datu funkciju sa sloZenim argumentom u = y/x

diferenciramo prvo po x, a zatim pPo »y, dobiéemo dve' jedna-
I
¢ine ——f,, — = (——y) =f)-—=f,-— . Posle
ox S k< T dy f oo
eliminisanja f,‘ iz dobivenih jedna.éma dobi¢emo jednacdinu
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Xty —=

0z, 07 0, koja izraZava diferencijalnu osobinu hqmr}-

o0x 0 o _ L )
gena funl».fzjue &iji je argument "koli¢nik dveju nezavisnih pro

menljwlh (Ajlerova teorema, II, str. 42). _
' 8. Ako isto pitanje refimo za funkecijuz =f (ry) sa sloZenim

& argumentom xy, dobxcemo parcijalnu diferencijainu jednadinu

0—5—— ¥y —0——0 koja se od jednaline prethodnog prxmera raz-
Ox oy o _
11ku3e samo znakom.
- 9. Neka je funkcija z zb1r dve_‘u proxzvoljmh funkcija samo

i od po jednog argumenta tj. z=o (x) + ¥ (). Posle prvih delimig-

0z dy 0z _
mh dlferencuanja imamo: —=—=, —=— >

a posle .drugog
ox dx oy dy- -

dlferencuan_]a. prve ]ednaémc po y, a dtuge po x, dobiemo

k =0. To je delimi¢na dxferencualna'

zajedmékl rezu}tajt T

jédnatina drugog reda. Ona izraZava diferencijalnu osobinu

:':,Jiblra dveju _proizvoljnih funkeija . samo od po jedne promen-

djive, x i y. d
* 10. Uzmimo jo§ funkeiju z =9 (x. +7\y)+q»(x Ay), gde
i¢ opet proxzvoljne funkcije od napisanih argumenata,

su
I.prx éemu je A konstanta. Uzastopna diferenciranja daju:
..

0z ] B 4 TR
= =% l+‘l‘ -1, =T %, ‘A 4’ »
ox iy , oy - \

b 2
P2 _ gyl SR )
ox? ‘ - y?

V1d1m0 da drug1 delimi®ni izvodi zadovoljavaju jednadinu

Lic e g . 0. To je delimitna diferencijalna jednatina dru-
oyt ox®

! gog reda za funkeiju z naseg primera.

i

1
" 11. Uzmimo jo§ funkciju z= log—; , gde je rt=(x—a)* +

e '+ (y—b)* i iskljutimo parametre a i b kao proizvoljne kon-
wﬂhstamc .

£ NG

I3



Posto je ?: ——l-(x—'d) i ?—;,"—= —i (y —b), a zatim
X .
2 1 2 S

9z ———( — )2-——— i = — (y b)z——, izvodimo. tra-

ox® rt oy? .

. . . 622 0%z :

Zenu Jednaému + =0 111, konkretno, ‘
ox*. oy? .

0? 1 1
(log —-) +0_ (log ) 0.
ox? r oy? :
12. U vezi sa ovim i narednim primerom uzmimo u obzir
da normala u tadki M (x, ¥, z) povriine sa Jednaémom Z=

—=z(x, y) &ni sa koordinatnim osama uglove -&iji su kosinusi

proporcionalni velitinama d_z, 9z , —1 (II, str. 145).

ox 0oy
PokuSajmo sad da napiSemo diferencijalnu jednaéinu cilin-
dri¢ne povriine sa proizvodiljom paralelnom z' osi. :
" PoSto normala na cilindrinoj povr$ini stoji upravno na
proizvodilji i, prema tome, u naSem sluaju je paralelna sa
Oxy ravni, kosmu31 njenih uglova sa osama truedra Oxyz

0z . 0z
propormonalm su velilinama — ,

0. S druge strane
ox ()y

‘ova normala je upravna prema elementu dx, dy, 0 VOdll_]C u

9z

3
ravni Oxy. Prema tome 1mamo uslov normalnosti — dx +—dy =

ox oy

- =0, koy i izraZava traicnu diferencijalnu jednaginu. Posto je

9z dx +a— dy=dz, Jednaému mozemo napxsau i ovako dz=0.

ox oy

Ova Jednacma ima ocxgledno resenje z (x, y)=C. Ova konaéna
jednaéina izraZava da svakoj proizvoljnoj jednadini z (x, y)—
—C=0 u ravni Oxy odgovara kriva linija, a u prostoru
cilindriéna povr§ina sa vodiljom — tom krivom i proizvodi-
ljom upravnom na ravni te krive.

13. Izvesti diferencijalnu jednadinu obrtne povrsme, uzi-
majuéi za osu obrtanja Oz osu.

Podto normala u' proizvoljnoj takki M na obrtnoj povr-

~3ini leZi u ravni meridijana, njena projekcija na Oxy ravan
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V;ma pravac prave OM gde je M’ prOJekcua tacke M na ravan

. Oxy. Izrazimo anahmék1 uslov poklapanja ta dva pravca u

_ravni Oxy. PoSto su kosinusi uglova pI'O_]CkCIJC normale pro-
‘ 0z

4 0z ;
. porcionalni veli¢inama —, —, a kosinusi uglova prave OM"

L | ox - oy
.. velidéinama x, y, uslov poklapanja tih pravaca izraZzava se

'jédnaéinom E:x=£: y. Odavde sleduje traiena parcijalna
ox 0y ,
0z 0z
dxferencualna Jednaéma ya——xa——O obrtne povrsine.
i X y

: Na drugom mestu ¢emo izvesti da se integral te jedna-
. &ine izraZava ovako z=f(x2+y?%), gdeje f proizvoljna funkcua
\.'“argumenta x?-+ y?, odnosno rastojanja r tatke povriine od
'\ ose obrtanja. Ovde éemo to samo proveriti. Ako diferenciramo
| prethodnu jednadinu delimifne prvo po x, a zatim po y, sma-
| trajuéi X%+ y*=u kao sloiem argument dobivamo

oz

l 7 - - '_' u"zx’ _=fu,'2y’
A P 0xf oy '

i odakle, pdéle elinﬁnacijé jzvoda f,’, neposredno’ sleduje gore -

; izvedena parcijalna diferencijalna jednalina obrtnih povrina.
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GIav)a druga

'JEDNACINE PRVOGA REDA SR

2.1. Diferencijalne jednaéine prvoga reda

U prethodnoj glavi su bili izloZeni, na konkretnim pri-
merima, osnovni pojmovi iz Teorije diferencijalnih jednadina,
obi¢nih i parcijalnih, i navedeni razmi tipovi reSenja obi¢nih
diferencijalnih jednadina u obliku opStih, partikularnih i sin-
gularnih integrala. ‘ N

graciju. Napomenuéemo da okvir ove knjige dopuSta prouda-
vanje samo tzv. elementarnih metoda integracije, pomoéu ko-

jih se reSenje diferencijalnih jednadina, uglavnom, svodi na

izratunavanje neodredenih-integrala ili, kratko, na kvadrature.
Najprostije su, po svojoj diferencijalnoj prirodi, diferen-
cijalne jednacine prvoga reda, u kojima je postavljena veza
izmedu izvoda y = d—y, odnosno diférencijala dx i dy, neza-
% i ) . L
visno promenljive x i nepoznate funkcije y=y(x). U opStem
slucaju, kako smo videli, ta se veza izraZava ili implicitnom
jednadinom ¢ (', x, »)=0 ili u eksplicithnom obliku, re§emom
po izvodu, tj. y' =f(x, »). Eksplicitna jednadina prvog reda se
moZe izraziti i u drugim ekvivalentnim oblicima:

Cdy= f(x,»)dx, P(x,y)dx+Q(x,))dy=0,
. y’=.—P(x,y):Q(x,y). :
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~ Sad Cemo preéi na sistematski pregled obidnih diferen- |
cijalnih jednadina i na proufavanje metoda za njihovu inte- |

Ako funkcija f(x, y) zavisi samo od jedne zf.c:zavi_:;no
jamecn]jive, x ili y, diferencijalna jednatina se svodi na jed-
natinu dy=f(x)dx, odnosno dy=f(y)dx. Prva se r§§_ava kva-

[ - A ‘ t
“ draturom y=[f(x)+C, a druga kvadraturom x= fj —dy=
| :v. =<I> () +C, gde je C prbizvéljna konstanta neodredenog inte-

L@ ()dy~0, naime [P(x)dx+[Q()dy+C=0.

A .
| Geometrijski, diferencijalnoj jednadini prvoga reda oc_igo—
vara vektorsko polje ‘jediniénog vektora, <‘§131 je pravac za
svaku tadku polja odreden ugaonim koeficijentom )" prema
‘datoj diferencijalnoj jednacini. '

2.2..Lineam__a difer_encljalné jednadina

- Proudavanje diferencijalnih jednatina prvoga reda poi-
‘njemo jednacinom : — E

15 }(1)- . Po (@) +p1 () y+3 () =0,

~Iiizearno’m kako u odnosu na izvod )/, tako i'u odnosu na
- mepoznatu funkeiju y. Funkcije p3(X), P1 (%), q (x) su date. funj
" 'keije nezavisno promenljive x. Ako funkcija po (x) u oblasti
. proudavanja reSenja nema nula, tj. jedna&ina p,(x)=0 nema
“korena, jednaginu, (1), podelom sa p, (x), moZemo zameniti
ovom . :

(2)’-' | : y +Py=20Q,

gde su P i Q date funkcije x-a. Funkcija O uslovno se zove
. desnom stranom linearne jednadine. Ako je desna strana jed_na-
i dine, tj. Q(x), jednaka nuli, linearna jednagina sec zove line-
. drna jednadina bez desne strane. Uzmimo takvu jednalinu sa
drugim oznakama

s S  Z4R(@®z=0.

oAt grala. Sa dve kvadrature 56 re‘§ava:\‘ jednadina P (x) 9’_x+ :
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Takva jedna&ina se refava kvadraturom. Zaista, napi-
¥imo prethodnu jednacinu u obliku (iz—:—R('x)-'dx i izvrsimo
. V4 ’ i
integraciju log z=
ritama predemo na brojeve, dobléemo re§enje jednagine (3)
u obliku- _

. - R dx
(% z=ce SR :

sa kvadraturom [ R(x)dx. "

Primeri.

1. ¥ +y/x=0. Kvadratura ovog primera daje [ R (x) dx=
= f ldx= log x. Re$enje uzima oblik y=Ce- log * = C. 1

x - : x

.iii yx=C, a to odgovara hiperboli. Integralna kriva koja
prolazi kroz tatku x=1, y=1 ima jednalinu xy=1.

2. ¥ +ycotg x=0. Kvadratura § cotg xdx = fcos X de—
o ' -‘ - sin x

=deJ.nx =log sin x dovodi do refenja y=C/sin x.
sinx

Uzmimo sad jednalinu (2) sa.desnom stranom Q(x) i
stavimo u nju y=wuz gde su u(x) i z(x) dve nepoznate fun-
kcije. Posle zamene imamo .

du dz

z— 4 u|l— + Pz) = Q(x).

a4 1) e

Stavimo sad (4) Z—z + P(x)-z=0. Posle toga ostaje jed-
X : ' ,

nalina (5) g-zi = — Q0 (x). Dobili smo dve jedna&ine (4) i (5)
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—JR(x) dx+logC, gde je konstanta inte-
gracije izraZena pomocdu logaritma. Ako od prirodnih loga- !

| R s
[ =

P@=

L =f1 dx—-logx i prema tome je z=¢
x

za odfcdlvanje nepoznatih funkcija z i . Jednatina (4), kao
lmeama Jednaéma bez desne strane, prema . (3*), ima reenje

(4*) ’ z—Cl' bt :

~ Sa tom Vrednoscu z Jednaéma (5) ima resenje
i T u=f——Q(x) dx+_C2. E

Prvo primetimo da zadrZavanje konstanata na dva mesta

.“je suvidno, jer te konstante'u konaénom rezultatu ulaze samo
u obliku proizvoda C, Cz— ' :

Konaéno refenje se izraZava

(6) ] y= e—I'P () dx[j‘e i) ff ) ‘,a':; Q ) dx- —l—_C] .

DLy

~ Primer..
: dx - ‘'x

" Q(x)%x3 prva kvadratura daje [ P (x)dx =
X ' K

—log x 1

X

T ) - x) dx . ' 1
: draturuimamofej‘“)d Q@) dx = fx-x3. dx= 3 x5+ C.

] ) ’
Kona&no imamo integral y= —5—x4+C/x. Lako se moZe potvr-

diti da je‘ﬁapisani integral zaista reSenje date diferencijalne:
jednadine. Doisia, imamo identitet

3

. Podto sa naSim- oznakama

=—. Za drugu kva-




Navedimo sad nekoliko opSiih osobina linearnih diferen- |

cijalnih jednadina (2) prvoga reda sa desnom stranom.
e. U opstem slufaju za refavanje takvih jednalina treba
izvrditi, prema (6), dve kvadrature, :
B. Ako je poznato jedno partikularno re¥enje, treba izvr-
§iti jo§ samo jednu kvadraturu. Zaista, ako je y, relenje jed-

dy,

natine (2), .22 + P(x)- 7,=0(x), za odredivanje. razlike
| - anje

z=y—y,, gde y mora da zadovoljava jednadinu gj—; + Py=0Q,

posle oduzimanja identiteta dd jednacine, imamo za z jednalinu
dz '

’

treba izvrditi samo jednu kvadraturu, kako smo to gore po-
kazali. - ' ’ ' -

v. Ako su poznata dva partikularna integrala, op$ti in- |
tegral se dobiva bez ijedne kvadrature. Zajsta, iz obrasca (6) |
-vidimo da opSii integral y sa proizvoljnom konstantom C 1i '
dva partikularna integrala y, i y, sa konstantama C, i1 Cj '

zadovoljavaju tri uslova: (e
y=A[B+Cl, y,= A[B+Cyl, y,=A[B+Cy),

gde su oznake A i B oligledne. Iz dva poslednja uslova mo-
Zemo' odrediti vrednosti-4 i B.. Ako te. vrednosti stavimo u

-.prvu jednalinu, dobiéemo opsti integral y bez integracije.

Konstanta C igra ulogu proizvoljne konstante.
Iz napisanih uslova neposredno sleduje proporcija

Y= 3 c-C, =
Yo—V1

’

C—C,y

iz koje se dobiva ovaj obrazac za opSti integral linearne jed-
nagine

-

y=y1+C(ya—r1)

ako su poznata dva partikularna integrala y, i y, te jednaine;
€ ‘je proizvoljna konstanta, '
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- + Pz=0; a to je jednadina bez desne strane za &ije reSenje . |

——— L T AT

* 3. Citalac sam mo¥e da poka¥e interesantnu geometrijsku
osobinu partikularnih integrala linearne difer(j,ncij.alne_jedna-
Zine, naime: da se tangente na sve integralne krive iste }111earn:3
jednatine u  tatkama sa istom apscisom seku u isto) tagki,

; .. .e. MoZemo potvrditi da svaka linearna funkcija proi-

-1 zi'roljne konstante € u obliku y=C @ (x)+¢(x) .za_dov’c.JI_Jav_a
" linearnu diferencijalnu jednadinu. Zaista, posle diferenciranja
. . po x imamo ) =C¢' (x)+'. Posle eliminisanja konstante C
" iz dve napisane jednaline dolazimo do ove linearne jednaline
ey =o' y—o' d+edh

2.21. Bei'nuiijeva jednadina
Diferencijalna jednatina prvoga reda’

(1) . Y +px)y+g(x)y"=0

.« zove se Bernulijeva jednalina, po imenu matematicara Jgkova
‘Bérnulija (J. Bernulli, 1654—1705), koji je postavio tu" jedna-
inu 1695. godine. p(x) i g(x) su date neprekidne funkcije,
n' je realan broj. Ako je n=0, jednaina se pretvara u li-
earnu jednalinu sa desnom stranom —g(x), 2 ako je n=1
| linearnu jedna&inu ¥ +[p(x¥)+g(x)]y=0 bez desne strane.

it s Izvriimo sad u jednafini (1) zamenu

MRS @) L)

gde je z nova nepoznata funkcija iste nezavisno promenljive X.

nl(i—n) »
- Po¥to je ¥ = —-—1 z z' nova jednadina uzima oblik
: 1—-n

af{1—n)

_ ajd—n) 1(i—n)
1 e +g(x)z -

—_ —+pXx)z .
1__nz 7 p(x)

. - —nj(1—n
. Posle mnoZenja sa (1—n)z

> dobivamo jednalinu
'Ziur(l—n) [0 () z+q ()] =0,
. .

3 Diferencijalne jedoaline K _ AR




a to je linearna diferencijalna jednadina opfteg tipa sa desnom
~'stranom (rn— 1) ¢ (x) u odnosu na nepoznatu funkciju z (x). Posle
-odredivanja te funkcije, obrazac (2) daje resenje Jednaéme (N.

Vezbanja:

1. Eliminisati konstantu q iz Jednaélne y=x'+a; obrnuto, izvrsiti
mtegracuu dobivene diferencijalne jednaline; protumdiiti na tom prxmeru
~op8ti i partikularni integral; nacrtati polje pravaca tangenata,

2. Sli¥no prethodnom zadatku postupiti sa Jednaémom y ax®.
3. Isto sa jednadinom xy=a.

4. Eliminisati konstante @ i b iz jednadine ax®+ by?=0 i dobxtl di--

ferencijalnu jednadinu prvoga reda.
" 5. Pokazati daJsu za diferencijalnu jednadinu y2 — xy’+y=0 je-

: i 1 .
dnaline y=C(x — C), y=x — l, y=~z-x" op§ti, partikularni i singularni
integral. -

6. Izvesti diferencijalnu jednaCinu krugova sa jedx;aémom (x—2C)y+
+y*—C®*=0, postaviti Jednaému uslova da napisana jednalina ima jed-

nakih korena u odnosu na C i protumaéiti rezultat geometrijski.

. d 2
Integrisati jednadine: 7. y'=y. 8 y' =x*+)% 9, (1—-x% (Ex)—,) =

. . d .
= 1-* (dvalireSenja). 10. Za diferencijalnu jednatinu d_y —x=0nadi inte-

x
gralnugzkrivu pod uslovom da ona prolazx kroz talku M, (2, 3).

Eliminisati konstante iz jednalina: 11. logx-log (¥ ~1)=c. 12.‘;

log x+e—Y*=¢ 13. y= e—"(ax“+bx+c) 14, y=ae* + be?*.

15. Pokazati da climinisanje konstante ¢ iz jednaline y
+c q»(x) dovodi do linearne dlferencualne Jednacme prvoga reda

Integrisati jednacine: 16. —+.y-= e—* 17. fiz+ 1— =x1° 18, 2'+
Cdx dx x dx
. dy - dy
+ ycotgx=sinx. 19. (x — 1)(x-—2)d— +y=x 20. o +(y-x)x=0 2L
) X _ . :

x o . dx
W. 23. Da li se jednacina d—=M(y)-x+N(y)
moZ%¢ smairati kao linearna jednad&ina? 24. Za diferencijalnu jednadinu

x;—y+y==3 odrediti integralnu krivu kroz tatku (1, 0).
X

2.3. Metode integracije diferencijalnih jednadina prvoga reda

Pregledajmo sada elementarne metode integracije dife-
rencijalnih jednadina prvoga reda, koje smo ve¢ delimiZno
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g S Al b R i

f(x) + -

'_.->pr1men31val1 u prethodnom izlaganju, a ko_]e éemo primenji- -
.T;"-'.,vatl i dalje u sve komplikovanijim slu€ajevima.

: Videli smo da svaku jednadinu prvoga reda, refenu po
1zvodu, moZemo napisati u obliku .

(1) P(x,y)dx+ 0 (x.y) dy=0.

<8 Sa leve strane u ovoj jednadini stoji izraz kop se zove
X ‘-Imeama diferencijalna forma od dve promenljzve sa promen—
: ljwtm koeficijentima. |
. 1. Metoda razdvajanja promenljivih. Videli smo da u spe--
cualnom sludaju, kad su P (x, y) P(x),0(0x,y)= Q(y) dxfe-

rencualna jednaéma sa formom P(x)dx+ 0 (y) (dy) odmah se
mtegr1§e u obllku :
() JP(x)dx+IQ(y)dy+C 0.

L0 Ako je d1ferenc1_]alna jednadina data u obliku )’ f (x, y)
[y funkcua f(x,7) ima oblik koliénika f(x, ) f1 (x): fz(y), je-

' —"-.-" dnaému Y = f f1 (%) moZemo zameniti ovom
w i 2 ! -
(3 S2 () dy =1, (x) dx.
i Za takvu jedna&inu se kaZe da su u Il_]OJ promenljzve raz-
”dvo;ene sa svake strane stoji dlferencx_]al i funkcija samo

|\ jedne. promenljive. Jasno je da se taj isti izraz mo¥e prime-
i mtl i-na diferencijalou jednaému izrazepu formom f, (x) dy+

| & _
f1(x) fz )
Integral jednaine (3) se izraZava [, () dy=Jfi(x)dx+C.

Ako se u jednaini (1) svaka od funkcija P(x,y)1Q (x,»)
rafava proizvodom dve funkcije, od kojih svaka zavisi samo
d jedne promenljlve tj. ako imamo jednainu

P () pa (N dx+9:(x) g2 (P)dy = -0,

‘Onda podelom te jednaline pronzvodom P 0) 1 (x), pri
1 pretpostavljamo da u oblasti integracije nijedan od tih
‘.m o¥ilaca ne uzima vrednost nule, dolaz1mo do jednadine

i

‘_':.‘.r:_ '.:,_'.'..t.——'_'.%\t =

ol
[

T e W T ST
e i 5

'+f,(y)dx 0, odnosno u obliku

)

e e e

e

T4 B e . &



P gy 50y
] ’ gl(x) Ps (,V)
u kojoj su promenljive razdvojene. Jednatina se integrife sa

dve kvadrature. Pokazani postupak se zove mefoda razdvajanja
promenljivih. :

VeZbanja:

. 4 |
1. Za diferencijalnu jednadinu Zi—ho nadi integralnu krivu pod

uslovom da ona prolazi kroz tatku M, (2, 3). 2. Isto uraditi za jednadinu
d ‘ . d

2 .y i tatku M, (0, 1). 3. Integrisati jednatinu — =2 i odrediti pro-
dx : f ! dx y ‘

b

izvoljnu konstantu iz uslova da je y=2 za x=1. 4. Integrisati jednainu

(1 —») dx — (1 + x) dy = 0. Integrisati jednaline: 5. \/T+ y2 dx= +/1+x2dy.
6. (1+y)dy+(1+2y)xdx=0. 7. Pokazati da diferencijalna jednadina
VI— )yt dx + +/1— x® dy=0, sem franscendentnog integrala arcsinx+
+arc sin y =const.; ima i algebarski integral x4/1— y*+ y~/I — x? = const.

Izvesti poslednji iz prvog. 8. Izvasti transcendentni i alg;ebarski' integra
dy 1+ ) \ .. . -
jednaline d_xy= " L 9. Razdvojiti promznljive u Jednaémllf, ) f20)dx+

‘ / dy | ;
+ @y (x) @, () dy=0. 10. Integrisati jednaCinu Ej—; =eMmX eny 1 odrediti

' partikularno relenje pod uslovom da je y=0za x=0 (m i n su konstante |

razliSite od nule). 11. Na&i opdti integral jednaline y’-tg y=2xi odrediti’
konstantu integracije iz uslova da je y=0 za x=0. 12. Integrisati dife-
rencijalnu jedna&inu loksodrome (11, sitr. 140): cotga=d0:(sin ©-d ).

II. Metoda zamene promenljivih. 1 ovu metodu smo veé

primenjivali pri izvodenju obrasca za reSenje linearne diferen- -
‘cijalne jednadine prvoga reda, kad smo nepoznatu funkciju y

zamenili proizvodom od dve nepoznate funkcije.

. U Teoriji diferencijalnih jednadina izbor promenljivih,
pomodéu kojih se izraZava sadrZaj datih diferencijalnih jedna-
¢ina, od vrlo velike je vaZnosti. S jedne strane, diferencijalne
jednadine koje izraZavaju ,,u malom*‘, u diferencijalnim ele-
mentima, neku prirodnu vezu izmedu tih elemenata i njiho-
vih konatnih veliina, treba da budu izraZene pomoéu pro-
meznljivih koje najbliZe odgovaraju suStini pojave. S druge
strane, matemati¢ka obrada take dobivenih diferencijalnih
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| jednadina moZe biti vrlo nezgodna sa matematickog gledista,
Usled toga se prirodno pojavljuje pitanje o transformaciji di-
ferencijalnih jednalina na novu, :r_natemauéku, form}l, i no-
_yim promenljivim da nove jednaline moZemo w§tc': jedllmsta_vf,
nije matematitki rediti, a zatim dobiveno rescnje primeniti

-\ na tumalenje same pojave.

! III. PokaZimo na tzv. homogenim d{f_e{encijalitfm je‘dna?
" &inama prvoga reda kako zamena promenl__jlwb. moZe dovesti
integraciju tih jednalina do kvadrature.

x x
"% jednaéina prvoga reda.

Jednalina iy— =f (y_) 'se zove homéggnal) diferencijalna

.|| AKo stavimo y=tx, gde je / nova promenljiva, i uzme-

‘mo u obzir da je dy—=xdt+tdx, nafa jednatina prelazi u

ednadinu x 2] + 1=/ (2), u kojoj promenljive moZemo razdvojiti:
o dx - Q1 : il :

t:mma oblik y= Cx. Integralne krive homogenih difc_erencijalnih
1Iﬁ.&l’ jednagina imaju narocitu geometrijsku osobinu, koja neposre-
%Lﬂdno ‘'sleduje- iz oblika tih jednalina.

W Ako uzmemo tatku sa koordinatama x,y na nckoj in-
d

LA (J_’) ,
dx x

.‘ 1y Funkcija f(ii) stoji u _vezi 54 hombgeuo.m funkcijom ¢ (x,y)
"'«v."-'r'nuitoga reda, kad je @ (ix, )= (x,)-

- I, | e 3 37

' : ' dt -
prar s i izvesti ovaj integral log Cx= | ——— =@ ().
fOy—t x J@—=1

Ako f (t).— t=0, ti. imamg jednadinu ?é = ‘}—; d 11_1tegral ~




koordinate x;=Cx, y'1=Cy, gde je C proizvoljna konstanta,
takode zadovoljavaju istu difercncijalnu jednalinu, jer je

dy, dy [ yi y

. Prema tome tafke sa koordinatama
dx, dx X, X ' :

x5, y1=y1(x) takode pripadaju integralnoj krivoj, a pri C pro-

izvoljnom — opStem integralu iste diferencijalne jedna&ine.

Posto transformacija x, =Cx, yy =Cy odgovara homotetiji, tj.
sli¢nosti i sli®nom poloZaju tafaka sa centrom homotetije "u
podetku koordinata, moZemo. tvrditi da su sve integralne
krive odredene homogene diferencijalne jednadin: homoteti¢ne
u odnosu na pofetak koordinata i da se razllkuju samo koefi-
cijentom homotetije. Prema tome pomocu jednog- partikular-
nog integrala mogu biti konstruisani svi ostali, njihova po-
rodica. Iz homotetije integralnih krivih sleduje da, u svim
takkama preseka tih krivih pravom iz potetka koordinata,

tangente na krive Cine iste uglove sa tom pravom, tj. te
" krive su izokline (istog nagiba) u odnosu na tu pravu.

Na homogenu jednadinu moZe biti svedena i jednadina
dy _ ax+by+c
dx dlx + by + 01

vgdc su a, b c; @, bl, c konstante, koje zadovoljavaju uslov
abl_‘bal#o

- Uvedimo nove promenljlve Xy, V1 pomoéu jednacina
x=x;+E y=p;+v, gde su £ i n koreni .sistema jednadina
at+bn+c=0, a;§+bm+¢,=0. PoSto sa takvim vrednostima
E i n imamo: dy=dy,, dx=dx,; ax+by+c=ax,+by,+at+
+ bn+ c=ax;+bny, a1 x + b,y + ¢y =a, Xy + by yy, gornja diferen-
cijalna jednacina se transformiSe u

a+b?r

dy, ax, +b x
o)
- axy @y X1+ 03 )1 a,+ b, 2% X1 |
. %
i, prema- tome, dobiva se homogena jednadina, za koju je
poznat postupak refavanja.
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by zadovoljavaju uslov ab;—

ax+by)+ ¢y, gde je.e=
elprt oy 1daklc: Je y=

- Ako koef 101_]6111:] a,b,ay,
-a nadi i a x+b1y+c1
S A /ZZI %1/%7 onda,lposle zamene ax-+ by=y1, O
B = (4

q ' d a =
o fik P2 bf( L)

E ‘@} = (yl— ax)/b Jednaéma (4) uzima ob e I

| jednatina se

P Sa povom oznalenom funkouom q: ()
I re§ava kvadraturom

C= | ——dn
x4 J“P(J’x)

(x+J’)dx+(,)' X)d)’=’0 2, xdy—ydx=

fgreats ednacine: 4. @r-Txe D (3x—Ty=3)dy.

i d
.-\/x""+y2dx 3, (P +yHdx= 2xy y. > y) pu D
8, (x+2p+ D dy=@x+dy+3)dx & e Py
L% -0. 8. (x—yH) dx +2xy dy=0.

2y \ )
2 4 Totalan dlferencljal Metoda integracionog mnozioca

Inu jednaému prvoga
o da svaku diferencija 2
da \Y lg’glllxksn:'escnom u odnosu na izvod mo¥emo napisa

moéu linearne forme

) PG y)dx+Q(x,y)dy =0, !t
'Igde. su P(x y); @ (%, 5) neprek1dne i u datoj oblasti diferen
it cuabllne funkcije po x i y. -

Uporedxmo levu stranu
ferencuala neke funkcije U (X,

U oU oV 4

—dx+ —
(2) ox dx ay

te Jednaéme sa izrazom totalnog
y) dve promenljwe

=dU(x, ¥)-

Ako su (3) P(x )’)—' ~

;moiemo zamemtn jed natinom
(4) ' o au (x9 ) 09

Lo y)__‘_)g. Jednacmu (1)
oy
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a ova dovodi do integrala (5) U(x,y)=C jednaéine (2) pod
uslovima (3). - ‘

Postavimo sad pitanje: kako ispitaii funkcije P i Q da
It one zadovoljavaju uslove (3)? Ako funkciju P diferenci-

. 2
ramo po y, a funkciju @ po x, iz (3) imamo e = alld 5
_ oy 0x oy
U N
9Q _ 4 odakle, pretpostavljajui. da u svakoj tacki drugi
0x  dyox ,

izvod funkcije U (x,y) ne zavisi od reda diferenciranja, ima-
mo neophodan usloy ' '

(5) oP 09

oy ox’

da linearna forma (6) Pdx+ Qdy bude totalan diferencijal.’

Pokazimo da je taj uslov i dovoljan, tj. da pod uslovom . (5)
_forma (6) zaista predstavlja totalni diferencijal neke funkcije.
Za dokaz pokaZimo kako se stvarno moZe odrediti funkcija

, & | . |
e, i %— =P(x,y), smatrajuéi y kao konstantu,
X . :

imamo U= [P (x,y)dx+C(y), gde je C(y) proizvoljna fun-

kcija promenljive' y, konstante pri integraciji po: x. Za odre-

divanje te proizvoljné funkcije diferencirajmo prethodnu jed-

‘natinu po y. Uzimajuéi u obzir da je izvod ‘;_U =0 (x,7), do-
oy

lazimo do jednagine Q (x,y) = f a—;i dx + d—CaT(Ji) Iz ove jed-
y y .

nadine imamo kvadraturu za odredivanje funkcije C(y), na-

" ( oP .

ime C(y)= o- ;dx dy+ C, gde je C prava konstanta.
, y

Ali izvrSenje prethodne kvadrature moguce je jedino pod
uslovom da podintegralna funkcija zavisi samo od y, a ne
viSe od x. A to je zaista tako, jer je njen izvod po x, naime
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— | —ax

ki g o (oF 90 9  srema
L’ Té;r ox | oy ox oy .

,. Posle odrediv
.\ 'ma oblik U(x,))=
¥ena totalnim diferencl

primer. (°+ 4xy +

e ;‘tgéan difeljencijal, Jer je ;)—J; (y
1=2 (ZXy+'2x2+ 3y2+7x)=2y
0x

ntegrala prvo izraég
+7) dx = xy? + 2X*y+
S
ma tome drugi i

jmamo integral tatnog
- 3+ Txy+C

(5), moZemo Ppocetl 1
tada ¢éemo dobitl Tesen)e

(1% U= IQ(x,y)der

ema tome pod uslovom

by : - - " .
. odrediti funkciju Q) U(x, )= jP(X,}J) dx + J‘LQ (xy

1 — Qf dx] dy+C.

.. ! ee 1
\ anja te funkcye integra
C? Tada se kaze da je
jjalom i njen integral J¢

3x2 4+ 7y) dx + (2xy +

navamo: §P(X,3) dx
X8+ Txy, a zabm o

orP
'Eil'lgrdinu funkciju drugog integrala Q— f dy

1 daje [3y*dy =y3
e djferencijala U(x,y)

imetimo, da odredivanje fun
o podeti integracijom PrT

aslovu  (5), identicki

(5) zeista mO Zemo

jednatine (1) wzi-
jednacina (1) izra-

9% 4+ 3y + Tx) dy

24 4xy+-3x2+7y)=2y+4x+

+4x+ 7. Za odredivanje

=J (A +axy+ 3)_62+
dredujemo podinte-

dx =13y% pa pre-

4G § na taj nacin
—xy? 4+ 2yxP X+

ii d uslovom
kcije U (x,_ ), PO .
vo funkcije Q(x,y) PO Y5

0Q
J{P (x, Y)— f;;dy]dx +C.
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Uzmimo sad diferencijalnu jednadinu, takode izrazenu
formom ' ,
(2x2—y?) dx + 2xy dy =0.

P ¢

Posto je d_lj = —2y,gg =2y, vidimo daje — # a—Q ‘1
oy ox o 9y | ox

prema tome leva strana napisane jednaline nije totalni dife-
rencijal. Medutim, ako pomnoZimo tu jednadinu sa 1/x% do-
bijamo jednacinu ‘

. 2x2 y2

dx + 2a'y=0,
‘ x* x
koja je identi¢na J(x;éO) sa datom jedna&inom. Pri tome je

0 (2x2—y2) _ % ; 0o 2y 2y

x? x? 0x x X2
oP 0 . .' . - . . .
oF _ 00 zadovoljen: u novoj formi leva strana jednadine je
Oy Ox ' T

totalni diferencijal funkcije U (x,y) koja se odreduje ovako

U(x,y)=f(2J)’C_Z)arxﬁuf[z?y—f(_—2;3’5;)arx]ary=2x+y;i?Jr c.

Iz ovog primera moZemo izvesti ovaj zakljutak. Moie
se dogoditi da leva strana diferencijalne jednaline Pdx+ Q dy=0
ne predstavlja totalni diferencijal, ali posle mnoZenja  nekom

. funkcijom w(x,y) ona postaje totalni diferencijal, posle &ega

se reSava po pokazanom postupku za totalni diferencijal, i to
pomodu kvadratura. Takav mnoZilac wu (x,y) zove se¢ integra-
cioni mnoZilac, odnosno faktor date diferencijalne jednaline
prvoga reda. Prirodno se postavlja pitanje: kako se moZe
odrediti taj mnoZilac?

Neka novi koeficijenti pP i pQ zadovoljavaju uslov
totalnog diferencijala, :j. (—;)—(p.P)=ai(u Q). Odavde imamo
_ y X :

Jjednadinu :
e _pd_, (08 _00)
ox oy . \0y ox

S22 znati da je uslov

i -7a odredivanje integracionog mnoZioca. Qv; jcdnaémz.z ;gtz:)dlz
' parcijalpe jednaline prvoga 'reda sa Je nc;(mk_neg L.
“funkcijom od dve promenljive i to linearne, ;I o ), Sinosn
“ a izvode tako i u odnosu na samu funk01111_. 'a(.i 0"'0a e
L sty neéemo ulaziti u problem resavanja takvih je naqné A

“kazimo ~samo nekoliko reSenja za diferencijalne jedn

Ak i Jsilac koji zavisi samo od
Ako jednalina dopusta mnoZilac koji zavist S d
jedne promgznljive, recimo od x, on treba da zadovoljava obi

' e dp. (0P 00 T -r.'
.é"nu dif¢rencij?.1nu JednaélgP Qd—x =“(3}:' ) ako, npr.,

a P=2x*—)%, Q=2xy jmamo jednadinu x— = — 2u, koja.
posle transformacye — = —Zgj—c, daje relenje ¢ = 1/x?%, koje
x

je i posluZilo za re§avanje zadatka. . )
i " iti s€ inea jednacinu
Citalac moZe potvrditi da -se za linearnu . je

‘ ' T v du o
(Py- Q) a'x +dy=0 anoiilac odrgdgje -iz jednacine T M’ 1,

-

' : ' P ‘ .
'prema tome, ima vrednost p=¢_z-r ’ . Za homogenu éedjlg-
&inu, koju moZemo napisati o obliku P(x, y) dx + o(x, ¥) gi—ilac,;
giié su P i Q homogene funkcue iste dimenzije, mn ]
‘ima oblik 1:(xP+y0). - . ‘ | ‘
el Odgovorimo jo§ na neka opita pitanja 0 1q§§g:ac33nq$ ‘
‘mno¥iocu diferencijalne jednaéix}e prvoga reda, &iji oll_ns lv a{k -
egral moZemo izraziti jednacinom U(x, y)_=C. Dal._kn ish ka
. diferencijalna jednatina ima mnoZilac? I ako ima, koliko 12 j

i j i =0 i da njen
mamo jednadinu Pdx+Qdy=0 1 znamo G
ntegraﬁkiom; oblikJU (x,y)=C, onda posle _diferenciranja tog

ﬁtegré.la a—qu+ ou dy=0 i uporedivanja ovog rezultata sa
ot ox - 0y . ,
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Odavde zakljuéujemo da sy pwP = 40, I po= ?_‘{_’Y » t]. za sva-
: , o0x oy g

ku diferencijalny jednadinu brvoga reda sa -integralom rege-
nim po konstanti integracije uvek Postoji integracioni mnoZilac,

Lako je videti da takvih integracionih mnoZilaca moze
biti &ak beskrajno TOnogo. Zaista, ako je # jedan od takvih
mnoZilaca, onda je i wWr=po(U), gde je ¢ proizvoljna fun-
kcija leve strane integrala U (X, »)=C, takode integraci-
oni mnoZilac, Zaista, ako je u(p dx+Qdy)=a’U, onda je
_u*(de-f—Qdy)=y.q>(_U)(de+Qdy)=cp(U)du. A to je ta-

Iz postavljene veze, y.*=p.'q)(U),.izmedU' dva razligita
integraciona mnoZioca neposredno sleduje da koliénik takva
dva mnozioca, izjednaden sa Proizvoljnom konstantom, dovo-

di do opSteg integrala polazne diferencijalne Jednadine. Pri .
- tome jz ? (U)=C moZemo zakljuditi da je 1 U= const. ~

=dU+Pdy, koja izrazava Prvi i drugi zakon termodinamike.
J U_Atoj Jednadini T Jje apsolutna temperatura, § —_ entropija;

koja je vezana sa koli¢inom toplote, Q, Jednaginom dQ=Tds.
U je unutrasnja energija tela, P — pritisak i V — Zapremina
materije na koju se odnosi napisana Jjednadina.

Vezbanja:

1. Potvrditi da Jje leva strana Jednaline (6x—2y 1 1)dx4(2y-2x+

+3)dy=0 totalnj diferencijal j integrisati Jjednadinu,

] 2. Pokazati da je integracioni mnozilac jedna&ine Ydx—xdy=( Jje-
dnak 1/xy 4 integrisatj jednaéinu, :

3. Nadi integracion; maoZilac jednaéine C*+y)dx+xdy =0 | in-

tegrisati Jednadiny. 4, Isto sa Jednadinom x(}Z+ y=3%log x.
X

2.5. Rikatijeva jednagina

Pri sistematskom prougavanju diferencijalnih Jednaging
Posle linearne jednagine (2.2), u kojoj je izvod y' lipearna
funkeija nepoznate funkeije y, treba posmatrati jednadinu y ko-

i
i ]

i ) ime jedna&inu
i+ a funkcij ljive y, naime jedna -
SR, . . kvadratna funkcija promen iy
,iog_;e jfzo?)pétem obliku pg (x) ¥' +ps (x) yﬁ.-: §;£2£+g( )
| ‘:.‘ri ]goja moZe biti svedena (py(x) # 0) na j ‘

(1) y=P(x)*+0 (x)y+R(x).

H - i - ey '
' Diferencijalna jednaina ovog lelka gov;i:?;t‘.; ) Rriz;cr;jmje_
| jednadina (Jacobo Francesco Riccati, 1676— .

P(x)=0 jednalina postaje linearna, a pri .E(x)EO Ber-

- 4 : . N : ’ k -
i n”ume‘j’[ilikatijevat jednatina opSteg oblika (1) spada u onu ka

| . : 3 ju, ne
I oriju diferencijalnih jednalina koje, u OpStZI}?azS;géaiijuVﬂ
oo biti reSene kvadraturama kako je to p. dnadina moZe
JRsogu ille, 1809—1882).' Ali i Rikatijeva je ‘u drugih
,'-I-'-Llovu:;la i proulena, sem kvadrature, i to poni':?xc boskona.
b;.t(:_inr:Siezraﬁavahja funkcionalnih veza, npr. pomo
n
: i izvoda. :
<nih redova i proizvo e mereie .
U specijalnim sluéajevima moZe i Rikatijeva jednadina
biti reSena kvadraturom.

.il_’rimer'i. _ : -
1. Y +y'—1=0. U ovoj Rikatijevoj jednatini promen- |

jaj i i =dy:(1—y*, odakle ||
jive se razdvajaju, naime imamo dx Iy < ( ‘y |

” . _Ce¥—1]
L =-1—(_—1—— +—l—)dy, §to dovodi do integrala y= CF AT
v 2\1+y 11—y ]
gde je C proizvoljna konstanta. 1 |
f 42 }j=0 Ako upotrebimo zamenu y=-;, dobice-
2. ¥y + y —x'“‘ : _ \ |

(5) : koja spada u homogene jednatine.

i . dz 1
mo jednatinu Tt A

x .
Zamena z{x=t dovodi je do kvadr aufrf . 5t shudaju
Rikatijeva jednafina, kao neresljiva ubr%?rii;mtransfof-
| ila je predmet mnogobrojnih trans
. pomocu kvadrature, é:: st doI:’Ede na §to prostiji oblik ili da
'macija -sa svrhom . jevi te jednatine.
“se pronadu specijalni redljivi shutajevi te j
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‘Naved;i ‘ . ‘
l edxmo, bez dokaza, neke boznate osobine te jednagine
. Zamenom promenljivih Rikatijeva jednagina se moZe

dovesti do oblika & . e
—.__.:t —
PR S (x).

2. Ako Su poznat | " ' ‘
& wis - 4 partikularna refenja Rikatii . .
ratarsl L integral te jednatine se moye cfobﬁikggng:hxj cg];:-

dratura i to:

e :}’s —Va ~C,
. YNy Y1
gde je C proizvoljna konstanta. iniegracije

3' . e - 0 . -
Ako J;e opsti integral diferencijjalne Jednadine biline-

arna ra o " .
a rgzloml_]ena funkcija Proizvoljne konstante, tj. y:gl_"'_cﬁz
Pri Cemu determinanta o o PO 0
¢ina_je' Rikatijeva. P19~ P95 0, Qerrencijalna jedna-
4. Rikatijeva ; i s e, .

5 - Jednadina i njen in; ind
ilesltlaw]/}rlg()dnu vezu izmedu dve Iirome?gir :‘;’P]?(S)tavljaju vrlo va-
Ene Iaék: srz odgedl\{anje obr;tanja ¢vrstog tela oko ne omi
op¥tem slug ;@ dato] ugaonoj brzini, kao vektory sV % "
4Ju, na integracjju Rikatijeve jednaine. ot u

VeZbanja:

1. Eliminisatj konsta iz j l

‘ al ntu C iz jednagine -+ ;
Su fon S, Sy funkcije x-a, koje zadovoliavajr:x u(éflngii if;}y;f}w;&%f,, gde su
. 4 JoJa .

2. p . o .

o#azatx da se Rikatijeva Jednadina (1), posle zamene Y= }’+l
gde je ¥ partikularnj i j ’
. r ! integral . i :

na linearny Jednadinuy u odnos.]uecrllg,aime (. 2 2 nowa Promeniiiva, svodi

3. Potvrditi da jednagi -
gral yo 7 :: 02 Jedpading p' =3ty xpy oo 1 . .
’ i integrisati Jednadiny -zamengn gret;);ai)gpazr;ggtlllgm nte-
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pokazuje, npr.,

2.6. Diferencijalne jednadine prvoga reda
" -u implicitnom obliku '

; ,- "~ U opStem obliku diferencijalna jednadina prvoga reda u im-
. plicitnom, odnosno nereSenom obliku izgleda (1) ¢ (x, y, »')=0.
. Ako se funkcija ¢ rastavlija na mnoZioce prvog ‘siepena
-. po y, . ' - [
i ‘ cp(x,y’,y')=q>o(x,y)[y’——cpl(x,y)][J{'f—cpz(x,y)]...=0,

. problem integracije jednaline (1) se svodi na integraciju niza -
jednadina y' =¢,(x,»), gde je i=1,2... prema broju mnoZi-
+Taca. Ako se moZe.rediti ‘svaka od navedenih jednacina, skup
'svih takvih refenja &ini reSenje jednaline (1). Taj skup pred-
tavlja skup odgovarajuéih integralnih krivih. Kroz tatke ravni
" Oxy moZe se¢ povuéi viSe krivih koje zadovoljavaju diferen-
. cijalnu jednainu (1) i postavijene poletne uslove. .

7 el Primer. y'®—2yy’ — 2y"+ 2y+1=0. Rastavljam6 ovako
i (r—1D(y'—1-2y)=0. Prva jednalina, y'—1=0, ima ode-
‘ | vidan. integral y=x+C. U drugoj jednalini, y'—1-2y=0,

proxﬁenljive se razdvajajﬁ i dovode do integrala y =~;—(Ce“ —-1).

Ako pbstavixﬁo zadatak da se nadu integralne krive koje pro-
Jaze kroz tatku x,=2,y,=1, posle odredivanja proizvoljnih
... konstanata imamo ova dva partikularna integrala y=x—11i

2x—4 :
— 1). Ciialac moZe prouditi te krive u oblasti

0<x<2 _ :
- Proutavanje diferencijalnih jedna&ina prvog reda vifeg
" stepena, u opStem obliku, koje se ne raspadaju na jednadine
linearne u odnosu na y’, predstavlja sloZeno pitanje; o njemu
se¢ ne moZe govoriti u ovoj elementarnoj knjizi. Uzmimo u
. obzir samo neke specijalne slufajeve.

1. Neka funkcija ¢, u jednaini (1), ne zavisi od y, tj.
neka ima oblik (2) ¢(x,y)=0. Ako je ta jednaina re§ljiva
‘po ¥, dolazimo do jednadina tipa y’ =f (x), koje se refavaju
‘pomocu . kvadratura. Ali se moZe desiti i da jednalina nije

i . SR a7




resljiva po y’, veé je reSljiva po x i, prema tome, moZe biti
napisana u obliku x=4¢ (»). Oznadimo izvod ' sa p i sma-
trajmo ga kao promenljivi parametar. Tada imamo x =< (p)
i, s druge strane, dy=pdx. PoSto posle diferenciranja prve
jednadine imamo dx=4{'(p) dp, diferencijal dy se moZe
izraziti ovako dy=p ¢'(p)dp, 1 tada imamo kvadraturu
y=[p¥ (p)dp+C. Ova kvadratura zajedno sa jednacinom

x=1{ (p), odreduje integralnu krivu u parametarskom obliku.
TJlogu parametra igra izvod y'=p. '

Primer. x=siny’ —y'. Stavimo y'=p i x=sinp—p. Posle

toga imamo dy=pdx=p ‘? dp=p (cosp—1)dp ¥to dovodi-do
p 1 . .

“kvadrature y=psinp+cosp—% PE+C, jer je jpcospdp_=.
=Jpdsinp=psinp—[sinp dp=psinp+cosp. Jednaline x=
. . 1 - ket

=sinp-—p, y=psinp+cos p—~2p2+C izraZavaju integralnu

krivu opSteg integrala u parametarskom obliku.

Sliéno se reSavaju diferencijalne jednadine kad funkcija
¢ (x,y,¥) ne sadrZi promenljive y, tj. kad imamo jednadinu
{3) ¢(»,¥)=0. Ako je ona resljiva po ', imamo y = f(»),

a to dovodi do kvadrature dx= W 2 (3) redava

po y, imamo jednadinu y=8(p), gde smo ponovo stavili y"=p.
Za odredivanje x u funkciji p imamo jednadinu dx=dy/p="

=0'(p)-dp/p i kvadraturu x=jm dp+C, koja, zajedno
P

sa jednalinom y=0(p), odreduje opsti integral u parametar-
- skom obliku. '

Primer. y=e» y3=e? p®. Odredujemo d_ﬁ;:ftl' =er (p* + .
. | P ,
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_'4_ 31,%)@: e? (p* + 3p) dp- Posle integracije imamo vrcdpost
. sa gornjom vredno§éu -y, odre-

: o 1)+ C, koja
et p ) , ’date jednatine.

uje parametarsko reSenje

. ! ’ = 2 _: ' - -
g 5 Integrisati jednagine: 1. y’2+y’y’z+2y +y+’£ ;!1.‘- 2.y¥ +(x=p)y -
”L—‘x;o. 3. x=(1+y) 4 y=(+y*) 5. x=y7smy.

Tp A Metoda ponovnbg diferenciranja. Kleroova jednaé‘m_a
= . w u specijalni 1uéhajcvin_1a jedna-
thodnom . &lanu u specijalnim s vima )
Eine U(xPl;)e y)=0 primenjivali smo. za 1ptegra_<':uu‘ naroélttu _
iiietbd?l ico_’ia se zove metoda ponovnog dzfgrenczra:]a.mePtcg da;—
imo sad i op§to] gini =0 primenu t¢ .
' d i na.opitoj jednaCinl ¢ . ' > ’
?m}o 1:21(& ;e diferencijalna jednalina data u obliku y = F(x )

' . X B ey s ] x : L2
‘Stavimo y'=p { diferencirajmo prethodnu jedngcmu po b

Q'LJr—‘-)i 9’_2 D;bi’vena diferencijalna jednatina, za odre-
ox Op dx i AK ,

1 od h
,-,dlivanje p kao funkcije X, 10 _
E jednatine. Posle refenja te jednaline -
" "tu vrednost stavimo u polaznu jednalinu,
integral u obliku y=f(x, F(x, 0)).

Ye biti jednostavnija od polazne
ednati Jimamo p=F(x,C). Ako
dobi¢emo opsti

, .
a H { 0 XxX. — =p=
D1ferenc_:1rajmo p I

1
Primer. y=1—px +EP2-

= 2
1 Cc

" nearnu jednainu; imamo: x=§P +-~\7‘}) .

. ” | - |
ap j dx 1, _ 2 i retavamo li-
= — — £ Odredujemo — +_—X . ‘
—pF+(—*+P) i
Sa tom vredno$cu
imamo y = 1 +l p*—CA\/P. Dobili smo dve jednaline za izra-

'ia‘-ré.njc integralne krive u parametarskom obliku.
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S :
ad uzmimo sluéaj chnaéme refene po x : x— fhy)=

=1y, p). leerencxra_]mo Po y i zamemmo = o

A | '
op d eSenje ove Jednac‘,me 1ma oblik p= O(y C). Ako

stavimo u

"‘f(y’ e(y:

Prirner y 2

polaznu jednag;
Ay _] inu, dobiéemo trazem integral: x —

- X
Y +y=0. Jednacmu reSavamo po X x=

= g
yo+=. Stavl_;amoy =p, x=p4?

X ;1 dlferenmramo poy sma-

trajuéi x kao funkeijy p: L. 1 l dp

: Ju y:—=—4f1 Y\

P p (l pz) & - Posto smo dobijj

Jjednaginu ( 172 ) dp _

‘_ a 0, doIazxmo prvo, do jednagine ::— =0,
ly

y=C(x-C .
( ). Drug1 mnoZilac, 1——— » daje zajedno sa polaznom

Jjednadinom refenje 1 — & E
— __=0 X = Yoo .
p? P+p ili x=2p, Jy=p2’ a

't - . l
0 je singularno reSenje u barametarskom obliky.

Istim postupkom
» Ponovnim
Klerooya (A C. Clatraut 1713*1;22?6;31;:?33:1 resava se |

(1 Y'=xy'+f().
Stavimo y'~p j ; In . o
, ¥y p i Jeginaéjnu Y=xp+f(p) diferencirajmo po x

Dobivamo Jjednadinu p=p +(x +i) dp .. (x n df) dp

—, ili o
dP_dx dp dx =0. .
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-"émama x=—f"(p) i y=

konstanta i, prema tome, imamo opsti integral y=C_x +f(C).
© Tom integralu odgovara porodica pravih linija sa proizvoljnim

_]edno sa po]aznom jednaéinom- u obliku (3) y=xp+f (p) sin-
”?'gularno je resenje Kleroove Jednaémc u paranmtarskom obliku.

—pf'(p) +f (p) odredwemo Y=

Y _( pf" (p)) -f"(p)=p, 'posle éega od d1fcrcncualne

jednagine (1) dobxvamo identitet, —pf'(p)+f (p) —f "(p)-
- p+f(p). Kako dob1veno refenje ne predsta.vlja pravu liniju, tj. |

ne Javlja se kao partlkularm lntegral ono je smgularm 1ntegra1 [

Al
. ) dy\* d

Refiti ove Kleroove jednadine: 1. y=x—£+2 -X) . 2, y=x—)—"—-

. dx dx dx

oy dy

v )3 3 . 4 + . (dy)
% —l—. 3. y= [4 .  Y=X — + arc .
: ( M Y= ax £ dx

: 2.8. Pribﬁino reSavanje diferencijalne jednacine prvoga reda

U prethodnom izlaganju smo videli da se samo u po-
sebnim slufajevima moZe dobiti resenje diferencijalne jedna-
gine u konanom obliku, izraZenu pomo¢u dobro poznatih,
tzv. elementarnih funkcua Cak i ono refenje koje se svodi
na kvadrature i koje se smatra, sa gledista Teorije diferenci-

. jalnih~ jednadina, kao izvedeno, -lesto zahteva izracunavanje

toliko komplikovanih kvadratura da dobiveno resenje ipak ne

' moZe slufiti praktinim ciljevima.

4 | | S o st



Kako za objainjenje prirodnih pojava, tako i za refavanje

' {ehnitkih problema, i u praktitnom Zivoiu, gde se prime-

njuje aparat Vife matematike, glavinu ulogu igraju ba¥ dife-
rencijalne jednadine, pri ¢emu se traZe njihova reSenja dove-
dena do konkretnih numeritkih rezultata. U Teoriji diferen-
cijalnih jednatina oduvek su vrlo vaZnu ulogu igrale Metode

| pribliznog refavanja diferencijalnih jednadina sa unapred posta-
1| vljenom, tzv. astronomskom tadnoséu. -

Nage vreme deli istoriju tih metoda u dva dela: period
do elekironskih mas$ina i nov period sa maginama, koje za

_nekoliko &asova daju rezultat koji je ranije zahtevao godine
rada. Izlaganju metoda pribliZne integracije diferencijalnih.

jednafina, kako..bez mafina take i sa malinama (programi-

ranje), posveéena je velika specijalna literatura, a i specijalni

raunski instituti imaju svoje razradene postupke za reSavanje

raznih diferencijalnih jednalina i za utabli¥avanje njihovih -
reSenja:’ Pregled efikdsnih savremenih metoda, bez obzira npa’

njihov veliki prakticni zna¥aj, ne moZe biti tretiran u -ovoj
elementarnoj knjizi.. NaveSéemo samo kratka objanjenja ele-
mentarnih metoda koje vi¥e sluZe za dublje razumevanje pri-
rode onih funkcionalnih veza, koje postavljaju diferencijalne
jedna&ine. S i TLeR

a. Graficka metoda. Uzmimo diferencijalnu jednadinu'
prvoga reda u .reSenom obliku (1) y'=f(x,y). Tri velitine:
X, ¥, ¥, koje :odreduju poloZaj tatke i tangentu na integralnoj
krivoj, u toj tadki, salinjavaju diferencijalni element date dife-
rencijalne jednadine za datu talku. Ako funkcija zadovoljava
odredene uslove i diferencijalni element je odreden, kroz
odgovarajuéu talku oblasti prolazi integralna kriva date dife-
rencijalne jednaline i pri tome samo jedna. To je obifna tacka
diferencijalne jednacine. Ako funkcija f(x,y) ne zadovoljava

potrebhie uslove za odredene vrednosti (x,y), talka je singu-

larna. NiZe ¢éemo navesti nekoliko primera singularnih tacaka
diferencijalnih jedna&ina prvoga-reda.

Za crianje integralne krive u oblasti obi¢ne polazne
tacke 'moZe se primeniti postupak analogan onom koji
smo primenili za grafitko odredivanje vrednosti integrala

T [ £ (e de (1 str..« 164),
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- : i tatku
Oxy (sl <T) uzimamo ku
ukrivgpostupamo ovako. 1. U(;_x
). 2. Ratunom iz (1) Odrt} u-
' tatku No(0,%)

i, U koordinatnom sistem
ol A (—1,0)- Za crianje integralne

Xay
au tatku M, (X, yédredujﬁmo

@ mamo polaz

& jemo Jf (¥ ¥o)=(%) o', 3;-1 M, povlatimo pravy do prescka

| povlatimo pravu AN,

" Xo

S

_Graficko odredivanie integral

- ne krive
sL 17— *

N ‘u tatki M, Ist

paralelnu pravoj 4 'y produiiti

Kt sa pravom x=.x1,v_ o1 Xetnom tatkom M du
ti 1 sa poce e i x.

posu(lipik ;rcebgoldzevr;s; do ordinate koja. odgovara apscis

b 82 ©° s ’ iti samo

. Jaspo je da rakva grafitka m_etc_yd:xe ;ﬁi@; 1}(3:);}1:11:1; e

: jivanje ponasanja I in-

fcadvr'lo iii:?:alofzrﬂlxol Nveliki i funkeija S (x, ), se v tom

ad Je ; : .

tervalu primetno menj. . g

o Numericka metoda. Ako grafitki P."Sqifoﬁ’ dobitemo

ey = b u ¥lanu a., izrazimo algebarskim 'Jlgz'lve D s

ob%a§ml<(:_n p?)stupak za odredivanje integralne kil

racunski

od x, do x. o imamo»
Kak tnosti M. M, i OAN,
.~ slitnosti trouglova Qs MgM, 1 |
(y:i=J )'inl‘z'xo)’;ONo: 1 =1 (X Yo)s odakle j&
110/ ;

yy—Yo=J o» yo) (2~ Xg)
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- gde je h=(x—’xo):n.

| dy (x)

islitno dalie  yp—y, =£ (X1, 1) (Ka—%1),.

...................

Y= Yne1=F Fnets Ya—1) (6~ Xst),
gde je y,=y. Posle sabiranja izvodimo obrazac

i=n-—1

Y=o+ > S (xsy) (Xi1—x1).
i=0 - 3

Ako je interval x—x, podeljen na n jednakih delova,

{e=n—1

Z f(xfr yl))

dolazimo do jednostavnijeg rezultata y =y, +h
) . i i=0

Jasno je da je poslednji obrazac utoliko taniji ukoliko -

je interval x—x, manji i broj podela n veéi i ukoliko su
taénije izraCunate vrednosti f(x, y). ‘

c. Metoda uzastopnih aproksimacija. Da dodemo do re-
Senja diferencijalne jedna€ine (1) »'=f(x,y), sa poletnim
uslovom y,=[y (X) lc=x,, izrazimo prethodnu jednadinu u obliku |

7 =f,y(x) i izvréimo integracij{; leve i desne strane. u
x : : i

granicama od x, do x. Zadatak integracije tada moZemo izra-

ziti obrascem ‘

e} y=ro+i 1,3 ),

gde je t pomoéna promenljiva pri odredivanju odredenog inte-
grala u -granicama od x; do x i koji se, prema tome, javlja
kao funkcija promenljive x i konstante x,. Da je (2) zaista
reSenje jednadine (1) sa datim podetnim uslovima, sleduje . iz
toga Sto: 1. za x=1x, integral (2) ima vrednost nule i prema
tome je. y =y, 2.y iz (2) zadovoljava diferencijalnu jedna-
¢inu (1), §to sleduje iz neposrednog diferenciranja, jer, po
pravilu diferenciranja odredenog integrala po gornjoj granici,

imamo Y = f(x,y (x)), a to je jednalina (1).

s ; topnih
» obrazovanje uzas
: 3 ‘ednacinom (2) za O0L
PosluZimo se )€

iblifnu vred-
i ) .« e xine (1). Za polaznu pri , d
.r- ribliti'nxlllllcciggs‘;n(];) Jeuzmdnaii:ll:) st(al?m potetnu vrednost yg. Tada
“post fu ‘ i

&emo dobiti prvu priblizou \{r@dnost

(3) yr=yo+1 St 30y

| L oznala fun

 eoraina funkelja £ (1, ¥o) je POSE BT o,

RIE .. P°fimtefma tome, MOZEMO iz,v'{§1tr, .t:‘licn% énog “ntegrala.

keija [ P ciju jzradunavanja obitnog 0dre . koju ¢emo

/ poznatu opera 111 integraciju dobivamo funl;(;liﬁa{é"- Funkcije -
A\ = e vreanSt ne ale, o

}?%;?gggivamo naredno resenje, a=Yot

. Pomotu te funkcije 3z .
| +chf (t, »1 (1)) dt. Taj postu
obrascu

pak se prbdu‘z’uje prema opstem

yn=yo+ix flt, paa (YA

: ‘ D . L je treba -

‘ L. . vesnim uslovima koje tr¢ ~
% dokazati da, pod izve i oblasti, resenje ya
y%ﬁ':\?a funkcija f (¥, ¥) ¥ Odredena?éji octl);. postoji takav
8 2200 ¥ dnost kad n—» 0. To znall oduo . razlike
jma graniénu vrecno d tog broja, moduo .

X 1ia da, © : .
broj N uzastopoil oPera:;izje manii od unapred datog broja ©

staje i i nvergentan
BZ (x)"‘y(fz.‘ %‘;0 cgs moZe biti i raVnomer_nc())b%(azﬂ‘ ‘ g
17'rld t)OI:'cN gle Javisi od vrednosti x U dato) dl prata
L ' ie za -
- ! ;i1 pomolu redova. Poznato J& a live x i
d. Integracl]a p neza‘nsno promenj

. : ze izmedu - ; , bilo.
vane f““kmf;ealgz ;cfsluii jzraz funkcl.le; obliku reda
B ol ylm kad su Glanovi reda odredene kad su - ¢lanovi
fun(kc)lona I(l;i)g, bilo, specijalno, stepenos, :
1, X ). Us I

1. 0 . | .

. . T .. ' da
: . s ine prvoga 1€
. . cijalne jednac
i avanje diferen -
Proulimo 1e€s

la: 1. iz tzv.
) . astoji iz dva de - : .
redova. Ono s¢ sa _ dobivenog
. pomocu Stenglnl!a i 2. iz ispitivanja kﬁonverg@nmo‘s :échjc' nema
S ormalnogd réengaj oblasti. Formalno, divergentno res e
reda v odre S e : '

praktitnog smisla:

funkcije o (%), -
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Formalno refenje u obliku reda y (x) =a,+ay x +ag x*+ ...,

prvo, treba da zadovoljava diferencijalnu jednadinu (1) y'=
=f(x,»), ti. da daje identitet (y (x)) =f(x, y(x)) za svaku

~ vrednost x; i, drugo, 'da za dato x=x, daje dato y (x;)=Jy,.

| dimo vrednosti izvoda y', ¥y, .

Promenom poloZaja pocetka koordinata uvek se moZe drugi
uslov .izraziti jednostavnije, naime zahtevati da za x=0 bude
y(0)=0, tj. da integralna kriva prolazi kroz pocetak koor-
dinata. PotraZimo, dakle, formalno reSenje u obliku y=a; x +
+ayx?+agx*+..., koji zadovoljava uslov: za x=0, y=0.

Za odredivanje koeficijenata a, a,,..., 4,,..., upore-
L Y ito za x=0, =0,
odredenih, s jedne strame, iz reda, a, s druge strane, iz aite-
rencijalne jednadine posle uzastopnog diferenciranja. Red ne-

. posredno daje (P (X))gmo=n!-4d,; za odrédivanje izvoda iz

. diferencijalne jednadine primenjujemo shemu diferenciranja sa
kratkom' oznakom (¢ (X, ¥))x=qs y=~o =[?]. -

y' =f(x’ y)’ I R [/]a

v _o o o
y = ()x+;‘5;_f fl (x,)’;), ] . [fl]’
------------- |
yor oHnms  Homsp f Gy <= Ui

ox oy

Dva oblika izvoda daju ovaj obrazac za koeficijente reda

- anz_l"[fn—l]'
_ n!

Time je formalno reSenje diferencijalne jednadine u obliku

- reda zavrieno.

Sto se tike ispitivanja konvergentnosti formalnog re$enja,
ono zavisi od konkretnog oblika dobivenog reda i od oblasti
za koju se traZi refenje, a vr8i se prema pravilima o kon-
vergentnosti reda. No predstavljanje reSenja diferencijalne
jednadine redom ima, sem vaZnosti za konkretne probleme, i

dublji matemati¢ki znalaj. Pomoéu redova se mogu izvesti

\

‘ ) ; . | fun-
e : Far koje odreduju uslove za
u dosta opstoj formi, X : . . -
B . y) difercncijaine jednatine, da rofonje budc “oriCT
cut o Sa tim teoremama stoji u vezl i DAy~ re%ia ved
B I:céenja ne samo diferencijalﬂih-l‘fd“?éma pgvogz A6 AEINO
. Fu'le,d natina visega reda. Ta proutavanja s¢ O 11(10_? o ewonsd
2 funkcije realnih promenljivih, ve¢ 1 na fon c]%i ]kon%plek-
"n?h romenljivih, pri demu se pokszije'da-uPOtre funkcionalne:
“gliihpveliéina mnogo jasnije Obi‘asma(')\gaslti Qrizomplikova..n'ost
J to sy postavijene u realnoj oblastl. BOFVCTE v
: 'Ii%zesakgiﬁtemaﬁ%kog gledidta vilo vaZnib rasnga;jz_’i ESJ?;
b SL e s & da s¢ o tome govorl -
im, isklju€uje mochnostednostavn om primeru kako postupak

Obiasniéemo na 1 _kako ik
ﬁzasto%ﬁji?isn;(;froksimacija; tako i metodu reSavanja pomoct
edova. '

Primeri. _ C st d_
{. Treba odrediti reSenje -.d)ferer.lcua,ln_e j - I
"='—:-.~xy, koje za x=0 daje y=1. i | v
| - Prema pdstupliu uzastopnih ‘aproksimacya 1z _\ednacjne

1(2), za datu jednalinu imamo:

y= 1+6"t.}’(t)dt’

o ovih uzastopnih aproksimacija: y1= 5

‘ odavde dolazimo d
o B S e 1'+"‘2+i(1‘—2)z
e..+ft~‘1-dt=l+%—, y2.=1+01f(1+'2—) t'_. i

2 1

L 2\2 ] x PV
T TOEIRTE Y T
y‘s=1+ft(l+7+7(7) )dt 1+7732\2) T \2

e » 3

| _'i)2+_1_(ﬁ);]dt=l+
ya=1+f‘[1+—2'+2(2 6 \2/

g 2\2 1 /x2\3 1 xI’ ol
+.3C—i+;l- . +'"—(—“) +*7(-2—)' |
2 2N 2 31IN2) 4
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Pri izradunavanju y, veé se p‘okazao'zakon formiranja ¢lanova,
jer je 2=2!, 6=31, 24 =4! Lako je potvrditi da je opiti ¢lan

2\n

Jednak—'—!(x?), jer se poslednji &lan w narednoj aproksi-
n < ‘ i

~mmaciji dobiva mnoZenjem ovog <lana sa ¢ i integracijom

1 e, o
t- ‘—‘(—) dt, §to daje
nl \2 )
J _

1 1 LS S| X2\
nln+1 (2) '—"('1-1—1)!(2).. :

Na taj nadin, kao reSenje, imamo red _
2 22 23 \n
(*)y=1+_x_+_1_(x__) +_l_(x_) e _|__1_(x__) + .
2 21\2 31\ 2 ‘ ni\2/ .

U tom redu vidimo dobro poznatu funkciju sa argumentom

x2/2, a to je funkcija e*/2. Znamo da je taj red, koji znali
'|" 1 naSe reSenje, konvergentan za svaku vrednost x.

- PokaZimo sad da i metoda integracije pomocu redova
dovodi do istog rezultata. U toj metodi treba, za odredivanje

koeficijenata reda y =a,+a, Jl: +agx%+ .- -, iskoristiti obrazac

anz_l_[.fn—1 ]; -
n!

Polazeéi od diferencijalne jednaine y’' = xy, izraunavamo

[xy]za x=0, y=11iimamo g,=1, a; = Tl'—[y’ ] =_[x,;] =0,

a__l 11_1 +xf_la=__1_ lll_i2,+x"_;0
ol T T T 2Ty TR T T

1 v 1 r 1 . 1 . 1 1 L
44_71[3; ]-Z[3y +xy ]“ 3= dalje imamo

a1~ 21 2%
15 1 1 3.5.7 1. 1
dg=0 = , dg=—r— =1, 0,
5 » g 61 31 98 7=0, ag 81 N e 9

ayp=

Prem

dobiti i neposrednom in

posle razdvaj

'1 L x}24C
'lo'g'y=-2—'x2+C, it y=e
-vamo. C=0, tj. kona&
odgovara dobivenom r_edu.
2..Kao drugi primer

potetnom talkom u po

aproksimacije uzima oblik .

i daje ova uzastopna reSenja:

~ @jtalac moZe uporedit

Vezbanja: ] .
Prouditi grafi¢ki i po

= d)’=ky dx; gdé je k konstanta, npr. k=

. dy
anja promenljivih, imamo 7 = X dXx,

=y®+x i nadimo pribliznu jedpali

y=f[t+y2(r)_]'dt,
0

2

1

10’

3579 1 1
=101 st 28
a d.obivenom‘ zaiconu za formiranje - ko_efic

opet dolazimo do navedenog reda ().

=~ -o da se reSenje ovog jednos! : : :
o tegracijom date jednaline y =xy, Jer,

ijenata
tavnog primera moZe

i prema tome

obdakl_e za x=0, 'y=1 dobi-
| oblik naleg integrala y=e”2, Koji
ni oblik naleg integrala y ,

uzmimo Rikatijevu jednaginu y' =

nu integralne krive sa
etku koordinata. Obrazac za uzastopne

B x . '.x X —1 2.
yo=1 [0+01dt=0; yl=gtz+y:1dz_=_gzdt—_2x,

'.‘ yz%f[t+(§)2]dt=

x? X8
e
2 20

b 9 11

SO (PG LS.
y"ZJ[H(EJrE(_))]dt—fzo 160 4400

i rezultate ovih pribliZnih vrednosti.

1,10 o

modéu reda refenje diferencijalne jednatine
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~2.9. Neke primene d_iferencijalnih jednadina prvoga reda

Proudi ij
imo neke probleme &ije re¥enje zahteva integraciju

diferencijalnih -jednafina prvoga reda. -

a. Problemi Geomelrij :
. v ife. 1. Odredivanje krivi
;t_intom. o. Duimom tangente, B. Duiinomjnorlgilh @, Jou-
inom subtangente i 3. DuZinom subnormale ale, y. Du-
=(J’/;' ) \Ij%]g-g%e duZina tangente T izratava obrascem IT'—
OALLY” (e 13 e Srenatl Jodnatine:
vityT=a gde je a konstanta. Resena po y’ ova je-

dnadina - osta'é =1y . p2, ] ‘
postaje y'=y : \/az—)iﬂ, i traZi kvadraturu dx=.

\/az —y2

- dy. Neodredeni integral, sa novorln promenlji;-

v =1" 1 &
om ¢ 1._y, ovako izradunavamo

'az__j,z ’ |
ydy

[y e [
y y\/a._lyz . '/qztz_l“ \/az_y2=

= —alog (ta+ \/a®2— 1)'+ \a:—y*=dlog i;——dz'—yz-F
; ‘

+ dg.— 2. . ‘ s =
v y*. Prema ovoj vrednosti imamo opsti integral x +C=

b a— \/azé 2.
=alog ——— + +/a? ' i i

. v - + y/a*—y?® Ako postavimo uslov da, za
x=0, b1_xde y=a, gakljuéujemo da je C=01i, prema tome, kona

&¢no imamo jednadinu x = alog m/-az_y "

F @@=y pri

S . . .
u gornji znaci odgovaraju slu¢aju x>>0. Ova kriva (sl. 8, 1)

Zov ] :
e se traktrisa (Huygens, 1629—1695). Ona ima interesantne ‘

a \/

ds? = dx? 1 dyz—(l +dx2) - a2— 2
: =1 dy® = (l p B 2
‘ .dy2= y*dyz’

. dy? y?
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-

b odakle je ds= .
y

!
i

QR fikacija) te krive
ri Gemu se luk uzima od t
funkciji tog luka imamo: y=a¢€
hanitki (sl 8,2). Ako se sredina
P prednje os¢ kola kreée po pra-
““yoj, sredina M zadnje ose opisuje

| graktrisu (naziV od latinske re€i
" 'trahere — vucl). Traktrisa sluzi
i kao evolventa landanice. To zna-
¥ ovo: ako na lan&anicu (sl. 8, 3),
Al o

- ija je jednatina y= ‘_’2_ (e Ha x/a)’ |

| .
i od tatke M, do neke tatke My .
namotamo Kkonac, Ppa £ zatim,
potnemo odmotavati, njegov  kraj
oji se nalazio u tatki M opisuje
traktrisu. Dokaz ove osobine lan-
%anice i traktrise moZe posluZiti
“kao dobra verba. Najzad, trak-
trisa moZe, duZinom- svog luka,
¥ za merenje povrsine
gene jednakostranom hiper-
bolom, dvema ordinatama i Ox
osom, jer odredivanje i jedne )
druge veliCine zavisi od integrala

'_ ﬂfdx_
tpa | —
X

gens nNazvao traktrisu kvadratrisom
hiperbole. 1 ovu osobinu traktrise
ttalac moZe potvrditi uporediva-
njem duZine luka. s, traktrise i
~ povrsine, O, spomenute hiperbole.

i 8. Podto se du¥ina normale,

Iz tog razloga je Huy-

te se, prema tome, duZin

odreduje jednostavnim obrasce

—y/T+y? (0, str. 131), diferencijalna je

a luka (rekti-

m s=a]og}i.‘
a

atke (0,a). Za ordinatu, y, Y "
sja, Traktrisa s€ dobiva 1 me-

Sl. 8 — Trakirisa

N, izraZava obrascem N=
dnakina krive sa
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konstantnom duZinom normale ima oblik a=y /1 +y#. Re¥e- _

: . /42 __ 42
nje ove jednaCine po y' daje y' = i~—a-y—y—,odakle dolazimo

do jednostavne kvadrature ——== +dx. Posle integracije
: @ _y

imamo + +1/a®—y2=x+C, ili (x+C)%+)2=a? a to odgovara

familiji krugova poluprefnika a sa centrom na x osi. Nafa

jednaina ima i singularno refemje — to su dve prave para-

lelne x osi na rastojanju a od te ose. :

: v. Prowdimo krivu sa konstantnom subtangentom, kojoj
odgovara jednafina: a=y/y’. Iz te jednaline neposredno sle-

dy

duje kvadratura -—_-=£f7 sa integralom 1ogy=f+c, ili- y=
: _ P M »

y a

= Ae*le, gde je A zgodnije napisana integraciona konstanta.

Imamo familiju eksponencijalnih krivih.

8. Najzad, za subnormalu imamo jednadinu a=yy’, lszv1
kvadraturom y dy=adx i integralom y®=2ax+C, — njemu
odgovara familija parabola.

Izvedeni rezultati u tackama vy i 3 mogu se zgodno u

obrnutom smislu protumaciti, tj. u smislu geometrijskog . sa-

drZaja odgovaraju¢ih diferencijalnih jednadina za eksponen--

cijalne linije i za parabole.

b. Hladenje tela. Brzina v hladenja tela definise se po-
mocu izvoda v= —dT/dt, gde smo sa T oznacili temperaturu,

‘a sa ! vreme,

Toplota Q, koju telo gubi, izraZava se obrascem Q= —
—n St, gde su: § — povriina tela, # — vreme 1 n — koeficijent
koji po Njutnovu zakonu hladenja zavisi od temperature tela
1 temperature 6 sredine u kojoj se telo nalazi; taj se koefi-
cijent, 7, izraZava obrascem = h(T—0), pri ¢emu je h kon-
stantni Kkoeficijent spoljasnje provodljivosti. Pomoéu te veli€ine
za () imamo vrednost ‘

Q= —h (T—0) St.
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adpadinu po’ v;emenu - |
. o .de _dedT _ T e c
,, ;h(Tee)SiuzmemouobZI_rdaJe i aT dr dt

ota tela, dolazimo do

Ako diferenciramo OVl j

e 0 ifiéna topl
e O'S'éu cC=— {zv. SPeC : ’
- sa yredn T 7 ‘

' rezultata. - ' o |
aT__ "3 (r-90),
dt ¢ _ | |

s ia di on s dmading hladenja tela. Napisan

‘| koji predstavl]% dlferenclzjalnu jednacinu

do kvadrature —ndt= “gde kon-

bl

| jednatinu dovodimo

a=h S/c. Posle integracije imamo —Af+

i . za t=0,T=T,
slove uzimamo: Za ’
e € log —8); posle toga imamo

‘stanta A ima v'r(;dngst :

=log(I'—Y). Za P
i+t§da zi(C dobivamo uslov C =log (T, ‘ . |
79 koja dovodi do. konacne jednadine

!
" . \
-7 )
T=0+(T‘,—-O)e~"5"0. o : s
B . - - e.A
ric¢ki obrazac. Izvedimo, kao prm;er mte:i:?g )
icki 0 __visina, peTpE® — .
s ricki obrazac (5406 - 2, B e — Bietin)-
Pt fupsc:jmegu ovog obrasca necemo uzimati u ob?i o 111)1 0
P e (zbog ture i vlaznosti vazduha, geogratss \

' pravke (zbog tempera v )
glc.llelosa (visine prema Zemljinu pggr
preéniku), yeé éemo uzets u O e
samo dva osnovna faktora — sn}: mj ,
vanje stuba vazd_uha sa peﬁuatj m 1
smanjivanje gustine vazduha

-stubu.

jednatinu —Hr¢=10g

hlade‘nja tela

¢. Hipsomet

Pfema Bojlovu zakonu Za istu
kolitinu vazduha vaZl Jedngglxz? pvva-z-
i ritis -
C=p.v,, gde su py 1 PP .
duﬁ;,o’a v, 1 v zapreminé na donjem |
i gornjem nivou vazdugnog stuba visine " Bo L_ 6

s O o
 Kako su pritisci proporci ‘ - o
iagli’ v?s)inama, B, 1B, barometarskog SL 9 — Vazdusni
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stuba, a zapremine su obrnuto proporcionalne gustinama, o, i
o, iz Bojlova zakona sleduje B:o=B,:q, odakle se dobiva:
o =0, BJB,. IR

Zamislimo sad da se penjemo sa visine x na visinu x +
+dx. Smanjivanje barometarske visine oznafimo sa dB. Ako
gustinu Zive oznalimo sa 0, pritisak stuba visine dB bile pro-
porcionalan - 3-dB; isii ¢e pritisak, izralunat pomoc€u teZine

i vazduha, gustine o i visine dx, biti proporcionalan o dx sa istim

|| koeficijentom proporcionalnosti. Po§to je dB negativno, kad je

| dx pozitivno, imamo jedna&inu 8-dB= —odx. Uvrstimo li vred-

. || nost gustine i re§imo jednalinu po dx, dobiemo dx = —kdB: B,
\lgde je k konstanta. U prethodnoj diferencijalnoj jednaini
©/|promenljive- x i B razdvojene su, te se moZe integrisati, i
. imamo x+C= —klogB, gde je C proizvoljna konstanta inte-

- gracije. Za odredivanje ove konstante uzmimo u obzir da je,

za X =0, B= B,; prema tome imamo C = —k log B,. Sad moZemo

.ﬁapisa"ti x='k10g%. Ako barometarsku visinu za x = h ozna-
<imo sa By, moZemo hipsometricki obraiac kona&no napisati-
u obliku o

=B 210g B |

Go B

d. Problemi Hemije.- Hemija je u podetku svoga razvoja
iskori¢avala samo jednostavne ralunske radnje iz Aritmetike
i Algebre. U proslom veku, narodito posle uspostavljanja veze
izmedu Hemije i Termodinamike, u Hemiji je nafao §iroku
primenu Infinitezimalni radun sa procesima diferenciranja i
integrisanja. : ‘

U ovom veku proulavanje atomskog modela unelo je u

Hemiju, tacnije u Fizicku hemiju, gotovo isti matematiZki

. materijal, koji iskori§¢ava savremena Nebeska mehanika. U

danaSnje vreme tzv. Nuklearna fizika je u§la u takve nove

- faze, da je za njihovo proudavanje potreban matemati¢ki apa-

- rat kud i kamo vi§i &ak i od aparata svih grana Mehanike
i Teorijske fizike.

Sad je izu¥avanje Hemije u celokupnosii nemogucée bez
nog znanja matematike.

. i jmera primene .

, , ‘ dpnostavnih prim e

- avesti nekoliko je . ;anje hemijskiil
: O@i é{:;n? inrftcgralnog ratuna na proucavan]
diferencijall fga = supstance
L pojave- . akeije. Ako je kolcina kiicﬁ::il:edx/tpﬂ e
7 = Brm;akciju 7o vreme df, tada € B
'[;s‘luPuB‘ u re .

przina reakcije.
_ Guldberg — )}
4 Vageo‘ira zakona koncentracija

: codnom litru. Gram-molextit oo o
mtga“'uorfgﬁllzo grama koliko jedinica iznosi.
- sadrz)

v: e ma_terije. p ’ koje uza- i
olekularnd l.tezémé; imamo dve _supsta.ni’(e’ g‘}dil 1311 i ay kon- '
§ Zamisiimo © e kciju. Neka 1 .

o sku reakcil) ie Qg x o0znaCimo
: tupaju v hemijs Zetku reakciie. .
jamnno SMETL upstanca u poce - nia hemijske reé-
“‘centracije ovih Sup le vremena ¢ trajan od
T\ ance Ay Pos ciju, u smera 1
_kolx_c‘jmuPsu;l):t yrempena Ar stupa U ;eakC}éuk woeficijent pro-
.“akCLJC., Os'é. x"_‘kl (dl——X) At: gde_ 3 n]é.vedenom smeru. .
ka Ay, velitina 212 ijent brzine reakcle “0 4 A/ ka Ay, uce-
porc‘:1<ina$‘éme u reakciji suprotncggAim:';é i Itl’ xoeficijent |
Za 1sto i =l (g, + x) AL, finitivoa - |

p e Azx——kl ( 1 Prema {fome defin1i |
stvuje kol:Cina drugom smeru. Fr o foba izra-
B =3 tom drug , eakcije, treba | i
brzine reakele U L7 o ite za vreme I At—. | |
! e ] se trans orm " -t' A,x =k1 (a]_""x) T . |
Koliginu, Koja ¢ WA o tj. stavitl -¢ne yrednosti, |
2 rathom) gtx "AAklo cad predemo na pramid 2Es
By %) o '
dobli(:emo jednacinu ‘ '
5 . i nfa
éf=k1(a1'—x)';k1 (@' +%)-

praveu, prethodna

dt ¢ jednom
enkcija VISl samo W JECDO S T " n molekula
Ako ge;ere;x/djtzkl (ay— %) Za reakflljcu (a,—%)" U slu-
e e apisati u obliku dx ek ol ko
treba jednatiou nap treba izraziti ova

Zaju dve sups

‘i{ - kl (al—-—x) (az

a;*.mislu Guldberg —
date aktivine supstance 3¢ broj

S1- tance
mol date sups
molekul 111 O omska, odnqsno

Vageov zakon. U

tance jednaéiml

_x)—ky (@, + %) (@ £%)

dt
gigledne. wsn izrazavaju Guldberg—
ey ozpakc ?i(?fgrencijalne jednacine izraZzavaju .
Napisane & g— Vageovu je-

d% _ ¢, jmamo Guldber

d je .
Vageov zakon. feal dt a izgleda Ky (@ —%)—

jednu supsiancu on

dnaciny ravnoteZe. Za
=Ky (ay +X)= 0.

A
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Y. Unimolekularna reakcija. Unimolekularpoj reakciji odgo-

vara jednaéma—a-’- =k (a—x). Za integraciju ove jednaline ra-
? _ :

zdvojimo promenljive — > =k dr i integrisimo f LI
_ _ . a—x . a—x
L . dx. - ' . -
+ C. Posto ]ef * _fd(a_x)= —log(a—x) integra
a—x a—x ' ‘

nase jednaine izgleda ovako —log(a—x)=kt+C. Kako je
u podetnom trenutku, dakle za t=0, x=0, imamo —loga=C,
te posle eliminisanja proizvoljne Ifonstantc dolazimo do integrala

u obliku log—2

a—x

za odredivanje konstante k iz jednadine k=-—log , Jer sve
t a—x .
i¢ine s desne strane mogu biti odredene iz eksperimenta..

ve
|

| .
7' 5. Bimolekularne reakcije. Bimolekularnoj reakciji odgo-|
vara jednalina dx/dt=k (a—x)(b—x). Za integraciju ove
jednagine prvo razdvojimo promenljive dx : [(a —x) (b— x)] =k dt, |
a zatim transformi§imo levu jstranu ‘ : :

! ( L )dxzkdt. .
a—b \b—x a—x

Posle ove transformacije integracija daje

! 5 [log (b—);) —log(a—x)]=kt+C.

Za ecliminisanje konstante C iskoristimo potetne uslove,
_ 1 .
za koje imamo — s (logb—loga)=C. Posle toga jedna-
. a—b
€¢inu za k moZemo napisati

k = 1 logb(a_x),
(a—b)1¢ a(b—x).
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=kt. Obiéno se ova jednalina iskoriéava

! I 6vdé imamo sa desné strane velidine koje' moZemo -
odrediti iz eksperimenata.

. Zakon radioaktivnog raspada. Ako sa k ozna&imo vero-

. yatnoéu da se atom neke supstance raspadne u toku jedne -

sekunde i da je taj broj isti za sve atome istog .elementa 1

. ne zavisi od vremena, onda Ce se od N atoma raspasti AN

atoma. S druge strane, taj se gubi'ak atoma izraZava brojem

—dN/dt i, prema tome, moZemo postaviti kao diferencijalnu

' ' dN . L
jednaé&inu radioaktivnog raspada: - =2AN. ‘Posle razdvajanja

promenljivih imamo —d—]Y= s dt i integral log N==at+C, a

posle odredivanja proizvoljne konstante, iz 'usloya_lﬁg.N.,=C,
jednaéinu raspada radioaktivnih elemenata: N=Noe . . Kon-
stanta X se zove konstanta raspada; ona _karak.ten§e brzinu
raspada. Cesto se za karakteristiku te brzine uzima vreme T
za koje ée od elementa ostati samo polovina atoma. To vreme

~AT
log2 0,69315

vrednost T= —2-=——-—_. Vreme T kratko se zove perio-

dom poluraspada. Za radijum ono iznosi 1590 godina. Od 1gr!

radijuma posle toliko godina ostaje samo 0,5 gr.

" ¢. Problemi Biologije. Nauka o ¥ivotu, Biologija, tretira

pitanja -'Zivota- biljaka, ¥jvotinja i &oveka. Prema °tome ona
smislu tih redi. - R o

U svim tim naukama Matematika se odavno primenjl-
vala. Primena matemati¢kih metoda pgkazala se narotito ko-
risna u prou¢avanju Dinamike bioloskih procesa. ]_)ovoljno_ je
samo spomenuti H. Helmholca, anatoma, lekara, fiziologa, fizi-

dara i sjajnog matematitara, koji je iskoristio metode Matema-

obuhvata Botaniku, Zoologiju i Antropologiju  u mnajirem

Kad veé govorimo o primeni Matematike u Biologiji

- se odreduje iz uslova, —2—N0=N0e , te, prema tome, ima

tike i postigao izvanredne uspehe u Listo fiziolo§kim domenima.

nave¥éemo i ovu, spomena vrednu, ,,sitnicu‘c. Metod Analiti-

¢ne geometrije, crtanje grafikgl,_moidz; je _najvj§¢ popularizg—
vglé gpraktic“,nJa grana Biologije, Medicina: zaista, l‘come nije
poznat grafik temperatur¢ na bolesni&koj listi bolesnika?
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Pitanja primene Matematike na Biologiju sad su izdvo-
.- jena u narofitu disciplinu—~Biomatematiku, kojoj su. posveceni
tak i specijalni Casopisi. .
Ovde ¢emo se zaustaviti samo na dva primera primene
Matematike u Biologiji: na jednadlini Micerliha i na jednatini
Ferhilsta. - ,
a. Jednalina Milerliha za prinos Zefve. Oznalimo sa A
" maksimalni “ moguéi prinos Zetve sa date povrfine pri najpo-
_voljnijim (optimalnim) uslovima kulture. Sa y oznagimo prinos,
‘ako uslovi. nisu u svemu optimalni. Prema tome dobiveni
prinos sa iste povrSine fakti¢ki bismo mogli povecati za 4 —y,
ako bi uslovi kulture postali optimalni. : :

Pretpostavimo sada da poveéanje prinosa zavisi od nekog
faktora (npr., od koli¢ine gnojiva), €ije je dejstvo vezano za

veli¢inu x. Jasno je da prirastaj dx faktora x izaziva odredenu

proménu u faktitkom prinosu y; oznaimo ovu promenu sa dy.

- | Jednalina Micerliha (E. Mitscherlich) postavlja vezu iz-
medp_ dx i dy u obliku dy=k (4—y)dx, gde je k koeficijent
- proporcionalnosti, koji odgovara karakteru faktora x. Ta
jednalina pokazuje da je prira§taj faktitkog prinosa propor-

cionalan prira§taju dx faktora] od kojeg zavisi prinos Zetve,

i celokupnom moguénom povecanju tog prinosa.
Za integraciju prethodne jednaline razdvojimo promen-

ljive dy: (A—y)=k dx i integris§imo -[_dl— = —fi(A—Ji)—:
' .~y A—y

= —Jlog(A—y)=kx+ C. Ako pretpostavimo da bez faktora

x (x=0) fakti¢kog prinosa od Zetve uopite nema (y=0), onda

konstantu integracije moZemo odrediti iz " uslova—log A=C."

Posle toga napisani integral u obliku—log (4—y)=kx—logA

daje redenje log A;y = —kx.

" Ako ho¢emo da izrazimo rezultat pomocu ‘dekadnih lo-

garitama,treba napisati Log,, = —cx,gdeje e=kLog e=

=~0,43429 k. Prema tome imamo ovaj konalni rezuitat

y=A (1—10-%),
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Ako Zelimo proufiti uticaj ne samo jednog vec vide
faktora: Xy, Xg -..-Xy moZemo napisati cvdgs:gva.raqu1x jedna-
dinu u sluaju zajednitkog dejstva sv:'h_ ovih faktora. Ako
delove maksimalnog prinosa izrazimo velu’i"mama‘z{al, Ay s 050
Ae,,, a koeficijente proporcionalnosti qznaﬁmo S8 €1, Cayss s Cms
jednadina prinosa Zetve dobija oblik

y=Aoy (1—10-a%) ay(l— 10—exs) ., ., (1 ?'10— Cr Xn),

"To je .teorijska jednacina Mi‘éerliha_ za vizra‘éunavar_lje
prinosa Zetve pod uti’cajen_l razli¢itih' faktora u prvom prib-
liXnom posmatranju ove pojave. I

Za drugu aproksimaciju u sIu_éaju samo jednog -faktora .
uvodi se dopunski mnoZilac, u obliku .e""‘ , gde - je A tzv. ; ‘
koeficijent depresije. Refenje sa dekadnim logaritmima ‘dovodi | 3

"~ do ovog rezultata :

Y=yer*=4(1— 10—=°%). _10—7‘”"
gde je ay=nlog 10.

Pomoéu izvedenih jednalina moguée je, tvrdi agronom-
ska literatura,, vrlo dobro oceniti promenu prinosa zetve u

‘vezi sa promenom razli¢itih faktora koji utiéu na tu Zzetvu.

b. Jednadina Ferhilsta za prirastaj pop_ulacijg. Kao §to I
smo ve¢ pomenuli, u poslednje vreme ‘razvi.l_a se Jec!na naro- |
tita naucéna disciplina, Matematitka bzologga gh Bwn_:ater_na-
tika. Ona se bavi, uglavnom, bioloskom Kinetikom, tj. px‘t.a—.
njima kretanja broja stanovniStva, promenama tzv. populacije.

" Sem toga, ona proudava i pitanje ,,Borbe za opstanak‘ uop-

§te, tj. ponasanje u jednoj bioloékpj grupi _ili uzajamne _o_dnose
vife grupa. Takav je, npr., slu€aj boibe 1zme_qu. Zivotinja —
domadina i parazita, koji je tretirao matematicar Voltera (V.
Volterra). aal

Oznaimo sa p broj stanovnika neke teritorie. U toku
vremenog intervala dr ovaj ¢e se broj promeniti za dp. Od
gega zavisi ta promena? Ona je u prvom, pribliZznom, posma-
t.ranju proporciona]na Vrem§n}§ dt i bl'OJ'u 'sianovnﬁ_s:a, p.,_ C_].»
(1) dp=npdt, gde je n koeficient proporcionalnosti, ko;u se
zove koeficijent prirastaja stanoynistva. Taj koeﬁcu_ex_l_t mozZemo .
smatrati kao razliku dva koaf_ icijenta: n; — koeficijenta nata-
liteta — radanja i n, -— koeficijenta meortaliteta — ‘smrinosti, 1].

n=n;—n, Prema tome bl jednagina prirastaja stanovniStva
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" ku k=njm. Kako levu stranu prethodne jednatine moZemo

u zatvorenom drultvu, bez doseljenika i iseljenika, izgledala , _
) dp, jednagina, posle . integracije, daje

dp=(n,—ny) pdi. Ako je ny >n,, broj stanovniStva raste; ako

kr . /1 1
je ny<iny, taj . broj opada; pri n/=n, taj broj ostaje isti. napisatl (_”*' %

p Kk—pP/. _ _ _
R o - ; ' ' s teoracii jemo ‘iz uslova
Integral jednaline (1), predstavljene u obliku ‘—{1—) =ndt, ,1og._i-c P _ _ i+ C. Konstantu integracije .od;edujem \ \
i ' : S —p : C,
: . . . . .. > ; 1 Wa i i tome 1mamo
.| uzima oblik logp=nrt+C, posle odredivanja integracione kon- da, za t=0, broj Staﬂovnlka 1ZDOSL Po- Pr¢m?_l ©

| .stante, iz wuslova: za t=0, p=p,, dovodi do rezultata (2)
1 p=p e™. Prema tom obrascu, za n>0, broj stanovnika ne-
(1 iprekidno raste i moZe postati beskrajno veliki. ‘ :

L P o nt
tog L log 2= nt=log "
k—p —Po :

Refenje ove jednaline po p daje

. . ' koo
—_nf . _-—1 — -
p=kpy:lpo+(k—Po)e ']_k"[u(fpo )e ]

‘U ovoj jednalini imamo trikonstante: Po, Ig, n. Za
odredivanje ovih konstanata treba imati rezultate ';n 1;t>op1§a
stanovnistva, tj. vrednosti pi, Py P Z3 vremena fy, fs 'i kaa

. Po¥to se odrede konstante, moze se 1zraqup_at.§_br01 s‘_canoyn

u buduénosti. | e
Problem proudavanja populacue. moZe biti é)xpmll;erlz, dx:ﬁ
‘slukaj neizolovanog kolektiva, ako(‘se.‘ uz,mi?a)u _;)a kzciri 2d1 do-.
‘ vih ‘naseljeni trane (imigracija), ~odlaza
lazak novih naseljenika sa s fja), tako [ odiazel
iselienika (emigracij %o se proudavati i zajednitki Zivot .
iseljenika (emigracija). Moize Tou 4 itki, 2ot
is i iamnim uticajem. Proucavanje tog Siu
vige Kkolektiva sa uzajamnim \ B i enc.

¢aja se svodi na proucavanje sistema odgovaraj
jalnih jednatina.

Medutim, posmatranje stvarnog broja stanovnika poka-
. zuje da se taj broj ne pokorava eksponencijalnom zakonu,
izraZenom jednadinom (2). Otuda’' zakljudujemo da diferenci-
jalna jedna&ina (1) nije dovoljna za bliZu. ocenu promene
stanovni§tva. Zaista, koeficijente nataliteta i mortaliteta ne
moZemo smatrati stalnim. Ako pretpostavimo ograni¢enost
teritorije i izolovanost stanovniStva, koje se snabdeva hranom
i drugim neophodnim c¢konomskim blagom samo sa te ogra-
| ni¢ene teritorije, broj stanovnika ne moZe rasti  beskrajno, -
| ‘ ve¢ se ra¥éenje tog broja usporava u vezi sa njegovim pove-
| I '¢avanjem. Ferhilst (Ferhiilst) u drugom, pribliZnom, posmatra-,
: ! w 1 nju _pretpostavija da . usporavanje povecanja broja p - zavisi
|
|

od poveéanja koeficijenta smrtnosti n,. On daje tom koefici-
jentu linearnu’ formu, n,+mp, gde je m konstantan pozitivan:
broj. Ukupni koeficijent priradtaja stanovnitva je tada izgleda
n*=n,—(ny+mp)=ny—n,—mp=n—mp. Sa takvom pretpo-
stavkom imacemo, umesto (1), jednalinu dp=n*p dr=

=(n—mp)pdt, il (3) ‘% =p (n—mp). Koeficijent m zove se
t ’ .

granicni  koeficijent populacije, jef njegovo prisustvo u pret—
hodnoj jednadini pokazuje da, pod uslovom n—mp=0, tj.
za p=n/m, broj stanovnidtva dostiZze maksimalnu vrednost i

A B Pt o TLET e o G —— i = i ¥ 3 —
e e g ¥ = mege 27 b 7" =i - Py P 4
¥ ? ; P R U i DTt g e [ : o)
F 5 . 5 A TSR b el A TR

et

prestaje da se menja (j—p= 0).
. t

o =0

. Jednatina (3) zove se Ferhilstova logistitka jednadina.
Izvr§'mo integraciju te jednacine. Posle razdvajanja promen-
“ljivih dobivamo kdp:p (k—p)=ndt, gde smo iskorisiili ozna-
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Glava treca

DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOGA
I VISEGA REDA

3.1. Diferencijalne jednadine drugoga reda

Videli smoj (1.4) da jednatine |
F (xaysylsy”)=0: 6dnosno J’” =f(x:yay'),

izraZavaju diferéncijalnc‘ jednadine drugoga reda u iinplicitnom,
odnosno u eksplicitnom, obliku, nereSenom ili reSenom po
L S d?
izvodu drugoga reda ‘y”=—y-
dx?

Diferencijalne jednadine drugoga reda, pojedina&ne ili u
sistemima, igraju dominantnu ulogu u primeni Teorije diferen-
cijalnih jednalina na proufavanje prirodnih pojava. Razlog je
tome u fenomenoloskom faktu §to ,,promena stanja pojave*’,
koje se odreduje ne samo poloZajem veé i kretanjem (y' #0),
zavisi od drugog izvoda y’’. Utvrdivanje &inilaca koji tu pro-
menu izazivaju i salinjava suStinu diferencijalne jednadine
drugoga reda. ' :

U ovome $to dolazi navodiéemo, imajuéi u vidu, u pr-
vom redu, §to velu konkretnost izlaganja, stavove koji se

t_)dnose_ na jednaline drugog reda, koji se lako proSiruju i na
, Jednaline viSega reda slinih tipova.
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- '.‘ - . * - \I(} ]
7a odredenost refenja diferencijalne jednatine drugog

" reda u resenom obliku (N y'=rf (x,¥,¥"); treba da budu po-

w,

- r
snati i poletni uslovi, KOJi se 1ZraZ vaju vrednostima Ye, Yo

At D nost Xge .
Za datu ()ECUIU \,’red 4] ] ‘ N g
Za EUZiStﬂnUi_‘}U i jednoznﬁ.ﬁﬁﬂﬁt resenja, ﬁln_kﬂjjﬁ _f (x, ¥,

= &

.‘) |

je i ri-
cima ispunjavanje tih uslova neposredno sleduje 1z sgme ) :

rode zadatka. _ 7_ . . L
Senje j i a datim uslovima (za X=Xy

. ‘Ifﬁ_sen)e iz{?:iii?éz jgc)insaéinom partikularnog integrala ‘(kz)' '

% —y;) Vo» Yo )» KOji odreduje integralnu krivu kroz tagkl_l {1

=2 (xZa 9’ugoz;orgix;1 koeficijentom, yo', tangente u tOJC ta C1: :

(g;,i{z'o)"‘ntegral zavisi od dve proizvoljne. konstante, C;, Ca)

k .ca—- “
_ izrazi¢éemo - ga jednatinom (3) y=F (x, C1, Co)- Funkcij i

d? A
| ava identitet —— F(x,Cp,C)=
F(x, Cy, Cy) treba da zadovoljava 1dent..1tcvt ar (x,Cy,C%)

= f(x, F(x l(: C,),— F(x,C C kako u odnosu na 'x, tako-j
= 1> H ( y “ 1 2)) =
f( H] ( IR U 2) 4 54 .

. u odnosu na svaku od préizvoijnil}‘ konst‘ar‘liataé‘i:‘icg(r) t;,k:.-
1 dredivanja funkcije F(x, Cy, Cy) dochmo jedna e jednei
: Fy(x, y, C) sa funkcijom F;, koja zavisl sam dne !
gy ¢ H >

d ol 4
' j i itet — Fq(x, ,C) =
proizvoljne konstante C’ i zadovoljava identite 7 3.0 . ‘

‘ ‘ »
= C")), kako u odnosu na x, Y, tako 1 u o
?;gl(yrc;aybl’?: (jzzi};;léirzg. (4) izrazava posredni, u datom slugaju,
prvi integral jednatine (1) ; oy LR ,
Primer. Diferencijalna jgdpaéma: 'ty —-tO =11(1: y g};§j0
'dy =0 daje prvi (posredni) mtegral yy' = const. bngrmalna
+¥ 'ya vrednost subnormalne krive, uslox; da su P
yyd]mt Ina dovodi (str. 62) do integrala y ;:.2 Cly;— 2:[ k6
_bil Save arabolu. Kako dobiveni integral §adr11 _dvc onstante,
lzrqza\i/aop§ti inte;;ral nage diferencijalne chna_.éme. . o
ek Senf opSieg integrala i iz njega dobivenih partjkulle:;r;l i
i rala, diferencijalna jednagina drugoga ¥Edalmﬁﬁr’uegrat,
:;}ggenciialna jednatina prvoga reda, imati 1 singuiar ‘ :

13
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tj.  reSenje koje ne sadrZi proizvoljne konstante i ne moZe

biti dobiveno iz opSteg integrala ni za kakve vrednosti pro-

izvoljnih konstanata. _ . :

3.11. Grafigko reSavanje diferencijalqev jednadine drugoga reda

Od pribliznih metoda re¥avanja diferencijalnih jednaéina
-drugoga reda, numeri&kih i grafi¥kih, naveS$¢emo ovde samo
jednu grafi‘ku metodu, koja jasno pokazuje prirodan nadin
.obrazovanja integralne krive koja odgovara partikularnom inte-
gralu diferencijalne jednadine drugog reda.

Prethodno primetimo da, na osnovu date diferencijaine
jednadine, y"' =f (x,y,»’), sa ranije poznatim vrednostima x,
¥,y , uvek moZemo odrediti u obi¢noj ta¢ki prema obrascu

R .
samo treba pri crtanju uzeti u obzir i znak kriviné. Jednadina

. prvog reda, kako smo to videli, omogucuje da se, prema vred-

mnosti y’, odredi beskrajno mali pravolinijski element integralne
krive, na &emu- je i osnovano pribliZno crtanje krive prema
izlomljenoj liniji. Sli¢no tome, jednadina drugoga reda omo-
guéuje, polto se¢ izrafuna polupreCnik krivine, R, pribliZnol
crtanje integralne krive sastavljene od kruZnih elemenata te
krive, a to odgovara ta&nijoj grafikoj predstavi traZene krive.
' Prema tome, grafiCko refavanje diferencijalne jednadine
drugog reda, u granicama od x, do x,=X,+nAx, moZemo
prema ovoj Semi vrSiti. ‘ : o

1. x4, ¥0, yo — su date, poletne veli€ine; R, (x,) se izra-
¢unava. Grafigkim postupkom' se odreduju (sl. 10): tacka
My (x4, y,), tangenta M, T, (prema vrednosti y,'), normala M, C,
1 talka C, (sa M,C,=R,). Crta se luk M, M, polupreinika
M,C,y, do prescka sa ordinatom apscise x,+Ax, i tatka
M, (x +Ax, y;), a tangenta u tatki M; na pacrtani luk odreduje
1 nov polozaj tangente M,;7;. 2. Za konstrukciju novog kruz-

_’no‘g.elementa imamo sve grafi¢ke elemente sem polupreénika
krivine R (x;), koji treba izrafunati iz diferencijalne jednadine,

odnosno iz obrasca —E-']Sa tim podacima se odreduje tadka M,
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—1— =" (1 +y'?)%2 (I, str. 136) polupreénik kruga krivine, R,”

" 22 tatke sa y=1 na krivoj sa tom

|

: ha ndvoj ordinaii i, ponavljajuéi navedeni postupak, dolazimo:-

do konatne tatke traZeme krive sa apscisom x,,f-xo-i-nAx._, :

Ty

Sl 10 — Grafitko resavanje diferencijalne jednaline drugoga reda ,

Jaéno jé da navedeni grafitki pgstupak moZe da_posluii
za ocenjivanje integralne krive u relativno maloj oblasti, nar.o—
tito kad krivina ima jaku vrednost. .

Veibanja: o -
i sus @ y=—2¢+1—sin24 b y=—sin2i €& y=
sin1 Ez.t}—)l-oakttz%t'l d??:—siny21+at—1 redenja ddlfeégn_cij(alni . ésdsr:/a‘igz
St b si - isno promenljiva, i odrediti kara
_y’"=4sin 21, gde je f nezavis v, | o e oyt Tog (1
i j sati konstante Cy 1 Cp 1Z )€ 1 (1
od tih refenja. 2. Elimini ! 1 i e

C,5%=C, C;- 3. Eliminisati konstante C, iCy izjedna§me log |y+etlc

ene diferencijalné jednatine pokazati da
diferencijalnom j;dnaélno_m polupred-

ik krivine ima vrednost R=J1+y2% 4. Kon;trlﬂsa,t,i Sfi}zfiéki jednu Oq
xltlrivih odredenih diferencijalnom jednainom A=y y’=y" !

—}2¢ (x+cy) i na osnovu dobiv

R &
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: ( '3.2. Specijalnl slufajevi diferencijalnih jednafina drugoga reda

& ' =f().

U ovom siu¥aju jedna¥ina se refava jednostavno sa dve
uzastopne kvadrature: T '
1 y' =1/ () dx+Cy, y=[[[f(x) dx+C}} dx+C,~

' =[ff(x) dxdx+Cyx+Cy | '
i Interesantno je primetiti da se reSenje diferencijalne jed-
||'nadine moZe dobiti 1 pomocu samo jedne kvadrature.
‘ " Dokazimo da integral

) =1£0) (v de + Cyxt- G,

sluZi kao reSenje jednaline y” =f(x). Za donju konstantnu

vrednost moZemo staviti 1 x,=0. "

Za dokaz stavimo y(x)=u (x) +v (), iza funkciju- u(xy

postavimo . uslove: #(0) =0, ¥ (0)=0, u'(x)=f(x); a za
drugi sabirak uzimamo: v(x)=C;x+C, Jasno je da, pod
ovim uslovima, zbir #+ v predstavlja opsti integral date jed-
nadlne, jer zadovoljava datu diferencijalnu jednalinu i sadrZi
dovoljan broj proizvoljnih konstanata. _
Za odredivanje u(x) iskoristimo predstavu ove nepo-
znate funkcije u obliku Taylor-ova obrasca, sa ostatkom u
| obliku integrala (III, str. 72) i to, §to je za ovaj sludaj do-
voljno, samo sa ‘tri ¢lana :

u (%) =u (0) + ' (0 x+§u"(z)(x— £y dt.

Prema postavljenom uslovu prva dva c¢lana su jednaka
nuli i na taj nain ¢emo iskoristiti obrazac '

) u(x){f W @) (x— 1) di,

gde je x parametar. ' ,

PokaZimo sad da tako definisana funkcija # (x) pomocu
funkf:ijt'a #'(f) zaista daje drugi izvod jednak «''(x). Dife-
rencirajmo napisani integral dvaput po parametru x, prema
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by " Prema tom pravilu, za prvi izvod imamo:

JRES

SRt

opftem pravilu za diferenciranje odredenog in_tegrala po palj:l%

rrFetru kad od tog parametra zavise 1 granice. To pravilo
»

éemo mapisati ovako

% : 2 . dx ‘ dxy
2 aci N z)—
. ——-;Z J‘P (x,2)dx= f'a—z e (x.2) dx + ? (¥2 2) dz 3 (xb— ) dz’

gde su: x—promenljiva integracije, z—parametar, X; 1 Xp— -

granice integrala kao funkcije parametra z.

. i !
. e 7 0.0 = ”tdt.'g

_§ w diew () (x—x) - 1= @) (x=0)-0= fut (D dt T

i1 i - ici, imamo je-:

i izvod, kao izvod po gornjoj gramet, : ‘

' gfl‘osg;sﬁo w(x)=u" (x). Prema tome, U obrascu (1) izvod
. o'’ () moZemo jednostavho, prema po-stavlJepom uslm_ru, za-

" meniti sa f (x)-iz date diferencijalne jednatine. Na tajé.nacm_’

iz zbira u+v imamo refenje date diferencijalne jednacine u!

§ | jednom kva- ':‘
~obliku y (x)= (j)' f@) (x—0Hdt+Cix+ Cz, samo sa jedno

draturom. : ' . _
' Na osnovu spomenutog obrasca 1z (111, str. 72) ovaj oblik

- refenja moZe se lako profiriti i na diferencijalnu jedpaéinu
" p-oga -reda Y (x)=/(x), ¥ obliku

ye LT £(0) ey nt A+ Pacs (9,
(n—1lo

g.c.le je Pp_1(x) ‘polinom (n— 1) -oga stepena sa n proizvoljnih
’ konstanata. -
Ly re
2 b. ¥ =f(»- :
5 « dy’ o dy d S r d a-
& . Predstavimo jednaCinu U obliku E—;; y' =f(y); razdv

janjerﬁ promenljivih, ¥’ dy' =f (¥)dy, dolazimo dq prvog inte-
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grala, y'2 = 2f()dy+C; a zatini, drugom kvadraturom,

_f dy " o
) [ Ct2] f(?)_?i}‘ + Cy, dol:_uvamo kox?acno Ire,§enje_

¢ ¥ =1 ().
Ova jednac':ina u obliku dy’: f(p')=dx daje prﬁ intégra],
dy’ dy’ dy d '
X=f—=+C, auobhku cd ——l—z—-dy
SO0 dx -dydx dy Y =S ) daje dru-
o y’.d ! )
g1 integral, y= 7(—'%+C1, pri &emu izvod y' igra ulogu

| pomocnog parametra. Prema tome rc§enje se izraZava pomo-
| ¢u dve kvadrature u parametarskom obliku.

Y =10, ).

PotraZimo reSenje ove jed 4 :
je naéme u obliku y' =y d
je u nepoznata funkcua koja zadovoljava datu Jednaég?l gZZ

u(y) xmamod— f(u )111d '
Ir , ¥ 2; u—f(u, »). Dobxh Smo za i«

diferencijalnu Jednaému prvog reda. Posle mtegracuc te- jed-'
nacine -u obliku w=y' = D (y,O) dovrsavamo integraciju kva—

draturom x =

- + .
D (»,0)

e. y'=/(y,x).

Sliéno prethodnom sludaju, ako stavimo v (x) =»" imamo

diferencii o dnaging 3V «
rencijalnu jednadint Fal S (v, x) prvog reda. ReSenje te jed-

dy
nadine u obhku v=a = ¢ (x,0) omogucuje kvadraturu, y =

={ tb(x C)dx+ Cl, koja dovrSava refenje.
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Kao primer ovog slucaja uzmlmo diferencijalnu jedna- '

' &inu drugog reda - &ija. integracija dovr§ava problem poterc !

postavljen na str. 22 ove: kn_uge

' Jednacma koju smo 1"‘3"2:

ili y" —-k]/l +y"’- (a~x)=£(x, y) i, prema tome, spada u tre-

tirani slu¢aj. Kad stavimo y' =v, iz te Jednaéme posle razdvajan_}a '

dv kdx:
=-———, §to, posle integracije, dajc

Vi+v a—x
log (v+ |,/1+v2)—-—_—klog(a x)+logC—logC(a x)—k, gdeje. :

promenljlvxh imamo

C proizvoljna konstanta. Integral pxsemo ovako y +]/ 14+y2= .

= C(a—x)~* Za poéetni poloZaj imamo x=0, y =0 i prema. .

tome je 1=Ca~k Ako iz ove jednadine odredenu proizvoljnq ‘

konstantu, C, uvrstimo u prethodnu jednadinu, dobi¢emo: ¥’ +
+ ) 1+y%=a*(@a—x)~* Uporedo sa ovom jednalinom, kao

- zakljudak iz nje, moZemo napisati Jednaému y— V 1+y72 y? =L

= —a~k(@—x)* Iz tih Jednaéma imamo 2y =ak (a—x)*—

—a~k(a—x)*., Posle toga vr§imo kvadraturu, pri Zemu treba :
' razlikovati dva sludaja: 1. k#1. U ovom sluéa_]u imamo:

2y + C)= —ab (1 = k)1 (@ — )=k 4+ a—* (1 + k)= (a )1+kv

konstanta se odreduje iz uslova x=0, y=0, posle éega ko
nadno imamo jednadinu trajektorije 2(1 —k?)y =2ak+

' +a—k(1—k)(afx)1+*—ak(1+k)(a—x)""‘. 2. k=1. Imamo

2 (+C)= —é— a~'(a—x)*—alog (a—x), a, posle odredivanjé.

konstante, jednalina trajektorije uzima oblik 2 y+—;—a=-

1 ‘ a—x
=— a Y a—x)?— alog—--
2 a
Sto 's‘e ti%e rezultata potere, ovde necemo analizirati sud-
binu zeca. To je bilo izvr§eno na drugom mcstu‘).

1) A. Bilimovié. Racxonalna mehamka I Mehamka taéke Drugo
izd. 1950. Str. 63.
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Veibanja:
Integrisati jednacine

a-y K . o ,
C e =xsinx+cosx. 2. y'=x'¢e% 3. y'=e"sinx. 4. y'=y3 5.
x

y’'=x5 6, y’=ckx (k——‘-const.)..7. y’'=asinmx (a 1 m konstante). & y’'+
'+ k2y=0. 9. y’=m/y* (m—konst). 10. y’'=n/y (n—konst). 11. y”"=9y".

: - 1.
12, y”=1+yp" 13, siny” +y'=x, 14. y”=y“:.- 18, y''=yy’. 16. y”’=
. y -

=]/ xy'.

3.3. Linearne diferencijalne jednaéine
Diferencijalna jednadina

(1) y‘"’+p1y("””+pzy""2’+ e+ Pa Y +Pay=4,

gde su p,(z—l 2.
Ljive x ili konstante zove se linearna diferencijaina jednadina
n-tog reda. Ako je q=0, ona je bez desne strane ili homogena.
Ako su svi koefxcuentl Di konstantm, ona je sa konstantmm
koeficijentima.

- MoZe se pokazati (teorema egzistencije i jedinstvenosti/|
refenja) da,.pod. izvesnim uslovima, koje treba da zadovolja-
vaju funkcije p;, g za proizvoljne poletne vrednosti x,, ¥,
Yok yo",...,y,,("-—l), jednagina (1) ima odredeno reSenje y=
=@ (x, X0, Yo, Vo's - - - » Yo' 1), koje, zbog proizvoljnosti poget-
nih vrednosti u odredenoj oblasti, moZe se napisati i na ovaj
nalin y=F (x,Cy, Cy, ...,Cp).

" Zaustavimo se prvo na jednadinama bez desne strane
YO 4+p V4. +py =0, specijalno na jednadini drugog
reda p” +pyy"+psy =0.

U reSavanju linearnih jednadina vaZnu ulogu igraju nji-
hovi partikularni integrali.

Za jednaline bez desne strane se moZe navesti niz 0so-
bina partikularnih integrala, koje ¢&italac sam moZe lako
potvrditi.

1. Ako Je »1 partlkularna re§enje onda je i C,y, parti-
kularno reSenje, gde je C; proizvoljna konstanta.
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., n), g neprekidne funkcije samo promen- -

zbir 3, + ), pdrukularno reSenje. v
Uvedimo sad pojam linearno neézavisnih partikularnih re-

Sfenja. Dva reSenja, y;-1 ys, smatraju se linearno nezavisnim,
ako jednalina C,y;+Cay,=0 ne moZe biti zadovoljena, za
svako x, nikakvim drugim vrednostima sem C;=0 i (=0,
-Tako su, npr., funkcije x i x* linearno nezavisne, jer uslov .
- Cyx+ Cyx?=0 moZe biti zadovoljen samo onda, kad su Cy= :
=C,=0. Isto su tako funkcije sin%x i cos?x linearno neza- -
visne, jer za svako x ne moZemo odrediti C; 1 C, tako da

jednakost Cj sin?x + C, cos®x =0 postane identitet. Medutim,

i |

2. Ako su yy i y, dva partikularna refenja, onda je i

. tri funkcije sin?x,cos?x, 1 su linearno zavisne, jer jednakost

G, sin®x + Cpo08?x +Cy-1=0 za C;=C;=1,Cy= —. postaje L

identitet za svaku vrednost x.

Navedimo sad kriterijum za ispitivanje linearne zavis-

nosti resenja. Radi kraéeg pisanja uzmimo sludaj tri funkecije,

Y1, Vs Vs, 1 postavimo uslov da izmedu njih' postoji linearna

koji nisu svi jednaki nuli. Po¥to jednakost (1) treba da bude

"veza (1) Cyy;+Coy;+Csy3=0 sa koeficijentima C;, C,;, Cy |

identitet u odnQsu na svaku vrednost x, bice identiteti i re-

od tri jednaline
Cy1+ Coye + C,a?s =0,
Ciyy' 4+ Coyy' + Cyy' =0,
Ciyi'" + Gy +Cays’" =0,

sa determinantom

Y1, Y2 Vs>

¥, va | =W,

", ve" ye
koja -se zove determinanta Vronskog (H. Wronski, 1775—
1853), u datom sludaju, treceg reda. Svaka vrsta, sem prve,
sastavljena je od izvoda ¢lanova preithodne vrste. Prva vrsia
sadrzi funkcije koje se ispituju. PoSto sistem homogenih
jednalina prvog stepena moZe imati odredeno reSenje, sem
trivijalnog (C;=Cy=Cy3=0), samo pod uslovom kad je deter-
minanta tog slstema jednaka nuli. Prema tome smo dobili
stav: 1. Ako su funkcije ¥y, Vs, ¥s linearno zavisne, determi-

)

6 Diferencijalne jednatine : ' 81

-zultati diferenciranja te jednakosti po x. Prema tome za odre- !
divanje koeficijenata Cj, Cg, C; moZemo se posluZiti sistemom




|
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nanta Vronskog jednaka je nuli. VaZ i obrnuta teorema:

2. Ako su funkcije Jf1» fo, fa linearno nezavisne, determinanta

Vronskog ne moZe biti Jednaka nuli ni u jednoj tacki date
oblasti. .

Tako, za prvi primer, sa funkcijama x, x2, determinanta

xz

.Yronskog ima vrednost = 2x?2

2x

me ~ su, kako smo videli, ove funkcije 'ngzavisne.
primer: p,=sin®x, y,=cos®x determinanta daje:
o

Za drugi
sin® x, cos? x.

- . =——sirﬂ2x;é0 '
ZSmxcosx,—Zcosxsmx _

1 prema tome imamo ponovo funkcue lmearno nezavisne.

Najzad, u poslednjem primeru imamo y, = sin%x, yz——cos X,
¥s=1. Determinanta daje: -

sin? x, - cos? x, 1
2sinx cos x,

2(cos? x

—2sinx cos x, 0. |=

—sin2 x), — 2(cos? x — sin2 x),0

‘|'sin 2x, —sin 2x

0 .

|
"l

cos 2x, —cos 2x

1 prema tome se potvrduje zavisnost navedenih funkeija.

Sad moZemo navesti treéu, najvaimju osobinu lmearne
jedna&ine. - .

3. Ako su Yy, Vs ..., Yn n linearno nezavisnih partikular-
nih refenja linearne homogene diferencijalne jednacine n-tog reda,
opsti integral takve jednacine ima oblik: y=Cyy;+ Copa+ ...+
+Cpyn gde su Cy,C,, ..., C, proizvoljne konstante.

Skup svih linearno nezavisnih partikularnih refenja date

linearne homogene diferencijalne jednadine salinjava fundamen-

talni sistem te jednaéine Jasno je da poznavanje fundamen-
talnog sistema ‘omogucéuje da se napiSe opéti mtegral homo-
gene Jednaéme ‘

—x2=x%2£0 i prema to-

Yy =COS X. Ona su_nezavisna, ]Cl‘ _]e W =

Primeri:

smx COos X

cosx, - Slle

Rt 1:£0. Prema tbme je opsti mtegral y=C, sif x + C, COS X.
'Za odredivanje partxkularnog integrala, sa poletnim uslovima

. Jednatina y”+ y= 0 Pamkularna reSenja: y1=smx,.

za xo =0 imamo yg=C,, ¥y = Cl, prema tome opiti se transfor- -

mife u mtegral ¥ =y, €08 X + ¢’ sin x.'Za partikularna resen_]a.

. :cosx 1 sinx, kod. kO_]lh redom stoje konstante y,, yo' 1 dalje‘
¥, itd. za jednaginu -videga ‘reda se ka¥e da ona salinjavaju -
._'normalan fundamentalan sistem date diferencijalne jednacine.

2. Jednatina p"
refenja y, =et¥, y; =e”

e, e~
e, —e ¥

—¥y= 0 ima dva olevidna partlkularna
Ona su - nezavisna, jer je W=

1 , 1
tegral sa poéetmm uslowma y=— (y0 +y.) e + ~(yo yo e~

pokazuje da e“ ex saémjavaju fundamentalm mstem, no on' :
nije normalan Ako 1zvedem integral naplsemo u obliku y=|

= ¥, e"_—;i + y0 ei—_ 1 stavimo ‘y_=on1 +yo Ya, ,gde sui ‘
Y.= 1 (e"+e x) coshx Y, = _2_ (e’f e~*) = sinh x, onda“

= —2:£0, Op§ti integral je y=C1_e"+Cze—”. In—;

prvo, moiemo potvrdm da su coshx i sinhx zalsta part1ku1arm T

integrali date jednaline, tj., mpr., (cosh x)" ~coshx =0, jer je
(cosh x)"—(smhx) =coshx; drugo, da su oni dezavisna reSe-

~ nja na¥e jednaline, jer za determinantu Vronskog imamo

coshx, sinhx
(coshx) (smhx)

=10; i, treée, da coshx i sinhx sadinjavaju normajni fun-
damentalni sistem refenja, jer opsti integral zaista ima oblik
¥y =y, cosh x + y, sinh x..

coshx,sinh x| - .
*e =cosh?x —sinh?x =

sinh x, cosh x

Ova dva Jednostavna prlmera navedena su da se na

npina ‘protumade PoOjMOVi - fundamentalnog i normalnog fun-

damentalnog sistema re§en3a homogene linearne diferencijalne’



jednadine. Okvir ove knjige ne dozvoljava da se dublje upus-
tamo u teoriju tih jednadina.

Sad ¢emo pre€i na proudavanje nechomogenih: linearnih

diferencijalnih jednalina, sa desnom stranom. Uporedimo ne-
homogenu jednadinu y™ 4 p, "=V 4 p, y"=B 4 4-p,y=f(x)
sa homogenom iste leve strane, y™ + p, y("=D 4 p, y"=D 4 |+
+ pny =0. Oznacimo opsti integral homogene jednadine sa y,
tj. stavimo y=C;y;+Ceys+...+C,y, gde su yy,ye...;¥n
nezavisni ~partikularni integrali homogene - jednadine. Sa Y;
ozna¢imo bilo koji partikularni integral nehomogene jednacine.
Lako je potvrditi da zbir y+ ¥, sluZi kao opS$ti integral date
nehomogene jednadine. Zaista, ako ovaj zbir stavimo u tu

- jedna&inu i odvojimo &lanove sa y od &lanova sa Y,;, dobice-

mo dva ofevidna identiteta. Prema tome imamo kao osnovni

stav za refavanje nehomogenih jedna&ina: Opsti integral neho- - ;

mogene linearne diferencijalne jednadine je zbir partikularnog

refenja te jednaline i opSteg integrala odgovarajuce . jednacine,.
‘koja se dobiva zamenom funkcije desne strane nulom.

- Primeri.

1. y"+y=a, gde je a konstanta. Partikularni integral
Y, jednak je a; prema tome imamo reSenje naSe jednacline u

~ obliku y=a+Cycosx+Cysinx.
2. y'—y=x%+4. Za odredivanje Y, stavljamo ¥; =ax®+

+bx +c¢ i-metodom neodredenih koeficijenata &, b, ¢ odredu-
jemo Y;= —x2—6, jer je (—x%—6)'—(—x2—-6)=x2+4.
Prema tome opSti integral nae jednadine ima oblik y=
= C; cosh x + C, sinh x — x%— 6. ;
Veibimjaﬁ

1. Refiti pitanje o linearnoj zavisnosti ili nezavisnosti funkcija:

1
a. yy=tgx, ya=cotg x. b, y,=e*, y,=¢¥, yg=€**. ¢. yr=¢*, yu= 762", Vo=

1 ' ' o
=~3— ¥, d. pe* +ge** +re*¥, gde su p, g, r konstante, e. y1=sin2? s Ve =

= CO$ x ya=10. :
* 2. Za jednaline p*’ + 16y=0 1 y”--16y=0 napisati normalne fun-

damentalne sisteme refenja.
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3.3i. Légrani_eva metoda ﬁurijacije proizvoljnih konstanata |

" U gore navedenim jednostavnim primerima odredivanjs
partikularnog re¥enja nehomogene jednaline nije bilo osnova--
no na jednom postupku, koji bi davao potrebni rezulta'. Do-
ka?imo sad stav koji odreduje put za pronalazak potrebnog
partikularnog integrala nehomogene jednacline. Stav glasi: Ako
je poznat opsti integral homogene linearne diferencijalne jedna-
dine, opsti integral odgovarajuce nehomogene jednaline dobiva

- se pomocu dopunskih kvadratura.

Radi kradeg pisanja zaustavimo se na sluCaju jednaine -
drugog reda. Identian postupak lako se proSiruje i . na-
jedna&ine ~viSeg reda. . 7 B
_ Imamo homogenu jedna€inu (1) i nehomogenu {(2) sa
desnom stranom : ‘ '

(A y"+2:1¥ +p2y=0, (D ¥ +py +pay=f(x).
Neka refenje homogene jednaline ima oblik y=C,p,+

+Cypz, gde su p; i y, nezavisni partikularni integrali, a C;
i C, konstante. PotraZimo sad reSenmje nehomogene jednacine

. (2) u obliku™(3) y=Cy(x) 31+ Cy(x)yz, gde su G (x) i Cy(x)

nepoznate funkcije, a y, i y, poznata partikularna resenja
jednagine (1). Diferencirajmo sad (3) po x: y'=C;(x)y, +
+Ca (%) s + Cy () y; +Cy (X) 5. Postavimo sad za nepo-
znate funkcije C, i C, uslov da zbir dva poslednja &lana bude
jednak nuli. Tada imamo (3') ¥'=C;(X)y, +Ca(x)py' i (4)
Cy' (x)y; +Cy (x)y,=0. Posle toga vr§imo naredno diferen-
ciranje (3") Y =Cy (x) 1" +Ca (X) 3" +C'(X) )2’ + G (%) vy
i rezultate iz (3), (3') i (3”) stavimo u jednacinu (2). Posle
uredivanja &lanova dobivamo C; (3" +pyyy’ +Pey1) +Ca (¥ +
+p1 e +Paye) +Cf () 31 + G (x) ' =f (x). Koeficijenti kod
C, i C, jednaki su nuli, jer su y; i y, partikularna reSenja

.+jednadine (1), prema tome ostaje samo jednalina (4') C,’ (x) y," +

+Cy (x)ys =f (x). Prema tome za odredivanje izvoda nepo-
‘znatih funkcija' €y’ (x) i Gy’ (x) imamo dve linearne jednaline
(4) i (4"), sa glavnom determinantom ‘ ii,;:,
nuli, jer je to detexminanta Vronskog za linearno nezavisne
partikularne integrale jednaline (1). Prema tome iz sistema
jednatina (4) i (4") moZemo odrediti C;'(x) I Cs (x) kao
poznate funkcije x; stavimo Cy (x)=/f1 (%), C'(x)=/s(x).

i koja nije jednaka




‘| Odredivanje funkcija C; (¥) i Cp(x) svodi se na dve Evadras Veibanja: .

ture, Cy (X)=[fi(x)dx +a;, Cp(x)=[fa(x)+0o,. Kao -za-
kljutak dobivamo reSenje nehomogene jednacine ‘

y=oiyyi+oaayat+yilfi(x) dx+y. [ fo (x)dx.
Navedeni' stav je dokazan.

Metoda pomoéu koje smo nasli reSenje nehomogene li-

_ inearne diferencijalne jednaline, izraZena pomocu kvadrature,

zove se Lagranfeva metoda varijacije konstanata.

Primeri.

1. Za jednadinu "y" +y ~'a bice’ ¥ =Cy (x)cosx +
+ Cy (x) sinx, odakle imamo y = —C,(x)sinx +C,(x)cosx
i dopunsku jednainu Cy’ (x)cosx+C,' (x)sinx=0, i yp’'=

= —Cy(x)cos x— C, (x) sinx— Cy’ (x) sinx + Cy' (x) cos x. Posle

zamene imamo jednafine C;’ (x)cos x + Cy' (¥) sin x = 0,
—Cy (x)sinx + Gy’ (x) cos x =.@. Proveravamo determinantu
' | cosxsinx

Vronskog: -

—sinx cosx

sistepn: C, (x) = —asinx, C) (x) =accs x. Pomocu kvadratira
Ci=—fasinxdx=acosx+a;, Co=[acosxdx=asinx + o

 odredujemo op§ti integral date jednatine u obliku y =(acosx+ -

+ &) cosx + (asinx + oy); konatno u’ obliku y = «; cosx +
+a,sinx +a, a to je isti onaj rezultat koji smo: napisali

- neposredno “iz posmatranja date vrlo jednostavne jednaline,

2. U drugom primeru imamo y''—y=x2+4 i opiti inte-
gral homogene jednadine y = C;coshx + C,sinhx. Sliéno pret-

hodnom' primeru imamo ove jednaline za odredivanje izvoda

Cy' (x) i Gy (x): Cy coshx + Cy'sinhx =0, Cy' sinhx + C,’ coshx =

x% 4 4. Resavamo: C;'= — (x?+4)sinh x, C;’ (x) = (x*+4) ccshx

i izradunavamo dve kvadrature: C; (x) = — [ (x2+ 4)sinh x dx +
+ oy, Cy (x)=[ (x%+4) cosh x dx -+ «,; sa rezultatima C, = — (x% +
+ 2) cosh x + x sinhx —4coshx + oy, Cy = (x2+2) sinh x —
—xcoshx+4sinhx+a,. Sa ovim vrednostima C) i C, ko-
nalno -imamo y =a, cosh x +a, sinh x —x2— 6. Dobili smo re-
zultat, koji. smo ranije utvrdili, pomoéu metode neodredenih-

. koeficijenata sa probom partikularnog integrala u obliku od-

govarajudéeg polinoma.
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=cos?x +sin*x = 1#0-i refavamo..

il Integrisati je_dnaéinepo‘moéu Lagranfeve metode:

1. y’ +y=x. 2. y'—16 y=sinx. 3. y“+16 y=sinx.
3:4. Linearne diferencijalne jednadine sa’
" konstantnim koeficijentima

Ako sil koeficijenti leve strane l_ineafnp. 'di_f'crenci_j?.lnc
jednacine konstantni, jednadina se zove linearna diferencijalna.

jednalina sa konstantnim koeficijentima. Desna strana moze.

biti pri tome funkcija \prOmel_ﬂjive x. Prema gtpmgl_i( tallccveﬁ:= :

jednagine mogu biti homogene 1 nehomogenef (()"p_ 1t)1 0 1(at_az)v

jednagine n-tog reda napisacemo ovako y® +ay y U+ a,,,2 y +
vty Y +a,y=f(x); PI _demu su ai(lf 1, ,....,n)
kOnstaS’ich‘lei"encijalne‘ jednaline sa’ kgx_:xstgntnim_ . kqeﬁpuentgna
igra}u vrlo vaZnu ulogu kako. u teorijl -(}1f¢rencxjal_mh Jedn?k mg
uopite, tako i-u primenama, Jer mnogi problemi mehanike 1

. fizike zahtevaju reSavanje takvih jednadina, ‘ngroéitq prioce- |

njivanju oscilatornih procesa. .. L U
: . ]Sa teorijskog glediSta one su po tome vaZne $to-su, pIl

"pjihovu redavanju, potrebna samo. dva postupka —— reavanje
" ‘algebarskih jednadina i kvadrature.’ ;

- Uzmimo prvo homogenu jednadinu .
(1) JD 4 @y + @y D - ey Y Y= 0,

i potraZimo njen partikularni integral u obliku y=¢", gle je

. . - . N . kY — pk pTX {
"+ neki stvarni ili neki imaginarni broj. Posto je (e =rke™, .

posle smene izvoda tim velitinama i skraivanja zajeanékuzn
mnoZiteljem e™* dobi¢emo iz (1) algebarsku jednaém:il (2)
O Ry e e R =0 n-tog stepena u o.rtliosu
pa r. Ova algebarska jednafina zove s¢ karafctenstzqnq_ Jedna-
¢ina date diferencijalne jednaline sa konstantnim _koefzqzjdf:’ntzg:a.
Svakom prostom realnom korenu rp karakteristi¢ne jednacine

"odgovara partikularni integral y,=e’r * date diferencijalne jed-

natine. To s¢ mo¥e potvrditi neposrednom zéunenom. Ako Jg
takvih korena. k;, diferencijalna jednatina mma’ k, mezavisnif

_ Ky i
’ ‘ . : . =t ; KN Y
_partikularnih integrg.la i, deo_opsteg integrala Z:‘ Coe f. » gde
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su Cpl proizvoljne konstante. Svakom paru kompleksnih konju-
govanih korena w;4-B;7 i o;—p,;i odgovara par partikularnih
integrala et j ¢—f;i0* Nijima odgovarajuéi deo opiieg
integrala transformife se u trigonometrijski oblik ovako

A et BiD* 1 B plei—8i ) * E K, e** cos By x+ Ki* e sin B; x =
= e“if (Kicos B; x + K;* sin B x);
pri tome smo iskoristili “dva obrasca (II, str. 123):‘
e+ X = eai¥ (cos B, x4 i sin B, ),
@B ¥ _ guyx (cos B; 3:— i sin B; x),

1. uveli, mesto 4; i B;, nove pxoi?zvbljne konstante: K;=A4,+
+B,? K* =d4,—B;. Ako karakteristitna jednadina ima 2k,
tgkwh konjugovanih korena, opiti integral
- sa nezavisnim partikularnim integralima.

+ Proutimo sad slu¥aj kad karakteristiéna jednalina ima
dva Jednaka korena r, i r*=r,. Ako jednom korenu odgovara
i rtikularni integral e's*, koja jo¥ diuga funkcija moZe biti
uzeta za nezavisni drugi integral ? PokaZimo da drugi parti-
kplarm integral moZe biti uzet ‘u obliku xe’s*. Pretpostavimo
prvo (!a rs*#re i da je r*=r.+3. Tada imamo dva partiku-
larn_g integrala: es* i eUs+®* Na&inimo ovu njihovu kombi-
naciju (e"s*+)*—¢r%): 3, koja je takode partikularni integral.
Predimo sad na. grani¢nu vrednost kad 38— 0. Tada, prema
Lopitalovu pravilu, imamo

lim‘e(rs‘l's)x-—' é’;x 22 Iy hm (e(rs+.8)x__er:x)r
80 0 50 (8)’
=j el O ‘
ol “1__ = -l
8—0

?rema tome smo dobili dva partikularna integrala za dva
jedngka korena e’s* i xe's*; njima, u opStem integralu, odgo-
varaju Clanovi (L, +L*x)es*, gde su L, i L* proizvoljne
konstante. Ako je koren k-te strukosti, imamo ispred e’s* polinom
(k— 1)-og stepena po x sa koeficijentima — proizvoljnim konstan-

tama. Prema tome, u opstem slu¥aju, opiti integral homogene line- |
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ima 2k, &lanova . -

tome je jedinica dvostruki koren: ry=r,=1. Zatim uzimamo

‘¢ina ima realne koeficijente, mora imati i konjugovani koren
- rq= —1. Kako znamo da je proizVod svih korena jednaline:
petog stepena jednak negativhom. slobodnom ¢&lanu, u na¥em

~ #iocima, na osnovu obrazaca e¥ =cosx +isinx i e=*'=cosx—

Ty =Te= —i}f?

arne jednadine sa konstantnim koeficijentima mo¥e sadrZafr
ove partikularme integrale: od . prostih realnih i imaginarnih
korena, zatim od viSestrukih realnih i kompleksnih korena sa
odgovarajuéim polinomima kao mnoZiocima.

Primeri.

1. Jednalini y® —4p® 4 6y —6y" + 5y —2y=0 odgo-
vara karakteristi¢na jednadina r%—4ri+ 6r*—6r:45r—2=0.
Resimo ovu jednalinu petog stepena. PoSto se slobodni &lan .
rastavlja na mnoZioce 1, —1, .2, —2, i, —i, pokuSavamo. o
prvo r=1. PoSto je zbir koeficijenata jednak nuli, jedinica je -
koren jednaline r,='1; podto je to jednostavan broj, prove-
ravamo da li je on koren i izvoda; radunamo, uzimajuéi izvod
i vrednost za r=1, 5—4. 443. 6—2. 6+5=0; prema

r=i= 1/“—_1 sa-vrednostima i?="— 1, #= —i,i*=1, i%=j: imamo
i—4—-6i+6+5i—2=01 koren rg= +i; a poSto naSa jedna-

sluaju —(— 2)= 2, a proizvod &etiri korena iznosi 1.1. i. —i=1,
zaklju€ujemo da je peti koren - jednak ry=2. '

Sad se moZe, uzimajuéi u obzir i jedan dvostruki ko-
ren, napisati opsti integral:y = (Cy +C,X) €+ Cye® + Cye—* +
+ Cy e?*. Posle transformacije €lanova sa imaginarnim izlo-

—isinx, imamo konaéan rezultat sa drugim vrednostima kon-
stanata: y={(C; +Cyx)e* + C3cos x + C4 sin x + Cy ¢®*. Trigono-
me:rijske ¢lanove moZemo zameniti ovim €lanom A4 sin (x + B).
ili sa- Mcos(x+N), ako stavimo: Cy=AsinB,C,=4cosB,
odnosno Cyg=Mcos N,Cy= — M sin N.

2. Jednalini y® +8y® 420y’ +16y=0 odgovara ka-
rakteristiéna jednatina r®+87%+20s2+16=0. Ako stavimo
r?=u, imamo kubnu jednaCinu w*+ 8 u®+20u+16=0. Posle
ispitivanja mnoZioca slobodnog &lana, odredujemo prvi koren
u;=—4, Ako sad levu stranu nale jednaine podelimo sa.
u+4, dobicemo kvadratnu jednadinu w®+4u+4=wm+2)*=0,
koja ima dvostruki koren #;=— — 2. Sad moZemo napisati Sest

korena ‘karakteristiéne jednadine: ry=2i, ry= —2i, ry=ry=1|2,




' 'opstlx

Posto su svi koreni konjugovani iﬁnaginzirni;
integral u trigonometrijskom obliku: y=C,cos2x +
+ Cysin 2x +(C;s + C4 x) cos (x[f_) +(Cs+ Cex) sin(x V2)

Vidimo da refavanje homogenih linearnih dlferencualniH ]

jednadina sa konstantnim koeficijentima traZi samo re3avanje
algebarske jednadine, naime karakteristiCne, date diferencijalne
Jjednadine,

Sto se tite re§avanja nehomogenih linearnih diferenci-
jalnih jednafina sa konstantnim koeficijentima, i na njih se

proSiruju isti postupci koji se primenjuju na linearne jedna-

<¢ine sa promenljivim koeflcuentama I ovde opsti integral mo-
Zemo odrediti kao zbir opsieg mtegrala odgovarajuée homo-
gene jednaline bez desne strane i partlkularnog integrala jed-
nadine sa desnom stranom. Pri tome i ovde narodito dobru

uslugu moZe da u&ini metoda varijacije proizvoljnih konstanata, -
koja omogucuje da se odredi konaéno resenje pomodu kva-

dratura. Pokazademo to na primeru.
Primer. y'"' —
madina homogene jednadine, r3—

4r24+5r—2=0, ima korene

imamo

4y" +5y'—2y=3x + 2. Karakieristina _]Cd-". '

ry=ry=1,r3=2; a partikularni integral potrazimo u obliku

| . polinoma Y;=Ax+B. Iz uslova da je ¥, partikularni inte-:
imamo SA4—2 (Ax +B)=3x+2, odakle su: A=—155

gral,
B = —4,75; a konalni opsti integral:

y=(C1+Cox)e”+Cye**—1,5x—4,75.

3.41. Jedngéina lanéanice

Pod landanicom se u Statici podrazumeva nerastegljiva,

apsolutno gipka, linija na d&ije tacke mogu dejstvovati spo--

lja¥nje sile, koncentrisane u pojedinim njenim tatkama, ili
neprekidno rasporedene sa napadnim tatkama duZ same linije.
Sistem takvih sila saCinjava opterecenje lanéanice.

U Statici se prouCava prvo ravnoteZa poligona sastav-
ljena od pojedinih konalnih S$tapova, pa se zatim uzima

slucaj kad Stapovi postaju beskrajno mali.i putem prelaza na
postavlja se diferencijalna jednatina kao-

grani¢ne vrednosti, :
uslov ravnoteZe svakog elementa lanéanice. Uzeemo, kao go-

 tov rezultat, vektorsku diferencijalnu jednalinu lanéanice sa da-

tim -ravnim neprekxdmm Optereéenjem

“Ako sa AF -oznatimo rezultantu svih spoljatnjih sila

“asa AR prirastaj sile napona, ko_;a ima pravac tangente na
Jantanicu, onda za ravnoteZu elementa AS imamo vektorsku

jednadinu AF + AR=0. Ako sad tu ]ednacmu podelimo..sa

lan&anice u datoj ‘tagki, 1zraéunato na jedmxcu duzme t_| sta—

AF
vimo f.= lim —

dobiva s tra¥ena vcktorska diferenpijalna
AS—O i :

- jednaéina lénéahiée'7+5——§= 0. Za {luZaj ravnog optereée-
s
‘nja, a to znadi i ravnog ‘oblika ravnoteZe cele landanice, iz
vektorske _]ednaéme imamo ove dve skalarne jednadine:
d (. dx d {, dy -
1 2 (r%\ =0, + 2 R—)=0. .
. fx+’ds( _ds) . Af,. dS( ds

Ovaj SlStCm Jednaéma za optereéenje f , dato _svojim
projekcijama fx, f, na koordinatne ose, odreduje oblik lan-

ganice i silu napona R pri éemu, kao Sto je. poznato treba
da budu dati i podetni uslovi. -

Zaustavimo se na sluéaju specxflénog 0ptereéenja paralel-
-nim silama, &iji pravac uzimamo za pravac Oy ose. Tada je f;, =

dx
1 prva od naplsamh jednagina daje mtegral R;——const = H.
s

i " ~"To zna&i napon R za sve taéke landanice, u sludaju paralelnih
: spoljasnjlh sila, ima stalnu projekciju na Ox osu.
Sad éemo proutiti dva “elementarna -slufaja.

£ 1. Opterecenje f,, kao funkcije x, ima stalnu vrednost;
dF dFdx dx
tad. ———r— = , dc je q~const Druga jed-
ada Je 1y ds dxds i ds &
i) ' dx d{ _dy dy dy dx
d td — 4+ R 0; akako eR =R——=
g cing, aJe el ds ds_( ds)_ . ds  dxds

dx’

AS i uvedemo vektor f kao vektorsko specxflcno optereéenje ‘

i

<‘optereéenja koje dejstvuju na element duzme AS''lan&anice, -

de dolaZJmo konatno do Jednacme d“y/dxz—a ‘gde Je



a= —qfH. Izvedena diferencijalna jednalina ima opéti integral

: 1 ; = . .. =
oblika y=-—ax® + C;x + C;, sa proizvoljnim- konstantama
C, i Cy. PoSto dobiveni integral odreduje parabolu, lan€anica
ovog sluaja -se zove paraboliéna landanica. Neéemo ulaziti u
odredivanje konstanata C; i C,, u vezi sa specijalnim uslovima
poloZaja landanice. . . ' o

Dodajmo da parabolidna landanica, narodito sa malim
ugibom, ima ogroman znadaj u- praksi, jer sluZi za. pribliZna
posmatranja pri svim malim ugibima. Iz tog razloga ona se
u Tehni¢koj mehanici proudava vrlo podrobno. :

2. U drugom specijalnom slué'aju, optereéenje, smatrano

kao funkcija s, ima isto tako 'stalnu vrednost, koju femo oz-
naditi sa f. Taj slu¢aj odgovara lancu koji ima istu teZinu po

- metru. Druga od - jednalina (1) u ovom sludaju daje (2)

.. d (. d "
= +E(Rd—y)=_0, gde je —f algebarska vrednost stalnog
s - _

specifiCnog optereéenja, usmerena suprotno Oy osi. Neposredno
iz posmatranja ravnotefe proizvoljnog - elementa MM’ lan&a-
| ke L _ nice (sl. 11) sleduje

i S da je prira$taj napona

dR uravnote¥en kom-

.| ' pomentom fds-sin «
dy optereéenja f ds elemen-
' ta ds. A kako je
~dssine = dy, imamo
_ diferencijalnu jednadinu
dR = fdy, sa integra-
.lom R=fy+ C. Ako

R

napon ima pravac pa-
ralelan osi Ox, onda
JeC=0iR=fy.Satom
: . vrednoS§¢u jednadina (2)

(y@) — 1. Ako sad na osnovu Jjednad&ine Rff:_
ds | ; ds

SI. 11 — Element lanéanice

uzima ~ oblik -%
: ds
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Y, | proizvoljnu  konstantu
) C odredimo iz uslova

: - H=fy, gde je y, or-.

0 _ dinata tatke za koju

sdx 1 ] ; '
=fy~ai= H izvr§imo smenu y—=k —, gde je k=H/f=y,,
ds : 3

ds dx
. d% 1 : &
dobi¢emo konaéno jednacinu {E?_;?y =0. Ova pripada ho-
X il )

mogenim linearnim diferencijalnim jednaginama drug'og reda,
sa konstantnim koeficijentima, i zato, posle odredivanja korena

karakteristitne jednaline, r; = +?, ro = —_—k—, ‘imamo - ovaj
opsti integral y=C,e* + C,e—*/*. -Po§to za x =0 imamo

j:r— Yo=K, (Q) =0, ‘poslé' odredivanja proizvoljnih konstanata
0 _

. ' . . . 1 5 . ; '
dolazimo konatno do jednaline. y=-2+ (e"/‘?—fe "_/". To je jed-

nalina obifne lanlanice. Kad se govori samo o obi¢noj lan&a-
mnici, re¢ obina se izostavlja. Lancanica ima Mnogo .v_r.lo_
interesantnih osobina, koje su navedene, npr., u mojoj knjizi
Racionalna mehanika. II. Mehanika sistema. B. 1951.

Veibanja: A e
Integrisati jednadine: -

1.y’ =5y +4y=0. 2, y'—y'—30y=0. 3. y”"—16y=0. 4. y”' +
+5y=0. 5 y'+16y=0.6. y'—4y' +13y=0. 7. p”"—2y +y=0
8. ' +4y +4y=0. 9, y'—5y' +4 y=x. 10, y"’—y'—30 y=60. 11, y"'—
—y'—12y=e*. 12. ¥’ +2ay +@% =0. Prouditi refenje u vezi sa raznim
vrednostima konstanata « i (.

Integrisati jednacine: - :

13,y + 2y —3 y;+x =0. 14. "+ y’"—6y =sin2 x. 15. ly(') +
+5y7+Ty"+5y +6=5in2x, 16, y(NH—2 " + y=0. )

Uporediti poloZaj dve lanlanice: obi¢ne sa jedna&inom

y= £ (e*'8+ ¢—>'9) | parabolitke sa jednacinom y=a+x2/2a.
2 _

3.5. Sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim
koeficijentima

Radi krateg i jednostavnijeg izlaganjg ‘Zzaustavimo se
na sluaju sistema od dve linearne jednadine prvoga reda,

.sa konstantnim koeficijentima. Neka su date jednadine
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d d b e
) d—f=anx +apy + (0, (2) -d_}t) =auX +dgy “‘fz_(t)’

gde su x(#), y(¢) nepoznate funkcije nezavisno promenljive ¢,
ay (i,j=1, 2) konstantni koeficijenti, f; i fo date funkcije.

‘Prikazatemo dve metode za re$avanje ovakvih sistema
jednadina. . 3 ‘ '

‘Prva metoda se osniva na stavu da se takav sistem, sa
dve nepoznate funkcije x i y, moZe svesti samo na jednu di-
ferencijalnu jednalinu sa jednom nepoznatom funkcijom, sa
konstantaim koeficijentima, ali drugoga reda.-

.U tu svrthu uzmimo, recimo, jedna&inu (2) i diferenci- -

rajmo je po 1:y" =aux'+a,y +fy, gde crtica, kao i uvek,
ozna&ava izvod; dve crtice -— drugi izvod. Iz dobivene jedna~
¢ine treba eliminisati x'. Za dobivanje vrednosti x’ iskoristimo

jednaline (1) i (2). Kad prethodno eliminifemo x, dobi¢emo izvod. .

x" u obliku x'=[ay; y' + (a3 @y — a4y G23) Y + Ay f1 — A3y f3]: .-
Posle toga dolazimo do jednaline y'' —(ay; +ds) y' + (G130 —
— @y Ay) Yy=13' + ay f1 — a3 [5, koja i potvrduje navedeni stav. A
posto nademo resenja ove jednaline u obliku opsteg integrala, y =
=Cyy1+Ceyp+ Yy, gde su y; i p, partikularna resenja odgo-
varajuée homogene jednafine, Y; partikularno reSenje celo-
kupne, nehomogene jedna&ine i C; i C, — proizvoljne kon-
stante, odredivanje nepoznate x se vrii 1z jednaline (2), gde
su svi &lanovi, sem &lana' sa x, postali poznate funkcije pro-=
menljive t. ' : I - '

- Primer.
(2)yy' = —18x+7y +29 ¢+ 33. Diferencirajmo drugu jednadinu:

Y'=—18x"+7y +29. Iz (19 i (2) eliminiSemo x i odredu-

jemo x' iz jednadine —9x' = —4y' +y—t—12. Posle toga do-
lazimo .do jednafine y”' +y —2y= —2¢+5 drugoga reda sa
konstantnim koeficijentima, sa desnom stranom. Odredujemo
partikularno refenje pomocu neodredenih koeficijenata funkcije
Y, = at + b. Kad uvrstimo i odaberemo koeficijente a — 2 (at + b) =

- = —2t+ b, dobi¢emo Y; =¢—2. Sdruge strane, karakteristi¢na je-

dnadina r2 4+ r—2 =0 daje korene r; = 1, r,= —2. Prema tome za

y imamo op§iti integral y = C,ef + Cyhe~ ¥+t —2. 1z (2') se dobiva
1 1 " .

x= ? Cye'+ —5 Cee~2 +2t+1. Ako Zelimo da izbegnemo raz-

- lomljené koeficijente kod proiz’vo,ljnih konstanata, moZemo
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Date su jednadine 1 x = —8x+3y+131+16; -

- Caju jedne

\" C,1 C; ove dve linearne

2

TSR PR T e ~ et +
: iti C;=34,, C;=24,, 1 tada konaCno imamo X i€+
] 'S::.a;zze—zfl—i- 2t +11, ;:- 34 e +24e~ ¥ + 12, gde su 4; i 4y
“. proizvoljne konsiante. £ !

Pokazaéemo i drugu metodu. Uzmimo od sistema jedna-

. &ina (1) i (2) homogeni sistem u obliku X' =ayX +a,y,y =

. - teni si alogno slu-
=5 _a,,y, i potraZimo refenje tog sistema, analogno
R 22ylinef:rne jednagine sa konstantnim koqflcx_]er_tt:ima,
. ; - = t  Ako stavimo ta refenja u jedna-
u obliku x = Cie”, y=Cze". A A
&ne i skratimo sa e, dobicemo za -odrp,dl.van]e- konstangta.
homogene jednagine: (3) Cy(@n—-

— 1) +Cya;=0, (4) Cian + C, (a;—r)=0. Kako je poznato

I ga taj sistem ima reienja, razli¢ita od trivijalnih C;=0,C,=0, -

determinanta tog sistéma mora biti jednaka nuli, tJ. (5)
S G LR PP (@yq + Agg) I+ Q11 Gop — G121 = 0. Dobi}i smo
1 aﬂ, - azz —r ’ :

" tako kvadratnu jednalinu za odredivanje r. Ovo je karakteris-

‘titna jednaina datog sistema, .je_r_od pr1ro_§'e }sor@na te d}f:;i:
natne zavisi priroda pojave kojoj (_)dg_ovara Qatl sistem dife
ij i ‘ éina. N ) Y PR Y :
‘Eenél.-lail(r:)lxl'leé?dlllczrq.kteristiéne jedpaline mOgU - biti: razhditi,
‘realni i konjugovani ko'm‘pleksm_,wllll ]_ednakl.- _Pretposzlavuilq
‘da su oni realni i razliiti. Oznacimo ih sa ry 1 rz.. go:us o-
vom. (3), koji' se moZe zamenitl proporcijom 'Cz.d 1-—(rl—a
. —dayy):dy,, jedna od jednadina. (3) 1 (4) sleduje iz Crl.l'ge, ;So
prema tome za svaki par konstanata Ci, Cy i Cy*, CoF ima

o ro—a

' Cnh—an £.ox T g
po jedan odnos Cz M C1= —kl" Cz . Cl ——'——a - Koy

' Oy . L 5
za korene r, i 7r,. Prema tim rezultatima imamo za opste

- ' . *oret ili. sa ;
" integrale x=Cyent + Cy¥ent, y=Cye’ 14 Cy*ent, ili,.sa drugim

oznakama, dve proizvoljneAlenst;ante Ay i 4y (6) x=Aent+
nt (1) y=A ke’ + Agkqe™'. . . '
+A2€V;a1€ir310y se ;al jednacine (1),'(_2)_ sa desnim stranam; i
pokaiimo metodu varijacije proigzvql;mh .konstar.lata za o rc;;
divanje partikularnih integrala tih chinaémq.. Uzimamo resenje .
6) i (7) za homogene jednaline. Dlvfcrer_m'r‘ajmowpo zv,] ;ma-‘
‘rajuéi A; i As kao funkeije; zadrzavajuli S“V‘,S“C, f:ar?‘ve-
Jobiéemo dve jednatine A,'en! + Ay'e"' = ’fl, Ay ket + Ay kqe ‘-

' =f,. Regavamo ih po Al 1 Ay Ay =(f1k2—f2)_(k2—k1_) 7
Ay =e " (fo—kif1) (ks—ky)~!. Ratun se zavrSava dvema kvad- -

~ raturama za odredivanje A4, () 1 Ay (t).
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Primer. Preradimo i s - ] g i s
imo . prethodni primer prema drugim izlo- Stoga uzimamo, pre svega, slufaj oscilatornog. kretanja ma-

;?I:Di ?éciﬂfﬂ;lii ?9;1:*‘:4__3;{3%1::‘;'"_?1 x'=—8 x +33" +13i+16; .1l terijalne tatke sa jednim stepenom slobode i na tom éemo
= N e + 33, avimo karakteristi¢nu determi- B pr}n}m;ru izvesti kinemati¢ke i dinamicke osobine oscilator-
nantu; =gl e : ' nih kretanja. ; d
o !_ 18, T7—r Tr=&=0. Ingmo ry =1, £y=—2 il Iz Djinamfke_ materijaine tatke. Na kraju druge knjigel)
'Izracunavalglf): .k1=(r1——an):alg=(-1+8):3=3 ky=(~2+8): e govorili smo o translatornom kretanju &vrstog tela 1 utvrdili
:3=2. Opsti integrali homogenog sistema su: x — A et + d.e-2 . | ' . smo da je, za opis kretanja takvog tela, potrebno da znamo
Y=3A4e"+2 4e=%. Izvodi funkcija: Ay =e1(—1) :(l2f1—_2f2) _ .:.:'Q kretanje samo jedne tatke takvog tela. Zgodno je za ovu

talku izabrati teZiste tela. Geometrijska tatka optereéena ce-
"lokupnom masom translatorno pokretnog tela naziva se ma-
terijalna tadka. Ako na takvo telo deluju sile, njihovo dejstvo ;

svodi se na dejstvo samo. jedne sile — vektorske rezultante koja - . | .

=e 1(3t+1) A2’=e2’(—1)-5(2t+3) Odavde i
1), . mamo posle .
.kvadvratlgre. Ay = et B+ ) by, Ady=e(5¢4+ D) +aya zpatim l |
1 opste integrale u obliku: . o

X=0;e -2t ) = - ' ‘ e . : = - . : ;
: alv FoaeTH 4241, y=3wme' +2ae-2 4.2, R dejstvuje na materijalnu tacku kao predstavnika translatorno po-
Analizirali smo slugai e . B - FEE kretnog &vrstog tela. Ako poloZaj materijalne tacke, M, sa masom
tode .se primenjuju i u Sl{lg}ihc;(tig r:slnl](]:) l;ox_‘ena._ ll_ﬁt_e_ mi“ij , o m; odredimo vektorom poloZaja u odnosu na nepokretnu tadku 0,
konjugovani i cu xorenl razliciti, ali o f = > - : -
i eJ e%‘ e g ffﬂ?lsfsm- _tsﬁ}mo’ na kraju. rafuna, moZemo iz- ik, sa OM=r, vektor mr zove se vektor poloZaja wmaterijaine
ma. Naizad » MENI1 poznatim trigonometrijskim izrazi- 3 tacke optereCene masom m. Njegov izvod po vremenu mi = |
e jzad, za slu€aj jednakih korena| karakteristiéne jedna- - e — . R 1 il g - ‘
1ne,” partikularni . integrali se odreduju pomotu izraza e i jert i[« =mvy, gde je v brzina tacke, zove se koli¢ina kretanja mate-
! i ' :

rijalne tacke. Ako ‘sa F ozna&imo rezultantu svih sila koje
"dejstvuju na materijalnu tacku, kretanje materijalne tatke se’
- vrii na osnovu Njutnovih zakona prema vektorskoj jednadini

Vgibania:' < IE |

S

Nadi refenja ovih sistema diferencijalnih jedhaéina;
- —_ . . y .
“myv=F, gde je v izvod brzine po vremenu, odnosno ubrzanje

dy dz d L :

L —=yt+z NP ds il dx_ _dy . : : i . i d
~ dx VT EH T yizex 2, B g g W B d—x'L -l 4 talke. Ta jednadina glasi: Izvod po vremenu koliine kretanja
& e P - materijalne talke jednak je rezultanti svih sila $to dejstvuju na
4%y _dx dy d 4 - 5 . . : ; T ;
g dpmllxed, 4 Zyxagew LT uis & 1 : tu tadku. To je osnovna jednalina dela Mehanike koji se bavi
dt dr . dr  dt i ;“‘1-7, .. mirovanjem i kretanjem materijalnih tela pod uticajem sila,
dz 1 ' : ~ koji se zove Dinamika.

dx y—x' : . : Ako se tafka kreée po pravoj i tu pravu uzmemo za

osu Ox, iz prethodne vektorske jednafine moZemo dobiti, za
tu osu, skalarnu jednadinu mx" =y, gde je x"" drugi izvod
koordinate po vremenu, tj. pravolinijsko ubrzanje tacke, a X

3.6. Mehanicke oscilacije
algebarska vrednost rezultante sila koje dejstvuju u pravcu

s o (f(ao' vrlo vaZna oblast prirodnih nauka, u kojoj se ' ose Ox pozitivnih, ako te sile imaju smer ose Ox, i negativ-
jEdinga,é prl_{x_xenju!u dxf"erencualpe jednadine drugoga reda, po- I nih u suprotnom smeru. ' W
Nasi dne 11 u sistemima, to je oblast oscilatornih promena. ‘ Harmonijski oscilator. Uzmimo ovaj jednostavni primer.
osc':';e nostavnije se ta oblast prikazuje u tzv. mehanickim . e " Teika homogena lopta, sa centrom M 1 masom m, Vvisi
4 dn(?s‘:{)mﬁ,tn" _uxoscllatormm kretanjima materijalnog sistema - ‘ '
. ateriyjalne i im ili vig ’ : ' I L T, % e
, Jalne tacke, sa jednim ili vige stepena slobode. - 1A ‘ ) Flementi ViSe matematike. II. Tehnika knjiga. 1961, g.
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nepomitno o elastiénoj #ici, odnosno o opruzi (sl 12), sa
nepomléno udvriéenim gornjim krajem. Dok je lopta nepo-
micna, sila teZe mg (g — ubrzanje sile teze) lopte, naperena
nadole, . uravnoteZena je silom F elasti%-
nosti i1ce naperenom . nagore, a istog inten-
ziteta. Od tog poloZaja, tatke O, centra
lopte u poloZaju ravnoteZe, radunamo ko-

poloZaju. Smer ose Ox Je naperen nadole.
Ako uravnoteieno_] lopti saopitimo podetnu
brzinu i ona se premesti u neki poloZaj sa
koordinatom x, diferencijalnu jedna&inu kre-
tanja lopte, kao materijalne tadke M sa

. napisati ovako
=X=mg—-(F+sx),~"
- gde je e konstanta elastidnosti; ona se meri

jedinicu duZine. Prema tome je ex sila élas-
“ti¢nosti kqd je Zica istegnuta iz poloZaja
ravnoteZe za duZinu x. Takva linearna veza
odgovara tzv. Hukovu. zakonu (R. Hooke,
1638 — 1703). Postavljanje linearne zavisnosti

Sl 12 —gPrimer-
harmonijskog
oscila ora

treba smatrau kao priblizno posmatranje u Teoriji elastitnosti.
Dublje posmatranje elastiénih osobina tela StO_]l u vezi sa

Nelinearnom teorijom elasti¢nosti.

Pos§to je u poloia_]u ravnoteZe mg = F dlferencualna
Jednad&ina kretanja teke materijalne tatke u vertikalnoj pravoj
. pod dejstvom sile teZe i elastine sile konadno izgleda

(1) X" +k2x =0,

gde smo stavili k2=¢/m. Ova dlferencualna jednatina je line-
arna drugoga reda, homogena sa konstantnim koefxcuentom
Karakteristi¢na jednacina, r2+k%=0, jednagine (1) ima dva
konjugovana imaginarna korena: ry=ki, ro= —ki i, prema tome,
posle prelaza na trigonometrijske funkcije, imamo opsti inte-
gral u obliku

, (2)‘ _ x=Cycoskt+Cpsinkt.
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ordinatu x cen‘ra lopte u nekom drugom

masom m, treba, prema NJutnovu pravilu,

silom koja isteZe Zicu, odnosno oprugu, za .

.Posto je Vronskijeva determinanta partikularnth re¥enja
“f . coskt, sinkt
S —ksin k¢, kcoskt
. sastavljen od fundamentalruh funkeija tog problema One sa-
.- &injavaju ne samo fundamentalni sistem reSenja ve¢ i normalni,
“jer za t=0 gornjoj determinanti odgovara normalna matrica

=k £ 0 razlidita od nule mtegral je

. Za podetne vrednosti, x =xy, x"=x," za t=0,

ol ’ .
. imamo integral: (3) x = x,cos kt+—k°— sin kt. Refenje u tom
I - . e . . s : o . e
' obliku .se moZe izraziti i drukgije. Stavimo x,'/kK=acosa,-
Xo=asinu, gde su a>0 1 « nove konstante- Njihove vredno-

k .
sti su: @ = + /% + (%, JK)E, a= argtg —, . Sa novim konstan-
0

Sl tama integral (3) se izraZava Jedmm ¢lanom: (4)x asm(kt+oc)
Ako uvedemo drugi ugao, naime f=a—m/2, isti mtegral mo- -
Zemo napisati u obliku (4'): x= acos (kt+ﬂ) pri ¢emu je

[3 arc cotg (—lﬁf—) "Ako su poéetm uslovi t=0: 1) x,=0

Xg ’ :
Xo ;&0, 1mamo jednadinu x= asin ke, gde je a=xgfk, i 2
Xo=a, X, =0, imamo x=acoskt. Prvoj Jednaéml odgovara
sinusoida, drugoj kosinusoida.-

Kako znamo (I, str. 104, 105) Jednaémama (4) i (4)'
odgovaraju harmonijske osczlacz_/e Precizirajmo neke pojmove
i navedimo i druge oznake koje se &esto upotrebljuju u tehnici
i fizici. Veliéina a je amplituda oscilacije. Vreme T je period
oscilacije. On se odreduje iz uslova kT=2r i, zajedno sa
amplitudom a, sluZzi kao osnovna velidina za karakteristiku
“oscilacije. Podto je k=2=n/T, jednadina harmonijske - oscilacije

gesto se jzraZava ovako: x=asin (2 n;) Broj oscilacija u se-

kundi n=1/T zove se frekvencija oscilacije; oznagava se i sa f.
Koeficijent k, koji se oznafava i sa w, nosi naziv kruZne frek-
vencije. Po§to je k=w=2x/T=2nf za obe frekvencije vaZi
jednadina: kruZna frekvencija (2= f)=2 = X frekvencija (f), obe
-one. imaju dimenziju T-! Ugao « u jednalini (4) zove se
. poletna faza harmonijske oscilacije. Uglovi kt+a«, odnosno
' kr+B uopste se smatraju kao faze harmonijske oscilacije. Dve
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oscilacije iste amplitude i istog perioda mogu se razlikovati

. razlikom svojih faza. Primetimo i ovde (I, str. 104) da svakoj
harmonijskoj oscilaciji odgovara ravnomerne kretanje take po
krugu poluprefnika amplitude, &ija projekcija na stalan pre&-
nik vr$i harmonijsku oscilaciju.

Ako se materijalna talka mase m krefe brzinom inten-
. i 1 . o ere e
ziteta v, veli¢ina —2—va zove se kinetiCka energija, ili Ziva sila,

te tatke. Oznadimo je sa E,. Za sludaj harmonijskog kfetan‘ja
materijalne  tatke mase m prema jednadini (4) njena kineti¢ka

.. . . 1
energija, kao funkcija vremena, ima vrednost E,= —mx'? =

—1- ma® cos? kt.
- 2 . L~

Ako se vratimo na diferencijalnu jedna&inu (1) i pomno- -

Zimo je sa x'dt=dx, dobi¢emo jednalinu x'dx’ +k%*x dx =0, iz

. . . 1 { d - . -
koje sleduje integral ‘—;—x'2 —l—?k2 x? = const. Posle mnoZenja

f : o ‘ 1
- integrala sa m imamo: Ej +.—2—mk2x?=h, gde smo sa k ozna-

&ili konstantu integracije. Prvi ¢lan leve strane je kinetiékali
energija materijalne tatke. Drugi &lan oznali¢emo sa E,; on
se zove potencijalna energija ili, kratko, potencijal. Kakvo je
mehani¥ko tumadenje ovog ¢lana? Posto je taj ¢lan dofao od
integracije izraza mk®x=ex, a to je vrednost sile elastiénosti
(—ex) sa znakom minus, moZemo formulisati stav: Sila elas-
ti¥nosti $to dejstvuje na tatku jednaka je izvodu potencijalne

energije po koordinati sa znakom minus, tj. %’ = —(—ex).

Ako umesto potencijalne energije ili potencijala uvedemo
Sunkciju sile U(x)= —E,, imamo jednostavno u naSem sluCaju:
sila je jednaka izvodu funkcije sile po koordinati. '

KinetiCka energija je emergija kretanja; kad materijalna
tatka miruje, njena kinetika energija jédnaka je nuli. Poten-
cijalna energija je emergija poloZaja; njena yrednost moZe biti
jednaka nuli, u opStem sludaju, samo u specijalnim tatkama
polja sile. Ne ulaze¢i u konkretna tumadenja mehanitkog zna-
aja poencijalne energije, odnosno funkcije sile, navedimo
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samo vrlo “va¥nu osobinu funkcije sile. U(x), koja u nasem
1 .-k o
slutaju ima vrednost U(x)= =3 mk2x2,.

Zamislimo da materijalna tatka prelazi iz Em‘fet.ka k;');&-z;
dinata (x=0) u poloZaj sa koordinatom Xx. Izracunajmo

rad R koji izvr¥i privlatna sila elasti€énosti na tom prelazu.:

Na svakom elementu puta dx rad te sile, sa algcba?éig;g

vrednotéu—ex, izvrdi elementaran ‘rad—x::x dz(ci R 'aibiru -

putu sa granicama od O do x, taj rad je jedna | _
k

~ diferéncijalnih elemenata, tj. integralu’

‘ | . '
' ——sj"cxdx= — -l—éx‘z = ——i—mk2x2=U(x)— U (0),
0 2 : ‘ v

I jer je U(0)=0. Prema tome mo¥emo - formulisati stav: Rad

elast'éne sile na datom putu ‘jedna_k je ;az__lici ‘vred_nost‘ll funk-'
cije sile za konatan i polazni poloZaj tgc",kc; » ‘ -

" 7bir kinetitke i potencijalne energie predstavliab to Z 1'(10
“energiju talke; oznadimo {c sa Er. 'i}":.dai. Di,z E;S';’, 8—311;31;, ——vrgd e
3 ne kretanja totalna emnergija : u t,,
'iﬁet;;j;mtaéke je konzervativno. Posto je u nasem sfu€aju,

1 - 1 212 ein®
. 1 / 1 2 e 2k2x2.__—mak sin
Ek=—2—mx2—-—-— ma2k?® cos k’} E, m, 3
' —_—1 mak? i Inu vrednost 1,
ija Er= ma?k?® ima staln nost 1

kt, totalna energl] T

- . v ;- [ i -
« prema tome, harmonijska oscilacija mase materijalne talke je

" primer xonzervativnog kretanja. I sila koja proizvodi to kre-

tanje, u datom slud¢aju linearna elasti¢na sila, zove s€ kon-

zervan‘x}nc;;gzizh slutaju svaki materijalni sistem &iji se p_o(lioi_aj
odreduje jednom nezavisnom koordinatom (smte:(x;rl asre;n (J:; 1;111(1;
siepenom slobode). koja se menls KT 2 Sl ora Ako so

ilacije, predstavija ar; ) . :
gsoﬁg;;jlj slogcnog materijalnog sisiema odregujqihsasev;izn?;cgo
dinata (viSe stepena slobode), 2 fs.vaka 0 dntJav}'a e
zakonu harmonijskog oscilatora, sistem hﬁ)re S A }gog g
Fenog harmonijskog oscilatora. Pojam harmoni)

igra ogromnu ulogu U proutavanju prirodnih pojava, koje stoje

4 vezi sa oscilalornim procesima.
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Primeti ' i
timo da se g3 matematitkog gledista integracija

jednagine x" 1 x2 S
r X = ivanj
X =0 zavriava odredivanjem neodredenog inte-

8rala x = C, cosky :
: + C,sinkt . .
Medut A .. 3O sa dve proizvoline
konsta:ﬁ)’ 2 difer encyalna jednagina jma prvi iritejgral Iscoqs(tjante,
m u obliku-x'2 4 k2 y2_ const. Taj in‘tegrala }l(:o i e
‘ : » ]I se

moZe napisatj i ovvako ! o, 1 oo
: -2 ‘x o mkixt=h, gde Je A kon-

oscilacije,

jednadinu drugo d i

‘ . -~ 80g reda na jednom mehan;j m prim

kad Jed_ nacina kretan;a Ima specijalan 6blik J}\:l?’ +élf20x m—%r'] Pentl’
& _ . Pret-

Jjednagin ] ili \
u kretanja skratili sg m, diferencijalnu Jjedna&inu izra:
x =0, gde je / koeficijent -

5?;’::110 konatno ovako x” 421 x 4 g2
n 7 3 Mo
karaktf:r:“:?v' Za ovu jednadinu sa konstantnim koeficiienti
g oorona jednading 12+ 20 + k2~ 0 ima korene o 108
VPR Prowtimo i siutajs, = =l
. - #£—k%<0. Koreni imap .
e k.2 72 i map vrednost ry,y—= —J-Ljj-
J ’FJ. k-——II:‘. Opéti integral sastavljamo ovzlzco ik gde
X = - .
gde su Ce C(C1 308k1t+C2s1nk1 =ae™" sin (k, !+ )
S =1 Ly, 0ADOSNO g | o, . .. ’
je kvaIzl-periodic“no sa sve manji lil(onStgﬁii dx:;;agracue. Kretanje
L 2_k2>0. Op ' '
. . . a korena s ; .
inte _ u realna i ne $ti
gr?llfljel 2-’5 _kfl ent 1 Cyent, Kretanje je aperio%?gz?a' Opsi
=(Cy+ C-'._, t):'—/t=?(. KOr.em.s'q jednaki. Opti integral je X=
- NIetanje je apreiodicne | nosi asimptotski

karakter, jer pod uslovom £— oo imamo x— ()
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. Neéemo ulaziti u detaljna prouavanja tih krétanja, jer
‘ta proulavanja ulaze u oblast mehanike'). Ali ¢emo se zau-

" staviti jo¥ na tzv. prinudnim oscilacijama, kojima odgovaraju
. ‘nehomogene linearne jednaline sa konstantnim koeficijentima.

Prosta prinudna oscilacija. U sludaju kretanja materijalne

'tatke pod uticajem, recimo, linearne elastiéne sile bez otporne
\/sile, ali pod dejstvom prinudne sile mf(f), imamo diferenci”
" jalnu jednadinu x” +k®x =f(f)., Pretpostavimo da je prinudna
.i+sila oscilatornog karaktera i da se odreduje samo jednim peri-
‘. odi€nim ¢lanom.- To je sludaj proste prinudne oscilacije. Dife-

rencijalnu jednalinu tog sluéaja napisaéemo ovako: (5) x'' +
+ k2 x=gqcosk,t, gde smo, da bismo razlikovali dve oscila-.
cije, sa k, oznalili tzv. sopstvenu kruznu frekvenciju oscilacije
materijalpe tacke, a sa k, krufnu frekvenciju perioditne sile.
Prema tome je T :T,=k,:k;, gde su T, i T, odgovarajuéi
periodi. ,
! Za re¥avanje jednadine (5) potraZimo prvo partikularno
reSenje nehomogene  jednafine u trigonometrijskom obliku,
. x=Acosk,t, gde velitina 4 podleZe odredivanju. Posle zamene
nalazimo da je A'=gq:(k>*— k,?). SR
-+ Opéti integral x =Cjycosk;t+ Cysink ¢+ Acosk, t; posle
zamene C,;cosk,t+C,ysink;t=acos(k,t+a), gde su a i «
nove konstante, moZemo napisati u obliku '

(6) x = acos (k,t +a) + A cos k,t.

- Napisani obrazac predstavlja rezultat povecavanja (am-
- plifikaciju) osnovne oscilacije dopunskom, prinudnom oscila-
cijom. Za 5to jasniju predstavu tog rezultata uvedimo razliku
k,—k,=98 i pokuSajmo da transformifemo jednadinu (6) u
jednadinu
@) : - x=Rsin (k;t +9),

gde su R amplituda i ¢ podetna faza amplificirane oscilacije.
Posle izratunavanja: x = a (cos k, f cos « —sin k¢ sin o) + A (cos kgt
cos Ot — sink,fsind¢) = (acosa + Acosdf)coskt — (asina +

+ Asindf)sink,t sa oznakama. acoso + Acosd? = Rsing,

1) Gl. npr., A. Bilimovi¢ — Racionalna mehanika. I. Mehanika
tatke. Drugo izdanje, B. 1950. str. 287—309.- : )

.
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asmae+ Asmdt = — Rcos w, dolazimo, sa

2aAcos (8t—a) itgo= —(acosa+ Acos 8t): (asina+ Asin 1),
do rezultata (7). 1z vrednosti R® vidimo da se po apsolutnoj

vrednosti R koleba izmedu |a

+4l i |a—A|. Prema tome

amplituda ima svoju najveéu i najmanju vrednost i period te

promene je period funkcije cos (81—a). Oznatimo taj period:
27 | 2g

sa T4. On iznosi: Td=%='——‘—~
! ;

‘ . .| 1|%e
i slabljenja 'neke oscilacije jzb?vel,

riod T, je. period podrh}fmf»&njd

takvog kretanja.

e | | T-1,] .
fe podrhtavanje ili bijenje. Pe-

T, T

Slika 13 pokazuje grafik

“Prethodna razmatranja gube smisao kad je ky=k,, tj.
kad frekvencija sopstvena i prinudne sile imaju istu vrednost.

- Diferencijaina jedna&ina ovog’

SIL 13 — Podrhtavanje

sluaja, x* + k2x =g cos kt,

ima partikularno relenje u

obliku x = A sin k¢, pri &emu

A=gq/2k. ReSenjé se moZe

izvesti uobliku x = Qsin (kt +
+¢), gde je 02=a2costu+
+ (asin o« — A2, a cotgy=

=-——tseca —tga. lzraz za
la

amplitudu, Q, pokazuje da ona sa vremenom raste i da mo¥e

postati veéa od bilo ‘koje unapred date veliSine, Pojava kad -

dva perioditna faktora imaju periode iste vrednosti 1, zbog
toga, jedan pojadava drugi zove se rezonancija. U nafem slu&aju
prinudna sila i sopstvena oscilacija materijalne tatke iste frek-

vencije stvaraju pojavu ta dva periodiéna fakta. Slika 14 poka-
zuje grafik kretanja tadke u sluCaju rezonancije. :

. Slu¢aj rezonancije moZe se smatrati kao podrhtavanja kad
period podrhtavanja T, teZi beskona&nosti. pd

Cikloidno klatno. Kao primer krivo-
linijskog harmonijskog kretanja, koje je na-
ro¢ito interesantno PO svojim specifié¢nim
Osobinama, nave$éemo kretanje tzv. ciklo-

idnog klatna.

U (II, str. 45, 54) definisali smo ci-
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e o e I ) SL 14 — Rezo-
kloidu i dali njenu Jednalinu u vektorskom na . a

S
B N

R*=a* 4+ A% + .

. Pojava jadanja

'i-*l":""l’ ol
-4
TR

obliku, i to pri poloiaju‘cikloide nad horizontalnom osnovom.

*Za proudavanje kretanja cikloidnog klatna uzmimo cikloidu

ispod horizontalne osnove (sl. 15) sa vektorskom jednainom |,

OM—r=~R(+sind)T+R(1+cosd)j, gde su 1 i 7 jedinitni
OM=r=R({{+sin{)i+R(l+cos)j, g kni
veiktori Ox 1 Oy ose i ugao Y= S PCP,= <L QCM. Posle dife

— .
_renciranja dolazimo bez te§kode do rezultata (dr)? =ds®=

— 4 R2cos? Y - dy?, gde je ds element luka cikloide. Posle

R

Sl. 15 — Cikloidno klatno

izvlatenja kvadratnog korena, integracije i _odredivqn_:ia pro-
izvoljne konstante iz uslova ¢ =0, s=0, imamo jednadinu

s=4_Rsin—¢—. Gebmetrijéki ova jednadina pokazuje da je luk

AM cikloide jednak' dvostrukoj vrednosti ietive QM kruga

genera:ltzgiél tatka koja se kreée po vertikalnoj cikloidj 0!{re-
nutoj nadole sa horizontalnom osnoyom zove se ,_c:klozdir(z)o
kiatno. Zamislimo da se teSka tacka mase m nalazI; ut po c;
Zaju M, a da je duZina luka 5 mjena koordmatagk os a\;crg}u
diferencijalnu jednalinu kretanja takve teike tatke na koj

dejstvuje sila teZe ;r; Ubrzanje te taZke u pravcu tangente D
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: 25 ‘ ; . B '
ima vrednost oy a komponenta sile teZe u istom pravcu ima -
Coat . ’ .

vrednost skalarnog proizvoda (mg, D)=mg cos (y, QM) =
R .

= —mg sin%. Prema tome doiazir_xio do jednadine m£='

dt?

¢

- = —mgsin Ex koja dovodi do jednagine 5" +k% =0, ako uve-

demo ozpaku k*=g/4 R. Cva difercncijalna jednacina pdkazuje

da je kretanje cikleidnog klatna — harmonijsko kretanje sa
periodom T=‘—2—n=4n R Né,éemo ponavljati i na ovom
g

primeru osobine integrala harmonijske oscilacije. NaveS¢emo

samo specifiéne osobine tog kretanja, narodito u -vezi sa tim

da je trajektorija kriva linija. Objasnimo od osobina cikloidnog

 kretanja: 1. izohronost. Period T ne zavisi od poetnih uslova.

On zavisi samo od intenziteta ubrzanja sile teZe, g i od
prefnika kruga generatora’ R. Amplithda moZe biti veca, ili

~manja, period ostaje isti. 2. tautohronost. Vreme koje je taCki-

potrebno za prelaz iz bilo kog poloZaja M, My, My... na

cikloidi u najniZi poloZaj 4 bide uvek listo, ako je potela da
- se kreée bez -podetne brzine. Prva osobina neposredno sleduje,
iz izraza za period T, dokaz druge osobine se izvodi u 6.4

ove knjige. No cikloidno klatno ima jo§ i treéu, vrlo vaZnu,

- osobinu, &iji se dokaz moZe naéi u 5.4 ove knjige. To je oso-

bina koja se zove brahistohronost. Objasnimo tu osobinu,

- Neka su date u vertikalnoj ravni, na razliitim visinama, dve’

tatke 4 i B. Spojmo ih nekom krivom linijom 4B. Neka
tatka A4 ima vefu visinu. Ako stavimo teSku tacku u poloZaj
A i ona po&ne da se kreée u poloZaj B, bez poletne brzine,
vreme, 1, koje upotrebi za taj prelaz zavisi od oblika krive
koja spaja tatke A i B. Koji oblik ima ta kriva, da bi vreme ¢
bila najkrace? Na prvi pogled izgleda da ¢e to biti prava,
kao najkraée rastojanje izmedu tih tafaka. Medutim, nije tako.
To ¢e biti cikloida: za nju je potrebno najkraée vreme. Ta
-osobina cikloidnog klatna zove se brahistohronost. U vez* sa
dokazom te osobine ponikla je &itava nova matematitka dis-
ciplina, koja se zove Varijacioni rafun, i &ije elemente izla-

.Zemo u istoj, dopunskoj, glavi ove knjige.
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k3.7, ‘Specijalnivsluéajevi diferencijalnih jednacina viSega reda

éajé diferencijalne jednatine drugoga reda u obliku y” =f(x) '

i pokazali smo da se izvedene metode mogu primeniti i na

sludaj jednatine y¢’=f(x). Zbog toga se ovde ne¢emo vracati

na taj slulaj. B . B
2. Uzmimo u obzir jedna&inu n-og reda u. specijalnom -

obliku F(y®™, y@-1)=0. Ako se ova jednatina moZe reSiti po -

‘izvodu viSeg reda, tj. staviti y® =f(y™1)), uzimanje za novu

promenljiva z =y~ ‘dovodi do jednaline z'=f(z). Kvadra-
tura’ x +C; = ff—% _postavlja vezu ‘izmedu z=y"=V i x.

1z te veze, u obliku. y@-D = qﬁ(x, Y, odredujeqlo',' na.
osnovu 1. sluZaja, y kao funkciju x i jo§¥ n—1 proizvoljne

-~ konstante.

3. Za diferencijalov jednadinu’ F(y®™, y"~#)=0 ponovo
uzimamo izvod najnifeg reda za nepoznatu funkciju, z= yn-o,
Tada imamo F(z’,z)=0, a ako se moZe resiti po z"’, dobijenu
jednatinu z'' =f(z) integriSemo na isti nain kao §to smo iz
diferencijalne jednatine harmonijskog oscilatora dobili integral
odrZavanja energije. Naime, mnoZimo jednadinu sa 2z'dx=2dz,

- pa iz 22" dz’ = 2f(z) dz dobivamo prvi integral, 2'2=2[f(2)dz+

+ C,. Posle razdvajanja promenljivih vr$imo novu integraciju,

i x+Cy= __L . Posle zamepe z=y"—? postav-
: Y25f(z)dz+Cy

ljamo vezu izmedu y”~%» i x. Odredivanje y u funkciji x
uvodi jo§ n— 2 proizvoljne konstante.

Kao primer uzmimo slulaj kretanja matematitkog klafna:
Teika tadka koja je primorana da se krece po vertikalnoj kr'uim.)j
liniji predstavlja matematitko klatno, a problem. odredivanja
kretanja te tatke je problem matematitkog klatna. I_’olqiaj
pokretne tadke na kruZnoj liniji odreduje se uglom 6, izmedu
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1. U tagki 3.2 proﬁéiii SO intégrabiju specijalnog slu- .



pokreinog polupreénika OM =R i vertikalnog pravca naperena

naniZe (sl. 16). U pravcu tangente D tatka ima ubrzanje
- R
8§ =

dt?

, gde je s=RO luk

cu sila teZe mg, gde je g ubr-
zanje sile teZe, daje komponentu
jednaku —mgsinf. Druga sila,
sila zadrZavanja tatke na kruZ-
* noj liniji, koja ima pravac polu-
pre¢nika Rismer prema centru,

nema projekcije na pravac D.
Sl. 16 — Matematicko Klatno natina kretanja matematitkog
R ' klatna izgleda, posle skraéiva-
: : - . nja sa m: (1) RO"=—gsin®.
MnoZenje sa 26'dt=2d0 i kvadratura dovode do prvog inte-
grala (2) R(6'2—6,"%)=2g(cos6—1), pri ¢emu smo iskoristili
potetni uslov da, za =0, imamo 6,=01i 6'=0,"#0. Ako.na-

piSemo taj integral u obliku % m R*6'*— mg R os 0 = —;- m RE —

—mgR (pomnoiili smo prethodno- sa' %m-R), vidimo da on

ne pi'edstavlja_. drugo veé integral odriavanjé. energije B, +E,=

=E;,+E,,, gde sa desne strane imamo veliine kinetitke i

poiencijalne energije za ¢=0(cos8,=1, 8 =8,). Zaista, E; =
1 1 . . . . .

=?m v2="§'.R2 02 jer brzina v ima intenzitet

ds_ r%_ Ry
dt dt

Za izratunavanje potencijalne energije E, uzimamo u obzir da
je Epc —U(0), gde je U(B) funkcija sile, &iji diferencijal daje

elementaran rad, tj. dU =(m_§, R a’ﬁ.B}. S desne strane imamo
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M, M kruZne linije. U tom prav- -

Prema tome diferencijalna jed-

ckalarni proizvod sile n_.'-}g i elementarnog pomeranja] uk’p[}gv}:él
jediniénoé vektora tangente D sa yrednoscu clcme:}gaf {:)Ll a : ({; +.
Poito taj skalarni proizvod ima V_rE:anSt‘“H?g '{ ! ?0 J
4+7/2)=—mg Rsin0 d0 =dU, posle integracije 1mamo:

: ? sin 640 — mg R(cos8— 1)
y— = — R [sin =mg —1).

U®m-U© mg - g : |

¢ . jjalnu energiju i —.—mg Rcos®

: a potencijalnu energiju 1mamo E, = —mg R¢
f’_r%ma:t oin fr;ng. pfzvedene vrednosti- kinetitke 1 potencijalne
cnér’gije potvrduju tumadenje jednadine (2) kao integrala odria—1 A
vanja energije pri kretanju -mate’;nahékog !clatna. Taj integra
omogudéuje da se klasificira kretanje mate_matlé}co g klatna u Z”avtis_
posti od potetne vrednosti ugaone brzine 6, . Taékg rr_xozg,2 f |
dode do svog najviseg poloZaja (cosb=—1), kada je
9/2— _—4g/R i tada je 02=6,2—4 gR. Prema tome Imamo

0o y

oty | - i . 1. 0.2>4g/R, znadi .
i te kretanja matemati¢kog klatna: 1. 052> !, 20 ‘
b (gl;;;(r)s e:l“ac“:ka. erolazi kroz najvi§i poloZaj sa nekom ugaonom

brzinom, koja se posle prolaza povecava. Kretanje se zove

| " progresivio. 2. 852 =4g/R, znadi 6'2=0. Kretanje se zove asimp-

Yo. 3. 0,/2<4g/R, 82<0, tatka ne do.gtiie najvisi poloZaj,
gﬂfﬁavl?a s?: ranii/, u poloiajul sa 9%, koji -zadovply:;/g, 1'{]:(1111:)2
Sinu cos0*=1—¢, gde je e=0,2:(4g/R). Kretan]e
oscilatorni karakter. : o ,

: Dovrsenje integracije jednaéin'e (1) odredivanjem u%)lla“kg

u funkciji vremena ¢ vrSi se pomocu kvadrat_g-rekl todl} c;.tal .

integrala kad se.vreme ! odreduje u fu_nkc:ulz oor ‘;ﬁzm u
Integral je eliptikog tipa. No ovde ne moZemo

vrlo interesantna i vaZna proutavanja tog pxta}r)x]g: . = e

-metimo da za malu poletnu ugaonu Orzinu Yo

] imaPrigfttal?o male vrednosti, i aka) u J.Cd_na(:‘:l'nl (11) s;?:ri:.-
nimo sind prvom pribliznom vredno$éu 9, Jednacmalx ( )cilaci'e
oblik 6" +k20=0, gde je k?2=g/R. Prema tome nc}? e os'lac ‘;

matematic¢kog klatna imaju karakter harmonijskih oscilacija.

e

Frekvencija tih oscilacija, k=l/g/R, ‘daj.c za yrednost perx'oc;a
T oscilacije: T=2r|/Rjg. To je priblifna vrednost perioda
malih oscilacija matematitkog klatna. o _ .

Kretanje matematitkog klatna nije izohrono, Jclr gegfa_
u opitem sludaju zavisi od pc_)éetmh.uslova. Za male h?-one
cije tog klatna moZe se kazati da su one pribliZno 1z0 ]
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. neke proste prinudne oscilacije sa br

-t 1 n proizvoljnih konstanata C,, C,, ..

VeZbanja; ‘

. ljz,vesti primere -harmonijskog oscilatora. 2, Izvrsiti integraciju
™ :

jednadine — + g%x = Stant iminisati - : '

Jed e e +a%x _0 (@ — konsta.gta),‘ climinisati vieme iz refenja

- X=f(), x’=£"(¢) i prouditi krivu sa jednafinom @ ‘

, ) Jedn (x, x)=0 juct
X 1 x* za koordinate talke. 3. Izvriiti Integraciju jednaé%nc ’x':’sTaZ.t;gP f

I ] . 2 2= f2 =
.
+k x‘=0 1 naCItatl kllve zZa s Uéa. cve: a l <k > b. I >k , C. [ k , UZI

majuci odredene .b-ojne vrednosti, 4. Napisati diferencijalnu jedna&inu

nje graficki.

3.8. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednaéina.
Problem d'v;aju tela

Ne ulazei u opstu teoriju sistema obij&nih diferencijalnih

Jjednadina navedimo samo tzy. normalan oblik sistema od dife- .

rencijalnih jednadina prvoga reda

dx,- . i ‘
7=ﬁ(t7 X1, X2y oo, xn): [= la 2,;--,71

4

gde je 1 nezavisno promenljiva, x (=12 | :
- 1510 » X (=1, 2, ..., n) sunepoznate .
funkcije. Funkeije f; su date. Kao rezultat integracijepdobiVa[

se n funkcija: x;=F,(t, Cy, C,, . .. » C,) nezavisno promenljive |
) ) L | n
_ Pn_metlmo, da jednu jednacinu n-t g reda sa jednom nepo- i
Znatom funkcijom mozemo zameniti sistemom  od n jednadgna‘
prvoga reda sa n nepoznatih Junkcija. 1 obratno sistem od n
Jednacina prvoga reda mo%emo zamenitj jednom jednadi
n-tog reda. Objasnimo ovo na primerima. nom

Jednaéin & )
U, npr. cetvrtog reda, x@=y(, x, x, x", x"),

moZemo sa oznakama X=X1, X' =X, x'"'=x5 x" =x gde su
e .. - ? - 4

X1, X2, X3, X4, nove funkcije, zameniti ovim siatemox;l

dx; dx, dx, dx

ﬁmxz,—=x3,———x4,“4=f(t Xy, X

dt 7 4y dr dp T T Xe X)),
Jjednadina prvog reda. ‘
sistemZ: ,obr}m(t;l zamenu treba postupiti ovako. Neka Jje dat

1 =/l X1, Xp, X3), X' =f5(1. x,, x Xy

i X3), Xg' =
——fa(t’ xl’ xa’ xs)- ] N 1 2y 8)’ 3
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ojnim koeficijentima i prougiti rese- .-

Diferencirajmo prvu jednadinu po 7:

xl”.=éf—‘1+ bfl xll +of1 le + afl'xsl',
ot 0x; = 0xy . 0Xxg

" j.iz prethodnih jednatina zamenimo izvode x,’, X', x,’ funk-
i cijama fi, fa, f3; tada Cemo dobiti xy"" =¢ (¢, X1, X5, x3). Ako

izvr§imo novo diferenciranje .i ponovnu -zamenu, dobiemo
tredi izvod x,"" =¢ (2, x4, Xz, X3). Sad imamo na raspoloZenju
tri jednacine x1’=f1_ ; Xy =09, _xl“'-=_qa. "Ako, recimo, iz prve
dve jednaline odredimo x, i x; i stavimo u poslednju dobi¢emo
( . ddx ‘ - ' . L. _
jedna&inu. ~ 31 =0 (1, x,, x;, x{"), koja sadrZi samo ¢, funk-
t : IO :

ciju x, i njene izvode x;' I x,”. Posle odredivanja integrala
x,=F, (¢, C;, Cp, C3) te jedine jednacine, ranije odredene
vrednosti x, i x; dopunjuju resenje. '

Problem dvaju tela. Problem o kretanju dve materijalne
tatke pod uticajem uzajamnih Njutnovih sila univerzalne gra-
vitacije kratko se zove  Problem dvaju tela. Kretanje, npr.,
Sunca i Zemlje ili Zemlje i Meseca,” -

" to su primeri tog problema. Ovde éemo
prouditi sistem obi¢nih diferencijalnih
jednacdina koji odgovara tom problemu.

_Da izlaganje bude 3to jednostavnije
primenimo vektorsku metodu.l

L
- Oznalimo sa ry i r, vektore
poloZaja tadaka M, i M,, masa m,
i my, u odnosu na nepokretnu talku

O (sl. 17a). Razliku r, — r; oznadimo
: - —

- . . - — - : _
sa r, tj. stavimo (1) r=ry—r,. Inten- SL 17a — Sistem
‘zitet r te razlike je rastojanje M, M, dvaju tela

izmedu tadaka M, i M,. Prema Njut-
nu kretanje svake slobodne materi-
jalne tafke vr§i se prema pravilu: proizvod mase materijalne

1) Kao dopunu ranije proudenih .vektorskih pojmova navedimo
jo% samo dva obrasca za proizvode triju-vektora, naime .

(A[BC]) = (B [CA]) = (C [AB)),
: [4 [BC]}=B(CA)—C (4B),
gde velika slova oznalavaju vektore. ' '
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iiilie 1 ubrzan__ja. kf;o drugog vektorskog izvoda po vrémenu

2 Sl_f}:_ra kpoloiai;ca tatke u odnosu na nepomiénu tadkuy jcdnék

: 1, Kao vektoru, koja dejstvuje na tu t ‘primieni
] § acku, U

na nale dve materijalne tatke, My i M,, imaéemo ggnﬁn

vcktar;,-ke diferencijalne jednadine drugog reda: ’

A

' - mym, r TR
(2) myry =g? Tz—~ (3) mgry= —g2 e
r : 2’

gdg SUl ry ir, qbrzanja tacaka, tj. drugi izvodi po vremenu
::ktzx cgoloigja, ryior,, rfr iv (—r/r) jedini&ni vektbri, prvi
p m od tatke M; ka tacki M,, i drugi suprotnog smera;

. mym
najzad, 2172
r2

: 2 . .. - N '
€* koeficijent proporcionalnosti sa dimenzijom [e¥] = M-1L37-2

i brojnOm vredno$éu 6,6 10-8 gr~1! ¢m? sec—2.

. Jednadine (2) i (3) sadinjavaju sistem ad ;
dlfere_ncualne Jjednag&ine drugog re(ga. Ta_;mslis(t)gmd;ee e‘llgrkitr(;rlzke
tan sistemu od Sest skalarnih diferencijalnih jednagina dru (;1 :
Teda.. Njegovo opste redenje treba da zavisi od dvanaest A
1zvoljnih konstanata. Izvrimo integraciju tog sistema e E

%) kPre ls.vega, pada u o&i da je zbir desnih strana jednaéina
A : y S »
J d‘? 11:1 i. Ot‘ljda sleduje, za leve strane, da Je myry +mgr, =
- E(mlr1 +myry) =0, te tako imamo integral: (4) myry +m;;2 =
=at + b, aib i i+ je

G gde _fu aib koqstantm vektori. Kako je (5

-
r

—_—
I hmyr,=mr,, gde je m=nmy +m, i
I(;ci:ptvr.a_ datih ‘masa u odnosu na tadky O, mo¥emo za-
Juciti prema prethodnom integralu, koji se moge izraziti

. i .. , - - -
ie:ne;(tﬁ??:nllrée’gnacmom (4 )‘ Fe=¢1t+c¢y, da centar masa sis-
B ¢e pravolinijski i jednoliko ili ostaje nepomidan

za ¢;=0. : ‘

Posto iz jednadina (1) 1 (5) imamo

~F e '
-+ - = -

(©) ST M, ry=ra AT oy,
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je intenzitet Njutnove sile gravitacije, gde je |

¢ Je vektor. poloZaja -

e —

+p=0.

gde je uvek m=m; +m,, za dovrSenje integracije dovoljno- je

odrediti vektor T u funkciji vremena. Poito iz ‘prv«::‘ jednaéind
sa r,=0 za drugi izvod r; imamo r'; = —rmgfr;, moZemo
jedna&inu (2) zameniti jedhat-irmm (7) r= -—2211;‘/:’3. Najzad,
ako mesto vektora_; uvedemo nov vektor,;, koji se od '*; raz-
likuje samo konstantnim mnoZiocem, prema obrascu7= szm-;
jednadina (7) uzima vrlo jednostavan oblik, (8) E=—?/93,

- - . . . = A _} .’
koji se moZe zameniti i ovim (9) e®p +p=0. Jednatina (8)
odnosno (9) zove se standardna jednadina problema dvaju tela.
U ovoj jednaini nema nikakvih konstanata; ona zavisi samo

-+ .
od vektora. p, njegova intenziteta, p, i drugog izvoda p. Vek--
-) - ‘ i a ' ‘v‘ - N
tor p, koji. moZemo na slici prikazati. duZinom, nema dimen- :
zije duZine; dimenzije vektora p, p, o zavise od vremena:
=18, [p]=T-*F, [o]=T*". b
Izvr§imo _sad integraciju standardne jedna&ine (9) o%p +
—_
v . (VX - —') .
PomnoZimo tu jednacinu vektorski s leva sa g. Tada je,

- - > ..
posto je [p p]=0, [p ¢}]=0, odakle dolazimo do prvog vektor-
skog integrala, : »

-, — -

(10) [p p]=const.=p;k = C,
gde je G p17c konstantni vektor, pri &emu je 75 njegov jedi-
niéni vektor i p; njegova algebarska vrednost u odnosu na
vektor k. Integral (10) pokazuje 1. da se vektori e i p uvek
‘nalaze u istoj ravni, upravnoj na vektoru %. Prema tome ima-
mo ravno kretanje. 2. Stalnost intenziteta vektora [p, é], jednaka

je dvostrukoj sektorskoj brzini vektora p, potvrduje poznati
Keplerov stav, da se kretanje vr8i sa stalnom sektorskom
brzinom, tj. da je povrina koju opisuje u toku vremena vek-
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—

- tor p proporcionalna vremenu. Zato se 1ntegra1 (10) kratko

zove integral povriine problema dvaju tela.
Za lZVOdCHjC drugog vektorskog mtegrala pomnoZimo

Jednacmu 9) vektorskl s desna sa k i podelimo sa g2, dobx-

¢emo jednadinu [p k] +—P— [p k] 0, ili, posle zamene k u drugom

1
&lanu: -—[p k]+p—_——[p [p p]] 0 Ako drugi cIan razvuemo
. 1

d
i primetimo da je (p p)—pd—f, Sto sleduje posle diferenciranja

ldcntxteta (p p)-pz, dolazimo do Jednaéme [p Z]__l_ig '0.
iz koje dobivamo drugi vektorski mtcgral P P
1 e —o -
(11) [pk]—f £ const. =274
, Py p L P
gde je 2 L€ 7 ng
] ——; i o] i konstantm vektor upravni na vektoru C
| I ‘ l - jerje skalarm proizvod leve stra~
- . - - ne Jednaéme (11) sa k jednak

-
“tora 4 i C postop skalarna veza

ortogonalnosti (12) (4 C)=0.
Integral (11) zove se Laplasoy
integral problema dvaju- tela.

: Ako uvedemo v izmedu

-

. 3se i i vektora p, tj. . stavimo
. >
SL 17 b — Vektorski elementi (R ‘) =pCcosyv, d°b1°°m° posle

mnoZenja Laplasova integrala

skalarno sa p, jednad&inu

» = 1 1 -+ —- —
Gl ———Gp=2(,
P () e (P,f),

1
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© nuli, Prema tome izmedu vek- -

! : ‘ I A i e Y -
" koju moZemo zameniti jednafinom p,k*——p =—pcosv,

D1 41

! koja konaéno daje

2

(13) p= sap=
. 1+4+ecosv

Dobivena jednadina pokazuje da je trajekiorija tatke ko-

" nusni presek (I, str. 82) sa parametrom p i ekscentriéno§éu e;
= 7a e<<1 imamo ehpsu, za e>1 hlperbolu i za e=1 parabo'u.

_' Time je pokazana i uloga ose vektora A — to Je fokalna osa
- konusnog preseka. . :

Za dovrienje mtegracue treba odrediti poloZaj tatke na
. konusnom preseku u funkeiji vremena. Kako, s jedne.strane,
imamo integral sektorske povrfine, koji u polarmm kOOl‘dl-
natama p, v, U na§em slu&aju, dovodx do . Jednacme (14)

p? d—v—pl, a, s druge strane, zoamo iz (13) vrednost pu

dt
funkcr_u ugla v — jednaline (13) i (14) omoguéu_]u postav-

ljanje kvadraturc
2

~dv= p1 dat.

(15

(1 +ecosv)?

Posto je ova kvadratura komplikovana, mesto promen-
ljive v uvodi se nova promenljiva w, ko_]a. je za sludaj elipse
vezana sa v jednadinom

yize. tg%= V Fete

1z ove jednadine mogu se izvesti dva rezultata
(1+ecosv)- (1 —ecosu)=1—et=e",

(l—ecosu)dv=e'du.

Ova dosta duga izvodenja ne zadaju, medutim, tefkoée;
titalac mo¥e i1 sam proveriti te rezultate. Dalje, Jednaéma ( 15)

' se transformi¥e u jedna&inu (1 —e cos u) du=ndt, gde jen=e3[p3.

TR - s



Ova jednadina dovodi posle jednostavne kvadrature do ¢uvene

Keplerove jednaline
(16) ' u—esinu=n(t—r),

gde je v poslednja integraciona konstanta. Keplerova jednalina
je transcendentna jednadina; ona postavlja vezu izmedu vremena
i ugla u. U Astronomiji uglovi v, # i w=n(¢-7) nose nazive
anomalija 1 to: v — prave, u — ekscentriéne | w — srednje.
" Nabrojimo proizvoljne konstante pri re§avanju problema
dvaju tela. Pri odredivanju centra masa imali smo dva vektora,

>—-+ '_) - - * . N - . : v * -
¢; i ¢y (Sest proizvoljnih skalara). Pri integraciji osnovne jed-
— ' i o

. : -—) R
nadine: vektor C (tri skalara), vektor 4 (dva nezavisna skalara,

jer postoji veza (718)=0) i, najzad, skalar -, koji odreduje . -

poletnu epohu kretanja "tatke. Svega imamo dvanaest pro-
" izvoljnih konstanata, kako je to i potrebno za potpunu.inte-
graciju dve vektorske diferencijalne jednacine drugog reda.

- = -

' Vektori A i C su vektorski zavisni planetski elementi; sa
' dopunom skalarom t oni sadinjavaju potpuni sistem tih ele-
menata. Primetimo da se mogu uvesti dva nezavisna vektorska
elementa i to tako da njihove vrednosti odreduju kako nave-

. —’ . —) e
_ dene zavisne vektore 4 i C, tako i skalar ~.

Veibanja :

Izvesti ove ‘integrale standardne jednaline problema dvaju tela:

. . . 1 — — € — . — —
1. Hamiltonov integral: p +—[ p k]=——j, gde je j '=[k ,-] .
1% ’ Pr ?
o e . 2 1-et
2. Integral odrZavanja energije (Zive sile): p? =— — 3
p D

—

. —
3. Odrediti M i N, ako je p=M i+ Nj.

—_

- =3
4. Odrediti K i L, ako je p=Ki+Lj.
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Gl_ava Zetvrta " ‘. __ i
PARCIJALNE.DIFERENCIJALNE JEDNACmE
4.1. Parcijalne diferencijalne jednagine i nj’ihova_ ré‘éenjé '
U Uvodu smo dali def iniciju_ parci ja‘lné difefehcija]ne jed-

patine i na konkretnim primerima protumgéi'lj taj _‘pojam. _C_)vaj ,
deo knjige je posveéen tim jednacinama 1 njihovim refenjima.

U izlaganju éemo se ogranifiti na sluajeve sa jednom -,
nepoznatom funkcijom, z, dveju nezavisno promenljivih, x1y. .
U tom sludaju izlaganje uvek ima lgonkretno tuma§cnje, jer
stoji u vezi sa poznatim geometrijskim predstavama iz Teorye |
povrsina. Zaustavi¢emo se, dakle, na tzv. elementarnom delu
Teorije parcijalnih jednatina, u kojem se ne _tretiraju strogl
i giri uslovi moguénosti primene operacija koje se u toj teoriji
navode. . R .

Jednadina se, kao §to znamo, zove par:cfjalna diferenci-
W jalna jednadina, ako sadrZi bar jedan parci jalni izvod nepoznate
| funkcije. U opstem slutaju jedna&ina ¢ (x,¥,z, p,q9) =0, gde
l: su p= Z—Z, q=gE , izra¥ava parcijalnu diferencijalnu jednaéinu
ek J x )
| 4 prvog reda, a ij:dnaéina Y(x, ¥, 2, P q. 1.5, 1) =0, gde su
“ eh) 0%z 0%z 0%z

SRE — 5

, 8= »
) 0x® . 0x0y oy*
Sinu drugog reda.

— parcijainu diferencijalnu jedna-

Zaustavimo se prvo na diferencijalnoj jednacini prvog reda
1 ¢ (%, ¥, 2, p,q)=0.

I '31;{%_-‘ " 8 _ | . 117




Refenje te jednaéiné je funkcija (2) z = F(x,y), koja’

identicki,- posebno u odnosu i na x i na y, zadovoljava
prethodnu diferencijalnu jednalinu, kad u nju stavimo -vred-
nost z iz (2) i vrednosti odgovarajuéih izvoda p = oF/dx,
g =0F/dy. Svako refenje i parcijalne diferencijalne jednaine

zove se-njen integral. _

_ ~ Integrali parcijalnih difcreﬁcijalnih jednadina prvog reda
mogu biti ovih tipova: '

L L
1. Potpuni integral.. ReSenje' parcijalne diferencijalne jed-

nadine prvog reda, koje zavisi od dve nezavisne proizvoljne
- konstante zove se potpuni iniegral te jednacine. On se izraZava -

ili u implicitnoj formi, (3) ®(x,y,z,4,6)=0, gde suai b
proizvoljne konstante, ili u eksplicitnoj, z=F(x,y,a,b). To
znadi da, ako izdiferenciramo jednadine (3) prvo po x, a

zatim po y, iz tri jednaline: ®=0, (";‘Z) o0 00

: ox T ox oz
(a(D) od o0

5; dy 0z
sloZene funkcije po odgovarajuoj promenljivoj, — treba da

se, posle eliminisanja konstanata a i b, dobije jednadina (1),
i samo oma. U slulaju:cksplicitnog oblika integrala, tri:
prethodne jednaline se zamenjuju ovima: z=F, p=0F/dx,

q=0F/dy. | |

. Iz potpunog integrala za posebne vrednosti proizvoljnih

konstanata dobivaju se partikularni integrali.

2. Opsti integral. ReSenje koje ne zavisi od proizvoljnih
konstanata, ve¢ od. proizvoljne funkcije zove se opiti integral
parcijalne diferencijalne jednadine. ‘

I iz opSteg integrala se mogu dobiti partikularni integrali
za posebne oblike proizvoljne funkcije. : _

3. Singularni integral. ReSenje koje ne zavisi ni od pro-
izvoljnih konstanata ni od proizvoljne funkcije, a nije ni par-
tikularno u odnosu bilo na proizvoljne konstante bilo na
proizvoljnu funkciju, zove se singularni integral.

Da bismo objasnili navedene vrste integrala, uzmimo
Ajlerov i LagranZev klasiéni primer, koji stoji u vezi sa tzv.
kanalskom ili cevastom povr§inom. Jednalina sferne povriine
polupretnika R, sa centrom u ravni Oxy i koordinatama (a, b),
ima oblik ()®=(x—a)?+(y—b)?+22—R:=0.
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= +—p=20, .

=4 —¢g= 0, gde zagrade oznaéavaju; potpune ‘izvode

e o o0 0 o
o '@-=0. U nagem sluaju: —= —2(x—a)=0, —=—2(y=—b)=0, .
' Coa ob .

i tada imamo ®=z2—R:=0. Prema tome, singularni integral

Pri stalnoj vrednosti R i proii\?oljnim'konstantama aib,

ova jednadina moZe biti smatrana kao potpuni integral par--

cijalne diferencijalne jednatine (B) z2=R*/(1 +p”+q”),‘kojf Be |
dobiva posle diferenciranja (x) po x i y: x—a+zp=70, .

 y—b+zq=01i eliminisanja @ i b iz («). Prema tome (o) ie

i i i imo b= (), iz .
tpuni integral jedna€ine (B). Ako u (x) stavimo (
g‘c/)itlx) moguégxr sfera sa centrima U ravil Oxy biramo_samo
one Giji su centri na krivoj sa jednalinom y= _w(x), gde je
o (x) proizvoljna’ funkcija. Sve te sfere imaju jednadinu

| (k=4 ly-b(@P+ - R=0; njihova obvojnica se dobiva

i j ine i ta di -iranja te. jednatine .-
kad se iz te jednadine i rezultaia diferenciranja
po a, tj. x—a+[y—w{a)]o'(@="0, ukloni parametar 4. Re-

‘zultat tog eliminisanja je opsti integral jednaline (B).- On

zavisi od proizvoljne funkcije 'u.:(a). Geometrijski njemu ngo- o
'vara cevasta povriina, kroz koju x.noic da.prode vlopta.polu-_ :
pre¥nika R. Najzad, jz potpunog integrala («) moZemo izvesti -

i si ne zavisi ni -
*i singularni jntegral, pod pretpostavkom da on ne z :

= e e e 0 00 0
od a ,nj pd b. Zato. ireba naplsja‘trlr tri us_.loya_. ®.= , z__ , .

ob

sastoji se iz dve ravni, z= + R, paralelne ravni Oxy na ras-
tojanju R od nje. .

4.2. Lihearne parcijalne diferencijaln¢ jednatine prvog reda

iz parcijalnih diferencijalnih jednatina prvog reda obl_ika

0z 0z . ..
= d = -~ gq=—, izdvojimo, prvo,
CP (x) J’,Zap, q) 0’ g ¢ su -p ax q ay

linearne jednaline
) . Xp+Yq—-Z=0,

gde su X, .Y,Z date funkcije promenljivih x,y,z. Potrgiimp
redenje te jednatine u ebliku (2) F(x,y,2)=C sa promvc_)lj-
nom konstantom C. Izvodi p 1 g se odredqju iz jednalina
£¥£p=0,?—f—+‘£q = 0. Ako prvu od ovih jednadina
ox 0z 0y 0z .
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pomnoZimo sa Y, drugu sa Y i rezultate saberemo, dobi-
) o g F F ) '
¢emo, na osnovu (1), jednadinu (3) X_d_+ }’{) +Z’—{=0,

' X ay 0z
koja izraZava uslov da funkcija (2) zadovoljava jednadinu (1).
S druge strane, uporedo sa jednafinom (3) uzmimo sistem
od dve obidne diferencijalne jednadine

(4) ZDZ

Te jednatine se zovu kardkteristic‘ne jednacdine date par-
cijalne jednaline. . i o o

" Pretpostavimo da smo naili jedan integral ovih jednalina
(5) @,(x,¥,2z)=C,. Kao integral sistema (4) imamo, iz uslova

dq)l — f)fl_ dx + ;OLDL dy + --3(131 dz=0, identitet 4
: 0x ooy oz : A e
| ® - '
1x PP 2P ;3 naomove usleva (3), to znali da

0y 0z _ |
funkcija ®, predstavlja refenje jednatine (1). PoSto sistem
(4) ima dva nezavisna integrala, pretpostavimo ‘da smo na$li
i drugi integral, ®,(x,y,z)=C, Tada imamo dva identiteta

| LIS Y. Y
X p4
S
X— +Y —> 4 Z—2 =0.
ox oy 0z

Pokazimo sad da c¢e i svaka proizvoljna funkcija ® = -
=® (®,,®,) od pronadena dva integrala sistema (4) biti re-
Senje jednadine (1). Zaista, iz jednadina
o 00 9D, oD 0D, oD 0P 00, o® 00,

== ED > " >
ox o®, ox 0P, oOx oy oD, oy 00, oy

. o0 od, n ob 0D,

0z 0P, o0z ob, oz
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posle mnoZenja redom sa y, Y, Z, posto saberemo, dobiéemo,,
3 ) (6), jednat oD Ly HD oD
) osnovu (6), jednalinu Yy — :
na UI ) -' a—‘c ’ dﬂv (}z 7
kazuje da funkcija @ zaista zadovoljava potreban uslov (3).
Bant, Prema tome funkcija ® moZe biti birana proizvoljno, 1
0 jednatina ®=0 se javlja kao opSti integral jedna&ine (1).
~Gornja rasudivanja su pokazala da se integracija linearne

obitnih karakteristi&nih diferencijaln'_ih jedna&ina.

Primeri.

1. ap -qu — ¢. Sastavimo karakteristi¥nu jednadinu dx/a =
=dylb =dz/c; bez te¥koce izvodimo dva integrala tog sistema:
(*) az — cx = Cy,bz—cy = C,, i, na osnovu tih integrala, izvodimo

funkcija.’ :

——

sinusima proporcionaini_m a:b:c, jer je (nD)=0. Veé iz te

jalnoj jedna&ini odgovara cilindri€na povriina. Jedna&ine (*)

2. yp—xq=0. Karakteristidne jedn’aéine dx(y - dy/x =

z=f(x2+y%, odgovara, kako smo videli, obrtnoj povrsini.

3, xp+yq=0. Karakteristiéne jednaline fix[x-—=dy/y~_——
dz/0 imaju integrale z = C;, y—C,x=0. Opsti integral je

z=f(—¥—). I ovu jednainu smo iretirali.
X

! "-f,;"‘;' 4. xp+yq—z="0. Karakt. jedn. su dx/x=dyly=dz|z.

‘ Integrali: y=C,x, z=C,x. Integral ‘D(L, ——z—)'= 0 odgovara
X

konusnoj povr¥ini sa vrhom u po€etku koordinata. Veza

® (C,, C,)=0 odreduje vodilju. - .
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+ Z —— =0, koja po-

parcijalne diferencijalne jedna&ine svodi na integraciju sistema '~

opiti integral ® (@z—ex, bz—ey)=0, gde je @ proizvoljna ;

y = ) — . :
Geometrijsko tumadenje. Normala n na poviSinu sa

. cosa:cosB:cosy=p:q: —1 stoji uprdvhd ha‘pravoj I sa ko~ |

diferencijalne osobine neposredno sleduje da datoj diferenci- ;

'. ﬁl'r . odreduju proizvodilju te povriine, a jednacina ® =0, sa datom f
! ‘%1' ~ funkeijom @ (Cy, Cp)=0 — vodilju.

£ =dz/0, imaju integrale: z=C,, x%+y%?=C, Opsti integral,




-

5. Pa_f'_i.qa_f=0, gde je p=—‘?£, =_()_Z Karakteri—
ay‘ ox B : ox - dy i
sti®ne jednadine: dx / %= - dy;)—f = dz}O daju intégrale
‘ y X ‘

z2=Cy, f(x,)=C, i, prema tome, data diferencijalna -jedna-'
&ina, koju moXemo napisati u obliku Jakobijeve determinante,

0z 0z
ox oy
| of of
ox oy

. izraZava da su funkcije z i f zavisne.

4.3. Nelinearne paljcijalne diferencijalne jednagine prvog reds

prouéavanje nelinearnih parcijalnih di- B
prvog reda u obliku = - o

p_d_z _bz
Ox’q c)y’

Predimo sad na
ferencijalnih jednadina

(1) ?(x:y,Z,P,q)=0,

i potraZimo refenje te jednadine u o
re§enog po z, tj. u obliku

©) Z=F(x,y,a, b),

gde su @i b proizvoljne konstante. Ako Je funkcija F refenje
Jednacine (1), treba da bude ispunjen uslov ' (3) ¢ (x, y, 0F/ox,
OF[0y)=0, kao identitet u odnosu na &etirj promenljive: x, .
Y, @, b. Ako neka jednadina predstavija identitet u odnosu na
neku  promenljivu, Jednalina obrazovana posle diferenciranja
PO 0] promenljivoj isto tako je identitet.” Prema tome, iz
identitet_a (3) moZemo napisati ova &etiri ‘potrebna identiteta:

oF o*F
oa

bliku potpunog integrala,

3)a Pz
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r. - . OF O*F d®F =0' 

(3)b . .‘Pzéz'l' _q)Pax ob + ?qayab

| LG OF. OPEOF

(3)x ,q)x'i'qud—x‘i' CPPI’C;-I- q}q()xd}_’ g 3
) OF + OF ;0,

(3), @y'_"q’f:); _ (Ppax oy ,(anyz ’,

gde indeks kod ¢, oznalava delimitni izvod, recimo, po z.

. S druge strane, ako od potpunog integrala (2) EOJl. zavisi
od dva pro%zv'oljna parame:ra, @ i b, predemo na rgse;qesllcgi?

"' zavisi samo od jednog parametra, recimo a, a drugi, }?(x

| tramo ‘kao funkciju prvog, tj. b=b (a), jednatinu Z=Ita]’§'(};’

. a,b (a)) treba tada smatrati kao identitet u odnongna gF : ’

. . . . . bl = ,Eo’
posle diferenciranja po a, 1mamo: identitet: (4) >a +¢)b b',
&'gde' je b’=>‘—i—lZ konstanta zavisna od konstante' a. Posle dife-
AR L da _

renciranja identiteta (4) po x i y dobivamo, najzad, jos 1_ova
dva po.rebna identiteta:

0*F o*F

°F
d b'
- 0a0x .

0’ ( ).V ()d ay

0*F b =0.

+ obdy

- (4)

obox

Iz navedenih identiteta izvodimo sad, 'kao __zakl]uzak_,
sistem obi¢nih diferencijalnih jednaéi'na}' pomocu kojih se on ;:e
duje traZeni potpuni integral. .O_peracge sa 'chrllg?»él’namaisanja
'p'otpuno elementaran karakter i zato ¢emo 1l_1, adeg p 2
radi, oznaditi simbolitki na sasvim jasan nafin. |

Operaciji (3),+(3); ' =0 odgovara jednacina
. 7 Pp- (4):: + Pg- (4))' = 0} (I)
dx-(4)z+dy-(4),= 0

dy dz

D lazimo do proporcije dx — == ,&jije
Iz (I) do o de propor v e PRt e 9
poslednji- ¥lan dopunjen prema jednalini dz=pdx + 49Y-

“ aie (4 i (4), sleduje

=~ l. oq

it ., 1234'-' f.'.‘.-;_-:;.‘.'




o | oF 0, |
Kako je (3), dx =(9x+ P 9;) dX + ¢, {L dx —l——}—({v] = _0.,

ox? 0x oy
- OF .  O°F
3),dy=(p,+qo)dy+o dx +—dy |=0,
)y \Py ) " 5% 3y oy
" a srednje zagrade iz p— gf i q'=Z—F jmaju vrednosti dp i dg,

dolazimo do jednalina

(1) (px +pos) dx+ o, dp'=0, (o) + qo:) dy + 9, dg = 0.
Iz (I) i (JI) dobivamo kona&no

(L8) dx dy dz dp dq

Pp Py PPt 49 Py + PP, ‘?y‘*‘qq’z

To su Cuvene Lagran?-Sarpi-ove jednadine, pomoéu kojih

se reSavanje parcijalne diferencijalne jednadine prvog reda .

svodi na reSavanje sistema obinih diferencijainih jednadina.

Samo refenje izvodi se ovako. Neka su ®y(x, y, z, p, g) = C;,
®,(x,,2,p,9)= C, dva integrala (LS) jednalina. Ako tim
jednatinama dodamo samu diferencijalnu jednadinu (1) ¢(x, y,
- z,p,q)=0, rezultat eliminisanja iz tih jedna¢ina veliina p i ¢

dovodi nas do jednadine @ (x, y, z, C;, C,) =0, koja i predstavlja
u implicitnom obliku potpuni integral date parcijalne jedna-
&ine (1).

Utini¢emo jednu vaZnu napomenu, na &ijem se dokazu
nec¢emo zaustavljati. Naveli smo da su za odredivanje totalnog
integrala potrebna dva integrala sistema (LS). Medutim, ako
je pronaden samo jedan integral ®,(x,»,z,p,q)=0, onda se
pomocu ove i diferencijalne jednadine (1) ¢(x,y,z,p,9) =0
odreduju takve funkcije p i ¢ da se iz jednadine dz=pdx +

+4qdy, koja postaje totalni diferencijal, traZena funkcija dobiva
pomocu kvadratura.
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V 3 = 9 P> 8 -9
Primer. 1 +pt+g*—R*z72=0.

j f ? dz dp "jq .
W F=Ze o= R®z7%
p q p—_.:_q _!")R"z | ‘ qn"z
Intégral sa konstantom a je: pz—=a— X, jer je zdp +p dz= —dx,

zbog identiteta —z(R®z—%)dx + (p* + g% dx +dx=0, prema

datoj diferencijalnoj jednadini. Zatim, pren'}a nap_omc?ni,'u_zi-
mamo jednadinu dz =pdx+qdy. Odredujemo 1z integrala

. 1 : - . i .
p=(a—x):z, a zatim i ¢*= oy [R2—z2—(a—x)?], i dolazimo
; : ] z

do jednatine z dz=(a—~x)dx+ VRE— 2% —(a —x)*dy, koju mo-
¥emo napisati: d/R*—z2—(a—x)>=d(—y); a odavde dolazimo
do potpunog integrala (a—x)*+(b— )2+ z2= R? sa proizvolj-
nim konstantama a i b ' ' _

© 4.31. Kosijev problem

Kao ¥to se u problemu integracije obi&ne diferenc;j'alne_:
jednaline, odnosno sistema ovakvih jedna&ina, moZe odredivati
resenje koje zadovoljava odredene poéqtne uslove, tako se iu
slu€aju parcijalne diferencijalne jednaline mogu: 1. postaviti

‘poletni uslovi u odredenom obliku, koji odgovara tim jedna-

&inama, i 2. iraZiti refenje koje zadovoljava tako pos'tavljen.c
uslove. Tako tretiran problem reSavanja parcijalr_lih diferenci-
jalnih jednalina nosi naziv Kofijeva _prol_)lema, jer ga je prvi
postavio francuski matematitar A. KoSi (Augustin Cauchy
1789 — 1857). -

Za diferencijalnu jednaginu (1) @ (x, ¥, 2, P, q) =€)_ Kosijevi |
poletni uslovi se mogu ovako postaviti: tr_gba naéi integral
(2) z=F(x,y) — to znalj povr§inu — Kkoji se preivara u
identitet u odnosu na ¢, ako u (2) stavimo date funkcije, (3)
x=/fi(), y=/La(t), z=fs(¢). Drugim reCima, kriva, data bilo
u parametarskom obliku, bile u pbliku da, pri x=2x, y=,f(x),
mora pripadati integralnoj povr8ini (2).

7a refavanje Kodijeva problema poéi ¢emo od potpunog
integrala (4) z=F(x,y,a,b), jednaline (1), koji se moie do-
biti pomoéu integracije (L8) sistema diferencijalnih jednatina.




. Vrednosti (3) treba da daju identitet u odnosy na ¢, kak;) iz

jednadine (4), 4. (4) f,() = F (A0, A1), a,b), tako i iz

Jednadine $to se dobj : 22k
S =0 oy o OF oo CHTeRCIRE (4 po 1, 4. (47)
o ox”! ox L0 1z (4) i 7(4”‘)- moZemo odrediti

Parametre ¢ i .5 kao funkcije ¢, tj. Ia=-—a(t), b=b(). I tada

za svako ¢t dobivamo dve Jednadine
09 da OF dy
da dt  ob dt

Dobi¢emo, u opstem stutaju, jednaginu  (3) @ (x, 3, z) ~ 0,

koja i predstavlja traZenu integralny povrsinu §to prolazi kroz

sve i j 3¢
taélge Sa proizvoljnom vrednodéy parametra f, a to znalj
¢

Resenje sligno prethodnom (5) moZe se dobiti iu élu- '
=Xy, y=f(x) (izvesti odgo-

varajuce obrasce).
" Primeri.

. 1. Date su diferenciialne iednaXine
kriva x=0 y=y, z=p, IzJ"(LSﬁ) iﬁlrﬁg?jréimz
§=a_x+by+ab, gde su a i b proizvoljne ko

tawmq date- vrednosti, 72— py- diferencir.
Odredujemo @ i b: g —1/2, b=2¢. Stavija

=PX+qy +pq i
potpuni integral
nstante (proveritil).
amo po £ 2¢=p.
mo u potpuni inte-

-1
gral: z=___; —% ] dj i '
5 X+2ty—1? j diferenciramo Po #: 0= —x/2+ .

naéno imamo z=(_)}—x/4)"3 Pr iti i
it amamo. y—x - Proveriti. da 1li
Aiferenc J 3 jednatina i da Ii data kriva leZi
2. Date su diferencijalna jednagina pg—1=0 i-poéetna
kriva x=s, y=s3,. z=2s% Uzimamo (LS) jednatine dx

b_d a4 g
? 294 0 T o" dt. 1z poslet_;lnjih jedn_aéi_na_ ‘sleduje

je zadovoljena
na dobivenoj

p=const.=s, g=const.=—, jer je pg= 1. Uzimamo prvi
B - . S 5 : :

icoiiénik i =sdx=dt, .odakle, posle integracije, izvodimo- (¥*)
s q ' ;o ,
= —1—‘(t+s2), pri &emu proijzvoljnu konstantu integracije od-
= ‘

. redujemo iz uslova da je, za t=0, x =s, kako (o traZi poletna

. kriva. Jédnaéixia Q =dt daje (**) y=s(t+5%, za t=0 imamo

| o T d . L
y=5° najzad, iz jednatine _22’=dt, imamo integral (***) z=

. =2(t+s?), jer za t=0 imamo z=2s% Jednaine (*¥), (*%),"
! (***%) su jednaline traZene povrSine u parametarskom obliku.
Posle eliminacije parametara dolazimo bez teSkoce do jedna-
gine z2=4xy ili z=2}xy. To je jednadina traZenog KoSijeva .
problema, jer su zadovoljeni: 1. diferencijalna jedna&ina
pg—1=0, i 2. podetni uslovi (proveriti ovo!). :

Utinimo jo§ i vaZnu napomenu o znafaju potpunog inte-
. grala parcijalne diferencijalne jednadine prvog reda. Lagran¥

' je u svojoj teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadina pokazao
da se iz potpunog integrala mogu izvesti kako opiti tako i
singularni in.egrali. . : o
U prethodnom izlaganju smo pokazali, na primeru di-
~ ferencijalne jednadine 1+ p%+g%—R®z—%2=0, kako se moZe po-

" moéu (LS) jednatina dobiti potpuni integral (@—x)%-+(b—y)2+ -
+2z2—R2=0, gde su @ i b dve proizvoljne konstante. Na
drugom mestu smo naveli kako se iz istog potpunog integrala
mogu -izvesti op§ii integrali u obliku kanalskih povriina, i
singularni integrali u obliku dve paralelne ravni. U okviru
ove knjige ne moZemo ulaziti u opStu teoriju nalaZenja op§tih
i singularnih integrala iz potpunog integrala.

VeZbanja:

1. Eliminisati konstante C, i C, iz jednaline z=Cyx+C,y posle
delimi¢nog diferenciranja. 2. Eliminisati proizvoljnu funkciju fiz jednadine

z=xf (i) i uporcdiﬁ rezultat sa rezultaiom pfeth'odnog zadatka.
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- A ', - .0z oz -
Naéi opsti integral jednaline x — 4y~ —
: ox T oy

i . 9z dz L 9z oz .
Jednadine ;——a;—zﬂ. S. Naéi opiti integral jednadine a—tb—= i
x dy :

0. 4, Naéi opsti integral

L oz oz : )
Jjednagine (ax+a,) — + (by + by) —==e2 +¢,.
ox ‘ oy
Odrediti potpuni integral Jjednadina:

6. z-pg=0, 7. z(xp‘+yq—z)+ 1=0.

4.4. Parcijalne diferencijalne jednacine u Matemati¢koj fizici,
' ' Primeri

" Parcijalne diferencijalne jedna&ine, narogito drugog reda,

esto se javljaju U Matemati€koj ifizici. Pokazacemo na pri=

merima kako se - proutavaju fizi¢ki problemi pomocu takvih
Jednagina. ' - : '

a. Provodenje toplote u tankom §tapﬁ. Neka je AB (sl 18)

stojanje proizvoljne tafke
Stapa od talke 4. Tem-
peraturu u preseku te tacke

neki tanki $tap. Oznadimo sa X ra

' R oznaéimo sa 7 ova tem-

‘L — A]l—ﬁrL ﬁB peratura je u opstem slu-

‘ NN — ¢aju funkcija poloZaja pre-
—~—_x

seka i vremena £ tj. T=
=T (x,?). Izrazimo mate-
mati¢ki da je toplota koju
Za vreme df primi element
Stapa, MM', kao telo spe-
cifitne toplote vy, jednaka toploti koja preostaje u tom ele-
mentu, posle primanja toplote kroz presek MN i davanja kroz
presek M'N’, Prva toplota, kao toplota tela &i

Ja se tempera-
tura popela za d7T, ima vrednost dQ = my (dT), - cons.. =

SL 18 — Provodenje toplote
u tankom Stapu

=my()‘dT, gde je m masa elementa. Za izratunavanje dru-
t _
£0g oblika iste toplote moZemo, pre svega, napisati da je

40 =(d0)s~(dQ)s1s, gde je (d0), kolitima toplote, - koja
Prolazi kroz presek MN, a (dQ),.i4 kroz presek M'N’,
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; ) \ 1. dt (a_'r
Koli¢ina toplote (dQ) Bl 0 (HQ).wr-ns T \ox )'“

i ofinii vodliivosti materijala, s —
“lgde su: » — koeficijent !’w"f“ﬂf{ﬂ"f’éf‘ datzg i (}JT. 2
&5 ‘povriina preseka, dr vreme trajanja provodenja 1 (5: x :

i era pa izrafunata za jedinicu duZine na pre-

. peraturna promena §tapa izracunat k I

'Eeku MN. pPrethodna‘ jednadina izraZava, tako reci, zakon ltgka_
'E‘l-:"tOpl'ote kroz neki presek u diferencijalnom obliku. Na s g:tan

= nadin dobivamo za drugi presek (d0)i.dx = —%.5-dt-

"-'(éz);d,,. Na osnovu dobivenih. izraza izra&unavamo za
z .Vax x N " . ] ) » . )
dO = xsdt| gz +dx—-(91) ; a poSto je izraz u srednjim
€= ox ox /* : .
T dx, imamo za dQ =x’sdt"dxé;2— . Ako
ox? C | ': }
ovaj izraz izjedna&imo sa izvedenim izrazom za dQ, konacéno
-¢emo . imati aT‘ ooy
=g

(1) _t)? i axz’

- bbEto je. m=osdx, pri femu je .c gustina Stapa i sdx’ zapre-.
. i enta. ‘ - - .
: 3 sfli%?mo da jednadina (1) spada u parcijalne dlfer:c'ncualne
i~ jednadine drugog.reda sa jednom nepoznatom funk.guom,‘_ (71“,
' dve nezavisno promenljive, ¢ i x. Napisana diferencijalna jed-
- nadina odreduje promenu temperature u eleme_ntarn_qm pr,o?;su_.
Medutim, za refavanje problema u potpunosti to nije dovoljno.
. Treba da imamo jo¥ dva podatka: | T
| Setni : 3 tj. funkciju
1. Podetni raspored ‘emperature u stapu,w )
T=1T(x,1), za potetni trenutak, fo, i 2. Granicne uslo_vc; t[e!fl
perature za sve vreme procesa, tj. _(3) T'=T(, 1), ](1—_ t(,b),
‘ gde je I=AB duZina $tapa. Jasno je da navedem[pfc_) :glij;e(zz;
3, tj =0 i =/, funkc
budu u saglasnosti, tj. da, za Jg——O i za x=/ fu a (
gg v;lednosti (g3) za t=t,. Graniéni uvslov1 mogu _b}tl. dati i u
drugom obliku. Npr., na granicama stap moZe biti 1zol.o_van,
tako reéi, odvojen od termi¢kog uticdja. Takvi se uslovi izra-

oT oT p.
Zavaju jedn_aéinama 4) (a—x-)F.(, =0, (—-— )x.,,—- 0._

zagradama jednak

d2 — 3’~/<}'Y:‘

dx
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' za x=1zasvaki &lan zbira daje (—4;k;e— 9% sink;x) ., =

Pokaiimo sad pht_ kojim se reSava postavljeni zadatak.

Pre svega potraZimo reSenje jednatne (1) u obliku

& T=¢€" (4 coskx + Bsin kx}),
gde sun, fc, Ai B konstanfe.
. a Y Y
Posto. je a—T=n T, Ir_ ~ kT, funkcija (5) bi¢e refenje
.ot . ox? L

j.ednaéiné' (1) za sve -vrednosti k, 4, B, ako je n= —a%k®

Kako je jednadina (1) linéarna, i zbir funkcija (5) je
reSenje ove jednaline. Prema tome moZemo reSenje jednadine
(1) u opStem obliku napisati

| (6)  T= z e~ % (4,c08 k;x + B;sin k;x),
=1 .

gdc je A;, By, kyniz konstanata, a v proizvoljan ceo pozitivan broj.

Poku$ajmo sad da zadovoljimo  granitne uslove, npr.,
u obliku (4). Posto je - . T .
3—T= > ke~ @4 (— A, sin kix+ B;cos k;x),
ox i=1 : ) b .

prvi graniéni uslov daje
‘ (92) . = Bikie= ¥ =0.-
. dx Xx=0

i=1

Kako ovaj identitet mora postojati za svaku vrednost ¢,

svi koeficijenti B; moraju biti jednaki nuli; drugim relima,
¢lanovi sa sin k;x ne ulaze u izraz (6). Stoga reSenje moZe

1 4 b : )
imati samo oblik T= z Aze— okt cosk;x. Drugi grani&ni uslov
: P=1 ’

=0. Iz ove jedpaline sleduje da brojevi k; moraju zado--
" voljavati jednaéine sin k;1=0 i mogu, dakle, imati vrednosti

4
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k- i'-rr/], i=1,2,...,v. Refenje, kojef‘z’adOvoljava oba gra-
“ni¢na uslova, izgleda . ,

al i’ 1.‘!

7

o R S - imo
7 T=S"Ad;e cos — X.
RS YRt

voljne vrednosti. Proizvoljnost ovih koeficijenata. moZemo
iskoristiti da zadovoljimo dati poletni raspored. temperature .
u 3tapu, koji je dat jednainom (2). Ako u (7) stavimo
t=1,=0, nale refenje e izgledati: T'= ZA’COST x. S druge
) - - H - =1 L Lo
strage, funkciju poletnog rasporeda T(x,0) m'oiemo:razyxtl
u Furijeov red, T=T (x, 0)= 3 M,cos —I- x, gde koeficijente
treba smatrati kao date veli¢ine. UPoredlv.anje ga§e_g reSenja.
i datog potetnog rasporeda dovodi do ' jednatina 4, = M;,
“§=1,2,...v. Prema tome definitivno reSenje naleg problema
* wsvim pjegovim delovima izgleda C
o= | T= VZ M, e~ air cosi—w x.
i=1 )

{i - Prema traz‘r.ehoj tadnosti resenja u tom razvijanju.mo.iexpo
" uzeti dva, tri, Setiri ili viSe &lanova. U mnogim prakti¢nim

dobijemo potrebnu predstavu o pojavi.

b. Popreéne oscilacije Zice. Kao drugi primer uzmimo
‘kretanje zategnute Zice, tankog elastitnog konca, ko_|1.se x_poie
savijati. Neka je iz poloZaja ravnoteZe duZ ose Ox Zica 1zve-

podele vriiti popredne, transverzalne os',c_i_lacije u ravni Oxy
oko ose Ox. Proudimo takvo kretanje Zice. :

Neka je neki beskrajno mali element Zice iz poloZaja
SS’, ma:osi- Ox, sa duZinom Ax, zauzeo u nekom trenutku ¢

. S K1

U ovom’ refenju koeficijenti 4; mogu imati jo¥ proiz- -

pitanjima sliénih’ zadataka ve¢ su i dva Clana dovoljna da

dena u neki pode:ni poloZaj i, iz tog poloZaja, sve tatke Zice

t
I

polo¥aj MM’, sa duZinom AS, koja se razlikuje od."AJ‘cl samo . .



za beskrajno malu veli&inu drugog reda (sl. 19). Smatrajuéi

taj ele_mcnt kao materijalnu ta&ku obrazujmo {:l.ifcrén.:—:i'a:]lm:

Jednatinu kretanja te tadke prema osnovnoj Njutnovoj iejdna-
. : ) ) =% i ’ _

¢ini, my=F, gde su: m— masa

talke, v — ubrzanje talke i

F rezultanta svih sila—koje dej-

- da, sem sila elastidnosti, na
clement - ne dejstvuju njkakve

o~ e i ]
S S reduje apscisom x i ordinatom

19 — Element Jice 4, funkcijom u (x, ). Prema to-

| | me ubrzamje v ima pravac Oy
_ _ oseialgebarsku vrednost o*ujoe?,
Masa elementa MM’ = AS~Ax odredu '

je se obrascem m=g,AS= -~ |

- =0cAx, gde je oy (I, .str, 87) ‘linearna gustina Zice, koju

pretpostavljamo stalnom, ¢, = const,. Dalje pretpostavljamo da -

u ;aékj M na element dejétvujje napon zatezanja ;”, a u tacki’

M’ papon T'. Ako pravac mnapona T, kao tangente, &ini sa

Solfr osom ugao «, pravac 7' se odreduje uglom a{Aa.
§e’can‘]e Pravca- tangente na krivu Zice iznosi Ax. Polto u
nasem slucaju, pri beskrajno maloj vrednosti i ugla «

otu

2

f ou :
anamo x=tga= T za Ax uzimamo vrednost A = &% Ax, .

X 7 Ox?

Sila savijanja u praveu Oy ose, prema Hukowu z&konu,

_;fzngrcmnalnazjc skretanju pravca tangente, tj. Fcos (1—':, )=
1\_I o'c=kwa¢')u/agc2,‘ gde je k koeficijent proporcionalnosti.
INa taj nalin iz Njutnove vektorske jedna&ine za pravac Oy
lmamo skalarnu jednaginu o, Ax0uf01? =k Ax 0%ujox? koja se
konatno izrazava ovako (8) 0%/ r*~ a%%/0 x*, gde jo 42— k/o

T_o Je dtf(_zrenc'z’jalna Jednalina popreénih oscilacija %ice kad nz
Wu ne dejstvuju nikakve spoljasnje sile.

r gKako_ smo veC u prethodnom primeru objasnili, treba
“4 ISsavanje 1 ovog problema, sem diferencijalne jednagine,
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- | o "
. utvrditi 1 podetne uslove (9) u(x, 0) =g (x), (Fz:)
. graniéne uslove, koje uzimamo u obliku (10) 2,—,
~gde je I duZina Zice. g

s:vuju na tacku. Pretpostavljamo’

druge sile. PoloZaj tatke se od-.

antrn Crbrs

Vs

Bl i
Lol g A

b
‘-

el

L ond

=(x) i
P ;

=0 .
=0, Upm)= 0,

Refenje éemo poiraZiti u obliku proizvoda dve funkcijé

L] (11) u=U @V (%), od kojih prva zavisi samo od r, a druga

samo od x. Iz diferencijalne jednacdine (8) imamo U’'(¢¥)/a*U(t)=
=V"(x)/V(x). PoSto prvi koli€nik' ne zavisi od nezavisno

| promenljive x, .a drugi od nezavisno promenljive ¢, a treba

da imaju zajedni¢ku vrednost, io moZe biti samo ako je ta

~ vrednost konstantna. Oznadimo je sa — A% i tako dobivamo dve

obi¥ne . diferencijalne jednaline:” V" +22F =0, U’ + 720U =0
sa integralima V(x)=C;cos Ax +CysinAx, U (f)=Acos A at+
Bsiniat, Na taj nacin, prema (11), moZemo napisati

(12) u(x0)= (4 cosrat+Bsinhat)(Cycos Ax + Cysinhx)..

* " Primena uslova (10) dovodi do jednagina: Cy=0, C,cosAt -+
.+ C,sinrt=0, iz kojih. sleduje Cy =0, sin A/=0. Pretpostavka,

da je C;=C,=0 ne daje reSenje razliC¢ito od nule. Uslov.

. sinA/=0 pokazuje da je reSenje nafeg zadatka moguée samo |

za vrednosti A= 4in/l, gde i moZe uzimati vrednosti niza |
prirodnih brojeva 1, 2, ..., n, ... Prema tome imamo ovaj
niz reSenja ' s .

- u; (x, 1) =[A4,cos (im at/l) + B;sin (i ® at/1)] sin (i~ x/).
Primetimo da je zadrZavanje &lanova sa negativnim znakom. -
kod A suvi§no, jer ono, posle svodenja &lanova, moZe da utie
samo na vrednosti proizvoljnih konstanata. T

Posto je diferencijalna jednadina -Zice linearna u: odnosu’
na druge izvode, zbir dva jli viSe refenja te jednaline pred-
stavlja isto tako refenje te jednaCine. Prema tome opSte reSenje
nade diferencijalne jednadine, koje zadovoljava grani&ne uslove,
moZemo napisati u obliku '

N _
(13) u(x, = Z [4; cos (i at/l) + B; sin (iw at/l] sin(inx /1),
i=1 3
pri Cemu reSenje formalno ostaje na snazi i kad 7 ce.
Posto su 4;, B; proizvoljne konstante, njihovim vrednos-

tima moZemo raspolagati da bismo zadovoljili i poetne uslove
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~ vijanju datih funkcija u te redove.

9. Prethodno reSenje za t—O daje u (x, 0)= Z A; sin (tnx/l)

(0") S z”r_ B, sin (mx/l) Prema uslovima (%) prvi trlgo-
at = o' I=1 l -

nometrijski red treba da bude jednak datoj funkciji ¢, a drugl
datoj funkciji ¢,(x). Na taj nadin odredivanje 4,, B, se svodi
na odredivanje koeficijenata trigonometrijskih redova pri raz-
Posto smo izveli (III,
str. 114) obrasce za 1zra.iavanje traZenih koeficijenata, moZemo

. 1h ovde prlmemtx i, na taj nadin, naplsatl

A,——fcp (x) sin de B,——fq;l (x) sm—dx

Sa.tim vrednostima prmzvoljmh konstanata obrazac (13) -

predstavlja formalno resenje naleg problema. Ne moZemo
ulaziti u prouéavanje ni - teorijskih uslova pod kojima dato
formalno -refenje zaista predstavlja pravo relenje problema, a
ni u nabrajanje svih- fizi¢kih osobina kO_]C se mogu. protuma-
giti pomocu izvedenog refenja.

Utiniéemo samo ovu primedbu. U mnogvm problemxma
sli¢ne prxrode kao Sto je i problem o kretanju Zice, pojavljuju
se, u vezi sa uslovima problema narocne veli¢ine od &ijih

vrednosti () zavisi moguénost reSavanja datog problema. . -
Takve specijalne vrednosti imaju naroditi naz1v, ZOVUu se Ssop-

stvene vrednosti problema. Funkcije koje reSavaju problem  za
te vrednosti zovu se sopstvene " funkcije problema Odredwanje
sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija igra vrlo vaZnu
ulogu u Teorjji diferencijainih jednadina Matematicke fizike.
Kao primer pomenimo da se samo na jednoj od jednadina
ovog tipa, na tzv. talasnoj jednaéini, u obliku

qu o%u o0 Ol
—a ( + 24 )+f(x V22505
o \Noxr oyt o

‘gde su x,y,z koordinate tatke u prostoru, ? — vreme, @ —

data konstanta, f — data funkcija 1 u(x,y,z,1¢) nepoznata
funkcija, osnivaju grane Fizike, koje su vezane za §irenje
oscilacija u prosioru. Istoj kategonp pripada i tzv. Sredinge-

rova Jednaéma, na kO_}O] se zasniva savremena Kvantna meha-.

mlca atoma.
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Gla’vﬁ peta
1Z. VARIJACIONOG RACUNA
5.1. Ekstremalni principl

. Refavajuci zadatke (1, str. 66) 0 odbljan_]u i prelamanju
svetlosti, videli smo da put svetlosti stoji u vezi sa minimu-
mom vremena za koje svetlost prelazi iz :jedne tatke u
drugu.. Ferma (1609 — 1665) je ovu ekstremalnu osobinu
svetlosti uzeo za osnovu teorue svetlosti. Tako je pomkao
narotiti ekstremalni princip — Fermatov princip.

_ Teoriju kretanja materijalne tatke ili .Eitavog sistema’
materijalnih ta¥aka moZemo takode obuhvatiti opS$tim pr1n01-._
pom formulisanim pomoéu ekstremuma jedne funkcue To je

‘takozvani princip najmanjeg dejstva. SadrZaj tog prmcxpa obja-
i/ " $nicemo na jednostavnom -primeru.

Zamislimo materijalnu tacku koja je iz polozaja A (sl. 20)
pod uticajem datih sila, presla u poloZaj B. Nazovimo taj njen

4 .stvarni put direkinim putem tacke izmedu A i'B. Sa t, 1 t; ozna-

¢imo trenutke vremena kada se tatka

Uporedo sa ovim direktnim putem
zamislimo drugi pu: tacke, kop zadovo-
ljava uslove:

" 1. Vreme kretanja je isto: od ¢, do #,

2. Krajew trajektorue su isti: ta-. -

SI. 20 — Direktui i
zaobilazni put tatke

3. Ako tatka nije bila slobodna,
npr., ako je bila prinudena da se kreée

-155 :



A uslova ekstremalnosti integrala izvesti diferencijalne jednaine
kretanja tacke. - - By Sk o

‘ Problemi odredivanja nepoznatih funkcija, koje daju odre-

_denim integralima ekstremalne vrednosti, s?adaju u n.a_roéxm

granu Matematike, koja se zove Varijacioni ralun.

po nekoj.povriini, njeno je kretanje i na tom novom putu
ograni¢eno na isti nain. i

Put ta¥ke, koji zadovoljava prethodne uslove, no nije
direktni put, zove se zaobilazni put. . '

Uvedimo sad jednu funkciju u obliku integrala Proutimo najprostije elemente a2l }r'aéuna.

. "
W= [ (T-)dt, o : o '
t 5.2. Varijacija funkcije i integrala
gde je T tzv. Ziva sila tacke, ili njena kineticka energija, a I1 L o ited ostavniji zadatak Varija-
potencijalma energija tatke. Ziva sila T jednaka je polovini. - Pre svega formqp SImo. najjeci ! _
' : . . cionog rafuna.

- Poéi éemo od odredenog integrala

proizvoda mase tziékei i kvadréta- brzinoe, tj. T=T2l., gde je

. m masa tatke i v njena brzina. Potencijalna energija, ili ener-
.gija poloZaja tacke, ima osobinu da njen diferencijalni element
dIl sa suprotnim znakom, izraZava rad sila koje dejstvuju na
tatku na elementarnom pomeranju. ~

! Funkcija - W, izraZena napisanim integralom, zove se |
“dejstvo. il

Uporedimo vrednost dejstva po zaobilaznim putevima sa
vredno§éu po direktnom putu. Prema principu najmanjeg dej-
stva vrednost dejstva po direktnom putu ima, u poredenju
sa vrednostima po zaobjlaznim putevima, ekstremalnu vred-
nost, naime pod izvesnim uslovima, najmanju. Prema tome
princip najmanjeg dejstva spada u ekstremalne principe.

Princip najmanjeg dejstva igra ne samo u Mehanici veé
i u. drugim naukama ogromnu ulogu. Filozofi su skloni
da ovom principu pridaju univerzalni znacaj i smatraju da
su sva zbivanja u vasioni saglasna sa ovim principom.

Princip najmanjeg dejstva formulisan je, kako u Meha-
nici tako i u drugim naukama, na viSe razliitih nafina, U
Sirokom praktiénom smislu taj se princip izraZava kao prin-
cip najmanjih utro$aka sa najveéim rezultatima. U ovoj formi
on se javlja kao osnova svekolike nale materijalne kulture.

o J=§f(x, », y)dx,

gde su aib konstantne granice i{ltc?grala, f, data fpnkcua
" nezavisno promenljive X, funkcije » 1 jzvoda y’' funkeije y po
x. Treba odrediti nepoznatu funkciju, ¥, tako da lnte_gral J
dobije ekstremalnu vrednost. A -

Kriva linija sa jednalinom
(2 y=y(x)

kojoj odgovara ekstremalna vrednost integrala J, zove se nje-
gova ekstremala. )
Pri reSavanju ovog zadatka zaustavicemo s¢ samo na

potrebnim uslovima za ekstremum integrala. P.r‘ouégvanje dovolj- -
nih uslova izlazi daleko van okvira ove knjige.

Ako uporedo sa funkcijom (2), _koja vrednost naleg
integrala dovodi do ekstremalne vrednosti, uzmemo drugu funk-

ciju y (x), razlika
3) X)) —y(x) =38y,

Eitaj ips arijacija funk-
sa oznakom 8y (Citaj delta 1p's:110_1:1), Zove se v ja ]
cije za datu vrednost X. Varijacija funkcije se razlllgu_ig qd
obidnog priraStaja funkcije time Sto’ zavisi ne od prirastaja

! Kao $to smo i videli, princip najmanjeg dejstva izraZen
Je pomocu ekstremuma odredenog integrala. Ako ovaj princip .
postavimo kao osnovu Mehanike materijalne tacke, treba iz
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argumenta x te funkcije, veé od promene funkcionalne prirodé .

same funkcije. Tu promenu moZemo izraziti, npr., jednafinom
Sy =7nk(x), gde su: k(x) kona¥na funkcija od x sa potrebnim
osobinama u odnosu na izvode i % beskrajno mala veli¢ina.
Tada se uslov da se zaobilazni put poklopi sa direktnim na

celom putu izrazava jednalinom % =0, a uslovi da ti putevi -
imaju, recimo, samo dve stalne zajednicke taCke, npr., za x =x,
1 x =xy; izraZavaju jednadinama k (x,)=0, £ (x)=0. Utinimo
ovu primedbu. Ako za promvoljne tacke, sem, recimo, stalnih -
krajnjih tafaka, funkcije y(x) i k (x) mogu uzimati nezavisne

proxzvol_]ne vrednosti, kako -konaépe tako i. beskrajno ‘male,

proce51 dxferenclran_]a funkcije i odredxvanja varl_)aéx_]e su neza- -

visni_ medu sobom i, prema tome, je d3y=35dy.
) Poka?imo na - slici razliku izmedu priraitaja funkcije i

njene varijacije. Zamislimo izmedu dve talke, 4 i B (sl. 21),. |
dve krive: y=y(x) i y=%(x). Sa M oznadimo tacku na prvoj -

krivoj, sa M’ na drugoj. Obe tadke 1maJu istu apscisu x.

Duzma MM daje vrednost varuacue funkcxje Jer ]e‘ ;

MM =PM' — PM y(x) y(x) By
Ako sad x dobue prkrastaj Ax, y e’ dobiti prlrastaj A y

kome odgovara duz NMy, a yp -

I ima ‘prirastaj - Ay = Ny M.

1 y B Gexo B
. MW va y=7(x) obi€no. zadovo-
M INL Yy ex) ‘ ljava uslov da beskrajno malo
Sy- 1‘2__\ odstupa od krive y =y (x), tj.
N Y ' da je 8y beskrajno mala
4; y , - veliCina. R
O 1 Pux _ . Proutimo sad priraitaj
e—t t integrala (1) iz 5.2 pri. pre-

D- C ]

-lazu sa direktnog puta na
Sl. 21 — Varijacija i priradtaj zaobilazni, tj. AJ = Jz — Jp.
~ funkcije
promene y iy, od kojih
zavisi samo Jz, prema obras-

“cxma 3 y 7 k (x), Sy -'dib‘ y, moZemo prlrastaj AJ astavm._

1 red

s

Obratimo pa¥njudakri- |

Ako iskoristimo- varijacione

_ % .
: =n8J+— 282‘J+...,
4) AJ=n 271

gde su 3J, 3, ... odgovarajum Koeficijenti. Tl koeficijenti

J.-
zovu prva, druga . varijacija integrala
i Shglo teoriji obi¢nog ekstremuma funkcije i ovde moZemo

dnost inte-
diti da je neophodan uslov za stacionarnu  vre |
tg‘:';l:zlda lgude 8?! 0, tj. da prva varuacua integrala bude R

nula

S. 3 A]lerova jednaéina
.Izraéunajmo sad prvu varijaciju mtegrala 1) iz 52. .
oA\
1z (4) tog élana imamo 8J= (0‘0 )n X

—Jp, i JD ne zavisi od 7, imamo dalje 5J= 31' j(x,y,y ydt =

b 19 of _ b
—1 5£ 060y )d:t=g~ (aﬁ 8y+oy Sy)dx x.(a o

;a po§to je AJ= Jz—

a \0y
| ‘_+_&_f_ E—Sy) dx o

oY . . .
yPosle delnménog 1ntcgrlsanja drugog glana bice

O S |
sy | Ef_i-i Sydx.
8-""/ o 8y+f( )

oy dx OJ’

‘Po§to je, za x=a i x=b, varijacija dy= 0 konaéno
1mamo za prvu varuacuu ‘obrazac _

_ (¥4 % \pwya
-aJ—j(ay dxby) (x) dx.

Iz uslova stacionarnosti 3J=0, koji vaZi za proizvoljne
vrednosu funkcue k (x), sleduje da’ je




Leva strana ove jednaline zove se varijacioni izvod pod-

integralne funkcije po .nepoznatoj funkciji y. Sama jednalina

je Ajlerova jednalina Varijacionog rafuna. Integracija te jedna-
fine daje traZenu' ekstremalu. Po$to funkcija f sadrZi y', a

“varijacioni izvod traZi jo§ jedno diferenciranje po x; Ajlerova
jednadina je drugog reda. u odnosu na nepoznatu funkciju y.

- 5.4. Primeri

Re8imo nekoliko primera.

a. Najkrace rasto;anje izmedu dve tatke u ravni. Neka su
date u ravni dve tatke, 4 i B, sa koordinatama x,, ¥, i Xy, J1.

Treba dokazati da je prava najkra.ce rasto_]anje izmedu ovih :

tacaka.

koordmatama

| I ]
e =[V1—]—y’2dx.
: .

Kako je ovde f=)1+ y"“;- Aj]jLova jednagina izgleda

d o o d ¥y _

dx oy’ 9y dx 1 + y® y
1z ove jednatine sleduje odmah ¥ /Y1 + ¥ *=const.
ili - Vy’=const?=o}c.' '
Ako integriSemo jo$ jedanput, dobivamo -
(1) | y=ox+p,

gde su « i B dve proizvoljne konstante integracije. Ove kon-

stante lako se odreduju iz uslova da prava (1) p:olazi kroz '

tadke 4 i B.

Na taj paéin smo pokazali- da je doista prava najkraée
rastojanje izmedu dve tatke u ravni,
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\. funkcija f ima vrednost

Uzmlmo obrazac za duZinu luka krive u Dekartovm

$to se neposrednim dxferencxranjem moZe i provex_'m

u toj ravmi tako da se obrtanjem krive oko ose Ox dobue

na_]man_]a ‘[)O'\I'YSI

Kako se obrtna povriina 1zraiava (III str, 84} obrasccm
b . -

J=2ﬂny1+f“k;'

a. ‘ ) : ) L' .

f=yV1+y~

Prema tome Ajlerova

n jednacma izgleda o a b x

d P .  SL 22 — Minimalna obrtna
— O Vl +Yy 2)— povriina
dx ‘ )

Posto funkcija f u ovom sluéaju ne zavisi. od promen-
Jjive ' x, nala jednatina 1ma integral

4 i—f= const. = alls
oy

U nafem primeru taj. mtcgral izgleda

g _yV1 + y'2

V1+

Posle transformacue tog integrala dolammo do Jednaéme

LoF 9im T
y1+y®
'gde je «= —a'. Redenje ove jednaine po y’ daje

hab, _1_}/3,2—32—,
[
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dve tatke, |/
% .- b. Najmanja obrina povr§ina. U ravni su ‘date ,
41 B,i osfi Ox (sl. 22). Treba spojiti ove dve tadke krivom

“V1+y’2—0 : | ' M }




odakle, posle razdvajanja -promenljivih, dolazimo do kvadrature -

dy _dx

- H

V-« "

' _iﬁtegracija ove jednaine dovodi do log (y + V}TZ_— a®) = (x+p)ia

gde je B’ nova proizvoljna konstanta. Prethodnu jednadinu

- transformisaemo ovako. Prvo, od jednakosti logaritama pre-
lazimo na jednakost brojeva Y+Yr—ad=ae®tP* e je -

B=p"—aloge, a zatim izraGunavamo razliku
Y —YyE—a? = q e O

¥z ove dve Jednadine odredujemo . y:
o ygi(e x4+ 4 o —(x+B)!a) .
_ > | ‘

- Izvedena jednadina odreduje lanéanicu.

c. Brahistohrona. Neka su date’ dve talke, A i B (sl. 23),
v raznim horizontalnim ravnima. Postavimo kroz njih verti-

kalnu ravan i spojimo ‘ih lini-
jom 1u vertikalnoj ravni. Stavimo
sad teSku talku u gornji polo-

a4 ‘x b
: : Zaj ‘A, i neka se ova, M, bez

.  liniji ka donjem poloZaju B. Za
R B taj‘prelaz, pod uticajem sile teze,

vreme. - Kriva linija. za koju je
to vreme najmanje zove se bra-
histohrona. Jasno je da oblik
brahistohrone zavisi od polja

y \
Y Yz E .

S1. 23 — Brahistohrona

Pokaza¢emo da je - brahisto-

hrona za silu te¥e cikloida.

U Mehanici se pokazuje') da se vreme, T, za prelaz teske

talke iz poloZaja 4 u poloZaj B, sa apscisom b, ako se po-

Cetak koordinatnih osa poklapa sa talkom A i osa Ax hori-
zontalna, izraZava integralom
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poletne. brzine, kreée po toj -

' Y ' njoj €e biti potrebno izvesno

sile” za tra¥enu -brahistohronu. -

_ ) GL, npr,, A. Bilimovié. Rac. Meh,, I. Drugo izdanje. 1950, -
str. 226. i S ) :

b

Nepoznata funkéija y treba da zadovoljava Ajlerovu |
jednaginu ' - ' ‘ :
| 405 of _

dx .oy’ oy

 Poito. u nafem 'sludaju funkeija f ne zavisi neposredno
od nezavisno promenljive x, gornja diferencijalna jednadina -

of

ima za prvi iﬁtegral f— y’7=C,, gde je C integraciona
_ , y _

kohétahta; Potvrditi to diferencirénjem! U n§§em slufaju taj -

f i ol et > 1+'F = y12
- integral se izrazava - ——

————_C, i mo¥e se zé-
Yy o Yy(+y® Ao s
“meniti ovim: y (1+y?)=2R, sa novom konstantom R, iz
uslova 2 R-C%=1. Taj integral dovodi do kvadrature dx=

= f Y dy. Za lakse izfaéﬁnavanje te kvadrature uvodimo
2R—y - -

novu promenljivu, ¢, pomoéﬁ y=R( —rcos' ¢), $to daje dx=

=2R sin"% do = _R (1 — cos @) dep i, posle integracije, x=

R (¢p—sin 9) + C,, nova konstanta C, pri x,=0, ¢ =0 ima vre-

: dnost C,=0, tako da imamo dve parametarske jednadine

brahistohrone tedke talke x=R(p—sing), y.=R'(1—.cos ).
: Ove jednatine, kako smo videli, odreduju cikloidu (II,
str. 46). . ' C S

P)olupreénik R kruga generatora cikloide od_redujp se iz
uslova da. cikloida prolazi i kroz tac¢ku B. Jednaél_ne cikloide
pokazuju da su sve cikloide, sa razmim vrednostima R, ne

_samo sli¢ne, ve¢ i u slitnom poloZaju sa centrom-sli€nosti u _
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L (5 d_x=_—.1_ffdx- p
] : R !



tatki 4. Prema tome nacrtajmo prizvoljnu cikloidu S, (sl 29),
sa polupretnikom R; kruga generatora i spojimo tadku B sa
A. Prava 4B see cikloidu ) u tatki B;. Za odredivanje polu-
pre¢nika, R, kruga generatora cikloide, koja prolazi kroz ta¥ku
B, slu¥i proporcija R:R,=AB:AB,. -

SL 24 — Cikloida

U vezi sa dokazom osobine brahistohronosti kretanja
cikloidnog klatna uéiniéemo jo§ jednu primedbu o moguéno- .
sti za prakti®no izvodenje cikloidnog klatna. Kao &to je po-
znato, cikloida ima osobinu da kraj M konca, odredene du¥ine

NM=S4=4R (sl. 25), koji se namotava i odmotava po .

S). 25 — Cikloidno klatno

cikloi_di crta svojim redom cikloidu. Ako se na tom kraju
nalazi tedka talka M, ona ée vriti kretanje cikloidnog klatna.
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5.5. Direktna metodsa

Kao $to smo veé videli, rcﬁenje‘ problema Varijacionog

! raduna stoji u vezi sa integracijom diferencijaine, a u opstem

sludaju, diferencijalnih jednadina. Postoje, medutim, metode
koje omogucéuju da s¢ taj problem .redi i direktnim putem, bez

_:_ primene diferencijalnih jednacina. Te se metode zovu direkine

metode Varijacionog rafuna. Prvu takvu metodu predioZio je

matemati€ar Valter Ric (Walther Ritz). Pokazaemo u &emu
~ se sastoji Ricova metoda. Sustina metode je vrlo jednostavna..

Uzmimo da treba odrediti funkciju y, za koju integral
. i : l: b 2 » ”~
(1) - T=T flx, p, y)dx
a : . )

ima ekstremalnu vrednost. Funkcija f je data, ¢ i b su kon-

. stantne .veliCine. . - _ . .
PotraZimo pribliZznu vrednost y, funkcije y u obliku

. (2 Ym=c1{r1+cabat ... +Cr}z_4’m,_'. h
gde su ¢y, ¢, hyp ) ¢, date funkcije x, a ¢;, ¢a, ...

’cm

_konstante, koje treba odrediti. Te funkcije mogu biti ili stepeni’

x-a ili neki polinomi po x, ili ma kakve druge funkcije, npr.
trigonometrijske, i tada reSenje »,, stoji u vezi sa Furijeovim
redom. ' ,
. Uvrstimo funkciju y,, u na¥ integral (1) i izvrSimo inte-
graciju. Dobiemo integral kao funkciju konstanata ¢y, c,,
AP ik o

J=F(Cl, Ca; +. .4 Cm).'

Izaberimo sad konstante ¢y, €g, ..., €y tako da integral
J dobije ekstremalnu vrednost. Kao $to znamo te konstante
moraju zadovoljavati uslove )
OF = OF OF

0, —=10, ..., —=0.
oc,y 0cy oCm

. Funkcija ¥ 1z (2) sa konstantama odredenim iz jedna-
¢ina (3) daje priblizno reSenje maleg problema, Kad m teZi
beskonaénosti, funkeija y, teZi tatnom refenmju tog problema.

(3)

10 Diferencijalne jednafine
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o

Konverge’ntnost. Ricova postupka, pod izvesnim uslovima, prvi
je dokazao akademik N. M. Krilov (H. M. KprJIOB)
Uzmtmo §to jednostavniji primer.

Izmggiu_tacgka A4(0,0 i B (.—2—,0 ) treba pdvuéi"kriVﬁ
koja je ekstremdla‘in'tcgrala-’ 4
' R o2 : _
. - ' . 2 ) 2 » - V *

o0 ’ o B .

Nepoznatu funkciju y predsta¥imo trigonometrijskim redom
od samo tri ¢lana (5) y=c+c;cosx+cysinx.

Iz uslova da kriva mora da prolazi kroz tatke 4 i B

imamo y (0)= 0—c+c1, y(n/2)= 0—c+cz, odakle su (6) ¢, =
- - C C2—— —-—-C
! Prema tome funkcx_]a y mora imati vrednost y-ac(l-
g —cosXx—sinx) I zavxsl samo od Jednog neodredenog kOCf]-
] ’ cijenta, c¢.v
it \‘ _ Stavimo sad tu vrednost u nas mtegral (4), posle svo-
i
1 |
|
|

A denja &lanova dobiéemo
‘ : Do | |
J=_f [l c2(¥—1+2posx'+25inx—'4 sin x cos X) +
J L2 N .
+7cJé (sin x — cos x) :, dx

Posle 1zraéunavan_]a svih odredenih 1ntegra1a, a medu
njima su 1 ova dva mtegrala

w2 mef2
§ x sin x dx = (sin x — x cos x)/ =1,
Q R

/2 /2
[ xcosx dx=(cos x +x sin x) /

SR
0 2

moZemo vrednost integrala napisati u obliku )
: J=(2 f—i) (-l—'cﬂ+c) .
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1

Za odredxvanje konstante ¢ treba jzjednaliti sa nulom
1zvod integrala i po toj konstanU

263

odakle dobiamo c¢=—1. Na osnovu ovog rezultata i chna-
" &ina ckstremale (5) dobia definitivai oblik :

(7) } y_—1+cosx+smx

. Prema tome doblh smo reSenje naseg problema Vanja-
cionog ratuna bez mtcgracxje diferencijatne chnaéme U ovom
‘sluéaju dobieno ‘reSenje nije vise samo priblizno, ve¢ je tano.
Zaista, AJlerova Jednaéma,

' izi;é_ff_o
. dxg)y' oy _
u nasem sl_uéaju posto je o .
) of \
o "+ X, ﬁ-ff—@- "+ 1, ‘—f—'—y.
oy’ dx 9y’ oy

1zg1eda ovako ' +y+1—0 .
Opéti integral ove linearne dlferencxjalne Jednaéme sa
konstantnim koeflcuentxma, bez teskoce odredujemo

y= Clcosx—i-Cgsmx—l

e y= — 1 njeno partlkularno I'CSCII]C 1z uslova da, 23 X = 0
;’erjo}; za X Jn/2 y=0, odredujemo proizvolijne konstante
C,=1, C3=1, posle gega se vraamo na iniegral u obliku (7),
atoi potvrduje stav da je naSe refenje (7) ne samo pribliZno

veé 1 talno.

oy
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Glava sesta
INTEGRALNE JEDNACINE

6.1. Pojam infegralne jednaine. Abelov zadatak

Zavrsavajuéi elementarna posmatranja .o postairljanju' i

_ proutavanju funkcionalnih veza izmedu promenljivih veli¢ina
pomocu Infinitezimalnog raduna nismo mogli propustiti a da

. ne navedemo, ma i u najkracoj formi, nekoliko osnovnih poj-
mova iz teorije tzv. integralnih jednalina. :

f Jednadina u kojoj nepoznata funkcija u&estvuje pod zna-
kom integrala zove se integralna jednadina. Pri tome, nepoznata
funkcija -moZe da se nalazi u jednafini i van integrala.

‘ Kao primer integralne jednaline iz poletnog perioda
razvitka teorije tih jednalina moZe se navesti tzv. dbelov?
zadatak, koji glasi: Odrediti krivu u vertikalnoj ravni pod
uslovom da teSka tatka pri kretanju po njoj bez trenja prode,

. bez .poletne brzine, iz jednog horizonta u niZ%i, sa razlikom
visine h, za vreme T, koje treba da bude data funkcija
vistne A, . =l T ; _

Ne ulaze¢i u izvodenje jednaline Abelova zadatka navo-
dimo tu jednainu u gotovom obliku

A

i 1 u(y)dy
1 Th=09h)=— .
(1) M)=9®) \/Zgo \/h =

1) Cuveni norve$ki matematifar Abel (Henrich Abel, 1802—1829),
narpéito poznat po svojoj Teoriji tzv. Abelovih integrala i Abelovih funk-
clja, koje uopitavaju elipti¢ke funkcije. =
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Fgde su:¢ — data funkcija, g — ubrzanje sile te¥e, y — or-
\dinata tatke traZeme krive sa jednainom x=j(y), pri emu

lje osa Ox u niZem horizontu; () =+/1+[/" NP - [y

Jedna¥ina (1) je integralna jednadina u odnosu na ira-

..‘,g'ﬁenu funkciju u(y), jer se ta funkcija nalazi pod zn_al;:om in-
 tegrala, U specijalnom sluaju, kad vreme T ne zavisi od vi-
. sine A, tj. kad je T=const.=c, integralna jednacina

h C :
(uNdy

1
Cc= e ———
28) Vh—y

' izraZava uslov fautohronosti kretanja talke po traZenoj krivoj.

Redenje ove jednaline ima oblik: u (»)=c+/2 g/w\/ y. ‘-Tatnost
ovog refenja ce moZe potvrditi neposrednom zamenom i izra-
tunavanjem odgovarajueg integrala (izvrSiti to!). Na izlaga-
nju metode refavanja te jednacine zaustaviéemo se na dru-’
gom mestu. Ovde éemo samo dovrSiti odredivanje traZene

-krive. Iz jednatine u(y)= 1+ [f’_ (y)]z, gde je f(¥)=x, od-

2a

‘redujemo izvod fif:-\ |=——1, .gde je iskoriS€ena oznaka

dy y

~ a=c%g/n?. Kvadraturu dx=dy \/ Eyf — 1 uzimamo posle uvo-

denja nove promenljive ¢ pomoéu jednadine y=a(l+cos t);
kvadratura dovodi do refenja x=xy,— a(f—sin t)._ Dobili smo
dve parametarske jednaline, po kojima prepoznajemo. traZenu

- krivu — to je cikloida. PoloZaj te cikloide bez teSkofe moze,

radi verbe, odrediti sam &italac, a u vezi sa tim i uporediti
dobiveni rezultat sa onim, navedenim pri prouéavanju._clqu-
idnog klatna. :

6.2, Klasifikaclja integralnih jednalina

Nayedimo glavne vrste integralnih jednaéina. Iz oplteg

* slutaja, kad traena funkcija ulazi u jednalinu, kako pod

znakom integrala, tako i van njega, ma proizvoljan nafin, izf
dvaja se glavni, najvaZniji slu¢aj, kad se traZena funkcija nalazi
pod znakom integrala, a i van mjega, samo na prvom stepenu,
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Eéaliil‘i"ai,‘ifgt;‘“" jle ésl}xéaj linearnih integratnih jednacina Jéd-
sluta . e
Jednadine, g ja tada se zovu  nelinearne integraine
- U literaturi linearne j . P
: : o ntegralne jed
.r_azmm oblicima. Nabrojmo nekge od nj]ih natine. S_e -uyode. u

a - fK(s, 0y () dt =1 (s).

To je Fredholmova (Fredholm ' .

: Frea » EL., 1866—1927) inte-
}gltl‘;zl{crg ;ednaéma prve vrste. U ‘toj jednadini y (@) je neggz:lrgfa
ok _]d, S, — data fuxg]'(cua promenljive 5, od koje zavise
¢sna strana jednadine, 1 — pomoc¢na promenljiva in-

tegracija j ' izvrs§
regracija 1, prema tome, posle izvriene Integracije leva strana

ne . zavisi od te promenljive; najzad X (s, ?) — funkcija dve

gr?nge:éjge, frogerz_lj'ive Integracije ¢t | promenljive jednadine s
. onstantne granice. Funkcija K ja i ' !
dogn & jugy rant ce. Ja K (s, 1) koja igra osnovnu
‘ Zove se jezgro i, Sine..
et , Jjezg t.m‘egralne Jednaline..

, |
@ )+ f K(s, )y (1) di=f(s5),

sa_dodatkom nepoznate funkeji - A
. Je y(s) v i
(’leo;g integralna jednacing drug");( v)r.w!(?:.n mtegrala, jeste Fred-
L ajzad, posmatra se i g_eniralisaria int_eéra[na jédndéina
_!cdnac‘lfma Ire¢e vrste g (s).‘ y(s) + F K@,y () dt = f(S), : gde "je

g (s) data funkcija, Za £()=0 imamo Jednadinu prve - vrste,

aza gs)=1 druge vrste. - - o

Ako jednadina ne sadrzi’
1 slobod o T
nearna homogena integralna jednaé’ina?. an dlan 1), ona Je -

U Teoriji integralnih | ' )
_ Jedna&ina va¥nu ulogu igra
in ) roc
uée§c’:§. u jednadini, s jedne Strane, integrala i, s drgugepstra?lia

ovako napisatij: .

J{A(s)+7\£bKts, Dy dt=f(s). | , |

R -
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.| Integralne jednatine u kojima je jedna granica integrala
yromenljiva zovu se Volterine (V. Volterra, 1860—1940) inte-
Ine jednacine. Tako su jednaline =

[ KG.OyOa=1O,  y@+ [Ke0yOd=16)

Volterine jednaline prve i druge 'vrste. Integralna jedna&ina
Abelova zadatka je Volterina jednalina prve vrste.

i | Utinimo nekoliko primedaba o navedenim vrstama inte-
_gralnih jednalina. S : .
.1, Volterine jednadine mogu biti smatrane kao Fredhol-
ove, jer u Volterinim jednadinama gornju granicu moZemo
yrodiriti, od § do b, pod dopunskim uslovom da u oblasti
od 5 do b jezgro K (s,#) ima vrednost nule. )

-l 2. Pojto se u tehnici najvi§e upotrebljavaju Fredholmove
jednadine druge vrste, zaustavimo se, uglavnom, na prouda-

.Abelova jednalina, jednadina prve vrste, moZe biti svedena
'na jednalinu druge vrste. _ o _

. 3. Svaka nehomogena linearna integralna jednadina moze
ibiti smatrana kao jednalina integralne transformacije date fun-
keije f(s) u novu funkciju y(s), prema onom pravilu koje:

integrala. .

se proutava iz dva razloga. - _

sistema obiénih linearnih nehomogenih jednatina i, prema to-

me, poznate metode reSavanja takvih sistema mogu se pre-

. neti, sa dopunama pri prelazu na granine vrednosti, i na

refavanje integralnih jednadina. _ o

' b. Na tu jednalinu moZe biti primenjena metoda uza-

stopnih aproksimacija, sa polaskom od poznate funkcije u
i ' jednadini van integrala.

6.3. Metode reSavanja integralnih jedn_a_éina

a. Fredholmova metoda. Za §to jasnije izlaganje Fred-
holmove metode reSavanja Fredholmove integralne jednaline
druge vrste, - S . . :

anju samo tih jednadina. Pri tome ¢¢mo pokazati kako, npr., -

utvrduje jezgro jednadine i, eventualno, date funkcije van.
4. Fredholmova nehomogena jednafina druge. vrste lakde -

a. Ta jednalina moZe - biti smatrana kao uopitavanje




@ - y @)+ § K(s, 1)y (@) de=1(s),

nave§éemo najprostiji sistem od dve finearne algebarske jednagine
a1 y1+ 81y =Ji,
(1 SEEE |
Az Y1t deaYo=ra
Dobropoznata metoda za re§avanje tog sistema moZe posluZiti
~ kao model za reSavanje jednaline (J). : S
Podelimo interval [a, ] na 7 j%:dnakih delova (b—a):

:n=23, oznalimo vrednosti argumenata sa S, Sz, ... Sy, 0dno-

SN0 #y, I3, ... #;, a vrednosti'funkcija za te argumente sa
yi=‘y(si):f;=f(‘si)’ Kj=8'K(Sis tj)’ Prl éemu i’j': ]’ 25 NN (&

Ako sad integral zamenimo u pribliZnom posmatranju sa

zbirom za svaku vrednost s;, iz (J) sleduje ova jednalina

" yi_’_zmjyj:f}a (i=1:2,--"9n)-

t=1
U potpunosti imamo ovaj sistem linearnih jednatina
A+K)yi+ . szJ’z‘*‘ ver e Ky Y =S,
(2) Ky ye+(1 +K|52)Yé+ """ +K2nyy; =fas

........................................

Kn1y1+ Kn2y2+ "k +(1+‘Knn)yn=f;l-

Taj sistem jednalina je analogan sistemu jednacina (1)
i, prema tome, na njega se moZe primeniti Kramerov, ili koji
drugi, postupak za re§avanje sistema 'inearnih jednacina. Prema
Kramerovu postupku (III, str. 124) refenje zavisi od determi-
nante A sistema i od determinanata reSenja A;, naime

Ayi=0G=1,2,...,n).

Taj postupak dovodi do refenja pod uslovom ako je deter-
minanta sistema A razliita od nule. Zaustavimo se na slutaju
kad je taj uslov ispunjen i imamo potpuno odredeno reSenje
sistema jednaina (2). : ‘ _
Od refenja sistema jednalina (2) se prelazi na graniéni
sludaj kad n- oo. Neéemo ulaziti u dokaz da taj pielaz za-
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D) =F ) ——L§ K5, 9 F(tyde+ S
A PR

‘stz dovodi do refenja jedna¥ine (J). Navei¢emo samo, kao
'relenje, Fredholmov obrazac, koji je u svoje vreme smatran kao
veliki matematiki pronalazak. Taj obrazac za jednalinu (J)
izgleda ovako: ' )

i (r)drdt1+

K (st K1)

aa K(tla 1) K(ty, 1)

1 bbbk, t')~'K.(S, 1) K, tzj - |
Efff K (ts, ) K(ty, 12) K (15, 1) | S (D drdtidig+ -+ 4,

K(ts D) 'K(th t;) K(z, tz_)

b .
gde je D=1+ [ K(t, t)dn+
a .

K(t,, ) K(t1, t3)
K (13, t1) K (23, t3)

1 bb

+ dtld_tz+"‘ -
¢ 2! aa 0

) | . Oznake su ‘otigledne. Red D, se zove Ffedholmm:ya de-
terminanta. Indeks pokazuje da ta determinanta odgovara jezgru

K i zavisi samo od njega i granica integracije. —

Fredholmova meétoda, bez obzira na njen veliki teorijski

znadaj, ustupila je svoju vodeéu ulogu novim metodama,
narogito Hilbertovoj (D. Hilbert, 1862—1943) metodi sopstvenih
vrednosti i sopstvenih funkcija, koje su omogufile dublje: pro-
utavanje funkcionalnih veza, koje postavljaju integ{alpe jedna-
gine. Sem toga te nove metode imaju i veéi praktiéni znaCaj,
jer je postupak izradunavanja rezultata po Fredholmovu pos-
tupku vrlo komplikovan. :

b. Metoda uzastopnih aproksimacija. Uzmimo Fredhol-

movu - jedna&inu druge vrste u obliku

(1) (&) =f () +1 f K(s, 1)y (1) dt,

i potraZimo refenje te jednaline u obliku reda

(2) : Y@= iol"yn (-
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Uvrstimo vrednosti (2) u (1) u izjedna&imo koeficijente leve i
desne strane kod istih stepena parametra A. Dobiéemo niz
jednadina naplsamh radi kratkole, sa izostavljenim granicama
mtegra]a

7o) =_f(s), | ‘
K6 )0
ya(s)=§ K (s, 1)y, (1) dt,
I =1 K, Oyt .
ili, posle uvodenja uzastobnih j‘ezgara pomodéu obrazaca, -
| Ky (s, ) =K(s, 9), |

K, 0 =K (s ) Kyt t‘) dty
G e adenn .

K, (s, )= j‘K(s tl)K__l(tl, 1) dty =
=ff-- jK(S ) K(tl’ ts) - -

:dobxéemo ova_} [mz Jednaéma

\
L n@E=IKG, t)f(t) dt,
(@)= K(s 0 f()dr,

-----------------------

n () =5 K, (s, 1) £ (8) dt.
Ako sad iz uza'.st_opnih jezgara (3) konstruiSemo red
) K(s, 0= ¥ Kgy (5, 0),
n=0 .

a dokazujé se da je taj red konvergentan, moZemo konalno
izvesti obrazac za reSenje integralne jednadine (1):

y(s) =f(S)+AJK(s, t; R)f(t)dt

Red (4) koji dovodi reenje integralne jednatine do kva—
drature ‘poznate funkcue Zove se rezolventa integralne Jednacme
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K (te—p,t) dty dty: - dt,_y, |

Pokaiuno na konkretnom prlmeru kako ova metoda |
mo¥e vrlo brzo dovesti do reenja Fredholmove integralne | |
jednatine druge vrste. ‘ A

‘ Uzmlmo Jednaému y(@) =1 +I(t—- s)y (1) de sa Jezgrom

K(s t)*-t——s Rl

Prema pokazanom postupku stav1mo Yo (s)—l Dalje

1
) 5

[l (=)

= ——l;s° Posto se vidi zakon foreran_]a élanova tog reda,
6!-

' 1 1.
1mamo resenje y(s)—l———s2+—s‘ —s‘*+~ y the .Y(S)—

; 2] 41 6! -
=coss. Citalac moie proverm to resenje kad stavi pod in-
tegralom y (f)=cost 1 1zvr51 kvadraturu.

6.4, il&iavanje Yoltérine jednadine prve vrste

* Poka¥imo kako izvedena metoda uzastopnih aproksima- -
cx_]a mo¥e posluZiti za reSavanje Volterine jednaline prve vrste
tj. jednatine bez nepoznate funkcije van integrala.

Uzmimo Volterinu jednadnu u obliku (1) f (s)—
_M'K (s, 2) y (1) dt, gde je, kao i ranije, y (¥) nepoznata funk-

cija. leerenclravmo levu 1 desnu stranu te jednadine po
ok (2)f (5)= Rf—y () dt +1K (s, ) y (s) Vldlmo da smo do-

b111 za odredlvanje iste funkcx_]e ¥ (t) mtegralnu Jednaému drugc
vrste, Jer se pojavila nepoznata funkcua. i van integrala. Ako

1 _
¢ imamo oyaj niz: y; (s) = +[J)'(t—s)-1-dt— —.—2—s2, ya=



_podelimo tu jednacinu sa AK(s,s) i uvedemo oznake frE)=
=f'(5):(AK(s,5), K*(s,0)=~— ;—K :(A K (s,5)), moZemo je
o s : :
. 5
ovako napisati (3) y(s) =f*(8)+ [ K* (s, 1) y (v) dt. PoSto je ova
0 : -

jednadina druge vrste, moZemo na nju primeniti metodu uza-

stopnih aproksimacija sa prvim pribliZnim refenjem y, () =f* (s)..

Ali prethodna transformacija se ne moZe izvesti kad je
K (s,5)=0 ili kad' K(s,r) teZi beskonatnosti pod uslovom
t-o. U tom sludaju treba se vratiti na polaznu jednadinu
(1) i upotrebiti drugu metodu. PokaZimo tu metodu na slu-

gaju Abelove jednaline iz 6.1, pri ¢emu éemo, da bi izlaga-

nje bilo §to jednostavnije, prouditi samo .uslov' tautohronosti,
. . :
u()dt
Vit
0
stantnim vremenom c¢. Kako u ovoj jednadini jezgro (h—1)—%/2
pri t—+oo teZi beskonalnosti, prethodna metoda diferenciranja
ne inoZe se upotrebiti u oyom sluaju. Primenimo metodu po-
moéne integracije. b e e i
PomnoZimo jednadinu (4) sa (y—h)~/2dh i integri§imo
po A u granicama od 0 do y; imamo jednadinu

izrazen jednadinom (4) C=.

y 7 e y h
- dh dh  [u( a’t_f f u (1) dt
5 C = ———= | dh —
; ), ,o[w/y—h ; \y—h ? Vh—t ey N —h)(h—1)

Iskoristimo sad tzv. Dirihleov obrazac za promenu reda
integracije sa oznakama nezavisnim od naleg zadatka, naime

g n ) B g
gdnicp(ﬁ,n)dﬁﬂa’&{@(Em)dn-

Ova jednalina izraZava matematicku Einjenicu da zapre-
mina tela sa trouglom ABC kao osnovom, gde su: A (a, «),
B (8,B), C (=, pB), sa bonom pravolinijskom proizvodiljom,
paralelnom O osi, i gornjom povr§inom {= ¢ (£, ), ima istu
vrednost pri izralunavanju -jedanput pomoéu plo¥a debljine
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C=c+/2¢ sa kori-.

A dE sa. ravnin'ia paralelnim ravni n=const., 2 drugi put po-

| motu ploa debljine dn sa ravnima paralelnim ravni §=const.

(2 (izvesti to pomodu slikel). " -
[ Posle primene Dirihleova obrasca na desni integral jed-
® - patine (5) dolazimo do jednafine .

¥

) C dh _=fdtf' _39__ dh =
. \Ny—h J \/()"—h)(h"t)
: 0 ¢ .

| : £ dt i dh =.
B R tf\ﬁy—_h) =

Ako iskorisdmd vrednosti ova dva integrala (izrgéunati!)

dh

y
/ . _dr =T, .
Wi f Jo-BG-D

0
. prethodna jednagina daje 2C~/y =T gu(t) dt. leereni:lragje
fe jednadine po y dovodi, sa C=c~/2g, do jednaéline u(y)=
\/ ja i j senje tauto-
= 2¢/7/y, koja i predstavlja ono resenje uslova
hrgnosti/ k\g je u 6.1 doveo do cikloide kao krive sa oso-.
binom tautohronosti u polju sile teZe. . Tk a5
Ovim zavriavamo ono §to smo hteli da kaZzemo o inte-
gralnim jednalinama u okviru ove knjige. U op_r_av'danje toga
fto smo veé u ,,Elemente uneli prve ideje '.I“eorqe.mtggralmh
jednagina sluZi .dana$nji znalaj ove oblasti Infinitezimalnog
raduna. Matematicki aparat te teorije, vrlo vaZan kao. samo-
stalna matematitka disciplina, w isto vreme je §iroko uSao u
Matematidku fiziku, a postupno ‘ulazi i u sve savremene forme
obrade najkomplikovanijih prirodnih pojava, zakljuéno sa po-
javama Fiziko-hemije atoma.
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