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PREDGOVOR

Ova monografija nastala je kao samopovratni rezultat mojih vixe-
godixǌih predavaǌa na univerzitetu i rasprava u nauqnim skupovima
o problemima nauke o kretaǌu tela. Povratni u tom smislu xto su
me predavaǌa iz: analitiqke mehanike, teorije oscilacija, teorije sta-
bilnosti kretaǌa, tenzorskog raquna i diferencijalne geometrije, pa i
tehniqke mehanike, podsticali na opravdanu sumǌu te i proveru znaǌa
koje sam kao student stekao, a potom predavao drugima i pisao u skladu
sa znaǌima zapisanim u struqnoj svetskoj literaturi.

Prihvatao sam i polazio od toga da je Analitiqka mehanika, ili
opxtije Mehanika, taqna prirodna nauka; taqna koliko i matematika
ili taqnija toliko, koliko ǌena tvr�eǌa zahtevaju pored matematiqk-
ih dokaza, jox i verifikaciju prirode i qovekove prakse, te i dokaze
tehnologije. Taqna do savrxenstva - matematiqka teorija o harmoni-
jskom kretaǌu nebeskih tela i istovremeno o gruboj tehniqkoj ǉudskoj
praksi. ǋeni tvorci su pisali da je geometrija deo mehanike (Is. Njutn)
ili da je mehanika deo (matematiqke) analize (Lagrange). Razvijena i
usavrxena do konaqnosti. Skoro da je, po mnogim, prihva�eno shvataǌe
da je u ovoj oblasti prirodnih nauka sve rexeno. Tvr�eǌa (principi,
zakoni, teoreme) teorije mehanike skoro da su prihva�ena i uqe se kao
zakoni prirode. Stara je koliko materijalni i pisani relikti, koji sve-
doqe o razvoju saznaǌa o kretaǌu i mirovaǌu tela; savremena je koliko
i savremenost jer skoro sve novo xto se stvara, gradi i razgra�uje ne
mo�e se odvojiti od ove nauke.

Pri prethodnoj oceni logiqno se name�e pitaǌe: xta se jox mo�e
dodati toj nauci? Qemu dodatna pisaǌa koja objavǉuju stotine peri-
odnih nauqnih qasopisa? Otkud prilozi teoriji o kretaǌu tela, ako je
ta teorija do savrxenstva logiqki, opa�ajno i eksperimentalno sklad-
na i konaqna? Kako su mogu�e rasprave pri saglasnosti svih sudova
o prirodi stvari? Na ta i mnoxtva drugih pitaǌa, prigovora, nesa-
glasnih iskaza i filozofskih kvalifikacija i klasifikacija∗ koje su
pratile razvoj teorijske mehanike, ova kǌiga pokuxava da odgovori;

∗vidi, na primer, P.V. Harlamov: ”Raznomyslie v mehanike”, Akademi� nauk
Ukraini, Doneck, 1993.
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Predgovor 7

ǌome se u mnogom meǌa znaǌe o mehanici i u mehanici: filozofsko
polazixte, matematiqko logiqka koncepcija, osnovni i izvedeni pojmovi
koji se qine jasnim; uvode se preprincipi; zakonima dinamike daju se
drugaqija znaqeǌa i odre�eǌa, a principi mehanike pokazuju se svaki
ponaosob dovoǉnim za invarijantno razvijaǌe cele teorije mehanike;
razgraniqeni su pojmovi: definicija, zakona, principa, teorema i lema u
mehanici. Kao posledica toga zaobi�eni su aksiomi ili zakoni kretaǌa
klasiqne matematiqke teorije mehanike. I opxtost zakona o uzajam-
nom privlaqeǌu tela podvrgnut je preispitivaǌu. Nazivi po autorima
pojedinih stavova mehanike zameǌeni su nazivima znaqeǌa ili pojma
o kome se pixe sa razlogom da budu qitaocu jasniji, kao i zbog toga
xto se u istorijskim spisima o razvoju mehanike nailazi na razliqite
podatke o prilozima velikana teorijske mehanike. Sve navedene novine
ili modifikacije nisu nastale radi samih sebe. Nivo ume�a u istoriji
razvoja mehanike zavisio je od posedovaǌa i razvoja matematiqkih znaǌa,
kao i od operativnosti raznih teorija. Faktor ocene vaǉanosti je bio
i ostao logiqka provera misaonog modeliraǌa mehaniqkih objekata i
potvrda izvedenih relacija u primeni, posmatraǌem i mereǌem prom-
ena procesa u prirodi. U istaknutoj prihva�enoj konstataciji da je
analitiqka mehanika harmonijska simfonija prirodnih nauka, iz godine
u godinu uoqavao sam izvesne nesaglasnosti u toj teoriji kako u polaznim
stavovima tako i u matematiqkoj analizi kretaǌa. Rasprave na nauqnim
seminarima i nauqnim skupovima produbǉivale su razlike u znaǌima
i poimaǌu matematiqkih stavova mehanike, do suprotnih stanovixta
ili potpunog nerazumevaǌa i suxtine mehanike i znaqeǌa matematiqkog
formalizma kojim se opisuje kretaǌe tela. Xta vixe osnovni i izvedeni
pojmovi, postulati, aksiomi, zakoni, principi, veze, transformacije,...
apsolutno nisu jedinstveno zastupǉeni u standarnoj mehanici.

Sledbeno tom zapa�aǌu, ovde se predla�e jedna, logiqka konstruk-
cija mehanike, koju ukratko prikazuje slede�a xema

P R E P R I N C I P I

Osnovne definicije

ZAKONI DINAMIKE

P R I N C I P I M E H A N I K E

TEOREME

Analiza rexeǌa diferencijalnih
jednaqina kretaǌa

STABILNOST KRETAǋA
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8 Predgovor prvom izdaǌu

Ovakvom konstrukcijom nastojalo se da se izdvoji racionalno jez-
gro klasiqne mehanike, ali i da se otklone nepotrebne pretpostavke,
matematiqka pojednostavǉeǌa, a naroqito prividne novine masovne mod-
ernizacije. Prednaqelom postojaǌa odre�en je predmet razmatraǌa u
mehanici i dominantna matematiqka nota usmerena na ǌega, bez oprav-
dane sumǌe o postojaǌu u mehanici drugih misaonih svetova. Ovim nisu
okonqana znaǌa o kretaǌu tela, ali se nastojalo da se stepenuju nivoi
saznaǌa od intuitivnih shvataǌa do slo�enih i najtananijih matem-
atiqkih dokaza i zakǉuqaka. Isticaǌem razlika u odnosu na standarnu
struqnu i nauqnu literaturu iz mehanike nije se imalo na umu ni jedno
konkretno delo jednog ili vixe autora ukoliko to nije taqno navedeno u
samom tekstu kǌige; svaka eventualna podudarnost ili razliqitost, koja
nije citirana, je nenamerna, neciǉna i sluqajna.

Pisaǌe ovog dela, naroqito pojedinih delova, pratila je ne jednom
sumǌa u osnovanost i taqnost napisanih tvr�eǌa, i pored izvo�eǌa i
ponavǉaǌa dokaza, kao i pored mnogih recenzija eminentnih struqǌa-
ka pri objavǉivaǌu pojedinih rezultata u nauqnim qasopisima, koji
su naxli mesta u ovoj monografiji. Tu sumǌu razume�e visokouqeni
autori originalnih dela iz prirodnih nauka. Pored uvek nedovoǉnog
znaǌa trebalo je i hrabrosti (”cara zla svakojega”) za zaobila�eǌe
grandioznog postulata o inercijskim koordinatnim sistemima, ili za
modifikaciju ”zakona” promene mehaniqke energije, ili ostati pri tvrd-
jeǌu da standardni integralni raqun razara tenzorsku prirodu difer-
encijalnih jednaqina kretaǌa sistema mehanike, ili odbaciti princip
solidifikacije (zamrzavaǌa) promenǉivih veza i meǌati jox xto xta
drugo, xto je predmet i program uqeǌa univerzitetskih kurseva xi-
rom sveta. Pri takvom staǌu stvari texko je iskǉuqiti eventualnu
mogu�nost promaxaja i u ovoj kǌizi. Za svaki takav dokaz, zasnovan
na ovde uvedenim preprincipima, kao i svaku ukazanu omaxku smatra�u
autorizivanim prilogom i izrazi�u javnu zahvalnost.

Pripremǉeni tekst kǌige proqitali su u celosti ili samo pojedine
delove: dopisni qlan SANU Bo�idar Vujanovi�, dopisni qlan CANU
Ranislav Bulatovi�, profesori Matematiqkog fakulteta Univerziteta
u Beogradu dr Slavixa Prexi� i dr Zoran Markovi� i saopxtili mi
niz primedbi. Ve�inu tih primedbi sam prihvatio, xto je doprinelo
poboǉxaǌu teksta ove kǌige. Izra�avam im veliku i iskrenu zahvalnost
na toj kolegijalnoj pomo�i i priznajem dug za ǌihovo utroxeno vreme,
te i dokazani doprinos objavǉivaǌu ovog dela.

Rukopis po delovima, a potom u celosti slo�io je i pripremio Dra-
gan Uroxevi�, kome se iskreno zahvaǉujem na pomo�i i saradǌi.

Beograd, 4. mart 1998.

Veǉko A. Vujiqi�
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Predgovor 9

PREDGOVOR DRUGOM IZDAǋU

Prvo izdaǌe kǌige PREPRINCIPI MEHANIKE bezuspexno je
tra�eno u prodaji, kao i vixe biblioteka. Profesor Maxinskog fakul-
teta u Beogradu Dr Dragomir Zekovi� predlo�io je da se xtampa drugo
izdaǌe ili, jox boǉe, da se objavi elektronska verzija prvog izdaǌa,
tako da bude dostupno svim zainteresovanim qitaocima.

Pa�ǉivim i znalaqkim qitaǌem i retkom obdarenox�u zapazio je
od taqke i zapete do veoma slo�enih matematiqkih relacija mnoxtvo
xtamparskih i drugih pogrexaka i predlo�io popravke. U potpunosti
i na visokom nivou, izvrxio je preciziraǌa u matematici i mehanici, u
skladu sa stavovima autora, vezanim za tematiku monografije. Autor je
liqno proverio i sa velikom zahvalnox�u prihvatio skoro sve primedbe,
te je sam ispravio sve prime�ene propuste.

Sadr�ina i veliqina teksta ostali su isti kao u prvom izdaǌu.
Elektronsku verziju monografije je pripremio Dragan Uroxevi�.

Ovo drugo pobiǉxano elektronsko izdaǌe oficijelno su odobrili
izdavaqi prvog izdaǌa - Zavod za izdavaǌe u
benika i drugih izdaǌa,
Beograd i Matematiqki institut Srpske akademije nauka i umetnosti
bez qije pomo�i ne bi ni postojala ova monografija.

Veǉko A. Vujiqi�.

Beograd 2013.
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0. PREPRINCIPI

Slo�enica ”preprincip” ili ”prednaqelo” ovde se upotrebǉava kao
jasan iskaz, qija istinitost ne podle�e preispitivaǌu, a od kojih polazi
teorijska mehanika kao prirodna nauka (filozofija) o kretaǌu tela.

Preprincipi definixu osnovno polazixte mehanike, koja se ovde
shvata kao jedna od nauka o prirodi, a ne kao apstraktna matematiq-
ka teorija bez utvr�ene interpretacije. Kao takvi preprincipima se
kazuje pre poqetka izlagaǌa mehanike da se ona razlikuje, na primer,
od geometrije, koju danas vixe ne smatraju naukom o realnom prostoru,
ve� apstraktnom formalnom teorijom koja dopuxta razliqite, jednako
vredne, interpretacije. Preprincipi iskazuju gnosoloxku pretpostavku
da mehanika ima fiksiranu interpretaciju, kao nauka o kretaǌu realnih
tela.

Zahtev jasnosti podrazumeva da se prednaqela mogu iskazati i kazuju
usmeno ili pismeno bez, prethodno uvedenih pojmova i definicija, te da
se lako i prosto shvataju kazana odre�eǌa koja su saglasna neposredno
steqenom znaǌu ili naslu�ivaǌu, a interesantna su za teoriju mehanike.
Pri opisivaǌu kretaǌa tela prednaqela su takva tvr�eǌa koja su jasna
sama po sebi, te koja ne izazivaju pitaǌa i ne tra�e odgovore jer se
unapred prihvata onaj odgovor koji bi sebi ili drugom dao postavǉaq
pitaǌa. Dakle mehanika polazi od usvojenog koje se ne dovodi u sumǌu
za bilo koji nivo znaǌa.

Xiri smisao preprincipa sagledava se izuqavaǌem cele mehanike.
Preprincipi su za mehaniku taqni sve do nekog eventualnog otkri�a
eksperimentom ili nove pojave u prirodi koji bi im protiverqili. Ako i
kad nauqena misao uskla�ena sa pojavama u prirodi, do�e u suprotnost sa
preprincipima, oni mogu biti modifikovani, te sa ǌima i odgovaraju�a
tvr�eǌa ovakve mehanike. Ovde se istiqu preprincipi 1. Postojaǌa, 2.
Odre�enosti kretaǌa i 3. Invarijantnosti

Znaǌa o kretaǌu tela potiqu iz veoma daleke proxlosti. Do
nas su saquvana genetiqkim nasledstvom, tvorbenim oblicima qovekove
prakse i mnoxtvom nagomilanih raznih zapisa od milenijumske starosti
do svakog danaxǌeg dana. Istoriqari nauke bele�e zapise stare pet
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12 Preprincip postojaǌa

milenijuma, koji se odnose na kretaǌe tela. Postoje�i kǌi�ni fond
o kretaǌu tela postaje toliko velik da daleko prelazi granice jedne
skladne razumske teorije. I pokuxaji formalnog uopxtavaǌa dospeli
su na misaoni nivo sa kojeg se ne vide qoveku potrebna znaǌa o kretaǌu
tela. Mnoxtvo definicija, koja se ne mogu sporiti sa stanovixta prava
autora da sam odre�uje svoje pojmove, dovode do nesaglasnosti teorija o
bitnim pojmovima, a u slede�em koraku i do razlaza teorija.

Qesto se matematiqkim grubim opisom misaono uprox�enih mod-
ela objekata prirode objaxǌava staǌe kretaǌe tela na naqin koji ne
odgovara stvarnosti. Stotine teorema o kretaǌu tela, koje se svake
godine objavǉuju u brojnim nauqnim i struqnim qasopisima, sadr�e i
nesaglasne ”istine”. A to je dovoǉno da se postavi pitaǌe ”dokazane
istinitosti”.

Ovo je pokuxaj novog sistematizovaǌa racionalnog jezgra mehanike,
kojim bi se otklonio nesklad i nejasno�e postoje�ih teorija. To je
zahtevalo, pored ostalog otstupaǌe i odustajaǌe od nekih uobiqajenih
i prihva�enih znaǌa o principima, zakonima, teoremama, aksiomama,
ili ǌihovu modifikaciju. Logiqno je da �e ovaj pristup izazvati rez-
ervisanost ili odbojnost, naroqito kod onih starijih dobrih poznavala-
ca mehanike koji su ǌene zakone i tvr�eǌa prihvatili kao nepobitne
zakone prirode. U skladu sa preprincipima, a u ciǉu ve�e jasnosti,
osnovna pitaǌa ove studije objaxǌavaju se onim matematiqkim aparatom,
kojim se lakxe dokazuje ispuǌenost preprincipa, a naroqito preprinci-
pa invarijantnosti.

Znaǌe o kretaǌu tela kazuje se uvedenim pojmovima, i matematiqkim
relacijama. Saznaǌa se razvijaju, xto za posledicu ima da opxta znaǌa
nisu definitivna te i ne moraju biti ista i jednako istinita. Tvr�eǌa
o kretaǌu tela uvedena i izvedena u ovoj mehanici u znatnoj meri se
razlikuju od mnogih tvr�eǌa u brojnim delima mehanike, naroqito u
delu koji opisuje kretaǌe sistema tela sa promenǉivim vezama.

Preprincip postojaǌa
(ontoloxke pretpostavke)

Na osnovu nasle�enih, postoje�ih i steqenih znaǌa mehanika polazi
od toga da postoje:

tela, rastojaǌa, vreme.

Postojaǌe tela manifestuje se u teorijskoj mehanici masom tela
za koju je usvojena oznaka m i ǌena dimenzija M, (dim m = M). Svako
telo koje postoji, prema tome, ima svoju masu. Po toj kakvo�i se raz-
likuje telo koje postoji u mehanici, od geometrijskog pojma tela koje se
karakterixe zapreminom V (volumen, lat). I to bitno, jer se masa tela
ni koliqinski ne podudara sa ǌegovom zapreminom, qija se dimenzija
izvodi pomo�u dimenzije du�ine L (lat. Longus - dugaqak) dim V = L3.
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0. Preprincipi 13

Svako telo, qije kretaǌe prouqava mehanika, ima masu ma kako bila
mala ili ma koliko bila velika ǌegova zapremina. Telo ma kako male
zapremine V ima konaqnu masu m. I svaki deo tela, ima svoju masu. Deo
tela, zapremine ∆V ima masu ∆m. Ako je req o vixe tela ili vixe
delova tela, ǌihove mase oznaqavamo sukcesivno indeksima mν , ∆mν

(ν = 1, 2, . . . ,) i qitamo ”masa ν-tog tela”, ”masa ν-tog dela tela”. Ako
se govori o ν-toj postoje�oj qestici mase mν , pisa�emo ”qestica mase
mν”. Ma koje prirodne brojeve pridavali indeksu ν, ν ∈ N, mase mν se
uvek odre�uju pozitivnim realnim brojevima R, imenovanih jedinicama
dimenzije mase M.

Postojaǌe rastojaǌa se identifikuje svuda: me�u qesticama,
nebeskim telima ili izme�u raznih mesta na putu kretaǌa tela, te udal-
jenosti mesta tela od osmatraqkog mesta; oznaqava se slovom l i meri se
jedinicama mere za du�inu L (Longus lat.). I ako je neposredno opa�eno
i vi�eno, nasle�eno, steqeno i shva�eno, rastojaǌe izme�u mesta ili
polo�aja tela nije prosto odredǉivo. U potvrdu te konstatacije do-
voǉno je pomenuti rastojaǌe: izme�u dve letelice u vazduhu, dva plovila
na moru, dva vozila na putu brdovitog zemǉixta, dva pexaka u gradu.
Rastojaǌa su predmet i drugih nauka, a naroqito metrologije (µετρων -
mera, merilo, λωγια - nauka), astrometrije (αστρα - zvezda), geometrije
(γη - Zemǉa) i topologije (τωπωσ - mesto) jer zavise od oblika predela
kojem pripadaju polo�aji tela. Zajedniqka osobina, prema tome, mo�e se
izdvojiti samo za veoma mala rastojaǌa susednih taqaka i to pod uslovom
da predeli na kojima se posmatruju rastojaǌa nisu degenerativni. Po-
lo�aji dva tela, ma kako oni bili male qestice koje postoje, ne mogu
se podudariti, te ǌihovo rastojaǌe mora biti razliqit0 od nule, iako
to protivreqi oqiglednosti da ne postoje rastojaǌe izme�u tela koja se
dodiruju.

Ma kako bila qestica mala ona nije taqka, ali za odre�ivaǌe rasto-
jaǌa, dogovorimo se, da se to raquna od jedne taqke qestice ili uopxte
tela, kojoj se mo�e pridru�iti masa qestice ili uopxte tela tako, kao
da je cela masa tela skoncentrisana u toj taqki, te da je fiktivni centar
mase.

Zato tu taqku nazivaju masena taqka ili materijalna taqka. Na taj
naqin pitaǌe rastojaǌa tela svodi se na pojam rastojaǌa izme�u taqaka.
Pojam masene ili materijalne taqke razlikuje se od geometrijskog pojma
taqke ne samo po tome xto masenu taqku karakterixe masa, a od qestice
po tome xto rastojaǌe izme�u dve qestice uvek postoji i nije jednako
nuli, jer qestice pored svog centra mase imaju i graniqne taqke svoje
zapremine. Na taj naqin masena ili materijalna taqka se pretstavǉa
masom i polo�ajem (m, r). Geometrijske taqke se mogu podudarati, te
ǌihovo rastojaǌe mo�e biti jednako nuli.

Polo�aj masene taqke u odnosu na bilo koju izabranu taqku pos-
matraǌa mo�e se opisati vektorom polo�aja r, r ∈ R3, gde se pod
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14 Preprincip postojaǌa

simbolom R3 podrazumeva skup realnih trovektora, ili brojevima r :=
(r1, r2, r3) ∈ R3 koji su povezani sa tri linearno nezavisna vektora, a
koje �emo nazivati bazni ili koordinatni vektori i oznaqavati slovima
e = (e1, e2, e3), � = (�1,�2,�3), ili g = (g1, g2, g3). Oznaku e rezervixemo
za ortonormirane vektore jediniqnih intenziteta ei, (i = 1, 2, 3), |ei| = 1,
a �i za druge jediniqne vektore pravolinijskih koordinatnih sistema
(z,�).

Pored pretpostavke da su jediniqni i ortogonalni, pretpostavi�emo
da ei ne meǌaju ni pravac ni smer, te da su konstantni

ei = const. (0.1)

Primetimo da ova pretpostavka o postojanosti pravca baznih vekto-
ra nema mesta u filozofiji kretaǌa tela, jer i sva tela na kojima se
bira vektorska baza, se kre�u. Mehanika tu pretpostavku uvodi uslovno
o qemu �e biti vixe reqi pri uvo�eǌu definicije brzine i objaxǌeǌu
inercione sile.

U onosu na bazu e vektor pol�aja r ∈ R3 se mo�e najprostije napisati
u obliku

r = r1e1 + r2e2 + r3e3 =: riei, (0.2)

gde ponovǉeni indeksi dole i gore, oznaqavaju sabiraǌe do brojeva koji
uzimaju indeksi; (r1, r2, r3) ∈ R3 su koordinate vektora r, a r1e1 = r1, ...,
r3e3 = r3 kovektori ili komponente tog vektora. Skalarnim mno�eǌem
vektora r vektorima ej (j = 1, 2, 3), tj. r · ej = δijr

i = rj dobijaju se j-
te projekcije rj vektora r na pravce j-tih vektora ej. Samo u odnosu
na bazu e koordinate rj vektora jednake su ǌegovim projekcijama rj ili
koordinatama rj kovektora rj, jer je

δij = ei · ej =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 . (0.3)

Posmatrano iz bilo koje taqke O, od koje polaze vektori polo�aja,
usmereno rastojaǌe izme�u bilo koje dve neposredno bliske taqke M1 i
M2 odre�uje razlika vektora r2 − r1 = ∆r, gde je r2 =

−−→
OM2, r1 =

−−→
OM1 i

∆r =
−−−−→
M1M2 =

(
ri
2 − ri

1

)
ei = ∆riei. (0.4)

Veliqina |∆r| = ∆s mo�e se nazvati metriqko rastojaǌe ili rasto-
jaǌe ∆s (lat. Spatium - prostor, me�uprostor, rastojaǌe) ili metrika
prostora.

dim s = L . (0.5)

Vreme se oznaqava slovom t (lat. tempus) a ǌegova dimenzija T,
(dim t = T). Neprekidno je i neponovǉivo. U matematiqkom opisu mo�e
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0. Preprincipi 15

se predstaviti brojnom pravom ili ure�enim mnoxtvom imenovanih bro-
jeva, te brojnost ǌihovih jedinica su realni brojevi R, t ∈ R.

Priznaǌem postojaǌa vremena prihvata se da postoje: kretaǌe, men-
jaǌe, trajaǌe, proxlo, sadaxǌe, budu�e.

PREPRINCIP KAUZALNE ODRE�ENOSTI

Rastojaǌa, ǌihove promene i drugi qinioci kretaǌa tela jednoznaqno
su odre�eni u toku celog vremena, kako u budu�nosti tako i u proxlosti,
onolikom taqnox�u koliko su poznate odrednice kretaǌa u bilo kojem fik-
siranom trenutku vremena.

Ovim prednaqelom mehanike se predodre�uje da je mehanika kao
teorija o kretaǌu tela matematiqki taqna nauka, a kao primeǌena
prirodna nauka onoliko taqna koliko su u odre�enom trenutku vremena
taqno izmereni poznati podaci, od va�nosti za kretaǌe. Drugim reqima
mehanika je do savrxenosti taqno osmixǉena teorija, a u tehniqkoj prak-
si primenǉiva onoliko koliko se ta teorija poznaje, kolika je potreba
i kolike su tehniqke mogu�nosti ǌenih primenilaca.

Pojam kretaǌa tela obuhvata: hodaǌe, vo�eǌe, plovǉeǌe, plivaǌe,
leteǌe, skakaǌe, lomǉeǌe, ... i sve glagolske imenice kojim se kazuje
pomeraǌe i promena rastojaǌa ili meǌaǌe vektora polo�aja u toku
vremena.

PREPRINCIP INVARIJANTNOSTI

Kretaǌe i svojstva kretaǌa tela ne zavise od forme iskaza: utvr�ena
istina o kretaǌu i zapisana jednom u odre�enom obliku nekog jezika jednako
je sadr�ana u zapisu drugog oblika ili drugog pisma.

Preprincip postojaǌa kazuje da postoje masa, vreme i rastojaǌe,
odre�eni imenovanim realnim brojevima m i t i realnim vektorom ∆r.
Ovaj preprincip invarijantnosti ili nezavisnosti od formalnosti do-
puxta da se masa kao i vreme mogu oznaqavati nekim drugim slovima
recimo m̄ i t̄ koji ne meǌa prirodu brojeva m i t, te za koje u celoj
korespodenciji mora biti da je m̄ = m i t̄ = t. Ista takva situacija je
sa rastojaǌem ∆r. Ma gde da je izabran koordinatni poqetak od kojeg
poqiǌe vektor polo�aja, recimo ρ postoji jednaqeǌe

∆r = ∆ρ,

te rastojaǌe ∆r ne zavisi od oblika pisaǌa. To je izra�enije u koor-
dinatnom obliku u kojem je izbor formi znatno ve�i, kao

∆r =
3∑

i=1

(
∆ri

)
ei = ∆riei = ∆yiei =

= ∆zi�i = ∆ρjgj = · · · .
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16 Preprincip postojaǌa

Kao takva sva tri realiteta m ∈ R, t ∈ R i ∆r ∈ R3 su invarijante
i to m i t skalarne, a ∆r vektorska invarijanta.

I svi drugi qinioci kretaǌa tela su invarijantno izra�eni u razn-
im koordinatnim sistemima.
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I. OSNOVNA ODRE�EǋA

Pomo�u prethodno usvojenih pojmova i uvedenih oznaka mogu�e je i
potrebno je da se odrede (definixu) bitni pojmovi mehanike i to:

Defnicija 1. - Brzina
Graniqna vrednost odnosa rastojaǌa i intervala vremena ∆t za koji

se materijalna taqka pomeri iz jednog polo�aja r(t) u neposredno blizak
drugi polo�aj r(t + ∆t), tj. prirodni izvod vektora polo�aja po vremenu

dr

dt
= lim

∆t→0

∆r

∆t
= lim

∆t→0

r(t + ∆t)− r(t)
∆t

def
= v (1.1)

naziva se brzina taqke.
Brzina je, prema tome, vektor i ǌena takva priroda je invarijantna.

U zavisnosti od potrebe u�ih odre�eǌa mo�e se kazati: vektor brzine,
trenutna brzina materijalne taqke, vektor brzine u odre�enom polo�aju
ili jox potpunije vektor brzine kretaǌa materijalne taqke u odre�enom
trenutku ili polo�aju; ne protivreqi ni iskaz brzina promene polo�aja
materijalne taqke, ako se pod polo�ajem podrazumeva vektor polo�aja.

Bitnije od naziva je to, xto se definicijom brzine uspostavǉa veza
izme�u rastojaǌa i vremena. Dimenzija brzine je izvedena iz definicije
brzine i to

dim v = LT−1. (1.2)

Vektor polo�aja sada se javǉa zavisnim od vremena, xto za sobom u
opxtem povlaqi da je:

r(t) = ri(t)gi(t) → v =
dri

dt
gi + ri dgi

dt
, (1.3)

a ova relacija otvara problem taqnosti mehanike i neophodnosti rela-
tiviziraǌa teorije o kretaǌu tela koja ima definiciju 1.

Prema prednaqelu odre�enosti pomo�u relacije (1.1) trebalo bi da
bude jednoznaqno odre�ena brzina ako je poznat vektor funkcija r(t) i
obrnuto, vektor polo�aja ako je poznat vektor v(t). Iz relacije (1.1)
sledi da je

r(t)− r(t0) =
∫ t

t0

v(t)dt (1.4)
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18 Brzina

ili

ri(t)gi(t)− ri(t0)gi(t0) =
∫ t

t0

vi(t)gi(t)dt,

odnosno
[
ri(t)− rk(t0)gi

k(t0, t)
]
gi(t) =

∫ t

t0

v(t)dt, (1.5)

gde je gi
k(t0, t) : g(t0) → g(t).

Dakle, definicija (1.1) mo�e se napisati i u obliku

d

dt
[r(t)− c] = v, c = const,

xto pokazuje da brzina kretaǌa taqke ne zavisi od izbora pola vektora
polo�aja u istoj bazi.

Skrivena texko�a odre�ivaǌa brzine taqke javǉa se u prethodnom
izboru sistema baznih vektora pod qim se podrazumeva i ǌihov pol
i pravci tih vektora. Mo�e se pretpostaviti da su oni konstantni
vektori, ali objektivno sve baze, na kojima se postavǉa sistem baznih
vektora gi, se kre�u te i vektori gi se meǌaju tokom vremena. Za qovekovo
bitisaǌe i posmatraǌe kretaǌa tela baza je Zemǉa, koja se, kao i druge
planete, kre�e, ima relativnu brzinu u odnosu na Sunce, kao i ǌenu
sopstvenu ugaonu brzinu mere ili raqunaju do potrebne taqnosti. Ma
koji pravci da se izaberu za ose baznih vektora ei, ili koordinatnih
�i, gi, ukǉuquju�i i pravce Zemǉa - zvezde ”nekretnice”, zbog kretaǌa
Zemǉe ne mogu biti nepromenǉivi. Ali uz pretpostavku da se Zemǉa kao
i Sunce kre�u stacionarno, za naxe mereǌe, bazne vektore posmatramo
kao ortonormirane. U ciǉu svo�eǌa relacije na skalarni oblik, vektore
dgi

dt treba izraziti pomo�u baznih vektora gi(t). Neka to bude

ġj =
dgj(t)

dt
= ωi

jgi(t), (1.6)

gde su ωi
j zasad neodre�eni koeficijenti razlagaǌa vektora ġi. Na osnovu

relacije (1.2) sledi da je dimenzija koeficijenta ωi
j vreme na minus prvi

stepen; tj.
dim ωi

j = T−1 . (1.7)

Veliqine ω dimenzije T−1, nazivaju se uglovnim brzinama, kru�nim
uqestalostima ili uqestalostima.

Zamenom (1.6) u (1.3) dobija se

v =
(

dri

dt
+ ωi

jr
j

)
gi = vigi, (1.8)
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I. Osnovna odre�eǌa 19

a odavde, zbog nezavisnosti vektora gi, koordinate vektora brzine su

vi =
dri

dt
+ ωi

jr
j (i, j = 1, 2, 3). (1.9)

Shodno prednaqelima rexeǌa ovog sistema diferencijalnih jed-
naqina za poznate brzine vi(t) moraju biti jednaka rexeǌima (1.5); op-
eracije integraǉeǌa moraju biti razra�ene tako da ti uslovi odred-
jenosti i invarijantnosti budu ispuǌeni. To omogu�uje kovarijantni
ili tenzorski integral pod uslovom da je poznat dvotaqkasti tenzor
gi

k(t0, t) i bazni vektori gi(t).
Za konstantne bazne vektore, recimo g = e relacija (1.6) svodi se na

sistem homogenih jednaqina

ω1
j e1 + ω2

j e2 + ω3
j e3 = 0,

odakle sledi da su ωi
j = 0, te koordinate vektora brzine (1.9) u ovom

sluqaju su

vi =
dri

dt
. (1.10)

To dovoǉno jasno pokazuje da su koordinate vektora brzine materi-
jalne taqke razliqite u odnosu na razliqite bazne vektore. Zbog pred-
naqela neformalnosti i definicije (1.1) mo�e se pisati

v =
dr

dt
=

(
dri

dt
+ ωi

jr
j

)
gi =

Dri

dt
gi =

dri

dt
ei = vigi, (1.11)

xto zadovoǉava jednakost forme i odgovara izrazu ”prirodni izvod” iz
definicije. S obzirom da je devet navedenih koeficijenata ωi

j nepoznat
ako se po�e od opxte istine da se svaka baza kre�e i da se ne mogu
odrediti, xto protivreqi prednaqelu odre�enosti, prirodno je da se za
bazne vektore izaberu koordinatni vektori, koji se mogu dovesti u vezu
sa nekim baznim vektorima koji se ne�e meǌati u toku vremena.

Dakle za odre�ivaǌe polo�aja materijalne taqke i rastojaǌa taqa-
ka relacijama (0.2) i (0.4), pored uslova (0.3) treba dodati i uslov
nepromenǉivosti baznih vektora po vremenu

dei

dt
= 0. (1.12)

Izborom jednom orijentisanih baznih konstantnih vektora, mogu�e
je postavǉati druge orijentisane koordinatne sisteme, ukǉuquju�i i
krivolinijske, a koji se mogu dovesti u uzajamno preslikavaǌe, te u
odnosu na koje je brzina invarijantna.
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20 Brzina

KOORDINANTNI SISTEMI

Pod pojmom koordinatni sistem ovde se podrazumeva ure�en skup
realnih brojeva i skup me�usobno nezavisnih vektora, koje nazivamo
koordinatni vektori. Koordinatne vektore razlikujemo od baznih samo
po tome xto su bazni prethodno utvr�eni prema objektima, a koordi-
natni prema baznim. Ako su koordinatni prvobitni onda su oni bazni
koordinatni vektori. Na baznim vektorima, prvobitno izabranim kao u
relacijama (0.2) - (0..4) i (1.3) mogu�e je uvoditi i druge koordinatne
sisteme x =

(
x1, x2, x3

)
, (xi ∈ R) u kojima se polo�aj materijalne taqke

jednoznaqno preslikava, a vektor brzine ima opxti invarijantni oblik.

Mo�e se izabrati bilo koji drugi pravolinijski koordinatni sis-
tem, recimo (z,�) qiji se pravci meǌaju u toku vremena u odnosu na bazni
sistem (y, e). Odnos dva sistema odre�uju relacije

yi = γi
αzα, ei =

∂zα

∂yi
�α = γ̄α

i �α, γi
αγ̄β

i = δβ
α.

Vektor brzine je

v =
d

dt

(
yiei

)
= ẏiei =

(
γ̇i

αzα + γi
αżα

)
γ̄β

i �β =

=
(
γ̇i

αγ̄β
i zα + δβ

αżα
)
�β =

(
żβ + ω·βα zα

)
�β = vβ�β

gde su

ω·βα = γ̇i
αγ̄β

i = −ωβ
·α = −γi

α
˙̄γβ
i

antisimetriqni koeficijenti, jer je

d

dt

(
γi

αγ̄β
i

)
= γ̇i

αγ̄β
i + γi

α
˙̄γβ
i = δ̇β

α = 0.

Sledi da su koordinate vektora brzine u odnosu na koordinatni obrtni
sistem (z,�)

vβ = żβ + ω·βα zα. (1.13)

U pore�eǌem sa izrazom (0.2) se vidi da je r funkcija od koordinata
yi, a posredstvom ǌih i od koordinata x, te je r = r (y (x)) = yi (x) ei.
Prema definiciji (1.1) vektor brzine je

v = ẏiei =
∂r

∂yi

∂yi

∂xk
ẋk =

= ẋk ∂yi

∂xk
ei = ẋkgk = vkgk.

(1.14)
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I. Osnovna odre�eǌa 21

Iz ovih relacija sledi da su koordinatni vektori gk za sistem ko-
ordinata x izvedeni pomo�u baznih vektora ei kovarijantnim relacijama

gi =
∂yk

∂xi
ek =

∂r

∂xi
= gi (x) , (1.15)

kao i metriqki tenzor

gij
def
= gi · gj =

∂r

∂xi
· ∂r

∂xj
= δkl

∂yk

∂xi

∂yl

∂xj
. (1.16)

Prema tome vektor brzine v = d
dt

(
rigi

)
mo�e se svesti na opxti oblik

v =
dri

dt
gi + ri ∂gi

∂xk

dxk

dt
=

=
(

dri

dt
+ rjΓi

jk

dxk

dt

)
gi = ∇kriẋkgi = vigi

gde su Γi
jk(x) koeficijenti povezanosti koordinatnih vektora gi i ǌi-

hovih parcijalnih izvoda po koordinatama x i to

∂gj

∂xk
= Γi

jk(x)gi(x). (1.17)

Sledi da se koordinate vektora brzine u bilo kojem sistemu koor-
dinata (x, g) mogu napisati u obliku

vi =
Dri

dt
=

dri

dt
+ rjΓi

jkẋk, (1.18)

gde Dri

dt oznaqavaju prirodne izvode koordinata vektora polo�aja po vre-
menu, a

∇kri =
∂ri

∂xk
+ rjΓi

kj

kovarijantni izvod tih koordinata vektora po koordinatama polo�aja
taqke.

Projekcije vektora brzine ẏi na ose baznih vektora ei, kao skalarni
proizvodi vektora v i baznih vektora ei, jednake su koordinatama ẏi

vektora brzine
ẏi = δij ẏ

j ,

a projekcija vi na ose koordinatnih vektora gi su linearne homogene
forme koordinata vektora brzine

vi = gijv
j = gij

Drj

dt
= gij ẋ

j
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22 Brzina

gde je gij(x) metriqki tenzor (1.16).

Kvadrat brzine, kao skalarna invarijanta, mo�e se sada napisati u
obliku

v2 = δij ẏ
iẏj = gij ẋ

iẋj = gij
Dri

dt

Drj

dt
. (1.19)

S obzirom da je element ds puta s(t)

ds2 = gijdxidxj = gijDriDrj

sledi da se veliqina vektora brzine v prosto odre�uje kao izvod puta
po vremenu, tj.

v =
ds(t)
dt

. (1.20)

Opxtije, mo�e se dokazati da je kovarijantni izvod ∇irj projekcija
rj vektora polo�aja taqke na j-ti koordinatni pravac po koordinati xi

jednak, odgovaraju�im po indeksima, koordinatama metriqkog tenzora gij.

Zaista pomno�ili se vektor r = ykek skalarno vektorom gj dobija
se projekcija vektora polo�aja na j-tu koordinatnu osu r · gj = rj =
yk (ek · gj) ili

rj = yk ∂yl

∂xj
(ek · el) = δkly

k ∂yl

∂xj
.

Sledi, s obzirom na (1.16), da je

∂rj

∂xi
= δkl

∂yk

∂xi

∂yl

∂xj
+ δkly

k ∂2yl

∂xi∂xj
=

= gij + δkly
k ∂yl

∂xm
Γm

ij = gij + rmΓm
ij .

To dokazuje navedeno tvr�eǌe da je

∇irj =
∂rj

∂xi
− rmΓm

ij = gij .

Parcijalnim diferenciraǌem metriqkog tenzora (1.16) po svim ko-
ordinatama i sabiraǌem dobija se da su Γij,k(x) Kristofelovi simboli
za datu metriku

Γij,k =
1
2

(
∂gjk

∂xi
+

∂gik

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
. (1.21)

Za koordinatni sistem z u kojem je gij = �ij = const svi simboli Γm
ij

su jednaki nuli pa je

∇irj =
∂rj

∂zi
= �ij ,

xto jasnije ukazuje na odnos vektora polo�aja i metriqkog tenzora.
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I. Osnovna odre�eǌa 23

Prethodne relacije mogu se dovesti u vezu sa kovarijantnim izvodi-
ma baznih vektora po koordinatama

∇kgj =
∂gj(x)
∂xk

− Γi
jk(x)gi(x) = 0 (1.22)

koji imaju veoma va�no znaqeǌe u opisivaǌu baznih vektora i ǌihovih
promena u toku vremena. Kao xto relacije (1.15) uspostavǉaju vezu
izme�u baznih vektora e i naknadno uvedenih koorinatnih g, tako i
kovarijantni izvod ∇kgj, stoji u neposrednoj vezi sa uslovima (1.12).
Zaista, izvodi po vremenu jednaqina (1.15) zbog uslova (1.13) su

dgi

dt
=

∂2yk

∂xj∂xi
ẋjek.

Mogu�e je uvek uvesti takve funkcije Γ(x) da je

∂2yk

∂xj∂xi
= Γλ

ij

∂yk

∂xλ

pa se dobija
dgi

dt
− gλΓλ

ji

dxj

dt
=

Dgi

dt
= ∇jgiẋ

j = 0. (1.23)

To su uslovi koji, kao i uslovi (1.12), pokazuju da su koordinatni
vektori gi kovarijantno konstantni.

yi = γi
αzα, ei =

∂zα

∂yi
�α = γ̄α

i �α, γi
αγ̄β

i = δβ
α.

Vektor brzine je

v = ẏiei =
(
żβ + ωβ

αzα
)
�β = vβ�β

gde su ω.β
α = γ̇i

αγ̄β
i = −ωβ

.α = −γi
α

˙̄γβ
i antisimetriqni koeficijenti. Sledi

da su koordinate vektora brzine u odnosu na koordinatni obrtni sistem
(z,�):

vβ = żβ + ω·βα zα =
Dzβ

dt
.

To dovoǉno jasno pokazuje da su koordinate vektora brzine razli-
qite u odnosu na razliqite koordinatne vektore. Zbog preprincipa
neformalnosti i odre�enosti iskaza ”prirodni izvod” iz definicije
brzine, prirodno je da se za koordinatne vektore izaberu oni, koji se
mogu dovesti u vezu sa nekim baznim vektorima (0.1) nepromenǉivim u
toku vremena.

Izborom jednom baznih vektora ei mogu se birati i drugi orijen-
tisani koordinatni vektori gi ukǉuquju�i i krivolinijske za koje �e
va�iti prirodni izvodi (1.23).
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24 Impuls kretaǌa

Definicija 2. Impuls kretaǌa
Proizvod mase m materijalne taqke i vektora ǌene brzine v naziva se

impuls kretaǌa materijalne taqke p.

Saglasno prednaqelima, definiciji brzine i ovoj definiciji, im-
puls kretaǌa se mo�e zapisati na slede�i naqin:

p = mv = mẏiei = m
Dzi

dt
�i = mvigi =

= m
Dri

dt
gi = m

∂r

∂xi
ẋi = mẋigi.

(1.24)

Poseban znaqaj ima�e u kasnijim izlagaǌima projekcija pi ovog vek-
tora na koordinatne pravce gi

pi = p · gi = mgij ẋ
j = aij ẋ

j , (1.25)

gde je

aij = mgij = m
∂r

∂xi
· ∂r

∂xj
= aji (m,x) (1.26)

inercioni tenzor.

U koordinatnom sistemu (z,�) saglasno (1.13) bi�e

pi = �ij

(
żj + ω·jk zk

)
= �ij

Dzj

dt
,

gde su ω.j
k = 0 za k = j, a �ij = m�i · �j. Dakle, postoji impuls kretaǌa

materijalne taqke u takvom sistemu iako se u odnosu na taj koordinatni
sistem taqke ne kre�u,

pi = �ijω
.j
k zk = ω.

ikzk = −ω.ikzk.

Treba zapaziti da se inercioni tenzor aij(m,x) razlikuje od met-
riqkog tenzora gij(x). Osnovne fiziqke dimenzije vektora impulsa su

dim p = ML T−1

ali ǌegove koordinate i projekcije mogu imati i druge dimenzije. Ako
je koordinata x ugao tada je

dim pi = ML2T−1.

Inercioni tenzor aij uspostavǉa vezu izme�u impulsa i brzine u
bilo kojem polo�aju. Bitan ǌegov sadr�aj je masa, koja postoji za svako
telo ili materijalnu taqku i u svim koordinatnim sistemima.
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I. Osnovna odre�eǌa 25

Primer 1. U ortogonalnom pravolinijskom koordinatnom sistemu
(y, e) koordinate inercionog tenzora jednake su upravo masi taqke, jer je

aij = mδij =
{

m i = j

0 i 6= j.
(1.27)

U drugim sistemima, na primer:
Cilindarski: x1 = ρ, x2 = ϕ, x3 = z; y1 = ρ cos ϕ, y2 = ρ sin ϕ, y3 = z,

aij = m




1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1


 .

Sferni, x1 = ρ, x2 = ϕ, x3 = θ; y1 = ρ sin ϕ cos θ, y2 = ρ sin ϕ sin θ,
y3 = ρ cos ϕ

aij = m




1 0 0
0 ρ2 0
0 0 ρ2 sin2 ϕ


 .

Obrtno elipsoidalni x1 = ξ, x2 = η, x3 = θ; y1 = b ch ξ sin η cos θ,
y2 = b ch ξ sin η sin θ, y3 = b ch ξ cos η,

aij = mb2




sh2 ξ 0 0
0 ch2 ξ 0
0 0 ch2 ξ sin2 η


 .

Obrtno-paraboloidne x1 = ξ, x2 = η, x3 = θ; y1 = ξη cos θ, y2 = ξη sin θ,
y3 = 1

2

(
ξ2 − η2

)

aij = m




ξ2 + η2 0 0
0 ξ2 + η2 0
0 0 ξ2η2




Dvopolarni (bipolarni)∗ x1 = ξ, x2 = η, x3 = θ; (0 ≤ ξ ≤ π,−∞ < η <

∞, 0 ≤ θ ≤ 2π); y1 = b sin ξ cos θ
ch η−cos ξ , y2 = b sin ξ sin θ

ch η−cos ξ , y3 = b sh η
ch η−cos ξ ,

aij = mb2




1
(ch η−cos ξ)2

0 0

0 1
(ch η−cos ξ)2

0

0 0 sin2 ξ
(ch η−cos ξ)2




Cilindarsko-ortogonalne x1, x2, x3 = z; y1 = f1
(
x1, x2

)
, y2 =

f2
(
x1, x2

)
, y3 = x3,

aij = m




(
∂f1

∂x1

)2

+
(

∂f2

∂x1

)2

0 0

0
(

∂f1

∂x2

)2

+
(

∂f2

∂x2

)2

0
0 0 1


 .

∗G.Korn i T.Korn, Spravoqnik po matematike dl� nauqnyh rabotnikov i in�in-
jerov, Izd.Fiz.Mat.Lit, Moskva, 1978, str. 831
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26 Ubrzaǌe

Inercioni tenzor obrazuje pozitivno definitnu matricu qija je de-
terminanta razliqita od nule. Pri transformaciji iz jednih u druge
koordinatne sisteme treba tra�iti ograniqeǌa u preslikavaǌu i de-
generaciji slike, a ne u prirodi inercionog tenzora. S obzirom da je
ǌegova determinanta razliqita od nule mogu�e je pomo�u relacije (1.25)
odrediti koordinate vektora brzine ẋi kao homogene linearne funkcije
impulsa

ẋi = aijpj (1.28)

gde su aij(x) kontravarijantne koordinate inercionog tenzora. Relacije
(1.28) i (1.27) su postoje�e, odredǉive i invarijantne u odnosu na sva
mogu�a preslikavaǌa iz jednih u druge koordinatne sisteme.

Zapazimo jox i to da se inercioni tenzor aij meǌa u toku kretan-
ja ako se masa m(t) materijalne taqke meǌa u toku vremena. Ta va�na
qiǌenica ukazuje na znatnu kvalitativnu razliku izme�u inercionog aij

i metriqkog tenzora gij. Prenebregavaǌem te qiǌenice mo�e se do�i
do pogrexnih opxtih zakǉuqaka o kretaǌu tela, kako nebeskih tako i
elementarnih. To �e se jasnije videti u daǉim izlagaǌima ove teorije.

Definicija 3. - Ubrzaǌe
Prirodni izvod vektora brzine po vremenu naziva se vektor ubrzaǌa

taqke.
Ovu definiciju zameǌuje kra�i zapis

a
def
=

dv

dt
, dim a = L T−2 . (1.29)

Saglasno definiciji i odgovaraju�im ǌenim relacijama vektora
brzine (1.1) - (1.29), vektor ubrzaǌa a (lat. acceleratio) mo�e biti zapisan
na vixe naqina, kao

a =
Dvi

dt
gi =

D2ri

dt2
gi = ÿiei =

=
(

dvi

dt
+ Γi

jkvj dxk

dt

)
gi = aigi,

((1.30))

a ǌegove koordinate

ai =
dvi

dt
+ Γi

jkvj dxk

dt
=

Dvi

dt
. (1.31)

Pri tom, kao xto se vidi, neobhodno je znati u odnosu na koje koor-
dinatne vektore gi ili metriqki tenzor gij su izraqunati koeficijenti
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I. Osnovna odre�eǌa 27

Γi
jk. Ako se imaju u vidu relacije (1.15) izme�u baznih ei i koordinatnih

vektora gi, iz prethodnih invarijantnih relacija (1.31), lako je uoqiti
da se koordinate vektora ubrzaǌa mogu preslikati iz jednog sistema
koordinata y u drugi x ako je determinanta matrice

(
∂y
∂x

)
razliqita od

nule, jer se izvode relacije

ÿi = ak ∂yi

∂xk
i ai = ÿk ∂xi

∂yk
. (1.32)

Od posebnog interesa, naroqito sa praktiqnog stanovixta, ima
analiza ubrzaǌa u odnosu na prirodni sistem koordinatnih vektora
(η1, η2, η3), koji su jediniqni i ortogonalni. Neka vektor

η1 = τ = lim
∆s→0

∆r

∆s
=

dr

ds

odre�uje pravac i smer tangente na putaǌi s u nekom trenutku vremena t i
podudara se sa pravcem brzine u tom trenutku vremena; η2 ≡ n usmeren je
po normali glavnoj ka centru (prve) krivine putaǌe, a η3 ≡ b je usmeren
po (drugoj normali) binormali. U odnosu na bazne vektore ei mogu biti
odre�eni pomo�u linearnih relacija

ηi = αk
i ek −→ ek = ᾱi

kηi,
∣∣αk

i

∣∣ 6= 0

gde su αk
i kosinusi odgovaraju�ih uglova koje zaklapaju vektori ηi i ek.

Vektor brzine u odnosu na ovaj prirodni triedar je

v =
dr

ds

ds

dt
= vτ (1.33)

gde je v, kao xto se vidi iz (1.20), veliqina vektora brzine.

Kako je τ ·τ = 1 −→ dτ
ds ·τ = 0, odakle sledi da je vektor dτ

ds upravan na
τ , to se mo�e napisati dτ

ds = dτ
dθ

dθ
ds = κn, gde je κ krivina putaǌe. Saglas-

no definiciji (1.29), vektor ubrzaǌa mo�e se razlo�iti du� tangente τ
i glavne normale n, i to

a =
dv

dt
τ + v2 dτ

ds
=

dv

dt
τ +

v2

ρk
n = aττ + ann, (1.34)

gde je ρk polupreqnik krivine putaǌe, a n jediniqni vektor glavne nor-
male, te je

aτ =
dv

dt
(1.35)

koordinata vektora ubrzaǌa usmerena po tangenti (tangentno ubrzaǌe) i

an =
v2

ρk
(1.36)
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28 Inerciona sila

koordinata vektora ubrzaǌa a usmereno po glavnoj normali (normalno
ubrzaǌe). Relacija (1.34) dovoǉno jasno pokazuje da jedna komponenta
ubrzaǌa, i to aτ = v̇τ , pripada tangentnom vektorskom poǉu, a druga
an = ann oskulatornom upravnom na tangentnu ravan, koji orijentixu
vektori tangente i glavne normale.

Definicija 4. Inerciona sila
Proizvod mase m materijalne taqke i vektora, jednakog ali suprotno

usmerenog vektoru ubrzaǌa a, naziva se inerciona sila materijalne taqke.

Oznaqimo li je slovom IF (Inertia Force) ili prosto I, definicja se
mo�e kra�e napisati

IF
def
= −ma = −m

dv

dt
. (1.37)

Izvodi se da je
dim IF = M L T−2 .

Saglasno, relacijama (1.30) i (1.31) mo�e se pisati

IF = Iigi = −maigi =

= −m
Dvi

dt
gi = −mÿiei,

(1.38)

odakle se vidi da su koordinate vektora inercione sile

Ii = −m
Dvi

dt
= −m

(
dvi

dt
+ Γi

jkvj dxk

dt

)
. (1.39)

Mno�eǌem skalarno vektora (1.38) i koordinatnog vektora gj dobi-
jaju se projekcije vektora inercione sile na j-te koordinatne ose i to

Ij = IF · gj = aijIi = −aij
Dvi

dt
= −aij

(
dvi

dt
+ Γi

jkvj dxk

dt

)
, (1.40)

gde je aij kao i u (1.26), inercioni tenzor.

Iz izraza (1.40) je jasno da, inerciona sila mo�e da ima vixe
sabiraka, kao i to da projekcija Ij na koordinatne ose, zavisno od aij,
mogu imati dimenzije razliqite od ML T−2. Zato se koordinate Ij mogu
nazvati generalizovane sile inercije.

U odnosu na prirodni sistem koordinata, s obzirom na relacije
(1.34), sledi da je

IF = Iττ + Inn = −m
dv

dt
τ −m

v2

ρk
n.
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I. Osnovna odre�eǌa 29

Odavde se vidi da je tangentna koordinata Iτ inercione sile

Iτ = −m
dv

dt
, (1.41)

a koordinata na glavnoj normali krive

In = −m
v2

ρk
.

Dakle ova dva posledǌa izraza pokazuju oqiglednije nego izrazi (1.39)
da inerciona sila mo�e postojati i u sluqaju kada je veliqina brzine
konstantna, v = const. Samo u sluqaju da je vektor brzine v = const tj.
da brzina ne meǌa ni veliqinu ni pravac, sledi iz (1.37) da je inerciona
sila jednaka nuli.

Iz izraza za kvadrat brzine (1.19) vidi se da je v = const ako su sve
koordinate brzine ẏi u odnosu na bazni sistem e konstantne veliqine.
Kako su bazni vektori ei u odnosu na vreme konstantni sledi da je i vek-
tor brzine konstantan, v = const. Saglasno tome i definicji inercione
sile sledi da se materijalne taqke, koja se kre�u konstantnom brzinom v,
ne proizvode inercionu silu. Koordinatne sisteme koji se mogu vezati
za takva tela nazivaju se inercijski koordinatni sistemi.

Poqetnu taqku vektora sile naziva�emo dinamiqka taqka (gr. δναµισ
- sila). Geometrijski se podudaraju, materijalna i dinamiqka taqka, ali
se za pojam materijalne taqke podrazumeva masa, a uz tu istu materijal-
nu taqku, kada je nazivamo dinamiqka taqka, vezuje se inerciona sila,
ili opxtije neka sila koja dejstvuje u toj taqki. U pojedinim delovima
mehanike govori se samo o odnosima sile bez pojma mase. U tom sluqaju
je prirodnije i racionalnije koristiti pojam dinamiqke taqke.
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II. ZAKONI DINAMIKE

Req ”dinamika” uzimamo iz grqkog jezika (διναµικη) sa znaqeǌem
nauke o silama, a naziv ”zakoni dinamike” ovde podrazumeva formulacije
i definicije kojim se odre�uju pojedine sile s taqnox�u matematiqk-
ih funkcija do imenovane konstante. Zakǉuqna znaǌa neophodna za te
formulacije, koja qine zakone dinamike, stiqu se na osnovu eksperi-
menta i mereǌa u prirodi i ǉudskoj praksi, te nisu potrebni drugi
logiqki dokazi o ǌihovoj istinitosti. Mogu se iskazati usmeno ili
pismeno reqima ili matematiqkim formulama, koje zadovoǉavaju pred-
naqela mehanike.

Definicijom inercione sile utvr�ene su dimenzije sile, te i zakoni
dinamike u skladu sa tom definicijom formulixu sve druge sile kao
vektorske invarijante koje imaju dimenziju MLT−2. Izreka ”do imeno-
vane konstante” podrazumeva imenovane realne brojeve, koji se odre�uju
raznim mereǌima eksperimentalnih ili prirodnih pojava. Zva�emo ih
dinamiqkim parametrima da bi se znalo da su sadr�ani u funkcijama
sila.

Ako nije dovoǉno jasna i primetna razlika izme�u ”odre�eǌa -
definicija” i ”odre�eǌa - zakon” istaknimo da je ”definicija” proizvod
qovekovog uma i hteǌa jedinstvene taqnosti, a zakoni dinamike kazu-
ju reqima i formulama prethodno definisanih pojmova, o pojedinim
ponovǉivim osobinama kretaǌa tela taqnox�u do dimenzione konstante
dinamiqkih parametara.

Sve sile, ukǉuquju�i i definisanu silu inercije (1.37), javǉaju se
kao me�udejstva jednih tela u ǌihovoj povezanosti sa drugim telima.
Jedno telo - jedna neslobodna materijalna taqka, mo�e se samo uslovno
”odvojiti od drugih tako xto se ”odvajaǌe” u mehanici zameǌuje misaono
silama. Zakonima prirodnih nauka, kao i zakonima dinamike opisuju se
samo ponovǉive i merǉive pojedine osobine povezanosti jedne materi-
jalne taqke od mnoxtva drugih. misaono osloba�aǌe od veza dinami-
ka apstrahuje silama, formulisanim pojedinim zakonima. Priroda je
kudikamo slo�enija od mehaniqkih modela, ali pomo�u ovih modela mogu
se odre�ivati brojna kretaǌa tela velikom matematiqkom taqnox�u.
Jednim pojmom materijalne ili dinamiqke taqke mehanika mo�e da opisu-
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II. Zakoni dinamike 31

je promenu polo�aja svih tela, kako nebeskih tako i molekula organiza-
ma. A to mnoxtvo je toliko veliko da je texko shvatǉivo. Smatra se,
xto treba uzeti za razmixǉaǌe, da je masa vasione tolika da se mo�e
obrazovati 1023 zvezda veliqine Sunca, a samo u sastav Zemǉe ulazi oko
4 × 1051 protona i neutrona∗. Qovek se mo�e u ovoj teoriji kretaǌa u
nekim sluqajevima (primer padobrana) smatrati materijalnom taqkom
iako raqunaju da se sastoji u proseku 1016 �elija, za koje daǉe navode da
imaju strukturu od po 1012−1014 atoma. Brojevi jedinki stoje u nekakvim
srazmerama s mogu�nostima me�usobnih povezanosti. Primera radi, u
molekulu DNK, koji se sastoji od 108 − 1010 atoma, raspored atoma te i
ǌihova me�usobna veza prelazi svako prebrojivo mnoxtvo, xto samo po
sebi uslovǉava da pojedine posebne nauke uvode prostije modele kojim
mogu da prouqavaju svoje oblasti, shodno svojim namenama i potrebama.
Mehanici su dovoǉni pojmovi materijalne i dinamiqke taqke.

Zakon veza

Iz klasiqne mehanike i srodnih nauka o prirodi proistiqe znaǌe da
tela utiqu jedni na druge posredstvom realnih objekata koje nazivamo
vezama. Danaxǌe saznaǌe ne ukazuje ni na jedno telo iz neprebrojivo
velikog mnoxtva tela koje je izolovano i postoje�e samo za sebe, te
i bez uticaja na ǌega drugih tela. To se ne tvrdi za celo mnoxt-
vo tela, jer granice tog mnoxtva do sada nisu saznane, te ni celi-
na mnoxtva. U posmatranom racionalnom ili praktiqnom lokalitetu
saznani su ograniqeni skupovi veza. Mnoge veze ili pojedini skupovi
veza mogu se apstrahovati odre�enim matematiqkim relacijama, kojim
se povezuju bitni atributi kretaǌa, kao polo�aji materijalnih taqaka
x = (x1, . . . , xn), brzine ẋ = (ẋ1, . . . , ẋn) ili impulsi p = (p1, . . . , pn), kao i
vreme t, pomo�u geometrijskih ili kinematiqkih parametara κ.

Primer 2. Na horizontalnoj glatkoj ploqi, le�i ili se kre�e taqka
M1 mase m1. Ta taqka povezana je sa drugom taqkom M2 mase m2 pomo�u
neke veze (vlakno, kanap, u�e, konac) koja prolazi kroz glatki otvor O
na ploqi, kao na slici 1. Date su, dakle, dve materijalne taqke poznatih
masa, qije je kretaǌe ograniqeno pomo�u dve veze. A te veze su 1. glatka
ploqa i 2. vlakno, pomo�u kojeg su povezane dve taqke. Za matematiqki
opis ovih veza pogodno je uvesti Dekartov pravolinijski koordinatni
sistem Oxyz ili cilindarski sistem koordinata ρ, φ, z sa koordinatnim
poqetkom O, tako da je

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z. (P2.1)

U oba koordinatna sistema ”ploqa” se mo�e opisati ralacijom

f1 := z1 − C = 0. (P2.2)

∗Kittel~ Q., i dr., Mehanika , Brekleevskii kurs fiziki, Tom I, (ruski prevod,
izd. ”Nauka”), 1983.
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32 Zakon veza

Me�utim, druga veza u koordinatnom sistemu Oxyz opisuje se jed-
naqinom

f2 :=
√
x2
1 + y21 + |z2| − l = 0, (P2.3)

a u odnosu na sistem Oρφz ekvivalentnom jednaqinom

f2 = ρ1+ | z2 | −l = 0. (P2.4)

x

M
1

M
1

M
2

z

y

y

x

Slika 1

Shvatǉivo je da �e se pri nekoj popreqnoj brzini materijalne taqke
M1 ona kretati po kru�noj liniji

x2
1 + y21 = l2, z1 = z2 = 0. (P2.5)

To �e nastupiti, pored drugih mogu�nosti, kada se taqka vezivaǌa
taqke M2 podudari sa taqkom O. Takva jednaqina opisiva�e i sluqaj ako
se za vezu uzme ne vlakno M1O, nego kru�na �ica polupreqnika l po kojoj
klizi taqka M1. Mehaniqka razlika je znaqajna. �ica �e pru�iti otpor
kretaǌu ukoliko nije idealno glatka, xto nije sluqaj vezivaǌa vlaknom.
U sluqaju glatkosti i jedna i druga veza mogu se misleno zameniti silom
veze, koju nazivaju relacijom veza i najqex�e obele�avaju slovom R.

Ovim primerom mogu se jasno razdvojiti pojmovi ”veze” u matemati-
ci i mehanici. U matematici je uobiqajeno da se ”vezom” smatra svaka
relacija kojom se uspostavǉa neki odnos izme�u posmatranih matem-
atiqkih veliqina, pa prema tome i (P2.1), (P2.2), (P2.3) ili (P2.4)i
(P2.5). U mehanici, kao xto se vidi u ovom primeru, veze su (P2.2),
(P2.3) ili (P2.4) ili (P2.5). Dakle, svaka matematiqka relacija, kao
u ovom primeru (P2.1), ne�e se nazivati vezom. Razlika nije samo
formalna. Veze (P2.2) i (P2.3) ili (P2.4) proizvode sile, tako da se
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II. Zakoni dinamike 33

veza (P2.2) mo�e apstrahovati nekim vektorom R1, a veza (P2.3) ili
(P2.4) drugim vektorom R2. Me�utim za ”matematiqke veze” (P2.1) i
ǌima sliqne: ”smene”, ”transformacije koordinata”, ”preslikavaǌe”
ne proizvode nikakve sile ili druge fiziqke fenomene.

Od odnosa tih sila, xto �e drukqije re�i, od odnosa taqaka i ǌi-
hove povezanosti, kao od naslednog staǌa kretaǌa (polo�aja i brzine) u
daǉem �e zavisiti da li �e se, recimo, materijalna taqka M1 kretati u
ravni ploqe po putaǌi oblika: prave, kojoj pripada taqka O, kru�nice
ρ1 = const; opadaju�e ili rastu�e spirale ili neke druge krive linije.

Za sluqaj da se i ploqa pomera tako da veza bude oblika

f1 := z1 − τ(vt) = 0,

gde je v parametar brzine, ili da se vlakno l meǌa u toku vremena, veze
(P2.2) i (P2.3) ili (P2.4) zapisali bi u obliku

f1(z1, τ) ≥ 0 (P2.6)

ili
f2(x1, y1, z1, z2, τ) ≥ 0. (P2.7)

Taj prost primer postaje slo�eniji ako se ne pretpostavi da je ravan
ploqe idealno glatka, xto u realnosti i nije, kao i to da okru�uju�a
sredina nije prazna, nego da postoji. Tada struktura vektora sile posta-
je slo�enija.

U najopxtijem obliku veze, koje povezuju N materijalnih taqaka Mν ,
(ν = 1, 2, . . . , N), mogu se zapisati pomo�u k relacija

fµ (y1, . . . , yN , ẏ1, . . . , ẏN , τ(t)) ≥ 0, yi ∈ E3N , (2.1)

gde je τ neka poznata funkcija vremena, ili

fµ (x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN , τ(t)) ≥ 0,
(µ = 1, . . . , k)

(2.1a)

jer, kao xto je istaknuto, veze su objekti koji su invarijantni u odno-
su bilo koje matematiqke transformacije. S obzirom da je u struqnoj
literaturi o preslikavaǌu veza (2.1) iz jednog koordinatnog sistema y u
neki drugi x ili obratno, postoji dosta nejasnosti ili nerazumǉivosti,
ponovimo prethodnu reqenicu slede�im zapisom

fµ (y, ẏ, τ(t))y=y(x) = fµ (x, ẋ, τ(t)) ,

∥∥∥∥∂y∂x
∥∥∥∥ ̸= 0. (2.2)

Reqima: Jednaqine veza napisane u odnosu na jedan koordinatni sistem
(y, e) mogu se napisati i u odnosu na drugi koordinatni sistem (x, g) u
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34 Zakon veza

oblasti u kojoj izme�u ǌih postoji jednoznaqno preslikavaǌe. Veze mogu
biti skalarne ili vektorske invarijante.

Definicija. Relacije (2.1), u kojim su fµ realne diferencija-
bilne funkcije u posmatranoj oblasti, a koje na odre�en naqin ukazuju na
ograniqeǌe kretaǌa nazivaju se relacijama veza ili kra�e vezama.

Dakle veze su dinamiqki objekti koji zajedno sa materijalnim ili
dinamiqkim telima qine sisteme materijalnih ili, sledbeno, dinamiqk-
ih taqaka.

Prema strukturi relacija (2.1) i funkcije fµ veza se najqex�e klasi-
fikuju kao:

Jednostrane ili nezadr�avaju�e

fµ ≥ 0. (2.3)

Dvostrane ili zadr�avaju�e

fµ = 0. (2.4)

Geometrijske ili konaqne

fµ(y) = 0. (2.5)

Kinematiqke ili diferencijalne

fµ (y, ẏ, τ(t)) ≥ 0. (2.6)

Nepromenǉive ili nepokretne

fµ (y) ≥ 0. (2.7)

Promenǉive ili pokretne∗

f (y, ẏ, τ(t)) = 0. (2.8)

Primetimo da se sve konaqne veze diferenciraǌem mogu biti za-
pisane u diferencijalnom obliku. Me�utim, nije uvek mogu�e prvobit-
no zadate diferencijalne veze svesti na konaqne. Zato zapis diferen-
cijalnih veza (2.6) sadr�i diferencijalne integrabilne - konaqne ili

∗U literaturi su rasprostraǌeni i drugi nazivi; najqex�e: unilateralne
(2..3), bilateralne (2.4), holonomne (2.5), holonomne diferencijalne i neholonomne
(2.6); skleronomne, stacionarne ili autonomne (2.7); reonomne, nestacionarne ili
neautonomne (2.8)
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II. Zakoni dinamike 35

holonomne, diferencijalne neintegrabilne - neholonomne veze. Odred-
jeǌa klasifikacija podrazumeva da se uzme u obzir znak nejednakosti i
jednakosti u (2.3) i (2.4) istovremeno sa klasom funkcija (2.5) - (2.8).

Bitnija klasifikacija svih mehaniqkih veza je ta kojom se istiqu:
realne veze i idealne glatke ili prosto glatke veze

Po prirodi stvari sve veze su realne i ne mogu biti idealno glatke.
Klasifikovaǌem veza da su ”idealno glatke” u mehanici ho�e se nagl-
asiti za vezu da su ǌeni dinamiqki faktori (treǌe, otpor, qvrstina,
elastiqnost), koje ne opisuju diferencijabilne funkcije fµ, prenebreg-
nuti ili su opisani drugim funkcijama. Opxte svojstvo svih ure�uje se
odrednicom koju �emo nazvati

Zakon veza: Veze ograniqavaju pomeraǌe materialnih taqaka kao sile
i apstrahuju se reakcijama veza: k veza fµ = 0 (µ = 1, . . . , k) koje ograniqavaju
kretaǌe neke ν-te materijalne taqke apstrahuju se vektorskim zbirom

Rν =
k∑

µ=1

Rνµ (2.9)

reakcija veza Rνµ.

Vektor (2.9) naziva se rezultantom reakcija veza ν-te taqke.

Za neke klase veza mogu se delimiqno ili u potpunosti odrediti
vektor-funkcije reakcija veza. Najbitnija strana zadatka u tom je da se
odredi priroda veza.

Na primer, veza (P2.2) je jednostrana geometrijska, konaqna, ne-
promenǉiva i nepokretna. Me�utim relacija (P2.2) ne daje informaciju,
koja je bitna za kretaǌe, da li je veza (P2.2) realna ili idealno glatka.
Jedna �e sila dejstvovati na taqku M1 ako je povrxina ploqe hrapava,
druga uglaqana i suva, tre�a ako ima istu uglaqanost ali je prelivena
tankim slojem teqnosti, kao i to ako se iznad ploqe nalazi razre�eni
vazduh ili gas u teqnom staǌu.

Realne veze, pored relacije (2.1), karakterixe mnoxtvo osobina od
kojih �e zavisiti reakcije veza. U ciǉu lakxeg a istovremeno sveobuh-
vatnijeg rexeǌa tog zadatka, reakciju veze Rν mogu�e je razlo�iti uvek
na dve komponente, od kojih jedna Rτ

ν pripada tangentnoj ravni u dodirnoj
ν-toj taqki tela i druga RN

ν upravno na ǌoj., tj. normalnoj ravni,

Rνµ = Rτ
νµ +RN

νµ. (2.10)

Sile Rτ
ν javǉaju se kao rezultat treǌa veze ili otpora sredine, koja uvek

postoji. ǋegova veliqina odre�uje se ekspreimentalno i generalixe
zakonom treǌa i zakonom otpora sredine. Ako je ta sila Rτ zanemarǉivo
mala Rτ ≈ 0, te bez uticaja na kretaǌe, ili ako se Rτ ̸= 0 uraqunava
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36 Zakon elastiqnosti materijala

nezavisno od veze, tada geometrijske veze nazivamo idealno glatke i za-
meǌuje ih misaono rakcija RN

ν , qiji pravac u odnosu na putaǌu odre�uje
gradijent veze tj.

RN
νµ = λµgradνfµ (2.10a)

gde je λµ neki mno�iteǉ veza.

Zakoni treǌa

1. U dodirnoj taqki tela i veze jevǉa se sila treǌa Rτ
ν koja dejstvuje

u tangentnoj ravni veze geometrijske u taqki dodira; ako se tela dodiruju
povrxinama napadnom taqkom sile treǌa smatra se geometrijski centar
dodirnih povrxina.

2. Graniqna veliqina sile suvog treǌa Rτ
max pri mirovaǌu propor-

cionalna je veliqini sile N , upravnoj na vezi, tj.

Rτ
max = µRN , RN = −N, (2.11)

gde je µ tabulisani koeficijent treǌa klizaǌa i mirovaǌa, koji zavisi
od strukture tela (materijalne taqke), naqina obrade (uglaqanosti) i
drugih staǌa (vla�nost, temperatura, ...) taru�ih povrxina, ali ne i
od veliqine tih povrxina.

3. Sila treǌa realnih veza javǉa se u opxtem sluqaju funkcijom brzina
i polo�aja

Rτ
M = Rτ (y, ẏ = 0) +Rτ

K(y, ẏ) ̸= 0. (2.12)

Zakoni otpora sredine

Tela se graniqno dodiruju sa okolnom realnom sredinom, koja se
tako�e mo�e smatrati vezom. Fluidna sredina dejstvuje na telo silom
otpora, koja se, sliqno sili treǌa, javǉa funkcijom brzine dodira ili
povezivaǌa qestica fluida i tela, silom pritiska ili potiska.

Zakoni otpora i potiska sredine∗

1. Na svaki elemenat dσ povrxine Σ tela dejstvuje povrxinska sila
pndσ gustine povrxinske sile pn upravǉenom po normali elementa povr-
xine dσ.

2. Glavni vektor sila

F =

∫
σ

pndσ (2.13)

mo�e se izraziti kao vektorski zbir sile otpora F τ , suprotno usmerene
brzini v i potisne sile FN upravno na v.∗

∗L. I. Sedov, Mehanika sploxno� sredy, Tom I, izd. vtoroe, ”Nauka”, Moskva,
1973, str. 133, 454, 455.

∗U mehanici neprekidnih sredina, uqe se metode odre�ivaǌa ovih sila.
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II. Zakoni dinamike 37

Zakon elastiqnosti materijala

Telo qije veze izme�u qestica imaju svojstvo da uspostavǉaju svoj
prvobitni oblik posle ma kakvih deformacija naziva se elastiqnim, a
sila uspostavǉaǌa sila elastiqnosti.

Zakon. Pri malim deformacijama ε elastiqnog tela sila elastiq-
nosti F je proporcionalna deformaciji ε, tj.

F = −kε, (2.14)

gde je k faktor uspostavǉaǌa.

Zakon reaktivnog potiska

Tok mase ṁ = dm
dt koji se odvaja od tela mase m(t) u toku vremena t,

brzinom u u odnosu na telo, deluje na to telo reaktivnom silom

Φ = ṁu. (2.15)

Zakon gravitacije

Hiǉadegodixǌa posmatraǌa i prouqavaǌa polo�aja i kretaǌa nebeskih
tela, kao i vextaqkih satelita jednih prema drugim pru�aju sliku:

- da mnoxtvo tela u vasioni zadr�avaju prividno trajno svoje po-
lo�aje ili ponovǉivo prividno kretaǌe, jednih prema drugim,

- da su ǌihova me�usobna rastojaǌa postojana ili se periodno meǌaju,

- da postoje pojedini centri oko kojih se tela kre�u po spiralnim
putaǌama koje vode ka gravitacionom centru.

Kra�e reqeno:

Tela su me�usobno povezana silama koje, saglasno ǋutnovoj teoriji,
uzrokuju odre�ena kretaǌa jednih prema drugim, a koje zavisi od ǌihovih
masa, rastojaǌa i kinematiqkih karakteristika kretaǌa.

Ovakva opxta konstatacija, koju mo�emo nazvati opxti zakon grav-
itacije, ne pru�a dovoǉno informacija, ni o vezi ni o sili me�usobne
povezanosti. Kazuje, samo da postoje me�usobne sile i kretaǌe tela.

ǈudska praksa dosegla je do sada da pouzdano potvrdi ili modifiku-
je teorijske stavove klasiqne mehanike o kretaǌu nebeskih tela, prirod-
nih i qovekom napravǉenih objekata u okviru Sunqevog sistema. Pod
nazivom Sunqevog sistema ovde podrazumevamo sva tela koja postoje tra-
jno ili ograniqeno vreme u prostoru u kojem je, pri ma kojim kinetiqkim
uslovima, dominantan uticaj Sunca na ǌihovo kretaǌe, neposredno ili
posredstvom lokalnih gravitacionih poǉa planeta.
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38 ǋutnova sila gravitacije

Od interesa za ovdaxǌe gradivo mogu biti Keplerovi zakoni i ǋut-
nova sila gravitacije.

Keplerovi zakoni

I zakon. Planete opisuju oko Sunca eliptiqne putaǌe; u zajedniqkoj �i�i
tih elipsa nalazi se Sunce.∗

II zakon. Radijus vektor povuqen od Sunca do planete prevlaqi u jednakim
delovima vremena jednake povrxine.

III zakon. Kvadrati vremena obila�eǌa pojedinih planeta oko Sunca sto-
je u proporciji tre�ih potencija velikih poluosa ǌihovih putaǌa.

Primedba. Primetno je da ova tri zakona ne govore o sili direktno
i ne odre�uju sile me�usobnog privlaqeǌa, te kao takvi ponaosob ne qine
zakone dinamike. Me�utim na osnovu sva tri zakona ǋutn je mogao da
odredi veliqinu uzajamne sile privlaqeǌa (2.18).

ǋutnova sila gravitacije

Jedna materijalna taqka, mase mµ, privlaqi k sebi drugu materi-
jalnu taqku mase mν (µ ̸= ν) silom Fνµ, proporcionalnoj proizvodu masa
mν i mµ, a obrnuto proporcionalnoj kvadratu rastojaǌa r2νµ tih taqaka,
tj.

Fνµ = −k
mνmµ

r2νµ
eνµ, (2.16)

gde je k = const > 0, a

eνµ =
rν − rµ
|rνµ|

.

Vixe materijalnih taqaka mµ dejstvuju na ν-tu materijalnu taqku, mase
mν , rezultantnom silom privlaqeǌa

Fν =
∑
µ=1

Fνµ = −
∑
µ=1
µ ̸=ν

k
mνmµ

r2νµ
eνµ. (2.17)

Konstanta k naziva se ”univerzalna gravitaciona konstanta”.

Zbog znaqaja ovog zakona, koji je Isak ǋutn (1643-1727) izveo na
osnovu Keplerovih zakona i objavio u svom genijalnom delu ”Philosophia

naturalis principia mathematica”, Londoni, Anno MDCLXXXVII, kao i zbog priznaǌa
svom profesoru M. Milankovi�u koji je svojom kǌigom ”Nebeska mehani-
ka”, Beograd, 1935, uqinio dostupnim xirem krugu qitalaca grandiozno
ǋutnovo delo, citirajmo nekoliko Milankovi�evih reqenica o ovom
zakonu opxte gravitacije

∗Milutin Milankovi�, Nebeska mehanika , Beograd, 1935, str. 29.
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II. Zakoni dinamike 39

”Svaki deli� materije u vasioni privlaqi svaki drugi deli� silom
koja pada u pravu tih deli�a, a ima intenzitet proporcionalan proizvo-
du masa m1 i m2 tih deli�a, a inverzno proporcionalan kvadratu ǌi-
hovog odstojaǌa r. Veliqina te sile prestavǉena je, dakle, izrazom

F = f
m1m2

r2
. (2.18)

Pri tome je faktor f proporcionalnosti jedna univerzalna konstanta.
U gorǌem izrazu otpao je znak minus, jer req ”privlaqi” jednoznaqno
odre�uje pravac te sile.”

”ǋutnovim zakonom posta odgonetnuta hiǉadugodixǌa zagonetka
planetskog kretaǌa i nova saznaǌa sledovaxe, sama od sebe, iz ǌega.
Sve nejednakosti kretaǌa planeta i Meseca ispoǉixe se kao prirodna
posledica toga zakona kao i jasni izra�aj me�usobnog privlaqnog dejstva
tih nebeskih tela. Ne samo da je tim priroda tih nejednakosti posta-
la rastumaqena; one su se mogle izraqunavati i pratiti u proxlost i
budu�nost. Pokazalo se, i za komete ubrzo iza postavǉeǌa ǋutnovog
zakona, da on va�i za sva nebeska tela bez izuzetka, dakle i izvan
Sunqevog sistema. Precesija ravnodnevnca, koju je, kao xto smo quli,
prvi konstatovao Hiparhos, naxla je ǋutnovim zakonom svoje potpuno
razjaxǌeǌe, a isto tako, kasnije opa�ena, nutacija Zemǉine ose. I
oblik naxe Zemǉe, a naroqito ǌena spǉoxtenost usled rotacije dobi,
u svim pojedinostima, svoje mehaniqko i geometrijsko obrazlo�eǌe. To
isto va�i i za prastaro pitaǌe o postanku morske plime koja se pokazala
kao neposredna posledica privlaqnog dejstva Sunca i Meseca. Tako se
ǋutnov zakon, najveliqanstveniji xto ga je ikad smrtni qovek mogao
da dokuqi, pokazao kao opxti zakon prirode kojem se pokorava cela va-
siona. Iza toga zakona je iznikla jedna nova nauka: Nebeska Mehanika.”
(M.Milankkovi�)

Na osnovu zakona (2.16) sledi da je sila F kojom Zemǉa mase mz

privlaqi neko telo, mase m, odre�ena formulom

F = −k
mmz

(R+ h)2
e = −mg0e = −mg0 (2.19)

gde su: R = 6, 37× 108cm sredǌi polupreqnik Zemǉe, h rastojaǌe posma-
tranog tela od povrxine Zemǉe, a g0 je oznaka za ubrzaǌe

g0 = k
mz

(R+ h)2
. (2.20)

O zakonima dinamike

Uvodno kazivaǌe o zakonima dinamike sada postaje jasnije i konkret-
nije. Naxem polazixtu da se pod pojmom ”zakona dinamike” podrazumeva-
ju formulacije-odrednice sila, taqnox�u do neke konstante, pripadaju
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40 O zakonima dinamike

navedeni zakoni: veza, treǌa, otpore sredine, elastiqnosti materijala,
reaktivne sile, zakon gravitacije, kao i zakon o sili Zemǉine te�e
(2.19). Svakim od ovih osnovnih zakona odre�uju se direktno ili in-
direktno u opxtem pojedine sile; neke su vixe, a neke su maǌe opxtosti,
ali sve formule sadr�e po jednu ili skup konstanti koje dopuxtaju ili
tra�e taqnije odre�eǌe za pojedine objekte. Taqnost tih konstanata,
a sa ǌima i formula sila, zavisi�e ne samo od nepoznavaǌa prirode
objekata, nego qesto i od nemaǌa matematiqkog znaǌa da se raquna sa
veoma slo�enim relacijama. Na primer u formuli (2.19) uzet sredǌi
polupreqnik Zemǉe R = 6, 37×108cm, a ekvatorijalni je 6, 38×108cm∗; ”h je
rastojaǌe tela od povrxine Zamǉe”, a pojam ”od povrxine Zemǉe” je ne-
doreqen. Jedno je od matematiqke povrxi naxe planete, drugo od morske
povrxine na odre�enoj geografskoj xirini, a sasvim tre�e u podno�ju
ili iznad planinskih masiva. Najzad i gravitaciona konstanta podle�e
nauqnom proveravaǌu za odre�ene gravitacione prostore. Logiqno je
oqekivati da �e razvoj astronautike posledǌih godina i ǌene primene
doprineti taqnijim saznaǌima o sili gravitacije, a razvoj drugih grana
mehanike od konkretizacije, modifikacije ili uopxteǌa drugih zakona
dinamike. Za naxe ovdaxǌe razmatraǌe ostaje se pri opredeǉeǌu da
se zakonima dinamike odre�uju formule pojedinih sila, izuzev sile in-
ercije koja je uvedena definicijom. Kao xto se moglo videti zakoni su
maǌe ili vixe opxti za pojedine mehaniqke sisteme.

Navedeni broj zakona nije potpun, jer za pojedine konkretnije sis-
teme tela, konkretnije se klasifikuju sile, a to znaqi i zakoni kojim
se one utvr�uju. Ostaje na snazi da zakoni dinamike zadovoǉavaju pred-
principe mehanike

Na osnovu qiǌenice da se zakoni dinamike utvr�uju na osnovu posma-
traǌa i mereǌa u prirodi i eksperimentalnoj ǉudskoj praksi prihvata
se da je zadovoǉen preprincip postojaǌa.

Preprincip invarijantnosti pri konstatovanom postojaǌu sila je
neobhodan uslov da preslikavaǌa funkcija sila, pri prelazu iz jednog
koordinatnog sistema u drugi, ne meǌaju zakone dinamike.

Istorija saznavaǌa, praksa mereǌa i osmatraǌa, same ǋutnove teo-
reme o ”sistemu sveta”, kao i ovdaxǌe rexavaǌe ”problema” o kretan-
ju dva tela (vidi (3A.70) str. 114) daju povoda da se sa stanovixta
preprincipa odre�enosti, postavi drugaqiji zakon uzajamnog privlaqen-
ja nego xto je (2.18).

∗Alfen, 1963, Evaluation of the Solar System, NASA SP-345, str. 17.
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II. Zakoni dinamike 41

O sili uzajamnog privlaqeǌa

Dve materijalne taqke masa m1 i m2 privlaqe jedna drugu na me�usob-
nom rastojaǌu ρ(t) silom veliqine

F =
ρ̇2 + ρρ̈− v2or
m1 +m2

m1m2

ρ
= χ

m1m2

ρ
(2.21)

gde se znaqeǌe brzine vor pojaxǌava formulom

v2or = (ẋ1 − ẋ2)
2 + (ẏ1 − ẏ2)

2 + (ż1 − ż2)
2.

Pretpostavi li se da se rastojaǌe ρ = r ne meǌa u toku vremena i
da pretstavǉa rastojaǌe izme�u centra mase M Sunca i centra mase m
planete, izraz (2.21) se svodi na

F = − v2or
M +m

Mm

r
.

Uvede li se i druga pretpostavka da je

vor(t) = vor(t0) = RΩ

gde je Ω ugaona brzina obila�eǌa planete oko Sunca, dobija se modi-
fikovana∗ ǋutnova sila (2.18)

F = − R2Ω2r

M +m

Mm

r2
= −κ∗Mm

r2
.

Princip odre�enosti kazuje o taqnosti do odre�ene konstante.
Tablica na strani 118 jasno pokazuje smisao ovdaxǌeg pojma ”do odred-
jene konstane” ili ”do taqnosti” dinamiqkih parametara. Takvo rel-
ativiziraǌe taqnosti pre uopxtavaǌa odnosi se i na druge zakone di-
namike.

∗Opxirnije videti, M. Milankovi�, Nebeska mehanika .
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III. PRINCIPI MEHANIKE

Pod pojmom princip ili naqelo mehanike ovde se podrzumeva opxteg
znaqeǌa iskaz pomo�u uvedenih pojmova i definicija mehanike, qija istini-
tost ne podle�e dokazivaǌu. Principi mehanike moraju biti saglasni sa
preprincipima. Na osnovu do sada uvedenih osnovnih definicija mo�e
se postaviti princip ravnote�e. Sa dodatnim definisaǌem ”rada”,
”dejstva”, ”prinude” mogu se uvesti princip rada, princip dejstva i
princip prinude. Principi mehanike nisu sami po sebi dovoǉni da bi se
mogli rexavati zadaci i problemi mehanike bez zakona dinamike. Iskaz
opxteg znaqeǌa u mehanici, kao xto je princip mehanike predstavǉa
takvu osnovu na kojoj se mo�e razviti cela teorija mehanike, ali za
primenu te teorije neophodno je poznavaǌe zakona dinamike.

3A. Princip ravnote�e

Telo se nalazi u dinamiqkoj ravnote�i, te zbirovi svih sila koje de-
jstvuju u pojedinim dinamiqkim taqkama tela jednaki su nuli.

Kra�e, ovaj princip se mo�e napisati u obliku vektorskih jednaqina
∑
µ=1

Fνµ = 0 (ν = 1, 2, . . . , N) (3A.1)

gde indeks ν oznaqava ν-tu dinamiqku taqku, a indeks µ sile koje dejstvu-
ju na ν-tu dinamiqku taqku.

Materijalna taqka

Ako se posmatra samo jedna materijalna taqka tada umesto sistema
vixe jednaqina (3A.1) postoji samo jedna vektorska, i to

∑
µ=1

Fµ = 0. (3A.2)

Detaǉnije, u skladu sa definicijom sile inercije i zakonima dinamike,
jednaqine (3A.1) se mogu napisati u obliku

Iν +
∑

i=1

Fνi = 0, (3A.3)
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III. Principi mehanike 43

gde su Iν - sila inercije odre�ena definicijom (1.37), a Fνi - sile odred-
jene zakonima dinamike (2.2, 2.3, 2.8, 2.9, 2.10, ...). Jednaqine (3A.3) do-
puxtaju da neke sile mogu biti unapred nepoznate, te da budu odredǉive
pomo�u jednaqina (3A.3) zavisno od broja sila koje su poznate na osnovu
zakona dinamike i definicije (1.37). To podrazumeva da relacije zakona
treba dopisati jednaqinama (3A.1), podrazumevaju�i u tom i jednaqine
veza. Zamenom sile inercije (1.37), sila (2.6) i sila veza (2.7) u jedna-
qini (3A.3) dobija se vektorska jednaqina kretaǌa materijalne taqke

m
dv

dt
= F + R. (3A.4)

Odavde se name�e samo po sebi:

Zakǉuqak 1.
Materijalna taqka kre�e se konstantnom brzinom v ako je zbir de-

jstvuju�ih sila F i sila veza jednak nuli, tj. za

∑
µ=1

Fµ +
∑
µ=1

Rµ = 0 −→ v(t) = v(t0). (3A.5)

U odnosu na prirodni koordinatni trijedar (η1, η2, η3) jednaqine (3A.3)
mogu se napisati ako se sile Fi razlo�e du� tangente, glavne normale i
binormale, tj. ∑

µ=1

Fµ = F = Fττ + Fnn + Fbb, (3A.6)

∑
µ=1

Rµ = R = Rττ + Rnn + Rbb. (3A.7)

Zamenom ovih relacija, kao i koordinata inercione sile (1.41) i (1.42)
u jednaqinu (3A.1) dobijaju se skalarne jednaqine kretaǌa materijalne
taqke u prirodnom sistemu koordinata

Fτ + Rτ −m
dv

dt
= 0, (3A.8)

Fn + Rn + In = 0, (3A.9)

Fb + Rb = 0. (3A.10)

Iz jednaqina kretaǌa (3A.8) i (3A.9) sledi

Zakǉuqak 2. Materijalna taqka kre�e se po veliqini konstantnom
brzinom ako se sile Fτ i Rτ uzajamno ponixtavaju, a zbir odgovaraju�ih
komponenti tih sila i sile inercije na glavnoj normali putaǌe je jednak
nuli.
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44 Sistem materijalnih taqaka i ...

U odnosu na druge koordinatne sisteme (y, e) i (x, g) princip
ravnote�e (3A.1) je invarijantan i kovarijantan. Razlo�e li se sile
F i R du� koordinatnih vektora e ili g, tj.

F = Y iei = Xjgj , R = Riei = Rjgj (3A.11)

i zamene, zajedno sa relacijom (1.38), u jednaqinu (3A.1) oqigledna je
invarijantnost

(Ii
y + Y i + Ri

y

)
ei =

(Ij
x + Xj + Rj

x

)
gj = 0. (3A.12)

Skalarnim mno�eǌem koordinatnim vektorima dobijaju se, saglasno
relacijama (1.11), kovarijantne diferencijalne jednaqine kretaǌa taqke
u odnosu na bazni sistem (y, e)

mÿi = Yi + Ri, (3A.13)

ili u odnosu na bilo koji drugi koordinatni sistem (x, g) koji ispuǌava
uslov (1.15),

mgij
Dvi

dt
= Xj + Rj , (3A.14)

gde su

Xj = Yi
∂yi

∂xj
, Rj = Ri

∂yi

∂xj

projekcije sila F i R na koordinatne pravce gj.

Opxtije, Princip ravnote�e (3A.1) ili (3A.3) ili (3A.12) mo�e
biti zapisan u odnosu na bilo koji koordinatni sistem koordinata (x, g)
u kovarijantnom obliku

gij

(Ij + Xj + Rj
)

= Ii + Xi + Ri = 0, (3A.15)

gde su Ii = gijIj, Xi = gijX
j, Ri = gijR

j koordinate kovektora sila. Ako
se skup koordinata Xi vektora F = Xjgj naziva vektor, tada �emo skup
projekcija Xi = F · gi =

(
Xjgj

) · gi nazivati kovarijantnim koordinatama
vektora. Zato i jednaqine (3A.15) se mogu nazivati kovarijantne jedna-
qine principa ravnote�e u odnosu na neki sistem koordinata (x, g).

Sistem materijalnih taqaka i
konaqnih veza

Princip dinamiqke ravnote�e (3A.1) upravo se odnosi na mnoxt-
vo materijalnih i dinamiqkih taqaka. Sve relacije (3A.2) - (3A.13)
izvedene samo za jednu materijalnu taqku mase m, va�e za svaku ν-tu
materijalnu taqku mase mν . Takav sistem od N materijalnih taqaka
ima�e N vektorskih jednaqina oblika (3A.1) ili (3A.2) - (3A.4), i k
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III. Principi mehanike 45

jednaqina veza (2.6). Bitnije se nixta ne meǌa. Me�utim u naqinu
rexavaǌa problema kretaǌa sistema javǉaju se neke texko�e i novine,
koje potiqu od ograniqenosti matematiqkog aparata koji se upotrebǉava
, a i od me�usobne povezanosti materijalnih taqaka koje pora�aju sile
slo�ene matematiqke strukture. Najprostiji, te i najrasprostraǌeniji
naqin opisivaǌa je u odnosu na bazni koordinatni sistem (y, e). Pret-
postavimo da postoji N materijalnih taqaka, masa mν (ν = 1, . . . , N) qiji
su vektori polo�aja rν = yi

νei (i = 1, 2, 3) i da ih vezuje k konaqnih veza

fµ(y1
ν , y2

ν , y3
ν) = fµ(y1, . . . , y3N ) = 0, (3A.16)

gde su uvedene oznake

y1
ν =: y3ν−2, y2

ν =: y3ν−1, y3
ν =: y3ν , (3A.17)

m3ν−2 ≡ m3ν−1 ≡ m3ν . (3A.18)

Veze (3A.16) moraju zadovoǉavati uslove brzina

ḟµ =
∂fµ

∂yα
ẏα = 0, (α = 1, . . . , k, k + 1, . . . , 3N), (3A.19)

kao i uslove ubrzaǌa

f̈µ =
∂2fµ

∂yβ∂yα
ẏαẏβ +

∂fµ

∂yα
ÿα = 0. (3A.20)

Smatra�emo ih nezavisnim pa je i determinanta matrice
(

∂fµ

∂yα

)
, ranga

k, razliqita od nule ∣∣∣∣
∂fµ

∂yα

∣∣∣∣ 6= 0. (3A.21)

Iz jednaqina (3A.19) sledi da su vektori brzina upravni na gradijente
veza. Ta okolnost upu�uje na mogu�nost da se sile veza (2.7) posmatraju
kao zbir sila treǌa (2.9) i normalne komponente RN

ν =
∑k

µ=1 λµgradνfµ,
gde bi Rτ bile odre�ivane zakonom treǌa, a RN pomo�u uslova ubrzaǌa
(3A.20). Tako sve sile veza Rν , shodno zakonu veza i zakonu treǌa mogu
se napisati izrazom

Rν = Rτ
ν +

k∑
µ=1

λµgradνfµ (3A.22)

gde su λµ neodre�eni mno�iteǉi. U ciǉu kra�eg pisaǌa sile treǌa Rτ
ν

uraqunajmo u aktivne sile, Fν ≡ Rτ
ν , a veze smatrajmo idealno glatkim,

te da sila veze uvek ima pravac gradijenta i veliqinu

RN
νµ = |λµgradνfµ| . (3A.23)
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46 Sistemi sa promenǉivim vezama

Prema navedenom, iz naqela ravnote�e sledi sistem prepoznatǉivih
diferencijalnih jednaqina

Iν +
∑
s=1

Fνs + RN
ν = 0 (3A.24)

ili, zbog idealizacije veza i definicije sile inercije,

mν
dvν

dt
= Fν +

k∑
µ=1

λµgradνfµ,

fµ(r1, . . . , rN ) = 0;





(3A.25)

u skalarnom obliku jednaqine (3A.25) mogu se s obzirom na (3A.17) i
(3A.18) kratko napisati

mÿ = Y +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂y

fµ(y) = 0,

(3A.26)

i ima ih 3N +k, xto je dovoǉno da se jednoznaqno odredi 3N koordinata
y ako su poznate funkcije Y , ili 3N koordinata sile Y ako je poznato
kretaǌe y(t), kao i k mno�iteǉa λµ.

Zamenom ÿ iz (1.32) u jednaqini (3A.26) i mno�eǌem potom jednaqine
(3A.26) matricom ∂y

∂x , dobiva se, saglasno relacijama (1.31),

ars
Dvs

dt
= Xr +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xr
,

fµ(x) = 0,





(r, s = 1, . . . , 3N) (3A.27)

gde tenzor ars(mν , x) sadr�i samo po jednu masu mν pojedine materijalne
taqke i ǌene koordinate x1

ν , x2
ν , x3

ν . Ove diferencijalne jednaqine pogodne
su zbog mogu�nosti da se veliki broj veza u raznim koordinatnim sis-
temima xi svede na prost oblik fµ = xi

µ−const = 0, te da se sile veza svedu
na Rµ = λµ. U svakom drugom sluqaju jednaqine (3A.27) su slo�enije i
komplikovanije. Drugi oblik ovih istih jednaqina oznaqen je brojem
(3A.15).

Sistemi sa promenǉivim vezama

Za sluqaj da konaqne veze (3A.16) zavise pored koordinata y =
(y1, . . . , y3N ) eksplicitno i od vremena, uslovi brzine (3A.19) i ubrzaǌa
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III. Principi mehanike 47

(3A.20) se znatno meǌaju, jer se pove�ava broj sabiraka u tim uslovima,
xto je evidentno u slede�im uslovima brzina

ḟµ =
∂fµ

∂yα
ẏα +

∂fµ

∂t
= gradνfµ · vν +

∂fµ

∂t
= 0. (3A.28)

Postaje jasno da u sluqaju promenǉivih veza u toku vremena, tj. veza
oblika fµ(y, t) = 0, vektori brzina v nisu ortogonalni na gradijentu
veza, te ni brzine ne le�e u tangentnim ravnima veza; tangenta putaǌe
ne podudara se u opxtem sluqaju i u svakom trenutku vremena sa tan-
gentom veza. U ciǉu jasnije analize uslova brzina (3A.28) primetimo
da mehaniqke veze, ne zapisujemo u obliku f(y, t) = 0 jer takav zapis
obuhvatao bi, na primer, i jednaqinu

f = t2 + 2t + 3 = 0,

a to gubi smisao mehaniqkih veza, nije saglasno relaciji (2.2), kao
ni zakonu veza. Promenǉive veze u toku vremena moraju zadovoǉavati
dimenzionu jednaqinu, tj. moraju biti dimenziono homogene. Da bi se
postigla ta homogenost izme�u koordinata y, dimenzije L, i vremena t,
dimenzije T neophodo je da ove veliqine budu povezane nekim parametrom
κ dimenzija L i T. Dakle vreme u mehaniqkim vezama javǉa se u struk-
turi funkcija, koje sadr�e dimenzione parametre, te promenǉive ili
pokretne veze u skladu sa definicijom (2.6), pixemo u obliku

fµ(y, τ) = 0 (µ = 1, . . . , k), (3A.29)

gde je τ neka realna funkcija vremena sa odre�enim realnim koefici-
jentima koji imaju fiziqke dimenzije. U ciǉu kra�eg pisaǌa, umesto
funkcije τ sa odre�enim koeficijentima, uvedimo dopunsku koordinatu
y0 tako da ispuǌava uslov

f0 = y0(κ, t)− τ(t) = 0. (3A.30)

Primer 3. Neka je kretaǌe dve materijalne taqke ograniqeno pomo�u
tri veze i to:

f1 = (y1 − y4)2 + (y2 − y5)2 + (y3 − y6)2 − 4t2 = 0,
f2 = y3 − 0, 5t = 0, f3 = y6 − 0, 5t + 0, 3 = 0.

(P3.1)

Sobzirom da koordinate imaju dimenziju du�ine, koeficijenti 4 i 0,3
ima�e tako�e dimenziju du�ine L, a koeficijent 0,5 dimenziju brzine
LT−1. Pogodnim izborom parametra jedne ili druge dimenzije µ, dim µ =
LT−1, pogodno je uvesti pomo�nu koordinatu

y0(µ, t) = 0, 5t, dim y0 = L .
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48 Sistemi sa promenǉivim vezama

Zamenom vremena iz ove uvedene relacije, t = 2y0, u zadate veze mo�e se
napisati:

f1 = (y1 − y4)2 + (y2 − y5)2+

+ (y3 − y6)2 − 16y2
0 = 0

f2 = y3 − y0 = 0, f3 = y6 − y0 + 0, 3 = 0
(P3.2)

Sa koordinatom y0 jednaqine veza (3A.29) mogu biti zapisane u obliku

fµ(ỹ) = 0, ỹ = (y0, y1, . . . , y3N

︸ ︷︷ ︸
y

) = (y0, y) (3A.31)

a uslovi brzine i ubrzaǌa u obliku (3A.19) i (3A.2), tj.

ḟµ =
∂fµ

∂ỹ
˙̃y =

∂fµ

∂y
ẏ +

∂fµ

∂y0
ẏ0 = 0, (3A.32)

f̈µ =
∂2fµ

∂ỹ∂ỹ
˙̃y ˙̃y +

∂fµ

∂ỹ
¨̃y =

=
∂2fµ

∂y∂y
ẏẏ + 2

∂2f

∂y0∂y
ẏẏ0+

+
∂2f

∂y0∂y0
ẏ0ẏ0 +

∂fµ

∂y
ÿ +

∂fµ

∂y0
ÿ0 = 0.

(3A.33)

Posledǌu relaciju ubrzaǌa napiximo kra�e

∂fµ

∂y
ÿ +

∂fµ

∂y0
ÿ0 = Φ

(
ỹ, ˙̃y

)
(3A.34)

gde je sastav funkcije Φ oqigledan. Uvrxtavaǌem ÿ iz jednaqine (3A.26)
u jednaqinu (3A.34) dobija se

∂fµ

∂y

k∑
σ=1

λσ
∂fσ

∂y
= m

(
Φ− ∂fµ

∂y0
ÿ0

)
− ∂fµ

∂y
Y.

Rexeǌa po nepoznatim mno�iteǉima λσ pokazuje da sile reakcije
promenǉivih veza ne zavise samo od koordinata ỹ i brzina ˙̃y, nego i
od ÿ0, te i od inercione sile −mÿ0, koja se javǉa zbog promene veza po
vremenu.

Veze u jednaqinama (3A.31) i naroqito (3A.12), (3A.25), (3A.26) ili
(3A.27) mogu se napisati u obliku

rν = rν

(
q0, q1, . . . , qn

)
, n = 3N − k (3A.35)

gde su q =
(
q1, . . . , qn

)
nezavisne generalisane koordinate a q0 reonomna

koordinata koja zadovoǉava jednaqinu (3A.30), tj

q0 − τ(t) = 0. (3A.36)
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III. Principi mehanike 49

Svo�eǌem konaqnih veza na geometrijski oblik (3A.35) smaǌuje se broj
diferencijalnih jednaqina za broj veza i izvrxi eleminacija sila veza
RN , xto znaqajno olakxava rexavaǌe zadatka.

Brzine ν-tih materijalnih taqaka, shodno definiciji (1.1), su

vν =
∂rν

∂q0
q̇0 +

∂rν

∂q1
q̇1 + · · ·+ ∂rν

∂qn
q̇n =

∂rν

∂qα
q̇α (3A.37)

gde su ∂rν

∂qα (q) koordinatni vektori koje �emo oznaqavati dvoindeksnim
znakom gνα; indeks ν oznaqava broj materijalne taqke, a indeks α broj
nezavisne koordinate qα (α = 0, 1, ..., n). Za sabiraǌe po indeksu ν upotre-
bǉavamo znak sabiraǌa

∑
ν , a sabiraǌe po indeksima koordinata α oz-

naqava ponavǉaǌe jednog te istog slova u istom izrazu kao i doǌeg i
gorǌeg indeksa. Vektor (3A.37) kao xto se vidi ima n + 1 nezavisnih
elementarnih vektora. Saglasno tome i vektor impulsa (1.26) ν-te ma-
terijalne taqke mase mν posmatranog sistema je

pν = mνvν = mν
∂rν

∂qα
q̇α. (3A.38)

Skalarnim mno�eǌem koordinatnim vektorima ∂rν

∂qβ dobija se projekcija
vektora pν na tangentni pravac koordinate qβ ν-te materijalne taqke.
Oznaqi�emo je dvoindeksnim slovom

pνβ = mν
∂rν

∂qβ
· ∂rν

∂qα
q̇α.

To je u saglasnosti sa formulom koordinata impulsa (1.25) jedne mater-
ijalne taqke. S obzirom da su impulsi pνβ skalari mogu�e ih je sabrati

pβ :=
N∑

ν=1

pνβ =
N∑

ν=1

mν
∂rν

∂qβ
· ∂rν

∂qα
q̇α = aαβ q̇α, (3A.39)

odakle se vidi da je aαβ inercioni tenzor celog sistema

aαβ =
N∑

ν=1

mν
∂rν

∂qα
· ∂rν

∂qβ
=

= aαβ

(
m1, . . . , mN ; q0, q1, . . . , qn

)
.

(3A.40)

Ako su mase konstantne veliqine ovaj tenzor se pixe kao funkcija neza-
visnih koordinata

aαβ = aβα

(
q0, q1, . . . , qn

)
. (3A.41)

Pomo�u va�nih relacija (3A.39) uvodi se pojam generalisanih impulsa
sistema materijalnih taqaka. Dakle: zbir projekcija vektora impulsa
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50 Kovarijantne diferencijalne jednaqine ...

materijalnih taqaka na koordinatni pravac β-te generalisane koordinate
naziva se generalisani impuls pβ. Generalisani impulsi javǉaju se linearn-
im homogenim formama generalisanih brzina, xto je saglasno sa osnovnom
definicijom impulsa (1.24). S obzirom da je determinanta inercionog
tenzora aαβ u opxtem sluqaju razliqita od nule, mogu�e je odrediti gen-
eralisane brzine q̇α kao linearne homogene kombinacije generalisanih
impulsa i to

q̇α = aαβpβ , (3A.42)

gde je aαβ kontravarijantni inercioni tenzor. Ako veze ne zavise javno
od poznatih funkcija vremena τ , ne javǉa se reonomna kordinata q0, te
u svim izrazima (3A.35) do (3A.34) ixqezavaju koordinate q0, q̇0 i p0.
Forma impulsa (3A.39) se ne meǌa izuzev xto indeksi α = 0, 1, . . . , n ne
uzimaju vrednosti od 0 do n, nego od 1 do n. Da bismo u daǉem tekstu to
lakxe razlikovali, neka grqki indeksi α, β, γ, δ uzimaju vrednosti od 0
do n (α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , n) a latinski i, j, k, l od 1 do n (i, j, k, l = 1, 2, . . . , n).
Pri takvim indeksima mo�e se pisati

vν =
∂rν

∂q0
q̇0 +

∂rν

∂qi
q̇i (3A.43)

pi = a0iq̇
0 + aij q̇

j , (3A.44)

p0 = a00q̇
0 + a0j q̇

j , (3A.45)

q̇i = ai0p0 + aijpj , (3A.46)

q̇0 = a00po + a0jpj . (3A.47)

Kovarijantne diferencijalne
jednaqine kretaǌa sistema

Skalarnim mno�eǌem redom jednaqina (3A.1) odgovaraju�im po in-
deksu ν koordinatnim vektorima ∂rν

∂qα i sabiraǌem po indeksu ν dobija se
sistem od n + 1 kovarijantnih jednaqina principa ravnote�e i to

∑
µ

Fνµ · ∂rν

∂qα
= Q∗

α = 0 (3A.48)

ili, adekvatno jednaqinama (3A.3)

Iα + Qα = 0 (3A.49)

gde su sad

Iα =
N∑

ν=1

Iν · ∂rν

∂qα
(3A.50)
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III. Principi mehanike 51

generalisane inercione sile, a

Qα =
N∑

ν=1

(∑
µ=1

Fµν

)
· ∂rν

∂qα
(3A.51)

generalisane sile.

Diferencijalne jednaqine (3A.49) predstavǉaju sistem od n + 1
diferencijalnih kovarijantnih jednaqina kretaǌa, koje �emo napisati
u razvijenom obliku. Da bi se boǉe razumelo ǌihovo mehaniqko znaqeǌe
po�imo od vektorskih jednaqina (3A.25). Skalarnim mno�eǌem jednaqine
(3A.25) vektorima ∂rν

∂qα i sabiraǌem po ν, dobija se

N∑
ν=1

mν
dvν

dt
· ∂rν

∂qα
=

N∑
ν=1

Fν · ∂rν

∂qα
+

+
N∑

ν=1

k∑
µ=1

λµgradνfµ · ∂rν

∂qα
.

Uvedimo uobiqajene oznake

N∑
ν=1

Fν · ∂rν

∂qα
:= Qα (3A.52)

N∑
ν=1

k∑
µ=1

λµgradνfµ · ∂rν

∂qi
= 0, (3A.53)

jer je gradνfµ · ∂rν

∂qi =
∂fµ

∂qi
za i = 1, ..., n;

N∑
ν=1

k∑
µ=1

λµgradνfµ · ∂rν

∂q0
= −

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂q0
=: R0 (3A.54)

N∑
ν=1

mν
dvν

dt
· ∂rν

∂qα
=

N∑
ν=1

mν
d

dt

(
∂rν

∂qβ
q̇β

)
· ∂rν

∂qα
=

=
∑

ν

mν

(
∂2rν

∂qγ∂qβ
q̇β q̇γ +

∂rν

∂qβ
q̈β

)
∂rν

∂qα
.

Razlo�i li se vektor
∂2rν

∂qγ∂qβ
du� koordinatnih vektora

∂rν

∂qδ
, tj

∂2rν

∂qγ∂qβ
= Γδ

γβ

∂rν

∂qδ
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52 Kovarijantne diferencijalne jednaqine ...

sledi daǉe da je

N∑
ν=1

mν
dvν

dt
· ∂rν

∂qα
= aαβ q̈β + aαδΓδ

γβ q̇γ q̇β =

= aαβ

(
q̈β + Γβ

γδ q̇
γ q̇δ

)
= aαβ

Dq̇β

dt
.

(3A.55)

Zamenom (3A.52), (3A.54) i (3A.55), s obzirom (3A.53), dobija se sistem
od n + 1 kovarijantnih diferencijalnih jednaqina kretaǌa koji se mo�e
napisati u obliku Iα + Qα = 0, (α = 0, 1, . . . , n), ili

aαβ
Dq̇β

dt
= Qα, (3A.56)

ili

aiβ
Dq̇β

dt
= Qi (i = 1, . . . , n) (3A.56a)

a0β
Dq̇β

dt
= Q∗0 + R0 =: Q0. (3A.56b)

Saglasno definiciji impulsa materijalne taqke sledi da su general-
isani impulsi sistema pβ = aαβ q̇α linearne kombinacije generalisanih
brzina, gde je inercioni tenzor opxtije i slo�enije strukture

aαβ = aβα

(
m1, . . . , mN , q0, q1, . . . , qn

)
.

Broj stepena slobode kretaǌa mo�e se poistovetiti sa brojem n + 1 jed-
naqina (3A.56). Na ovaj izlo�eni naqin, pomo�u principa dinamiqke
ravnote�e, zakona dinamike i osnovnih definicija, obuhva�ena je u
celosti teorija o kretaǌu materijalnih taqaka ili tela, kao i deformi-
bilnu sredinu, s obzirom da materijalna taqka mo�e da predstavǉa i
telo kao celinu i pojedine ǌegove delove.

Primer 4. Materijalna taqka mase m = const kre�e se pod dejstvom
veza

f1 = x− l0 − κτ(t) = 0, τ = cos Ωt,

f2 = y = 0, f3 = z = 0,

gde su κ, l0 i Ω imenovani realni brojevi. Odrediti sile koje dejstvuju
na telo. Sistem diferencijalnih jednaqina (3A.26) u ovom sluqaju je:

mẍ = λ1,

mÿ = λ2,

mz̈ = λ3.
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III. Principi mehanike 53

Iz uslova (3A.33) sledi da je λ2 = λ3 = 0, a iz jednaqine f̈1 = ẍ− κτ̈ = 0

λ1

m
− κτ̈ =

λ1

m
+ κΩ2 cosΩt = 0,

pa se dobija da dejstvuje sila

X = λ1 = −mκΩ2 cosΩt = −mΩ2(x− l0).

Dakle, sila koja izaziva zadato kretaǌe proporcionalna je izdu�eǌu
(x− l0), gde faktor proporcionalnosti Ω2 ima dimenziju T−2.

Primer 5. - Tri neslobodne taqke. Taqke A(xA, yA, 0), B(xB , yB , 0)
i C(xC , yC , 0) povezane su vezama kao na slici u ravni z = 0.

f1 =
√

(xC − xA)2 + (yC − yA)2 − l1 = 0,

f2 =
√

(xB − xC)2 + (yB − yC)2 − l1 = 0,

f3 =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 − 2l = 0,

f4 = xA = 0, f5 = yA = 0,

f6 = yB = 0, f7 = zA = 0, f8 = zB = 0, f9 = zC = 0,

gde je l = l0τ(t), pri qemu je l0 = const, a τ(t) poznata funkcija vremena
poqetne vrednosti τ(t0 = 0) = 1; u taqki B dejstvuje sila FB = (0,−GB , 0),
a u taqki C sila FC = (0,−G, 0), G = const kao na slici. Odredimo
reakcije veza f4 = 0, f5 = 0 i f6 = 0.

x

y

A

2l

l
1 l

1

G
GB

C

B

Slika 2

Jednaqina (3A.24), odnosno (3A.26) za tri dinamiqke taqke ima devet.
Me�utim, skup projekcija sila na z-osi je prazan, pa jednaqine (3A.26)
mo�emo napisati u obliku:

−λ1
xC − xA

l1
− λ3

xB − xA

2l
+ λ4 = 0, (P5.1)

−λ1
yC − yA

l1
− λ3

yB − yA

2l
+ λ5 = 0, (P5.2)
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54 Kovarijantne diferencijalne jednaqine ...

Ix(C) + λ1
xC − xA

l1
− λ2

xB − xC

l1
= 0 (P5.3)

Iy(C) + λ1
yC − yA

l1
− λ2

yB − yC

l1
−G = 0, (P5.4)

Ix(B) + λ2
xB − xC

l1
+ λ3

xB − xA

2l
= 0, (P5.5)

λ2
yB − yC

l1
+ λ3

yB − yA

2l
+ λ6 −GB = 0. (P5.6)

Iz (P5.3) i (P5.4) sledi da je

λ1 =
l1

2yC

(
G− Iy(C)− Ix(C)

yC

l

)

λ2 =
l1

2yC

(
G− Iy(C) + Ix(C)

yc

l

)
,

a zatim se iz (P5.5) dobija

λ3 =
l

2yC
(Iy(C)−G)− Ix(C) + 2Ix(B)

2
.

Uvrxtavaǌem ovih vrednosti λ1, λ2 i λ3 u jednaqine (P5.1), (P5.2) i
(P5.6) dobijaju se tra�ene reakcije veza f4 = 0, f5 = 0 i f6 = 0, i to

λ4 = −Ix(C)− Ix(B) = RAx,

λ5 =
G

2
− Iy(C)

2
− yC

2l
Ix(C) = RAy,

λ6 =
G

2
+ GB − Iy(C)

2
+ Ix(C)

yC

2l
= RBy.

Uzme li se da su sile inercije:

Ix(C) = −mẍC = −ml̈, Iy(C) = −mÿC ,

Ix(B) = −mBẍB = −2mB l̈,

na�ene reakcije veza dobijaju konkretan oblik.

λ4 = RAx = (m + 2mB)l̈,

λ5 = RAy =
G

2
+

m

2

(
ÿC +

yC

l
l̈
)

,

λ6 = RBy =
G

2
+ GB +

m

2

(
ÿC − yC

l
l̈
)

.

(P5.7)

S obzirom da su du�i AB, AC, CB date kao poznate funkcije vremena,
to se i ordinata yC = yC(l, l1) mo�e odrediti u zavisnosti od τ(t), te i
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III. Principi mehanike 55

izvod ÿC . Za degerativan sistem: C ∈ AB, yC = 0 iz prethodnih rexeǌa
sledi:

RAx = (m + 2mB)l̈, RAy =
G

2
, RBy =

G

2
+ GB . (P5.7a)

Za pretpostavku l = const. i GB = 0 sledi da je RAx = 0, RAy = RBy = G
2 .

Takav zadatak rexava se u mehanici znatno prostije i kra�e pomo�u
”momenta sila” i ”momenta spregova sila”.

U ciǉu pojaxǌeǌa te konstatacije razmotimo slede�i

Primer 6. - Spregnute taqke

Dve materijalne taqke masa m1 = const. i m2 = const povezane su
krutom vezom

f1 = (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 − l2 = 0,

l = const.. Na prvu taqku dejstvuje sila F1 = F , a na drugu ǌoj paralelna
a suprotno usmerena sila F2 qije su veliqine jednake; F1 = F = F2.
Eliminacijom mno�iteǉa veze odrediti uslove dinamiqke ravnote�e ma-
terijalnih taqaka.

x

e
1

e
2

e
3

M
1

( , , )x  y  z
1 1 1

( , , )x  y  z
2 2 2

F
1

F
2

M
2

z

h

y

Slika 3

Diferencijalne jednaqine (3A.26) su

m1ẍ1 = X1 − 2λ1(x2 − x1),

m1ÿ1 = Y1 − 2λ1(y2 − y1),

m1z̈1 = Z1 − 2λ1(z2 − z1),

m2ẍ2 = X2 + 2λ1(x2 − x1),

m2ÿ2 = Y2 + 2λ1(y2 − y1),

m2z̈2 = Z2 + 2λ1(z2 − z1).
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56 Kovarijantne diferencijalne jednaqine ...

Eliminacija je mogu�a na dva naqina i to:

1. Sabiraǌem odgovaraju�ih projekcija dobija se:

m1ẍ1 + m2ẍ2 = X1 + X2,

m1ÿ1 + m2ÿ2 = Y1 + Y2,

m1z̈1 + m2z̈2 = Z1 + Z2.

2. Izjednaqavaǌem

λ1 =
m1ẍ1 −X1

2(x1 − x2)
=

m1ÿ1 − Y1

2(y1 − y2)
=

m1z̈1 − Z1

2(z1 − z2)

ili
λ1 =

m2ẍ2 −X2

2(x2 − x1)
=

m2ÿ2 − Y2

2(y2 − y1)
=

m2z̈2 − Z2

2(z2 − z1)

dobija se
M1

z = (m1ẍ1 −X1) (y2 − y1)−
− (m1ÿ1 − Y1) (x2 − x1) = 0,

M1
x = (m1ÿ1 − Y1) (z2 − z1)−

− (m1z̈1 − Z1) (y2 − y1) = 0,

M1
y = (m1z̈1 − Z1) (x2 − x1)−

− (m1ẍ1 −X1) (z2 − z1) = 0,

M2
z = (m2ẍ2 −X2) (y2 − y1)−

− (m2ÿ2 − Y2) (x2 − x1) = 0,

M2
x = (m2ÿ2 − Y2) (z2 − z1)−

− (m2z̈2 − Z2) (y2 − y1) = 0,

M2
y = (m2z̈2 − Z2) (x2 − x1)−

− (m2ẍ2 −X2) (z2 − z1) = 0,

(3A.57)

gde smo uveli slovo M, za sada, zbog kra�eg obele�avaǌa.

Sabiraǌem odgovaraju�ih relacija po osama dobija se

M1
z + M2

z = m1ẍ1(y2 − y1) + m2ẍ2(y2 − y1)−
− [m1ÿ1(x2 − x1) + m2ÿ2(x2 − x1)]−
− [Y1(x2 − x1)−X1(y2 − y1)]−
− [X2(y2 − y1)− Y2(x2 − x1)] =

= Mz (I1) + Mz (I2) + Mz (F1) + Mz (F2) =

=
2∑

i=1

Mz (Ii) +
2∑

i=1

Mz (Fi) = 0,

(3A.57a)
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III. Principi mehanike 57

gde su
Mz (Ii) = lxIiy − lyIix, (3A.58)

Mz (Fi) = lxYi − lyXi, (3A.59)

Iiy := −miÿi, Iix := −miẍi, lx = x2 − x1, ly = y2 − y1.

Na sliqan naqin bi se dokazalo da slede jox dve relacije i to

2∑

i=1

My (Ii) +
2∑

i=1

My (Fi) = 0, (3A.60a)

2∑

i=1

Mx (Ii) +
2∑

i=1

Mx (Fi) = 0. (3A.60b)

Momenti spregova sila

Za dinamiqku ravnote�u, sistema taqaka povezanih raznim vezama
princip (3A.1) i poslediqno (3A.24) i (3A.26) proizvodi i druge uslove,
kao xto su (3A.56), (3A.57), kao i (3A.60). Veliqina M se kvalitativno
razlikuje od sila; ǌihova dimenzija je ML2 T−2. Veliqine te dimenzije
u mehanici nazivaju momentima sila. Moment sila, ukǉuquju�i i mo-
ment sila inercije, je atribut kretaǌa kojeg proizvode sile. Mo�e se
pokazati da generalisane sile (3A.51), koje odgovaraju bezdimenzionim
generalisanim koordinatama - uglovima, imaju tako�e dimenziju momenta
sila. Specijalno za sistem dve taqke i du�i, koja spre�e dve paralelne
sile jednakih veliqina a suprotnih smerova, ka�e se spreg sila, a vek-
tori

Mk(F ) =
(

∂r

∂ei
· ∂F

∂ej
− ∂r

∂ej
· ∂F

∂ei

)
k, i 6= j 6= k

nazivaju se momenti spregova sila. Momenti sila, prema navedenom, su
izvedeni pojmovi kao posebni proizvodi sila i du�ina. Moment sprega
sila inercije I1 i I2, I1 = −I2, kao i drugih sila, mo�e se napisati u
obliku

M = (r2 − r1)× I = ρ× I = ρ× (−ma), (3A.61)

gde je ρ = r2 − r1.

Saglasno definiciji (3A.24) i (1.37) moment sprega inercione sile
mo�e se napisati kao xto sledi

M (I) = ρ×
(
−m

dv

dt

)
=

= ρ× v
dm

dt
− ρ× d

dt
(mv) =

= ρ× vṁ− ρ× ṗ.

(3A.62)
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58 Momenti spregova sila

To bi se moglo qitati kao: moment sprega inercionih sila materijalnih
taqaka jednak je razlici momenta sprega M(vṁ) reaktivnih sila v1ṁ1 i
v2ṁ2 i momenta sprega M(ṗ) vektora ṗ1 i ṗ2. Za sluqaj konstantne mase
relacija (3A.62) pokazuje da je moment sprega inercionih sila jednak
momentu sprega promene impulsa u toku vremena,

M(I) = −(ρ× ṗ), (3A.63)

sa negativnim znakom.

Kako izraz (3A.61) pokazuje da moment sprega M ne zavisi od izb-
ora pola vektora polo�aja sledi da je M slobodni vektor, te se mo�e
sabirati s drugim momentima spregova. Sledbeno tome: vektori sila
vezanim u dinamiqkim taqkama mogu se paralelno ”prenositi” u bilo koju
taqku, te i sabirati, ako se zbiru tako paralelno pomerenih sila doda zbir
momenata spregova odgovaraju�ih sila.

Primer 7. Horizontalna greda promenǉive du�ine.

”Gredu” kao homogeno telo pravolinijskog oblika, konstantnog
popreqnog preseka modeliramo degenerativnim sistemom taqaka (P5.7).

S obzirom na navedeni poslediqni pojam sprega trebalo bi da se isti
primer mo�e rexavati i pomo�u momenata spregova. U tom sluqaju je
potrebno konstatovati da u ravni z = 0, postoje dinamiqke taqke A(0, 0, 0),
B(2l, 0, 0), C(l, yC , 0), u kojima su, umesto veza, prisutne koordinate sila:
RAx, RAy; RBy,−GB , Ix(B) = −mBẍB ; Ix(C) = −mẍC , Iy(C) = −mÿC ,−G.

Jednaqine ravnote�e su:

∑

i

Xi = RAx −mẍC −mBẍB = 0,

∑

i

Yi = RAy −G−mÿc −GB + RBy = 0,

∑
MiA = −Gl −mÿcl + mẍcyc + 2lRBy − 2lGB = 0.

Iz toga sledi:
RAx = (m + 2mB)l̈,

RAy =
G

2
+

myC

2l
l̈ +

m

2
ÿC ,

RBy =
G

2
+ GB +

mÿc

2
− m

2l
l̈yc,

xto se podudara sa rezultatom primera (P5.7) i (P5.7a).

Pre daǉǌeg razvijaǌa teorije mehanike ponovo se podsetimo da je
moment sprega sila ovde uveden posredstvom realnih veza. Ta bitna
qiǌenica omogu�uje da se princip dinamiqke ravnote�e na prost naqin
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III. Principi mehanike 59

primeni na kretaǌe tela, bilo krutih, bilo deformabilnih. Pod ”kru-
tim telom” podrazumevamo nebrojivo veliko mnoxtvo qestica koji su
me�usobno povezani nepromenǉivim realnim du�ima. Iz mnoxtva tih
qestica posmatramo bilo koje qetiri, me�usobno povezane pomo�u xest
du�ina tetraedra. Du�ine stranica tetraedra oznaqimo slovima lνµ gde
indeksi ν oznaqavaju redne brojeve qestica 1, 2, 3, 4, a µ = 1, ..., 6 broj
nezavisnih veza. Jednaqine veza su oblika

δij(yi
ν+1 − yi

ν)(yj
ν+1 − yj

ν) = l2ν . (3A.64)

Posmatraǌem svake nove taqke tela, qiji polo�aj jednoznaqno odre�uju
tri nova broja, pove�ava se broj novih veza za tri. Tako se ne meǌa
broj nezavisnih koordinata za odre�ivaǌe polo�aja taqaka krutog tela.
Broj nezavisnih koordinata za odre�ivaǌe kretaǌa taqaka krutog tela
svodi se na 4 · 3 − 6 = 6 kojima �e odgovarati xest jednaqina dinamiqke
ravnote�e, koje �e sadr�ati pored sila i momente spregova sila ukǉuqu-
ju�i i momente spregova sila inercije.

Primer 8. - Kretaǌe dva tela

Kretaǌe sistema dva tela, posmatranih kao materijalne taqke, poz-
nat je u nebeskoj mehanici pod nazivom “problem dva tela”. Keplerovi
zakoni kao i ǋutnova sila gravitacije upravo se odnose na kretaǌe
dva tela koja se uzajamno privlaqe; ovde je to prost primer sistema
dve materijalne taqke, ali ǌegovo svo�eǌe na navedene zakone qini ga
problemom od znaqaja.

Dva tela, posmatrana kao materijalne taqke M1 i M2 qije su mase
m1 i m2, kre�u se jedno prema drugom u ravni z = 0, tako da je rastojaǌe
izme�u ǌihovih centara inercija funkcija vremena ρ(t).

Uslov ”da je rastojaǌe izme�u tela funkcija vremena ρ(t)”, tj.

f =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − ρ(t) = 0. (3A.64a)

sliqan je relacijama (P2.5; str. 52), (P3.2; str. 87) ili (P5; str. 92),
pa se i dato kretaǌe mo�e razmatrati na sliqan naqin.

Diferencijalne jednaqine kretaǌa (3A.26) za te dve materijalne
taqke u prisustvu ”veze” (3A.64a) mogu se svesti na oblik

m1ẍ1 =
λ

ρ
(x1 − x2),

m1ÿ1 =
λ

ρ
(y1 − y2);

(3A.65)

m2ẍ2 = −λ

ρ
(x1 − x2),

m2ÿ2 = −λ

ρ
(y1 − y2).

(3A.66)
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60 Kretaǌe dva tela

Iz uslova ubrzaǌa (3A.33) dobija se da je mno�iteǉ

λ =
m1m2

m1 + m2

ρ̇2 + ρρ̈− v2
or

ρ

gde je
v2

or = (ẋ1 − ẋ2)2 + (ẏ1 − ẏ2)2.

Oznaqimo li slovom χ izraz

χ =
ρ̇2 + ρρ̈− v2

or

m1 + m2
(3A.67)

i zamenimo u jednaqine (3A.65) i (3A.66) dobi�e se slede�i oblik difer-
encijalnih jednaqina kretaǌa

m1ẍ1 = χ
m1m2

ρ2
(x1 − x2),

m1ÿ1 = χ
m1m2

ρ2
(y1 − y2);





(3A.68)

m2ẍ2 = −χ
m1m2

ρ2
(x1 − x2),

m2ÿ2 = −χ
m1m2

ρ2
(y1 − y2).





(3A.69)

Desne strane u jednaqinama (3A.68) su koordinate vektora F1 koji deluje
na telo mase m1, te je veliqina sile F1 jednaka

F1 = χ
m1m2

ρ
. (3A.70)

Tolika sila F2 suprotnog smera (F2 = −F1) deluje na telo mase m2, xto
pokazuje izmeǌeni predznak. Ova sila je podudarna sa silom uzajamnog
privlaqeǌa (2.21).

Problem nastaje pri integraciji diferencijalnih jednaqina ako se
ima u vidu struktura funkcije χ(t, ẋ1, ẋ2, ẏ1, ẏ2), kao i pri pore�eǌu sa
ǋutnovim silom gravitacije

F = κ
m1m2

ρ2
.

Zadr�imo se ovde upravo na tom upore�eǌu.

Pretpostavka 1. Za rastojaǌe ρ = R = const, vor = const, sledi da je

χ = − v2
or

m1 + m2
i F = − m1m2

m1 + m2

v2
or

R
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III. Principi mehanike 61

Pretpostavka 2. Masa m1 je masa planete, m1 = m, a masa m2 je masa
Sunca, m2 = M , R je rastojaǌe centara masa planete i Sunca; brzina vor

jednaka sredǌoj brzini obila�eǌa Zemǉe oko Sunca. U opxtem obliku
formula za silu mogla bi se napisati kao xto sledi:

F = − mM

m + M

v2
or

R
= −mMR3

m + M

4π2

T 2R2
=

= − mM

m + M

Rv2
or

R2
= κ∗

mM

R2

(3A.71)

gde je

κ∗ =
4π2R3

(m + M)T 2
(3A.72)

a T period obila�eǌa planete oko Sunca. Pri ovim pretpostavkama
κ∗ je konstanta. Takvu formulu za sluqaj da je R velika poluosa elip-
tiqne putaǌe nalazimo u kǌizi ”Nebeska mehanika” od M. Milankovi�a,
Beograd, 1935, str. 56, iza koje je napisano slede�e:

”Ova jednaqina izra�ava jednu va�nu relaciju veliqina a i T , koja
nije sasvim podudarna sa tre�im Keplerovim zakonom. Po tom zakonu je
koliqnik a3

T 2 za sve planete jedan te isti, xto prema, predǌoj jednaqini
ne bi bio sluqaj, jer prisustvo mase m u toj jednaqini meǌa vrednost
spomenutog koliqnika od planete do planete. No poxto su mase plan-
eta veoma malene prema masi Sunca, to se u gorǌoj jednaqini mo�e m
zanemariti pored M , pa se, na taj naqin, dobiva podudarnost tre�eg
Keplerovog zakona sa zakonima Nebeske mehanike.”

Pri zanemarivaǌu mase m konstanta (3A.72) pixe se izrazom∗

κ =
4π2a3

MT 2

i naziva se univerzalnom gravitacionom konstantom qija je usvojena
brojna vrednost

κ = 6, 67× 10−8cm3gr−1sec−2.

Razlika izme�u κ∗ i κ mo�e se odrediti velikom taqnox�u, s obzirom
da je

1
m + M

=
1

M
(
1 + m

M

) =

=
1
M

(
1− m

M
+

( m

M

)2

− · · ·
)

.

Prema tome,
κ∗ = κ − κε + κε2 − · · ·

∗M. Milankovi�, Nebeska mehanika, Beograd, 1935, str. 38, formula (28). U
izrazu (2.16) ova konstanta κ oznaqena je uobiqajenim slovom κ.
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62 Kretaǌe dva tela

gde je ε = m
M . Kako je odnos masa Zemǉe i Sunca

m

M
=

1
333432

= 299, 112263× 10−8

to je u prvom pribli�avaǌu κ∗ = 0, 999997κ = 6, 66997999 × 10−8. Za
Jupiter je m

M = 318,36m⊕
330000m⊕

= 95479, 7379 × 10−8 pa je κ∗ = 0, 999045202κ =
6, 663565264 × 10−8. Za prethodno navedene pretpostavke iz relacije
(3A.70) se dobiva

κ∗ =
Rv2

or

m + M
(3A.73)

gde bi R bilo sredǌe rastojaǌe centra inercije planete od centra in-
ercije Sunca, a vor sredǌa orbitalna brzina obila�eǌa planete oko
Sunca. Masa Sunca M u literaturi se najqex�e nalaze slede�e brojne
vrednosti: M = 330000 m⊕, M = 2× 1033gr, M = 333432m⊕∗. Uzmemo li m
kao mase planete ili satelita, na osnovu tabliqnih podataka∗∗ lako se
izraqunava vrednost κ∗ pomo�u formule (3A.73), kao xto sledi:

Masa Sunca 2× 1033 333432m⊕
Planete κ∗ (10−8cm3gr−1sec−2)
Merkur 6.6423 6.6737
Venera 6.6528 6.6843
Zemǉa 6.6603 6.6917
Mars 6.6762 6.7078

Jupiter 6.6993 6.7008
Saturn 6.6426 6.6739
Uran 6.6547 6.6861
Neptun 6.6582 6.6897
Pluton 6.6559 6.6874

Zemǉa-Mesec
Jupiter-Evropa

}
6.63

Sredǌe 6.6569 6.6864
vrednosti 6.67

Dakle, za navedene pretpostavke o kretaǌu dva tela, dobivaju se iz
formule (3A.73), broje vrednosti koje se samo usredǌavaǌem mogu svesti
na jednu usvojenu gravitacionu konstantu. Za dobivenu sredǌu vrednost
κ∗ = 6.6864, polupreqnik Zemǉe R = 6, 38 × 108cm, masu Zemǉe m⊕ =

∗Milankovi�M, Nebeska mehanika, 1935, str. 197.
∗∗Hames Alfen, Evolution of the Solar System, National Aeronautics and Space administra-

tion (NASA), SP-345, 1976
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III. Principi mehanike 63

5, 974×1027gr nalazi se pomo�u (3A.73), da bi kvadrat brzine obila�eǌa
tela oko Zemǉe u neposrednoj blizini bio

v2
r = κ∗

m + m⊕
R

a prema tome ubrzaǌe Zemǉine te�e

g =
v2

r

R
= 6, 6864

5, 974× 1027

(6, 38× 108)2
10−8 = 981, 33cm/sec.

Svi navedeni brojni podaci uz uqiǌene pretpostavke pokazuju pod kojim
i kakvim uslovima se dobija klasiqna vrednost za silu gravitacije.
Me�utim, formule (3A.67) i (3A.80) ukazuju da sila privlaqeǌa zav-
isi od brzine i ubrzaǌa promene rastojaǌa izme�u tela. U sluqaju
slobodnog pada tela mase m, vr = ρ̇ = (R + ζ)· = ζ̇ pa sledi

F1 = χ
mM⊕
R + ζ

=
(R + ζ)ζ̈mM⊕

(m + M⊕)(R + ζ)
=

=
mζ̈

1 + m
M⊕

≈ mζ̈,
m

M⊕
≈ 0.

Kako je jox davno Galilej utvrdio mereǌem da je ζ = 1
2gt2, za veliqinu

sile Zemǉine te�e se dobija F1 = mg, xto se i oqekivalo [6].

Karakteristiqan je sluqaj kretaǌa dva tela masa m1 i m2 qije se
rastojaǌe ρ meǌa po formuli ρ = A cos(Ωt + α), gde su Ω i α konstante;
vr = ρ̇. Pomo�u formule (3A.67) nalazi se da je

χ = − ρ2Ω2

m1 + m2
.

Zamenom u diferencijalne jednaqine kretaǌa (3A.68) i (3A.69) dobiva
se

ẍ1 = −ω2
1(x1 − x2)

ÿ1 = −ω2
1(y1 − y2);

ẍ2 = ω2
2(x1 − x2)

ÿ2 = ω2
2(y1 − y2),

gde su, u ciǉu kra�eg pisaǌa uvedene oznake,

ω2
1 =

m2Ω2

m1 + m2
i ω2

2 =
m1Ω2

m1 + m2
.

Oznaqi li se jox x = x1 − x2, y = y1 − y2, predǌi sistem jednaqina mo�e
se svesti na dve homogene linearne diferencijalne jednaqine

ẍ = −Ω2x, ÿ = −Ω2y.
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ǋihova rexeǌa, kao xto je poznato,

x = C1 cosΩt + C2 sinΩt,

y = C3 cosΩt + C4 sinΩt,

za razliqite poqetne uslove odre�uje razliqite trajektorije, kao, na
primer,

a) Za t0 = 0 i x(t0) = x0, y(t0) = y0, ẋ(t0) = ẋ0 = 0, ẏ(t0) = ẏ0 = 0 dobiva se
oscilovaǌe x = x0 cosΩt, y = y0 cosΩt, z = z0 cosΩt po pravoj liniji

x

x0
=

y

y0
.

b) Za y0 = 0, ẋ0 = 0, kretaǌe odre�uju konaqne jednaqine x = x0 cosΩt i
y = ẏ0

Ω sinΩt po elipsi
x2

x2
0

+
Ω2y2

ẏ2
0

= 1,

odnosno
(x1 − x2)2

(x1 − x2)20
+ Ω2 (y1 − y2)

(ẏ1 − ẏ2)20
= 1.

3B. Princip rada

Za iskaz ovog principa nisu dovoǉni do sada definisani pojmovi.
Potrebno je pre svega definisati naslovni pojam rada. Neka to bude

Definicija 5. - Rad
Integral

A =
∫

s

F · ds (3B.1)

jeste rad sile F na stvarnom pomeraǌu ds = dr du� putaǌe s.

Za razliku od qetiri osnovne definicije kojim su uvedeni vektorske
invarijante (1.1), (1.24), (1.29) i (1.37) ova definicija uvodi skalarnu
invarijantu u dinamiku. To otklaǌa texko�e koje se javǉaju u algebri i
analizi vezanih vektora zbog paralelnog pomeraǌa vektora i sabiraǌa
vektora.

Za sistem N dinamiqkih taqaka rad sila jednak je zbiru radova svih
sila

A =
N∑

ν=1

Aν =
∫

s

N∑
ν=1

Fν · drν . (3B.2)

Fiziqka dimenzija rada je

[dim A] = M LT−2 L = M L2 T−2 .
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III. Principi mehanike 65

Integral (3B.1) je krivolinijski. U skladu sa uvedenim koordinat-
nim sistemima i ǌima odgovaraju�imm vektorima sila, formula (3B.1)
mo�e se zapisati u oblicima

A =
∫

s

F · dr =
∫

s

Fidri =

=
∫

s

Yidyi =
∫

s

Xidxi =
∫

s

Qαdqα.

(3B.3)

Ka istim takvim invarijantnim formama svodi se i integral (3B.2).
U opxtem i krajǌem sluqaju rad je funkcija polo�aja dinamiqke taqke na
putaǌi i kinematiqkih i dinamiqkih parametara od kojih zavisi famil-
ija trajektorija. Podintegralne funkcije su sile ili koordinate vekto-
ra sila, koje u opxtem sluqaju zavise od datih dinamiqkih parametara,
koordinata polo�aja, koordinata vektora brzina, kao i od koordinata
vektora ubrzaǌa kada je req o silama inercije, tj X(κ, x, ẋ, ẍ).

Za pojedine sile integral (3B.3) mo�e se integraliti nezavisno od
puta; uvek ako je forma F ·dr totalni diferencijal neke funkcije, recimo,
U , tj.

Xidxi = dU. (3B.4)

S obzirom da se drugi izvod ẍ, zbog prirode sila X mo�e javiti
samo u linearnom obliku, to se U(x, ẋ) javǉa kao funkcija parametara
κ, polo�aja x i brzine ẋ. Funkciju nazivamo funkcijom sila, a funkciju
ǌoj suprotnog znaka funkcijom energije ili kra�e energijom.

Rad pojedinih sila

1. Rad inercione sile (1.37) - (1.40) je

A(IF ) =
∫

s

(
−m

dv

dt

)
· dr =

= −m

∫ v

v0

v · dv = −m

2
(v2 − v2

0).
(3B.5)

Pretpostavimo li da je v0 = 0, negativni rad sile inercije je

Ek =
m

2
v2, (3B.6)

xto je u klasiqnoj literaturi poznato kao kinetiqka energija materi-
jalne taqke mase m.
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66 Rad pojedinih sila

Rad inercionih sila sistema N materijalnih taqaka masa mν = const
(ν = 1, . . . , N), prema (3B.2) je zbir kinetiqkih energija svih materijal-
nih taqaka sa negativnim znakom

A(I) = −
∫

s

∑
ν

mνaν · drν =

= −
N∑

ν=1

∫ vν

0

mνvν · dvν =

= −
N∑

ν=1

mν

2
v2

ν = −Ek.

(3B.7)

Za taqke konstantne mase, integral (3B.5) lako se dobiva i za izraz
(1.40). Zaista

A(IF ) = −
∫̂

aij(x)
Dvj

dt
dxi = −

∫̂
aijv

iDvj =

= −1
2

∫̂
D(aijv

ivj) =

= −1
2

(
aijv

ivj − aij(x0)vi
0v

j
0

)
=

= −(Ek − E0k),

jer je za mν = const., Daij = 0∗.
Za v0 = 0 dobiva se, s obzirom na (3B.6), da je kinetiqka energija

jednaka negativnom radu inercione sile

Ek = −A(I) =
1
2
aijv

ivj . (3B.7a)

Odavde sledi, xto se vidi: rad sile inercije jednak je negativnoj
kinetiqkoj energiji.

2. Rad ǋutnove gravitacione sile (2.1) je

A(Fνµ) = −κmνmµ

∫ rνµ

0

drνµ

r2
νµ

=
κmνmµ

rνµ
= −Π

gde je
Π = −κmνmµ

rνµ

gravitaciona potencijalna energija.

∗V. Vujiqi�, Kovarijantna dinamika, Matameatiqki institut, 1981.
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III. Principi mehanike 67

3. Potencijalna energija. Za sve sile koje imaju funkcije sila U(x),
X(x) = gradU , zavisne od polo�aja materijalne taqke, takve da je dU(x) =
X(x)dx, potencijalna energija Ep, kao negativni rad sila X(x), je funkcija
polo�aja x

Π(x) =: Ep
def
= −

∫ x

x0

X(x)dx = −U(x) + U(x0). (3B.8)

4. Rad sila reakcija veza (3A.22)

A(R) =
∫

s

(
Rτ +

k∑
µ=1

λµ grad fµ

)
· dr, (3B.9)

iziskuje prethodno poznavaǌe sile otpora ili treǌa i odre�ivaǌe La-
gran�ovih mno�ilaca λµ. Sile treǌa Rτ odre�uju se na osnovu zakona
treǌa. Integral

∫
s
Rτ

µ ·dr odre�eniji je od integrala (3B.3) samo toliko
koliko se zna da Rτ pripada tangentnoj ravni veze fµ = 0. Najqex�e se
javǉa kao funkcija brzine, te za odre�ivaǌe rada, te sile potrebno
je prethodno poznavaǌe konaqnih jednaqina kretaǌa ili druge relacije
pomo�u kojih se brzina mo�e odrediti u funkciji polo�aja objekta.

Primer 9. Rad sile Rτ = −µv, µ ∈ R, v ∈ R3 koja uzrokuje kretaǌe
materijalne taqke mase m iz poqetnog staǌa

(y1
0 , y2

0 , y3
0 ; ẏ1

0 , ẏ2
0 , ẏ3

0).

Iz konaqnih ili diferencijalnih jednaqina dobiva se

ẏi =
µ

m
(y0i − yi) + ẏ0i,

pa je rad zadate sile

A(Rτ ) =
∫

s

Rτ · dr = −
∫

s

µv · dr = −µ

∫

s

ẏidyi =

= −µ

∫ yi

y0i

[ µ

m
(y0i − yi)dyi + ẏ0idyi

]
=

= − µ2

m

(
y0iy

i − 1
2
yiy

i

)
− µẏ0iy

i

∣∣∣∣
yi

yi0

.

Za y0i = 0, xto je najqex�e mogu�e uzeti,

A(Rτ ) =
µ2

2m

3∑

i=1

y2
i − µẏ0iy

i;
(
ML2 T−2

)
.
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68 Rad pojedinih sila

Integral ∫

s

∑
µ

λµ grad fµ · dr

znatno se pojednostavǉuje i to

a) Ako su veze geometrijske i zavise samo od polo�aja, f(r) = 0. Tada
iz uslova brzine

df

dt
= grad f · dr

dt
= 0

sledi da je integral (3B.7) jednak nuli, te da komponente λµ grad fµ

sila reakcije veza fµ = 0 ne proizvode rad.

b) U sluqaju da su veze promenǉive u toku vremena, tj. funkcije fµ(r, τ)
zavise pored r i od neke javne funkcije vremena τ(κ, t), za koje su
uslovi brzine oblika

df

dt
= grad f · dr

dt
+

∂f

∂τ

dτ

dt
= 0.

Zato se prethodni integral svodi na

−A2 =
∫ τ

τ0

∑
µ

λµ
∂fµ

∂τ
dτ = P (3B.10)

gde �emo P nazivati reonomnim kvazipotecijalom, koji se mo�e odrediti
ako se generalisana sila (3A.54) svodi na funkciju od τ ili ako je
dP = −∑

µ λµ
∂fµ

∂τ dτ potpuni diferencijal, xto je u pojedinim sluqaje-
vima mogu�e.

Od interesa za lakxe razumevaǌe gradiva, koje sledi, obratimo
pa�ǌu i na rad sila zavisnih od vremena F = (Y1(κ, t), Y2(κ, t), Y3(κ, t)) .
U ovom sluqaju integral se mo�e rexavati

1) kao krivolinijski po trajektoriji, pri qemu je potrebno iz konaqnih
jednaqina y = y(κ, t) kretaǌa odrediti vreme t = τ(κ, y) ili

2) svo�eǌem krivolinijskog integrala (3B.3) na odre�eni integral
uvo�eǌem nezavisnog parametra vremena, tj.

A =
∫

s

Yi(κ, t)dyi =

=
∫ t1

t0

Yi(κ, t)ẏi(t)dt =
∫ t1

t0

S(κ, t)dt.

(3B.10a)

Sa stanovixta preprincipa postojaǌa vreme t je nezavisna promenǉi-
va, pa je i u jednom i u drugom sluqaju iskǉuqeno tretiraǌe vremena kao
funkcije novog nezavisnog parametra. Relacija t = t(κ, y, ẏ) nije nixta
drugo nego jednaqina kretaǌa datog sistem rexena po t.
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III. Principi mehanike 69

Primer 10. Kretaǌe materijalne taqke, qija putaǌa ima oblik
elipse

y1 = a cos ωt, y2 = b sinωt,

mo�e se napisati u obliku

t =
1
ω

arctg
ay2

by1
.

Opxtije i prostije krivolinijski integrali (3B.3) mogu se svesti
na obiqne integrale, oblika

A =
∫

s

Yi(y, ẏ,κ, t)dyi =
∫ t

t0

Yi(κ, t)ẏi(κ, t)dt, (3B.11)

tj.

A(κ, t) =
∫ t

t0

S(κ, t)dt, (3B.12)

jer pri stvarnom pomeraǌu dy postoji brzina ẏ, takva da je dyi = ẏi(t)dt.

Funkcija
S = F · v = Yiẏ

i = Xiẋ
i = Qαq̇α (3B.13)

poznata je u mehanici pod nazivom snaga. Najqex�e se pixe u obliku

dA

dt
= S = Xi

dxi

dt
. (3B.14)

Elementarni rad

Iz (3B.14) ili direktno iz (3B.11) ili (3B.13) sledi da je i difer-
encijalno mali rad

dA = F · dr = Yidyi = Xidxi = Qαdqα (3B.15)

skalarna invarijanta. Ovaj rad se qesto naziva elementarni rad sila na
stvarnom pomeraǌu. Iskazom ”na stvarnom pomeraǌu” istiqe se razlika
od drugog hipotetiqnog i proizvoǉno malog rada tih sila na bilo kojem
mogu�em malom pomeraǌu ∆r,

∆A = F ·∆r. (3B.16)

Pod pojmom mogu�e pomeraǌe podrazumevamo bilo koje malo odstupan-
je od stvarnog polo�aja materijalne taqke, koje je ta taqka mogla ost-
variti. Ovaj pojam je opxtiji i od diferencijala dr i od varijacije δr
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70 Elementarni rad

vektora polo�aja. Prosto shvatǉivo to je svako hipotetiqki ostvarǉi-
vo rastojaǌe pri mogu�em pomeraǌu. U praksi bi se moglo shvatiti
kao probno faktiqki ili misaono malo pomeraǌe. Veliqina malosti
nije taqno odredǉiva; proizvoǉno je mala od zanemarǉivo male do neke
konaqne pretpostavǉivo mogu�e veliqine. Analitiqki, ovaj pojam se
mo�e smatrati kao razlika vektora polo�aja mogu�eg pomeraǌa taqke r
i vektora nepomeranog ili zadatog polo�aja r, tj ∆r := r(x + ∆x)− r(x).
Po uzoru na formule konaqnih priraxtaja vektor funkcije ∆r mo�e se
izraziti u analitiqkom obliku

∆r =
∂r

∂yi
(y∗i − yi) =

∂r

∂yi
∆yi (3B.17)

kao i

∆r =
∂r

∂xj

∂xj

∂yi
∆yi + · · · =

=
∂r

∂xj
∆xj + · · · = ∂r

∂qα
∆qα + · · ·

(3B.18)

gde su ∆y, ∆x, ∆q koordinate vektora mogu�eg pomeraǌa u raznim koor-
dinatnim sistemima. Upravo te koordinate vektora ∆r najqex�e nazi-
vaju mogu�im pomeraǌima.

Analogno elementarnom radu na stvarnom pomeraǌu (3B.15), formu-
lu (3B.16) �emo nazivati rad na mogu�im pomeraǌima.

Formula (3B.16) je skalarna invarijanta kao i (3B.15), te zbog
mogu�eg i stvarnog pomeraǌa, zadovoǉava preprincip postojaǌa. In-
varijantna forma

F ·∆r = Yi∆yi = Xi∆xi = Qα∆qα (3B.19)

zadovoǉava preprincip invarijantnosti, a relacije (3B.18) i (3B.19)
odre�uju stepen taqne odre�enosti, te zadovoǉava i preprincip odred-
jenosti. Kao skalarne veliqine F · dr, mogu�a su sabiraǌa

N∑
ν=1

Fν ·∆rν =
3N∑

k=1

Yk∆yk =
n∑

β=1

Qβ∆qβ (3B.20)

xto qini ukupan rad svih sila Fν (ν = 1, ..., N) na mogu�im pomeraǌima.
Pored elementarnog rada (3B.15) na stvarnom pomeraǌu dr i rada

(3B.16) na mogu�em pomeraǌu ∆r, znaqajnu va�nost ima ”rad na varijaci-
jama” δrν ili δy, δx, δq, koji se formulixe izrazom

δA := F · δr (3B.21)

ili u drugom invarijantnom obliku

δA := Y δy = Xδx = Qδq. (3B.22)
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III. Principi mehanike 71

Ovaj rad ne mo�e se izjednaqiti sa elementarnim radom dA, bez
obzira xto su relacije (3B.15) i (3B.22) sliqne. Me�utim, rad (3B.21)
mo�e se smatrati elementarnim radom (3B.18) na mogu�em pomeraǌu, jer
varijacije δx mogu pripadati skupu mogu�ih pomeraǌa ∆x. Za razliku
od dieferncijala

dx =
∂x

∂t
dt =

dx

dt
dt = ẋdt, (3B.23)

diferencijal δx, koji nazivamo varijacija∗, pokazuje postojaǌe promene
funkcije x(α, t) zbog priraxtraja parametra α = α− δα.

Dakle pod pojmom ”varijacija funkcije” x = x(α, t) naziva�emo
proizvod izvoda funkcije po parametru i malog priraxtaja tog parametra,
tj.

δx =
∂x

∂α
δα =

dx

dα
δα =:

δx

δα
δα (3B.24)

To znaqi da je

δx

δα
: =

∂x

∂α|t=const
=

= lim
∆α→0

x(α + ∆α, t)− x(α, t)
∆α

.

(3B.25)

Na isti naqin, za rad, napisan u obliku slo�ene funkcije

A =
∫

s

Xdx = A(x(t, α)) (3B.26)

ili

A =
∫ t

t0

Xẋdt = A(t)t=t(α,x), (3B.27)

te va�i operacija diferenciraǌa

δA =
∂A

∂α
δα =

∂A

∂x

∂x

∂α
δα =

∂A

∂x
δx (3B.28)

ili, ako je x izra�eno posredstvom vremena t, izvedenog iz kretaǌa t =
t(x),

δA =
∂A

∂α
δα =

∂A

∂t

∂t

∂x

∂x

∂α
δα =

=
∂A

∂t

∂t

∂x
δx =

∂A

∂x
δx.

(3B.29)

Zbog ovih osobina (3B.28) i (3B.29) elementarni rad na mogu�im
varijacijama umesnije je nazivati varijacijama rada.

∗Vidi, na primer, Kartan Eli, Rimanova geometri� v ortogonal~nom repere
(Predavaǌa na Sorboni 1926-1927) str. 27, 177; ili [20].
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72 Formulacije principa rada

I z v o d: S obzirom da u struqnoj literaturi postoji nejedinstveno s-
hvataǌe pojmova: stvarnog pomeraǌa dr, mogu�eg pomeraǌa ∆r i varijacija
δr, pa prema tome i odgovaraju�ih elementarnih radova (3B.15), (3B.16)
i (3B.21), ovde je potrebno zapaziti:
1 da se stvarno elementarno pomeraǌe, koje simbolixe diferencijal

d· odnosi na promenu u toku vremena du� stvarne ili zadate trajek-
torije i neposredno proistiqe iz definicije (1.1).

2. Mogu�e pomeraǌe je bilo koje, te i svako malo pomeraǌe, neodre�ene
malenosti, hipotetiqko odstupaǌe dinamiqke taqke od svog polo�a-
ja, koje omogu�avaju veze u neprekidnoj okolini te taqke; ovo pomer-
aǌe, koje se stvarno ne dexava, ne uzima u obzir faktor vremena,
niti bilo kog drugog parametra, sem ograniqenosti vezama.

3. Varijacija, koja se simbolixe diferencijalom δ· i u neposrednoj je
vezi sa izvodom (3B.25) je odstupaǌe taqaka od izraqunate ili za-
date trajektorije zbog nedovoǉno taqne odre�enosti ili poreme�aja
nekog parametra, sadr�anog u konaqnim jednaqinama kretaǌa ili
jednaqini trajektorije u toku vremena t, te je kao takvo i funkci-
ja vremena. Ako variraju�i parametar α + δα nije odre�en, nego
je hipotetiqan, mo�e se smatrati da varijacija δr pripada skupu
mogu�ih pomeraǌa.
Prethodnim zakǉuqcima htelo se naglasiti i kazati da se stvarno

pomeraǌe ovde ne poistove�uje ni sa mogu�im pomeraǌem, ni sa vari-
jacijama.

Najzad, zapazimo i to da je dimenzija rada, pod qime se podrazumeva-
ju i ”elementarni radovi”, jednaka dimenziji momenta sile, tj.

dim A = dim E = dim M = ˆL2 T−2 . (3B.30)

Zbog toga se elementarni rad na mogu�im pomeraǌima ponegde naziva
mogu�im momentom sila∗. Ovde se ta dva pojma rada i momenta sila zbog
preprincipa neformalnosti, smatraju razliqitim, jer je rad po defini-
ciji skalarna invarijanta, a moment izvedena vektorska invarijanta ili,
prosto, vektor.

Formulacije principa rada

Suxtina naslovǉenog principa rada u struqnoj literaturi je pozna-
ta (prema Galileju: ”Quanto si guadagna di forza, tanto perdersi in velocitá”,
Opere 2, p. 1830) jox od Aristotela kao ”zlatno pravilo mehanike”, a kas-
nije kao: ”princip mogu�ih pomeraǌa”, ”princip mogu�ih varijacija”,
”fundamentalna osnovna jednaqina mehanike”, ”princip virtualnog ra-
da”, ”Dalamber-Lagran�ov princip”, .... Jedan od najstro�ijih matem-
atiqkih analitiqara klasiqne mehanike A. M. ǈapunov pixe slede�e:

∗A. M. L�punov, Lekcii po teoretiqesko� mehanike, Kiev 1982, str. 410.
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III. Principi mehanike 73

”Princip mogu�ih pomeraǌa bio je poznat jox Galileju, a zatim
ga je koristio Vallis i Ivan Bernuli. Ali prvi opxti dokaz ovog
principa bilo je dato jedino od Lagran�a, koji ga je postavio u osnovu
svoje analitiqke mehanike. Posle su ga dokazivali tako�e Poason, Koxi
i drugi, makar da najboǉim dokazom ostaje ipak Lagran�ov.”

U ovdaxǌem pristupu teoriji o kretaǌu tela, princip se ne dokazu-
je, nego, kao xto je napisano o preprincipima (str 11) ili o pojmu prin-
cipa mehanike (str 49), princip je istiniti iskaz, usmeni ili pismeni,
te i jedno i drugo, onoliko taqan koliko se na osnovu tadaxǌih znaǌa
mo�e najvixe kazati. U formulaciji principa obuhva�ena je ǌegova
opxtost. Umesto dokaza tumaqi se i pokazuje primena na razne sisteme.
Najkra�e reqeno princip rada se mo�e kazati slede�om reqenicom:

Ukupan rad svih sila na mogu�im pomeraǌima nixtavan je, a u pris-
ustvu jednostranih veza, nepozitivan.

Matematiqki iskaz, s obzirom na (3B.20) je jox kra�i i to
∑
ν=1

F̃ν ·∆rν ≤ 0. (3B.31)

Za matematiqki obrazovanog qitaoca je mo�da jox jasnija slede�a
formulacija

Ukupan rad svih sila na svim nezavisnim mogu�im pomeraǌima jednak
je nuli, a za sistem s jednostranim vezama nepozitivan.

Relacija (3B.31) je veoma opxta, ali nije neposredno operativna.
ǋena primena iziskuje strogu matematiqku analizu, xto podrazumeva,
kao prvo, razumevaǌe elemenata koje sadr�i. Ograniqena proizvoǉnost
mogu�ih pomeraǌa je opisana. Vektori F̃ν sadr�e kao komponente in-
ercione sile Iν ν-te materijalne taqke i glavne vektore svih drugih
sila Fνk koje dejstvuju u ν-toj taqki, tj. Fν =

∑
k Fνk. Prema tome, ne

umaǌuju�i opxtost relacija (3B.31) ovaj princip se mo�e napisati u
obliku

N∑
ν=1

(Iν + Fν) ·∆rν ≤ 0. (3B.32)

U ovako zapisanom principu podrazumeva se da su u vektoru Fν

sadr�ane, kao xto je naglaxeno sve sile, izuzev sile inercije; sadr�i
i reakcije veza, saglasno zakonu veza. To podrazumeva da su relacije µ
veza apstrahovane silama

Rν =
∑

µ

Rνµ.

Ukoliko relacije veza nisu apriorno izraqunate, kao xto je prethodno
kazano, relaciji (3B.32) treba dodati relacije kojim se opisuje veza, tj.

N∑
ν=1

(Iν + Fν) ·∆rν = 0, (3B.33)
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74 Statiqki sistemi

fµ(r, v, τ) ≥ 0. (3B.34)

U pogledu znaka jednakosti i nejednakosti uoqava se razlika izme�u
relacija (3B.33) i (3B.32); znak nejednakosti iz (3B.32) obuhva�en je
relacijama (3B.34).
Za sluqaj dvostranih veza apstrahovanih silama, relacija principa
(3B.32) pixe se u obliku (3B.33), a za sluqaj da veze nisu uraqunate
u relaciji (3B.32), zapis (3B.33) i (3B.34) u obliku

N∑
ν=1

(Iν + Fν) ·∆rν = 0, (3B.35)

fµ(r, v, τ) = 0. (3B.36)

Polaze�i od toga da su veze qex�e pixu u koordinatnom obliku, kao
xto je to napisano relacijama (2.3) - (2.8), posmatrajmo primenu ovog
principa za pojedine mehaniqke sisteme u odnosu na Dekartov koordi-
natni sistem y := (y1, y2, y3).

Statiqki sistemi

Pod pojmom ”statiqki sistem”ovde se podrazumeva N napadnih taqa-
ka Mν (ν = 1, . . . , N) sila F̃ν = Fν = Y i

ν ei i = 1, 2, 3) koje su povezane pomo�u
k konaqnih veza (2.5). Ove veze pixemo konkretnije

fµ(y1
1 , y2

1 , y3
1 , . . . , y1

N , y2
N , y3

N ) = 0, (3B.37)

ili formalizovaǌem indeksa y1
ν = y3ν−2, y2

ν = y3ν−1, y3
ν = y3ν ,

fµ(y1, . . . , y3N ) = 0. (3B.38)

Za ovakav sistem Iν = 0, pa relacije (3B.35) i (3B.36) mogu se
napisati u slede�em koordinatnom obliku

Yα∆yα := Y1∆y1 + · · ·+ Y3N∆y3N = 0, (3B.39)

fµ := fµ(y1, . . . , y3N ) = 0. (3B.40)

Prvo konstatujmo da je neidealni faktor veze apstrahovan silom koja
je sadr�ana u silama Yα, a relacije (3B.40) opisuju idealizaciju veza.
Razvijaǌe u red po mogu�im pomeraǌima ovih veza u okolini ravnote�-
nih polo�aja taqaka Mν(y = b), dobija se, pored linearne forme (3B.39)
jox k linearnih formi po ∆y i to

fµ(y)− fµ(b) = aµα∆yα =

= aµ1∆y1 + · · ·+ aµ3Ny3N = 0,
(3B.41)
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III. Principi mehanike 75

gde su

aµα =
∂fµ

∂ya|yα=bα

. (3B.42)

Dakle relacije (3B.39) i (3B.40) se svode na k + 1 linearnih jed-
naqina

Yα∆yα = 0, (3B.45)

aµα∆yα = 0, (µ = 1, . . . , k < 3N), (3B.46)

u kojim figurixe 3N me�usobno zavisnih mogu�ih pomeraǌa ∆y3N . S
obzirom da relacija (3B.45) po formulaciji principa rada treba da
sadr�i nezavisna mogu�a pomeraǌa, ovaj zadatak daǉe mo�e se rexavati
na dva naqina s ciǉem da se eleminixu zavisna mogu�a pomeraǌa, i to

a) direktnim rexeǌem jednaqina (3B.46),

b) uvo�eǌem neodre�enih mno�ilaca veza.

Rexavaǌe po zavisnim
mogu�im pomeraǌima

Razdvoje li se mogu�a pomeraǌa na zavisna ∆y1, ..., ∆yk i nezavisna:
∆yk+1, ..., ∆y3N to i u jednaqinama (3B.45) i (3B.46) razdvajamo sabirke
sa zavisnim i nezavisnim mogu�im pomeraǌima,

Yν∆yν + Yβ∆yβ = 0, ν = 1, ..., k (3B.47)

aµν∆yν + aµβyβ = 0, β = k + 1, ..., 3N. (3B.48)

Zamenom
∆yν = −aµνaµβ∆yβ = bν

β∆yβ , |aµν | 6= 0 (3B.49)

gde je aµν inverzna matrica aµν , u jednaqini (3B.47) dobija se jedna
relacija sa nezavisnim pomeraǌima i to:

(
Yβ − Yνbν

β

)
∆yβ = 0. (3B.49a)

Zbog nezavisnosti pomeraǌa ∆yβ sledi da �e sistem posmatranih
sila u prisustvu veza (3B.40) biti u ravnote�i ako zadovoǉava slede�i
sistem 3N − k algebarskih jednaqina

Yβ − Y1b
1
β − · · · − Ykbk

β = 0. (3B.50)

Kao xto se vidi iz ovog sistema jednaqina, mogu�e je odrediti 3N−k
koordinata vektora sila pomo�u ostalih k.

Neodre�eni mno�ioci veza
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76 Reonomni sistemi

Pomno�i li se svaka od jednaqina (3B.41) odgovaraju�im mno�iocem
λµ i zatim sabere po indeksu µ, sistemi od k + 1 jednaqine (3B.45) i
(3B.46) svode se na dve jednaqine





Yα∆yα = 0
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yα
∆yα = 0.

(3B.51)

Zbir ove dve relacije
(

Yα +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yα

)
∆yα = 0, (3B.52)

omogu�ava, tako�e kao u prethodnom metodu, da se eliminixu zavisna
mogu�a pomeraǌa ∆y1, ..., ∆yk. S obzirom da su λµ zasad neodre�eni
mno�ioci, dopustivo je izdvojiti uslove koji ponixtavaju k mno�ilaca
λµ iz jednaqina (3B.52), tj. da bude

Yσ +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yσ
= 0 σ = 1, ..., k. (3B.53)

Ostaje k jednaqina (3B.52) 3N − k nezavisnih varijacija i to

(
Yβ +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yβ

)
∆yβ = 0. (3B.54)

Odavde, kao iz (3B.49) se dobija jox 3N−k jednaqina oblika (3B.53).
Tako se za rexeǌe statiqkog zadatka dobija sistem od 3N jednaqina sila

Yα +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yα
= 0 (α = 1, ..., 3N).

i k jednaqina veza
fµ(y1, ...y3N ) = 0.

Reonomni sistemi

Kao i u prethodnom statiqkom sistemu princip rada se primeǌu-
je i za mehaniqki sistem sa promenǉivim vezama (2.8). Ne umaǌuju�i
opxtost, u ciǉu kra�eg izlagaǌa pretpostavimo da su veze zadate jed-
naqinama veza

fµ(y0; y1, ..., y3N ) = 0, y0 = τ(t), (3B.55)
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III. Principi mehanike 77

gde je τ(t) poznata funkcija vremena.

Razvijaǌem funkcije u stepeni red, sliqno kao i (3B.41), pokazuje
se da postoji 3N + 1 mogu�ih pomeraǌa ∆y0,∆y1, ..., ∆y3N . Zaista

∆fµ =
∂fµ

∂y0
∆y0 +

∂fµ

∂yi
∆yi = 0, (i = 1, ..., 3N).

Princip rada govori o ”svim mogu�im pomeraǌima” i radu odgo-
varaju�ih sila na tim pomeraǌima. Dakle, ovde pored radova na
mogu�im pomeraǌima Yi∆yi, treba dodati i rad na mogu�em pomeraǌu
∆y0 tj. Y0∆y0. Tako za ovakav sistem sa promenǉivim vezama (3B.55),
umesto relacija (3B.39) i (3B.40), ovde imamo sistem jednaqina

Yα∆yα = Y0∆y0 + Yi∆yi = 0, (3B.56)

fµ(y0, y) = fµ(y0, y1, ..., y3N ) = 0, (3B.57)

(α = 0, 1, ..., 3N ; i = 1, ..., 3N).
Odavde, istim postupkom kao od (3B.51) do (3B.55), dobija se jox

jedna dodatna jednaqina

Y0 +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂y0
= 0. (3B.58)

Sila

Y0 = −
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂y0
(3B.59)

je evidentna i u opxtijim relacijama (3A.56) i (3A.54).

Sistem sa jednostranim i
dvostranim vezama

Princip rada, zapisan relacijom (3B.31) govori da se znak nejed-
nakosti odnosi na jednostrane veze. Za sluqaj samo jednostranih veza
princip kazuje da je rad na mogu�im pomeraǌima maǌi od nule, tj.
(F̃ν = Fν)

N∑
ν=1

Fν ·∆rν ≤ 0 (3B.60)

a za dvostrane veze kao xto je pokazano

N∑
ν=1

Fν ·∆rν = 0. (3B.61)
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78 Sistem sa jednostranim i dvostranim vezama

Razmatrajmo istovremeno prisustvo dvostranih veza

fµ(r1, ..., rN ) = 0 µ = 1, ..., k (3B.62)

i jednostranih
ϕσ(r1, ..., rN ) ≥ 0 σ = 1, ..., l (3B.63)

s tim da je k + l < 3N .
Opredelimo se ponovo za koordinatni sistem (y, e) i primenimo

metod neodre�enih mno�ilaca veza, relacije (3B.60) i (3B.61) svedimo,
sliqno jednaqinama (3B.51), na oblik

Yα∆yα = ∆c, ∆c ≤ 0 (3B.64)

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yα
∆yα = 0 (3B.65)

l∑
σ=1

χσ
∂ϕσ

∂yα
∆yα =

∑
χσ∆cσ, (3B.66)

gde su ili ∆cσ ≥ 0 ili ∆cσ ≤ 0.
Zbir ovih triju jednaqina

3N∑
α=1

(
Yα +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yα
+ +

l∑
σ=1

χσ
∂ϕσ

∂yα

)
∆yα =

= ∆c +
l∑

σ=1

χσ∆cσ

(3B.67)

vodi ka izvo�eǌu potrebnog i dovoǉnog broja jednaqina za rexavaǌe
zadatka.

Kao i u sluqaju dvostranih ili zadr�avaju�ih veza zavisnih k + l
mogu�ih pomeraǌa ∆yα iskǉuqimo zahtevom da mno�ioci λµ i χσ budu
takvi da su

Yi +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi
+

l∑
σ=1

χσ
∂fσ

∂yi
= 0, (3B.68)

i = 1, ..., k; k + 1, ..., k + l.

Ostalih 3N − (k + l) koeficijenata uz nezavisna mogu�a pomeraǌa
∆yj (j = k + l + 1, ..., 3N) bi�e jednaki, tako�e nuli, tj

Yj +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yj
+

l∑
σ=1

χσ
∂fσ

∂yj
= 0, (3B.69)
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III. Principi mehanike 79

da bi u skladu s principom bilo ∆c +
∑

χσ∆cσ = 0. Me�utim, kako je,
saglasno (3B.60) i (3B.61), ∆c < 0, to sledi da je

l∑
σ=1

χσ∆cσ > 0. (3B.70)

Imaju�i u vidu nezavisnost neodre�enih mno�ilaca veza odavde
slede dopunski uslovi jednaqinama (3B.68) i (3B.69) da χσ i ∆cσ imaju
isti znak.

Kinetiqki sistemi

Podsetimo, da su u vektorskim funkcijama Fν , qije su koordinate
Y , sadr�ane sve aktivne sile F , ukǉuquju�i i silu inercije I = −mdv

dt .
Prema tome 3N diferencijalnih jednaqina kretaǌa (3B.68) i (3B.69) i
k + l konaqnih jednaqina veza sa uslovima proisteklim iz (3B.70) qine
potpun sistem relacija za rexavaǌe kretaǌa posmatranog sistema sa
konaqnim jednostranim i dvostranim vezama.

Neholonomni sistemi

Pod ovim naslovom ima se u vidu sistem N materijalnih taqaka,
qije je kretaǌe ograniqeno, pored ostalog, bar jednom diferencijal-
nom neintegrabilnom (neholonomnom) vezom. Imaju�i u vidu prethodno
ograniqeǌe neka to budu veze

ϕµ := ϕµ(y1, ..., y3N , ẏ1, ..., ẏ3N ) = 0. (3B.71)

Zbog texko�a koje se javǉaju pri razvijaǌu u red funkcija (3B.71)
u okolini trajektorije C(y) i slo�enosti mogu�ih jednaqina ovih veza,
kao i ǌihove kinematiqke prirode, a u ciǉu opxtosti i kra�eg opisa,
ovde �emo primeniti metod apstrahovaǌa veza, saglasno zakonu veza,
odgovaraju�im silama-reakcijama veza Rνµ. To �e re�i da svaku vezu
(3B.71) koja deluje na ν-tu taqku zameǌujemo rezultantnim vektorom
reakcija veza Rνµ, kao u (2.9), to jest Rν =

∑k
µ=1 Rνµ. S obzirom na

prethodno uvedenu notaciju to se mo�e napisati sa�etije, kao i ostali
vektori sila pomo�u skupa 3N koordinata R1, ..., R3N . U takvom opxtem
pristupu princip rada (3B.32) napiximo u koordinatnom obliku

(Iα + Yα + Rα)∆yα = 0. (3B.72)

Sistem od 3N diferencijalnih jednaqina kretaǌa

Iα + Yα + Ra = 0, (α = 1, ..., 3N) (3B.73)
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80 Invarijantni zapisi principa rada

odnosno
mαÿα = Yα + Rα, (3B.73a)

sadr�i, pored ostalog, 3N nepoznatih reakcija veza Rα koje treba da
zadovoǉavaju uslove ubrzaǌa

ϕ̇µ(y, ẏ, ÿ) =
∂ϕµ

∂yα
ẏα +

∂ϕµ

∂ẏα
ÿα = 0. (3B.74)

Zamenom ÿα iz jednaqina (3B.73) u prethodne jednaqine (3B.74) do-
bija se k linearnih jednaqina po Rα i to

∂ϕµ

∂yα
ẏα +

1
mα

(Ya + Rα)
∂ϕµ

∂ẏα
= 0.

Odavde je mogu�e odrediti k reakcija

Ri = Ri(m, y, ẏ, Y, Rk+1, ..., R3N ) (i = 1, ..., k)

u zavisnosti od, pored ostalog, 3N koordinata sila Y i 3N − k reakci-
ja Rj (j = k + 1, ..., 3N). Daǉe zamenom Ri u jednaqine (3B.73) odnosno
(3B.73a) u sistemu od 3N diferencijalnih jednaqina kretaǌa ostaje jox
3N − k nepoznatih reakcija veza. ǋih je, kao takve, mogu�e odrediti
iz tog sistema u zavisnosti od ostalih funkcija u tim jednaqinama ili
tra�iti novih 3N − k uslova koji definixu ili odre�uju preostalih
3N −k nepoznatih reakcija diferencijalnih veza (3B.71). Mnoge studije
su posve�ne tom problemu, koji je jox uvek aktuelan.

Prvi zakǉuqak: Pomo�u principa rada mogu�e je izvesti i razviti
relacije dinamiqke ravnote�e kao i iz principa ravnote�e; princip
rada i princip ravnote�e su ekvivalentni.

Invarijantni zapisi principa rada

Izrazi (3B.18), (3B.19) i (3B.20) ukazuju da se relacije (3B.31) ili
(3B.32) mogu zapisati u sliqnom obliku u odnosu na razne koordinatne
sisteme. Neka i daǉe bude (y, e) Dekartov ortonormirani nepokretni
koordinatni sistem; (z,�) pravolinijski koordinatni sistem, (x, g(x))
krivolinijski sistem koordinata i (q, g(q)) sistem nezavisnih general-
isanih koordinata. Jedne te iste veze kao xto se vidi iz (2.2) pixu se
invarijantnim izrazima:

fµ(r, v, τ) = 0 → fµ(y, ẏ, τ) = 0 →
→ fµ(z, ż, τ) = 0 → fµ(x, ẋ, τ) = 0,

τ = y0 = z0 = x0, µ = 1, ..., k.
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III. Principi mehanike 81

ili u parametarskom obliku

rν = rν(q0, q1, ..., qn) =: rν(q) (3B.75)

q0 = τ(t). (3B.76)

Mogu�a pomeraǌa, prema (3B.18), zapisuju se prema izboru koordi-
natnog sistema

∆rν =
∂rν

∂yi
∆yi =

∂rν

∂zi
∆zi =

∂rν

∂xi
∆xi (3B.77)

ili
∆rν =

∂rν

∂qα
∆qα =:

∂rν

∂q
∆q, (3B.78)

gde su ∂rν

∂q koordinatni vektori ν-te taqke na konfiguracionoj mnogoo-
braznosti M . Broj mogu�ih pomeraǌa dopuxtaju mogu�e promene veza

∆fµ =
∂fµ

∂y
∆y +

∂fµ

∂τ
∆τ =

=
∂fµ

∂x
∆x +

∂fµ

∂τ
∆τ = 0

∆f0 = ∆y0 −∆τ = 0.

(3B.79)

Apstrahujemo li vezu (3B.76) koja postoji onoliko koliko i druge
veze, silom R0, mogu�e promene veza (3B.79) pokazuju da postoji 3N + 1
mogu�ih pomeraǌa, tako da indeksi u (3B.77) i (3B.78) uzimaju vrednos-
ti i = 0, 1, ..., 3N ; α = 0, 1, ..., n. Zato osnovna formulacija rada (3B.31)
ima slede�e invarijante

Ỹ ∆y = Z̃∆z = X̃∆x =

= Ỹi∆yi = Z̃i∆zi = X̃i∆xi ≤ 0,
(3B.80)

fµ ≥ 0; µ = 1, ..., k < 3N, i = 0, 1, ..., 3N

kao i
Q̃∆q := Q̃α∆qα ≤ 0 (α = 0, 1, ..., n). (3B.81)

Za sluqaj da funkcije veza ne zavise javno od vremena, koordinata q0

ne postoji, pa u relacijama (3B.80) i (3B.81) ne postoje ni nulti indeksi
i = 0, α = 0. Iste invarijantne forme odnose se i na relaciju (3B.32). S
obzirom da su posmatrane relacije (3B.31) i (3B.32) prethodno razvijene
u odnosu na pravolinijske koordinate y, u nastavku koristimo krivolin-
ijske koordinate x i generalisane nezavisne koordinate q ∈ M .
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82 Invarijantni zapisi principa rada

a) Princip rada u krivolinijskim
koordinatnim sistemima

U relacijama (1.40) je pokazano da su koordinate vektora inercione
sile u odnosu na krivolinijske koordinatne sisteme odre�ene izrazima

Ii = −aij
Dvj

dt
. (3B.82)

Kako X̃i u relaciji (3B.80) oznaqava zbir aktivnih sila i sila in-
ercije (3B.82) to je (

Xi − aij
Dvj

dt

)
∆xi ≤ 0. (3B.83)

To direktno sledi iz relacije (3B.32) ako se ima u vidu da su mogu�a
pomeraǌa, kao i u (3B.18)

∆rν =
∂rν

∂xs
∆xs, (r, s = 1, 2, 3). (3B.84)

Zamenom u (3B.32) dobija se s obzirom na (1.38),

N∑
ν=1

(
Is

ν

∂rν

∂xs
+ Xs

ν

∂rν

∂xs

)
· ∂rν

∂xr
∆xr =

=
N∑

ν=1

(
Xs

ν

∂rν

∂xs
−mν

dvs
ν

dt

∂rν

∂xs

)
· ∂rν

∂xr
∆xr =

=
N∑

ν=1

(
g(ν)srX

s
ν − a(ν)rs

dvs
ν

dt

)
∆xr ≤ 0.

Ako se uvedu indeksi i, j = 1, . . . , 3N ,

m3k = m3k−1 = m3k−2, i = 3ν, 3ν − 1, 3ν − 2

sledi (
gijX

j − aij
Dvj

dt

)
∆xi ≤ 0, (3B.85)

ili (3B.83), s obzirom da je Xi = gijX
j.

Ako se pomeraǌa ograniqavaju dvostranim ili zadr�avaju�im veza-
ma

fµ(x1, ..., x3N , τ) = 0 µ = 1, ..., k

u relaciji (3B.83) otpada znak nejednakosti, a posredstvom veze

f0 = x0 − τ(t) = 0,
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III. Principi mehanike 83

koju apstrahujemo silom R0 dobija se k homogenih linearnih jednaqina
po mogu�im pomeraǌima

∆fµ =
∂fµ

∂xi
∆xi +

∂fµ

∂xo
∆x0 = 0,

∆f0 = ∆x0 −∆τ = 0, (i = 1, ..., 3N).
(3B.86)

Mno�eǌem odgovaraju�im neodre�enim mno�iteǉima λµ i λ0 i sabi-
raǌem sa (

Xi − aij
Dvj

dt

)
∆xi = 0 (3B.87)

dobija se
(

Xi +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂xi
− aij

Dvj

dt

)
∆xi +

(
λ0 +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂x0

)
∆x0 = 0.

Odavde sledi 3N diferencijalnih jednaqina kretaǌa

aij
Dvj

dt
= Xi +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi
, (3B.88)

i sila promene veza

λ0 = −
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂x0
=: X0, (3B.89)

kojim treba dodati k konaqnih jednaqina posmatranih veza fµ = 0.

b) Princip rada u nezavisnim
generalisanim koordinatama

Apstrahujmo sve veze (3B.57), odgovaraju�im reakcijama veza

Ri =
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi
, (i = 1, ..., 3N) (3B.90)

a dodatnu vezu y0−τ = 0 silom R0. Tada �e jednaqina (3B.72) konkretnije
izgledati ovako

(
Ii + Yi +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yi

)
∆yi + R0∆y0 = 0, (3B.91)

(i = 1, ..., 3N). Ako se jednaqine veza (3B.57) zamene parametarskom for-
mom

yi = yi(q0, q1, ..., qn), y0 = q0, n = 3N − k,

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



84 Princip rada na mogu�im varijacijama

a pomeraǌe ∆yi nezavisnim mogu�im pomeraǌima ∆yα,

∆yi =
∂yi

∂qα
∆qα (α = 0, 1, ..., n),

jednaqina (3B.91), s obzirom na (3A.57), se svodi na novu invarijantnu
formu

(Iα + Qα)∆qα +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi

∂yi

∂qα
∆qα = 0.

Me�utim, kako je fµ(q0, q1, . . . , qn) ≡ 0, to i

∆fµ(y(q)) =
∂fµ

∂yi
∆yi =

∂fµ

∂yi

∂yi

∂qα
∆qα =

∂fµ

∂qα
∆qα ≡ 0,

pa za indeks j = 1, ..., n = 3N − k, sledi da princip rada posmatran u
odnosu na generalisane koordinatama ima ovu formu

(Ij + Qj)∆qj + (I0 + Q∗
0 + R0)∆q0 = 0. (3B.92)

S obzirom da je ova jednaqina izvedena iz jednaqina (3B.56), to je i
ekvivalentni sistem jednaqina (3B.56) i (3B.57). Zbog opisane prirode
mogu�ih nezavisnih generalisanih pomeraǌa ∆qα, pored produkovaǌa
jednaqina (3A.56) i (3A.57), princip rada (3B.92) ukazuje i na uzajamnu
povezanost sila Ij, Qj, pomeraǌa ∆qα i sila I0, Q

∗
0, R0.

Drugi zakǉuqak: Kao xto se vidi iz prethodnih navoda, princip
rada je veoma primenǉiv u odnosu na bilo koji koordinatni sistem,
zadr�avaju�i pri tom linearnu invarijantnu skalarnu formu za sve
koordinatne sisteme, sisteme veza i sisteme sila.

Princip rada na mogu�im
varijacijama

Relacijom (3B.22) uveden je pojam rada na mogu�im varijacijama uz
konstataciju da varijacije (3B.24) mogu pripadati skupu mogu�ih pomer-
aǌa. Prema tome za odre�eniji podskup mogu�ih pomeraǌa, sve uvedene
relacije principa rada: (3B.31), (3B.32), (3B.39), (3B.51) i (3B.52),
(3B.56), (3B.64), (3B.72), (3B.81) i (3B.92) ima�e isti takav oblik samo
xto �e umesto mogu�ih pomeraǌa ∆· biti upisane mogu�e varijacije δ·.
Ta istovetnost izgleda formi ne vodi zakǉuqku da je princip rada na
mogu�im pomeraǌima ∆r isti xto i princip na mogu�im varijacijma
(3B.24), jer ∆r i δr nisu identiqni.
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III. Principi mehanike 85

3V. PRINCIP DEJSTVA

Req dejstvo ili akcija∗ u iskazima: ”pod dejstvom sila ...”, ”me�u-
sobno dejstvo tela”, ”akcija jednaka reakciji”, pre se kazuje o prisutnos-
ti sila i ǌihovom uzrokovaǌu, nego o odre�enom pojmu dejstvo. S druge
strane u analitiqkoj mehanici, teorijskoj fizici pa i matematici pod
pojmom dejstvo podrazumeva se maǌe ili vixe taqno odre�en funkcional
u qijoj se definiciji ne pomiǌe sila. Zato i ovde, kao i u principu
rada, u ciǉu taqnosti i jasnosti odredimo pojam dejstvo.

Definicija 6. - Dejstvo
Dejstvo mehaniqkog sistema je integralna veliqina

D =
1
2

∫ t

t0

∑
ν

mνvν · drν . (3V.1)

Fiziqka dimenzija dejstva je, kao i momenta impulsa,

dimD = ML2 T−1 . (3V.2)

Podintegralni izraz dejstva je, kao xto se vidi, linearna difer-
encijalna forma, koja se, s obzirom na (1.24) ili (1.25) mo�e napisati
invarijantno u odnosu na sve posmatrane koordinatne sisteme, kao

2D =
∫ t

t0

∑
ν

pν · drν =
∫ t

t0

∑
ν

3∑

i=1

mν ẏi
νdyi

ν =

=
∫ t

t0

pj(y)dyj =
∫ t

t0

pj(x)dxj =
∫ t

t0

pαdqα,

(3V.3)

ili, s obzirom na (3B.7), u obliku

D =
∫ t

t0

Ekdt. (3V.4)

Ovaj zapis upu�uje i na shvataǌe da je dejstvo integral proizvoda
rada neke sile i intervala vremena.

Kao xto postoji vixe invarijantnih i ekvivalentnih formi zapisa
dejstva, tako se i princip dejstva mo�e kazati i kazuje raznim ali ekvi-
valentnim reqenicama. Ovde je bitan matematiqki iskaz:

∗actio, fr. eng. action - radǌa, delatnost, delaǌe, dejstvo, veoma qesto se upotre-
bǉava u mehanici, ali ne uvek sa jedinstvenim znaqeǌem
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86 Statiqki zadatak

Varijacija dejstva za vreme [t0, t] je jednaka nuli ako je rad aktivnih sila
na mogu�im varijacijama za isto vreme jednak nuli, to �e re�i

δD = 0 ako je δA = 0 za [t0, t]. (3V.5)

Prema (3B.22) i (3V.5) rad aktivnih sila na mogu�im varijacijama
je

δA(Y ) = Yjδy
j = Xjδx

j = Qαδqα = 0 (3V.6)

a varijacija dejstva

δD = δ

∫ t

t0

Ekdt =
∫ t

t0

δEkdt = 0. (3V.7)

U ciǉu uskla�ivaǌa δD i δA(Y ) pomno�imo izraz principa rada
(3B.35) sa diferencijalom vremena dt > 0 i podvedimo pod znak inte-
grala, tj. ∫ t

t0

N∑
ν=1

(Iν + Fν) · δrνdt =
∫ t

t0

[δA(I) + δA(F )] dt.

Odre�enim transformacijama se pokazuje, da je

∫ t

t0

δEkdt = −
N∑

ν=1

∫ t

t0

mνaν · δrνdt =

=
∫ t

t0

N∑
ν=1

(−mνaν) · δrνdt =
∫ t

t0

δA(I)dt

(3V.8)

pa se princip dejstva sada mo�e operacionalizovati sa relacijom

∫ t

t0

[δEk + δA(F )] dt =
∫ t

t0

(δEk + Yiδy
i)dt = 0. (3V.8a)

Potpunije i taqnije odre�eǌe relacije principa (3V.8) ili (3V.8a),
objasnimo primenom na pojedine mehaniqke sisteme poqev od prostijih
ka slo�enijim.

Statiqki zadatak

a) Taqku M(y) napada k sila Fν = Y i
ν ei (i = 1, 2, 3; ν = 1, ..., N). Taqka

M pripada vezama fµ(y) = 0, µ ≤ 3. Xta proizilazi iz principa dejstva?

Prema (3B.22) rad aktivnih sila na varijacijama δyi je

δA = Y i
r δyi (3V.9)
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III. Principi mehanike 87

gde su Y i
r koordinate rezultantne sile Y i

r =
N∑

ν=1
Y i

ν . Kako statiqki zadatak

podrazumeva da je ẍ = 0, odsutna je sila inercije, te i A(I) = 0, pa se
relacija principa dejstva (3V.8) svodi na

∫ t

t0

Y i
r δyidt = 0. (3V.10)

Veze moraju zadovoǉavati varijaciju veza

δfµ =
∂fµ

∂yi
δyi = 0. (3V.11)

Mno�eǌem neodre�enim qiniocima λµ, sabiraǌem po µ, integraǉen-
jem na intervalu [t0, t] i sabiraǌem sa (3V.11) dobija se

∫ t

t0

(
Y i

r +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi

)
δyidt = 0, (3V.12)

xto je ekvivalentno relaciji (3V.10). Metodom neodre�enih mno�ilaca,
kao od (3B.52) do (3B.53) dobijaju se tri jednaqine ravnote�e dinamiqke
taqke

N∑
ν=1

Y i
ν +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yi
= 0 i = 1, 2, 3.

b) Statiqki sistem od N dinamiqkih taqaka Mν (ν = 1, ..., N), ko-
je su povezane vezama fµ(x1, ..., x3N ) = 0; sile Fν = Xi

νg(ν)i su funkcije
koordinata x polo�aja taqaka Mν(x).

Rad datih sila na varijacijama, saglasno definiciji (3B.22) i
(3B.36), je

δA =
∂A

∂xj
δxj = Xj(x)δxj , (3V.13)

pa, sliqno relaciji (3V.8), princip dejstva se mo�e zapisati u obliku
slede�e relacije

∫ t

t0

(
Xj +

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xj

)
δxjdt = 0, (3V.14)

ili ∫ t

t0

(
δA∗(F ) +

k∑
µ=1

λµδfµ

)
dt = 0. (3V.15)
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88 Kinetiqki zadatak

Kinetiqki∗ zadatak

Za razliku od prethodnog statiqkog zadatka ovde se proxiruje broj
sila Fν silama inercije (1.37), (1.40), (3A.50) i odre�uje ǌihov rad, tj.
kinetiqka energija (3B.7)

Ek =
1
2

N∑
ν=1

mN
ν vν · vν =

1
2
aij(m, y)ẏiẏj =

=
1
2
aij(m,x)ẋiẋj . (i, j = 1, . . . , 3N).

Tada relacija (3V.15) saglasno (3V.8) postaje
∫ t1

t0

(
δEk + Yjδy

j +
k∑

µ=1

λµδfµ

)
dt = 0. (3V.16)

Dakle, princip dejstva javǉa se ovde u obliku ekvivalentnih relaci-
ja: (3V.5), (3V.7), (3V.8), (3V.10). Bitna razlika od principa rada je
ta xto se ǌim pomo�u funkcija kinetiqke energije prouqava kretaǌe.

Primer 11. Sve sile, izuzev sile inercije, koje deluju na materi-
jalnu taqku konstantne mase m, me�usobno se ponixtavaju, tj. rezultanta
tih sila je jednaka nuli.

Iz (3V.16), (3V.12) ili (3V.1) proizilazi da postoji jedino dejstvo

D =
∫ t1

t0

Ekdt (3V.17)

te u tom sluqaju princip se zapisuje kao

δ

∫ t

t0

Ekdt = 0 (3V.18)

O znaqaju formule (3V.17) govori i qiǌenica da ona nosi naziv
dejstvo po Lagran�u, a relacija (3V.18) princip najmaǌeg dejstva, koga
su gradili i dogra�ivali istaknuti i zaslu�ni stvaraoci analitiqke
mehanike∗. Jakobi je qak pisao da je princip najmaǌeg dejstva majka
celokupne analitiqke mehanike.

Relaciju (3V.18), koja je ovde proistekla iz prostog primera, mogu�e
je dobiti iz kud i kamo opxtijeg posmatraǌa. Ako je varijacija rada
aktivnih sila jednaka nuli, tada je

t1∫

t0

δEkdt = 0 i

t1∫

t0

δAdt = 0,

∗gr. κινετικoσ - pokretan, deo dinamike koji se odnosi na kretaǌe tela.
∗Wolff (1726), Maupertuis (1746), Euler (1748), Lagrange (1760), ...
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III. Principi mehanike 89

kao i obratno. Prema tome relacija (3V.5) mo�e se zameniti stro�ijom
formulacijom

δD = 0 ⇔ δA = 0. (3V.19)

Za sistem sa potencijalnom energijom (3B.5) relacija (3V.19) ili
(3V.7), (3V.8) se svodi na

∫ t1

t0

(δEk + δA(x)) dt =

=
∫ t1

t0

(δEk − δEp) dt = δ

∫ t1

t0

Ldt = 0
(3V.20)

gde je funkcija
L := Ek − Ep, (3V.21)

poznata pod nazivima Lagran�ova funkcija, lagran�ijan ili kinetiqki
potencijal.

Relacija (3V.20), poznata pod nazivom Hamiltonov princip ili
princip stacionarnog dejstva, a formula

D =

t1∫

t0

Ldt (3V.22)

pod nazivom dejstvo po Hamiltonu, najrasprostraǌeniji su u analitiqkoj
dinamici, makar da se kao takav odnosi samo na mehaniqke sisteme sa
potencijalnim silama. Relaciju (3V.8a), iz koje slede, kao xto se vi-
di, i (3V.18) i (3V.20) nazivaju princip Hamilton-Ostrogradskog. S
obzirom da se ovde prikazuju sve te tri relacije (3V.8), (3V.15) i (3V.2)
u opxtijem i modifikovanom obliku autor se opredelio za naziv princip
dejstva.

U primeni Hamiltonovog principa
(3V.20) qesto se ne obra�a pa�ǌa na fiziqko znaqeǌe funkcije (3V.21),
za koju je princip postavǉen pa se za funkciju L pod nazivom Lagran�i-
jan prihvata bilo koja funkcija zavisna od korixtenih nezavisnih ko-
ordinata x, ǌenih izvoda ẋ i vremena t. Takav pristup doveo je do
nekih rezultata koji nisu u saglasnosti sa preprincipima mehanike, pa
prema tome ni sa realnim kretaǌem. To naroqito u primeni principa
na mnogoobraznostima. U cuǉu lakxeg upore�eǌa ovdaxǌih tvr�eǌa sa
standardima klasiqne analitiqke mehanike, poka�imo nexto detaǉnije
primenu principa dejstva (3V.7) tj. (3V.8) ili (3V.16) na konfigura-
cionim mnogoobraznostima∗.

∗U naxoj literaturi je rasprostraǌen izraz ”mnogostrukost” umesto mnogobraznost.
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90 Dejstvo na mnogobraznostima

Dejstvo
na konfiguracionim mnogobraznostima

Posmatrajmo N materijalnih taqaka masa mν (ν = 1, ..., N). U odno-
su na proizvoǉno izabrani pol O i ortonormirani koordinatni sistem
(y, e), polo�aj ν-te taqke neka odre�uje vektor rν = yi

νei. Neka kretaǌe
taqke ograniqava k ≤ 3N zadr�avaju�ih veza koje se mogu predstaviti
shodno zkonu veza, vektorima Rτ

ν (otpora, treǌa, ...) i pomo�u nezavisnih
jednaqina

fµ(r1, ..., rN , τ(t)) = 0 (µ = 1, ..., k) (3V.23)

ili, xto je isto,

fµ(y1
1 , y2

1 , y3
1 ; ...; y1

N , y2
N , y3

N , τ(t)) = 0, (3V.24)

odnosno
fµ(y1, ..., y3N , y0) = 0, y0 = τ(t). (3V.25)

Funkcije fµ su idealno glatke i regularne u oblasti vezivaǌa ma-
terijalnih taqaka.

Uslov nezavisnosti veza najprostije odra�avaju uslovi brzina na
vezama

ḟµ =
∂fµ

∂yi
ẏi +

∂fµ

∂y0
ẏ0 = 0. (3V.26)

Ove jednaqine napiximo, u ciǉu oqevidnosti, u obliku

∂fµ

∂y1
ẏ1 + · · ·+ ∂fµ

∂yk
ẏk =

= −
(

∂fµ

∂yk+1
ẏk+1 + · · ·+ ∂fµ

∂y3N
ẏ3N +

∂fµ

∂y0
ẏ0

)
.

(3V.27)

Iz ovog, po brzinama ẏ linearnog, sistema jednaqina mogu�e je odred-
iti k brzina ẏ1, ..., ẏk pomo�u ostalih 3N − k + 1 brzina ẏk+1, ..., ẏ3N , ẏ0,
pri uslovu da je determinanta

∥∥∥∥
∂fµ

∂ym

∥∥∥∥
k

k

6= 0 (µ,m = 1, ..., k) (3V.28)

Mnogo naqina ili kra�e mnogoobrazni izbor skupova koordinata
qα, pomo�u kojih se odre�uje polo�aj ili konfiguracija taqaka sis-
tema u trenutku vremena, upu�uje da se skup nezavisnih koordinata
q := (q0, q1, ..., qn) ∈ Mn+1 nazove konfiguraciona mnogoobraznost. Adek-
vatno tome skup koordinata q i brzina q̇ = (q̇0, q̇1, ..., q̇n)T naziva�emo tan-
gentnom mnogoobraznox�u TMn+1. Pramen svih vektora brzina u taqki
q saglasno tome, oznaqava�emo TqM

n+1, xto podrazumeva n + 1 baznih
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III. Principi mehanike 91

vektora ∂r
∂qα u svakoj taqki na mnogoobraznosti Mn+1. Dakle u daǉem

�emo razmatrati dva skupa Mn+1 i TMn+1 i pramen TqM
n+1 linearnih

vektora. U ciǉu kra�eg pisaǌa uvedimo slede�e oznake

N := Mn+1, M := Mn,

TN := TMn+1, TM = TMn,

te saglasno tome i TqM , TqN .
Pri ovom uslovu i navedenim osobinama funkcija fµ, mogu�e je, pre-

ma teoremi o implicitnim funkcijama, iz jednaqina (3V.25) odrediti
k zavisnih koordinata y1, ..., yk pomo�u ostalih 3N − k + 1 koordinata
yk+1, ..., y3N , y0. Izbor zavisnih i nezavisnih koordinata je proizvol-
jan uz poseban izbor koordinata q0, tako se svaka koordinata y1, ..., y3N

ponaosob mo�e izraziti u funkciji 3N − k + 1 koordinata y. Kako se
prema potrebi veze (3V.25) mogu izraziti, kao u (2.2), u krivolinijskim
koordinatnim sistemima, proxiruje se mogu�nost izbora nezavisnih
koordinata. Oznaqe li se nezavisne generalisane koordinate slovima
q0, q1, ..., qn, proizilazi da se veze (3V.25) mogu napisati u parametarskom
obliku

yi = yi(q0, q1, ..., qn), q0 = τ(t), (3V.29)

a samim tim i
rν = rν(q0, q1, ..., qn). (3V.30)

Uslovi brzine (3V.26) pri tom su zameǌeni, saglasno definiciji
(1.1), relacijama (3A.37), tj.

vν =
∂rν

∂q0
q̇0 +

∂rν

∂q1
q̇1 + · · ·+ ∂rν

∂qn
q̇n =:

∂rν

∂qα
q̇α. (3V.31)

U takvoj topologiji princip dejstva je
∫ t1

t0

[Qαδqα + δA(I)] dt = 0 (3V.32)

gde su

Qα = Yi
∂yi

∂qα
i = 0, 1, ..., 3N, α = 0, 1, ..., n

generalisane sile.
Rad inercionih sila, za mν = const, odre�en je u (3B.7), kao nega-

tivna kinetiqka energija, te je, s obzirom na (3V.31) i (3B.7)

A = −Ek = −
N∑

ν=1

mν

2
vν · vν =

= −1
2

N∑
ν=1

mν
∂rν

∂qα
· ∂rν

∂qβ
q̇αq̇β =

= −1
2
aαβ(mν , q)q̇αq̇β , q̇ ∈ TN .

(3V.33)
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92 Dejstvo na mnogobraznostima

Tako relacija principa dejstva (3V.32) ima invarijantni oblik
(3V.8a) u generalisanim koordinatama

∫ t1

t0

(δEk + Qαδqα) dt = 0, q ∈ N . (3V.34)

Poka�imo jox da se relacija (3V.16) svodi na (3V.34). Za pomo�nu
koordinatu y0 ponovno se uzima y0 = τ(κ, t). Tada za sluqaj veza (3V.24)
izraz (3V.16) u razvijenom obliku je

∫ t1

t0

(
δEk + Yiδy

i +
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi
δyi + R0δy

0

)
dt = 0, (3V.35)

(i = 1, ..., 3N).
Varijacije jednaqina (3V.29) su

δyi =
∂yi

∂qα
δqα, δy0 = δq0 (α = 0, 1, ..., n).

Zamenom u (3V.35) sledi
∫ t1

t0

(
δEk + Yi

∂yi

∂qα
δqα+

+
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yi

∂yi

∂qα
δqα + R0δq

0

)
dt = 0

odnosno (3V.34), ∫ t1

t0

(δEk + Qαδqα) dt = 0, (3V.36)

s obzirom da je ∂fµ

∂yi
∂yi

∂qα δqα ≡ 0 i

Q0 = R0 + Yi
∂yi

∂q0
= R0 + Q∗0 (3V.37)

kao u (3A.57).
Kinetiqka energija je homogena kvadratna forma

Ek =
1
2
aαβ q̇αq̇β , (α, β = 0, 1, ..., n). (3V.38)

Slede�i klasiqni varijacioni raqun, posle variraǌa δEk =
∂Ek

∂qα δqα + ∂Ek

∂q̇α δq̇α i integraleǌa (3V.36), dobija se

∂Ek

∂q̇α
δqα

∣∣∣∣
t1

t0

+

t1∫

t0

(
∂Ek

∂qα
− d

dt

∂Ek

∂q̇α
+ Qα

)
δqαdt = 0 (3V.39)
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III. Principi mehanike 93

To je uvek zadovoǉeno za diferencijalne jednaqine kretaǌa

d

dt

∂Ek

∂q̇α
− ∂Ek

∂qα
= Qα, (α = 0, 1, ..., n),

i uslove na krajevima

δqα(t1) = 0, δqα(t0) = 0. (3V.40)

Ove diferencijalne jednaqine, kojih ima n + 1

d

dt

∂Ek

∂q̇i
− ∂Ek

∂qi
= Qi, i = 1, ..., n (3V.40a)

d

dt

∂Ek

∂q̇0
− ∂Ek

∂q0
= Q0 = Q∗

0 + R0, (3V.40b)

svode se na diferencijalne jednaqine u razvijenom obliku, jer se pokazuje
da je kinetiqku energiju lako sastaviti za poznati inercioni tenzor aαβ.

Sistemima sa nepromenǉivim vezama kod kojih su sve generalisane
sile jednake nuli, oqigledno odgovara princip najmaǌeg dejstva (3V.18),
koji se, sa osnove (3B.5) mo�e dovesti u saglasnost sa preprincipom
postojaǌa.

Za sisteme sa nepromenǉivim vezama i potencijalnom energijom Ep

takvom da su aktivne sile

Qi = −∂Ep

∂qi
, (3V.41)

jednaqina (3V.40b) ne postoji, a jednaqine (3V.40a) se svode na

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (i = 1, ..., n). (3V.42)

One su ekvivalentne principu (3V.20).

Doda li se prirodnom Lagran�ijanu

L = Ek − Ep(q0, q1, ..., qn)

funkcija

P(q0) = −
∫

R0(q0)dq0, (3V.43)

koja se javǉa pri vezama (3V.23) ili (3V.29), tj.

L = Ek − Ep + P, (3V.44)
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94 Princip dejstva na T ∗N

jednaqine (3V.4) se svode na

d

dt

∂L
∂q̇α

− ∂L
∂qα

= 0 (3V.45)

koje su ekvivalentne principu

δ

∫ t1

t0

Ldt = 0. (3V.46)

Ova relacija proizvodi pored jednaqina(3V.42) jox i (n + 1)-vu jed-
naqinu

d

dt

∂L

∂q̇0
− ∂L

∂q0
= R0. (3V.47)

Zakǉuqak 1. Princip dejstva omogu�ava da se kretaǌe mehaniqkih sis-
tema razmatra pomo�u funkcija energije ako su odsutne nepotencijalne
sile.

Princip dejstva na T ∗N

Pod znakom T ∗N ovde se podrazumevaju 2n + 2 dimenzione mnogoo-
braznosti koje qine n + 1 generalisanih koordinata q = (q0, q1, ..., qn) i
n + 1 generalisanih impulsa p = (p0, p1, ..., pn), znaqeǌa (1.25), tj. (3.39);
p&q ∈ T ∗N . Reqnikom u kojem se TN nazivaju tangentnim mnogoobraznos-
tima ovaj simbol T ∗N se naziva kotangentnim mnogoobraznostima. U
literaturi tu i tamo prisutni su nazivi: ”fazni prostor”, ”prostor
staǌa”, ”Hamiltonove promenǉive”, ”kotangentni prostori”. Ako se
po�e od toga da staǌe kretaǌa karakterixu koordinate polo�aja taqke q
i koordinate impulsa p onda bi se ovde moglo re�i da je T ∗N ”staǌe kre-
taǌa sistema” ili ”mnogoobraznost staǌa”. Kako je N := Mn+1 za T ∗N
se mo�e kazati proxirena mnogoobraznost ako je potrebno ista�i razliku
od konfiguracione mnogoobraznosti Mn i ǌoj odgovaraju�e kotangentne
mnogoobraznosti T ∗M .

Znatno je bitnije od naziva da se shvati i prihvati da su p0, p1, ..., pn

impulsi qija je suxtina odre�ena definicijom 2, tj. izvedena formula-
ma (1.25). Pri tom, kao xto se vidi iz (3A.39) i (3A.42), postoje uzajamno
linearna kombinacija izme�u generalisanih impulsa pα i generalisanih
brzina qα,

pα = aαβ q̇β ⇔ q̇α = aαβpβ . (3V.48)

Daǉi postupak u razmatraǌu principa dejstva na T ∗N sastoji se
prosto u zameni brzina q̇α i razmatranim relacijama pomo�u general-
isanih impulsa pβ.
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III. Principi mehanike 95

Dejstvo (3V.1) upravo je definisano pomo�u impulsa, kao xto se
vidi u (3V.3),

D =
1
2

t∫

t0

pαdqα =
1
2

t∫

t0

pαq̇αdt. (3V.49)

Kinetiqka energija

Ek =
1
2
aαβ q̇αq̇β =

1
2
pβ q̇β =

1
2
aβγpβpγ . (3V.49)

Dejstvo po Hamiltonu (3V.22)

D =
∫ t

t0

Ldt =
∫ t

t0

(Ek − Ep)dt =

=
∫ t

t0

(2Ek − (Ek + Ep))dt =

=
∫ t

t0

(pαq̇α −H)dt

(3V.50)

gde je

H := Ek + Ep =
1
2
aβγpβpγ + Ep(q, t). (3V.51)

Razdvojimo generalisane sile Qα na potecijalne i nepotencijalne Pα

tako da je

Qα = −∂Ep

∂qα
+ Pα, (3V.52)

i zamenimo u (3V.36). Dobiva se

∫ t

t0

[δ (pαq̇α −H) + Pαδqα] dt = 0. (3V.53)

Daǉe je

∫ t1

t0

δ (pαq̇α −H) dt =

=

t1∫

t0

[
δpαq̇α + pαδq̇α −

(
∂H

∂pα
δpα +

∂H

∂qα
δqα

)]
dt =

= pαδqa|t1t0 +
∫ t1

t0

[(
q̇α − ∂H

∂pα

)
δpα−

−
(

ṗα +
∂H

∂qα

)
δqα

]
dt.

(3V.54)
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96 Princip dejstva na T ∗N

Zamenom u (3V.53) sledi

pαδqa|t1t0 +
∫ t1

t0

[(
q̇α − ∂H

∂pα

)
δpα+

+
(

Pα − ṗα − ∂H

∂qα

)
δqα

]
dt = 0.

(3V.55)

Ako se ima u vidu formula (3V.51) vidi se da je ∂H
∂pα

= aαβpβ, te zbog
(3V.48) je

q̇α =
∂H

∂pa
. (3V.56)

Zbog toga (3V.55) se svodi na

pαδqα|t1t0 +
∫ t1

t0

(
Pα − ṗα − ∂H

∂qα

)
δqαdt = 0, (3V.57)

xto je ekvivalentno relaciji (3V.39). Uz uslove (3V.41) relacija
(3V.56) je zadovoǉena ako je

ṗα = − ∂H

∂qα
+ Pα, (α = 0, 1, ..., n) (3V.58)

a to su diferencijalne jednaqine kretaǌa sistema koje zajedno sa trans-
formacijama (3V.56) qine sistem od 2n + 2 diferencijalnih jednaqina

ṗi = −∂H

∂qi
+ Pi, q̇i =

∂H

∂pi
(3V.59)

ṗ0 = −∂H

∂q0
+ P0, q̇0 =

∂H

∂p0
(3V.60)

gde je, kao i u (3V.40b), P0 = P ∗0 + R0.

Za sluqaj Pi = 0 i P ∗0 = 0 funkcija (3V.51) se mo�e proxiriti na
potpunu mehaniqku energiju

E = H + P, (3V.61)

pa sistem jednaqina (3V.56) i (3V.58), kao i sleduju�e (3V.59) i (3V.60)
mogu se zapisati u kanonskom obliku

ṗα = − ∂E

∂qα
,

q̇α =
∂E

∂pα
.





α = 0, 1, ..., n. (3V.62)
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III. Principi mehanike 97

Za sluqaj nepromenǉivih veza sistema pri kojima ne postoji reonom-
na koordinata q0 ixqezavaju jednaqine (3V.60), a u jednaqinama (3V.62)
indeksi idu od 1 do n.

Zakǉuqak 2. - Princip dejstva omogu�ava direktno razmatraǌe kretaǌa
mehaniqkog sistema na T ∗N , kao i T ∗M , relacijama istog tipa.

Na principu dejstva razvijena je analitiqka mehanika, koja je poz-
nata pod nazivom Lagran�ova i Hamiltonova mehanika.

Primer 12. Kretaǌe materijalne taqke mase m po vertikalnoj
zadr�avaju�oj glatkoj kru�noj liniji polupreqnika r, koja se obr�e
uglovnom brzinom ω oko centralne vertikalne ose.

x

q

j

w

z

y

Slika 4

Neka su y1, y2, y3) ∈ E3 Dekartove koordinate, koje polaze od centra
kru�nice O, a osa Oy3 je usmerena vertikalno navixe. Uvedimo i sferni
sistem koordinata: ρ, ϕ, θ i postavimo ga tako da ravan kru�nice i ravan
y2 = 0 zaklapaju ugao ϕ.

Iz zadatka proizilazi da je materijalna taqka vezana dvema vezama
i to

f1 = ρ− r = 0, f2 = ϕ− ωt = 0.

Oznaqimo: q := θ, q0 = ωt, a odgovaraju�e impulse p i p0. Mnogoobraznost
M je kru�nica, a N je sfera.

Kinetiqka energija ima oblike

Ek =
m

2
(
ẏ2
1 + ẏ2

2 + ẏ2
3

)
=

=
mr2

2
(
q̇2 + q̇2

0 sin2 q
)

=
1

2mr2

(
p2 +

p2
0

sin2 q

)
,

jer je p = mr2q̇ i p0 = mr2q̇0 sin2 q.

Potencijalna energija je

Ep = mgr(1 + cos q).
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Funkcija H, prema tome je

H =
1

2mr2

(
p2 +

p2
0

sin2 q

)
+ mgr(1 + cos q).

Diferencijalne jednaqine kretaǌa (3V.59) i (3V.60) su

ṗ =
p2
0

2mr2

cos q

sin3 q
−mgr sin q, q̇ =

p

mr2
,

ṗ0 = R0, q̇0 =
p0

mr2 sin2 q
.

3G. Princip prinude

U struqnoj literaturi naslovǉeni princip naziva se Gausov prin-
cip iako ga sam autor nije nazivao principom. Analitiqku for-
mu Gausovog principa razmatrali su mnogi poznati uqeǌaci klasiqne
mehanike∗. Ne upuxtaju�i se u istorijsku analizu, ovde se prvo odre�uje
pojam prinude.

Definicija 7. - Prinuda
Prinuda je poluzbir proizvoda masa mν i kvadrata razlike ubrzaǌa

Z
def
=

1
2

N∑
ν=1

mν

(
dvν

dt
− Fν

mν

)2

. (3G.1)

Prethodna formula za prinudu mo�e biti napisana u obliku

Z =
∑

mνa2
ν (3G.2)

gde su

aν :=
Iν + Fν

mν
=

Fν

mν
(3G.3)

ubrzaǌa ν-tih materijalnih taqaka koje izazivaju rezultantne sile Fν .

Formule (1.37), (2.12), (2.15), (2.17) pokazuju da su Fν funkcije vek-
tora polo�aja r, brzine ṙ i ubrzaǌa r̈. Kako se u konaqnim jednaqinama
kretaǌa vektor polo�aja uvek javǉaa kao funkcija parametara κ i vre-
mena to sledi da i funkcija Z posredno zavisi od tih parametara i
vremena, tj.

Z = Z(a(κ, t)). (3G.4)

∗Vidi na primer: Polak A. S. Primeqani�, Variacionnye principy mehaniki,
Sbornik state�, Izd. ”Mir” Moskva, 1959, str. 888-891.
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III. Principi mehanike 99

Fiziqka dimenzija prinude je

dim Z = M L2 T−4 . (3G.5)

Funkcija Z zadovoǉava preprincip postojaǌa onoliko koliko pos-
toje masa, rastojaǌe i vreme, ili onoliko koliko zakoni dinamike i
definicija (1.37) utvr�uju postojaǌe sila. Preprincip odre�enosti je
zadovoǉen onolikom taqnox�u koliko su taqno izmereni parametri κ u
funkciji (3G.3). S obzirom da je Z, kao xto se vidi iz (3G.1) homogena
kvadratna forma ubrzaǌa ne mo�e se dovoditi u sumǌu invarijantnost
prinude pri bilo kojim regularnim koordinatnim transformacijama.
Prema tome nema smetǌe ni sa stanovixta preprincipa invarijantnosti.
Texko�e, koje se u tom smislu javǉaju treba tra�iti u matematiqkom
ume�u. Imaju li se u vidu bar metrike i koordinatni sistemi razma-
trani uz definicije 1 i 3 funkcija Z se mo�e napisati u oblicima

2Z =
∑

ν

mνaν · aν =

=
∑

ν

mνak
νek · al

νel =

=
N∑
ν

mνδkla
k
νal

ν = aija
iaj .

(3G.6)

k, l = 1, 2, 3, i, j = 3ν − 2, 3ν − 1, 3ν, m3ν = m3ν−2 = m3ν−1.

U odnosu na prirodni trijedar sile Fν mogu se razlagati, kao na
primer (1.40a)

Fν = Fτ
ν τ + Fn

ν n + Fb
νb (3G.7)

gde uzimamo da su τ , n, b ortogonalni jedniqni vektori kojim se usmerava
tengenta, normala i binormala. Tako se prinuda opet javǉa kao zbir
kvadrata

2Z = F2
τ + F2

n + F2
b (3G.8)

gde su
F2

τ =
∑

ν

mν (Fτ
ν )2 , F2

n =
∑

ν

mν (Fn
ν )2 ,

F2
b =

∑
ν

mν

(Fb
ν

)2
.

Analogno tome svaki ν-ti vektor Fν mo�e se razlo�iti pomo�u
tangentnog pramena TνM , ∂r/∂qα ∈ TνM i odgovaraju�ih vektora n(ν)α

upravnih na TνM

Fν = Fα ∂rν

∂qα
+ Ñαnνα. (3G.9)
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100 Prinuda u koordinatnom sistemu (y,e)

Zamenom u (3G.6), posle skalarnog mno�eǌa pri kojem je ∂rν/∂qα ·
nνα = 0, i uzimaǌem u obzir (3G.3), dobiva se

2Z = aαβaαaβ + bαβÑαÑ β (3G.10)

gde su aαβ i bαβ koeficijenti navedenih kvadratnih formi.

Svi navedeni izrazi za prinudu javǉaju se homogenim kvadratnim
formama koordinata vektora a koji ima dimenziju ubrzaǌa. Za primenu
u mehanici, pored isticaǌa konstatacije da je Z homogena kvadratna
forma od a i da se prisustvom a javǉa funkcijom parametra κ i vremena,
neophodno je definisanu prinudu (3G.1) dovesti na jasnije koordinatne
oblike. U tom ciǉu razlikova�emo tri opisa i to pomo�u

1. ortonormiranog pravolinijskog koordinatnog sistema (y, e),
2. krivolinijskog koordinatnog sistema (x, g) i
3. konfiguracionih mnogoobraznosti M .

U sva tri sluqaja se smatra da je Fν u formuli (3G.1) rezultantni
vektor svih sila koje dejstvuju u ν-toj taqki, izuzev sile inercije Iν =
−mν

dvν

dt , koja je, definicijom 4 posebno izdvojena.

1. Prinuda u koordinatnom sistemu (y, e)

U odnosu na koordinatni sistem (y, e) vektori ubrzaǌa su aν = ÿk
νek

a sile Fν = Y l
νel. (k, l = 1, 2, 3; ν = 1, . . . , N).

Zamenom u (3G.1) sledi:

2Z =
N∑

ν=1

mν

(
ÿk

νek − Y k
ν ek

mν

)
·
(

ÿl
νel − Y l

νel

mν

)
=

=
∑
ν=1

mνδkl

(
ÿk

ν ÿl
ν − 2

ÿk
νY l

ν

mν
+

Y k
ν Y l

ν

mν ·mν

)
.

(3G.11)

Ako se uvedu oznake: m3ν−2 = m3ν−1 = m3ν ; i, j = 3ν − 2, 3ν − 1, 3ν =
1, 2, . . . , 3N , kao i Ȳ i

ν := Y i
ν

mν
, dobiva se

Z =
1
2
δ̄ij

(
ÿi − Ȳ i

) (
ÿj − Ȳ j

)
=

=
1
2
δ̄ij ÿ

iÿj − δ̄ij ÿ
iȲ j +

1
2
δ̄ij Ȳ

iȲ j ,

(3G.12)

gde je δ̄ij = miδij.
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III. Principi mehanike 101

2. Prinuda u krivoliijskim
koordinatnim sistemima

U odnosu na krivolinijske koordinatne sisteme koji su u jednoznaq-
noj koresponedncijii sa (y, e), tj.

yk = yk(x1, x2, x3), ek =
∂yl

∂xk
gl,

∣∣∣∣
∂yl

∂xk

∣∣∣∣ 6= 0.

i ǌihovom prostom zamenom u (3G.11) ili (3G.12) dobili bi

Z =
1
2
aij

(
Dẋi

dt

Dẋj

dt
− 2X̄j Dẋi

dt
+ X̄iX̄j

)
, (3G.13)

jer je

ÿi =
∂yi

∂xj

Dẋj

dt
, aij =

N∑
ν=1

mνδkl
∂yk

ν

∂xi

∂yl
ν

∂xj
.

U ciǉu boǉeg razumevaǌa pojedinosti koji �e slediti izvedimo
(3G.13) direktno iz definicije (3G.1). Prema (1.30),

dvν

dt
=

Dẋk
ν

dt
gνk,

Fν

mν
= X̄kgνk

Zamenom u relaciji (3G.1) sledi

2Z =

=
N∑

ν=1

mν

(
Dẋk

ν

dt
− X̄k

ν

)
gνk ·

(
Dẋl

ν

dt
− X̄ l

ν

)
gνl =

=
N∑

ν=1

mνgνk · gνl

(
Dẋk

ν

dt
− X̄k

ν

)(
Dẋl

ν

dt
− X̄ l

ν

)
,

ili ako se upotrebe indeksi, kao od (3G.11) do (3G.12) dobiva se (3G.13),
gde je

aij :=
N∑

ν=1

mνgνi · gνj =
N∑

ν=1

mν
∂rν

∂xi
· ∂rν

∂xj
.

Dakle, ako se posmatra kretaǌe sistema od N materijalnih taqaka u
kojem se veze apstrahuju, te svaka taqka posmatra kao ”slobodna” u kojoj
se svaki vektor mo�e razlo�iti na tri komponente, prinuda Z se opisuje
formama od (3G.12) ili (3G.13) od po 3N kvadratnih sabiraka ubrzaǌa
(ÿ − Ȳ ) ili

(
Dẋ
dt − X̄

)
.
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102 3. Prinuda u generalisanim sistemima koordinata

3. Prinuda u generalisanim
sistemima koordinata

U odnosu na nezavisne generalisane koordinate (q1, . . . , qn) ∈ Mn, n ≤
3N , ubrzaǌe

aν =
d

dt

(
∂rν

∂qα
q̇α

)
=

∂2rν

∂qβ∂qα
q̇αq̇β +

∂rν

∂qα
q̈α (3G.14)

ima slo�enu koordinatnu strukturu. Tangentni pramen TνM vektora na
bazi g(ν)α := ∂rν/∂qα, nije dovoǉan da bi se pomo�u ǌega razlo�io vektor
ubrzaǌa. Vektor

∂g(ν)α

∂qβ
= Γγ

αβg(ν)γ + b(ν)αβn(ν) (3G.15)

ne pripada u opxtem sluqaju u celosti pramenu TνM , nego poseduje u
svakoj ν-toj taqki i komponentu upravnu na TνM ; g(ν)⊥n(ν). Razlo�imo
i vektor nν kao nν = κγ

(ν)n(ν)γ.

Zamenom (3G.15) u (3G.14) dobiva se

aν =
(
q̈γ + Γγ

αβ q̇αq̇β
) ∂rν

∂qγ
+

+ b(ν)αβ q̇αq̇βκγ
(ν)n(ν)γ =

=
Dq̇γ

dt

∂rν

∂qγ
+ bαβ q̇αq̇βκγ

(ν)n(ν)γ .

(3G.16)

Na toj bazi g(ν)γ i n(ν) razlo�imo i Fν/mν ,

Fν

mν
= Qγ ∂rν

∂qγ
+ FNnν =

= Qγ ∂rν

∂qγ
+ FNκγ

(ν)n(ν)γ .

(3G.17)

To omogu�ava da se prinuda napixe u koordinatnom obliku. Zaista,
zamenom (3G.17) i (3G.16) u (3G.1) sledi:

Z =
1
2

N∑
ν=1

mν

[(
Dq̇γ

dt
−Qγ

)
∂rν

∂qγ
+

+
(
bαβ q̇αq̇β −FN

)
κγ

(ν)n(ν)γ

]2

=

=
1
2

N∑
ν=1

[
mν

∂rν

∂qγ

∂rν

∂qδ

(
Dq̇γ

dt
−Qγ

)(
Dq̇δ

dt
−Qδ

)
+

+
N∑

ν=1

mνκγ
(ν)κ

δ
(ν)n(ν)γ · n(ν)δ

(
bαβ q̇αq̇β −FN

)2
] =

=
1
2
aγδ

(
Dq̇γ

dt
−Qγ

)(
Dq̇δ

dt
−Qδ

)
+

1
2
a2

N ,

(3G.18)
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III. Principi mehanike 103

gde je

aγδ =
∑

mν
∂rν

∂qγ
· ∂rν

∂qδ
(3G.19)

inercioni tenzor,
a2

N = κ2
(
bαβ q̇αq̇β −FN

)2
, (3G.20)

a

κ2 =
N∑

ν=1

m(ν)κγ
(ν)κ

δ
(ν)n(ν)γ · n(ν)δ =

=
N∑

ν=1

m(ν)κγ
(ν)κ

δ
(ν)δ(ν)γδ =

=
N∑

ν=1

m(ν)κ2
(ν).

(3G.21)

Upore�ivaǌem sa (3G.13) i (3G.12) vidǉiva je formalna strana
prinude

ZM =
1
2
aαβ

(
Dq̇α

dt
−Qα

)(
Dq̇β

dt
−Qβ

)
=

=
1
2
aαβ

Dq̇α

dt

Dq̇β

dt
−Qβ

Dq̇β

dt
+

1
2
aαβQαQβ .

(3G.22)

To i jeste prinuda na mnogoobraznosti M , te kao takva je dovoǉna za
razmatraǌe kretaǌa onako, kako se to kretaǌe opisuje pomo�u energije
(3V.38) na Mn, i Mn+1. Prinuda (3G.18) pru�a i kvalitet i kvantitet
vixe

ZN =
1
2
a2

N =
κ2

2
(
bαβ q̇αq̇β −FN

)2
, (3G.23)

koji se mo�e tumaqiti kao prinuda kretaǌa na TM i TMn+1.

Prinuda Z = ZM + ZN je ekvivalentna prinudama (3G.13) i (3G.12).
Ali ako se �eli opisivati samo na konfiguracionoj mnogoobraznosti
dovoǉno je razmotriti odgovaraju�u funkciju (3G.22). Zbog texko�a
odre�ivaǌa qinilaca κν u izrazu (3G.21) mi �emo za odre�ene oblike
veza pribe�i odre�ivaǌu prinude ZN na nexto pristupaqniji naqin.

Formulacija principa prinude

Prinuda na stvarnom kretaǌu je najmaǌa.

Drugim reqima to znaqi da funkcija (3G.4) ima najmaǌu vred-
nost pri diferencijalno malim promenama parametra κ. Matematiqka
relacija ovog principa je veoma prosta i to

δZ = 0, (3G.24)
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104 Relacija principa u odnosu na koord.sis. (y,e)

ili s obzirom na (3G.4) i (3G.2), a sliqno (3B.28),

δZ =
∑

ν

∂Z

∂aν
δaν = 0. (3G.25)

Prema ovome, pricip prinude mo�e da se formulixe i slede�om
reqenicom:

Prva varijacija prinude po ubrzaǌima jednaka je nuli.
Relacija (3G.25) je zadovoǉena za

∂Z

∂aν
= 0. (3G.26)

To isto sledi iz iskaza ”prinuda je najmaǌa”. Zaista, Z je, kao xto
se vidi u (3G.2), pozitivno definitna kvadratna koordinatna forma,
koja je najmaǌa i jednaka nuli samo ako su aν = 0 za svako ν. To isto se
dobija iz (3G.26). Va�i i obratno za sva aν = 0 −→ Z = 0.

Na ovom principu mehanike, kao i na prethodna tri, mogu�e je razvi-
ti celu teoriju o kretaǌu sistema materijalnih taqaka. Poka�imo to
relacijama, prepoznatǉivim iz prethodnog gradiva drugih principa.

Relacija principa u odnosu na
koordinatni sistem (y, e)

a) Posmatramo u odnosu na ortonormirani koordinatni sistem (y, e)
kretaǌe N materijalnih taqaka masa mν pod dejstvom aktivnih sila Fν

i k geometrijski idealno glatkih zadr�avaju�ih veza

fµ(y1
ν , y2

ν , y3
ν) = 0, (ν = 1, . . . , N). (3G.27)

Prinuda ima oblik (3G.11).
Ubrzaǌa, koja figurixu u izrazu za prinudu, uslovǉena sa jednaqi-

nama

f̈µ =
N∑

ν=1

(
∂2fµ

∂yk
ν∂yl

ν

ẏk
ν ẏl

ν +
∂fµ

∂yk
ν

ÿk
ν

)
= 0. (3G.27a)

Saglasno principu prva varijacija po ubrzaǌima ÿk
ν prinude (3G.11)

je

δZ =
N∑
ν

∂Z

∂ÿk
ν

δÿk
ν =

N∑
ν=1

mνδkl

(
ÿl

ν −
Y l

ν

mν

)
δÿk

ν = 0, (3G.28)

a odgovaraju�e varijacije (3G.27a) su

δf̈µ =
N∑

ν=1

∂fµ

∂yk
ν

δÿk
ν = 0. (3G.29)
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III. Principi mehanike 105

Uvo�eǌem k neodre�enih mno�iteǉa veza λµ sledi

δZ =
N∑

ν=1

δkl

(
mν ÿl

ν − Y l
ν −

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂yνl

)
δÿk

ν = 0. (3G.30)

To je ekvivalentno jednaqinama (3A.25) ili (3A.26).

Relaciju (3G.30) mogu�e je kra�e zapisati u obliku

N∑
ν=1

(
∂Z

∂ÿk
ν

−
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yk
ν

)
δÿk

ν = 0. (3G.31)

Prema tome diferencijalne jednaqine posmatranog sistema su

∂Z

∂ÿk
ν

−
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yk
ν

= 0. (3G.32)

Zajedno sa k zadatih veza fµ = 0 su potrebne i dovoǉne za rexeǌe
zadatka.

Do istog rezultata bi se doxlo da su zadate veze apstrahovane reak-
cijama veza (2.9), (3.22). U tom sluqaju prinuda bi bila

Z∗ =
1
2

N∑
ν=1

mν

(
dvν

dt
− Fν + Rν

mν

)2

, (3G.33)

a relacija (3G.3)

aν =
Iν + Fν + Rν

mν

Jednaqine (3G.26) bi se svele na (3G.32), pri qemu bi se vodilo
raquna koja je razlika izme�u Z i Z∗.

b) Za mehaniqke sisteme koji, pored uslova iz a) sadr�e i neintegra-
bilne (neholonomne) diferencijalne veze

ϕσ(yν , ẏν) = 0, σ = 1, 2, . . . , l ≤ 3N − k, (3G.34)

zdatak se mo�e posmatrati kao i u (3G.33), pri qemu su potrebna dodatna

znaǌa o reakcijama veza Rν(ϕ) =
l∑

σ=1
Rνµ(ϕ), a mo�e kao i u (3G.31).

Neka je, kao i u prethodnom razmatraǌu funkcija prinude (3G.11),
varijacija uslova ubrzaǌa binomnih veza (3G.29).
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106 Krivolinijski koordinatni sistem (x,g)

Uslovi ubrzaǌa veza ϕσ = 0 su

ϕ̇σ =
N∑

ν=1

(
∂ϕσ

∂yk
ν

ẏk
ν +

∂ϕσ

∂ẏk
ν

ÿk
ν ) = 0, (3G.35)

a odgovaraju�e varijacije

δϕ̇σ =
N∑

ν=1

∂ϕ̇σ

∂ÿk
ν

δÿk
ν =

N∑
ν=1

∂ϕσ

∂ẏk
ν

δÿk
ν = 0. (3G.36)

Slede�i prethodni metod neodre�enih mno�ilaca λ̄σ dobi�e se proxire-
na relacija (3G.31) i to

N∑
ν=1

(
∂Z

∂ÿk
ν

−
k∑

µ=1

λµ
∂fµ

∂yk
ν

−
l∑

σ=1

λ̄σ
∂ϕσ

∂ẏk
ν

)
δÿk

ν = 0. (3G.37)

Krivolinijski koordinatni sistem (x, g)

Pre svega ponovo istaknimo da je nax polazni ili bazni koordinatni
sistem (y, e) za koji va�e jednaqine (1.12). Ponovimo i to da koordi-
nate y1

ν , y2
ν , y3

ν ν-te taqke mogu se zameniti koordinatama x1
ν , x2

ν , x3
ν nekog

drugog krivolinisjkog koordinatnog sistema. Zbog mnoxtva mogu�ih
koordinatnih sistema re�i �emo da tih 3N koordinata x = (x1

ν , x2
ν , x3

ν) =
(x1, x2, . . . , x3N ) obrazuju konfiguracionu mnogoobraznost M3N ; svaku ko-
ordinatu xk

ν usmerava koordinatni vektor g(ν)k(x) qije pramenove u poje-
dinim taqkama oznaqimo TxM3N .

Zamanom y = y(x) u Z(ÿ) prinuda sistema od N materijalnih taqaka
je svedena na formule (3G.13). Istom zamenom veza fµ(y) = 0 se trans-
formixe na invarijantni oblik

fµ(y)y=y(x) = fµ(x1
ν , x2

ν , x3
ν) = 0 (3G.37a)

a relacije (3G.27a), s obzirom na (1.30) i (1.32), na oblik

f̈µ =
N∑

ν=1

(
∂2fµ

∂yk
ν∂yl

ν

∂yk
ν

∂xr
ν

∂yl
ν

∂xs
ν

ẋr
ν ẋs

ν +
∂fµ

∂yk
ν

∂yk
ν

∂xr
ν

Dẋr

dt

)
= 0,

ili pomo�u izmeǌenih indeksa

f̈µ = A(µ)ij ẋ
iẋj +

∂fµ

∂xi

Dẋi

dt
= 0. (3G.38)
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III. Principi mehanike 107

Varijacija po ubrzaǌima je

δf̈µ =
∂f̈µ

∂ai
δai =

∂f̈µ

∂ai
δ
Dẋi

dt
= 0. (3G.39)

Ove relacije su ekvivalentne relacijama (3G.29), jer je

δÿj = δ

(
∂yj

∂xi

Dẋi

dt

)
=

∂yj

∂xi
δ
Dẋi

dt
=

∂yj

∂xi
δai.

U ciǉu eliminisaǌa zavisnih varijacija ubrzaǌa iz jednaqina
(3G.39) iskoristimo neodre�ene mno�ioce λµ kao u (3B.51) do (3B.54):

Varijacija prinude (3G.13) po ubrzaǌima je

∂Z

∂ai
δai = gij

(
Dẋj

dt
− X̄j

)
δ
Dẋi

dt
= 0, (3G.40)

(
gij

Dẋj

dt
−Xi −

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi

)
δ
Dẋi

dt
= 0, (3G.41)

ili (
∂Z

∂ai
−

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi

)
δai = 0. (3G.42)

Pogled na relacije (3A.27) i (3G.41) upu�uje na zakǉuqak da se
diferencijalne jednaqine kretaǌa (3G.32) mogu napisati u krivolin-
ijskom koordinatnom sistemu u istom obliku

∂Z

∂ai
−

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi
= 0 (3G.43)

gde su ai = Dẋi/dt koordinate ubrzaǌa materijalnih taqaka.
Pri dejstvu neholonomnih veza (3G.34) pored veza (3G.37), potrebno

je u jednaqine veza i uslove ubrzaǌa (3G.35) ili ǌihovu varijaciju
(3G.36) zamenti y = y(x), kao xto sledi

N∑
ν=1

∂ϕσ

∂ẏk
ν

∂yk
ν

∂xl
ν

δ
Dẋl

ν

dt
=

∂ϕσ

∂ẏj

∂yj

∂xi
δ
Dẋi

dt
=

= bσiδ

(
Dẋi

dt

)
= bσiδa

i = 0.

(3G.44)

Mno�eǌem sa λ̄σ, sabiraǌem po σ i izjednaqavaǌem sa (3G.42) dobiva
se (

∂Z

∂ai
−

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi
−

l∑
σ=1

λ̄σbσi

)
δai = 0. (3G.45)
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108 Princip prinude u nezavisnim ...

Ta relacija je uvek zadovoǉena za kretaǌe qije su slede�e diferen-
cijalne jednaqine

∂Z

∂ai
=

k∑
µ=1

λµ
∂fµ

∂xi
+

l∑
σ=1

λ̄σbσi. (3G.46)

Princip prinude u nezavisnim
generalisanim sistemima koordinata

U odnosu na generalisane nezavisne koordinate prinuda (3G.1) sve-
dena je na oblik (3G.18), tj.

Z =
1
2
aαβ (aα −Qα)

(
aβ −Qβ

)
+

1
2
a2

N , (3G.47)

gde su: aαβ(m, q) - inercioni tenzori na M , aα - koordinate vektora
ubrzaǌa, Qα - generalisane kontravariajntne koordinate sila, a a2

N

je dvostruka prinuda ZN odre�ena izrazom (3G.20); indeksi oznaqavaju
redne brojeve generalisanih koordinata.

Za opisivaǌe kretaǌa na mnogoobraznostima: Mn, Mn+1; TMn i
TMn+1, kao xto to opisuje princip rada (3B.92) ili princip dejstva
(3V.34) dovoǉno je posmatrati prinudu na mnogobraznostima (3G.22), tj.

ZM =
1
2
aαβ (aα −Qα)

(
aβ −Qβ

)
=

=
1
2
aαβaαaβ − aαβaαQβ +

1
2
aαβQαQβ .

(3G.48)

gde indeksi idu od 1 do n ako su geometrijske veze nepromenǉive, a od 0,
1, ..., n ako su veze eksplicitno zavisne od vremena.

Zakon prinude je ovde jednostavan

δZM =
∂ZM

∂aα
δaα = aαβ(aβ −Qβ)δaα = 0. (3G.49)

S obzirom da su sve varijacije δaα nezavisne, koeficijenti uz δaα

su jednaki nuli, tj:
∂ZM

∂aα
= 0

ili

aαβ(aβ −Qβ) = aαβ
Dq̇β

dt
−Qα = 0, (3G.50)

a ovo jesu diferencijalne jednaqine kretaǌa sistema (3A.56). Prema
tome, princip prinude proizvodi nov oblik diferencijalnih jednaqina
kretaǌa holonomnih sistema na TM posredstvom prinude

∂Z

∂aα
= 0. (3G.51)
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III. Principi mehanike 109

Za sisteme sa vezama (3G.34) za ovaj princip bitni su ograniqen-
ja ubrzaǌa uslovǉena jednaqinama (3G.35), te je za primenu principa
(3G.49) potrebno u jednaqine (3G.35) zameniti yi = yi(q) pomo�u gener-
alisanih nezavisnih koordinata qα. Dakle

∂ϕσ

∂yi|y(q)

∂yi

∂qα
q̇α +

∂ϕσ

∂ẏi|y(q)

∂yi

∂qα
aα = 0.

Kako je bitan izraz sa ubrzaǌima, ove jednaqine napiximo u obliku

Φσ(q, q̇) + Cσαaα = 0 (3G.52)

gde smo uveli oznake

Φσ :=
∂ϕσ

∂yi

∂yi

∂qα
q̇α,

Cσα =
∂ϕσ

∂ẏi|y(q)

∂yi

∂qα
.

(3G.53)

Prema tome varijacija (3G.52) po varijacijama ubrzaǌa je

Cσαδaα = 0, σ = 1, . . . , l. (3G.54)

Iste varijacije ubrzaǌa figurixu u jednaqini (3G.49), kao izraz
principa prinude. Zavisne varijacije iz (3G.52) eleminixemo na dva
naqina i to:
1. posredstvom neodre�enih mno�ilaca veza λσ,
2. zamenom zavisnih varijacija iz (3G.54) u (3G.52).

Metodom neodre�enih mno�ilaca jednaqine (3G.54) i (3G.49) svodi-
mo na (

∂Z

∂aα
−

l∑
σ=1

λσCσα

)
δaα = 0. (3G.55)

U tom sluqaju jednaqine kretaǌa sa desne strane, umesto nule, do-
bivaju generalisane reakcije

Rα =
l∑

σ=1

λσCσα, (3G.56)

pa zajedno sa l jednaqine (3G.52) omogu�avaju rexavaǌe posmatranog
problema.

Metoda zamene zavisnih pomo�u nezavisnih varijacija ubrzaǌa u
suxtini nije komplikovanija. Jednaqine (3G.54) razvijmo, u ciǉu ve�e
jasnosti, kao xto sledi

C10δa
0 + C11δa

1 + · · ·+ C1kδak = −C1α′δa
α′

...

Ck0δa
0 + Ck1δa

1 + · · ·+ Ckkδak = −Ckα′δa
α′

(3G.57)
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110 Princip prinude u nezavisnim ...

α′ = k + 1, . . . , n

ili kra�e
Cσα′′δa

α′′ = −Cσα′δa
α′ . (3G.57)

Za ‖Cσα′′‖ 6= 0 se dobiva

δaγ′′ = −Cσγ′′Cσα′δa
α′ = −Bγ′′

α′ δa
α′ (3G.58)

gde je Cσγ′′ inverzna matrica Cσα′ .

Zamenimo ova rexeǌa u (3G.49)

∂Z

∂aα′ δa
α′ +

∂Z

∂aα′′ δa
α′′ =

(
∂Z

∂aα′ −Bα′′
α′

∂Z

∂aα′′

)
δaα′ = 0.

S obzirom da je n+1−l varijacija δaα′ nezaavisno, proizilazi n+1−l
diferencijalnih jednaqina kretaǌa oslobo�enih od mno�ilaca veza,

∂Z

∂aα′ −Bα′′
α′

∂Z

∂aα′′ = 0, (3G.59)

(α′ = l + 1, l + 2, . . . , n + 1− l; α′′ = 1, . . . , l).

Ovih jednaqina ima n+1−l za reonomni sistem i n−l za slkreonomni
sistem, za razliku od jednaqina

∂Z

∂aα
−

∑
λσCσα, (3G.60)

proizaxlih iz (3G.55), kojih ima n + 1 + l za reonomni i n + l za slkre-
onomni sistem. Sistemu jednaqina (3G.60) treba jox dodati sistem od l
jednaqina veza.

Jednaqine (3G.59) u razvijenom obliku bez funkcija prinude (3G.48)
ili (3G.47) lako se svode na prepoznatǉiviji oblik.

aα′β
(
aβ −Qβ

)−Bα′′
α′ aα′′β

(
aβ −Qβ

)
=

= aα′β
Dq̇β

dt
−Qα′ −Bα′′

α′

(
aα′′β

Dq̇β

dt
−Qα′′

)
= 0.

(3G.61)

Zakǉuqak 1. Jednaqine kretaǌa mehaniqkih sistema (3G.60),
(3G.59), (3G.51), (3G.46), (3G.43), (3G.32) dovoǉno jasno pokazuju da je
princip prinude ne maǌe operativan u koordinatnom opisivaǌu kretaǌa
od drugih principa mehanike, ako ne i operativniji u ǌegovoj primeni
na sisteme sa neholonomnim vezama.
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III. Principi mehanike 111

Pored toga ovaj princip ukazuje na postojaǌe prinude (3G.23) up-
ravne na tangentnu mnogoobraznost, a to znaqi i na ubrzaǌa upravna na
TM , kao i TM. To se lako pokazuje. Princip (3G.25), primeǌen na
prinudu (3G.18) daje, pored jednaqina (3G.51), jox i jednaqinu

∂Z

∂aN
= aN = κ(bαβ q̇αq̇β −FN ) = 0. (3G.62)

Zavrxni komentar o principu prinude: Zapa�eno je da se sve
navedene jednaqine, dobivene parciajlnim diferenciraǌem funkcije Z
po ai, mogu dobiti na isti naqin parcijalnim diferenciraǌem prinude
Z po kontravarijantnim koordinatama Ȳ i, X̄i ili Qα. To je ovde usa-
glaxeno sa jednaqinama (3G.26), jer, kao xto se vidi iz (3G.3) i (3G.17)
Qα su generalisana ubrzaǌa. Zbog toga stro�ija primena relacije
(3G.25) na prinudu (3G.48) svodi se na

δZ =
1
2
aαβ

(
aβ −Qβ

)
δaα +

1
2
aαβ (aα −Qα) δaβ−

− 1
2
aαβ

(
aβ −Qβ

)
δQα − 1

2
aαβ (aα −Qα) δQβ =

= aαβ

(
aβ −Qβ

)
(δaα − δQα) = 0.

Svaka diskusija koja iskǉuquje sluqaj da je δ(Dq̇α/dt) = δQα, ili
δÿ = δY , dovodi do prethodnih rezultata, a to je i uqiǌeno.

Izvod o principima mehanike

Principi mehanike su od opxteg znaqeǌa iskazi pomo�u uvedenih pojmova i
definicija mehanike, qija istinitost ne podle�e dokazivaǌu. Na svakom
ponaosob principu mo�e se razviti cela teorija mehanike.

Princip ravnote�e: Zbirovi svih sila koje dejstvuju u pojedinim di-
namiqkim taqkama su jednaki nuli.

∑
µ=1

Fνµ = 0.

Princip rada: Ukupan rad svih sila na mogu�im pomeraǌima jednak je
nuli, a za sistem sa jednostranim vezama jednak i maǌi od nule.

∑
Fν ·∆rν ≤ 0.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



112 Ukratko o principima mehanike

Princip dejstva: Integral sume δEk +δA(F ), sraqunat na stvarnom
kretaǌu za vreme [t0, t1], jednak je nuli, tj.

∫ t1

t0

(δEk + δA(F ))dt = 0.

Princip prinude: Varijacija prinude po ubrzaǌima jednaka je nula

δZ =
∂Z

∂a
δa = 0.
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IV. TEOREME MEHANIKE

Pod pojmom ”teorema mehanike” ovde se podrazumeva matematiqko
tvr�eǌe opxteg znaqeǌa o kretaǌu materijalnih sistema, qija se is-
tinitost dokazuje na osnovu: preprincipa, principa mehanike, osnovnih
i poslediqnih definicija i zakona dinamike.

Teoremama se operacionalizuju principi mehanike.
Tvr�eǌa qija se taqnost mo�e dokazati na osnovu teorema smatramo,

lemama i posledicama.
Teoreme, kao i poslediqna tvr�eǌa potrebno je da zadovoǉavaju

preprincipe.

Teorema o promeni impulsa kretaǌa

Prirodni izvodi po vremenu generalisanih impulsa mehaniqkog sistema
konstantne mase jednaki su generalisanim silama

Dpα

dt
= Qα. (4.1)

Dokaz. Osnovnom definicijom 2, i relacijama (3A.39) definisani
su generalisani impulsi. Iz principa ravnote�e sledile su diferen-
cijalne jednaqine kretaǌa (3V.56). Kako je Daαβ/dt = 0 za mehaniqki
sistem konstantnih masa, to je

aαβ
Dq̇β

dt
=

D

dt

(
aαβ q̇β

)
=

Dpα

dt
= Qα,

xto i tvrdi teorema.

Lema 1. Prirodni izvod impulsa sistema konstantne mase obrtnog kre-
taǌa, merenog uglovnom promenom, jednak je momentu sila.

Dokaz 1. Iz definicije elementarnog rada (3B.15) sledi da general-
isane sile za bezdimenzione uglovne koordinate imaju dimenziju momenta
sila,

ML2T−2 = dim Q
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114 Teorema o promeni impulsa kretaǌa

pa teorema 1 potvr�uje ovu lemu.

Dokaz 2. Na osnovu principa ravnote�e izveden je pojam momenta
sile (3A.63). Adekvatno tome, za obrtno kretaǌe ν-te qestice mase ∆mν ,
qvrsto povezane za neku nepomiqnu taqku O koja pripada sopstvenoj osi
u obrtnog kretaǌa, izveden je moment inercione sile. Slede�i (3A.63),
moment inercione sile Iν = −∆mν

dvν

dt je jednak

−M(Iν) = rν ×∆mν
dvν

dt
=

= rν × d

dt
(∆mνvν) =

d

dt
(rν ×∆mνvν).

S druge strane za |rν | = const je vν = ω × rν , pa daǉe sledi

−Mν(Iν) =
d

dt
[∆mν(rν × (ω × rν))] =

=
d

dt
[∆mν [(ω(rν · rν)− rν(rν · ω))] =

=
d

dt

[
∆mν

[
r2
νωjej − yk

νek(δijy
i
νωj)

]]
(4.2)

jer je rν · ω = yi
νei · ωjej = δijy

i
νωj.

Projektujemo li vektor (4.2) na koordinatne ose dobi�e se.

−Mν · ei =: M(ν)i =

=
d

dt

[
∆mν

(
r2
νδijω

j − yνiyνjω
j
)]

=

=
d

dt

(I(ν)ijω
j
)

=
d

dt
pνi

(4.3)

gde su

pνi = I(ν)ijω
j (4.4)

impulsi kretaǌa ν-te qestice u odnosu na ortonormirani koordinatni
sistem (y, e).

Povratkom (4.3) u jednaqinu (3A.58) dobija se lema 1, koja tvrdi:

dp(ν)i

dt
= Mi(Fν). (4.5)

Primer 13. Primena leme na opis obrtnog kretaǌa krutog tela
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IV. Teoreme mehanike 115

konstantne mase oko nepomiqne taqke.

y
1

h
Mn

rn

Dmn

y
3

y
2

w

Slika 5

Za svaki ν-ti deli� tela va�e jednaqine (4.5) i (4.4) gde su indeksi
i, j = 1, 2, 3, ν = 1, 2, . . . . Saberu li se impulsi deli�a (4.4) kao veliqine
za istu i-tu osu, dobija se

pi =
∑

ν

pνi =
∑

ν

∆mν(r2
νδij − yνiyνj)ωj = Iijω

j (4.6)

gde je
Iij =

∑
ν

∆mν(r2
νδij − yνiyνj) (4.7)

tenzor inercije.
S druge strane glavni momenti svih aktivnih sila u odnosu na ko-

ordinatne ose su
Mi :=

∑
ν

Mi(Fν)

pa se dobija za posmatrano kruto telo da je

dpi

dt
=

d

dt

(Iijω
j
)

= Mi; (4.8)

ovo jesu diferencijalne jednaqine obrtnog kretaǌa tela oko nepomiqne
taqke u odnosu na nepokretni koordinatni sistem.

Daǉi razvoj ovih jednaqina u prvom koraku otvara pitaǌe izvoda po
vremenu tenzora inercije (4.7), jer prethodne jednaqine

dIij

dt
ωj + Iij

dωj

dt
= Mi (4.9)

oqigledno sadr�e izvode po vremenu İij. Potra�imo ǌihovo analitiqko
znaqeǌe. Pri tom se, za sada, pretpostavǉa da su mase konstantne. U
zbiru

dI1j

dt
ωj = İ11ω

1 + İ12ω
2 + İ13ω

3 (4.10)
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116 Teorema o promeni impulsa kretaǌa

izvodi koordinata tenzora inercije su:

İ11 =

(∑
ν

∆mν(y2
ν2 + y2

ν3)

)·

=

= 2
∑

ν

∆mν(yν2ẏν2 + yν3ẏν3) =

= 2
∑

ν

∆mν

[
yν2

(
yν1ω

3 − yν3ω
1
)
+

+ yν3

(
yν2ω

1 − yν1ω
2
)]

=

= 2I21ω
3 − 2I31ω

2;

İ12 = −
∑

ν

∆mν (yν1yν2)
· =

= −
∑

ν

∆mν

[(
yν3ω

2 − yν2ω
3
)
yν2+

+ yν1

(
yν1ω

3 − yν3ω
1
)]

=

= −
∑

ν

∆mν

(
y2

ν1ω
3 − y2

ν2ω
3
)
+

+
∑

ν

∆mν

(
yν3yν2ω

2 − yν1yν3ω
1
)
;

İ13 = −
∑

ν

∆mν (yν1yν3)
. =

= −
∑

ν

∆mν

[(
yν3ω

2 − yν2ω
3
)
yν3+

+ yν1

(
yν2ω

1 − yν1ω
2
)]

=

= −
∑

ν

∆mν

(
y2

ν3ω
2 − y2

ν1ω
2
)
+

+
∑

ν

∆mν

(
yν1yν2ω

1 − yν2yν3ω
3
)
.

(4.11)

Cikliqnom promenom indeksa 1, 2, 3 → 2, 3, 1 → 3, 1, 2 lako se dobijaju
izvodi drugih koordinata tenzora inercije I2j i I3j.
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IV. Teoreme mehanike 117

Zamenom u (4.9) jednaqine (4.8) dobivaju oblik

Dp1

dt
= I1jω̇

j + (I33 − I22)ω2ω3 + I21ω
1ω3−

− I31ω
2ω1 + I32ω

2ω2 − I23ω
3ω3 = M1,

Dp2

dt
= I2jω̇

j + (I11 − I33)ω3ω1 + I32ω
2ω1−

− I12ω
3ω2 + I13ω

3ω3 − I31ω
1ω1 = M2,

Dp3

dt
= I3jω̇

j + (I22 − I11)ω1ω2 + I13ω
3ω2−

− I23ω
1ω3 + I21ω

1ω1 − I12ω
2ω2 = M3.

(4.12)

Za primenu ovih jednaqina u tehniqkoj praksi na modele obrtnog
kretaǌa tela va�no je imati u vidu da postoje izvodi koordinata tenzora
inercije (4.7) Iij(y(t)) po vremenu (4.11).

Diferencijalne jednaqine obrtnog kretaǌa tela znatno se pojednos-
tavǉuje ako je mogu�e za telo vezati pokretni koordinatni sistem (z,�).
U odnosu na taj koordinatni sistem koordinate tenzora inercije su kon-
stantne. Izborom koordinatnog poqetka u centru inercije, a usmereǌem
koordinatnih osa du� osa inercije ixqezavaju veliqine Iij za i 6= j, a
Iii se svodi na centralne i glavne momente inercije I1, I2, I3. Oznaqi
li se u tom pokretnom koordinatnom sistemu ugaona brzina Ω = Ωi�i,
diferencijalne jednaqine obrtnog kretaǌa tela oko centra inercije se
svode na poznate Ojlerove dinamiqke jednaqine

Dp1

dt
= I1Ω̇1 + (I3 − I2)Ω2Ω3 = M1,

Dp2

dt
= I2Ω̇2 + (I1 − I3)Ω3Ω1 = M2,

Dp3

dt
= I3Ω̇3 + (I2 − I1)Ω1Ω2 = M3.

(4.13)

Pri tom se podrazumeva da postoji jednoznaqna veza izme�u koordi-
nata

yi = γi
jz

j ⇔ zi = γi
jy

j (4.14)

gde se koeficijenti γi
j javǉaju funkcijama vremena.

Teorema o promeni kinetiqke energije

Definicijom 5 uveden je pojam rada (3B.1), a negativni rad sila
inercije (3B.6) i (3B.7a) materijalne taqke konstantne mase na zadatom
kretaǌu poslediqno je uvedena kinetiqka energija. Promena rada po
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118 Teorema o promeni kinetiqke energije

vremenu (3B.14) nazvana je snaga. Ovi pojmovi su dovoǉni za formulisan-
je teoreme o promeni kinetiqke energije po vremenu. Iskaz ”prome-
na po vremenu” matematiqki predstavǉa prirodni izvod po nezavisnoj
promenǉivoj t.

Teorema: Promena kinetiqke energije sistema materijalnih taqaka
konstantnih masa, na koje dejstvuju sile Qα, po vremenu jednaka je snazi S
tih sila, tj.

dEk

dt
= S = Qαq̇α. (4.15)

Ista teorema mo�e se kazati: Prirodni izvod kinetiqke energije sis-
tema materijalnih taqaka sa konstantnim masama po vremenu jednak je
snazi.

Dokaz 1. Mno�eǌem diferencijalnih jednaqina kretaǌa (3V.40) sa
q̇α i sabiraǌem po indeksu α dobija se

d

dt

(
∂Ek

∂q̇α
q̇α

)
− ∂Ek

∂q̇α
q̈α − ∂Ek

∂qα
q̇α = Qαq̇α.

Kako je
∂Ek

∂q̇α
q̇α = 2Ek,

∂Ek

∂q̇α
q̈α +

∂Ek

∂qα
q̇α =

dEk

dt
,

a
Qαq̇α = S,

teorema o promeni kinetiqke energije (4.15) je dokazana.

Dokaz 2. Kinetiqku energiju mehaniqkog sistema odre�uje jedna od
formula (3B.7),

Ek =
1
2

∑
ν

mνv2
ν . (4.16)

Izvod po vremenu, s obzirom na (3A.4), je

dEk

dt
=

∑
ν

mνvν · dvν

dt
=

∑
ν

(Fν + Rν)vν = S

xto je trebalo dokazati.

Dokaz 3. Kinetiqka energija je zadana formulom (3V.49), kojoj odgo-
varaju diferencijalne jednaqine kretaǌa (3V.58) i (3V.56). General-
isane sile (3V.52) qini zbir generalisanih potencijalnih i nepotenci-
jalnih sila. Mno�eǌem jednaqina (3V.58) generalisanim brzinama q̇α, a
jednaqina (3V.56) izvodima impulsa ṗα i sabiraǌem po α dobiva se

ṗαq̇α = ṗα
∂H

∂pα
(4.17)
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IV. Teoreme mehanike 119

ṗαq̇α = − ∂H

∂qα
q̇α + Pαq̇α. (4.18)

Razlika (4.17) i (4.18) je

∂H

∂pα
ṗα +

∂H

∂qα
q̇α − Pαq̇α = 0. (4.19)

Uzme li se u obzir (3V.51), tj.

H = Ek(q, p) + Ep(q, t) (4.20)

i (3V.52), sledi daǉe

∂Ek

∂pα
ṗα +

∂Ek

∂qα
q̇α =

(
Pα − ∂Ep

∂qα

)
q̇α (4.21)

ili
dEk

dt
= Qαq̇α = S

xto se tra�ilo.

Promena hamiltonijana

Lema 2. Ako potencijalne sile ne zavise eksplicitno od vremena
izvod hamiltonijana H(q0, q1, ..., qn; p0, p1, ..., pn) po vremenu t jednak je snazi
nepotencijalnih sila.

Dokaz: Jednaqina (4.19) potvr�uje prethodni iskaz jer je

dH

dt
=

∂H

∂qα
q̇α +

∂H

∂pα
ṗα = Pαq̇α = S(P ). (4.22)

Lema 3. Promena po vremenu hamiltonijana H(q0, q1, ..., qn; p0, p1, ..., pn)
potencijalnog sistema sa promenǉivim vezama jednaka je snazi veza R0, tj.

dH

dt
= R0. (4.23)

Dokaz 1. Saglasno jednaqini (3V.40b) i (3V.60) za nepotencijalne
sile je Pi = 0, i = 1, ..., n, a P0 = P ∗0 +R0 = R0 jer je P ∗0 =

∑
Pν ·∂r/∂q0 = 0,

desna strana jednaqine (4.22) degenerixe u

Pαq̇α = P0q̇
0,
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120 Teorema o promeni mehaniqke energije

odnosno, kad se za reonomnu koordinatu usvoji q0 = t,

Pαq̇α = R0,

xto dokazuje lemu 3.

Dokaz 2. Pomno�i li se svaka jednaqina (3A.25) odgovaraju�im vek-
torom brzine vν i sabere po indeksu ν dobija se

∑
ν

mνvν · dvν

dt
=

∑
ν

Fν · vν +
∑

ν

∑
µ

λµgradνfµ · vν .

Za potencijalne sile Fν = −gradνEp(rν) i uslov brzina na vezama

ḟµ =
∑

ν

gradνfµ · vν +
∂fµ

∂t
= 0

prethodna jednaqina se svodi na

d

dt

(
1
2

∑
ν

mνvν · vν

)
+ gradνEp · vν = −

∑
µ

λµ
∂fµ

∂t
.

Na osnovu (3A.54) i (3B.7) za q0 = t iz prethodne jednaqine proizilazi

d

dt
(Ek + Ep) =

dH

dt
= R0, (4.24)

xto i jeste lema 3.

Teorema o promeni mehaniqke energije

Formulama (3V.43), (3V.51) i (3V.61) potpuna mehaniqka energija
potencijalnog reonomnog holonomnog sistema definisana je formulom

E = Ek(q, p) + Ep(q) + P(q0). (4.25)

Teorema: Promena po vremenu potpune mehaniqke energije (4.25) sis-
tema sa konstantnim masama jednaka je snazi nepotencijalnih sila F ∗

ν

tj
dE

dt
=

N∑
ν=1

F ∗
ν ·

drν

dt
= P ∗α q̇α. (4.26)

Dokaz: Za P ∗α 6= 0 i formulu (3V.43), po kojoj je

R0 = − ∂P
∂q0

(4.27)
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IV. Teoreme mehanike 121

diferencijalne jednaqine (3V.62) sadr�e dopunske sile P ∗α,

ṗα = − ∂E

∂qα
+ P ∗α, (4.28)

q̇α =
∂E

∂pα
. (4.29)

Pomno�e li se jednaqine (4.28) brzinama q̇α, a jednaqine (4.29) sa ṗα

i saberu po indeksima α dobivaju se dve jednaqine

ṗαq̇α = − ∂E

∂qα
q̇α + P ∗α q̇α,

q̇αṗα =
∂E

∂pα
ṗα.

ǋihova razlika je
∂E

∂pα
ṗα +

∂E

∂qα
q̇α − P ∗α q̇α = 0,

odnosno
dE

dt
= P ∗α q̇α (4.30)

xto dokazuje teoremu (4.26).

Posledica. Za sisteme sa vezama koje se ne meǌaju tokom vremena
svi indeksi idu od 1 do n (i = 1, ..., n) umesto od 0 do n (α = 0, 1, ..., n); pri
tom ixqezava dodatna koordinata q0, i odgovaraju�a sila ili snaga R0,
kao i ”reonomni potencijal” P.

Teorema o upravǉivosti kretaǌa

Pod naslovǉenim pojmom ”upravǉivost kretaǌa” ovde se podrazume-
va mogu�nost da se kretaǌe mehaniqkog sistema ostvaruje po zadatom
programu pod prinudom posebnih generalisanih sila. Sile Uα pomo�u
kojih se upravǉa kretaǌem ovde se nazivaju generalisane sile upravǉan-
ja. Pod ”upravǉaǌe kretaǌem” ovde se podrazumeva proces realizacije
zadatog ili programiranog kretaǌa. Programi mogu biti raznovrsni.
Ovde obuhvatamo program putaǌa i program brzina. Pri postavǉaǌu i
izradi programa kretaǌa treba polaziti od onih koordinatnih sistema
na kojim je zasnovana mehanika. Za kretaǌe na izvedenim mnogoobraznos-
tima neophodno je znati i uzimati u obzir relacije ǌihovog nastanka.
U ciǉu opxtosti i kratko�e pisaǌa posmatrajmo kretaǌe na (2n + 2)-
diemnzionim tangentnim mnogoobraznostima TN , ili ǌima ekvivalent-
nim mnogoobraznostima staǌa T ∗N .

Program putaǌa na N = Mn+1 mo�e se zadati jednom ili pomo�u
vixe funkcija

f(q0, q1, ..., qn) = 0, (4.31)
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122 Teorema o upravǉivosti kretaǌa

a program brzina na TN

ϕ(q0, q1, ..., qn; q̇0, q̇1, ..., q̇n) = 0, (4.32)

ili ǌima ekvivalentni program impulsa na T ∗N

ϕ∗(q0, q1, ..., qn; p0, p1, ..., pn) = 0. (4.33)

Kao xto se vidi, relacije programa su sliqne ili jednake relacijama
idealnih veza. Zato i daǉe rexavaǌe zadatka mo�e se razmatrati kao
uslovǉeno (”vezano”) kretaǌe mehaniqkih sistema.

Sistem materijalnih taqaka konstantnih masa prinudimo da se kre�e
po programu (4.31) i (4.32) po mnogoobraznosti TN qiji je inercioni ten-
zor aαβ(q0, q1, ..., qn); na sistem dejstvuju prirodne aktivne generalisane
sile Qα.

Koriste�i bilo koji od prethodno navedenih principa, pri uzimaǌu
uslova (4.31), (4.32) do�i �e se do diferencijalnih jednaqina kretaǌa

aαβ
Dq̇β

dt
= Qα + Uα (4.34)

ako se programi (4.31) i (4.32) apstrahuju silom U = (U0, U1, ..., Um), m ≤
n; ili

aαβ
Dq̇β

dt
= Qα + λ

∂f

∂qα
+ µ

∂ϕ

∂q̇α

f(q0, q1, ..., qn) = 0

ϕ(q0, q1, ..., qn; q̇0, q̇1, ..., q̇n) = 0,





(4.35)

ako se u sistem jednaqina ukǉuquju jednaqine (4.31) i (4.32).

Uslov f = 0 neophodno zadovoǉava uslove brzine i ubrzaǌa,, xto
znaqi da su prvi i drugi prirodni izvodi skalarne funkcije f jednaki
nuli,

Df

dt
=

df

dt
= ḟ =

∂f

∂qα
q̇α = 0

f̈ =
∂2f

∂qα∂qβ
q̇αq̇β +

∂ḟ

∂q̇β
q̈β =

=
∂2f

∂qα∂qβ
q̇αq̇β +

∂f

∂qβ
q̈β = 0

(4.36)

ili
∂f

∂qβ

Dq̇β

dt
=

∂f

∂qβ
Γβ

αγ q̇αq̇γ − ∂2f

∂qα∂qγ
q̇αq̇γ =

=
(

∂f

∂qβ
Γβ

αγ −
∂2f

∂qα∂qγ

)
q̇αq̇γ = Gαγ q̇αq̇γ

(4.36)
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IV. Teoreme mehanike 123

gde je Gαγ izraz u zagradi.

Posle odre�ivaǌa λ i µ, ǌihove zamene u (4.35) i upore�eǌe sa (4.34)
dobijaju se sile upravǉaǌa.

Program brzina (4.32 ) treba da zadovoǉava uslov ubrzaǌa

dϕ

dt
=

∂ϕ

∂q̇α

Dq̇α

dt
− Eαγ q̇αq̇γ = 0 (4.36a)

gde je Eβγ = ∂ϕ
∂q̇α Γα

βγ.

Zamenom
Dq̇γ

dt
= aαγ

(
Qα + λ

∂f

∂qα
+ µ

∂ϕ

∂q̇α

)

iz (4.35) u (4.36) i (4.36a) sledi

∂f

∂qβ
aαβ

(
Qα + λ

∂f

∂qα
+ µ

∂ϕ

∂q̇α

)
= Gαβ q̇αq̇β ,

∂ϕ

∂q̇β
aαβ

(
Qα + λ

∂f

∂qα
+ µ

∂ϕ

∂q̇α

)
= Eαβ q̇αq̇β .

(4.37)

Jednaqina ima koliko i nepoznatih mno�ilaca λ i µ te qine rexiv
linearni sistem

B11λ + B12µ = C1

B21λ + B22µ = C2

}
(4.37a)

tako da se dobiva

Uα = λ(q, q̇)
∂f

∂qα
+ µ(q, q̇)

∂ϕ

∂q̇α
. (4.38)

Dakle, za kretaǌe sistema na mnogoobraznosti N po programu (4.31)
i (4.32) sile upravǉaǌa treba, kao prvo, da zadovoǉavaju relacije
(4.38), i drugo da sila Uα po veliqini ‖Uα‖ bude ve�a od prirodnih
generalisanih sila ‖Qα‖, tj.

‖Uα‖ ≥ ‖Qα‖. (4.39)

Na analogan naqin odre�ivaǌu reakcija veza mogu se odrediti sile
upravǉaǌa Uα u funkciji polo�aja q i q̇ ako je program zadat pomo�u
relacija (4.31) ili (4.32).

Na ovaj naqin izvedeni su potrebni uslovi upravǉivosti nekog
mehaniqkog sistema. Prostije reqeno mo�e se po formulama (4.37), (4.38)
izraqunati kakva i kolika je sila potrebna da se telo povede po odred-
jenoj putaǌi ili da se pove�a ili smaǌi brzina kretaǌa. Za upravǉaǌe
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124 Teorema o upravǉivosti kretaǌa

kretaǌem potrebno je, dakle, pored uslova (4.31), (4.38), (4.39) i pos-
tojaǌa dovoǉno velikih sila upravǉaǌa U da bi sistem bio upravǉiv.
Navedeno tvr�eǌe je upravo naslovǉena teorema upravǉivosti.

Teorema: Kretaǌe mehaniqkog sistema je upravǉivo po unapred
zadatom programu ako postoje takve i tolike sile upravǉaǌa, zavisne
od parametara programa, a po apsolutnoj vrednosti ve�e od odgovaraju�ih
drugih aktivnih sila.

Prepoznatǉiv primer 14. Odrediti silu upravǉaǌa U kojom se
mo�e upravǉati texkom materijalnom taqkom mase m da se kre�e u ver-
tikalnoj ravni z = 0 po programu

f(x, y) = y − g

2
x2 − h = 0

ϕ(ẋ) = ẋ− c = 0

gde su g ubrzaǌe Zemǉine te�e, h i c su date konstante.
Diferencijalne jednaqine kretaǌa su

mẍ = −λgx + µ = Ux,

mÿ = −mg + λ = −µg + Uy.

Jednaqine (4.37) za dati primer su

−g + λ
m − gẋ2 + gx

m (λgx− µ) = 0
−λgx + µ = 0 −→ µ = λgx,

}

λ = mg(1 + ẋ2) = mg(1 + c2).

Prema (4.38) daǉe se dobiva

Ux = −λgx + µ = 0,

Uy = λ
∂f

∂y
= mg(1 + c2).

Zakǉuqno: Silom Uy = mg(1 + c2) mo�e se realizovati zadato kre-
taǌe.

Prostiji zadatak je kada su, umesto programa, date sile upravǉaǌa
u analitiqkoj formi bez ograniqeǌa ǌihovih veliqina.

Ograniqeni skupovi sila upravǉaǌa su qex�e zastupǉeni u tehnici
od neograniqenih.

Primer 15. Pokrenuti i usmeriti materijalnu taqku mase m iz
staǌa mirovaǌa silom upravǉaǌa U = (U1, U2, U3),

U1 = U cos α1, U2 = U cosα2,
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IV. Teoreme mehanike 125

U3 = U cos α3, ‖U‖ = 1,

po putaǌi kojoj pripada taqka M(1, 2, 3).
Za 0 ≤ α3 < π

2 sile upravǉaǌa su ve�e od aktivnih sila. Diferen-
cijalne jednaqine kretaǌa su

mÿi = cos αi.

Ako se polazni polo�aj iz staǌa mirovaǌa uzme za pol koordinatnog
sistema (Oy1y2y3), konaqne jednaqine kretaǌa su

yi =
cosαi

2m
t2,

te prema tome, jednaqine putaǌe su

y1

cos α1
=

y2

cosα2
=

y3

cos α3
,

pri qemu je potrebno da su zadovoǉeni uslovi:

1
cos α1

=
2

cosα2
=

3
cos α3

, 0 ≤ α3 <
π

2
.

cos2 α1 + cos2 α2 + cos2 α3 = 1.

Lema. Kretaǌa (pα, qα) mehaniqkog sistema konstantnih masa je up-
ravǉivo po zadatom programu ako postoje takve i tolike sile upravǉaǌa
zavisne od parametara programa staǌa kretaǌa, a po uslovima (4.39) ako
se kretaǌe usmerava suprotno kretaǌu pod dejstvom sila Qα.

Dokaz. Diferencijalne jednaqine kretaǌa (4.34) sistema materijal-
nih taqaka sa konstantnim masama na T ∗N su

Dpα

dt
= Qα + Uα, q̇α = aαβpβ . (4.40)

Jednaqine (4.35) svode se na

Dpα

dt
= Qα + λ

∂f

∂qα
+ µaαβ

∂ϕ∗

∂pβ

f(q0, q1, . . . , qn) = 0

ϕ∗(q0, q1, . . . , qn; p0, p1, . . . , pn) = 0





(4.41)

jer je
∂ϕ

∂q̇α

∣∣∣∣
q̇=q̇(p)

=
∂ϕ∗

∂pβ

∂pβ

∂q̇α
= aαβ

∂ϕ∗

∂pβ
.
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126 Teorema o upravǉivosti kretaǌa

Uslov (4.36) se transformixe na

∂f

∂qβ
aβξ Dpξ

dt
= Gαγaαξpξa

γηpη = G∗ξηpηpξ

(ξ, η = 0, 1, . . . , n)
(4.42)

Uslov brzine (4.36a) transformixe se na uslove ograniqeǌa impul-
sa

∂ϕ∗

∂pβ
aαβaαξ Dpξ

dt
= Eαγaαξaγηpξpη,

to jest
∂ϕ∗

∂pβ

Dpβ

dt
= E∗ξηpξpη, (4.43)

gde su zamene oqigledne.

Zamenom Dpα/dt iz jednaqine (4.41) u (4.42) i (4.43) dobija se sistem
jednaqina strukture (4.37a), qime je lema dokazana.

Primer 16. Prevesti linearni oscilator iz poqetnog staǌa p =
p0 = const, q = 0 u ravnote�no staǌe p = 0, q = 0 pomo�u sile upravǉaǌa
U , |U | ≤ 1.

Diferencijalne jednaqine kretaǌa su

ṗ = −q + U, −1 ≤ U ≤ 1,

q̇ = p,

pod pretpostavkom da je inercioni koeficijent a = 1 i restitucioni
koeficijent c = 1. Eleminacijom diferencijala vremena dt dobijaju se
diferencijalne jednaqine fazne trajektorije

dp

dq
= − (q ∓ u)

p
.

Iz mnoxtva krivih

p2 + (q ∓ 1)2 = c1,2

za u = ±1, treba izabrati one koje zadovoǉavaju krajǌe taqke, tj. prvu
poqetnu (0, p0) i drugu zavrxnu (0, 0). Za taqku (0, p0) to je kru�nica

p2 + (q ∓ 1)2 = p2
0 + 1,

a za taqku (0,0) kru�nica maǌeg polupreqnika

p2 + (q ∓ 1)2 = 1.
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IV. Teoreme mehanike 127

Oqevidno je da kru�nice jednog te istog znaka sila U ne rexavaju za-
datak; treba tra�iti rexeǌa jednaqina razliqitih znakova. Prema lemi
silom U mo�e se upravǉati samo za ‖U‖ ≥ ‖q‖. Taqka preseka kru�nica
p2 + (q + 1)2 = p2

0 + 1 i p2 + (q − 1)2 = 1 postoja�e za 4q = p2
0, odnosno za

p2
0 ≤ 8 i to u taqki prekǉuqeǌa p = 0, q = 2.

Za maǌe poqetne vrednosti impulsa p0, recimo p0 = 2, sa maǌom
silom |U | < 1 mogu�e je privesti oscilator bez udara u staǌe mirovaǌa.
Zaista, zamenimo li u prvoj jednaqini p2

0 = 4, p = 0 dobija se q =
√

5−1 i
prema tome U = (

√
5− 1)/2 ≈ 0.618 dovodi u polo�aj p = 0, q = 0 po faznoj

trajektoriji
p2 + q2 − (

√
5− 1)q = 0.

-1 1 2

2

p

q

u=1

u=1

Ö8

Slika 6

Teorema o optimalnom kretaǌu
upravǉivih sistema

Pod pojmom ”optimalno kretaǌe” ovde se podrazumeva kretaǌe
mehaniqkih sistema qiji pojedini atributi imaju ekstremalne vrednosti
u odnosu na pojedine dinamiqke parametre. Pod takvo poimaǌe spada-
ju svi sistemi najmaǌeg dejstva i najmaǌe prinude, opisani u petom
odeǉku 3V - ”Princip dejstva” i odeǉku 3G - ”Princip prinude”. S
obzirom da i dejstvo i prinuda po svojoj prirodi dosti�u ekstremne
vrednosti na stvarnom kretaǌu mo�e se re�i da diferencijalne jedna-
qine kretaǌa mehaniqkih sistema opisuju ekstremalne linije dejstva i
prinude. Me�utim, i ako to jesu optimalna kretaǌa, u struqnoj lit-
eraturi ovakva kretaǌa se obiqno ne kvalifikuju kao optimalna. Tek
kad se pored navedenih atributa tra�e ekstremne vrednosti pojedinih i
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128 Teorema o optimalnom kretaǌu ...

posebnih dinamiqkih ili kinetiqkih osobina (sile, energije, impulsa,
mase) upravǉivih kretaǌa ka�e se optimalno kretaǌe. Zbog toga ovde
odre�enije se ka�e optimalno kretaǌe upravǉivih mehaniqkih sistema.

U opxtem sve navedene osobine kretaǌa za koje �e se tra�iti ek-
stremumi postavi�e se funkcionalom

J =
∫ t1

t0

F(p, q, u, t)dt (4.44)

koji se u literaturi teorije upravǉaǌa najqex�e naziva ”kriterijum
kvaliteta” ili prosto ”kvalitet”. Funkcija F je poznata i neprekidna
zajedno sa izvodima

∂F
∂p

,
∂F
∂q

,
∂F
∂u

za svaku taqku (p, q) ∈ T ∗N i sve vrednosti u1, ..., uk. Pored toga
F(p, q, u, t) ≥ a‖P‖p, gde su a > 0, p > 1 i P nepotencijalne sile, me�u
kojima i sile upravǉaǌa.

Iz mnoxtva formi diferencijalnih jednaqina kretaǌa opredelimo
se za jednaqine (3V.59) i (3V.60) u obliku (4.28) i (4.29), tj.

ṗα = − ∂E

∂qα
+ Pα(p, q, u), (4.45)

q̇α =
∂E

∂pα
, (α = 0, 1, . . . , n), (4.46)

gde se u mnoxtvu sila Pα nalaze i sile upravǉaǌa koje su ograniqene
zajedno sa parcijalnim izvodima

∂Fα

∂pβ
,

∂Fα

∂qβ
,
∂Fα

∂ui
, i = 0, 1, . . . , k ≤ n.

Sile upravǉaǌa Pα kao i svi parametri upravǉaǌa u(t) ∈ Lp su dostupni
na konaqnom intervalu vremena [t0, t1].

U ciǉu jednoznaqnog shvataǌa prethodnog uvoda prihvatimo slede�e

Odre�eǌe 1. Kretaǌe upravǉivog mehaniqkog sistema opisano
diferencijalnim jednaqinama (4.45) i (4.46) u prisustvu sila upravl-
jaǌa naziva�emo optimalnim ako saglasno principu dejstva

∫ t1

t0

[δ(pαq̇α − E) + Pαδqα] dt = 0 (4.47)

funkcional (4.44) dosti�e ekstremnu vrednost.

Odre�eǌe 2. Generalisane sile upravǉaǌa Pα kojim se real-
izuje optimalno upravǉaǌe kretaǌem naziva�emo optimalnim silama
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IV. Teoreme mehanike 129

upravǉaǌa a parametre upravǉaǌa u0, u1, . . . , uk optimalnim parametri-
ma upravǉaǌa.

Zadatak optimalnog upravǉivog kretaǌa je da se na�u sile ili
parametri kretaǌa koje upravǉivi mehaniqki sistem prevode iz stan-
ja (p(t0), q(t0)) u staǌe (p(t1), q(t1)) tako da funkcional (4.44) dostigne
ekstremnu vrednost.

Teorema: Funkcional (4.44) dosti�e ekstremnu vrednost pri direk-
tnom kretaǌu upravǉivog mehaniqkog sistema iz jedne taqke p(t0)&q(t0) ∈
T ∗N u drugu p(t1)&q(t1) ∈ T ∗N na:

- nepraznom mnoxtvu rexeǌa 2n + 2 diferencijalnih jednaqina kretaǌa
(4.45) i (4.46),

- nepraznom mnoxtvu rexeǌa sistema 2n + 2 diferencijalnih jednaqina
variacionog zadatka

(δqα). =
∂2E

∂qβ∂pα
δqβ +

∂2E

∂pβ∂pα
δpβ−

− ∂Pβ

∂pα
δqβ + γ

∂F
∂pα

,

(4.48)

(δpα). = − ∂2E

∂qα∂qβ
δqβ − ∂2E

∂pβ∂qα
δpβ+

+
∂Pβ

∂qα
δqβ − γ

∂F
∂qα

,

(4.49)

- nepraznom skupu rexeǌa mnoxtva k jednaqina

∂2E

∂ur∂pα
δpα+

∂2E

∂ur∂qα
δqα−

− ∂Pα

∂ur
δqα + γ

∂F
∂ur

= 0,

(4.50)

r = 0, 1, . . . , m− 1, m + 1, . . . , k ≤ n pri 2n + 2 uslova

δqα(t0) = 0, δqα(t1) = 0, (4.51)

i
∂2E

∂um∂pα
δpα +

∂2E

∂um∂qα
δqα−

− ∂Pα

∂um
δqα + γ

∂F
∂um

< 0,

(4.52)

δum > 0.
Dokaz: Na nepraznom mnoxtvu rexeǌa p(t) i q(t) diferencijalnih

jednaqina direktnog upravǉivog kretaǌa (4.45) i (4.46) ispuǌen je prin-
cip dejstva (4.47).
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130 Teorema o optimalnom kretaǌu ...

Funkcional (4.44) dosti�e ekstremum na navedenom kretaǌu ako je
za neki mno�iteǉ γ ∈ R

γδ

∫ t1

t0

F(p, q, u, t)dt ≤ 0 (4.53)

i to minimum za γ < 0, a maksimum za γ > 0, pri uslovu (4.44), (4.51) u
razvijenom obliku

∫ t1

t0

[(
q̇α − ∂E

∂pα

)
ηα−

−
(

ṗα +
∂E

∂qα
− Pα

)
ξα

]
dt = 0.

(4.54)

Varirajmo ovaj uslov kao xto sledi
∫ t1

t0

[(
δ

(
q̇α − ∂E

∂pα

))
δpα +

(
q̇α − ∂E

∂pα

)
δ2pα−

−
(

δ

(
ṗα +

∂E

∂qα
− Pα

))
δqα−

−
(

ṗα +
∂E

∂qα
− Pα

)
δ2qα

]
dt = 0.

(4.55)

Zbog (4.45) i (4.46) otpadaju qlanovi sa drugim varijacijama δ2p i
δ2q. Prema uslovima (4.51) je

∫ t1

t0

δq̇αδpαdt =
∫ t1

t0

δpαdδqα =

= δpαδqα|t1t0 −
∫ t1

t0

δqαdδpα =

= −
∫ t1

t0

(δpα).
δqαdt,

∫ t1

t0

δṗαδqαdt =
∫ t1

t0

δqαdδpα = −
∫ t1

t0

(
δqβ

).
δpβdt.

Prema tome relacija (4.55) daǉe se svodi na
∫ t1

t0

{[(
δqβ

). − ∂2E

∂pβ∂pα
δpα − ∂2E

∂pβ∂qα
δqα+

+
∂Pα

∂pβ
δqα

]
δpβ −

[
(δpβ). +

∂2E

∂qβ∂pα
δpα+

+
∂2E

∂qβ∂qα
δqα − ∂Pα

∂qβ
δqα

]
δqβ −

(
∂2E

∂ur∂qα
δqα+

+
∂2E

∂ur∂pα
δpα − ∂Pα

∂ur
δqα

)
δur

}
dt = 0.

(4.56)
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IV. Teoreme mehanike 131

Relacija (4.53), u razvijenom obliku

γ

∫ t1

t0

(
∂F
∂pβ

δpβ +
∂F
∂qβ

δqβ +
∂F
∂ur

δur

)
dt ≤ 0 (4.57)

pokazuje da su i u relaciji (4.56) sadr�ane iste varijacije δpβ , δqβ , δur

kao i u uslovu dostizaǌa ekstremuma funkcinala kvaliteta (4.53). Zbog
neodre�enosti i proizvoǉnosti mno�iteǉa γ upore�eǌem (4.56) i (4.57)
dobija se:

t1∫

t0

{[(
δqβ

). − ∂2E

∂pβ∂pα
δpα − ∂2E

∂pβ∂qα
δqα +

∂Pα

∂pβ
δqα−

−γ
∂F
∂pβ

]
δpβ −

[
(δpβ). +

∂2E

∂qβ∂pα
δpα +

∂2E

∂qβ∂qα
δqα−

−∂Pα

∂qβ
δqα + γ

∂F
∂qβ

]
δqβ −

(
∂2E

∂ur∂qα
δqα+

+
∂2E

∂ur∂pα
δpα − ∂Pα

∂ur
δqα + γ

∂F
∂ur

)
δur

}
dt = 0.

Na nepraznom skupu rexeǌa jednaqina (4.48) i (4.49) prethodna in-
tegralna varijaciona relacija svodi se na

t1∫

t0

(
∂2E

∂ur∂qα
δqα +

∂2E

∂ur∂pα
δpα−

− ∂Pα

∂ur
δqα + γ

∂F
∂ur

)
δurdt ≤ 0.

(4.58)

Odavde slede i uslovi (4.52), qime je teorema dokazana.
Posledica 1. Ako veze sistema ne zavise od vremena broj diferenci-

jalnih jednaqina (4.45), (4.46), (4.48), (4.49), (4.50) i (4.51) smaǌuju se
za po jednu jer ne postoji reonomna koordinata q0 i odgovaraju�i impuls
p0, pa indeksi α i β uzimaju vrednosti od 1 do n (α, β = 1, 2, . . . , n).

Lema: Funkcional (4.44) dosti�e ekstremnu vrednost pri kretaǌu
mehaniqkog sistema, upravǉanog neograniqenim silama uα, iz jednog staǌa
kretaǌa p(t0)&q(t0) u drugo p(t1)&q(t1) na

- nepraznom mnoxtvu rexeǌa jednaqina:

q̇α = aαβpβ , ṗα = − ∂E

∂qα
+ Pα + Uα, (4.59)

(δqα). =
∂2E

∂qβ∂pα
δqβ + aαβδpβ + γ

∂F
∂pα

− ∂Pβ

∂pα
δqβ , (4.60)
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132 Teorema o optimalnom upravǉaǌu kretaǌem

(δpα). = − ∂2E

∂qβ∂qα
δqβ − ∂2E

∂pβ∂qα
δpβ − γ

∂F
∂qα

+
∂Pβ

∂qα
δqβ , (4.61)

δqα + γ
∂F
∂Uα

= 0, (4.62)

(α = 0, 1, 2, . . . , m− 1,m + 1, . . . , k; k ≤ n) i nejednakosti

δqm + γ
∂F
∂um

< 0, δum > 0, (4.63)

pri uslovima
δqα(t0) = 0, δqα(t1) = 0. (4.64)

Dokaz. Pri upravǉaǌu silama Uα energija E i sila Pα ne zavise od
Uα, pa parcijalni izvodi po Uα ixqezavaju iz jednaqina i nejednaqina
(4.48) - (4.52).

Posledica 1. Za skleronomne sisteme smaǌuje se broj jednaqina
(4.59) - (4.64) jer ne postoji reonomna koordinata q0, pa su indeksi α, β =
1, . . . , n.

Teorema
o optimalnom upravǉaǌu kretaǌem

Teorija optimalnog upravǉaǌa uopxte zasnovana je na odre�enijim
klasifikacijama funkcija i skupova funkcija ili parametara upravl-
jaǌa nego xto je to uobiqajeno u standardnoj mehanici. U susret toj
teoriji precizirajmo neke pojmove i veliqine prethodno posmatranog
upravǉivog optimalnog staǌa kretaǌa na T ∗N .

Pod nazivom ”optimalno upravǉaǌe kretaǌem” mehaniqkog sistema
podrazumevaju se funkcije u(t) ∈ U (oblast U pokriva oblast mnogoo-
braznosti T ∗N ) koje, kao generalisane sile P = (P0, P1, ..., Pn) ili ǌi-
hovi elementi realizuju optimalno kretaǌe na kojem funkcional (4.44)
dosti�e ekstremum.

Funkcija F u funkcionalu (4.44) je konveksna i

F(p, q, u) ≥ a‖P‖p, a > 0, p > 1. (4.65)

Dostupna su sva upravǉaǌa u(t) iz Lp na zadatom konaqnom inter-
valu [t0, t1] koja zajedno sa rexeǌima (p(t), q(t) diferencijalnih jednaqina
kretaǌa (4.45) i (4.46), daju funkcionalu (4.44) konaqnu vrednost.

Teorema.
Za kretaǌe mehaniqkog sistema na T ∗N , koji ima:
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IV. Teoreme mehanike 133

- neprazan skup rexeǌa sistema 2n+2 diferencijalnih jednaqina kretaǌa
(4.45) i (4.46);

- neprazan skup rexeǌa sistema 2n+2 jednaqna (4.48) i (4.49) variacionog
zadatka;

- neprazan skup rexeǌa sistema k jednaqina (4.50) pri 2n+2 uslova (4.51)
i (4.52) kao i uslova

∥∥∥
(
qT (t), pT (t)

)T
∥∥∥ ≤

≤ B




t1∫

t0

‖P (p, q, u, t)‖ dt


 < ∞,

(4.66)

gde B monotono raste zajedno sa mno�enim integralom, postoje opti-
malne sile upravǉaǌa P ∗α = Pα(p, q, u∗) za koje funkcional (4.44) dosti�e
ekstremum.

Dokaz. Iz relacije (4.60) sledi da skup ograniqenih sila upravǉaǌa
za vreme koje je ograniqeno veliqinom

B

(∫ t1

t0

‖P‖dt

)
,

pa, prema tome, se sile Pα(p, q, u(t)) javǉaju dozvoǉenim silama upravl-
jaǌa.

Zbog (4.59), tj. iz razloga xto je J ≥ 0 sledi da postoji netrivijal-
na doǌa granica vrednosti funkcionala J . Neka je P

(k)
α uzastopnost

funkcija, koje odgovaraju dostupnom k-tom upravǉaǌu u(k)(t), za koju
odgovaraju�e uzastopno sledbeno znaqeǌe J (u(k)) monotono te�i granici
m; sledi J (u(k)) ≤ m + 1. Zbog (4.59) za dovoǉno velike brojeve k daǉe
sledi da je

a

∫ t1

t0

∥∥∥P (k)(·, s)
∥∥∥

p

ds ≤ m + 1.

Zato se mo�e izabrati takvo u(k) koje �e slabo te�iti granici u∗ iz
Lp(t0, t1) takvo da je

a

∫ t1

t0

∥∥∥P (k)(·, s)
∥∥∥

p

ds ≤ m + 1
a

.

Prema tome je

∫ t1

t0

‖P (p, q, u(t))‖ dt ≤
(

m + 1
a

)1/p

(t1 − t0)1/q
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134 Teorema o optimalnom upravǉaǌu kretaǌem

gde je 1/p + 1/q = 1. Saglasno tome i relaciji (4.60) sva rexeǌa
(pα, qα) diferencijalnih jednaqina kretaǌa (4.45) i (4.46) su ravnomerno
ograniqeni, tj.

∥∥∥
(
qT (t), pT (t)

)T
∥∥∥ ≤ B

[(
m + 1

a

)1/p

(t− t0)1/q

]
.

Ravnomerno ograniqene familije (qk(t), pk(t)) istostepeno su neprekid-
na na intervalu t0 ≤ t ≤ t1, jer za svaka dva momenta t′ i t′′ (t0 ≤ t′ ≤ t′′ ≤
t1) postoji konstanta C i D za koje je:

∥∥∥q(k)(t′)− q(k)(t′′)
∥∥∥ ≤ C|t′ − t′′|,

∥∥∥p(k)(t′)− p(k)(t′′)
∥∥∥ ≤ D|t′′ − t′|+

+ D

(∫ t′′

t′

∥∥∥P (p(k)(s), q(k)(s), u(k)(s)
∥∥∥

p

ds

)1/p

(t′′ − t′)1/q ≤ D|t′′ − t′|+ D

(
m + 1

a

)1/p

|t′′ − t′|1/q.

Prema Askolijevoj teoremi mogu�e je izabrati takvu postupnost
(q(k), p(k)(t)) da je

lim
k→m

(q(k)(t), p(k)(t)) = (q̄(t), p̄(t)) , ∀t ∈ [t0, t1].

Ostaje da se poka�e, sa mehaniqke strane jasan stav, da staǌe kretan-
ja (q̄(t), p̄(t)) odgovara desnim stranama diferencijalnih jednaqina kre-
taǌa (4.45) i (4.46), te i P ∗α = Pα(p, q, u∗), tj.

q̄ = q + lim
k→∞

∫ t1

t0

∂E(q(k), p(k))
∂p(k)

ds;

p̄ = p + lim
k→∞

∫ t1

t0

[
−∂E(p(k), q(k))

∂q(k)
+

+ P (p(k)(s), q(k)(s), u(k)(s))
]

ds.

Zbog slede�ih graniqnih relacija

lim
k→∞

∫ t1

t0

∥∥∥∥
∂E(q(k), p(k))

∂p(k)
− ∂E(p̄(s), q̄(s))

∂p̄

∥∥∥∥ ds = 0,
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IV. Teoreme mehanike 135

lim
k→∞

∫ t1

t0

∥∥∥∥
∂E(p(k), q(k))

∂q(k)
− ∂E(p̄(s), q̄(s))

∂q̄

∥∥∥∥ ds = 0,

lim
k→∞

∫ t1

t0

∥∥∥P (p(k), q(k), u(k)(s))−

−P (p̄(s), q̄(s), uk(s))
∥∥ ds = 0,

(4.67)

koje su ravnomerno zadovoǉene uvek, osim na nekom mnoxtvu S proizvoǉno
male mere, kao i nejednakosti

∫

S

∥∥∥P (k)(p(k), q(k), u(k))
∥∥∥ ds ≤

≤
(∫ t1

t0

∥∥∥P (k)(p(k), q(k), u(k))
∥∥∥

p

ds

)1/p

|s|1/q,

koje je ekvivalentna relaciji (4.67), sledi

q̄(t) = q + lim
k→∞

∫ t1

t0

∂E(p̄(s), q̄(s))
∂p̄

ds,

p̄(t) = p + lim
k→∞

∫ t1

t0

[
P (p̄(s), q̄(s), u∗(s))−

−∂E(p̄(s), q̄(s))
∂q̄

]
ds.

To pokazuje da silama upravǉaǌa P (p, q, u∗) odgovaraju rexeǌa p̄α(t)
i q̄α(t) sistema od 2n + 2 diferencijalnih jednaqina kretaǌa (4.45) i
(4.46).

Deo dokaza, koji se odnosi na ekstremalnost funkcionala (4.44) je
identiqan kao od (4.53) do (4.56), jer zbog dodatne konstatacije da je F
konveksna funkcija od u je

J (u∗) ≤ lim
k→∞

I(uk)

pa je J (u∗) = m, xto govori da je P (p, q, u∗) optimalna sila upravǉaǌa,
koja optimizira funkcional J na konaqnu vrednost.

Primer 17. Diferencijalne jednaqine kretaǌa su

q̇ =
p

a
, ṗ = u(t), a = const, dim a = M . (P17.1)

Treba da se na�e optimalna sila upravǉaǌa za koju funkcional

J =
∫ t1

t0

U2(κt)dt, κ ∈ R
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136 Teorema o optimalnom upravǉaǌu kretaǌem

dosti�e minimum pri prelazu iz staǌa kretaǌa q(t0 = 0) = 1 L, p(t0 =
0) = 2M L T−1 u mirovaǌe q(t1 = 1) = 0, p(t1 = 1) = 0.

Energija E = p2/2a, sila Pα = 0, F = U2 pa jednaqine (4.60) - (4.62)
imaju prost oblik

(δp). = 0 −→ δp = c1 = const (P17.2)

(δq). =
δp

a
=

c1

a
−→ δq =

c1

a
t + c2

δq + 2γU ≤ 0 −→ U0 = − δq

2γ
(P17.3)

Iz uslova (4.64) za t1 sledi

c2 = −c1

a
t1,

pa se dobija
U = − c1

2aγ
(t− t1)

Zamenom u (P17.1) i integraleǌem tako dobivene diferencijalne
jednaqine

ṗ = − c1

2aγ
(t− t1)

proizilazi da je

p(t) = − c1

2aγ

(
t2

2
− tt1

)
+ c3 =

= − c1

2aγ

(
t2

2
− tt1

)
+ p0,

q(t) = − c1

2a2γ

(
t3

6
− t2

2
t1

)
+

p0t

a
+ q0,

(p0 = p(t0), q0 = q(t0)).

Za zadate posledǌe uslove q(t1) = 0, p(t1) = 0 sledi da je

c1 = −6a2γ
(

p0
a t1 + q0

)

t31
.

Kako iz (P17.3) proizilazi da je dim γ = M−1 T2, to se za dimenziju
konstante c1 dobiva

dim c1 =
M2 M−1 T2×(L+ L)

T3 = ML T−1
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IV. Teoreme mehanike 137

xto je saglasno relaciji (P17.2), pa se mo�e pisati za γ = −1, t1 = 1,
p0 = 2 i q0 = 1,

c1 = 6(ap0 + a2q0) = 6a(2 + a)(MLT−1).

Prema tome je
U = 3(2 + a)(t− t1),

a funkcional

J =
∫ 1

0

U2dt = 9(2 + a)2
(

t3

3
− t2t1 + t21t

)
=

= 3(2 + a)2(M2 L2 T−3).

Uzme li se koeficijent inercije a za jedinicu (a = 1) dobiva se

Jmin = 27(M2 L2 T−3).

Spre�u�a funkcija

U ciǉu kra�eg pisaǌa sistema diferencijalnih jednaqina kretaǌa
(4.45), (4.46), (4.48), (4.49), (4.50) i nejednakosti (4.52), kao i ǌihovih
poslediqnih jednaqina (4.59) - (4.63) uvedena je funkcija

H =
∂E

∂pα
δpα +

∂E

∂qα
δqα − Pαδqα + γF . (4.68)

Ova funkcija ima, kao xto se vidi, dimenziju energije ili rada

dimH = dim E = ML2 T−2 .

Eventualno podozreǌe o prirodi zbira malih veliqina δE =
∂E
∂pα

δpα + ∂E
∂qα δqα i δA = Pαδqα sa konaqnom veliqinom F mo�e se otk-

loniti, jer se mno�iteǉ γ mo�e smatrati proizvoǉno malom veliqinom
ili proizvoǉno malim jediniqnim imenovanim (dimenzionim) brojem.

Jox kra�e funkcija H mo�e biti napisana kao

H = δE − Pαδqα + γF (4.68a)

gde Pα obuhvataju sve nepotencijalne sile i sile upravǉaǌa.

Za sisteme sa nepromenǉivim (skleronomnim) vezama, energija E je
jednaka zbiru kinetiqke energije Ek i potencijalne energije Ep, kao i
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138 Spre�u�a funkcija

Hamiltonova funkcija H = E = Ek + Ep, pa se funkcija sprezaǌa mo�e
pisati u obliku

H =
∂H

∂pi
δpi +

∂H

∂qi
δqi − Piδq

i + γF (4.69)

ili
H = δH − Piδq

i + γF .

Ako se diferencijalne jednaqine kretaǌa pixu u obliku pomo�u
kinetiqke energije Ek i generalisanih sila Qα, kao (3V.40), spre�u�a
funkcija ima isto znaqeǌe kao i prethodne, ali drugi oblik

H =
∂Ek

∂pα
δpα +

∂Ek

∂qα
δqα −Qαδqα + γF . (4.70)

Atribut ”spre�u�a” sam se po sebi name�e jer funkcija H spre�e
diferencijalne jednaqine kretaǌa sistema sa varijacionim zadatkom
optimalnog kretaǌa. Pomo�u ove funkcije navedene jednaqine (4.45) -
(4.46) pixu se u kra�em obliku

ṗα = − ∂H
∂(δqα)

, q̇α =
∂H

∂(δpα)
(4.71)

(δp). = − ∂H
∂qα

, (δqα). =
∂H
∂pα

, (4.72)

∂H
∂ur

= 0; (4.73)

∂H
∂um

< 0, ∀δum > 0. (4.74)

Saglasno tome, teorema i lema o optimalnom upravǉaǌu se iskazuju
pomo�u relacija (4.71) - (4.74), tj. pomo�u funkcija sprezaǌa.

Primer 18. spre�u�a funkcija u prethodnom primeru je

H =
∂Ek

∂p
δp− Uδq + γU2 =

p

a
δp− Uδq + γU2.

O teoremama. Teorijska mehanika, kao i druge matematiqke nauke
sadr�i vixe teorema, nego xto je ovde navedeno, naroqito u teoriji
upravǉaǌa, teoriji oscilacija ili teoriji stabilnosti kretaǌa. U
smislu ovdaxǌeg poimaǌa teoreme to ima smisla opxtije tvr�eǌe u
okviru nekog kra�ega nauqnog rada, izvan celovite studije o kretaǌu
tela i to ako se tako izdvojena teorema ne dokazuje na osnovu drugih
teorema.

Dakle, teorema u mehanici je tvr�eǌe opxteg znaqeǌa o kretaǌu tela
qija se istinitost dokazuje na osnovu definicija i principa mehanike.
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V. O ODRE�IVAǋU KRETAǋA
ili o rexeǌima

diferencijalnih jednaqina kretaǌa

Integracija diferencijalnih jednaqina ili sistema diferencijal-
nih jednaqina kretaǌa i analiza dobivenih rexeǌa za poznate parame-
tre u nekom trenutku predstavǉa spoznaju kretaǌa mehaniqkih objekata.
Malo je realnih kretaǌa tela, a pogotovo sistema tela, koja se mogu
opisati konaqnim opxtim analitiqkim rexeǌima diferencijalnih jed-
naqina . Mnogi modeli sistema, koji se opisuju u u
beniqkoj literaturi,
ne odra�avaju verno realno kretaǌe objekata. Pa ipak, sa velikom taq-
nox�u i dosta pravilnom procenom veliqine grexke, mehanika rexava
uspexno probleme svih mehaniqkih kretaǌa dostupnih qoveqjem oku, pa
i vixe od toga. O tome je napsano mnogo ǌiga i svakodnevno se objavǉuju
rexeǌa novih problema. Ovde se zadr�avamo samo na nekoliko konstat-
acija, koje se baziraju na prethodnom gradivu, naroqito na prepricipi-
ma.

O pravolinijskom kretaǌu

Dva zakǉuqka, koji su sledili iz diferencijalne jednaqine (3A.4),
a koji su racionalna polazixta ǋutnove mehanike, tra�e verifikaciju
u skladu sa preprincipom postojaǌa.

a) Na materijalne taqke, kao xto su nebeska tela, balistiqki projek-
tili ili baqeno telo, dejstvuje gravitaciona sila, pa relacija (3A.5),
prema sadaxǌem znaǌu o silama, ne zadovoǉava predprincip postojaǌa
te se ne mo�e tvrditi da se tela kre�u ravnomerno po pravim linijama.

Kada bismo znali, xto ne znamo, u svakom trenutku i svakom polo�a-
ju silu opxte gravitacije svih nebeskih tela i kada bi reaktivnim mo-
torom mogli trenutno proizvoditi suprotne sile, projektil bi se kretao
po pravoj liniji, a to je: kad bi bilo, ono xto nije i xto se za naxe
znaǌe ne mo�e predvideti.

b) Kretaǌe plovila po mirnim vodama okeana mogu da se kre�u brzi-
nom konstantne veliqine, ali ne po pravoj liniji.

v) Lokalno na Zemǉi u odnosu na tehniqki sistem mereǌa vezan za
Zemǉu mo�e se silama reakcije i drugim silama prinuditi telo da se
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140 Integrali impulsa kretaǌa taqke

kre�e konstantnom brzinom, ali to jox ne vodi ka zakǉuqku o obliku
putaǌe, kao prave linije; prava kao pojam ravne geometrije nije dostu-
pan logiqko-fiziqkom eksperimentu, te nije neophodno na tome osnovati
mehaniku, naroqito ako cela teorija mo�e da se razvije bez principa o
pravolinijskom kretaǌu.

Integrali
impulsa kretaǌa materijalne taqke

Za materijalnu taqku konstantne mase i uslov

F + R = 0 (5.1)

iz jednaqine (3A.4) se dobija da je vektor impulsa kretaǌa konstantan,

p = mv(t) = c = const = mv(t0) = p0. (5.2)

Na prvi pogled ovo je najprostiji prvi vektorski integral, kojim se
rexava zadatak odre�ivaǌa kretaǌa

r(t) = v(t0)t + r(t0). (5.3)

Me�utim, pogled na relacije (1.24) i (1.25), a naroqito (3A.39) ili
(4.6), kao i nesglasnost o koordinatama impulsa, zahteva ve�a pojaxn-
jeǌa ovog suxtinskog znaqeǌa.

Integral (5.2) zadovoǉava i najboǉe pojaxǌava preprincip odred-
jenosti. Kolikom taqnox�u su poznati masa i brzina u nekom trenutku
t0, tolikom taqnox�u se mo�e odrediti impuls kretaǌa p(t), pri uslovu
(5.1), u svakom drugom trenutku.

Preprincip neformalnosti mora biti zadovoǉen, da bi integral
(5.2) - suxtinski impuls p opstao u ovdaxǌoj teoriji.

Razlo�i li se vektor (5.2) u koordinatnom sistemu (y, e) kao u (1.24),
tj.

p = mv = mẏiei = ciei = mẏi
0ei

i pomno�i skalarno vektorom ej dobiva se

pj(t) = mẏj = mẏj(t0) = pj(t0). (5.4)

Dopuxtaju�i paralelno pomeraǌe baznih vektora ei, a sa ǌima i
koordinatnih vektora gk = ∂yi/∂xkei za slobodno pomeraǌe taqke, mo�e
se vektor (1.24), tj.

p = mẋkgk(x) = mẋK(t0)gK(x0) (5.4a)
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 141

pomno�iti skalarno vektorom g(x). Dobivaju se projekcije integrala
(5.2) na koordinatne pravce gl(x) u obliku

pl(x, ẋ) = akl(x)ẋk = akl(x0, x)ẋk(t0) =

= aKla
KLpL = aL

l pL,
(5.5)

gde je velikim slovom u indeksu oznaqena odnosna veliqina u poqetnom
trenutku vremena, a tenzor

aKl = m

(
∂y

∂xk

)

0

∂y

∂xl
=

= mgKl = mgK(x0) · gl(x)
(5.6)

je dvotaqkasti inercioni tenzor. Tenzor gKl u literaturi se nalazi jox
pod nazivom ”tenzor paralelnog pomeraǌa”.

Da bi bio zadovoǉen preprincip invarijantnosti trebalo bi da se
integrali (5.4) i (5.5) dobivaju direktno iz koordinatnih oblika jed-
naqina kretaǌa (3A.13) i (3A.14).

Prema preprincipu neformalnosti ova relacija bi trebalo da va�i
i u odnosu na krivolinijski koordinatni sistem. To se potvr�uje inte-
graleǌem jednaqina (3.14) za Xj + Rj = 0. Kovarijantni integral je

ˆ∫
aijDvj =

ˆ∫
D(aijv

j) = aijv
j −Ai = 0, (5.7)

gde je Ai kovarijantno konstantni kovektor Ai = gK
i pK(t0). Prema tome

integral (5.7) jeste integral (5.5),

pi(t) = aij ẋ
j = aiJ ẋJ = aiJaJKpK = gK

i pK(t0), (5.8)

gde je gK
i pK kovarijantno konstantni vektor; DAi/dt = 0. Bez ukazivaǌa

na mogu�nost paralelnog pomeraǌa kovektora gi, mogu se impulsi (5.4)
prevesti iz sistema koordinata y na krivolinijske koordinate x. Oz-
naqimo li koordinate x indeksima k, l = 1, 2, 3 sledi�e

pj(t) = pk
∂xk

∂yj
= pj(t0) = pK(t0)

∂xK

∂yj
.

Mno�eǌem matricom
[
∂yj/∂xl

]
dobiva se

pj(t)
∂yj

∂xl
= pK(t0)

∂xK

∂yj
· ∂yj

∂xl
= gK

l pK(t0) = pl(t),

jer je

gK
l =

∂xK

∂yj

∂yj

∂xl
.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



142 Integrali impulsa kretaǌa taqke

Iako kovarijantni integrali zadovoǉavaju sva tri preprincipa,
ovakva integracija nije rasprostraǌena u mehanici zbog ”texko�a” u
odre�ivaǌu tenzora gK

l . Zato potra�imo obiqne prve intergrale, sve-
dene na konstante, a ne kovarijantne konstantne koordinate impulsa.

Diferencijalne jednaqine kretaǌa (3A.14) napiximo u razvijenom
obliku

aij
Dẋi

dt
=

Daij ẋ
i

dt
=

Dpj

dt
=

=
dpj

dt
− pkΓk

ij

dxi

dt
= Xj + Rj .

(5.9)

Za uslove

Xj + Rj + pkΓk
ij ẋ

i = 0, (5.10)

koji se, treba primetiti, razlikuju od uslova (5.1) dobijaju se prvi
integrali

pj(t) = const = pj(t0) (5.11)

u odnosu na koordinatni sistem (x, g). Dakle kao i u sluqaju integrala
(5.4) u baznom koordinatnom sistemu (y, e). Ovi integrali razlikuju se
znatno od integrala (5.8), pa prema tome po suxtini i od (5.4). Zbog toga
�emo integrale (5.4) i (5.8) nazivati kovatijantni integrali, za raz-
liku od obiqnih integrala (5.11). Obiqni integrali razaraju tenzorsku
prirodu posmatranih objekata.

Primer 19.∗ Posmatrajmo kretaǌe materijalne taqke uporedo u
odnosu na pravolinijski y1, y2, y3 i cilindarski koordinatni sistem
x1 := r, x2 := ϕ, x3 := z.

Poznato je

y1 = r cosϕ, y2 = r sinϕ, y3 = z

aij = m





1 0 0
0 r2 0
0 0 1



 ,

giK =





cos(ϕ− ϕ0) r0 sin(ϕ− ϕ0) 0
−r sin(ϕ− ϕ0) rr0 cos(ϕ− ϕ0) 0

0 0 1



 .

Diferencijalne jednaqine kretaǌa i integrali za

Y + RY = 0 ⇒ X + RX = 0

∗V. Vujiqi�, Kovarijantna mehanika, str. 47 i 49.
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 143

su

mÿi = 0
(i = 1, 2, 3)

}
τ⇔





m

[
ẍ1 − x1

(
ẋ2

)2
]

= 0,

m
[
x1ẍ2 + 2ẋ1ẋ2

]
= 0,

mẍ3 = 0

↓ ↑
∗
↓ ↑

∗

ẏi = ẏi
0 ⇐ | ⇒

τ





ẋ1 =

√√√√(
ẋ1

0

)2

+ (x1
0ẋ

2
0)2

[
1−

(
x1

0

x1

)2
]
,

ẋ2 = ẋ2
0

(
x1

0

x1

)2

,

ẋ3 = ẋ3
0.

Kovarijantno diferenciraǌe i kovarijantno integraǉeǌe uspostavl-
ja ekvivalentnost pri jednoj te istoj transformaciji

dẏi

dt
=

Dẏi

dt
= 0 ⇔ Dẋi

dt = 0

l l

ẏi = ẏi
0 ⇔





ẋ1 = ẋ1
0 cos(x2 − x2

0)+

+ x1
0ẋ

2
0 sin(x2 − x2

0)

ẋ2 =
x1

(x1)2
[
x1

0ẋ
2
0 cos(x2 − x2

0)−

− ẋ1
0 sin(x2 − x2

0)
]
,

ẋ3 = ẋ3
0.

Kra�u, jasniju, opxtiju i znaqajniju razliku prvih integrala im-
pulsa pi = ci i kovarijantnih integrala pi = Ai pokazuje integraǉǌe
diferencijalnih jednaqina (5.4) za uslov da su generalisane sile Qi = 0.
Neka to za sada ponovo bude kretaǌe jedne materijalne taqke u krivolin-
ijskom sistemu koordinata x1, x2, x3, tj.

d

dt

∂Ek

∂ẋi
− ∂Ek

∂xi
= 0, (i = 1, 2, 3). (5.12)

Ove jednaqine se mogu napisati u obliku

D

dt

∂Ek

∂ẋi
= 0. (5.13)

Iz (5.12) za ∂Ek/∂xi = 0 dobivaju se integrali (5.11), a iz (5.13)
kovarijantni integrali (5.8), jer je

∂Ek

∂ẋi
= pi.
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144 Integrali impulsa kretaǌa taqke

Kanonske jednaqine (5.59), kao xto se vidi iz

dpi

dt
= −∂H

∂xi
+ Xi, (i = 1, 2, 3)

obiqno proizvode integralne impulse tipa (5.11) za uslov da su desne
strane tih jednaqina jednake nuli.

Ve�a je rasprostraǌenost obiqnog integraleǌa i integrala (5.11)
u pore�eǌu sa kovarijantnim integralima (5.8). To uglavnom zbog ner-
azvijenijeg raquna sa vektorima, odnosno tenzorima, nego sa skalarnim
funkcijama. Pogodnost obiqne integracije ogleda se i u tome xto se pri
postojaǌu maǌeg broja integrala impulsa od koordinata impulsa, mogu
odre�ivati konstante u zavisnosti date poqetne vrednosti posmatranog
impulsa, na primer,

p1(t) = c1 = p1(t0) i p3(t) = c3 = p3(t0);
p2 6= const .

Ta prednost dolazi do izra�aja kod sistema materijalnih taqaka sa veza-
ma, a naroqito na mnogoobraznostima T ∗M . Taqnost i jednih i drugih
je dokazana, ali za razliqite uslove. Kovarijantna integracija je in-
varijantna u odnosu na linearne homogene transformacije koordinatnih
sistema, te odra�ava tenzorsku prirodu integrala. To nije sluqaj sa
obiqnom integracijom, ni u saglasnosti sa preprincipom neformalnos-
ti, xto upu�uje da konaqne rezultate sinteze treba proveravati upored-
jeǌem sa odgovaraju�im rezultatima u koordinatnim sistemima (y, e).

Primer 20. Integrali impulsa kretaǌa po povrxi.
Diferencijalne jednaqine kretaǌa materijalne taqke po povrxi

(3A.29)
f(y1, y2, y3, y0) = 0, f0 = y0 − τ(t) = 0 (5.14)

su oblika (3A.26) i (3B.53) tj.

mÿi = Yi + λ
∂f

∂yi
(5.15)

i
λ0

∂f0

∂y0
+ λ

∂f

∂y0
= 0. (5.16)

Iz uslova ubrzaǌa (3A.34), tj. u konkretnom sluqaju (yi = yi)

f̈ =
∂2f

∂yk∂yl
ẏkẏl +

∂f

∂yi
ẏi +

∂f

∂y0
ÿ0 = 0, (5.17)

(k, l = 0, 1, 2, 3; i = 1, 2, 3). dobiva se da je

λ = −
m(Φ + ∂f

∂y0
ÿ0) + ∂f

∂yi
Yi

∂f
∂yi

∂f
∂yi

(5.18)
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 145

gde je

Φ =
∂2f

∂yi∂yj
ẏiẏj + 2

∂2f

∂yi∂y0
ẏiẏ0 +

∂2f

∂y0∂y0
ẏ0ẏ0. (5.19)

Postaje oqigledno da u desnim stranama diferencijalnih jednaqina kre-
taǌa (5.15) figurixe inerciona sila −mÿ0 za sluqaj da jednaqina povr-
xi (5.14) sadr�i funkciju vremena na stepen razliqit od jedinice, a
u sluqaju prvog stepena prisutna je konstantna brzina ẏ0. Zbog toga
pre integraleǌa diferencijalnih jednaqina (5.15) je neophodno uzeti u
obzir tu qiǌenicu, da bi se dobili taqni integrali impulsa kretaǌa. U
ciǉu isticaǌa te va�ne konstatacije ne�e se izgubiti nixta od opxteg
dokaza ako pretpostavimo otsutnost rezultante aktivnih sila Yi (Yi = 0).
Ako je jox mno�iteǉ (5.18) jednak nuli postojali bi integrali impulsa
kretaǌa (5.4). Pretpostavi li se jox i tre�e - da se povrx ne meǌa u
toku vremena, tj. da je jednaqina (5.14) oblika f(y1, y2, y3) = 0, sledilo
bi iz (5.18) da je

λ = −m

∂2f
∂yi∂yj

ẏiẏj

∂f
∂yi

∂f
∂yi

= 0, (5.20)

xto nas vra�a na razmatraǌe kretaǌa po dvostranoj nepokretnoj povrxi.
Ako se pak ta povrx meǌa, sledilo bi iz (5.18) i (5.19) da je

λ = −m

∂f
∂y0

ÿ0 + 2 ∂2f
∂yi∂y0

ẏiẏ0 + ∂2f
∂y0∂y0

ẏ0ẏ0 + ∂2f
∂yi∂yj

ẏiẏj

∂f
∂yi

∂f
∂yi

(5.21)

a izjednaqvaǌe sa nulom vodilo bi ka konstataciji da su impulsi kretan-
ja konstantni pri kretaǌu materijalne taqke po povrxi koja se ravnomer-
no i translatorno kre�e u odsutnosti sila. Me�utim, uqiǌene pret-
postavke protivreqe preprincipu postojaǌa, Galilejevim zakonima, kao
i opxtem zakonu gravitacije. Mogu�a je pretpostavka (5.1), ali i pri
tom mno�iteǉi veza (5.2) i (5.21) ukazuju na znatnu razliku izme�u
kretaǌa materijalne taqke po nepokretnoj i pokretnoj povrxi.

U odnosu na krivolinijske sisteme koordinata (x, g) jednaqina veze
(5.14) se transformixe u

f(x1, x2, x3, x0) = 0, x0 = τ(t) (5.22)

a diferencijalne jednaqine kretaǌa na oblik (3A.14). Iz tih jednaqina
za pretpostavǉene uslove mogu se dobiti kovarijantni integrali impul-
sa (5.8), a za uslove (5.10) dobi�e se prvi integrali oblika (5.11).

Ukoliko se posmatrano kretaǌe po povrxi (5.22) odre�uje pomo�u
jednaqina (3V.40) u kojima je kinetiqka energija

Ek =
1
2
aαβ q̇αq̇β , (α, β = 0, 1, 2),
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146 Integrali impulsa obrtnog kretaǌa tela

a impulsi p0 = a0β q̇β, p1 = a1β q̇β, p2 = a2β q̇β, dobi�e se tri kovarijantna
integrala

pα(t) = Aα (p(t0), q(t)) ,

za uslov da su generalisane sile jednake nuli, Qα = 0, ili tri prva
integrala

pα(t) = cα = pα(t0), (5.23)

za uslove

Qα +
∂Ek

∂qα
= 0.

Za sluqaj da veze (5.22) ne zavise eksplicitno od vremena ixqezava ko-
ordinata q0, i ǌoj odgovaraju�i impuls. Tad postoje samo dva impulsa
(5.23).

Integrali impulsa kretaǌa
sistema

Za proizvoǉni sistem materijalnih taqaka iz teoreme promene im-
pulsa taqaka (4.1) dobijaju se kovarijantni integrali impulsa

pα = Aα (p(t0), q(t))

gde su Aα kovarijantno konstantni vektori, ako su generalisane sile jed-
nake nuli. Kako kovarijantni integrali na T ∗N nisu razra�eni, tra�e
se prvi integrali pα(t) = cα = pα(t0), koji se najprostije dobijaju iz
diferencijalnih jednaqina (3V.58), odakle postaje oqigledno da postoje
i prvi integrali za uslove

pα − ∂H

∂qα
= 0, (α = 0, 1, ..., n).

Za α = 0, odavde, kao i iz (3V.60), se dokazuje da p0 6= −H.

Integrali
impulsa obrtnog kretaǌa tela

Na osnovu relacija (4.5) i (4.8) sledi da postoje integrali impulsa
obrtnog kretaǌa tela konstantne mase oko nepomiqne taqke i u odnosu na
nepomiqni koordinatni ortonormirani sistem (y, e),

pi = Iij(t)ωj(t) = Ai = Iij(t0)ωj(t0). (5.24)

ako si momenti sila Mi = 0, (i, j = 1, 2, 3).
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 147

Sliqno tome, iz diferencijalnih jednaqina (4.13) za Mi = 0, i Iik =
0∗ i 6= k dobivaju se

p1 = I11Ω1 = A1 = c1,

p2 = I22Ω2 = A2 = c2,

p3 = I33Ω3 = A2 = c3,





(5.25)

gde su ci = const.
Kvadriraǌem ovih jednaqina i sabiraǌem dobiva se

(I11Ω1
)2

+
(I22Ω2

)2
+

(I33Ω3
)2

= c2 (5.26)

gde je c = const.

Integral energije

Teorema promene kinetiqke energije (4.15) pokazuje da je Ek jednaka
integralu

Ek =
∫

Sdt + c1, (5.27)

te je konstantna samo ako je snaga tog sistema S jednaka nuli.
Relacija (4.30) pokazuje da je ukupna mehaniqka energija (4.25) stal-

na, tj.
Ek + Ep + P(q0) = c2 (5.28)

ako je snaga nepotencijalnih sila jednaka nuli. S obzirom na (4.32),
isti integral se mo�e napisati u obliku

Ek + Ep =
∫
R0(q0)dq0 + c2. (5.29)

Za sluqaj da su jox i veze nepromenǉive ixqezava integral sa desne
strane (5.29) pa se dobija, pod tim uslovom poznati integral ”o odr�an-
ju” energije

Ek + Ep = h = const . (5.30)

Razlika izme�u integrala (5.29) i (5.30) opxirno i jasno je pokazana
u radovima [54] i [64].

Probni integrali kanonskih
diferencijalnih jednaqina kretaǌa

Svaka funkcija fµ(q0, ..., qn; p0, ..., pn) ili

fµ(q0, ..., qn; p0, ..., pn) = cµ = const . (5.31)

∗vidi, na primer, ”Ojlerov sluqaj”, A. Bilimovi�, Dinamika krutog tela,
Beograd, 1955, str. 74.
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148 Probni integrali kanonskih diferencijalnih ...

jeste integral jednaqina

q̇α =
∂E

∂pα
,

ṗα = − ∂E

∂qα
+ Pα

(α = 0, 1, ..., n)





(5.32)

ako je izvod po vremenu funkcije fµ jednak nuli du� fazne trajektorije
sistema, tj.

ḟµ =
∂fµ

∂qα

∂E

∂pα
− ∂fµ

∂pα

∂E

∂qα
+ Pα

∂fµ

∂pα
= 0 (5.33)

ili
(fµ, E) + Pα

∂fµ

∂pα
= 0, (5.34)

gde su (fµ, E) Poasonove (Poisson) zagrade za T ∗N .

Primer 21. Giroskopske sile su zadate formulom

Pα = Gαβ q̇β , Gαβ = −Gβα.

Proverimo da li je E integral diferencijalnih jednaqina (5.32).

Kako je (E, E) ≡ 0 i

Gαβ q̇β ∂E

∂pα
= Gαβ q̇β q̇α = 0

sledi da postoji integral

E =
1
2
aαβpαpβ + Ep(q0, q1, ..., qn) +

∫
R0(q0)dq0 = c.

Na sliqan naqin pokazuje se postojaǌe integrala energije u pris-
ustvu neholonomnih veza oblika ϕσ = bσα(q0, q1, ..., qn)q̇α = 0.

Primer 22. Hamiltonova funkcija H(p1, ..., pn; q1, ..., qn) nije inte-
gral diferencijalnih jednaqina (3V.62) u opxtem sluqaju, jer je (H, E) 6=
0. Zaista, ako se ima u vidu (3V.51) i (3V.61) dobija se

(H, H + P) = (H,H) + (H,P) = (H,P) =

=
∂H

∂qα

∂P
∂pα

− ∂H

∂pα

∂P
∂qα

=

=
∂H

∂qi

∂P
∂pi

− ∂H

∂pi

∂P
∂qi

+
∂H

∂q0

∂P
∂p0

− ∂H

∂p0

∂P
∂q0

=

=
∂H

∂p0

∂P
∂q0

= q̇0R0 6= 0.
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 149

Tek za sluqaj da veze ne zavise od vremena ili da je R0 = 0 Hamil-
tonijan se javǉa integratom potencijalnog mehaniqkog sistema.

Primer 23. Kompozicijom diferencijalnih jednaqina (4.13) sa Ωi,
za Iik = 0, (i 6= k), Mi = 0, ili postupnim mno�eǌem jednaqina (4.15)
odgovaraju�im ugaonim brzinama Ω1, Ω2, Ω3, sabiraǌem i integracijom
dobija se integral energije

Ek = I11

(
Ω1

)2
+ I22

(
Ω2

)2
+ I33

(
Ω3

)2
= h = const

obrtnog kretaǌa tela oko centra inercije.

Integracija i preprincipi

Pri razvoju teorije mehanike na osnovu pojedinih principa mehanike
pokazano je, da se jedna te ista kretaǌa jednih te istih mehaniqkih
sistema, mogu opisivati razliqitim diferencijalnim jednaqinama u
odnosu na isti ili razliqite koordinatne sisteme. Za sve navedene
sisteme diferencijalnih jednaqina kretaǌa pokazano je, da su saglasne
sa preprincipima. Preprincip neformalnosti (invarijantnosti) mogao
je biti zastupǉen za veoma slo�ene sisteme diferencijalnih jednaqina
kretaǌa blagodare�i razvijenoj teoriji diferencijalne geometrije na
mnogoobraznostima i invarijantnosti prirodnog (”kovarijantnog” ili
”apsolutnog”) izvoda vektora po vremenu.

Me�utim, u integralnom raqunu i ǌegovoj primeni u mehanici skoro
da se ne obra�a pa�ǌa na pitaǌe invarijantnosti integracije diferen-
cijalnih izraza, me�u kojima su najqex�e diferencijalne jednaqine kre-
taǌa. Ve� je istaknuto da obiqna integracija razara tenzorsku prirodu
geometrijskih i mehaniqkih objekata, a to nije u skladu sa preprincipi-
ma, naroqito sa preprincipma odre�enosti i invarijantnosti. General-
izacija vektora kao ure�enog skupa funkcija nad vektorskom bazom, koju
opet qine funkcije, ne vodi ka odre�ivaǌu atributa kretaǌa u mehanici
ni posredstvom diferenciraǌa, ni posredstvom integracije, te na toj
opxtosti ne mo�e sa saglasiti izvedena teorija sa preprincipom odre�e-
nosti. Opxtije kategorije znaǌa pripadaju vixim nivoima matematike.
Primer 13. jasno pokazuje na kakve se texko�e nailazi i sa preprin-
cipom invarijantnosti ako nije odre�ena i poznata vektorska baza. Jox
su prisutne ”istine”: ”ubrzaǌe nije vektor (u tenzorskom smislu)”,
”vektor ubrzaǌa nije vektor”, ili ”tenzor inercije nije tenzor”. Takve
teze nemaju mesta u teoriji koja polazi od ovde uvedenih preprincipa
postojaǌa, odre�enosti i neformalnosti. Ne postoji u mehanici samo
jedna neka opxta konfiguraciona ure�enost - jedan opxte ure�en skup
svih tela i ǌihovih me�usobnih rastojaǌa, nego mnogo raznih skupova
i podskupova, qija se problemi kretaǌa ne rexavaju na jedan naqin,
tj. jednoobrazno nego na vixe ekvivalentnih naqina, tj. vixeobrazno
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150 Integracija i preprincipi

ili mnogoobrazno. Zato iskaz ”diferenciraǌe i integracija tenzora na
mnogoobraznosti” ima smisla ako se pojasni o kojoj je jednoobraznosti
req, ili ako se istaknu vaǉani dokazi o invarijantnosti diferenciraǌa
i integracije na mnogoobraznostima. Opxtost govori o mnoxtvu raznog,
pa se u smislu preprincipa odre�enosti mogu tra�iti i rexeǌe opxte
taqnosti; za ǌih su neophodna i odre�ena i opxta znaǌa o predmetu
rexavaǌa.

Prost integral, na primer,

f(x) =
∫

xdx =
1
2
x2 + c, c = const .,

je neodre�en ili odre�en do konstante, jer ako se ne poseduje nikakvo
drugo znaǌe o funkciji f(x) ne mo�e se odrediti koja je to kriva (putaǌa,
sila, energija, ...) iz neprekidnog mnoxtva krivih za svako c ∈ R. Tek
kad se zna bar jox jedan podatak o f(x) u bilo kojoj taqki, recimo f(2) = 2,
zna�e se koja je to linija.

Sliqno je sa kovarijantnim integralom na metriqkim diferencijal-
nim mnogoobraznostima koji su, kao xto se videlo, zastupǉeni u mehani-
ci. Za integral

f̂ =
ˆ∫
gij(x)vi(x)dvj(x) =

1
2
gij(x)vi(x)vj(x) +A (5.35)

ili jox prostije

f̂ =
ˆ∫
gij(x)dvj(x) = gij(x)vj +Ai (5.36)

mo�e se re�i da je neodre�en ili odre�en do kovarijantno konstantnog
tenzora (Ai - vektori, A - konstanta). Do stepena znaǌa mnogoobraznosti,
xto znaqi i metriqkog tenzora gij(x) i kovarijantno konstantnog tenzora
A u nekoj odre�enoj taqki mo�e se odrediti tra�eni integral. Integral
(5.36) je tipa integrala energije (5.30), a integral (5.36) tipa impulsa
(5.24).

Primer 24. Sistem od N materijalnih taqaka konstantnih masa mν

(ν = 1, ..., N) i 3N − 2 konaqnih veza fµ(r1, ..., rN ) = 0 ima dvodimenzionu
mnogoobraznost M2, qiji je metriqki ili taqnije inercioni tenzor

aij =
N∑

ν=1

mν
∂rν

∂qi
· ∂rν

∂qj
= aji(q1, q2). (5.37)

Diferencijalne jednaqine kretaǌa (3V.40a) za Q1 = 0, Q2 = 0 su

D

dt

(
∂Ek

∂q̇i

)
= 0,
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 151

ili, s obzirom da je
∂Ek

∂q̇i
= pi = aij q̇

j ,

Dpi = D(aij q̇
j) = 0.

Kovarijantni integral je oblika (5.7) tj.

ˆ∫
D(aij(q)q̇j) = aij q̇

j −Ai = 0 (5.38)

gde je Ai kovarijantno konstantni vektor, tj.

DAi = dAi −AkΓk
ijdqj = 0. (5.39)

Ako je M2 euklidska mnogoobraznost kovarijantno konstantni vek-
tor mo�e se odrediti pomo�u poqetnih uslova q(t0), q̇(t0) i operatora
autoparalelnog pomeraǌa ga

i , tj. Ai = ga
i pa(t0). Za mnogoobraznosti

slo�enije strukture, gde metod paralelnog prenosa (5.39) pravi dodatne
texko�e, tra�e se drugi jednostavniji naqini odre�ivaǌa Ai. Texko�e
u odre�ivaǌu graniqnih i poqetnih uslova pri rexavaǌu parcijalnih
diferencijalnih jednaqina nisu razlog za zakǉuqivaǌe da ”integral
nije taqan” ili ”nemogu�”. U pojednostavǉeǌu primera posmatrajmo
kretaǌe taqke po obrtnoj povrxi z = f(ρ) u odnosu na cilindarski
koordinatni sistem (ρ, ϕ, z; g). Inercioni tenzor u tom sluqaju je

aij = mgij = m

{
1 + df

dρ 0
0 ρ2

}
.

S obzirom da koordinate ovog tenzora ne zavise od ϕ =: q2, koordina
A2 bi�e konstantna, koja �e se odre�ivati iz poqetnih uslova. Druga
koordinata A1 mo�e se tra�iti i odrediti pomo�u metrike posmatrane
povrxi

ds2 = gijdqidqj → gij
dqi

ds

dqj

ds
= 1,

odnosno

aij
dqi

dt

dqj

dt
= aijpipj = h = const .

Zamenom A2 = a2j q̇
j = p2(t0) = c i A1 = a1j q̇

j = p1, u prethodnu
relaciju sledi�e:

a11(A1)2 + a22(c)2 = h

xto odre�uje koordinatu A1, jer je

a11 =
m

1 +
(

df
dρ

)2 , a22 =
m

ρ2
.
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152 Integracija i preprincipi

Texko�e u integraciji sistema vektorskih diferencijalnih jednaqi-
na, kakve u suxtini i jesu diferencijalne jednaqine kretaǌa mehaniqkih
sistema, bez obzira u kakvom koordinatnom obliku su napisane, najboǉe
izra�ava poznati Jakobijev integral

∂L

∂q̇i
q̇i − L = const . (i = 1, ..., N) (5.40)

gde je L Lagran�eva funkcija (3V.21). Taj integral zadovoǉava sistem
diferencijalnih jednaqina kretaǌa (3V.40a) ako kinetiqka energija ne
zavisi eksplicitno od vremena,

Ek =
1
2
aij(q1, ..., qn)q̇iq̇j

a sile Qi = −∂Ep

∂qi su konzervativne, tj. rad tih sila ne zavisi od puta
kinetiqka energija ne zavisi od vremena. Tada je

∂L

∂q̇i
q̇i = aij q̇

j q̇i = 2Ek,

pa se integral (5.40) svodi na integral odr�aǌa energije

Ek(t) + Ep(t) = h = Ek(t0) + Ep(t0). (5.41)

Me�utim integral (5.40) je prihva�en i za sisteme qija je kinetiqka
energija oblika

Ek =
1
2
aij(q)q̇iq̇j

︸ ︷︷ ︸
T2

+ bi(q)q̇i

︸ ︷︷ ︸
T1

+ c(q)︸︷︷︸
T0

,

kojom prilikom se umesto (5.41) dobija drugaqiji integral

T2 − T0 + Ep = h1 = const . (5.42)

Ovaj integral ne sledi neposredno iz teoreme (4.15) o promeni ki-
netiqke energije za mehaniqke sisteme qije se veze meǌaju u toku vremena.
Taj nesklad je posledica ignorisaǌa jednaqine (3V.40b), xto je bilo
mogu�e samo za sluqaj da je

∂E/∂q0 = 0 i
∂Ek

∂q̇0
= const = p0.

Prema tome, taj posebni integral reonomnog sistema daleko je od
integrala odr�aǌa energije reonomnog sistema. Iz teoreme (4.15) ili
iz leme (4.23) sledi da je za reonomni sistem

H = Ek + Ep =
∫

R0dq0 + C.
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V. O odre�ivaǌu kretaǌa 153

ili
E =

1
2
aαβ(q0, q1, ..., qn)q̇αq̇β+

+ Ep(q0, q1, ..., qn) + P(q0) = h1.

Dokazano je da n standardnih Lagran�ovih diferencijalnih jed-
naqina (3V.40a) druge vrste nisu ekvivalentne sistemu diferencijal-
nih jednaqina prve vrste (3A.25); da bi ta dva sistema bilo saglasna
potrebno je sistemu standardnih jednaqina (3V.40a) dodati i jednaqinu
(3V.40b).

Na osnovu n diferencijalnih jednaqina (3V.40a) ili ǌima odgovara-
ju�ih 2n diferencijalnih jednaqina (3V.59) ne mo�e se dokazati teorema
o promeni kinetiqke energije (4.15). Da bi se to postiglo neophodno je
uzeti u obzir jednaqinu (3V.40b), odnosno ǌoj ekvivalentne relacije
(3V.60). Imaju�i to u vidu prirodno je oqekivati da integrali razli-
qitih sistema diferencijalnih jednaqina budu razliqiti. Za mehaniku
to ima veliko znaqeǌe, jer previ�aji ili ignorisaǌe pojedinih param-
etara, a kamoli jednaqina ne daju istinitu informaciju o kretaǌu.

Do sliqnih zabuna u mehanici dovode razne smene koordinata pri
integraǉeǌu ili preobra�aju diferencijalnih jednaqina na prostije
oblike ako se prenebregnu osnova polazixta teorije o kretaǌu. Texko
da se mo�e na�i neko delo o mehanici koje ne sadr�i linearnu diferen-
cijalnu jednaqinu ili sistem jednaqina oblika

ẍ + ω2x = 0 (5.43)

koja opisuje ”harmonijski oscilator”. Takav sistem jednaqina, kao xto
je poznato, opisuje periodno kretaǌe po raznim elipsoidnim faznim
putaǌama, iako u suxtini to mo�e da bude samo preslikano kretaǌe
po faznim spiralama qije su polazne diferencijalne jednaqine kretaǌa

z̈ + 2bż + cz = ±G,

gde je b koeficijent otpora sredine, a G odnos sile suvog treǌa i mase.
Zaista, sa dve smene kooridnta

z̄ = z ∓ c

k2
i z̄ = xe−bt

prethodna jednaqina se svodi na jednaqinu (5.43), ali ne i na harmoni-
jsko kretaǌe. Istina moglo bi se re�i ”harmonijske oscilacije” u
odnosu na funkciju x(t) = z̄ebt, ali kao xto se vidi po funkciji z̄ i
koeficijentu otpora b, takvo kretaǌe mehaniqkog objekta nije harmoni-
jsko. Mehanika ne le�i samo na matematiqkim relacijama, nego i na
izvorixtu tih relacija koje zadovoǉavaju preprincipe mehanike. Qak
i najbri�nijim nastojaǌem da se odredi taqno rexeǌe diferencijalnih
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154 Integracija i preprincipi

jednaqina qine se dopustive grexke. Opxte rexeǌe diferencijalnih
jednaqina kretaǌa za razliqite poqetne uslove odre�uje razliqite tra-
jektorije. Zato rexeǌa diferencijalnih jednaqina podle�u proveri,
koju teorijski najve�im delom obuhvata kvalitativna analiza rexeǌa
ili teorija stabilnosti kretaǌa, a u primeni praktiqni modeli.
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”Stremio sam da izlo�im radove ǈapuno-
va bez la�ne modernizacije”

N.G. Qetaev

VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa

1. Uvodne napomene

”Dinamika je nauka o stvarnim ravnote�ama i kretaǌima materijal-
nih sistema. Galilej i ǋutn otkrili su ǌena naqela i pokazali ǌihovu
verodostojnost ogledima nad padaǌem texkih tela i objaxeǌu kretaǌa
planeta. Ali se ne svako staǌe mehaniqkog sistema, koje odgovara matem-
atiqki strogom rexeǌu kako jednaqina mirovaǌa tako i diferencijalnih
jednaqina kretaǌa, osmatra u stvarnosti.”

”Opxti princip za izbor rexeǌa, koja odgovaraju stabilnim stan-
jima u mehanici nije bio dat; bio je prihva�en karakter nauke o ideal-
izovanim sistemima i za svaku strogu primenu na naxu prirodu, prin-
cipijelno svaki put, su tra�ena rexeǌa zadataka stabilnosti ....”

”Opxti problem o stabilnosti kretaǌa u klasiqnoj postavci rexio
je ǈapunov ...”.

Navedenih nekoliko reqenica Nikolaja Gureviqa Qetaeva u pot-
punom je skladu sa preprincipima ove mehanike, te delo V.V. Rumjanceva
i A.S. Oziranara [18] najboǉe prethodi ovdaxǌem kratkom razmatraǌu
stabilnosti kretaǌa mehaniqkih sistema.

Diferencijalne jednaqine kretaǌa

U ciǉu obuhvataǌa svih mehaniqkih sistema posmatraju se 2n + 2
diferencijalnih jednaqina (3V.59) i (3V.60), tj.

ṗα = − ∂H

∂qα
+ Pα (6.1)

q̇α =
∂H

∂pα
, (α = 0, 1, ..., n), (6.2)
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156 Diferencijalne jednaqine kretaǌa

gde je H(p0, p1, ..., pn; q0, q1, ..., qn) funkcija odre�ena formulom (3V.51), tj

H =
1
2
aβγ(q0, q1, ..., qn)pβpγ+

+ Ep(q0, q1, ..., qn, t).
(6.3)

U sistemu jednaqina (6.1) i (6.2) figurixe n + 1 nepoznatih impulsa

pα = aαβ(q0, q1, ..., qn)q̇β , (6.4)

n nepoznatih i nezavisnih generalisanih koordinata q1(t), ..., qn(t) i, do
rexeǌa diferencijalnih jednaqina (6.1), nepoznata sila promene veza
R0(q0). Koordinata q0(κ, t) je unapred zadata do taqnosti izabranog
parametra.

Inerciona matrica aαβ je pozitivno definitna i ima rang n+1. To se
lako dokazuje pomo�u pozitivno-definitne funkcije kinetiqke energije
Ek. Polaze�i od odrednica (3B.5), (3B.7) i (3V.31) iz kojih se vidi, kao
u (3V.33) i (3V.49), da je kinetiqka energija

Ek =
1
2
aαβ q̇αq̇β =

1
2
aαβpαpβ ≥ 0 (6.5)

homogena kvadratna forma generalisanih brzina q0, q1, ..., qn ili gener-
alisanih impulsa p0, p1, ..., pn i to pozitivna za svako q̇α 6= 0 a jednaka
nuli samo za sluqaj mirovaǌa, tj. za q̇α = 0 (α = 0, 1, ..., n) ili pα = 0.
Prema tome i matrica aαβ kao i ǌoj inverzna matrica aαβ su pozitivno
definitne.

Jednaqina (3V.60), tj

ṗ0 = −∂H

∂q0
+ P ∗0 + R0, (6.6)

koja jedina od celog sistema (6.1) sadr�i funkciju R0 mo�e se zaobi�i
posmatraǌem samo sistema od 2n diferencijalnih jednaqina kretaǌa
(6.1). Takav sistem jednaqina nije potpun - u potpunosti ne opisuje
kretaǌe mehaniqkog sistema sa promenǉivim vezama, pa se mo�e nazivati
sistem diferencijalnih jednaqina kretaǌa u odnosu na deo promenǉivih.
Iskǉuqeǌem pomo�ne koordinate q0, funkcija (6.5) gubi stepen ho-
mogenosti 2, xto nije u saglasnosti sa preprincipom neformalnosti.

Za mehaniqke sisteme materijalnih taqaka sa vezama nezavisnim od
vremena isqezavaju relacije (3V.60) zbog nepostojaǌa pomo�ne koordi-
nate q0, tako da jednaqine (6.1) i (6.2) zadovoǉavaju isti oblik

ṗi = −∂H

∂qi
+ Pi (6.7)
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 157

q̇i =
∂H

∂pi
, (i = 1, ..., n), (6.8)

gde funkcija

H =
1
2
aij(q1, ..., qn)q̇iq̇j + Ep(q1, ..., qn) (6.9)

sadr�i pozitivno definitnu matricu aij = aji ranga n.

Za sisteme sa promenǉivim masama mν(t) inerciona matrica zavisi
posrestvom masa m(t) i od vremena t, kao xto se vidi iz relacija (1.26),
(3A.40) i (3V.33).

Ravnote�no staǌe i polo�aj

Pod pojmom ravnote�no staǌe sistema podrazumeva se mirovaǌe
posmatranih tela u odredǉivom polo�aju qα = qα

0 = const; sve gener-
alisane brzine su jednake nuli, te, s obzirom na (6.4) i generalisani
impulsi su pa = 0.

Jednaqine ravnote�nog staǌa, prema tome, proizilaze iz jednaqina
(6.7), tj. (

Pα − ∂Ep

∂qα

)

pα=0

= 0, (6.10)

ili, saglasno jednaqinama kretaǌa (3V.40) i (3V.52),

Qα(q̇, q)|q̇=0 = 0 (6.11)

te rexeǌe jednaqina (6.10) ili (6.11) odre�uju ravnote�ni polo�aj qα
0 =

const materijalnog sistema.

Definicija 1. Pod ravnote�nim staǌem mehaniqkog sistema po-
drazumeva se skup rexeǌa qα

0 ∈ N jednaqina (6.11) i q̇α(t) = 0 ili ṗα(t) = 0.
Definicija 2. Pod ravnote�nim polo�ajem mehaniqkog sistema

podrazumeva se polo�aj qα = qα
0 na koordinatnoj mnogoobraznosti qije

koordinate zadovoǉavaju jednaqine (6.11).
Primer 25. Na obrtnom elipsoidu qija je jednaqina u koordinatnom

sistemu (y, e)

f(y, t) = c2(t)(y2
1 + y2

2) + a2(t)y2
3 − a2(t)c2(t) = 0

ili u odnosu na generalisane koordinate q1 = ϕ, q2 = θ, q0 = a(t),

y1 = q0 cos θ sinϕ,

y2 = q0 sin θ sin ϕ,

y3 = c(q0) cos ϕ,
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nalazi se taqka te�ine G; osa c elipsoida je vertikalna, kao i koordi-
nata y3.

Ravnote�ni polo�aj posmatrane taqke odre�uje 2+1 jednaqina (6.11)
i to

Q1 = Yi
∂yi

∂q1
= −G

∂y3

∂ϕ
= Gc sin ϕ = 0,

Q2 = 0,

Q0 = −G
∂c

∂q0
cos ϕ + R0 = 0.

Sledi da su ravnote�ni polo�aji pri navedenoj promenǉivoj vezi

ϕ = kπ (k = 0, 1, 2, ..., n)

pri uslovu

R0 = ±G
∂c

∂q0
, ili

∂c

∂q0
= 0 → R0 = 0,

te da se ne meǌa osa elipsoida du� koje dejstvuje sila G.
Odstupaǌa od rexeǌa qα = qα

0 i pα = 0, koja se mogu nazvati
neporeme�enim ili zadatim ravnote�nim staǌem, opisuju diferenci-
jalne jednaqine kretaǌa (6.7) i (6.8) pa se mogu smatrati diferencijal-
nim jednaqinama poreme�enog ranote�nog staǌa, koje se saglasno (4.1),
mogu napisati u kovarijantnom obliku

Dpα

dt
= Qα, (6.12)

q̇α = aαβpβ , (6.13)

pri qemu se podrazumeva da poreme�aji pripadaju okolini ravnote�nog
staǌa u T ∗N , a u taqki ravnote�nog staǌa q = q0, p = 0 desne strane
prethodnih jednaqina su jednake nuli,

Q(0, 0, ..., 0) = 0, (6.14)

aαβpβ = 0. (6.15)

Po tome se prethodne jednaqine kretaǌa (6.7) i (6.8) razlikuju od
jednaqina poreme�enog ravnote�nog staǌa (6.12)-(6.15).

Jednaqine poreme�enog ravnote�nog polo�aja q̄α 6= qα
0 =: bα = const.,

mogu se pribli�nom taqnox�u interpretirati pomo�u jednaqina (6.11).
Za neke druge vrednosti q̄ = b+∆q i ˙̄q = 0 sile Q̄α ne�e zadovoǉavati

jednaqine (6.11) izuzev prvog stepena taqnosti

Q̄(q, q̇)
∣∣
q̇=0,q=b

= Q(b + ∆q, 0) =

= Q(q, 0) +
∂Q

∂q|q=b,
q̇=0

∆q + · · · =
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 159

ili zbog (6.11)

Qα =
∂Qα

∂qβ |q=b

∆qβ . (6.16)

Analizom ovog izraza za rexeǌa |∆qα| 6= 0, tj. po smislu izvoda∣∣∣∂Qα

∂qβ

∣∣∣
b
mo�e se do�i do izvesnih zaǉuqaka o ravnote�nom polo�aju q = b

sistema i ǌegovoj stabilnosti.

Diferencijalne jednaqine
poreme�enog kretaǌa

U struqnoj literaturi o kretaǌu tela pod navedenim naslovom ne
podrazumeva se uvek jedno te isto, bez obzira xto je naslov opxti. U
opxtoj teoriji planetskih poreme�aja to su u najopxtijem smislu difer-
encijalne jednaqine kretaǌa∗.

mν r̈ν = Fν + Gν (6.17)

kojim su dodate sile poreme�aja.

Pri opisivaǌu kretaǌa sistema pomo�u jednaqina (3V.59) u odsut-
nosti sila Pi, jednaqine poreme�enog kretaǌa nalaze se u obliku vari-
jacije

d

dt
δpi = − ∂2H

∂qj∂qi
δqj − ∂2H

∂pj∂qi
δpj

d

dt
δqi =

∂2H

∂qj∂pi
δqj +

∂2H

∂pj∂pi
δpj .





(6.18)

U pokuxaju da se izvedu jednaqine poreme�enog kretaǌa, koje je
opisano kovarijantim jednaqinama (6.12), bile su izvedene tenzorske
varijacione jednaqine∗∗

D2ξi

dt2
+ Ri

jklq̇
jξk q̇l = ∇lQ

iξl (6.19)

koje, zbog svoje slo�ene nelinearne strukture nisu naxle xire mesto u
teoriji stabilnosti.

Diferencijalne jednaqine (6.19) su ekvivalentne diferencijalnim
jednaqinama (6.18) u kojim je ξi := δqi, a Qi - generalisane sile zavisne
od polo�aja q i vremena.∗

∗Vidi, na primer, M. Milankovi�, Osnovi nebeske mehanike, Prosveta, iz-
davaqko preduze�e Srbije, Beograd, 1947, (str. 53).

∗∗Syng J.L., Tensorial methods in dynamics, Toronto, 1936.
∗V. Vujičić, Covariant equations of Distrabed Motion of Mechanical Systems, Tensor, N.S.,

Vol. 22, (1971), p. 41-47.
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160 Diferencijalne jednaqine poreme�enog ...

U teoriji stabilnsoti kretaǌa diferencijalne jednaqine poreme�enog
kretaǌa svedene su na opxti oblik

dξ

dt
= f(t, ξ), ξ ∈ Rn. (6.20)

Jednaqine (6.17) suxtinski se razlikuju od ostalih navedenih jed-
naqina i nad ǌima je razra�ena cela teorija planetskih poreme�aja. Svi
drugi navedeni sistemi diferencijalnih jednaqina poreme�aja formi-
raju se od osnovnih diferencijalnih jednaqina kretaǌa razvijaǌem u
stepeni red ili variraǌem funkcija i ǌihovih izvoda koji figurixu u
ǌima.

U radu [24] dokazano je da varijacija projekcije vektora, nije jednaka
projekciji vektora varijacije, te umesto jednaqina (6.19) izvedene su
kovarijantne diferencijalne jednaqine poreme�aja u obliku

Dηα

dt
= ψα(t, η, ξ) (6.21)

Dξβ

dt
= aαβηα. (6.22)

U ciǉu pojaxǌeǌa i ocene ispuǌenosti preprincipa izvedimo
prethodne jednaqine polaze�i od osnovnih jednaqina dinamiqke ravnote�e
(3A.3) ili od teoreme o promeni impulsa (4.1), tj.

d

dt
(mνvν) = Fν(r, v, t). (6.23)

Rexeǌa neporeme�enog kretaǌa su

vν =
∂rν

∂qα
q̇α i r = r(q(t)). (6.24)

Svakom drugom (poreme�enom) rexeǌu

r∗ν = rν + ξα ∂rν

∂qα
, (6.25)

odgovara impuls

mνv∗ν = mν
dr∗ν
dt

=

= mν

(
vν + ξ̇α ∂rν

∂qα
+ ξα ∂2rν

∂qβ∂qα
q̇β

)
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te poreme�aji impulsa, saglasno (1.25) i (3A.39), bi�e:

p∗γ − pγ =: ηγ =
N∑

ν=1

mν (v∗ν − vν) · ∂rν

∂qγ
=

=
N∑

ν=1

mν

(
∂rν

∂qα
· ∂rν

∂qγ
ξ̇α + ξα ∂2rν

∂qβ∂qα

∂rν

∂qγ
q̇β

)
.

Me�utim, kako postoji povezanost

∂2rν

∂qβ∂qα
= Γδ

αβ

∂rν

∂qδ
, (6.26)

s obzirom na (1.26) i (3A.41), daǉe sledi da je

ηγ = aαγ ξ̇α + aγδΓδ
αβξαq̇β =

= aαγ(ξ̇α + Γα
δβξδ q̇β) = aαγ

Dξα

dt

(6.27)

ili
Dξα

dt
= aαγηγ . (6.28)

Za rexeǌa (6.25) diferencijalne jednaqine kretaǌa (6.23) su

d

dt
(mνv∗ν) = mν(∂βαrν ξ̇αq̇β + ∂αrν ξ̈α+

+ ∂δαβrνξαq̇β q̇δ + ∂αβrν ξ̇αq̇β + ∂αβrνξαq̈β) =

= F ∗ν (rν + ρν , vν + ρ̇ν , t),

gde su

∂α :=
∂·

∂qα
, ∂αβ :=

∂2·
∂qα∂qβ

.

Posle skalarnog mno�eǌa koordinatnim vektorima ∂rν

∂qγ ovih jednaqi-
na i jednaqina (6.23) i sabiraǌa po indeksu ν, dobija se

N∑
ν=1

mν(∂αrν · ∂γrν ξ̈α + 2∂γrν · ∂αβrνξαq̇β+

+ ∂γrν · ∂δαβrνξαq̇β q̇δ + ∂γrν · ∂αβrνξαq̈β) =

=
N∑

ν=1

(F ∗
ν − Fν) · ∂rν

∂qγ
.

(6.29)
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162 Stabilnost ravnote�nog staǌa i polo�aja

Parcijalni izvod ∂δαβrν koji figurixe u prethodnoj relaciji mo�e
se posredstvom (6.26) svesti na

∂δαβrν = ∂δ(∂αβrν) = ∂δ(Γl
αβ∂lrν) =

= ∂lrν∂δΓl
αβ + Γl

αβ∂δlrν =

= ∂lrν∂δΓl
αβ + Γl

αβΓµ
δl∂µrν .

Imaju�i u vidu ove izvode, (6.26) i inercioni tenzor (3A.41), jednaqina
(6.29) se svodi na

aαγ ξ̈α + aγlΓl
αδ ξ̇

αq̇δ + aγlΓl
αβ q̇β ξ̇α+

+ (aγl∂δΓl
αβ + aγµΓl

αβΓµ
δl)ξ

αq̇β q̇δ+

+ aγlΓl
αβξαq̈β = Ψγ ,

(6.30)

gde su

Ψγ :=
N∑

ν=1

(F ∗
ν − Fν) · ∂rν

∂qγ
= Ψγ(ξ, η, t). (6.31)

Jednaqine (6.30) mogu se daǉe svesti na kra�i oblik

aαγ
d

dt

(
ξ̇α + Γα

σδξ
σ q̇δ

)
+

+ aγµΓµ
σβ

(
ξ̇σ + Γσ

αδξ
αq̇δ

)
q̇β = Ψγ

ili, ako se ima u vidu (6.27)

aαγ
d

dt

(
Dξα

dt

)
+ aγµΓµ

σβ

(
Dξσ

dt

)
q̇β = Ψγ ,

tj.

aαγ
D

dt

(
Dξα

dt

)
=

D

dt

(
aαγ

Dξα

dt

)
=

Dηγ

dt
= Ψγ

xto, zajedno sa jednaqinama (6.28) qini 2n+2 diferencijalnih jednaqina
poreme�aja (6.21) i (6.22) i objaxǌava vektor funkcije u ǌima.

Stabilnost
ravnote�nog staǌa i polo�aja

Ovaj naslovni pojam nije jednoznaqan bez obzira xto su prethodno
definisani pojmovi ravnote�nog staǌa i polo�aja. Pojmu stabilnosti
neophodno prethode jednoznaqna odre�eǌa - definicije.

Odre�eǌe 1. Ako se pri bilo kojim zadatim pozitivnim realnim
brojevima Aα i Bα, ma koliko da nisu mali, mogu izabrati takvi pozitivni
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 163

brojevi λα i λα, za sve brojne vrednosti koordinata ravnote�nog staǌa
qi = qi0, p = 0, koji podle�u ograniqeǌu

∣∣qi(t0)− qi0

∣∣ ≤ λi, |pi(t0)| ≤ λi, (6.32)

i za svako vreme t > t0 zadovoǉavaju nejednaqine

∣∣qi(t)− qi
0

∣∣ < Ai, |pi(t)| < Bi (6.33)

ravnote�no staǌe (qi = qi0; pi = 0) sistema je stabilno u odnosu na
poreme�aje qi 6= qi0 i pi 6= 0; u protivnom je nestabilno.

Prethodno odre�eǌe 1 mo�e se formulisati drugim reqima ili
relacijama ali tako da smisao ograniqeǌa poreme�aja (6.32) i (6.33) os-
tane isti. Pogodnim izborom poqetka koordinatnog sistema u ravnote�-
nom polo�aju, ravnote�no staǌe se mo�e predstaviti nultom taqkom na
mnogoobraznosti T ∗N , tj. qα = 0, pα = 0; tada se (6.14) svodi na

Qα(0, ..., 0, t) = 0. (6.34)

Odre�eǌe 2. Ako se pri bilo kojem proizvoǉno zadatom broju A > 0,
ma kako da nije mali, mo�e izabrati takav realan broj λ, za koji su svi
poqetni poreme�aji ograniqeni relacijom

δαβqα(t0)qβ(t0) + δαβpα(t0)pβ(t0) ≤ λ, (6.35)

i za svako t ≥ t0 zadovoǉena nejednakost

δαβqαqβ + δαβpαpβ < A, (6.36)

neporeme�eno ravnote�no staǌe pα = 0, qα = 0 je stabilno; u protivnom
sluqaju je nestabilno.

δαβ i δαβ su Kronekerovi simboli.

Ukoliko se stabilnost ravnote�nog staǌa ili neporeme�enog kre-
taǌa razmatra samo u odnosu na deo 2m promenǉivih q1, ..., qm, p1, ..., pm,
m < n uslov stabilnosti (6.36) se su�ava na posmatrane promenǉive

δklq
kql + δklpkpl < A (k, l = 1, ...,m) (6.37)

Kriterijum stabilnosti. Ako se za diferencijalne jednaqine kretan-
ja skleronomnog sistema (6.12) i (6.13) mo�e na�i pozitivno definitna
funkcija W (t, q1, ..., qn) takva da je

∂W

∂t
+

(
Qi +

∂W

∂qi

)
q̇i ≤ 0 (i = 1, ..., n) (6.38)
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164 Stabilnost ravnote�nog staǌa i polo�aja

ravnote�no staǌe q = q0, p = 0 ili q = 0, q̇ = 0 je stabilno.
Dokaz. Za pretpostavǉeno postojaǌe funkcije W , funkcija

V =
1
2
aij(q1, ..., qn)pipj + W (q1, ..., qn, t) (6.39)

je pozitivno definitna, jer je kinetiqka energija

Ek =
1
2
aij q̇

iq̇j =
1
2
aijpipj

po svojoj definiciji pozitivno definitna.
Izvod po vremenu funkcije (6.39) je

V̇ = aij Dpi

dt
pj +

∂W

∂t
+

∂W

∂qi

dqi

dt
,

jer je

V̇ =
dV

dt
=

DV

dt
,

a
Daij

dt
= 0.

Imaju�i u vidu jednaqine (6.12) i (6.13) prethodni izvod se svodi
na

∂W

∂t
+ aijQipj +

∂W

∂qi
aijpj =

=
∂W

∂t
+ aij

(
Qi +

∂W

∂qi

)
pj =

=
∂W

∂t
+

(
Qi +

∂W

∂qi

)
q̇i, (6.40)

qime je teorema dokazana.

Posledice:

1. Ako je sistem autonoman funkciju W treba tra�iti samo u zav-
isnosti od koordinata pa se uslov (6.38) svodi na

(
Qi +

∂W

∂qi

)
q̇i ≤ 0. (6.41)

Takvi su konzervativni mehaniqki sistemi za koje postoji potenci-
jalna energija Ep(q1, ..., qn). Izborom upravo te energije, ako je pozitivno
definitna, za funkciju W , W = Ep pokazuje se

aij

(
−∂Ep

∂qi
+

∂W

∂qi

)
pj =

(
−∂W

∂qi
+

∂W

∂qi

)
q̇i ≡ 0
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 165

da je ravnote�no staǌe sistema stabilno.

2. Ako se generalisane sile sastoje od konzervativnih i bilo kojih
drugih sila Pi(q, q̇), tj.

Qi = −∂Ep

∂qi
+ Pi(q, q̇)

ponovnim izborom W = Ep, za uslov stabilnosti ravnote�nog staǌa
sistema dobija se

aijPipj = Piq̇
i ≤ 0. (6.42)

3. Ako na sistem dejstvuju giroskopske sile

Pi = gij q̇
j = −gjiq̇

j (6.43)

zadovoǉen je uslov stabilnosti ravnote�nog staǌa (6.41) jer je

Piq̇
i = gij q̇

j q̇i ≡ 0.

4. Za disipotivne sile Pi = bij q̇
j uslov (6.41) se svodi na to da

kvadratna funkcija rasipaǌe energije R = −bij q̇
iq̇j treba da bude ve�a

ili jednka nuli.

Uopxteǌe kriterijuma Prethodna teorema va�i i za mehaniqke
sisteme sa reonomnim vezama. Uslov (6.38) se meǌa samo utoliko xto
indeksi i, j = 1, ..., n, uzimaju vrednosti α, β = 0, 1, ..., n. Dakle dobijaju se
tri dodatna sabirka

∂W

∂t
+ aαβ

(
Qα +

∂W

∂qα

)
pβ =

=
∂W

∂t
+ aij

(
Qi +

∂W

∂qi

)
pj+

+ ai0

(
Qi +

∂W

∂qi

)
p0+

+ a0j

(
Q0 +

∂W

∂q0

)
pj+

+ a00

(
Q0 +

∂W

∂q0

)
p0 ≤ 0.

(6.44)

Dokaz je identiqan prethodnom s tim xto se indeksi u jednaqinama
(6.12) i (6.13) zadr�avaju u rasponu 0, 1, ..., n.

Za sluqaj sistema sila (3V.52) gde je potencijalna energija Ep =
Ep(q0, q1, ..., qn), a P0 = P ∗0 +R0, mo�e se izabrati funkcija W = Ep, ako je
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166 Neophodni dodatni komentar

Ep pozitivno definitna funkcija od q0, q1, ..., qn, pa se izraz (6.43) svodi
na

aαβPαpβ = Pαq̇α = Piq̇
i + (P ∗0 + R0)q̇0 ≤ 0.

Posledice

1. Izrazi (6.38) - (6.43) javǉaju se u posledicama relacija (6.44) za
sluqaj da su veze skleronomne, jer ixqezava pomo�na koordinata q0.

2. Klasiqni (standardni) naqin ispitivaǌa stabilnosti ravnote�nog
staǌa reonomnog sistema u odnosu na promenǉive q1, ..., qn; p1, ..., pn mo�e
se smatrati kao stabilnost u odnosu na deo promenǉivih.

Neophodni dodatni komentar

Za dokaz kriterijuma (6.38) ili (6.44) polazilo se od toga da je
funkcija (6.39), tj.

V = Ek + W (t, q0, q1, ..., qn) (6.45)

pozitivno definitna funkcija. S obzirom da se poxlo od pretpostavke
da je W pozitivno definitna funkcija, a Ek je kinetiqka energija, ne
bi trebalo da je sporno pitaǌe o definitnosti funkcije V . Pa ipak
postavǉa se pitaǌe definitnosti kinetiqke energije. Za dokaz pod-
jimo prvo od preprincipa invarijantnosti po kojem atributi kretaǌa
ne zavise od formalnog matematiqkog opisivaǌa i drugo od izraza za
kinetiqku energiju sistema

2Ek = m1v
2
1 + m2v

2
2 + · · ·+ mNv2

N =

=
N∑

ν=1

mνvν · vν .
(6.46)

Sve mase mν su pozitivni imenovani realni brojevi pa se ne mo�e spori-
ti da je Ek iz (6.46) pozitivna funkcija od vν , a jednaka nuli samo ako
su sve brzine, tj. funkcije vν(t), jednake nuli. Dakle, istinito je:

2Ek =
N∑

ν=1

mνvν · vν ≥ 0. (6.47)

U odnosu na ortonormirani koordinatni sistem, s obzirom na (3B.7),
sledi tako�e da je

2Ek =
N∑

ν=1

mν(ẏ2
ν1 + ẏ2

ν2 + ẏ2
ν3) ≥ 0. (6.48)

Nixta se ne�e izmeniti ako uvedemo druge oznake

m3i = m3i−1 = m3i−2; i = 3ν − 2, 3ν − 1, 3ν
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 167

jer (6.48) �e biti

2Ek =
3N∑

i=1

miẏ
2
i ≥ 0.

U drugim koordinatnim sistemima, recimo (z,�) ili (x, g), izme�u ko-
jih postoje jednoznaqna taqkasta preslikavaǌa yi = yi(z1, ..., z3N ), yi =
yi(x1, ..., x3N ) ili veze yi = yi(q0, q1, ..., qn); n < 3N , kvadratna homogena
forma (6.48) �e ostati to xto jeste u oblicima

3N∑

i=1

miẏ
2
i =

3N∑

i=1

mi
∂yi

∂zk

∂yi

∂zl
żkżl =

=
3N∑

i=1

mi
∂yi

∂xk

∂yi

∂xl
ẋkẋl =

=
3N∑

i=1

mi
∂yi

∂qα

∂yi

∂qα
q̇αq̇β = �kl(m, z)żkżl =

= akl(m,x)ẋkẋl = aαβ(m, q)q̇αq̇β ≥ 0,

gde su �kl, akl, aαβ pozitivno definitne matrice. ”Odstupaǌe od definit-
nosti matrica” za pojedine vrednosti x ili q, ne potiqe od prirode ki-
netiqke energije, nego od neregularnosti matrica transformacija (6.20)(

∂yi

∂xk

)
ili

(
∂yi

∂qk

)
pri prelazu od jednih na druge koordinate. Za one

vrednosti koordinata x za koje relacije ẏi = ∂yi

∂xα ẋα nije regularna (dakle
nepostoje�a) ne mo�e se oceǌivati definitnost matrice aij, niti koor-
dinatne forme kinetiqke energije.

Primer 26. Kinetiqka energija kretaǌa taqke mase m u ravni mo�e
se napisati u odnosu na cilindarski koordinatni sistem ρ, θ, z, za koji
postoje relacije

y1 = ρ cos θ, y2 = ρ sin θ, y3 = z,

pri uslovu ρ 6= 0, u obliku

Ek =
m

2
(
ẏ2
1 + ẏ2

2 + ẏ2
3

)
=

=
m

2

(
ρ̇2 + ρ2θ̇2 + ż2

)
≥ 0

(6.49)

ili na ravni z = c = const,

Ek =
m

2

(
ρ̇2 + ρ2θ̇2

)
.

Sva tri izraza za Ek su jednaki nuli samo ako su brzine jednake nuli,
jer se ne mo�e uzimati u obzir ρ = 0, s obzirom da je ρ = 0 iskǉuqeno
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168 Invarijantni kriterijum o stabilnosti ...

iz razmatraǌa pri transformaciji izme�u posmatranih koordinatnih
sistema.

Invarijantni kriterijum
o stabilnosti kretaǌa

Pod naslovom ”invarijantni kriterijum” istiqe se opxta mera u
svim koordinatnim sistemima za ocenu stabilnosti nekog neporeme�enog
kretaǌa mehaniqkih sistema. Kao takav obuhvata stabilnost ravnote�nog
polo�aja i staǌa, stabilnost stacionarnih kretaǌa i stabilnost kre-
taǌa mehaniqkih sistema uopxte qije su jednaqine poreme�aja koor-
dinatnog oblika (6.21) i (6.22). Ako za diferencijalne jednaqine
poreme�aja (6.21) i (6.22) postoji pozitivno definitna funkcija W
poreme�aja ξ0, ξ1, ..., ξn i vremena t, takva da je izraz

∂W

∂t
+ aαβ

(
Ψα +

∂W

∂ξα

)
ηβ ≤ 0 (6.50)

maǌi ili jednak nuli, neporeme�eno staǌe kretaǌa mehaniqkog sistema
je stabilno.

Dokaz. Funkcije Ψα, kao xto se vidi iz (6.31), za neporeme�eno
kretaǌe ξα = 0, ηα = 0 jednake su nuli, Ψα(0, 0, t) = 0.

Funkcija

V =
1
2
aαβηαηβ + W (ξ, t) (6.51)

je pozitivno definitna, jer je

aαβ(q0(t), q1(t), ..., qn(t))

pozitivno definitna matrica funkcija na Mn+1, a W (ξ, t) je pretpostavl-
jeno da je pozitivno definitna funkcija poreme�aja ξα. Kao skalarna
invarijanta V je tenzor nultog reda. Zato je obiqni izvod dV

dt jednak
prirodnom izvodu

DV

dt
= aαβ Dηα

dt
ηβ +

∂W

∂ξα

Dξα

dt
+

∂W

∂t
(6.52)

za koji je neophodno da bude maǌi ili identiqki jednak nuli na
poreme�ajima. Zamenom prirodnih izvoda iz (6.21) i (6.22) u (6.52)
dobija se

DV

dt
=

∂W

∂t
+ aαβΨαηβ +

∂W

∂ξα
aαβηβ ,

a xto se, uz zahtev kriterijuma, svodi na

∂W

∂t
+ aαβ

(
Ψα +

∂W

∂ξα

)
ηβ ≤ 0. (6.53)
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VI. O Stabilnosti kretaǌa i mirovaǌa 169

Prema tome kriterijum stabilnosti je dokazan. Ako sile F ∗
ν i Fν iz

(6.31) i ako razlika F ∗
ν −Fν ne zavise javno od polo�aja r i brzine v, ni

funkcija Ψγ ne�e zavisiti javno od t. Tada i funkciju W treba tra�iti
samo u zavisnosti od poreme�aja ξ0, ξ1, ..., ξn, tj. W = W (ξ0, ξ1, ..., ξn), pa
se kriterijski izrazi (6.50) i (6.53) svode na

aαβ

(
Ψα +

∂W

∂ξα

)
ηβ ≤ 0. (6.54)

Ako veze mehaniqkog sistema ne zavise od vremena ixqezavaju: q0, ξ0, η0, Ψ0;
pa se izraz (6.50) tj. (6.53) svodi na

∂W

∂t
+ aij

(
Ψi +

∂W

∂ξi

)
ηj ≤ 0, (6.55)

a izraz (6.54) na

aij

(
Ψi +

∂W

∂ξi

)
ηj ≤ 0 (6.56)

gde funkcije Ψi i W ne zavise od ξ0 i η0.

Svi izrazi prethodno navedenog kriterijuma stabilnosti ravnote�nog
staǌa javǉaju se posledicom izraza (6.53) ako se ξ i η smatraju
poreme�ajima q i p ravnote�nog staǌa.

O integralima
kovarijantnih jednaqina poreme�aja

Kovarijantne jednaqine kretaǌa (6.12) ili ǌima odgovaraju�e
diferencijalne jednaqine poreme�aja (6.21) u razvijenom obliku i op-
xtem sluqaju imaju veoma slo�enu strukturu koja ote�ava ǌihovo in-
tegraǉeǌe. Me�utim primenom kovarijantnog integraleǌa dobijaju se
neki prvi kovarijantno konstantni integrali, pomo�u kojih se mo�e
oceǌivati stabilnost ravnote�nog staǌa, kao i neporeme�enog kretaǌa.
Kao prilog tom tvr�eǌu navedimo dva prepoznatǉiva i prihvatǉiva
primera.

1. Generalisane sile Qα u jednaqinama (6.12) neka imaju funkciju
sile U(q0, q1, ..., qn). Pomno�imo svaku jednaqinu (6.12) odgovaraju�im
diferencijalom iz jednaqine (6.13) i saberimo kao xto sledi

aαβpβDpα = Qαdqα =
∂U

∂qα
dqα.

Kako je Daαβ = 0, to
1
2
D

(
aαβpβpα

)
= dU
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170 O integralima kovarijantnih jednaqina

i daǉe
1
2
aαβpβpα − U = C = const.

2. Neka su desne strane kovarijantnih jednaqina (6.21) linearne forme
poreme�aja od ξ1, ..., ξn, tj.

Ψi = −gij(q1(t), ..., qn(t))ξj

gde je gij, kao i aij(q1, ..., qn), kovarijantno konstantni tenzor. Za tako
zadate poreme�aje jednaqine (6.21) i (6.22) mogu se napisati u kovari-
jantnom obliku

Dηi

dt
= gijξ

j ,

Dξi

dt
= aijηj .

Me�usobnim potpunim mno�eǌem i sabiraǌem po indeksu i, kao u
prethodnom primeru po α, nastaje skalarna invarijanta

aijηjDηi = −gijξ
jDξi.

Kovarijantnom integracijom dobiva se

1
2
(aijηjηi + gijξ

jξi) = A

gde je A konstanta, DA = dA = 0.

Dakle kovarijantnom ili obiqnom integracijom i analizom rexeǌa
ili neposredno primenom kriterijuma (6.50) ili (6.38) mo�e se ceniti
o stabilnosti neporeme�enog kretaǌa ξ = 0, η = 0, ili o stabilnosti
ravnote�nog staǌa sistema q = q0, p = 0. Pri dodatnim uslovima po-
laznim definicijama mo�e se govoriti o: asimptotskoj, ravnomernoj,
ekviasimptotskoj, ... stabilnosti u celosti ili po delu promenǉivih.
Za stabilnost kretaǌa ili ravnote�e mehaniqkih sistema va�nije je
uoqiti da li su poreme�aji u jednaqinama poreme�aja posledica grexke
u proraqunu ili su uzrok novonastale promene sila; inercione sile
zbog promene inercionog tenzora, a aktivnih sila zbog pribli�ne taq-
nosti dinamiqkih parametara i ne idealno taqnih zakona dinamike koji
proizvode formule pojedinih sila (2.16), (2.11), (2.13) i (2.14). Zakoni
dinamike, kako se ovde shvataju, formulisani su na osnovu stabilnih
procesa u smislu navedenih definicija o stabilnosti. To znaqi taqno do
graniqne veliqine izabranog broja, ma koliko mali ne bio. U diferen-
cijalnim jednaqinama (6.12) i pogotovo (6.21) svako odstupaǌe funkcija
ili ǌihovih parametara, ma kako mali bili, od stvarnih mo�e ali ne
mora da utiqe na stabilnost ili nestabilnost posmatranog kretaǌa.
Zato stabilnost mehaniqkih sistema u odnosu na sile ima veliki znaqaj.
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[35] Vujičić A.V., Optimal control of motion of a holonomic system, Bulletin de
l’Academie Serbe des Sciences, LXXVI, N. 11, pp. 1–10, 1981.
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POGOVOR

Naslov ove monografije i izbor gradiva ǌenih odeǉaka mogu se sma-
trati uvodom u obimnija dela iz mehanike, jer su ovde ispisani uglavnom
i ukratko, po mixǉeǌu autora, samo bitni stavovi jedne teorije o kre-
taǌu i uzajamnom sadejstvu tela.

Poxlo se ne od apriornog tvr�eǌa, nego od nasle�enih, postoje�ih
i steqenih znaǌa. Steqenim znaǌem potisnuti su neki nasle�eni i pos-
toje�i logiqki i matematiqki standardi , qime je relativizirana taq-
nost matematiqki najtaqnije prirodne nauke - Mehanike. To je naroqito
vidǉivo u relacijama sistema sa promenǉivim vezama, kao:

Standardne relacije Ovde usvojena znaǌa
Brzina

v = ∂r
∂q q̇ + ∂r

∂t

q̇ = (q̇1, ..., q̇n)T

v = ∂r
∂q q̇ + ∂r

∂q0 q̇0

q̇ = (q̇0, q̇1, ..., q̇n)T

Impuls kretaǌa

pi = aij q̇
j + bi

p0 =: −H

pi = aij q̇
j + ai0q̇

0

p0 = a0j q̇
j + a00q̇

0.

Ubrzaǌe

ai = Dq̇i

dt ai = Dq̇i

dt , a0 = Dq̇0

dt

Sile

Q Q, Q0

Rad

A(Q) =
∫

s
Qdq A =

∫
s
(Qdq + Q0dq0)

Varijacioni principi

δ
∫ t1

t0
Ekdt = 0

δ
∫ t1

t0
Ldt = 0

∫ t1
t0

[δEk + δA(F )] dt = 0

Kinetiqka energija

Ek =
1
2
aij q̇

iq̇j + biq̇
i+

+ c; |aij |nn

Ek : = −A(I) =

=
1
2
aαβ q̇αq̇β , |aαβ |n+1

n+1
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172 Pogovor

Diferencijalne jednaqine kretaǌa

aij
Dq̇j

dt = Qi
aij

Dq̇j

dt + ai0
Dq̇0

dt = Qi

a0j
Dq̇j

dt + a00
Dq̇0

dt = Q0

ili

D
dt

(
∂L
∂q̇i

)
= 0

D
dt

(
∂L
∂q̇i

)
= 0

D
dt

(
∂L
∂q̇0

)
= 0

ili

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H

∂qi

q̇0 = 1, ṗ0 = −∂H

∂t

q̇i =
∂E

∂pi
, q̇0 =

∂E

∂p0
,

ṗi = −∂E

∂qi
, ṗ0 = − ∂E

∂q0
.

Povodom ovakvih i sliqnih upore�eǌa postavǉana su autoru ove
kǌige znaqajna i logiqna pitaǌa na nauqnim skupovima: ”Smatrate
li da su dosadaxǌa tvr�ena standardne mehanike pogrexna?” ili ”Pod
pretpostavkom da su Vaxa tvr�eǌa taqna, kako objaxǌavate da to nije
prime�eno u praksi?” Izbegavaju�i req ”pogrexno” sledio je odgovor
da je ovo boǉe i potpunije. Od Aristotela do Galileja, odnosno ǋutna,
bilo je prihva�eno stanovixte da se telo kre�e ravnomerno pod dejstvom
konstantne sile. Kada je ǋutn napisao svoj prvi aksiom ili zakon da se
telo kre�e ravnomerno i pravolinijski u ocutnosti sila, filozofija je
oceǌivala i ocenila da je Aristotelovo tvr�eǌe pogrexno. Takvu grubu
ocenu nije istakao ǋutn, kao xto ni Ajnxtajn nije nazvao pogrexnim
postulat o pravplinijskom kretaǌu, nego je naxao potpuniji i lepxi
iskaz da ”pravolinijsko kretaǌe ne potiqe ni logiqki ni eksperimen-
talno iz iskustva”. Primer proste grede (str. 65) pru�a jednostavan
odgovor na drugo pitaǌe - iako se prosta greda u teoriji proraqunava bez
osnih (aksijalnih) sila u praksi je uvek ostavǉaǌa mogu�nost pomeraǌa
jednog kraja; dakle u praksi je i te kako to uoqeno.

Ovdaxǌim pristupom proxiruju se matematiqka znaǌa primenǉiva
u teoriji o kretaǌu tela, xto za sobom povlaqi i neka drugaqija vi�eǌa
pojedinih atributa kretaǌa. Primetno sa vixe detaǉa su istaknuti
novi stavovi od opisivaǌa poznatih i prihva�enih relacija. Tako je,
na primer, detaǉno razgraniqen pojam ”materijalne taqke” od pojma
”qestice” ili ”kovarijantna integracija” od ”standardne integracije”
diferencijalnih jednaqina obrtnog kretaǌa krutog tela. Istaknuto je
da se pomo�u modela materijalne taqke da se mo�e razviti primenǉiva
teorija za sve mehaniqke objekte.

U odeǉku - Preprincipi, koji prethodi celkupnom xtivu knige, jed-
noznaqno je odre�eno polazixte mehanike, ǌeni osnovni pomnovi: masa,
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Pogovor 173

rastojaǌe i vreme, te tim i ǌena oblast istra�ivaǌa pomo�u tri disjuk-
tna skupa realnih brojeva i pramena tri orjentirna vektora; napuxten
je pojam geometrijskih prostora, ali ne i zapremine tela; iskǉuqena
je mogu�nost podudarnosti dve qestice, xto pojam qestice u geometri-
jskom smislu razlikuje i od materijalne i od geometrijske taqke, a ”za-
kon neprobojnosti” qini suvixnim. Apriorno se predskazuje mogu�nost
odre�ivaǌa kretaǌa, ali se relativizira taqnost dostupnim znaǌem
relevantnih prirodnih parametara u nekom odre�enom trenutku kretaǌa.
Relatovizirano je saznaǌe o kretaǌu i mirovaǌu tela u mehanici, koje
se opisuje matematiqkim relacijama u raznim koordinatnim sistemi-
ma, preduslovom neformalnosti (invarijantnosti) kojim se daje ve�i
i bitniji znaqaj prirodnim osobinama kretaǌa od ǌihovog formalnog
naqina opisivaǌa. Dakle, preprincipi objektivizuju predmet teorijske
mehanike, a relativizuju ǌeno opxte saznaǌe; oni su prate�i korektor
i verifikator svih tvr�eǌa teorije o kretaǌu tela.

U odeǉku I - Osnovne definicije uvedena su definicijama samo
qetiri pojma, pomo�u kojih je mogu�e nadgraditi celu jednu teoriju o
kretaǌu tela. Dosledno preprincipima neobhodno je bilo u poqetku
otvoriti problem izbora baznih orjentirnih vektora, nepromenǉivih
u toku vremena.. Za razliku od definicije brzine pomo�u graniqnih
vrednosti rastojaǌa, u definiciji ubrzaǌa izbegnut je graniqni prenos
vektora k vektoru, te prihva�ena standardna definicija ubrzaǌa kao
prirodni izvod brzine po vremenu. Pri opisu impulsa kretaǌa naroqito
je istaknut znaqaj inercionog tenzora i ǌegova razlika od geometrijskog
metriqkog tenzora. Ova definicija, kao i ostale, ostaju u celoj kasnijoj
teoriji, xto iskǉuquje iz ovdaxǌeg razmatraǌa impuls kretaǌa kao neg-
ativnu energiju (hamiltonijan). Upotrebǉen je naziv ”impuls kretaǌa”
umesto ”impuls” da bi se istakla razlika od impulsa sile. Definicijom
sile inercije odre�ena je dimenzija sile uopxte, xto kasnije dolazi do
izra�aja pri uvo�eǌu i dimenzionisaǌu raznih dinamiqkih parametara,
kao i u formulisaǌu zakona dinamike.

U drugom odeǉku - Zakoni dinamike pojmu ”zakon” daje se jedin-
stveno znaqeǌe odrednice sile; to je izrazita odudarnost od ǋutnovih
zakona, ali se ǌim strogo razgraniquje pojam zakon u mehanici od po-
jmova princip i teorema. Dominantno mesto u ovom poglavǉu pripalo
je zakonu veza, kojim se istiqe da veza izme�u materijalnih taqaka ili
qestica moxe biti apstrahovana silom, t.j. da su veze izvorixta sila,
te da je matematiqku ili misaonu relaciju pod nazivom veza, neophodno
razlikovati od pojma mehaniqke objektrivno postoje�e veze.

U pogovoru pod naslovom ”O sili uzajamnog privlaqeǌa” izvode-
na je formula (2.21) iz koje, za odre�ene pretpostavke, sledi izraz
za ǋutnovu silu gravitacije. Izostavǉaǌem odrednica drugih sila,
t.j. zakona dinamike, zbog sa�etog izlagaǌa, ne umaǌuje se novouvedeno
znaqeǌe pojma zakona dinamike.
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174 Pogovor

Tre�i odeǉak - Principi mehanike sadr�i qetiri principa na
osnovu koji se, svakog ponaosob, mo�e razviti cela teorija o kretaǌu
tela. Principu ravnote�e dodeǉeno je sa razlogom najvixe teksta
iako se zasnima na najmaǌem broju definicija i poslediqnih odre�eǌa.
Taj broj osnovnih definicija dovoǉan je da se obuhvate sva kretaǌa
tela povezanih bilo kojim vezama u bilo kojim koordinatnim sistemi-
ma. Poslediqno je pokazano dejstvo momenta sprega sila kod sistema
materijalnih ili dinamiqkih taqaka potqiǌenim vezama. Povratno iz
ǌega je proizaxla neophodnost generalizacija formule sile gravitacije
ili dovo�eǌe u pitaǌe vaǉanosti diferencijalnih jednaqina kretaǌa sa
mno�iteǉima veza.

Uvo�eǌem dodatne definicije pojma rada formulisan je princip
rada. Za razliku od vektorske invarijante principa ravnote�e, prin-
cip rada se idkazije pomo�u skalarne invarijante, qime se zaobilaze
texko�e u sabiraǌu vezanih vektora. Poslediqno se javǉa, pored poten-
cijalne nergije, ”reonomni potencijal” kao negativni rad sile promene
veza; isto tako se istiqe kinetiqka energija kao negativni rad inercione
sile. Na sopstven naqin karakterixu se elementarni radovi na stvarnom
pomeraǌu, na mogu�em pomeraǌu, ko i rad na mogu�im varijacvija-
ma. Uvo�eǌem dodatne koordinate - reonomne koordinate - napuxten
je princip solidifikacije reonomnih veza, pa je relacija principa rada
proxirena za jedan adekvatan sabirak. Tome je prethodila modifikacija
varijacija veza, kao i rada mehaniqkog sistema sa reonomnim vezama.

Pomo�u pojma rada definisan je pojam dejstva, koji je objekt opxteg
integralnog varijacionog principa, nazvanog princip dejstva. Dakle,
za iskaz principa dejstva bilo je potrebno xest osnovnih definicija.
Iz ovakvo formulisanog principa, pri jedinstvenom opxtem pojmu var-
ijacije, javǉaju se kao posledice poznati klasiqni integralni varija-
cioni principi. Kako je prednaqelom postojaǌa vreme prihva�eno kao
nezavisna promenǉiva, koje kao takvo ne varira, ovaj integralni prin-
cip pokazuje se invarijantnim na proxirenim konfiguracionim mnogoo-
braznostima TMn+1 i T ∗Mn+1 isto kao na TMn i T ∗Mn - drugim reqima,
isti je oblik relacijama za autonomne i neautonomne sisteme. Bitnije
znaqeǌe ovaj princip iskazuje u delu IV pri dokazu teoreme o optimalnom
upravǉaǌu kretaǌem.

Na osnovu prve qetiri definicije i definicije prinude iskazan je
diferencijalni varijacioni princip prinude, koji u suxtini skalar-
izuje vektorsku invarijantu principa ravnote�e. Opisuju�i prinudu
kao homogenu kvadratnu formu koordinata vektora ubrzaǌa nad iner-
cionim tenzorom dokazana je mogu�nost ǌenog transformisaǌa iz jednog
u bilo koji drugi koordinatni sistem. Iz zahteva principa da prin-
uda ima najmaǌu vrednost na stvarnom kretaǌu, lako se dolazi do
prostih skalarnih diferencijalnih jednaqina kretaǌa , izra�enih po-
mo�u funkcije prinude.
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Pogovor 175

U odeǉku IV - Teoreme mehanike kao prvo se jasno kazuje xta se
podrazumeva pod teoremom u mehanici. Pomo�u prirodnog izvoda po
vremenu dokazuje se teorema o promeni impulsa kretaǌa i teorema o
promeni kinetiqke energije; obe imaju , saglasno prednaqelima, invar-
ijantni smisao. Na primeru promene impulsa obrtnog kretaǌa krutog
tela razvijeni su izvodi po vremenu koordinata tenzora inercije. Teo-
reme o upravǉivom kretaǌu i optimalnom upravǉaǌu kretaǌem, koje
obuhvataju sve mehaniqke sisteme, povezuju teoriju upravǉaǌa sa ǌenim
osnovnim korenima analitiqke mehanike.

Odeǉak V - Analiza rexeǌa diferencijalnih jednaqina kretaǌa
posve�en je uglavnom nerazvijenoj kovarijantnoj integraciji, prvim in-
tegralima i kovarijantnim integralima; proxirene se Poasonove (Pois-
son) zagrade za reonomne sisteme. Zadr�ana je kratka ali dovoǉno jasna
pa�ǌa na modifikaciji kocikliqkih integrala energije.

Zavrxnicu qini odeǉak VI - O stabilnost kretaǌa i mirovaǌa,
kojim se oceǌuje taqnost i vaǉanost rexeǌa diferencijalnih jednaqi-
na kretaǌa u zavisnisti od posmatranih dinamiqkih ili kinematiqkih
parametara. Pored isticaǌa, ne bez razloga, misli visoko ceǌenog pro-
fesora Nikolaja Gureviqa Qetajeva o la�noj modernizaciji, koje nisu
maǌe aktualne danas nego kada ih su pisane, izlo�ene su opxte, te i
kovarijantne diferencijalne jednaqine poreme�aja i autorov opxti kri-
terijum o stabilnosti ravnote�nog staǌa i kretaǌa mehaniqkih sistema.

Kǌiga qini jednu teorijsku celinu zasnovanu na autorovim rezul-
tatima objavǉenim u nauqnim qasopisima i monografijama, navedenim
u bibliografskom spisku. Jednom reqenicom napisano je da ova teorija
obuhvata sve mehaniqke sisteme, me�u kojima se podrazumevaju i kru-
ta i deformabilna tela. Ovde je izostao autorov koncept primene re-
onomne koordinate na deformabilne sredine. Pokazalo se [67], [70] da
se deformabilna tela mogu prtestaviti kao sistem materijalnih taqaka
sa reonomnim vezama, te da se deformabilna sredina mo�e modelirati
(3+1)-dimenzionim mnogoobraznostima. Takva bi se mehanika razvijala
na izvedenom tenzoru deformacije

εαβ =




ε00 ε01 ε02 ε03

ε10 ε11 ε12 ε13

ε20 ε21 ε22 ε23

ε30 ε31 ε32 ε03


 R 0

i metrici
ds2 = εαβdxαdxβ , α, β = 0, 1, 2, 3.

Dalekose�nost ove metrike u saznaǌu procesa u prirodi autor
nazire iz stranica ove i drugih kǌiga mehanike. ǋom je podstaknuto
navo�eǌe primera (P7) i (P8). Vixe od toga, ǌom se na kraju ove kǌige
osporava svako shvateǌe da je mehanika, kao nauka o kretaǌu tela, davno
zavrxena i podastiqe nova saznavaǌa o kretaǌu i uzajamnom dejstvu
tela.
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