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Zuti car
Jednom, dosta davno, pred povratak iz Setnje obalom Crvene reke, pa
planinom Kuen-luen, car Huang Ti je izgubio svoj crni biser. Posalje
Inteligenciju da ga trazi, ova ga ne nade. Posalje Ostroumnost koja ga
ne nade, a onda i Analizu koja se takode vrati praznih ruku. Najzad
posla Bezoblié¢je i ono ga pronade. Zar mnije neobic¢no, pomisli tada
Huang Ti, da ga je bas Bezoblic¢je pronaslo.

naslede Cuang Cea

Predgovor

Navrsilo se 100 godina od rodenja Godela, a imali smo i Kurepinu
stogodisnjicu. Navrsava se i 100 godina aksiome izbora i Zermelo
Fraenkelove aksiomatizacije teorije skupova, koja je izrasla na velikim
problemima koje je nametnula Cantorova infinitarna aritmetika. U
tom velikom visedecenijskom poduhvatu neophodno je bilo preraditi
logiku, pa je paralelno sa gradnjom teorije skupova izrasla i nova,
rigoroznije postavljena matematicka logika.

Kontrapunkt ove dve matematicke discipline poc¢inje sa ekvivalen-
cijom Godelove teoreme potpunosti i teoreme o ultrafilteru, i nas-
tavlja se u visinu Vavilonske kule modernog doba, ¢iji svaki novi sprat
otkriva iznenadenja sa pojacanom rezonancom prosirenih prethodnih
harmonija. Godelove teoreme nepotpunosti postavljaju ostru mate-
maticku barijeru saznanju o izvesnosti matematickog saznanja, ¢ime
je sruseno i Kantovo polaziste - ubedenje o apriornom znanju. Go-
delovim dokazima relativne neprotivre¢nosti u teoriji skupova otvoren
je put neobi¢nom razresavanju velikih problema i uspostavljanju viseg
reda - hijerarhije svojstava po konsistentskoj moci, koja se penje u
visine uz matematicki opisano razredivanje izvesnosti: jabuka znanja
izmice cak i kada je re¢ o relativnom znanju.

Prva teorija skupova na nasem jeziku je Elementarna teorija mno-
Zina Jovana Karamate iz 1935. godine. Sledi Teorija skupova Pure
Kurepe, izasla u Zagrebu 1951. godine, u kojoj se razmatra klasi¢na



teorija skupova - deo teorije skupova bez dokaza konsistentnosti i neza-
visnosti. Krivineova Aksiomatska teorija skupova, prevod Devide, Za-
greb 1978., pored aksiomatike daje i kratak pregled Godelovog kon-
struktibilnog univerzuma. Flementarna Teorija skupova Aleksandra
Krona iz 1992. godine se bavi iskljuc¢ivo aksiomatskom izgradnjom
teorije skupova, sa posebnim osvrtom na razne ekvivalente aksiome
izbora.

Uc¢inilo nam se da bi dobro bilo da se nedostajué¢i deo problematike
savremene teorije skupova vezane za dokaze konsistentnosti i nezavi-
snosti predstave i na nasem jeziku, i time dopuni bogatstvo matemati-
cke literature i u ovom segmentu, sto je za posledicu imalo ovu knjigu.

Grada u ovoj knjizi prikupljena je iz originalnih izvora ili prerada
i tesko ih je sve pobrojati. Predavanja Solovaya, Silvera, Kunena
i njihovi publikovani radovi, zatim radovi i knjige drugih istaknutih
matematicara u ovoj oblasti, pre svega Woodina, Shelaha, Magidora,
Abrahama, Levyja, Shoenfielda, Changa, Keislera, Devlina, Drakea,
Jensena, Jecha, Vopenke, Prikryja i drugih posluzili su u ovom po-
kusaju da se u ne prevelikom obimu predstave najvaznija klasi¢na
dostignuc¢a i ilustruju neka modernija stremljenja. Na zalost, zarad
dostiznosti i citljivosti, zrtvovani su mnogi lepi i znacajni rezultati
koje nije obuhvatila ova knjiga.

Sadrzaj ove knjige obuhvata u prvom delu elemente logike neo-
phodne u prezentaciji znacajnih rezultata teorije skupova, polazna
aksiomatska pitanja i transfinitnu aritmetiku, kombinatornu teoriju
skupova sa Booleovim algebrama i Booleovsko vrednosnim modelima,
ultrafilterima i ultraproizvodima.

U poglavlju o unutrasnjim modelima detaljno se obraduje koncept
apsolutnosti, koji se potom primenjuje u teoremi kolapsa, Godelovom
dokazu relativne konsistentnosti aksiome izbora (AC) i generalisane
kontinuum hipoteze (GCH) sa Zermelo-Frankelovom teorijom skupova
(ZF) itd. Zatim se pokazuje da u konstruktibilnom univerzumu vazi
Jensenov ¢, kao i da ¢ povlaci negaciju Suslinove hipoteze (SH).



U poglavljima o forsingu izlozena je Cohenova konstrukcija ko-
jom se dokazuje da iz pretpostavke neprotivrecnosti ZF sledi nepro-
tivrecnost teorija ZFC 4+ —CH, kao i teorije ZF + —AC, odakle se
dobija da su sve navedene teorije ekvikonsistentne. Potom se izlazu
Levyev kolaps, Eastonov forsing i iterirani forsing, s akcentom na
kona¢no podrzanu iteraciju. Time se prilicno zaokruzuje moderna
osnovna teorija skupova.

U tre¢em delu sazetije su prikazani neki znacajni doprinosi mod-
erne teorije skupova. U glavi o merljivim kardinalima imamo znaca-
jna svojstva raznovrsnog porekla koja se koncentrisu na ove objekte.
U poglavlju o realno - velikim kardinalima prikazana je Solovayova
metoda kojom je dokazana ekvikonsistentnost teorija ZFC + “pos-
toji totalno o-aditivno prosirenje Lebesgueove mere” i ZFC + “pos-
toji merljiv kardinal”, kao i uopStenja i primene njegovih rezultata,
posebno na Keisler Rudin klasifikaciju slozenosti ultrafiltera, resenje
problema metrizacije topoloskih prostora, veza sa problemom kontin-
uuma.

Teorija Shelaha o moguéim kofinalnostima ultraproizvoda sa gla-
vnom primenom na resenje teskog slucaja kontinuum problema izlo-
zena je u odvojenom poglavlju - PCF.

Na taj nacin u ovoj knjizi, osim osnova i razvoja fundamentalnih
metoda, prikazani su neki znacajni dometi teorije skupova, ¢ime je
knjiga, nadamo se ostala unutar prihvatljivog obima, na racun kom-

pletnosti. Prilozena literatura upucuje ¢itaoca na Sira i sveobuhvatnija
dela.

Veci deo prezentovanog materijala pretrpeo je viSestruke prerade
tokom prethodnih decenija i tako se utopio u folklor. Pokusali smo da
za vaznije rezultate navedemo autore Sto nije do kraja bilo moguce.
Ve¢ sam razvoj matematickih pojmova to ogranicava. Na primer,
postupak binarnog pretrazivanja sadrzan je u dokazu Bolzano Weier-
strassove teoreme. Ili uzmimo, na primer, samo pojam filtera. Tra-
gajudi za uopStenejm limesa (1937.), verovatno da Cartan nije uocio
da je pojam filtera ve¢ bio prisutan preko sto godina u malo razli¢itom
odelu, kao kongruencija nad Z kod Gaussa: filter u Booleovoj algebri



je isto sto i homomorfizam Booleovih algebri.

Mnogo matematike polazi od stvari kao sto su

nh—>r£10 a, 1 maxlirgﬁo ; f(&n)Axy,.
Nakon Cantorove teoreme o cepanju beskonacnosti oznake kao ove gore
nisu dovoljno precizne. U prvom limesu n tezi Ny - prvoj beskonacno-
sti. U drugom, broj malih pravougaonika ¢ija je suma integral u limesu
tezi, tj. postaje kontinuum 2%°. Tu semantika postaje nestabilna i jaca
potreba za razmatranjima prisutnim u vec¢em delu ove knjige.

Knjiga je namenjena matematicarima, fiziCarima i matematicki
obrazovanim ljudima, studentima i dacima matematicke gimnazije,
filozofima. Dokazi konsistentnosti i nezavisnosti - drugi deo, zahtevniji
su i tu je potrebno nesto vise strpljenja u ¢itanju, pa je taj deo vise
namenjen specijalistima. Izdvojene teme u tre¢em delu, bar jednim
delom su relativno pristupacne, zaokruzuju deo problematike razma-
trane ranije u knjizi i odnose se i na interesantne primene u teoriji
mere, topologiji i Sire.

Za jedan broj citalaca kojima su logicke osnove bliske ili nepotre-
bne, preradili smo tekst tako da smo ovo poglavlje izdvojili u Apendix,
ali posto nam nije bilo moguce da stampamo obe varijante, ova prerada
je dostupna samo u elektronskom obliku od autora ili npr na

http://www.matf.bg.ac.yu/~aljosha/TeorijaSkupova_VerzijaB.pdf
Citaocima koji bi zeleli da se vise upute u matematicku logiku, pre-
porucujemo [79].

U radu na ovom rukopisu pomogli su nam razgovori i kritike Zarka
Mijajlovi¢a, Miodraga Raskovi¢a, Predraga Tanovi¢a, Milosa Kurili¢a
i drugih kolega zbog ¢ega smo im veoma zahvalni. Zahvalni smo i
lektoru Kseniji Jovanovi¢ ¢ije sugestije su ulepsale tekst i doprinele
njegovoj citljivosti. Za sve propuste i greske odgovorni smo sami.

U Beogradu, 2007. godine
Autori
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0

Uvod

Pojam skupa predstavlja jedinstveni osnovni pojam kojim se gradi
cela matematika. Za ovaj poduhvat dovoljan je prazan skup-nista-
vakuum-nistavilo kao polazni gradivni element kao i neka fundamen-
talna svojstva - aksiome teorije skupova. Usredsredenost na ispiti-
vanje beskonacnosti i bogatstvo u rezultatima ve¢ na samom pocetku
(kraj XIX veka) izdvajaju ovu oblast u posebnu matematicku teoriju.
Resavanje nekih dosta elementarnih pocetnih pitanja dovelo je do ve-
likih otkri¢a od najveceg znacaja za matematiku i matematicku logiku.

Problem beskonacnosti, odnos dela i celine, malog i velikog, privlaci
paznju najranijih mislilaca i prisutan je u najstarijim sac¢uvanim tek-
stovima iz tog vremena. Posebno je interesantna detaljna rasprava
izmedu Parmenida, Zenona i Sokrata zabelezena u Platonovom dija-
logu Parmenid. Nedugo zatim Euklid sastavlja ¢uvene Elemente!,
u kojima aksiomatski izlaze geometriju svoga doba. Implicitno se
kod Euklida kao primitivni pojmovi javljaju pripadnost, presek, unija,
komplement, kretanje i neprekidnost. Tako je tacka “ono ¢iji je deo
nista”, tj. atom odnosno osnovni gradivni objekat, a slozeniji ge-

ometrijski objekti se sastoje od tacaka, tj. predstavljaju skupove

Lyvige od 1700 izdanja do 1900. godine



10 0. UVOD

tacaka. Skupovni univerzum je sledec¢a apstrakcija geometrijskog uni-
verzuma - prostora. Presek kao geometrijski koncept se javlja npr.
kod preseka krugova, unija kod nadovezivanja duzi, komplement kod
dopunjavanja uglova do pravog ili opruzenog ugla itd. Skupovi i op-
eracije sa skupovima dobijaju u geometriji smisao koji je sasvim blizak
i uskladen sa konceptima moderne teorije skupova.

Ne bez razloga, unutrasnji prostor uma u kome matematicari vide
- razmisljaju, uobic¢ajeno se poistovecuje sa nekom vrstom apstrakt-
nijeg, svesadrzavajuceg geometrijskog prostora, u ¢ijim se dubinama,
nakon raspakivanja kumulativnih definicija pomalja sveobuhvatni sku-
povni univerzum i sa njim velika dilema. Da li matematicki sadrzaji
= svet matematickih ideja postoji nekako nezavisno od nas i ovog
sveta privida, Sto se uoblicuje u matematicki Platonizam, ili takav
svet ne postoji, i matematickim sadrzajima, idejama i svojstvima pri-
pada samo “postojanje” u nasim umovima da ih mislimo i zapisima
gde fizicki postoje. Drugo stanoviste deluje znatno “realnije”, prag-
maticnije, jednostavnije i po prinicpu minimuma obavezujuce prih-
vatljivije, i u tom slucaju matematicke konstrukcije i dokazi postoje
samo kada su negde zapisani.

S druge strane, sama praksa Evropskog racionalizma, sa opSte
impregniranom matematikom u rasponima od submikro fizike do di-
namike celokupnog kosmosa, od Turingovih kinematickih masina u
molekularnoj biologiji, do modela slozenih sistema kao sto su kompo-
nente - podsistemi koje istrazuju neurolozi, embriolozi ili populacioni
geneticari, itd. ukazuje veoma sugestivno na neophodnost prisustva
viSeg reda u pojavnom svetu i to mnogo pre pojave coveka i prvih teo-
rema, milijarde godina ranije. Matematika te prakse se moze zameniti
samo nekom drugom matematikom i ne moze se odstraniti ve¢ se mora
prihvatiti kao princip koji zrac¢i osnovu za uvodenje organizacije i reda
koji se tu posle i dese.

Imamo jednu analogiju koja je tu od neke koristi, muzika. Os-
novni atom muzike je pojedina¢ni zvuk/ton. Komad ili muzicko delo
ima svoju algebarsko—kombinatornu strukturu, celina je nesvodljiva na
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svoje delove ili atome i nosilac je estetskog intenziteta. Kada u vre-
menu slusamo neko dobro delo, onda tek kad ono zavrsi zaokruzujemo
percepciju njegovog delovanja i stizemo do ocene celine - lepo. Uvid u
muzicko delo sticemo u vremenskoj struji koja ga nosi i zaokruzujemo
nakon njegovog zavrSetka, pa se da zakljuciti da je estetska mera
muzickog dela, naravno najvaznija karakteristika dela, transvremen-
ska. Pitanje kada i gde postoji jedno muzicko delo li¢i na nasa polazna
pitanja. Pre Platona, ima navoda o Pitagorinom uvidu u jedinstveno
reSenje.

Interesantno u vezi ovakve diskusije imamo invarijantu: bez obzira
na eventualno opredeljenje po gornjoj dilemi ili potpuno neopredelje-
nje, svaki rezultat individualnog matematicara dopunjava veliko bo-
gatstvo uz iskrice srece. Centralno mesto u ovom rasudivanju pripada
matematickom dokazu. Najvaznije u matematickom dokazu je da isti
bude korektno izveden korak po korak, tj. da se u individualnom ko-
raku ispravno obavi elementarno zakljucivanje verodostojnim operaci-
jama nad polaznim istinama. Onda ispravnost celog dokaza dolazi
po snaznom uverenju, da ako smo u pojedina¢nim koracima obezbe-
dili o¢uvanje istinitosti, da se onda ona ocuvala do kraja. Prema
nekim pouzdanim svedocima, kod Godela se na kraju pojavio strah
da mali zlocesti liliputanci idu po knjigama i prepravljaju - kvare
dokaze. Ako bi matematika postojala samo kao kulturna bastina,
postedom preostalog drvec¢a i prelaskom na elektronske medije, ra-
zlozi za Godelov strah bi se ozbiljno umnozili, a pitanje dinamickih
zakonistosti u matematickom delu Virtuelnog sveta dobija na aktuel-
nosti: da li je moguca neka sintaksna Esherova pletenica, preko lokalno
konsistentnog do globalno nekonsistentnog.

U moderno vreme, kojim dominira aksioma prakti¢nosti i pra-
gmatic¢nosti, ne bez razloga, postavlja se pitanje smisla istrazivanja
u teoriji skupova kao i same teorije skupova u celini. Teorija skupova
je verovatno prva matematicka teorija za koju se to pitanje postavlja.
Tu imamo mozda malo ¢udnu situaciju. S jedne strane, istrazivanja
u teoriji skupova omoguéila su resSavanje i karakterizaciju teskih i
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znacajnih matematickih problema. S druge strane, neka od tih resenja
predstavljaju kumulus visedecenijskih napora i dosta su slozena i ne-
podobna za kratke prezentacije, pa se zato ve¢ duze vremena namece
pitanje koliko je to sve uopste potrebno radnoj matematici, i tu imamo
analognu situaciju odnosa izmedu matematike s jedne strane i prime-
njenih istrazivanja, pre svega fizike i tehnike, s druge strane. Primeni
nisu potrebni slozeni postupci i konstrukcije u dokazima matematickih
teorema kao ni moderna uopstavanja, veé¢ pre svega gotove formule i
poneki algoritam koji se koriste u praksi. Ako teorija skupova i nije
u mogucnosti da se pravda pred ovakvim zahtevima, moze se rec¢i da
je njen estetski znacaj markantan i da se u tom aspektu nazire i opi-
pljivije resenje pitanja kojima su se bavili sveti Anselmo, sveti Toma,
Descartes i drugi mislioci.

Savremena teorija skupova nije nastala odjednom, ve¢ postepeno
tokom vise od pola veka, nalazeéi svoje korene u velikoj reformi ma-
tematike iz XIX veka. Cauchy koristi do tada nevidenu strogost i pre-
ciznost u izlaganju, ¢ime pocinje formalizacija analize, proces u kome
su ucestvovali mnogi slavni matematicari poput Weierstrassa, Dede-
kinda, Dirichleta, Cantora, Peana i drugih. Tako u analizi, umesto
isklju¢ivo izrazovskih funkcija, polako poc¢inju da se razmatraju sve re-
alne i kompleksne funkcije: Weierstrass konstruiSe primer neprekidne
realne funkcije koja ni u jednoj tacki nije diferencijabilna, Dirichlet
navodi karakteristicnu funkciju skupa racionalnih brojeva kao primer
realne funkcije koja nije neprekidna ni u jednoj tacki, Peano kon-
struiSe neprekidnu bijekciju segmenta [0, 1] na kvadrat [0, 1] x [0, 1] itd.
Takode se uvode i operacije sa familijama skupova - tipi¢can primer je
Boltzano-Weierstrassova teorema po kojoj svaki ograni¢en niz real-
nih brojeva ima tacku nagomilavanja, gde se u dokazu koristi metoda
polovljenja intervala.

Otkrice geometrije Lobacevskog iz 1829. godine, koje postaje Si-
roko poznato tek nakon posthumnog objavljivanja Gaussovih pisama
(Sezdesete godine XIX veka), zajedno sa Booleovom algebrom logike
iz 1848. godine dovodi do ozbiljnog preispitivanja logickih osnova na
kojima je pocivala dotadasnja matematika. Pojam formalne teorije i
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kvantifikatorski racun uvodi Gottlob Frege 1879. godine. Hilbertovi
“Osnovi geometrije” iz 1899. godine predstavljaju paradigmu savre-
menog izlaganja jedne aksiomatske teorije. Nastavljajuci Fregeov rad,
David Hilbert definitivno logiku uspostavlja kao matematicku disci-
plinu i formuliSe osnovna pitanja vezana za formalni sistem poput
potpunosti i neprotivrecnosti.

Sam pocetak teorije skupova vezuje se za decembar 1873. go-
dine kada je Georg Cantor dokazao da realnih brojeva ima vise od
prirodnih, tj. da nijedno preslikavanje skupa prirodnih brojeva u skup
realnih brojeva nije na. Osim samog rezultata, kojim je pokazano
da beskonacnost nije jedinstvena, i nacin dokaza je izuzetno vazan.
Naime, tada je prvi put upotrebljena tehnika koju zovemo Cantorov
dijagonalni argument.

Ubrzo Cantor dokazuje da je

[ X| < [P(X)|

za svaki skup X, odakle sledi da, ukoliko za svaki skup X postoji
njegov partitivni skup P(X), onda ne samo da beskonac¢nost nije jedi-
nstvena, ve¢ imamo pravo raslojavanje razlic¢ito brojnih beskonac¢nosti.

Nastavljajuci svoja istrazivanja beskonac¢nih podskupova skupa re-
alnih brojeva, Cantor uvodi transfinitne brojeve: ordinale kao tipove
uredenja i kardinale kao tipove bijektivne korespondentnosti. Ordi-
nalni broj (tip) skupa X Cantor je oznac¢avao sa X, a kardinalni broj
sa X.

Sa metodoloske strane, posebno je vazna Cantorova karakterizaci-
ja uredenja racionalnih brojeva, po kojoj se svako prebrojivo linearno
uredenje moze utopiti u uredenje racionalnih brojeva. Konstrukeciju
utapanja Cantor izvodi tehnikom koju danas zovemo Cantorov “back
and forth” (nazad-napred) argument.

U prvoj polovini XX veka Cantorovu teoriju skupova nastavljaju
da razvijaju Zermelo, Fraenkel, Hartogs, Hausdorff, von Neumann,
Tarski, Banach, Kuratowski, Skolem, Zorn, Kurepa i drugi. Veé¢ na
samom pocetku javljaju se pitanja - problemi koji u mnogome odredu-
ju dalji razvoj teorije skupova. Ovde izdvajamo cCetiri najznacajnija.
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Aksioma izbora

Prvo formalno zasnivanje matematike bazirano na teoriji skupova
predlozio je Gottlob Frege. Njegov sistem se bazirao na dve aksiome:

e Aksioma ekstenzionalnosti : dva skupa su jednaka ako i samo
ako imaju iste elemente;

e Shema sveobuhvatnosti: za svako svojstvo (formulu) ¢ postoji
skup ¢iji su elementi tacno oni skupovi koji zadovoljavaju .

Protivrecnost Fregeovog sistema (tacnije sheme sveobuhvatnosti) do-
kazao je Russell 1903. slede¢im ¢uvenim paradoksom: po shemi ko-
mprehensije postoji skup S takav da za svaki skup X vazi

X € S ako i samo ako X ¢ X.

Odavde sledi da S € S ako i samo ako S ¢ S: kontradikcija.

Bez obzira na otkri¢e raznih paradoksa u Cantorovoj teoriji sku-
pova (Cantor 1895., Burali-Forti 1896. itd) i kritika intuicionista
(Brouwer, Weyl) i konstruktivista, preovladalo je uverenje da za fo-
rmalni okvir izgradnje matematike treba uzeti neku neprotivreé¢nu mo-
difikaciju naivne teorije skupova. Hilbertov odgovor na kritike Canto-
rove teorije skupova je odlucan:

Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand
vertreiben konen
ili u prevodu: “Niko nas ne moze isterati iz raja koji je za nas Cantor
sazdao”.

Russell i Whitehead su, pokusavajuci da reSeproblem antinomija u
Cantorovoj teoriji skupova, uveli teoriju tipova i u svojoj knjizi “Pri-
ncipia Mathematica” iz 1910. izlozili izgradnju matematike na lo-
gickim osnovama. U novije vreme teorija tipova nalazi primene u
teorijskom racunarstvu.
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Prekretnicu u aksiomatizaciji nauke o skupovima predstavlja Ze-
rmelova aksioma izbora, formulisana 1908. godine:

Za svaku familiju X nepraznih skupova postoji funkcija izbora f :
X — |J X takva da za svaki x € X vazi f(z) € z.

Pomoc¢u nje Zermelo dokazuje da se svaki skup moze dobro urediti.
Generativne aksiome, posebno aksioma partitivnog skupa, inspirisu
Zermela u formulaciji kumulativne hijerarhije skupova. Definitivan
oblik kumulativna hijerarhija dobija nakon Mirimanovljeve askiome
regularnosti iz 1917., von Neumannove kanonske reprezentacije ordi-
nala i definicije uredenog para Kuratowskog.

Zermelo i Fraenkel su formulisali aksiome teorije skupova na jeziku
drugog reda. Napomenimo da je jedina Frankelova aksioma shema
zamene, koju on uvodi 1923. godine. Odgovarajuce formulacije u
okviru predikatskog racuna prvog reda dao je Skolem. Navedimo os-
novne sisteme proistekle iz ove aksiomatizacije:

e ZFC se sastoji od aksioma praznog skupa, ekstenzionalnosti,
para, unije, partitivnog skupa, beskonac¢nosti, regularnosti i izb-
ora, kao i shema separacije i zamene, od kojih svaka ima prebro-
jivo mnogo instanci;

e ZF se dobija izostavljanjem aksiome izbora iz ZFC;

e ZF — P se dobija izostavljanjem aksiome partitivnog skupa iz
ZF;

e ZFC™ se dobija izostavljanjem aksiome regularnosti iz ZFC;

e ZF~ — P — Inf se dobija izostavljanjem aksioma regularnosti,
partitivnog skupa i beskonacnosti iz ZF.

Aksioma izbora je svakako najpoznatija aksioma teorije skupova, iz
prostog razloga sto su veoma brojni njeni vazni ekvivalenti i posledice
koje se javljaju u ostalim matematickim disciplinama. Navedimo neke
od njih:

Ekvivalenti
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Zermelova teorema. Svaki skup se moze dobro urediti.

Zornova lema. Ako svaki lanac u nekom parcijalnom uredenju
ima majorantu, onda to uredenje ima maksimalni element.

Hausdorffov stav maksimalnosti. Svaki lanac u proizvo-
linom parcijalnom uredenju se moze produziti do maksimalnog
lanca.

Tihonovljeva teorema o proizvodu. Proizvod kompaktnih
topoloskih prostora je kompaktan.

Donja Lowenheim-Skolem-Tarski teorema. Neka je T teo-
rija jezika £ koja ima beskona¢ne modele. Tada za svaki besko-
nacan model M teorije T i svaki X C M, postoji elementarni
podmodel A/ modela M takav da je X C M i

IN| = max{R, | X|, |ForL|}.

Zmacajne posledice koje sadrze veliki deo AC:

Hahn-Banachova teorema.
Svaki vektorski prostor ima bazu.

Teorema o ultrafilteru. Svaki filter proizvoljne Booleove alge-
bre sadrzan je u nekom ultrafilteru te algebre.

Stav kompaktnosti. Ako svaka konac¢na podteorija neke teo-
rije prvog reda ima model, onda i sama ta teorija ima model.

Protivnici AC uglavnom zameraju njenu nekonstruktivnost, inko-
mpatibilnost sa aksiomom determinacije i inkompatibilnost sa tota-
Inoséu Lebesgueove mere. O interakciji aksiome izbora i Lebesgueove
mere ¢emo sa nesto vise detalja govoriti nesto kasnije.

Relativnu konsistentnost aksiome izbora sa ostalim aksiomama
teorije skupova dokazao je Godel 1939. godine metodom unutrasnjih
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modela, a nezavisnost je dokazao Paul Cohen 1963. godine, kombinu-
juéi metode forsinga i unutrasnjih modela.

Od slabijih oblika aksiome izbora (tvrdenja koja su posledice ak-
siome izbora ali nisu njeni ekvivalenti) za teoriju skupova je posebno
vazna aksioma zavisnog izbora DC:

Ako je A neprazan skup i ako je R binarna relacija na skupu A
takva da za svako a € A postoji b € A tako da b Ra, onda postoji niz
elemenata (a, | n € N) skupa A takav da

Ap41 R Qp,

za svako n € N.

Aksioma zavisnog izbora je posebno znacajna u kombinaciji sa aksi-
omom determinacije AD, koja je protivre¢na sa punom aksiomom
izbora. Mnoge vazne rezultate teorije ZF+DC+AD dali su Solovay,
Woodin i drugi.

Kontinuum problem

Svakako, najvazniji problem teorije skupova je kontinuum problem.
Njegovo resavanje, koje i dalje traje, dovelo je do izuzetnih otkrica
poput konstruktibilnog univerzuma, metode forsinga, pcf teorije, 2-
logike itd.

Apstrahujuéi ideju brojanja kao uspostavljanje bijektivne korespo-
dencije izmedu dva skupa, Frege uvodi kardinalne brojeve kao klase
medusobno istobrojnih skupova. Tako skupovi N, Z i Q imaju isti
kardinalni broj, skupovi [0, 1] i R imaju isti kardinalni broj, a skup N
ima manji kardinalni broj od skupa R. Ovo poslednje Cantor dokazuje
na sleded¢i nacin: ako je (a, | n € N) proizvoljan niz realnih brojeva,
onda realan broj a € R\ {a, | n € N} definiSemo na slede¢i nacin:

e ceo deo broja a je 0;

e n-ta decimala broja a jednaka je 1 ukoliko je n-ta decimala broja
a, razlicita od 1, a inace je 0.
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Dakle, niti jedan niz (a, | n € N) realnih brojeva ne iscrpljuje R.
Cantorova kontinuum hipoteza CH doslovno glasi: izmedu kardina-
Inih brojeva skupova N i R nema drugih kardinalnih brojeva. Njena
savremena reformulacija glasi

2N = Nl?

pri cemu je Ng, Ny, Ny, ... transfinitni niz alefa, tj. kanonskih pred-
stavnika kardinalnih brojeva. Prvi rezultat vezan sa kontinuum hipo-
tezu dokazao je upravo Cantor: ako je X zatvoreni beskonacan pod-
skup skupa realnih brojeva, onda je ili | X| = |N|, ili je | X| = |R| =¢.
Suslin dokazuje da kontinuum hipoteza vazi za Borelove i analiti-
cke skupove, tj. da za beskonacan analiticki skup X vazi |X| =
IN| ili |X] = ¢. Njegovi radovi predstavljaju pocetak deskriptivne
teorije skupova. Kontinuum hipoteza posebno dobija na znacaju posle
c¢uvenog Hilbertovog predavanja na svetskom kongresu matematicara
1900. godine, gde je kao prva uvrstena u spisak problema koje XIX
vek ostavlja XX veku. Od tada je kontinuum hipoteza poznata i kao
prvi Hilbertov problem.

Cantorova teorema, po kojoj je |X| < |P(X)| za svaki skup X,
namece i potrebu da se generalno odrede vrednosti kardinalne funkcije
| X| — |P(X)|. Bez aksiome izbora, veé¢ na samom pocetku nailazimo
na teskocu:

[P(N)| = [R] = ¢

nalazi se van alef linije, koja predstavlja najbolju skalu za odmeravanje
veli¢ine beskonac¢nih skupova. Uz aksiomu izbora svaki beskonacan
skup postaje dobro ureden, pa se za svaki skup X, |X| i |P(X)]
smestaju na alef pravu i zadatak se moze zapisati kao odredivanje
funkcija F'i f datih u identitetu

2% = Rp(a) = Rast f(a)-
Navedimo samo poznatije rezultate vezane za kontinuum problem:

e Godel Ako je teorija ZF neprotivre¢na, onda je i teorija ZFC +
GCH neprotivreéna;
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e Cohen Ako je teorija ZF neprotivreéna, onda je i teorija ZFC
+ —CH neprotivrecna;

e Easton Na regularnim kardinalima kontinuum funkcija moze
imati maksimalnu mogucu slobodu. Jedina ogranicenja proisticu
iz Cantorove teoreme i Konigove leme: 2% > ki cf 2% > k;

e Silver Ako je x singularan kardinal neprebrojive kofinalnosti
i ako je 2* = A* za skoro sve (stacionarno mnogo) kardinala
A < k,onda jei2F =kt

e Shelah Ako je N, jako grani¢ni kardinal, onda je 2% < R,,.

S jedne strane, kontinuum hipoteza vazi za mnoge vazne klase
skupova, poput zatvorenih, Borelovih i analitickih. Posebno je intere-
santna Kuekerova teorema, po kojoj CH vazi i za grupu automorfizama
prebrojivog modela prebrojivog jezika. Alternativni dokaz Kuekerove
teoreme ¢italac moze naéi u [80].

S druge strane, posebno je interesantan slede¢i poznati ekvivalent
negacije kontinuum hipoteze:

(%) Neka je [R]S¥ familija svih najvise prebrojivih podskupova skupa
realnih brojeva R. Tada za svaku funkciju f : R — [R]S,
postoje z,y € R tako da

v¢ fly) 1 yé¢ flx)

Intuitivno, ukoliko slu¢ajno biramo z i y tako da oni budu medusobno
nezavisni, onda je verovatnoca da x ¢ f(y) iy ¢ f(z) jednaka 1, jer
su f(x) 1 f(y) najvise prebrojivi skupovi.

(%) ekvivalentno mozemo reformulisati na slede¢i naéin:

(*x) Za proizvoljan A C [0,1]* i r € [0, 1] neka je

AT ={(y.x) | (v,y) € A} 1 A ={y € [0,1] | (ry) € A}.
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Tada, za svaki skup A C [0, 1]? takav da je A, najviSe prebrojiv
za svako r € [0, 1], vazi

AU AT G 0,12

Pokazimo da ovaj princip vazi za Lebesgue merljive skupove. Zaista,
neka je A Lebesgue-merljiv podskup od [0, 1]* koji zadovoljava uslove
principa (#*). Na osnovu Fubinijeve teoreme za Lebesgueov integral
imamo sledece:

m() = ma”) = | /[ Xy

= [ e pane

1
= /O-dsz,
0

gde je x(A) karakteristicna funkcija skupa A. Kako je m([0,1]3) =1,
mora biti i

AUAT G [0, 1]3.

Brojni primeri interferencije kontinuum problema sa raznim de-
lovima teorije skupova su obradeni u ovoj knjizi.

Suslinov problem

Suslinov problem je vezan za karakterizaciju uredenja realnih bro-
jeva. Naime, Cantor je pokazao da je uredenje realnih brojeva do na
izomorfizam jedinstveno gusto linearno uredenje bez krajeva koje je
povezano u topologiji uredenja i separabilno. Suslin je postavio pi-
tanje da li se uslov separabilnosti moze zameniti uslovom c.c.c.? i

2Countable Chain Condition. U ovom kontekstu u pitanju je prebrojiva celu-
larnost, tj. uslov da nema neprebrojivo mnogo medusobno disjunktnih otvorenih
intervala.
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da tako dobijeno uredenje ostane izomorfno uredenju realnih brojeva.
Ukoliko je odgovor negativan, tako dobijeno uredenje se naziva Susli-
novom lingjom. Suslinova hipoteza SH doslovno glasi:

Ne postoji Suslinova linija.

Prve rezultate vezane za Suslinov problem dao je nas matematicar
Duro Kurepa, koji je definisao pojmove Aronszajnovog, Suslinovog i
Kurepinog drveta i dokazao da postoji Suslinova linija ako i samo
ako postoji Suslinovo drvo. Preciziranje ovih pojmova zahteva sledece
definicije.

Pod drvetom podrazumevamo parcijalno ureden skup (7', <) takav
da je za svako x € T skup {y € T | y < z} dobro ureden. Za
proizvoljan ordinal (kanonsko dobro uredenje) a definiSemo a-ti sloj
lev(a, T') drveta T kao skup svih x € T takvih da je

{yly <z}, <) ={o, ).

Visina ht(7T") je najmanji ordinal « takav da je lev(a,T) = 0. Skup
A C T je antilanac ako su svaka dva medusobno razli¢ita elementa
skupa A neuporediva. Maksimalne lance u drvetu zovemo i granama.
Neka je k beskonacan kardinal. Drvo T je s drvo ako je ht(7T') = ki
ako je |lev(a, T)| < k za svako o < k.

Sada mozemo definisati pojmove Aronszajnovog, Suslinovog i Ku-
repinog drveta:

e r-Aronszajnovo drvo je k drvo u kome nema lanaca duzine k.
Posebno, Aronszajnovo drvo je wi-Aronszajnovo drvo;

e k-Suslinovo drvo je x drvo u kome nema ni lanaca ni antilanaca
duzine k. Posebno, Suslinovo drvo je wi-Suslinovo drvo, a Susli-
nova hipoteza SH je ekvivalentna recenici

Ne postoji Suslinovo drvo;

e x-Kurepino drvo je s-drvo koje ima bar x* grana. Posebno,
Kurepino drvo je w;-Kurepino drvo, a Kurepina hipoteza KH
glasi

Postoji Kurepino drvo.
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Aronszajn je dokazao egzistenciju Aronszajnovog drveta. Jech i Te-
nnenbaum su metodom forsinga dokazali da iz konsistentnosti teorije
ZFC sledi konsistentnost teorije ZFC + —SH, a Solovay i Tennenbaum
su metodom iteriranog forsinga dokazali da iz konsistentnosti teorije
ZFC sledi konsistentnost teorije ZFC + SH.

Sto se tice Kurepine hipoteze, Levy je metodom forsinga dokazao
da iz konsistentnosti teorije ZFC sledi konsistentnost teorije ZFC +
KH, a Silver je metodom iteriranog forsinga dokazao da iz konsisten-
tosti teorije ZFC + “postoji jako nedostiziv kardinal” sledi konsistent-
nost teorije ZFC + —KH.

Problem mere

Kada je Lebesgue uveo pojam mere skupa, sto u stvari predstavlja
apstrakciju duzine za skupove na realnoj pravoj, sigurno da niko nije
razmisljao da moze biti nemerljivih skupova. Bez aksiome izbora i
nema problema mere. Uz pomo¢ aksiome izbora Vitali je 1908. godine
konstruisao primer Lebesgue nemerljivog skupa. Navedimo Vitalijevu
konstrukciju.

Na [0, 1] definigimo binarnu relaciju ~ sa

r~ysr—yeQ.

Lako se proverava da je ~ relacija ekvivalencije, kao i da je klasa
ekvivalencije svakog x € Q prebrojiva. Na osnovu aksiome izbora
postoji skup A takav da za svako x € [0, 1] vazi

An{y|y~a} =1

Tada je skup A Lebesgue nemerljiv. Zaista, u suprotnom bi svaki od
skupova

g+A={r+q|lrxe A}, -1<q<1AqgeqQ,

imao istu meru kao i skup A (translatorna invarijantnost Lebesguove
mere), a kako su skupovi ¢ + A medusobno disjunktni i kako je

o1c J (@+4ci-1,2,

q€[-1,1]NQ
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zbog o aditivnosti Lebesgueove mere mora biti i

pO1) =1<p( [J (@+A4) =) wA) <nu(-1,2]) =3,

q€[-1,1]NQ

sto je nemogude, jer iz 1 < > p(A) sledi da je u(A) > 0, a iz

n=0

i u(A) < 3 sledi da je u(A) = 0.
n=0

Ovaj Vitalijev primer je mozda bio i prvi veliki razlog za odbaci-
vanje aksiome izbora od strane samog Lebesguea i drugih velikana
toga doba. Ipak, aksioma izbora, koja najlepse (dobro) ureduje moéi
skupova i unosi dosta reda u skupovni univerzum V opstala je kao
princip koji se nikako ne moze ponistiti, a sa njom i nemerljivi skupovi
tamo gde ona vazi. Posebno za verovatno¢u na realnim brojevima, to
znaci da obavezno postoje dogadaji bez verovatnoce kao i npr. da se
svaki dogadaj moze umetnuti izmedu dva dogadaja bez verovatnoce.
Da li i koje to posledice moze eventualno da ima u naukama koje se
bave realnim svetom, verovatno da niko jo§ nije razmatrao.

Dakle, mera na R koja je totalna, o-aditivna i translatorno invari-
jantna ne moze da postoji uz aksiomu izbora. Posto je opstala snazna
zelja da se sve nekako premeri, to se skupilo u tzv. problem mere.
Prvo je jos dvadesetih godina proslog veka Banach dokazao da pos-
toji mera koja siri Lebesgueovu meru na sve skupove realnih brojeva
(tj. na ceo P(R)), ali da je ta totalna mera na Lebesgue nemerljivim
skupovima samo konacno aditivna. Znaci, slabljenjem o-aditivnosti,
dobijena je totalna mera koja Siri Lebesgueovu meru i koja je saglasna
sa aksiomom izbora. Ulam i Banach su 1930. dobili jedan neobican
rezultat. Uz ispustanje translatorne invarijantnosti (dva skupa koji se
translacijom dovode do poklapanja imaju istu meru), dokazali su da
za totalnu o-aditivnu meru g na X mora da vazi dihotomija

(i) |X| < ¢1i pje bezatomicna, a | X| i kontinuum su veéi ili jednaki
od prvog slabo nedostiznog kardinala, ili
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(i) |X| > ¢ 1 p je atomicna - ultrafilter i |X| je vedi ili jednak od
prvog jako nedostizivog kardinala.

Pitanje egzistencije ovakvih mera je ostalo otvoreno jos blizu 40 go-
dina. Prvo je prikupljena evidencija o stvarnoj veli¢ini skupa nosaca
binarne o-aditivne netrivijalne mere u slucaju (ii), Sto je povezano
sa izuzetno jakim aksiomama beskonacnosti. Potom je Robert Solo-
vay doSao do slede¢ih otkri¢a. Dokazao je da ako je teorija ZF ne-
protivrecna, onda je neprotivrecna i teorija ZF + DC + “svaki skup
realnih brojeva je Lebesgue merljiv’. Time je ta¢no odreden stepen
konflikta aksiome izbora i Zelje da Lebesguova mera bude totalna. S
druge strane, Solovay je dokazao ekvikonsistenciju sledec¢ih teorija

1. ZFC + “postoji totalna o-aditivna mera koja siri Lebesguevou
meru” i

2. ZFC + “postoji merljiv kardinal”,

¢ime je problem mere doveden u direktnu vezu sa vrlo jakom ak-
siomom beskonacnosti. Posledi¢no, (i) i (ii) iz Ulam-Banach teoreme
su ekvikonsistetni do na ZFC.

Solovayev metod je omogucio i resenje preko pedeset godina otvo-
renog problema metrizacije topoloskih prostora (Kunen, Nykos, Fleiss-
ner 80/84). Napomenimo da u modelu za 1. nastupa veliko nadimanje
realnog kontinuuma R, da tamo vazi

PRI L R —

za svaki kardinal A < ¢, da izmedu Ny i ¢ ima ¢ mnogo razli¢itih
beskonacnosti i da je kontinuum vedi ili jednak od prvog slabo ne-
dostizivog kardinala. Kao sto neko rece, sve je povezano.

Banach Tarski paradoks
[zuzetno lep primer interakcije aksiome izbora i Lebesgueove mere

je slededi rezultat Banacha i Tarskog iz 1924. godine, poznatiji kao
Banach Tarski paradoks:
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Jediniéna lopta B = {(z,y,z) € R | 2* +y? + 2? < 1} se moZe ra-
zloZiti na 11 delova, od kojih se izometrijskim transformacijama mogu
sastaviti dve disjunktne jedinicne lopte.

U jacoj formi Banach Tarski paradoks ima slede¢u formulaciju:

Svaka dva ogranicena lika u R® sa nepraznim interiorom su ra-
zloZivo jednaka, t3. postogi dekompozicija jednog od njih na konacno
mnogo delova, od kojih se izometriyskim transformacijama dobija de-
kompozicija onog drugog.

Naravno, paradkosalna dekompozicija je nemoguca sa Lebesgue
merljivim delovima, odakle sledi da se aksioma izbora ne moze ispustiti
u dokazima ovih tvrdenja. Prvi korak ué¢inio je Hausdorff 1914. godine
dokazavsi da grupa rotacija jedini¢ne sfere

S={{z,yz2)eR |22 +* +2:2=1}

¢ije ose sadrze koordinatni pocetak ima slobodnu podgrupu G sa dva
generatora, recimo a i b. Koristeéi ovo, Hausdorff pokazuje sledeci
rezultat, tzv. Hausdorffov paradoks: Postoji E C S takav da vazi:

1. Cetiri kopije skupa E pokrivaju sferu S;
2. S sadrzi prebrojivo (Xy) mnogo disjunktnih kopija skupa S.

Dokazimo ovo. Neka je G pomenuta slobodna grupa sa generatorima
a ib. Na S definisimo relaciju ~ sa

x~y & (39 € Gy = g(z).

Ocigledno je ~ relacija ekvivalencije. Kako je grupa G prebrojiva,
svaka klasa ekvivalencije relacije ~ je takode prebrojiva. Neka je A
unija svih klasa koje sadrze bar jednu fiksnu tacku neke neidenticke
rotacije iz G. Svaka rotacija ima ta¢no dve fiksne tacke (presecne tacke
ose rotacije sa sferom 5), pa kako je |G| = Ny, i skup A je prebrojiv
kao prebrojiva unija prebrojivih skupova.
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Na osnovu aksiome izbora, postoji B C S takav da je za svako
x €S,
lz.NB| =1

(ovde jez. ={y €S| x ~y}). Nekax € S\ A. Tada z nije fiksna
tacka nijedne od rotacija iz G, pa x ¢ z.. N B. Ako je {y} = z. N B,
onda je prema prethodnom x # y i x ~ y, pa postoji g, € G tako da
je © = g.(y). Neka je

C={d"f|keZ\{0O}AfcG}
(npr. a’f =aocao f)ineka je
E={zxeS\A|g,€C}.

Za m # n su skupovi b™[E] i b"[E] disjunktni. Zaista, pretpostavimo
da postoji x € E tako da je

b (x) = b"(x).
Tada je
b " () = x,

tj. x je fiksna tacka neidenticke rotacije b™b~" iz G (b je slobodni
generator), §to je u suprotnosti sa definicijom skupa E.

Preostaje da pokazemo da cetiri kopije skupa E pokrivaju sferu S.
S jedne strane, C' U aC = G (aC = {ag | g € C}), odakle sledi da
je S\ A C FEUa[E]. S druge strane, A je prebrojiv, a kako je grupa
rotacija sfere S ¢iji centri sadrze koordinatni pocetak neprebrojiva,
postoji rotacija r iz te grupe takva da je

Anr[A] =0.
Odavde je r[A] C EUa[E], tj. A Cr ' E]Ur 'alE], a time i
S CEUa[E|Ur [E]UrtalE],

¢ime je Hausdorffov paradoks dokazan.
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Da bismo dokazali Banach Tarski paradoks, dodatno precizirajmo
razlozivu jednakost. Kazemo da su skupovi A, B C R3? razloZivo jedna-
ki sa n delova, u oznaci A ~,, B, ukoliko postoje medusobno disjunktni
neprazni podskupovi Aq,..., A, skupa A i izometrije f1,..., f, pro-
stora R3 takvi da je:

e A=A U---UA,
o B=filAl]U--U fulAu];
o fil AN fi[A;] =0 zai# .

Neposredna posledica Cantor-Bernstajnove teoreme je sledec¢e tvrde-

nje (uR?): akoje X CA, Y C B, A~, Y iX ~, B, onda je
ANm+n B.

Paradoksalnu dekompoziciju jedini¢ne lopte vrsimo na slede¢i na-
¢in. Dodatno notaciji iz Hausdorffovog paradoksa, neka je

E'=|J{zE|l0<z<1}

i neka je ¢ translacija prostora R? takva da koordinatni pocetak pripada
skupu ¢[E£*]. Primetimo da je tada

B C E*UaE*Ur ' [EX]UrtalE*| U t[EY].

Neka je Xy, ..., X5 particija jedini¢ne lopte odredena prethodnim po-
krivanjem i neka je B’ jedini¢na lopta disjunktna sa loptom B. Kako
se dve disjunktnie kopije skupa E mogu rasporediti na sferi S, to
se dve disjunktne kopije skupa E* translacijama i rotacijama mogu
smestiti u loptu B. Ako u svaku od te dve kopije rasporedimo redom
kopije X7,..., X:, X7, ..., X! skupova Xi,..., X5, dobijamo pokri-
vanje skupa B U B’. Dakle,

XU UXUX{U--- X' ~g BUB,

B~ B, BCBUBi1XjU---UXIUX/U---X! C B, pa je na
osnovu pomenute posledice B ~;; BU B'.
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Logicke osnove

Klasi¢nu teoriju skupova, u kojoj se ne koriste metode unutrasnjih
modela i forsinga, moguce je izloziti i bez poznavanja matematicke
logike. Medutim, dokazi konsistentnosti i nezavisnosti u sebi sadrze
najfinije isprepletene sintaksu i semantiku. Razdvajanje ovih pojmo-
va, Sto je osnovni preduslov za razumevanje, je nemoguce bez do-
brog poznavanja matematicke logike, posebno metode interpretacije i
Godelove teoreme potpunosti. Ovo poglavlje je pre svega namenjeno
onim c¢itaocima koji nisu upoznati sa osnovama matematicke logike.

1.1 O formalnoj metodi

Analizirajuéi strukturu svake definicije, vidimo da se novi pojmovi
uvode preko nekih ranije uvedenih, sto nuzno dovodi do zakljucka
da neki pojmovi moraju ostati nedefinisani. Takve pojmove zovemo
osnovnim ili primitivnim pojmovima.

Sliéno, u dokazu nekog tvrdenja pozivamo se na neka druga (ranija)
tvrdenja, pa opet vidimo da se sva tvrdenja ne mogu dokazati. Polazna
tvrdenja koja ne dokazujemo zovemo aksiomama.

31
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1. LOGICKE OSNOVE

Matematizacija deduktivne metode je dovela do pojma formalne
teorije kao Cisto sintaksnog okvira u kome se izlaze matematika.

1.1.1 Definicija Formalna teorija (formalni sistem) se sastoji od
slede¢ih komponenti:

Nepraznog skupa simbola, koji nazivamo i jezikom formalne te-
orije;

Skupa svih konaénih nizova simbola jezika formalne teorije, koji
nazivamo i skupom reci formalne teorije;

Skupa formula, koji je podskup skupa svih reci;
Skupa aksioma, koji je podskup skupa formula;

Pravila izvodenja, koja su neke relacije medu formulama. Ako
je R n+ l-arno pravilo izvodenja, onda se za formulu ¢ kaze da
se dobija iz formula ¢, ..., ¢, po pravilu R ukoliko je

R(¢1,- -y 0n,y ).
Uobicajeno je da se pravila izvodenja zapisuju na slede¢i nacin:

P1y---5Pn R
¥

1.1.2 Primer Neka je £ = {a,b} i neka se skup formula poklapa sa
skupom reci nad L. Dalje, neka su jedine dve aksiome a i b, i neka su
Ry i Rs sledeca pravila izvodenja:

Xa Xb

Fa Xab % Xba’

pri ¢emu je X proizvoljna re¢ (moguée prazna). Na ovaj nac¢in smo
definisali jednu formalnu teoriju.
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1.1.3 Primer Iskazni rac¢un kao formalnu teoriju definiSemo na sle-
deci nacin:
e Jezik se sastoji iz dva dela i to:
— logickog dela, koji ¢ine znak za negaciju —, znak za impli-
kaciju =, leva i desna zagrada;

— nepraznog skupa P, koji nazivamo skupom iskaznih slova.
Menjajuci skup iskaznih slova P dobijamo potencijalno razli¢ite
iskazne racune. Ukoliko su skupovi P i P’ iste kardinalnosti,

onda su odgovarajuéi iskazni racuni ekvivalentni, pa ih stoga i
poistovec¢ujemo;

e Skupa iskaznih fromula For P, koji se definiSe na sledeci nacin:

— iskazna slova su iskazne formule;

— ako su ¢ i 1) iskazne formule, onda sui—¢ i (¢ = 1) takode
iskazne formule;

— iskazne formule se dobijaju isklju¢ivo kona¢nom primenom

prethodne dve stavke.

Radi preglednosti zapisa, spoljne zagrade se najcesce izostavlja-
ju. Takode se uvode i formalna konjunkcija, disjunkcija i ekvi-
valencija na sledeé¢i nacin:

— @ A1 je zamena za — (¢ = —);

— ¢ V1 je zamena za —p = ;

— p < 1 je zamena za (p = V) A (Y = p);

e Aksiome se dobijaju primenom sledece tri sheme:
81 o= (¥ = ¢);

82 (p= (¥ =10))= (¢ =)= (p=10));
S3 () = —p) = (¢ = ).
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Pritom su ¢, ¢ i 0 proizvoljne iskazne formule;
e Jedino pravilo izvodenja je modus ponens:

o =1
MP—¢ .

1.1.4 Definicija Neka je T proizvoljna teorija (podskup skupa svih
formula) nekog fiksiranog formalnog sistema. Dokaz u teoriji T u
datoj formalnoj teoriji je svaki konacan niz formula takav da je svaka
formula u nizu ili aksioma, ili pripada teoriji 7', ili se dobija iz nekih
prethodnih ¢lanova niza po nekom pravilu izvodenja. Sa

THop
se oznacava Cinjenica da postoji dokaz u teoriji T koji se zavrSava

formulom ¢. Za formulu ¢ kazemo da je teorema teorije T'.

Ako je T = {p1,...,pn}, onda umesto T F ¢ pisemo
©1,---,0n F .
Dalje, umesto 77 UT5 = ¢ piSemo
T, T = .
Konacno, ako je T' = (), onda umesto ) F ¢ pisemo
F .

1.1.5 Primer Pokazimo da vazi - baba u formalnoj teoriji iz primera
1.1.2. Zaista, jedan od mogucih formalnih dokaza je i niz

b, ba, bab, baba.

Naime, prvi ¢lan niza je aksioma, drugi se dobija iz prvog po Ry, tre¢i
iz drugog po Rs i Cetvrti iz treceg po R;.
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1.1.6 Primer U iskaznom rac¢unu (primer 1.1.3), pokazimo da vazi
F ¢ = ¢ za proizvoljnu iskaznu formulu ¢. Zaista:

a (p=(e=9)=9)=(¢=(p=p)=(p=y) S2
b = ((p=9) =9 s1
¢ (p=(p=9) = (p=¢) MP(b, a)
d o= (=) S1
e Y= MP(d, c)

1.1.7 Teorema Neka su Ty i Ty teorije unutar fiksiranog formalnog
sistema. Tada vaZi:

1. Ako Ty = @, onda i T, Ty F ¢;
2. AkoT' @ 1 o1, onda i Ty F .

Dokaz
Ako je niz
P1yeveyPny P

dokaz formule ¢ u teoriji 17, onda je direktno po definiciji isti taj niz
dokaz formule ¢ u teoriji T} U T, pa imamo da iz T} F ¢ sledi da
T17 T2 l_ QO

Prelazimo na dokaz preostalog dela tvrdenja. Neka je niz
DLy ey Pry P (1.1)

dokaz u teoriji T} formule ¢ i neka je niz

%,---ﬂﬁm»w (12)

dokaz formule ¢ u teoriji {¢}. Sada dokaz formule ¢ u T} dobijamo
tako Sto umesto svakog javljanja formule ¢ u nizu (1.2) stavimo niz
(1.1). OJ

1.1.8 Zadatak Neka je T proizvoljna iskazna teorija i neka su ¢ i ¢
proizvoljne iskazne formule. Dokazati:
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1. Ako THeiTF =, onda T I 1

2. Ako T+ - = —p, onda T - ¢ = .

Formalne teorije ne predstavljaju puku igru simbolima veé su, na-
protiv, pokusaj da se ¢isto sintaksnim sredstvima sagledaju neki vazni
matematicki koncepti. U slucaju iskaznog racuna, postignuta je po-
tpuna sintaksna karakterizacija tautologija, Sto ¢emo u nastavku i
obrazloziti.

Neformalno, iskaz je recenica govornog jezika koja moze biti ili
tacna ili netacna. Polazeéi od primitivnih (osnovnih) iskaza, slozeniji
iskazi se dobijaju upotrebom logickih operacija negacije, implikacije,
konjunkcije, disjunkcije i ekvivalencije. Pritom je konjunkcija dva
iskaza tacna jedino ukoliko su oba iskaza tacna, negacija iskaza menja
njegovu istinitosnu vrednost itd. Matematizacijom ovog koncepta
dolazimo do semantike iskaznog racuna, koja se ostvaruje u iskaznoj
algebri

2 = ({0,1}, A%, V3 =2 =2 &2)

na slede¢i nacin:
e Navedene operacije su definisane slede¢im tablicama:
A2lo 1 Vv2lo1 =201 s*0 1

0/oo0o o010 1 0 [1 1 0109:((1)(1));
01 1111 110 1 110 1

e Valuacija skupa iskaznih slova P je proizvoljna funkcija

e Vrednost iskazne formule ¢ pri valuaciji p, u oznaci @[], se
definise na sledeé¢i nacin:

— plp] = u(p), p € P;
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— (=)[u] = =2(lu);
— (o= V) [u] = ¢lu] =2 Ylul;

Za iskaznu formulu ¢ kazemo da je tacna pri valuaciji 4, u oznaci
i = o, ukoliko je plu] = 1. U tom slucaju za valuaciju p
kazemo i da je model formule . Ako je T iskazna teorija, onda
je valuacije p njen model ukoliko je model za svaku formulu
koja se javlja u njoj. Iskazna formula ¢ je tautologija, u oznaci
= ¢, ukoliko je ta¢na pri svim valuacijama. Iskazna formula ¢
je kontradickija ukoliko je njena negacija tautologija;

e Kazemo da je iskazna formula ¢ semanticka posledica iskazne
teorije T, u oznaci T |= ¢, ukoliko je svaki modeteorije T' ujedno
i model formule .

1.1.9 Zadatak Neka je ¢ proizvoljna iskazna formula i neka su p i
v valuacije takve da za svako iskazno slovo p koje se javlja u formuli
p vazi

p(p) = v(p)-
Dokazati da tada u |= ¢ akko v = .

Uputstvo Koristiti indukciju po slozenosti formule, pri ¢emu je slo-
zenost formule broj logickih veznika (racunajuéi visestrukost) koji se
javljaju u njoj. O

Slede¢i zadatak je poznatiji kao teorema saglasnosti iskaznog racu-
na.

1.1.10 Zadatak Neka je T proizvoljna iskazna teorija i neka je ¢
proizvoljna iskazna formula. Ako T'F ¢, dokazati da onda i T |= ¢.

Uputstvo Koristiti indukciju po duzini dokaza formule ¢ u teoriji 7.

O

Vezu izmedu sintakse i semantike daje nam slede¢a mala teorema
potpunosti iskaznog racuna:
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1.1.11 Teorema Neka je ¢ proizvoljna iskazna formula. Tada je
F @ ako © samo ako je formula @ tautologija.

Kao sto ¢emo videti, mala teorema potpunosti je posledica sledece
tri leme:

1.1.12 Lema Neka je T' proizvoljna iskazna teorija i neka su @, ¥ 1
0 proizvoljne iskazne formule. Tada vazi:

1. T, ¢

2. T,QO, - ): 7%'
T = @ =1 ako i samo ako T, p = 9;

T | =~y ako i samo ako T = o5

TE-(p=1) ako i samo ako T = i T |E —);
T, ==y E 1 ako i samo ako T, ¢ = 1;

T,=(p =) =0 ako i samo ako T, p,—) = 0;

ST S S U TS

T, =10 ako i samo ako T, =0 |= ¢ i T, =0 = —.

Dokaz
Kao ilustraciju dokazimo samo poslednju stavku. Pretpostavimo
prvo da

T,o=>9y k0

i neka je valuacija p model teorije T, —6. Ako je ¢[u] = 0, onda
je (¢ = ¥)[pu] = 1, pa po predpostavei mora biti 1 = 6, Sto je u
kontradikeiji sa p = —6. Dakle, u = . Odavde sledi da p = =, jer
bi u suprotnom bilo p = ¢ = 1, pa dobijamo kontradikciju na isti
nacin kao i malo pre.

Pretpostavimo sada da

T,~0¢ i T,-0 -
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i neka je valuacija p proizvoljan model teorije T, ¢ = 1. Ako je

4t | 6, onda je po pretpostavei s = 1 1 = ~tb, paje i = (= ),
sto je u kontradikeiji sa p = ¢ = . Dakle, u |= 6. O

1.1.13 Lema Neka je T proizvoljna iskazna teorija i neka su @, 9 1
0 proizvolyne iskazne formule. Tada vazi:

1. T pt ¢

2. T, o,k ;

3. (teorema dedukcije) T = o = 1 ako i samo ako T, F ;
T+ == ako i samo ako T+ ¢;

TF=(p=1) ako i samo ako T &+ ¢ i T F —;

T, =@ ¥ ako i samo ako T, o F;

T,=(p =)0 ako i samo ako T, p, )+ 6;

SR S A

T, o= 1 F0 ako i samo ako T,—0t+ ¢ i T, =0 - —p.

Dokaz

Kao ilustraciju ¢emo pokazati samo teoremu dedukcije. Prvo pre-
tpostavimo da 7'+ ¢ = 9. Tadai T, F ¢ = ¢, a kako T, ¢ F ¢, po
zadatku 1.1.8 imamo da

T, k.

Pretpostavimo sada da T, ¢ - ¢). Potpunom indukcijom po duzini
dokaza formule v u teoriji T, ¢ dokazujemo da T F ¢ = 1.

Neka je dokaz duzine 1. Tada je formula 1) ili jednaka formuli ¢, ili
pripada teoriji 7', ili je instanca neke od shema S1, S21 S3. Slucaj kada
su formule 1) i ¢ jednake je ve¢ obraden u primeru 1.1.6, pa prelazimo
na preostala dva slucaja. Tada T F v, a kako T'F ¢ = (¢ = ), po
zadatku 1.1.8 imamo da T ¢ = .

Neka je dokaz formule ¢ u teoriji T, ¢ oblika

9017~~-790m§0n:>¢7¢-
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i neka tvrdenje vazi za sva formule sa kra¢im dokazom. Po induktivnoj
hipotezi imamo da

TFo=p, 1 TFp= (o, =11).

Kako
TH(p=(pn=17v)) = ((¢g=¢n) = (p= 1)),

dvostrukom primenom zadatka 1.1.8 dobijamo da T'F ¢ = . 0

Nagcin koris¢enja prethodne leme ilustrujmo slede¢im primerom:

(=)= (¢ = —p)

akko o =Y F = —p lema 1.1.13(3)
akko ¢ =, F —p lema 1.1.13(3)
akko ——p, k@ 1 —mp, - F ) lema 1.1.13(8)
akko ¢, Fp i ¢, 9 lema 1.1.13(6)

Kako po lemi 1.1.13(1) vazi ¢,—¢ F ¢ i ¢, F =), na osnovu
prethodnog mora biti i

(=)= (Y= —p).

1.1.14 Lema Neka su py, ..., pn,q proizvolyna iskazna slova, ay, . .
an,b € {0,1}, p° = —p i p' = p. Tada

*

PP E g
akko vazi jedan od sledeca dva slucaja:
(1) ¢® = pi* za neko k € {1,...,n};
(2) postoje i,j € {1,...,n} tako da je pi" = ﬂp?j.

Tvrdenje vazi i ako & zamenimo sa =.
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Dokaz Ako vazi (1) ili (2), onda definitivno vazi i p{*,...,pe" F ¢°.
Stoga pretpostavimo da

P E
i da ne vazi (2). Tvrdimo da tada vazi (1). Zaista, u suprotnom bi

bilo koja valuacija p takva da je u(p;) = a; i u(q) = 1—>b imala sledeéa
svojstva:

© WEDT A AP
o 1= g
Po teoremi saglasnosti (zadatak 1.1.10) sledi da
Py
sto je u kontradikciji sa p{*,. .., p% = ¢b. O

Dokaz male teoreme potpunosti
Neka je ¢ proizvoljna iskazna formula. Primenom stavki (iq), ...,
(im) leme 1.1.13 dobijamo da - ¢ akko

n 1. . QAkn k
Pt gl i 1pZ’{1,...7pk’:lk’“|—qZ.
Na osnovu leme 1.1.14 imamo da je prethodno ekvivalentno sa
n 1. . Qlen k
pﬁl,...,pﬁll):qi’ i... 1pZ’{1,...,pkak’“):qZ,
sto je, primenom stavki (i,,), ..., (1) leme 1.1.12 ekvivalentno sa = .
Ovim je teorema dokazana u potpunosti. 0

Kao sto smo na primeru iskaznog racuna videli, pitanje
“da li je formula ¢ teorema teorije T

pokusavamo da resimo nekakvom vrstom semanitcke potpunosti. U
slucaju iskaznog racuna imamo tzv. jaku potpunost:

TkHe akko T | .

O ovom rezultatu i njegovoj vezi sa predikatskim ra¢unom prvog reda
¢e biti vise reci nesto kasnije.
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1.2 Predikatski racun prvog reda

Jezik L prvog reda (ili relacijsko operacijski jezik) je skup sim-
bola koji pored logickih simbola (-, =,V, =), interpunkcijskih znako-
va i prebrojivog skupa promenljivih Var = {z, 1, x2, ...} eventualno
sadrzi i simbole konstanti, relacijske simbole i funkcijske simbole. Uz
svaki relacijski i funkcijski znak koji se nalazi u jeziku £ data je i
njegova arnost, odnosno broj argumentnih mesta. S obzirom da svaki
jezik prvog reda sadrzi logicki deo, njega ne¢emo eksplicitno navoditi.
Tako na primer, ako kazemo da £ sadrzi samo jedan simbol konstante
¢, to zapravo znaci da je to jedini ne-logicki simbol jezika L.

Kako bi citanje bilo nedvosmisleno, pomenute grupe simbola su
medusobno disjunktne i nijedan simbol nije pravi pocetni komad ma
kog drugog simbola. Sa ConstL, FunL i RelL ¢emo redom oznacavati
skupove simbola konstanti, funkcijskih i relacijskih znakova jezika L.

1.2.1 Primer Jezik Peanove aritmetike £Lp4 sastoji se od dva bina-
rna funkcijska simbola + i -, jednog unarnog funkcijskog simbola ’ i
jednog simbola konstante 0.

1.2.2 Primer Jezik teorije skupova Lzp¢ sastoji se od jednog bina-
rnog relacijskog simbola €.

Terme (izraze) jezika £ rekurzivno definiSemo na slededi nacin:
e Promenljive i simboli konstanti su termi jezika L;

e Za proizvoljan funkcijski znak F' jezika L i proizvoljne terme
ty,...,t, jezika L zapis

F(ty, ... t)
takode je term jezika L;

e Svaki term jezika L se moze dobiti isklju¢ivo konacnom pri-
menom prethodne dve stavke.
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Slozenost terma je po definiciji broj (rac¢unajuéi visestrukost) funkci-
jskih znakova koji se javljaju u njemu.

Ako je F binarni funkcijski znak, onda umesto F(t1,ts) pisemo
uobicajeno ty F'ts.

Formule jezika £ rekurzivno uvodimo na sledeéi nacin:

e Za proizvoljna dva terma t; i t5 jezika £ zapis

(t1 = t2)
je formula jezika L;

e Za proizvoljan relacijski znak R arnosti n jezika £ i ma koje
terme tq, ..., t, jezika L, zapis

(R(t1,...,tn))
je formula jezika L;

e Neka su @ i1 proizvoljne formule jezika L i neka je x proizvoljna
promenljiva. Tada je svaki od zapisa

e (p=v)  Vap
formula jezika L;

e Formule jezika £ se mogu dobiti isklju¢ivo konacnom primenom
prethodnih stavki.

Radi preglednijeg zapisa, podrazumevamo uobicajenu konvenciju
o brisanju zagrada i prioritetu logickih veznika: najvisi prioritet ima
negacija, zatim univerzalni kvantor i na kraju implikacija.

Ostale logicke veznike uvodimo na isti nacin kao i u iskaznom
racunu. Dodatak je egzistencijalni kvantor, koji formalno uvodimo
na slede¢i nacin:

Jzp je formula V.

Ako je R binarni relacijski znak, onda umesto R(t;,t3) pisemo uobi-
cajeno t; Ris.
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Slozenost formule je broj logickih veznika i kvantora, (rac¢unajuéi
visestrukost) koji se javljaju u njoj. Posebno, formule slozenosti 0
zovemo i atomic¢nim formulama.

Za promenljivu x koja se javlja u formuli ¢ kazemo da je vezana
ukoliko je svako njeno javljanje pod dejstvom nekog kvantora. U
suprotnom kazemo da je promenljiva x slobodna u formuli . For-
mule koje nemaju slobodne promenljive zovemo recenicama.

1.2.3 Primer Neka je z proizvoljna promenljiva. U formuli
Ve(r=x)=z=1

promenljiva x je slobodna, jer njeno javljanje u potformuli sa desne
strane nije pod dejstvom kvantora.

Sa @(xy,...,x,) Cemo oznaCavati ¢injenicu da su sve slobodne
promenljive formule ¢ neke od promenljivih z1, ..., z,. Dalje, sa
x
Pt

oznacavac¢emo formulu koja nastaje iz formule ¢ zamenom svih slobo-
dnih javljanja promenljive z termom ¢. Pritom kazemo da je zamena
reqularna ako se ni jedna promenljiva koja se javlja u termu ¢ ne javlja
u formuli .

Aksiome predikatskog racuna delimo u nekoliko grupa:
Iskazne aksiome: Supstitucione instance tautologija;
Aksiome jednakosti: Ovu grupu aksioma cine slede¢e sheme:

e Za proizvoljne promenljive x, y i z formule

Ve(r = x)
VaVy(e =y =y =)
VaVyVz((z =y ANy =2) = 2 = 2)

su aksiome;
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e Neka su z i y proizvoljne promenljive i neka je ¢ formula u kojoj
je promenljiva x slobodna i u kojoj se promenljiva y ne javlja.
Tada je formula

(x=vy)=(o(...;z,...) = @(...;y,...)),

aksioma, pri ¢emu formula ¢(...,y,...) nastaje iz formule ¢
zamenom nekih slobodnih javljanja promenljive z promenljivom

Y.
Aksiome kvantora: Ovu grupu aksioma ¢ine sledeée dve sheme:

e Neka je x promenljiva, ¢ formula jezika £ i neka je t term jezika
L takav da je zamena u ¢} regularna. Tada je formula

Voo = ¢f
aksioma;

e Neka se promenljiva x ne javlja slobodno u formuli ¢). Tada je

formula
Vi(y = @) & (¥ = Vap)

aksioma.

Pored modus ponensa, predikatski racun ima jos jedno pravilo
izvodenja, koje zovemo pravilom generalizacije:

V=

— T  GEN,
Y = Vo

pri cemu se promenljiva x ne javlja slobodno u formuli ).

1.2.4 Definicija Hijerarhiju formula rekurzivno definiSemo na sle-
de¢i nacin:

e Skupove Yy = Il ¢ine formule bez kvantora;
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e Skup ¥, -formula ¢ine formule koje nastaju dodavanjem bloka
egzistencijalnih kvantora na II,-formule;

e Skup II, ;-formula ¢ine formule koje nastaju dodavanjem bloka
univerzalnih kvantora na >,, formule.

Osnovne stavove o formalnom dokazivanju u predikatskom rac¢unu
navodimo bez dokaza. Prethodno napomenimo da skupove recenica u
predikatskom racunu zovemo i teorijama.

1.2.5 Lema o novoj konstanti Neka je ¢ proizvoljna formula je-
zika L, T teorija jezika L 1 neka je ¢ nov simbol konstante. Tada

TEVYxp ako i samo ako T F 7.

1.2.6 Pravilo ¢ Neka jezik L* nastaje prosirenjem jezika L movim
simbolom konstante ¢ i neka je p(x) proizvoljna formula jezika L.
Tada su teorije T i T'U {Jzp(z) = ¢(c)} ekvikonsistentne.

1.2.7 Preneksna normalna forma Neka je ¢ proizvoljna formula
jezika L. Tada postoje prirodan brojn i X, ili I, formula v tako da

Fo .

1.2.8 Teorema dedukcije, proSirena varijanta
Neka je T" proizvolyna teorija jezika L i neka su @, 1 i 60 proizvoljne
formule jezika L. Tada vaZi:

1. T ot o;
2. T, p,~p 1)y

3. (teorema dedukcije) Ako je ¢ recenica, onda T+ ¢ = 1) ako i
samo ako T, p = 1;

4. T == ako i samo ako T+ ¢,
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5. TE (e =) ako i samo ako T & p i T F —);
6. T,——p k1 ako i samo ako T, p = 1);
7. T, (¢ =) F 0 ako i samo ako T, —) F 0;

8. Ako su @, i 0 recenice, onda T,p = 1 F 6 ako i samo ako
T,-0F @ iT, =0 —);

9. AkoTF @ iTkF =1, onda T+ 1;

10. T E = = —p ako i samo ako T = p = 1.

Napomenimo da trec¢a stavka prethodne teoreme ne mora da vazi
ukoliko ¢ nije recenica. Primera radi, neka je £ = {¢,d} pri ¢emu su
¢ i d simboli konstanti i neka su x i y razlic¢ite promenljive. Tada

—(c=d),x=cky=c,
ali "(c=d)fr=c=>y=c

1.2.9 Definicija Neka je T teorija jezika L. Za teoriju T" kazemo da
je:

e Neprotivrecna, ako postoji formula ¢ jezika £ takva da T F ¢;

e Kompletna, ako za svaku recenicu ¢ jezika £ vazi ili T F ¢, ili
T+ —op.

1.3 Primeri teorija prvog reda

U ovoj sekciji ¢emo ukratko prikazati sledece teorije prvog reda:
1. ZFC (Zermelo-Fraenkelova teorija skupova sa aksiomom izbora);

2. PA (Peanova aritmetika);



48

3.

1 ZFC je formalna teorija u predikatskom rac¢unu prvog reda koja
od nelogickih simbola ima jedan binarni relacijski znak €. Ona se sa-
stoji od osam aksioma i dve sheme, svaka sa prebrojivo mnogo insta-
nci. Prvo ¢emo navesti aksiome, a zatim i sheme. Radi preglednosti,

1. LOGICKE OSNOVE

BA (teorija Booleovih algebri).

pocetni blok univerzalnih kvantora ¢emo izostaviti.

Aksiome

1.

r=yeVz(zexr s z€y)

JxVy—(y € z)

NVu(u € z & u=xVu=y)

WVz(z €y Ju(u € x Az €u))

Vaogdz Vas(zy € 21 < Vag(zs € 2o = 13 € X))
F20(0 € g A (V1 € 20) (21 U {21} € 0)), pri Cemu:

e 0 € zg je formula Jzo(xe € 29 AVrz—(23 € 23));

o 1y U{x,} € xg je formula
dro(xe € o AVa3(23 € 9 & (T3 € 11 V 23 = 17)));

o (Vx € y)p je formula Vz(x € y = ¢).
(Vo # 0)(Jzqy € 29)(zo N1 = 0), pri cemu:

e = ¢y je formula —(z € y);

e = =0 je formula Vy(y ¢ z);

e = # 0 je formula Jy(y € x);

o (3z € y)p je formula Iz(z € y A );
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e x Ny =0 je formula
Vz((zex=z2¢y)N(zey=2z¢ux)).

8. \V/ZE()HZL’l\V/.TQ(IQ € xg N\ 35(33(1‘3 S ZL’Q) = 315(]4(1‘4 €ExTo Ny € .170)),
pri ¢emu je Fyzp(x) skradeni zapis formule

Fz(o(x) ANVy(e(y) = = =y)).

Aksiome 1-8 redom zovemo i aksiomom ekstenzionalnosti, aksiomom
praznog skupa, aksiomom para, aksiomom unije, aksiomom parti-
tivnog skupa, aksiomom beskonacnosti, aksiomom regularnosti i ak-
siomom izbora.

Shema separacije

Neka je ¢ formula ZFC teorije skupova u kojoj se promenljiva
javlja slobodno i u kojoj promenljiva x; nema slobodnih javljanja.
Tada je univerzalno zatvorenje formule

V$OE|$1VI‘2($2 ET1 S Ty €E x9N QO)
instanca sheme separacije.

Shema zamene

Neka je ¢ formula ZFC teorije skupova u kojoj se promenljive x5 i
x3 javljaju slobodno i u kojoj promenljiva x; nema slobodnih javljanja.
Tada je univerzalno zatvorenje formule

Vaog(Vaa(ze € zo = Frxsp) = IrVas(xs € x1 & (w2 € 29 A p)))
instanca sheme zamene.

2 PA je teorija prvog reda na jeziku Lps koji se sastoji od dva
binarna funkecijska znaka + i -, jednog unarnog funkcijskog znaka '
i jednog simbola konstante 0. Teoriju PA ¢ini Sest aksioma i jedna
shema (shema indukcije) sa prebrojivo mnogo instanci. Navedimo
aksiome i shemu indukcije:
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Aksiome
1. Va(z # 0);
2. VaVy(a' =y = x =y);
3. Vo(x + 0 = x);
4. VaVy(x +y = (z +v)');
5. Vz(z-0=0);
6. VaVy(z -y =2+ (- y)).

Shema indukcije
Neka je ¢(z, g) proizvoljna formula jezika Lp4. Tada je univerzalno
zatvorenje formule

(¢(0,9) ANVx(p(z,7) = w(@', 7)) = Yap(z, 7)

instanca sheme indukcije.

3 BA je teorija prvog reda na jeziku Lp4 koji se sastoji od dva
binarna funkcijska simbola V i A, jednog unarnog funkcijskog simbola
¢, jednog binarnog relacijskog znaka < i dva simbola konstanti 0 i 1.

Univerzalna zatvorenja slede¢ih jedanaest formula su aksiome teorije
BA:

l.zVy=yVuz,
2. x ANy=yANzx
3.zV(yVz)=(zVy) Vz
zA(YNz)=(xANy)Az;
5. xA(zVy) ==z
zV(rANy) =z
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T.eNANyVz)=(xAyV(zAz);
8. zV(yNnz)=(xVy A(zV2);
9. z V=1,
10. x A z¢ = 0;

1. z2<y&e ANy =2.
1.4 Modeli - relacija zadovoljenja

Neka je L jezik prvog reda i neka je M neprazan skup. Preslika-
vanje Z sa domenom L je interpretacija jezika £ u skupu M ako vazi:

e Za svaki simbol konstante ¢ imamo da Z(c) € M;

e Zasvaki funkcijski znak F' arnostin je Z(F') funkcija sa domenom
M™ i kodomenom M,

e Za svaki relacijski znak R arnosti n je Z(R) podskup skupa M™.

Model jezika L je par (M,Z), pri ¢emu je M neprazan skup a Z je
interpretacija jezika £ u skupu M. Ako je jezik £ konacan, onda
eksplicitno navodimo interpretacije svih simbola.

Ako je M = (M, ...) model jezika L, onda interpretaciju proizvo-
ljnog simbola s jezika L ¢esto oznacavamo sa

sM.
1.4.1 Primer Model jezika teorije skupova je par oblika (M, E), pri
¢emu je M neprazan skup a E je binarna relacija na skupu M.

Neka je M = (M, ...) proizvoljan model jezika L. Svako presli-
kavanje p : Var — M zovemo i valuacijom skupa promenljivih u
modelu M. Vrednost terma t jezika £ pri valuaciji p, u oznaci t[ul,
rekurzivno definiSemo na slede¢i nacin:



52 1. LOGICKE OSNOVE

o c[u] =cM, ce ConstL;
o zlp] = p(z), z € Var;
o Fltr....ta)lu] = FM(t[ul. ... talu]). F € Funt.

1.4.2 Zadatak Neka je t term jezika £, M = (M, ...) model jezika
L ineka su p,v : Var — M valuacije takve da je u(x) = v(x) za
svaku promenljivu x koja se javlja u termu ¢. Dokazati da je

U vezi sa prethodnim, ako su xy,...,x, sve promenljive koje se
javljaju u termu ¢ i ako je p proizvoljna valuacija, onda ¢emo umesto
t[u] pisati

tlay, ..., anl,

pri ¢cemu je p(z;) = a;.

Neka su M = (M,...) i N = (N,...) modeli istog jezika L.
Kazemo da je model M podmodel modela N ako vazi:

e M C N,

e Za svaki simbol konstante ¢ jezika £ je M = V;

Za svaki funkcijski znak F' arnosti n jezika L i proizvoljne ele-
mente ay,...a, € M je

FM(ay, ... a,) = FN(al,...,a”);

e Za svaki relacijski znak R arnosti n jezika £ i proizvoljne ele-
mente aq,...a, € M imamo da
RM(ay,...,a,) akoisamoako RMN(ay,..., an).

Neka su M = (M,...) i N = (N,...) modeli istog jezika L.
Funkcija f : M — N je homomorfizam ako vazi:
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o f(cM)=cY;
o [(FM(ar,... ) = F¥(f(ar),. .. flan))
e RM(ay,...,a,) ako i samo ako RN (f(ay),..., f(an)).

Posebno, modeli M i N su izomorfni, u oznaci M = N, ako postoji
bijektivni homomorfizam izmedu njih.

1.4.3 Definicija Neka je M = (M, ...) model jezika L, ¢(Z) proi-
zvoljna formula jezika £ i neka aq,...,a, € M. Predikat

“u modelu M vazi formula ¢ pri valuaciji x; — a;”,

u oznaci M = ¢lal, definiSemo rekurzivno po slozenosti na slededi
nacin:

e Ako je p formula t; = t5, onda

M [ ¢(a) akko t[a] = to[al;

Ako je ¢ formula R(ty,...,t,), onda

M = pla] akko vazi RM(t1[a], ..., tn]d);

Ako je ¢ formula —¢, onda

M = pla] akko nije M = ¢lal;

Ako je ¢ formula ¢ = 1), onda

M E pla] akko iz M = ¢la] sledi da M | i[al;

Ako je ¢ formula Yyo(y, z), onda

M E pla] akko za svako b € M, M [= ¢[b, al.
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Iz prethodne definicije neposredno sledi da istinitosna vrednost fo-
rmule ¢(z1, ..., x,) umodelu pri nekoj valuaciji promenljivih z1, ...,
x, zavisi samo od vrednosti koje dobiju slobodne promenljive. Ova
primedba ima smisla pre svega zbog toga sto ¢(z1,...,x,) oznacava
da su sve slobodne promenljive formule ¢ neke (ne obavezno sve) od
promenljivih zq, ..., x,.

1.4.4 Definicija Neka su M i N modeli istog jezika L.

1. Modeli M i N su elementarno ekvivalentni, u oznaci M = N,
ako za svaku recenicu ¢ jezika £ vazi

M E ¢ akoisamo ako N | ¢;

2. Model M se elementarno utapa u model N ako postoji funkcija
j: M — N takva da za svaku formulu ¢(xq,...,x,) jezika £ i
ma koje ay,...,a, € M vazi

M E¢lay, ... a,] akko N Eplj(ar),...,7(a,)];

3. Model M je elementarni podmodel modela N, u oznaci M < N,
ukoliko je M podmodel modela N i ako je inkluzija i : M C N
(i(a) = a) elementarno utapanje.

1.4.5 Zadatak Neka su M i N modeli istog jezika L.

1. Ako se model M elementarno utapa u model A, dokazati da je
tada M = N, tj. da sumodeli M i N elementarno ekvivalentni;

2. Dokazati da polje racionalnih brojeva (Q,+,-,0, 1) nije eleme-
ntarno ekvivalentno polju realnih brojeva (R, +, -0, 1);

3. Dokazati da je (Q, <) elementarni podmodel modela (R, <).



1.4. MODELI - RELACIJA ZADOVOLJENJA 95

Uputstvo
Prvi deo zadatka sledi neposredno iz definicije elementarnog uta-
panja kada predemo na recenice. Sto se ti¢e drugog dela zadatka,
recenica
x(r-z=1+1)

nije tacna u polju racionalnih brojeva a jeste tacna u polju realnih

brojeva, pa ova dva polja ne mogu biti elementarno ekvivalentna.
Tre¢i deo zadatka je najtezi. I (Q,<) i (R, <) su modeli teorije

gustih linearnih uredenja bez krajeva DLO koja ima sledece aksiome:

o Vr—(z < x);

VaVyVz((x <y ANy < z) = = < 2);

VaVy(zr =yVae <yVy<z);

VaVy(lx <y = Fz(z <z Az <y));

Vedydz(y <z Az < 2).
Uputstvo se sastoji u sledecem:

e Prvo pokazati da teorija DLO dopusta eliminaciju kvantora, tj.
da za svaku formulu ¢ jezika Lpro = {<} postoji formula 1
jezika Lpro bez kvantora takva da

DLOF ¢ & 1.

Detalji ovog dokaza se mogu naéi u [16] u poglavlju o eliminaciji
kvantora;

e Lako se proverava (disjunktivna normalna forma) da je svaka
formula ¢ jezika Lpro bez kvantora ekvivalentna formuli oblika

\//\%‘j,

i=1j=1
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pri cemu je svaka od formula ¢;; ili atomicna, ili negacija atomi-
¢ne. Kako
DIOFz#y<e (r<yVy<z)

DIOF=(z<y) & (r=yVy<ux),

svaka formula bez kvantora je oblika

VA

i=1j=1
pri ¢emu je 6;; ili oblika x < y, ili oblika # = y. Preostaje
da se za ovakve formule proveri uslov iz definicije elementarnog
podmodela. 0]

1.4.6 Definicija Za formulu ¢ jezika £ kazemo da je valjana ukoliko
je tacna u svim modelima jezika £ pri svim valuacijama.

1.4.7 Definicija Za formulu ¢ kazemo da je semanticka posledica
teorije T', u oznaci T' = ¢, ako je svaki model teorije T" ujedno i model
formule .

1.4.8 Zadatak Neka je T teorija jezika L. Dokazati da za proizvo-
ljnu formulu ¢ jezika £ iz T F ¢ sledi T = .

Uputstvo
Koristiti potpunu indukciju po duzini najkraceg dokaza formule ¢.
O

Neka je M = (M, ...) model jezika L. Elementarni dijagram mo-
dela M je skup Th(M) svih recenica jezika £ ta¢nih u modelu M.

Neka je M = (M, ...) model jezika L, A neprazan podskup skupa
M ineka je L4 = LU {c, | a € A}, pri ¢emu su ¢, novi simboli
konstanti. Prosta ekspanzija modela M u jezik £, je model M4
jezika L4 koji se od modela M dobija tako sto se svaki novi simbol
konstante c, interpretira kao a.
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1.4.9 Zadatak Neka je M model jezika £ i neka je N' modeli jezika
L. Dokazati da se model M elementarno utapa u model N' | £
(restrikcija modela N na jezik £) ako i samo ako N' = Th(Myy).

1.5 Booleove algebre

Booleova algebra je ma koji model B = (B, A, V., <,0,1) teorije
BA. Radi pojednostavljenja notacije, sa B ¢emo oznacavati i skup
nosac B.

1.5.1 Primer Neka je B proizvoljna Booleova algebra. Lako se
proverava da za proizvoljne a, b, ¢ € B vazi:

o 0°=1;
o 1°=0;
o (a) =g

e (aVb)=a"Nb5
o (aND)*=a’VID
e aNb=0<b< a5

® a< a;

(a <bAb<a)= a=hb, pri Cemu je u ovom kontekstu A logicki
veznik;

(a<bAb<c)=a<c

anNb= irbl;f{a, b};
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e aVb=sup{a,b}.
B

1.5.2 Primer Za proizvoljan skup X imamo da je
(P(X),N,U°,C,0,X)
Booleova algebra. Posebno, A° = X \ A.

1.5.3 Definicija Neka je X proizvoljan skup. Skup A C P(X) je
algebra skupova ako vazi:

e 0e ANX € A;
eac A= X\acA4

e (ac ANbeA)= (anbe ANaUbe A).

1.5.4 Zadatak Dokazati da je svaka algebra skupova Booleova alge-
bra.

Neka je B proizvoljna Booleova algebra. Dualna algebra Booleove
algebre B je struktura

B*=(B,V,\‘,>,1,0).

Sasvim lako se proverava da je preslikavanje

a— a

izomorfizam Booleovih algebri B i B*.

1.5.5 Zadatak Parcijalno uredenje (M, <) je mreza ako svaki dvo-
¢lani podskup {a, b} skupa M ima infimum a A b i supremum a V b.
Dokazati:

1. Ako za svako a,b,c € M vazi a A (bV c¢) = (aAb)V (aAc), onda
za svako a,b,c € M vaziiaV (bAc)=(aVDb)A(aVec)
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2. Ako za svako a,b,c € M vaziaV (bAc) = (aVb)A(aVc), onda
za svako a,b,c € M vaziia A (bVc)=(aAb)V(aAc).

1.5.6 Algebra otvoreno zatvorenih skupova Neka je (X, 7x)
topoloski prostor i neka je Clopen(X) familija svih otvoreno - zatvo-
renih skupova u X. Sasvim lako se proverava da je struktura

(Clopen(X),N, U, ,0, X)
Booleova algebra.

1.5.7 Algebra regularno otvorenih skupova

Neka je (X, 7x) topoloski prostor. Kazemo da je otvoren skup A
regularno otvoren ako je int(cl(A)) = A. Laganu vezbu predstavlja
dokaz ¢injenice da je int(cl(A)) regularno otvoren za svaki otvoren
skup A. Sa r.0.X oznac¢imo familiju svih regularno otvorenih skupova
u (X, 7x). Pokazimo da je (r.0.X, C) Booleova algebra.

1. inf >{A, B} = AN B. Da bismo se uverili u ovo, dovoljno je da

(r.o.X,C
pokazemo da je skup A N B regularno otvoren. S jedne strane,

iz monotonosti operatora int i cl sledi
int(cl(AN B)) Cint(cl(A)) = A i int(cl(AN B)) Cint(cl(B)),

odakle dobijamo da je int(cl(AN B)) € AN B. S druge strane,
AN B Ccl(AnN B), odakle sledi da je

AN B =int(AN B) Cint(cl(AN B)),
Sto zajedno sa prethodnim povlaci regularnu otvorenost skupa

ANB.
2. sup {A, B} =int(cl(AU B)). Zaista, s jedne strane, iz
(r.0.X,C)

A = int(cl(A4)) C
B = int(cl(B)) C int(cl(AU B))
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sledi da je skup int(cl(AU B)) majoranta skupa {A, B} ur.o.X.
S druge strane, ako je regularno otvoren skup Z majoranta skupa
{A, B} ur.0o.X, onda je i

int(cl(AU B)) Cint(cl(2)) = Z,
odakle zajedno sa prethodnim sledi da je

sup {4, B} =int(cl(AU B)).

(r.0.X,C)

3. 0 je minimum, a X je maksimum u (r.o.X,C). Primetimo da
ovo neposredno sledi iz ¢injenice da su 0 i X regularno otvoreni
u (X, 7).

Ovim smo pokazali da je (r.0.X, C) mreza sa krajevima. U cilju dokaza
distributivnosti, dovoljno je da proverimo da vazi distributivnost jedna
od distributivnosti (videti zadatak 1.5.5). Lako se pokazuje da je

int(cl(AU B)) Nint(cl(AUC)) C cl((AUB)N(AUC)) = cl(AU (BN C)),

a s obzirom da je skup int(cl(AU B)) Nint(cl(A U C)) otvoren, on je
i podskup skupa int(cl(AU (BN (C))).

Obratna inkluzija trivijalno sledi iz ¢injenice da je (r.o.X, C) mre-
za, ¢ime smo pokazali distributivnost.

Preostaje da pokazemo da je A°=int(X \ A), tj. da je
ANint(X\A) =0 1 int(cl(AUint(X \ A))) = X.

Prva jednakost je trivijalno tacna, a druga neposredno sledi iz otvore-
nosti skupa X i Cinjenice da je

cl(Auint(X \ 4)) = X.

1.5.8 Definicija Neka je B Booleova algebra. D C B je filter ako za
svako a,b € B vazi:

e 0¢DileD;
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e Akoa,be D,ondaiaAbée D;
e Akoae Dia<b,ondaibeD.

Skup I C B je ideal ako je skup I* = {a° | a € I} filter. Pritom skup
I* zovemo i dualnim filterom ideala I. Slicno, za proizvoljan filter
D ¢emo sa D* oznacavati njegov dualni ideal. Za proizvoljan ideal
Booleove algebre B neka je

I"={a€eBla¢l}

1.5.9 Primer Neka je B proizvoljna Booleova algebra i neka je a > 0.
Tada je skup
D,={beB|a<b}

filter Booleove algebre B. D, zovemo i glavnim filterom generisanim
elementom a.

1.5.10 Frechetov filter
Neka je D familija svih kofinitnih podskupova skupa w. Posto
je presek dva kofinitna skupa takode kofinitan skup, da je nadskup
kofinitnog skupa opet kofinitan i da 0 nije kofinitan, zaklju¢ujemo da
je D filter Booleove algebre (P(w), C). Filter D zovemo i Frechetovim
filterom.
Frechetov filter nije glavni filter, jer je

ﬂDQ ﬂw\n:O.

n<w

1.5.11 Lindenbaumova algebra
Neka je P beskonacan skup iskaznih slova i neka je Prop odgo-
varajuéi skup iskaznih formula!. Dalje, neka je ~ binarna relacija na
Prop definisana sa ¢ ~ 1) akko je iskazna formula ¢ < 1) tautologija.
Lako se proverava da je ~ kongruencija na Prop, tj. da je relacija
ekvivalencije kompatibilna sa =, A, V i =, pri ¢emu se kompatibilnost
ogleda u slede¢em:

1Strogo formalno, Prop je skup kodova iskaznih formula.
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e Ako je o ~ ), onda je i = ~ =,

o Ako je p1 ~ o111 ~ 1), onda je i i Ay ~ pa Aha, 1 Vb ~
P2 V g 11 = Py ~ 3 = s,

Na osnovu prethodnog, strukturu Booleove algebre na kolicnickom
skupu B(P) = Prop,.. korektno definiemo na slede¢i nacin:

e 0=[1];

o [Pl A[]=[pAdl;

o [p] V[ =[pV;

o (] = [~¢];

o Pl < eke=1v

Samu algebru B(P) zovemo i Lindenbaumovom algebrom iskaznog
racuna nad skupom iskaznih slova P.

1.5.12 Lindenbaumova algebra teorije T
Neka je T neprotivre¢na teorija jezika £. Na skupu SentL recenica
jezika L definiSimo binarnu relaciju ~ na slede¢i nacin:

p ~1 akoisamo ako TF ¢ & .
Sasvim sli¢no kao i u prethodnom primeru, neka je
B(T) = SentL..

i neka je Booleova struktura uvedena na isti na¢in kao i u prethodnom
primeru. Rezultujuéu Booleovu algebru B(T') zovemo i Lindenbau-
movom algebrom teorije T'. Posebno, ako je T prazan skup, onda
dobijamo Lindenbaumovu algebru jezika L.
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1.5.13 Primer Neka je B(P) Lindenbaumova algebra, T’ neprotivre-
¢na iskazna teorija i neka je

D ={l¢l € BB) | T+ y}.

Lako se proverava da je D filter Lindenbaumove algebre.

U slu¢aju Booleovih algebri imamo finu korespodenciju izmedu fi-
Itera i homomorfizama, a iz algebre znamo da takva korespodencija
postoji izmedu homomorfizama i kongruencija.

S jedne strane, ako je h : B — B; homomorfizam Booleovih
algebri B i By, onda je

Dy ={aeB]| h(a) =1}

filter u B. Pokazimo ovo. Prvo, iz h(1) = 1 sledi da 1 € Dj,. Drugo,
ako a,b € Dy, onda je h(a) =11 h(b) =1, a kako je

h(a Ab) = h(a) A h(b),

imamo da je h(a Ab) =1, paa A b€ Dy. Kona¢no, ako a € Dy, i ako
jeaVb=>b,onda je

h(b) = h(aVb) = h(a) Vh(b) =1Vb=1,

paibe Dy.

S druge strane, za proizvoljan filter D Booleove algebre B je sa
a~pb<e (Ide D)(and=bAd)

dobro definisana jedna kongruencija algebre B. Koli¢nicki homomo-
rfizam hp : B — Bp definiSemo sa

h(a) =ap ={b€ B | a~p b}.
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1.5.14 Definicija Neka je B Booleova algebra i neka je skup X C B
neprazan. Kazemo da skup X ima svojstvo konacnog preseka ako

infimum svakog nepraznog konacnog podskupa A skupa X nije jednak
0.

Termin konacan presek dolazi otuda sto je

inf >{A1,,An}:AlﬂﬂAn

(P(X),C
Izraze oblika a1 A as A - -+ A a, ¢emo zvati konacnim presecima.

1.5.15 Primer Neka je X skup sa svojstvom konacnog preseka u
Booleovoj algebri B i neka je D skup svih onih elemenata b skupa B
za koje postoji konacan neprazan A C X takav da je

inf A <b.
B

Lako se pokazuje da je D filter Booleove algebre B. Za filter D kazemo
i da je generisan skupom X.

1.5.16 Lema Neka je B Booleova algebra i neka je D njen proizvo-
lian filter. Tada za svaki element a skupa B bar jedan od skupova
D uU{a} i DU{a‘} ima svojstvo konacnog preseka.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka postoje dy,dy; € D takvi da je

CL/\d1ZO 1 CLC/\dQZO.

Tada iz prve jednakosti sledi da je d; < a° a iz druge sledi da je
dy < (a%)¢ = a. Sada je dyAdy = 0, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom
da je D filter. O

1.5.17 Definicija Kazemo da je filter D Booleove algebre B ultra-
filter ako je maksimalan u smislu inkluzije.
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Ako je D ultrafilter Booleove algebre B, onda je koli¢nicka algebra
Bp izomorfna iskaznoj algebri. Navedimo jo$ jednu vaznu vezu izmedu
ultrafiltera u Lindenbaumovim algebrama i kompletnih neprotivrecnih
teorija prvog reda.

S jedne strane, ako je T kompletna i neprotivreéna teorija jezika
L, onda je

Dy ={lg] | T+ ¢}
ultrafilter Lindenbaumove algebre B(L) jezika £. S druge strane, ako
je D ultrafilter u B(L), onda je

Tp ={¢ | [¥] € D}

kompletna i neprotivrecna teorija jezika L£. Korektnost uspostavljene
korespodencije se sasvim lako proverava, te je ostavljamo za vezbu.

1.5.18 Teorema Neka je D filter Booleove algebre B. Sledeci iskazi
su ekvivalentni:

1. D je ultrafilter;
2. MaeB)(ae D Va“ e D);
3. (VYa,be B)(avbe D=a€D V be D).

Dokaz

1 = 2 Neka je a € B proizvoljno. Na osnovu leme 1.5.16 bar jedan
od skupova DU {a} i D U{a‘} ima svojstvo konacnog preseka. Posto
je svaki skup sa svojstvom kona¢nog preseka sadrzan u nekom filteru
(posmatramo sve elemente koji su veéi od nekog konacnog preseka) i
da je D ultrafilter, imamo da a € D ili a® € D.

2=3NeknaVvbe Dia¢ D. Tada po 2 imamo da a® € D,
odakle sledi da a® A (a VvV b) =a°Ab € D. Kako je a® Ab < b i kako je
D filter, mora bitii b € D.

3=1Nekaa ¢ D. Sobzitomdal € Didajel = aVa",
po 3 sledi da a® € D. Odavde sledi da skup D U {a} nema svojstvo
konacnog preseka. Drugim recima, D je inkluzijski maksimalan filter,
tj. ultrafilter. 0
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1.5.19 Teorema o ultrafilteru
Svaki filter Booleove algebre B se moZe prosiriti do ultrafiltera.

Dokaz

Neka je D proizvoljan filter Booleove algebre B i neka je F' fa-
milija svih filtera Booleove algebre B koji su nadskupovi filtera D.
Primetimo da je F' # 0 jer D € F. Lako se proverava da svaki lanac
u parcijalnom uredenju (F, C) ima majorantu (unija po lancu), pa po
Zornovoj lemi (F, C) ima maksimalni element, koji je zapravo trazeni
ultrafilter. O

1.5.20 Lindenbaumova teorema
Svaka neprotivrecna teorija T jezika L se moZe prosiriti do komple-
tne i neprotivrecne teorije jezika L.

Dokaz

U ovom dokazu Lindenbaumove teoreme iskoristiti¢emo prethodno
dokazanu teoremu o ultrafilteru. Dakle, neka je B(7") Lindenbaumova
algebra teorije T'. Tada skup

el | ¢ €T}

ima svojstov konacnog preseka, pa je sadrzan u nekom ultrafilteru D
Lindenbaumove algebre B(T'). Sada je

Tp ={¢ | [¥] € D}

kompletna i neprotivreéna teorija jezika £ koja prosiruje teoriju 7.
O

1.5.21 Zadatak Dati direktan dokaz Lindenbaumove teoreme u slu-
¢aju kada je £ najvise prebrojiv. Pomoc¢u aksiome izbora uopstiti ovaj
dokaz na slucaj jezika proizvoljno velike kardinalnosti.
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Uputstvo
Kako je £ najvise prebrojiv, to formula jezika £ ima prebrojivo
mnogo. Odredenosti radi, neka je

ForL ={p, | n € w}

(w je prvi beskonac¢an ordinal - poistove¢ujemo ga sa skupom prirodnih
brojeva N). Rekurzivno definisemo niz teorija (7}, | n € w) na slededi
nacin:

o _ TnU{QOn} , Thyont/ L
il TnU{_'QOn} ) TnaSOnFJ— '

Pokazati da je teorija T* = |J T, kompletno i neprotivreéno prosirenje
necw

teorije T
Ako je |£| = k > w, onda je
ForL ={ ¢¢ | £ < K},

pa se konstrukcija kompletnog i neprotivrecnog prosirenja T% date
teorije T" vr$i na slededi nacin:

o Iy =T;

OT£+1I{ TEU{SDE} ) T§7§0§|7/J— .
TeU{~pe} , Teype L7

o T, = U T, uslucaju granicnog o > 0;
(€

o« "= U T

=
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1.5.22 Zadatak Neka su F(z) i G(Z) proizvoljni termi jezika Lpa.
Dokazati da Booleovski identitet

VI(F(z7) = G(1))

vazi u svim Booleovim algebrama ako i samo ako vazi u iskaznoj alge-
bri. Drugim recima, Booleovski identiteti nisu nista drugo do tau-
tologije.

Uputstvo
Pretpostavimo da Booleovski identitet

ne vazi u nekoj Booleovoj algebri B, tj. da postoje ay,...,a, € B
takvi da je
FB(ay,...,a,) # G%(ay, ..., an).

Tada postoji ultrafilter D u B takav da
F5(ay,...,a,) €D i GPlay,...,a,) ¢ D.
Odavde sledi da je
ho(FP(ay, ... a,)) # hp(GP(as,. .., ay)),
a kako je
hp(FB(ay,. .., a,)) = FB?(hp(ay), ..., ha(a,))

(slicno i za G) i kako je Bp iskazna algebra, imamo da ni u iskaznoj
algebri ne vazi pomenuti identitet. 0

1.5.23 Definicija Neka je B proizvoljna Booleova algebra.

e Sa uf(B) ¢emo oznacavati familiju svih ultrafiltera Booleove alge-
bre B;
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e Neka je a € B proizvoljno. Sa a* ¢emo oznacavati familiju svih
ultrafiltera Booleove algebre B koji sadrze a.

Neposredno se proverava da vazi:
o (aNb)* =a*Nb*

o (aVb)*=a*Ub%

o (a) =uf(B)\ a;
e 0" =0;
e 1* =uf(B).

1.5.24 Stoneova dualnost
Neka je B proizvoljna Booleova algebra. Tada:

'Z' <B’/\7\/7c7<’07 1> g <SB’m’U’c7g’0*7 1*>'

Drugim recima, svaka Booleova algebra izomorfna je nekoj alge-
bri skupova,

2. Familija Sg = {a* | a € B} generise topologiju na skupu uf(B)
u kojoj je uf(B) totalno nepovezan kompaktan topoloski prostor.

Dokaz

2 Kako je a* Nb* = (a A b)* i kako je |J Sg = uf(B), familija Sp
generiSe topologiju na uf(B). Posto je svaki od skupova a* otvoreno
zatvoren (a* = uf(B) \ (a%)*) i da je (uf(B), Sp) Hausdorffov prostor
(za proizvoljne medusobno razlicite Dy, Dy € uf(B) i a € B tako
da a,a® # 0 imamo da su a* i (a°)* disjunktne bazne okoline koje
separiraju Dy i Dy), (uf(B), Sg) je totalno nepovezan.

Ostaje da pokazemo kompaktnost. Neka je {a} | « < K} ba-
zni pokriva¢ skupa uf(B). Tada skup {a | @ < k} nema svojstvo
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kona¢nog preseka (u suprotnom bi bio sadrzan u nekom ultrafilteru
D koji ne moze biti sadrzan ni u jednom od skupova a), pa postoje
Aoy s - - - A, takvi da je

odakle sledi da je

a’ U---Ua’

o731 an

1 Neka je a* = b*. Tada jeiaAb® = 0, jer bi u suprotnom postojao
ultrafilter D takav da a,b® € D, §to je u suprotnosti sa a* = b*. Sada
iz aANb® = 0 sledi da je a < b, a kako se na potpuno isti nacin pokazuje
da je b < a, mora biti a = b.

Ovim smo pokazali da je sa a — a* dobro definisano 1-1 preslika-
vanje skupa B na skup Sp. Sasvim lako se proverava da je uoceno
preslikavanje izomorfizam. O

1.5.25 Lema Neka su Dy, ..., D,, E1, ..., E, razliciti ultrafilter:
Booleove algebre B. Tada je

Din---nD,N(B\Ey)N---N(B\ E,) #0.

Dokaz
Kako su u pitanju razliciti ultrafilteri, to postoje

a;; € D;N(B\ Ej),
pri cemu jei € {1,...,n}ij€{l,...,m}. Neka je
b=(ann A Naym) V-V (ap A A apm).
Lako se vidi da b pripada trazenom preseku. 0

1.5.26 Lema Neka je I beskonacan skup iskaznih slova i neka je
B(I) odgovarajuéa Lindenbaumova algebra. Tada vazi :
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1 |B(D)| = [1];

2. Spuy =~ '2;

3. |Spn| = 211
Dokaz

Primetimo da se 1 lako dobija koris¢enjem idempotentnosti besko-
nacnih kardinala, dok je 3 neposredna posledica od 2. Stoga dokazimo
2.

Neka je D proizvoljan ultrafilter Lindenbaumove algebre B([). Ta-
da je

Tp={¢|lpl € D}
kompletna i neprotivrecna iskazna teorija, pa ima jedinstveni model
~ |1 | [ileD
up(i) = { 0 , [+]eD
pri cemu ¢ € I. S druge strane, proizvoljnoj valuaciji
vl — 2

odgovara ta¢no jedna maksimalna neprotivre¢na (samim tim i komple-
tna) iskazna teorija T, pa je

Dy =A{¢]| v €T}

jedinstveni ultrafilter Lindenbaumove algebre B(I) koji odgovara val-
uaciji v. Dakle, preslikavanje D +— vp je bijekcija. Homeomorfnost
neposredno sledi iz ¢injenice da baznom skupu

VAl

r=1s=1

u Spy (° je po definiciji iskazna formula —i, dok je ¢' po definiciji
iskazno slovo i) odgovara bazni skup

U m ﬂ'z‘:l [{ars}]

r=1s=1

u Cantorovom prostoru /2. ]
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1.5.27 Teorema Neka je I beskonacan skup kardinalnosti k. Tada
Booleova algebra (P(I),C) ima 22" neglavnih ultrafiltera.

Napomena Ova teorema je poznatija kao Kantorovic-Pospisl teo-
rema. Mi smo se opredelili da prikazemo dokaz Zarka Mijajlovica
(videti [79]).

Dokaz

Kako je svaki ultrafilter Booleove algebre (P (I), C) podskup skupa
P(I), to ultrafiltera ove algebre ne moze biti vise od 22°. Posto
je glavni filter ultrafilter ako i samo ako je generisan singltonom,
vidimo da glavnih ultrafiltera Booleove algebre (P(/),C) ima ta¢no
k. Imajuéi na umu i lemu 1.5.26, vidimo da je dovoljno pokazati da
Booleova algebra (P(B(I)), C) ima bar 2%" ultrafiltera (naravno, ovde
je B(I) Lindenbaumova algebra nad skupom iskaznih slova I).

Neka je v : Spy — 2 proizvoljna funkcija. Uz dogovor da je
D° =S8piy\ DiD'= D, lema 1.5.25 nam obezbeduje da familija

{D"|D € Spny}

ima svojstvo konacnog preseka, pa je sadrzana u nekom ultrafilteru
E, Booleove algebre (P(B(I)), C). Kako razli¢itim funkcijama vy i vy
odgovaraju razliciti ultrafilteri F,, i FE,,, Booleova algebra P(B([))

ima bar
9ISl — 92"

ultrafiltera, a to je i trebalo dokazati. OJ

Za S C B preslikavanje p : S — [0,1] je parcijalna mera sa
domenom S ako vazi:

o n(1) =1, p(0) =0;
e ako je a < b, onda je p(a) < u(b);
e akoje0<a,biaNb=0,onda je

p(aVb) = p(a) + p(b).
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Interesuju nas samo takvi podskupovi S za koje prethodna definicija
ima smisla. Ako je S = B, mera p je totalna (nema p-nemerljivih
elemenata B).

Ako je B = P(X), onda skup X zovemo i nosacem, odnosno inde-
ksom mere, i piSemo

X = ind(p).

Pojmove norme i aditivnosti mere uvodimo redom sa
]l = min{[X] | X € dom(u)},
odnosno
add(u) = min{|Y| | Y C dom(p) A (Vy € Y)(u(y) = 0) A u(( JY) > 0}

Za meru pkazemo da je o-aditivna ukoliko je add(p) = w;.
Uobic¢ajeno je da se za meru odmah trazi da bude o-aditivna. Posto
su nam ovde interesantne i mere koje su samo konacno aditivne i posto
se ovde bavimo i detaljnijim ispitivanjem aditivnosti mere, odredenje
aditivnosti izdvajamo posebno. Ovako, svaki fulter u Booleovoj algebri
je binarna mera. Naime, za filter D u B i dualni ideal Ip imamo da
je DU Ip C B dobar domen mere koja se dobija sa

1, aeD

MM®={07G¢D

Elementi skupa B\ (D U Ip) su p-nemerljivi.

Ocigledno je mera pup totalna ukoliko je D ultrafilter. Takode, na
ultrafiltere se prenose definicije norme i aditivnosti. Na ovaj nacin
dovedeni su u vezu i pojmovi mere i homomorfizma u proizvoljnim
Booleovim algebrama, sa velikim preklapanjem u slucaju kada se radi
o binarnim merama.
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1.6 (Godelova teorema potpunosti

U ovoj sekciji ¢emo dokazati medjusobnu ekvivalentnost nekoliko
reformulacija teoreme potpunosti predikatskog racuna prvog reda. Sa-
mi dokazi su preuzeti iz [79].

1.6.1 Godelova teorema potpunosti
Svaka meprotivrecna teorija predikatskog racuna prvog reda ima
model.

1.6.2 Potpunost PR1
Neka je T teorija jezika L. Tada za svaku formulu ¢ jezika L vazi

TF o akoisamo ako T = .

1.6.3 Stav kompaktnosti PR1
Neka je T teorija jezika L. Ako svaki konacan podskup teorije T
1ma model, onda 1 teorija T 1ma model.

1.6.4 Teorema o ultrafilteru

Neka je B proizvoljna Booleova algebra i neka skup A C B ima
svojstvo konacnog preseka. Tada postoji ultrafilter D Booleove algebre
B takav da je A C D.

1.6.5 Kompaktnost *{T, L}

Neka je {T, L} snabdeven diskretnom topologijom (ceo partitivni
skup) i neka je P beskonacan skup. Tada je ®{T, L} kompaktan topo-
loski prostor u topologiji Tthonova.

1.6.6 Stav kompaktnosti IR
Neka je T iskazna teorija nad skupom iskaznih slova P. Ako svaki
konacan podskup teorije T ima model, onda i teorija T ima model.

1.6.7 Postojanje modela
Neka je T neprotivrecna iskazna teorija nad skupom iskaznih slova
P. Tada teorija T ima model.
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1.6.8 Potpunost IR
Neka je T proizvoljna iskazna teorija nad skupom iskaznih slova IP.
Tada za svaku iskaznu formulu @ nad istim skupom iskaznih slova vazi

TF ¢ akoisamo ako T = .

Dokazacemo sledece lance implikacija:
e 161 =162=163=164= 1.6.1;
e 1.65=16.7=16.8= 16.6= 1.6.5;
e 1.6.6 < 1.64.

1.6.1 = 1.6.2

Neka je T neprotivrecna teorija jezika L i neka je ¢ proizvoljna
formula jezika £. Ako T F ¢, onda na osnovu zadatka 1.4.8 imamo
da T' = ¢. Stoga pretpostavimo da T' I/ ¢. Tada je T'U {—p} nepro-
tivrecéna teorija. Zaista,

T,=pk=(p=¢)
akko TF-p = -(p=¢) 1.2.8(3)
akko TH(p=p) = 1.2.8(10)
akko TF ¢ 1.2809) ik o=

a kako T I/ ¢, na osnovu prethodnog teorija T'U {—p} mora biti
neprotivreéna. Na osnovu 1.6.1 teorija 7' U {—¢} ima model, odakle
po definiciji sledi da T" j~ .

1.6.2=16.3
Pretpostavimo da teorija T" nema model. Tada po 1.6.2

Tl—ﬁ(x:x).

Kako je svaki formalni dokaz konacan niz formula, postoje formule
©1,...,pn €T takve da

D1y -y ipn (T =),
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odakle sledi da teorija {¢1, ..., v,} nema model.
1.6.3 =164

Neka je B = (B,A,V,%,<,0,1) proizvoljna Booleova algebra i
neka skup A C B ima svojstvo kona¢nog preseka. Jezik Booleovih
algebri £ = {A,V,¢,<,0,1} prosirimo unarnim relacijskim simbolom
U i skupom novih simbola konstanti {¢, | b € B}. Ovo prosirenje
jezika £ oznac¢imo sa L*. Uocimo sledece teorije jezika L*:

[ leTh(%B>,
o 1, ={U(1),-U(0)};
T35 ={U(ca) NU(cy) = Ulcanp) | a,b € B};

(
(ca)
T ={U(ca) = U(a) | a < b
Ty = {U(c.) | a € A}
(c)

Ts = {U(cy) V Uleye) | b€ BY;

o I'=|JT,.

iC-

(2

Dokazimo da svaki konac¢an podskup teorije T" ima model. Neka su

X ={U(ca,), ... Ulca,)} CTs

Y:{U(Cbl)\/U(Cbll),...,U(Cbn)\/U(Cb%)} QT(;

proizvoljni. Kako skup A ima svojstvo kona¢nog preseka, mora biti
a=aj---ay > 0.
Odavde sledi da postoje oy, ..., a, € {0,1} takvi da je
bp = a A b AN > 0,

pri éemu je bt = bi b = b°. Sada se sasvim lako proverava da je model
M jezika L* definisan sa
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e M =18
o M=/
o« VM=V
o <M=¢
e OM=0
o IM=1

e cM=bbeEB
o UM={be B|by<b}

ujedno i model teorije 77U ---UT, U X UY.

Ovim smo pokazali da svaki konac¢an podskup teorije 7" ima model,
pa po 1.6.3, teorija T ima model N. Kako N | Ti, bez umanjenja
opstosti mozemo pretpostaviti da je B elementarni podmodel modela
N | L, tj. daje

' =b, beB.

Neka je
D=U"nB.

Posto je N model teorija Ts, T3, Ty i Ty, skup D je ultrafilter Booleove
algebre B. Konacno, kako N |= T5, mora bitii A C D.

1.64=16.1
Prvo ¢emo dokazati slede¢u pomoénu lemu:

1.6.9 Lema Neka je T neprotivreéna teorija jezika L, Jzp(x) re-
cenica jeztka L 1 neka je ¢ novi simbol konstante. Tada je teorija
T U{3zp(x) = ¢(c)} takode neprotivreéna.

Dokaz Pretpostavimo da je teorija T'U{Jz¢(x) = ¢(c)} protivrecna.
Tada
T, 3zp(z) = ¢(c) F Vo(x = x),
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odakle po 1.2.8(3) sledi da
T+ (Fre(r) = ¢(c)) = ~(z =),
odakle po 1.2.8(10) sledi da
TF—=Ve(zr =z) = ~(3ze(x) = ¢(c)).

Posto T'+ =—Vz(z = ), po 1.2.8(9) imamo da

T =(3re(z) = ¢(0)),
odakle po 1.2.8(5) sledi da

ThH3dzp(x) i TkE-p(c).

Medutim, ¢ je nov simbol konstante, pa na osnovu leme o novoj ko-
nstanti sledi da
T+ Vr—p(x).

Najzad, kako
Jzp(z), V() F o,

teorija T" mora biti protivrecna. Kontradikcija. ([l

Neka je T neprotivrecna teorija jezika L£. Rekurzivno definisimo
jezik £* na sledeéi nacin:

o Loy=L;

o Loy1 = {Caup) | Fxp(r) € SentLl,}, pri cemu je SentL, skup
svih recenica jezika L, a c3;4(,) Su novi simboli konstanti;

o L= L,.

new

Teoriju T™ jezika L£* rekurzivno definisimo na sledeéi nacin:

o Ty =T,
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e T.,.1 je kompletno i neprotivreéno prosirenje teorije

T, U{3zp(x) = p(Capp@)) | Frp(x) € SentL, };

o T = J T,.
new

Primetimo da prethodna lema i Lindenbaumova teorema (teorema
1.5.20) obezbeduju korektnost konstrukcije, kao i da iz konstrukcije
neposredno sledi da je teorija 7™ kompletna i neprotivre¢na. Nara-
vno, ovde se bitno koristi ¢injenica da smo Lindenbaumovu teoremu
dokazali pomoc¢u teoreme o ultrafilteru.

Na skupu ConstL* konstanti jezika £* definisimo binarnu relaciju
~ na slede¢i nacin:

c~d akoisamoako T"Fc=d.

Ocigledno je ~ relacija ekvivalencije. Sa [c] ¢emo oznacavati odgo-
varajucu klasu ekvivalencije simbola knstante ¢ u relaciji ~.
Henkinov model M teorije T™* definisemo na slede¢i nacin:

o M = ConstL*] ~;

o M=[d;
L4 FM([Cl]a ceey [Cn]) = [Cﬂx(z:F(cl ..... cn))]a
o RM([c1],...,[cn]) ako i samo ako T* F R(cy, ..., cp).

Korektnost definicije neposredno sledi iz ¢injenice da ukoliko
T*l_Clzdl/\"'/\Cn:dn,

onda

T*FF(Cl,...,Cn):F(dl,...,dn)

T*t R(cy, ... cp) < R(dy,....dy).
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Indukcijom po slozenosti dokazujemo da za svaku recenicu ¢ jezika L£*
vazi

T*F ¢ akoisamo ako M = . (1.3)

U slucaju kada je ¢ atomicna recenica, (1.3) sledi direktno iz defini-
cije modela M. Pretpostavimo stoga da je recenica ¢ vece slozenosti
i da (1.3) vazi za svaku rec¢enucu jezika L* slozenosti manje od ¢
(induktivna hipoteza). Razlikujemo tri slucaja:

@ je oblika ). S jedne strane, ako T - —), onda T F/ 1, pa
po induktivnoj hipotezi M [~ 1, odakle sledi da M | —¢. S druge
strane, ako M = =1, onda M [~ 9, odakle po induktivnoj hipotezi
sledi da T™ I/ ¢, odakle zbog kompletnosti teorije T sledi da T* F —).

@ je oblika ¥ A 6. S jedne strane, ako T* F ¢ A 6, onda T F ¢ i
T* - 0, odakle po induktivnoj hipotezi sledi da M =1 i M =0, pa
M E ¢ Af. Sasvim sliéno sledi i obratna implikacija.

¢ je oblika Jx(x). S jedne strane, ako T + Jz)(z), onda zbog
T* F Jwp(x) = Y(Capy)) 1 1.2.8(9) imamo da

T = ?/J(Caw(x) )7

odakle po induktivnoj hipotezi sledi da M |= 1)(¢3z4(2)), pa mora biti
i M | Jxy(x).

S druge strane, ako 7% I/ Jz¢(x), onda zbog kompletnosti teorije
T* imamo da T - Vz—)(z). Neka je ¢ proizvoljan simbol konstante

jezika L*. Posto F Vz—)(xz) = —)(c), na osnovu 1.2.8(9) imamo da
T = —=(c),

odakle po induktivnoj hipotezi M | —t)(c). Kako ovo vazi za svaki
simbol konstante ¢ jezika £*, imamo da

M £ Jrp(x)

(svaki element skupa M je oblika [c] za neki simbol konstante ¢ jezika

).
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1.6.5 = 1.6.7

U dokazu ove implikacije neophodni su nam razni pojmovi opste
topologije, koje zbog obima ne mozemo na ovom mestu navesti. Izu-
zetno lep uvod u topologiju ¢italac moze naéi u [83].

Neka je T neprotivrecna iskazna teorija. S obzirom na posledicu
7?7, bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je svaka formula

¢ € T oblika

My Ny

VA0

i=1j=1
Skup M () svih valuacija v : P — {T, L} pri kojima je formula ¢

tacna oblika
My Ny

M(p) = J ) M(=p5).

i=1j=1

pa je otvoreno—zatvoren u *{T, L}, jer je kona¢na unija baznih sku-
pova koji su otvoreno—zatvoreni. Napomenimo da je

M(p) ={ve™T, 1} |v(p)=T}
ida je
M(=p) ={ve™{T,L} | v(p) = L}.

Sada je
X ={M(p) | ¢ €T}

familija zatvorenih skupova u ¥{T, L} sa svojstvom konaénog pre-
seka, jer zbog neprotivrecnosti teorije T' za prozivoljne iskazne formule
©1y.-.yn €T vazi

M(p1) NN M) = M(p1 A==+ Apy) # 0.

Po 1.6.5 je ®{T, 1L} kompaktan topoloski prostor, pa je (X # 0.
Odavde sledi da je svaka valuacija iz (| X model teorije T

1.6.7= 168 = 1.6.6
Sasvim slicno kaoi11.6.1 = 1.6.2 = 1.6.3.
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1.6.6 = 1.6.5

Neka je {A; | i € I} familija zatvorenih skupova u *{T, 1} sa
svojstvom konac¢nog preseka. Za svako ¢ € I neka je T; skup svih
iskaznih formula ¢ koje su ta¢ne pri svim valuacijama iz A; i neka je

T=|\J{T;|ieT}.
Primetimo da je svaki od skupova T; neprazan jer je svaki zatvoren
skup u P{T, L} presek skupova oblika

m n

UM (£T)

i=1j=1

(v € m, (£T) akko v(pi;) = £T, +T =T, =T = 1), koji su ustvari
skupovi svih modela formula oblika

VA £pis

i=1j=1

Neka ¢1,...,¢, € T i neka je svaka od formula ¢; tacna pri svim
valuacijama iz A;;. Sada skup {¢1,...,¢,} ima model jer je

Ay (N A £ 0.

Po 1.6.6 teorija T" ima model. Konac¢no, na osnovu izbora teorije T'
neposredno sledi da svaki njen model pripada svim skupovima A;,
odakle sledi da je (\{A; | ¢ € I} neprazan, ¢ime je pokazano da je
prostor *{T, 1} kompaktan.

1.6.6 = 1.6.4

Neka je (B, A, V,° <, 0, 1) proizvoljna Booleova algebra i neka skup
A C B ima svojstvo konacnog preseka. Definisimo iskaznu teoriju T
na sledec¢i nacin:

o P={p | be B}

o T ={p1,po};
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o Ih={p, | ac A},
o T3 ={ps A pp= pPars | a,b € B};

o Ty ={p.=pv| a<b}

Ts = {ps Ve | b€ B};
e I'=T1U---UT5.

Dokazimo da svaki konacan podskup iskazne teorije 7" ima model. U
tom cilju, neka su

X = {pan"'apam} - T2

Y = {pb1 vpbfa"wpbn \/pb%} g T5

proizvoljni. Skup A ima svojstvo konacnog preseka u B, pa je
a=ayN---Na,, > 0.
Odavde sledi da postoje oy, ..., o, € {0,1} takvi da je
bp=aADI* A--- ANBS >0,

pri ¢emu je b = b i b° = b°. Sada se sasvim lako proverava da je
valuacija v : P — {T, L} definisana sa

(T, bo<b
U(pb)_{J_ , inace

model teorije Ty UT3 U T, U X UY. Na osnovu 1.6.6 teorija 7" ima
model v. Definisimo skup D sa

D={beB|vip) =T}

Lako se proverava da je D ultrafilter Booleove algebre B koji prosiruje
dati skup A.

1.6.4 = 1.6.6
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Neka je T' iskazna teorija nad skupom iskaznih slova P ¢iji svaki
konacan podskup ima model i neka je B(P) Lindenbaumova algebra
iskaznog racuna nad skupom iskaznih slova P. Definisimo skup A C
B(P) sa

A=A{le] | peT}

Kako svaki konacan podskup teorije 7" ima model, na osnovu teoreme
1.1.11 sledi da skup A ima svojstvo konaénog preseka u Lindenbau-
movoj algebri B(P), pa je po 1.6.4 sadrzan u nekom ultrafilteru D iste
algebre. Valuaciju v : P — {T, L} definisimo na slede¢i naéin:

[T, [pleD
U(p)—{J_ . [pleD -

Napomenimo da korektnost definicije sledi iz ¢injenice da je D ultra-
filter Lindenbaumove algebre, pa za svako iskazno slovo p ta¢no jedna
od klasa ekvivalencije [p| i [-p] pripada D. Pokazimo da je valuacija
v model teorije T'. Neka ¢ € T' i neka je

i=1j=1

Tada je [V A %£pij] = [¢] € D, a kako je

i=1j=1

N A £pil =D [ 11=ps]

i=1j=1 i=1 j=1

i kako je D ultrafilter, to postoji ig € {1,...,m} tako da

H iplo]
7j=1

Sada je svaka od iskaznih formula £p; ; tacna pri valuaciji v, odakle
sledi da je i formula ¢ tacna pri valuaciji v.
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1.7 Lowenheim—Skolem-Tarski teoreme

Neka su M = (M,...) i N = (N,...) modeli jezika prvog reda
L i neka je M podmodel modela N. Za formulu ¢(z1,...,x,) jezika
L reéi ¢emo da je apsolutna za modele M i N ako za svaki izbor
elemenata a4, ..., a, skupa M vazi

M E play, ..., a,) akoisamo ako N | play,...,a,]. (1.4)

Iz definicije pojma podmodela neposredno sledi da su atomicne formu-
le apsolutne za M i N, a iz definicije relacije zadovoljenja neposre-
dno sledi da je skup formula apsolutnih za modele M i N zatvoren
za Booleovske kombinacije (ako su formule ¢ i ¢ apsolutne, onda su
takve i formule =, p A, @V, ¢ = i p < ).

1.7.1 Teorema|Tarski-Vaught] Neka su M i N modeli jezika pr-
vog reda L 1 neka je M podmodel modela N'. Tada je M elementarni
podmodel modela N ako i samo ako je svaka formula jezika L oblika
Axe(x,y1, ..., Yn) apsolutna za modele M i N.

Dokaz

Ako je model M elementarni podmodel modela A, onda su po
definiciji sve formule jezika £ apsolutne za modele M i N, pa time i
one oblika Jzp(z,y1, ..., Yn)-

Obratno, ako su formule oblika Jxp(z,y1,...,y,) apsolutne za
modele M i N, onda skup apsolutnih formula za ove modele sadrzi
atomicne formule i zatvoren je za Booleovske kombinacije i egzistenci-
jalnu kvantifikaciju, pa sadrzi sve formule. O

1.7.2 Donja Lowenheim-Skolem-Tarski teorema
Neka je N = (N,...) beskonacan model (N je beskonacan skup)
jezika L 1 neka je A proizvoljan podskup skupa N. Tada model N ima
elementarni podmodel M = (M, ...) takav da je

| M| = max{Ro, |£], |A][}.
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Dokaz

Neka je f : P(N) — N funkcija izbora skupa N (za svaki
neprazan X C N je f(X) € X). Skup M rekurzivno konstruisemo na
sledeéi nacin:

o My={c"|ceConstL}U A;

e Neka je skup M,, konstruisan. Skup M, ;1 je jedinstveni nadskup
skupa M, sa slede¢im svojstvima:

1. Za proizvoljan funkcijski znak F' jezika L i proizvoljne ele-
mente ai, ..., a, € M, (m je arnost znaka F') vazi

FN(ala oy ) € My

2. Za proizvoljnu formulu Jzp(x,y1,...,y;) (ako je k = 0,
podrazumevamo da je x jedina slobodna promenljiva) jezika
L i proizvoljne aq,...,a; € M,, ako je

{ae N | N Eyla,a,... a5} #0,

onda

flae NN Eyla,ai,...,a1)}) € Myyq;
o M = |J M,.

Na osnovu idempotentnosti beskona¢nih kardinala (videti poglavlje o
kardinalnoj aritmetici) imamo da je

|ForL] = max{Ry, |£|},
pa u koraku 2 skupu M, ; dodajemo
Z |M, ¥ + max{Ro, |L]} = Ro-|M,|+ max{Ro,|L]|}

k=1

= max{No, |£[, | M|}
= max{o, |£[,|A[}



1.7. LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI TEOREME 87

elemenata, uz uslov da je |M,| < max{Ry,|L|,|A|}. Isto kardinalno
ogranicenje vazi i u slucaju 1, a kako je po definiciji

| My| < max{Ry, |£], |A|},

zakljucujemo da je, pocevsi od M, svaki od skupova M,, kardinalnosti
max{Ry, |[L], |A|}, odakle sledi da je i skup M iste kardinalnosti.
Trazeni model M definiSemo na sledeéi nacin:

o M=¢,
o M je odgovarajuca restrikcija operacije FV na skup M;
e RM je odgovarajuca restrikcija relacije RN na skup M.

Da je M elementarni podmodel modela N neposredno sledi iz ko-
nstrukcije (korak 2) i Tarski-Vaught teoreme. O

1.7.3 Gornja Lowenheim-Skolem-Tarski teorema

Neka je M = (M, ...) beskonacan model jezika L i neka je k >
max{| M|, |L|,No}. Tada model M ima elementarnu ekstenziju N kar-
dinalnostt > k.

Dokaz
Jezik L prosirimo skupom {¢, | @ < k} novih simbola konstanti.
Dati model M koristimo za dokaz ¢injenice da svaki konacan podskup
teorije
T =Th(Muy)U{ca #cs| a<pB}

ima model: iz beskonacnosti skupa M neposredno sledi da za proizvo-
ljne formule

Cay 7 CBys- -+ Cay 7 CBy
postoje aq,,as,, ..., 0q,,a3 € M takvi da

k
M ): /\aai 7é ag;,
=1
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odakle sledi da teorija Th(Muy) U {ca, # Cg1s---,Ca, F Cp, } iMa
model.
Na osnovu stava kompaktnosti teorija 7' ima model N. Kako

N EA{ca#cs| o <p},

to je [N| > &, a posto N' = Th(M,,), imamo da se model M eleme-
ntarno utapa u model ' | £. Sada bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je odgovarajuce elementarno utapanje inkluzija. [

1.8 Definabilnost

Neka je M = (M, ...) proizvoljan model jezika £. Tada:

e Element a € M je definabilan u modelu M ako postoji formula
o(x) jezika L takva da

M = ¢la] A Fzp(z).

Element a € M je definabilan sa parametrima u modelu M ako
je definabilan u modelu Mp f4y;

e Funkcija f: M"™ — M je definabilna u modelu M ako postoji
formula ¢(Z,y) jezika L takva da

f(@) = b ako i samo ako M [ ¢[a, b].

Funkcija f : M™ — M je definabilna sa parametrima u modelu
M ako je definabilna u modelu M ;

e Relacija R C M™" je definabilna u modelu M ako postoji formula
©(Z) jezima L takva da

R(a) ako i samo ako M = pla].

Relacija R C M™ je definabilna sa parametrima u modelu M
ako je definabilna u modelu M ;.
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1.8.1 Zadatak Neka je M = (N, +,-,0) standardni model formalne
aritmetike PA. Dokazati:

1. Svaki prirodan broj n je definabilan u M,
2. Poredak prirodnih brojeva je definabilan u M;
3. Skup prirodnih brojeva deljivih sa n > 1 je definabilan u M;

4. Skup prostih brojeva je definabilan u M.

U nastavku ¢emo opisati postupak konzervativnog Sirenja jezika
date teorije. Konzervativnost se sastoji u tome da se svaki novo
uvedeni simbol moze efektivno eliminisati bez uticaja na deduktivne
posledice (do na ekvivalenciju).

1.8.2 Teorema Neka je T teorija jezika L, ¢ novi simbol konstante
i p(x) formula jezika L takva da

T+ Jzp(x).

Dalje, neka je L* = LU{c}, T* = TU{p(c)} i neka je ¢(c) proizvolina
recenica jezika L u kojoj se ne javlja promenljiva x. Tada vazi:

1. Teoryge T i T™ su ekvikonsistentne;
2. T*F Fix(e(x) A o(z)) < é(c);

3. TF Fa(p(x) Ao(x)) ako i samo ako T* = ¢(c).

Dokaz
1 Ako je teorija T™ konsistentna, onda je ocigledno i teorija T
konsistentna zbog 7' C T™. Stoga pretpostavimo da je teorija 7™
protivrecna. Tada
T,p(c)F L,
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odakle prvo prebacivanjem ¢(c) sa desne strane rampe (znaka ), a
potom kontrapozicijom dobijamo da

T+ =p(c),

pa, na osnovu leme o novoj konstanti, imamo da 7' - Vz—p(z). Kako
po pretpostavei T' F Jzp(x), na osnovu prethodnog sledi da je i teorija
T protivrecna.

2 Neka je M = (M, ...) proizvoljan model teorije T*. Tada

M= ¢(c) i M | Jizp(),

pa za svaki element a € M takav da

M = ¢la] A ¢la]

mora biti a = ¢, odakle neposredno sledi da

M = Fiz(e(z) A d(z)) < d(c).

Sada tvrdenje sledi na osnovu teoreme potpunosti.

3 Ako T'+ F1z(p(z) Ao(x)), onda i T* F F1x(p(x) A ¢(x)), odakle
zajedno sa prethodnom stavkom sledi da T* F ¢(¢). Obratno, ako
T* F ¢(c), onda prvo prebacivanjem ¢(c) sa desne strane rampe pa
potom primenom leme o novoj konstanti dobijamo da

T FVa(p(x) = ¢(x)).
S obzirom da T+ 3,¢(z) i da je
(Grrp(x) AVr(p(x) = ¢(x))) = Fix(p(r) A d(x))
valjana formula, imamo da T F Jyz(¢(x) A ¢(x)) O

Na slican nacin se mogu dokazati i slede¢e dve teoreme, te ih ovde
navodimo bez dokaza.
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1.8.3 Teorema Neka je T teorija jezika L, R novi n-arni relacijski
simbol, p(x1,...,x,) proizvoljna formula jezika L, L* = LU {R} i
T* = TU{VZ(R(Z) & »(z))}. Dalje, neka je ¢ proizvoljna recenica
jezika L*. Tada vaZi:

1. Teorye T i T™ su ekvikonsistentne;
2.T"F ¢ < gzﬁf;;

3. T+ ¢ ako i samo ako T* = ¢.

1.8.4 Teorema Neka je T teorija jezika L, F' novi n-arni funkcijsk:
znak, ©(x1,...,x,,y) formula jezika L takva da

TF V;Z"Ellygp(f, y)a

L= LU{F}iT" =TU{VaVy(F(z) = y < ¢(z,y))}. Tada su
teorije T' 1 T ekvikonsistentne i za svaku recenicu ¢* jezika L* postoji
recenica ¢ jezika L takva da T F ¢* < ¢ i

T+ ¢ ako i samo ako T™ F ¢*.

Teorije T™* definisane u prethodnim teoremama zovemo i defini-
cionim ekstenzijama teorije T. Same definicione ekstenzije koristimo
kako bi pojednostavili notaciju, sto se posebno odnosi na teoriju ZFC,
jer ¢emo skoro uvek raditi u nekoj njenoj definicionoj ekstenziji.

1.9 Metod interpretacije

Neka su £ i1 L' jezici prvog reda. Interpretacija jezika £ u jeziku
L' se sastoji od:

e Unarnog predikatskog simbola M jezika L', koji se naziva uni-
verzumom interpretacije;
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e Skupa {sp; | s € L} C L', pri ¢emu su simboli s i sy istog
tipa: ako je s simbol konstante, onda je i sp; simbol konstante;
ako je s funkcijski (relacijski) znak, onda je s); takode funkcijski
(relacijski) znak iste arnosti kao i s.

Ako je t term jezika L, sa ty ¢emo oznacCavati term jezika L' koji
nastaje zamenom svakog simbola s jezika £ koji se javlja u termu ¢
odgovarajuéim simbolom sy jezika L'.

Pretpostavimo da smo fiksirali neku interpretaciju jezika £ u jeziku

njenu relativizaciju @™ na sledeéi nacin:

e Ako je ¢ atomicna formula, onda " nastaje zamenom svakog
simbola s jezika £ koji se javlja u formuli ¢ odgovaraju¢im si-
mbolom sy jezika L';

Ako je ¢ formula —¢, onda je " formula —¢";

Ako je ¢ formula ¢ = 1, onda je " formula ¢" = M;

Ako je ¢ formula Va¢, onda je ¢" formula Va(M(x) = ¢");
Ako je ¢ formula Jz¢, onda je " formula Jx(M(z) A ¢).

Interpretacija teorije T" u teoriji 7" je po definiciji interpretacija jezika
L teorije T' u jeziku L’ teorije T" sa slede¢im svojstvima:

1. 7'+ JaM(x);
2. Za svaki n-arni funkcijski znak F' jezika L,

T EVZ(M(z) A AM(2)) = M(Fy(21, ..., 20));

3. T+ " za svaku aksiomu ¢ teorije T', pri ¢emu podrazumevamo
da T ne sadrzi ni jednu valjanu formulu.



1.9. METOD INTERPRETACIJE 93

1.9.1 Zadatak Neka je M univerzum interpretacije teorije 7' u teoriji
T'. Dokazati:

1. Ako je t(zy,...,x,) proizvoljan term jezika £, onda

T' = VEM(x1) A - AM(z) = Mt (T)));

2. Ako je o(z1,...,x,) instanca neke od aksioma predikatskog ra-
¢una, onda

T =VZ(M(x1) A - AM(z,) = ©(T)).

1.9.2 Teorema Neka je M univerzum interpretacije teorije T u te-
oriji T" i neka je p(x1,...,x,) proizvoljna formula jezika L. Ako
T+ o(z), onda

T =M(x) A AM(z,) = (7).

Dokaz

Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po duzini [ dokaza formule
@ iz hipoteza T. Ako je [ = 1, onda tvrdenje sledi na osnovu pretho-
dnog zadatka i definicije interpretacije.

Pretpostavimo da je formula ¢ dokazana iz hipoteza T' primenom
modus ponensa na formule ¥ i ¥ = ¢, kao i da tvrdenje vazi za
svaku formulu sa kra¢im dokazom od formule ¢. Tada po induktivnoj
hipotezi

T FM(xy) A= AM(y,) = PM(Z)

T M) A AM(z,) = (WM(2) = ¢"(2)),

odakle sledi da 7" F M(z1) A -+ - AM(zy,) = o™
Pretpostavimo da je ¢ formula Vxi(z) i da je prilikom njenog
dokaza koris¢ena generalizacija po . Tada po induktivnoj hipotezi

T' - M(z) = ¢ (),
a time 1 T F Ve(M(z) = "(x)), tj. T'F oM O
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1.9.3 Posledica Uz prethodnu simboliku, ako je teorija T' konsiste-
ntna, onda je i teorija T takode konsistentna.

Dokaz
Neka je M model teorije 7" i neka je MM interpretacija unarnog
predikata M u modelu M. Na osnovu prethodne teoreme je struktura

MM MY e

model teorije T', pri cemu je M= !, a u sluéaju relacijskih i funkci-
jskih znakova, s je restrikcija sit na skup MM. O

Konstruisani model (MM, s . zovemo i unutrasnjim modelom
teorije T'. Posebno, ukoliko je sy = s za svaki simbol jezika £, un-
utrasnji model MM ée ujedno biti i podmodel modela M.

1.9.4 Primer Ovde ¢emo neformalno (semanticki) opisati interpre-
taciju teorije T = ZFC — Inf + —Inf (Inf je askioma beskonacnosti)
u teoriji PA, tj. opisa¢emo konstrukciju unutrasnjeg modela teorije T
u standardnom modelu aritmetike N. Univerzum interpretacije se po-
klapa sa univerzumom aritmetike N (formalno, M(x) < = = x). Dalje,
za svaki prirodan broj n postoji jedinstveni skup X,, C N takav da je

pri ¢emu je po definiciji 0 = ) 2% Relaciju pripadanja € interpreti-
acl
ramo kao binarnu aritmeticku relaciju €y definisanu sa

meygn<smeX,.

Nije tesko pokazati da (N, €y) = T. Mi ¢emo verifikovati samo neke
od aksioma teorije T'. Za pocetak,

m=mn akko Z 2¢ = ZQ“

a€Xm acXnp



1.10. GODELOVE TEOREME NEPOTPUNOSTI 95

akko X,, =X,
akko =za svako x € N, z € X,, akko x € X,

akko =za svako r € N| xz €y m akko x €y n,

pa u (N, €y) vazi aksioma ekstenzionalnosti. Sto se tice aksioma
praznog skupa, para, unije i partitivnog skupa, imamo sledece:

e Iy =0;

2m , m=n
o {m,nin= 2m 4 2" m#n

e Uim= > g

aEXm

5 20

° PN(m) = Z QacA

A€P(Xm)

1.10 Godelove teoreme nepotpunosti

U ovoj sekciji éemo sa N oznacavati metateorijski skup prirodnih
brojeva (N = {0,1,2,...}). Pod n-arnom (n > 0) aritmetickom
funkcijom podrazumevamo svaku funkciju f : A — N ¢iji je domen
A podskup skupa N”. Funcija f je parcijalna ako je A pravi podskup
skupa N"; u suprotnom je totalna. Sada ¢emo precizirati nekoliko

formalnih sistema izracunljivosti.

1.10.1 Definicija Za aritmeticku funkciju f kazemo da je rekurzi-
vna ako postoji konacan niz fy, ..., f, aritmetickih funkcija takav da
je fn = f ida za svako k < n vazi bar jedna od slede¢ih stavki:

1. fx je nula funkcija null(z) = 0;
2. fr je sledbenik funkcija S(x) = x + 1;

3. fk je i-ta n-arna projekcija proj’(zi,...,T,) = x;;
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4. fk(i) = fi(fjl(j)a cee 7fjm(i‘))7 iajla' .- 7jm < k?
5. fk:(fao) = fz(j)7 fk(jay + 1) = fj(faya fk(jvy))7 Za] < k;

6. fr(%) = py fi(z,y), pri cemu je

z , fi(@,z)=0A
1y fi(@,y) = (Vy < 2)(fi(z,y) #0)
nedefinisano , inace

i1 <k.

Za aritmeticku relaciju kazemo da je rekurzivna ako je takva njena
karakteristicna funkcija.

1.10.2 Definicija Za n-arnu aritmeticku funkciju f kazemo da je
predstavljiva u PA ako postoji formula ¢(Z,y) takva da za proizvoljne
prirodne brojeve kq,...,k,, m vazi:

o f(ki,...,k,) =mpovlaci PAF p(ky,..., k,,m);
o f(ki,...,k,) # m povlaci PAF —p(ky,...,k,,m).

Pritom je 1 = 0/, 2 = 0”, 3 = 0” itd. Same termove k zovemo i nu-
meralima. Posebno, za aritmeticku relaciju kazemo da je predstavljiva
u PA ako je takva njena karakteristi¢na funkcija.

Sledeca teorema uspostavlja ekvivalenciju izmedu raznih formalnih
sistema izracunljivosti. Sam dokaz je tehnicki zahtevan, te ga ovde
izostavljamo. Neki od detalja se mogu naéi u [85].

1.10.3 Teorema Neka je f proizvoljna aritmeticka funkcija. Sledect
1skazi su ekvivalentni:

1. f je rekurzivna;

2. f je predstavijiva v PA pomocu 3q-formule;



1.10. GODELOVE TEOREME NEPOTPUNOSTI 97

3. f je Turing izracunljiva.

U vezi sa prethodnom teoremom je i ¢uvena Churchova teza po
kojoj je svaka intuitivno izracunljiva funkcija rekurzivna. U dokazima
rekurzivnosti aritmetickih funkcija i relacija uglavnom ¢emo koristiti
Churchovu tezu. Bez obzira na status ove teze, za efektivne postupke
koje budemo koristili, moze se formalno pokazati da su rekurzivni.

Prelazimo na kodiranje prirodnim brojevima, koje pre svega po-
drazumeva kodiranje konacnih nizova prirodnih brojeva prirodnim bro-
jevima. Funkcije Cy : N> — N i ()1, ( )2 : N — N definisane sa

Ca(r,y) =2"(2y +1) — 1
(x); = max{y € N | 2¥ deli = + 1}
(2)e =212 1 (z 4+ 1) — 1)

su ocigledno rekurzivne (Churchova teza). Pritom je funkcija Co bi-
jekcija i za svaki prirodan broj x vazi

z = Co((@)1, (7)2)-
Za n = 3 odgovarajuce kodirajuce funkcije definiSemo na sledeéi nacin:

Cs(x,y,2) = Ca(Ca(w,y), 2);

Koristeci opisanu proceduru, definiSemo kodirajuce funkcije i za pre-
ostale vrednosti n. Ako je [ : {0,...,n} — N konacan niz prirodnih
brojeva, onda njegov kod definisemo sa

C(l) = CQ(n + 1, Cn+1(lo, . 7ln))7
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pri ¢emu je l; = [(1).

Neka je f proizvoljna aritmeticka funkcija i neka je f* unarna ari-
tmeti
-v cka funkcija definisana sa

Fr(@) = f(@),. .., (2)M).

Tada za proizvoljne prirodne brojeve x4, ..., x,,y vaz

f(&) =y < [ (Cu(T)) = v,

odakle sledi da se n-arne aritmeticke funkcije efektivno mogu kodirati
unarnim aritmetickim funkcijama.

1.10.4 Definicija Neka je ¢ proizvoljna formula jezika Lpy. Gode-
lov broj "¢ ! formule ¢ definiSemo na sledeé¢i nac¢in: ako je formula ¢
konac¢an niz simbola sq, ..., s,, onda je

I_SOT — C('_SO—l, e [_Sn—l)7

pri cemu je "0 =0,"4+7=1,"1=2 T1=3 " (7T=4,")"1 =5,
T=1=6,"-""=7,"="=8 "V'=9 "2, = 10" (29,21, 79,... je
lista svih promenljivih).

Ako je 1, ..., p, dokaz u PA, onda njegov kod definisemo sa

C<|—901—|7 ceey l—gpn—l)-

1.10.5 Zadatak Dokazati da su sledeci aritmeticki predikati reku-
rzivni:

1. Term(n): “n je kod terma jezika Lpa”;

2. For(n): “n je kod formule jezika Lpa”;

3. Var(m,n): “promenljiva ¢iji je kod m javlja se u formuli jezika
Lpa Ciji je kod n”;
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4. Fv(m,n) : “promenljiva ¢iji je kod m javlja se slobodno u fo-

rmuli jezika Lpa ¢iji je kod n”;
5. Sent(n): “n je kod recenice jezika Lpa”;

6. Az(n): “n je kod formule jezika Lp4 koja je instanca neke od
aksioma predikatskog racuna prvog reda”;

7. PA(n): “n je kod formule jezika Lpa koja je instanca neke od
aksioma teorije PA”;

8. MP(k,m,n): “k je kod formule jezika Lp4 koja se dobija pri-
menom modus ponensa na formule jezika Lp, ¢iji su kodovi m
in”;

9. Gen(k,m,n): “k je kod formule jezika Lp4 koja se dobija pri-
menom generalizacije po promenljivoj ¢iji je kod m na formulu
jezika Lp, ¢iji je kod n”;

10. Prov(m,n): m je kod dokaza u PA formule ¢iji je kod n.

Definisimo funkciju Sub : N> — N sa

“o@n)? , m="p(x)" za neku formulu
Sub(m,n) = o(x) jezika Lpa
0 , inace

Funkcija Sub je rekurzivna, pa po teoremi 1.10.3 postoji ¥; formula
Sub(z,y, z) jezika Lpa koja predstavlja funkciju Sub. Posebno, za
svaki prirodan broj n i svaku formulu ¢(z) jezika Lpa vazi

PAF sub(Tp(z) ", n, "e(n)?),

pri ¢emu u ovom kontekstu "¢(x)7 i Tp(n)? tretiramo kao numerale.
Za prelazak na Godelove teoreme neophodne su nam i neke dodatne
osobine teorije PA, koje navodimo u slede¢em zadatku.
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1.10.6 Zadatak Neka je z < y zamena za 3z(y = = + 2’). Dokazati
da su univerzalna zatvorenja slede¢ih formula teoreme teorije PA:

1.

2.

- W

10.
11.
12.
13.
14.
15.

© ® o o

4 (y+z)=(x+y) +z

O0+z=u;
r+y=y+u;
- (y-2)=(v-y)- 2

0-x=0;
T-1=ux;
1.2 =ux;
T-Yy=Y-T

v (y+z)=(r-y)+(z-2);
z# 0= Jylz=1y);
—(z < z);
(x<yANy<z)=z<z
r<y&eVzr+z<y+2);
r<y&e Ve <y-2);

dzp(x,§) = Fz(e(z,y) A (V2 < 2)=p(z,7)), pri cemu je (z, 7)
proizvoljna formula jezika Lp4.

1.10.7 Godelova lema
Neka je (z) proizvolina formula jezika Lpa sa tacno jednom pro-
menljivom x. Tada postoji recenica ¢ jezika Lpa takva da

PAF o< Y(TeT),

pri cemu u ovom kontekstu "¢ tretiramo kao numeral.
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Dokaz
Neka je 0(x,y, z) formula

Sub(z,y, 2) A (Vzo < z)=Sub(x,y, 20).
Na osnovu poslednje stavke u prethodnom zadatku,
PA F YaVyVuVo((0(z, y,u) A O(z,y,v)) = u=v). (1.5)

Dalje, neka je
n="32(0(x,z,2) Np(2))™

Tvrdimo da recenica ¢ definisana sa
3z(0(n,n, 2) Ap(z))
zadovoljava uslove tvrdenja. Zaista, kako je po definiciji funkcije Sub
Sub(n,n) =",

to je Sub(n,n) # m za svako m < "¢, pa po teoremi 1.10.3 imamo
da

PAF O(n,n,"p), (1.6)

pri cemu u ovom kontekstu "¢ ! tretiramo kao numeral. Sada na osno-
vu (1.5) i (1.6) sledi da je "¢ jedinstveni svedok formule

O(n,n, "),
pa mora biti
PAF 3z(0(n,n,"p ) AY(2) (T,
tji. PAF o < (o). O

Uz simboliku iz prethodne leme, re¢enicu ¢ zovemo i dijagonaliza-
cijom formule ¥(z).

Kako je aritmeticki predikat Prov(m,n) rekurzivan, postoji £; fo-
rmula Prov(z,y) jezika Lpa takva da vazi:
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e Prov(m,n) povlaéi PA F Prov(m,n);
e nije Prov(m,n) povlaci PA F —Prov(m, n).

1.10.8 Prva Godelova teorema nepotpunosti
Neka je (x) formula —=3yProv(y, x) i neka je ¢ njena dijagonali-
zacija. Tada:

1. Ako je PA neprotivreéna teorija, onda PAt/ p;

2. Ako je PA neprotivreéna teorija i ako iz PA + JyProv(y, ¢7)
sledi da PA ‘- @, onda PA —p.

Dokaz
1 Pretpostavimo da PA I ¢. Tada po lemi 1.10.7

PAF —3yProv(y, 7).

Ako je m kod dokaza recenice ¢ u PA, onda vazi Prov(m,"¢") pa
mora biti i PA F Prov(m,"¢7), a time i PA - JyProv(y, ¢"). Dakle,
iz PA F @ sledi da je teorija PA protivrecna, pa neprotivrecnost teorije
PA povlaci da PA F .

2 Preptostavimo da PA F —p. Tada po lemi 1.10.7 sledi da
PAF JyProv(y,"¢7),

odakle iz uslova teoreme sledi da PA F ¢, a time i protivrecnost teorije
PA. OJ

Radi pojednostavljenja notacije ¢emo sa Pr(z) oznacavati formulu
JyProv(y, z). Moze se pokazati da formula Pr(z) ima sledeéa svojstva:

D1 Ako PAF 4, onda PAF Pr("¢7);
D2 PAF Pr("¢") = Pr("Pr(Ty)7);
D3 PAFPr(T¢ = 67) = (Pr("¢7) = Pr(T07)).
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Ako je m kod dokaza formule ¢ u teoriji PA, onda po definiciji va-
zi Prov(m,™¢™), pa mora biti i PA F Prov(m, ™), odakle sledi da
PAF Pr(Ty7). D2 se dokazuje formalizacijom u PA upravo opisanog
dokaza za D1, a D3 je posledica ¢injenice da se nadovezivanjem dokaza
dobija dokaz.

Napomenimo da se u dokazu svostva D2 bitno koristi >; predsta-
vljivost relacije Prov(m,n). Naime, postoje primeri I1; predstavljanja
Prov(m,n) za koje je odgovarajuca recenica C'on(PA) dokaziva u PA.

1.10.9 Druga Godelova teorema nepotpunosti
Neka je Con(PA) formula —Pr("0 = 17) i neka je ¢ dijagonaliza-
cija formule —Pr(z). Tada

PAF Con(PA) < o.
Posebno, ako je teorija PA neprotivrecna, onda PA Y/ Con(PA).

Dokaz

Kako je formula 0 = 1 = ¢ valjana, na osnovu D1 imamo da
PAFPr(f0=1=¢"),

odakle po D3
PAFPr(f0=1")=Pr("¢"),

odakle kontrapozicijom dobijamo
PAF —=Pr("¢") = —Pr("0=1").

S obzirom da PA F ¢ < —Pr("¢7) (lema 1.10.7), kao i da je Con(PA)
upravo recenica —Pr("0 = 17), imamo da

PAF ¢ = Con(PA).
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S druge strane, iz PAF ¢ = =Pr(T7) i D1 sledi da
PAFPr("p = —Pr(Tp")7),

odakle na osnovu D3 dobijamo da

PAFPr("p") = Pr("=Pr("¢")7"). (1.7)
S druge strane, po D2

PAFPr("¢") = Pr("Pr("p")7). (1.8)
Primenom prvo D1 a zatim D3 na valjanu formulu

Pr("¢") = (-Pr(T¢") = 0=1)
dobijamo da
PAFPr("Pr("¢")") = Pr("-Pr("¢p") = 0=1").

Primenom D3 na konsekvent (desnu stranu implikacije) u gornjoj fo-
rmuli, na osnovu tranzitivnosti implikacije dobijamo da

PAFPr("Pr("¢")") = (Pr("—Pr("¢ ") '=Pr("0=17),
pa primenom (1.7) i (1.8) dobijamo da
PAFPr("¢p)=Pr(f0=17),

odakle primenom prvo kontrapozicije, a zatim zamene ekvivalenata
dobijamo da
PAF Con(PA) = o.

Preostali deo tvrdenja sledi iz prve Godelove teoreme nepotpunosti.
OJ

Upravo prikazani dokaz u slucaju teorije PA se moze sprovesti
u svakoj teoriji prvoga reda sa rekurzivnim skupom aksioma koja
zadovoljava uslov da se u njoj mogu predstaviti aritmeticke funkcije
i relacije ¥; formulama. Kako teorija ZFC zadovoljava ove uslove,
imamo da

ZFC tf Con(ZFC)

ukoliko je teorija ZFC neprotivrecna.
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Aksiomatska teorija skupova

Uobicajena je praksa da su primitivni matematicki pojmovi skup
i pripadnost. Neophodnost strogog formalnog izlaganja javlja se usled
¢injenice da je govorni jezik suviSe bogat, pa omogucava konstrukci-
je raznih paradoksa. Mogucée “zloupotrebe” jezika najbolje ilustruje
sledec¢i Richardov paradoks:

Neka je X skup svih prirodnih brojeva koji se mogu definisati sa ne
vise od sto reci srpskog jezika. Kako prirodnih brojeva ima beskonacno
mnogo a reci srpskog jezika kona¢no mnogo, zaklju¢ujemo da je skup
X konacan. S obzirom da princip najmanjeg elementa vazi za prirodne
brojeve i da je komplement N\ X skupa X neprazan, zaklju¢ujemo da
skup N'\ X ima najmanji element, recimo n. Ovim smo upravo defi-
nisali broj n sa manje od sto reci, pa on pripada skupu X. Sada smo
dosli u paradoksalnu situaciju: skup X i njegov komplement imaju
neprazan presek.

Prvi korak u prevazilazenju problema ovoga tipa sastoji se u tome
Sto u opisu skupova koristimo iskljuc¢ivo formalni jezik prvog reda
Lzrc koji se sastoji od tacno jednog binarnog relacijskog simbola €.
Bez obzira $to smo jezik poprilicno skratili, i dalje mozemo formulisati
“vratolomije” poput skupa svih skupova ili skupa svih skupova koji ne
pripadaju sami sebi: prvi od njih zapisujemo sa {z | z = x} a drugi sa
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{z | = ¢ x}. Naravno, obe ove konstrukcije su protivre¢ne, $to ¢emo i
dokazati u ovom poglavlju.

Drugi korak u otklanjanju paradoksa sastoji se u odgovarajuc¢em
izboru aksioma, kojima se dodatno kontroliSe formiranje novih sku-
pova. Pomenuto formiranje skupova podrazumeva sledece: ako neki
skup uvodimo na nivou «, onda svi njegovi elementi moraju biti ranije
uvedeni. Nevolja sa “skupovima” {z | z =z} i{z | ¢ =} je u tome
Sto oni imaju elemente na svim nivoima, a ispostavlja se da je ovakva
kofinalna (neograni¢ena po nivoima) dijagonalizacija u kumulativnoj
hijerarhiji skupova protivrecna.

Nas stil izlaganja ZFC teorije skupova je samo prividno neforma-
lan: koristimo semanticki pristup, s tim da ne naglasavamo da se
razmatranje vrsi u nekom fiksiranom modelu teorije ZFC buduéi da
je argumentacija univerzalna pa se odnosi na sve modele. Teorema
potpunosti predikatskog racuna prvog reda nam garantuje da se sve
moze iskazati i ¢isto sintaksno - kona¢nim nizovima formula jezika

Lzrc.

2.1 7ZF

Kao sto smo u uvodu napomenuli, teorija ZF~ se sastoji od aksioma
ekstenzionalnosti, praznog skupa, unije, para i beskonacnosti, kao i
shema separacije i zamene. Ona predstavlja formalizaciju tzv. naivne
teorije skupova.

Aksioma 1 (Aksioma ekstenzionalnosti)

‘v’xo‘v’xl(mo =T < \V/JZQ(ZL‘Q € Ty Ty € 1‘1))

Prevedeno na govorni jezik, dva skupa su jednaka ako i samo ako imaju
iste elemente.

Kazemo da je skup A podskup skupa B, u oznaci A C B, ako je
svaki element skupa A ujedno i element skupa B. Za skup A kazemo
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da je pravi podskup skupa B, u oznaci A C B, akoje AC Bi A# B.
Binarnu relaciju C zovemo i inkluzijom, a binarnu relaciju C zovemo
i strogom inkluzijom.

Podrazumevamo da je skupovna pripadnost relacija medu skupo-
vima. Zapis A € B ¢itamo na sledeéi nacin: skup A pripada skupu B.
Zapis A ¢ B ¢itamo na slede¢i nacin: skup A ne pripada skupu B.

2.1.1 Zadatak Neka su A, B i C' proizvoljni skupovi. Pokazati da
vazi:

1. AC A;

2. Akoje AC Bi B C A, onda su skupovi A i B jednaki;
3. Akoje ACBiBCC(C,ondajei ACC,

4. Ako je A C B onda nije B C A;

5. Akoje AC BiBCCC,ondajei ACC;

2.1.2 Teorema Neka je p(x) proizvoljna formula jezika teorije sku-
pova. Ako postoji skup A takav da su svi njegovi elementi upravo svi
skupovi X za koje vazi p(X), onda je on jedinstven.

Dokaz
Neka su skupovi A i B takvi da su svi njihovi elementi upravo svi
skupovi za koje vazi ¢(x). Sada za proizvoljan skup a vazi:

ae€ A akko ¢(a)
akko a € B.

Odavde sledi da skupovi A i B imaju iste elemente, pa su na osnovu
aksiome ekstenzionalnosti medusobno jednaki. U

Aksioma 2 (Aksioma praznog skupa)

JroVr1—(x1 € xp).



108 2. AKSIOMATSKA TEORIJA SKUPOVA

Aksiomom praznog skupa se postulira uverenje da postoji prazan skup.
Neka je A skup cija se egzistencija postulira aksiomom praznog
skupa. Sada recenica: “Svi elementi skupa A su upravo svi skupovi sa
svojstvom x # x” ima logicku strukturu L < 1 (xr € A< x # ) pa
je trivijalno tacna. Na osnovu teoreme 2.1.2 sledi jedinstvenost skupa
A.
Prazan skup ¢emo oznacavati sa 0.

2.1.3 Zadatak Neka je A proizvoljan skup. Pokazati da je 0 C A.
Aksioma 3 (Aksioma para)
VaoVo3xoVes(rs € xo & 13 = 29 V 23 = 7).

Prevedeno na govorni jezik, za svaka dva skupa A i B postoji skup C
¢iji su jedini elementi upravo A i B. Jedinstvenost skupa C sledi iz
teoreme 2.1.2 i ¢injenice da su svi elementi skupa C' upravo svi skupovi

T sa svojstvom
r=AVx=B.

Skup ¢iji su jedini elementi skupovi A i B ¢emo oznacavati sa {A, B}.
2.1.4 Zadatak Neka su A i B proizvoljni skupovi. Pokazati da je
{A,B} ={B, A}.

S obzirom da

re{AA} & z=Ave=A
&S = A,

skup {A, A} ima tacno jedan element: A. Stoga umesto {A, A} pisemo
kratko {A}.

2.1.5 Definicija [Ureden par| Neka su A i B proizvoljni skupovi.
Odgovarajuéi ureden par definisemo sa

<A7 B> —def {{A}v {Aa B}}
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U vezi sa uredenim parom (A, B), skup A zovemo njegovom prvom
koordinatom, a skup B njegovom drugom koordinatom.

2.1.6 Zadatak Neka su a,b,c i d proizvoljni skupovi. Pokazati da
je (a,b) = (c,d) ako i samo ako jea=cib=d.

Uredenu trojku skupova a, b i ¢ definisemo sa
(a,b,c) =qget ((a,b),c).
Slicno se definisu uredene cetvorke, petice itd.

Aksioma 4 (Aksioma unije)
V$OE|$1VZ'2($2 € x &= E'xg(fﬂg € xgN\Nxo € 1'3))

Prevedeno na govorni jezik, za svaki skup A postoji unija B njegovih
elemenata, tj. svaki element skupa B pripada nekom od elemenata
skupa A.
Kako
re€Bedalae ANz € a),

na osnovu teoreme 2.1.2 imamo jedinstvenost skupa B, koji ¢emo
nadalje oznacavati sa |J A.

2.1.7 Definicija Neka su A, B i C' proizvoljni skupovi. Skupove
AU B i{A, B,C} definisemo na slede¢i nacin:

e AUB =def U{A,B},
o {A, B,C} =qet {A}U{B}U{C}.

2.1.8 Zadatak Neka su a, b i ¢ proizvoljni skupovi. Pokazati da
vazi:

1. aUa = a;

2. aU0 =gq;
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aUb=bUa;
aU(bUc)=(aUb)Ucg;
Ulaub) = (Ua) U (Ub);
bea=bC Ja;
U(a, b) = {a, b}.

2.1.9 Definicija 1 =qor {0}, 2 =qer {0,1}, 3 =qer {0,1,2}, 4 =gt
{0,1,2,3} itd.

N vk W

2.1.10 Zadatak Pokazati da je 2 # 5.

Uputstvo
Pokazati da 2 ¢ 2 (tj. da je 2 # 012 # 1) i iskoristiti aksiomu
ekstenzionalnosti i ¢injenicu da po definiciji 2 € 5. 0

Aksioma 5 (Aksioma partitivnog skupa)
Vaogdr Vas(zy € 21 < Vag(zs € 2o = 13 € x0)).

Prevedeno na govorni jezik, za svaki skup A postoji njegov partitivni
skup, odnosno skup svih njegovih podskupova.
S obzirom da

reEB&SYylycer=yeA),

na osnovu teoreme 2.1.2 skup B je jedinstven i nadalje ¢emo ga ozna-
cavati sa P(A).

2.1.11 Definicija Za skup A kazemo da je tranzitivan ako je svaki
njegov element ujedno i njegov podskup.

2.1.12 Zadatak Pokazati da je skup A tranzitivan ako i samo ako

Je
UAgA

Takode pokazati da je prazan skup tranzitivan.
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2.1.13 Zadatak Neka je a tranzitivan skup. Dokazati da je tada
relacija pripadanja € tranzitivna na skupu a.

2.1.14 Teorema Neka je A proizvoljan skup. Tada vazi:
1. Ako je skup A tranzitivan, onda je i skup AU {A} tranzitivan;

2. Ako je skup A tranzitivan, onda je i njegov partitivni skup P(A)
tranzitivan,

3. Ako su svi elementi skupa A tranzitivni, onda je i skup |JA
tranzitivan.

Dokaz
1 Pretpostavimo da je skup A tranzitivan i pokazimo da je skup
AU {A} takode tranzitivan. Posto je

re AU{A} e rxec AVr=A,

imamo sledece: ako je z € A, onda iz tranzitivnosti skupa A sledi
da je x C A, a ako je z = A, onda je x C A trivijalno ta¢no jer je
isto sto i A C A. U svakom slucaju, pokazali smo da je svaki element
skupa A U {A} ujedno i njegov podskup, odakle po definiciji sledi
tranzitivnost skupa AU {A}.

2 Pretpostavimo tranzitivnost skupa A i dokazimo tranzitivnost
skupa P(A). U tom cilju uo¢imo proizvoljan element X skupa P(A) i
pokazimo da je on njegov podskup. Neka je z € X proizvoljno. Kako
je X C A, imamo da x € A, odakle zbog tranzitivnosti skupa A sledi
daje x C A, tj. da x € P(A), sto je i trebalo pokazati.

3 Neka su svi elementi skupa A tranzitivni. Pokazimo da je skup
J A tranzitivan, tj. da je svaki njegov element ujedno i njegov po-
dskup. Stoga uoc¢imo proizvoljno = € | J A. Tada postoji skup X € A
takav da x € A. Posto je skup X tranzitivan, imamo da je x C X, a
kako je X C|J A, mora biti iz C |JA. O
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Shema 1 (Shema separacije) Neka je ¢ formula ZFC teorije sku-
pova u kojoj se promenljiva xs javlja slobodno i u kojoj promenljiva
x1 nema slobodnih javljanja. Tada je univerzalno zatvorenje formule

Vaogdz Vas(ze € 21 < 29 € 9 A @)
instanca sheme separacije.

Prevedeno na govorni jezik, za svaki skup A i svaku formulu ¢(z),
postoji skup B svih elemenata skupa A koji su svedoci za ¢. Po do
sada ve¢ standardnoj proceduri zakljucujemo da je skup B jedinstven;
oznacavacemo ga sa

{z|xeANp(x)}, lisa{zr e A| p(x)}.

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Skupove ANB, A\BiAAB
definiSemo na sledec¢i nacin:

o A\B=qs{z|z€ANT ¢ B};
o AAB =4 (A\B)U(B\A).

2.1.15 Zadatak Neka su A, B i C' proizvoljni skupovi. Pokazati da

vazi:
1. An0=0;
2. ANA=A;

3. AN B=BnNA,

4. An(BNC)=(AnB)NC,
5. AN(AUB) = 4;

6. AU(ANB) = A4,
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7. AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
8. AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
9. A\(BUC)=(A\B)N(A\O);
10. A\ (BNC)=(A\B)U(A\O);
11. ACB< A\ B=0;

12. ACB< AN B = A;

13. ACB& AUB = B;

14. A=B& AN B=0;

15. AANB=DBA A;

16. AN(BAC)=(AAB)AC.

2.1.16 Teorema Za svaki skup A postoji skup B koji ne pripada
skupu A.

Dokaz
Na osnovu sheme separacije postoji skup

B={x|xe€ ANz ¢z}

Pokazimo da skup B ne pripada skupu A. Zaista, u suprotnom, bilo
bi

BeB & BeAANB¢B
< B¢ B,

sto je nemoguce (dobijamo iskaz oblika p < —p, koji ocigledno nikad
nije tacan). O
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Shema 2 (Shema zamene) Neka je ¢ formula ZFC teorije skupova
u kojoj se promenljive x5 i x3 javljaju slobodno i u kojoj promenljiva
21 nema slobodnih javljanja. Tada je univerzalno zatvorenje formule

Vao(Vaa(ze € z9 = F1xsp) = IrVas(xs € x1 & (w2 € 29 A p)))
instanca sheme zamene.

Shemom zamene se zapravo tvrdi slede¢e: za proizvoljan skup A
postoji skup B koji nastaje zamenom svakog elementa a skupa A
odgovarajué¢im jedinstvenim skupom b takvim da vazi ¢(a,b). Na
uobicajeni nacin zakljucujemo da je skup B jedinstven; oznac¢ava¢emo
ga sa

{ba ’ a < A}7

pri ¢emu je za svako a € A skup b, jedinstveni svedok za ¢(a,b,).
Takode ¢emo koristiti i oznaku

{b|Jala € AN p(a,b))}.
2.2 Relacije i funkcije

Descartesov proizvod skupova A i B, u oznaci A x B, definiS§emo
kao skup svih uredenih parova ¢ija prva koordinata pripada skupu A a
druga koordinata pripada skupu B. Descartesov proizvod skupova A,
B i C je po definiciji skup (A x B) x C'. Sli¢no se uvodi i Descartesov
proizvod cetiri skupa, pet skupova itd.

2.2.1 Zadatak Pokazati da je gornja definicija korektna, tj. poka-
zati egzistenciju i jedinstvenost skupa C' ¢iji su elementi upravo svi
uredeni parovi Cija je prva koordinata iz skupa A, a druga koordinata
iz skupa B.

Uputstvo

Pokazati da iz a € Aib € B sledi da (a,b) € P(P(AU B)).
Iskoristiti ovo i shemu separacije za dokaz egzistencije. U dokazu je-
dinstvenosti koristiti teoremu 2.1.2. O
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2.2.2 Definicija Neka je A proizvoljan skup. Odgovarajuéi domen,
u oznaci dom(A), i kodomen, u oznaci rng(A) definiSemo na slededi
nacin:

o dom(A) =qet {7 | x € JU AN Iy((z,y) € A)};
o mg(A) =aer {z |z € UUAATy({y,z) € A)}.

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Za skup f C A x B kazemo da
je funkcija ako za sve a,a’ € A isvako b € B, iz

(a,by e f 1 (d,b)yef

sledi da je

a=a.

2.2.3 Zadatak Formalizovati predikat Fun(z) : “z je funkcija”.

Umesto (a,b) € f piSemo uobic¢ajeno b = f(a). Primetimo da je
za funkciju f C A x B

dom(f)={a € A| (3be B)({a,b) € f)},
kao i da je

mg(f) ={be B | (3a € A)((a,) € f)}.

Ako je dom(f) pravi podskup skupa A, za funkciju f kazemo da je
parcijalna. U slucaju da je dom(f) = A, za funkciju f kazemo da
je totalna. Ukoliko ne naglasimo drugacije, podrazumeva¢emo da su
funkcije sa kojima radimo totalne. Radi dodatnog pojednostavljenja
notacije definiSemo sledec¢a dva predikata:

e f: A— B jeformula (Fun(f) A dom(f) = A Arng(f) C B);
o f:A—V jeformula (Fun(f) A dom(f) = A).
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Neka f: A — B. Za f kazemo da je:

e Injekcija (1-1), ako za proizvoljne a1, as € A iz a1 # as sledi da

je fla1) # f(az);

e Surjekcija (na), ako za svako b € B postoji a € A tako da je
fla) = b;

e Bijekcija, ako je 1-1 i na.

Neka f: A — Big: B — C. Kompoziciju funkcija f i g, u oznaci
g o f, definiSemo sa

(9o f)a) =g(f(a)), ac A

Da go f : A — (' neposredno sledi iz sheme separacije, aksiome
ekstenzionalnosti i ¢injenice da je

gof=A{z|3Jadb3c(a € ANbe BAce CA fla)=bAg(b) =
chz={a,c))}.

2.2.4 Zadatak Pokazati da je kompozicija funkcija asocijativna.
2.2.5 Zadatak Neka f: A — Big: B — (. Pokazati da vazi:
1. Ako je go f 1-1, onda je f 1-1;
2. Ako je g o f na, onda je g na.

Inverznu i direktnu sliku za funkciju f : A — B definiSemo na sledeci
nacin:

e Inverzna slika skupa X C B je definisana sa
FUX] = {al 2 € AATy(y € X Ay = f(2)}.
Ako je funkcija f bijekcija, onda postoji jedinstvena funkcija

g:B— A
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takva da za proizvoljne a € Ai b € B vazi

9(b) = a & fla) =b.

Funkciju g zovemo i inverznom funkcijom funkcije f i oznacava-
mo je sa [

e Direktna slika skupa X C A je skup

fIX]={z |z e BAWyecXAz=f(y)}

2.2.6 Zadatak Neka je f : A — B proizvoljna funkcija, X,Y pro-
izvoljni podskupovi skupa B i U,V proizvoljni podskupovi skupa A.
Dokazati:

L XY= X0 Yy
2. fAHX VY] = fAUXTU YT

3. flUNV] C flUIN f[V]. Primerom pokazati da obratna inkluzija
ne mora da vazi;

4. flUUV] = f[U]U fIV].

Neka je A proizvoljan skup. Identicko preslikavanje skupa A, u oznaci
itd 4, definiSemo sa
ida(a) = a, a € A.

Neka je f : A — B proizvoljna funkcija i neka je X neprazan podskup
skupa A. Restrikciju funkcije f na skup X, uoznaci f [ X, definiSemo
sa

(f 1 X)(z) = f(z), v € X.

2.2.7 Definicija Neka su X i Y proizvoljni skupovi. Skup *Y svih
funkcija ¢iji je domen skup X a kodomen skup Y definisemo sa

XY =gt {z |2 € PX xY)A2: X — Y.
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Skup R je binarna relacija na skupu A ako je R C A x A. Umesto
(a,b) € R pisemo uobicajeno aRb. Za binarnu relaciju R na skupu A
kazemo da je:

e Refleksivna, ako je aRa za svako a € A;

Irefleksivna, ako nije aRa ni za jedno a € A;

Simetriéna, ako za proizvoljne a,b € A iz aRb sledi bRa;

Antisimetricna, ako za proizvoljne a,b € A iz aRb i bRa sledi da
je a =b;

Tranzitivna, ako za proizvoljne a,b,c € A iz aRb i bRc sledi aRc;

Relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetricna i tranzi-
tivna;

Relacija poretka, ako je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna;

Relacija strogog poretka, ako je irrefleksivna i tranzitivna.

Sa <4 ¢emo po pravilu oznacavati relaciju strogog poretka na skupu
A, a sa <4 odgovarajucu dopunu relacije <4 do relacije poretka. Pre-
ciznije,

<u=<aU{z|zeAx ANTala € ANz = {(a,a))}.

2.2.8 Definicija Par (A, <4) je parcijalno ureden skup (parcijalno
uredenje) ako je <4 relacija poretka na skupu A. Par (A, <4) je strogo
parcijalno uredenge ako je <4 relacija strogog poretka na skupu A.

2.2.9 Zadatak Neka je A proizvoljan skup. Pokazati da je sa
X <py)Y ©at X CY

korektno definisana relacija poretka na skupu P(A). Definisati odgo-
varajucu relaciju strogog poretka.
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2.2.10 Definicija Parcijalno uredenje (A, <4) je linearno ako su sva-
ka dva elementa uporediva, tj. ako za proizvoljne a,b € A je a <4 b,
ili je b <4 a.

2.2.11 Zadatak Naci potreban i dovoljan uslov koji treba da zado-
volji skup A da bi uredenje (P(A), C) bilo linearno.

Neka je (A, <4) parcijalno uredenje, X neprazan podskup skupa A i
neka a € A.

Za a € A kazemo da je majoranta (gornje ogranicenje) skupa
X ako za proizvoljno x € X vazi x <4 a. Ako za proizvoljno
r € X vazi a <4 x, onda za a kazemo da je minoranta (donje
ogranicenje) skupa X.

Ukoliko postoji, jedinstveno najmanje gornje ogranicenje skupa
X zovemo supremumom skupa X i ozna¢avamo ga sa sup X. Ako
sup X pripada skupu X, onda za njega kazemo da je maksimum
skupa X.

Ukoliko postoji, jedinstveno najvece donje ogranicenje skupa X
zovemo infimumom skupa X i oznacavamo ga sa inf X. Ako
inf X pripada skupu X, onda za njega kazemo da je minimum
skupa X.

Kazemo da je a minimalni element ukoliko ni za jedno b # a
nije b <4 a. Za a kazemo da je maksimalni element ukoliko ni
za jedno b # a nije a <4 b.

2.2.12 Zadatak Navesti primer parcijalnog uredenja (A, <,4) i sku-
pa X C A tako da X ima majorante u poretku <4, ali nema supre-
mum. Uraditi isto i za minorante i infimum.

Neka je (A, <4) parcijalno uredenje. Intervale definisemo na sledeéi
nacin:

(a,b) = {z ]z eANa<qz<4b}
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[a,0) = {x|x€eANa<sr<4b}
(a,b] = {x|zeANa<ysz<sb}
[a,b] = {x|x€eANa<sz<sb}
(ha) = {x|xeANr <4a}
(va] = {z|ze ANz <ya}
(a,) = {x|x€eANa<yx}
a,r) = {z|zreANa<,}.

2.3 Dobro uredeni skupovi

Za parcijalno ureden skup (A, <,4) kazemo da je dobro ureden ako
svaki neprazan podskup skupa A ima minimum.

2.3.1 Zadatak Pokazati da je svako dobro uredenje ujedno i li-
nearno.

Uputstvo
Iskoristiti ¢injenicu da svaki dvoclani podskup ima minimum.

O

2.3.2 Definicija Neka su (A, <) i (B, <p) proizvoljna uredenja.
Bijekcija f : A — B je izomorfizam ako za proizvoljne a;,ay € A
vazi

ay <4 az < flar) <p flaz).

Sa (A, <a4) = (B, <p) ¢emo oznacavati ¢injenicu da su navedena ure-
denja medusobno izomorfna.

2.3.3 Zadatak Neka je (A, <4) dobro uredenje i neka je X proizvo-
ljan neprazan podskup skupa A. Pokazati da je (X, <4) takode dobro
uredenje!.

1Strogo formalno, umesto (X, <4) posmatra se uredenje (X, <x), pri ¢emu je
< x restrikcija uredenja <4 na skup X.
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2.3.4 Zadatak Neka je f: A — B izomorfizam uredenja (A, <4) i
(B, <p). Pokazati da je tada i inverzna funkcija f~! : B — A takode
izomorfizam.

2.3.5 Teorema Neka je (A, <4) dobro uredenje i neka je a proizvo-
ljan element skupa A. Tada su (A, <a) i ((+,a), <a) medusobno nei-
zomorfna uredenja.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka je funkcija f : A — (-, a) izomorfi-
zam pomenutih uredenja. Po shemi separacije postoji skup

X={z|zeANnx# f(x)}

obzirom da je f bijekcija i da je (-,a) pravi podskup skupa A, skup
X mora biti neprazan. Kako je (A, <,4) dobro uredenje, skup X ima
minimum, recimo my. Sada vazi sledece:

e Za svako © <4 mx je f(x) = x;

o Ili je f(myx) <amy, ili je mx <a f(mx).

Ako bi bilo f(myx) <a mx, onda bi zbog monotonosti funkcije f
moralo biti i

f(f(mx)) <a f(mx),

a ovo je nemoguce jer iz f(my) <4 mx sledi da je

f(f(mx)) = f(mx).

Preostaje jedino slucaj mx <4 f(mx) <a a (poslednja nejednakost
sledi iz ¢injenice da f : A — (+,a)). Kako jei f~! izomorfizam, mora
biti i

T mx) <a f7H(f(mx)) = mx,

odakle sledi da je f~'(mx) fiksna tacka funkcije f, tj.

(7 mx)) = fH(mx).
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Dakle
mx = f(f7(mx)) = fH(mx),

odakle sledi da je f(mx) = myx, Sto je u kontradikciji sa
mx <4 f(mx)
0

2.3.6 Teorema Neka su (A, <4) i (B,<p) dobra uredenja i neka su
fig: A— B

wzomorfizmi. Tada je f = g.

Dokaz

Neka je X = {x | x € AA f(x) # g(x)}. Da bi dokazali teoremu
dovoljno je da pokazemo da je skup X prazan. U tom cilju, pretpo-
stavimo da je skup X neprazan i sa mx oznacimo njegov minimum u
(A, <4). Tada vazi sledece:

e Za svako x <4 mx je f(x) = g(x);
e lli je f(mx) <p g(mx), ili je g(mx) <p f(mx).
Pretpostavimo da je f(mx) <p g(mx). Posto je
g':B— A

takode izomorfizam, imamo da je g~!(f(mx)) <a mx, odakle sledi da
je

Flg™ (f(mx))) = g(g™ ' (f(mx))) = f(mx).
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na osnovu prethodnog, sledi da je f(mx) = g(mx), Sto je po izboru
skupa mx nemoguce. Sasvim slicno se pokazuje da pretpostavka
g(mx) <p f(mx) dovodi do kontradikcije, odakle sledi da skup X
mora biti prazan.

O

2.3.7 Teorema Neka su (A, <4) i (B, <p) proizvoljna dobra urede-
nja. Tada vazi tacno jedna od sledece tri mogucnosti:

1. <A7 <A> = <B7<B>;
2. Postoji a € A tako da ((-,a),<a) = (B, <p);

3. Postoji b € B tako da ((-,b),<p) = (A, <4).
Dokaz

Neka je X skup svih a € A za koje postoji (jedinstveno) b, € B
tako da je

<('7 CL), <A> = <(7 ba)ﬂ <B>

Na osnovu teoreme 2.3.6, za svako a € X postoji jedinstveni izomo-
rfizam f, : (-,a) — (+,b,). Slicno, skup Y definisemo kao skup svih
b € B za koje postoji a, € A tako da je

<('7 b)? <B> = <(7 ab)7 <A>
Primetimo da je neposredna posledica teoreme 2.3.6 Cinjenica da iz

a; <4 ag sledi da je f,, = fa, | (-,a1). Odavde sledi da je sa
f —def U{fa ’ ac X}

korektno definisan izomorfizam dobrih uredenja (X, <4) i (Y, <p). Da
bismo dokazali teoremu u potpunosti, preostaje jos samo da pokazemo
daje X=AiliY =B.

Pretpostavimo suprotno, neka je X # AiY # B. Tada postoje

m; =min(A\ X) i mg=min(B\Y).
<A <B
Medutim, odavde neposredno sledi da je X = (-,m1) 1Y = (-, my), Sto

je nemoguce jer bi u tom slucaju funkcija f bila izomorfizam izmedu
((+,mq1),<4a) 1 ((,m2),<p), pa bismo imalidam; € X imy €Y. O
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2.4 Indukcija i rekurzija

U ovoj sekciji ¢emo fiksirati neko dobro uredenje (A, <a).

2.4.1 Teorema [Indukcija] Neka je skup X podskup skupa A takav
da za svako a € A iz (,a) C X sledi da a € X. Tada je X = A.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno, neka je A\ X neprazan. Tada postoji
a =min(A\ X).
<A
No odavde neposredno sledi da je (-, A) € X, odakle po uslovima
teoreme sledi da a € X, sto je u suprotnosti sa izborom skupa a. [

2.4.2 Teorema [Rekurzija] Neka je f proizvoljna funkcija sa do-
menom P(A x A). Tada postoji jedinstvena funkcija g sa domenom A
takva da za svako a € A vazi

gla) = f(g 1 (-,a)). (2.1)

Dokaz

Jedinstvenost. Neka funkcije g1 i go zadovoljavaju (2.1). In-
dukcijom pokazujemo da je g1 = g¢go. Neka je a € A tako da je
911 (,a)=g¢1 ] (-,a). Tada je

gia) = flgr I (- a)) = flg2 T (-, a)) = g2(a),
odakle na osnovu teoreme indukcije sledi da je g1 = ¢».

Egzistencija. Neka je X skup svih a € A za koje postoji jedi-
nstvena funkcija g, sa domenom (-, a) takva da za svako z <4 a vazi

ga<w> = f(ga [ (737))

Odavde proizilazi da za proizvoljne a,b € X, iz b <4 a sledi da je

9= Gga | (-,0).
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I vise od toga, ako postoji M, = HiaX<~, a) onda je
A

9o = (UJ{on | b <a a}) U {{Ma, gar, ).

a u suprotnom je g, = (J{g» | b <4 a}. Primetimo da smo ovim
zapravo pokazali da iz (-,a) C X sledi da a € X, odakle po teoremi
2.4.1 sledi da je X = A. Sada trazenu funkciju ¢g definiSemo na sledeci
nacin:

e Ako je A = (-,a], onda je
9 =aer (({go | b€ A} U{{a, 9a)};
e Ako A nema maksimum, onda je

g =def U{ga | a < A}

2.5 Prirodni brojevi

Kazemo da je skup A induktivan ako vazi sledece:
o )€ A;
e Akoa € A, ondaiaU{a} € A.

2.5.1 Zadatak Pokazati da je svojstvo biti induktivan zatvoreno za
presek, tj. da je presek dva induktivna skupa takode induktivan skup.

Primetimo da svaki induktivan skup sadrzi sve numerale, pa mora biti
beskonacan. Na osnovu do sada uvedenih aksioma se ne moze dokazati
egzistencija induktivnog skupa. Posto je teorija skupova sustinski
teorija beskonacnosti, egzistenciju induktivnih skupova postuliramo
slede¢om aksiomom:
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Aksioma 6 (Aksioma beskonaénosti)
31‘0(0 € x9N\ (VZEl € .To)(l’l U {l’l} S l’o))
Prevedeno na govorni jezik, postoji induktivan skup.

2.5.2 Teorema Postoji najmangi induktivan skup (u smislu inklu-
zije).

Dokaz
Neka je A proizvoljan induktivan skup. Po shemi separacije postoji
skup

w=qef {x |z € AANVy(y C AN “y je induktivan” = x € y)}.

Odavde neposredno sledi da je w induktivan skup koji je podskup
svakog induktivnog podskupa skupa A. Neka je sada B ma koji indu-
ktivan skup razlicit od A. Posto je A N B induktivan podskup skupa
A, imamo da je

wCANBCB.
Ovim smo pokazali da je w za inkluziju najmanji induktivan skup.
O

2.5.3 Zadatak Pokazati da za svako = € w vazi = ¢ z.
Uputstvo

Pokazati da je skup X = {z | * € w Az ¢ z} induktivan. O
2.5.4 Zadatak Pokazati da je skup w tranzitivan.
Uputstvo

Pokazati da je skup X = {z | z € w Az C w} induktivan. O

2.5.5 Zadatak Pokazati da je | Jw = w.
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Uputstvo
Iz tranzitivnosti skupa w sledi da je | Jw C w. Sto se tice obratne
inkluzije, ako = € w, onda zbog induktivnosti skupa w mora biti i

rU{z} €w.
Sada je z U{z} CJw iz € U {z}, odakle sledi da z € (Jw. O

2.5.6 Zadatak Pokazati da je svaki element skupa w tranzitivan
skup.

Uputstvo
Pokazati da je skup X = {z | x € wA|Jx C z} induktivan. U tom
cilju iskoristiti teoremu 2.1.14. 0

2.5.7 Zadatak Pokazati da relacija € skupovne pripadnosti na sva-
kom x € w generise strogo dobro uredenje.

Uputstvo
Pokazati da je skup X = {z | x € w A “(x, €) je dobro uredenje” }
induktivan. U

2.5.8 Zadatak Pokazati da je (w, €) strogo dobro uredenje.

Uputstvo

Na osnovu zadataka 2.5.3 i 2.5.4 sledi da je (w, €) strogo parci-
jalno uredenje. Neka je X neprazan podskup skupa w i neka x € X.
Pokazati da je min X = min x. O

€ €

Na osnovu teoreme 2.4.2, sa

e n+0=0;

e n+ (mU{m})=(n+m)J{n+m};

e n-0=0;

o n-(mU{m})=n+(n-m),
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° nmU{m} =n - (nm)

su korektno definisane operacije sabiranja, mnoZenja i stepenovanja
prirodnih brojeva. Umesto m U {m} ¢emo pisati m + 1. Slicnom
tehnikom kao i u prethodnim zadacima (izborom odgovarajuceg in-
duktivnog podskupa skupa w) se pokazuju uobic¢ajena svojstva ovih
operacija.

2.5.9 Definicija Kazemo da je skup A konacan ako postoje n € w i
bijekcija f : A — n. U suprotnom kazemo da je skup A beskonacan.

2.5.10 Zadatak Pokazati da za svako n € w nijedna funkcija
fin+1l—n
nije 1-1.

Uputstvo
Neka je X skup svih prirodnih brojeva za koje tvrdenje vazi i neka
je n € X. Pretpostavimo da postoji 1-1 funkcija

f:n+1)+1—n+1
Neka je f(n+ 1) = a. Ako je a = n, onda je
flin+1l):n+1—n

1-1, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da n € X. Preostaje slucaj
a<n. Akon ¢ f[(n+ 1)+ 1], onda je funkcija

g:(n+1)+1—n+1
definisana sa

n , r=n+1

g(:r)—{ f(l”) ) LE#n—l—l
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I-1,pajeig [ (n+1):n+1— n takode 1-1, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da n € X. Neka je b < n + 1 takvo da je f(b) = n.
Tada je funkcija h: (n + 1) +1 — n + 1 definisana sa

flx) , z#n+1ANx#b
h(xz) = n o, r=n+1
a r=>0b

I-1,pajeih [ (n+1):n+1— n takode 1-1, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da n € X.

Ovim smo pokazali dain+ 1 € X. Kako trivijalno 0 € X, skup
X je induktivan, pa mora biti X = w. 0J

2.6 Klase

Za formulu (svojstvo) jezika teorije skupova (x) kazemo da je
skupovnog tipa ako postoji skup kome pripadaju svi skupovi sa svo-
jstvom @(x). Sheme separacije i zamene nam obezbeduju mnostvo
(beskonacno mnogo) primera takvih svojstava.

2.6.1 Teorema [Russellov paradoks| Formula x ¢ = nije skupo-
unog tipa.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka postoji skup A takav da vazi

reAexér,

tj. x ¢ z je definiciono svojstvo skupa A, pa mora vaziti za svaki skup
x, pa i za skup x = A. No tada dobijamo kontradikciju:

AcAs Ad A
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2.6.2 Posledica Formula x = x nije skupovnog tipa.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka postoji skup V takav da vazi

reVesr=ur
Tada, po shemi separacije, postoji skup A takav da
reAsreVAré¢r.

Medutim, x € V' je uvek tacno jer je ekvivalentno sa x = z, pa imamo
da
reEAsxéa.

Ali ovo je na osnovu prethodne teoreme kontradiktorno, pa polaznu
pretpostavku moramo odbaciti. O

Mada Cantor nije eksplicitno navodio aksiome, analizom njegovih
radova doslo se do zakljucka da su se implicitno podrazumevale ak-
siome ekstenzionalnosti i izbora, kao i shema komprehensije:

Svako svojstvo je skupovnog tipa.

Protivreénost sheme komprehensije je dokazao Russell (teorema 2.6.1)
elegantnom primenom Cantorovog dijagonalnog argumenta. Sheme
zamene 1 separacije su zapravo zdrave (neprotivrec¢ne) instance sheme
komprehensije.

Kao sto smo ranije videli, formule omoguéuju definisanje novih
relacijskih znakova, ili, semanticki gledano, novih relacija. Posebno,
interpretacije unarnih predikata u modelima su podskupovi skupa
nosaca, Sto je posebno znacajno za primene metode unutrasnjih mode-
la u dokazima relativne konsistentnosti. Primera radi, u dokazu rela-
tivne konsistentnosti aksiome izbora i generalisane kontinuum hipoteze
sa sistemom ZF definisa¢emo predikat L(z) : “x je konstruktibilan” i

pokazati da Ce za svaki model M teorije ZF u podmodelu ¢iji je skup
nosa¢ LM pored ZF vaziti i AC i GCH.
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Stoga uvodimo pojam klase kao definabilnog sa parametrima una-
rnog predikata. Ako je K klasa, umesto K(x) pisacemo x € K. Ova
konvencija namece skupovni tretman klasa u smislu da ¢emo umesto
J & K pisati J = K, umesto J A K pisati J N K itd. Takode ¢emo za
klasu K koristiti i oznaku

{z | K(x)}.
2.6.3 Definicija Klasu svih skupova V' definiSemo sa
V =gt {x | x = z}.

Neka je A proizvoljan skup. Tada klasu {x | x € A} ¢ine upravo
svi elementi skupa A, pa je stoga mozemo identifikovati sa skupom
A. Ukoliko formula ¢(x) nije skupovnog tipa, za odgovarajuéu klasu
{z | ()} kazemo da je prava klasa.

2.6.4 Teorema Neka je {z | ¢(x)} neprazna klasa. Tada je
({z | o)} =aet {z | Vylply) = = € y)}

skup.

Dokaz

Neka je skup A takav da vazi ¢(A). Pretpostavimo da skup X
pripada klasi ({z | ¢(x)}. Tada za svaki skup Y takav da vazi ¢(Y)
mora biti i X € Y, odakle sledi da X € A. Znaci da je

(e | w(a)} € A

(ovde smo inkluziju upotrebili u kontekstu klasa), pa je po shemi se-
paracije [{z | ¢(x)} skup. O

2.6.5 Primer Ako sa Ind ozna¢imo klasu svih induktivnih skupova,
onda iz teoreme 2.5.2, aksiome beskonacnosti i prethodne teoreme
neposredno sledi da je

w = ﬂ Ind.
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2.7 Ordinali i kardinali

Tranzitivan skup A je ordinal ako je strogo dobro ureden relacijom
pripadanja €. Ordinale ¢emo beleziti malim grékim slovima a, 3,7, . . .
uz koris¢enje indeksa, a sa Ord ¢emo oznacavati klasu svih ordinala.

S obzirom da relacija pripadanja po definiciji na svakom ordinalu
indukuje strogo dobro uredenje, za svaki ordinal « vazi

a ¢ a.

2.7.1 Primer Prazan skup 0 je ordinal. Takode, za ma koji ordinal
a se sasvim lako pokazuje da je i njegov sledbenik

a+1 =4 aU{a}

ordinal. Skup prirodnih brojeva w je ordinal; isto vazi i za sve njegove
elemente (videti zadatke 2.5.3-2.5.7).

2.7.2 Zadatak Neka je a proizvoljan ordinal. Dokazati da su svi
njegovi elementi takode ordinali.

Uputstvo

Neka je a € a proizvoljno. Posto je a tranzitivan skup, imamo da
je a C a, pa kako je {a, €) strogo dobro uredenje, i par (a, €) takode
mora biti strogo dobro uredenje. U dokazu tranzitivnosti skupa a
iskoristiti tranzitivnost ordinala a. 0

2.7.3 Zadatak Neka su « i § ordinali takvi da je o C (3. Dokazati
dajeili a=gili a € 5.

Uputstvo

Neka je 8\ « neprazan skup i neka je a njegov €-minimum. To
posebno znaci da je a C «, a kako je a C a, mora biti i a = «, tj.
a € f. O

2.7.4 Zadatak Neka su a i § proizvoljni ordinali. Pokazati da je
a C g, ilije B C a.
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Uputstvo

Pretpostavimo da je skup a \ # neprazan. S obzirom da relacija
pripadanja € na svakom ordinalu indukuje dobro uredenje, skup o\
ima €-minimum, recimo a. To posebno znaci da je a € a\ f i da je
a C ( (€-minimalnost skupa a: ako bi za neko = € a bilo z ¢ 3, onda
bi zbog a C a bilo z € a'\ 3, Sto je u suprotnosti sa izborom elementa
a).

Ali tada mora biti i @ = (3, jer bi u suprotnom, na osnovu pretho-
dnog zadatka, vazilo i a € (3, Sto je u suprotnosti sa izborom skupa
a.

O

2.7.5 Zadatak Neka je A proizvoljan skup ¢iji su svi elementi ordi-
nali. Pokazati da je tada i skup | J A ordinal.

Uputstvo

Primetimo da na osnovu zadatka 2.7.2 sledi da su svi elementi
skupa [ J A ordinali, a da iz primera 2.7.3, 2.7.4 sledi da relacija pri-
padanja € indukuje na [J A linearno uredenje. Neka je X neprazan
podskup skupa | J A i neka x € X. Tada postoji ordinal o € A takav
da x € a. Iz tranzitivnosti « sledi da je x C a. Akoje X NzxNa =0,
onda je meinX = 2. U suprotnom je

min X = min(X Nz N a).
€ €

S obzirom da iz teoreme 2.1.14 sledi i tranzitivnost skupa (J A, on
mora biti ordinal. O

2.7.6 Zadatak Neka je A proizvoljan skup. Pokazati da postoji
ordinal « takav da o ¢ A.

Uputstvo

Prvo pokazati da je | J Ord = Ord. Ako bi postojao skup koji sadrzi
sve ordinale, onda bi i klasa svih ordinala Ord po shemi separacije bila
skup. Ali tada bi klasa Ord bila i ordinal, pa bi vazilo Ord € Ord, sto
je u suprotnosti sa definicijom pojma ordinala. 0
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Prethodna razmatranja sumirajmo sledecom teoremom:

2.7.7 Teorema Neka je na klasi Ord svih ordinala definisana bina-
rna relacija < sa
a<feaCp

1 neka je a < B ako a € B, tj. ako a < B i a# (. Tada vazi:
o < je dobro uredenje klase Ord;

o Ako je x proizvoljan skup ¢iji su svi elementi ordinali, onda je
ordinal | Jx <—supremum skupa x u klasi Ord;

e Za svaki ordinal o je ili o = Jo, ili o =Ja + 1;

e Za svaki ordinal o je o < oo+ 1 4 1zmedu o © o+ 1 nema drugih
ordinala,

e Za svaki skup x postoji ordinal o takav da o ¢ x.

O
Iz teoreme 2.3.7 neposredno sledi da je svaki dobro ureden skup izomo-
rfan ta¢no jednom ordinalu. Ordinali zapravo predstavljaju kanonsku
reprezentaciju dobro uredenih skupova.

Ordinal « éemo zvati grani¢nim ordinalom ako je |Jo = a. U
suprotnom je a = |Ja + 1, pa u tom slucaju ordinal « zovemo i
sledbenikom. Na primer, 0 i w su grani¢ni ordinali, a w+1 je sledbenik
ordinal.

2.7.8 Posledica [Transfinitna indukcija] Neka je A podklasa
klase svih ordinala Ord takva da za svaki ordinal o vazi

aCA= acA

Tada je A = Ord.

Dokaz
U suprotnom, klasa Ord \ A bi imala €-minimum «. Medutim,
tada bi bilo a C A, odakle bi sledilo a € A. Kontradikcija. O
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2.7.9 Teorema [Transfinitna rekurzija] Neka F : V — V' defi-
nabilna funkcija na univerzumu V. Tada postoji jedinstvena definabi-
Ina funkcija G : Ord — V takva da za svaki ordinal o vazi

G(a) =F(G | ). (2.2)

Dokaz
Neznatna modifikacija dokaza teoreme 2.4.2. O

Napomenimo da teorema transfinitne rekurzije nije teorema teorije
ZFC vel predstavlja tzv. shema teoremu - za definabilnu funkciju F
na ordinalima recenica

Va(Fif:a+1—V)(f(a) =F(f [ a))

je teorema teorije ZFC. Problem se sastoji u tome sto se metateorijski
predikat “svaka definabilna funkcija na ordinalima” ne moze iskazati
formalnim ZFC sredstvima. Naime, metateorijskim prirodnim broje-
vima u ZFC formalizmu odgovaraju numerali, tj. termovi

0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}},...,

pa je bilo koje kodiranje skupa formula u metateoriji zapravo defini-
sano na numeralima, a predikat “biti numeral” nije predstavljiv unutar
ZFC (u suprotnom ne bi postojali nestandardni modeli aritmetike).

2.7.10 Definicija|Ordinalna aritmetika] Sabiranje, mnozenje i
stepenovanje ordinala formalno definiSemo transfinitnom rekurzijom
na sledec¢i nacin:

e a+0=aq

a+(B+1)=(a+8)+1;

a+ = J a+r, ako je § graniéni ordinal;
veB

e a-0=0;
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e a- (f+1) =qef @+ a (podrazumevamo da - ima veéi prioritet
od +);

e a- = J a7, ako je § grani¢ni ordinal;
yeB

o o' =1;
o ol =0l a =4y (a?) - a;

e o’ = |J o, ako je 3 grani¢ni ordinal.
ves

2.7.11 Zadatak Neka su «, i v proizvoljni ordinali. Pokazati da
vazi:

Loat+(B+7)=(a+pP)+~
2.a-(B-v)=(a-B) -~
3.0+a=aAa-1=1-a=a
4. a-(f+y)=a-f+a-vy

b a<fBe (Iy>0)=a+7y
6. a+fB=a+y=>pF=7

7. <y e Vala+p<a+7)
8. ot = of

9. (v%)7 =77

10. (Vy > D)VaVB(a < B = v~ < ~9).
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Uputstvo Koristiti teoremu transfinitne indukcije. Primera radi, u
dokazu asocijativnosti sabiranja ordinala, za proizvoljne ordinale « i
[ transfinitnom indukcijom treba pokazati da je klasa

A=gt {7 |7€OdAa+ (B4+7) = (a+06)+7}
jednaka klasi Ord. 0

2.7.12 Primer Sabiranje i mnozenje ordinala nisu komutativne op-
eracije. Takode u opstem slucaju (« + (3) - v ne mora biti jednako sa
a -+ [ -~. Pomenute ¢injenice ilustrujmo slede¢im primerima:

o lftw=w<w+1;
e 2. w=w<w-2=w+uw;

e (I1+l) w=w<lw+l w=w+w.

Navedimo nekoliko vaznih konstrukcija transfinitnom rekurzijom:

2.7.13 Primer Neka su a¢ , £ € v proizvoljni ordinali. Ordinal
> ag definiSemo rekurzijom po v na slededéi nacin:

g€y
[ J ZOz5:0
£e0
° Z 04522045—1-045
§ep+1 §ep

e > ar=|J D ag, ako je § granicni ordinal.
gep nepgen
2.7.14 Kanonska bijekcija I' Transfinitnom rekurzijom definiSe-
mo kanonsko preslikavanje I' klase svih parova ordinala u klasu svih
ordinala Ord na slede¢i nacin:

S>E+E+) +a  , a<p

_ ¢ep
[(a. ) = S(E+E+T) +a+p , a=p>0.

(ea
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Pokazimo da je I' bijekcija. Prvo ¢emo pokazati surjektivnost. U
tom cilju uo¢imo proizvoljan ordinal a. Kako je

a< DY E+E+1=0 (+E+ D) +ata+tl,
(<a+1 (<a

to postoji najmanji ordinal m, takav da je a < > &+ &+ 1. Mi-
E<mg
nimalnost automatski povlac¢i da je m, sledbenik ordinal, jer bi u

suprotnom bilo
o> etre+1B<m =) e+e+1,
§<,3 €<mo¢

Sto je u suprotnosti sa izborom ordinala m,. Dakle,

ma:Uma + 1,

odakle sledi da je
Yooeteti<a<( Y +e+1) + Uma +(Jma +1

€<U Mo £<U M

Sada ili postoji # < m, takodajea = ( Y. &4+&+1)+7, ili postoji
£<Uma
v<mgytakodavazia=( >, &+&+1) + Uma +v. U prvom
E<Uma
slucaju je o = T'(5,Jma), a u drugom slucaju je a = I'(|J ma, 7).

Prelazimo na dokaz injektivnosti. Prvo, primetimo da je neposre-
dna posledica definicije I' ¢injenica da iz m<ax{oz,5} < mgx{a’,ﬁ’}
sledi da je I'(ar, §) < T'(a/, #'). Dalje, za a,ﬁ\< ~ imamo da\je

Dla,7) = ¢+6+D)+a< (D _E+E+1)+7+8=T(7,0).
<y <y
Neka je o < 8 < «. Tada je
Da,y) = E+E+D)+a< (D +E+1)+8=T(8,7),

<y <y
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kao i

D7) = _¢+é+)+a< (D _E+E+1)+8=T(87),

£<y <y
odakle zajedno sa prethodnim sledi injektivnost I'.

Definisanu klasa-funkciju I' : Ord x Ord — Ord zovemo i kano-
nskom bijekcijom. Odgovarajuce dobro uredenje koje I' indukuje na
Ord x Ord shematski prikazujemo na sledeéi nacin:

ORD

J

¥\
d

O

ORD

2.1: Kanonska bijekcija

2.7.15 Definicija[Nizovi] Neka je 6 > 0 proizvoljan grani¢ni ordi-
nal. d—niz je ma koja funkcija a sa domenom 4.
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Nizove ¢emo uglavnom oznacavati sa (ae | £ < 6), pri ¢emu po-
drazumevamo da je a¢ = a(§). Posebno, za niz ordinala

{ag | £ <6)
kazemo da je neprekidan ako za svaki grani¢ni ordinal § < ¢ vazi
Qg = U Q.
£<B

2.7.16 Teorema[Cantor, Bernstein| Neka su A i B skupovi i
neka su funkcije f : A— B ig: B — A 1-1. Tada postoji bijekcija
h:A— B.

Dokaz
Teorema trivijalno vazi ukoliko je jedna od funkcija f i g bijekcija,
te stoga predpostavimo da ni jedna od njih nije surjekcija. Nizove

(An | n<w)i(B,|n<w)
definisimo rekurzivno na slede¢i nacin:
e Ay = A,
o By =g[B];
o Ani = glf[An]];
® By =glf[Bll.

Iz konstrukcije nizova (A, | n < w) i (B, | n < w) neposredno sledi
da je

An+1 g Bn g Ana
kaoidaje (go f) | A, : A, — A,y bijekcija.

Definisimo funkciju F': A — By na slede¢i nacin:

T , inace

Fz) = { g(f(x)) , postojin <w tako daz € A, \ B, '
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2.2: Cantor-Bernsteinova teorema

Funkcija F' je oc¢igledno bijekcija, pa je trazena bijekcija h: A — B
korektno definisana sa h = g~ o F.
O

Za dva skupa kazemo da imaju isti kardinalni broj ukoliko postoji
bijekcija izmedu njih. Posebno, za ordinal o kazemo da je kardinal
ukoliko za svako £ < « ni jedna funkcija f : @« — & nije 1-1. ViSe reci
o kardinalima ¢e biti u poglavlju o elementarnoj kardinalnoj aritmetici.

2.8 Aksioma izbora

Neka je A proizvoljan skup. Funkcija f: P(A) — A je funkcija
1zbora skupa A ako za svaki neprazan podskup X skupa A vazi

f(X) e X.

2.8.1 Zadatak Neka je (A, <4) dobro uredenje. Pokazati da tada
skup A ima funkciju izbora.

Uputstvo
Iskoristiti ¢injenicu da svaki neprazan podskup skupa A ima mini-
mum u uredenju < 4. OJ
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2.8.2 Zadatak Neka je A neprazan skup, « ordinal i neka je f :
A — « bijekcija. Pokazati da se skup A moze dobro urediti.

Uputstvo
Pokazati da je sa © <4 y Sqer [(z) < f(y) korektno definisano
dobro uredenje skupa A. 0

2.8.3 Teorema [Hartogs] Za svaki skup A postoji najmangi ordinal
04 takav da ni jedna funkcija f :0x — A nije 1-1.

Dokaz
Ako je skup A konacan, onda iz zadatka 2.5.10 sledi da je

o4 =n+1,

pri cemu je n jedinstveni prirodan broj za koji postoji bijekcija f :
A — n. Pretpostavimo stoga da je skup A beskonacan.

Skup H definisimo na slede¢i nacin: h € H ako i samo ako postoje
skup X C A i binarna relacija R na skupu X takvi da je (X, R) dobro
uredenje i da je

h = (X, R).
Korektnost definicije je neposredna posledica sheme separacije. Za
svaki element h = (X, R) skupa H neka je «a; jedinstveni ordinal

takav da je h = ap, tj. (X, R) = (as,<). Na osnovu sheme zamene
postoji skup
0= {Oéh ’ h € H}

Sa 04 oznac¢imo njegov supremum u Ord. Primetimo da iz beskona-
¢nosti skupa A sledi da je 04 > w. Da bismo pokazali da je 04 trazeni
ordinal, dovoljno je pokazati da o4 ¢ O.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoje X C A i bijekcija

fro4— X.
Posto je 04 > w, sa
0 , T =04
glx)y=<¢ xz+1 , r<w

x , w< T <oy
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je korektno definisana bijekcija g : 04 +1 — 04. Tada je
fogioa+1—X

takode bijekcija, odakle sledi da 04 + 1 € O, sto je u suprotnosti sa
izborom ordinala o0 4. O

Ordinal 04 zovemo i Hartogsovim brojem skupa A. U sledeé¢im
zadacima su navedene neke osobine Hartogsovog broja.

2.8.4 Zadatak Neka je A beskonacan skup i neka je o4 njegov
Hartogs-ov broj. Pokazati da je 04 granicni ordinal.

Uputstvo

Uz simboliku iz teoreme 2.8.3, ako je o4 = a4+ 1, onda a € O i
a > w. Sada se kontradikcija dobija konstruisanjem bijekcije izmedu
aiog=a+1 (videti dokaz ¢injenice da o4 ¢ O). O

2.8.5 Zadatak Neka je o4 Hartogsov broj beskonacnog skupa A.
Pokazati da za svaki ordinal o < 04 ni jedna funkcija f : 04 — «
nije bijekcija.

Uputstvo
Pretpostaviti da za neko a < 04 postoji bijekcija f : 04 — «.
Iskoristiti da o € O u dokazu kontradikcije: 04 € O. O

2.8.6 Teorema Pretpostavimo da skup A ima funkciju izbora. Tada
se skup A moze dobro urediti.

Dokaz
Neka su f : P(A) — A i 04 redom funkcija izbora i Hartogsov
broj skupa A. Rekurzijom po o4 definiSimo funkciju

g:o4 — AU{A}

na sledeéi naéin:

g<a>_{f<A\{g<s>|s<a}> S AN{g(©) | €< a} #£0
A S A\{g(©) | E<a}=0 "
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Ako bi za svako a < A bilo g(«) # A, onda bi funkcija g bila 1-1, to je
po teoremi 2.8.3 nemoguce. Otuda postoji najmanji ordinal ay < o4
takav da je g(as) = A. Sada je g | aa : ay — A bijekcija, odakle
sledi da se skup A moze dobro urediti (videti zadatak 2.8.2).

U

2.8.7 Posledica Skup A se mozZe dobro urediti ako i samo ako ima
funckiju izbora.

Dokaz
Direktna posledica prethodne teoreme i zadatka 2.8.1. U

2.8.8 Definicija Neka je (A, <4) parcijalno uredenje. Za skup X C
A kazemo da je lanac ako je uredenje (X, <4) linearno.

2.8.9 Teorema [Hausdorff]

Pretpostavimo da neprazan skup A ima funkciju izbora. Tada za
proizvoljnu relaciju poretka <4 na skupu A 1 proizvoljan lanac X u
parcijalnom uredenju (A, <a) postoji maksimalni lanac M u (A, <4)
takav da je X C M.

Dokaz

Neka je f : P(A) — A funkcija izbora i neka je 04 Hartogsov broj
skupa A. Dalje, neka je <4 proizvoljna relacija poretka na skupu A i
neka je X lanac u (A, <4) koji nije maksimalan. Za proizvoljan lanac
Y neka je

HY)={z |z € A\Y A “Y U{z} je lanac u (A, <4)"}.

Primetimo da je Y maksimalan lanac ako i samo ako je H(Y) = 0.
Rekurzivno definisimo funkciju ¢g : 04 — AU {A} na sledeéi nacin:

fHX)) a=0
g(a) = f(H(XAUg[Oé]) , a>0AH(X Ugla]) £0 ,

pri ¢emu je gla] = {g(§) | £ < a}. Ako bi za svako a < 04 bilo
g(a) # A, onda bi funkcija G bila 1-1, $to je prema teoremi 2.8.3
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nemoguce. Odavde sledi da postoji najmanji ordinal ay < 04 takav
da je g(as) = A. Sada je

M =gt X U{g(§) | £ < aa}

trazeni maksimalni lanac. O

2.8.10 Teorema [Zorn] Pretpostavimo da skup A ima funkciju izb-
ora i neka je <y relacija poretka na skupu A takva da svaki lanac u
(A, <4) ima majorantu. Tada uredenje (A, <a) ima maksimalni ele-
ment.

Dokaz
Neznatna modifikacija dokaza prethodne teoreme. ([l

2.8.11 Teorema Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. Aksioma izbora Svaki skup ima funkciju izbora;

2. Hausdorffov stav maksimalnosti Svaki lanac u proizvoljnom
parcijalnom uredenju se moze produziti do maksimalnog lanca;

3. Zornova lema Ako u nekom uredenju svaki lanac ima majo-
rantu, onda to uredenje ima maksimalan element;

4. Zermelova teorema Svaki skup se moZe dobro urediti.

Dokaz

Veé¢ smo pokazali da je 1 & 4, kaoida 1= 21i1= 3. Ostaje da
pokazemo da 2 = 3 ida 3 = 4.

2=3 Neka je (A, <4) parcijalno uredenje u kojem svaki lanac ima
majorantu. Iz 2 sledi da postoji maksimalan lanac M u

(A, <a).

No tada je njegova majoranta ocigledno i maksimalni element datog
uredenja.
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3=4 Neka je A proizvoljan neprazan skup (prazan skup se trivi-
jalno moze dobro urediti). Skup W definisimo kao skup svih parova
(X, R) takvih da je X C Aidaje R C X x X dobro uredenje skupa
X. Na skupu W definisimo binarnu relaciju <y na sledeéi nacin:

<X, R> <w <X/,R/> = def X C X'AR - R

Ocigledno je <y relacija poretka na skupu W. Dalje, sasvim lako
se proverava da je za proizvoljan lanac M sa (| Jdom(M),|Jrng(M))
korektno definisana njegova majoranta u (W, <y). Na osnovu 4 sledi
da (W, <w) ima maksimalan element, recimo (X, R). Preostaje da
pokazemo da je X = A. Pretpostavimo suprotno: neka a € A\ X.
Tada je

<X7 R) <w <X U {CL},RU (X X {a})>7

sto je u suprotnosti sa maksimalnoséu (X, R). O
Aksioma 7 (Aksioma izbora)

Vao(3f : P(xg) — x0)(Vay € P(xg))(x1 # 0= f(21) € 21).
Prevedeno na govorni jezik, svaki skup ima funkciju izbora.

Brojni su ekvivalenti i posledice aksiome izbora koji se javljaju u
raznim matematickim disciplinama. U funkcionalnoj analizi imamo
Hahn-Banachovu teoremu, u topologiji teoremu Tihonova o proizvo-
du, u teoriji modela gornju i donju Skolemovu teoremu itd. Posebno
su interesantne posledice aksiome izbora u teoriji mere, kao $to su
egzistencija Lebesgue-nemerljivih skupova i tzv. paradoksalna deko-
mpozicija, tj. Banach-Tarski teorema o razlozivoj ekvivalentnosti ma
koje dve otvorene kugle u euklidskom prostoru R3.

2.8.12 Definicija Neka je f : I — X proizvoljna funkcija i neka
za svako i € I vazi X; = f(i). Tada:

o U Xi=aet USI];

i€l
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o [[Xi=aes {g:1— U;c; Xi | (Viel)g(i)e X}
i€l
Posebno, projekcije w; : [[ Xi — X definisemo sa 7;(g) = g(j).

el

U vezi sa prethodnom definicijom, skup [] X; zovemo i proizvodom
familije skupova {X; | i € I'}. Kako je I sifép, po shemi zamene je i
{X; | i € I'} takode skup.

2.8.13 Zadatak Pokazati da su slededi iskazi ekvivalentni:

1. Aksioma izbora;

2. Proizvod neprazne familije nepraznih skupova je neprazan;

3. Za svaku familiju nepraznih skupova H postoji skup S koji sa
svakim skupom iz H ima tacno jedan zajednicki element.

2.9 Dobro zasnovane relacije

Neka je E definabilna binarna relacija (moze biti i prava klasa). Kaze-
mo da je relacija E:

e Skupovnog tipa, ako svaki skup a formula = E a je skupovnog tipa;

e Dobro zasnvoana (WF), ako ne postoji beskona¢na E regresija,
tj. ne postoji niz skupova (z,, | n € w) takav da za svako n € w
vazi

Tn+1 EZy.

2.9.1 Teorema[WF indukcija] Neka je A neprazna klasa i neka
je E dobro zasnovana relacija skupovnog tipa na klasi A. Dalje, neka
je klasa B podklasa klase A takva da za svako x € A vazi

Vy(yEx = y € B) = = €B. (2.3)

Tada je B = A.
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Dokaz

Pretpostavimo da klasa B nije jednaka klasi A. Tada iz dobre za-
snovanosti relacije E na klasi A sledi da klasa A \ B ima E-minimalni
element, recimo a. No odavde sledi da (2.3) vazi u slucéaju = = a, Sto
je u kontradikciji sa izborom skupa a. 0

2.9.2 Teorema [WF rekurzija] Neka je A neprazna klasa, E na
njoj dobro zasnovana relacija skupovnog tipa i neka je f : V. — V
proizvolyna definabilna funkcija. Tada postoji jedinstvena funkcija g :
A — V takva da za svaki skup a € A vazi

g9(a) = flg [ {z € A zEa}).

Dokaz
Neznatna modifikacija dokaza teoreme 2.4.2. U

2.9.3 Definicija Skup A je dobro zasnovan ako je na njemu relacija
pripadanja € dobro zasnovana.

2.9.4 Zadatak Dokazati:
1. Prazan skup je dobro zasnovan;

2. Ako je skup A dobro zasnovan, onda je i skup P(A) dobro za-
snovan;

3. Ako su svi elementi skupa A dobro zasnovani, onda su i skupovi
A iJ A takode dobro zasnovani.

Sa WF ¢emo takode oznacavati i klasu svih dobro zasnovanih
skupova. Pokazimo da dobro zasnovani skupovi ¢ine kumulativnu hi-
jerarhiju, tj. da se klasa WF moze konstruisati polazeé¢i od praznog
skupa koris¢enjem operacija partitivnog skupa i unije. U tom cilju
prvo rekurzijom po Ord definisimo skupove V,, na sledeé¢i nacin:

o V5 =0;
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o Vor1 = P<Va);

e V, = |J V3, uslucaju grani¢nog ordinala c.
[B<a

Na osnovu zadatka 2.9.4 sledi da je svaki od skupova V, dobro za-
snovan, kao i da su svi elementi skupa V,, takode dobro zasnovani. S
obzirom da operacije partitivnog skupa i unije ¢uvaju tranzitivnost i
da je prazan skup tranzitivan, svaki od skupova V, je i tranzitivan
iiz a < B sledi da je V,, € Vg iV, C V. Ostaje da pokazemo da
je svaki dobro zasnovan skup sadrzan u nekom od skupova V. Ovo
pokazujemo €-indukcijom po WEF.

Neka je A klasa svih dobro zasnovanih skupova koji su sadrzani u
nekom V. Uoc¢imo proizvoljan dobro zasnovan skup A C A. Tada
za svako a € A postoji ordinal «, takav da a € V,,. Neka je ay
supremum u Ord skupa {«, | a € A}. Sada je A C V,,,, odakle sledi
da A € V,,4+1. Na osnovu teoreme 2.9.1 sledi da su klase A i WF
jednake.

Aksioma 8 (Aksioma regularnosti)
Vl’o(l’o 7é 0= (35(71 € {L‘())(ZL'I Nxg = 0))

Prevedeno na govorni jezik, svaki skup ima €-minimalni element, t;.
svaki skup je dobro zasnovan.

2.9.5 Teorema Neka je A proizvoljan skup. Tada postoji najmangi
tranzitivan nadskup skupa A.

Dokaz

Na osnovu aksiome regularnosti postoji ordinal o takav da A € V,,
pa je klasa K svih tranzitivnih nadskupova skupa A neprazna. Sada je
trazeni skup upravo (K. O

Jedinstveni najmanji tranzitivni nadskup skupa A zovemo i tranzi-
tivnim zatvorenjem skupa A i oznacavamo ga sa tc(A).
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2.9.6 Zadatak Dokazati da je za svaki skup A,

te(A) = | A,

new
pri cemu je Ag = Ai A, =JA.

2.9.7 Zadatak Koristeci aksiomu regularnosti dokazati slede¢a tvr-
denja:

1. Neka je A tranzitivan skup linearno ureden relacijom pripadanja.
Tada je skup A ordinal;

2. Svaki neprazan tranzitivan skup sadrzi prazan skup;

3. Ne postoji skup A takav da vazi A € A.

2.9.8 Zadatak Koristec¢i e-indukciju pokazati sledece tvrdenje:
Neka su A i B tranzitivne klase i neka je f : A — B bijekcija takva da
za svako A, B € A vazi

Ae B« f(A) = f(B).
Tada je f = id,.

2.9.9 Definicija Rang skupa A, u oznaci rank(A), je najmanji ordi-
nal o takav da A € V.

2.9.10 Zadatak Neka su A i B proizvoljni skupovi. Dokazati da iz
A € B sledi da je rank(A) < rank(B).

Za binarnu relaciju E kazemo da je ekstenzionalna na nepraznoj
klasi A ako za svako a,b € A vazi:

o {r|zEa} C A;

e Vz(xrEa < xEb) = a=0b.
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2.9.11 Teorema [Mostowski kolaps]

Neka je A neprazna klasa i neka je E ekstenzionalna, dobro za-
snovana relacija skupovnog tipa na klasi A. Tada postoji jedinstvena
tranzitivna klasa M 1 jedinstvena bijekcija f : A — M takva da za svako
a,b € A vazi

aEb< f(a) € f(b). (2.4)

Dokaz
Na osnovu teoreme 2.9.2 postoji jedinstvena funckija f sa dome-
nom A takva da za svako a € A vazi

fla) ={f(z) | Ea}. (2.5)

Neka je
M=qet {f(a) | a € A}.

Primetimo da je neposredna posledica (2.5) ¢injenica da je klasa M
tranzitivna, kao i da iz aEb sledi da f(a) € f(b). Takode primetimo
da iz same definicije klase M neposredno sledi surjektivnost funkcije
f. Ako pokazemo da je f 1-1, onda ¢e iz (2.5) slediti i preostala
implikacija u (2.4).

E-indukcijom po A pokazimo da je f 1-1. U tom cilju, neka su
skupovi a, b € A takvi da je restrikcija funkcije f na skup

{z | zEa}U{z | zEb}

1-1. Pretpostavimo da je f(a) = f(b) i neka je skup x takav da zEa.
Tada f(x) € f(a), odakle zbog f(a) = f(b) sledi da postoji skup y
takav da yEb i f(x) = f(y). No sada po induktivnoj hipotezi mora
biti i x = y, odakle sledi da xEb. Kako se na isti nac¢in pokazuje da
iz yEb sledi da y E a, na osnovu ekstenzionalnosti relacije E mora biti
ia=0.

Ovim smo pokazali da je f 1-1, a time i teoremu u potpunosti. []
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3

Kombinatorna teorija
skupova

3.1 Kardinali

Aksioma izbora obezbeduje da se svaki skup moze dobro urediti. Po-
sebno, kazemo da je skup x dobro ureden ordinalom « ako postoji
bijekcija f : @ — .

3.1.1 Definicija Neka je x proizvoljan skup. Kardinalni broj skupa
x, uoznaci |x|, je najmanji ordinal kojim se skup x moze dobro urediti.
Posebno, ordinal « je kardinal ako je @ = |a].

3.1.2 Primer Svi elementi skupa w su kardinali. Primetimo da je w
takode kardinal, ali w + 1 nije, jer je |w + 1| = w. Jedna od moguéih
bijekcija izmedu ova dva ordinala je definisana sa

¢ f(w)=0;
o f(n)=n+1necw.

Slicnom argumentacijom se pokazuje da za bilo koji beskonacan ordi-
nal a vazi |a+ 1| = |a/.

153
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3.1.3 Teorema [Cantor| Za svaki skup x je |x| < |P(z)|.

Dokaz
Neka je x proizvoljan skup. S jedne strane, funkcija

f: X — P(x)

definisana sa
f(x) = {x}
je 1-1, pa je |z| < [P(z)].
Ostaje da pokazemo da je |z| # |P(z)|. U suprotnom, postojala bi
bijekcija g : © — P(x). Tada po Shemi separacije postoji skup

a={yer|yd¢gly}

Posto je g “na”, postoji y € z tako da je a = g(y). Sada dobijamo
kontradikciju y € a < y ¢ a.
[l

Kardinal « je konacan ukoliko je a < w, a u suprotnom je besko-
nacan. Beskonacne kardinale ¢emo beleziti malim grékim slovima k,
A, 1, uz koriséenje indeksa, a klasu svih kardinala ¢emo oznacavati
sa Card. Neposredna posledica prethodne teoreme je ¢injenica da je
Card prava klasa. Cantorova teorema, zajedno sa dobrom uredenoséu
ordinala nam obezbeduje sledece:

Za svaki kardinal k postogi najmangi kardinal veéi od njega, u oznact
K.

3.1.4 Definicija Za kardinal x kazemo da je sledbenik ako postoji
kardinal A tako da je K = AT. U suprotnom za x kazemo da je granicni
kardinal.

Sve beskonac¢ne kardinale redamo po veli¢ini u transfinitni niz alefa
na sledec¢i nacin:
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o Ny =wy=uw;
o Na—i—l = Wa+1 = N;ra

o X, =w, = |J Ng, uslucaju grani¢nog ordnala f3.
Bea

Dvostruke oznake za iste skupove (R, i ws) smo uveli zbog razlike
u ordinalnoj i kardinalnoj aritmetici. Kad budemo koristili oznaku
N, podrazumeva¢emo kardinalnu aritmetiku, a kad budemo koristili
oznaku w, podrazumeva¢emo ordinalnu aritmetiku.

3.1.5 Primer Ako je «a proizvoljan ordinal, onda je N, sledbenik
kardinal. U slucaju kada je o grani¢éni ordinal, R, je grani¢ni kardinal.

3.1.6 Definicija [Kofinalnost] Neka je (z,<,) parcijalno ureden
skup. Kazemo da je skup a C z kofinalan u (x,<,) ako za svaki
element y skupa x postoji element b skupa a takav da

y <, b
Pod kofinalnoséu parcijalnog uredenja (x, <), u oznaci
cf (x, <,),

podrazumevamo najmanji kardinal medu kardinalima kofinalnih sku-
pova u x.

U slucaju beskonac¢nih kardinala umesto cf (k, <) pisa¢emo samo
cf k. Iz definicije neposredno sledi da za svaki beskonaéni kardinal x
vazi:

o cfcfk =cfk;
o w<clk <k.

3.1.7 Definicija Za beskona¢ni kardinal x kazemo da je regularan
ako je cf kK = k. U suprotnom je k singularan kardinal.
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3.1.8 Primer Pokazimo da za svaki ordinal « vazi
a <N, (3.1)

Neka je A klasa svih ordinala za koje vazi (3.1) i neka je ordinal «
takav da je « C A. Tada za svako < a vazi 3 < Ng, §to zajedno sa
UB<ai U RNg <R, povlaci (3.1).

B<a B<a
No ovo upravo znac¢i da posmatrani ordinal « pripada klasi A,

odakle na osnovu teoreme transfinitne indukcije zakljucujemo da klase
A i Ord moraju biti jednake.

3.1.9 Primer [Fiksne tacke niza alefa] Beskonacni kardinal
zovemo i fiksnom tackom niza alefa ukoliko je

K= N,.

Pokazimo da niz alefa ima proizvoljno velike fiksne tacke, odnosno da
za svaki ordinal « postoji kardinal xk > « takav da vazi

N, < N, =&k.

Neka je « proizvoljan ordinal. Definisimo niz kardinala (k, | n € w)
indukcijom po w na slede¢i nacin:

o ho =Ny
® Apt1 = Nnn'
Dalje, neka je k = |J ky. Iz konstrukcije kardinala x neposredno sledi

n<w
da je a < N, < k kao i da vazi

k= =R =N w, =R

n<w
n<w n<w

3.1.10 Definicija [Kardinalna aritmetika] Neka su x i A proi-
zvoljni kardinali. Kardinale k + A, - A i k" definiS$emo na sledeéi
nacin:
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o k+A=|(kx {kK})UNx{A};
o K- A= |k XA\
° /ﬁAI‘A/ﬂ-

3.1.11 Primer Lako se proverava da se na konacnim kardinalima
(podsetimo da su to upravo svi ordinali manji od w) kardinalna i ordi-
nalna aritmetika poklapaju. No na beskona¢nim kardinalima se kar-
dinalna i ordinalna aritmetika drasti¢no razlikuju. Recimo, u smislu
ordinalnog stepenovanja je

2 =J2"=uw,

n<w

dok je u smislu kardinalnog stepenovanja 2% > X, (neposredna posle-
dica Cantorove teoreme).

3.1.12 Teorema Neka je a proizvoljan ordinal. Tada je

Dokaz
Neka je I' : Ord x Ord — Ord kanonska bijekcija. Uoc¢imo klasu
A svih ordinala « takvih da je

[Mwa X wa| = wa-

Dovoljno je pokazati da su klase A i Ord jednake. Neka je « C A. Na
osnovu konstrukcije I' neposredno sledi da je

Wa C TNwa X Wy
Pretpostavimo da postoje ordinali £, < w, takvi da je

wo = T'(€,n).
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Neka je v maksimum od & i 7. Tada je
7] < Ra,

pa postoji ordinal § < « takav da je

7] = Ng.

No tada je |y x 7| = Rg, pa zbog w, C I'[y X 7], mora biti Rz > X,.
Kontradikcija.

Dakle, a € A, pa su na osnovu teoreme transfinitne indukcije klase
A i Ord jednake. 0

3.1.13 Posledica Neka su k @ \ proizvoljni kardinali, s ttm da je bar
jedan od njih beskonacan. Tada je

K+ A=k -A=max{k,\}.

Dokaz
Neka je A < k. Posto je k beskonacan kardinal, vazi

Kk<K+AL<K+K<S K K=R,
odakle sledi tvrdenje. O

3.1.14 Primer S obzirom na idempotentnost beskonac¢nih kardinala,
za svaki ordinal o imamo da je N,,; regularan kardinal. Ako je «
granicni ordinal, onda N, ne mora biti regularan kardinal. Primera
radi,

cf N, =w < N,

tj. N, je singularan kardinal kofinalnosti w. Posebno, ako je k regu-
laran kardinal i ako je a ordinal vedi ili jednak x, onda je N, singu-
laran kardinal kofinalnosti .

3.1.15 Definicija Za proizvoljne skupove X i I i proizvoljne kardi-
nale k i1 k;, © € I definiSemo sledece skupove i kardinale:
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o [X]F =qet {# C X | |2] = K};
o [X]°" =qer {7 C X | |2| < K};

o > ki =der | U (mi x {i})];

el el
. 11“2‘ =det {f 11— Uier ki | (Vi € I)f(i) € Ki}l.

3.1.16 Primer Konstrukcijom odgovarajucih bijekcija lako se pro-
verava da vazi:

1. Neka je f: I — I bijekcija. Tada :

® > K= K

el el
o [[ri=1IIrsw;
el el

2. Neka je A;, j € J particija skupa /. Tada je

[Tri= 11 II ws

i€l JET €A,

2 A

3. [ KM = kier Z
il

4. Neka je k; > 1, 1 € 1. Tada je

Sk < I ki

iel i€l
5. Za svaki beskonacan kardinal k je 2" = k";
6. Neka je k > A\ ineka je k > w. Tada je k* = |[5]}] ;

7. Neka je k; >0, ¢ € [ i neka je Kk =supk; = |J ;. Tada :
el iel

o S w =l -k

el
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o [[ri=rll
i€l

3.1.17 Definicija [Jako grani¢ni kardinali] Za kardinal x kazemo
da je jako gramicéni (strong limit) ako za svako A < k vazi 2* < k.

3.1.18 Definicija [Bethi] Bethi se rekurzivno definisu na sledeéi
nacin:

® Jy =Ny,
o Joi1 = 27 (u smislu kardinalnog stepenovanja,);
e 1, = U 3, u slucéaju granicnog ordinala .

BEa

Za svaki granic¢ni ordinal « kardinal 3, je jako grani¢ni. Iz defini-
cije neposredno sledi da je

ja — |Vw+o¢|-

Posebno, kardinal

¢ =dof 1 = |P(w)]

zovemo 1 kontinuumom .

Kontinuum hipoteza (CH):

jlle-

Generalisana kontinuum hipoteza (GCH):
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3.1.19 Teorema [Konigova lema] Neka je k; < X\; , i € I. Tada

je
Z/{i < H)\Z .
icl iel
Dokaz
Nekaje A= Niinekaje P={f: 1T — X|(Viel)f(i)e N}

iel
Uocimo proizvoljnu funkciju F : (J,c;(k; x {i}) — P. Dovoljno je
pokazati da F' nije “na’”.
Za svako 1 € I neka je I = m; o F'. Kako za svako 1 € I vazi
ki < N\, to za svako ¢ € I postoji a; € A; \ Fi[k; x {i}] . Lako se
proverava da funkcija (a; | ¢ € I) ne pripada rng(F). O

Navedimo neke posledice Konigove leme:

1. Va(|z| < |P(2)])
Kako je 1 < 2, po Konigovoj lemi sledi da je

| =) 1< [[2=2"=|P@) .

1ET 1ET

2. Va(cf 2% > R,)

Neka je k; , i € N, niz kardinala manjih od 2%, Tada je

> i< [J 2% = @)t =2,

icl icl
odakle sledi da je cf 2% > N,
3. VavB(cf Ra® > Ry):

4. Va(RePe > R,).
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3.2 Kontinuum funkcija

3.2.1 Definicija Pod kontinuum funkcijom podrazumevamo funkci-

ju
R, — 2N,
Ordinalnu funkciju f : Ord — Ord takvu da za svaki ordinal « vazi
2% =Rt f(a)

zovemo i kontinuum odstupanjem.

Konvencija Ukoliko se ne kaze drugacije, za aritmeticke operacije
koje se eventulano javljaju u indeksu nekog alefa ili beta podrazume-
vamo da su ordinalne.

Cantorova teorema i Konigova lema namecu sledec¢a ogranicenja za
kontinuum funkciju:

o K< A=28gL2

o cf 2N > N,

Za beskonacan kardinal A i proizvoljan kardinal x neka je

<A
K —def U Ii“ .

pn<A
3.2.2 Lema Neka je k > Xy. Tada je
of — (2<H)Cfﬁ).
Dokaz

Kako je 2% > 2<% to je 2% = (2%)f" > (2<F)f® . Ostaje da
pokazemo obratnu nejednakost. Neka je k = > k;, k; < k. Tada
iecf k
je
or — QZiech Ki H Ofi < H 2</§ — (2<H>Cf}i.

i€cf k i€cf Kk
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3.2.3 Teorema [Bukovsky, Hechler]| Neka je k > cf k i neka je
kontinuum funkcija skoro konstantna na k, tj. neka postoji kardinal
Ao < K (Ao = cf k) takav da za svaki kardinal \g < X < k vazi 2 = 2%,
Tada je 25 = 2<",

Dokaz
S jedne strane,

25 = Y A= ) 2=V
A SA<LK Ao SA<K

S druge strane, neka je (k, | @ < cf k) rastuéi niz kardinala manjih od
k takav da je k = > k,. Tada je

aEcf k

K= Z Ko < Z Qe = Z 2N — of g . 200 = 2%

aEcf k aécf k aEcf k
Dakle, 2<% = 2% Sada je
2/4 — <2</~£)cf/@ — 2)\0-ch — 2)\0 — 2<I€ )

O

Primetimo da je zbog monotonosti kontinuum funkcije uslov skoro
konstantnosti ekvivalentan konstantnosti kontinuum funkcije na proi-
zvoljnom kofinalnom skupu u .

3.2.4 Posledica Pretpostavimo da je kontinuum odstupanje konsta-
ntno, tj. da postoji ordinal B takav da za svaki ordinal o vazi

2Na - Na+ﬂ.
Tada B € w.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka je § > w. Posto je 6+ 3 > [,
postoji
o = min{y | v+ 8 > 8.
Iz izbora ordinala a neposredno sledi:
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e Ordinal « je grani¢ni;
e w<a<f
e Za svaki ordinal £ < av vazi £ + 3 = [3;
o cfN,., =cfa.
Sada za svaki ordinal £ < « vazi

Mets = Ryperp = Rayg = 27,

odakle sledi da je kontinuum funkcija skoro konstantna na N,.,. Na
osnovu Bukovsky—-Hechler teoreme imamo da je

Na+a J— <No¢+a J— No¢
2 =2 = 2"

Medutim, kako je a4+ 3 > (3 to je
2Na+a — NCVJraJrB > NOHr,@ — 2Na.
Kontradikcija. Dakle, mora biti 7 € w. O

3.2.5 Lema Neka je Ng < cfR, . Tada je

Ro’ =) N7
yeo
Dokaz
Kako je Rg < cf X,, to je svaka funkcija f : g — R, ogranicena,
tj. postoji v € a tako da je f[Ng] C R, . Samim tim, Ny < > Niﬁ.
YEQ
Kako obratna nejednakost trivijalno vazi, imamo tvrdenje.

U
3.2.6 Posledica [Hausdorffova formula] Za proizvoljne ordinale
a i (B vazi
X X
Nail — Naﬁ . Na+1.
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Dokaz

165

Treba pokazati da je Na+1 < <N Not1 - Ako je R, < Ng, onda je

Rg Ng R

Ako je N 41 > N3, onda je po prethodnoj lemi

Nﬂ NB
a+1_ E Ny “Not1.

yEa+1

3.2.7 Lema Neka je k granicni kardinal i neka je A

# = (sup

p<kK

A)cfm.

Dokaz

U

> cf k. Tada je

Neka je (k; | i € cf k) rastudi niz kardinala manjih od  takav da

je k= > k;. Tada je

i€cf Kk

< Y < [ &< [ swpr? = (sup )

i€cf k i€cf Kk i€cf Kk

S druge strane,

O

3.2.8 Teorema [Rekurzivno izracunavanje Nzﬁ | Neka je (5 proi-

zvoljan ordinal. Tada za svaki ordinal o vazi:
(1) a <= Ry =2%;
(2)a>ﬂ/\((37€a)N >N, :>(E|7€oz)N N

(3) a> B AWy € a)Ry <R, Tada :
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(3.1) Ry = cf Ry Vef Ry > Rg = No* = Ry ;
(3.2) cf Ry < Ng < R, = Ry® = R Ra

Dokaz
Primetimo da je (1) ranije dokazano, tako da ostaje da pokazemo

(2) 1 (3).

(2) Neka je a > i neka je v € a tako da je Nsﬂ > N,. Tada je
N N
Nﬁﬁ < (NWB)N[B = Nvﬂ-

(3) Neka je a > (i neka je za svako v € « Niﬁ < N, . Ako je
a = v+ 1, onda je po Hausdorffovoj formuli

XA = R LR, < Ny - Ry = N

Stoga je od interesa slucaj kada je a grani¢ni ordinal.

(3.1) Neka je cf R, > Ng. Tada je

Ra’ =Y R <Y R, =N,

YEQ YEQ

3.2) Neka je cf N, < Ng < N,. Tada je
B

R R
Re” = (sup N7 ) Re = Nl Fa
YEQ

3.2.9 Posledica Neka vazi GCH. Tada je

R, , Rg<cfR,
Mo = Ny , ofRy <Ng <N, .
Ngy1 5 Ng<Rq
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Dokaz
S obzirom na prethodnu teoremu i GCH, treba samo pokazati da
za za svaki ordinal « vazi

cfRy _ oNy
NefRe = ofe — N

Primetimo da prethodne jednakosti vaze kad god je N, regularan kar-

dinal, pa ostaje da proverimo slucaj kada je X, singularan kardinal.
S obzirom na GCH, tada za svako 3 € « vazi 2% = R, < N,, pa

je samim tim R, = 2<% | Sada je 28 = (2<Ra)cfRa = R Na O

3.2.10 Primer Ako je kardinal s jako granic¢ni, onda je 2<% = k, a
time i
F — <2</~£)ch — chn‘
Ako je k jako nedostiziv kardinal, onda na osnovu teoreme 3.2.8 za
svako A < k vazi K* = k, odakle sledi da je k<F = k = 2<%,
Najzad, ako je kardinal x slabo nedostiziv kardinal i nije nedostiziv,
onda postoji kardinal A\ < x takav da je 2* > k. Sada je

I<J<“ < <2A)<n — 2<n

)

odakle, posto obratna nejednakost trivijalno vazi, sledi da je

K<li — 2<n.

3.3 Stacionarni skupovi

Neka je x regularan neprebrojiv kardinal. Za skup x C x kazemo
da je neogranicen u k ako je on kofinalan u x. Skup = C « je zatvoren
u k ako za svaki granicni ordinal « iz & i svaki niz

(ze | € < )

ngeaj.

u x vazi da
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Napomenimo da smo ovde implicitno iskoristili regularnost kardinala
k, tj. ¢injenicu da supremum niza elemenata iz x duzine manje od k
mora pripadati kardinalu .

Primetimo da su na prethodni na¢in definisani zatvoreni skupovi
u K upravo zatvoreni skupovi u intervalnoj topologiji na x (bazu
topologije ¢ine otvoreni intervali).

Umesto “zatvoren i ograni¢en” ¢emo Cesto pisati samo “club” (clo-

sed unbounded).

3.3.1 Primer Neka je a proizvoljan ordinal u regularnom kardinalu
k. Lako se proverava da je skup C definisan sa

C=lar) ={a+[{ <k}

zatvoren i neogranic¢en u x. Napomenimo da smo u definiciji skupa C
upotrebili ordinalno sabiranje.

3.3.2 Primer Neka je x regularan neprebrojiv kardinal. Pokazimo
da je skup

C={a<k] Ua:a}
zatvoren i neogranicen u k.

Zatvorenost Neka je a < k grani¢ni ordinal i neka je

(ce | € <a)

niz u C. Ocigledno je ¢ = |J ¢¢ granicni ordinal. Kako je s regularan
(<a
kardinal, imamo da je ¢ < k, odakle sledi da ¢ € C.
Neogranicenost Neka je a proizvoljan ordinal u x. Tada zbog regu-
larnosti x vazi
o< Uoz+n:a—|—w</1,

n<w

a kako je a + w grani¢ni ordinal, mora bitii a + w € C.
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3.3.3 Lema Neka je k regularan neprebrojiv kardinal. Tada je pre-
sek < K zatvorenth i meogranicenth skupova u k takode zatvoren 1
neogranicen.

Dokaz

S obzirom da je presek proizvoljne familije zatvorenih skupova
zatvoren skup, ostaje da se pokaze neogranicenost. Neka je A beskona-
can kardinal manji od x i neka su C¢, § < A zatvoreni i neograniceni
skupovi u k. Uoc¢imo proizvoljan ordinal oy < k. Posto je svaki
od skupova C¢ neogranicen, mozemo izabrati cco € C¢ tako da je

ap < cgp. Neka je
alziLJ(%p.

£<A

Zbog regularnosti kardinala x imamo da a; € k. Ponovimo prethodni
postupak w puta. Dobijamo nizove (o, | n < w) i

(Cem | n<w) CC¢ <A

Iz konstrukcije neposredno sledi da za svako & < \ vazi

LJ Qp = LJ Cem,y

n<w n<w
Sto upravo znaci da

LJ a, € (](1&

n<w E<A

O

3.3.4 Definicija Neka su X, , a € k podskupovi neprebrojivog
regularnog kardinala k. Dijagonalni presek skupova X, , a € k
definiSsemo na slede¢i nacin:

AaenXa —def {5 €ER | 5 € m XOé}'

acl
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Primetimo da je AperXo = Agex [ Xe.

£

3.3.5 Teorema Familija zatvorenih i neogranicenth skupova u K je
zatvorena za dijagonalne preseke.

Dokaz

Neka su C, , a € k proizvoljni zatvoreni i neograniceni skupovi u
k. Bez umanjenja opsStosti mozemo pretpostaviti da je data familija
skupova opadajuca. Dalje, neka je C' = A,c.C, . Pokazimo da je C
zatvoren i neogranicen.
Zatvorenost Neka je o granicni ordinal u x i neka je (¢ | £ < a)
proizvoljan niz u C' duzine a.. Posto je k regularan kardinal, supremum
¢ uocenog niza takode pripada k. Pokazimo da ¢ € C. Po definiciji
ce C akko c € ﬂ5<CC§, a kako je

ﬂCsI mc%

£<c (<a

(ovde smo iskoristili ¢injenicu da je Ce C Cpzan < {idajec= |J c),
{<a
dovoljno je pokazati da ¢ € C,, za svako { < a. Neka je § < «

proizvoljno. S obzirom da ¢, € C, vazi i

ce € [ Cy C Co,

7]<C£

odakle sledi da ¢¢ € C.,. Posto je C; C C,, za svako n > c¢, iz
prethodnog sledi da je niz {(c, | cc <n < ) sadrzan u C,,, pa i njegov
supremum, a to je ¢, takode pripada skupu C,.

Neogranicenost Neka je o proizvoljan ordinal u x i neka je
[ P(E)N{0} — &

funkcija izbora. Formirajmo rekurzivno niz (3, | n < w) na slededi
nacin:
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® Go=f(Co\ (a+1))
L ﬂnJrl = f(Cﬁn+1 \ (ﬁn + 1)) .

Neka je B = |J . Sasvim sli¢no kao malo pre pokazuje se da

new
Be()Cs =[)Ca

new aef
tji. BeCif>a 0

3.3.6 Definicija [Stacionarni skupovi] Za skup S C x kazemo da
je stacionaran ako seCe sve zatvorene i neogranicene skupove u k.

Primetimo da za svaki stacionaran S C k vazi |S| = k.

3.3.7 Primer Na osnovu leme 3.3.3, svaki zatvoren i neogranicen
skup u k je i stacionaran u k.

3.3.8 Primer [S}] Neka je x regularan neprebrojiv kardinal i neka
je A regularan kardinal manji od k. Sa S oznac¢imo skup svih ordinala
u k kofinalnosti A. Pokazimo da je S2 stacionaran skup u .

Uoc¢imo proizvoljan zatvoren i neogranicen skup C' C x i u njemu
rastudi niz (¢, | @ < A). Neka je ¢ supremum uocenog niza. Posto je k
regularan kardinal, imamo da ¢ € k, a iz regularnosti A i ¢injenice da
je ¢ supremum rastuéeg niza sledi da je cfc = \, pa ¢ € S}. Najzad,
c € (' jer je C zatvoren u k.

3.3.9 Primer Neka je skup S stacionaran u s i neka je skup C
zatvoren i neogranicen u k. Tada je skup S N C stacionaran u k.

3.3.10 Definicija [Regresivne funkcije] Za funkciju f : S — &
kazemo da je regresivna na stacionarnom skupu S C k ako za svaki
ordinal o € S veci od 0 vazi

fla) < a.
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3.3.11 Teorema [Fodor| Neka je funkcija f : K — Kk regresivna
na stactonarnom skupu S C k. Tada postoji stacionaran skup S, C S
na kojem je funkcija f konstantna.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno. Tada je za svako v € k skup

Ay ={a eS| fla) =1}

nije stacionaran. Izaberimo zatvoren i neogranicen u s skup C, disju-
nktan sa A,. Po teoremi 3.3 je skup C' = A, .C, takode zatvoren i
neogranicen u k.

Neka je S; = SN C. Primetimo da je S; stacionaran skup jer je
presek stacionarnog skupa i zatvorenog i neogranicenog skupa.

Neka je a > 0 iz Sy proizvoljno. Tada a € [ C, (jer je S; C C),

YEQ
odakle neposredno sledi da je f(y) # 7 za svako v < «, pa mora biti i

f(v) = ~v. Medutim, ovo je u kontradikciji sa ¢injenicom da je S; C S
i da je funkcija f regresivna na S. U

3.3.12 Posledica Postoji k disjunktnih stacionarnih skupova u k.

Dokaz
Slede¢i oznake iz primera 3.3.8, neka je S¥ skup svih ordinala iz
r kofinalnosti w. Naravno, S¥ je stacionaran skup. Za svaki ordinal

a. Pokazimo slede¢e pomoé¢no tvrdenje:

(1) Postoji m < w tako da je za svako § < k skup
Ws={a €57 [ &na = 0}
stacionaran u k.

Pretpostavimo suprotno. Tada za svako n < w postoji 3, < k tako
da skup {a € S¥ | £,.o = (.} nije stacionaran. Neka je § supremum
niza (6, | n < w).
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Tada za svako n < w skup A, = {a € S¥ | {,.o = O} nije sta-
cionaran. Medutim, A4, 2 S¥ N [, k), odakle bi sledilo da je A,
stacionaran. Kontradikcija.

Neka je m < w svedok za (1). Definisimo funkciju f : S¥ — & na

slede¢i nacin:
f(O‘) = gm,a-

Sada je f regresivna funkcija na svakom od skupova W3, pa po Fodor-
ovoj teoremi za svako 3 € k postoji stacionaran Sz C Wj3 na kome je
f konstantna. Neka je {75} = f[Ss]. Primetimo da je 85 > .

Niz (75 | B < k) je kofinalan u regularnom kardinalu x, pa medu
skupovima Sg mora biti £ disjunktnih. 0

Za neglavni filter F' nad k kazemo da je normalan ako je zatvoren
za dijagonalne preseke. Za neglavni filter ' nad s kazemo da je k—
kompletan ako je zatvoren za preseke < k mnogo svojih elemenata.

3.3.13 Teorema Neka je F' normalan filter nad k koji sadrzi sve
intervale oblika [o, k) , o € k. Tada vaZi:

o [ je k—kompletan ;
o [ sadrzi sve zatvorene i neogranicene skupove u K.

Dokaz
Neka je A < kinekaje X, , a € A familija skupova u F'. Definisimo
skupove A, , a € k na sledeéi nacin:

A Xoa N\ K) a <A
“ A k) , A< a<k.

Sada je [ Xo 2 Aperda, pa [ Xo € F .

QEA aEN

Neka je Cy skup svih grani¢nih ordinala u . Kako je

CO = AQEH[Q + 27 H) )
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Cy je zatvoren i neogranicen i Cy € F. Dalje, neka je C' proizvoljan
zatvoren i neogranicen skup u k i neka je ({, | @ < k) rastuca nu-
meracija skupa C'. Odavde sledi da je a < &, za svako a € k. Sada
skup

D =CyN Anexléa + 1, K)

pripada filteru F' .

Neka je # € D proizvoljno. S jedne strane, zbog D C Cy je (8
grani¢ni ordinal. S druge strane, kako 5 € Ayexléa + 1, k), iz definicije
dijagonalnog preseka i ¢injenice da je ( grani¢ni ordinal sledi da

Be et 1r) =[€5n)

aEf

pa mora biti 3 = £z. Dakle, D C C, pa C € F. O

3.4 Nedostizivi kardinali

Neka je kardinal x neprebrojiv. Tada za kardinal s kazemo da je:

e slabo nedostiziv, ako je regularan i granicni;

e jako nedostiziv, ako je regularan i jako granicni.

Iz definicije neposredno sledi da je svaki jako nedostiziv kardinal
ujedno i slabo nedostiziv.

3.4.1 Primer [z GCH neposredno sledi da je svaki slabo nedostiziv
kardinal ujedno i jako nedostizan. Zaista, ako je x slabo nedostiziv
kardinal, onda za proizvoljan kardinal A < x mora biti i

GCH
22 =0T <k,

tj. k je i jako grani¢ni kardinal.
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3.4.2 Teorema Pretpostavimo da je kardinal k slabo nedostiziv. Ta-
da je
k= N,.

Dokaz
Dovoljno je pokazati da za svaki ordinal o < x vazi X, < k. Naime,

u tom slucaju je
k=R =N..
a<K

Stoga indukcijom po k pokazujemo da je N, < k.
1. Ny < K jer je k slabo nedostiziv kardinal;
2. Neka je N, < k. Kako je k grani¢ni kardinal, tada je i N, 11 < k;

3. Neka je a < k granicni ordinal i neka je Ng < k za svaki ordinal
[ < a. S obzirom da je k regularan kardinal, mora biti i

NQZUN5</€.

[B<a

O

3.4.3 Zadatak Neka je M neprazan tranzitivan skup. Pokazati da
u modelu (M, €) vaze aksiome ekstenzionalnosti, praznog skupa i reg-
ularnosti.

Uputstvo

Sto se tice aksiome praznog skupa, dovoljno je pokazati da 0 € M.
Neka je z €-minimalni element skupa M (on postoji na osnovu aksiome
regularnosti). Zbog tranzitivnosti skupa M je z C M, a kako je
N M =0 (€-minimalnost =), mora biti z = 0.

Da bismo pokazali vazenje aksiome regularnosti u (M, €), dovoljno
je pokazati da €-minimalni element svakog skupa iz M takode pripada
M. No ovo je direktna posledica tranzitivnosti skupa M: ako x € M,
onda jeix C M.
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Prelazimo na aksiomu ekstenzionalnosti. Primetimo da
(M,e) EVaVy(r =y & Vz(z €& 2 €y))
ako i samo ako vazi
VeeM)Vye M)(z=ye (VzeM)(zecx e zey)).
Neka su x,y € M proizvoljni. Ho¢emo da pokazemo da vazi
r=ye (VzeM)(zex e zey).

Implikacija sleva u desno je direktna posledica predikatskog racuna
prvog reda (instanca jedne od akssoma jednakosti), dok je obratna
implikacija direktna posledica tranzitivnosti skupa M i aksiome ek-
stenzionalnosti. Naime, uoceni skupovi x i y su zbog tranzitivnosti
skupa M ujedno i njegovi podskupovi, pa je

VzeM)(zexezey)

ekvivalentno sa
Vz(z € x & z €y),

odakle po aksiomi ekstenzionalnosti sledi da je x = y. L.

3.4.4 Zadatak Neka je ¢ granicni ordinal veé¢i od w. Pokazati da u
modelu (Vs, €) vaze aksiome ekstenzionalnosti, praznog skupa, para,
unije, partitivnog skupa, beskonac¢nosti, izbora i regularnosti, kao i da
vazi shema separacije.

Uputstvo
Na osnovu prethodnog zadatka u (Vs, €) vaze aksiome ekstenzion-
alnosti, praznog skupa i regularnosti. Neka su z,y € Vs proizvoljni i
neka je
a = max{rank(z), rank(y)}.

Tada z,y € Vo111 Vo1 € Vs, Odavde sledi:
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o {z,y} C Vo1, pa{z,y} € Voyo. Kako je § granicni ordinal vedi
od a, imamo da Vo € Vs, odakle zbog tranzitivnosti Vj sledi
da

{z,y} € Vs.

Ovim je pokazano vazenje aksiome para u Vj;

e P(z) € V,49, pa na slican nacin kao malo pre zakljuéujemo da
P(z) € Vs, odakle sledi vazenje aksiome partitivnog skupa u V.
Odavde zajedno sa tranzitivnhoséu Vs dobijamo da u Vj vazi i
shema separacije:

A={zex|p} Cu,
pa A € P(x), odakle zbog P(z) C Vs sledi da A € Vj;

e |Jx € V19, pa imamo da (Jz € Vs, odakle sledi da u Vs vazi
aksioma unije;

e Neka je R dobro uredenje skupa x. Kako je R C x X x, imamo
da R € V,,4, odakle sledi da R € V. Dakle, u Vs vazi i aksioma
izbora.

Konaé¢no, w € Vg, pa u Vs vazi i aksioma beskonacnosti. O

3.4.5 Teorema Neka je K jako nedostiziv kardinal. Tada za svaku
funkciju f .V, — V. i svaki skup X € V, vazi

fIXI=1f(@) |z e X} eV,
Posebno, u modelu (V,,, €) vazi shema zamene.

Dokaz
Neka je X proizvoljan skup u V, i neka je @ = rank(X). Naravno,
a + 1 < k. Iz jake nedostizivosti « sledi da je

Vel <
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za svako £ < Kk, pa imamo da je
| X| < |Vat1] < K.
Za x € X neka je \, = rank(x) i neka je
A =sup{\, | z € X}.

Kako je | X| < k1 kako je k regularan kardinal, imamo da je A < k.
Sada je f[X] C Vi, pa f[X] € Viy1, a kako je k graniéni ordinal,
imamo da V)41 € V,, odakle zbog tranzitivnosti V,; sledi da f[X] € V.

Posebno, prethodno vazi i za svaku definabilnu sa parametrima iz
V. funkciju f : V, — V,;, pa u modelu (V,, €) vazi shema zamene. []

3.4.6 Posledica Ako je teorija ZFC neprotivrecna, onda se ZFC
sredstvima ne moze dokazati egzistencija jako nedostizivih kardinala.

Dokaz

Pretpostavimo da je teorija ZFC neprotivrecna. Na osnovu pre-
thodne teoreme je (Vj, €) model teorije ZFC za svaki jako nedostizan
kardinal k. Ako bi se ZFC sredstvima mogla dokazati egzistencija jako
nedostiznog kardinala x, onda bi na osnovu prethodnog imali da

ZFC t Con(ZFC),

sto je u suprotnosti sa Godelovim teoremama nepotpunosti. U

3.4.7 Posledica Ako je teorija ZFC neprotivrecna, onda se ZFC
sredstvima ne moze dokazati egzistencija slabo nedostizivih kardinala.

Dokaz

Potrebna je mala modifikacija dokaza prethodne posledice koja za-
hteva neka znanja o Godelovom konstruktibilnom univerzumu L, koja
¢emo ovde samo kratko napomenuti.

Za proizvoljan skup X sa D(X) ozna¢avamo skup svih definabilnih
sa parametrima iz X U {X} podskupova skupa X. Konstruktibilni
univerzum L konstruiSsemo rekurzivno po Ord na slede¢i naéin:
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® Loy = D(La)§

o L,= |J L¢ uslucaju grani¢nog ordinala o > 0;
(<a

e L= |J L.

aeO0rd

Napomenimo da u (L, €) vazi GCH.

Prelazimo na dokaz posledice. Ako je k slabo nedostiziv kardinal,
onda je on zbog vazenja GCH u L jako nedostiziv u L, pa je (L, €)
model teorije ZFC. Dalje nastavljamo isto kao i u dokazu prethodne
posledice. O

Za jako nedostiziv kardinal x kazemo da je Mahloov ako je skup
regularnih kardinala u x stacionaran u .

3.4.8 Teorema Neka je k Mahloov kardinal. Tada je k k—ti jako
nedostiziv kardinal.

Dokaz

Neka je C' skup svih jako grani¢nih kardinala u x. Pokazimo da
je C zatvoren i neogranicen u k. Primetimo da zatvorenost skupa C'
direktno sledi iz ¢injenice da je unija jako grani¢nih kardinala takode
jako grani¢ni kardinal.

Neka je a < K proizvoljno. Konstruisimo rekurzivno kardinal A >
a na sledeé¢i nacin:
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Iz konstrukcije neposredno sledi da je A jako granicni i da je A > «, a
kako je k nedostiziv, mora biti A < k. Ovim smo pokazali da je skup
C neogranicen.

Posto je k Mahloov kardinal, skup S svih regularnih kardinala u s
je stacionaran u s, pa je i skup 57 svih jako nedostizivih kardinala u
k takode stacionaran, jer je S = SNC.

Sada je |S;| = k, odakle neposredno sledi da je x k—ti nedostiziv
kardinal. 0

3.4.9 Primer Pokazimo da najmanja fiksna tacka niza jako nedosti-
znih kardinala nije Mahloov kardinal.

Neka je k najmanja fiksna tacka niza jako nedostizivih kardinala, S
skup svih regularnih kardinala u « i neka je C' skup svih jako grani¢nih
kardinala u .

Ako bi skup S bio stacionaran, onda bi i skup S; = .S N C takode
bio stacionaran. Neka je (A, | @ < k) rastu¢a numeracija skupa 5.
Tada je sa

f(/\a> =

definisana regresivna funkcija na stacionarnom skupu Sy, pa po Fodor-
ovoj teoremi postoji stacionaran S5 na kome je funkcija f konstantna.
Medutim, f je 1-1, pa mora biti |Ss| = 1. Kontradikcija.

Dakle, S nije stacionaran u k, pa k nije Mahloov kardinal.

3.5 Kompletne Booleove algebre

Booleova algebra B je kompletna ako svaki neprazan podskup skupa
B ima supremum i infimum. Precizirajmo notaciju:

® > X =g sup X;
B
[ HX —def I%fX,

o X¢ =4 {2°]2€X};
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o XNY =g {zNy|lzeX ANyeY};
o X VY =4s{zVy|lzeX ANyeY}
e >0 =qer O;

b HO =def 1.

3.5.1 Zadatak Neka je X proizvoljan skup. Pokazati da je Booleova
algebra (P(X), C) kompletna.

3.5.2 Zadatak Neka je (X, 7x) proizvoljan topoloski prostor. Po-
kazati da je Booleova algebra regularno otvorenih skupova (r.0.X, C)
kompletna.

3.5.3 Zadatak Navesti primer Booleove algebre koja nije komple-
tna.

Uputstvo

Neka je A algebra skupova generisana svim kona¢nim podskupo-
vima skupa prirodnih brojeva w. Tada familija X svih kona¢nih pod-
skupova skupa parnih brojeva nema supremum u (A, C). 0

3.5.4 Zadatak Dokazati da u kompletnim Booleovim algebrama va-
7i:

—_

2.

(
(
3. (L X)ACY) = (X AY);
4. (
3.5.5 Definicija W C B je antilanac u Booleovoj algebri B ako

0 ¢ W iako za svako z,y € W vazi x Ay = 0. Antilanac W je
particija algebre B ukoliko je > W = 1.
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3.5.6 Zadatak Neka je W maksimalan antilanac Booleove algebre
B. Pokazati da je onda > W = 1.

Uputstvo

Neka je W antilanac u B takav da je a = > W < 1. Tada je
0 < a° akako je a® ANw = 0 za svako w € W, skup W U{a} je takode
antilanac u B, pa antilanac W nije maksimalan. 0

3.5.7 Lema Neka je B kompletna Booleova algebra, X neprazan po-
dskup skupa B takav da je X N B = B i neka je W maksimalan anti-

lanac u X. Tada je
dx=>w

Dokaz
Posto je W C X trivijalno mora biti i > W < ) X, pa ostaje da
se pokaze obratna nejednakost. Neka je z € X proizvoljno. Kako je

XN B=X,to
b:x/\HWC

pripada skupu X. Sada je bA Y W = 0, a kako b € X i kako je
W maksimalan antilanac u X, mora biti b = 0, odakle sledi da je
z¢V Y W = 1. Odavde neposredno sledi da je z A > W = z, a time
i nejednakost Y X < > W. O

3.5.8 Zadatak Neka je B kompletna Booleova algebra. Dokazati da
je D C B\ {0} gust ako i samo ako za svako b € B postoji D, C D
tako da b =">_ Dy.

Uputstvo

Ako je svaki element Booleove algebre B supremum nekih eleme-
nata skupa D, onda je po definiciji skup D gust u uocenoj algebri.
Pretpostavimo da je skup D gust u B\ {0}. Primetimo da je dovoljno
pokazati da je Y D = 1, jer za 0 < b < 1 prelazimo na kompletnu
Booleovu algebru b A B i u njoj gust skup D N b A B.
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Pretpostavimo stoga da je s = Y. D < 1. Tada je 0 < s° pa
postoji d € D tako da je d < s°. Odavde izvodimo kontradikciju na
slede¢i nacin:

s:ZD:Z{x\/d|xED}:s\/d>s,
jerje sANd=0. U

3.5.9 Definicija Neka je xk beskonacan kardinal i B Booleova alge-

bra. Kazemo da je B k-distributivna ako za svako I = |J I, i svako
ack

{to,; |a € ki € I} C B vazi

11> vei= > ltasw

Q€K i€l fe Il Ia a€r

acr
Neka su W; i Wy particije Booleove algebre B. Kazemo da je W,
profinjenje particije Wo ako
(Vu € Wh)(Fv € Wa)u < .

Skup X C B je otvoren ako je (-,z] C X za svako = € X.

3.5.10 Teorema Neka je k kardinal i neka je B kompletna Booleova
algebra. Sledeci iskazi su ekvivalentni:

(a) B je k—distributivna ;
(b) Neka su D,, a € k otvoreni gusti skupovi u B. Tada je skup
D= (D
acRr

otvoren i qust u B;

(¢) Svaka familija {W, | o € Kk} particija Booleove algebre B ima
zajednicko profinjenje.
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Dokaz
(a)=(b) :
Neka su D,, a € k gusti u B i neka je

D:ﬂDa.

aEkR

Ocigledno je D otvoren. Neka je u > 0 proizvoljno. Posto je svaki od
skupova D, gust, za svako a € k ¢e postojati

{tn; | €k, i€l,} CD,

tako da je
u = Z U i-
i€l
Samim tim je i
> e, =[Ju=u
aEk i€l €K

Posto je B k—distributivna, imamo da je

U = Z Hua,f(a)a

fe H I, a€K

aER

a kako za svako f €[], ., 1a

Huo“f(a) eD,

aER
skup D je gust u B.

(b)=(c) :
Neka su W,,, a € k particije Booleove algebre B. Za svako a € k neka
je
D, ={ueB| (FveW,)u< v}
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Sada je na osnovu (b) skup D = () D, otvoren i gust u B. Neka
ack

je W maksimalan antilanac u D \ {0}. Ocigledno je W zajednicko
profinjenje particija W,, a € k.

(c)=(a) :
S jedne strane, za svako f € [] I, je

ack

(Vo € /i)(H U, f(a) S Zua,i)a

aER iEIa

H Z Ue,i P Z H Ue, f(a)-

a€ki€ly fell In o€k

aER

odakle sledi da je

S druge strane, neka je u = [[ Y ta;. Obratnu nejednakost je dovoljno

pokazati u slucaju kada je u = 1 (ako je u < 1, onda odgovarajudi
dokaz sprovedemo u algebri u A B).
Neka je u = 1. Tada je za svako a € k

Odavde sledi da za svako a € k postoji particija W, Booleove algebre
B tako da
(Vo € W,o)(3Fi € I,)v < Ugy-

Neka je particija W zajednicko profinjenje za W,, a € k. Dakle, za
svako v € W postoji f € [] I, tako da je

aER

v < H U, f()s

aER

Z Humf(a) = 1.

fe Il Ia acr

agcr

odakle sledi da je
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3.5.11 Definicija Kompletna Booleova algebra B je (k, \)-distribu-

tivna ako vazi
[1D bas=>_" T]tas

a<k B<A fERN a<lk

Primetimo da je B k-distributivna ako i samo ako je (k,\) —
distributivna za svaki kardinal A.

3.6 Booleovsko vrednosni modeli

Neka je L jezik prvog reda, B kompletna Booleova algebra, M
neprazan skup i neka je £y = LU M, pri ¢emu elemente skupa M
tretiramo kao nove simbole konstanti. Funkciju

| || : SentLy — B

zovemo B-vrednoséu ako vazi:

e la=all=1aecM;

la =0l = [Ib = al|, a,b € M;

la = bl Allb=cll < lla=cll, a,b,¢c € M;

la=bA|RC...a,.. )| <|R(...b,..)|, R € Rell, a,be M;

la =0l <|IF(...a,...)=F(....b,...)|, F € FunL, a,b € M;

o [I=ell = llell
o o A9l = llell Alll;
o eVl =lielv il

Bz () = 24 le(a)ll;
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o [Vee(@)ll = II llv(a)]-

a€eM
Par (M, J) je B-model u odnosu na B-vrednost || || ukoliko vazi:
e J je funkcija sa domenom L;
e Za svaki simbol konstante ¢, J(c) € M;

e Za svaki funkcijski znak F' arnosti n, J(F') je n-arna operacija
na skupu M;

e Za svaki relacijski znak R arnosti n, J(r) je funkcija sa domenom
M™ i kodomenom B takva da je

J(R)(ay,...,an) = |R(ai, ..., a)].

3.6.1 Primer Neka je B iskazna algebra i neka je M proizvoljan
model jezika £. Sasvim lako se proverava da je sa

vl ={ T Mk

korektno definisana B-vrednost, tj. da je (M, || ||) B-model.

3.6.2 Primer Neka je (M., | ||) B-model i neka je D filter Booleove
algebre B. Binarna relacija ~ na B definisana sa

a~b<s (3deB)and=DbAd)

je kongruencija, pa je i kolicnicka struktura Bp = B, takode komple-
tna Booleova algebra, a (M, || ||p) je Bp-model. Posebno, ako je D
ultrafilter, onda je (M, || ||p) klasican model.

3.6.3 Zadatak Neka je ¢ proizvoljna formula jezika £. Dokazati da
je
la = bl A llg (.o < el b,
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Kazemo da u B-modelu (M, || ||) vazi recenica ¢ jezika Ly, uko-
liko je ||¢|| = 1. B-model (M, || ||) je pun ako za svaki maksimalan
antilanac W u B i svaki {a, | v € W} C M postoji a € M tako da za
svako u € W vazi

u < |la=a,l-

Uz prethodnu simboliku, neka su a,b € A takvi da je za svako
ue W
usfla=a. 1 uw<|b=ad.
Tada je
u < fla=ay|| Allb=ad < la= b,

odakle sledi da je
1=) W<la=b|, tj [a=b|=1

3.6.4 Teorema Neka je (M, || |) pun B-model jezika L i neka je
o(x,y) proizvoljna formula jezika L. Tada za proizvoljne b € M pos-
toji a € M tako da

Bz (@, b)]l = lle(a, bl

Dokaz
Neka je

X ={u€ B| (3a, € M)u < |¢(ay, )|}

i neka je W maksimalan antilanac u X. Kako je X A B = X, to je
Y X = > W. Posto je (M,|| ||) pun model, postojace a € M tako
da

(Vu e W)u < [la = a,]|.

Hoc¢emo da pokazemo da je a odgovarajuci svedok. S jedne strane,
ocigledno je
le(a, b)|| < [[Fze(z, b).
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S druge strane

Bro(, )l = Y lle(e b

ceA

< 3 le(an Bl Alla = aul

ueW

< D le(a b

ueWw

= lle(a, bl

U

Teorema 3.1 Neka je L jezik prvog reda, B kompletna Booleova alge-
bra, (M, || ||) B-model i ¢ valjana formula jezika L. Tada je ||p| = 1.

Dokaz

Neka je ¢ formula jezika £ takva da je ||¢|| < 1. Tada postoji
ultrafilter D u B takav da ||¢| ¢ D. Sada je ||¢||p = 0, a kako je Bp
iskazna algebra, to je (M, || ||p) klasican model u kome ne vazi ¢, pa
© nije valjana formula. U

Koristec¢i Booleovsko vrednosne modele, Dana Scott i Robert Solo-
vay su dali alternativno zasnivanje forsinga godinu dana posle Co-
hena, i o tome ¢e biti vise re¢i u poglavlju o forsingu. Interesantna
je primena Booleovsko vrednosnih modela u dokazu Godelove teoreme
potpunosti. Citaoca upuéujemo na [79].
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3.7 Ultrafilteri

Nesto detaljnije ¢emo se pozabaviti filterima u Booleovoj alge-
bri P(I), gde je I proizvoljan skup, kao i ultraproizvodima - kon-
strukcijom koja je znacajna i u teoriji modela i u teoriji skupova,
Sto ¢e biti ilustrovano raznim primerima (karakterizacija elementarnih
klasa, sintaksna svojstava infinitarnih jezika, uvid u fundamentalna
svojstva realnih /verovatnosnih mera, fino merenje jac¢ine jakih aksioma
beskonacnosti, kontinuum problem).

Filter F' nad skupom I je filter Booleove algebre (P(I), C), pa onda
za F' vazi:

1. I € F,
2. Ako z iy pripadaju F, onda i x Ny pripada F

3. Akoz € F, ondaisvaki njegov nadskup y € P([/) takode pripada
F.

Pravi filter F' (ako 0 ¢ F') je ultrafilter ako je maksimalan u smislu

inkluzije, tj. ako ne postoji pravi filter u P(I) ¢iji je F' pravi (strogi)

podskup. Ekvivalentno, za svaki x € P(I)iliz € Fili I \x € F.
Dualan pojam filteru je pojam ideala. Za dati filter F' odgovarajuci

dualni ideal Jp je definisan sa
Jp={xCI|I\z€F}.

Primetimo da je F'U Jr Booleova algebra u kojoj je F' ultrafilter.

Iz 2. sledi da svaki (pravi) filter ima svojstvo kona¢nog preseka
(finite intersection property). Takode, svaka familija sa svojstvom
konacnog preseka se Siri do filtera, a svaki filter do maksimalnog -
ultrafiltera (videti teoremu 1.5.19).

Za filter I’ kazemo da je glavni ako je generisan jednim svojim
elementom, tj. ako postoji x € F' tako da je

x:ﬂF.
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Primetimo da je glavni filter ultrafilter ako i samo ako je [ F' singlton
(jednoc¢lani skup). Glavni filteri i ultrafilteri, kao i ceo P(I) nisu in-
teresantni, pa ¢e nas nadalje interesovati iskljuc¢ivo neglavni filteri i
ultrafilteri, tj. pravi filteri F' kod kojih je (| F = 0.

3.7.1 Zadatak Nadi primer niza (a, | n < w) pozitivnih realnih
brojeva i ultrafiltera D nad w sa slede¢im svojstvima:

1. lim a, = 0;

n—oo

2. > a, =+oo zasvako X € D.

neX

Uputstvo Neka je a,, = n < w i neka je

1
n+1’

Pokazati:

e Ako X € A, onda je ) %H:—Foo;
neX

e A ima svojstvo kona¢nog preseka.

Za trazeni ultrafilter D mozemo uzeti bilo koji ultrafilter nad w koji
siri A. O

3.7.2 Zadatak Za A C w neka je
1
ra= Z 1071
ncA

Neka je D proizvoljan neglavni ultrafilter nad w. Dokazati da tada
skup
{za| A€ D}

nije Lebesgue merljiv.
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U ispitivanju filtera vazni su slede¢i pojmovi:
3.7.3 Definicija Norma filtera F', u oznaci || F||, definise se sa
|F|| = min{|z| | z € F}.

Posebno, filter F' je uniforman ako su svi njegovi elementi iste (ma-
ksimalne) kardinalnosti : |I].

3.7.4 Definicija Neka su a i 3 beskonacni kardinali. Filter F' nad
skupom I je («, 8)-regularan ako postoji E C F tako da je |E| = i
za svaki X C F, ako je | X| > a onda je (X = 0.

Posebno, filter F' je f-regularan ako je (w, §)-regularan, a regularan
ukoliko je |I|-regularan.

3.7.5 Definicija Neka je o beskonacan kardinal. Filter F' je «-
kompletan ako je zatvoren za < « preseke:

XCFAX|<a=()X€eF

U vezi sa prethodnom definicijom, svojstvo kona¢nog preseka nam
obezbeduje w-kompletnost svakog filtera. Uvedene pojmove ¢emo ilus-
trovati slede¢im primerimas:

3.7.6 Primer Svi kofinitni (komplement im je konacan) podskupovi
skupa w ¢ine jedan filter nad w, koji se zove Frechetov filter:

F={zCw||w\zl <w}.

Lako uocavamo da za Frechetov filter F' vazi da je uniforman, regularan
(ovde isto §to i (w,w)-regularan i ta¢no w-kompletan.

3.7.7 Primer Neka je x beskonacan neprebrojiv kardinal. Frechet-
ov filter nad x je filter

Fo={xCk||r\z| <k}

Lako se vidi da vazi: F, je uniforman; ||Fy|| = &; F} je (k, k)-regularan;
ako je k regularan kardinal, onda je F} i k-regularan.
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3.7.8 Primer Neka je D glavni filter nad I. Ocigledno je D a-
kompletan za svaki beskonacan kardinal « i nije («, «a)-regularan ni
za jedan kardinal « iz intervala (w,|D|). Stavie, filter F' nad I je
|I|T-kompletan ako i samo ako je filter F' glavni.

3.7.9 Primer Neka je f: I — J ineka je D filter (ultrafilter) nad
I. Neka je
E={xCJ]| f'x] € D}.

Lako se proverava da je i E filter (ultrafilter). Takode, ako je D (a, 3)-
regularan, onda to vazi i za E. Napomenimo da se i a-kompletnost sa
D prenosi na E. Koristimo i oznaku E = f,.(D).

3.7.10 Primer Za svaki kardinal k postoji regularan ultrafilter nad
k. Zaista, neka je I = [k]¥, tj. neka je [ familija svih kona¢nih
podskupova kardinala . Definisimo E C P(I) sa

E={{iel|aci}|aeck}

Ocigledno skup E ima svojstvo konac¢nog preseka i zadovoljava uslov
(w, k)-regularnosti, pa ¢e i svaki ultrafilter koji sadrzi E biti x-regu-
laran; prema prethodnom primeru, dobija se regularan ultrafilter nad
K.

Iz prethodnog primera sledi da je dovoljno razmatrati filtere nad
kardinalima.

3.7.11 Primer Neka je D neglavni ultrafilter nad beskona¢nim kar-
dinalom « i neka je norma ||D|| = |z| za neko = € D. Jednostavnosti
radi neka je x = A. Tada D sadrzi Frechet-ov filter F\ nad A, jer
bi u suprotnom bilo |[|D|| < A (D je ultrafilter, pa za svaki y € F)
imamo da ili y € D, ili A\ y € D). Odavde sledi (A, A)-regularnost
ultrafiltera D (D sadrzi familiju zavrsnih intervala u \). Takode, D je
(cf A, cf N)-regularan.

Specijalno, ako je ultrafilter D uniforman, onda je D (k, k)-regu-
laran. Odavde takode imamo da D ne moze biti x"-kompletan (osim
ako je glavni).
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Za filter kazemo da je prebrojivo kompletan ili o kompletan ako je
wi-kompletan. Odmah se vidi da je svaki filter prebrojivo nekompletan
ili kompletan. Sledece oslabljenje kompletnosti je korisno.

3.7.12 Definicija Filter F' nad [ je a-silazno kompletan ako je za-
tvoren za sva a-silazne preseke, tj. ako je (r¢ | & < a) inkluzijski

opadajudi niz skupova u F, onda () z¢ € F.
{<a

Sledec¢a lema povezuje silaznu kompletnost i regularnost.

3.7.13 Lema Neka je o regularan kardinal. Tada su pojmouvi c-
silazne nekompletnosti i {«,a) reqularnosti ekvivalentni. Ako je «
singularan kardinal, onda a-silazna nekompletnost povlaci (o, ) reg-
ularnost.

Dokaz

Ako ultrafilter D nad I nije a-silazno kompletan, onda postoji
inkluzijski opadajuca familija £ C D kardinalnosti o takva da je
N E = 0, odakle po definiciji sledi («, «)-regularnost ultrafiltera D
- odgovarajuca familija je upravo F.

Ostatak dokaza: vezba. 0

3.7.14 Primer Pokazimo da je ultrafilter D nad skupom I a-ko-
mpletan ako i samo ako za svaku particiju skupa I na manje od «
delova jedan deo pripada D.
Neka je D a-kompletan i neka je I = |J X; particija (6 < «).
i<B

Posto je D ultrafilter, to za svako ¢ < [ imamo da ili X; € D ili
I'\ X; € D. Kako je

(N X)) =0

i<
i kako je D zatvoren za < a preseke, imamo da bar jedan od skupova
I'\ X; ne pripada D, tj. da bar jedan (ustvari tacno jedan, s obzirom
da su u pitanju medusobno disjunktni skupovi) od skupova X; pripada
D.
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Obratno, neka vazi uslov za particije. Neka je £ C D kardinalnosti
<a: FE={e|i<(}zaneko f < a. Definisimo f: [ — [+ 1 na
slede¢i nacin:

i ={ ’ ene

min{{ | { < BANi ¢ e} , inace

f7YB + 1] je < «a particija skupa I, pa za neko & < (3 imamo da
7€) € D. Po definiciji f imamo slede¢e: za svako n < 3, f(i) =n
povlaci da i ¢ e,, paje f~'[n]Ne, = 0. Posto e, € D, sledi da
f'ml ¢ D.

Dakle, mora biti f~![3] € D. Po definiciji f je f~'[8] = N E, pa
zato (| E € D, tj. imamo a-kompletnost.

3.7.15 Primer Neka je D neglavni ultrafilter nad x. Kao sto smo
ranije napomenuli, D nije k™-kompletan (takvi su jedino glavni ultra-
filteri). Ozna¢imo sa

add(D) =qef max{a | D je a-kompletan}

i stavimo A = add(D). Pokazimo da je A merljiv, tj. da nad A postoji
A-kompletan neglavni ultrafilter . Po prethodnom primeru postoji
particija {x; | ¢ < A} takva da ni jedan od skupova x; ne pripada D.
Funkciju f : kK — X definiSimo sa

Primetimo da svako ¢ < k pripada ta¢no jednom od skupova x;.
Trazeni ultrafilter £ nad A je dobro definisan sa

E=f(D)={xC\| f'x] € D}.

Navedenim primerima pokazano je da su svojstva regularnosti i
kompletnosti suprotstavljena. Za netrivijalne - neglavne ultrafiltere,
sve §to se sigurno moze rec¢i vezano za kompletnost i regularnost sumi-
ramo u sledecoj lemi, §to ¢emo koristiti u kasnijim ispitivanjima.
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3.7.16 Lema Neka je D uniforman ultrafilter nad k. Onda vazi:
1. D je (k, k)-reqularan i (cf k, cf k)-reqularan;

2. Ako je a < o < ' < B i ako je D («, B)-reqularan, onda je i
(o, 3')-regularan;

3. D je (add(D),add(D))-regularan;

4. add(D) =w (i D je (w,w)-reqularan) ili w < add(D) (= merljiv
kardinal) i za svaki kardinal o < add(D) D nije (o, ) -regularan.

Egzistencija neregularnih ultrafiltera je stari problem iz 1974. go-
dine (Gillman i Keisler) koji je duze izmicao resenju i karakterizaciji,
koji se pojvaljivao u raznim verzijama udruzen sa jakim aksiomama.
Stavige, jake aksiome beskonacnosti uvek imaju neki ekvivalent - ka-
rakterizaciju u nekom obliku ultrafiltera koje odlikuju specificna vari-
janta neregularnosti i kompletnosti. Kasnije, od znacaja ¢e biti i skup
svih intervala (videti tacku 2 u prethodnoj lemi) u kojima je ultrafilter
regularan (trag regularnosti):

tracepey (D) =daet {{a, ) | D je («, B)-regularan}.

Prikry je 1971. godine dokazao da aksioma konstruktibilnosti V' =
L implicira da je svaki uniforman ultrafilter nad w; regularan. Jensen
je ovo uopstio: isto vazi za uniforman ultrafilter nad X, za svakon < w.
A Prikry je dokazao da iz V = L sledi da je svaki uniformni ultrafilter
nad k% ujedno i (k,k™)-regularan. Posle ovih rezultata postalo je
prilicno jasno da ¢e se pitanje egzistencije neregularnih uniformnih
ultrafiltera teze resavati, o cemu ¢e u ovoj knjizi jos biti reci.
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3.8 Ultraproizvodi

Prelazimo na Skolemovu konstrukciju ultraproizvoda modela. Uo-

¢imo Descartesov proizvod A = [] A;, gde su skupovi I i A; (i €
iel

I) neprazni. Neka je D filter nad /. Uvedimo relaciju =p medu

funkcijama iz A na sledeé¢i nacin:

f=pge{icl] f(i)=g(i)}eD.

Re¢nikom teorije mere, u slucaju kada je f =p g kazemo jos i da
su funkcije f i g jednake skoro svuda (modulo D). Sasvim lako se
proverava da je uvedena relacija =p jedna relacija ekvivalencije na
skupu A. Sa fp oznacavamo odgovarajucu klasu ekvivalencije funkcije
f. Dakle,

fD:{QGHAilg:Df}'

el
Koli¢nik skup A/ =p oznac¢avamo sa [[ A; i nazivamo ga redukovanim

D
proizvodom skupova A;, i € I po filteru D. Ako je D ultrafilter,
onda imamo wultraproizvod. U slucaju kada su skupovi A; medusobno
jednaki imamo redukovani stepen, odnosno ultrastepen.

Neka su 2; = (A;,...), i € I modeli jezika prvog reda L i neka
je D filter nad skupom indeksa I. Redukovani proizvod [[2(; modela
D

A;, 1 € I je model jezika £ koji definiSemo na sledeéi nacin:

e Univerzum modela (skup nosac) je skup [ 4;;
D

e Simbol konstante ¢ jezika £ interpretiramo sa

A;
B elie Dy

= {rellal{iel]fi)=c"}eDk
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e Funkecijski znak F' arnosti n jezika L interpretiramo sa

FB™ (Fupe o fup) = (F(H ), fuld)) i € D

e Relacijski znak R arnosti n jezika L interpretiramo sa

R (Fips- o fup) & i € 1| RY(A(0), .. fuli))} € D.

U slucaju kada je D ultrafilter, model [[2d; zovemo i wltraproizvo-
D
dom modela 2; = (A;,...) (i € I). Znac¢aj ultraproizvod konstrukcije

najbolje ilustruje fundamentalna Losova teorema:

3.8.1 Teorema [Lo$ 1955] Neka su 2;, ¢ € I modeli jezika pr-

vog reda L, p(x1,...,T,) proizvoljna formula tog jezika i neka je D
ultrafilter nad skupom 1. Tada za proizvoljne fi, ..., fn € [[ Ai vaZi
iel

H%; = o(fip,---» fap)
D

ako 1 samo ako

{i el | 911 ’: cp(fl(z>77fn(l))} €D.

Dokaz
Dokaz izvodimo indukcijom po slozenosti formule. Prvo pretpo-
stavimo da je formula ¢ atomicéna. Razlikujemo dva slucaja:

(1) Formula ¢ je oblika

F(uy(Z),...,ux(Z)) = G (Z),...,vm(T)),

pri cemu je T n-torka promenljivih jezika £, u;, v; su termi jezika £, a
F'i G su funkcijski znaci jezika £. Indukcijom po slozenosti terma se
sasvim lako proverava da za proizvoljan term #(z) jezika £ vazi
I12 . . . :
2 (fips- s fup) = (" (fi(0), ... fu@) | i € I)p,
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(napomenimo da sa t% ozna¢avamo interpretaciju terma t u modelu

2A) odakle sledi da je

F];[%- u];[% - l;[%

(fD)) =G

IO -
vD

( (@ (fp))

ako 1 samo ako

{i € I| F™(@(f(i))) = G*(@"(f(i)))} € D.

(2) Formula ¢ je oblika
R(t:1(2), ..., t,(T)).

Tada po definiciji vazi

ako 1 samo ako

{i e I| R*(*(f(:)} € D,

pri ¢emu sa R* oznacavamo interpretaciju relacijskog znaka R u mo-

delu .

Prethodnim smo pokazali da je teorema tacna u slucaju atomi-
¢nih formula, pa prelazimo na formule vec¢e slozenosti. Razlikujemo
tri slucaja:

(1) Formula ¢ je oblika —). Tada
[[2Ee(fn) & [ E (/)
D D
& ]2 ¥ o)
D

g {Z el | A ): Qﬂ( 7(3))} ¢ D (induktivna hipoteza)
- {l el | A, ): ﬁ@/J(f(Z))} €D (ijeun
s {iel|WEe(fi)}eD.



200 3. KOMBINATORNA TEORIJA SKUPOVA

(#7) Formula ¢ je oblika ¥ A 6. Tada

II%#w@mAwﬁ>

H%l = ¢(fp) i Hm = 0(fp)
icl|%EU(f@)eDi{iel |AE=0(f(i)}eD

f
{i € 1| % =2 (f(i)) AO(F()} € D.

3

T 9=

(7i1) Formula ¢ je oblika Jy1(y, Z). Prvo pretpostavimo da
[126 = 3ve(y, o).
D

Tada postoji g € [] A; tako da
i€l

Hgll ): 77Z)(QD, fD)7

odakle po induktivnoj hipotezi sledi da
fi € 1%k b(gl), FG)} € D.
Kako je

{iel|AEp(g@), f))} Cliel [ FE ey, fi)}

mora biti i

fi e 119 = 3y, F()} € D.

Obratno, pretpostavimo da

J={iel|%E3ydly fi)}€D.
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Tada za svako ¢ € J postoji a; € A; tako da

Ui = v(a, f(i)).

Neka je h € [ A; proizvoljno. Definisimo g € [] A; sa
iel icl

()_ a; s 1€ J
=\ ) , iel\J -
Sada imamo da

JC{iel | Ev(gl), fi)} € D,
odakle po induktivnoj hipotezi sledi da

H%’ = ¢(9p. fp),

odakle sledi da B
[126 = 3ve(y, o).
D

201

O

Navedimo i uopstenje Los-ove teoreme na infinitarne jezike koje se
dobija koris¢enjem kompletnih ultrafiltera. Infinitarni jezik £, ima s
promenljivih i pored uobicajenih pravila izgradnje formula ima i dva

dodatna:

e Ako je X skup formula jezika £, kardinalnosti < x, onda je i

AX

(konjunkcija < k formula) takode formula jezika L,;

e Ako je X skup promenljivih jezika L, kardinalnosti < s, onda

je za ma koju formulu ¢ jezika L, i

(VX)p

(kvantifikacija < x promenljivih) takode formula jezika L,.
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3.8.2 Posledica Neka je [[U; ultraproizvod, pri é¢emu je D k-ko-
D

mpletan ultrafilter nad skupom I. Tada za svaku formulu

plre | £ <)

(a < k) jezika L, i proizvoline fe € [[ Ai (£ < o) vazi
i€l

Hmi Eelfep | €<

ako © samo ako
{iel|AE=elf(i)|£<a]} €D.

Vide¢emo da su uvedena kombinatorna svojstva ultrafiltera po-
vezana sa strukturnim svojstvima ultraproizvoda i njihovom kardi-
nalnoséu. Bice izlozena finija razmatranja strukture ultraproizvoda
unutar poglavlja o Shelahovoj PCF teoriji.

Razmotrimo par jednostavnih slucajeva.

3.8.3 Primer Neka je D = {[}. Tada je [[2(; = [[ 2, tj. reduko-
D iel
vani proizvod se svodi na direktan proizvod uocenih struktura.
Ako je D glavni filter sa korenom J C I (X € D = J C X), onda

za proizvoljne f, g € [] 4; vazi
i€l

f=pg&e flJ=9gl/J

odakle sledi da je

T2 =]

D icJ
Dakle, redukovani proizvod po glavnom filteru je obican Descartesov
proizvod modela, pa se zbog toga razmatraju iskljuc¢ivo redukovani
proizvodi po neglavnim filterima.
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Od posebne vaznosti su i ultrastepeni (2, = A, i € I). Kao
neposrednu posledicu Los$-ove teoreme imamo ¢injenicu da se model
2 elementarno utapa u ultrastepen [[2A. Odgovarajuée kanonsko ele-

D

mentarno utapanje d : A — [[ 2 je dato sa
D

d(a)=(a|i€I)p.

3.8.4 Primer Neka je model 2 = (A,...) konacan (JA| < Ny).
Pokazimo da je tada kanonsko elementarno utapanje d “na”, sto ce
kao posledicu imati ¢injenicu da je A = [ .

D

Neka je D neglavni ultrafilter nad beskona¢nim skupom I i neka je
f: I — A proizvoljno. Neka je A = {ay,...,a,}. Uotimo skupove

X;={iel]| f(i)=q;}, je{1,...,n}
Kako su skupovi X; medusobno disjunktni i kako
Jx,=1€D,
j=1

tacno jedan od skupova X; pripada ultrafilteru D. Ako je to, recimo,
X1, na osnovu prethodnog imamo da je

f:D <CL1 |Z€[>,
tj. da je d(a1) = fp.
Prethodni primer lako uopstavamo na sledeéi nacin: ako je |A| <
add(D) onda je 2 = [ 2. Zaista, za proizvoljno f : I — A je fami-
D

lija {f~'[¢] | i € I} particija skupa indeksa I, pa na osnovu primera
3.7.14 imamo da ta¢no jedan od skupova f~![iy] pripada ultrafilteru

D, odakle sledi da je

f=p (flio) | 1 € ),
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tj. kanonsko utapanje d je “na”.

Slicnu argumentaciju ¢emo primeniti na pocetke dobrih uredenja.
Neka je A = (A, <) dobro uredenje, npr. (w, €). Po Losovoj teoremi
bice [ [ linearno ureden. Neka je f: I — w takvo da je [rng(f)| <

D

Ny. Po prethodnom sledi da je f konstantno skoro svuda modulo D,
tj. za neko n € w je

fD:<7L|Z€I>D:d(n)

Odavde sledi da ultraproizvod [[2 ima pocetni komad izomorfan sa
D

w.
Sasvim slicno, ako je 2 = (k, €), onda ultraproizvod [[2 ima

D
pocetni komad izomorfan sa (add(D), €) (dakle dobro ureden). Ako
je k < add(D), onda ¢e i [T biti dobro ureden.

D

3.8.5 Primer Ultraproizvodi dobrih uredenja. Neka je D neglavni
ultrafilter nad k. Posmatrajmo ultrastepen

(B,E) = [\ e,

D

pri cemu je A beskonacan kardinal. Ovaj ultrastepen je linearno ureden
po Losovoj teoremi. Pitanje njegovog dobrog uredenja je nesto slozeni-
je: da je relacija E' dobro uredenje ne mozemo iskazati formulom prvog
reda. Ali zato da E nema beskonacnih opadajuc¢ih lanaca mozemo
zapisati infinitarnom rec¢enicom

4)0 @)def (vx()) ml; .. ) \/ _‘(xi+1 EIZ)
1Ew

(ovde je E binarni relacijski simbol). Kako je A dobro uredenje (umesto

(A €) pisemo kratko A), imamo da A\ = ¢. Ukoliko je w; < add(D), po

teoremi 3.8.2 mora biti i [ [(\, €) = ¢, odakle sledi da je i ultrastepten
D

dobro ureden.



3.8. ULTRAPROIZVODI 205

Dakle, ako je w < add(D), onda je ultrastepen dobrog uredenja
takode dobro uredenje sa pocetnim komadom rednog tipa add(D).
Ako je add(D) = w, onda znamo da imamo pocetni komad tipa w koji
se sastoji od konstanti i to je sve.

Konstrukecija ultraproizvoda modela u vise razlicitih varijanti je
znacajna u teoriji skupova, pre svega po rezultatima Scotta, ali je
veoma vazna i §ire u logici i primenama. Ovde izdvajamo dve teoreme
¢ije dokaze ne navodimo, a koji se mogu naéi npr. u [16], kojima se
precizira sadrzaj klase svih modela teorija prvog reda.

3.8.6 Definicija Klasa K modela jezika L je elementarna ako postoji
teorija T jezika L takva da je K bas klasa modela teorije T. K je bazna
elementarna klasa ako postoji recenica ¢ jezika £ takva da je IC klasa
svih modela recenice .

3.8.7 Definicija Za klasu modela K jezika £ kazemo da je zatvo-
rena za elementarnu ekvivalenciju ako iz A € £ i A = B sledi da
B € K. Kazemo da je klasa I zatvorena za ultraproizvode ako svaki
ultraproizvod modela iz K takode pripada K.

3.8.8 Teorema [Kochen, Frayne, Morel, Scott] Neka je K
proizvoljna klasa modela jezika L. Tada:

o IC je elementarna klasa ako 1 samo ako je zatvorena za ultra-
proizvode 1 elementarnu ekvivalenciju.

e K je bazna elementarna klasa ako i samo ako su i K i komple-
ment od IC zatvorene za ultraproizvode i elementarnu ekvivale-
neiju.

Slede¢u teoremu je prvo dokazao Keisler koriste¢i GCH, a potom
je Shelah ispustio ovaj uslov.
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3.8.9 Teorema Modeli A i B jezika L su elementarno ekvivalentni
ako 1 samo ako imaju izomorfne ultrastepene, tj. ako postoji ultrafilter

D takav da je
[T2=]]=
D D

Kardinalnost redukovanog (ultra) proizvoda [] A; svakako pripada
D

intervalu [min |A;|, | [ Ai]]. Pokazacéemo da ona zavisi od uvedenih
iel

kombinatornih svojstiwa ultrafiltera kompletnosti i regularnosti, kao

i da je usko povezana i sa strukturom ultraproizvoda, posebno stru-

kturom ultraproizvoda dobrih uredenja, Sto ¢e biti od koristi u analizi

Keisler-Rudin klasifikacije ultrafiltera, model teoretskim primenama

kao i u resavanju kontinuum problema.

Neki aspekti odredivanja kardinalnosti ultraproizvoda i ultraste-
pena su dosta teski i ima dugo otvorenih problema. Kardinalnost
ultraproizvoda po regularnim i kompletnim ultrafilterima je odavno
razreSena. Tu su najznacajniji rezultati pre svega Keislera. Medutim,
teska situacija nastupa kada ultrafilter nije ni regularan, ni kompletan.
Vel sama egzistencija neregularnih ultrafiltera je tesko pitanje, ¢ije je
delimi¢no razresavanje povezano sa najjacim aksiomama. Povrh toga
kardinalnost predstavlja dodatno otezavanje i ovde ¢emo ukazati na
neka resenja, pre svega inspirisana Magidorovim rezultatima.

Shelahova PCF teorja (mogudih kofinalnosti ultraproizvoda) data
je naknadno u posebnom poglavlju zajedno sa glavnom teoremom o
kontinuum problemu na X,,.

Ovde izlazemo samo neka vaznija odredenja, ispustajuci veéu ko-
licinu detaljnih razmatranja.

3.8.10 Lema Ako su D i D' filteri takvi da je D C D' onda:
LTI A < TTTAl
D’ D

2 II;[AiI < [ ITAil;

i€l
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3. A< |TTAl < [T Al = A
D {1}

4. Ako je |A;| < |Bi| za svei € I, onda je

TL4d <ITI 5k
D D

5. Za X eDgjgel[lAl =] TI Al paje dovoljno tretirati samo
D DNP(X)
uniformne ultrafiltere.
Dokaz
Sasvim lak te se stoga ostavlja za vezbu. 0

3.8.11 Primer Neka f : k — k. Tada je

('7 fD)H(n,<) = | | <f(2)7 <>'
D
D
Raspisano, leva strana je

{op € [[(r <) 19 <p [}

Sto se tice desne strane, za svako i € I je f(i) ordinal, odakle sledi da
je (f(i), <) dobro uredenje, a ultraproizvod [][(f(i),<) se sastoji od
D

onih funkcija iz "k koje su ogranicene funkcijom f skoro svuda modulo

D.

U sledecoj teoremi su sazeta uopstenja dve znacajne Keislerove
teoreme o kardinalnosti regularnih ultraproizvoda, $to ¢e biti korisno
u razmatranju opstih slucajeva i analizi strukture ultraproizvoda.

3.8.12 Teorema Neka je D uniforman ultrafilter nad kardinalom ~.

Ako je D («, B)-regularan i ako su v,k € [, (] kardinali takvi da je

k<Y = K, onda vaZi:



208 3. KOMBINATORNA TEORIJA SKUPOVA

1. |TI#'| = &° za sve kardinale &' € [k, 3]. Posebno,
D
TP =115
D D
2. Ako je (cf 7)<t = cf v, onda je

TT et v = T et ol
D D

Dokaz
1. Po pretpostavci je kK<” = k, odakle sledi da je

[T =%l = IT]~l.
D D

kao i ¥ < k (napomenimo da je <Yk = |J *k). Posto je D (a, 3)-
E<v
regularan i da v € [a, 8], ultrafilter D je i (v, §)-regularan. Neka je
familija £ C D takva da vazi:
o |[E|=5;
o Za X C E iz |X| > v sledi da je X = 0.

Neka je familija £ dobro uredena sa <. Za svako i € |JE € D
definigimo:

o X(i)={ec E|ice};
e seq(i) je niz elemenata e € X (i) dobro ureden sa <.

Za dato g : F — v definiSemo ¢’ na sledeéi nacin: ako je seq(i) =
(e¢ | € < v;), onda je

g'(1) = (g(ee) | § <wi).
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Kako je X (i) C E i kako ¢ € () X (i), onda je |X(i)| < v, pa ¢'(i) €
<Vk. Definigimo 7 : Fv — [] <Yk sa mg = g},. Pokazimo da je m 1-1.

D
Neka g,h : E — v, g # h. Tada postoji e € E tako da je
g(e) # h(e). Neka je e A\-ti ¢lan niza seq(i). Sada za svako i € e
imamo da je

gd@) = (glen),-..,g(en),...,g(ee),... [€<v; <v)
# (h(eo),...,h(er), .., h(eg),... |§ <vi<v)
= N'(i),

pa kako e € D, imamo da je gj, # h)p.
Sada imamo da je

L5l =150 =2°.
D

Pokazimo da je
A< Il
D D

Za ovo je dovoljno pokazati da postoji funkcija 7 koja neki podskup
skupa [[ ¥k slika na ¥ [[ k. Ukoliko pokazemo da postoji funkcija

D D
o:"("k) — 7(*¥k) takva da

g,h € "("k) Nog =p oh = (Y <v)g(§) =p h(§), (3.2)

onda je trazena funkcija 7 dobro definisana sa

og=f=7(fp)=(9)p | {<v).

Prelazimo na konstrukciju funkcije o. Ultrafilter D je (o, a)-regula-
ran pa je i (o, v)-regularan, odakle sledi da postoji familija £ C D
kardinalnosti v takva da je ()X = 0 za svaku podfamiliju X C F
kardinalnosti > a. Neka je E = {e¢ | £ < v}. Na osnovu izbora
familije F/, za ma koje i € |J E postoji v; < v tako da

i €ey, N(VE> V)i ¢ e



210 3. KOMBINATORNA TEORIJA SKUPOVA

Definisimo funkciju o sa

g:v—"r=(09)(i) = (9(§) | £ <wi).

Dokazimo (3.2). Neka je 0g =p oh i neka

X ={iev|(og)(i) = (ch)(i)} € D.
Za & <vnekajeds = {ievy| v > ¢} Kakoje
{i€7|yi>§}:Uem
>

imamo da d¢ € D iday\d: ¢ D (£ < v), pa za svako § < v vazi
d¢e N X € D. S druge strane, za svako ¢ € d¢ N X imamo da je v; > { i
(6g)(i) = (ch)(i). Odavde sledi da je

{1 €y [9()) =hE)@)} 2d:N X €D,

a time i g(€) =p h(E).

2. D je uniforman ultrafilter nad v pa je i (cf v, cf )-regularan.
Po pretpostavci je (cf 7)< 7 = cf v, pa na osnovu upravo dokazanog
prvog dela teoreme imamo da je

[Tt A = I1T] <t Al
D D

O

Navedimo i neke posledice prethodne teoreme. Ako je v jako ne-
dostiziv kardinal, onda je ¢f v = v i v<7 = ~, pa je po prethodnoj

teoremi
I =]~ =2
D D

Ako je v sledbenik kardinal, recimo v = A", onda je on i regularan
kardinal, tj. cf v = 7. Pretpostavimo da je 2* = A\* = ~. Tada je

Y=t =2 =2 =,



3.8. ULTRAPROIZVODI 211

pa je po prethodnoj teoremi
T =1T]" =2
D D
Na osnovu teoreme Fraynea, Morella i Scotta za uniformni ultrafilter
D vazi
DI EiER?
D

U prethodna dva primera je | [[ ] = 27, pa vidimo da | [] 7| ne zavisi
D D
od kontinuum hipoteze na .

Prethodne kardinalne ocene omoguc¢uju detaljniji uvid u strukturu
ultraproizvoda dobrih uredenja, Sto je povezano sa Keisler Rudin klasi-
fikacijom ultrafiltera a koristi se i u teoriji modela. Finija strukturna
svojstva ultraproizvoda ispituju se i u PCF teoriji usmerenoj prema
teskim slucajevima kontinuum problema.

Neka je D uniforman ultrafilter nad x. Oznac¢imo ovde kardinale
sa A, pu, v, ordinale sa «, 3,7,&,nm. Podimo od ultrastepena [](\, <)

D
dobrog uredenja (A, <) (A > k). Kako je za v < p ultrastepen [ [(v, <)
D
izomorfan inicijalnom segmentu uredenja [[{(u, <), moZemo smatrati
D
daje [[v C[]u-
D D

Za a < A definisimo familiju

Fo=Jo\JFe

D (ea

Primetimo da je F,y1 = {(a | i € I)p}. Stoga u zapisu F, nadalje
podrazumevamo da je o granicni ordinal. Niz intervala F, popunjava

polazni ultrastepen
[[x <=1 Fe

D agh
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3.8.13 Primer Ako je ultrafilter D x-kompletan, onda za sve gra-
ni¢ne ordinale @ > A, ako je cf a < k, onda je F, = 0, F, je dobro
ureden i njegov tip uredenja je izmedu 2% i (2%)7.

Po prethodnom, ultrastepen [[(), <) je dobro ureden ¢im je D
D

prebrojivo kompletan i ima pocetni komad koji sadrzi samo konstante
{d(a) | @ < add(D) = k}. Po teoremama o kardinalnosti ultra-
proizvoda sledi ostatak.

3.8.14 Primer Za svako a < A i svako fp € F, je

|('7fD)Fa| < |<fD7'>Fa|7
t].
Hga € Fol 9 <p f}H <Hgp € Fu | f <p g}l

Zaista, translirajmo (-, fp)r, za fp:

fD + ('7fD)Fa = {(f+g>D | gp € ('7fD)Fa} - (va')Fav
jer je v grani¢ni ordinal i fp + (-, fp)r, = (-, fD)F, -
3.8.15 Primer Neka je a < A proizvoljno. Tada:
o Iy, =0 ako i samo ako je F, = 0;
L ‘Fcfoz‘ g ‘Fal'

U cilju dokaza, neka je v = cf o i neka je a supremum rastuceg
niza (¢ | £ <v). Za fp € F, definisimo funkciju f sa

fi) = ag & f(i) =&
Tada fp € F,, jer bi u suprotnom fp € Fy,, odakle bi sledilo da
fp € F¢, a to je u suprotnosti sa fp € F,.

S druge strane, za fp € F, defini§imo f': x — v sa

Fi) = & & & =minfy € v | £i) € a).

Ako f'p ¢ F),, onda za neko { < v vazi f'f, € Fg, paje f' < & skoro
svuda modulo D, odakle sledi da fp € F,,, sto je u kontradikciji sa
fD cF,. O
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3.8.16 Primer Ako je a < ficf a =cf 3, onda je |F,| < |Fjl.

Navedeno svojstvo se dobija modifikacijom prethodnog dokaza.

3.8.17 Primer Neka je D prebrojivo nekompletan ultrafilter. Tada
je, za ma koje A;, | [] As] ili konacan ili > 2%,
D

Dokaz - vezba.

3.8.18 Primer Neka je D prebrojivo nekompletan ultrafilter, cf a =
w ineka fp € F,. Tada je

|Fol = |(, fp)Ra| = 2%
Navedeno je posledica primera 3.8.14, 3.8.15 i 3.8.17.

3.8.19 Primer F), # 0 povlaci da je |F,| = > |Fo| i |[Fu| =[] x|

a<p D

Za dato fp € F), i proizvoljno a < p imamo da je fp + F, C F),.
Akojeg <p fig e [[pp ondaje (f+g)p € F,. Sada tvrdenje sledi
na osnovu primera 3.8.14.

3.8.20 Primer Fj,| # 0 povlaci da je |Fjq|| > |Fal.

3.8.21 Teorema Ultrafilter D je v-silazno kompletan ako i samo ako
je d(v) kofinalan u [[{«a, <).
D

Dokaz
Vezba. O

3.8.22 Teorema Ako je wultrafilter D v-reqularan, onda je D v-
silazno nekompletan.

Dokaz
Vezba. O
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3.8.23 Primer Slededi iskazi su ekvivalentni:
o [, =0;
e D je cf a-silazno kompletan.

Tvrdenje sledi na osnovu teoreme 3.8.21 i primera 3.8.15.

3.8.24 Primer Ako je ultrafilter D p-regularan, onda je |F,| > 2*
za svako o < p.

Zaista, za svako v < u je D v-regularan, pa je na osnovu teoreme
3.8.22 i v-silazno nekompletan. Na osnovu primera 3.8.23 imamo da
je F, # 0 za svako a < pu. Sada tvrdenje sledi na osnovu primera
3.8.19 1 teoreme 3.8.12.

3.8.25 Teorema Ako je u reqularan kardinal, onda je svaki p-silazno
kompletan ultrafilter wjedno i u*-silazno kompletan.

Dokaz
Vezba. m

3.8.26 Posledica Ako je k = N,,, onda za svako m < n ultrafilter D
nije N,,-stlazno kompletan.

3.8.27 Primer Ako je k = N,,, onda je |F,| > 2% za svako a > k.

3.8.28 Primer Ako je F, = 0 za neko v, onda je k > v" za svako
n < w.

Videé¢emo u poglavlju o realno merljivim kardinalima da ako je x re-
alno vrednosno merljiv kardinal, onda ma koji ultrafilter koji prosiruje
filter skupova mere 1 nije p-regularan ni za jedno p razlicito od k i
w (Silver). Moze se pokazati da takvi ultrafilteri nisu (p, u)-regularni
ni za jedan kardinal p ¢ija je kofinalnost razlic¢ita od x i w. Otuda za
svaki grani¢ni ordinal « kofinalnosti razlicite od x i w ultrafilter D nije
cf a-silazno kompletan.
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3.8.29 Primer Uz prethodnu simboliku, ako je c¢f a # k,w, onda je
F,=0.

3.8.30 Primer [Uslovi normalnosti]
Polazedi od egzistencije merljivih kardinala, Scott je konstruisao na
njemu normalan ultrafilter koji se znacajno koristi u ultraproizvodima.
Za r-kompletan ultrafilter D nad x kazemo da je normalan ukoliko
je svaka skoro svuda regresivna funkcija na k skoro svuda konstantna,
tj. ako za svako g : Kk — K iz

{¢<rlgl§) <&teD

sledi da postoji a < k tako da

{¢<rlgl§)=a}eD.

Ekvivalentno svojstvo je: iz g <p idy sledi g =p const (id, je identicka
funkcija na ).

Neka je kardinal x merljiv i neka je E' k-kompletan neglavni ultra-
filter nad k. Onda je [[(k, <) dobro ureden. Neka je funkcija f takva
E

da je fp minimalna neogranicena funkcija (prvi element iza konstanti).
Ako je f =p id,, onda je ultrafilter F normalan. Ako je f #p id,,
uzmimo projekciju

D=f(E)={xCr|f ] € E}.

Prema primerima 3.7.9 1 3.7.15 D je neglavni k-kompletan ultrafilter
nad k. Treba pokazati da je D normalan. Neka je g regresivna funkcija
po filteru D:

Y = {¢<nr|g) <& eD.

Ako je h =go f, onda je

hE) = g(f () < f(E)
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zaé € fHY] € E, tj. h <g f, paposto je fr minimalna neograni¢ena
funkcija, imamo da je

h =g const = (0| &£ <K)g.
Dakle,

{E<nn@) =0y = {£<r]|g(f() =75}
= [THé<wlg@=08}€eE

pa {{ < k| g(&§) =B} € D, odakle sledi normalnost ultrafiltera D.

Slabljenjem - ispustanjem uslova kompletnosti u definiciji norma-
Inog ultrafiltera dobijamo slabo normalne ultrafiltere:
Ultrafilter D nad k je slabo normalan ako je svaka regresivna
funkcija na D iz "k ogranicena konstantom skoro svuda na D.
Sli¢no kao i za normalnost, ekvivalentan uslov navedenom bice: D
je slabo normalan ako i samo ako u [[(k, <) (koji ne mora biti dobro
D

ureden) postoji minimalna neogranicena funkcija, i to je id,. Opet,

analogno konstrukciji normalnog polaze¢i od neglavnog k-kompletnog

ultrafiltera nad x, imamo: ako u [[(k, <) postoji minimalna neograni-
E

¢ena funkcija f, onda je D = f,.(F) slabo normalan ultrafilter. Dakle,
i za normalnost i za slabu normalnost je esencijalno postojanje mini-
malne neogranicene funkcije.

Uopstavamo normalnost do nivoa a u [[(k, <):
D

Ultrafilter D nad & je a-slabo normalan (o < k) ako u ultrastepenu

[[{e, <) postoji minimalna neogranicena funkcija, tj. u F, postoji prvi
D
element (prva funkcija iznad konstanti u [[(«, <)).

D

Prvi primeri za normalnost i a-slabu normalnost su dati na me-
rljivim i ve¢im kardinalima. Za konstrukciju ovih filtera na manjim
kardinalima korisno je i sledeée tvrdenje koje omogucava konstrukeiju
ovakvih ultrafiltera polazeci od velikih kardinala.
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3.8.31 Lema c.c.c. forsing c¢uva trag slabe normalnosti ultrafiltera,
pri cemu se pomenuti trag definise sa

tracew n (D) = {\ | D je A-slabo normalan}.
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Deo 11

Dokazi konsistentnosti 1
nezavisnosti
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4

Unutrasnji modeli

Za teoriju T jezika L kazemo da je relativno konsistentna u odnosu
na teoriju 7" istoga jezika, ukoliko se recenica

Con(T') = Con(T)

moze dokazati ZF (ili ZFC) sredstvima. Semanticki, teorija T" je rela-
tivno konsistentna u odnosu na teoriju 7" ukoliko iz postojanja modela
teorije 1" sledi postojanje modela teorije T'.

Sto se tice teorije skupova i dokaza relativne konsistentnosti, ko-
ristimo metode unutrasnjih modela i forsinga. U ovom poglavlju ¢emo
primenom metode unutrasnjih modela dokazati relativnu konsiste-
ntnost aksiome izbora, generalisane kontinuum hipoteze i Jensenovog
¢ principa sa teorijom ZF.

Sama primena metode unutrasnjih modela u dokazima relativne
konsistentnosti se sastoji u slede¢em: polaze¢i od proizvoljnog modela
M teorije ZF, mi éemo konstruisati njegov podmodel L™ - tzv. ko-
nstruktibilni univerzum, u kome ¢e vaziti ZF, AC, GCH i {. Sintaksno,
mi ¢emo teoriju

ZFL = ZF + “svaki skup je konstruktibilan”
interpretirati unutar teorije ZF sa konstruktibilnim univerzumom L

kao univerzumom interpretacije i pokazati da su relativizacije svih

221
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aksioma teorije ZF, asiome izbora, generalisane kontinuum hipoteze i
Jensenovog principa ¢ na L teoreme teorije ZF. Ukoliko ¢italac nije
upoznat sa metodom interpretacije, jako preporucujemo da prethodno
procita sekciju 1.9.

Neformalno, Godelov konstruktibilni univerzum L rekurzivno gra-
dimo na slede¢i nacin:

.LOZO;

L, = | L, za grani¢ni ordinal «;
{<a

x € Lo akko z je podskup od L, definabilan sa parametrima u
(La, €). Drugim rec¢ima, postoje formula ¢(y, z1, ..., 2,) jezika
Lzrciay,...a, € L, tako da

v ={y € Lo | (La, €) F @ly, a1, ..., an]};

r € L< Ja(x € L,).

Aksioma konstruktibilnosti V' = L (“svaki skup je konstruktibilan”)
se uvodi sa

Ve3a(xr € L,).

ZF formalizacija ovog predikata se postize odgovaraju¢om formalizaci-
jom sledbenik koraka u rekurzivnoj izgradnji konstruktibilnog uni-
verzuma L, u ¢emu kljuénu ulogu imaju Gdodelove operacije (sekcija
4.3).

Kako bismo pojednostavili notaciju, ¢esto ¢emo koristiti fraze po-
put “vazi ¢”, “p je ekvivalentno sa 1", “neka je A proizvoljan skup”,
“neka je A skup takav da vazi p(A)” itd. Ovim zapravo podrazume-
vamo sledece:
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sintaksa semantika
TEe ¢ vazi u svakom modelu teorije T'
TEHepey formule ¢ i ¢ su ekvivalentne u

svakom modelu teorije T’

A je nov simbol konstante A je proizvoljan element
proizvoljnog modela M teorije T’

A je nov simbol konstante A je element proizvoljnog

i radimo u teoriji modela teorije T'
T+ p(A) takav da M = p[A4]

Napomenimo da je ovde T nekakva teorija skupova (ZF, ZFC, ZFL
itd).

Koristec¢i Godelovu teoremu potpunosti, tvrdenja oblika

ZF

ne¢emo dokazivati tako §to ¢emo traziti formalni ZF dokaz (konacan
niz formula), veé éemo u proizvoljnom modelu teorije ZF pokazati
da vazi ¢. Mada ume da izazove konfuziju, uobicajena je praksa
da se ne istice konkretan model, pa ¢emo u dokazima ¢esto nailaziti
na prethodno pomenute fraze, ¢ije smo znacenje precizirali tabelom.
Citaoca molimo da se ne da zbuniti domenom vazenja nekog predikata
@. Jo§ jednom da ponovimo, kad kazemo

“VaZI ()077

mi zapravo podrazumevamo da ¢ vazi u svakom modelu teorije T' (ZF,
ZFC, ZFL itd.), tj. da je ¢ teorema teorije T.

4.1 Apsolutnost

Univerzum ma koje interpretacije je definabilan unarni predikat,
Sto u slucaju teorije skupova znaci da su univerzumi interpretacija
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klase. Bez obzira na izbor klase M u kojoj zelimo da interpretiramo
neku teoriju T jezika Lzpc, jezik Lzpc ¢emo uvek interpretirati na
isti nac¢in: €y=€ . Ovo posebno znaci da ¢e unutrasnji model koji
odgovara klasi M ujedno biti i podmodel posmatranog modela teorije
ZF (ZFC). Dalje, kako je ey=¢€, relativizacija proizvoljne formule ¢
jezika Lzpc na klasu M ima sledeéi oblik:

e Ako je ¢ atomicna formula, onda se formule ¢ i " poklapaju;

Ako je ¢ formula =1, onda je @M formula —(¢");

Ako je ¢ formula ¢ A 1, onda je " formula ¢" A "

Ako je ¢ formula V1), onda je " formula (Vz € M)y tj. u
razvijenom obliku Vz(z € M = ¢");

Ako je ¢ formula Jz1), onda je " formula (3z € M)yYM" tj. u
razvijenom obliku Jz(z € M A ").

4.1.1 Definicija Neka je M proizvoljna klasa, T teorija jezika Lzpc
i neka je ¢(z1,...,x,) proizvoljna formula jezika Lzpc. Kazemo da
je formula ¢ T-apsolutna za M ukoliko

T+ (Vz € M)(p"(2) & o(Z)).

Semanticki gledano, za svaki model M model teorije 1" i proizvoljne
ai,...,a, € M imamo da

MM = play, ..., ap] ako i samo ako M = @lay, ..., ay].

Na osnovu teoreme potpunosti oc¢igledno vazi i obrat: ako prethodna
relacija vazi za svaki model M teorije T, onda je formula ¢ T-apsolu-
tna za M. Posebno, ako je T-apsolutna za M formula ¢ ujedno i teorema
teorije T, onda MM |= . Otuda se konstrukcija unutrasnjeg modela
teorije T' svodi na konstrukciju klase M za koju ¢e sve aksiome teorije
T biti apsolutne. Na ovaj na¢in imamo ujednacenje ranije definisane
semanticke apsolutnosti i ovde uvedene sintaksne apsolutnosti.
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Apsolutnost se javila u teoriji skupova kao prirodno razresenje
problema poznatijeg kao Skolemov paradoks:

Ukoliko teorija ZFC ima €-model (elementi skupa nosaca su sku-
povi u metateorijskom smislu, a € se interpretira kao metateorijska
relacija pripadnosti), on mora biti beskonacan, pa po donjoj LST teo-
remi on ima prebrojivi elementarni €-podmodel M. Kako je svaki e-
model dobro zasnovan, bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je M prebrojiv tranzitivan skup (ukoliko nije, prelazimo na njegov
tranzitivni kolaps).

Neka je RM realizacija skupa realnih brojeva u M. S jedne strane,

M | "RM je neprebrojiv”,

tj., posmatrano iz M, RM je neprebrojiv skup. Medutim, RM je
podskup od M (tranzitivnost skupa M), pa je zbog prebrojivosti
skupa M i skup R™ takode prebrojiv.

Odavde zapravo sledi da pojam kardinalnog broja zavisi od ugla
posmatranja, tj. onaj skup koji je bio kardinal u nekom modelu teorije
ZFC moze da prestane da bude kardinal u nekoj elementarnoj ekstenzji
pomenutog modela. Drugim recima, pojam kardinalnosti nije apsolu-
tan.

4.1.2 Zadatak Neka je M proizvoljna neprazna tranzitivna klasa.
1. Dokazati da su formule bez kvantora ZF-apsolutne za M.

2. Ako su formule ¢ i ¥ ZF-apsolutne za M, dokazati da su tada i
—p, 0 AN, VY, o = ¢ 1@ & ZF-apsolutne za M.

Ispitivanje apsolutnosti je usled definicije relativizacije povezano
sa strukturom formula. Levyjevu hijerarhiju formula jezika teorije
skupova definisemo na slede¢i nacin:

e Y y-formule, odnosno IIy-formule su one formule u kojima je svako
javljanje kvantora ograniceno nekom promenljivom. Preciznije:
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1. Atomicne formule su Yg-formule;
2. Booleovske kombinacije Yg-formula su Yg-formule;

3. Ako je ¢ Yo-formula, onda su (Va € y)p i (Fz € y)p takode
Yo-formule;

4. Yo-formule se mogu dobiti iskljuc¢ivo kona¢nom primenom
prethodne tri stavke;

e Y, . -formule su oblika 3%, pri ¢emu je ¢ II,,-formula;
o Il ;-formue su formule oblika VZy, pri cemu je ¢ X,-formula.
4.1.3 Teorema Yy-formule su ZF-apsolutne za tranzitivne klase.

Dokaz

Jedino §to nije direktna posledica definicije je apsolutnost formula
sa ograni¢enim kvantorima. Stoga pretpostavimo da je formula ¢(x, §)
apsolutna za tranzitivnu klasu M i dokazimo da je tada i formula

Bz € 2)(z,7)

apsolutna za M. U tom cilju, neka su z,y € M proizvoljni. Tada je u
ZF dokaziv sledeéi lanac ekvivalencija:

Jr(x € 2 A p(z, 7)™

((Fz € 2)p(z.9)" & (
(Fz e M)((z € 2)" A ¢"(z, 7))
(

dr e M)(z € 2z A p(x,7))
Jz(x e MA T € 2 A p(2,7))

ORE R S

dx(x € 2 A p(z,7))
& (Jr € 2)p(x, ).

(1) sledi iz apsolutnosti formula z € 2z 1 ¢ za M, a (2) sledi iz tranzi-
tivnosti klase M. O

4.1.4 Primer Neka je M tranzitivna klasa. Sledece formule su ZF-
apsolutne za M:
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10.

11.
12.
13.
14.
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. x =y, jer je atomicna formula;

x €y, jer je atomicna formula;
x =0, jer je ekvivalentna Yp-formuli (Vy € z)(y # y);
0 € z, jer je ekvivalentna Yp-formuli (Jy € x)(y = 0);

x = {y, z}, jer je ekvivalentna Yg-formuli

yexNzexANVuex)(u=yVu=z2);

x C y, jer je ekvivalentna Yo-formuli (Vz € z)(z € y);

y = x U {x}, jer je ekvivalentna ¥y-formuli

reyNe CyA(Vzey)(ze€aVz=u);

zU{x} €y, jer je ekvivalentna Xp-formuli (32 € y)(z = zU{z});

y = J =z, jer je ekvivalentna ¥g-formuli

Vzey)(Fuex)(zeu) AN(Vzex)(Vu € 2)(u € y);

y =2 ==, jer je ekvivalentna konjunkciji o-formula

(\V/Zo € x)(Vzl c Z())(VZQ € Zl)(ZQ c y)

(Vz € y)(Fuo € 2)(Fus € up)(z € uy);
y=U"x,n>2;
Uz €y, jer je ekvivalentna So-formuli (32 € y)(z = J2);
y € Juz, jer je ekvivalentna Yp-formuli (32 € z)(y € 2);

yelJ 'z, n>1;
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15. x € Ord, jer je ekvivalentna konjunkciji sledece cetiri ¥p-formule:
a) Jx Cux

(a)

(b) (vy € z)(y ¢ y)

(c) Vyex)Vzex)ly=2zVyezVzey)

(d) (Vzo € z)(Vay € 2)(Vag € x) (29 € 1 ATy € X9 = Xg € T2);

16. = = w, jer je ekvivalentna konjunkciji sledece cetiri Xp-formule:

(a) € Ord

(b) 0ex

() Ur==x

(d) (Vyex)(y#0=(3Fzex)(y=20{z})).

Posebno, klasa M je apsolutna za aksiomu beskonacnosti ako i
samo ako w € M;

17. Fun(z), jer je ekvivalentna konjunkciji sledece dve 3y-formule:
(a) (Vy € 2)(3a € S 2)(3b € U 2)(y = {{a}, {a.b}})
(b) (Va € J*2)(3wb € U 2)({{a}, {a, b}} € x).
Napomenimo da je Fun(x) predikat “z je funkcija”;

18. y = dom(z), jer je ekvivalentna konjunkeciji sledece dve 3o-
formule:

(a) (Vu€y)(Fve S 2)((u,v) € x)
(b) (Yu,v € | J2)((u,v) € 2 = u € y);

19. y = rng(z), jer je ekvivalentna konjunkciji sledece dve ¥g-formu-
le:

(2) (Vo €y)Fue U 2)((u,0) € x)
(b) (Vu,v € | J*z)((u,v) € & = v € y);
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20. 2 € Ord A|Jx = z (predikat “x je grani¢ni ordinal”);

21. x € Ord A|Jz € = (predikat “z je sledbenik ordinal).

Neka je F' definabilna n-arna skupovna operacija ¢ija je defini-
ciona formula ¢(Z,y) i neka je M klasa. M-interpretaciju Fy operacije
F' definisemo sa

Vavy(z,y € M= (Fu(z) = y & ¢"(2,9))).
Za operaciju F' ¢emo rec¢i da je T-apsolutna za klasu M ukoliko:
e Definiciona formula ¢(Z,y) operacije F' je T-apsolutna za M;
o T+ (Vz3yp(x,y))™

Ukoliko ispustimo drugi uslov, restrikcija operacije F' na M, tj. Fy, ne
mora biti operacija. Ilustrujmo ovo sledeé¢im primerom. Neka je F
nularna operacija (konstanta) 0 i neka je M = {0, {{0}}}. Definiciona
formula praznog skupa

Va(z & y)
je ZF-apsolutna za M. Medutim,

ZFF Nz eM)(z=0M"< (x=0Vz={{0}}),
¢ime se gubi jedinstvenost.

Primetimo da apsolutnost operacije F' za klasu M povlaci da je
Fu(zy,...,zp) = F(xy, ... xp)

za sve T € M.

4.1.5 Primer Sledece operacije su ZF-apsolutne za tranzitivne klase:
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. x — Jux, jer je za x € M zbog tranzitivnosti klase M i | Jx C M,

pa kako je i formula y € |Jz apsolutna za M, imamo da je
_ M M
Uz = wlyew rlyelJo)")
= {ylyemryel s}
= {ylyelJa}
= Ux’

pri ¢emu je |J, interpretacija |J u M. Posebno, aksioma unije
¢e biti ZF-apsolutna za klasu M ako i samo ako je zatvorena za
operaciju z — |J z;
{z.ybn = {1 zeM'Az=aVz=y)"}
{z|zeMA(z=a2Vz=y)}
= {z,y}.
Posebno, aksioma para ¢e biti ZF-apsolutna za klasu M ako i

samo ako je zatvorena za operaciju (z,y) — {x,y};

(x,y) — x Uy, jer za x,y € M zbog tranzitivnosti klase M imamo
da jex CMiy CM odakle sledi da je
rUyy = {2 zeMA(zexVzeyM}
= {z]|ze€MA(z€xVzeY)}
= {z|z€exVzey}
= zUy;

(z,y) — x Ny, jer je za x,y € M
ryy = {z]zeM"A(zexznzey)}
= {z]|zeMA(zexNnzey)}
= {z|zexNnzey}
= rNy;
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5. (z,y) — x \ y, jer je za x,y € M
r\ny = {z|eM"A(zexnz¢y"}
{z|zeMA(zexNz¢y)}

= {z]|zexnz¢y}
= z\y.

4.1.6 Primer Operacija partitivnog skupa u opstem slucaju nije ZF-
apsolutna za neprazne tranzitivne klase. Naime,

Pu(z) = {y| e Ay Ca)'}
= {ylyeMry Cur}
= P(z)NM

Posebno, aksioma partitivnog skupa ¢e biti ZF-apsolutna za klasu M
ako i samo ako je zatvorena za operaciju x — P(z) N M.

4.1.7 Primer Operacija (x,y) +— Yz nije u opstem slucaju ZF-
apsolutna za tranzitivne klase. Naime,
Vo) = {z] (z € M"A (Fun(2))" A (dom(z) = 2)" A (rng(2) C y)"}
= {z| ze€MAFun(z) Adom(z) =z Arng(z) C y}
= YrNM

4.1.8 Primer Formula x € Card u opstem slucaju nije ZF-apsolutna
za tranzitivne klase. Naime,

(z € Card)" & 1z € Ord
A (Vy € z)(Vf € (Yo) NM)(mg(f) # ).

4.1.9 Zadatak Dokazati da su aksiome ekstenzionalnosti, praznog
skupa i regularnosti ZF-apsolutne za neprazne tranzitivne klase.

Uputstvo
Kombinovati zadatak 3.4.3 i teoremu 1.9.2 O
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4.1.10 Zadatak Neka su formula ¢(xq,...,z,) i funkcije

F(z1,. . 20), Gilyt, -3 Um)s - Gu(yt, -+ o Um)

ZF-apsolutni za klasu M. Dokazati da su tada formula

i funkcija
F(G1(®), -, Gal®))
ZF-apsolutni za M.

4.1.11 Teorema Neka je E dobro zasnovana relacija skupovnog tipa
na klasi N i neka su F : NxV — V i G : N — V definabilne funkcije
takve da je

(Vo € M)(G(z) = F(x,G | {y € N| yEx}).
Neka je teorija ZF — P ZF-apsolutna za tranzitivnu klasu M i neka vazi:
1. Funkcija F je ZF-apsolutna za M;
2. E 1N su ZF-apsolutni za M;
3. ZF + (‘E je skupovnog tipa na N”)M;
4. ZFEF (Ve eM){y e N | yEx} CM).

Tada je i funkcija G ZF-apsolutna za M.

Dokaz
Kako je relacija
Ey =EN(Mx M)
dobro zasnovana na
Ny =NNMN,
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svaki neprazan podskup od Ny koji se nalazi u M ima Ey-minimalni
element. Stoga

ZF + (“E je dobro zasnovana na N” )",

pa mozemo primeniti WF-rekurziju u M kako bismo definisali funkciju
Gy : Ny — M takvu da je

(Vo € Ny)(Gu(z) = Fu(z,Gy [ {y € N| yEx}y).
Odavde sledi da mora biti i
Gy =G | Ny.
Zaista, u suprotnom bi E-minimalni element klase
{z € Ny | Gu(x) # G(2)}

na osnovu polaznih pretpostavki o apsolutnosti doveo do kontradikcije.
O

Slede¢a teorema je neposredna posledica upravo dokazane teoreme
o apsolutnosti rekurzivnih definicija, pa je navodimo bez dokaza.

4.1.12 Teorema Sledece funkcije su ZF-apsolutne za one tranzitivne
klase za koje je teorija ZF—P ZF-apsolutna:

1. Ordinalno stepenovanje;
2. Funkcija ranga rank(z);

3. Funkcija tranzitivnog zatovrenja tc(x).

4.1.13 Primer Neka je neprazna tranzitivna klasa M zatvorena za

operaciju (x,y) — {z,y}. Tada je kanonsko dobro uredenje klase
Ord x Ord definisano sa

(o, 8) < (7,0) & I'(a, B) <T'(v,0)
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apsolutno za M. Naime, kako je I'(0,0) = 0 i
_ o , a<f
<maxi,

formula (a, 5) < (7,0) ekvivalentna je disjunkciji sledeé¢ih pet Xg-
formula:

e acYABEW;

a€INPEGD;

e aefANB=m;
e =0Na€EPBAYEINaE;
e a=yANBeaNpedl.

4.1.14 Zadatak Neka je tranzitivna klasa M zatvorena za operaciju
(x,y) — {x,y}. Dokazati da su tada sledece operacije i formule ZF-
apsolutne za M:

1. (x,y) — x X y;

2. x +— dom(z);

3. x +— rng(x);

4 z— {{y,2) | z€x Ny € z};

5. x— zU{z}

6. (o, ) — I'(a, B), pri ¢emu je I' : Ord x Ord — Ord kanonska
bijekcija.

Kao prvi korak u ilustraciji vaznosti koncepta apsolutnosti u teoriji
skupova navodimo slede¢u karakterizaciju tranzitivnih modela teorije
ZFC.
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4.1.15 Teorema Neka su M i N tranzitivni modeli teorije ZFC
takvi da za svaki skup X C Ord vazi

XeM akoisamoako X eN.
Tada je M = N.
Dokaz

Prvo pokazujemo da M i N imaju iste skupove parova ordinala,
tj. da za svaki skup X C Ord x Ord vazi da X € M ako i samo ako
X eN.

Neka X € M, pri cemu je X C Ord x Ord. Kako u M vazi shema
zamene, skup

Y = {T"(a,8) | {a, 0) € X}
pripada modelu M. Posto u M vazi aksioma para, M mora biti
zatvoren za operaciju (z,y) — {z,y}. Na osnovu prethodnog zadatka
je kanonska bijekcija I' apsolutna za M, pa je

Y=T1X.

Po pretpostavei M i N imaju iste skupove ordinala, pa Y € N.
Sada iz N = ZFC, apsolutnosti I' za tranzitivne modele, apsolutnosti
pojma funkcije za tranzitivne modele i ¢injenice da I' | X € N sledi
da

X =T"'I'X]] eN.

Zbog ocigledne simetrije imamo i obrat.

Ostaje da pokazemo da je M C N, jer se obratna inkluzija doka-
zuje sasvim slicno. Neka je x € M proizvoljan skup. S obzirom na
apsolutnost i ¢injenicu da je M = ZFC, imamo da tc({z}) € M i
da postoje a € Ord N M i bijekcija f : @« — tc({z}), f € M. Na
ordinalu « definisimo binarnu relaciju R na sledeé¢i nacin:

ARy S f71(B) € f71(7)

Sada R € M i (te({z}), €) = (a, R), a kako M i N imaju iste skupove
ordinala i parova ordinala i kako je N model teorije ZFC, par («a, R)
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pripada . No u V vazi teorema kolapsa, pa postoji jedinstven tranz-
itivan skup z € M takav da je

(a, R) = (z,€).

Zbog apsolutnosti pojma funkcije ovaj izomorfizam vazi i spolja, pa
mora biti tc({z}) = z, odakle sledi da z € N. O

4.2 Teorema refleksije

Dosli smo do mesta gde se najfinije prepli¢u sintaksa i semantika.
Stoga, pre nego sto uopste i formuliSemo teoremu refleksije, moramo
dati dodatna pojasnjenja.

Prvo, podsetimo na konvenciju sa pocetka poglavlja: ako kazemo
“neka je X proizvoljan skup”, mi zapravo podrazumevamo sledece:

sintaksa: uvodimo novi simbol konstante X;

semantika: u proizvoljnom modelu M teorije ZFC (ili neke
druge teorije skupova) biramo njegov proizvoljan element X.

Drugo, ¢esto ¢emo koristiti pojam koji do sada nismo definisali, a
to je pojam relativizacije formule na skup. Sintaksno, relativizacija
formule ¢ na skup (dakle, novi simbol konstante) M, u oznaci o™, se
dobija od formule ¢ ogranicavanjem svih kvantora na M. Semanticki,

oM je predikat “u M vazi 7, tj.

(M, €) |= .
Teorema refleksije je centralna teorema o modelima konaé¢nih fra-
gmenata teorije ZFC. Naime, za proizvoljne formule 1, ..., ¢, jezika

Lzrc 1 proizvoljan skup X postoji skup M O X takav da je formula
w1 A -+ A, ZFC-apsolutna za M. U tom slucaju kazemo i da skup
M reflektuje formule @1, ..., @,.
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Posebno, ako su ¢y, ..., p, teoreme teorije ZFC, imamo da
ZFCH M Ao A M,

odakle sledi da
<M7E> ):901/\/\9071

Kako se ovo moze formalizovati ZFC sredstvima, imamo da
ZECE Con(pr A=+ A ).

Vazno je ista¢i da ovaj rezultat nikako nije u koliziji sa Godelovim
teoremama nepotpunosti, jer odavde ne sledi da se ZFC sredstvi-
ma moze dokazati da svaki konacan podskup teorije ZFC ima model
(odakle bi po stavu kompaktnosti sledilo Con(ZFC)).

Kao sto smo i ranije istakli, predikat “svaki konacan” se nalazi
sa leve strane I, dakle u metateoriji, a bilo koje metateorijsko kodi-
ranje prirodnim brojevima, sto je neophodan korak u predstavljanju
konaé¢nih skupova formula, formalno odgovara kodiranju numeralima.
Naravno, predikat “biti numeral” nije predstavljiv unutar ZFC, pa se
metateorijski predikat “svaki konacan podskup teorije ZFC” ne moze
formalno zapisati.

4.2.1 Lema Neka su o1(x1,71),- -, Pn(Tn, Yn) proizvoljne formule
jezika Lzpc i neka je X proizvoljan skup. Tada postoji njegov nadskup
M D X takav da vazi

n

/\(V?Ji € M)(3wipi(xi, 4:) = (Fwi € M)pi(xi, 7:))-

i=1
Posebno :
1. M mozZemo izabrati tako da bude tranzitivan;

2. M moZemo izabrati tako da je M =V, za neki granic¢ni ordinal
Q;
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3. Ako dodatno pretpostavimo AC, skup M mozZemo izabrati tako
da je |M| = max{Xy, | X|}.

Napomenimo da navedeno tvrdenje (sem poslednje stavke) pred-
stavlja shema teoremu teorije ZF. Naime, ako su ¢, . . ., ¢, proizvoljne
formule, onda

ZF FYX(3M 2 X) N\ (V5 € M)Bwipi(wi, 5:) = (Jri € M)pi(wi, ).
=1

Dokaz
Prvo primetimo da je za svaku formulu ¢(z, §) i svaki skup A klasa

A= {z | (37 € A)(p(a,7) A V(o= §) = rank(z) < rank(2)))}

takode skup. Sada konstrukciju skupa M rekurzivno po w izvodimo
na sledec¢i nacin:

o My=X
o My =M, U
U{ff | (Fgi € My) (i@, 9:) A
VZ(%(Z gi) = rank(z) < rank(z)))}
o« M= J M,

new
Lako se proverava da M zadovoljava uslove tvrdenja.
Ako bismo hteli da vazi M = V,, za neki grani¢ni ordinal «, vr§imo
slede¢u modifikaciju prethodne konstrukcije:

o My = V,,, pri cemu je o najmanji ordinal takav da je skup X
sadrzan u V,,;

® My11=V,,,,, pricemu je o, najmanji ordinal za koji je skup

M, U Ufe | (3 € M) 50) A Valoi(z5) = rank(e) <

rank(z)))} sadrzan u V,

an+17
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e M =V, pricemujea= {J a, .
new

Sto se ti¢e kontrole kardinalnosti skupa M, vrsimo sledeéu modi-
fikaciju konstrukcije:

L] M():X

n
o M1 =M, U U{aiy | 5 € M,}, pri ¢emu je a; 4 ili svedok
i=1

minimalnog ranga u V' formule Jzp;(x, v;), ili je a; 45 = 0;

o« M= |J M,. 0

new

4.2.2 Teorema refleksije

Neka je o(Z) formula jezika Lzpc i neka je X proizvoljan skup.
Tada postoji skup M O X koji reflektuje formulu @, tj. formula oM
je ZF-apsolutna za M. Posebno:

1. M moZemo izabrati tako da bude tranzitivan;

2. M mozZemo izabrati tako da je M =V, za neki granicni ordinal
Q;

3. Ako dodatno pretpostavimo AC, skup M moZemo izabrati tako
da je |M| = max{X, | X|}.

Dokaz

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je ¢(Z) u prene-
ksnoj normalnoj formi, s tim da je univerzalni kvantor izrazen preko
egzistencijalnog. Dalje, s obzirom da je formula

(V& 0) & (7 & —0)

valjana, mozemo pretpostaviti da formula ¢(z) ne pocinje negacijom.
Neka je n broj egzistencijalnih kvantora koji se javljaju u ¢. Ako
je n = 0 mozemo uzeti da je M = X.
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Neka je n > 0 i neka je ¢(z) oblika

Elylﬁal ce Elyn,lvz)(ylv ey Yn, j)a

pri ¢emu je ¢ formula bez kvantora, a; € {—1,1}, =10 &g —0 i
-0 <4 0. Dalje, neka je ¢; po slozenosti maksimalna potformula
formule ¢ koja sadrzi tacno ¢ kvantora, ¢ < n.

Na osnovu leme 4.2.1 postoji skup M O X takav da za svako i € n
i svako y(i),z € M vazi

Fn—i0i((2), Yn—i, T) = (Fyn—i € M)@i(§(i), Yn—i, T),

pri ¢emu je y(n — 1) prazan niz, a za ostale vrednosti ¢ je (i) =
Y1, - -5 Yn—i—1. Neka je ¥y formula ¢q i neka je ¢; 1 formula Jy,,_;p;.
Tvrdimo da za svako ¢ € n vazi

(V5(i), 7 € M) ()" & i)

Dokaz izvodimo indukcijom po n. Neka tvrdenje vazi za 7 i neka su
y(i+ 1),z € M proizvoljni. Tada vazi:

B (Fyneicr @i + 1), Yoimr, 7))

(ayn i—1 € M)C)Oz (g( ) Yn—i— 1,1‘)

(Fyn—i—1 € M)p;(y(i +1),ypn—i—1,Z) (ind. hipoteza)
Fyp—ic10i(G(E + 1), Ypn—i—1, T)

1/}2'+1'

tdie e

Kako obratna implikacija vazi na osnovu leme 4.2.1, vazi
(Vg(l + 1)7 S M)(¢%l And ¢i+1)7

odakle neposredno sledi da je za svako i < n vazi oM < ;. Posto je
o formula bez kvantora, imamo tvrdenje. OJ
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4.2.3 Primer U vezi sa teoremom refleksije i kontrolom kardinalno-
sti reflektujuceg skupa, postoji formula ¢(x) jezika Lzpc takva da
je svaki neprazan tranzitivan skup M koji je reflektuje (¢™ je ZFC-
apsolutna za M) neprebrojiv.

Zaista, neka je # konjunkcija aksioma para, unije partitivnog skupa
i beskonacnosti i neka je ¢(x) formula

ON(x#0= (Jy € Ind)(P(y) € x)),

pri cemu je Ind klasa svih induktivnih skupova. Neka je M neprazan
tranzitivan skup takav da je

(Vo € M)(¢" (z) & ().

Posebno, tada 0 € M, pa je M (0) & ¢(0), pa je i 0M & 0, odakle

neposredno sledi da u (M, €) vaze aksiome ekstenzionalnosti, praznog

skupa, para, unije, partitivnog skupa, beskonacnosti i regularnosti.
Neka je skup a € M takav da

(M, €) | a € Ind.

Kako je x € Ind apsolutna formula za tranzitivne klase, skup a je
induktivan. U M vazi aksioma partitivnog skupa, pa

Pl@NMeM i b=P(Pa)nM)nNM € M.

Posebno, ™ (b) < o(b), $to je na osnovu prethodnih razmatranja
ckvivalentno sa

(Jy e M)(y € Ind A P(y) € b) < (Fy € Ind)(P(y) € ) .
Kako M = a € Ind A (P(a) N M) € b, vazi i
(Jy € Ind)(P(y) € b).

Dakle, |b| > 2W > 2% a kako je M tranzitivan, mora biti i b C M,
odakle sledi da je M neprebrojiv.
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4.2.4 Napomena Na osnovu prethodnog primera smo videli da, u
opstem slucaju, prebrojivi skup M koji reflektuje neku recenicu ¢ ne
mora biti tranzitivan. Medutim, M je kao €-model dobro zasnovan,
pa na osnovu teoreme kolapsa dobijamo prebrojiv tranzitivan model
koji reflektuje . Ovo je upravo i razlog sto se bez umanjenja opstosti
u dokazima nezavisnosti mozemo ograniciti na prebrojive tranzitivne
modele.

4.2.5 Posledica Uz pretpostavku da je teorija ZFC neprotivrecna,
teorija ZFC nije konacno aksiomatska.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, da postoji konacan skup formula 7" takav
da je teorija T ekvivalentna sa ZFC. Tada je prema prethodnoj teo-
remi ve¢ u teoriji ZF dokazivo da postoji tranzitivan model M ¢iji je
nosac skup, a koji reflektuje svaku aksiomu teorije T'. Posto je teorija
T ekvivalentna sa ZFC, isti iskaz je dokaziv i u teoriji T'. Svaka ak-
sioma teorije T je dokaziva u teoriji T" kao aksioma. Stoga je u teoriji
T dokazivo da postoji model teorije T (zahvaljujuéi tome $to teorija
T ima konacan broj aksioma), pa samim tim i da je teorija T" ne-
protivreéna. Prema Godelovim teoremama nepotpunosti znaci da je
teorija T', pa samim tim i njoj ekvivalentna teorija ZFC protivrec¢na.
O

Istaknimo da vazi i jaci rezultat: ukoliko je neprotivrecna, teorija
ZFC nema ¥,-aksiomatizaciju. Ovo je posledica teoreme refleksije i
¢injenice da je predikat

“postoji skup M koji je model svih ¥, -instanci teorije ZFC”

predstavljiv u ZFC.

Neka je T neko rekurzivno prosirenje teorije ZF i neka je recenica
¢ teorema teorije T'. Da bi konstruisali model M recenice ¢ (tj. skup
M koji reflektuje ¢), dovoljno je da M reflektuje onih konaéno mnogo
aksioma teorije T" koje se koriste u dokazu za ¢. Umesto da za svaku
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konkretnu recenicu ¢ eksplicitno navodimo aksiome teorije 17" koje M
treba da reflektuje, mi ¢emo koristiti frazu

“M reflektuje sve na vidiku”.

4.3 Godelove operacije

Kao sto smo u uvodu u ovo poglavlje istakli, Godelove operacije
¢emo koristiti u formalizaciji predikata

“r C A je definabilan sa parametrima u modelu (A, €)”.

Tranzitivna klasa M je apsolutna za shemu separacije ukoliko za
svaku formulu ¢(z, z,7) jezika Lzpc vazi

Vz,yeM)({z |z € 2A"(x,2,9)} €M).

Drugim recima, ako a € M, onda i svaki u (a, €) definabilni podskup
skupa a takode pripada M. Ispostavlja se da slede¢ih devet Godelovih
operacija ima vaznu ulogu i u konstrukciji klasa apsolutnih za shemu
separacije.
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° g7(l‘)
o Gg(x)

e Go(z) = {(u,v,w) | (v,w,u) € x}.

(u,v) | (v,u) € z}

{
{

(u,v,wy | (u,w,v) € x}

Primetimo da vazi:
o Gi(z,y) ={zyt={z]z=aVv2=y}
o Go(zy) =z xy={z| (Fucz)(Ivey)z=(uuv)}
o Gs(z,y)={z| (Fuex)Fvey(ucv A z=(u0v)}
e Gi(wy)=z\y={z|z€x N zdy}
° Gs(z)=Uz={z| (Iyer)zcy}
o Go(z) = dom(zx) = {z | € Uz A Gy € U"2)((z,y) € x)}
o Gr(z) ={z| Bu,v e U 2)(z = (u,v) A (v,u) € z)}
o Gs(x) ={z | Qu,v e U 2)Bw e U 2)(z = (w,w,v) A (u,v,w) € z)};
o Go(x)={z| Bu,v e U 2)Bw e U* =) (2 = (u,w,v) A (u,v,w) € x)}.

U ovom kontekstu, | J*z = [J|Jz itd. Lako se proverava da su uocene
operacije ZF-apsolutne za tranzitivne klase zatvorene za operaciju
(v,y) = {z,y}. Takode,

zAy=2\(z\y) i mgx)=dom(Gr(x)).

Za formulu ¢(z1, ..., x,) jezika Lzrc neka je

n

Sp(X1,. o, Xn) = {1, wa) | Nl € Xi) A, zn)}-

i=1

4.3.1 Lema Neka je n = 2 proizvoljan prirodan broj i neka je 1 <
i,7 < n. Tada postoji kompozicija G Godelovih operacija takva da

ZF FYX) o VX0 (Sniea, (X1, X)) = G(X0, ., X)),
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Dokaz
Ako je i = j, onda je Sy,e.,(X) = 0, pa mozemo uzeti da je

Q(X) =X \X1-

Neka je i # j. Dokaz teoreme izvodimo potpunom indukcijom po n.
Ako je n = 2, onda imamo sledeca dva slucaja:

o Soreny (X1, X2) = G3(X1, Xp);
o Spven (X1, X2) = G7(G3(X2, X1)).
Neka je n > 2. Razlikujemo sledeca cetiri podslucaja:
L. an,lemn(X) = GoGr(X1 X -+ X Xp9 X G3( X1, X));
2. Srppern 1(X) = GoGr(X1 X -+ X Xppog X G7(G3(X, Xp1)))

3. Neka je 7,j # n. Uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu, postoji
kompozicija Godelovih operacija G takva da je

Sxi€$j (X17 s aXn—l) = g(X17 s 7Xn—1)'
Tada je

Sxiexj (Xla s 7Xn717Xn) = g(Xla s 7Xn71) X Xn7

4. Neka je i,7 # n — 1. Uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu,
postoji kompozicija Godelovih operacija G takva da je

S:EZ'EIJ‘ <X17 cee 7X7L72) - g(X17 .o 7Xn727Xn)-
Tada je

Smiexj (X) - gS(g(Xla cee 7Xn—27Xn> X Xn—l)'
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4.3.2 Teorema Neka je p(x1,...,x,) proizvoljna Xo-formula jezika
teorije skupova. Tada postoji kompozicija Godelovih operacija G takva
da

ZFEVXy . VX, (Sp(Xq, ..., X)) =G(Xq, ..., X0)).

Dokaz
Teoremu dokazujemo indukcijom po slozenosti formule . Kako je
zbog aksiome ekstenzionalnosti

Sxi:xj (X) = S(V:L"Ezi)(:vexj)/\(VxExj)(xExi) (X)>

lema 4.3.1 u potpunosti pokriva slucaj atomicnih formula. Dalje, ako
je

Sp(X) =G(X) 1 Sy(X) =H(X),

onda je B B
(X) = (X x - x Xp) \ G(X),

kao 1
Senu(X) = G(X) NH(X),

¢ime su pokrivene Booleovske kombinacije. Preostaje da se dokaze
slucaj kada je formula ¢ oblika

Jz(x € x; ANp(x1, ..., 20)).

Po induktivnoj hipotezi je

So(X.X) = {(z.2) | NjeX)rzeXAnxex )}
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pa mora biti
Secainperman) (X1, X, X) = G(Xq, .. X, | X0).
Sada je S,(X) = dom(G(X,J Xi)). O

4.3.3 Posledica Neka je M tranzitivna klasa zatvorena za Gddelove
operacije. Tada u M vazZi Xg-shema separacije, tj. svaka Yg-instanca
sheme separacije je ZF-apsolutna za M.

Dokaz

Neka je o(z,y, 21,...,2,) Zo-formula i neka su skupovi Y,Z €
M proizvoljni. Po prethodnoj teoremi postoji kompozicija Godelovih
operacija G takva da je skup

A={(z,Y) | xEY/\YG{Y}/\/n\ZiG{Zi}/\SO(x>Y»Z)}

i=1

jednak skupu G(Y,Z). Zbog zatvorenosti M za Godelove operacije
imamo da A € M. Kona¢no,

B={x|xzeY Ap(z,Y,Z)} = dom(A),

pa zbog zatvorenosti klase M za Godelove operacije uoceni skup B
pripada klasi M, ¢ime je tvrdenje dokazano. O

Za klasu M kazemo da je skoro univerzalna ako vazi
(Vo CM)(Jy e M)(z Cy).

Naravno, u prethodnoj formuli promenljiva z je kvantifikovana, pa se
ona odnosi na skupove. Primetimo da je svaka skoro univerzalna klasa
prava klasa. Zaista, ako bi postojao skoro univerzalan skup X, onda bi
zbog X C X i skoro univerzalnosti postojao x € X tako da je X C x,
sto je u kontradikeiji sa rank(z) < rank(X).

Za proizvoljan skup X definisimo njegovo zatvorenje za Gddelove
operacije, u oznaci gel(X), rekurzivno na sledeéi nacin:
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o gcly(X) =X

4
o gl =gl (X)U LﬁJl{Qi(%y) | 2,y € gel, (X))}

)

0 U{Gia) | o € gl (X))

o gel(X) = U gel,(X).
new
4.3.4 Zadatak Neka je skup X tranzitivan. Dokazati da je tada i
skup gel(X) tranzitivan.

4.3.5 Lema Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa i neka je

o(x1, ..., x,) formula jezika Lzrpc u kojoj se javlja taéno m neogra-
nicenih kvantora. Sa ¢*(T,y1,...,Ym) oznacimo formulu koja nastaje
iz formule ¢ ogranicavanjem svih kvantora na promenljive y; (svaki
neograniceni kvantor se ogranicava jednom od promenljivih y; 1 svaka
od promenljivih y; ograni¢ava tac¢no jedan neograniceni kvantor). Tada
za svaki skup X € M postoje Y1, ..., Y, € M takvi da vazi

M
o(ay, ... ap)
ako i samo ako vazi p*(a,Y), za svaki izbor skupova ai, ..., a, € X.

Kao i mnogo puta do sada, u pitanju je shema teorema. Ovim
zapravo tvrdimo da za datu formulu ¢ i tranzitivnu skoro univerzalnu
klasu M vazi

ZF - (VX e M)(TY e M)(Va € X)(pM(a) & ¢*(a,Y)).

Dokaz

Dokaz izvodimo indukcijom po slozenosti formule. Ako je formula
¢ atomicna, onda su formule ¢* i ¢ identi¢ne, pa tvrdenje trivijalno
vazi. Sluc¢aj Booleovskih kombinacija se lako raspravlja, te prelazimo
na slucaj kada je formula ¢ oblika

Jxp(x, 2, ..., 2p).
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Na osnovu teoreme refeksije, postoji skup A O X takav da
(A €) |E Bz e MYz, a4, ..., a,]

ako i samo ako vazi (3z € M)yYM(z, ay, ..., a,), za svaki izbor elemenata
ai,...,a, skupa X. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da
je A C M. Klasa M je skoro univerzalna, pa postoji Y € M tako da je
A CY. Sada imamo da

(A e) E Bz e Y[z, a4, ..., a,]
ako 1 samo ako vazi
(Fx € Y)wM(a:, Ay, ..., a,),

za svaki izbor elemenata a;. ..., a, skupa X. Odavde sledi i tvrdenje
u potpunosti. ]

4.3.6 Lema Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena
za Godelove operacije. Tada u M vazi shema separacije.

Dokaz
Direktno sledi iz posledice 4.3.3 i leme 4.3.5. 0

4.3.7 Zadatak Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvo-
rena za Godelove operacije. Dokazati da klasa M sadrzi sve ordinale.

Uputstvo

Neka je A klasa svih ordinala iz M. Transfinitnom indukcijom
pokazujemo da je A = Ord. Neka je ordinal « C A. Tada je po
definiciji klase A ordinal o ujedno i podskup klase M, pa iz skoro uni-
verzalnosti klase M sledi da postoji skup a € M takav da je o C a. Kako
u M vazi shema separacije, skup

b={r | (x€af*A(xeOm))



250 4. UNUTRASNJI MODELI

pripada klasi M. Posto su formule zq € 1 i 9 € Ord apsolutne za
tranzitivne klase,

b={z |z e€anzeOrd}.

Dakle, b je skup ordinala, pa je § = |Jb takode ordinal. Zbog zatvore-
nosti klase M za Godelove operacije imamo da (3 € M, a kako je a C b,
ili je a € 3, ili je a« = B. U svakom slucaju a € M. Sada na osnovu
teoreme transfinitne indukcije sledi da je A = Ord. U

4.3.8 Zadtak Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvore-
na za Godelove operacije. Dokazati da u M vaze aksiome beskonaé¢nosti
i partitivnog skupa.

Uputstvo

Na osnovu prethodnog zadatka, klasa Ord je sadrzana u klasi M,
pa posebno w € M, odakle sledi da u M vazi aksioma beskonacnosti.

Da bi dokazali da u M vazi aksioma partitivnog skupa, treba po-
kazati da za svaki skup a € M skup P(a) N'M takode pripada klasi M.
Neka je a € M proizvoljan skup. Kako je P(a) "M C M, zbog skoro
univerzalnosti klase M postoji skup b € M takav da je P(a) "M C b. U
M vazi shema separacije, pa skup

d={z|(z €A Ca)}

pripada klasi M. Kako su formule o € x; i 29 C z; apsolutne za
tranzitivne klase, imamo da je

d={z|zebAhxzCa}=Pla)NM

[l

4.3.9 Zadatak Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvo-
rena za Godelove operacije. Dokazati da u M vazi shema zamene.
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Uputstvo

Ako je F' : M — M proizvoljna definabilna funkcija, treba pokazati
da za svaki skup X € Mskup F' | X takode pripada klasi M. Sli¢no kao
i u prethodnim zadacima, Kkoristiti skoro univerzalnost i apsolutnost
sheme separacije. 0

Prethodna razmatranja sumirajmo slede¢om shema teoremom te-
orije ZF:

4.3.10 Teorema Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa za-
tvorena za Gaodelove operacije. Tada:

o UM vaze sve aksiome teorije ZF;

o Klasa M sadrzi sve ordinale.

4.3.11 Zadatak Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa za-
tvorena za Godelove operacije. Dokazati da je tada klasa M zatvorena
i za operaciju = — gcl(z).

Uputstvo
S obzirom da je klasa M apsolutna za ZF i da je recenica

Vady(y = gel(z))

teorema teorije ZF (u konstrukeiji gel(x) se nigde ne koristi AC), njena
relativizacija na M je takode teorema. No to upravo znaci da vazi

(Vz € M)(3y € M)(y = gel(x)),
odakle sledi zatvorenost klase M za operaciju = — gcl(x). U
4.3.12 Definicija Operaciju x — D(x) definisimo sa

D(z) = P(z) Ngel(z U {x}).
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Neka je A proizvoljan skup i neka je ¢(x,yi,...,y,) proizvoljna
formula jezika £z pc. Tada se za proizvoljne elemente a4, . . ., a, skupa
AU{A} skup

B={z|zc ANp*(2,a1,...,a,)}

moze predstaviti kao G(aq,...,a,), pri ¢emu je G neka kompozicija
Godelovih operacija. Ovo upravo znaci da B € D(A), odakle sledi da
je D(A) upravo skup svih definabilnih u (A, €) podskupova skupa A.

Ono sto nismo pokazali je da je svaka kompozicija Godelovih ope-
racija elemenata skupa A U {A} takode definabilna u (4, €). No ovo
je neposredna posledica definicije Godelovih operacija.

4.3.13 Zadatak Neka je M tranzitivna klasa zatvorena za operaciju
(z,y) = {z,y}.
1. Dokazati da je Dy(x) = D(z) NM, x € M;

2. Ako je klasa M zatvorena za operaciju x — gcl(z), dokazati da je
tada M apsolutna i za operaciju  — D(z), tj. da je

Dy(z) = D(z), x €M

Uputstvo
Razmotrimo samo drugi deo zadatka.

Dy(x) = D(z)NM

= (Px)Nngc(zu{z}))NM

= P(x)N(gcl(x) N M)

= P(z)Ngcl(x)
().

X

|
S

Napomenimo da zbog pretpostavljene zatvorenosti klase M za operaciju
gcl imamo da gel(z) € M, odakle iz tranzitivnosti M sledi da je gel(x) C
M, a time i gel(x) N M = gel(z). O

Iz prethodnih razmatranja neposredno sledi
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4.3.14 Teorema Neka je M neprazna tranzitivna klasa apsolutna za
sledece tri teoreme teorije ZF:

o VaVy3dz(z = {x,y})
o VaIy(y = gel(z))
o Vady(y = P(x)).

Tada je klasa M zatvorena za operaciju x +— D(x).

4.4 Ordinalna definabilnost

Klasa OD ordinalno definabilnih skupova, kao i klasa HOD nasle-
dno ordinalnih skupova, nemaju direktne veze sa Godelovim dokaz-
ima relativne konsistentnosti aksiome izbora i generalisane kontinuum
hipoteze. Medutim, ovde ih navodimo iz razloga sto su one ipak neza-
obilazni primeri unutrasnjih modela. Takode, u njihovoj konstrukciji
se koristi definabilnost - koncept koji je dominantan u Godelovom
metodu.

Za skup a kazemo da je ordinalno definabilan ako postoje formula
o(x, Y1, ..., yn) jezika Lzpc 1 ordinali ay, . ..,y takvi da je

a={z|p(r,a,...,an)}.
4.4.1 Primer Svaki ordinal « je ordinalno definabilan jer je

A = {realrea}

= Q.

4.4.2 Primer Pokazimo da je svaki od skupova V,, ordinalno defina-
bilan. Koristimo transfinitnu indukciju po Ord. Kako je

Vo =0={x |z € 0},
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Vb je ordinalno definabilan. Ako je
Vo =A{z | o(z,a,...,a,)},
onda je
Vo1 =P(V,) ={z | y(Vz(z €y < ¢(z,01,...,05)) ANz Cy)},

tj. 1 V441 je ordinalno definabilan. Konacno, neka je a > 0 grani¢ni
ordinal. Ako sa ¢(x,«) ozna¢imo formulu

If ( Fun(f) Adom(f)=aA f(0)=0
A (V€ < a)(f(§+1) = P(f(€))
ANVB<a)B=8=fB =] )

£<p
A (FE < a)(z e f(E) ),

onda je
Vo = {x | 90<x7a)}7
odakle sledi ordinalna definabilnost skupa V.

Neka je a proizvoljan ordinalno definabilan skup, tj. neka je
a=A{z| gz ,a,...,0n)}
Po teoremi refleksije, postoji ordinal « takav da je
a={z|zeVonp(z,a1,...,0,)}

Kako je jos i svaki ordinal # ¥-definabilan preko skupova Vj (8 =
{z | x € V3 Az € Ord}), ordinalno definabilni skupovi su upravo
kompozicije Godelovih operacija primenjene na skupove V3. Odavde
sledi da su elementi klase OD definisane sa

r € 0D & Ja(z € gdl({Vs | B < a}))

upravo svi ordinalno definabilni skupovi.
U opstem slucaju klasa OD nije tranzitivna, o ¢emu govori sledeca
lema.
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4.4.3 Lema Klasa OD je tranzitivna ako i samo ako je OD =V,

Dokaz

Ako je OD =V, onda je oc¢igledno klasa OD tranzitivna, pa pre-
ostaje da pokazemo obratnu implikaciju. Neka je klasa OD tranzi-
tivna. Kako svaki od skupova V,, pripada OD, iz tranzitivnosti klase
OD sledi da je svaki od skupova V,, podskup klase OD, pa mora biti

OD =V. 0J

Za skup x kazemo da je nasledno ordinalno definabilan, u oznaci
r € HOD, ako x € OD i tc(z) € OD. Iz definicije klase HOD
neposredno sledi da je ona tranzitivna. Kako

Vo, NMHOD € HOD

za svaki ordinal «, klasa HOD je i skoro univerzalna. Dakle, HOD je
tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Godelove operacije,
pa je apsolutna za ZF.

Sto se ti¢e medusobnih odnosa klasa HOD, OD i V, napomenimo
da je svaka od sledec¢ih situacija moguca:

e HOD Cc OD C V;
e HOD Cc OD =V,
e HOD=0D=V.

4.5 Konstruktibilni skupovi

Godelov konstruktibilni univerzum L definiSemo transfinitnom re-
kurzijom po Ord na sledeéi naé¢in:

[ LOZO,

® Loy1 = D(La);
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e L,= | Lg, uslucaju kada je o granicni ordinal.
BEa

Posebno,
r € L Sqor Ja(x € Ly).

4.5.1 Teorema Klasa L svih konstruktibilnih skupova je tranzitivna,
skoro univerzalna i zatvorena za Gdédelove operacije. Posebno, ako je M
proizvoljna tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gaddelove
operacije, onda je L C M.

Dokaz
Tranzitivnost neposredno sledi iz definicije klase L i ¢injenice da
je za tranzitivan skup z skup D(x) takode tranzitivan.

Sto se tice skoro univerzalnosti, prvo primetimo da za svaki ordinal
a imamo da L, € L, kao i da iz oo < 3 sledi da L, € Lg.

Neka je X C L. Tada za svako x € X postoji ordinal «, takav da
x € L,,. Neka jea = |J a,. Sadaimamo daje X C L,ida L, € L,

zeX
odakle sledi skoro univgrzalnost.

Zatvorenost klase L za Godelove operacije je direktna posledica
njihove definicije.

Ako z,y € L,, onda G;(x,y),Gs(x) € D(L,), pa imamo zatvo-
renost L za prvih pet Godelovih operacija. Ako je o ordinal takav
da skupovi z,|Jz,|J'z € L,, onda i Gi(z) € D(Ly), pa imamo
zatvorenost L i za preostale ¢etiri Godelove operacije.

Ostaje da pokazemo poslednji deo tvrdenja. Neka je M proizvoljna
tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Godelove operacije.

Ako L, € M, onda zbog zatvorenosti klase M za D imamo da je
Loi1 = D(L,) € M. Ako je L, C M (ordinal « je grani¢ni > 0), onda
zbog apsolutnosti klase M za ZF vazi

{Lg | Bea}len,

odakle iz istog razloga sledi da L, = |J{Lg | § € a} € M. O
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Na osnovu prethodne teoreme neposredno sledi da je predikat
xr €L

apsolutan za tranzitivne skoro univerzalne klase zatvorene za Godelove
operacije. Iz prethodnih razmatranja neposredno sledi

4.5.2 Teorema Neka je A konjunkcija sledecih Sest teorema teorije
ZF:

o VaVy3z(z = {z,y})
o Vady(y =Ux)

Vady(y = P(x))

VaIy(y = gel(z))

e x(0ex AN (Vyex)(y+1eux))

Va3 f(Fun(f)Adom(f) = a+1Af(0) = 0A (VB € o) (f(B+1) =
DB A (VBea+1)(UB=0F= f(B) = LeJﬁf(W)))'

Ako je klasa M apsolutna za A, onda je

(VxeM)((ze L) =z€l).

Sa V = L oznac¢imo recenicu
Veda(x € L,) ,

a sa ZFL ozna¢imo teoriju ZF + V = L. Samu recenicu V = L zovemo
i akstomom konstruktibilnosti.
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Na kraju ove sekcije razmotrimo relativnu konstruktibilnost. Neka
je A proizvoljan skup i neka je M neprazan tranziivan skup. Definisimo
skup D4(M) sa

Dy(M) =gcdd(MU{M}U(ANM))NP(M).

Moze se pokazati da je D4(M) ustvari skup svih podskupova od M
definabilnih u modelu (M, €, A).

Relativni konstruktibilni univerzum L[A] definiSemo na sledeéi na-
cin:

 Lan[A]l = Da(La[A]);
o L,[A] = U L¢[A], za grani¢ni ordinal a > 0;

{<a
o v € L[A] & Ja(z € L,[A4]).

Slicno kao i za L se pokazuje da je L[A] tranzitivna skoro uni-
verzalna klasa zatvorena za Godelove operacije, pa je apsolutna za ZF.
Napomenimo da postoji globalno dobro uredenje klase L[A], odakle
sledi da je klasa L[A] apsolutna i za aksiomu izbora. Detalje ovog
dokaza ¢emo sprovesti u sledecoj sekciji u slucaju konstruktibilnog
univerzuma L. Sto se tice GCH u L[A], ona ¢e vaziti pocevsi od nekog
ordinala ay, tj. za svako a > «q ée biti 2% = R,.;. U slucaju
konstruktibilnog univerzuma L (A = 0) je as = 0, Sto ¢emo takode
pokazati u sledecoj sekciji.

4.6 Relativna konsistentnost AC 1 GCH

Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gode-
love operacije i neka je I' : Ord x Ord — Ord kanonska bijekcija. Iz
dosadasnjih razmatranja neposredno sledi da je I' C M.
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Dalje, neka je funkcija J : 10 x Ord x Ord — Ord definisana sa
J(n, o, 3) =10 -T'(a, §) + n.

Lako se proverava da je J bijekcija i da je J C M. Sada postoje
jedinstvene definabilne funkcije ( ); : Ord — 101 ( )2, ( )3 : Ord —
Ord takve da je

Va(a = T (o)1, (@)2, (@)3))-

Naravno, mora biti i ()1, ( )2, ( )3 C M.
Koristeci ove funkcije, pokaza¢emo da se ceo konstruktibilni uni-
verzum L moze dobro urediti. Naime, vazi slede¢a Godelova teorema:

4.6.1 Teorema|Godel]
ZFL F AC.

Dokaz
Posto je L tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gode-
love operacije, vazi

F’j’()lv()2>()3gL~

Definisimo £ : Ord — L €-rekurzijom na slede¢i nacin:

Loy, , (@)1=0
L(a) = ¢ Gan(L((@)2),L((a)s)) , 1< (o)y <4
Gy (L((@)2)) , () >4

Primetimo da je i £ C L. Dalje, iz definicije £ neposredno sledi da je
za svaki ordinal o

Lo =L(T(0,a,0)).

Neka su z,y,z € L proizvoljni. Ako je z = G;(y,2) i ako je y =
L(a)iz=L(F), onda je

r=L(T(i,a,3)).
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Ako je x = G;(y) i y = L(«), onda je
x = L(T(i,a,0)).

Odavde neposredno sledi da za proizvoljne konstruktibilne skupove
ai,...,a, € L[Ord] i proizvoljnu kompoziciju Godelovih operacija G
konstruktibilni skup x = G(ay, ..., a,) takode pripada £[Ord].

Neka je L, C L[Ord]. Tada je i Loy1 € L[Ord]. S obzirom da
za svako © € L,y = D(L,) postoje ay,...,a, € Lai1 1 kompozicija
Godelovih operacija G tako da je

r=G(ay,...,a,),

na osnovu prethodnih razmatranja, sledi da je L,y1 C £[Ord].
Sada se transfinitnom indukcijom lako pokazuje da je za svaki ordi-
nal o, L, C £[Ord]. Samim tim, £ je “na”.

Primetimo da je sa
T <p Y s min{a | z = L(a)} <min{a | y = L(a)}
dobro definisano dobro uredenje na L. Dakle, ako je V = L, onda
imamo globalno dobro uredenje, odakle neposredno sledi AC. U
4.6.2 Posledica
ZF F Con(ZF) = Con(ZFC).

Dokaz

Ako je M proizvoljan model teorije ZF, onda je njegov konstru-
ktibilni univerzum L™ model teorije ZFC, odakle neposredno sledi
navedena relativna konsistentnost. ([l
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4.6.3 Teorema [Godel|
ZFL F GCH.
Dokaz

Neka je V' = L. Treba pokazati da proizvoljan za x C w, vazi
x € L,,,,. Naime, tada ¢e zbog | L, | = Nxp1 biti [P(wy)| = Ryy1.

Neka je x C w)y proizvoljan. Iz aksiome konstruktibilnosti sledi
da postoji ordinal 3 takav da x € Lg. Na osnovu teoreme refleksije
postoji skup A takav da vazi:

1. A i aksioma ekstenzionalnosti su apsolutni za A
2. wyU{p,z} C A

3. |A] =Ry,

4. B € Ordix € Lg su apsolutni za A.

Po teoremi kolapsa, postoje jedinstveni tranzitivan skup M i izomor-
fizam f: (A, €) = (M, €). Kako je wy tranzitivan skup, to je f|., =
1,,, pa mora biti f(z) = .

Dalje, kako su ordinali apsolutni za tranzitivne modele, i f(/3) je
ordinal (i u M i spolja). M je tranzitivan, pa je f(3) C M, a kako je
|M| = N,, to f(ﬁ) € Wiry1-

Rec¢enica A vazi u M, pa su svi u M konstruktibilni skupovi zaista
konstruktibilni (konstruktibilni i spolja), pa imamo da je

f(:L‘) = €& Lf(ﬁ),

odakle sledi x € L ¢ime je teorema dokazana. 0

Wx+1)

Posebno, ako je M model teorije ZF, onda je njegov konstruktibilni
univerzum L" model teorije ZFC + GCH, odakle sledi relativna kon-
sistentnost generalisane kontinuum hipoteze sa Zermelo-Fraenkelovom
teorijom skupova, tj.

ZF + Con(ZF) = Con(ZFC + GCH).
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4.7 OulL

4.7.1 Definicija Neka je k regularan neprebrojiv kardinal. ¢, je
sledeca recenica: postoji familija skupova {4, | @ < k} sa slede¢im
svojstvima:

o A, C

e za svaki podskup A kardinala x skup {a <k | ANa = A,} je
stacionaran u k.

Posebno, O, oznacavamo sa <.
4.7.2 Zadatak Dokazati da { povlaci CH.

Uputstvo

Neka je {A, | @ < w1} O-familija i neka je X C w. Kako je skup
S={a<r| XNa=A,} stacionaran u w; i kako je w < wy, imamo
daje SN[w+1,k) #0. Neka je ax = minS N [w+ 1,w;). Sada je

XﬂCYX:Oéx,

a kako je ax > w, mora biti i w C ay, odakle sledi da je X Nayxy = X.
Dakle, svaki podskup od w je neki od skupova A,, pa imamo da je
2% < N;. Kako po Cantorovoj teoremi vazi i obratna nejednakost,
imamo da vazi CH. [l

4.7.3 Zadatak Dokazati da ZFC F/ {.

Uputstvo
Iskoristiti prethodni zadatak i ¢injenicu da ZFC' t/ C'H. 0J

Kao ilustraciju medusobnog odnosa predikata ¢, (variramo k) bez
dokaza navodimo sledeé¢e dve Cinjenice:

o /JFC+ GCH V¢ (Jensen);



4.7. QUL 263

Pokazimo da u L vazi {.. Radi pojednostavljenja argumentacije,
nadalje podrazumevamo da radimo u L. Parove (A4,,C,), a < k
rekurzivno definiSimo na sledeé¢i nacin:

e Ako je « grani¢ni ordinal > 0, onda je (A,,C,) <jex-najmanji
(leksikografski poredak u odnosu na <) par podskupova A i C
od « takvih da je C club (zatvoren i neogranicen) u « i da je
ANE # Ag za svako € < a, ukoliko takav par skupova postoji;

e U svim ostalim slucajevima neka je (A, Cy,) = (0,0).

Tvrdimo da je {A, | @ < k} O-familija. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji <jex-najmanji par (A4, C) sa sledeéim svojstvima:

1. ACxk;
2. C je club u &;
3. VaeC)Ana# Ay,).
Na osnovu teoreme refleksije, postoji L¢ sa slede¢im svojstvima:
o (Le,e) =EA+V =1L;

o L¢ reflektuje sve na vidiku. Posebno, A,C,k,{A, | @ < Kk}
pripadaju L¢, i u L¢ vaze gore navedena svojstva skupova A i C'.

Na osnvou donje Lévenheim-Skolemove teoreme, postoji elementarni
podmodel (M, €) modela (L, €) takav da:

o | M| < k;
e A C k,{As | a <K} € M,
e M Nk jeordinal A < k.

Sada je tranzitivni kolaps od M (tj. modela (M, €) upravo L,, za
neko n < & (sledi iz M, L = A+V = L). Nekajem : M — Lg
jedinstveni €-izomorfizam. Da bi izveli kontradikciju, dovoljno je da
pokazemo sledece:
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(a) (k) = X;
(b) m(A) =ANX=Ay;
(c) Ae(C.

Naime, (a), (b) i (c) direktno protivrece svojstvima 1-3.

(a): Kako M = k € Ord, to i L, = w(k) € Ord, a kako je
Ord® = Ord N L, (apsolutnost predikata x € Ord za tranzitivne
klase), imamo da 7(x) € Ord. Kako je

(k) ={rm(a) |ae MNk}={r(a) | a <A},
imamo da je m(k) = A, pa zbog 7(k) € Ord mora biti 7(k) = A.
Posebno, odavde sledi da je m(a) = a za svako av < A.

(b), (c): Prvo ¢emo pokazati da je m(x) = = N A za svako = €
M N P(k).
w(z) = {n(a) |a€exn M}
= {n(a) |ae(znk)NM}
= {m(a) |aexzn(kNM)}
= {m(a) |acxznA}
= {ajacznA}
= TN
Posebno, m(Ay) = Ap za a < ANin({As | a <k}) ={As | o < A}
Sada u L¢ vazi da je (AN, CNA) <z, najmanji kontra primer za
Q-ost familije {A, | o < A}. Medutim, <z i <z, se poklapaju na L,
pa po konstrukciji parova (A4,, C,) mora biti Ay = ANAiC\ =CNA,
odakle neposredno slede (b) i (c).

4.8 Suslinova linija u L

Parcijalno uredenje (T, <) je drvo ako ima minimum i ako je za svako
x € T interval (-, x) dobro ureden. a-ti sloj drveta T je skup

lev(a, T) ={z €T | ot(-,x) = a},
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pri ¢emu je ot(-,z) jedinstveni ordinal izomorfan sa (-,z). Visina
drveta T, u oznaci ht(7) je najmanji ordinal « takav da je lev(a, T) =
0. Antilanac u drvetu T je svaki skup medusobno neuporedivih ele-
menata. Grana u drvetu T je proizvoljan maksimalni lanac. Za drvo
T kazemo da je totalno razgranato ako za svako x € T interval (z,-)
nije linearno ureden. Konaé¢no, drvo T' je k-drvo ako je ht(T) = ki za
svako a < k je |lev(a, T)| < k.

4.8.1 Definicija Drvo T je k-Suslinovo drvo ako je |T'| = k i ako je
svaki lanac 1 svaki antilanac drveta 17" kardinalnosti < k.

4.8.2 Zadatak Neka je x singularan kardinal. Dokazati da postoji
r-Suslinovo drvo.

Uputstvo
Neka je A = cfx < k1 neka je (¢ | & < A) strogo rastudi niz
kofinalan u k. Drvo T definisimo na sledeéi nacin:

o I'=U{(@,¢) | v eack

E<A
o () S(ymel=niz<y
Dokazati da je T' k-Suslinovo drvo. U

Suslinova linija je gusto linearno uredenje bez krajeva (S, <) koje
nije separabilno i u kome je svaka familija disjunktnih otvorenih inte-
rvala najvise prebrojiva. Suslinova linija je prirodno uopstenje realne
linije (R, <) koja je gusto linearno uredenje bez krajeva, povezano i
separabilno u odnosu na topologiju ¢iju bazu ¢ine otvoreni intervali.

4.8.3 Definicija Suslinova hipoteza SH je recenica

“ne postoji Suslinova linija”.
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Duro Kurepa je uveo pojmove drveta, s-Suslinovog i k-Kurepinog
drveta i dokazao da je SH ekvivalentna recenici

“ne postoji wy-Suslinovo drvo”.
Sto se tice medusobnog odnosa CH i SH, navedimo sledeée ¢injenice:
e (Jech, Tennenbaum) Con(ZFC) = Con(ZFC + -SH + CH);
e (Tennenbaum, Solovay) Con(ZFC) = Con(ZFC + SH + -CH);
e (Jensen) ZFFV = L = —-SH.
U nastavku ¢emo pokazati da
ZFC F § = “postoji wi-Suslinovo drvo”,

odakle posebno sledi da u L vazi negacija Suslinove hipoteze.

4.8.4 Zadatak Neka je T" totalno razgranato w;-drvo u kome je svaki
maksimalan antilanac najvise prebrojiv. Dokazati da je tada T ws-
Suslinovo drvo.

Uputstvo

Treba dokazati da drvo T nema neprebrojivu granu. Pretpostavi-
mo suprotno, neka je B = (b, | @ < wy) grana drveta T, pri ¢emu
bo € lev(a,T). Kako je drvo T totalno razgranato, postoji podniz
(bag | € < wi) od B takav da za svako ba, postoji ae € lev(ag +1,7)
tako da vazi ba, < bagy1, bae < ag, ag L bogt1s bagt1 £ ae.

Kako je jos i (bagt1,7) N (ag,-) = 0, skup A = {ae | £ < wi} je
neprebrojivi antilanac u 7T'; kontradikcija. 0

Sledeca dva zadatka se odnose na ekvivalentnost postojanja Susli-
novog w; drveta i Suslinove linije.

4.8.5 Zadatak Neka je (T, <) w;-Suslinovo drvo. Dokazati da tada
postoji Suslinova linija.
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4.1: drvo

Uputstvo
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da 7" nema maksi-
malnih elemenata. Neka je

S={X CT| “X je max lanac u 77}

i neka je < proizvoljno linearno uredenje na 7. Za X € S ¢emo sa
h(X) oznacavati visinu lanca X u 7. Kako je T' Suslinovo drvo, imamo
da je h(X) < wi, a iz dobre razgranatosti (7' nema max elemenata)
sledi da je h(T') grani¢ni ordinal. Dalje, ako su X i Y medusobno
razli¢iti max lanci u 7', onda postoji najmanji ordinal {xy < w; takav
da je
X5XY # Y%XY?
pri cemu je X = (X¢ | E < (X)) 1Y = (Y, | n < h(Y)).
Na S definiSemo uredenje <g na slede¢i nacin:

X<sY e XSXY < 1/5XY'
Pokazati da je (S, <g) Suslinova linija. O

4.8.6 Zadatak Neka je (5,<) Suslinova linija. Dokazati da tada
postoji wi-Suslinovo drvo.
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Uputstvo
Videti teoremu 5.13 u [53]. O

4.8.7 Zadatak Neka je T = (wy, <r) wi-drvo i neka je
T, = | Jlev(¢, 7).
<

Dokazati:
1. Skup C ={a <w; | T, = a} je club u wy;
2. Ako je A maksimalan antilanac u 7', onda je skup
D={a<uw |To=a N “ANT, je maks. antilanac u 7,” }
club u wj.

Uputstvo

1. Zatvorenost skupa C je ocigledna, pa ostaje da pokazemo
neogranicenost. Neka je £ = {f, g}, pri cemu su £ i g unarni funkcijski
znaci. Model M = (wy, f,g) jezika £ definisimo na sledeé¢i nacin:

o f(§) =min{¢ <w [ § €T}
e g(&) =sup{C <w; | C€lev((,T)}.

Neka je ay < w; proizvoljno. Na osnovu donje LST teoreme, postoji
prebrojivi elementarni podmodel My = (My, f | Mo, g [ My) modela
M takav da je ap € M,. Neka je a; < w; najmanji ordinal koji
je strogi nadskup skupa ag. Na osnovu donje LST, postoji prebrojiv
elementarni podmodel My = (My, f | My,g | M;) modela M takav
da je oy € M;. Nastavljajuc¢i ovaj postupak w puta konstruiSemo
elementarni lanac (M,, | n < w) takav da je

oy CMyCa CM CayC---

Kako je (J{an | n < w} = U{M, | » < w} = a i kako je unija
elementarnog lanca elementarna ekstenzija svakog od clanova lanca,
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model (o, f [ a,¢ | «) je ujedno i elementarni podmodel od M.
Pokazimo da je a = T,. S jedne strane, za proizvoljno £ < a zbog
zatvorenosti « za f imamo da je i f(£) < «, odakle sledi da

§€Tye CTh,

a time i a« C T,. S druge strane, za proizvoljno ¢ € T, postoji ( < «
tako da & € lev((,T), odakle zbog zatvorenosti a za g imamo da

£§<9(() <a,

tj. T, € a. Ovim smo pokazali da je skup C neogranicen.

2. Skup D je ocigledno zatvoren. Neogranicenost skupa D se
dokazuje modifikacijom dokaza neogranicenosti skupa C'. Jezik L iz
prethodne stavke ¢emo prosiriti novim unarnim funkcijskim znakom
h, koji ¢emo u w; interpretirati na slede¢i nacin:

h(€) = (giig){(’ € Al{<r(V(<r&}

Na isti nac¢in kao malo pre pokazuje se da za svako (3 < w; postoji
a < wp tako da je f < « i da je ordinal « zatvoren za funkcije f, g i
h. 1z zatvorenosti a za f i g sledi da je o = T, a iz zatvorenosti a za
h sledi da je AN a = ANT, maksimalan antilanac u 7,. 0J

4.8.8 Lema Neka je T = (w1, <7) totalno razgranato wy drvo i neka
je {As | a < wi} O-familija. Ako za svaki granicni ordinal o < wy
vazi

ola, Ty, An) = (Vz € lev(a, T))(Fy € An)(y <r ), (4.1)
pri cemu je p(a, Ty, Aa) formula

a=T, N “A, je maks. antilanac u a”,

onda je T" wy-Suslinovo drvo.
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Dokaz
Na osnovu zadatka 4.8.4 dovoljno je pokazati da je svaki maksima-
lan antilanac drveta 1" prebrojiv. Na osnovu zadatka 4.8.7 skup

C={a<uw | Ua:a/\&:Ta/\“AﬂTa je maks. antilanac u o’}

je club u wy. Kako je S = {£ < w; | ANE = A¢} stacionaran u wy
({A¢ | € < w1} je O-familija), SN C je neprazan. Neka je a € SNC
proizvoljan ordinal. Tada vazi ¢(«,T,, A, ), odakle zajedno sa (4.1)
sledi da je A = A,, a time i |A] < N;. O

Prelazimo na konstrukciju wy-Suslinovog drveta T' = (w1, <7). Fi-
ksirajmo Q-familiju {A, | @ < wi}. Drvo T treba da zadovoljava
sledece uslove:

L. lev(a, T)| < Ny, a < wy;
2. T je totalno razgranato;

3. Za svaki x € lev(a,T) i svako 8 > a (a, 3 < wy) postoji y €
lev(5,T) tako da je x <7 y;

4. Vazi (4.1).

Uslovi 1-3 obezbeduju da je T totalno razgranato w-drvo, a uslov 4
obezbeduje da je svaki maksimalan antilanac u 7" prebrojiv. Konstru-
kciju izvodimo rekurzivno na slede¢i nacin:

o Tp=0;

o 11 =1;

Ako je @ > 0 grani¢ni ordinal, onda je T,, = |J T;
{<a

Pretpostavimo da smo konstruisali 7,4 tako da vaze stavke 1-4.
Drvo T, 5 konstruisemo tako sto drvo T}, produzimo dodatnim
slojem na sledec¢i nac¢in: svako x iz poslednjeg sloja drveta T,
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(a-ti sloj drveta T') ima tacno dva neposredna <r sledbenika
Y,2 € wy, pri ¢emu y i z biramo tako da budu €-najmanji.
Preciznije, ako je lev(a,T) = {z, | n <w}, onda

Yo = min(wi \ (To41 U {Ym, 2m | m <n}))

2, = min(wy \ (Tos1 U {Ym, 2 | m < n,k < n}))

Tn gT Yn 1 T gT Zn

Ta+2 = Ta+1 U {yna Zn ’ n < w};

e Neka je a > 0 grani¢ni ordinal i pretpostavimo da smo konstrui-
sali drvo T, tako da vaze 1-4. Neka je T,, = {z,, | n < w} i neka
je yn = min(wy \ (T, U{ym | m < n})). Na osnovu 3, za svako z,
postoji grana B,, drveta T}, takva da x,, € B,,. Ukoliko je a =T,
i A, je maksimalan antilanac u T,, onda na osnovu 4 granu B,,

mozemo izabrati tako da sece A,. Sada drvo T, produzujemo
novim slojem na sledeé¢i nacin:

Torr =TaU{yn | n <w};
Tn, <T UYm <= Tn € Bm

Iz konstrukcije neposredno sledi da drvo T' zadovoljava 1-4, odakle
sledi da je T w;-Suslinovo drvo.

Zadaci

Zadaci 4.1-4.5 su posveceni relativnoj konsistentnosti KH, odnosno
slede¢oj teoremi:
ZF-V =L= KH.

Prethodno definisimo kombinatorne principe O+ i Q.

O je slededi iskaz: Postoje skupovi A, € P(a), a < wy, takvi da
za svaki skup A C wy postoji club C u w; sa sledeé¢im svojstvima:

o Vae(C)ANae An);
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o (Vae(C)CnNae Aa).
Niz (A, | @ < wy) zovemo i ¢ -nizom.

O~ je slededi iskaz: Postoje skupovi A, € P(«), o < wy, takvi da
za svaki skup A C wq, skup

{a<w |ANa e A}

je stacionaran.

4.1 Dokazati da OT implicira da postoji familija F C P(w;) sa
slede¢im svojstvima:

1. Va<w){zna|xze F} < N;

2. (VA C w)(JA| =¥, = (z € F)(jz| = R}, Az C A)).

4.2 Dokazati da O povlaci postojanje N;-Kurepinog drveta koje ima
281 grana.

4.3 Dokazati da 0" = O, kaoida O~ = Q.
4.4 Dokazati da je skup
{£<w1 ‘ Lg < Lwl}

neogranicen u wq, pri ¢emu je Le < L, zamena za “(L¢, €) je elemen-
tarni podmodel od (L, , €)”.

4.5 Dokazati da V = L povlaci OF.

Uputstvo
Videti dokaz teoreme 5.2 u [53]. O
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Forsing

Prekretnicu u istoriji teorije skupova predstavlja 1963. godina,
kada Paul Cohen uvodi metodu forsinga i njom dokazuje nezavisnost
kontinuum hipoteze, a kombinacijom forsinga i metode unutrasnjih
modela dokazuje i nezavisnost aksiome izbora. Obilje izuzetnih rezu-
ltata koji se dobijaju forsingom i u danasnje vreme najbolje svedoci
o znacaju ove metode. Cetrdesetogodidnji burni razvoj onemoguéuje
prezentaciju svih aspekata forsinga na jednom mestu. Mi smo se ovde
odlucili za detaljan prikaz samih osnova, pre svega vodeni predavanji-
ma Roberta Solovaya, Jacka Silvera, Kennetha Kunena i drugih, kao
i originalnim radovima i drugim izvorima.

Sta je ustvari forsing? Ukratko, to je tehnika kojom se, polazeéi od
prebrojivog tranzitivnog modela M teorije T (T je neka teorija jezika
Lzrc) iskupa G ¢ M, konstruise model M [G] sa slede¢im svojstvima:

o M[G] =T;

e MI|G] je prebrojiv i tranzitivan;

o M C M[G]iG e M[G];

e M i M|G] imaju iste ordinale, tj. istu visinu;

273
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e predikat “M | ¢” je odluciv u M;

e M[G] je u odnosu na inkluziju najmanji model sa prethodnim
svojstvima.

Ovde kao gratis (bez obzira na G) dobijamo dokaz nezavisnosti aksi-
ome konstruktibilnosti V' = L i teorije ZF. S jedne strane, metodom
unutrasnjih modela smo pokazali da

ZF F Con(ZF) = Con(ZF +V = L)

(Godelov konstruktibilni univerzum). S druge strane, primenjujuéi
forsing, ako je T teorija ZF +V = L, onda je M = L, za neki grani¢ni
prebrojivi ordinal a. Odavde ce slediti da je

M=IM=M=r,,
pa kako G € M|[G] \ M, imamo da
MI[G] E—~(V = L).
Da li odavde sledi da
Con(ZF) = Con(ZF +V # L)?

Prividno ne, jer je, u opstem slucaju, pretpostavka o egzistenciji tra-
nzitivnog modela jaca od pretpostavke o egzistencij bilo kakvog mo-
dela, pa, makar i samo teoretski, postoji mogucénost da su svi modeli
teorije ZF lose zasnovani (svaki dobro zasnovan se moze “kolapsirati”
do tranzitivnog). Medutim, da bismo (ZF sredstvima) dokazali da

Con(ZF) = Con(ZF +V # L),
dovoljno je da za svaku konac¢nu podteoriju T teorije ZF pokazemo da
Con(T) = Con(T +V # L).

Ovo dokazujemo na slede¢i nacin:
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Neka je (M, E) proizvoljan model teorije ZF. U (M, E) vazi teo-
rema refleksije, pa postoji M € M tako da

(M, E) = “M je prebrojiv tranzitivan model teorije 7.
Primenom forsinga u (M, E) dobijamo M[G] € M tako da
(M, E) = “M|G] je prebrojiv tranzitivan model teorije T+ V # L7,

¢ime je dokaz zavrsen.

Vazno je ista¢i da skup G nije bas sasvim proizvoljan. O tome
Sta sve mora da zadovoljava skup G i kako se do njega dolazi ¢emo
detaljno govoriti u sekcijama koje slede.

Kako izgleda forsing konstrukcija? Detaljno ¢emo izloziti dva pris-
tupa: pristup preko separativnih uredenja, i pristup preko Booleovski
vrednosnih modela, koji su uveli Dana Scott i Robert Solovay 1964.
godine. U BVM (Booloevsko vrednosni modeli) pristupu, forsing plan
izgleda ovako:

Dakle, polazimo od prebrojivog modela M npr. teorije ZFC i u
njemu kompletne bezatomi¢ne Booleove algebre B. U njemu konstru-
iSemo unutrasnji B-model M%. Zatim izaberemo proizvoljan tzv. M-
genericki ultrafilter G u B, i pomoéu njega dobijemo 2-model M /G-

(1, Jelec
21l {o L lell¢ G

za proizvoljnu recenicu . Na primer, u dokazu nezavisnosti CH ¢emo
izabrati B tako da ||~CH| € G za svaki tzv. M-genericki ultrafilter
G. Dalje, (A* €*) je klasican dobro zasnovan model koji se dobija
od MB/G. Njegov tranzitivni kolaps je M|[G]. Na osnovu teorije
Booleovsko vrednosnih modela imamo da

MGl E¢ akko |ig] €.

kao i da svaka valjana formula jezika L£;prc ima Booleovsku vrednost
1. Mi éemo konstruisati M7 tako da svaka aksioma teorije ZFC ima
Booleovsku vrednsot 1 bez obzira na izbor Booleove algebre B.
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/G

5.1: Forsing plan

5.1 Separativna uredenja
5.1.1 Definicija Neka je (P, <) proizvoljno parcijalno uredenje.
e U C P je rez ako za svako p € U vazi (-,p] C U;

e Rez U C P je regularan ako za svako p € P\ U postoji ¢ < p
tako da je (-, q| N U = 0;

e Neka uredenje P nema minimalnih elemenata. Za p,q € P
kazemo da su kompatibilni ako je

(plN (- q] #0.

U suprotnom za p i ¢ kazemo da su inkompatibilni, u oznaci p_Lq.
Posebno, ako je P bezatomicna Booleova algebra, onda za a,b €
B kazemo da su inkompatibilni ukoliko je (-, a] N (-, b] = {0};
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p,q € P su kompatibilni preko G C P ukoliko je

G C P je kompatibilan ukoliko su svaka dva njegova elementa
medusobno kompatibilna;

e P je separativno ako za proizvoljne p,q € P vazi

pLq= (T <prlg

D C P je gust ako za svako p € P postoji ¢ € D tako da je
q<p;

D C P je gust ispod p € P ako je skup D N (-, p] gust u (-, pl;

D C P je predgust ako za svako p € P postoji ¢ € D kompati-
bilno sa p.

5.1.2 Lema Neka je uredenje P separativno. Tada vaZi:

1. Familija X = {(-,p] | p € P} je baza neke topologije na P;
2. (-, p| je reqularan rez za svako p € P;

3. U je regularno otvoren u topologiji generisanoj familijom X ako
1 samo ako je reqularan rez.

Dokaz
Kako je prva stavka ocigledna a druga direktna posledica definicije
separativnosti, preostaje da dokazemo poslednju stavku.

< : Neka je U regularan rez i neka p ¢ U. Tada postoji ¢ < p
tako da je (-,¢q] NU = 0. Odavde je, ¢ ¢ clU, a time i (-, p] Z clU, pa
p ¢ int clU. Dakle, U je regularno otvoren.

= : Neka rez U nije regularan. Tada postoji p ¢ U tako da

za svako ¢ < p. Odavde sledi da je (-, p] C clU , pa p € int clU. Dakle,
U nije regularno otvoren. 0
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5.1.3 Lema Neka je P separativno uredenje bez minimalnih eleme-
nata gusto u kompletnim Booleovim algebrama B i B'. Tada su algebre
B i B' izomorfne.

Dokaz
Treba pokazati da je odgovarajuci izomorfizam korektno definisan
sa

fl@)=) {peP|p<iz}, z€B.
B/
Kljucni korak je dokaz slede¢eg pomoc¢nog tvrdenja:

(VzeB)(p<izep<s fa)).

Neka je z € B proizvoljno i neka x nije minimalni element. S obzirom
na definiciju f(z), to oc¢igledno za svako p € P vazi

p<iz=p<s f(x).

Neka je p € P i neka p €, x. Posto je svaka Booleova algebra separa-
tivno uredenje, postoji 0 <; ¢ <; p inkompatibilno sa z. Posto je P
gust u B, mozemo pretpostaviti da g € P. Sada je

q/\f(a:):qZ{'rEP | rgla:}:Z{q/\r | r <y xzAre Pl
B B

Ako je 0 <5 ¢ A r, onda bi zbog gustine P u B’ postojalo s € P tako
da je

pa bi bilo i
s<1q 1 os<yr,

Sto je u kontradikciji sa ¢injenicom da su ¢ i x inkompatibilni. Dakle,

q/\f(x):Z{q/\r|r<1 rAreP}=0,
B/

pa ne moze biti p <o f(z). O

Direktna posledica prethodne dve leme je sledeca
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5.1.4 Teorema Za svako separativno uredenje postoji do na izomo-
rfizam jedinstvena kompletna Booleova algebra u koju se ono gusto
utapa.

Posebno, jedinstvenu kompletnu Booleovu algebru u koju se sepa-
rativno uredenje P gusto utapa oznacavacemo sa r.0.P.

Nadalje ¢emo podrazumevati da radimo iskljucivo sa separativnim
uredenjima bez minimalnih elemenata sa maksimumom, koji ¢emo
uniformno oznacavati sa 1. Navedimo nekoliko vaznih primera ovakvih
uredenja.

5.1.5 Primer Neka je k beskonacan kardinal i neka je F'n(k X w,2)

skup svih funkcija ¢iji je domen konac¢an podskup od k X w i Ciji je
kodomen podskup od 2. Tada je

(Fn(k X w,2),2)

Primetimo da su p,q € Fn(k X w,2) inkompatibilni ako i samo ako
postoji z € dom(p) N dom(q) tako da je p(z) # q(z).

5.1.6 Primer Neka je x beskonacan kardinal i neka je coll(k,w) skup

svih funkcija p ¢iji je domen konacan podskup od k x w takvih da za
svako (a,n) € dom(p) vazi da p(a,n) € a. Tada je

(coll(k,w) D)

separativno uredenje bez minimalnih elemenata ¢iji je maksimum 0.
5.2 Definicija forsinga

Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC i neka je

P=(P,<,1)eM
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separativno uredenje bez minimalnih elemenata sa maksimumom 1.
Elemente uredenja P ¢emo zvati uslovima i oznacavati ih sa p,q,r, s
i t, uz koris¢enje indeksa. Za uslov p kazemo da je jaci od uslova q
ukoliko je p < ¢. Klasu (u M) P-imena M7” definisemo rekurzivno na
slede¢i nacin:

o MJ =0;
e MP ,=MZU(MnNPML! xP));

e M? = |J MP, u slucaju grani¢nog o € M;
(<a

e v € M” & (Ja e M)(x e M)).

Dakle, MT = {0}, M} = {0} U (M N P({0} x P)) itd. Imena ¢emo
oznacavati sa 7, o i 7, uz koris¢enje indeksa. Rang imena o je najmanji
ordinal & € M takav da o € M7 ;.

Kanonsko ime & proizvoljnog skupa x € M definiSemo na sledeci
nacin:

[ ]
(e
|

0;

={{1) [y}

¢

5.2.1 Zadatak Dokazati da za svako x € M, & takode pripada M.

Skup G C P je filter u P ako vazi:
e 1€,
e za svako p,q € G postojir € G takodajer <pir <g;

e za svako p € G je [p,-) C G.
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Filter G u P je M-genericki ako sece sve guste skupove u P koji su
elementi modela M.

Pokazimo da za svako p € P postoji M genericki filter G u P takav
da p € G. Zaista, kako je M prebrojiv, to se svi gusti skupovi u P
koji se nalaze u M mogu poredati u niz, recimo (D,, | n € w). Posto je
svaki od ovih skupova gust ispod p, to postoji niz uslova (p, | n € w)
takav da p, € D,, n € w, kao i

PZpo=2pL=pP2=cce

Trazeni M-genericki filter G' je dobro definisan sa

G={qeP| (Fnewp, <q}l.

Varijanta prethodnog u sluc¢aju Booleovsko-vrednsonog pristupa je
poznata i kao Rasiowa-Sikorski lema.

5.2.2 Definicija Neka su, u M, B i B’ kompletne Booleove algebre
i neka je h : B — B’ Booleovski homomorfizam. Kazemo da je
homomorfizam h M -kompletan ako za svako X € M N P(B) vazi

hD - X]=> hlX].

5.2.3 Zadatak Neka je B kompletna Booleova algebra i neka je D C
B. Dokazati da je D gust (u smislu uredenja), ako i samo ako je

SD=1.

5.2.4 Zadatak Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC,
B u M kompletna bezatomiéna Booleova algebra i neka je h: B — 2
M-kompletan homomorfizam. Dokazati da je

Gn={beB|hb) =1}

M-genericki ultrafilter u B.
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5.2.5 Rasiowa-Sikorski lema Neka je, u M, B kompletna bezato-
micna Booleova algebra i neka je a > 0. Tada postoji M-kompletan
homomorfizam h : B — 2 takav da je h(a) = 1.

Dokaz S obzirom da je M prebrojiv, svi gusti podskupovi od B koji
su u M se mogu poredati u niz, recimo (D,, | n < w). Sli¢no kao u
slucaju separativnih uredenja, konstruise se prebrojiv niz

azby=b =

takav da b, € D,. Skup {a} U{b, | n < w} ima svojstvo kona¢nog
preseka, pa je sadrzan u nekom ultrafilteru G. Trazeni M-kompletni
homomorfizam h : B — 2 je dobro definisan sa

hiz)=1<beG.
U

5.2.6 Lema Ako je P separativno uredenje bez minimalnih elemena-
ta, onda ni jedan M -genericki filter u P ne pripada modelu M .

Dokaz
Neka je G proizvoljan M-genericki filter u P. Tada je skup

D=P\G

gust u P. Zaista, kako je P separativno uredenje bez minimalnih
elemenata, za svako p € P postoje ¢,r € P takvidajeq < p,r <pi
gLlr. Kako je G kompatibilan skup, to bar jedan od elemenata ¢ i r
pripada skupu D, odakle sledi da je D gust u P.

Posto G sece sve guste podskupove od P koji su u M, na osnovu
prethodnog sledi da D ¢ M, a odatle i G ¢ M. U

Za proizvoljno ime o, njegovu G-interpretaciju Ig(o) definisemo
rekurzivno sa

Io(o) = {Ia(7) | (3p € G)(7,p) € 0}.



5.2. DEFINICIJA FORSINGA 283

5.2.7 Zadatak Za proizvoljan skup x € M dokazati da je &g = .

Uputstvo
Tvrdenje se dokazuje indukcijom po rangu. Za proizvoljan x € M
imamo:

Ie(z) = {Ic@) |y =}
{y | y € x} (induktivna hipoteza)

= X.

5.2.8 Zadatak Navesti primer imena o € M7 za koje je Ig(o) = G.

Uputstvo
Uocimo ime o = {(p,p) | p € P}. Prvo pokazati da ¢ € M7,
Tada:

Ig(o) = {Ia(p) | (p,p) €0cApE G}
= {plpeG}
= G.

O

Ime o konstruisano u prethodnom zadatku zovemo i kanonskim
imenom filtera G i1 oznacavamo ga sa G. Predimo na definicije gene-
rickog prosirenja i forsinga.

5.2.9 Definicija Uz prethodnu simboliku, skup
M[G] ={1g(0) | o € M"}
zovemo i generickim prosirenjem modela M.
Iz definicije neposredno sledi da je M[G] tranzitivan skup, a na

osnovu prethodna dva zadatka imamo da G € M[G| kao i da je M C
M[G].
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5.2.10 Definicija Kazemo da uslov p forsira re¢enicu (o1, ..., 0,),
u oznaci

plE (o, ... 00),

ako i samo ako za svaki M-genericki filter G u P takav da p € G
imamo da

MIG] E elTa(on), . Ia(o)].

U slede¢im jednostavnim zadacima navodimo neke elementarne
osobine forsinga.
5.2.11 Zadatak Dokazati da su sledeci iskazi ekvivalentni:

1. plk g

2. (Vg <plglk;

3. (Vg < p)(3r < q)(r k@), tj. skup

D={q<plqlF¢}
je gust ispod p.

5.2.12 Zadatak Dokazati:

1. plFp Ay akko pl- @ ipl-

2. pIF =g akko ne postoji uslov ¢ < p takav da q IF ¢;

3. plF ¢V akko za svako g < p postoji r < ¢ tako da r IF ¢ ili

r I .

Sada smo spremni da formulisemo klju¢nu forsing teoremu:
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5.2.13 Forsing teorema
Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC, P € M sep-
arativno uredenje bez minimalnih elemenata i neka je G M -genericki

filter uw P. Tada:

1.

R

M|[G] je tranzitivan skup;

M C M[G] i G € M[G];
MI[G] | ZFC;

M i M[G] imaju iste ordinale;

Ako je N tranzitivan model teorije ZFC takav da je M C N i da
G € N, onda je i M[G] C N;

Forsing relacija je definabilna u M ;

MI[G] E ¢[Ig(01), ..., Ig(0,)] akko postoji uslovp € G takav da
plE (o, ... 00);

p Ik @(oy,...,0,) akko za svaki M-genericki filter G u P takav
da p € G vazi M|G] = ¢[Ig(o1),...,Ic(on)]

Prve dve stavke smo ve¢ proverili, pretposlednja je direktna posled-
ica definicije forsinga, a poslednja stavka je bas sama definicija. Sto se
tice pete stavke, ako je M C N onda jei M” C N, akakoi G € M,
zbog N |= ZFC mora biti i

(B € G)(1,p) € 0) & (Ip € G)({r.p) € 0)

za proizvoljne o,7 € M” i p € P, odakle sledi da I5(c) € N za svako
o€ MP atimei M[G] C N.

Da M i M[G] imaju istu visinu, tj. da imaju iste ordinale, nepo-
sredno sledi iz ¢injenice da je za svako ime o

rank(Ig(o)) < rank(o),



286 5. FORSING

Sto se sasvim lako proverava e-indukcijom.
Kako je M|[G] neprazan tranzitivan skup, u M|G] vaze aksiome
praznog skupa, ekstenzionalnosti i regularnosti. Posto je

Ig(@) = W,

imamo da w € M|[G], pa u M[G] vazi i aksioma beskonacnosti. Sledeci
zadatak posvecen je direktnom dokazu da u M|[G] vaze aksiome para
1 unije.

5.2.14 Zadatak Neka je M[G] genericko prosirenje prebrojivog tra-
nzitivnog modela M teorije ZFC. Dokazati:

1. Nekaz,y € M[G]inekasuZ,y € M” imena takva da je I5(%) =
riIg(y)=y. Zaime o = {(Z,1),(y, 1)} dokazati da je

Io(o) = {z,y};

2. Neka x € M[G] i neka je £ € M” ime takvo da je I5(Z) = .
Za ime

7={(m,p) | 3o,q) € 2)Ir((m,r) Ec Ap<rAp<q)}
dokazati da je Ig(7) =Jz.

Tacke 31 6 ¢emo dokazati u sledecoj sekeiji. Citalac koji ne zeli da
se upusta u tehnicke detalje ovog dokaza moze bez problema preskociti
ovu sekciju.

5.2.15 Mixing Lemma Neka je, u M, A antilanac u P i neka su
04, q € A proizvoljna imena iz M”. Tada postoji ime m € M7” tako
da

qlFm=o0,

za svako q € A.
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Dokaz
U M 7 definiSemo sa

= U{(T,r> |r<gArlFTeo, N7 e dom(o,)}.
qeA

Primetimo da tacka 6 forsing teoreme obezbeduje korektnost pretho-
dne definicije.

Neka je ¢ € A proizvoljno i neka je G proizvoljan M-genericki filter
u P takav da ¢ € G. Na osnovu forsing teoreme dovoljno je pokazati
da je

Ig(ﬂ') = Ig(O'q).
S jedne strane, neka je a € Ig(m) proizvoljno. Tada postoje ime
a € M7 iuslovr € G tako da (a,r) € m. Iz definicije imena 7 sledi da
postoji uslov p € A takav dajer < p,rl-a € o,ia € dom(o,). Kako
je A antilanac i kako su uslovi r i ¢ kompatibilni, mora biti p = q.
Dakle, r IF a € o,, odakle po forsing teoremi sledi da a € Ig(oy).
Ovim smo pokazali da je Ig(m) C Ig(oy).

S druge strane, neka je b € Ig(o,) proizvoljno. Tada postoje ime
be MP iuslov p € G tako da (5,p> € o0,. Kako p,q € G, postoji
r e G takodajer < pir <gq. Sada <IN),7’) € m, pab€ Ig(n), ¢ime je
i obratna inkluzija dokazana. 0

5.2.16 Princip maksimalnosti Ako p IF Jxp(z,71,...,7,), onda
postoji ime m € MT tako da p - o(7,11,..., 7).

Dokaz

Radi pojednostavljenja notacije parametre 74,..., 7, ¢emo izosta-
viti. Primenom Zornove leme u M, neka je skup A € M takav da
vazi:

e A je antilanac u P;
e (Vg A)(g<pA(FoeMP)(qlkp(0)));

e A je maksimalan u odnosu na prethodne dve stavke.
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Koriste¢i AC u M, izaberimo imena o, € M”, q € A, tako da za svako
q € A vazi
q Ik p(oy).

Na osnovu prethodne leme postoji ime 7 € M7 tako da
ql-m =0,

za svako ¢ € A. Dokazimo da p I+ ¢(7). Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji uslov r < p takav da r IF —p(7). Kako p IF Jxp(x),
postoje uslov s < 7 iime 7 € M7 tako da s IF ¢(7). Dalje, za svako
q € Aimamo da q IF ¢(7), a kako s IF —p(7), skup AU{s} je antilanac
u P, sto je u kontradikciji sa maksimalnoséu A. OJ

Ispostavlja se da su genericke ekstenzije iste ukoliko se forsira po
uredenjima od kojih se jedno gusto utapa u drugo. Naime, ako je P
gusto poduredenje uredenja Q onda na osnovu zadatka 5.2.11 sledi:

e Za proizvoljno p € P,
plEp @ akko plkg ¢;

e Ako g€ Qiqllg g, onda je skup {p € P | plFg ¢} gust ispod
q.

Posebno, isto vazi i ako je
Q=B=r.0P.

Prelazimo na definiciju forsinga preko Booleovsko vrednosnih mode-
la, nagovestenu u forsing planu iz uvoda u poglavlje. Kako bismo
pojednostavili argumentaciju, podrazumevamo da se nalazimo unutar
nekog prebrojivog tranzitivnog modela M teorije ZFC. Konstrukciju
koja sledi treba relativizovati na pomenuti model M.

Neka je B kompletna bezatomicna Booleova algebra. Booleovski
univerzum V5 (u relativizovanom obliku M?) definisemo rekurzivno
na sledeé¢i nacin:
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o Vi’ =0;

. VQBJrl je skup svih funkcija ¢iji je domen podskup od V5 i é&iji je
kodomen podskup od B;

o V5 = J VB, uslucaju graniénog a > 0;
(<a

e v € VB & Ja(x € VB).

Elemente klase VB ¢emo zvati imenima i oznacavac¢emo ih, isto kao i u
slucaju separativnih uredenja, sa m, 0 i 7, uz koris¢enje indeksa. Rang
imena ¢ je najmanji ordinal « takav da o € V.".

Vidimo da se definicije B-imena i P-imena razlikuju u tome sto u
Booleovskoj varijanti ne uzimamo bilo kakve podskupove od VZ x B,
ve¢ samo funkcije. Razlog za ovo je kompletnost algebre B. Naime,
ako je P = B\ {0}, i ako je o proizvoljno P-ime, onda za B-ime T
definisano sa

7(x) =) {beB| (x,b) €0}, x € dom(o)
o 1 “‘fp o =T.

Booleovsku vrednost definisemo rekurzivno i po rangu u Vi po
slozenosti recenica jezika £zrc U V? na sledeéi nacin:

o real= 3 (o@@)Ale=rl)

z€dom(o)

ercol= [ @ Vzeal)
zedom(r)

o [r=ol=lrSollAlloCl

o [[=ll = [l

o [lendll =llellAllvll
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o vl =lelvIivl

o |3zpll =) lle(r

TEVB

o [vael = [T lle(l.

TEVB

5.2.17 Lema (V5 || ||) je B-model.

Dokaz
S obzirom na definiciju Booleovsko vrednosnog modela dovoljno je
pokazati sledece:

L lr=71|=1

2. 7(z) < ||z € 7||, x € dom()

3. lr=al =llo =7l

4 |lr=alAllo=pll <liT =0l
5. |lreallAlle=pl <lIm €l
6. Ir € ol Allr=pll < llp € ol

(1.),(2.) : Dokaz izvodimo simultano indukcijom po rangu u V5
imena 7. Neka je x € dom(7) proizvoljno. Po induktivnoj hipotezi
imamo da je tada ||z = z|| = 1, pa je i 7(z) A ||z = z|| = 7(z), odakle
sledi da je

@) < Y, G Alle=yl) = leer|.

yedom(T)

Koristeci ovo, dobijamo da je

Ircrli= JI G@vizerh> J] @ vr@) =1,

zedom(T) z€dom(r)
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odakle sledi da je |7 = 7|| = 1.

(3.): Sledi direktno iz definicije.

(4.),(5.),(6.): Simultano indukcijom po trojkama rangova u V® od
7, 0 i p uredenim leksikografski.

I[I (@ Allo=pl) vz ealnllo=pl)

zedom(T)

[[ @@ vlzealnlo=pl)

z€dom(T)

[[ @@evieepl

xedom(T)

ImCallnllo=pll =
<

<

I < pll

Sasvim slicno i [ C 7| Allo=p| <|p 7.

I eallAlle=pl =

<

<

<

Y o@)Allz=7Allo=pl

z€dom(o)

Y llzedlAlo=pllAlz=r7]

zedom(o)

Y lzeplinfe=r

z€dom(o)

Y. lirenl

zedom(o)
I7 € oll-

Sasvim sli¢no se pokazuje i (6.). O

5.2.18 Zadatak Dokazati da je sa

el = Sug{p eP|plky}

definisana Booleovska vrednost na univerzumu V"°% koja se poklapa
sa upravo uvedenom vrednoscu.
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Sledec¢a teorema je Booleovska varijanta principa maksimalnosti.
5.2.19 Teorema (V5 | ||) je pun model.

Dokaz
Neka je W maksimalan antilanac u B i neka je {7, | v € W}
proizvoljan skup imena. Dalje, neka je

D = U dom(7,).
ueW

Za svako u € W definisimo funkciju (ime) 7 : D — B sa

. 0 , xz€D)\dom(r,)
u(@) = { Tu(x) , z € dom(T,)

Pokazimo da je
7w = 7] -

S jedne strane, ako = ¢ dom(7,), onda je 7, (x) = 0, pa je
()¢ V]lr € 1,]| = 1.

Ako z € dom(7), onda je ||z € 7,|| = Tu(x) = 7} (x), pa je opet

THx)V ||z € Tl] = 1.
Dakle, |7 € 7|l = [[ (i) V ||z € ml]) = 1.

xzeD
S druge strane,

Il = ]I (@ vieen)

zedom(7y)

> [ u@)rvrie)

zedom(7y)

= [ (@ vn@)

redom(7y,)

= 1
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Neka je 7 : D — B funkcija definisana sa

T(x) =) (uAT7i(z)), z€D.

ueW

Pokazimo da za svako x € D i svako v € W vazi

u<LT(z)VTi(x) 1 u<7(r)VT ()

Zaista,
uN(T(z)V7i(x)) = (uA Z vATHx)) V (uA T (x)°)
= (uAT(2)V (uAT(2)%)
ulN(T(@)°VTi(z) = (uAT(@))V (uAT,(2))
= (uAT(@))V (uAT(r))

Neka je u € W proizvoljno. Tada vazi:

uhllrCrill = un[[@(@) Ve el

\Y
<
>
)
o
<
:\‘*
=

= .
Sasvim sli¢no se pokazuje da je i || C 7|| = u, odakle sledi da je
u<|lT =7l
Posto je ||m, = 7|| = 1 i posto je

7 =7l Al = 7ull < Jl7 = 7ll,



294 5. FORSING
to je

u < |7 = 7ull,
¢ime je tvrdenje dokazano. 0

Za svaki skup x definiSemo njegovo kanonsko ime & isto kao i u
slucaju separativnih uredenja:

¢
Il

0

{(,1) |y €z}

[ ]
¢
I

5.2.20 Lema Neka su x,y proizvolyni. Tada vazi:
Lrz=yelz=7g]=1
2.xeye|zeyl=1.

Dokaz
Dovoljno je pokazati sledece:

(a) 2 #y=|[lz=y[=0

(b) z¢y=llz¢yl=0.

(a) i (b) simultano pokazujemo transfinitnom indukcijom po parovima
rangova 1 V? od & i 7 uredenim leksikografski.

Neka je © # y. S obzirom na oc¢iglednu simetriju, razmotri¢emo
samo slucaj kada postoji z € x tako da z ¢ y. Za takvo z je uz
odgovarajuéu induktivnu hipotezui ||Z € g|| =01 ||Z = Z|| = 1. Sada
je

lzell = Y #@Alli=z
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[T@@ Vi< gl

= [l

tex
< [[zeygl =0

=l

N

=
I

Odavde neposredno sledi da je ||z = g|| = 0.
Neka = ¢ y. Tada je za svako z € y z # x, pa je, uz odgovarajuéu
induktivnu hipotezu, ||Z = Z|| = 0. Sada je

Forsing definiSemo na slede¢i nacin:
blF ¢ akko b < |l
5.2.21 Zadatak Neka je P = B\ {0}. Dokazati da

plFp ¢ akko plkg .

Genericka prosirenja definiSemo na sledeéi nacin:

e Ultrafilter G algebre B je M-genericki ukoliko za svaki skup D €
M koji je gust podskup od B vazi

GND #0;

e M[G] ={Ig(o) | o € MB}, pri cemu je

Ig(o) ={Ig(7) | 7 € dom(o) Ao(T) € G}.

Alternativno, M[G] mozemo dobiti i na slede¢i naéin:
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1. Od B-modela M? (relativizacija VZ na M) prelazimo na 2-model
MFB/G = (M", ]| |le), pri cemu

1. ldlec
ete={ o 6

2. Od M?/G dobijamo klasican dobro zasnovan model (A*, €*) na
slede¢i nacin:

o A*={o. | o€ MP}, pri cemu je
o.={reMP||o=r1||€G}
e 0. "7, akko l[c €T} €G.
3. M[G] je tranzitivni kolaps modela (A*, €*).

Forsing teorema ima istu formulaciju kao i u slucaju separativnih
uredenja.

Slede¢i zadatak se dodatno odnosi na ujednacavanje pristupa forsi-
ngu preko separativnih uredenja i preko kompletnih Booleovih algebri:

5.2.22 Zadatak Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC,
P € M separativno uredenje bez minimalnih elemenata, B = r.0.P i
neka je G M-genericki filter u P.

1. Dokazati da je
G'={beB|(IeP)p<b}

M-genericki ultrafilter u B.

2. Dokazati da je M[G] = M[G].
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5.3 Dokaz forsing teoreme

Ova tehnicka sekcija nije neophodna prilikom prvog ¢itanja, jer se
u primenama koristi forsing teorema, ne i tehnika njenog dokaza.
Prvo ¢emo dati definiciju unutrasnjeg (sintaksnog) forsinga IF* i
pokazati da
plkp akko M E=plF* .

Zatim ¢emo dokazati da M[G] = ZFC, i na taj nac¢in kompletirati
dokaz forsing teoreme.

Vezano za VB (odnosno MB), u ovoj sekciji éemo takode pokazati
da svaka aksioma teorije ZFC ima B-vrednost 1.

5.3.1 Definicija Binarnu relaciju IF* izmedu uslova i recenica jezika
Lzrc UV7P (imena tretiramo kao nove simbole konstanti) rekurzivno
po rangu u V7" i slozenosti formule definisemo na sledeéi nacin:

1. pIF* ¢ = 7 ako vazi:
(a) za svako (o1, s1) € o skup
la<plg<si= (Hm,ty) €T)lg<tiNgIF o1 =71)}
je gust ispod p;
(b) za svako (1, t1) € T skup
la<plg<ti= (Hoy,s1) €)@ <siNgIF 11 =01)}
je gust ispod p;

2. plF* o € 7 ako je skup

{q

gust ispod p;

VAN

p| 3t en)g<tingIF o =m7)}

3. plF* =p ako q IF* ¢ za svaki uslov ¢ < p;
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4. pIF* ¢ V¢ ako je skup
{a<plqlF o v glF ¢}
gust ispod p;
5. plF* Jzp(x) ako je skup
{a<p| BoeV)(gIF (o))}
gust ispod p.

Napomenimo da smo umesto klauzula 2.a i 2.b ekvivalentno mogli
staviti redom slede¢e dve klauzule:

e za svako (0q,s1) € o skup
la<plg<si=qlFo et}
je gust ispod p;
e za svako (1y,t1) € o skup
{¢<plqg<ss=qlF" 1 €0}
je gust ispod p.

Takode je vazno istac¢i da su klauzule 1 i 2 apsolutne za tranzitivne
modele teorije ZFC, ali da preostale klauzule ne moraju da budu apso-
lutne.

5.3.2 Teorema Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. plF* p;
2. (Vg <p)lqI- ¢);

3. Skup {qg <p | qIF* ¢} je gust ispod p.
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Dokaz

Prvo, primetimo da 2 ocigledno povlaci 1 i 3. Da 2 povlaci 1
neposredno sledi iz definicije IF*: ako je skup D gust ispod p, onda
je D gust i ispod svakog ¢ < p, odakle po definiciji neposredno sledi
da 2 vazi za atomicne recenice, disjunkcije recenica i egzistencijalne
recenice. Najzad, vazenje iskaza 2 za recenice koje pocinju negacijom
je ocigledna posledica stavke 3 u definiciji I-*.

Preostali deo tvrdenja (npr 3 povlaé¢i 1) predstavlja pravolinijsku
indukciju po slozenosti recenice ¢, pa ga zbog toga ostavljamo ¢itaocu
za vezbu. 0

5.3.3 Zadatak Dokazati:
1. Ne postoji uslov p takav da p IF* ¢ i p IF* —p;
2. 1IF" ¢V —p;
3. 1IF o0 =o0;
4. Ako (0,s) e Tonda sl o € T;
5. plF* == akko p IF* ¢;
6. plF* oA akko pIF* i pl-*;
7. plF* Vap(x) akko p IF* (o) za svako ime o € V7

8. AkoplF* pipl-* ¢ = 1, onda pIF* .

Uputstvo
1: Neposredna posledica stavke 3 u definiciji forsinga.

2: Treba pokazati da je skup
D={peP|pltr ¢ VvV plF ~p}

gust u P. Neka je p € P proizvoljan uslov. Ako p I —p, onda p € D.
U suprotnom, po tre¢oj stavki u definiciji forsinga postoji ¢ < p tako
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daqIF* ¢, paq e D. Dakle, D je gust u P, odakle sledi da 1 I+ ¢V —p.

3: Koristiti indukciju po rangu imena o u V'*. 0

5.3.4 Teorema
Neka je o(Z) formula jezika Lzpc, M prebrojiv tranzitivan model
teoryje ZFC, P u M separativno uredenje bez minimalnih elemenata ¢

neka je G M -genericki filter u P. Tada:
(a) Akope G i M =pl-*o(r,...,T,), onda

M[G] ): 90[7—1@7 s aTnG];
(b) Ako M|G] = ¢[Tig, - -, Tagl, onda postoji uslov p € G takav da
MEDpIF o(r, ..., 7).

Dokaz

Tvrdenja (a) i (b) dokazujemo simultano indukcijom i po ime-
nskom rangu i po slozenosti formule. Prvo obradujemo slucaj kada je ¢
atomicna formula. Kako su atomicne formule apsolutne za tranzitivne
modele, (pIF* o = 1) je ekvivalentno sa p IF* o =71i (pIF* o € 7)™
je ekvivalentno sa p IF* o € 7.

Pretpostavimo da p IF* ¢ = 7 i pokazimo da je Ig(o) = Ig(T).
Zbog ocigledne simetrije dovoljno je pokazati da je Ig(o) C Ig(T).
Neka je x € Ig(o) proizvoljno. Tada postoje 1 € M i s € P takvi
da

(m,s) eociseGix=nmg.

Kako p IF* ¢ = 7, skup
D={q<plqg<s=ql-"TeT}

je gust ispod p, a kako D € M (relacija IF* je apsolutna za Yo-formule
u tranzitivnim modelima), postoji r € G N D takvo da je r < s. Par
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imenskih rangova od 7 i 7 je manji (u leksikografskom poretku) od
odgovarajuéeg para rangova od ¢ i 7, pa po induktvnoj hipotezi ((a)
vazi za atomicne formule i imena manjeg ranga), iz r IF* 7 € 7 sledi
da je Ig(m) € Ig(T), ¢ime je pokazano da je Ig(o) C Ig(7).

Pretpostavimo sada da je Ig(0) = Ig(7). Neka je D skup svih
uslova p € P za koje vazi tacno jedan od sledec¢a tri iskaza:

1. plF o=,

2. postoji (m, s) € o tako da je p < s i da za svako ¢ < p,
qlf*mer;

3. postoji (m,s) € T tako da je p < s i da za svako ¢ < p,

qf*meo.

Kako su 1,2 i 3 apsolutna svojstva za M, imamo da D € M. Sasvim
lako se proverava da je D gust u P, pa postoji uslov p € D NG.
Pokazimo da 2 (sasvim sli¢no i 3) ne vazi za p. Pretpostavimo supro-
tno. Tada postoji (7, s) € o tako da je p < s i za svako ¢ < p imamo
da ¢ I¥* m € 7. Medutim, s € G, pa Ig(m) € Ig(0), odakle sledi da
Io(m) € Ig(7), pa po induktivnoj hipotezi postoji uslov r € G takav
da r IF* m € 7, Sto je u kontradikciji sa 2.

Pretpostavimo da p IF* o € 7. Tada je skup
D={q<p|Ems)er)lg<sNqlt"o=m)}

gust ispod p, a kako je definiciona formula skupa D apsolutna za M,
imamo da D € M, pa postoji ¢ € DNG. Dalje, neka je (m, s) € 7 tako
da g < siqIF* 0 = 7. Tada je po induktivnoj hipotezi I(0) = Ig(7),
a kako s € G (¢ € Giq < s) imamo da Ig(m) € Ig(7), a time i
Ig(0'> c Ig(T).

Pretpostavimo da Ig(0) € Ig(7). Tada po definiciji I¢(7) postoji
(m,s) € T tako da s € G i Ig(o) = Ig(m). Po induktivnoj hipotezi
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postoji uslov g € G takav da ¢ IF* o0 = 7. G je filter, pa postoji p € G
tako da je p < ¢ ip < s. No sada je

(wpl={r<p| 3, 1) en)r<tyAriF o=mn)}

(svedok je (m, s)), pa po definiciji p IF* o € 7.

Prelazimo na slucaj formula vece slozenosti. Razlikujemo sledecée
podslucajeve:

(a)—: Pretpostavimo da (a) i (b) vaze za ¢ i dokazujemo (a) za —p.
Neka je p € G tako da M |= p IF* —p. Suprotno (a), pretpostavimo
da M[G] = ¢. Tada po induktivnoj hipotezi postoji ¢ € G tako da
M = qIF* . G je filter, pa postoji uslov r € G takav da je r < p i
r < ¢. No tada dobijamo kontradikciju:

MErF i MErF —p.
(b)—: Neka M[G] = —¢ i neka je

D={peP| (I o)V (pl—p)M}.

D jegust u P (1 IF ¢V —p)iD e M (definiciona formula skupa
D je apsolutna za M), pa nekap € DNG. Slucaj M = p IF* ¢ je
nemogué, jer bi tada po induktivnoj hipotezi bilo M[G] | ¢, §to je u
suprotnosti sa pretpostavljenim M |G| | —¢. Dakle, M |= p IH* —.

(a)A: Pretpostavimo da (a) i (b) vaze za ¢ 1 ¢ i1 dokazimo da (a)
vazi za @ A . Neka je p € G uslov takav da M | p IF* ¢ A, Tada
po definiciji IF* M E p IF* ¢ i M | p Ik ¢, odakle po induktivnoj
hipotezi sledi da M[G] = ¢ i M[G] = 1, odakle po definiciji sledi da
MIG] = ¢ N1

(b)A: Sasvim sli¢no kao prethodna stavka.

(a)3: Neka p € G i neka M = p IF* Jzp(z). Tada je skup

D={q<p|@oeM)(r o)™}

gust u P. Kakoi D € M, postoji ¢ € DN G. Neka je 0 € M7” tako
da M | plIF* ¢(o). Tada po induktivnoj hipotezi M |G| | ¢[Ig(0)],
odakle po definiciji sledi da M|[G] = Jzp(z).
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(b)3: Neka M|[G] = Jrp(z). Tada postoji ime o € M” tako da
MIG] & ¢[I¢(o)]. Po induktivnoj hipotezi, postoji uslov p € G takav
da M = plF* ¢(0). Sada se po definiciji IF* sasvim lako proverava da
M = pIF* Jzp(x). O

5.3.5 Posledica Uz prethodnu simboliku,
plty akko M Epl* .

Dokaz
Direktna posledica prethodne teoreme. OJ

Za kompletiranje dokaza forsing teoreme ostalo nam je da pokaze-
mo da je M|[G] model teorije ZFC. U prethodnoj sekciji smo dokazali
da u M[G] vaze aksiome ekstenzionalnosti, para unije, praznog skupa,
regularnosti i beskonacnosti, te su nam ostale aksiome partitvnog
skupa i izbora, kao i sheme separacije i zamene.

Prvo dokazujemo shemu zamene u M[G]. Radi pojednostavljenja
notacije, parametre koji se javljaju u definicionim formulama skupova
ne¢emo isticati. Shodno tome, treba da pokazemo da

A= {z € 16(0) | p()"¥} € M[G].
Uocimo skup
7={(mp) €dom(c) xP |plk(m€aAep()}

Kako smo pokazali da je forsing relacija IF definabilna u M, imamo da
7 € M?. Tvrdimo da je
Ig(T) = A.

Neka = € Ig(7). Tada postoji (m,p) € T takoda p € G, x = Ig(m) i
plF 7€ o Ap(r). Odavde po definiciji forsinga sledi da = € Ig(o) i
da u M[G] vazi p[z], ¢cime smo pokazali da je I(7) C A.
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S druge strane, neka je a € A proizvoljno. Tada
MIG] = a € Ig(o) A p(a),

pa po forsing teoremi postoje ime @ € M7” i uslov p € G takvi da je
Ig(a) = a, kao i
plFae€anpa).

Ovo upravo znaci da (a,p) € 7, a kako p € G, imamo i da a € Ig(7).

Dokazimo sada da u M[G] vazi shema zamene. Kao i kod dokaza
sheme separacije, radi preglednosti zapisa ¢emo parametre koji se ja-
vljaju u formulama izostaviti. Dakle, pretpostavimo da

M[G] = (vr € A)Fy)e(e,y),

i neka je A € MP ime skupa A € MIG]. Tvrdimo da postoji ime
7™ € MP takvo da

M[G] = (Vo € A)(By € Ia(m))e(z,y).

Kako teorema refleksije vazi u M, postoji B € M tako da je B C M*

i da za svako o € dom(A) i svako p € P vazi
(3r e MP)(p Ik ¢(o,7)) = (37 € B)(p Ik ¢(0,7)).
Neka je m = B x {1}. Tada je
Ig(m) ={Ig(7) | € B}

Neka a € A i neka je a ime elementa a. Po pretpostavci, postoji
jedinstveno b € M[G] tako da

MI[G] = ¢la, b].

Neka je b ime skupa b. Po forsing teoremi imamo da postoji uslov
p € G takav da

p - ¢(a,b).
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1z izbora skupa B sledi da postoji 7 € B tako da p IF ¢(a, 1), odakle
na osnovu forsing teoreme sledi da

M[G] = ¢la, Ta(7)],

pa mora biti b = I(7) (koristimo jedinstvenost skupa b). Najzad, iz
prethodnih razmatranja sledi da b € Ig(7), Sto je i trebalo pokazati.

Prelazimo na dokaz aksiomu partitivnog skupa. Neka A € M[G] i
neka je A € M7 ime skupa A. Uocimo skup

S = P(dom(A) x P)N M
iime m = S x {1}. Kako u M[G] vazi shema separacije, dovoljno je
da pokazemo da je
P(A)NMI[G] C Ig(nm),

jer je u tom slucaju
PAYNMIG] ={z € Ig(m) | x C A} € M[G].

U cilju dokaza uozimo proizvoljan B C A takav da B € M[G]. Kao
i ranije, neka je B ime skupa B. Ostaje da pokazemo da B € I (7).
Neka je 7 ime definisano sa

7 ={{o.p) | 0 € dom(A) Apl- o € B},

Tada 7 € S, pa Ig(7) € Ig(m). Dokazimo da je Ig(7) = B. S jedne
strane, neka x € I5(7). Tada na osnovu forsing teoreme postoje ime

T € MP iuslov p € G takvi da (Z,p) € 7i da je Ig(Z) = z. Po
definiciji imena 7 tada imamo da

pl- i€ B,

pa kako p € GG, na osnovu forsing teoreme imamo da z € B, ¢ime smo
pokazali da je Ig(7) C B.

S druge strane, neka je b € B proizvoljno. Po forsing teoremi
postoje, ime biuslov p € G takvidap IF b € Bidaje Ig(g) = b. Kako
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je B C A, ime b mozemo izabrati tako da b € dom(A) Sada (b,p) € T
a kako p € G, po forsing teoremi imamo da b = I¢(b) € Ig(7), ¢
smo pokazali i obratnu inkluziju, tj. da je B C Ig(7).

Ovim smo verifikovali ZF u M[G], te ostaje jos da pokazemo da u
M|G] vazi i aksioma izbora. Neka A € M[G]. Dovoljno je pokazati da
postoje ordinal v € M i surjekcija f : @« — A, f € M[G]. Neka je A
ime skupa A. Kako u M vazi AC, postoji ordinal o € M takav da je

dom(A) = {o¢ | £ < a}.

Dalje, za proizvoljna imena ¢ i 7 primetimo da je

(Ig(0), Ia(7)) = Ic({{{{c. 1)}, 1), ({{c, 1), (1, )}, 1) }),
t.
op(o,7) = {({{c, N}, 1), {{{c, 1), (7, )}, 1)}

je ime uredenog para (Ig(0),Ig(7)). Neka je

7={op(0¢,€) | € < a} x {1}.

Lako se proverava da je f = Ig(7) funkcija sa domenom « ¢iji je
kodomen nadskup skupa A.

5.3.6 Zadatak Dokazati da 1I1FV # L.

Uputstvo
Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC i neka je P u
M separativno uredenje bez minimalnih elemenata. Treba pokazati
da je skup
D={peP|(pkV#L)"}

gust u P. U tom cilju, neka je p € P proizvoljan uslov i neka je G
M-genericki filter u P koji sadrzi p. Kako M i M[G] imaju iste visine,
imamo da je

LM — LM[G],
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odakle zbog G ¢ M sledi da M[G] =G ¢ L, atimei M[G] =V # L.
Po forsing teoremi postoji uslov ¢ € G takav da M = q IV # L.
G je kompatibilan skup, pa postoji » € G tako da jer < pir < g,
odakle sledi da r € D, ¢ime smo dokazali da je D gust. 0

Kao sto smo najavili, sekciju zavrsavamo verifikacijom svih aksio-
ma teorije ZFC u V5,

5.3.7 Teorema (V5 | ||) | ZFC.

Dokaz
Ekstenzionalnost :
Neka su 7,0 € V5B proizvoljni. Ho¢emo da pokazemo da je

Vz(zeT<2€0)=>T=0|=1.

Prvo primetimo da je

|(Vzen)zeoll=lr Coll i [(Vzeo)eerl=locrl
Sada je
\VzeT)zeoAN(Vz€0)ze€T7=T=0|=]|T=0|V|r=0] =1.
Kako je

Vz(zeT z€0) e (Vzer)zeaAN(Vzeo)zeT
valjana formula, mora biti
\Vz(zeTe ze0)|=|(VzeT)zeaNVzeo)zeT|=]r=0|,
odakle neposredno sledi da je

IVz(zeT< 2€0)=>T7=0|=1.
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Prazan skup :
Hoé¢emo da pokazemo da je

IVz(x ¢ 0)]| = 1.

Ovo neposredno sledi iz ¢injenice da je za svako 7 € V5

Ir € ol = JJ0@) v o = 7)) = [] 0 = 1.

z€ed
Separacija :
Neka je ¢ = ¢(x,y1, ..., y, proizvoljna formula jezika teorije skupova
i neka su o, 01, ...,0, € V5 proizvoljni. Uoéimo 7 € V5 tako da :

e dom(7) = dom(o) = D
o 7(x) =0(x)N|e(z,01,...,04)|, =€ D.

Nadalje ¢emo umesto ||¢(z,01,...,0,)| pisati kratko ||¢||. Hoéemo
da pokazemo da je

IVe(z etz ea Ay =1.
Kako je
Vi(reTorxeohp)e Veer)(zeohp) AVzeo)(p=x€T)
valjana formula, dovoljno je pokazati da je

Ve er)(zeony)=1 1 ||[Vxeo)p=zeT)|=1.

(Ve e )z eanp)ll = I_ID(T(:L“)c Vizeal Allel)
= ﬁ((a(w) Allel)eV iz € ol Allell)
> mEHD«J(x) Al vV a(z) Allel) =1
I(Vz eo)lp=ren)| = :11)(0(96)c Vel v iz e i)

> [[¢@) V() =1

zeD
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Aksioma para :
Neka su 7,0 € V? proizvoljni i neka je p € V5 tako da

e dom(p) = {o, 7}
o p(r)=plo) =1
Hoé¢emo da pokazemo da je
Ve(zxepesrx=T7Ve=0)]=1

Ovo neposredno sledi iz ¢injenice da je

lz € pll = (p(T) Allz =7I) V (plo) Az = ol])
= llz=7l V=0l

= lz=pve=ol

Unija :
Neka je o € V® proizvoljno. Uo¢imo 7 € V5 tako da

e dom(T) = U dom(y) =D

yedom(a)
o 7(z)=||(yeco)rey|, zeD.
Hoé¢emo da pokazemo da je
Ve(z e T (Jyeo)r ey)|| =1.
Za ovo je dovoljno pokazati da je
\Veern)Fyeo)zeyl|=1 i ||[Vyeo)(Vzey)xer)|=1.

I(Vzer)@yeo)zeyl = [[@@)°VIEy€a)xeyl)
reD

= M@ vrE)=1

zeD
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Ivyeo)veeyeer) = T (wv [ @@ Vvicer))

y€dom(o) zedom(y)

= JI II G vy vizer)

yedom(o) z€dom(y)

I Il ewnry@)vri).

y€dom(o) z€dom(y)

WV

(@)=Y o) Allz ez = aly) Alle €yl > aly) Ay(a),

z€dom(o)
to je,
Ivyeo)Veeyzer = [ TI (e ry@)° V(o) Ay)

yEdom(o) x€dom(y)
= 1.

Partitiont skup :
Neka je o € V® proizvoljno. Uocimo 7 € V' tako da

e dom(7) = ¥m@)B =D
e 7(z)=|zCo|, xe€D.
Hoé¢emo da pokazemo da je
IVz(x e T x Co)|| = 1.
Za ovo je dovoljno pokazati da je
(Ve erm)zCo||l=1 1 |[Vz(zCo=zeT)|=1.
Sto se tice prve jednakosti,

vz ez Col = [[(r(2)V ]z Call)

zeD

= [[Ulzcolvizcol) =1.

zeD
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Da bismo pokazali da je
IVz(x Co=xeT)]=1,
dovoljno je pokazati da je za svako x € VB
lz C ol <z e
Za proizvoljno x € V? neka je z* € V® tako da
e dom(z*) = 4B =D
o *(t)=|tex|, teD.

Kako je
le =z Alle” €7l < [l e,

to je za ||z C o|| < ||z € 7|| dovoljno pokazati da je
lz € o <z =27

Posto je

lz" Caf = JJ@ @ VIt e

teD

= [lAtezlvites)) = 1,

teD

ostaje da se pokaze da je
lz S ol <z < 2|
Neka su t € dom(z) i s € D proizvoljni. Tada je
lz Call Az(t) At = sl Ao(s) <||s € z],
pa je i

lz C ol Az@) Allt= sl Ao(s) < ls €zl AllE = s].
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Odavde sledi da je

lz CollAzt) A D o(s)Allt=sl <D lls ezl Alls=t,

seD seD

tj.
e S all Az(t) At e ol <t €.
Kako je
le € oll Az(t) < (2()°V It € o)) A(t) < It € o,

imamo da je

| € ol Ax(t) < |t € 27,
tj.

lz C ol < z(t)°V [t € 2™,
odakle sledi da je

lzColl< JI @O Vvitea|) = llz Ca”].
tedom(x)

Beskonacnost :
Pokazujemo da je ||& € Ind|| =1 tj. da je

10 €@ A (Vo € @) (zU {2} € )| = 1.

Kako 0 € w, to je ||0 € @|| = 1. Dalje,

I(ve e w)(zu{z} ew)l = [J@@)°vzu{i}esl)

TEW

— T[lzu{a eall = 1.

TEW

jerxU{z} ew, paje[TU{T} cw| =1
Zamena :
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Neka je p(z, 2,91, .., Yn) proizvoljna formula jezika teorije skupova.
Uocimo slededi ekvivalent aksiome zamene:

Vudv(Vz € u)(3z € v)(3tp(z,t,79) = o(x, 2,7)).

Za ovaj oblik aksiome zamene smo se odlucili zbog ogranicenih kvan-
tora i Cinjenice da zbog teoreme refleksije nije potrebna jedinstvenost
Z-a.

Neka su 0,04, ...,0, € V® proizvoljni. Napomenimo da éemo radi
preglednosti koristiti skra¢enicu @ = oy, ..., 0,. Ho¢emo da pokazemo
da je

|Fv(Vx € 0)(3z € v)(Ttp(z,t,7) = p(z,2,0))|| = 1.
Neka je
a(x,2) = [Fg(a,1,7) = o(w,2,5), @7 € VE

Kako je
Va3z(3te(z, ,Y) = ¢(z, 2,7))
valjana formula, mora biti

Hsz:.

z€dom(o) 2eVB

Kako je
{a(x,2) | v € dom(c),z € VF}

skup, postoji ordinal a takav da je

H Z .’L'Z H Zamz:

z€dom(o) zeVB z€dom(o) zeVB
Neka je 7 € VB tako da je

e dom(r) = M5B
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e 7(z)=1, z € MP.

Sada je

|(Vz € 0)(3z € T)a(x, z)|| = H Z ) A a(z, 2)

z€dom(o) ze MB

= 1 2«

ze€dom(o) ze M5

Regularnost :
Podimo od sledeceg ekvivalenta aksiome regularnosti :

Vz((Vt € z)p(t,)) = ¢(z,7)) = Vop(z, 7).
Neka je
b= [Vz((Vt € x)p(t, Y) = oz, 7))
Neka su oy, ... ,0, € VZ proizvoljni. €-indukcijom pokazujemo da je
b<|lp(r,a)ll, TeVE

Uo¢imo proizvoljno 7 € VP i neka za svako t € dom(7) vazi

b < lo(t, o).
Tada je
b< [ 0 Vvile® o)) = (vt € 7)e(t, 7).
tedom(T)

S druge strane,
b < |I(VE € T)p(t, @)1V [l(r, 7],

pa mora biti b < ||¢(7,7)]].
Izbor :
Neka je o € VB proizvoljno. S obzirom na duzinu dokaza, ovde ¢emo
samo dati konstrukciju odgovaraju¢e Booleovske funkcije izbora za o.
Prvo definisimo pojam Booleovskog para. Za proizvoljne z,y € V5
neka je {z,y}® € VB tako da
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o dom({z,y}?) = {z,y}
o {z,y}?(x) ={z,y}"(y)=1.
Sada Booleovski par definiSemo sa
(@,9)" = {{z,y}" {2}"}".
Neka je 3 ordinal takav da je
dom(o) = {0, | a € §}.

Za svako a € (3 neka je

Yo = 0(00) N[ lloe = oall-

=
Pokazimo da za svako a € 3 postoji m, € V7 tako da je
loa #0 =7, € 04| = 1.
S obzirom da je V® pun model, to je dovoljno pokazati da je
|0 # 0o = Jz(x € 0,)|| = 1.
Zaista,

10# 00 = 3z(z €oa)ll = [0=0ulV ) |l € ol

x€VB

= lloa CO[IV ) llz € oal

zcVB

- H oa(z)¢V Z |z € oq

zedom(og) zeVB

> JI eV D oule)=1

zedom(oq) zedom(oq)

Uz prethodnu simboliku, neka je za svako a € (3
T = (0q, Ta)E.

Uo¢imo 7 € VB tako da
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e dom(7) ={z, | a € (5}
o 7(Z4) = Yo, «EPL.
Moze se pokazati da je 7 Booleovska funkcija izbora za o, tj. da je

||O'7£0=>T:U—>UO‘/\(V(L’EO‘)T(]I)EZL‘H:]_.

5.4 Ocuvanje kardinala i kofinalnosti

Za uredenje P kazemo da:

e Cuva kofinalnosti, ako za svaki M-genericki filter G u P i svaki
grani¢ni ordinal o € M vazi

(cf )M = (cf )M,
o Cuva kardinale, ukoliko za svaki M-genericki filter G u P i svaki

grani¢ni ordinal o € M vazi

M = « € Card akko MJ[G] E a € Card.

5.4.1 Zadatak Neka P c¢uva kofinalnosti. Dokazati da tada P ¢uva
kardinale.

5.4.2 Napomena Prikry je pokazao da, u opStem slucaju, forsi-
ng koji ¢uva kardinale ne mora da ¢uva kofinalnosti. Preciznije, za
proizvoljan prebrojiv tranzitivan model M teorije ZFC takav da

M = “k je merljiv kardinal”,

Prikry je u M konstruisao uredenje P koje ¢uva kardinale, koje ne
kolapsira kardinale, i koje ima dodatno svojstvo da

MGl Edrk=w
za svaki M-genericki filter G u P.
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Prelazimo na opis svojstava koje treba da ima uredenje P kako bi
ocuvalo kardinale i kofinalnosti. To su pre svega k-c.c. i k-zatvorenost.
Pokaza¢emo da prvo od njih obezbeduje ocuvanje kardinala i kofina-
Inosti > k, dok drugo ¢uva kardinale i kofinalnosti ispod k.

5.4.3 Definicija Uredenje P zadovoljava k-c.c. (k chain condition)
ako u P nema antilanaca (antilanac je skup medusobno inkompatibi-
Inih elemenata) kardinalnosti > k.

5.4.4 Definicija Uredenje P je r-zatvoreno ako za svako v < ki
svaki niz (pe | £ <) u P takav da je

PoZD1=2p2=---,
postoji p € P tako da je p < pg za svako £ < 7.

5.4.5 Lema Neka P € M, M | “P zadovoljava k-c.c.”, A,B € M,
G je M-genericki filter u P, i neka je f € M|G| funkcija ¢iji je domen
skup A, a kodomen skup B. Tada postoji funkcija F € M sa sledecim
svojstvima:

1. F: A— P(B);
2. (Va € A)(f(a) € F(a));
3. (Va € A)(M E |F(a)| < k).

Dokaz .
Neka je f ime funkcije f i neka je p € G uslov takav da

pl-f:A— B.
Trazenu funkciju F' definisimo sa
Fla)={be B|Ba<p)alF f(a)=b)}.

Na osnovu forsing teoreme F' € M (relacija I je definabilna u M).
Pokazimo da F' zadovoljava 1-3. Prva stavka je ocigledno zadovoljena,
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pa prelazimo na drugu. Neka je a € A proizvoljno i neka je b = f(a).
Tada postoji r € G tako da

rlF f(a) = b,

a kako su uslovi 7, p € G kompatibilni, postoji uslov ¢ € G manji i od
piodr. Dakle, g <pigqlF f(a)=b(q <r), odaklesledi da b € F(a).

Prelazimo na dokaz poslednjeg svojstva. Neka je a € A proizvoljno.
U M vazi AC, pa postoji funkcija g € M, g : F(a) — P takva da
za svako b € F(a), g(b) < pig(h) - f(a) = b. Ako je b # V
(b,b' € F(a)), onda uslovi g(b) i g(b') moraju biti inkompatibilni, jer
forsiraju medusobno inkonsistentne recenice. Dakle,

{g(b) | b€ F(a)}

je antilanac u P, a kako g € M, zajedno sa prethodnim imamo da

M = g(a)l = [F(a)] < k.

0

5.4.6 Teorema Neka P € M i M = “P zadovoljava k-c.c.”. Tada
P c¢uva kofinalnosti > k. Ako jos i M = k € Reg, onda P c¢uva
kardinale > k.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji ordinal A > x takav da
M E X € Regi M[G] = A ¢ Reg. Odavde sledi da postoji ordinal
a € M i funkcija f € MI[G] koja kofinalno slika @ u A. Na osnovu
prethodne leme, postoji funkcija F' € M takva da vazi:

1. F:a— P(\);

2. (Va € a)(f(a) € F(a));
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3. (Va € a)(M E|F(a)| < k).

Neka je
S=|NF(a) | aca}.

Primetimo da S € M i da je S neogranicen podskup od A\. Medutim,

racunajuéi u M,
S|=Y|F(A) <> &

aco aco

Kako u M vazi |o| < A\, k < A1 ) k = max{k,|a|}, imamo da
aco

M =S| <A,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je A regularan kardinal u M.

O

Skup D C P je otvoren u P ako sadrzi donji konus svakog svog
elementa, tj. ako p € D onda i ¢ € D za svako g < p.

5.4.7 Lema Neka je P k-zatvoreno. Tada je za proizvoljnu familiju
{Ds | @« € A\} (A < k) gustih otvorenih skupova u P skup

D:ﬂDa

aEA

gust i otvoren u P.

Dokaz
Iz definicije skupa D neposredno sledi njegova otvorenost, te ostaje
jos da pokazemo i da je gust u P.

Neka je p € P proizvoljno. Posto je svaki od skupova D, gust i da
je P r-zatvoreno, indukcijom po A se sasvim lako pokazuje da postoji
opadajudi niz (p, | @« < A) u P takav da je py < pida je p, € D, za
svako o < A.
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Sada iz k-zatvorenosti uredenja P sledi egzistencija q € P takvog
da je
"< Pa
za svako a < A. Ovo upravo znaci da je ¢ < pida g € D, §to je i
trebalo dokazati. O

5.4.8 Teorema Neka je P k-zatvoreno, neka A € M i neka
MGl Ea: A — A,

pri éemu M = X < k AX € Card. Tada a € M. Posebno, u M[G]
su oc¢uvani kardinali i kofinalnosti mangi od k i uw M[G] nema novih
podskupova od .

Dokaz
Neka je @ € M¥ ime funkcije a. Na osnovu teoreme 5.2.13 postoji
uslov p € G takav dapl-a: A — A, tj.

plF (Vo € \)(3iy € A)(z,y) € a.
Odavde sledi da
plF (Jz € A)(q, %) € a

za svako a0 < A, §to povlaci da je za svako o < A skup
Do ={a<p| @z ecA)qlala)=1)}

otvoren i gust ispod p. Primetimo da D, € M. Neka je

D:ﬂDw

a<

Na osnovu prethodne leme je D otvoren i gust ispod p. Da D € M
neposredno sledi iz ¢injenice da je M model teorije ZFC koji sadrzi A
i svaki od skupova D,, a < A. Posto je G M-genericki filter, mozemo
izabrati uslov p, € D N G. Funkciju f : A — A definiS§imo na sledeéi
nacin:

fla) = 2 Sqer pa IF a(@) = .
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S obzirom da se u M moze odluéiti da li p, IF a(&) = &, vidimo da
f € M. Kako

polFa=f,
imamo da M[G] = a = f, odakle zbog tranzitivnosti modela M[G]
mora biti i a = f. 0

5.4.9 Posledica Ako je P k-zatvoreno, pri cemu je k reqularan ka-
rdinal uw M, onda je u M|G] ocuvan i k.

Dokaz Pretpostavimo suprotno. Tada je u M[G] postoji kardinal
A < |kappaMCl { funkcija f : A — & takva da je niz (f(£) | € < \)
kofinalan u k. Medutim, po prethodnoj teoremi, f € M, odakle sledi
da x nije regularan kardinal u M - kontradikcija. (R

Iz prethodnih razmatranja neposredno sledi da x-zatvoreno i k-c.c.
uredenje P, pri ¢emu je k regularan kardinal u M, ¢uva kardinale i
kofinalnosti. Od posebnog interesa su tzv. c.c.c. uredenja, odnosno
uredenja koja zadovoljavaju Ni-c.c. Kako je w apsolutan kardinal,
c.c.c. uredenja ¢uvaju sve kardinale i kofinalnosti.

Sekciju zavrsavamo kombinatornim tvrdenjem koje ¢emo koristiti u
utvrdivanju k-c.c. za razna uredenja P. Prethodno definisimo pojam
A-sistema odnosno kvazi-disjunktne familije:

5.4.10 Definicija

Familija skupova A je kvazi-disjunktna (A-sistem) ako postoji skup
r, koji zovemo i korenom familije A, takav da je a N'b = r za svaka
dva medusobno razlicita skupa a,b € A.

5.4.11 A-sistem lema Neka je k beskonacan kardinal © neka je X\ >
k reqularan kardinal takav da je

(V€ < N(I[E]=" < A).
Tada, za svaku familiju skupova A takvu da je |A| = X\ i da
(Va € A)(Ja| < K),
postoji A-sistem B C A kardinalnosti \.
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Dokaz

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je |[A| = A. Tada
je [UA| < A. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
JA C \. Tada svaki element a skupa A ima tip uredenja <  (kao
podskup od \). Kako je A regularan kardinal ve¢i od x, postoji p < k
tako da je skup

Ar={a€ A tpla,€) =p}
kardinalnosti .

Primetimo da je |JA; = A. Zaista, za proizvoljno a < A, kako
je |[a]=F| < A, iz regularnosti kardinala A i izbora skupa A; sledi da
postoji x, € A; tako da z, € «. Odavde sledi da je skup |J A
neogranicen u A, a kako je [ JA; C A\, mora bitii [JA; = A

Zax € A1 i€ < p,sax(f) oznacimo £-ti element skupa x (uredenje
je indukovano sa €). Kako je

A=JA = J{=(©) |z € A}
&<p
i kako je A regularan kardinal, postoji £ < p tako da je
€ < p{a(6) | = € A} = A

Neka je & najmanje takvo & < p. Definisimo ordinal o sa

a0 = J{z(m) + 1]z e A nn<él.
Tada je g < M1 2(n) < ap za svako x € A; i svako n < &. Transfini-
tnom rekurzijom po p < A biramo z, € A; tako da je

2,(§0) > max{ao, sup{z,(n) | n < pAv < p}t}.
Neka je
Ay = {a, | <A},
Tada je |As] = A izNy C o za svak dva medjusobno razli¢ita skupa
x iy iz familije As. Najzad, kako je {ag]<"| < A, postoje r C ap i
familija B C A, kardinalnosti A takva da za svako x € B vazi
rMNoayg=r,

odakle sledi da je B trazeni A-sistem. L.
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5.5 Nezavisnost kontinuum hipoteze

Pod Cohenovim uredenjem podrazumevamo uredenje oblika
(Fn(1,J),2),

pri ¢emu je I proizvoljan skup, J je najvise prebrojiv skup (|J| = 2), a

elementi skupa F'n(1, J) su sve funkcije ¢iji je domen konac¢an podskup
skupa I i ¢iji je kodomen podskup skupa J.

Neka su p,q € F'n(I,J) proizvoljni uslovi. S obzirom na definiciju
Fn(I,J), vidimo da su p i ¢ inkompatibilni ako i samo ako postoji
i € dom(p) Ndom(q) tako da p(i) # q(7).

5.5.1 Lema Svako Cohenovo uredenje zadovoljava c.c.c.

Dokaz

Neka je (Fn(1,J),2) proizvoljno Cohenovo uredenje. S obzirom
da tvrdenje trivijalno vazi u slucaju kada je skup I najvise prebrojiv,
od interesa je slucaj kada je skup I neprebrojiv.

Neka je X C F'n(I,J) neprebrojiv i neka je

A= {dom(p) | p € X}.

Na osnovu A-sistem leme, postoji neprebrojiva kvazi-disjunktna fami-
lija B C A. Akosup,q € Fn(1,J) takvi da je pLqidom(p),dom(q) €
B, onda se inkompatibilnost ostvaruje na nekom ¢ € r. Kako je r
konacan i kako je J mnajvise prebrojiv, medusobno inkompatibilnih
uslova takvih da im je domen u B ne moze biti neprebrojivo mnogo.

Dakle, u X postoje dva medusobno kompatibilna uslova. Kako
ovo vazi za svaki neprebrojivi X C Fn(I,J), u Fn(l,J) ne postoje
neprebrojivi antilanci. 0

Genericko prosirenje modela M dobijeno Cohenovim uredenjem
zovemo i Cohenovim modelom. Na osnovu prethodne leme sledi da
Cohenov forsing (Cohen forcing) ¢uva kardinale i kofinalnosti.
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U nastavku éemo posebnu paznju obratiti Cohenovim modelima
koji nastaju pomocu uredenja

(Fn(k X w,2),2),

pri ¢emu je k u M neprebrojiv kardinal. Napomenimo da podrazume-
vamo da Fn(k X w,2) € M.

5.5.2 Lema Neka je G M-genericki filter v Fn(k X w,2). Tada
UG’ R X Ww— 2.

Dokaz

Ocigledno je | JG C (k x w) x 2. Kako su svaka dva uslova iz G
kompatibilna, | JG mora biti funkcija. Ostaje jos da se proveri da je
dom(|JG) = k x w. Ovo je neposredna posledica ¢injenice da je za
svako (a,n) € kK X w skup

D(a,n) ={p € Fn(k xw,2) | (a,n) € dom(p)}
gust u F'n(k X w,2) (naravno, D(a,n) € M). d

5.5.3 Definicija Neka je GG proizvoljan M-genericki filter u
Fn(k X w,2). Pod Cohenovim realnim brojem podrazumevamo skup

Xo={new||JG(a,n) =1},
pri cemu je a < K.
Ocigledno svaki Cohenov realan broj pripada generickoj ekstenziji

M|[G]. Pokazimo da Cohenovi realni brojevi ne pripadaju polaznom
modelu M.

5.5.4 Lema Neka je X, proizvoljan Cohenov realan broj. Tada

X, & M.
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Dokaz

Neka je S stari beskona¢ni podskup skupa w (S € M) i neka je
Xs : w — 2 njegova karakteristicna funkcija (xs(n) =1 < n € 9).
Pokazimo da je skup

D={pe Fn(k xw,2) | (In€w)(pla,n) # xs(n))}

gust u F'n(k X w,2). Neka je ¢ € Fn(k X w,2) proizvoljno. Izaberimo
n < w tako da (a,n) ¢ dom(q). Neka je

I
qU{{{a,n),0)} , nes ’

Ocigledno je p D q i p € D, ¢ime smo pokazali da je skup D gust u
Fn(k x w,2). Kako jos i D € M, postoji uslov pg koji pripada i G i
D. Neka je ng < w takvo da je

ps(a, ns) # xs(ns).
Kako je |JG(a, ng) = p(a, ng), imamo da
ns € (Xo \ S)U(S\ Xa),

tj. Xo # 9. OJ
Kao neposrednu posledicu prethodne leme imamo ¢injenicu da u
generickom prosirenju w ima bar s novih podskupova. Ako

M E Kk > Ry,
onda iz prethodnih razmatranja neposredno sledi da
MI[G] 2% > k > Ny,
tj. M|G] = ~CH. Ako jos i M |= k™ = k, onda ¢e biti i
M[G] | 2% = k. (5.1)

Kako bismo ovo dokazali, uvedimo pojam finog imena:
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5.5.5 Definicija Ime 7 € M7 je fino ime za podskup imena o € M7,
ukoliko je oblika

{7} x Ar | 7 € dom(o)},
pri ¢emu je svaki od skupova A, antilanac u P.

5.5.6 Lema Neka su 0,0’ € M” proizvoljna imena. Tada poostoji
fino ime T € M” za podskup od o takvo da

lIF(e'Co=d =1).

Dokaz
Za svako m € dom(o) neka je A, antilanac u P sa sledeéim svo-
jstvima:

1. (VpeAplkm e o
2. A, je maksimalan u odnosu na prethodnu tacku.
Kako je IF definabilno u M i kako M |= ZFC, imamo da
{A, | m € dom(o)} € M.
Neka je
7= J{{r} x Az | 7 € dom(0)}.

Preostaje da pokazemo da 1 IF (¢/ C 0 = ¢’ = 7). U dokazu koristimo
forsing teoremu. Neka je G proizvoljan M-genericki filter u P. Ako
I¢(0') € I¢(o), onda trivijalno

MIG] | 16(0") € Ia(0) = Ta(0”) = Ta(T),

te je stoga od interesa slucaj kada je Ig(o’) C Ig(o).

Prvo pokazimo da je Ig(o’) C Ig(7). Neka je z € Ig(0’) proizvo-
ljno. Tada postoje ime 7 i uslov p takvi da (m,p) € o, v = Ig(7) i
p € G. Ako je GN A, # 0, onda za jedinstveno ¢ € G N A, vazi da

gl-mred AT eT,
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a time i Ig(m) € Ig(7r). Tvrdimo da je G N A, # 0. Pretpostavimo
suprotno. Tada postoji uslov ¢ € G inkompatibilan sa svim uslovima
iz A, (svaki M-genericki filter je i ultrafilter) takav da ¢ I- 7 € ¢/, pa
bi A, U {q} bio antilanac koji zadovoljava 1., a ovo je u kontradikeiji
sa maksimalnoséu antilanca A.

Preostaje da pokazemo da ¢j Ig(7) C Ig(o’). Neka je z € Ig(T)
i neka su ime 7 i uslov p takvi da (m,p) € 7, p € G i Ig(n) = z. Iz
definicije uslova 7 tada neposredno sledi da p € A, pa p IF 7o', a kako
p € G, imamo da Ig(7w) € Ig(o’). O

5.5.7 Teorema Neka je P € M separativno uredenje bez minimalnih
elemenata takvo da vaZi:

e M E|P|l=kr=N;
e M | “P zadovoljava c.c.c.”;
e MEv=r "A\X>=RA\E Card.
Tada za svaki M -genericki filter G u P tmamo da
M[G] = 2" < v.

Dokaz
U M, svaki antilanac uredenja P je najvise prebrojiv, odakle sledi
da imamo najvise ™ antilanaca u P. Dalje,

dom(N)| = {a | a < A} =,
pa imamo najvise
(KO = r* = v

finih imena za podskupove od X. Neka je {7, | a < v} skup svih
takvih imena.
Neka je
o= {({op(&,7,),1) | @« < v}
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i neka je f = Ig(0). Tada je f(a) = Ig(7a), ¢ < v. Na osnovu
prethodne leme je
P(A) N M[G] € rng(f),

odakle sledi da
MIG] = 2N < .

O

Primetimo da smo prethodnom teoremom kompletirali dokaz za

(5.1).

5.5.8 Zadatak Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZF.
Pokazati da tada postoji prebrojiv tranzitivan model teorije

ZFC + 2% = N,.

Uputstvo

Primetitmo da je L™ prebrojiv tranzitivan model teorije ZFL, pa
u njemu vaze aksioma izbora i generalisana kontinuum hipoteza. Isko-
ristiti GCH u dokazu ¢injenice

LM = 50 = Ry,
Trazeni model je LM[G], pri cemu je G LM-genericki filter u

(Fn(Rs x w,2), D)

5.6 Nezavisnost aksiome izbora

Kao sto smo ranije videli, ako u polaznom modelu M vazi aksioma
izbora, onda ona vazi i u svakoj generickoj ekstenziji. Ipak, fors-
ing mozemo koristiti u dokazu nezavisnosti aksiome izbora. Naime,
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krenu¢emo od prebrojivog tranzitivnog modela M teorije ZF + V=L,
za skup uslova izabrati (Fn(w x w,2))” i pokazati da postoji pod-
model N modela M[G] takav da je M C N C MI[G], da je N model
teorije ZF i da u N ne vazi aksioma izbora. Prelazimo na konstrukciju
modela N.

Neka je h : P — P automorfizam uredenja P, tj. neka vaze
sledeci uslovi:

1. h je bijekcija;
2. h(1) =1;
3. (Vp,q € P)(p < g+ h(p) < h(q)).

Rekurzivno po imenskom rangu definiSemo funkciju h* : V¥ — V7
na sledeci nacin:

e h*(0) = 0;

o h*(o) = {(h*(7),h(t)) | (1) € o}

Iz definicije h* neposredno sledi da je h* bijekcija kao i da je h*(&) = 7.
Indukcijom po slozenosti formule se sasvim lako pokazuje da

plFo(oy,...,0,) akko h(p) IF p(h*(o1), ..., h"(0n)).

Primera radi, neka p - 0 = 7, (h*(01),h(s1)) € h*(o) i neka je D
skup svih uslova ¢ < h(p) takvih da ako je ¢ < h(s1), onda postoji
(h*(11), h(t1)) € h*(7) tako da je ¢ < h(t1) i da g IF h*(oy) = h*(7).
Kako p IF o = 7, skup

FE = {q <p ’ q< S = (E|<T1,t1> € T)(q <t Ag I+ o1 = h*Tl)}
je gust ispod p, pa je i D = h*[E] gust ispod h(p), odakle sledi da

h(p) IF h*(c) € h*(7). Na potpuno isti na¢in se pokazuje da h(p) IF
h*(1) C h*(o), odakle sledi da h(p) IF h*(c) = h*(7).
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Neka je G M-genericki filter u P. Za svako m < w neka je
am ={n €w | (Ip € G)p(m,n) = 1}

i neka je
A=A{ay | mew}

Kanonsko ime a,, skupa a,, definiSemo na sledeé¢i nacin:

am = {(0,p) | p(m,n) = 1},

Iz definicije neposredno sledi da je a,,¢ = a,, kao i da za svako m # n
vazi
11k a,, # a,.

Kanonsko ime A skupa A definiemo na sledeéi nacin:
A= {{ap,1) | m € w}.

Neka je
N = (HOD(A))M),

tj. neka je N skup svih u M[G] nasledno ordinalno definabilnih
skupova sa parametrima iz A U {A}. Pokaza¢emo da se A ne moze
dobro urediti u N, tj. da ne postoji injekcija f : A — Ord™I€) or
dinalno definabilna u M[G]. Naravno, na isti na¢in kao i za HOD se
pokazuje da je N tranzitivan model teorije ZF. Radi pojednostavljenja
notacije nadalje radimo u M|[G].

Pretpostavimo suprotno, neka postoji injekcija f : A — Ord™ (]

koja je ordinalno definabilna iz A. Tada postoje formula ¢, elementi
di,...,d,, skupa A iordinali 3,..., 3, takvi da

fla) =a < ¢la,a,dy, ... dy, 01, ... 00 A).

Odavde sledi da je svaki element skupa A ordinalno definabilan iz d, A.
[zaberimo a € A tako da a nije ¢lan niza d. Tada postoji formula ¢ i
ordinali ayq, ..., a; tako da je skup a jedinstveni svedok formule

o, an,. ..,k d,A).
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Pokazacemo da je ovo protivrecno. U tom cilju, na osnovu forsing
teoreme je dovoljno pokazati sledece:

5.6.1 Za svaki uslov p € G takav da

plko(a,d,. .., d,d A)

postoje uslov ¢ < p, qEGibEAtakvidaqll—d;éBi

qlF gp(g, aq, ... ,olk,gf, A).

Neka je a = a;, dy = a;,...,d,, = a;,,. lzaberimo j € w tako
da za svako [ € w imamo da (j,1) ¢ dom(p). Definisimo permutaciju
g : w — w na sledeé¢i nacin:

e g(x) =z zasvako r € w\ {4,5}.

Permutaciju ¢ koristimo za definiciju automorfizma h uredenja
Fn(w X w,2) na slede¢i naéin:

1. dom(h(s)) = {{g(x),y) | (x,y) € dom(s)};

2. h(s)(g(x),y) = s(z,y).
Iz definicije neposredno sledi da je h*(A) = A, h*(dy) = dy za = €
W\ i b 1 ) = iy § 1 () =

Kako (j,z) ¢ dom(p) ni za jedno x € w, imamo da (i,z) ¢
dom(h(p)) ni za jedno x € w, pa su uslovi p i h(p) kompatibilni.
Neka je ¢ € G proizvoljan uslov takav da je ¢ 2 pU s(p). Sasvim lako
se proverava da ¢ i b = a; zadovoljavaju 5.6.1.
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5.7 —GCH na regularnim kardinalima

5.7.1 Definicija Neka su [ i J neprazni skupovi i neka je x besko-
nacan kardinal. Cohenovo k-uredenje je uredenje

(Fn(1,J, k) D),

pri ¢emu je F'n(I, J, k) skup svih funkcija ¢iji je domen podskup skupa
I kardinalnosti manje od i ¢iji je kodomen podskup skupa J.

U ovoj sekciji ¢emo pokazati slede¢i Cohenov rezultat:

5.7.2 Teorema Neka je M prebrojiv tranzitivan model ZFC, k i A
kardinali w M takvi da

MEr=cr A2 =r AN =\
Tada za proizvoljan M -genericki filter G u (Fn(\ X k,2, k), D) vaZi
M[G] 2" =\

Sasvim sli¢no kao i u prethodnoj sekciji, proverava se da je |JG
funkcija iz A X k u 2, kao i da je svaki od skupova

Xo={6<r| |G, ) =1}

novi podskup skupa x u M[G]. Ukoliko pokazemo da se u generickoj
ekstenziji ¢uvaju kardinali i kofinalnosti, na isti nacin kao i u pretho-
dnoj sekciji mozemo zakljuciti da

MI[G] |= 2" = A

Za ovo je dovoljno pokazati da je (Fn(\ X k,2,k), D) v-zatvoreno za
svaki kardinal (u M) w < v < k i da zadovoljava kTCC.

5.7.3 Lema Uz prethodnu simboliku, uredenje (Fn(A X k,2, k), D) je
v-zatvoreno za svaki u M beskonacan kardinal v < k.
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Dokaz

Radi pojednostavljenja notacije, podrazumevamo da kompletnu ar-
gumentaciju sprovodimo unutar M. Neka je v < k beskonacan kardi-
nal i neka je (p¢ | £ < v) opadajudi niz u (Fn(\ x k,2, k), D). Tada je

oc¢igledno
p=Jure
E<v
funkcija sa domenom dom(p) = |J dom(pe). Posto je x regularan,
E<v

mora biti |[dom(p)| < k, odakle sledi da
p € Fn(A X K, 2, K).
Kako je p D p¢ za svako £ < v, imamo v-zatvorenost. 0]

5.7.4 Teorema Neka je k regularan kardinal takav da je 2<% = kK
i neka je X kardinal takav da je \* = \. Tada (Fn(\ X k,2,k), 2
zadovoljava k™ CC.

Dokaz
Neka je A proizvoljan podskup skupa F'n(\ X k, 2, k) kardinalnosti
k* 1neka je

D = {dom(p)| p € A}.

Za a < k1 je |a|<" < k<%, Neka je v < k beskonacan kardinal. Tada
kY < (2Y) =2V <&, (5.2)

jer je po pretpostavei 2<% = k. No sada iz (5.2) sledi da je

K=k < KT,
odakle na osnovu A-sistem leme sledi da postoji kvazi disjunktna
familija ' C D kardinalnosti k*. Neka je e € [A x k]<* koren familije
F i neka je
Ap ={pe€ A|dom(p) € E}.
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Posto je E kvazi disjunktna familija sa korenom e, inkompatibilnost
uslova iz Ar moze nastupiti samo za neko («, 3) € e. Kako inkompat-
ibilnih uslova sa domenom e ima

to Ag nije antilanac. O

5.7.5 Zadatak Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZF.
Dokazati da tada postoji prebrojiv tranzitivan model teorije

ZFC + 2% = Nysg.
5.8 Levyjev kolaps

Neka je k u M neprebrojivi regularan kardinal. Levyjevo uredenge
je uredenje (Lv(k), D), pri cemu je

Lv(k) = {p € Fn(k x w,k,w) [ (V(a, B) € dom(p))(p(e, §) < a)}.
5.8.1 Lema (Lv(k), D) zadovoljava k CC.

Dokaz
Neznatna modifikacija dokaza leme 5.5.1. OJ

5.8.2 Teorema Neka je G proizvoljan M -genericki filter u Lv(k).
Tada je
MIG]
wl = K.
Dokaz
S obzirom na prethodnu lemu, x ostaje kardinal u M[G]. Uo¢imo
proizvoljno a < k i definisimo f, C w X « na sledeé¢i nacin:

(n,€) € fae (I € G)pla,n) =&
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Kako su svaka dva uslova iz G kompatibilna, f, je funckija. Pokazimo
da je skup

Dag={p € Lu(r) | (3n € w)p(a,n) = &}

gust u Lv(k). U tom cilju, neka je p proizvoljan uslov iz Lv(k) i neka
je n € w takvo da (a,n) ¢ dom(p). Sada je ¢ = pU {{a,n,&)} trazeni
uslov manji od p koji pripada D, ¢, Sto smo i hteli da pokazemo.

S druge strane, D,¢ € M, pa zbog M-generi¢nosti postoji uslov
p € GN D¢ Neka je n € w takvo da je p(a,n) = £ Tada je po
definiciji f,(n) = &, ¢ime smo zapravo pokazali da je funkcija f, “na”,
pa je |a| < w.

Ovo vazi za svako o < K, pa

MI[G] E k < wy.
Posto je k neprebrojiv i u M[G] (k CC), imamo tvrdenje. O

5.8.3 Posledica Pretpostavimo da je k jako nedostiziv u M. Tada
za proizvoljan M -genericki filter G u Lv(k) vazi

MG = KH.

Dokaz

Neka je u M T puno binarno drvo visine k. Zbog k-c.c. Levyjev
forsing ne kolapsira kardinale > k, a kako u M T ima > s* grana,
imamo da

M|G] = “T je wy Kurepino drvo”

(na osnovu prethodne teoreme je k = w{w[G]). O
5.9 Kompletna utapanja

Radi pojednostavljenja notacije, podrazumevamo da se kompletna
argumentacija koja se ne odnosi na genericka prosirenja sprovodi unu-
tar M.
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5.9.1 Definicija Preslikavanje i : P — O je kompletno utapanje
uredenja (P, <) u uredenje (Q, <) ako vazi:

o (Vp1,p2 € P)(p1 < p2=i(p1) <i(pa));

e Uslovi p; 1 p2 su inkompatibilni u P ako i samo ako su uslovi
i(p1) 1i(p2) inkompatibilni u Q;

e Za svako g € Q postoji p, € P tako da za svako p € P, ukoliko
je p < pg, onda su i(p) i ¢ kompatibilni u Q.

Posebno, ako je (P, <) poduredenje uredenja (Q, <), onda
(P, <) € (2. X)
oznacava da je inkluzija kompletno utapanje P u Q.

5.9.2 Zadatak Koriste¢i separativnost uredenja P i Q pokazati da
je svako kompletno utapanje ¢ : P — Q zaista utapanje, tj. da je
1-1 1 da za svako pg, p; € P vazi

po < p1 & i(po) < i(py).

Uputstvo

Neka je i(po) < i(p1). Ako nije py < p1, onda zbog separativnosti
uredenja P postoji uslov py < po inkompatibilan sa p;. Sada iz
definicije kompletnog utapanja sledi da su i(pg) i i(p2) inkompatibilni.
Medutim, zbog monotonosti ¢ je

i(p2) < i(po) <i(pr),

¢ime smo dobili kontradikciju.

Neka je i(po) = i(p1). Prema upravo dokazanom mora biti i pg <
p1. Ako nije p; < ppo, onda zbog separativnosti P postoji ps < p1
inkompatibilno sa py. Medutim, tada moraju biti i(pg) 1 i(ps) inko-
mpatibilni, §to je u suprotnosti sa i(py) < i(p1) = i(po).

0]
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5.9.3 Zadatak Dokazati sledece:

1. Svaki izomorfizam separativnih uredenja je i kompletno uta-
panje;

2. Akoje I C I’ onda je F'n(I,J, k) C. Fn(I', J, k)

5.9.4 Zadatak Neka su (P,<) i (Q, <) u M separativna uredenja i
neka je 1 : P — Q u M kompletno utapanje. Ako je H M-genericki
filter u Q, pokazati da je G = i~![H]| M-genericki filter u P.

Uputstvo

Ako p € G i ako je p < p/, onda zbog monotonosti i mora biti i
i(p) <i(p'). H jefilter i i(p) € H, pa jeii(p’) € H, odakle sledi da
p € H.

Sto se tice preostale stavke iz definicije filtera, prvo primetimo
da je G kompatibilan skup u P, jer ¢ cuva kompatibilnost i H je
kompatibilan skup u Q. Ukoliko pokazemo da je G M-genericki, onda
¢e G biti i filter u P.

Pokazimo da je G M-genericki skup. Neka je D € M gust u P.
Lako se proverava da je ili H Ni[D] # 0, ili postoji ¢ € H inkompati-
bilno sa svim elementima skupa i[D]. Pretpostavimo da postoji takvo
q. Zbog kompletnosti 7 postoji p, € P tako da su za svaki uslov p < p,
uslovi i(p) i ¢ kompatibilni u Q.

No D je gust u P, pa postoji p € D tako da je p < p,, odakle sledi
da su i(p) i ¢ kompatibilni u Q, $to je u kontradikciji sa izborom g.

Dakle, takvo ¢ ne postoji, pa je HNi[D] # 0, tj. GND #(. O

5.9.5 Zadatak Neka je i : P — Q izomorfizam i neka je G C P
filter.

1. Dokazati da je H = iG] filter u Q;

2. Dokazati da je G M genericki ako i samo ako je H M-genericki.
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5.9.6 Teorema Neka je i : P — Q kompletno utapanje i neka je
H M-genericki filter v Q. Tada je i *[H] M-genericki filter u P 1

M[i'[H]| € M[H]

Dokaz

Neka je G = i7'[H]. Na osnovu zadatka 5.9.4 je G M-genericki
filter u M. S obzirom da i € M ida H € M[H], toiG € M[H]. Kako
je M[G] najmanji prebrojivi tranzitivan model teorije ZFC takav da
je M C M[G]ida G € M|G], mora biti

MIG] € M[H].
0

Primetimo da u slucaju kada je ¢ izomorfizam imamo jednakost
generickih prosirenja M[G] i M[H].

5.9.7 Zadatak Pokazati da je svako gusto utapanje ujedno i komple-
tno.

5.9.8 Zadatak Neka su G i H M-genericki filteri u P takvi da je
G C H. Dokazati da je G = H.

5.9.9 Definicija Neka je ¢ : P — Q u M gusto utapanje i neka je
G filter u P. Skup G; C Q definiSemo sa

Gi={¢€ Q| (3 ePilp) <q}

5.9.10 Zadatak Uz simboliku iz prethodne definicije, pokazati sle-
dece:

1. G, je filter u Q;
2. G= Z.fl[Gi];

3. G je M-genericki ako i samo ako je G; M-genericki;
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4. Ako je G M-genericki, onda je M[G] = M[G;].

5.9.11 Definicija Neka je ¢ : P — Q utapanje. Za proizvoljno
P-ime o rekurzivno definiSemo odgovarajuée Q ime i(o) sa

i(0) = {(i(7),i(p)) | (7,p) € 0}.

5.9.12 Teorema Neka je i : P — Q u M kompletno utapanje.
Tada vazi:

1. Ako je H M-genericki filter u Q, onda je

M) (o) ML

za svako P-ime o;

2. Neka je o(xy,...,2,) formula apsolutna za tranzitivne modele
teorije ZFC' i neka su oy, ...,0, proizvoljna P-imena. Tada za
svaki uslov p € P,

p ”_P (10(0-17 s 7an)

ako i samo ako
i(p) kg w(i(01),...,i(0n));

3. Ako je i : P — Q gusto utapanje, onda za svaku formulu
o(T1,...,2,), proizvoljna P-imena o1, ...,0, 1 bilo koji uslov
p € P vazi da

p ”_'P (10(0-17 s 7Jn)

ako 1 samo ako

i(p) kg p(i(o1), . .- i(on)).
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Dokaz
(1): Posto je

oM H] {TM[z‘*l[H]] | (3p € i M[H])(r,p) € 0},

kao i da je
oMETHH]] — Z’(Q)M[H] =0,

tvrdenje se sasvim lako dokazuje indukcijom po imenskom rangu.

(2): Pretpostavimo prvo da p IFp ¢(o1,...,0,) i uotimo proi-
zvoljan M-genericki filter H u Q takav da i(p) € H. Da bismo pokazali
da

i(p) kg p(i(o1), . .. i(on)),

na osnovu forcing teoreme (teorema 5.2.13) je dovoljno pokazati da
M[H] = ¢(i(o)M, (o) M),

Kako je po (1)
i(dk)M[H] = J,i\/[[rl[HH, k=1,...,n,

u stvari treba dokazati da
M[H] |= (o1 g1,

No formula ¢ je apsolutna za tranzitivne modele teorije ZFC, pa zbog
M[i~'[H]] € M[H] imamo da

M[i—'[H i1
MI[H] | ooy oM
ako 1 samo ako
. M[i~1[H i1
M[Z I[H]] ’290(01 [im'] ”,---,0'7]1\/[[ [H]]>_

No poslednje direktno sledi iz forcing teoreme i pretpostavke da p I+
gO(O'l, Ce 70n)-



5.9. KOMPLETNA UTAPANJA 341

Sto se tie obratne implikacije, pretpostavimo da

plf olor, ... 00).

Tada postoji uslov py < p takav da

Po = _'SO(O-la s 7Un)7

pa po dokazanom smeru vazi

i(po) IF —p(io1), .. . i(on)),

odakle zbog monotonosti ¢ imamo da

iplF —p(i(or),...,i(0n))-

(3): Neznatna modifikacija dokaza stavke (2): treba primetiti da
je M[i"'[H]] = M[H]. O

5.9.13 Definicija Neka su (Pe, <, 1¢), & < a separativna uredenja
bez minimalnih elemenata. Njihov proizvod je uredenje

<H P{? < 1>

¢<a
definisano na slede¢i nacin:
o (pe|§<a)< (g |E<a)e (V§<a)pe < g
o 1=(1;|{< ).

Za proizvoljno p € [] P; neka je
icl

supp(p) = {i € I | p(i) # 0}.
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Kanonsko utapanje i, : P, — ][] P¢ definiSemo na slede¢i nacin:
{<a

: L &F
GRS I

U specijalnom slucaju kada je o = 2 neka je

io(p) = (p,1) 1 i(p) = (1,p).
k-podrzan proizvod definiSemo sa
<K
[T Pe={e]lPe!supp)l <~}
E<a E<a

5.9.14 Zadatak Pokazati da je svaka od funkcija 7, kompletno uta-
panje.

Kao sto smo videli, gusta utapanja utapanja omogucavaju unifi-
kaciju razlicitih forsinga. Posebno je interesantno da je forsing preko
Lindenbaumove algebre B(P) ekvivalentan Cohenovom forsingu preko
Fn(k,2), pri ¢emu je k = |P|. Naime, ako je

P={P¢ | § <k},

onda je funkcjia ¢ : Fn(k,2) — B(P) definisana sa

ip)=1 N\ "]

gedom(p)

pri cemu je p® = —p i p! = p, gusto utapanje. Da bi smo ovo pokazali,
treba zapravo da proverimo vazenje prve dve stavke definicije 5.9.1, i
da pokazemo da je i[Fn(k,2)] gust u B(PP).

Ako je p O ¢, onda je formula

/\ pg(é) - /\ ng(ﬁ)
(@) (p)

£edom(q £edom(p



5.9. KOMPLETNA UTAPANJA 343

tautologija, odakle neposredno sledi da je i(p) <gwm) i(q), ¢ime je ve-
rifikovana prva stavka.
Ako su uslovi p i ¢ inkompatibilni, onda psotoji & € dom(p) N
dom(q) tako da je
p(§) =1 —q(§).

Odavde neposredno sledi da je formula

AR AN
)

nedom(p ¢edom(q)

kontradikcija (pg(g) je negacija od pg(g)), pa i(p) i i(q) moraju biti
inkompatibilni u B(IP). Obratna implikacija se dokazuje sasvim sli¢no,
pa smo ovim proverili i drugu stavku.

Neka je ¢ proizvoljna iskazna formula koja nije kontradikcija i neka
Su p¢,,---,Pe, Sva iskazna slova koja se javljaju u ¢. Kako ¢ nije

kontradikcija, postoje ay,...,a, € {0.1} tako da je formula
e = ¢
k=1

tautologija. Ako je p uslov definisan sa

p= {<€17a1>7 R <£n7an>}7

onda na osnovu prethodnog imamo da je i(p) <pw) [¢], odakle sledi
da je i[Fn(k,2)] gust u B(P).
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6

Proizvod forsing

Ukoliko ne naglasimo drukcije, podrazumeva¢emo da su uredenja
sa kojima radimo ili separativna bez minimalnih elemenata (uz do-
govor da sva imaju zajednicki maksimum koji ¢emo oznacavati sa 1),
ili kompletne bezatomicne Booleove algebre.

Ovu restrikciju pravimo iz prostog razloga sto nas zanimaju jedino
ona uredenja koja u generickim ekstenzijama daju nove skupove.

Kao i ranije, podrazumevamo da je M prebrojiv tranzitivan model
teorije ZFC.

6.1 Iteracija u dva koraka

6.1.1 Teorema [Proizvod lema| Neka je G filter u P i neka je H
filter u Q. Sledeci iskazi su ekvivalantni:

1. G x H je M-genericki filter u P x Q;
2. G je M-genericki filter, a H je M[G]-genericki filter;
3. H je M-genericki filter, a G je M[H]-genericki filter.

345
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U slucaju da je bilo koji od prethodna tri iskaza tacan imamo 1 da je
MG x H] = M[G|[H] = M[H][G].

Dokaz

S obzirom na o¢iglednu simetriju, dokaza¢emo samo da je (1) ekvi-
valentno sa (2).
(1) = (2): Neka je G x H M-genericki filter u P x Q. Posto je

G =iy'[G x H]

idajei: P — P x Q kompletno utapanje, na osnovu zadatka 5.9.4
je G M-genericki filter u P. Pokazimo da je H M|[G]-genericki filter
u Q. U tom cilju, neka je D € M[G] gust u Q i neka je D € M? ime
skupa D, tj. neka je

DMIE = D,

S obzirom na Forsing teoremu (teorema 5.2.13), postoji uslov pp € G
takav da

pDIFDQQA(VxGQ)(EIyED)ygx.

Kako
1lFge Q

za svako ¢ € Q, imamo da
(Vg€ Q)(ppFDCQ A (3z € D)z <q). (6.1)

Neka je ~
E={{p) ePxQ|p<pp Apl-gGe D}.

Pokazimo da postoji (p,q) € (G x H)N E. S obzirom da £ € M i da
(pp,1) € G x H, za ovo dovoljno je pokazati da je skup E gust ispod
(pp,1) (G x H je M-genericki).

U tom cilju uo¢imo proizvoljne p < pp i g € Q. Sada iz (6.1) sledi
da

plF(3z € Q)(zx e D A z<q),
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pa postoje po < pi gy < g takvi da
polEdeD A o< q.

Dakle, (po, qo) € F, odakle sledi da je E gust ispod (pp, 1).
Neka (p,q) € EN(G x H). Kako p IF ¢ € D i kako p € G, po
teoremi 5.2.13 imamo da g € D, a kako ¢ € H, mora bitiiq € DN H.

(2) = (1): Ocigledno je G x H filter u P x Q, pa prelazimo na
dokaz generi¢nosti. Neka je D € M proizvoljan gust skup u P x Q i
neka je

E={q€ Q| (3peG)pq €D}
Uoc¢imo proizvoljno ¢ € Q. Neka je

E,={pe€P| (B < 9P q) € D}

Zbog gustine skupa D u P x Q imamo da je E, gust u P, a kako jos
i B, € M, postoji uslov p € P takav da p € G N E,, odakle sledi da
Qo € E.

Ovim smo pokazali da je E gust u Q, a kako F € M|[G], postoji
g € HN E. Odavde sledi da postoji uslov p € G takav da (p,q) € D,
sto upravo znaci da je (G x H) N D # 0.

Poslednji deo tvrdenja sledi direktno iz minimalnosti generickih
ekstenzija. O

6.1.2 Teorema Neka je k beskonacan kardinal w M, P i Q urede-
nja u M takva da je P k—zatvoreno i da Q zadovoljava k*-c.c. Dalje,
neka je G x H M-genericki filter u P x Q. Tada za svako A € M 1
svaku funkciju f 1k — A u M|G x H] vazi da f € M.

Dokaz )
Neka je f € MP*< ime funkcije f i neka je (ps,q;) € G x H uslov
takav da

<pf,Qf> ”— f~2 Kk — A
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Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je @ u M kompletna
Booleova algebra. Za svako o < k definisimo skup D, C P na sledeci
nacin:

p € Dy < qef postoje particija W € M uslova ¢y i skup

{tapq | €W} € MNP(A)
tako da za svako g € W
(p,q) I f(d) = Qaypq-

Ocigledno je D, otvoren. Pokazimo da je D, gust ispod py.
Neka je uslov p < py proizvoljan. Rekurzivno ¢emo konstrusati niz

(pe | € < B) u P, antilanac {¢¢ | £ < f} € M N (P(Q) \ {0}) i skup
{ag | € < B} € M N P(A) tako da vazi:

o B <K
® po < p;
® p, < pezaf <1

o > {q | & <k} =qri{qge|& < B} je maksimalan antilanac ispod
af;

o (pe,ge) IF f(a) = ae.
Prelazimo na konstrukciju. Kako je p < py i kako
(prap) I fik— A
to postoje po < p, @0 < g5 i ap € A takvi da
(o, qo) I f(d)

Pretpostavimo da smo konstrukciju obavili do nekog 6 < k™ (zbog r -
c.c. § ne moze biti > k). Ako je > {¢ | £ < d} = ¢y, onda stajemo
sa konstrukcijom i # = §. U suprotnom, zbog separativnosti postoji

Gio.
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q < gy inkompatibilno sa ) {qge | £ < d}. S obzirom na k-zatvorenost
uredenja P, postoji p € P tako da je p’ < p¢ za svako £ < J. Na
sasvim slican nacin kao i malo pre zakljucujemo da postoje ps < p/,
g5 < qias € Atakvi da

(ps. q5) IF f(c) = as.

Naravno, konstrukcija staje u manje od x* koraka zbog k*-c.c. koje
zadovoljava Q. Neka je p' < pg, £ < (1 neka je aq ¢ = ae. Lako se
proverava da p’ € D,,.

Dakle, svi skupovi D, su otvoreno gusti ispod py, pa je i D =

() D, takode otvoreno gust ispod ps. Na osnovu proizvod leme G je
a<k

M-genericki filter u P, pa kako D € M, postoji uslovp € DNG. S
obzirom da p pripada svim skupovima D,, za svako a € kK mozemo
izabrati maksimalan antilanac W, u Py (W, € M) i skup

{apqg | g€ Wo}t e MNP(A)
tako da za svako ¢ € W,
(p,q) I f(é‘) = Qapg-

Posto je H genericki ultrafilter u Q, za svako o € k postoji jedinstveno
qo € HNW,. Definisimo u M[H] funkciju g : K — A na slede¢i nacin:

g(a) =aapg. » X E K.

Sada za svako « € k vazi

(D, o) IF f(a) = g(a) ,

odakle sledi da je f = g. 0



350 6. PROIZVOD FORSING

6.2 Eastonov forsing

Easton je pokazao da kontinuum funkcija ima maksimalnu mogucéu
slobodu na regularnim kardinalima, tj. da su jedina ogranic¢enja ona
koja se ticu monotonosti i kofinalnosti:

o K< \= 28 L2
e cf 2" > k za regularan k.

U ovoj sekciji ¢emo prikazati Eastonov forsing u slucaju kada se kontro-
lise vrednost kontinuum funkcije za skup mnogo regularnih kardinala.

6.2.1 Definicija

1. Indeksna funkcija je funkcija F ¢iji je domen skup regularnih
kardinala;

2. Fastonova indeksna funkcija je indeksna funkcija sa slede¢im
svojstvima:

(a) Za svako k € dom(F), E(k) je kardinal kofinalnosti > x;

(b) E je rastuca funkcija, tj. ako je k < &/, onda je E(k) <
E(x);

3. Ako je FE indeksna funkcija, Pg je skup funkcija p sa slede¢im
svojstvima:

(a) dom(p) = dom(E);
(b) (Vk € dom(FE))(p(k) € Fn(E(k),2,K));

(¢c) Za svaki regularan kardinal A (ne obavezno u dom(FE)),

{k € Andom(FE) | p(k) # 0} < .
Pr uredujemo na sledeéi nacin:

p < g (Ve € dom(E))(g(x) € p(k)).
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Ako je E indeksna funkcija i ako je A proizvoljan kardinal, defini-
simo funkcija EY i E} na sledeéi nacin:

o BN = E|{xk €dom(E) | k > \};

o £, =E [ {kedom(E) | k < \}.
6.2.2 Zadatak Dokazati:

L Py =Pg+ X Pp;

2. Ako je dom(E) C AT, 2<* = X i ako je A regularan kardinal,
onda Pg zadovoljava A*-c.c.;

3. Ako je dom(E) N AT =0, onda je Pgr At-zatvoreno.

6.2.3 Lema Neka je , u M, E indeksna funkcija, P = Pg i neka u
M wvazi GCH. Tada P c¢uva kardinale © kofinalnosti.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno, neka je G M-genericki filter u P i neka
je 0 > w regularan kardinal u M i singularan u M|[G]. Dalje, neka je
u M[G] A =cff < 0. X je regularan u M[G] pa je regularan i u M.

U M, neka je Py = PE; i neka je P; = PET Dalje, neka su
19 : Pg — Py X Py iy : Py — Py X Py kanonska utapanja, j : Py X
P, — P izomorfizam i neka je Gy = iy '[i 7 [G]] i Gy =4, [ G]].

Sada je j7'[G] M-genericki filter u Py x Py i M[G] = M[j7'[G]],
pa na osnovu proizvod leme imamo da je Gy M-genericki u Py, Gy je
M|G]-genericki u Py i

M[G] = M[G1][Gq].
U M|[G], neka je f : A — 6 kofinalno. Kako je P; AT-zatvoreno u M,

imamo da

M[Gy] | 2<% = ),

pa imamo da M[G1] | “Py je AT-c.c.”. Odavde sledi da postoji F €
M|G,] sa sledeéim svojstvima:
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1. F: A — P(6);

2. (V€ < N)(f(&) € F(8));
3. M|Gy] E |F(&] < A za svako £ < A.

S obzirom da je P; AT-zatvoreno u M, imamo da F' € M i M
|F(€) < A zasvako & < A
Medutim, M = | J F(§)|” < A, pa kako je |J F(£) kofinalan u 6,

<A <A
0 nije regularan u M; kontradikcija. 0J

6.2.4 Teorema Neka je , u M, E Fastonova indeksna funkcija, P =
Pr @ neka uw M vazi GCH. Tada P c¢uva kardinale i kofinalnosti v za
svaki M-genericki filter G u P imamo da

MIG] |= (Vk € dom(E))(2" = E(r)).

Dokaz
Ocuvanje kardinala i kofinalnosti imamo na osnovu prethodne le-

me. Neka je k € dom(F) proizvoljno. Prvo pokazimo da je, u M|[G],
2% > FE(k). Neka je a < E(k) proizvoljno, f € M, F : E(k) X k it

E(k) i neka je

Au ={& <r | (Fp € G)(p(r)(f(a,§) = 1))}

Tada svaki od skupova A, € M|[G] i pritom je A, N Az =0 za o # 3,
odakle sledi da u M[G] k ima bar E(x) podskupova.

Predimo na dokaz obratne nejednakosti. Neka je Py = Py- 1 Py =
Pp+. Go i Gy uvodimo slicno kao u prethodnoj lemi. Tada je Py
kt-c.c. a P; je kT-zatvoreno. Prvo pokazimo da

M[G] |= [Pol < E(r).
Zaista, za svako A < k koje je u dom(FE) imamo da

M E |Fn(E(N),2,k)] < |Fo(E(k),2,k)| < E(k)".
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Kako u M vazi GCH i kako M |= cf E(k) > K, imamo da
M = E(k)" = E(k).

Dalje, je P; k'-zatvoreno u M, imamo da u M[G] vazi da je
E(r)" = E(k), Py je kT-c.c. 1|Py| < E(k). Dakle, u M[G,], imamo
najvise

(E(r)")" = E(r)

finih Py-imena za podskupove od &, odakle sledi da

MI[G1][Go] = M[G] = 2% < E(r).

6.3 Nezavisnost Kurepine hipoteze

U ovoj sekciji ¢emo prikazati sledeci Silverov rezultat: ako u M pos-
toji jako nedostiziv kardinal, onda postoji genericko prosirenje modela
M u kome vazi -KH.

6.3.1 Definicija Silverovo uredenje je uredenje oblika
(Sl(k),2),
pri ¢cemu je Sl(k) skup svih uslova p € Fn(k X wy, k,w;) takvih da je

p(a,§) < a

za svako (a, &) € dom(p).

6.3.2 Lema Ako je k jako nedostiziv, onda SI(k) zadovoljava k-c.c.
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Dokaz
Neka je X C Sl(k) kardinalnosti k. Na osnovu A-sistem leme,
postoji Y C X kardinalnosti s takav da je skup

E = {dom(p) | pe Y}

A-sistem sa korenom e. Kako je k jako nedostiziv, moguénosti za p | e
(p € Y) imamo
e[ < &,

pa maksimalan inkompatibilan podskup od Y ne moze biti kardinal-
nosti > k, odakle sledi x-c.c..

O

6.3.3 Posledica Neka je k jako nedostiziv uw M i neka je G M-
genericki filter u Sl(k). Tada

MI[G| E k= wy.

Dokaz

Na osnovu prethodne leme imamo da je x regularan neprebrojiv
kardinal u M[G]. Dokaz da je svaki ordinal oo < k prebrojiv u M[G]
sprovodimo sasvim sli¢cno kao u dokazu teoreme 5.8.2. 0

6.3.4 Teorema Neka je T wi-drvo u M, P w-zatvoreno uredenje
u M i neka je G M-genericki filter uw P. Ako drvo T ima u MI|G|

maksimalnu granu C, onda C' € M.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno. Neka je C = P(T)N M. Tada C ¢ C.
Uocimo ime 7 tako da je C'= Ig(7) i uslov p € G takav da

plF (“7 je grana u T” AT ¢ C). (6.2)

Nadalje radimo u M i kontradikciju ¢emo izvesti iz (6.2). Za o < w;
i g€ P ¢emo sa q||1, oznacavati formulu

(3b € lev(a, T))(qIF b e 7).
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Takode ¢emo umesto navedene formule koristiti i termin ¢ odlucugje 7.
S jedne strane,

pl- ((Bz € lev(a,T))z € 1),
pa za svako o < wy imamo da je skup

D={q¢<plqllra}
gust ispod p. S druge strane,
¢ < p = Ja—(qlra). (6.3)

Zaista, u suprotnom bi za svako o < w; postojalo b, € lev(a,T) tako
da
ql- b, €T,

odakle za skup B = {b, | @ < w;} vazi da
qIFB=r,

odakle dobijamo da ¢ I- 7 € C, &to je u kontradikiciji sa p IF 7 ¢ C i

q<p.
Dalje, vazi i

(g<p AN qllts N a<B) = q||7a (6.4)
U cilju dokaza, neka je b € lev(, T) tako da ¢ IF b € 7. Kako
q - “7 je grana”,

postoji a € lev(a, T) ispod b tako da ¢q |- a € 7.

Na osnovu (6.3) i (6.4), ako je ¢ < p, onda je {« | q||7.} pravi
pocetni komad (inicijalni segment) od w;. Neka je

0(q) = {e | ql|7a} = min{a | =(gf|7a)}-

Pokazimo daza ¢ < pia = §(q) postoje 7, s < ¢ i medusobno razliciti
a,b €lev(a,T) takodarlFa e 7islkbe T (svojstvo (x)).
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Na osnovu (6.2) postoje r < ¢ ia € lev(a,T) tako da r IF a € 7.
Kako —(q||7a) i ¢ I @ € 7, postoji t < q tako da t I a ¢ 7. Opet na
osnovu (6.2) postoje s < tib € lev(a,T) tako da s I- b € 7. Kako
sl a ¢ 7, mora biti a # b.

Primenom (x) w-puta konstruiSemo poddrvo drveta 7' visine w
pomocu nizova (v, | n < w) uwy, (p | I € Seq) u P (Seq je skup
svih konac¢nih nizova nula i jedinica) i (¢; | I € Seq) u T sa sledeéim
svojstvima:

1. (Vn <w)(ay < apgr);
2. a, >max{d(p) | |l| =n};
3. p(y = p, pri cemu je () prazan niz;

4. agey # agay i, za svako i € 2, puyy < pr, aggy € lev(ay,, T) i
p(l,i) ”_ d(l@ cT.

Neka je 7 = sup{a, | n < w}. Kontradikciju ¢emo izvesti tako sto
¢emo pokazati da y-ti sloj drveta 1" ima bar kontinuum elemenata. U
tom cilju, neka je f : w — 2 proizvoljna funkcija. Po konstrukciji
imamo da je

P 2 Pf(0) 2 PUfo),f(1)) = ° 0

P je wi-zatvoreno, pa postoji uslov ¢f € P manji od svih elemenata
gornjeg niza. Neka su uslov ry < gf i by € lev(v,T) takvi da

Ty s i)f S
Kako takode 7y IF af(0),....;(n—1)) € T za svako n < w, imamo da je
af(o),...f(n—1)) < by za svako n < w.

Dalje, ako je f # g, onda postoji n € w tako da je

AF(0),.mr f(n—1)) 7 Ag(0),....g(n—1))
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odakle sledi da je by # by, pa 7-ti sloj drveta 7" ima bar kontinuum
elemenata. 0

Ako u M|[G] postoji surjekcija f : wM — (2X")M onda T ne
moze biti Kurepino drvo u M[G]. Medutim, to jos uvek ne kompletira
dokaz nezavisnosti Kurepine hipoteze, jer drvo T" ne mora pripadati
polaznom modelu M. Razlog zbog koga —KH vazi u M[G] lezi u
¢injenici da se M[G] moze dobiti preko dvostepene iteracije

M C M[Go] C M[Gol[G1] = M[G]

takve da T € M[Gy) i da G kolapsira (2%)M[G]  Predimo na dokaz
nezavisnosti KH.

U MJ[G]: Neka je T proizvoljno w; drvo. Pokazimo da T nije Kure-
pino drvo, tj. da T ima < w; grana. Kako je T" wy-drvo, postoji
binarana relacija R na w; takva da je

(T, <) = (wy, R).
Kako je R C wi¥ xw{!, postoji fino ime o € M7 tako da je R = Ig(0).

U M:
0:U{{§}><As|s€w1><w1},

pri ¢emu je A, antilanac u P. Neka je
B=|J{A:|s€w xuw},

I =k xwy, Iy =J{dom(p) | p€ B}il, = I\I,. Kako P zadovoljava
k-c.c., imamo da je svaki antilanac A, kardinalnosti < &, pa je i [y| <
k. Neka je Py = {p € P | dom(p) C Iy} iP; = {p € P | dom(p) C I }.
Lako se proverava da je P = Py x P;.

Neka je Go = GNPy i Gy = GNP;. Primenom proizvod leme se
lako proverava da je M[G] = M[Gy][G1] kao i da T' € M[Gy).

P, je prebrojivo zatvoreno u M. Dalje, ako je (p, | n < w) € M[G]
proizvoljan niz elemenata od P;, onda (p, | n < w) € M jer je Py
prebrojivo zatvoreno u M |G|, odakle sledi da P; ostaje prebrojivo
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zatvoreno i u M[Gy]. Sada na osnovu prethodne teoreme imamo da
se svaka grana drveta (wy, R) koja je u M[G] nalazi u M[Gy]. Dakle,
ako je A = (2%)Ml%l onda imamo da

M|G] = {C | “C je grana drveta (wy, R)”}| < A
Kako je wé\/j[G]
A< K.
Neka je &€ = |Io|M. Svaki podskup od w; u M |Gy je oblika I, (T)
za neko fino ime za podskup od «w;. U M,

= K, tvrdenje smo dokazali ukoliko pokazemo da je

Po| <€ =4,
pa Py ima ne vise od
2% = &2
antilanaca, odakle sledi da finih imena nema vise od
NP = &

Medutim, & je jako nedostiziv u M, pa je A < &3 < k.



7

Iterirani forsing

[terirani forsing je tehnika kojom se za neki ordinal 6 € M kon-
struise lanac generickih ekstenzija

M =M, C M C--C Ms,

pri ¢emu je M,y = M,[G.], a G, je M,-genericki filter u P, € M,.
Glavnu teskoc¢u predstavlja izbor M, za granizni ordinal a. Kao sto
smo veé videli (zadatak 7.2), |J M, ne mora biti model teorije ZFC.

n<w
Ovaj problem se otklanja tako sto se umesto lanca modela u M
konstruise lanac parcijalnih uredenja

Pogcpl gc"'ch&'

Problem izbora grani¢nog modela se ovde prenosi na problem izbora
grani¢nog urednja. U iteriranim forsinzima koje mi budemo obradivali,
za granicni « ¢e biti P, = |J Pe.
{<a
Kao i ranije, M je prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC.

359
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7.1 Konac¢no podrzana iteracija

Neka su Q, <g: 15 imena (elementi M”). Za trojku

<Qv <Q~7 1@)
kazemo da je P-tme za parcijalno uredenje ukoliko vazi:
e 15¢€ dom(Q);
e 1IF15€ Q;

e 1lF “<g je uredenje na Q sa maksimumom 157,

Umesto (Q,<g,15) ¢emo pisati samo Q, a Q ¢emo u indeksima
izostavljati ukoliko je kontekst jasan.

Uredenje P % Q definisemo na sledeéi naéin:

1. Nosac uredenja je skup
{(p.@) [pePAGEdom(Q) Apl-Ge Q;

2. 15,5 = (1,15);
3. {p,q) < (p1,G1) akko

p<piAplEqg<s Q.

Kako je iz konteksta uvek jasno o kom objektu se radi, umesto
<<o ¢emo pisati samo <, a umesto 1@ samo 1.

7.1.1 Primer Kod iteracije u dva koraka proizvod P x Q je izomo-
rfan uredenju P x Q.
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7.1.2 Zadatak Neka je i : P — P % Q definisano sa

i(p) = (p, 1).

Dokazati:

- (Vpp eP)p<p = (p.1) < (p1,1));

i(1) = 1p,5;

(V{p, @) (pr, 1) € P Q)(pLpr = (p, @) L{p1, dn));
(V{p,@) € P+ Q)(Vp1 € P)(pLpr & (p,d) L{p1, 1));

. (Yp,p1 € P)(pLpy < i(p)Li(p1)):

- W o

ot

6. 7 je kompletno utapanje.

Ako je G M-genericki filter u P i ako je H C I5(Q), onda G H
definisemo sa

GxH={({p,§) cP+xQ|peGAIa(q) € H}.

7.1.3 Teorema Neka je P parcijalno uredenje u M, Q P-ime za
parcijalno uredenje i neka je K M-genericki filter w P x Q. Dalje,
neka je G = 1 K] i

H ={1c(q) | § € dom(Q) A (3p € P)({p.4) € K)}.
Tada vazi:
1. G je M-generick: filter u P;
2. H je M|G]-genericki filter u I5(Q);
3 K=Gx*xH;

4. MIK] = MIG)[H).
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Dokaz
1. Direktno sledi iz kompletnosti utapanja .

2. Prvo pokazimo da je H filter u I¢(Q). Neka I¢(§) € H i neka
je Ta(q) < Ia(do), pri cemu o € dom(Q). Hoéemo da pokazemo da
Ic(Go) € H. Neka (pg,q) € K ineka je p € G tako da p IF ¢ < Go.
Uocimo (p1,G1) € K tako da

(P, @) < (p.1) i (p1,q1) < (po, ).

Tada p; IF ¢ < Go (jerjepr < piplk ¢ < q)ipi - g1 < g, odakle sledi
da py Ik ¢1 < Go. Sada je po definiciji (p1, ¢1) < (p1, o), pa (p1,q) € K,
odakle sledi da I¢(qo) € H.

Sasvim lako se prvoverava da su svaka dva elementa iz H kompa-
tibilna preko H (postoji element iz H manji od oba), odakle sledi da
je H filter u Ig(Q).

Preostaje da pokazemo da je H M[G]-genericki filter u I¢(Q). U
tom cilju, uocimo proizvoljan skup D € M|[G] N P(I(Q)) koji je gust
1 Ig(Q). Neka su D € MP i py € G takvi da

D=1g(D) i polF “D je gust u Q”,
i neka je skup £ € M definisan sa
E={{p,qeP*Q|plgje D}

Pokazimo da je E gust ispod (py, 1). Neka je (p,q) < (po, 1) proizvo-
lino. Kako po IF “D je gust u Q”, postoji ime go € dom(@) tako da
polF Go € Dipy Ik Go < . Kako je p < po, imamo da je (p, Go) < (p, ),
kao i (p,qo) € E.

Neka je (p,¢) € K N E proizvoljno. Tada I5(q) € HN D.

S jedne strane, po definiciji je K C G * H. Dokazimo i obratnu
1nk1u213u Neka je (p,q) € G * H proizvoljno. Tada p € G, I5(q) € H
i (p,4) € P Q. Dalje, iz p € G sledi da (p, >€K,alng( j) € H
sledi da postoji p, € P tako da (p,, §) € K. Neka je (p1,q1) € K tako
da je
(p1,@) <(p,1) i (p1, @) < (Pg, D).
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Odavde po definiciji sledi da je (p1,G1) < (p,q), pa (p,q) € K.

Ostaje da pokazemo da je M[K| = M[G][H]. S jedne strane, iz
G,H € MIK] neposredno sledi da je M|G|[H] € M[K]. S druge
strane,

K =G« H e M[G][H],

pa imamo i obratnu inkluziju. U

Sledecée dve leme ¢e nam obezbediti uslove pod kojima se iteracijom
c.c.c. uredenja dobija c.c.c. uredenje.

7.1.4 Lema Neka je , u M, k reqularan kardinal, P k-c.c. uredenje,
o€ M? i neka
1IF(oc CRrRA|o| <E).

Tada postoji B < k tako da
1IFo Ca.

Dokaz
Neka je

D={¢<r|(BpeP)(plké=supo)}.

Na osnovu forsing teoreme imamo da D € M. Kako u M vazi aksioma
izbora, za svako § € D izaberimo pe € P tako da p I £ =supo. Sada
imamo da A = {p¢ | £ € D} € M, kao i to da je skup A antilanac u
P, odakle zbog k-c.c. imamo da

M E |A| < k.

Neka je a < k proizvoljan ordinal takav da je D C . Kako je P k-c.c.
uredenje, za proizvoljan M-genreicki filter G u P Ce vaziti

M|G] & “k je regularan kardinal”,

kao i M[G| E |Ig(o)| < k. Neka je § = supIg(o). Na osnovu
prethodnog imamo da je § < k, a kako postoji uslov p € G takav da
plF 3 =supo, imamo da B € D, pa je Ig(0) C a.

Iz prethodnog sledi da 1 IF o C &. U
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7.1.5 Lema Neka je, u M, P, Q € M” ime za parcijalno uredenje,
r regularan kardinal, P je r-c.c. 1 neka 1 = “Q je KCC uredenje”.
Tada M = “P x Q je k-c.c. uredenje”.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, neka je A = {(pe¢,G) | § < K} € M
antilanac u P * Q kardinalnosti . Dalje, neka je

= {(&pe) | € <x}.

Tada o € M7 i1k o C k. Za proizvoljan M-genericki filter G u P je

Io(0) = {€ < x| pe € G},

Tyrdimo da su, u M[G], I¢(G) (€ € Ig(0)) inkompatibilni u I¢(Q)
Zaista, neka je £ # n &, n € Ig(o) i pretpostavimo da je a < Ig(Ge)
ia< IG(qn) za neko a € I(Q). Tada postoje p € G i a € dom(Q)
tako da je p < pe, p < py i

plE(a<g Na<q).

Medutim, odavde sledi da je (p,a) < (pe, Ge), 1 (p,a) < (py, Gy), Sto je
u suprotnosti sa inkompatibilnoséu (pe, Ge) 1 (pe, ge)-

Sada smo spremni da izvedemo kontradikciju. Kako
11F “Qje kCC”,

imamo da
MIG] = [T6(0) < &

za svaki M-genreicki filter G u P, pa mora biti
1IF|o] < k.
Na osnovu prethodne leme, postoji a < k tako da

1IFo Ca.
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Medutim, p, IF & € o: kontradikcija. 0

Prelazimo na definiciju a-iteracije (a-stage iterated forcing). Kom-
pletnu argumentaciju obavljamo u M.

Neka je a proizvoljan ordinal, Z C P(«) ideal nad a + 1 (ideal
Booleove algebre P(a + 1)) i neka Z sadrzi sve konacne podskupove
od a. Pod a-iteracijom podrianom sa I podrazumevamo par

({((Pe,<per 1p) | €< @), ((Qe,<q,010,) [ €< @) )
sa slede¢im svojstvima:
1. Svako (P, <p,, 1p,) je parcijalno uredenje;
2. Svako <Q§, <6, 1Q§> je Pe-ime za parcijalno uredenje;
3. 1p, = (1o, | 1< &)
4. Po = {0};
5. Neka je £ < a. Tada za svako p € Pgyy vazi:

(a) p:&+1— U dom(Q,);

n<é
(b) (Vn < &)(p(n) € dom(Qy));
(c) plé&ePe.

Ako p, q € Peyq, onda
P<p a4 & plESp al & A pl&ibp, p§) <g, 9(8);

6. Neka je £ < o granicni ordinal. Tada za svako p € P¢ vazi:

(a) (Vn <& nePy);
(b) suppp € Z, pri ¢emu je po definiciji

suppp = {n < ¢ | p(n) # 14, }-
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Ako p, q € P¢, onda
p<p.q = (W< In<p, aln).

Kao bismo pojednostavili notaciju, indekse ¢emo izostavljati ukoliko
je iz konteksta jasno o kom objektu je rec.

7.1.6 Zadatak Dokazati:
1. P§+1 = Pf * Qg;
2. Za svako £ < o i svako p € Pe vazi

suppp € L.

Za a-iteraciju podrzanu sa Z kazemo da je:

e Konacno podrzana, ukoliko je Z ideal konac¢nih skupova, tj.

T={zCalle] <R}

e Prebrojivo podrzana, ukoliko

MET={rCallz <R}

e Puni limit, ukoliko

M ET =p(a).
Za § <1 < aneka jeig, : Pe — P, definisano na sledeci nacin:
ieq(p) [ €= p;
ien(p)(¢) = 14, za svako ¢ € [{,n).

7.1.7 Zadatak Neka je £ < n < ( < a. Dokazati:

L dg ¢ =ty Olgy;
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<g=>pl&<qlé;
< q & lgy(p) <ign(q));
[§Lq & = ply)
) (suppp Nsuppg €& = (p[ELq & & pla));

(PLa & ign(p) Licy(9));

- W

o N«

i¢ y je kompletno utapanje.

7.1.8 Lema Neka je , u M, k reqularan neprebrojiv kardinal © neka
Je N
(Pe | €< ) (Qe [ £ <))

konacéno podrzana a-iteracija takva da
1lkbp, “Q¢ je KCC”
za svako & < a. Tada
M = “Pe je k-c.c.”
za svako £ < «

Dokaz
Dokaz izvodimo indukcijom po £. Kako bismo pojednostavili no-
taciju, kompletnu argumentaciju sprovodimo u M. Ako je P¢ s-c.c.,
onda, zbog .
P§+1 = 7)5 * Q§7

na osnovu leme 7.1.5 sledi da je 1 Pgyq K-c.c..
Neka je £ granicni ordinal i pretpostavimo da je P, k-c.c. za svako
n < €. Suprotno tvrdenju, pretpostavimo da je A antilanac u Pg kar-
dinalnosti k. Kako je posmatrana iteracija kona¢no podrzana, imamo
da je
[{suppp | p € A}| = k.
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Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je

E = {suppp | p € A}

A-sistem sa korenom e. Fiksirajmo n < £ tako da je e C 7. Sada je
na osnovu zadatka 7.1.7 skup

plInlpeA}

antilanac u P, kardinalnosti x: kontradikcija. 0
7.1.9 Zadatak Neka je
((Puln<w)(Qnln<w))
kona¢no podrzana iteracija takva da
1lkp, “Q,, nije c.c.c.”.
Dokazati da P,, kolapsira w;.

Uputstvo Neka je G proizvoljan M-genericki filter u P,. Treba
pokazati da postoji surjekcija f € M[G] sa domenom w i kodomenom
wM. Iz uslova zadatka imamo da

11k /Nln je max antilanac u Qn i fn : fln =, JJ{”

Argumentaciju nastavljamo u M[G]. Neka je:
o G, = Z;,}u[G]Q

o H,={1¢.(9) | q € dom(@n) A3dp(p™G € Gpi1)}, pri cemu je za
p= <p17 e 7pn>; p~q definisano sa

p/\q = <p1a s 7pn7q>;
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o {a,} =1g,(A,)NH,.
Pokazati da je funkcija f : w — wi¥ definisana sa
f(n) = Ig,(fa)(an)

surjekcija (primetimo da iz definicije neposredno sledi da f € M[G]).
0

7.1.10 Lema Neka je, u M,

((Pel€<a)(QlE<a))

a-iteracija i neka je G proizvoljan M-genericki filter uw Po. Dalje,
neka je G¢ = @g;[G], Q¢ = 16,(Q¢) i neka je

He = {I6.(q) | § € dom(Q¢) A 3p(p"G € Geyn)}.
Tada:

1. Svako G¢ je M -genericki filter u Pe 1iz& < 0 sledi da je M[Ge] C
M[G"Z];

2. He € M[Ge] i He je M|Ge¢l-genericki filter u Qg.

Dokaz
1. Kako je i¢ o, kompletno utapanje, G¢ je M-genericki filter u Ps.
Dalje, neka je £ <1, a € M|[G¢] i neka je a € M™¢ tako da je

a = ]:G5 (d)
Uoéimo ime b € MP7 definisano sa

b= {{0,igy(p) | (0.p) € a}.

Kako je i¢, kompletno utapanje, mora biti

IGn (b) = a,
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odakle sledi da je M[G¢] € M[G,)].

2. Direktna posledica teoreme 7.1.3 i ¢injenice da je

Pesr = Pex Q.

7.1.11 Zadatak Neka je, u M, a > 0 granicni ordinal i neka je

((Pel€<a)(QelE<a))

a-iteracija podrzana sa Z takva da je svaki element ideala Z ogranicen
u . Neka je G proizvoljan M genericki filter u P,, S € M, X C S,
X € M[G] i neka

MI[G] E|S] < cf a.

Dokazati da postoji £ < o tako da X € M[zgi G]].
Uputstvo

Kao i malo pre, neka je G, =i
7 ogranicen u «, imamo da je

Po=|JinalPy] i G=|]inalGel.

n<a n<a

-1

7alG]. Kako je svaik element ideala

Dalje, neka je X proizvoljno P,-ime skupa X. Ostatak argumentacije
sprovodimo u M[G]. Za s € X neka je & < « tako da

(Fp € Ge,)(ig, u(p) IFp, 5 € X).

Neka je & = sup{{;s | s € X}. Kako je | X| < |S] < cf a, imamo da je
¢ < a. Odavde sledi da je

X={s€5|(3Feq)(icalp) IFp. 5€ X)}.

Kako je IFp, definabilno u M (forsing teorema), imamo da X € M|G,)].
U
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7.2 Martinova aksioma

Martinova aksioma MA je prva forsing aksioma i ona amalgamira
svojstva c.c.c. generickih ekstenzija.

MA Za svaki beskonacan kardinal x < 2% vazi MA,, pri ¢emu je

MA,, sledeéi iskaz:

Za svako neprazno c.c.c. parcijalno uredenje P i svaku familuju
D gustih skupova u P takvu da je |D| < &, postoji filter G u P
takav da je GN D # 0 za svako D € D.

Bez dokaza navedimo nekoliko njenih vaznih ekvivalenata. Zaintereso-
vani ¢italac moze samostalno da pokusa da dokaze navedenu ekviva-
lentnost. U slucaju poteskoca, ova tematika je detaljno obradena u
[53]. Dakle, sledeéi iskazi su ekvivalentni:

1.

2.

MA,;
MA,, restrihovana na parcijalna uredenja kardinalnosti < k;
MA,, restrihovana na kompletne Booleove algebre;

MA, restrihovana na uredenja tipa (k, R) (R je neka relacija
poretka na x takva da je odgovarajuce uredenje c.c.c.);

Neka je X kompaktan c.c.c. Hausdorffov prostor (topoloski pros-
tor je c.c.c. ukolikonema neprebrojivo mnogo medusobno dis-
junktnih otvorenih skupova) i neka je {Ue | ¢ < x} familija

otvoreno gustih skupova u X. Tada je [ U # 0.
E<k

7.2.1 Zassdatak Dokazati da ne vazi MA,x,.

Uputstvo Neka je P = Fn(w, 2) i neka je

D ={D C Fn(w,2) | “D¢ je ultrafilter” }.
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Ako je G ultrafilter, onda za svako n < w imamo da ili {{n,0)} € G,
ili {(n,1)} € G, odakle sledi da je sa

(0, {mO))ed
fGW_{ 1 (e

dobro definisana funckija fo : w — 2, kao i da razli¢itim ultrafilteri-
ma odgovaraju razli¢ite funkcije. Kako za svaku funkciju f : w — 2
postoji jedinstveni ultrafilter Gy u P takav da {(n,0)} € G akko je
f(n) =0, imamo da je |D| = 2%. Pokazati:

1. Svaki D € D je gust u P;
2. Ako filter G sece sve guste skupove, onda je on ultrafilter.
Na osnovu ovoga pokazati tvrdenje. 0

Mnoge su primene Martinove aksioma, pre svega u kombinatorici
i topologiji. Ovde ¢emo kao ilustraciju pokazati da

MA,, = SH.

Za ovo nam je potrebno slede¢e pomoc¢no tvrdenje, koje je samo po
sebi dovoljno interesantno:

7.2.2 Lema Pretpostavimo da vazi MA,. Tada se c.c.c. svojstvo za
topoloske prostore ¢uva pri prozivodu.

Dokaz
Prvo éemo pokazati da, uz MA,, proizvod dva c.c.c. topoloska
prostora ostaje c.c.c. prostor, a zatim iz ovoga izvesti tvrdenje u celini.

Neka su X 1Y c.c.c. topoloski prostori. Suprotno tvrdenju, pret-
postavimo da X X Y nije c.c.c.. Tada postoji familija

{Ue x Ve | € <wn}
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medusobno disjunktnih otvorenih skupova u X x Y. Pokazimo da po-
stoji neprebrojiv A C w; takav da {Ug | £ € A} ima svojstvo konacnog
preseka. Za o < wp neka je

Wa = Ue.

a<é

Primetimo da je We C W), za n < €. Ako bi za svako § < w; postojalo
n > & (n < w) tako da je We \ W, # 0, onda bismo mogli da
konstruisemo neprebrojivo mnogo medusobno disjunktnih otvorenih
skupova u X (to bi bili skupovi W\ W), §to je u suprotnosti sa c.c.c.
svojstvom prostora X. -

Dakle, postoji o < wy tako da je W¢ = W, za svako £ > a. Neka
je

P={pCWalintp=p A p+#0}.

P je u odnosu na C c.c.c. uredenje (X je c.c.c. prostor). Za £ > «
(£ < w) neka je

De={peP|(@n>E{pCUy)}

Pokazimo da je D¢ gust u P. U tom cilju, neka je p € P proizvoljno.
Tvrdimo da postoji ¢ € D tako da je ¢ € p. Zaista, kako je W¢ = W,
imamo da je p € Wy, odakle sledi da je

pa na osnovu definicije skupa W — & sledi da postoji n > £ tako da
jeq=pnNU, #0. Odavde sledi da ¢ € D¢ i da je ¢ C p, ¢ime smo
pokazali da je D, gust u P.

Na osnovu MA,,, postoji filter G u P takav da je G N D¢ # 0 za
svako & > «. Trazeni skup A je korektno definisan sa

A={E<w |€2anEped)(pc U}

Dakle,
{Ue | € € A}
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je familija kardinalnosti N; sa svojstvom kona¢nog preseka. Medutim,
odavde sledi da je

{Ve | €€ A}
neprebrojiva familija medusobno disjunktnih otvorenih skupova u Y
(UenU, #01U: x Ve N U, xV, =0 povlaci da je Ve NV, = 0), $to
je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da je Y c.c.c. prostor.

Sada smo spremni da dokazemo tvrdenje u celini. Neka je
{X;|iel}

familija c.c.c. topoloskih prostora. Suprotno tvrdenju, pretpostavimo
da [] X; nije c.c.c. Tada postoji familija

iel

{Ue [ £ <wr}

baznih medusobno disjunktnih otvorenih skupova u [] X;. Za svako
iel
¢ < wq neka je
Ie ={j € I | m[U] # X;},
pri cemu je m; : [[X; — X j-ta projekcija. Kako su U bazni
i€l
skupovi, po definiciji Tihonovljeve topologije (topologija proizvoda)
je svaki od skupova Iz konacan. Na osnovu A-sistem leme, postoji
A-sistem
E={l | ¢ e B},

pri cemu je B C w; neprebrojiv. Koren e sistema £ ne moze biti
prazan, jer iz I N I, = 0 sledi da je U N U, # 0. Medutim, poslednje

implicira da

1%

ice
nije c.c.c., $to je nemoguce, jer je e neprazan konacan skup i svaki od
prostora X; je c.c.c. 0

Uredenje (S, <) je Suslinova linija ukoliko vazi:
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1. S je linearno i bez krajeva;
2. S je povezan prostor u topologiji generisanoj uredenjem;
3. S je c.c.c. prostor koji nije separabilan.

Ukoliko se poslednji uslov zameni sa separabilnos¢u, dobija se Canto-
rova karakterizacija uredenja realnih brojeva. Suslinova hipoteza SH
je recenica

“Ne postoji Suslinova linija”.

7.2.3 Lema Neka je S Suslinova linija. Tada S x S nije c.c.c. u
poretku proizvoda (leksikografski poredak).

Dokaz

Iz c.c.c. sledi da S moze imati najvise prebrojivo mnogo izolovanih
tacaka. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da S nema
izolovane tacke. Rekurzijom po { < w; konstruiSimo ag,be,ce € S
sa slede¢im svojstvima:

1. ag < bg < Cg;
2. <a§7b£> #01 <b§765> # 0;
3. (ae,ce) (1 {by | 1< €} =0.

Konstrukciju obavljamo na sledeéi nacin: kako S nije separabilan pros-
tor,

S\cl{be | € <a}

je neprazan otvoren skup, pa sadrzi neprazan otvoreni interval (a, ¢4 ).
Kako je (aa,cq) beskonacan skup, postoji b, € (aa,cq) tako da je

(o, bo) # 01 (b, ca) # 0.

Neka je U, = (ag, be) x (be, ce), € < wy. Sasvim lako se proverava
da je svaki od skupova Ug otvoren i neprazan, kao i da je Us N U, =0
za & #n. Odavde sledi da S x S nije c.c.c. OJ
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Najavljeni rezultat je neposredna posledica prethodne dve leme:
po prvoj od njih, iz MA,, sledi da je proizvod c.c.c. prostora c.c.c.
prostor, a po drugoj, ukoliko je S suslinova linija, onda S x S nije
c.c.c. Kako je svaka Suslinova linija ujedno i c.c.c., zakljucujemo da iz
MA,, sledi SH, tj. da ne postoji Suslinova linija.

7.3 Relativna konsistentnost MA + —-CH

Metod kona¢no podrzsanog iteriranog forsinga ¢emo ilustrovati
dokazom relativne konsistentnosti MA + -CH. Neka je, u M, k regu-
laran kardinal veéi od w; takav da je 2<% = k. Dalje, neka je f € M,
f Kk — K X Kk surjekcija takva da je

(V& n, ¢ < ®)(f(&) = (0, ¢) = n < &).

Prelazimo na konstrukciju (u M) kona¢no podrzane iteracije

((Pe | € <m) {(Ae. Re,0) | € < k) )
sa slede¢im svojstvima:

(a) 1lp, d(Xe, Re), pri cemu je ¢(\¢, Re) formula
“Rg je c.c.c. parcijalno uredenje na 5\§ sa maksimumom 0”;

(b) )\5 < K.

Prvo svojstvo ¢e nam obezbediti da svako od uredenja P¢ bude c.c.c.
u M. Drugo svojstvo ¢e nam obezbediti da, u M, |P¢| < k za { < k
i |P.| < k. Ovo je posebno vazno zbog procene broja finih Pe-imena.
Kao $to smo do sada vise puta videli, uslov 2<% = k se koristi u
ovakvim procenama.

S jedne strane, u M imamo najvise (k™ )* = k finih P,-imena za
podskupove od @, pa

MG E2% <k
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za svaki M-genericki filter G u P.

S druge strane, za svako £ < ki A < k, u M imamo ne vise od
(kM) = K P¢ finih imena za podskupove od A x . Koristeéi ovo,
prelazimo na opis izbora fig 1A

Za dato P, izaberimo u M enumeraciju

(5 By) [ < )

svih parova (AR) € M takvih da je (u M) A kardinal < x i da je R
fino Pe-ime za podskup od A x A. .

Neka je f(&) = (n,¢). Kako je n <&, P,-ime RZ je veé definisano.
Neka je R = i,¢(R/) i neka je \e = A\!. U opstem slucaju R ne mora
biti ime za c.c.c. parcijalno uredenje, pa R¢ biramo tako da vazi

LIk, (6(he, Be) A (¢(Ae, R) = Re = R)).

Da takvo ]:35 postoji neposredno sledi iz principa maksimalnosti (videti
5.2.16), forsing teoreme i ¢injenice da

ZFC F Jzo(Ae, ).

Neka je G proizvoljan M-genericki filter u P,.. Hoéemo da pokaze-
mo da

M[G] = MA,

za svaki u M[G] kardinal A < k. Odavde ¢e posebno slediti i to da
M|[G] E 2% > k, pa na osnovu procene broja finih imena imamo da
M[G] | 2% = k.

Neka je , u M[G], X\ kardinal < k, M[G] = ¢(\, R) i neka je
D € M|[G] familija gustih skupova u (A, R) takva da M[G] = |D| < .

Kao i ranije, neka je G¢ = zg}i[G] Primenom zadatka 7.1.11, moze
se pokazati da postoji n < k tako da R,D € M|[G,]. Dalje, neka je
( < K tako da je

R =1Ig,(RY)

i neka je & < k tako da je f(€) = (n,¢). Za R = Z'M(RZ) imamo da je
Ig (R) = R.
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Primetimo da
M|G¢] = o(A, R).

Mada c.c.c. nije apsolutno u opstem slucaju, u nasem slucaju se
oc¢uvalo. Naime, ako bi (A, R) imalo u M [G¢| neprebrojivi antilanac,
on bi ostao neprebroji i u M[G] zbog o¢uvanja kardinala i kofinalnosti.

Kako

1IF (p(\,R) = R = Ry),

imamo da je R = Igé(ég) = R. Dakle, u M[G¢4q] imamo M |[Gel-
genericki filter He u (A, R). Kako D € M[G,] C m[G¢], He sece sve
skupove iz D.

Poglavlja o forsingu zavrsavamo slede¢im izborom zadataka. Kao
i inace, podrazumevamo da radimo iskljucivo sa separativnim urede-
njima bez minimalnih elemenata.

Zadaci

7.1 Ako je uredenje P k-zatvoreno i ako je x singularan kardinal,
dokazati da je P xT-zatvoreno.

7.2 Neka je P € M ineka je
M =M, C M CMC---

prebrojiv lanac prebrojivih tranzitivnih modela teorije ZFC, pri ¢emu
je
Mn+1 = Mn[Gn]7

pri ¢emu je G,, M,-genericki filter u P.

1. Dokazati da aksioma partitivnog skupa ne vazi u |J M,;
n<w

2. Dokazati da, ukoliko postoji tranzitivan model N teorije ZFC
takav da
(Gn | m€ew) €N,

onda modeli M i N nemaju istu visinu.
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Slede¢i zadaci vode do konstrukcije modela N Fefermana i Levya.
U N, skup realnih brojeva je prebrojiva unija prebrojivih skupova.
Pritom N =ZF i N [~ AC.

Polazimo od prebrojivog tranzitivnog modela teorije ZFC. Neka je
P € M skup svih funkcija p sa slede¢im svojstvima

e dom(p) € [w X w|<¥;
e p(n,m) <w).

Uredenje u P je obratna inkluzija.
Fiksirajmo M-genericki filter G u P. Neka je F' = |JG i neka je
F, : w — wM definisano sa

F.(m) = F(n,m).

Za permutaciju m od w kazemo da je kona¢no podrzana ukoliko je
skup

{new|n(n)#n}

konacan. Primetimo da je ovaj pojam ZF-apsolutan, kao i da sve
konacno podrzane permutacije pripadaju polzanom modelu M.

Konacno, neka je W skup svih funkcija oblika F), o m, pri ¢emu
je m konaéno podrzana permutacija, i neka je N skup svih 2 € M[G]
koji su u M[G] nasledno ordinalno definabilni pomoéu kona¢no mnogo
elemenata skupa W U {W}.

7.3 Dokazati da za proizvoljno n < w postoji a, € N N P(w) tako da

MIG]  Llay) = L|F, ..., F].

7.4 Uz prethodnu simboliku, pokazati da je

Lian] = M
Wy = Wnt1-

Koriste¢i ovo, pokazati da je P(w) N L[a,] prebrojiv u V.



380 7. ITERIRANI FORSING

7.5 Zan < w neka je D,, = P(w) N La,|. Pokazati da
(D, | n <w) € N.
7.6 Rezultat Fefermana i Levyja sledi iz jednakosti

Pw)nN = Dn.

Dokazati da je ova jednakost posledica slede¢eg pomoc¢nog tvrdenja:

(*): Neka je p(z, . . ., x,) formula jezika teorije skupova, z € M
i neka je F,, kanonsko ime za F,, (bez obzira na izbor generickog

filtera G, vazi I(F,) = F,). Tada, ako
P I gO(Fo, R 7Fn—17 WZI’J),

onda i ) ) )
pl(nxw)lFe(Fy,. .. F_,V).

7.7 Dokazati (k).
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Velicina merljivih kardinala

Pojava nedostizivih kardinala, a potom i ostalih jakih aksioma
beskonacnosti u teoriji skupova zadrzala je nekako neodreden sta-
tus kroz duzi vremenski period. Regularan kardinal koji je resenje
jednacine na alefima

N, =«

je slabo nedostiziv i verovatno da je tako i otkriven: prvo pitanjem da
li postoji, potom postuliranjem egzistencije. Ostala jaca nedostiziva
svojstva, dobijena superpozicijom, su slicno uvedena da bi se tek
naknadno utvrdilo da se egzistencija nosilaca ovih svojstava - razno-
vrsnih nedostizivih kardinala ne moze dokazati u ZFC i da vazi

ZFC + I+ Con(ZFC)
i slicno
ZFC+ I - Con(ZFC + 1),

pri ¢emu je [ recenica: postoji k nedostizivih kardinala. Sli¢no svako
jace svojstvo dokazuje konsistentnost slabijih. U hijerarhiji nedostizi-
vih kardinala, posle prvih nedostizivih, merljivi imaju direktno poreklo
u nekom matematickom svojstvu, dok je veéina ostalih, prethodnika i
sledbenika dobijena iteracijama - pojacavanjem polaznih svojstava, a
rede slabljenjem.

383
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Samim iteriranjem svojstava prvi svedoci su se nizali,pa je tako
prvi slabo nedostiziv manji ili jednak od prvog jako nedostizivog, prvi
slabo nedostiziv ispred prvog hipernedostizivog koji je ispred prvog
Mahloovog kardinala. Sli¢no i za jaca svojstva, i tako dobijamo da
pozicija nedostizivih kardinala na alef osi odreduje i njihovu konsiste-
ntsku snagu.

S jedne strane, u matematici, ako imamo hipoteti¢ne objekte, npr.
hipoteticno resenje neke jednacine, onda obi¢no nikom ne pada na
pamet da hipoteticna resenja dalje koristi u izgradnji novih hipoteti-
¢nih jednacina i da naknadna jo$ viSe hipoteticna reSenja uzima oz-
biljno i oko njih gradi neku teoriju. Tako da je masovno, stogodisnje
neraspolozenje, koje se penje do averzije prema nedostizivim kardinal-
ima kao i sumnjicavosti prema celoj teoriji skupova, ljudski gledano,
verovatno dosta opravdano.

Tu imamo cudnu situaciju: na ordinalnoj pravoj moze uopste da
ih nema, ali izgleda da pod raznim okolnostima moze da ih ima, ili da
ih ima jako puno i jako velikih. Ovde se postavljaju neka jednostavna
pitanja:

e Ima li neke granice moguénosti postuliranja sve jac¢ih nedostizi-
vih svojstava?

e Dali nedostizivi kardinali osim svoje bizarnosti imaju eventualno
jos neku vrednost?

e Sta ¢e nam, sve to, uopste!?

Razvoj teorije skupova je prolazio kroz razne faze u kojima su
se nedostizni kardinali priblizavali paznji istrazivaca ili udaljavali od
nje. Istrazivanjima Sezdesetih godina i naknadno doslo se do bogatih
saznanja o ovim do tada i od tada niti postoje¢im, niti nepostojec¢im
objektima i svojstvima i oni su sad tu potpuno neodstranjivi usled
nagomilavanja novih znacajnih razloga, pa se tako praksa nametala
u odredivanju prema gornjim dilemama, popunjavaju¢i harmonicno
njihovo znacenje bogatim sadrzajem.
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Tu je sve pocelo, ili preciznije re¢eno, sve se nastavilo na merlji-
vim kardinalima. Lebesgueova mera i integral tako lepo zaokruzuju
klasi¢nu analizu, zatim daju zaokruzenu podlogu za teoriju verovatno-
¢e. Zato, ako je nesto od znacaja za teoriju mere, nuzno dobija Siru i
pojacanu paznju. Prvo su se pojavili Lebesgue nemerljivi skupovi kon-
struisani pomocu aksiome izbora, jos na pocetku XX veka. Nemerljivi
skup je u teoriji verovatnoce dogadaj bez verovatnoce. Tesko je tvrditi
da na primer prisustvo dogadaja bez verovatnoce nema nikakav znacaj
u fizici ili teoriji o postanku kosmosa.

Banach-Tarski rasklapanje lopte na nekoliko komada i sastavljanje
dve identicne polaznoj kod fizicara izaziva nevericu: imamo jednu
matematicku kuglu, a onda dok smo trepnuli umesto te jedne ima
ih dve ili ne znam koliko. Kao da je naruSena neka klasi¢na staticnost
egzistencije matematickih objekata i ocekivana staticnost matemati-
ckih zakonitosti. Tesko je tvrditi da ovakvi primeri nece imati se-
mantickih posledica npr. u fizici.

8.1 Ulamov ponor

Sliéno navedenim i drugi zadaci/svojstva koji se odnose na merlji-
vost bi mogli imati uzi ili Siri znacaj. Sledec¢a Ulamova teorema dovodi
egzistenciju totalne mere u vezu sa jakim aksiomama beskonacnosti.

8.1.1 Teorema [Ulamova dihotomija] Neka je p mera na skupu
S. Tada je p bezatomicna i |S| je veci ili jednak od prvog slabo ne-
dostiznog kardinala, ili je p atomicna i |S| je veéi ili jednak od prvog
jako nedostiznog kardinala.

U prvom slucaju postoji o-aditivna bezatomicna mera na R koja
siri Lebesgueovu meru, pa je kontinuum veci ili jednak od prvog slabo
nedostiznog kardinala.

Dokaz teoreme ¢emo dati nesto kasnije.
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Nakon ove teoreme iz 1930. godine (realno merljive kardinale
uveo je Banach 1930. godine, a iste godine su nedostizivost merljivih
dokazali Ulam i Tarski) po ovom pitanju nije bilo promena slede¢ih
vise od 30 godina. Pocetkom Sezdesetih pocinje i velika serija rezul-
tata o veli¢ini i snazi merljivih kardinala. Do tog vremena opstala je
sumnja da je prvi jako nedostiziv kardinal merljiv. Radovima Hanfa,
Scotta, Keislera, Tarskog utvrdeno je da je merljivi kardinal mnogo
vedi i da se na merljivim kardinalima kondenzuju raznovrsna svojstva,
Sto ¢e biti sazeto prikazano.

Teorema Solovaya o ekvikonsistentnosti egzistencije dve vrste mera
iz Ulamove teoreme, bezatomicne o-aditivne totalne mere koja Siri
Lebesgueovu meru i binarne s-aditivne mere na merljivom kardinalu
k, prikazana je, zajedno sa nekim vezanim razmatranjima u poglavlju
o realno vrednosnim kardinalima.

[zdvojmo neke vazne osobine merljivih kardinala:
e Merljivi kardinal je jako nedostiziv;
e Merljivi kardinal je hipernedostiziv;

e Postojanje merljivih kardinala povlac¢i da je V' # L i da pos-
toje nekonstruktibilni skupovi na samom pocetku kumulativne
hijerarhije;

e Merljivi i slicni kardinali karakterisu svojstva kompaktnosti in-

finitarnih jezika;

e Postojanje merljivih kardinala ekvivalentno je postojanju netri-
vijalnih elementarnih utapanja modela teorije skupova;

e Na merljivom kardinalu postoji mera koja se koncentrise na jaka
svojstva - ako merljivi kardinal ima neko svojstvo nedostizivosti,
onda je skup prethodnika sa tim svojstvom mere 1;

e Prvi primer infleksije grafa kontinuum funkcije vezan je za me-
rljive kardinale.
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Hijerarhija nedostizivih kardinala deli se na male velike kardinale,
srednje velike kardinale i pocev sa merljivim, velike velike kardinale.
Iteracijom svojstava merljivih kardinala prilazi se granici neba ne-
dostizivih kardinala i jakih aksioma beskonacnosti. Saznanja o ovoj
hijerarhiji uvela su meru konsistentske jacine jakih aksioma beskona-
¢nosti.

Posebno, gore navedena Solovayova teorema o ekvikonsistenciji
dovodi u fokus pitanje konsistentske jac¢ine matematickih teorija. Bez
hijerarhije nedostizivih kardinala, nikada ne bismo imali predstave o
snazi teorije

ZFC + postoji totalna o-aditivna mera na R
kao ni o proporciji jac¢ine npr. ove teorije i recimo teorija

ZFC + DC + svi skupovi realnih brojeva su Lebesgue-merljivi

ZFC + postoji totalna kona¢no aditivna translatorno
invarijantna mera koja Siri Lebesgueovu meru

Merljivim kardinalima i njihovim uopstenjima karakterise se konsis-
tentska jacCina resenja drugih znacajnih problema. Navedenim razloz-
ima uklanja se pitanje smisla postojanja i proucavanja jakih aksioma
beskonacnosti, verifikuje se njihov znacaj, a pitanje veze i egzistencije
zamenjuje se saznanjima o snazi skupova matematickih svojstava oku-
pljenih u razlicite aksiomatske sisteme. Kao $to nam na pocetku nije
bilo dato da odlucujemo da li postoje prirodni ili realni brojevi, slicno
i ovde imamo pravo na uvid u relativne odnose i pravo da uc¢estvujemo
u Strikanju velikog svilenog konca, a da pitanja o egzistenciji i konsis-
tentnosti eventualno razmatra superiorniji um.
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8.2 Dokaz Ulamove teoreme

U ovoj sekciji dajemo dokaz teoreme 8.1.1. Neka je p atomicéna
o-aditivna mera na skupu S i neka je x C S jedan atom. Tada je
mera

p=pl P
binarna (ultrafilter) i |S| je vedi ili jednak od prvog merljivog kardinala

k. Neka je v k-kompletan ultrafilter (mera) nad k. Pretpostavimo da
je kardinal x singularan. Tada je

K:UAE,

{<a

pri cemu je a = cf K i (¢ | £ < ) je rastudi niz kardinala u x. Zbog
uniformnosti je v(A¢) = 0, odakle zbog r-kompletnosti sledi da je i
v(k) = 0; kontradikicja.

Dakle, k je regularan kardinal. Pokazimo da je k jako granicni.
Pretpostavimo suprotno, neka je A kardinal manji od x takav da je

K < M,
Tada postoji A C *2 takav da je |A| = k. Za & < X neka je
Agi={f € Al f(§) =1}.

Neka je g : A — k bijekcija. Kako je skup A disjunktna unija skupova
Ago 1 Ag1, imamo da je

K = g[Aeo] U g[Ae ],

pa tatno jedan od skupova g[Aeo] 1 g[Ae1] pripada ultrafilteru v.
Oznacimo ga sa g[A¢;.]. Neka je

X - ﬂ A{,ig'

E<A
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Zbog r-kompletnosti ¥ imamo da je

v(glX]) =1.
Medutim, |X| = [g[X]| =1 (za f € X je f(§) = i¢), Sto protivredi
uniformnosti ultrafiltera v.

Dokaz drugog dela Ulamove teoreme razdvojen je u nekoliko lema.
Za kardinal k kazemo da je realno (vrednosno) merljiv ukoliko na
njemu postoji netrivijalna k-aditivna mera.

8.2.1 Lema Ako je Kk najmanji kardinal sa netrivijalnom o-aditi-
vnom merom [, onda je i k-aditivna @ Kk je realno merljiv.

Dokaz
Slu¢aj kada je o binarna mera veé je overen (primer 3.7.15). Sli¢no
se postupa i u slucaju kada je p bezatomicna. 0

8.2.2 Lema Ako postoji netrivijalna bezatomicna o-aditivna mera,
onda postoji netrivijalna bezatomiéna o-aditivna mera na nekom kar-
dinalu r < 2%,

Dokaz
Neka je p bezatomicna o-aditivna mera na S. Konstruise se drvo
T podskupova od S rekurzivno na sledeéi nacin:

e U korenu je S;

e Svaki konstruisani ¢évor se na slede¢em nivou deli na dva nasle-
dnika pozitivne mere;

e U grani¢nim slojevima « (« je grani¢ni ordinal > 0) se nalaze

skupovi X oblika
X =(]Xe

(<o

pri cemu je svaki od skupova X u {-tom sloju i za § < 7 je
Xe 2 X, 1 X ima pozitivhu meru.
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Zbog celularnosti [0, 1] svaki nivo je najvise prebrojiv i svaka grana je
najvise prebrojiva, pa je visina drveta 7" manja ili jednaka wy, a broj
grana je manji ili jednak 2%°. Istim argumentom prikazanim u primeru
3.7.15 konstruise se mera na k.

Neka je {b, | @ < k} (k < 2%) skup grana sa nepraznim presekom
i neka je
Lo = ﬂ be, a<EK.

Ocigledno S = |J Z, je particija skupa S u k skupova mere 0.
a<k
Definisimo funkciju f: .S — & sa

flz)=aszeZ,.
Dalje, neka je v dato sa
v(Z) =u(f2]), ZCh

Sli¢no kao i za ultrafiltere, vazi da je v mera na k. Posto je K < 2%, v
je bezatomiéna. Ako je s realno merljiv a nije merljiv, onda je k < 2%,
Ovako dobijena mera se moze prosiriti do bezatomicéne o-aditivne mere
n na 2% na sledeéi nagin:

n(X)=v(XNk), X C2%,

Odavde se jednostavno konstruise bezatomicna totalna o-aditivna me-
ra koja §iri Lebesgueovu meru:

Ako je p bezatomiéna mera na S, onda postoji skup Z C S takav
da je

1
Z)=—.
wm2) =5
Stavise, ako je Z C S, onda postoji skup Z’ C Z takav da je
1
w(Z) = 5p(2).
Za svaki konacan niz s nula i jedinica (s € |J "2) rekurzivno po duzini

n<w
niza konstruisemo skup X, C S na sledeé¢i nacin:
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(] XO = S,
o X, 1 X, sumedusobno disjunktni, Xy = X,~oU X~ i

M(XS”O) = M(Xs“l) = %M(Xs)

Potom definiSemo meru v; na “2 sa

n(2) = n (X5 | £ € 2)),

gde je Xy = [ Xym za f : w — 2. KoriS¢enjem preslikavanja
n<w

F :¥2 — [0, 1] definisanog sa

P =Y

n<w

dobija se netrivijalna o-aditivna mera v na [0, 1], koja se sa Lebe-
sgueovom merom poklapa na intervalima [Qﬁn, 2]%11], pa zato imamo
poklapanje i na Borelovim skupovima. Svaki skup Lebesgueove mere
0 sadrzan je u Borelovom skupu mere 0 i zato ima v meru 0. Svaki

Lebesgue-merljiv skup X je oblika
X:(B\N1>UN2,

gde je B Borel-merljiv skup, a N7 i Ny su skupovi Lebesgueove mere
0. Odavde sledi da je Lebesgueova mera skupa X jednaka v(X), tj.
v se poklapa sa Lebesgueovom merom na svim Lebesgue-merljivim
podskupovima intervala [0, 1]. O

Za familiju skupova
{Aan Cwi |a<wi An <w}
kazemo da je Ulamova matrica ako vazi:

1. Za svako av # (i svako n < w je Ay, N Ag, = 0;
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2. Za svako a < wy je w1 \ U Aan| < No.

nw
Ulamova matrica ima N; vrsta i 8y kolona. U kolonama su medusobno
disjunktni skupovi. Svaka vrsta ne sadrzi najvise prebrojivo mnogo
elemenata skupa wy.

8.2.3 Lema Postoji Ulamova matrica.

Dokaz
Za ¢ < w; neka je funkcija fe : w — wy takva da je & C fe[w].
Skupove A, ,, definisimo sa

E€Ayn e fe(n) =a.

Primetimo da iz prethodne definicije neposredno sledi da za a # 3
vazi Aan N Ag, = 0. Dalje, za svako £ > a postoji n < w tako da je
fe(n) = a, pa mora biti

Wl\ U Aa,n g «,

n<w

odakle sledi da je |w; \ U Aan| < Ro. Dakle, konstruisana familija

n<w
skupova je Ulamova matrica. 0

8.2.4 Lema Ne postoji netrivijalna o-aditivna mera na wy.

Dokaz

Neka je {Aan Cwi | @ <wi; An < w} Ulamova matrica. Suprotno
tvrdenju, pretpostavimo da postoji mera na w;. Na osnovu drugog
svojstva Ulamove matrice (videti definiciju) i o-aditivnosti sledi da
za svako o < wp postoji n, < w tako da je A,,, pozitivhe mere.
Odavde sledi da postoje neprebrojivi skup W C w; i n < w tako da je
ne = n za svako a € W. Tada je {An., | @ € W} neprebrojiva familija
medusobno disjunktnih skupova pozitivne mere: kontradikcija. 0

Direktnim uopstenjem prethodne dve leme dokazuje se da ako je k
naslednik kardinal, onda na x ne postoji x aditivna netrivijalna mera.
Odavde sledi da je svaki realno merljiv kardinal nedostiziv, ¢ime je
kompletiran dokaz Ulamove teoreme.
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8.3 Kompaktnost infinitarnih jezika

Merljivi kardinali su povezani sa svojstvom kompaktnosti infini-
tarnih jezika.

8.3.1 Teorema [Tarski| Neka je kardinal k merljiv i neka je X
teorija infinitarnog jezika L. sa k aksioma. Ako svaka njena podteo-
rija sa < Kk aksioma tma model, onda 1 teorija Y 1ma model.

Dokaz
Neka je D r-kompletan neglavni ultrafilter nad « i neka je

V= {pe [ £ <K}

1Y, ={pe | £ <a}. Za a <k neka je ™A, model teorije X,. Tvrdimo
da je ultraproizvod
A= ][ %
D

model teorije . Zaista, neka je £ < k proizvoljno i neka je

X={a<r|% F v

Treba pokazati da X € D. Posto je D uniforman ultrafilter, mora biti
€+ 1,K)o € D, akako je [€ +1,k)oq C X, imamo tvrdenje. O

Prvi kardinal za koji vazi ova teorema naziva se slabo kompaktan
i ovi kardinali spadaju u srednje velike: mmnogo vece od prvih ne-
dostizivih i mnogo manje od merljivih. Ako se u uslovu teoreme ispu-
sti ogranicenje kardinalnosti teorije ¥, onda se kardinal za koji vazi
tako izmenjena teorema naziva kompaktan ili jako kompaktan, dok za
merljive kardinale vazi pojacan polazni uslov.
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8.4 Elementarna utapanja

Prikaza¢emo ukratko Scottovu konstrukciju ultrastepena univerzu-
ma V. Neka je k merljiv kardinal i neka je p k-aditivna mera (neglavni
ultrafilter) na x. Za f, g € V" uvedimo relaciju ekvivalencije =, sa

f=vgep{ier] f(i)=9g()}) =1
Dalje, neka je
fu={9:k— V| f=,gArank(g) je minimalan}.

Primetimo da je f, skup, jer je f, € Viank(r)+1. Takode primetimo da
je{g | f =, g} prava klasa. Sa V"/u oznacimo klasu svih f,,. Na klasi
V* /i definisimo binarnu relaciju F sa

fuEgu e p{icer]| f(i) eg(i)}) =1

Na ovaj nacin (V*/u, E) je kao ultrastepen od (V,€). Bas kao i u
slucaju ultraproizvoda vazi Lo$ova teorema:

Vo E) = el fa & pi e s | olfi(@), ... fu(D)]}) = 1.

Daje (V*/u, EY) dobro zasnovan, sledi, kao i ranije, zbog kompletnosti
mere fi.

Takodeiovde jed: a — (a|i € k), elementarno utapanje polazne
strukture V' u ultrastepen V*/pu. Sliéno kao i pre, sledi da su polazna
struktura i ultrastepen elementarno ekvivalentni, pa je ultrastepen
model teorije ZFC, odakle zbog dobre zasnovanosti (Mostowski kolaps)
sledi da je ultrastepen izomorfan tranzitivnom modelu M i neka je [
jedinstveni izomorfizam. Imamo

v L ove oM

Neka je * = [ od, tj. neka je
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Posebno, za svaki ordinal o vazi
M E o* € Ord,

odakle zbog apsolutnosti ordinala sledi da je a* zaista ordinal. Nara-
vno, a* € M. Posto je * elementarno utapanje, mora biti i

a<f = o <Mp
&S ot < f,
pa je preslikavanje ordinala rastuée: a < o za a € Ord. Posto je

M tranzitivan, na osnovu prethodnog sledi da M sadrzi sve ordinale
(a<a* S aea*Va=a).

Pokazimo da je * konstantno na k, tj. da je a* = a za a < k.
Navedeno sledi iz k aditivnosti mere p analogno primeru ultrastepena
[{x, <) (ovde ¢e ceo Ord”™/u biti dobro ureden, sa poc¢etnim komadom

izomorfnim sa (k, <)). Na x imamo

W= ) | fix— r)

(analogno primeru 3.8.11), pa s* sadrzi konstante manje od &, ali i
funkcije neogranicene u k, pa je k* \ k neprazan, odakle sledi da je
Kk < k%, kaoida je K = min(k*\ k). Ako je f minimalna neogranic¢ena
funkcija (prva funkcija iznad konstanti) modulo y, onda je I(f,) = k.
Uzmimo projekciju polazne mere p:

v(x) = p(f~[z]).

Bez razlike, kao i pre, ako je p ultrafilter onda je to i v, aditivnost
i norma se takode prenose. Posebno, u ovom slucaju mera v je nor-
malna: x-ti element je identi¢na funkcija - detalji dokaza su isti kao u
primeru 3.8.30, odakle

pM(k) & v({a <k | pa)}) = 1. (8.1)

Lako se proverava da vazi: Ako je kardinal A nedostiziv i ako je N
tranzitivan model teorije ZFC takav da A € N, onda je A nedostiziv i
u N.
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8.4.1 Teorema [Hanf] Ako je k merljiv kardinal, onda je on i k-ti
nedostiziv kardinal.

Dokaz

Oznacimo sa Inac(\) predikat: A je nedostiziv. Na osnovu Ulamove
teoreme vazi Inac(k), a kako x € M i kako vazi Inac™ (k), na osnovu
(8.1) imamo da je

p({A < & [ Inac(A)}) =1,
odakle sledi tvrdenje. U

8.4.2 Posledica Ako je kardinal k merljiv, onda je k ujedno i Kk-ti
hipernedostiziv kardinal.

Ovo se moze dalje iterirati. Primera radi, slicno se dobije da je s
slabo kompaktan nedostiziv (zadovoljava teoremu kompaktnosti) i da
je broj slabo kompaktnih nedostizivih kardinala manjih od x upravo
jednak k.

Iz (8.1) vidimo da, ako merljiv kardinal ima neko svojstvo ne-
dostizivosti, onda je skup manjih kardinala sa tim svojstvom mere
jedan.

Vratimo se joS na elementarno utapanje *. k je prvi pomereni
ordinal. Ako je j : V —— M netrivijalno elementarno utapanje uni-
verzuma V u tranzitivnu klasu M, onda se prvi pomereni ordinal
naziva kriticnom tackom utapanja j. Napomenimo da je utapanje
j trivijalno ukoliko je na ordinalima identitet (j(a) = «). Kriti¢na
tacka netrivijalnog elementarnog utapanja je merljivi kardinal. Imamo
slede¢u teoremu:

8.4.3 Teorema Postojanje merljivog kardinala ekvivalentno je po-
stojanju netrivijalnog elementarnog utapanja univerzuma V u neku
tranzitivnu klasu M. Kriticna tacka elementarnog utapanja je merljiv
kardinal.
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Navedimo ovde i Scottovu teoremu o inkompatibilnosti aksiome
konstruktibilnosti i egzistencije merljivih kardinala:

8.4.4 Teorema [Scott] Ako postoji merljivi kardinal, onda je V #
L.

Dokaz

Neka je x prvi merljivi kardinal sa normalnom merom p. Suprotno
tvrdenju, pretpostavimo da je V' = L. Posto svaki tranzitvan model
teorije ZFC koji sadrzi sve ordinale sadrzii L, iz V =Li M = V"/u
(M je tranzitivni kolaps modela V*/u) imamo da je

LCMCYV,

pa je L = M = V. Posto je k prvi merljivi kardinal i j netrivijalno
elementarno utapanje V' u M (u naSem slucaju j je izomorfizam),
imamo da

M = j(k) je najmanji merljivi kardinal,

pa zbog M =V je j(k) najmanji merljivi kardinal. Medutim, j(k) >
k, pa k nije merljiv. Kontradikcija, pa mora biti V' # L. 0

Ako u konstrukeiji V*/u polazni univerzum raslojimo na spratove

V= | Vi, imatemo da je
aeOrd

Viip=|J Vi/u
acOrd
i uocava se da slicno ultrastepenima dobrih uredenja i za ultrastepene
dobro zasnovane relacije vazi da iz o-aditivnosti g sledi dobra zasno-
vanost ultrastepena dobro zasnovane relacije. Analogno slucaju dobrih
uredenja, ultrastepen dobro zasnovane strukture imace dobro zasno-
van pocetni komad izomorfan po¢etnom komadu polaznog uredenja u
visini add(u) - aditivnosti mere u. Sledi da se V' 1 V*/u poklapaju po
spratovima do prvog pomerenog ordinala - merljivog kardinala x, pa

¢e biti
Vo ]]Va
nw
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za o < K; Kk je podskup od Vj ali se prvi put javlja na spratu V.

Sledecéa Keislerova varijanta Scottove teoreme obezbeduje bolji uv-
id u ovu strukturu.

8.4.5 Teorema Neka je k merljiv kardinal © neka je p normalan
ultrafilter (mera) na k. Tada je

<Vn+1a E) = H<Vﬁ+1v E),

m

pri cemu je [[(Vas1, €) = (1T (Vo €))/ -

m B<k

Uoc¢imo da za modele sa desne strane je Vg C Vi za sve 8 < K, pa
je 1[I Va1 C ] Vi kao i da je
I3 I3

|HVK| =2"= ’VKJrl’a
m

pa imamo da je svaka funkcija iz V" esencijalno ve¢ prisutna u

(U Vi),

B<k

Dokaz teoreme
Neka je 7 : Viy1 — [[ V41 definisano sa
I

m(z) =(@xNVz | B <K),.
Pokaza¢emo da je m izomorfizam. Oznacimo gornji ultraproizvod sa
(B, E) = [[(Va1, €).
m

7 je 1-1: Neka je w(x) = m(y) i neka a € z. Tada je rank(a) <
rank(x) < k, pa postoji v < k tako da a € x N'V,. Zbog m(x) = m(y)
i regularnosti k je skup

X={0<kr|znVz=ynNVs}
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kofinalan u x (jer je mere 1, pa je i kardinalnosti k). Neka je o € X
vece od . Tada je

acznNV,CxnV,=yNV,,

pa a € y, ¢ime je pokazano da je x C y. Na potpuno isti nacin se
pokazuje da mora biti i y C x, pa zajedno sa prethodnim imamo da
jexr=uy.

Kompatibilnost 7 sa relacijama: Pokazujemo da vazi
rey<en(r)En(y).

Pretpostavimo prvo da x € y. Tada je rank(z) < rank(y), pa postoji
v < k tako da x € V,,. Kako je x NV = x za 3 > 7, imamo da je

[V.K)or C{B <K |xzNVz€ynVs},
a kako je jos i u([y,K)ow) = 1, mora biti i m(x) € 7(y).
Pretpostavimo sada da 7(z) E7(y). Tada je skup
X={f<r|znVzeynVs}

mere 1. Primetimo da je za x € y dovoljno pokazati da postoji a < k
tako da je rank(zr) < a. Naime, u tom slucéaju bi za v > « bilo
x NV, = x, pa kako je skup X kofinalan u &, za proizvoljno 8 € X
vec¢e od o imamo da

r=axNVzeynVz Cuy.

Ostaje da pokazemo egzistenciju pomenutog ordinala «. Uo¢imo fu-
nkciju f : Kk — K definisanu sa

{rank(wﬂVg) , peX

0 , inace

f(B) =

Posto je rank(z N V3) < B za svako § € X, funkcija f je regresivna
skoro svuda modulo u, pa je zbog normalnosti p ona skoro svuda
konstantna, tj. postoji a < k tako da je skup

YV={f<r|[f(B)<a}
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mere 1, pa je skup
ZI{ﬂ<l€|(L’ﬂVﬁ€Va}

takode mere 1 jer je X NY C Z. Tada je Z i kofinalan u «, odakle
sledi da je

r = U(xﬂVg),

Bez
pa mora biti rank(z) < a jer xNVz €'V, za svako [ € Z.

7 je na: Neka je f € [[ Vg1 proizvoljno. Prvo pretpostavimo da
B<k
je skup

X={8<r|[f(B)eVs}

mere 1. Uoc¢imo funkciju g : Kk — & definisanu sa

9(8) :{ rank(f(8)) , B€X .

0 , 1nace

Kako je funkcija g regresivna skoro svuda modulo p, zbog normalnosti
1 postoji a < k tako da je skup

Y ={8<rg(9) =a)
mere 1. Zbog nedostizivosti x je
R = :n > :a—i-l = |Va+1|.

Uoc¢imo sledecu particiju kardinala x:

k= (\Y)U [ {B<k|f(B) =z}

rE€Va41

Zbog k aditivnosti p tacno jedan clan particije je mere 1. Kako je
p(Y') =1, to postoji x5 € V41 tako da je

u({B <k | F(B) =} = 1.
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Odavde neposredno sledi da je w(zy) = f..
Pretpostavimo sada da je p(X) = 0. Definisimo skup z; € V,.1; sa

;= {e €V, | n(2) E f,).

Tvrdimo da je m(xy) = f,. S obzirom da u modelima (V,41,€) i
(B, F) vazi aksioma ekstenzionalnosti, dovoljno je pokazati da za svako
gy € B vazi
9. Ef, e g, En(xy).

Ako g, E f,, onda je skup {# < k| g(8) € Vz} mere 1, pa prema
prethodnom postoji a € V.41 tako da je g, = m(a). Sada po definiciji
skupa z; imamo da a € x¢, pa zbog kompatibilnosti 7 sa relacijama
imamo da

gu = m(a) Em(zy).
Neka g, E (). Sasvim sli¢no kao i malo pre zaklju¢ujemo da postoji
a € Vq41 tako da je g, = m(a), odakle zbog kompatibilnosti 7 sa
relacijama sledi da a € x¢. Sada iz definicije skupa zf sledi da

gp =7(a) E [y
O
8.4.6 Posledica Neka je kardinal k merljiv © neka je p normalna
mera na k. Tada za proizvoljnu formulu o(z1,...,z,) i ma koje
A1y, 0, € Vi vazi

(Vir1,€) E vlas, ..., a,]

ako 1 samo ako je

n{B <k [ (Vo €) Eela NV, ... an NV3]}) = 1.

Posebno, ako je ¢ recenica, onda

<V/i+1> €> ): 2

ako i samo ako je

p({B <k | (Va1 €) F o)) = 1.



402 8. VELICINA MERLJIVIH KARDINALA

8.4.7 Posledica Uz prethodnu simboliku,

360l =2
I

8.5 Kontinuum problem

Postojanje merljivog kardinala izaziva infleksiju kontinuum pro-
blema: Scott je otkrio da ako kontinuum hipoteza vazi ispod merlji-
vog kardinala (skoro svuda po normalnoj meri), onda CH vazi i na
merljivom kardinalu. Umesto ove Scottove teoreme dajemo uopstenje
koje bi se moglo prepricati na sledec¢i nacin:

Neka je f funkcija pomaka (displacement) u kontinuum problemu
(CP):

e — Na+f(a), a € Ord.

Ako je kardinal £ merljiv sa normalnom merom g, onda je vrednost
kontinuum pomaka u tacki k ograni¢ena integralom po meri y funkcije
pomaka na manjim kardinalima. Prvi primer da postoji meduzavisnost
vrednosti funkcije f je bas ovaj sa merljivim kardinalom. Eastonov
rezultat o medusobnoj nezavisnosti vrednosti f na regularnim kardi-
nalima je usledio nekoliko godina kasnije. Ovaj rezultat je bio in-
spiracija, ¢ak i po metodi za Silverovu teoremu o zavisnosti f(«) od
prethodnika, kada je R, singularan kardinal neprebrojive kofinalnosti.

Strukturna svojstva ultraproizvoda imaju centralni znacaj u ovim
razmatranjima, Sto je i dovelo do Shelahove teorije PCF - o mogué¢im
kofinalnostima ultraproizvoda, kojom je postignut najveéi napredak u
kontinuum problemu. Tehnicki znatno slozeniju teoriju PCF izlazemo
u posebnoj glavi. Ovde izlazemo uopstenje Scottove teoreme i vezu
Kontinuum problema i postojanja skokovitih ultraproizvoda - pre sve-
ga pod inspiracijom Magidorovih neregularnih ultrafiltera.
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8.5.1 Teorema Neka je D normalan ultrafilter nad merljivim kardi-
nalom k i neka je f kontinuum odstupanje (pomak). Tada je

F(r) < ot(JJ(f(a), €)),

D

kao i |f (k)| < |TIp fa)].

Dokaz
Neka je 2 = (A4, <4) = [[(k, <). Kako je k jako nedostiziv, imamo

D
da f | k: K — k. DefiniSimo skupove G i H sa

Gr={gpeA|g<pf]|r}

H={hp €A |{a € r|ha) € [Wa,Wartf)) N Card} € D}.
Sada za hp € H postoji neko gp € Gy tako da
{a ek | h(a) = watg)} € D. (8.2)
Definisimo utapanje 7 : H — G sa
w(hp) = gp < (8.2).

Kao posledicu imamo da je |H| < |Gy|. Za kardinal X\ takav da je
k < A < 2° postoji funkcja f* : kK — & koja je A-ti element skupa 2.
Tada je

I A @] =1Gp] =
D
Za funkciju g sa domenom k definisimo funkciju |g| sa

9 = (lg(a)] | a € K).

Imamo da je

I @)1=
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odakle sledi da je | f*| upravo A\-ti element, tj. |f*| =p f*1i
X ={ack| fa)€ Card} € D.

Odavde sledi da {« € x| fA(a) > a} € D.
S obzirom da Sinac Nk € D, imamo da ili

{a€r| f(a) > wars} €D,

ili {o € k| fNa) <wWatrf} €D.
U prvom slucaju je

{a € kN Sinac | f(a) > Warf(a) = a1} € D,

pa je 28 < | fA(a)], §to je u suprotnosti sa izborom .
Stoga

{a € k| fAa) € [WasWas f)) N Card} € D.

Odavde sledi da postoji hp € H tako da f* =p h, ili ekvivalentno,
f* e H. Kako A # N povlaéi f* # ', imamo da je

[k, 2%) N Card| = |(k,2"%] N Card|
= |f(x)]
< |H|
< |Gyl
= [[] f(@)I.
D
¢ime je dokaz zavrsen. U

8.5.2 Posledica Ako je kontinuum odstupanje ograniceno nekom ko-
nstantom vy skoro svuda ispod k, onda isto vazi i na K:

2" <N, (k).
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U tom slucaju po Bukovsky-Hechlerovoj teoremi je v < w. Dakle,
kontinuum odstupanje je ili veoma malo (manje od w) ispod i na &,
ili je veoma veliko: f(v) > v za v < k. Posebno, ako CH vazi skoro
svuda ispod k, onda vazi i na x (Scott).

Primetimo da je gornjom argumentacijom pokazano sledece:

27 < Nf$+ot(HD<f(a)v<>)'

Mnogo jaca aksioma od postojanja merljivog kardinala je posto-
janje ogromnih (huge) kardinala. Pretpostavljajuéi konsistentnost te-
orije ZFC + Huge, Magidor (videti [70]) je konstruisao model teorije
ZFC u kome postoji neregularan ultrafilter nad ws, kao i skokoviti
neregularan ultrafilter D nad ws za koji vazi da je

|| < s
D

Njegov model obezbeduje slicne ultrafiltere i na ve¢im malim kardinal-
ima. U njegovom modelu vazi GCH, ali se GCH moze nesto oslabiti
uz zadrzavanje skokovitosti u neregularnim ultrafilterima na manjim
kardinalima, sto je i bila inspiracija za slede¢u teoremu. Prethodno
dajemo nekoliko definicija.

Kardinalni trag ultrafiltera D nad beskona¢nim kardinalom x de-
finiSemo sa

et(D) = {IT] el | Ae <},

Za ultrafilter D kazemo da je skokovit ako je |ct(D)| > 1. Na primer,
ako je D uniforman x-kompletan ultrafilter nad merljivim kardinalom
K, onda je |ct(D)| = 2".

U cilju povezivanja uslova normalnosti sa kontinuum pomakom
potrebni su nam slede¢i pojmovi teorije modela:

Teorija T' jezika L koji sadrzi unarni relacijski simbol U dopusta
par (k, ) ukoliko ima model kardinalnosti £ u kome je interpretacija
predikata U kardinalnosti A. Za sam par (k, A) kazemo da je:
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e LLG (left large gap), ako T" dopusta par (k,\) ali ne dopusta
(K7, A);

e RLG (right large gap), ako T dopusta par (k, \) ali ne dopusta
(K, Ny za X < \;

e LG (large gap), ako je i LLG i RLG.
Sledece ¢injenice navodimo bez dokaza.

8.5.3 Lema Ako T dopusta parove (k;, \;), i € Kk i ako je D ultrafilter
nad r, onda T dopusta par (| [, &, | T1p Mil)-

8.5.4 Lema Neka je (A(k), k) LLG za T\ za svaki (za mnogo) kardi-

nal k i neka je (k,I'(k)) RLG za Ty za svaki (za mnogo) kardinal k.
Tada postoji teorija T za koju je (A(k),I'(k)) LG za svaki (za mnogo)
kardinal k.

8.5.5 Posledica Za proizvoljan ultrafilter D nad k je
PTTAD < ITITmI < [T]AMI < AT ] <D
D D D D

Postoje teorije T} i Ty za koje su (k" k) i (27, k) redom LLG za svako
K, $to se iterira do (N, (k), k) i (3,(k), k) za svako k, pa imamo da je

I Ra() < R T 5D

kao 1

]3I <30T #h

(na osnovu prethodne posledice).

nalni trag kardinalnosti vec¢e od 1.
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8.5.6 Teorema Neka je T teorija za koju je (Ne(k), k) = (Ry, k)
LLG, N8 =R, i neka je D uniforman neregularan ultrafilter nad R,

sa skokovima posle k:
R, = [[Tal < IT]RI-
D D

Tada je
n<o+flo)<n+§<n+o,

gde je f pomak u kontinuum problemu. Na taj nacin povezuje se skok
u kontinuum problemu sa skokom kardinalnosti ultraproizvoda.

Dokaz
Prvo primetimo da 7" dopusta (| [[RX,|, | [ k|). Neka je X, =[] x|
D D D

i neka je N=% = R,. Tada

R, < [[]®
D

= 2N
= Rosso)

= [[IRex)]
< Re(I ] AN

= Ny

Otuda dobijamo ordinalne nejednakosti
n<o+flo)<n+t{<n+o.
OJ

Za kontinuum pomak f mozemo reéi da je ogranic¢en u tacki o ako
je f(o) ograni¢en nekim izrazom u kome se ne javlja o u eksponentu
(nesto tipa f(o) < 2%).

Navedimo nekoliko primera sa gornjom notacijom:
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. Neka je D ultrafilter nad R, takav da je N:¥ = X, i neka D fino

separira k i N, tako da | [[ k| < N,. Tada je f(0) < 0. Obratno,
D

f(o) < o redukuje moguce vrednosti skoka kardinalnosti ultra-

proizvoda ispod N,.

Iz prethodnog primera imamo da je

(V€ < w)(Vk)((Re(k), k) je LLG).

Neka je Ne(k)<Ne®) = R¢(k). Ako postoji uniforman ultrafilter
nad X¢(x) koji je skokovit posle x, onda je f(o) sledbenik ordinal
i dobro je ogranicen..

Posebno, neka je D skokoviti ultrafilter nad ;7 i neka je X517 =

N17.
(a) Ako je |[Jw| < Ry7, onda je 287 < Vay;
D

(b) Ako je 2M17 = X1, onda ne postoji skokoviti ultrafilter nad
N17.

Neka je 287 = N, .1 i neka je N?f%" = Ny7;. Tada, ako postoji
skokoviti ultrafilter nad Ny7, onda bi |[[w| = N, morao biti
D

singularan kardinal. Da li je ovo moguce?

Evo i dva problema:

1. Moze li se A<* = \ ispustiti iz gornjih pretpostavki?

2. Da li postoje primeri LLG-ova (I'(k), x) takvih da je I'(k) >

N, (k) za dovoljno mnogo kardinala k7
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8.6 Pojacanje merljivosti

Daljim pojacanjem osobina dobijaju se kardinali veéi i jaci od me-
rljivih. Svi bi se oni mogli nazvati pojacano merljivim. Ovde ¢emo
samo ukratko prikazati neka od njihovih najvaznijih svojstava.

8.6.1 Teorema Slededi iskazi su ekvivalentni:
1. K je kompaktan (= jako kompaktan);

2. Za svaki kardinal X > K, na [A<" postoji k kompletan neglavni
ultrafilter;

3. Za svaki kardinal X kofinalnosti > k postoji k-kompletan (K, \)-
reqularan ultrafilter nad k;

4. Svaki k-kompletan filter se Siri do k-kompletnog (neglavnog) ul-
trafiltera.

8.6.2 Teorema [Kunen| Ako postoji kompaktan kardinal, onda za
svaki ordinal 0 postoji tranzitivan model M teoriye ZFC sa bar 6
merljivih kardinala (redni tip skupa merljivih kardinala w M je bar

0).

8.6.3 Teorema [Vopénka-Hrbacek| Ako postoji kompaktan kardi-
nal, onda ne postoji skup A takav da je V = L[A].

8.6.4 Teorema [Solovay| Ako postoji kompaktan kardinal k, onda
SCH vazi iznad k: za X > k iz 29N < X sledi da je X' = \*. Sledi
da za singularan jako granicni kardinal X > k vazi CH: 2* = \*.

D je fini ultrafilter nad [A]<* ako je k kompletan i ako sadrzi sve
skupove
{reN™|yCa}, ye™
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Fini ultrafilter D nad [A]<* je normalan ako za svako f : [\]<" — A
iz. f(x) € x skoro svuda (modulo D) sledi da je funkcija f konstantna
skoro svuda. Ako na [A]<" postoji normalan ultrafilter, onda za k
kazemo da je A-superkompaktan.

Kardinal « je superkompaktan ako za svaki kardinal A > k postoji
normalan ultrafilter nad [A]<", tj. ako je kK A\-superkompaktan za svaki
kardinal A > k.

8.6.5 Teorema Postojanje normalne mere na [N\|<* ekvivalentno je
egzistencigi elementarnog utapanja j :V — M za koje vaZi:

o j(v) =720y <k;

o j(k) > A;

e Zatvorenost za A sekvence: "M C M.
8.6.6 Teorema

o Ako je K superkompaktan, onda postoji normalna mera p na K
takva da je

p{a < k| a je merljiv}) = 1;

o Ako postoji merljivi kardinal koji je limes kompaktnih kardinala,
onda je prvi takav kardinal kompaktan ali ne © superkompaktan.

Magidor je u [69] pokazao da:

1. Prvi kompaktan kardinal moze da bude jednak prvom merljivom.
U tom slucaju on je mnogo manji od prvog superkompaktnog;

2. Prvi kompaktan kardinal moze da bude jednak prvom superkom-
paktnom kardinalu. U tom slu¢aju je on mnogo veéi od prvog
merljivog.
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Za kardinal x kazemo da je ekstendibilan ako za svako o > k postoje
B i elementarno utapanje j : V,, — Vj3 tako da je x prvi pomereni
ordinal.

8.6.7 Teorema

o Ako je k ekstendibilan, onda je i superkompaktan;

o Ako je k ekstendibilan, onda postoji normalna mera pu na K takva
da je
pw{a < k| a je superkompaktan}) = 1.

VP [Vopénkin princip]: Neka je C klasa modela istog jezika. Onda
postoje dva modela 2,8 € C i elementarno utapanje j : % — B.

8.6.8 Teorema VP povlaci egzistenciju ekstendibilnih kardinala.

Za kardinal k kazemo da je ogroman (huge) ako postoji netrivijalno
elementarno utapanje j : V. — M, ¢ija je s kriticna tacka, takvo da
je WM C M (M je zatvoren za nizove duzine j(x)).

8.6.9 Teorema Ako je r ogroman, onda (V, €) E VP.

Daljim iteriranjem - n puta ogroman, kad n — oo, dostize se pro-
tivreénost: najjaca aksioma “0 = 17, tako da se ovim svojstvima
konacno iscrpljuje hijerarhija nedostizivih kardinala i po veli¢ini i po
snazi. Ovi kardinali se koriste u konstrukcijama modela koji imaju
specificne objekte, kao npr. ranije pomenuti Magidorovi modeli. Po-
tom se traga za konstrukcijama pomenutih objekata bez upotrebe ovih
najjacih aksioma/ili za karakterizacijama konsistentnosti egzistencije
istih.

Vratimo se jo$s jednom na pocetak ovog poglavlja, tj. na Ulamov
ponor: ako na S postoji o-aditivna (totalna) verovatnosna mera p,
onda je:
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e Prvi slabo nedostiziv < |S| < 2% i u je bezatomicna, ili
e Prvi jako nedostiziv < |S| i p je atomi¢na (odnosno binarna).

Prethodne dve tacke mozemo sazeti u jednu: ako na S postoji o-
aditivna (totalna) mera p, onda je |S| < ¢ i p je bezatomicna ili
|S| > ¢ i p je atomi¢na (odnosno binarna).

U prvom slucaju je |S| veée ili jednako od prvog realno merljivog
kardinala, a u drugom slucaju vece ili jednako od prvog merljivog
kardinala. Sada vidimo da kardinalni skok za |S| izmedu pomenuta
dva slu¢aja obuhvata interval [2% prvi merljiv]. Svakako da su razlozi
za to interesantni.

Ovde prikazana svojstva i rezultati dopunjuju se razmatranjima u
narednom poglavlju o realno vrednosnoj merljivosti.



9

Realno merljivi kardinali

Ranije navedene Ulamove teoreme iz 1930. godine su koliko lepe
toliko i iznenadujuce. Obe su implikativnog oblika i ostalo je jos da se
rasCisti pitanje kada totalnih mera na Booleovoj algebri ima. Posebno
je mozda najinteresantnija egzistencija obi¢nih totalnih mera.

9.0.10 Teorema [Ul1] Ako postoji netrivijalna o-aditivna mera na
S, onda ili postoji binarna mera na S i |S| je veéi ili jednak na
-ymanjem jako medostiznom kardinalu, ili postoji bezatomicna mera
na 2% i kontinuum je veéi ili jednak najmanjem slabo nedostiznom
kardinalu.

9.0.11 Teorema [Ul2] Ako postoji realno vrednosni merljivi kardi-
nal < 2%, onda postoji totalno produzenje Lebesgueove mere. Ako je
k realno vrednosno merljiv, onda je on slabo nedostiziv. Aditivnost
(totalne) mere je realno vrednosno merljiva.

Odmah vidimo da CH pojednostavljuje situaciju: ukoliko vazi CH,
onda ne postoji realno vrednosni merljivi kardinal i ne postoji totalna
ekstenzija Lebesgueove mere. Stoga u Godelovom konstruktibilnom
univerzumu (L) nema totalnog produzenja Lebesgueove mere ni tota-
Inih realno vrednosnih mera. Scott je dokazao (1961) nekonsistentnost

413
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postojanja totlane netrivijalne binarne mere sa Godelovom aksiomom
konstruktibilnosti V' = L.

Stoga u L nemamo totalnih mera, pa minimalni model L[u] koji
sadrzi binarnu meru g mora biti veéi od L. Kao svojevrstan opozit
neslaganju CH i egzistencije totalnih mera na R Silver je dokazao
konsistentnost GCH i postojanja binarne mere (u L{u]).

9.1 RVM - prva ekvikonsistentnost

1966. godine Solovay je dokazao sledecu izuzetnu teoremu, kojom
se krajevi Ulamovog ponora izjednacavaju po konsistentskoj jacini.

9.1.1 Teorema [Sol RVM] Sledece teorije su ekvikonsistentne:
1. ZFC+ “postoji totalna o aditivna ekstenzija Lebesgueove mere”;

2. ZFCH “postoji merljivi kardinal”.

Dokaz da iz konsistentnosti 2. sledi konsistentnost 1. je izveden
metodom forsinga, uz pogodan izbor Booleove algebre i impresivnu
harmoniju mera.

Neka je M prebrojiv tranzitivan model za 2. i neka je Kk u M
merljiv kardinal.

Dokaz — konstrukcija generickog prosirenja M [G] polaznog modela
M u kome vazi 2. ima dve komponente:

e Obezbediti da M[G] = 2% > k;
e Ocuvati realno vrednosnu merljivost x u M[G].

Ulamove teoreme nam obezbeduju ostatak. Dokaz koji sledi sadrzi
sve relevantne elemente, zbog preglednosti neki detalji su ispusteni.
Kompletne detalje dokaza ¢italac moze naéi u [38], ili u [115].
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Radi pojednostavljenja notacije, podrazumevamo da se argume-
ntacija odvija unutar M ukoliko se drukcéije ne naglasi. Neka je A > &
kardinal takav da je A = \. Jednostavan prostor mere (S;, F;, i//) za
1 €1 =)\Xwjedat sa:

Si = {07 1}7

Fi= P(Si);

©{0}) = ({1}) = 3
o //({0,1}) =1
Neka je (S, F, ) proizvod merljivih prostora za i € I, pri cemu je:

e S=1[S;

el

e F je najmanja o-kompletna algebra skupova nad S koja sadrzi
skupove {t € 7{0,1} | (i) =0} za i € I.

Neka je B algebra mere, tj. B je kolicnicka Booleova algebra
F /ideal skupova p-mere 0.

Napomenimo da je B kompletna i da zadovoljava c.c.c.

Definisimo o-aditivnu meru us na B sa

Neka je G M-genericki ultrafilter u B. c.c.c. nam obezbeduje da su u
M|G] o¢uvani kardinali i kofinalnosti. Pokazimo da

M[G] |= 2% = A,
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S jedne strane, (2%)MIG1 < (|B[f)M = ). S druge strane, pokazimo
da w ima A podskupova u modelu M[G]. U tom cilju, za proizvoljno
(a,m) € I, neka je U,,, € F definisano sa

Uasn = {t €{0,1} | t(a,n) = 1}

i neka je uqn = [Uan) (€ B). Za a < X neka je x, B-vrednosni
podskup w takav da je

17 € Xa|| = Uan (n <w).
Sa x, ozna¢imo G-interpretaciju imena x,,. Moze se pokazati da o # (3
povlaci x, # x3, $to potvrduje da u M[G] vazi 2% = \ > k.

Prelazimo na dokaz oc¢uvanja realno vrednosne merljivosti £ u
MIG]. Neka je k merljiv sa odgovaraju¢om binarnom merom g u
M ineka su A\, u, ps i B kao i gore. Definisa¢emo B-vrednosno ime
By i pokazati da je za proizvoljan M-genericki ultrafilter G u B, G-
interpretacija ps imena Hy 1 stvari k-aditivna mera na k.

Posto je u

M[G] | r < 2%,

po Ulamovoj teoremi mera p3 je bezatomicna, tj. realno vrednosna u
uzem smislu.

Stoga imamo finu interferenciju mera pq, p, ps i G koja rezultuje
u odgovarajuéim svojstvima mere 3.

Neka je a € B\{0} i neka je A € M? B-vrednosno ime tako da
alF A CE.
Za svako o < k neka je
pa(a-[la € Al})
p2(a)

Kako je mera p; i k-aditivna, imamo da je

fa(A7 a) =

fa(A,a) =1 SS(u1) (skoro svuda po meri p;)

za neki realan broj r. Neka je pq(A) = r. p, ima sledeca svojstva:
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e (i) alk Ay = Ay povladi 1,(A1) = pa(As);

(i) a IF Ay € Ay povladi pa(Aq) < pa(As),

(iii) Neka je X C ki X € M tada:

Lon(X) = 1= pa(X)

2. 11(X) = 0= 1(X)

I;
0;

(iv) Za v < k neka su imena Ag, £ < v takvadaal- A C K i
da iz £ # n sledi a IF A¢ N A, = . Dalje, neka je A ime takvo
da
al-A=|JA.
<y

Sada k-aditivnost mere p; povlaci

pa(A) =Y pa(Ag):

€<y

e (v) a < bimplicira p,(A) > up(A).

Neka je r realan broj iz intervala [0, 1] i neka je {a, | n < w} particija
elementa a € B. Ako je p,, (A) < r za svako n, onda za skoro sve «
imamo da je

poan - [l& € All) <7+ pa(a),

odakle sledi da za skoro sve a vazi ps(a- || € A||) < r-pz(a). Otuda
je 1a(A) < r. Kao posledicu imamo sledece:

Ako za svako 0 < b < a postoji 0 < ¢ < b tako

da p.(A) < r, onda je p,(A) <. (9-1)

Slicno vazi za <, >, >. Za bl- A C &, defini§imo

Hp(A) = inf 1ia(A).
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py; zadovoljava (i), (ii), (iii) ali nije aditivna i umesto (iv) imamo
samo
MY hA) m v<n

<y
Neka je G M-genericki ultrafilter u B. U M|[G] definisimo meru
ps: P(k) — [0, 1] sa

ps(A) = sup p(A),
beG

gde je A ime skupa A. Neka je Ky kanonsko ime mere ps u M?
definisano preko kanonskog imena za G i3 ne zavisi od izbora imena
A za A, A; C Ay implicira pg(Ar) < ps(A2). Za X € M ps(X) =1
ako je py(X) =1, pus(X) = 0 ako je pu1(X) = 0.

Dokaz k-aditivnosti mere pus:

Podimo od znacenja pj. Za realan broj r € M, 0 < r < 1 tvrdimo
da

up(A) >r akko bl p,(A) = 7.

Ako je py(A) = r, onda za svaki genericki G za koji b € G imamo
da pz(A) > r, a time i b Ik p,(A) > 7 S druge strane, ako je
bl p,(A) > 7, onda

blFVg < 3de G uy(A) >q

tj.
Vg<rVe<b3dd<cepu,(A)>q.

Neka je ¢ < r; tvrdimo da je uj(A) > q. Ako je a < b, onda Ve <
a 3d < ¢ tako da p5(A) > ¢ istoga u.(A) > q. Dakle, ui(A) > ¢q. S
obzirom da ovo vazi za svako ¢ < r, imamo da je uj(A) > r.

Pokazimo da je mera us konacno aditivna. Neka su A, A; i Ay
imena takva da svaki uslov forsira da je A disjunktna unija A; i As.
Ako su rq i 7y realni brojevi i ako

DI (py(Ar) = 71 A g (Ag) = 7),



9.1. RVM - PRVA EKVIKONSISTENTNOST 419

onda prema veé pokazanom sledi b I Hg(A) > T + T9; stoga

p3(A) = ps(Ar) + ps(Az).

S druge strane, pretpostavimo da je us(A) > ps(Ar) + us(As). Tada
postoje realni brojevi r1, 7o € M i uslov b € G takvi da

b+ Hg(Al) < 7, HB(AQ) <79 1 H?’(A) =11+ 7.

Kako b I+ H3<A1) < 71, za svako ¢ < b postoji d < ¢ tako da
pa(A1) < ry; otuda pup(Aq) < 71 i mp(Asg) < 1o, pa dobijamo kon-
tradikeiju g (A) < pup(A) <11 + 7o

Zbog konacne aditivnosti ug preostaje da pokazemo da je

ps( (A <D (Ao
<y §<y

za proizvoljnu familiju {A, | £ < v} kardinalnosti manje od x podsku-
pova od . Neka je v < ki neka su Ag, £ <1 A imena takva da je
A = U, A¢ll = 1 i neka je

p3(A) > Z p3(Ag).
E<y

Tada postoje r € M i b € G takvi da

bIE> p(Ag) <7 and p(A) >

&<y
Neka je E proizvoljan konacan skup i neka je Ap = |J Ae.
{eR
Posto je [|p,(Ar) < - p,(A¢)|| = 1 imamo da
ld &ht
bl Hg(AE) < 7.

Na osnovu (9.1) imamo da je p,(Ag) < r.
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Posto je py(Ag) < r za svaki konacan F C v, mora biti i up(A) <
r, odakle dobijamo kontradikciju pf(A) < r.

Ovim smo dokazali da je u M[G] us netrivijalna x-aditivna mera
na x. Ostatak sledi iz Ulamovih teorema.

Dokaz da konsistentnost teorije
ZFC + “postoji totalno produzenje Lebesgueove mere”
povlaci konsistentnost teorije
ZFC + “postoji merljivi kardinal”.

Izvesna kombinatorna svojstva mera i njihovih nula ideala (ideala
skupova mere 0) su sustinska: zasi¢enost ideala i normalnost.

Za Booleovu algebru B kazemo da je A zasicena ako za svaku
familiju {b¢ | £ < A} medusobno disjunktnih elemenata u B je bg, = 0
za neko & < A. Sa sat (B) oznacavamo najmanji kardinal A za koji je
B )\ zasi¢ena.

Za netrivijalan ideal I C P(k) kazemo da je A zasi¢en ukoliko
je Booleova algebra B = P(k)/I A zasi¢ena. Sa sat () oznacavamo
zasi¢enost algebre P(k)/I. Sledeéa dva tvrdenja, koja navodimo bez
dokaza, nam daju korisne informacije o zasi¢enosti.

9.1.2 Stav [Tarski]
Neka je B Booleova algebra takva da je sat (B) > Ng. Tada je
sat (B) regularan neprebrojiv kardinal.

9.1.3 Stav [Ulam| Neka je k realno vrednosno merljiv sa netrivija-
Inom merom p na k. Tada je ideal I skupova p mere nula ¥y zasicen.

Generalizujuéi terminologiju, za elemente nekog ideala I nad s
kazemo da su mere nula, dok za podskupove kardinala s koji nisu u 7
kozemo da su pozitivne mere.
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Neka je I k-kompletan ideal nad k£ > w. Napomenimo da je sledeca
definicija normalnog ideala tesno povezana sa odgo-varaju¢om defini-
cijom normalnih (ultra) filtera. Pojam inkompresibilne funkcije odgo-
vara pojmu minimalne neogranic¢ene funkcije kod normalnih ultrafilte-
ra.

Kazemo da je ideal I mormalan ukoliko za proizvoljan B C k po-
zitivne mere i funkciju f: B — & takvu da f(§) < &, £ € B, postoje
B’ C B pozitivne mere i A < k takvi da

f)=x  £ebB.

9.1.4 Teorema Neka je k neprebrojiv kardinal © neka je I Kk zasicen
netrivijalan ideal u P(k). Tada postoji normalan netrivijalan ideal J
u P(k) takav da je

sat (J) < sat ([).

Posebno, ako je I ideal mere, onda je takav i J.

Dokaz
Prvo navodimo neophodne definicije. Neka je f: A — k. Kazemo
da je f skoro ogranicena ako postoji A < k tako da je skup

{EeAlf(E)>A}

mere nula. Kazemo da je f nigde ogranicena ako za svaki kardinal
A < k skup

{SeAlf(E) <A}

ima meru nula. Konacno, f je inkompresibilna ako:
e f je nigde ogranicena;
e Ako je B C A pozitivne mere, g: B — k1 g(§) < f(&) za sve
¢ € B, onda je funkcija g skoro ogranicena.

Ovi koncepti su bitni jedino u sluc¢aju kada A ima pozitivnu meru. Ako
je A mere nula, onda je svaka funkcija f: A — k i skoro ogranicena i
nigde ogranic¢ena i inkompresibilna.

Koristicemo slede¢e dve leme koje navodimo bez dokaza:
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9.1.5 Lema Neka je funkcija f: A — Kk nigde ogranicena. Tada se
A moZze prikazati kao disjunktna unija skupova B i C' takvih da:

1. f | B je inkompresibilna,
2. Postoji nigde ogranicena funkcija g:C' — kK takva da je
9(&) < f(8)

za svako € € C.
9.1.6 Lema Postoji inkompresibilna funkcija f:k — k.
Prelazimo na dokaz teoreme. Neka je h: k — k inkompresibilna
funkcija. Definisimo J C P(k) sa
J={ACkK|h A €I}

Isto kao i za filtere lako se proverava da je J k-kompletan ideal kao i da
k & J. Posto je funkcija h nigde ogranicena, h'[{\}] je I-mere nula.
Stoga {A} ima i J-meru nula. Lako se pokazuje da je sat (J) < sat ().

Pokazimo da je J normalan. Pretpostavimo da je A pozitivne J-
mere i da je funkcija g: A — & takva da je

9(§) < ¢

za sve £ € A. Neka je B = h™![A]. Tada je B pozitivne I-mere (jer je
A pozitivne J-mere). Neka je f: B — r kompozicija

Bi)Aim.

Onda za v € B mora biti f(v) = g(h(v)) < h(y). Medutim, h je
inkompresibilna, pa postoji A < xk tako da je skup

{veB| f(v) <A}
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pozitivne I-mere. Posto je I k-kompletan i A < &, postoji A’ < A tako
da je skup D = {v € B | f(v) = X'} pozitivne [-mere. Neka je

E={yecAlgly) =X}
Tada

ve€D & g(h(y) =X
& h(y) €E,

odakle sledi da je D = h™![E], kao i da je E pozitivne J-mere. Ovim
smo pokazali da za dato g i A postoji E C A pozitivne J-mere na
kome je funkcija g konstantna. Dakle, J je normalan.

Konaé¢no, neka je k realno-vrednosno merljivi kardinal i neka je
i netrivjalna k-aditivna realno-vrednosna mera na . Dalje, neka je
I ideal skupova p mere nula i neka je h:k — K I-inkompresibilna
funkcija. Definisimo funkciju v: P(k) — [0, 1] sa

v(A) = u(h™'[A]). (9:2)

Neka je ideal J definisan kao gore. Lako se proverava da je v k-
additivna i netrivijalna, kao i da je J ideal skupova v-mere nula. Stoga
je J ideal mere, ¢ime je dokaz teoreme zavrSen. 0

U nastavku podrazumevamo da je s kao gore i da je J netrivijalan
r-zasi¢en normalan ideal. Slede¢u lemu takode navodimo bez dokaza.

9.1.7 Lema
Neka je skup A pozitivne mere i neka je funkcija h: A — kK takva
da je h(§) < & za sve £ € A. Tada je funkcija h skoro ogranicena.

Prelazimo na opis konstrukcije unutrasnjeg modela potrebnog za
dokaz glavnog ekvikonsistentskog rezultata.

Neka je k neprebrojiv kardinal i neka je J netrivijalan normalan
A-zasiden ideal u P(x). Dalje, neka je J = L[J]NJ. Lako se proverava
da je u L[J] J netrivijalan normalan \-zasi¢en ideal u P(k).
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9.1.8 Teorema Pretpostavimo da su J, k @ X kao gore i da je A < K.
Tada je u L[J] k merljiv kardinal.

Dokaz ove teoreme predstavlja adaptaciju dokaza sledece Silverove
teoreme

9.1.9 Teorema [Silver 1971] Ako je kardinal k merljiv sa norma-
Inom merom p i ako je J odgovarajuéi nula ideal, onda uw L[J] vaZi

GCH.
Koriste¢i metode ove teoreme Solovay je pokazao da
“N, < A= 2% < X\ je tacno u L[J].

Ovo je bilo dovoljno da bi se pokazalo da je x merljiv u L[J], imajuéi
u vidu sledeé¢u teoremu Tarskog iz 1930. godine:

9.1.10 Teorema Neka je I netrivijaln ideal u P(k). Pretpostavimo
da je I X\ zasicen za neko \ < k, kao 1 da

R, < A= 2N < k.

Tada je k merljiv i kolicnicka algebra B = P(k)/I je totalno atomicna.

Ovim je kompletiran dokaz Solovayove teoreme o ekvikonsistentno-
sti totalnog produzenja Lebesgueove mere i merljivih kardinala.

9.2 Realno vrednosno veliki kardinali

Nakon Solovayove teoreme imamo neobi¢nu situaciju sa realno me-
rljivim kardinalima. Nedostizivi, po konsistentskoj moc¢i jednaki su
merljivim. Po veli¢ini - smesteni su do ¢ = 2% (ili su merljivi).
Dakle, mozemo re¢i da su RVM-realno merljivi kardinali u uzem smislu
ograniceni kontinuumom i u tome su sasvim specificni. Svi drugi ne-
dostizivi kardinali negde pocinju, a potom se nizu uz alef liniju bez
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ikakvih ogranicenja i daljim superpozicijama svojstava daju kardinale
jace konsistentske mod¢i.

Pocev od merljivih kardinala, pa preko kompaktnih i superkompa-
ktnih, veliki kardinali su karakterisani ultrafilterima, odnosno pravim
klasama ultrafiltera. Ovde ¢emo prikazati kako su Realno Vrednosno
veliki (RV - real valued large) kardinali ja¢i i veéi od realno merljivih
dobijeni prirodnim uopstenjem realno merljivih nasuprot barijeri koju
sugestivno postavlja Ulamova teorema.

Ultrafiltere - binarne mere ({0, 1} - mere) u definiciji kompaktnog,
potom superkompaktnog kardinala, itd. zamenjuju realno vrednosne
(verovatnosne-[0, 1]) mere da bi se dobili realno vrednosni korespon-
denti velikih kardinala : RV-kompaktni, RV-superkompaktni itd. Na
primer £ je kompaktan kardinal ako za svaki A > k postoji unifor-
man k-kompletan ultrafilter na [A]S%, ili §to je ekvivalentno, ako za
svaki kardinal A > k takav da je A > cf k postoji k-kompletan, (k, \)-
regularan ultrafilter nad A\. Zamenom ovih binarnih mera verovat-
nosnim realno vrednosnim merama dobijamo prirodno RV kompaktan
kardinal, ali za to nam trebaju mere na svim kardinalima iznad x < ¢

Bi¢e potrebna finija analiza Ulamovog ogranic¢enja. Izlozi¢emo
prethodno jednostavniji zadatak. Za sve mere (i binarne i verova-
tnosne) u definiciji imamo uslov monotonosti

v Cy= pu(r) < py).

Tu se odmah prirodno postavlja pitanje kardinalne monotonosti: da
li je obavezno da za svaku meru vazi da mocniji skup ima i moéniju
meru?

Uslov kardinalne monotonije

2] < |yl = p(z) < py)

je trivijalan u prisustvu kardinalne bisekcije. Sto se Lebesgueove mere
tice, ako vazi CH, onda o-aditivnost sprecava da skup kardinalnosti
manje od kontinuuma ima pozitivnhu meru. Isto vazi za proizvoljnu
meru nad kontinuumom u prisustvu CH.
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Ulamova teorema ne ostavlja puno prostora: ako je kardinal RVM,
onda on mora biti < 2% ili merljiv, §to navodi na pomisao da nema
RV mera unutar intervala

(2% prvi merljivi kardinal).

Cini se da ova restrikcija eliminise moguénost uopstenja realno me-
rljivih kardinala na ostale RV (realno vrednosne) velike kardinale (RV
jako kompaktan, RV super kompaktan), dobijenih od velikih kardinala
zamenom binarnih sa RV merama u njihovim definicionim svojstvima
([43] i [44]).

Ipak, postoji mali procep: preciznijim uvidom uocavamo da Ula-
mova teorema unosi ogranicenje: za svaku meru p

add () & (2%, prvi merljiv);

lako se proverava da nema restrikcija na kardinalnoj normi mere ||p|[;
osim ociglednog
add () < [l < [index (u)];

koje su tu varijacije jos moguce?
Da li postoji RV mera p takva da je add (u) < ||u||?
Da li postoji RV mera p nad kontinuumom takva da je

add () < |[ull?

Slicno za produzenja Lebesgueove mere.

Potraga za kardinalnim invarijantama u Solovayovom modelu je
rezultovala slede¢im:

Za meru py koja ¢ini k realno vrednosno merljivim u polaznom
modelu i i pu3 konstruisanu pomocu skupa mera koja obezbeduje pro-
duzenje Lebesgueovu mere na sve podskupove od R imamo da vazi:

e add (u3) = add (1) =k

o llusll = llmll =%
e |ind(uy)| =k i|ind (uz)| = 2%.
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Prilikom konstrukcije modela mozemo izabrati da je ili K < 2% ili
x = 2% U prvom slu¢aju dobijamo skupove realnih brojeva pozitivne
p mere kardinalnosti manje od 2¢ (neuobicajeno), ¢ime smo ujedno i
odgovorili na pocetno pitanje o kardinalnoj monotoniji.

Do odgovora na poslednje pitanje dolazimo procedurom slicnom
Solovayovoj konstrukciji, uz jace polazne pretpostavke. Neka je u po-
laznom modelu M kardinal k A-jako kompaktan, pri ¢emu je A > k u
polaznom modelu. Neka je U uniforman s kompletan ultrafilter nad
A. Dalje, neka je (z,F, uo) proizvod prostora mere **“{0,1} i neka
je B odgovarajuca algebra mere F/ ideal skupova mere 0. Algebra
B i M-kompletan homomorfizam h se koriste za konstrukciju modela
Cohenovog tipa koji ¢uva kardinale jer B zadovoljava c.c.c. i u kome
je

2% =) v 2% >\

Od ultrafiltera U konstruise se kardinalno uniformna RV mera p sa
slede¢im svojstvima:

e ind () = A

o [lull=A
e add () =K < A

Na taj nacin kompletirano je pitanje mogué¢ih odnosa aditivnosti i
norme mere, kao i pitanje kardinalne monotonosti mere.

Resenja prethodnih pitanja upuéuju i na prirodno resenje opstijeg
pitanja realno vrednosnih - RV velikih kardinala. Nacin uvodenja
RV (realno vrednosno) velikih kardinala ilustrujemo na primeru RV
kompaktnih kardinala. Kazemo da je kardinal x RV jako kompaktan,
ili RV kompaktan ako za svaki kardinal A takav da je cfA > k (ostali
A su ocigledno iskljuceni) postoji mera

p: P(A) — [0, 1]r

takva da je ||p]| = A iadd (u) = k. Ako je k jako kompaktan kardinal,
onda je ocigledno i RV kompaktan. Analogon Ulamove teoreme se
dokazuje sli¢cno kao i originalna teorema, pa stoga imamo sledece:
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9.2.1 Ako je k RV kompaktan kardinal, onda je ili k < 2% ili je k
jako kompaktan.

Fundamentalno pitanje pozicije po konsistentskoj snazi delimi¢no
odreduje sledeée uopstenje teoreme Solovaya.

9.2.2 Teorema Konsistentnost teorije
ZFC + “postoji jako kompaktni kardinal”
povlaci konsistentnost teorije
ZFC + “postoji RV kompaktan kardinal x < 2¢7 .
Dokaz

Prvo primetimo da u Solovayovoj metodi mera p; koja ¢ini &
merljivim u polaznom modelu je nezavisna od mere py na algebri mere
koriS¢enoj za forsiranje 2* = A\ > k.

S druge strane, pokazali smo da aditivnost p; moze biti i nesto
drugo sem njenog indeksa. Dakle, ako je p; « aditivna binarna mera
nad ¢ takva da je ||u]| = d i ako je ps kao i pre, mozemo primeniti
Solovayovu metodu za dobijanje mere p u M[G] koja slika P(d) u
[0,1]g i koja je r aditivna i odista realno vrednosna ili neatomicna i
uniformna, tj. ||p|| = 4.

Kompletna konstrukcija se odvija unutar M[G]. Moze se pokazati
da su A i 0 nezavisni. Stoga, neka je x jako kompaktan kardinal u
polaznom modelu M i neka je K klasa binarnih mera koje svedoce
kompaktnost «:

K ={ps | of 6 2k, pst P(6) — {0, 1}, [|ps || = &, add (p5) = #}.
Forsing izvodimo kao i pre tako da bude
M[G] E k < 2%,

U M|G] formiramo klasu K’ RV mera: za us; € K odredimo neatomi-
¢nu meru pf takvu da je

add (p5) = add (us) 1[5l = llsll-
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Na osnovu poznatih ¢injenica sledi da je
K'={ps | ns € K} € M[G].

Posto Booleova algebra B koja je koriS¢ena za dobijanje ovog generi-
ckog prosirenja zadovoljava c.c.c., kardinali i kofinalnosti su oc¢uvani,
pa vazi da K’ svedoci da je K RV kompaktan kardinal < 2¢. O

Sta sa ostalim konsistentskim implikacijama? Moze se prover-
iti da je postojanje RV kompaktnog kardinala jace od postojanja
RV merljivog. Osnovno pitanje je da li je postojanje RV kompak-
tnog ekvikonsistentno postojanju kompaktnog kardinala. Prosirenje
tog dela Solovayevog metoda dokaza ekvikonsistencije RV merljivog i
merljivog kardinala treba da obuhvati relativhu konstruktibilnost na
pravim klasama.

Model L[K], unutrasnji model konstruisan od klase RV mera K
nije celovito resenje; njegov najveéi problem je pojavljivanje mnogo
novih kardinala. Stoga jedino mozemo navesti slede¢u hipotezu:

C7: Konsistentnost teorije
ZFC + “postoji RV kompaktan kardinal < 247
povlaci konsistentnost teorije
ZFC + “postoji jako kompaktan kardinal”.

Dakle, RV kompaktan kardinal dobijen je zamenom ultrafiltera
(binarnih mera) odgovarajuéim realno vrednosnim merama. Sli¢no
se iz super kompaktnih i drugih veé¢ih kardinala mogu dobiti ostali
RV-veliki kardinali zamenom ultrafiltera odgovaraju¢im realno vred-
nosnim merama u njihovim definicijama. Ulamova dihotomija vazi i
tada kao i dokazi relativne konsistentnosti slicno prethodnom.
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9.3 Neregularni ultrafilter

U ovoj sekciji ¢emo prikazati Silverovu konstrukeiju prvog primera
neregularnog prebrojivo nekompletnog ultrafiltera na kardinalu < «.

9.3.1 Teorema Ako je k RVM kardinal, onda postoji ultrafilter nad
K koji nije (X, \) regularan ni za jedan A\ < Kk takav da je cf\ > w.

Dokaz
Neka je p v aditivna mera nad « i neka je D proizvoljan filter koji
prosiruje filter

{o Cnl ) =1}
Dakle, x € D povlaci u(x) > 0. Koristimo slede¢u lemu:

9.3.2 Lema Za proizvoljnu familiju {x, | o € A} podskupova od k
postoji prebrojiv skup C' C X takav da je

,u(Uxa\Uxa):O.

Q€A aeC

Dokaz leme
Neka su skupovi y, C z, medusobno disjunktni i neka je | Jyo =

UJzs. Tada je

p(J za) = (| Jwe) =D 1lya).

aEA aEA Q€N

Trazeni prebrojiv skup C' biramo tako da je

D i) =D 11(Ya)-

aeC aEA
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Nastavak dokaza teoreme
Neka je c¢fA > w, z, € D, a < A; definidimo (5 = pu( |J x,). Tada
a>p
postoji v tako da 3,3 > v implicira (g = Cé (u suprotnom bismo
zbog cfA > w imali w; opadajuéi lanac realnih brojeva, sto je zbog
separabilnosti nemoguce). Za svako > v neka je Cs C A\ B prebrojiv
skup takav da

pu( U To) = (g (koji je = ¢,. Koristimo lemu 9.3.2).
OéGCg

Posto je ¢f A > w, postojiskup Z C A takavdaje |Z| =Aidaf < ' u

Z povlaci da je svaki element skupa Cjg veci od svakog elementa skupa

Cps. Zasvako f € Z nekaje yg = |J o Postoje pu( U za \yg) =0,
a€eCp azy

imamo da vazi: u(ysAyg) =0, za 38,5 € Z; takode pu(yg) = ¢, > 0.

Stoga je u( () yg) = ¢ >0, pajei () yg # 0. Medutim,
Bez gez

Nw= U N2

Bez FZ-N  a€Z
(V6)F(B)eCs

Zato za neko f:Z — ) tako da za sve § € Z, f(f) € (3, imamo da

je
() % # 0.
acZ
Stoga imamo A razlic¢itih X, ¢iji je presek neprazan. 0

Koriste¢i sofisticiranije argumente, Magidor je pokazao relativnu
konsistentnost egzistencije neregularnih ultrafiltera nad w» i w3 u od-
nosu na postojanje ogromnih (huge) kardinala. Njegov neregularni
ultrafilter ' nad ws ima kardinalni skok

|Hw| < wsy, dok je (ocigledno) ]Hw3| = 2%,
F

Pitanje kardinalne skokovitosti Silverovog filtera je otvoreno.



432 9. REALNO MERLJIVI KARDINALI

9.4 Keisler Rudinov poredak

Klasifikacija neglavnih ultrafiltera po njihovoj slozenosti, koju su
dali Keisler i Rudin, je bazirana na kombinatornim svojstvima ultra-
filtera, pa struktura Keisler Rudin-ovog poretka (KR poredak) tipova
ultrafiltera zavisi od aksioma teorije skupova. Postojanje minimalnih
elemenata (u smislu KR poretka) je karakterisano svojstvima normal-
nosti koja su povezana sa stepenom kompletnosti ultrafiltera.

Oznacimo sa U (k) sve neglavne ultrafiltere nad . Neka je Uy(k) C
U(r) skup ultrafiltera nad x norme X. U(k) se raslojava po normama:

Ur)= [J Uaw);

AE|w,K]

sloj U, (k) je skup uniformnih ultrafiltera nad .

U skup U(k) uvodimo relaciju &g koristeéi primer 3.7.9:

Za filtere D i E kazemo da su Keisler-Rudin ekvivalentni, u oznaci
D =~gr FE, ako postoje funkcije f, g : k — k takve da je

E=f.(D) i D=g.(E). (9.3)

Lako se proverava da je ~pg relacija ekvivalencije u U(k). Klase
ekvivalencije ove relacije nazivamo Keisler Rudin tipovima. Ako u
(9.3) vazi leva strana, pisemo E <ggr D, a ako jo$ i ne vazi desna
strana pisemo F <ggr D.

Relacije <xgr i <gpr prenose se i na Keisler Rudin tipove i to
su relacije poretka u skupu U(k) svih neglavnih ultrafiltera nad x,
odnosno u koli¢nickom skupu U(k)/ ~xr. Moze se proveriti da ~kg
ne meSa norme. tj. da za ultrafiltere D i E nad x takve da je
|E|l # ||D|| nije E ~gr D, pa se U(k)/ =kr raslojava po normi
- kardinali od w do &.

Oznac¢imo sa 7(D) tip ultrafiltera D - klasu ekvivalencije ultrafi-
ltera D u relaciji ~gpg. Ocigledno je |7(D)| < 2 jer je toliko funkcija
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kojima se ujednacavaju ultrafilteri. Posto neglavnih ultrafiltera nad x
ima 22" (videti teoremu 1.5.27), iz prethodnog sledi da je

U(r)/ =xr | =2".
Takode se lako proverava da je
{7(E) € U(k) | E <kxr D}| <27,

kao i
{r(D) e U(k) | E <xr D}| = 22",

Pitanje strukture poretka medu tipovima privuklo je dosta paznje
kroz duzi period i povezano je sa strukturom ultraproizvoda dobrih
uredenja. Ovde ¢emo izloziti samo neke elemente kojima se ilustruju
znacajna moguca svojstva ove klasifikacije.

Uslovi normalnosti imaju ovde izdvojen znacaj. Ako je D normalan
ultrafilter nad x i ako je £ <xr D, tj. za neko f : k — K je
E = f.(D) a ni za jedno g : Kk — k nije D = ¢,(F), imamo da je
f <p td, pa zbog normalnosti ultrafiltera D je f =p v za neko v < k.
Odavde sledi da {7} € E, tj. da je E glavni ultrafilter.

Sledi da je svaki normalan ultrafilter minimalan u U(k)/ ~kr jer
su glavni iskljuc¢eni. Takode, ispod k-kompletnog neglavnog ultra-
filtera uvek postoji normalan ultrafilter (tvrdenje o egzistenciji nor-
malnog ultrafiltera nad merljivim kardinalom).

Ranija strukturna analiza ultraproizvoda daje dosta informacija
i za Keisler-Rudin poredak ultrafiltera. Poseban znacaj imaju mini-
malne neogranicene funkcije u [ [(k, <). Kada je D x-kompletan ultra-

D

filter, projekcijom imamo konstrukciju normalnog ultrafiltera koji je
<k r Mminimalan.

Slabo normalan ultrafilter ima ulogu normalnog ali samo u sloju
U.(k) uniformnih ultrafiltera nad . Dakle, ako ultrafilter D ima
minimalnu neograni¢enu funkciju u [[(k, <), onda (projektovano po

D

toj funkciji) postoji Keisler-Rudin minimalan ultrafilter ispod D u
sloju uniformnih ultrafiltera nad x.
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Koje informcije jedan nivo moze imati o ostalim nivoima? Egziste-
ncija normalnih ultrafiltera povlaci da nema tipova ispod njih, a slabo
normalni ultrafilteri su minimalni unutar najviseg sloja. Ako postoje
minimalni elementi na nizim nivoima, oni su ekvivalentni (po tipu)
nekim slabo normalnim ultrafilterima unutar nekih slojeva. Generali-
zacija slabe normalnosti moze biti korisna u pomenutim razmatranji-
ma.

Neka je o kardinal < k. Ultrafilter D nad « je a-slabo normalan
ako postoji minimalna neogranic¢ena funkcija f: K — « modulo D, tj.
ako za svako g <p f postoji v < a tako da g <p 7.

Slabo normalni trag ultrafiltera D nad s je definisan sa

tracew (D) = {a | D je a-slabo normalan}.

Na slican nacin se vidi da, ako je D a-slabo normalan ultrafilter nad x,
koji je npr. u sloju uniformnih ultrafiltera Uy(x), onda u sloju U, (k)
postoji Keisler-Rudin minimalan element ispod D , Sto obezbeduje
minimalna neogranicena funkcija fp € [[{a, <).

D

Dakle, ako je tracey (D) = 0, onda ispod D u Keisler-Rudin
poretku nigde nema minimalnih elemenata od neke od navedenih sorti.
Ako je tracey n(D) # 0, onda za svako A € tracey (D) postoji mini-
malan ultrafilter u Uy (k) ispod D.

Navedene ¢injenice okupimo u sledecoj lemi.

9.4.1 Lema

1. Ako je ultrafilter D “samo” normalan, ili “samo” slabo normalan
nad K, onda je tracew ytr(D) = {k};

2. Ako je D obican ultrafilter, onda je tracey (D) = 0;

3. Ako a € tracewn(D), onda u <kgr postoji minimalni element
ispod D u sloju ultrafiltera norme a.

Kao posledicu imamo da su ultrafilteri takvi da je [tracew | > 1
esencijalno visestruko minimalni u <gg.
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Prve primere za filtere sa navedenim svojstvima imamo na ka-
rdinalima jac¢im od merljivih. Neka je npr. D tactno k-kompletan
uniforman ultrafilter nad regularnim karidnalom A > k, gde je w
merljiv kardinal. Iz prethodnih strukturalnih i kardinalnih razma-
tranja neposredno uoc¢avamo da je [[(\, <) dobro ureden, sa tacno x

D
konstanti na pocetku, da je F, # 0, F\ # 0 kao i da za svaki kardinal
vizmedu ki A je

F,#0& ctv > k.

Odmah sledi da je
tracew (D) ={v | k <v <A AveCadActr > K},

kao i da ako je f, minimalna funkcija u nekom ovakvom intervalu F),,
onda je f,,(D) Keisler-Rudin minimalan ultrafilter ispod D na spratu
v.

Iz same merljivosti ne moze se dobiti postojanje ovakvih filtera.
Njihova egzistencija je povezana sa jako kompaktnim kardinalima.
Naime, ako je kardinal k£ A-jako kompaktan, onda postoji k-kompletan
uniforman ultrafilter £ nad A koji je (k, A)-regularan. Lako se prover-
ava da je

tracewy(F) = {a < A | cfa > k}.

Ako je D regularan ultrafilter nad s, iz prethodnih razmatranja
sledi da u [](k, <) nema minimalne neogranicene funkcije, pa zato u
D

U.(k) ispod D nema minimalnih elemenata. Takode svi slojevi F,,
gde je a kardinal manji od s su neprazni, maksimalno puni i bez
minimalnih elemenata.

Ostaje pitanje kada navedenih ultrafiltera uopste ima, kada ih ima
na manjim kardinalima. Regularnih ultrafiltera ima na svim kardi-
nalima. Prikry i Jensen su dokazali da iz aksiome konstruktibilnosti
sledi da su svi ultrafilteri na kardinalima manjim od R, regularni.
Takode, aksioma konstruktibilnosti povlaci da ne postoji merljiv kar-
dinal. Tako je u konstruktibilnom univerzumu Keisler-Rudn poredak
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dosta pojednostavljen, jer tu neregularnih ultrafiltera moguce i da
uopste nema.

Pitanje egzistencije neregularnog ultrafiltera poznato je kao pro-
blem Gillmana i Keislera. Takode od Keislera poti¢u i problemi ka-
rdinalnosti ultraproizvoda, posebno egzistencije neregularnih ultrafi-
ltera sa kardinalnim skokovima. Naravno, kompletni ultrafilteri na
merljivom kardinalu resavaju oba pitanja. Ali merljivi kardinali su
veoma veliki, pa pitanje ostaje otvoreno za manje kardinale.

Resenja ovog problema se znacajno razilaze sa aksiomom kon-
struktibilnosti. Prvi primer neregularnog (uniformnog) ultrafiltera na
malim kardinalima konstruisao je Silver na realno merljivom kardinalu
(< 2%). Silverov filter je veoma neregularan i posluzio nam je kao in-
spiracija za reSavanje viSe pitanja u vezi sa Keisler-Rudin poretkom.
Primeri a-slabo normalnih ultrafiltera za a manji od indeksa ukazuju
na to sta treba obezbediti da bi se dobili filteri sa slicnim svojstvima
na manjim malim kardinalima.

Sledeca teorema, koju navodimo bez dokaza, omogucuje nam izgra-
dnju filtera sli¢nih svojstava na kardinalima < c.

9.4.2 Teorema Slabo normalni trag je ocuvan pri c.c.c. forsingu.

Polazeci od instance jake kompaktnosti, npr. gore pomenuti ultra-
filter E, modifikujuéi Solovayov forsing i Silverovu konstrukciju, do-
bijamo ultrafilter nad A < ¢ takav da je tracey n jednak tracey y(E),
¢iji polozaj u KR poretku ima sva svojstva polaznog ultrafiltera E| tj.
D je a-slabo normalan za svaki o (k < o < ) kofinalnosti > k (k je
RV merljiv).

Dakle, nad kontinuumom reprodukujemo svu slozenost KR poretka
slicno RV velikim kardinalima. U ovoj situaciji Gillman Keislerov
problem za manje kardinale ostaje interesantan. Veliki pomak ostvario
je Magidor 1977. godine upotrebom veoma jake aksiome beskonacno-
sti: pretpostavljajuéi neprotivretnost ogromnih (huge) kardinala kon-
struisao je model teorije ZFC u kome postoji neregularan uniforman
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ultrafilter nad wy i slicno za w3 sa dodatkom da je
|le‘ = Ng < \ngl = 2N3 = N4
D D

(u ovom modelu vazi GCH). Woodin je 1979. godine napravio model
teorije
ZF +DC+ PD

(DC aksioma zavisnog izbora a PD aksioma projektivne determin-
isanosti), u kome je Laver pokazao da postoji neregularan ultrafilter
nad w;.

Svojstva Keisler-Rudin poretka povezana su sa mnogim znacajnim
pitanjima u teoriji Booleovih algebri, topologiji, teoriji modela i Sire.
Na ove teme bogata je knjiga [20]. Kao jedan lep primer navodimo
slede¢u Blassovu teoremu bez dokaza.

9.4.3 Teorema Neka su D i E ultrafilteri nad kardinalom k. Sledeci
1skazi su ekvivalentni:

1. D SKR E;

2. Za svaki model A je [TA < L.
D E

KR ekstenzije do RV mera. Sa U(k) ozna¢imo prostor svih ul-
trafiltera nad x. Neka je M (k) prostor svih [0, 1]z totalnih mera na
k. Ocigledno je U(k) € M(r). Koriste¢i (9.2) prirodno mozemo
produziti <xg sa U(k) na M(k): za v, p € M(k) neka je v <grs it
ako v(A) = u(h™'(A)) za neko h € "k. Slicno sa K R neka je &grg za
v <gprs b1 p <krs V. Neka je Tgps(p) = {v | v ®xrs p}. Na ovaj
nacin dobijamo kombinovanu klasifikaciju binarnih i RV mera.
Navedimo neke ¢injenice u vezi sa KRS.

9.4.4 Lema

1. Za svako p € M(k), |Trrs(p)| < 2%;
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2. ‘M(k)/zKRs’ = 22%7’

3. u € U(k) povlaci Tr(p) = Trs(p), te se stoga ultrafilteri i
mere ne mesaju;

4. U(K)/mgn C M(K)/npns- U stvari U(K) [/~ Je inicijalni deo u
gKRS;

5. v <krs it povlaci da add (v) < add (p) 7 ||v|| < ||y,

6. Normalni, slabo normalni i «-slabo normalni ultrafilteri zadr-
Zavaju pozicyje u <xrs, Normalne mere su minimalne medu
merama.

Bilo bi interesantno ustanoviti da li se ostala svojstva normalnosti
(slaba normalnost, a-slaba normalnost) mogu fino prevesti na mere i
saznati vise o mogucoj slozenosti <xprs.

9.5 Normalni Mooreovi prostori

Pitanje metrizabilnosti topoloskih prostora je jos davnih tridesetih
godina proslog veka svedeno na normalne Mooreove prostore, da bi
slede¢ih 50 godina ostalo otvoren problem.

Mooreovi prostori su regularni prostori koji imaju razvoj (develop-
ment). Problem Metrizabilnosti normalnih Mooreovih prostora, poz-
nat i kao hipoteza o normalnim Mooreovim prostorima (Normal Moore
Space Conjecture - NMSC) je bio decenijama otvoren, privliacedéi ek-
skluzivnu paznju. Tretman raznih povezanih i restrihovanih svojstava
prethodio je resenju koje su dali Nyikos i Fleissner. Mnogo rezultata
je doprinelo ¢injenici da je ovaj problem fino izu¢avan kroz mnostvo
detalja u [121]. Za resenje problema sustinsko je bilo sledece jako
svojstvo:
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PMEA (Product Measure Extension Axiom)
Za svaki kardinal k, proizvod mera na 2" se moze prosiriti do to-
talne mere aditivnosti 2%°.

Pomoéu Solovayevog forsinga Kunen je pokazao (videti [27]) da
konsistentnost teorije

ZFC + “d jako kompaktan kardinal”
povlaci konsistentnost teorije

ZFC + PMEA.

Polazeci od ovog Kunenovog rezultata, prvu polovinu problema me-
trizacije normalnih Mooreovih prostora resio je Nyikos 1980.

9.5.1 Teorema [PMEA] Neka je X prostor karaktera (character)
< ¢. Tada je svaka normalizovana kolekcija podskupova od X dobro
separirana.

Dokaz

Neka je X prostor karaktera < ¢ i neka je {C, | @ < A} normali-
zovana familija podskupova od X. Dakle, za svaki A C A postoje dis-
junktni otvoreni skupovi Uy i V4 u X koji sadrze redom [ J{C,, | « € A}
i {Cs | a & A}

Neka je p c-aditivna mera koja produzuje uobicajenu proizvod
meru na 2%, takva da u(A) postoji za sve A C 2*. Identifikujemo
A sa skupom svih ordinala ¢ija je kardinalnost < A (8to je i inace
slucaj). Za svako o € X neka je

By, ={f€2"| f(a) =1}.

Primetimo da je pu(2%) = 11 u(By \ Bg) = 1/4zasve a, 3 € \, a # f3.
Svako f € 2* je karakteristi¢na funkcija nekog podskupa A; od
MNAp={ae )| f(a) =1}.
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Za dato aidato p € C, neka je {U,(p) | v < k,} otvorena okolinska
baza za p, pri ¢emu je k, < ¢. Neka je

Alp,7] ={f €2 | Uy(p) C Ua, ili Uy(p) C Va,}.

Za fiksirano p, U{A[p,7] | 7 < kp} = 2*. Ovo vazi jer za proizvoljno
fe2 il Ua, ili Vi, je otvoreni nadskup od C,, pa postoji v tako da
je U, (p) sadrzan u onome koji sadrzi C,.

Posto je p c-aditivna i kako je {A[p,7] | v < k,} kolekcija od manje
od ¢ podskupova koji pokrivaju 2*, transfinitni niz

{n(|J Alp.A) 1 0< 6 < ky}

y<9

monotono konvergira ka 1. S obzirom na Arhimedovo svojstvo urede-
nja, postoji konacan skup indeksa {v1(p),...,V,(p)} takav da je

1 (Lj Alp, %-(p)]> > 7/8.

Neka je v, takvo da je

U,,(p) € (Ui ().
=1

Tada je
u(Alp, 7)) > 7/8.

Radeéi ovo za svako o i p € C,,, dobijamo da je

p(Alp, vp) NVAlg, 7)) > 3/4

za sve p, q. Pretpostavimo da p € C,, ¢ € U3, a # (3. Posto je
p(Ba \ Bg) = 1/4, postoji

f € Alp, ] N Alg, 7] 0 (Ba \ Bp).
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Iz f(a) =1, f(B) = 0sledi dap € Ua,, q € Va,. 1z f € Alp,7,| sledi
da U,,(p) C Uy,. Slitno, U, (q) C Vy,. Stoga,

U, (p) N Uy, (g) = 0.

Za svako a neka je

U =10, (0) | p € Cu}.

Svaki U, je otvoreni nadskup od C,,, pa na osnovu prethodnih razma-
tranja imamo da je

UsNUzg =10 za o # .

Odavde sledi da je familija {C,, | @ < A} dobro separirana. O

9.5.2 Posledica [PMEA] Svaki normalan Mooreov prostor je me-
trizabilan.

Nykosova teorema je nametnula ocigledno pitanje: da li se PMEA
u Nykosovoj teoremi moze zameniti nekim slabijim svojstvom? Pre-
ciznije, postavljeno je pitanje konsistentske snage PMEA kao i NMSC.
Enigmu je razresio Fleisner (1984) slede¢om teoremom:

9.5.3 Teorema Konsistentnost teorije
ZFC + NMSC
povlaci konsistentnost teorije
ZFC + ‘9 merljivi kardinal”.
Kompletna karakterizacija konsistentske snage NMSC nailazi na

teskoce slicne slucaju karakterizacije konsistentske jacine RV jako ko-
mpaktnih kardinala. Mitchell je karakterizaciju uc¢inio preciznijom
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dokazavsi konsistentnost hipermerljivih kardinala iz NMSC. Zajedno
sa originalnim Solovayovim radom prethodno dovodi do vise (mate-
maticki) tradicionalnog, a manje skupovno teoretskog zakljucka:
Teorija

ZFC + “d totalno o aditivno produzenje Lebesgueove mere”
je ekvikonsistentna teoriji

ZFC + “veliki deo NMSC”.

Formulacija “veliki deo NMSC” podrazumeva postojanje egzoticnog
nemetrizabilnog primera normalnih Mooreovih prostora uz konsiste-
ntnost

ZFC + “d totalno o-aditivno produzenje Lebesgueove mere”.
Na ovaj nacin je
“postojanje totalne o-aditivne ekstenzije Lebesgueove mere”
blisko povezano sa
“metrizabilnoséu normalnih Mooreovih prostora”.

Interesantno je da ova svojstva ostaju povezana i u slabijoj formi.
Sto se produzenja Lebesgueove mere ti¢e napomenimo da su Banach i
Kuratowski pokazali da CH povlaci da se Lebesgueova mera ne moze
produziti ni sa prebrojivo mnogo skupova.

Slede¢i rezultat Carlsona i Prikryja resava srednji slucaj u odnosu
na ekstenzije mere.

9.5.4 Teorema

o Ako je teorija skupova konsistentna, onda je konsistentno i do-
datno pretpostaviti da je 28 bilo sta razumno i da se Lebesque-
ova mera moze prosiriti © na familiju od < ¢ proizvoljnih podsku-
pova od R;
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o Ako se dodatno pretpostavi da je k slabo kompaktan, Lebesqueova
mera se moze prosiriti sa ¢ skupova.

Pored PMEA koriste se sledece slabije forme:

¢MEA (¢ Measure Extension Axiom). Za datih ¢ podskupova od
2 postoji c-aditivna mera koja produzuje uobicajenu meru proizvoda
i koja je definisana na tim skupovima.

WMEA (Weak Measure Extension Axiom). Za proizvoljno x < ¢,
svaku kolekciju od k podskupova od *2, uobic¢ajena proizvod mera na
k2 se moze produziti do k-aditivne mere koja meri te skupove.

konsistentnost WMEA je pokazana iz konsistentnosti ZFC, a ko-
nsistetnost cMEA iz slabe kompaktnosti.

9.5.5 Teorema PMFEA (cMEA) (WMEA) povlaci da je normalni
Mooreov prostor (tezine < ¢) (tezine < ¢) metrizabilan.

9.6 RV merljivost i kontinuum problem

Navedimo ukratko rezultate o kontinuum problemu u slucaju kada
postoje merljivi kardinali.

Konsistentnost GCH sa postojanjem merljivih kardinala je dokazao
Silver (L[] | GCH). Teorema sasvim slicna Silverovoj za singularne
kardinale vazi i za merljive kardinale:

Teorema Ako je xk merljivi kardinal, onda:
e 2 = vt SS(k) povlaci 2F = kT;
e f(v)=1SS povladi f(k) = 1;

e za v < K, f je ili veoma malo ili veoma veliko: f(r) < w ili
fwv) = v.
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Ako GCH vazi SS ispod k, onda vazi i na x. Opstije, nacin na koji je
f ogranicena SS ispod k odreduje nacini ogranic¢enosti na samom x:

f(w) <ot(JJ(f (), €)).

I

Kunen je dokazao da je 2 > kT za merljivi kardinal  jace svojstvo
od merljivosti, tj. dopusta model sa mnogo merljivih kardinala.

Ulamova teorema nam daje da postojanje mere na skupu < ¢ deluje
na veli¢inu kontinuuma:

ako je k RVM kardinal < 2%, onda je s slabo nedostiziv.

Solovay je pokazao da ukoliko je K RVM, onda je k k-ti nedostiziv
i Mahloov kardinal. Posebno, ako je kontinuum ¢ RVM, onda:

e ¢ je c-ti kardinal;

o 2% =Ny r(0) = Np0) = Ngno, 1li £(0) = 2™, pa je f neograniceno
u 0.
Drugim re¢ima, ako je 2% realno vrednosno merljiv, onda 2% pravi

izuzetan skok u Ord. Koliko je ovo ¢udno, dodatno ilustruje sledeca
Prikryjeva teorema:

9.6.1 Teorema Ako je 2% RVM, onda je 2 = 2% za svako \ < 2%0.

Dakle, kontinuum odstupanje f pravi enorman skok u 0, a zatim
ima konstantnu vrednost za sve indekse manje od njene vrednosti u 0.

N — Na_,_f(a), f(O) = 2% j
M=o — = Na = Mo g g < N0,
sledi f(0)=f(1)=...=f(a)=...=2% za a <2,
Sto nam daje poprili¢no veliku raznovrsnost od f = 1 pri GCH, do ove

eksponencijalne — jako hiperbolicke geometrije univerzima u prisustvu
totalne mere na skupu realnih brojeva.
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9.7 Neki komplementarni rezultati

Ovde navodimo bez dokaza visSe rezultata znacajnih u resavanju
problema mere. Za detalje ¢itaoca upuc¢ujemo na originalne radove.

Redukujuéi aksiomu izbora eliminisu se Vitalijevi primeri Lebe-
sgue-nemerljivih skupova. Solovay je 1964. godine pokazao sledec¢u
teoremu, objavljenu u [115]

9.7.1 Teorema Pretpostavimo da postoji tranzitivan model teorije
ZFC + 3 jako nedostiziv kardinal (ZFC + I).
Tada postoji tranzitivni model teorije ZF u kome vazi:
1. Princip zavisnog izbora (= DC);
Svaki podskup skupa realnih brojeva je Lebesque-merljiv;

Svaki podskup skupa realnih brojeva ima svojstvo Bairea;

Svaki neprebrojivi podskup skupa realnih brojeva sadrzi perfektan
skup (P);

5. Neka je {A, | x € R} familija nepraznih podskupova skupa rea-
Inih brojeva. Tada postoje Borel-ove funkcije hy t hy koje slikaju
R u R takve da vazi:

o {x | hi(z) &€ A,} je Lebesqueove mere 0;

o {x | ho(x) & A} je prve kategorije (prebrojiva unija nigde
gustih skupova,).

Mycielski je u [84] dokazao da ukoliko teorija ZF + DC' + P ima
tranzitivan model, onda teorija Z F'C'+1 takode ima tranzitivan model.
Ovim je pokazano da je pretpostavka nedostizivosti nuzna u formu-
laciji teoreme. Sto se tice teorije ZF + DC + LM (2), Solovay je
anticipirao da se nedostizivost moze ispustiti.
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9.7.2 Teorema Pretpostavimo da teorija ZFC + I ima tranzitivan
model. Tada postoji tranzitivan model teorije ZFC + GCH u kome
vaze analogna svojstva svojstvima (2)-(5) teoreme 9.7.1. Modifikacija
se sastogi u zameni “podskupova skupa realnih brojeva”™ sa “podskupova
skupa realnih brojeva definabilnih pomocu prebrojivog niza ordinala”.

9.7.3 Teorema Uz pretpostavke prethodne teoreme, postoji tranziti-
van model teorije ZFC u kome je 2% = N, i u kome vaZe svojstva
(2)—(5) iz prethodne teoreme.

Umesto 2% = XN, mozemo da dobijemo sliénu teoremu sa pret-
postavkom 2% = bilo §ta razumno, uz jacu polaznu pretpostavku:

Postoji tranzitivan model teorije ZFC+ “postoji jako nedostizan
slabo kompaktan kardinal”.

Solovay je konstruisao model teoreme 9.7.3 u kome vazi Martin-ova
aksioma. Teorema 9.7.2 je dokazana forsingom Azriel Levyja: Neka je
M polazni model (ground model):

M E ZFC + “Postoji jako nedostiziv kardinal”.

Dalje, neka je k jako nedostiziv u M i neka je Lv(k) odgovarajuce
Levyjevo uredenje. Ako je G proizvoljan M-genericki filter u Lv(k),
onda je trazeni model upravo M[G].

Uz veoma bogat kontrapunkt u kofinalnom skupu lema razvijenom
na Levyjevim tehnikama, Solovay je dokazao fugu.

9.7.4 Lema Neka je U skup realnih brojeva u M[G] koji su M — R-
definabilni. Tada

MIG] E Uje Lebesgue merljiv.
I ostala svojstva nabrojana u teoremi 9.7.2 takode vaze u M|[G].
Dalje, neka je N = (HOD)MI, Solovay je pokazao da modeli

MIG] i N imaju iste realne brojeve i iste nizove ordinala. DC' vazi u
Niza A e N vazi

M|G] = A je M — R-definabilan.
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U N svaki skup realnih brojeva ima Baireovo svojstvo: svaki nepre-
brojivi podskup skupa realnih brojeva sadrzi perfektan podskup.

Razmatraju¢i Lebesgueovu meru i njena produzenja, dolazimo do
uske povezanosti sa slede¢im svojstvima: aksiomom izbora, aditivno-
S¢u mere, translatornom invarijantnoséu mere, domenom mere (parci-
jalna/totalna na R).

Preostala kombinacija svojstava, obradena u radu [86], dovela je
do sledece teoreme Solovaya i Pincusa:

9.7.5 Teorema Sa teorijom ZFC je konsistentno da postoji I* tako
da:

e [* je konacno aditivno translatorno invarijantno produZenje Le-
besgueove mere do mere na [0,1];

e Ne postoji ultrafilter nad R definabilan preko ordinala, realnih
brojeva i l*.

U istom radu je pokazano da je u opStem slucaju teze dobiti negla-
vne ultrafiltere nego neglavne mere u ZFC, ZF + DC. Sledete veoma
vazne teoreme su takode pokazane u tom radu:

9.7.6 Teorema Konsistentno je sa ZFC da ni jedan neglavni ul-
trafilter nad w nije OD, ali postoji definabilna (u stvari projektivna)
neglavna mera nad w.

9.7.7 Teorema Konsistentno je sa ZF + DC+ Hahn-Banachova
teorema da je svaki ultrafilter nad svakim skupom glavni.

Poslednja teorema fino komplementira teoremu Luxemburga [65],
kojom se pokazuje da je u ZF Hahn-Banachova theorema ekviva-
lentna postojanju konac¢no aditivne realno vrednosne mere na svakoj
Booleovoj algebri.
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Teoreme 9.7.319.7.5 imaju isti model L[r], gde je r slu¢ajni element
iz 2%

Model M je slican modelu za [116]. Mere koriséene u dokazu ovih
teorema su sli¢ne onima uvedenim u [116], ali na razli¢itim indeksima.

Polifonija velikih problema

Kardinalno merenje | | : V' — Card u stvari predstavlja jednu
lepu univerzalnu meru. Ako vazi aksioma izbora onda je | | totalno
merenje, bez AC parcijalno. Sama AC ne odreduje funkciju | |, veé
samo reSava pitanje njenog domena: samo vrednovanje | | predstavlja
reSavanje kontinuum problema.

Aditivnost: posto je jedini skup kardinalne mere nula prazan skup,
odatle bismo dobili da ova mera nije aditivna. Posto, medutim iz

X = UXi (gde je desno particija od X),

el

sledi
X=Xl =1,
iel iel
sto vazi za svaki X € V, u stvari vazi da je | | totalno aditivna.
Veoma vazan aspekt kardinalnog merenja imamo u relativhom

odredivanju: za dati skup X odvajamo male i velike podskupove od
X biparticijom P(X):

o mali(X)={Y C X ||Y]| < |X]|};
o veliki(X) = {Y C X | |Y] = |X|}.

Tu sad imamo sito kojim se filtriraju mali podskupovi od velikih:

sito(Y') =

{O,YEmww) vey

1, Y e veliki(X) °



9.7. NEKI KOMPLEMENTARNI REZULTATI 449

Mada su definiciona svojstva u predikatima mali(.X) i veliki(X) kom-
plementarna, funkcija sito se uslovno receno pozeljno ponasa (mozda)
samo na kona¢nim domenima: samo tada se predikati

mali(X) 1 veliki(X)

komplementiraju. U interesantnijem slucaju, kada je domen beskona-
¢an, ovo komplementiranje se gubi po osnovnom svojstvu beskonacno-
sti da se X moze razbiti u dva disjunktna dela X; i X5 jednako brojan
(jednako meran) sa polaznim X. Tada nam preostaje

mali(X) = Ip,

- dualni ideal Frechetovog filtera nad X - Frechetova parcijalna kardi-
nalna binarna mera na P(X).

Sama AC obezbeduje postojanje totalnih binarnih mera ultrafil-
tera (teorema o ultrafilteru) kao i konstrukciju nemerljivih skupova:
slabljenjem aksiome izbora tope se kontraprimeri - nemerljivi skupovi i
kao Sto pokazuje teorema Solovaya, ako je neprotivrecno ZFC+I, moze
se napraviti model za ZF u kome su svi podskupovi od R Lebesgue
merljivi.

Tako imamo, s jedne strane, da se opsta dobra uredljivost i po-
stojanje o-aditivne mere (bezatomicne ili atomi¢ne ekvikonsistentno)
teze trpe, pa je merljiv kardinal, ako postoji, tamo gde jeste, uz kon-
centraciju ranije pobrojanih snaznih svojstava. Ova Solovayova teo-
rema kaze i da R moze biti realno merljiv i van Card ose i da je to
svojstvo po konsistentskoj jac¢ini neuporedivo slabije od postojanja re-
alno merljivog kardinala u prisustvu pune aksiome izbora. Solovay je
dokazao da iz aksiome determinacije AD sledi da je Ry merljiv (tu na-
ravno ne vazi AC) ¢ime se veliki krug merenja zatvara (preko najveceg
i najjaceg, nazad do najmanjeg).
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10

PCF - mogucée kofinalnosti
ultraproizvoda

Kao posledicu aksiome izbora imamo da je za proizvoljne besko-
nacne kardinale x 1 A

K+ A=k -A=max{k,\}.

Stoga se pod kardinalnom aritmetikom uglavnom podrazumeva izuca-
vanje osobina kardinalnog stepenovanja. Neke elementarne rezultate
vezane za kardinalno stepenovanje i kontinuum funkciju smo izveli u
sekciji 3.2.

Easton je pokazao da je kontinuum funkcija na regularnim kardi-
nalima sasvim slobodna, tj. da je jedino ogranic¢enje ono koje proistice
iz Konigove leme:

cf2¥ > Kk, K € Reg.

Daleko interesantnije je kardinalno stepenovanje u slucaju singularnih
kardinala. Cuvena Silverova teorema iz 1974. godine, u mnogome
inspirisana Magidorovim rezultatima, inicira istrazivanja vezana za
hipotezu o singularnim kardinalima SCH. Naime, u pomenutoj teo-
remi Silver je dokazao da je za singularan kardinal x neprebrojive

451
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kofinalnosti
2" = kT

ukoliko je
2)\ — )\+

za stacionarno mnogo kardinala A < k. SCH se dobija ispustanjem
pretpostavke o neprebrojivoj kofinalnosti u formulaciji Silverove teo-
reme.

Ubrzo (1975.) Galvin i Hajnal su pokazali da je

Ny
2 = N(|a‘cfa)+

ukoliko je N, jako grani¢ni singularan kardinal neprebrojeve kofinal-
nosti. Shelah je 1978. dokazivao slicne rezultate ispuStanjem pret-
postavke o neprebrojivoj kofinalnosti. U narednih deset godina She-
lah je razvio moénu PCF teoriju koja je u mnogome promenila pristup
kardinalnoj aritmetici. Izuzetan rezultat ove teorije je slede¢i Shelahov
rezultat: ako je N, jako grani¢ni kardinal, onda je

2N < R,
U ovom poglavlju dajemo kratak prikaz dokaza ovog rezultata, sa os-

vrtom na pojedine koncepte PCF teorije. Detaljne ekspozicije se mogu
nadi npr u [1], [82] i [98].

10.1 Prava kofinalnost i tacne majorante

Izlaganje pocinjemo preciziranjem notacije. Sa A ¢emo po pravilu
oznacavati skup Ciji su svi elementi regularni kardinali. Proizvod po
A, u oznaci [ A4, je skup

{f: A—|JA| (Va€ A)f(a) € a}.
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Za proizvoljnu funkciju h : A — Ord proizvod [] k definisemo sa

[1»=1I"),e).

acA

Ako je I ideal nad A, sa [ A/I ¢emo oznacavati redukovani proizvod
dobrih uredenja (a, €), a € A, po dualnom filteru Dy ideala I. Relacije
=7, <7 1 <7 su po definiciji redom relacije =p,, <p, 1 <p,. Za Z C
A kazemo da je nula skup ako Z € I. U suprotnom za Z kazemo
da je pozitivan. Familiju svih pozitivnih skupova oznacavamo sa I™".
Ukoliko je I maksimalan pravi ideal, onda je I* ultrafilter.

Neka je (P, <p) proizvoljno parcijalno uredenje. Skup X C P je
kofinalan u P ako za svako p € P postoji x € X tako da p <p =z.
Kofinalnost uredenja P, u oznaci cf P, definiSemo sa

cf P = min{|X| | X je kofinalan u P}.
10.1.1 Primer Neka je

P = J(wn x {n})

nw
i neka je
(a,m)y <p (B,n) &m=nAa<p.

Uoc¢imo proizvoljan skup X kofinalan u P. Kako su za razlicite m i
n skupovi w,, x {m} i w, x {n} <p-neuporedivi, dobijamo da je za
svako n € w

[ X0 (wn x {n})] =Ry,

pa kako je P disjunktna unija skupova w, x {n}, n € w, imamo da je

X[ =) R, =R,

n<w

odakle sledi da je cf P = N,,.
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Za P kazemo da ima pravu kofinalnost ukoliko je cf P regularan
kardinal. U tom slucaju koristimo i oznaku

tefP = M.

Za uredenje P kazemo da je A-usmereno ako svaki podskup od P
kardinalnosti < A ima majorantu u P.

Neka je I pravi ideal nad A. Niz (fe | £ < A) funkcija u [T A je
uporno kofinalan ukoliko je za svako g € [T A

g <1 fe

za svako & pocesi od nekog &y < A.

Definicija 10.1 Neka je X C []h, pri cemu h : A — Ord i za svako
a € Aje h(a) > 0. Uocimo proizvoljan ideal I nad A i f € []h.
Kazemo da je f tacna majoranta skupa X ukoliko je f <;-majoranta
skupa X i X <j-kofinalan ispod f, tj. ako za svako g <; f postoji
x € X tako da je g <; =.

10.1.2 Primer Neka je f = (fe | £ < ) rastudéi niz u [[ A pri cemu
je |JA] < A = ¢f A < min A i neka je I dualni ideal glavnog filtera
D = {A}. Pokazimo da je tada funkcija h definisana sa

h(a) = sup{fe(a) | £ < A}

tacna majoranta niza f. Prvo primetimo da h € [[ A jer je svaki
kardinal a € A regularan i a > A. Dalje, h je o¢igledno <-majoranta
skupa X. Pokazimo da je X kofinalan ispod h. Neka je g < h. Tada
imamo da za svako a € A vazi

g(a) < h(a),
pa po definiciji h postoji £, < A tako da je
9(a) < fe,(a) < h(a).

Kako je [A| < A =cf A, imamo da & = sup{&, | a € A} € A, a kako je
f rastudi niz, mora biti i g < fe.
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U nastavku ¢emo se baviti utvrdivanjem dovoljnih uslova egziste-
ncije taénih majoranti, koncepta koji je veoma vazan u PCF teoriji.

Neka je f = (f¢ | £ < A) <g-rastuéi niz u *Ord. Kazemo da je niz
f jako rastuéi ako postoji familija nula skupova {Z¢ | £ < A} takva
da za svako & < 7 vazi

ZeU Zy 2{a € A fy(a) < fela)}.
Za skupove Z¢, £ < A kazemo da podrzavaju jaki rast niza f.

10.1.3 Primer Neka je |[A|] < A = ¢f A < min A, [ pravi ideal nad
Ainekaje f = (fe | £ < A\) <;rastuéi niz u [[ A. Pokazimo da su
slededi iskazi ekvivalentni:

1. f ima jako rastuéi podniz duzine \;
2. f ima ta¢nu majorantu takvu da {a € A | cfh(a) = A} € Dy;

3. f je kofinalno ekvivalentan nekom <-rastu¢em nizu duzine .
Napomenimo da su <j-rastuci nizovi f i g duzine A kofinalno
ekvivalentni ukoliko imaju A-podnizove f’ i ¢’ takve da je

fé <I 92 <1 fg,+1
za svako & < A

1 = 2: Neka je {Z¢ | € < A} familija nula skupova takvih da je za
svako £ <7

ZeU Zy 2{a e A| fyla) < fe(a)}.
Definisimo funkciju h € [] A sa
h(a) = sup{fe(a) | £ <AAa ¢ Ze}.

Neka je Ag = |J (A\ Z¢). Ocigledno Ay € Dy i
€<

|Ao] < |A] < A
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Za proizvoljno a € A definisimo skupove X, i Y redom sa
Xe={E<A|a¢Z} 1 Y ={aecA| X <A}
Iz regularnosti kardinala A i ¢injenice da je
Y| <A < A

sledi da je
& =sup{sup X, |a €Y} <\

a iz definicije skupova X,, a € A1Y, kao i iz pretpostavljenog jakog
rasta niza f sledi da za svako & > & vazi

(A\Ze)NY =0.
Dalje,

(A\Zﬁy) = (A\Zﬁy)mAO
= (A\Zy)N((A\Y)UY)
= (A\Zy) N (A \Y),

odakle sledi da Ag \ Y € D;. Pokazimo da za svako a € Ay \ Y vazi
cf h(a) = A. Primetimo je za svako takvo a

[ Xa| = A,
pa iz definicije funkcije h neposredno sledi da je
ha) = J{fe(a) | € € Xa}.
Kako je A regularan kardinal i kako je niz f <j-rastuéi, mora biti i
cfh(a) =cf X = A,

odakle sledi da {a € A | cf h(a) = A} € D;. Preostaje da pokazemo
da je h tacna majoranta niza f. Neka je g <; h i neka je

B={a€ A|g(a) <h(a)}.



10.1. PRAVA KOFINALNOST I TACNE MAJORANTE 457

Naravno, B € D;. Tada za proizvoljno a € B imamo da je

g(a) < h(a) = sup{fe(a) | £ <ANa ¢ Ze},

pa postoji £, < A tako da a ¢ Z¢, i g(a) < fe,(a). Neka je

¢ =sup{é, | a € B}.

Kako je |B] < |A| < A i kako je A regularan kardinal, imamo da je
¢ < A. Sada za proizvoljno a € BN (A \ Z¢) vazi i

a€BN(A\(ZUZ,),

odakle sledi da je g <1 fe.
2 = 3. Neka je h taéna majoranta niza f i neka

X ={a€ A|cth(a) =A} € Dy.

Za svako a € X neka je S, kofinalan podskup od h(a) kardinalnosti A.
Defini§imo niz g = (g | £ < A) na slededi nacin:

(a) = étielement od S, ,  a€e X
el = ¢ L a€ A\ X -

Sasvim lako se proverava da je niz g <-rastucéi i kofinalno ekvivalentan
sa f.

3 = 1: Dokazac¢emo nesto opstije tvrdenje, tzv. sendvi¢ argument:

10.1.4 Neka je g = (ge | £ < A\) jako rastuci niz takav da je

9 <1 fe <1 gen1
za svako xt < \. Tada je 1 niz f jako rastuci.

Neka su Zg¢, £ < A nula skupovi koji podrzavaju jaki rast niza g.
Dalje, za proizvoljno £ < A neka je W, € I nula skup koji podrzava
sendvic

9e <1 fe <1 et1,
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tj.
We ={a € A gera(a) < fela) < ge(a)}-
Sasvim lako se proverava da skupovi

Y%:W§UZ£UZ§+1, f<)\
podrzavaju jaki rast niza f.
Kako bismo pojednostavili notaciju, nadalje ¢emo dodatno po-

drazumevati da je [ ideal (pravi ukoliko se drugacije ne naglasi) ideal
nad A, A regularan kardinal takav da je

|A] < A <min A

idaje f=(fe]|&<A) <;rastudi niz u [[ A. Slededi pojmovi imaju
vazno mesto u PCF teoriji:

1. Neka je k < A regularan kardinal. Kazemo da niz f ima (x),
svojstvo ukoliko f ima strogo rastuci podniz duzine k.

2. Kazemo da niz f ima BP P, svojstvo (bounding projection prop-
erty) ako za svaki niz S = (S, | a € A) skupova ordinala takvih
da je |S(a)| < k i da je niz f <;-ogranicen funkcijom sup_of_S
definisanom sa

sup-of_S(a) =sup S,, a € A,
postoji £ < A tako da je funkcija proj(fe, S) definisana sa
proj(fe, 5)(a) = min(S, \ f(a)), a€ A
<;-majoranta niza f.

Vezu izmedu ovih pojmova i ta¢nih majoranti daje nam sledeca teo-
rema, koju navodimo bez dokaza.
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10.1.5 Teorema Neka je I ideal nad skupom regularnih kardinala A,
A > |A|T regularan kardinal i neka je f = (fe | £ < \) <;-rastuci niz
funkcija iz “Ord. Tada su za svaki reqularan kardinal k iz intervala
[|A|T, ] slededi iskazi ekvivalentni:

1. [ zadovoljava (*),;
2. [ zadovoljava BPP,;

3. f ima tacnu majorantu g takvu da

{a€ A|cfgla) <k} el

Prelazimo na opis dovoljnog uslova koji obezbeduje (x).. Za ovo
nam je potreban slede¢i kombinatorni princip, tzv. club pogadanje:
Neka je S C A stacionaran skup. Niz skupova

(Cs |0 €9),

pri ¢emu je Cs club u 4, je club pogadanje ako za svaki club C' C A
postoji 0 € S tako da je Cs C C.

10.1.6 Teorema Neka je k reqularan kardinal. Ako je N kardinal
takav da je cf kK > k™, onda svaki stacionarni skup

SCSr={0eN]|cfd=nr}
ima club pogadanje (Cs | 0 € S).

Dokaz

Tvrdenje ¢emo dokazati u slucaju kada je k neprebrojiv. Za slucaj
K = w Citaoca upuéujemo na teoremu 2.5 u [82].

Neka je S C S proizvoljan stacionaran skup. Fiksirajmo niz

CI<05|6€S>
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takav da je Cy club u ¢ kardinalnosti k za svako § € S. Za proizvoljan
club £ C )\ definisimo niz

Ce=(CsNE|deSNE,
pri cemu je
E'={§ € E|ENJ je neogranicen u 4}

skup tacaka akumulacije skupa E. Ocigledno je E' C E takode club.
Niz Cg je definisan na S N E’ kako bi se obezbedilo da Cs N E bude
club u 4.

Tvrdimo da je Cg club pogadanje za neko E. Teorema zahteva
da je club pogadanje definisano na celom S, sto se trivijalno postize
ukoliko je definisan na stacionarnom podskupu - u preostalim tackama
se proizvoljno definiSe.

Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki club £ C X postoji club
Dg C X koji se ne pogada nizom Cg. Drugim recima, za svaki ordinal
§ € SXN E" imamo da

CsNEZ D,.

Stoga transfinitnom indukcijom mozemo definisati inkluzijski opada-
juéi niz clubova (E, | @ < Axt u A tako da vazi:

1. By =\
2. E, =U{E | € < a} za granitni o < k™
3. Eapt = (BEan Dg,).
Neka je
E = ﬂ{Ea | o < k'Y

Kako je cf A > k™1, E je club u A\. Kontradikciju izvodimo na slede¢i
nacin: neka je § € S} N E proizvoljno. Tada postoji o < kT tako da
je

CsNE=C0CsNE,,
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jer skupovi FE, inkluzijski opadaju i |Cs| = k. Dakle, za svako 5 > «
imamo da je

CsNE=0Csn Eg,
pa posebno i u sluéaju f = a + 1. Medutim, § € S} N E,,1, pa mora
biti

Cé N Ea Jg Ea—i—l;
kontradikcija. ]

10.1.7 Teorema Neka je I pravi ideal nad A, k © X regularni kar-
dinali takvi da je k™ < X i neka je f = (fe | £ < Ny <;-rastuéi niz
funckija uw AOrd takav da vazi sledece:

Za svaki ordinal 6 < X\ kofinalnosti k™ postoji club Es C § takav

da je za neko &' >0 iz A

Sup{fg ‘ ¢ € EC;} <1 fs. (10.1)

Tada | zadovoljava (%),.
Dokaz

Neka je S = S5 ineka je (Cy, | a € S) club pogadanje za S. Neka
je U neogranic¢en podskup od A\. Trazimo Xy C U <-tipa x takav da
je (fe | € € Xo) jako rastuéi. U tom cilju prvo definiSemo neprekidan

(sadrzi grani¢ne tacke) rastudi niz (§; | i« < k™1) u A rekurzivno na
sledeci nacin:

e & je proizvoljan ordinal u A;
o & =sup{¢; | j < i} uslucaju granicnog i;
e Za svako a € S definisimo funkciju h, sa
ho(a) =sup{fe,(a) | j <iNje o}, ac A (10.2)

Pitamo se da li postoji ordinal o > §; u A takav da je h, <; f,.
Ukoliko je odgovor pozitivan, neka je o, najmanji takav ordinal.
U suprotnom, neka je o, = & + 1. Kako je A\ > k1T regularan,
mozemo definisati ;.1 kao najmanji ordinal u U takav da je

{it1 > sup{o, | a € S}.
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Iz konstrukcije sledi da je
ha <1 fein
ukoliko je odgovor za h, pozitivan. Skup
D=¢|i<nrt}
je zatvoren 1 njegov tip uredenja je k1. Neka je
0 =supD.

Tada je D clubu 0 < Aicfd = k™. Po pretpostavci postoji club
Es C § takav da vazi (10.1). Otuda za neko ¢’ < A imamo da je

sup{fg ‘ f - Eg} <7 f5/. (103)
Primetimo da je D N Es club u §, odakle sledi da je i
C={iert" | € Es}

takode club. Kako je (C, | a € S) club pogadanje, za neko o € S je
C, C C. Sada (10.3) povlaci da je

sup{fe, | i € Cu} <1 fs. (10.4)

Neka je N, C C, skup onih i € C, za koje je C, N i ogranicen u 4.
Pokazimo da je niz
(fe | i€ Na)

jako rastuci. Kako &1 € U za svako ¢, sendvi¢ argument ¢e nam
obezbediti jaki rast niza (f, | @ € U), a time i tvrdenje u celini.
Za ovo je dovoljno pokazati da za svako i < j € C,, vazi

sup{ fe, | k <iNk € Co} <r fe.

Ovo neposredno sledi iz definicije &4 1: pitamo se da li je h, <; domini-
rano nekim f,. Odgovor je pozitivan, jer je fs jedna takva majoranta.
O
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10.1.8 Posledica Neka je I pravi ideal nad skupom reqularnih kar-
dinala A i neka je A regularan kardinal takav da je [ A/1 A-usmeren.
Ako je (ge | € < A) proizvoljan niz u [[ A, onda postoji <-rastuci niz
f duzine A\ u [[A/I takav da je

Ge <1 fer1, £<A

i da [ zadovoljava (%), za svaki reqularan kardinal k takav da je kT <
Aida
{acAla<rktt}el.

Dokaz
Niz f konstruisemo rekurzivno na slede¢i nacin:

1. fo je proizvoljna funkcija u [] A4;
2. fet1 je proizvoljna funkcija u [] A koja <-dominira i fe i ge;
3. Neka je 6 < A granicni ordinal. Razlikujemo dva slucaja:

(a) Neka je ¢fd = k*T, pri cemu je x regularan, k™" < X i
a€ A|a<ktt €l Tada fiksirajmo club Es C d ¢iji je
tip uredenja £ i definisimo

fs =sup{f; | i € Es},

tj. fs(a) =sup{fi(a) | i € Es}. Tada je fs(a) < a za svako
a> KTt tj. fs <;~dominira svako f¢, £ <.

(b) U suprotnom, neka je fs proizvoljna <; majoranta skupa
{fe | £ <} u]]A, koja postoji na osnovu A-usmerenosti.

Prethodna lema obezbeduje da konstruisani niz f ima trazene osobine.
O

Za proizvoljan skup kardinala X neka je

XH ={at |ae X}
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10.1.9 Teorema Neka je p singularan kardinal. Tada postoji club

C C p takav da je
pt = tef(JJ € /7",
pri cemu je J* ideal ogranicenih podskupova od CH).

Dokaz

Tvrdenje ¢emo dokazati u slucaju kada je p singularan kardinal
neprebrojive kofinalnosti. Za dokaz slucaja kada je cf p = Ny videti
teoremu 4.15 u [82].

Neka je Cy C p club grani¢nih kardinala takav da je |Co| = cf p i
da je cf p < min Cy. Odavde sledi da su sve granicne tacke skupa Cjy
singularni kardinali, pa bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da su svi elementi skupa Cj singularni kardinali.

Pokazimo da je [JC™)/J* pt-usmeren. Zaista, neka je F C
[T C™) kardinalnosti < j i neka je

h(a) = sup{f(a) | f € F}

za svako a € O koje je iznad |F| (kako bi obezbedili da h(a) € a)
i neka je na manjim a-ovima h proizvoljno definisano. Lako se vidi
da je h <. majoranta skupa F odakle imamo p-usmerenost. Sto
se tice pT-usmerenosti, proizvoljan F' C pu kardinalnosti g mozemo
predstaviti kao uniju < cf p skupova kardinalnosti < p. Svaki od ovih
skupova ima < j,« majorantu, a kako majoranti imamo cf y < u, zbog
p-usmerenosti i skup majoranti ima < ;. majorantu.

Iz it ogranicenosti sledi da u [JC™) postoji < ja-rastudi niz f =
(fe | &€ < p™) koji zadovoljava (x), za svaki regularan kardinal x < p.
Odavde sledi da f ima taénu majorantu A : C’éﬂ — Ord takvu da je

{a € CS" | cfh(a) < K} € J* (10.5)

za svaki regularan kardinal k£ < p. Mozemo pretpostaviti da je h(a) <
a za svako a € C’é+), jer je identicka funkcja < ja-majoranta niza f.
Pokazimo da skup

{aeCy| h(at)=a"}
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sadrzi club. Pretpostavimo suprotno, neka postoji stacionaran S C Cj
takav da je
(Va € S)h(a™) < a™.

Kako je Cy skup singularnih kardinala, imamo da je
Vo € S)ef X (o) < a,

pa je po Fodorovoj teoremi cf h(a™) ograniceno sa nekim k < p za
stacionarno mnogo « € S, §to je u kontradikeiji sa (10.5).

Ovim smo pokazali da postoji club C' C Cj takav da je
(Va € O)h(a™) = a™.

Tvrdimo da je
pt = tcf(H CH) ) oy,

No ovo je neposredna posledica ¢injenice da je h | C™)| koja je
identicka funkcija, tacna majoranta niza

(fe 1 CH | & < pt)

koji je < ja-rastudi i duzine u™. O
10.2 Silverova teorema

Kao ilustraciju primene teorije ta¢nih majoranti navodimo dokaz
Silverove teoreme. U formulaciji Silverove teoreme koristili smo gimel
funkciju

K — Iin K
Originalna Silverova teorema se dobija koris¢enjem predstavljanja kar-
dinalnog stepenovanja preko gimel funkcije (Jech i Bukovsky 1965.,
videti npr [38]).
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10.2.1 Silverova teorema Neka je k singularan kardinal neprebro-
Jive kofinalnosti takav da postoji stacionaran skup kardinala S C kK
takav da je 6" = 6 za svako § € S. Tada je i

Dokaz
Kao sto smo u prethodnoj sekciji videli, postoji club C' C k takav
da je
tef(JC /") = k.

Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je S = SN C, pa na
osnovu prethodnog imamo da je

tef(J[ 8 /0") = k™.

Neka je f = (fe | € < kT) J*-rastudi kofinalan niz u [] S/ Jb2.

Kako je A\f* = A\* za svako A\ € S, postoji kodiranje svih parova
oblika (\, X), X € [A\* ordinalima iz A*. Stoga svaki X € [x]*
mozemo kodirati funkcijom hx € [[S™), pri ¢emu je hx(A*) kod
skupa X N'A. Dakle, za X # Y funkcije hy i hy su skoro disjunktne.
Kako je hx <jwa fe za neko £ < x™, dovoljno je pokazati da vazi
slede¢e pomocéno tvrdenje:

10.2.2 Za svako g € []S™) skup
F={Xe¢e [ﬁ]ef” | hyx <joa g}
je kardinalnosti < k.

Pretpostavimo suprotno, neka je |F| > x*. Za svako 0 € S fiksir-
ajmo enumeraciju od g(d%) € d* ¢iji je tip uredenja < §. Preko ove
enumeracije hx(d") moze se posmatrati kao ordinal kx(J) < ¢ kad
god je hx(d%) < ¢g(6™). Na ovaj nacin je za svako X € F funkcija hx
prevedena u regresivnu funkciju na nekom stacionarnom podskupu od

S.
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Po Fodorovoj teoremi, postoji stacionaran Sy C S na kome je
funkcija kx ogranicena nekim dx < k. Kako podskupova od S ima

ocfr K,

postoje Fy C F kardinalnosti k™, stacionaran Sy C S 1 dg € Sy tako
da je Sy = Sp i dx = 0y za svako X € F,y. Dalje, za pomenutu
funkciju prevoda, koja § € Sy slika u odgovarajuci ordinal u dy i koja
indirektno kodira X M d, mozemo pretpostaviti da je nezavisna od
izbora X € Fy, posto takvih funkcija ima ne vise od §§'* = d4. No
ovo je kontradiktorno jer funkcija prevoda za hx potpuno odreduje
skup

X=|J{xnd|ée S}

10.3 Svojstva pcf funkcije

U ovoj kratkoj sekciji navodimo samo ona svojstva pcf funkcije
koja se direktno koriste u dokazu Shelahove teoreme. Za dokaz veéine
od njih potreban je znacajan dodatni razvoj PCF teorije, koji zbog
poprilicnog obima u mnogome otezava ¢itanje, te ga ovde izostavljamo.
Detaljna eksporzicija je data u [1] i [82], s tim da smo kod svakog
nedokazanog tvrdenja dali i konkretan pointer na odgovaraju¢e mesto
u navedenim c¢lancima.

10.3.1 Definicija Skup mogudih kofinalnosti proizvoda [ A defini-
semo sa

pcf(A) = {cf (H A/D) | D je ultrafilter nad A}.

Navedimo prvo najelementarnija svojstva pcf funkcije:

10.3.2 Teorema Neka su A i B skupovi reqularnih kardinala. Tada
vazi:
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1. A Cpcf(A);

o

Ako je A C B, onda je pcf(A) C pef(B);
pef (AU B) = pcf(A) U pef(B);
Ako je B C A, onda je pcf(A) \ pcf(B) C pcf(A\ B);

Ako je A konacan, onda je A = pcf(A);

6. Ako je A beskonacan i ako je B konacan podskup od A, onda je
pcf(A) = BUpcf(A\ B);

7. min A = min pcf(A);

8. Ako je A beskonacan, onda A i pcf(A) imaju istih prvih w ¢la-
nova.

Dokaz

1. Za proizvoljno x € A uoc¢imo glavni ultrafilter D generisan sa
{z}. Tadaje [[ A/D = z (kao uredenja), pajecf [[A/D =cf x =z,
odakle po definiciji sledi da x € A.

2. Neka je D ultrafilter nad A i neka je E ultrafilter nad B koji
produzuje D. Pokazimo da je c¢f [[A = cf [[ B/E. S jedne strane,

D
neka je niz (fe,, | £ < k) kofinalan u [[ A/D i neka je

fe*(l"):{ fféx) ng?/x |

Tada je niz (ff | £ < k) kofinalan u [[ B/E. Zaista, neka je f € [[ B
proizvoljno. Tada f [ A € [[ A, pa postoji a < k takodaje g [ A <p
fa, tj. da

X={reAlgr) < falr)} €D

Posto je D C FE, imamo da

X c{reB|ylr) < filz)} € E,
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tj. 9 <E fa

S druge strane, neka je niz (fe, | £ < k) kofinalan u [[B/E.
Tvrdimo da je niz (fe [ A, | £ < k) kofinalan u [T A/D. Zaista, neka
je g € J[ A proizvoljno i neka je ¢g* € [[ B ma koja funkcija koja
produzuje g. Tada postoji a < k tako da je ¢* <g fa, tj.

X={reB|g(x) < falr)} € E.

Posto je D ultrafilter nad Aida XNA€ FE, morabitii XNAEeED,
odakle sledi da

XnAc{reA|g(x)<(falA(2)}eD,
tj' g gD fa TA
3. Na osnovu prethodne tacke sledi da je
pcf (A), pef (B) C pef (AU B),

pa je i
pcf (A) Upcef (B) C pef (AU B).

S druge strane, neka je E ultrafilter nad AUB. Tada A € F'ili B € E.
Ako A € E,ondaje D = {ANX | X € E} ultrafilter nad A, pa sasvim
slicno kao u tacki 2 pokazujemo da je cf [[A/D =cf [[(AU B)/E.

4. Neka k € pef (A) \ pef (B). S obzirom da s € pcf (A), postoji
ultrafilter D nad A takav da je

cf HA/D = K.

Posto je A= (A\ B)UB (jer je BC A), imamo da ili A\ B € D, ili
B € D. Ako B € D, onda je skup

E={XNB|XeD}

ultrafilter nad B i, na isti nac¢in kao u tacki 2, bismo pokazali da je

cf (][ B/E) =,
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Sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da x ¢ pcf B. Dakle, mora biti
A\ B € D. Sada je skup

D*={XnNn(A\B) | X €D}
ultrafilter nad A\ B, pa na isti nacin kao u tacki 2, zakljucujemo da
jecf T[(A\ B)/D* =k, tj. da k € pcf (A \ B).

5. Direktno sledi iz ¢injenice da nad konac¢nim skupom postoje
iskljucivo glavni filteri.

6. Imamo da je
pcf (A) = pef (A\ B)Upcf (B) (po tacki 3)
= pcf(A\ B)UB (po tacki b).
7. Neka je a = min A. Definisimo niz (fe | £ < a) u [[ A sa

fe(b) =¢, be A

Primetimo da je ovaj niz strogo rastuéi u ultrasteptenu [[ A/D bez
obzira na izbor ultrafiltera D nad A, odakle sledi da je

of (J[A/D) > a,
a time i @ = min pcf (A).

8. Primetimo da je dovoljno pokazati da je za svako A € pef (A)\ A
skup AN A beskonacan. Pretpostavimo suprotno, neka je za neko A €
pef (A)\ A skup AN A konacan i neka je a = min(A\ A). Kontradikciju
izvodimo tako Sto ¢emo pokazati da je a = \.

Iz definicije a sledi da je A < a i za svako b € A imamo da je b < A,
odakle sledi da je AN A= ANa. Sada po tacki 6 imamo da

A€ pcf(A) =pcf (A\a)U(ANA),

paje a < A\ po tacki 7, a timeia = A\. ([l

Za skup regularnih kardinala A kazemo da je progresivan ukoliko
je |A| < min A.
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10.3.3 A-usmerenost Neka je A progresivan interval regularnih kar-
dinala. Tada je pcf(A) interval reqularnih kardinala.

Napomena
Videti teoremu 3.4 u [1] O

Za proizvoljan skup A regularnih kardinala definisemo ideal J)[A]
sa
JA[A] ={X C A | pcf (X) C A}

Drugim re¢ima, X € J.,[A] ako i samo ako za svaki ultrafilter D nad
A takav da X € D imamo da je

of (JJA/D) <A

Primetimo da je J.\[A] pravi ideal u slucaju kad A € pef (A). Ukoliko
je jasno o kome skupu A se radi, umesto J-,[A] pise se kratko J.,.

10.3.4 Teorema reprezentacije
Ako je p singularan kardinal neprebrojive kofinalnosti, onda postoji
club C C pu takav da je

tet([[ €O =
pri cemu je CH) = {k* | kK € C}. Posebno, max pcf(CH)) = ut.

Napomena
Videti teoremu 4.12 u [1], kao i leme 8.13, 8.14 i posledicu 8.15 u
[82]. O

10.3.5 Neka je p singularan kardinal i neka je k beskonacan kardinal
takav da je interval A regularnih kardinala iz (k, 1) kardinalnosti < k.
Tada je

cf ([u]", €) = max pcf(A).

Napomena
Videti teoremu 5.11 u [1]. O
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10.3.6 Neka je A progresivan skup regularnih kardinala. Tada ne
postoji skup B C pcf(A) takav da je |B| = |A|" i da je

b > max pcf(B N b)

za svako b € B.

Napomena
Videti dokaz teoreme 6.4 u [1]. O

10.4 Dokaz Shelahove teoreme

U ovoj sekciji ¢emo dokazati centralni rezultat pcf teorije:
RN < max{(2%)T, R, }.

Sto se samog rezultata tice, poznato je da za progresivan skup kardi-
nala A kardinalnost pcf(A) ne prelazi 214!, a otvoreno je pitanje da li

je |pcf(A)] < |A].

10.4.1 Teorema Neka je A interval regularnih kardinala takav da je
|A] < min A. tada je
[pef(A)| < [A[*.

Dokaz

Suprotno tvrdenju teoreme, pretpostavimo da je A progresivan in-
terval regularnih kardinala takav da je |pcf(A)| > |A|™ i oznacimo
kardinalni broj skupa A sa p. Konstruisatéemo niz kardinala B u
pcf(A) duzine pt takav da je b > max pcf(B N b) za svako b € B,
i na taj nacin dobiti kontradikciju sa 10.3.6.

Neka je S = SS 13 skup ordinala u p™ kofinalnosti p*. Izaberimo
club pogadajuéi niz (Cy, | k € S). Tada za svaki club E C p™ postoji
k € S tako da je Cy C F.
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Posmatrajmo kardinal sup A i neka je ¢ ordinal takav da je
sup A =X,

Kako je pcf(A) interval regularnih kardinala (na osnovu 10.3.3) i kako
je po pretpostavci |pcf(A)| > p™, svaki regularan kardinal iz skupa
{N,14 | @ < p*™} pripada skupu pcf(A).

Nameravamo da definiSemo zatvoren skup D C p™ &iji je tip
uredenja p*3. Trazeni nemogué niz B duzine p* ée biti podskup skupa

{R¥,, | @ € D}. Konstrukciju vrsimo transfinitnom rekurzijom na

slede¢i nacin:
1. ag=0;
2. Ako je i < p*3 grani¢ni ordinal veéi od 0, onda je
a; = sup{a; | j <i};

3. Pretpostavimo da su konstruisani «;, j < ¢ < py3 i opiSimo
konstrukciju o,y 1. Za svako k € S neka je

€k = {N0+aj | JECKN (Z + 1)}
Tada je
¢’ ={r"1veal
skup regularnih kardinala, pa kako imamo p*? takvih k, iz reg-
ularnosti p™* sledi da postoji a1 € pt* tako da je
max pcf(e,(:)) < Notan

za svako k € S za koje je max pcf(e,(:)) < Nyppta.

Dakle, D = {a; | i < p™} i neka je 6 = sup D. Tada je u =
N, singularan kardinal kofinalnosti p*3. Sada, na osnovu teoreme
reprezentacije 10.3.4, sledi da postoji club C' C D takav da je

put = max pcf({X}, | a e C}). (10.6)

o+ao
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Skup D je izomorfan (kao €-struktura) kardinalu p™, pa se pri tom
izomorfizmu skup C' transformise u club £ C p™3. Drugim re¢ima,

E={icp™|a; €C}.

Na osnovu club-pogadanja, postoji k € S tako da je C, C E (napo-
menimo da je (Cy | k € S) club-pogadajuéi niz). Tvrdimo da skup
B ={ag,, | j€Ci}

otay

protivreci 10.3.6, pri ¢emu smo sa Cj oznacili skup onih elemenata
skupa Cj, koji nisu tacke akumulacije. Primetimo da skupovi C} i C},
imaju isti tip uredenja: p™. Dovoljno je pokazati da za svako i € C},
vazi

max pef({agi,, | 7€ CeN(i+1)}) < Ropa,,,- (10.7)
Razmotrimo trec¢u tacku u konstrukciji niza D. Tada je
e SN, [aecy,
pa iz (10.6) sledi da je
max pef(el”) < p,
odakle sledi (10.7). O
Prethodna teorema ima iznenadujuce posledice. Razmotrimo skup
A={XN, | n€w}.
Na osnovu 10.3.5 je
cf ([R,]™, C) = max pecf(A).

Medutim, pcf(A) je interval regularnih kardinala veli¢ine < W4, pa ako
je max pcf(A) = R,, onda je a < wy. Stoga je

cf ([R,]%, C) < R,
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Ovaj rezultat vazi ¢ak i ako je kontinuum veéi od X,,. Ako je 2% < N,
onda na osnovu prethodnog odmah dobijamo da je

RN <R,
Uopstavanjem dobijamo slede¢u teoremu.

10.4.2 Teorema Ako je N5 singularan kardinal takav da je 6 < Wg,
onda je
of ([Rg]P!, C) < Rygpa.

Dokaz

Neka je |§] = k. Tada je k < g, pa za interval A regularnih
kardinala u (k,Ns) imamo da je |A| < k kao i da je A progresivan
skup. Na osnovu 10.3.5 sledi da je y = Ny, a time i

of ([Rs]", C) = max pef(A),
Na osnovu prethodne teoreme sledi da je
[pet(A)] < [A[*,
odakle sledi da je
max pef(A) < Vypjapea < Nypa,
a time 1 cf ([Ns]", C) < N, +4. O

Neposredna posledica prethodne teoreme je ¢injenica da za grani¢ni
ordinal § > 0 takav da je |6]1° < N; vazi

Ngfa < N|5‘+4.

Shelahova PCF teorija je u mnogome promenila pogled na kardi-
nalnu aritmetiku, pokazujuéi da se i elementarnim sredstvima (bez
forsinga i unutrasnjih modela) mogu dobiti izuzetni rezultati. Kako
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se u razumevanju PCF teorije nigde ne zahteva fino razdvajanje si-
ntakse i semantike, ova teorija postaje, makar principijelno, dostupna
sirokom krugu c¢italaca. Takode, PCF teorija svedoci i o vitalnosti i
znacaju ultraproizvoda kao matematickog koncepta.

Nadamo se da ¢e ovaj kratki pregled omoguciti ¢itaocu da stekne
osnovnu intuiciju o ovoj vaznoj matematickoj teoriji. Zainteresovani-
ma za dalje ¢itanje preporucujemo clanke [1] i [82], koji su dostupni
putem interneta.
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JAKE AKSIOME BESKONACNOSTI -

pozicija na Ord

1. ekstendibilan A > A superkompaktnih
1. superkompaktan A > A\ merljivih

1. kompaktan (moze da bude jednak
1. merljivom ili 1. superkompaktnom)

1. merljiv A > X slabo kompaktnih

0t
1. totalno neopisiv
1.slabo kompaktan jako nedostiziv - IIi-neopisiv

1. jako hiper Mahlo A > A jako Mahlo
1. jako Mahlo A > A jako hiper nedostizivih
1. jako hiper nedostiziv A > A jako nedostizivih

1. jako nedostiziv
RV-merljivi (< 2%), realno veliki
1. slabo hiper Mahlo A > A slabo Mahlo
1. slabo Mahlo A > A slabo hiper nedostizivih
1. slabo hiper nedostiziv A > A slabo nedostizivih
1. slabo nedostiziv

SKRACENA MAPA

konsistentska mo¢é

440 — 1”

n-ogroman

!

ogroman

!

ekstendibilan

!

superkompaktan

i

kompaktan

!

merljiv, RV-merljiv, 0%

!

slabo kompaktan jako nedostiziv

!
jako hiper Mahlo

!
jako Mahlo

!

jako hiper nedostiziv

!

jako nedostiziv
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JAKE AKSIOME BESKONACNOSTI - SKRACENA MAPA

hijerarhija teorija po konsistentskoj moéi

ZFC 4 dn-ogroman

%FC + Jogroman

%FC + Vopenkin princip

%FC + Jekstendibilan

%FC + Jsuperkompaktan

%FC + dkompaktan, ZFC + PMEA, ZFC + Jrealno kompaktan kardinal,
ZFC + normalni Mooreovi prostori su metrizabilni

%FCM7 ZFC + do-aditivna totalna eskstenzija Lebesgueove mere,

ZFC + 2% je RV-merljiv, ZFC + ~HCS

|

ZFC + Lebesgueova mera se moze prodiriti sa proizvoljnih 2% skupova,
ZFC 4+ ¢cMEA, ZFC + 3 Hausdorffov kardinbal, svojstva Ramseya, Aleksandrova,
Kurepino svojstvo grananja na nedostizivim kardinalima

1
ZFC + I, ZF + DC + svaki skup realnih brojeva je Lebesgue merljiv+

svaki neprebrojiv skup realnih brojeva sadrzi prefektan skup

!
ZF, ZFC, ZFL, ZF + —AC, ZFC + 2% = R,, ZFC + WMEA

1
PA, ZFC — Inf + —Inf
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praznog skupa, 107
regularnosti, 149
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dobro zasnovan skup, 148
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drvo, 264
k-drvo, 265
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Eastonova indeksna funkcija, 350
elementarna ekvivalencija, 54
elementarna klasa modela, 205
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(o, B)-regularan, 192
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Frechetov, 61
glavni, 190
neglavni, 191
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ultrafilter, 64
fino ime, 326
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