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UVODNE NAPOMENE }

Jedno osnovno matematidko pit&ﬁja} ?iﬁénj& matematid~
kog stvarania i rasudijivania, i ne samo matematifkog je: Na ne-
praznom skupu 0, 1 za presiikavanje T:0 }DIGdrediti skup tacCaka
xE0 sa svojstvom Tx=x. Teorijski, to je topoloBko funkcionalni pro-
blem, no praktidno odgovor na njega, krije eksplicitno, ponekad
impliaitﬁa,hreéenja raznih matemati®kih problema (skupovnih, al-
gebarskih, nmumerickih,...}. To je proizvod ove talika'primenljive
teorije, teorije fiksnih tadaka (fixed point theory). Danas, si-
qurno da nema spora, da teorija fiksne {(nepokretne) tadke preds-
tavlija u matematici koliko znagajnu toliko i inspirativnu oblast.
Vise je razloga za to. Jedan svakako leZi u &injenici koja je omo~
gudila da podetkom ovog veka u situaciiji kada je se u matematici
‘nagomilao veliki broj rezultata koji su_yruﬁali dosta anarhiCnu
sliku, mnogi rezultati {(naizgled pmtpﬁna razliéiti)_mégu_biti
gpisam jednim opstijim, koji odgovara na pitanja svih prethodnih.
Bila e, to jedna, i od ideda, iz koje su proistekla ova naSa
istraZivanija i rasudivanija.

Prvi fundamentalan rezultat iz teorije fiksnih taééka
dobio je 1909. godine holandski matematiar { ,BROUWER u radu [}5].
On je dokazao da svako neprekidno presiikavanje konalno-dimenzio-

nog simpleksa Euklidskog prostora U sebe sama ima bar jednu posto-
janu taéku. - |

" No, ovde moramo izraziti i izvesnu rezervu ukoliko je
ra¢ © pravim po&acimﬁ'wve teorije, jér SN mnoga'tvrﬁjenja bila- do-
kazana i pre same pojaﬁa teorije. T su bili dokazi raznih tvrdije-
nja, koji su se pojavljivali u raznim oblicima. Sa druge strane i
pitanje prioriteta u nauci je Zesto vrlo sloZeno ne'game'zbug ne-
dostatka pmdataka,,nega i zbog éinjenlae da mnmgl fundamentalni
rezultati, moZida &ak i vedina njih ne doldze kao iznenadni blesak
genijainog uma, nego su 1zvor1§no pripremliena razultatlma pmnekad.
Citave grupe prethodnika. Ovo istidemo i iz razloga 8to su mnogi da-
Nas 5kl¢n1 da navedeni rezultat BROUWER-a pripifu nekim drugim, tako-

dije izuzetnim matematidarima, pgzmcgﬁgﬂu ili moZda PIERS BOHL-u iz
Rige.

o

G, BIRKHOFF 1 A, KELLOG su 1922.godine u radu (21

1 il e



prvi pékazali kxako se stavovi o postojanim tackama’, kao metod
funkcionalne analize mogu koristiti u dokazima stavova o egzis-
tenciji reSenja raznih tipova jednaZina. SCHAUDER je u radu L243_1
1927.godine prosirio BROUWEROV stav na kompaktne konveksne pod-
skupove Banachovih prostora. Ovo je dalje A, TIHGNOV |272{ 1935.
‘profirio na kompaktne konveksne podskupove lokalno konveksnih

llnearnlh topolosklh prostora..U nOV1jE vreme ovim su se bavili

FELIX BROWDER [25], R.HALPERN i M.BERGMAN [282] ,koji uopStavaju.
stav §CHAUDERA ©dnosno TIHONOVA.

S druge strane jedan drugi fundamentalni rezultat polj-
skog matemati¢ara STEFANA BANACH-& (1892-1945) iz 1922. godine ot-
vorio je takodje Jjedan novi pravac istraZivanja u teoriji fiksnih
tadaka, koji je nezavisan od BROUWER-ovog stava. Ovde, takodje
izvoriite za ovaj rezultat treba traZiti u radovima PICARD-2, &

LIOUVILLE-2,CAUCHY-& ,LIPSCHITZ-a, a moZda zasluga imaju 1 SCHAUDER
i francuski matematicar LERAY.

Topoloski smisao BANACHOVOG stanja iskazuje se u t.zv.

cbrnutim Banachovim stavovima. JANOS L. '133] za kompaktne metriza-

bilne 1 P.MEYERS fi?é] za metrizabilne topoloske prostore X doka-

zuju da ako operator A:X >X.

(a) Ima jedinstvenu postojanu tatku £E&X.

(b) gGg je granicna vrednost nizova fA X} za svako xéﬁ

(c) Postoji neka okolina Vtacke & takva da za svaku
okolinu U tacke AL postoji prirodan broj n, sa svojstvom da jJe
aveu za svako ninu, tada postoji metrika pkoja definise tecpologiju
indenti¢énu datoj u odnosu na koju je A kontrakcija.

Preslikavaﬁja koja imaju bar jednu od osobilna (a), (b)),
{c) zvademo BANACHOVA preslikavanja, inade gornija svojstva karakte-

~i%u t.zv. BANACHOV princip kontrakcije.

Jedan cd deljih pravaca istra®ivanja u teoriji fiksne

tafke su i istraZivanja postcjanih tacaka izotononih presliikavanja

na uredjenim skupovima. Tu je fundamentalnl rezulta; A, TARSKOC ‘2ﬂ14,

da Je 5kup postojanih talaka monotono rastuc¢ih presiikavania koJe




presiikavaju kompletnu latisu {mreZu) u samu sebe na neprazan, i
§ta vise, obrazuje kompletnu mreluy.

Znacajne priloge w ovom praveu dali su kasniie

ANNE DAVISL3]/M S,ABAIN i A.BROWN Lliﬂ:m KUREPA 154 iy,
pEVIDE 173].

Cilj ovog rada je, nastavak istraZivanja u okvirima
rezultata Eﬁﬂﬁﬁﬁ@ﬁﬁa tipa, u pravcima,kmje gmﬁ ovde posebno i ige
ticali. Navedeni pravci i rezultati bili su nam i metod i inspi~
raciia u na%im-razmatraﬁjima i proufavaniima.
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I.

1.

2.

2.

DIFERENCIJSKE NEJEDNAKOSTI, KONVERGENCIJA NEKIH NIZOVA I
PRIMENE. |

~ NEKE (LOKALIZACIONE) TEOREME FIKSNE TACKE 1 INTEGRABILNA
RESENJA NEKIH FUNKCIONALNIH JEDNAGINA,

2.1. JEDNA TEOREMA FIKSNE TAGKE 1 NEKE POSLEDICE.

1. NELiNEARNA FUNKCIONALNA JEDNAZINA I REDA.

_é. INTEERABILNA REQENJA FUNKCIONALNIH JEDNACINA VIQEG
 REDA.

. KONVERGENCIJA NEKIH NIZOVA 1 REﬁAVANJE SISTEMA JEDNACINA

NA METRICKIM PROSTORIMA.

Osnovna ideja ovog pog]avlJa je da se podje od nek1h
diferencijskih nejednakosti na uredjenim skupov1ma i

da se dokaZu tvrdjenja koja ce davati dovoljne (ponekad

i potrebne) uslove za konvergenc13u odgovara3ué1h nizova.
Dve su c1njen1ce koje SmO ovde uodili. F1gurat1vno_reﬁeno
Jedna je BANAHOVSKA a druga nije. To Ce'biti i osnovna
jdeja rada koju ¢emo pratiti i kroz sve tri prve glave,

Kao direktne primene ov1h teorema bice neki opsdti 5tavov1
fiksne tacke i u vezi sa tim krajnji domet resavanjg nekih

‘nelinearnih funkcionalnih jednagina. Zadnji deo ove-glave
odnosi se na sisteme jedna&ina i konvergenciju nekih ni-

zova. Kroz ¢itavo poglavlje mi uopdtavamo i veliki broj’
rezultata drugih matematiZara. |
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T.1. DIFERENCIJSKE NEJEDNAKOSTI. KONVERGENCIJA NEKIH
NIZOVA | PRIMENE

U ovom delu rada posmatraju se neka preslikavanja
uredjenih skupova i u vezi sa tim jedna klasa nejednadina sa ko~
natnim razlikama. Pri tome se dokazuju neke teoreme koje daju do~
voline uslove za konvergenciju nizova definisanih diferencijskin
nejednatinama. Na kraju se daju neke p@sledice i primene, |

Neka je (E,ﬁ%) uredien skup relacijom gcretka Ly v
i o proizvoljna operacija na skupu E sa svojstvima: |

(A) (a) (¥x,v,2EE) x4zoy <= xa(0)y& %,
(b) (¥x,y,z2CE) x4y =2 20X K 20V,
gde je c{o) inverzna operacija operacije o.
preslikavanie ¢ : Ek ﬁ*E(key) je monotono rastu-

“de (¥ +) na uredienam skupu (E,&) ako Je:

I‘Ei; YieEA :Kaiﬁyi(i#lr‘*i ;k} z:;)q'l[xl"“’xk}"“{\‘ il)(}"lu-- r}-’k}r
odnosno monotono opadajude {(p¥) ako je: -

X yl@:/\x@i(x =1, e K= Yy re e VR VIR e e Xy )

fnade, ovde €emo koristiti i semihomogena preslika-
vanja, koja definiSemo na slededi naCin: Preslikavanie ﬁuEkme
(kEN) je semihomogeno na skupu (E;égl ako je w{kaxl,...,kaxkj
Allayﬂx .,,,xk), odnosno hamogeno ako je @il@xl,..-,kcxk) =
Aﬁw{xl,“.,x ), gde Je rEE,

- Neka je dalje svojstvom M nazvana osobina:
k Za uredijen skup {E, 5;) svaka dva elementa imaju
majorantu (u oznacip}.

Pod ovim uslovom ofigledno i svaki konalan podskup
skupa (E,& ) ima majorantu. Sada mo¥emo navesti i rezultate koji
se odnose na monotona i semihomogena preslikavanja skupa (E,& ).

TEOREMA 1.1.1. Neka Je F= ¢ uredjen skup relaciiom
pﬂretkaﬁgsa‘svajstvﬁm M1 pres!fkavanje w:Ek E &gau_monatana
rastuce i semihomogeno, a (xn} 1.(xn) nizovi koji zadovoljavaju
retfacije "

* n+k %‘}” n+1 » X ke 1]

(1) ;
| w(X n+1""’ Xﬂ+k-l}“\ (RN {ﬁéf)

Tada postoji element LEE sa osobinom da je xné%men{néﬁ},‘gd&



tvrdjenje.
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je o operacija na skupu E sa svojstvom (A).

DOKAZ: Stavljajaéi da je

L= Lﬁx a(o) Xl,...,x a(o)x ) dokaZimo da va?i nase

za n=1, 2,..., k tvrdijenje Je taéno, jer je

x ALK 4=dx o (0) X, AL (v=1,2,...,k)

Pretpostavlmo da je tvrdjenje taéno i za n, n+1,..., n+k -1, t].

da je
(2) . ' -H} 1
Prema {1) i (2) je.

- n+k4' Wxp "n+1,”"xn+k 1) B
ﬁ&INLoX » LoX +1'..f; Loxn+k_1}i
 _£%L°Xn+k,

gto znaﬁl (prema pr1n01pu matematlcke indukc1je)da je naée tvr-

n+1-,-'¢_- I xn'l'k.-l

| djenje tadno za svaki pr.irodan brog n.

Napomenlmo dalje da se teorema I. L.1l. mo%e pr051r1t1

i na parove nEJednaélna-sa kona&nim :azllkana, za presllkavanja
wak. >E(kEN) oblika | " -

X AU {x llei-'rxn_i)_

| P (::{1.,:&2,,...,..,xm__éb n€_N,
ili na parove 51stema nejednac1na ovog tipa. Navedimo jednu pro-

poziciju za slucaj sistema nejednaélna sa konaénlm razlikama na

| nekom uredjencm skupu (E ﬁ;), (vldetl [26 ;-s 168.)

| TEOREMA 1.1.2. Neka je E== ¢ uredgen skup relacijom
poretkaiﬁ\sa svoistvom M i f'Ezn'z———éE(nG}) monotono rastuce i
semihomogeno pres11kavange, a (x ) (yn), (xn),;(yn)_nizovi KO-~
i zadovo13ava3u relacije |
| xnr Yngp(xl: -'-rxn erlr---rYn_ )
EACSEAEE Ky i¥pres "f’fn-ﬂﬁxﬁ Yy,T
Tada postoje elementi L., Lzé;E sa gsobinom da je
xnﬁLl oXp s yn‘:@LZOYn(n_@}’

ode je ¢ operacija na skupu E sa osobinom (A).
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DOKAZ ovog tvrdjenja videtl u 12593 iIEGBj
, Navedimo dalije neke realizacije skupa E sa prethodninm
oscbinama iz teorema I.1.1 1 I.1l. %, Jedan nagjednostavnlji i naj~
viSe koriscdeni primer u naSem radu 3e skup R @ﬁﬁ(e +) , sa uobi-~
 &ajenim uredienjem manie ili jednako (ﬁ) ?ared ovoga i niz kombi-~
nacija intervala raznih oblika moée takcodije biti primer skupa E
sa prethadngm osobinama. No, navedimo i jedan drugil zanimlglv pri-

mer ove realxzac;je.

PRIMER 1.1.1. Neka je X realan vektorski ‘prostor i
neka je on K~11nea]* Tada X ima sve osobine parc13a1na uredjenog
SRUﬁ& {E,é%} Navedimo, da je skup X K~lineal {linaal . B.Hanro-
poBHMa EJQI ] ako ja prve u X 1zdv03ena klasa pmzltmvnlh eleme-
nata (u Emislu da se zna koii je glement xéﬁ, takav da je x°>% ;

g 3& nulti element) .. Sada se uvodi parcljalna uredjenje u vektor-

skom prostoru X, stavljajuél po definiciii da je xd&y (x, y{X)
ako i samo ako je x~y > 8, sa sled&élm oﬁabinama‘

(a) wro=Su=FE8 ,

(L)Y x>, y>BI=px+y?> 9,

(c} 2a bilo koja dva elementa x,y{EX postoji njihov
sup {%,v} , | | o |

(d} x>8B, A> 9@}‘}{3‘@,

U daldjem radu korlstléema preglikavania VY ﬁ&*ﬂ%ﬂ;(kéﬁ)

koda za neko Ae R+ zadovoliavaiju nejednakost
W{Klrﬁh#;xk}g A ma}{{hlr;-.;xk} ; Kl;.m* kaeﬁ_*..

Za ovakva preslikavanja recilemo du imadu osobinu M{max). Inate
kada je ¥ rastude 1 semihomogenc preslikavanje na skupu g tada
ono ima osobinu M{max). Preslikavanje y: RE R, {kéﬁ] zvademo
semihomogeno reda o, ako vaiZi nejeﬁnakmst ,Mﬁ,.,.,ﬁ}~ﬁ§ Za
§>u%o i neko A&EB . Kada je preslikavanje ¥ semihomogeno onda 3&

ono i semihomogeno reda =0,

Rac &al3u razraﬂu prathmanlh prap&zlalja dokazacemo
neka tvrdijenja, koja smo inae u radovima 125&J 1263 izlo%ili

u nesto drugadijem obliku.

TEOREMA T.1.3. Neka presiikavanje ¥ REMMWA>R+

cmgﬁ} ima osobinu M{(max) sa konstantom A i neka niz (xn) poziti-



dnakosti (3)

'kavanja w R

. dnim primerom.
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vnih realnih brojeva zadovoljava nejednakost

gk S Vg eXpgyee s 1 ¥naker) s e,

gde je KEN fiksiran broj. Tada postoje po?itivni brojevi L i#6

takvi da je_

- (3) o x_< L8 (n12,...)

n=

Specigalno kada je i AGED 1) tada je 9@50 1) u nEJE-

TEOREMA 1.1.4. Neka preshkavame Ps “Rk l'..:sR (kQN)

ima osob1nu M(max) sa konstantom AE( 0,1}, 1 neka niz (x ) poz1—
't1vn1h rea1n1h broaeva zadovo]aava negednakost

{4) T N wlx ,xn+1,...,x' ; nGy | J
~gde je MQN f1ks1ran broj. Tada pusto;e brnaev1 L>0 i BGJO 1)

tako da vaZi neJednakost (3)

Prlmeéujano da iz raséenja i sanlhmogenostl pre.sLJ.-
X >R (kEN) - sledi da je ono i sa osoblncm'm(max),

- dok obrnuto ne vail, éta V1§e iz osobine M(max) ne mora da. sledl_

ni ra%éenje a ni semlhamouenost presllkavan]a. Pptvrdlmo ovo je-'

| ' PRIMER I.1.2. Neka je fp'r.e_s_li"kavé'nje'w:'iRi‘ S"R;_d'e'- B
finisano specijaino sa o R S
W(X,Y) x+Y » 1€ = X,y <+® =

0 ','za ostale vrednostl X,Y-

Ovo pres]1kavan3e nije ni rastuée, a ni sem1homogeno, medautmn

ono posedUJe osobinu H(max)

 MoZemo reél da je max {tl,-..,tk} najbolja majoranta
P —>R, (kEN). Sa
druge strane ovde se postavlja kao osnovni problem, pltanje kako'

za rastuéa i semihamogena preslikavanja. ¢ : R

| JOS vi%e pro§1r1t1 domen obuhvatnostl (to %ire klase nizova ve-
'zanlh prethodnlm dlferenc1jsk;m nejednakostlma. Postavlja se p1- 

tanje ta se dogadja kada se osoblne M(max) ili sanlh@mogenostl
zamene nekim slabijim osobinama presllkavanja (M(max) reda a ili

sa semlhomogenoséu reda o, ili nekam drugom OSOblan) Da 1i 1

‘tada gore ‘definisani nizovi imaju. osoblnu geometrljsklh nizova.

Odgovor -na ovo pitanje daju sledeca dva tvrdjenija. Ovo moZemo
potkrepiti 1 sledeéim primerom.
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. . . oK
PRIMER 1.1.3. Neka je preslikavanje yigr, >R+{kGﬁ)
monotono rastude i semihomogeno reda o>0 1 neka niz (xn} reainih ne-
negaf%vnib brujeva zadovoljava néjednakost

Xnik = QJ(X * n+1""'xn+kw1]* négi’

gde je kéaﬂ fiksiran broj. Tada postoje pazitigni brojevi L 1 8
takvi da je ispunjen uslov (3). Specijalno kada je P A s P{l,...,1)
&(0,1), to jos uvek nije dovoljan uslov da niz (xn) te?i nuli.

Da je ovo tvrdjenje tadno izvodi se indukcijom, a ba-
2ira na lemi I.1.1. koju <femo kasnije dokazatl. DokaZimo samo
drugi deo tvrdjenja, da uslov AE(0,1) jo¥ uvek ne obezbedjuje u

oV om éluéaju konvergenciju niza ka nuli. Dovolino je to dokazati

>R+

1 kada je k=1. Neka je u tom cllju, presllkavanje P R,

definisano speciialno sa

<
wix) =) 2% 0<x =1

Tada niz {x } koii zadwvaljava naje&nakmst xn+l< Wix_ ), nEN ne

}R rastude, semihomogeno

konvergira ka nuli, iakeo je y: R
reda o= 1 i ¢(1) = ALI(0,1) .

TEOREMA [.1.5. Meka je presiikavanje @*Rk R+(ké@)

rastuce sa osobinama (FrEr Je({t,...,t)}<% 4 '!z;szm;%p IS .*,zjﬁt(teﬁ+),

Neka niz {x,} realnih nenegativnih brojeva zadovoljava ﬂegadnakﬁst

(5} , £
X e

;E .
Tntk V{Kn’xn+l_,“n‘ " ‘xnﬂ:ﬂl} ’ HEN-

Tada ai:z (xn) konvergira ka nuli. Konvergencija ne mora biti ge-
ometrijskom brzinom.

Teorema 1.1.6. Neka je prestikavanje : nk+1 kgy
rastuce sa osobinama @&t(;ﬁ+} P{tse..,t) <t ] Tmzﬁggw . cﬂitéﬁ
_ A Jm

Neka niz (xn} realnih n&ﬁegativnih brojeva zadovoljava nejedﬁakﬂst

(6) Xpok £ ¥ Bpr¥page "fxﬁ+k}' neN |
Tada niz (xn) konvergira ka nuli. Konvergencije ne mora biti geo-

metrijskom brzinom,

Napﬁmenimm, da prethodna tvrdjenja mogu . imati 1 jedan
operativniii oblik {lakZe je proveriti dovoline uslove) kada se za
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preslikavanje y: Rk —> R, (k€N ) pored ra3cenja zahteva i uslovy
semihomogenosti reda a i uslovi G%téa(o a]) vit,...,t)<t i

1im 5111: P(z,... ,z)ﬂt (t €lo,a]). Ali kako svako semihomogeno pre-
. O _ A 7ako

gslikavanije reda o :|_ma i osoblnu lim sup I,J(Z,.... ,z)<t(t€ia +m))
2 >t+o0
to su prethodne formulac1je na$ih tvrdjenja opsStije, mada pre-

thodna konstataC1ja.moie blti'vrlo korisna. Sa druge strane za

~ tvrdjenije. prethodnog oblika u sluéaju kada Je P: R, ——4>R ‘ne mo-

ra se zahtevatl raééenje presllkavanja ¢ R —+—45R+; |

Naime vaZi . - - o | o

- '."f TEOREMA 1.1. 7 Neka Je pres11kavanJe P R.——4>R sa

'-osob'inama (-VtG_R )w(t)<t i 11m §c|ip W{z) <t (tQR )._Ako niz (x )

| rea1n1h nenegat1vn1h broaeva zadovo13ava neaednakost xn+1 w(x ),
n(EN tada on konverg1ra ka nuli, pri emu brzana konvergenC1Je ne

mora b1t1 geometr1gska. Prethodn1 dov013n1 us10V1 za preslika-

vanJe ne mogu se 1zostav1t1.

- Kao dlrektnu posledicu ovoq tvrdijenja nesto kasnlje
(1. 2 1) dokazaéemo jedan stav Eikshe taéke,_ko;i de biti prime-

njen na re§avan3e neklh funk51onaln1h jedn301na a ovom poglavljuf

. Na kraju navedimo i jedan rezultat kOjl se dokazuje
isto kao i neka prethodna odgovarajuéa tvrdjenja._- |

TEOREMA I 1 8 Neka pres11kavan3e ¢ Rk ">'E1(ké§1)
ima osubmu M{max), sa konstantom AC(0,1), i neka nizovi (x _'),
'(y ) rea]n1h nenegat1vn1h brojeva- zadovolJavaJu neaednakost |

| ._xn+k f—- d)(xn n+"".’ n+k l) * Y {nG_N
Tada: (a) Ako red z yk konvergﬁra tada 1 red Zxk konverg1ra.

~(b) ‘Ako je niz (y ) ogran1cen tada Je i niz- (x }- ugran1cen,
(c) Ako je 11m Yn =0 tada Je i 11m x -U

Navedlmo dalje rezultate 1 razne prlmere kOjl su obu-
:hvaéenl prethodnlm tvrdjenjlma. |

PRIMER 1.1, 4, lema 1 iz rada L;OE]s,DﬁeﬁlﬁA speci-
jalan Je sluéag nade teoreme I.1. 1. Dovo]gno je pod- pretpoatavka—
ma propozicije 1nterpret1rat1 E = R (gde je R skup ‘realnih broje--
va), a relaciju sa (manJe il Jednaku u R), gde se jo& opera-
cijé-o zadaje kao obiéno mnoZenje u R, a pres11kavange-¢ Rk———-R
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specijalno definiie sa

¢{t1,...,tk} = tl oty * ceet Ly (ti > O}

Ma isti nafin je njegova lema 2 specijalan siucaj
rezultata 1.1.3. Formulidimo je:

pOSLEDICA I.1.1. ( S.PRESIC 1205 |, s. 76) Neka je
(xn) niz nenegativnih brojeva koJdi igspunjava usiov

b4 4+ e -+ &k}{ﬁ”{"}i‘“l {I'l e 1;2; am-) r

<. 4
n+k = aI n

gde SuU @y, Ajreser By nenegativne konstante. Tada postoje pozi-
tivni brojevil 1 6 sa svojstvonm (3.

PRIMER 1.1.5. Neka i niz realnih funkciia (yn(x})
dofinisan na sledec¢i nalin |
| - 2. -1 '
v (k) = % (1xT) 7T,y 00 =y O (D , (xERin=1,2,..)

tada niz {YB(xh nije kontrakcija, alj ima fiksnu tadku.

DOKAZL sada sladi‘primﬂnam teoreme I.1.5. , na

gore definisan niz.

bOSLEDICA 1-1.2. (DJ,KUREPAILS5), s. 103
Neka niz (x_ ) u metrickom prostoru {X,p) ispunjava

Us Loy

ek bl . -

- . - {
0 Epyp,Fad T 3P LK
>

R T ™
ne 1l akﬂ K ~k+17 *nekd

nf
0. Taga je (xn) fundamentalan niz

A

gde je a,+t... * akéﬁp,i), 2y
g prostory {X,p}

DOKAZ. Roristedi terminologiju metritkih prostora
i primenjuijudi na niz (p[ﬁn,xn+£1) tvrdijenie propozicije I.1.3.
{4er on ispunjava njene aslove za primenu} direktno sledi gornje
tvrdienje. h |
POSLEDICA T-1.3. (J MATKOWSK] Qﬁéjf S. 51.)
o {i=1,2,....,n) 1 neka sve nule polinoma
p(&}ﬁzn~alz -l *.wngeﬁe y krugu polupreénika 1. Ako nizovi
b, &0 (k=1,2,...) radovolijavaju nejednakost

& <
k4 = 2 4 L., + B oa,+b (=0, 1,au o

Ian+kwl | n ¥ Kk

A

tada: 1} Ako je niz (hk} ogranifen onda je 1 niz (a,! gnranifen.
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2) Ako je lim bk=°’ onda je i lim a, =0-

DOKAZ. Po%to je uslov: da sve nule polinoma p(z) le-
Ye u krugu |z|[<1 ekvivalentan prema Cauchy-evoj teoremi za poli-
nome, uslovu 31+32...+5 <1, to prlmenom nase teoreme I.1. 9. na

ovaj sludaj, za preslikavanje Y R >R, -definisano sa

w(tl""'“n) = t1+...+ tn (t 2 o) dobljamo u specijalnom slu-~
gaju prethoan'tvrdjenje.

| Sledeéa posledica odn051 se na jedan specijalan slu-
¢aj na51h tvrdjenja i jedna je uia klasa od nasih dovoljnlh us-
lova za konvergenclju nizova, u tom specijalnom (pr1V1dno) sluéa—

POSLED-ICA I. 1 4. (John B:.bhy |_44| 4+ S.63)

Neka je pres]1kavan3e P Rk ->R (k(;N) neprek1dno
1 rastuée strogo po svakom . argumentu pri. Zemu zadovo1java uslov

x=P (X, ..., X) 22 svako xQR Ako je niz (x_ ) ogram&en i 1spun3a-—
va uslov |

n+k w(xn'l'k lllti ; x )l n:'k ; -

tada JE on konvergentan

. NAPOMENA Navedlmo da je italljanskl matematléar
'EDUARDO PASCALT.  [248] polazeéi od nekih na3ih ranljlh rezultata
(za rastuﬁal semihomogena presllkavanja.[§53j ) razmatrao slidan
problem, samo je semlhomogenost uzeta sa. pr01zvoljn1m stepenom.
Sa druge .strane, prof. DJ. KUREPA mi je u recenziji odgovara]u-
éeg lanka . [259| za Etampu dao takvu ideju, napomlnjuél da bi i
taj problem vredelo posebno naknadno razmatrati. I na kraju

E. PASCALI polazeéi od nasih rezultata ]255J doka*ao je i neka
tvrdjenja flksne ta&ke na metrlcklm prostcrlma.

'_DOKAZI PRETHODNIH TVRDJENJA

| | DOKAZ TEDREME 1. 3‘ Prethodno se dokaze ]edno pomﬂéno
~tvrdijenje. o -

LEMA I 1.1. Neka JE pres11kavan3e h: Rk >R (EEN)HE
'onotono rastuce 1i. sem1homogeno. Tada za pr01zv013ne rea]ne bro-

jeve Byraeny By nejednacina

e k-1, < .k y
h(al,azxf..., ayx _) = x (kéy}
ima bar jedno relenje. |
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NOKAZ LEME. Neka je preslikavaniz ¢ iR
(specijalno) definisantc sa

3088 nila xR, ey T Ll

Prema datim predpastavkama, preslikavanje g je monotono opadaju~
<,
e, pa otuda sledi da posteoji neko 6 >0 rako da je g{® )} = 6 .

sa druge strane zbog semihomogennsti i monotonije vaZfZe nejedna-

kosti
k-1, < ; o K L
hia, 2,8 ,..., 20 y o hilall,]azie peeseta @07
S & lgey = et
Zime j&'i dokazana gornja lama.
sada indukcija. Neka je @G_R_]" i neka je L=

= Max 53 Qﬁl,.ﬂ., xkamki.

jeﬂnakast (3} Je tadno. Neka je (3) radno i za n,n+l,... 0kl

opda za n = 1,2,...% tvrdjenje ine-

(n>k}. Onda je prema predpostavkama i lemi 1.1.1

< < n
' w7 e » X = maxix . 4 v «
(73 *n +k AN ! n+kﬁl) i rXpik-17" 8 =

¢

$ LePmaxil.6 ,...,e5 Hia SLe™E

sa druge strane kada je konstanta AL(0,1) posto je funkeciia

gltx)dﬁf x"k maxil, K,..‘,Xk 11& neprekidna u tacki x = 1 1
(131, to postoii 6@}& 1) tako da je g, {&)<] (> maxil, 8,

.,.,Qk 11A<8 ), Eto zajedno sa (7) potvrdiuje teoremu 1. 1. 3.

NOKAZ TEOREME I.1.4. Prvo zakljudujemo da za &lan

% ne moZe biti tadna efednakost X > MAX {K_sene ¢X ks
+ tacna nel n+k = n' Fonek-17 7

Ntk
‘er u tom slufaju bi bilo

< *
= B Fnax

¢

Xobl = 4ﬁxn"**’xn+k}
a $ro je kontradikcija. Prema tome diferenciiska nejsednakost
(4} se onda svodi na nejednakost {psobina M(maxi)

® < 3 .. }
nik A max{xn, ’xn+k*lj '

&ime je problem sveden na prethodnu teoremu T.1.3. Otuda je 1

}

ovyo tvrdjenje tadno.

DOKAZ TEOQOREME 1.1.5. Neka je t_=maxi{x_,...X i,
n n k-1

Zoog rasdenia funkcije ¥, nejednakosti (%) 1 usiova zadatka 1=

X, .1 % - ‘ .
n+k= ﬁ%tn,...,tn}ctﬂ (nECM). Zate je
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tn=max{xn,...,x 1> max{x }= ¢t

+k-1’= +177 Fn+k

tj. niz {tn) je opadajufci. Otuda t

n+l’
> k) 1

™
> = 0o (n

lim sup X 2 r.Cak viSe lim sup X = lim sup t_.

Pokazacdemo da lim sup X = x>0 dovodi do kontradikci-

il

je, znali x = 0, a time 1 lim x

je

0. Zaista {prema predpostavkama)

M

x = lim sup X

lim s n+k lim sup WX ""'xn+k 1)

n—-——-}m

< lim sup’ tp(t-';...,t ) o
= n—-—}m

< lim sup Y(2,...,2) <X ,
Z——>X+0 |

il

a ovo je kontradikcija, pa je x=0. Da nepcmenemo samo na kraju
da smo prethodni prelaz izveli jer Jje presllkavanje P:R E }R+f

(kgN) monotono rastude sa osobinom da je Wt ER, ) 1im sup . (2,... ,2Z) <t.
| z—>t+0

Da niz (x_) ne mora da te¥i nuli geometrijskom brzi-
nom potvrdjuje |

PRIMER 1.1.6. Neka niz nenegativnih reainih brojeva
{x) zadovoljava nejednakost | | o

X < X (1+x ) 1; (N=1,2,¢04)>

n+1

Tada niz (x ) ‘konvergira ka nuli za n ——>=, -ali ne
mora geometr135kom brz1nom (vid. Adamovi¢ l}ZJ) |

> R_definisa-
no sa ¢(x)='x(l+x)'_1 rastuée i sa osoblnama (-Vt GR Y (t) <t i

lim sup w(z)<t'- o ' _ A
z—>tt0, | ' | - |

DOKALZ. Kako je preslikavanjE'w R

(%ak i neprekidno) to prlmenam prethodnob tvrdjenja neposredno
>0 (n -

sledi da x_ >0}, ali to nlje geometrljska brzina.

DOKAZ. TEOREME 1. 1. 6 Prvo—zakljuéujemo da za ¢lan

X . e moZe biti x ., 2 t jer u tom sluZaju bl prema (6) bllO

F

Enek = VRpayree-o xn+k) Fn+k 7

a 8to je kontradikCija. Ovim je problem sveden.ﬁa teo:emu_l.l}S.
i dalji dokaz potpuno bi isto tekao. | | |

DOKAZ TEQOREME 1.1.7. Kako niz (xn) ispﬁnjava diferen-
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cijsku-nejadnakost:cn+l s ¢{xn} sledi {(zbog osobine presiikava-
nja) da je i x ., £ %X, (nEN) , tj. niz (x_ )} je monotono opadajudi
pa i konvergira. Dakle, X
No, kada n n+l <

Y{z)<t sledi da je x £ ¢Y(x)<x. Kontradikcija. Otuda je

> X > o. Predpogtavimo da je x>oO.

>» jz nejednakosti x Y& ) i osobine lim sup

Z=—=>L+0

- x=o. Da brzina ne mora biti geometrijska potvrdijuje primer I.1l.6,
Da se ne moZe izostaviti nijedan od uslova za funkciju y:R —R,
potvrdjuje i funkcija konstruisana u primeru I.1.3.

DOKAZ TEQREME I.1.8. Neka je t =max {xn"'f'xn+k-1}‘
Sada je za nEN: |

t = max {x

n+1 }ﬁ

< _
ceesX J = max {tn,x

n+l’ n+k n+k

Odavde, sobzirom na nejednakost za ﬁizove (xn) i (yn)
vazi i nejednakost
< max {tn, ;atn+yn} , DEN.

Kada je {tn) opadajuéi niz, dokaz tee isto kao i u prethodnim
teoremama. Ostaje sludaj kada je taclha nejednakost

t .y SBAt +y . DEN.
No, tada je {indukcijom)

Ale. 4 271t C(n=l, 2, e..l).

tn+1 w 1 i=0 Yn-l

Fal

Odavde slede svi zakljuéci teoreme, korisdenjem odgovarajude da~-

te nedednakosti za nizove (xn) i (Yn)‘
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1.2. NEKE (LOKALIZACIONE) TEOREME FIKSNE TACKE I INTEGRABILNA
RESENJA NEKIH FUNKCIONALNIH JEDNACZINA

U ovom poglavliju koristedéi rezultéte dobijenih teorema
za diferencijske nejednakosti proﬁéavamc integrabilna reSenja fun-
kcionalnih jedna&ina sa jednom promenljivom. Ove su funkcionalne
jednaéine bile ispitivane za razne klase funkcija (neprékidne, di-
ferencijalne). Poznat je rad od M. Kuczma [14@] No prethodno da—
jemo neke teoreme fiksne tacke, koje Eemo prlmenlti u prethodnom
pra?cu, spebijalno'jédan 1okalizacioni teorem na uredjenlm skupo-
vima. Navedimo prvo neke osnovne pojmove. i defin1C13e.-

—_

Neka je (X,S,un) prostor sa meram i 2a p>o sa_ LP(X S,u]
> R tako da je

~oznac¢imo skup- sv1h S-merljivih funk01ja B: X
S IBlpdudm- Rela01ju a def1n151mo u prostoru LP{X s.u) sa

B, VB8, 62 s.s. ¥ X.

Lako je pokazati da je o:a relaclja, jedna relac;;a ekV1valenci-:
je. Sa ¥YP(x,s5,u) ozna&imo skup kollénik LP(X S,u)/ v, a sa |R}]
klasu ekv1valenc1je zZa BGPP(X S,u). ovde koristimo 1 poznate Ci-
njenice da je za svako p (cdpc‘tl) prostor .‘.'LP(X S,u) sa metr:.kom |

o3, By = 1 x18y - 8,17 au

-kompletan metrlékl prostor, a za p

-H Diy * IBIP du L/p

je'Banach—ov-prostor,'

'1 sa normom

j  Stav1mo -
- a(p) ={1' °<p‘1' )

- tada Je. za svako p>0

. I8P du)“‘P’ - Lﬁ]Q :f (X, s.m,

pSeudonorma na prostoru.

o Predpostaﬁimo dalje sledece konvencije.
Izxraz: “&E}P(X S,u) je refenje funkcionalne jedna&ine"”, podra—
zumeva da posle zamene u jednadini, da je zadovoljena indenti-
¢na odgovarajuéa relacija u X, sobzirom na &injenicu: " ! 8‘ € ¥F
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(X,5,u) Je reéeﬁje neke funkcionalne jednadine" oznacava da za s-
vako gé_[ B:|, g zadovoljava ovu jednacinu s.s. u X. Pored ovoga,

elemente skupa dP cmatrademo funkcijama.

Za ACX, S(A) = {BES:BCA}. Ofigledno je S(A) d-prsten i
> X

uy (BY = u(B), B(S (A) jeste mera. Predpostavimo da £, X

(k=1,...,n), F:Xx x REXSR i1 1) >o.

DEFINICIJA I.2.1. KaZemo da redenje sCLP (x,8,u) funkci-
onalne jednacine | |

F(x, 8(x), g{f,(x)],..., B[ (x)]) =0

zavisi od proizvolan-funkcije, ako tu postoji skup ALS pozitivne
mere tako da za svaku funkciju Bc;eLp(A,S(A),uR) postoji BQLP(X;S;H)
koje zaddvoljaﬁa ovu jednaéinu u X, i tako da je B=E% u A. | B

Doka’imo sada u prvom koraku neke teoreme fiksne tacke,
lokalizacionog tipa. .

TEQREMA'I.z.l; Neka je (X,p) kompletan metrilki prostor
i neka preslikavanje T prostora x¥ 4 X ispunjava uslov |

(A) D[T(U-! berealUp ) TlUs,. .._,uk_l_])j-f—.-w(p [ul’ugj'r'“ ,oEuk,uk_l_l:I)

Za ﬁroizvo]jne ul,...,ukgg, gde je preslikavanje wzfli >R+(k€N)
sa osobinom M{max) i Ag(0,1),tada:
() GEEX) T (£ ....,8) =& -

(b) £ je granicna vrednost niza (kn) koji zadovo]javd
diferencijsku jednakost:

(1) En+k T(xn"'f’_xn+kfi}’ ngN;

za proizvoljnu pocCetnu vrednost.

(c) Konvergencija niza (x_ ) ka tagki £ procenjuje. se ne-
jednakoscu | |

< .n -1 ; - -3
-0[3n+k,.€]' 6" (1-8) -i;;r—l?h . k{p[xifxi"'l] 6}, (nEN,8€(0,1)

TEOREMA I.2.2. Neka je (X,c) kompletan metri&ki prostor
- xK >X  (kEN) ispunjava uslov

i neka niz preslikavanja T i X
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(B) p[ Tn(ul,. .- 'uk) T, (‘12.:'“ 'uk+l)] < i [ul.u.‘:_] goon 'p[-uk'ukﬂ] +a

za proizvoljne ul,...,ukex y }:an<+m(aig 0},

gde je presiikavanje w:RE

>R+(kep) sa osobinom M(max) za
AL(0,1). Tada | |

{a) Niz funkC1Ja T (u,;..,u) uniformno konvergira ka

fFunkciji T(u,...,u),

(35@() T(gr-i'rs).é’: E:
(¢c) £ je grani&na vrednost niza-(xn) koji je definisan

sa

(2) Koo = TnlXpreeer Xpgep)e NENG

za:proizyo1jnu poéetnu vrednost iz prostora X.
DOKAZI NAVEDENIH TEOREMA. I.2.1. i I.2.2.

U prvom koraku pokaZimo da je niz (1) Cauchy-ev. Kako
je prema uslovu (A) | -

pb%+, k#]“ﬂ&m,“.m+kf,Tm+yudq&ﬂ
<9 0[] soeer # By )

primenom Teoreme I.1l.3. (Jjer su njeni uslovi za primenu ispunjeni
za niz (.Dl:xn'an])) ’

p[xn X_ 1% e" max {o[xi,xiﬂ] e_i} | , nle_N .
d i=1,...k '

Otuda za n, seﬁlje |

F:’E{ ' X +J— =1 c:'I::n,+j--1,, xn+j] |

< max A - n+j-l
- i=lf-"r { [x Xy +Je © |
< .n -1 -1
= 8 (1-8) max {CEL.X.' 8 Y,

. i=1"-ll rk l l+ﬂ

%to implicira gornju tvrdnju da je (xn), Cauchy¥ev niz. Ctuda {(z-

bog kompletnosti) na prostoru X_postoji tatka £ = lim X
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Oznad¢imo sa

L i

- X .,}C . ,..-;x e E!'*'IE}
n+k n+i’ n+itl ntk-1"
‘ i

za n=1,2,..., i=0,1,...,k; pri Cemu se uzima da je specijalno

- Q
X

- _ k
n+k - T(Kn;. ---'xnl_k_l) - xmk' xn+k T .(Elilﬁ IE)-

Tada za ngN, mi imamo (relacija trougla)

ofe, T 0] S 0B, ]+ o B Had +eeet JE N

pa primenom Teoreme I.1.3. na svaki sabirak desne strane dobija

se jednakost

£= lim x_ ., = ?(g,.;.,ga.

" Da bi dokazali tadku (a) teoreme 1.2.2. stavimo ul=uz=...= Wy u
u nejednakosti (B). Tada Je

IEA

D[Tn(u,...,u), Tn_ltu',...,u)] a_ (nG_N),

$to implicira da niz funkcija Tn(u,...,u) uniformno konvergira ka
funkciji T(u,...,u}. Ostali deo dokaza potpuno je isti kao 1 u te-
oremi I.2.1., samo S$to treba teoremu I.1.3. primenjivati na niz (2).

Sada dokaZimo jedan lokalizacioni teorem fiksne tacCke na

generalisanom metridkom prostoru (Esp), gde je funkcija p:EXE

(kao uobiajena metrika funkcija) sa slikama na parcijalno uredje-

nom skupu (0,4 .

| U daljem tekstu skup (g,§) imace sledefa svojstva (vid.
fise ], [280]): - | ”

1) Jelo) 6K za ulo, |
2) Za svako ﬁ'”G? definisan je element u + ué@ sa svoi-

stvimas
a) éﬁu,végl u +v = v+u, u + 6 = u,

. b) (Hh;v,wék) uﬁp = u+wép+w

c) ('Vu oV, WED) UH VW ety U QW

>0

———



. 16.BANACHOVA PRESLIKAVANJA, PROSTORI., UREDJENI SKUPOVI 21

3) Za svaki nerastuéi niz (un) postoji jedinstveni eleme-
nt uo, koji zovemo limes niza (u ) u oznaci lim u =u (u_+u) ta-

kav da je

> u +u
. n

,(b)u#uAvh: >u+v+u+v

n
(c) (u_‘u,v +uA urga ) > uéu

{d) limes od (u ) Jje invarljantan u odnosu na poéetne

_uslove;

Prlmeéujemo da se osobina 3). spec13a1n0 reallzuje ako
je u skupu ¢ uvedena obi¥na uredjajna tcpoloéka struktura i g-,
de svaki sa gornije strane ograniéenl podskup cd -0 ima supremum,

pri Cemu izraz za llmes ima svo:e standardno topoloéko znaéenje.

Neka niz un+u (1 G;g, nGy i= 1,...,k) Ako je za ras-

tuée preslikavanje g:g ——>C i g(u ,...,uk) ¥ g(ul,...,u ) tada

cemo redi da je presllkavanje g neprekldno (nizovno). Par.(E, 0},

gde je E neprazan skup, a .E2 >g, pri Cemu je. (0-4J skup sa p- .
rethodnlm svo;stvxma 1), 2) 1 3}, a funkcija p 1spunjava standar--
dne metrlcke uslove, zvademo generallsan metrlékl prostor, Ako 5~
vaki niz (x_ ) iz skupa E jof  ispunjava uslov o [x 'xrn.l 4°n |
(m,n = 1,2, ...) gde c V8 (c GEU), kazademo da je generalisan pr-

ostor kompletan.

- TEOREMA I.2.3. Neka je E generalisani i komp]etan met-
ricki prostor i neka je S(z, r){ E, sfera. Dalje, neka presl1kava-
nje T : Ek > E (key ispunjava uslov

E?fu ,...,u ) T(ul,...,u [] Q(QEpl,ul],...,Q[uk.u£]}

za pro1zv013ne U,V G?(z r); 1-1,...,k, pri cemu je pres?1kavan3e
U [E E] >q ([@ @](:c) rastuce i neprekidno sa svojstvom da
jednacina x = W(x,...,x), (x€[@,h]), ima Jedinstveno refenje 6.
Takodje, neka postoji gEf[e,h] sa svojstvima

p.[Z,T{Z_,... ,z)]gq, g+ vwir,... ,r)%r
gde je w(y,...,yﬁﬁ;y-za 2r£;y. fada
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(a) (Fe€S(z,r)) T(E,.-.s8)=E

(b) £ je graniéna vrednost niza (xn) definisanog sa (1),

za proizvoljne poietne vrednosti Xj,-..y xS (z,1) .
(c) Jedinstveno redenje jednaine T(&,...,E) =f£ je E=lim X_.
NEKE NAPOMENE

1) Zanimljivo je sada uporediti uslove (A) i (C), nave-
sledefoj skici dajemo gecmetrij=

denih lokalizacionih teorema. Na
kako se one otprilike

sku interpretaciju navedénih-lokalizacija,

-ostvaruiju.

© EX

2) Zamenjujuéi ﬂ_prethodhcj teoremi I.2.3. uslov (C) sa
uslovom (za;niz'preslikévanja'Tnﬁ'Ek —> E) -

'D [Tn (11'1;. - ;uk) ;Tn ('Ul'- --;vk)]éw( D[ul l’vl] gu e - ..l' p[uk ,‘Uk] )
uz ostale prétpcstavke, o;tﬁje u vaZnosti tvrdjenje,-uz modifika-
ciju da se ddnosi'samb na niz'(Z)}' | B

l’uk

DOKAZ TEOREME 1-2-3--(3) Neka su Uyrs--- S(z,r) tada

Je | | | : |
D[T (ul Fe o ruk) .f.z_]ép[T.(ul.r-_- . ',u_k) ;T(Z:_- . rz)]+ Q[T(z.",'-' . rz.)"rz]

A\w( o[ul,z],. .o ,D-[ukfz])- + g

4111(1:,'.. . T) + qa_gr |

odakle sledi da je T preslikavanje skupa (s{z,r)) u skup S(z,r).

Neka je dalje anES(z,ri, ney,_tgda je

| Q[xi.xm+i]§otxi,z]+p[z,$:m_}'_i]£2r4y(i=1,2,...,k; me\]) |
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Sa druge strane, neka je

(3) pExn+i,xn+m+i]éfn+i(Y"“_fy) == F W), G510k

gde Je

def

f (Y;.--;Y)"‘{p( l k(y:--- ;Y).rr--r 1 1(Yr"'I'Y))

F. (y).( 1>k)
def |

't4)_ |

f (Y;--t.rY) "'Y F (Y) (i—k-)
Tada Jje
p[xn+k+l" n+k+m+1] Q[T(xn41""'x +k)'T(#n+m+1@fff?xh+k+mi]'

A Ip (p[xn+l'xn+m+l]" . 'p[xn+k' xn+m+k])

'.é‘p(fn_l_l(Yr--- 1Y) ooy fn+k(Yr--- rY”

- def £

n+k+1(y""'y) _-Fn+k+1(y)"

pa prema tome ne]ednakostl (3) vaZe na osnovu pr1nc1pa lDdeClje

za sve nG@. Dalje, neka je F_ (yLé‘Fn+l 1(y;,(1-1,...,k), tada
je o _ |

Fn+k+l(Y)‘w(Fn+l(Y} 'Fn+k(Y”=§?“F [y 'Fn-l-k 1(y)) = Fn+k( y)

za F (y) .;;—F (y)*y._Prema tome niz (F (y))je opadajuél i

| 94}? (y), tj. niz F_{y) e konvergentan. Neka je x=1im F_ (y), i
'neka n—>® i u (4). Tada x zadovoljava i jednaélnu x—wtx,...,k)
i prema pretpostavkama teoreme x=0 tj. 11m Fo (y) = ¢, ito impll-
cira konvergenciju i nlza (1). Neka je &= 11m X Taéka £ Je 1z

sfere S{z, r), jer je: ona zatvoren skup. Kada m > g (3), mi i-
mamo slededu nEjednakost - |

s [xn+k /&) 4?n+k ‘Y)_ .

| Sa druge strane vail procenai   e _
p[s.Tta,...,aj ﬁp[e.x +k}+o[T(x S 1) ,Tu;.... .5)]
| | | < D‘Erxn_,_k]"b(ﬂ[x rgj --rﬂ[_-xn_'_k 1, E]) |
4 P (DO (F (y)....,Fn+k ()

=2 TF .
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I kada n > = odavde sledi da je‘5= lim X redenje je-
dnaine T(&,...,£) =5. Neka ]e pé?(z,r) neko drugo re3enje ove ]-

edna&ine. Tada je T(ps..-.,p) =P 1 vaze nejednakosti.

O p,xi] A\p [p,_z]+c[z,xi] 42r4y=‘f‘i(y) , (i=1,...,k)

Neka Jje

(5) D[p,xn+i] ﬁb“n_l_i(y) , (i=l,....K},

tada je 1

ST [T (Byrenn )y TiRpyqse- e Epyie-1)]
&u0lpxoyi]re-es 2[R %naid)

4‘ v (Fn+1 (¥)reoo ,Fn+k(y)) = Fn+k+]. (y).

> o iz (5}

otuda (5) va%i za sve prirodne breocjeve n, pa kada n
- Je Q[E;p]==ﬁ, cime je dokaz kompletan. |




1.20. BANACHOVA PRESLIKAVANJA, PRNSTORI., UREDJENI SKUPOVI 25

1.2.0. POSLEDICE I PRIMERI

Navedimo prvo neke specijalne sluiajeve dokazanih te-

orema _ . |
POSLEDICA I.2.1. Kada je skup (0,4 iz Teoreme I.2.3.,

skup nenegativnih realnih brojeva i ¥(r,...,r) = $(1,.,,1)<1, s-

leduje nas poznati rezultat iz [259. |

POSLEDICA 1.2.2. 5pecijalno za_k=;,(u'teorémi 1.2.3.)
~dobija se teorema HYPME/b-a [155]. |

POSLEDICA I.2.3 (S. PREsui @05], s. 78.) Neka je (X,p)
‘kompletan metriZki prostor i T: x> X (k€N) preslikavanje koje
ima svojstvo | | | R |

"[T(“ e ) T(u2""'uk+1)] a 0[“1*“2]*"'+9kﬂ[“k'“k+ﬂ
za proizvoljne ul,...,uk@ i 91+";"+qk<_1 (lq:i;O).. -

Tada svaki niz (xﬁ) koji je'definisan sa (1) je konvefgentan i

1im X je re3enje jednacire x=T(X,...,x).

Na isti nacin kao direktna posiedica Teoreme I.2.2. u
speC1jaln0m slucaju sleduje i jedan rezultat M.. MarjanOV1éa i S.
Pregicda [169. | |

POSLEDICA I.2.4. (MARJANOVIC-PRESIC [372])

Neka je (X,p) kompletan metricki prostpr'i neka jJe
T :X | |
n

—> X niz funkcija sa svojistvima

| . e | |
p[Tn(ull" '.!' luk) .I'Tn(uzr--- ,uk+l)] =qlp[ul;u2]+-|-+qkp Elk;uk+]-]f
(D) _ B o | | |
. — ; <
p[?n+l(u1,...,uk),Tn(ul,...,gk)]=-an_(n = 1,2,-'f)

za proizvoljne uy,... GEX i ql ...+qk<1(q >0),1 REN f1k51rano,

Uk+1

pri &emu red E;Du (avgd) konvergira. Tada niz.(xn} definisan

sa (2) konvergira i 1im x_ je reienje jednafine x=T(X,...,X), pri
¢emu niz funkcija Tn(x,...,x) uniformno“konvergira ka funkciji

{X;.-- ,x}-
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Kako uslov (D) direktno implicira uslov (B) sa funkcijom
Y= gyt Fe..t 9 By naga teorema je generalizacija ovog rezultata.
Ovde nedemo navoditi ni jedan primer da je to prava generalizacil-

ja jer, o tome je veC dosta redeno u poglavlju I.1l.

"PROPOZICIJA I.2.1. Neka je R skup realnih brojeva i ne-

ka presiikavanje T:Rk —> R ispunjava usliov

|T(ul,. .o ,uk)—.T(uz,. . ,uk+1)_] é w(lul-uzl Fe sy Iuk-uk'*‘l‘-)

za proizvoljne uy,...,u4€R , k€N fiksirano,

gde je preslikavanje w:(Ri}k > R_f sa osobinom M{max) i A€|:0,1).

Tada niz (xn) dat sa (1) kbnvergira i lim X je reSenje jednacine

X=T (X, eee X},

Ova propdzicija direktna je posledica naSe teoreme

I.2.1, na skupu R.

PROPOZICIJA I.2.2. Neka je R skup realnih brojeva 1 ne-

ka preslikavanje T = Rk+1

>R dispunjava uslov

<
|T(ul;.. . ,uk,x)—T{uz,. s ,uk+1,Y) I=w(iul-u2 I Fa s 7 |Uk-uk+1}}+|x—yl

za proizvoljne ul...,uk+l,x,yéy, pri éemu je preslikavanje-

k o . . - . . .
vz (RY) >R, sa osobinom M(max) i aE[0,1). Neka je dalje niz (x))
definisan sa jednako3cu -

“n+k Tmnﬂ.”ﬂwl_""'_'"""{n+k--l'lr an) , (o),

za proizvoljne pofetne vrednosti Xy re-00%X,, gde je niz (a ) mono-
ton i lim a_=agR. |

Tada niz (xn] konvergira u prostoru R i ]im X je re-
Senje jedna&ine x=T(X, . ...,x,a). | |

o DOKAZ. Stavljajudéi ﬂn(ul,uz,...,uk) = T(ul""'uk'an)
neposredno se vidi da niz (An) ispunjava uslove teoreme I.2.2, pa
otuda niz funkcija A_(u,...,u) uniformno konvergira ka funkciiji
‘A{u,...,u) = T(u,...,u,a), pri ¢emu onda i za niz (xn) vazi tvrdije-

nije teoreme I.2.2,

PRIMER I.2.1. Neka je realni niz (%) definisan jedna-
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r-J
-

1
———— T I 4 4=
22 2 'n

i

8] )

X + 1 +l/n (n

n+l' llepnq--}

Tada niz (xn) konvergira ka tacki x=6.

. . _ 1 ) . _
Kako preslikavanje w(tl,tz) = 2tl + 3t2 ispunjava us-

1ove teoreme I.l.2. i propozicije I.2.2., 1 kako je niz an=l+%

monoton i lim an=l,pa onda primenom gornje propozicije niz (x )

n
konvergira i to je resenje odgovarajuée jednaline x=lx+ix + 1.

273

PQSLEDICA I.2.5. Neka Je C skup nenegat1vn1h k-vek-
tora sa uobifajenim uredjenjem i neka jJe (E p} komp]etan metrié-
ki prostor, gde je metrika definisana sa

1 i
ﬂ(xl,yl)

D(X,Y)=

D(Xkryk) | ’ (xiryieE) ’

za X = (XyreeesXy )y ¥ = (yl,.;.,yk). Neka jg dalje preslikavanje

F:(Ek)p > Ek (k,pEN) definisano sa

F(Y ]---;Y )_"‘_ (fl(er“.,YP),.--'fk(er_-‘.I_Xk))-
gde fi:FPk SE, YiG_E (i=1,2,...,p), i neka je niz (X)) defini-
san sa . " | |

— - k.

Xoyn = FXpaeeeokpioy) o (X EE™) |
a preslikavanje ¥ sa

L} | d—'—Ef |

h’(Ul”-. 'UP) —‘_ AlUl + - = w + APUP

gde su A matrice reda kxk sa nenegativnim fiksnim e1ement1ma i
U, (i= l,...,p) k-vektori koji 1spun3ava3u uslov

r

N(A+ ... + A)) <1
gde je N matrigéna norma koja se defini%e na uobicajeni nacin.

POSLEDICA I.2.6. Neka je (X,0) kompletan metricki prds-
tor i neka preslikavanje T prostora X u X ispunjava uslov

[rxeryls v lxy]d
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za proizvoljne tacke x,ve€siz, (X, 94¢ ie preslikavanje VIR

rastuce, neprekidnc i ispunjava uslov (MR )~ (B <t pri ¢emu
< -

quR+):[z,Tz]=q, g+. (r)= r. Tada'

(a) 3iEs(z,r) TE) =%
{b) £ je agraniéni vrednost niza {(x_ ) definisanog sa
)+

X = Tx, (ngN), za proizvoljnu pocCetnu vrednost xﬂaﬁ(z,r).

n+l
JEDONO ZAPAZANJE. Interesantno je pitanje kako se rea-
lizuje egzistencija broja q u ovom slu&aju. Jedan specifian od-

govor bio bi, da kada je centar sfere na dijagonali onda je g=0.

InaZe gornje tvrdjenje generalniji je stav od mnogih

poznatnih. Dalji komentar bide u poglavlju 11 .

>R,
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1.2.1. JEDNA TEOREMA FIKSNE TACKE 1 NEKE POSLEDICE

Rao direktnu posledicu Teoreme I.1l.7. navesScéemo Jjedan
op3ti stav fiksne tatke, koji cemo kasnlje primeniti (I.2.2) na
refavanje nekih funkcionalnih jednaélna I reda. NaveScéemo i neke

druge posledlce.

| TEQREMA I.2.1.1. Neka je T preslikavanje kompletnog
metriékog prostora (X,p) u samog sebe, i neka dalje postoji fun-

kecija y: R > R° def l:{j,+m) sa svmstnma (VtG_R )w(t)*:t i
lim sup w(z)<t za t€B+ tako da je '
ﬁ——Jtﬁo

EI'x .Ty] < Ill(ﬁ);
he{p[x;ﬂ fp]:K ij:ﬁ[}’rTerp[erY]rplerxj} 7
- za pro1zvo13ne x,vEX. Tada:

(a) G\sexms E
(b) £ je graniéna vrednost niza (x ) def1n1sanog sa

x_ = Tx _; (nEN, X = %EX) o

n
reko jednog monotonog niza.

Navedimo sada neke dlrektne posledlce cvoq tvrdjenja.

Neke §1re komentare dademo u poglavlju II.

POSLEDICA I.2.1.1. (E.RAKOTCH [207]). Neka je T pre-

slikavanje kompletnog metr1ckog prostora (X,p) U samog sebe. Ne- 1

ka dalje egzistira rastuéa funkcija 0{&{1 def1n1sana na skupu
R takn da je za svako xé‘x 1spun3ena ne,]ednaknst

p[‘I‘x,Tﬂ— u(p[x. ]) p[er]

Tada preslikavanje T ima Jed1nstvenu fiksnu tacku EEX 1 niz (T™x)
konvergira ka talki £ za sve xEX.

POSLEDICA I-2.1.2. (D.BOYD-J.WONG [ 24)

Neka je T presliikavanie kompletnog metrifkog prostcora {X,z} U sa-

(c) Brzina konvergenc13e n1za (x } ka tack1 5@; je p-
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R x oy : > o 5 O -Lv-nﬁ - . . o~ dm s
mog sebe. Weka calje egzistira funkcija =:ix_ ~R- sa svCjstvom

da je :{t)<t z2 tErR, 1 % Je poluneprekidno sa gornie strane, 0r

Zemu je za sve X,YEX

LT::{ T'\;i ¥ (< [x,y]).

Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tagku Z€x, kojoJ ko-
nvergira proizvoljan niz iteracija {T‘x),xéﬁ,

POSLEDICA I-2.1.3. (M. Maiti, J. Achari, T. Pal Q71 )

Neka je T presl1kavan3e kompletnog metr1ckog prostora (X,p} u sa-
mog sebe, tako da su zadovol;en1 sledec1 usiovi:

(a) o[‘I‘x,T;rj<:max{¢ (QEx,yj} ,d)(p[x,ﬂ) ,QI(D_[Y',TY])},X.Y@(

O
}R .

gde je preslikavanje ®: ¢1Ld(x,y) x,yégr
poluneprekidno sa gornje strane j o{t)<t za tG? i 0) 0,

(b) Funkcioneia F(x)=d(x,Tx) Jje po]uneprekidna sa donje strane.

_ Tada postoji jedinstvena nepokretna tatka IEX presli-
kavanja T 1 lim T'x= £ za svako xEX.

Navedimo sada i jednu posledicu iz monografije Fizj}
A.A. Ivanova, koja je inace dosta komplikovano dokazivana. Ona -

takodje direktno sledi 1z naseg tvrdjenja 1. 2.1. 1.

| POSLEDICA I.2.1.4. Neka je T pres]ikavanje-komp1etnog
metrickog prostora {X,p) u samog sebe tako da je za sve x,yEX i-
spunjena nejednakost

GIT}_,Tﬂ-max{w(DIx,y]) ,wfp[x,'l‘x]) ,w(ufy,Ty]} ;W(DIX T :W(S-IY.Tx__l'}}
‘gde je w rastuca, poluneprekidna funkcija takva da Je za tER, »

wit)<t i t-w(t) >+ «). Tada postoji jecinstvena
nepokretna tatka Z&X prestikavanja T 1 lim ™ = £ za svako xEX.

>+ o (t

DOKAZ TEOREME 1.2.1.1. Neka Je Zza gy

= sup 1ﬂﬁrx,.xp r,s = n-. Sada Jje za r,s£x,

L
Hh

|
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'._J

IrTx, <] w(m,

ol b, 155 ook, 15, ol e,

D [’I‘r-lx, TSK] , 0 [Ts_lx, Trx] .,

A"

otuda, za r, s = n vazi i nejednakost

c . |
a_= wla ) nGy.

Sada, primenom teoreme I.1.7. sledi da a_ >0

>®) , éto-implicira da niz (TUx) jéste Cauchy-ev niz na vro-

(n

storu X, pa zbog kompletnosti postoji Jedna tatka £ X sa svoist-
vam T x >E(n

>} .

Dalje
o[Te, 7™~ ]Sv (W) ,

Vel o [E .Tnx] ' P [E ;TE;] ' 0 [Tnx,TnﬂxJ ' P [E ,Tinﬂx:] '€ [Tnx ,TE:] b

a odavde kada n

> gledi da plTE,Z)= 0, tj.£ = TE. Fiksna ta&-
ka ECX je i jedinstvena. |

JEDNA NAPOMENA

Nedavno smo prbhaéli da je rezultat (posledica}I.Z2.l.2.
dokazana mnogo ranije od poznatog matematiéara FELIX BROWDERA u
radu {}6‘]. U novijoj literaturi ovaj podatak se nigde ne nalazi,vec
se rezultat pripisuje BOYD i WONGU [24].
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1.2.2. INTEGRABILNA RESENJA NEKIH FUNKCIONALNIH JEDNATINA
1.2.2.1. NELINEARNA FhNKCIDNALNA JEDNACINA 1 REDA

U prvom koraku razmatrademo opitu funkcionalnu jedna-
" ginu I reda u obliku F(x,8(x) ,8G(x)])= 0, gde su F i g date ap
nepoznata funkcija. Specijalno ogran101éemo se na razmatranju j-
ednadine B(x)-h(x B[_-g(x)]) i ispitivademo’ egzistenciju i jedin- .

stvenost njenlh reéenja. ovde predpostavljamo sledecde:

| (a) g Je strogn rastuéa funkcija na intervalu
I = (o,x ),.O{x0 + o, i g, g lsu apso]utnn neprekidne funkc13e
espekt1vnn na I i g(I), pri gemu JE 0<g(x)<x (xEI) -

HA

(b) Funkc13a h:IXR- >R je 23 svaku xé§ neprekidna,

a za svako yeR je merl,]wa na I1 vaz*a ne:jednakost

|h(x,y)-—h'(x,z.) lélb(ly-z‘].'-) ’ (_x@:; y:_Z€R1

gde je v R  >R konkavﬁa funktija sa svojstvima (%&E§+)w(t)<t_
i 1lim sup w(z)<t (tER ). o |
| w——btﬂ:

| Sada mozZemo formul:.satl i dokazati sledede tvrdjenje,

uz pomoé teoreme I.2.1.1.

TEOREMA I.2.4. Neka JE I=(0, 1) i neka su ispunjeni u-
slovi (a) , (b) pri cemu je hix, O}G_L(O 1). Tada funkcionalna je-
dnalina B(x) =h(x, Bl_g{x)]) ima bar jedno red3enje I_B_IG_L(O 1). Cak
vise, za svako Boe‘ (0,1) niz sukceswmh aproksimacija
841 (x)=hix, . B fb(xfl), né@ konverg1ra ka g po meri.

o DDKAZ Dokailmo prvo, da transformacija T definisana
sa T{}'_B:[}=lh{x BI_-g{x)jH presllkava prostor L{0,1l) u samog sebe.
U tom c113u,_ neka je BGL(O 1). Tada je prema uslovu (b}

[h_tx,s‘@-txﬂ) EN B_E;(x)] IHh'(er) |-

odakle je dalje prema (a) i delu uslova (b)
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FITCED 1S sigogl+ fin(x,0) ]
I | I i

£ 7 18l+ Jlh(x,00 <+
g(I) I - o

_ ‘Sa drugé' strahe_ neka su Bi'- BZG_L(U,l) . Prema uslovi-
ma (a) i (b) dobijamo . |

p(r([8,1, T([E,) = Jlntx,8; [0 -hix, 850D |ax

WA

{‘1’([31_[?_(#)3*52[9(35?11 _.)‘.-ix o

.= é(I)ﬂtlﬂl(x)+32(x)|JQx{

A

B -B e ax.

‘Sada iskoristimo sledeci rezultat W.Feller-a [93]:

" LEMA. Ako je £: (a.b)——-—> ‘R,-== a<b=+e konkavna funk-

c13a, tada za svaku funkc13u EG;(X S, u),u(X) =1, gde B:X >(a b}
je | |

ffogdy =  £(fBay).
X o X |
'NapaminjemO, da smo u podetku dokaza koristili i je-
dan rezultat Carathéodory-a i érégin-a'[iﬂij koﬁi'glasi: Ako Je
h:IxR——> R za svako xEI neprek1dna, a za svako yER mer]31va f-
unkcija, tada 23 svaku mer131vu funkc13u 8«1
hix,g{x)) Je mer131va u Y. | |

>R funkc1Ja

Sada se vratlmo na gornje nejednakostl, pa prlmenom

rezultata W. Feller-a, poéto je naéa funkc;ga v konkavna sledi ne-
jednakost |

(0 ([, T(LED) £ (11B) () -6, ()  lax) =v ol 1)

Primenom sada nase dokazane:teoréme I.1.8. sledi tvrdjenje ove
teoreme. |

A
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>R

+ O

za x€I; u. ,uiQR(l =1,...,n), pri &emu preslikavanje y: (R )
ima osoblnu M (max) sa AGJh 1).

Uz ove predpostavke, jednaélna (1) ima viSe neprekid-
nih refenja na intervalu IN{0}, koga zavise od proizvoljne funk-
cije. No v op$tem sluéaju neprekldna reSenja ne mogu se uvek p-

rofiriti na gitav interval I. Sta viSe ne postoji uvek lim 8 {x}.
X >0+

Otuda je od interesa sledede tvrdjenje, kDJlm dajemo odgovor na -
to pltanje, uz napomenu ‘da uz to pr051rujemo i rafiniramec, i1 ne-
ke rezultate J. Matkowski-og [184_] i c.Dyjak-a [75[ |

TEOREMA I, 2 5. Neka ‘vaie osob1ne (c). Tada svako ne-
prekidno reﬁenge B: I\{o} > R funkc1nnaTne jednaline (1) ispu-

njava uslov lim R (x) = Q. Prec1zn13e, postoJe konstantel >0 i

X >0+
Lé (ney,x =sup {lth)l'xGJgn n-lyy

HA

0€|0,1) tako da je X
0SOBINE (d).

Inaée; kada je pored osoblna (c) funkC1ja g i strik-
tno rastuca na intervalu I, . pri Cemu sug 1 9 -1 apsolutno nepre-
kidne funkC1je na 1ntervallma I i g(I) respektlvno, moZemo datl |
i jo¥ neke podatke o redenju funkcionalne jedna&ine (1). Ove o0so-
bine nazovimo (d). Iz njih specijalno sledi: 1) za svako xe;[, niz
iteracija (Q (x)) je striktno opadajudéi niz i 1im g (x)

2) Za svakl 1nterval J-(O,y), y = xo je g (J)} J.

3) Za pr01zvoljan néy, g je apsolutno-neprekidna na

I ag apsolutno neprek;dna na g B(1).

4)jg'== 0 c.c. v I.

Imajuéi ovako prlmenljlve élnjenice za jednaélnu (1) , bilc je mo-
‘gude 1zvod1t1 razne zakljuéke i interesantne posledlce. Iz istih -
razloga, i primenom na%ih prop02101ja I.1.1. i I.1l.5. moZemo iz-
1021t1 i sledefe tvrdjenje, | ' o

N TEOREMA i 2.6. i) Neka vaie'osbbine'(c) i (d). Tada
za svaki niz funkcija Byt E: 'xk+]] > R{k=1,...,n) postoji ta-
¢no Jedna funkcija B8:I >R koaa zaduvoTJava JednaC1nu'(1) na I
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y takva da Jje g= Bk u [?k'xk+l] (k=1,...,n). Sa druge strane a-
ko Je BRGEL (xk'xk+1)' (k= 1,...,h) i red

o X pye{p)
i g k+n-1 - lh(g'n o,...,ml .'
k=112¥k+n =~ .

konvergentun, tada JeESGELP(O Xq ) Drug1m reélma reéenae Jednac1-'
ne {1) u kias1 LP(O X ) zav151 od prc1zv013ne funkc1ae.

2] Neka vaze osobine (c) i neka red
o k+n e cr-(p)

| 1h(x 0,...,01|

k=1 o

kqﬁvérgirag tada jefi‘;Lp(D,xo).

| NEKE NAPOMENE. Uz pretpostavke (d) koje su.vrlo 1mp- .
likativne mi u tacki 1) teoreme I.2.6. proélrujemo tvrdjenje J -
Matkowski-og [184}, a sa druge strane talkom 2) teoreme I.2.6.
pokazujemo da se predpostavae (d} mogu lzostaV1t1 saéuvavs1 tvr—'
djenje prethcdne taéke, da re§enje jednaélne (1} u kiasi LP(0,x )
zavisi od pr01zvol]ne funRC13e. Na ovaj naéln mi generallzujemo 1'
prosirujemo rezultate J.. Matkcwskl-og [184_| iM, Kuczma—e [140] ,z-

natno oslabivsi dovoljne uslove, uz dosta vedéu opﬁtost.

. Napomenimo da je u rezr.-;_tlltatli J.Hatkowski-og.' 184 | fi-
gurisaoc i uslov . | a a |

gs >o) ((g P/( ll)a(P)= S. (J.--l 2,...,11) |

koji neoPhodno indirektno zahteva 1 uslove (d). Mi smo uspeli 1
ovaj uslov ellmlnlsatl {kao i (d)), uz znatno proélrenje domena
primene rezultata, sto ujedno pcveéava i te21nu naélh teorema

fiksne tacke ovog poglavlja.

N Inace, napcmenxmo da se 1mpllkat1vna svojstva JI.)JIr 2)1

3) uslova. (d) lako dokazuju i da JE 4} taino, dokaz1mn Neka Je
m(A) Lebesgne- ova mera skupa A R. Sa druge strane za svaki mer-
l]lVl skup A I je m(g(A)) '-nfg; Neka je dalje A={x€§' g’ {x) =01}
i m(a)>0. Tada je mig(A)) 0, pa otuda g -1 nlje ‘apsolutno nep-

rekidna funkcija, i ova kontrad_kC1ja dokazuje tvrdjenje.
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DOKAZ. TEOREME 1.2.5. Neka je I, =(g"(x,) g hx ) za
k=1,2,.... Tada je
g (1 ) = 1k+i, I\{0}~L}I (i,k=1,2,...)
o =1 '

" Neka je E;pr01zvoljna neprekidna funkecija koja zadovoljava jedna-
inu (1) na I\{0}, i neka je x —sup{ls(x)| xé; }, a
=sup {|h(x,0,...,00]: x€l, }. Sada je

¥y
. %4~ sop{]e(x) |: x@k+n = supi8fg” (] =€}

sgp{ih(x,_e[g“&)].... el Beo | s xEr)

A

Sufi.lb(-lg[gn.'&__ljl_u- .r l-B[q(x)_]l}l g(x) ) +
xG?k ' ' : | | .

+ sup }h(x,0,...,0)]
.xék HoDeo e

Amax{ |Sup5[gn-T:J{.)]_| oo , SUp |f3 (%) I}_ * Yy

xhy, L e

WA -

'Amax{éuplﬁtx)l;;..,:sup EB(x)|}+yk
xG;k+n_1 - xegk |

LAmax{xk+n;lj,.,;xk}+ yk.

Kako je h neprekldna funkc;ga i h(O,...,O)—O bide 1lim yk—o (yk-O)
Primenom sada nasih- teorema I.1.6. i I.1.3. na nizove (x, ) I

'(yk) sleduje nasa tvrdnja Ovo iz razloga jer je taZna ekV1va1en-

>];m Eix) 0. Kako je sa druge strane

cija lim xk=0<

k-
X, = Sup ex)]: xé;k}, "to pr imenon nage teoreme I.l.3. izlazi:

niz (xk) ponagafe se geometrijski. Ovim je dokaz zavrsen.

 DOKAZ TEOREME I. 2 6. Stav:mo
5k+n(X)=h{ng),Bk+n 1° g(x), ...,Bko g {x))"
za xéaxk+ r ¥y - 1),-k=l,2,.f., i neka je £ =35, u intervalima
(xk,xk l)' k=1,2,... . Sada je § - reSenje jednacine {1) na {O,xo],
i ovo resenje 3je jedlnstveno (prema teoreml I.2.3.). Sa druge st-

rane za.xégx } Je

k+n’ _k+n-
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Iﬂt

E l*' Bmax*[l n-i® g_il}ﬂh{g-n,ﬂ.... .0 1.

l Fo =

primencm dalje nejednakosti Minkowski-og, sledi da Je

k+n-1 p\aip) :  {rk+n-1 | a{p) |
Bk+n = A max {|{ {8 x4+n-i® 9 ] "

 Exan | 1.
+n

xk-i-'n-:]. eic{p}

. g fnig0.. .., 0] <
Xx+n

< (o) Xn-i-1 Xen-1
aPe{P) ja Jplalp) - - plaip)
i=1,...,n Bin + Intg™ o,...,0 |
4n-i *x4n

S_tavljaju'éi, da je za k=1,2,...,

xk 5 o (p) " %H-n-l - - - o -u"[p) R
a = Exl o b=t Ih(g i ﬂ,_...,ﬁ)]
x1 o B
- gornja nejednakost imade forma nejednakosti iz tecreme I.1.8
pa sumiranjem leve 1 desne strane {poito red Iby kmvergira) ima-

mo primencm teoreme I.1.8. da kcnverglra i :.'ed Iak. pa pDSto va-
Zi i neaednakost | : . |

F XX ’ _ '

o u(p) - :xk-l B E{P} .

|5 rp = X ' ‘B l = .L'a£<+lﬂ_
. - l':=l | Xy - k=1

sleduje tvrdjenje teoreme za tafku 1). Uz isti postupak sleduje

{1 dokazuje se) tv::‘djenje taZke 2) 3ed;no umesto funkcije m«g‘%....,m
treba dodati i odnxeti funkciju hi(x,0,... ,0). Cvim 3e deokaz komple-
tiran.
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1.3. KONVERGENCIJA NEKIH NIZOVA I REZAVANJE SISTEMA
JEDNAZINA NA METRICKIM PROSTORIMA

U ovem delu rada dajemo neke dovoljne uslove za konve-
rgenciju nizova definisanih rekurentnim relacijama i u vezi sa
“tim metod za refavanje sistema jednacina na metrid&kim prostori- -

ma.

TEOREMA I.3.1. Neka je {X,p) kompletan metriﬁki pros-
>X jispunjavaju uslov

tor i neka preslikavanja A,T:X4

max{p [A (u, 0,8, ra,) PA{ug,uy UG ,uG)] ;P ['I' (g ,2,,0, 0, ) S T{agu, Mgl
(a) o

Zo max{D[upuaJ ,p[uz,uﬂ ,a[u3 '-u5]'ﬁ[u4'u6]} '

za u’&[ﬂ.l) i proizvoijne ul,...,u6@<. Tada nizovi (%), (v,) defi-
nisani sa - - |

(1) xn+2=A(xn'Yn'xn+l'Yn+l)' Yn+2 =T(xn:Yn'xn+l'yn+1)

gde su elementi Xy 1%y 1Y) 1Yy proizvoljni poletni, konvergiraju resp-
ektivno ka x,yEx i (x,y) je reSenje sistema jednalina

X=A(X,V,X,y) ,v=T(X,¥,X,¥Y).

Brzina konvergencije moZe se proceniti sa nejednakoscu

(2) maxio [xn+2,x] ' P [yﬁ+2,y]}§ max{Ll,Lz}en(l-G) -, (96[0;1) , NEN

pri €emu se poiitivne konstan_te'Ll,,L2 zadaju kao u propoziciji
I.1.3. |

Treba'ﬁapamenuti da se tvrdjenje-ovog stava jednostav-
nom tehnikom automatski prenosi i na slucaj, kada se na komplet-
nom metrifkom prqstoru'x razma#fa,niz preslikavaﬁja.TiiXEE——> Xk
(i=1,2,...k3 p Je prirodan broj). Tada, samo nizovi (xn),...;(xn)

zadoveliavaju jednakosti

'xl = T, (x
| i

(1) = (1) (k) (k)
n+p- X )r

L ) ...X .
n ‘Tt Tn+p-l'Tn 77T nrpol

'za-i:l,z,.;.,k i xij)éix. U speCijalncm slu@aju kada je k=2 1
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p=2 mi dajemo prethodno tvrdjenje. Generalna teorema u OVORW op-

srem sluéaju biloe bi samo preno3enje tehnike stava I.3.1.

No, sa druge strane zanimljiv je i op3tiji stav, ko-
ji bi se dokazao koristedi iskaze dokazanih propozicija u I.l.

TEOREMA 1.2.2. Neka je (X,p) kompietan metricki pros-
tor i neka preslikavanja A,T:x3

>X ispunjavaju uslove

man':{|\:1|:15»(1t.1]_,,1112 ,u3) A(u ,u4,u )] ,p[T(ul,uz,u ) T(u3 ,u4,u )]}

w(oﬁll;u ’ “[“2'“4:'* p[“a,'“s])

zd proizvd1jne ul,uz,uiex, pr1 cemu je funkc1Ja ¢ (R ) > R°
sa osobinom M{max) i AE0,1) . Tada nizovi (x ) i tyy) def1n1sa-
ni sa | o ' ‘ | | o

*ne2 = BFnr¥nr¥ner) s Ynio © Ty r¥y n+1)

gde su elementi X%y 0¥q proizvoljni po&etn1, konverg1ra3u res—
pektivno ka x,y@; i (x,y) je reienje sistema 3ednac1na

x=A(X,y,%x), y= T(x,y,x);

- ﬁUKAZ TEOREME I.3.1. Oznaéimo_nizove p[%n,xn+1 sa'bn,
i D[?nryn+£] sa'?n. Tada prema uslcvu (A) sledi nejednakost

(3) mag{ﬁ +2, } =g max {An, n’ 5n+l'vn+l}'
Oznadavajuéi lim sup h{ sa A i lim sup ? sa V iz (3) Je

max{a Vl<o max {B v,A,Vi=a max {4,V} ,

odakle se dOblja lim max {ﬁ , v }- C, §to 1mp11c1ra ]ednakost

(4) i max{[xr'l,xnﬂ;\-,p[jn,yn_};g} —-—->0' (n

> @),

Prema tome nizovi (xn)lr (yn) su konvergentni nizovi na prostoru
X. Neka je x=lim x_, i y=lim y . Tada je |
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p[xn+2 'R(X'IY'X'Y)J‘PO[VI}_'.Z ' T (X:er;}’)]é

It A

P [A (X, ',Yn"xn+1'yn+l) 'A(}_:n+i'yn+l'.},{ dl'-Y)]-Hj[ib‘(Kn+1"':"'irn+l"x'Y) 'A(x'y'x'_y)*
+. p[T(x Y "‘n+1'3'n+1) ,T (xn,flfyml;x.y):l +p[T(xm1.ym1,x;y) T(x:yrxry)]
5 m{pﬁux A ST ANY 'A(xn+1'§’n+1'x'y)]_'?[T (R ¥ Xy Y1) T Rp1 Y1 %0Y)
+2 max{p EL( 1'Yn+1'x'3-’_)_ ,A(x,y;x.y)] ,p..[T'(xmi;yml.X.y).,T (X.yrxfy)] }
<. e e - N
+2 amax{pExn+1,x],p[yn+li¥]rg} 0}_.
odakle se dobija da je
lim p [xn+2 ,A(x,y,x,:ﬁ]: 0, lim. p [Yn+2'T (x,y,x,yﬂ = 0
t3. lim xn=x=T(x,y;x,y), lim yn=y=T(x,y,x,y);

Ovim je dokaz teoreme zavr3en. Dokaz teoreme I.3.2., na isti se
nain izvodi samo uz jo¥ pomoé dokazanih propozicija iz I.l. Pro-
cena brzine konvergencije dobija'Se primenom propozicije I.l.Z2.

na nizove A i Vn; za koje vaZi (3), pa je otuda

< no- : -i, _ n
ﬂn Gl max. | (aiel ) = 16
i=l;._--';k_ |
Vg = 6y max. (V3870 =0
. i=l"l -irk : -

(ngN, o= max{ Bl' }e[ﬂ 1y 4

~a %to je ekvivalentno sa negedgakoséu

ma.x{m'[xn;z 'xﬁ+P]' 1’"43’:1-1-2 'Yn+F;l.}é' max{Ll;Lz jeo (l“e)_-

(n,pEN, 6=maxie,,5,}€00,1) ,
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odakle kada p—/> sledi nejednakost (2).

gada moZemo formulisati i dokazatil odgovarajucu te-

oremu za niz preslikavanja. No opet se ograniimoc na sludaj dva
. 2 . .

niza preslikavanja A T' : X > X, gde je X metridki prostor.

TEOREMA I. 3 3. Neka je (X p) komp]etan metr1ck1 pro-
stbr'inekarnzoflpres11kavan3a A, T, . x>

> X 1spun3ava3u uslov

17
i

o max{p[A (u puz u3)r n l(u3ru4ru )]rp[T ('Ll ,le,'l.'l3) " - 1(113,1.14,115)]}
(B
| é o max{pEJ Q[uz,u;‘ . pEJ3,u;} +a,

za aeib,l)'i proizvoljne ul,...,ugeg'pri cemu red :z - ala >0)
konvergira. Tada

| (a) Nizovi funkcija An(u,v}u),'Tﬁ(u;u;u)'uniformno-
konvergiraju ka funkcijama A(u,v,u), Tu,v,u). -

(o) Nizovi (x) 1 (yn)'defipisani sa
xn+2-An(xn'yn'xn+l)' Yn+2’Tn(xn’Yn'gn+l)
gde su e1ementi X1 rX51Yq proizvoljni pocetni konvergiraju u X

(c) ResenJa s1stema Jednaé1na
(5) | X—A(x.y.X)r y= T(x.y,X)
je Xx= llm.xn ; u=lim Yy

| (d) Brzina konvergencijé'pfocenjuje se sa nejednak-
0¥cu (2). |

Gornja tvrdjenja vaZe 1 kada.bi"se dovoljan uslov
dat nejednakoscu (B) zamenio op3tijim | |

,max{p[A (ul,uz,u ) A (u3 ,uq,u )] p[‘l‘ (ul,uz,u ),T (u3,u4,u ):I}

2 t.(p[u ,1.13] o[uz,u;l p[uB,uJ]+an
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pri ¢emu funkcija w:Ri >R, ima osobinu M{max) 1 A.G:Orl) , Uz

ostale predpostavke.'_

SOKAZ TEOREME I.3.3. Stavljajuéi uj=usSug=u, up=u,=v
u nejednakosti (B), dobija se

!
1

3

max{p[hn(u,v,u), An_l(u,p,u):], ﬂ[Tn(F'U;u)' Tn_l(u,v,u)]}ian;

a éto.implicira uniformnu konvergeﬁciju nizova An(u!v,u), Th(u,v,u).
- Ostali deo dokaza ide potpuno isto kao;i u teoremi

I.3.1. No, mogude je i direktno pozivanje na prop021c13u I.1.2.

Detaljnljl dokaz ovih tvrdjenja nalazi se u radov1ma 265], [266].

'NEKE POSLEDICE I PRIMENE GORNJIH REZULTATA
SPECTJALND PRIMENE NA REALNOJ PRAVOJ

TEOREMA I1.3.4. Neka Je X zatvoren interval na real-
noj pravoj, 1'neka realine funkcije A(u 1,uz,u3,u ) T{ul,uz,uB,u )
imaju parcijalne izvode za kOJE je

F £

agT !I

| Zo (i=1,2,3,4; o€[0,1).
igBui ' |

ilau,
i

- Tada nizovi (Xﬁ), (yn)'dati sa (1) imaju sve osobine iz tvrdjenja
teoreme I.3.1. |

DOKAZ Kako je- X zatvoren 1nterval to je on kemple-

. tan'metri&ki prostor,_sa uoblcajenlm Euklidskim rasto;anjem Kako

_je_'

| o S | <
l Au ,uz.uB.u ) - Af“3*u4’u5'g6)|=

= Egéleu 3|+| l]u -u ‘+\ ;u.—u l+lBA l|u —us\

< ' |
- a— ‘:IF 1 -_— ) — — —— t

i na slifan nac¢in i
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o
lT(ul;uz ru3 ,1.14) -T (113 ru4 lus lus) l =
< | ' o
= O maX {lul—u2|rlu2‘u3lr!u3fuslllu4-u6l};

pa su svi uslovi za prlmenu teoreme I. 3 1. ispunjeni'pa jé.samim .

tim sledeée: Nizovi (x ) » (y ) dati sa (1) konverglraju i
1_im"xn=x.=A.(x,y,x,y)-, lim y #y:’l‘.(.it;,y;x:,y.} -

: TEOREMA I.3.5. Neka pres]1kavan3a A T R3——->R (R je'i?f

“skup rea]n1h bru;eva) i neka JE | |
- max {IA(ulruzru ) A(u3.u4:u5)|r lT(ul.uz.u ) T(u3:u4,u511} T

1{; _ S
,#amax{iul 3!!!1-1 4‘!‘“ ‘}

za a€[0 1) 4 prmzvoljne ul,...,useR. Tada nizovi. (x ) i (y )dat1
sa . - - | I

'xn+2%&gxﬁfynfxn+l)' Yn+2 T(x 'Y ¢ n+l):f
'Jknh?efgirajﬁ Ufprnstnru7R; i-sistem'jédﬁétiha (5) ima réﬁénjd

~x=lim xg, yelimy,.

| . - DDKAZ,.direkﬁno SIgdifpriméndm tﬁfdjenja.feoreﬁe'

* TEOREMA. I.3. s. Neka su A; T 33 >R (R je skup real-
nih broJeva) 1 neka Je | | e

7.“?* {l;(ﬁlfﬁz;XI-Atﬁzyusz)};lTﬂﬁi%gz;#?-Tfﬁz;ﬁij)[T;Jfj
=0 max{lul—uzl,lu_ 31} +|x-yl

gde Jje “GH§'1) 1 ulru21u3:u4:erG¥F Neka SU da1JE n1zov1 (xn];f
(y ) def1n1san1 ‘sa ' o | n-

gde su elementi Xq¢¥q prn1zv013n1 potetni,a nizovi (a Yy i (b_ )

monoton1 i lim a_=a, lim b_=b- (a, bé? Tada nizovi (x )y i fy )
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konvergiraju 1 sistem jednacina
x=A(x,y.,a), y=T(x,y,b}

ima redenje x=1lim xn; y=1im y_.

DOKAZ. Stavimo A(xn,yﬁ,an) = An(xn,ynLT(x ,Y_ b ). =

| n‘"n
Tn(xn,yn), Tada.Je

.-max {lAn(xn*Yﬁ)fAn—l(xnfl'Yn-l)|'-ITn{xn'Yn)TTn-i{xn-l'Yn-lll}

< # max{!xn'x ll,ly yn_1]}+ max{l a_-a -1l'|bn_ n-l}l}

Kako je max {|a -a__ L lelby bn ll}{w, to su uslovi teoreme I.3. 3.
ispunjeni onda prlmenjujuélje sledl da nizov1 (x } i (y ). konver- -

1'g1raju. Otuda i

maj-:{ '.Ix 'A(xr}’ra) | r IY +].-"_1":I (XrYra) I }'-"-—"'7’ 0 (n——"?m) , Ci-

me je tvrdjenje pokazano.

POSLEDICA I.3.1. (J. Ke&kié [143], s.76.) Neka pre-
> X (X je kompletan metriéki prostor) ispunja-

stikavanja A,T:x4
~vaju uslove

p[ﬁ(ul,uz,u yu ), A{u3,u4,u5,u.)]
é alﬂ[ul,u3]+a p[u ,u;l+a39[u3,u5__!+a p[u4,u] y

_; blﬂ'[ul’u.?,]-"'-_bép'[ugfu.;] .+ b3p[u3,ué;‘ + bqp[ﬁ4,u6]_

za pr01zv013ne ul,..,,ué;g gde neneqat1vn1 broaev1 a;,b, (i=1,2,3,4
ispunjavaju usiov |

+b < 1.

(6) -maic {a.+b 4

17P1 +a,

+a +b3,a +b2

4

Tada niz0vi_(xn) i (y,) dati sa (1) konvergiraju ka x, Eg i (x,v)
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je jedinstveno reienje sistema

x=ﬂ{errer)r y=T(i,Y,X,Y)

pored]ujué1 teoremu '1.3.1. sa ovim tvrdjenjem moZe-

Prvo, dovolini uslovi za konve-

mo potraziti odgovarajuce odnose.
raju dovoljne uslove

enciju nizova iz teoreme J. Keékléa implici

rg
123013a teoreme J. Kedki- -

' teoreme I.3.1. 'pPrema tome ona je general

éa. Cak 3ta vi%e postoie prlmerl kada su us
e J. Keékléa nlsu Navedlmo takav jedan

lOVl naSe teoreme I.3. 1.

‘ispunjeni, a uslovi teorem

primer.
PRIMER I.3.1. Neka Je X=R 1
Xpe2 1/3 x +1/12 y, +1/4 X 1+1/1o yn+l
fpeg = /3 %t P12 gy #1120 ¥n+1£n€N'_
Tada_uslpv (6)-té6;éme J..Kéékiéa.nige715punjen jer
je S o |

max {a +b.+a +b3, a2+b2+a +b } =

St R
. max {1/3+l/3+1/4+1/12 1/12+1/4+1/10+1/10 = %+1/3=1;'

Sa druge strane na% uslov (A) je 1spunjen, jer je

a = max{l/3+1/12+l/4+1/10 1/3+1/4+1/12+1/10}— 23/30@30 1)
rlmenltl teoreml I.3.1 1 otuda

pa se na nizove (x ) i (y ) moze P

- oni kon?erglraju ka resenju (0 0) gornjeg sistema 3edn301na.

R I. 3.2. Neka je X=R 1 neka realnl nizovi (x )

PRIME
i (y ) zadovoljavaju sledeée dlferenc1jske ne;ednakostl

L L 1:.-.1."14_'

X ,=SX, * T3¥p * el * ToVner T I3 T MR
+'%'+fl/2n2

proizvoljni realni brogevl. Kako su uslovi

1 neka su xl,yl.xzfyz
sledi da je 11m X =33/10,

‘za primenljivost teoreme I. 3 6 1spunjen1,

1im y_=9/2.
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' 11.1.1.PRESLIKAVANJA KOJA UMANJUJU ORBITE, U-KONTRAKCIJA I

11.1.
11.2.

11.2.1.

- GENERALISANA ¢-KONTRAKCIJA.

DVE LOKALIZACIONE TEOREME.
NEKI REZULTATI O ¥ 1 GENERALISANOJ ¢- KONTRAKCIJL

OSLABLJENE ¥ I GENERALISANA Y- KONTRAKCIJA

II 2.2. VISEZNACNA w-KONTRAKTJVNA PRESLIKAVANJA

11.2.3. RESAVANJE NELINEARNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA

Cilj ovog noglav13a je nastavak istraZivanja u ckvirima

rezultata BANACH -0vVog t1pa i onih koji to n1su, a koji

se odnose cesto na dob13an3e dovo13n1h uslova za egz1s-
tenciju fiksnih tacaka. Ovde op1suaemo u ovom smistu 1
jednu klasu dov013n1h us]ova, preko koje genera]1zu3emo
BANACHOY princip kontrakcije (i veliki broj drugih re-

'_zultata), sledeci dos]ovce 1dEJE iz poglavija I. Ovde

narofito primenjujemo nase prethodne rezultate iz dela
I. Mi ovde generalizujemo 1 rezultate mnogih matemati-
cara, uvodeci pojam y- kontrakcije i generalisane

P -kontrakc13e Na kraju daaemo i Jednu primenu dobive-

nih rezultata, 15p1tu3u61 egz1stenc13u jedne ne11nearne
funkc1ona1ne jednacine.
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11, GENERALIZACIJA BANACH-OVOG PRINCIPA KONTRAKCIJE

[1.1. PRESLIKAVANJA KOJA UMANJUJU ORBITE, $-KONTRAKCIJA I
GENERALISANA y-KONTRAKCIJA | |

U teoriji fiksnih tadaka kontraktivhih operatora po-
StO]l danas ograman broj rezultata. To svakako govori o intere- -
santnosti ideje pICARD—a,_koju je tako efektno realizovac u fun-
kcionalnoj. analizi poljski matematiéar STEFAN BANACH,objamijuju—
éi svoj vecma poznati rezultat..Rezultat koji je otvorio &itava
" nova poglavlja i nove matematléke teorije. MoZe se slobodno reéi
da je to i rezultat na kcme danaspoélva Numeri&ka matematlka, a
i mnoge druge oblasti matematlékog stvaranja i prlmenjlvanja O-
Vituda i jedna objaénjenje za vainost i aktuélnost ove. problematl-v
" ke, kao i za postoganje velikog broja rezultata.

Poznato je v1§e generalizacija BANACH-ovog stava o ko-
.ntraKC1ji u okvirima potpunih metrlékih prostora, gde se ili us-

lov

(A) pITx Ty]—qpl:x ﬂ, za neko qelﬂ 1),

zahteva za pr01zvoljne x,yE? i za neku itera013u T (kéﬁ) presli-
kavanja T:X—> X, gde je (X,p) metri¥ki prostor (V.Bryant [17],

.V Sehgal ]233]), ili pak preslikavanju T:X
slov (u smislu da (A) vaii samo za izvesne ‘parove. taéaka) ali se

>X .stavlja blazl u-

'neéto vide 1stovremeno zahteva od prcstora (X,p). Prirodno je pi-
tanije da 1li se moze generallsatl stav BANACH-2a. tako da se samo
ublaZi uslov (A) za presllkavanje, a da se pri tcme sem potpuno-'
sti ne zahteva viSe od prostora X ili pak da se i predpostavka :

o potpunostl oslabl 1stovremeno._U ovom delu rada blée dati nekl

‘odgovori na ova pltanja. No, prvo navedimo kako sp tekla neka

proélrenja BANACH-ovog stava u ovom pravcu.'

Kannan je u radu r135] dokazao slededu teoremu:

| Neka je T pres11kavan3e kompletnog metr1ckug prostora'
(X,p) u samog sebe, pri ¢emu ‘zadovoljava uslov da postoji bro]
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02gq>1/2 s& svojstvom da za. svako x,yEX

(B) pEI'x,Ti] iq(;:) E:,Tx] +p D,Tﬂ‘) 5

Tada T ima 3ed1nstvenu f1ksnu tacku gG;

U prvom koraku lzlozn.éenn koncept w—kontrakcue presli- )
~kavanja T metrickog prostura (X,p) U samog sebe tj. to je pre511-_
kavanJe T x-——>x sa svoastvom da za svakn x,y@; vaz1 neaednakost

(c) rJETx Tﬂ'wtpl’x v pﬁc Tx] OL-Y TYJ oEx Tﬂml.yr’fx}h

pri . cemu funkc13a p: (R ) —-—bRo—g§£[9-+m) ima osob1nu M(max) sa

. U ovom delu rada 121021éem0-1 koncept klase presllka- -
vanija iju éemo zvati genera11sana ¢' ontrakc13a. To su- pre511—

kavanja T X——>X sa svogstvom da. za svako erG¥ vaz1 neaednakost

) p[Tx,Ty] <o (o3 oE: ij pL'yTﬂ grx Tyj.prywxj)

gde Je P (R ) —~—>R neka rastuéa funkc1Ja 5a osub1nom

(-Vt@% )(lli(t,...,t)'itAllm sup w(z,...,z]*:t)

Z-—>t+0

Ovako uvedena klasa w—kontraktlvnlh preslikavanja T' 
| ‘obuhvata kao- spec1jalan siucaj mnoqe do sada prouéavane klase p-
reslikavanja T, u ovom pravcu. Primena. teoreme I.1.6. ovde je o=
dludujuéa, pa je onda prirodno da se i odgcvarajuéa karakterlsti— |
ka (ranlji kamentar) pren051 i ovde (teorema II 1.1.). '

U maglstarskom radu fiGi] mi smo proucavall jednu uzua,

spe¢1jalnlju klasu preslikavanja prethodnog tipa. Prethodna kla—"f”

sa presllkavanja (w-kontrakC1ja, generallsana w—kontraRC13a) spe-"
_c1f1kac;3um daju.. | | | - - -

| (1) (BIANCHINI I'19]) Postcgi brOj qéjo 1), sa Svcjst*-_
vom da za svako x,m@g ]E ~ -

o p['Tx TL"amax{p:x TX | ,p[y Ty |
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(2) (ReIcH [209]) Postoje nenegativni brojevi a,b,c
sa svojstvam atb+c<l, tako da je za svako x,yEX |

o|Tx,Ty]=ap [x,Tx]+bp [y, Ty]+co [X,¥]

- (3) (REICH [209]) za svako x,yEX, postoje nenegativne
funkc:.je a,b,c sa svVOo] stvn.ma

| sup{ a (x y) +b (x II,y).+t: (x,y) -Ix',yé(}éqil

-oErx'Tﬂi a0[x, ij-»bory 1 seofel

- - (4) (CHATTERJEA |-47:|) Postc:ji broj qe(o 1/2) sa svo;—
stvm da za svako x,yex a | - _

p[‘l‘x Ty:l -q(p[:x,'l‘ﬂﬂ) B{,Tx:ll

| (5) (RHOADES [221:1) POStD].‘L brog qéEO 1) sa svojstvom
-_da za svako x,y@{ | -

o [Tx ,Tﬂ =q max{ 5 [x ,T£ , 0 [fy,'ij' }

(6) (RHOADES |221]} Posto;e nenegatlanL brojevi a,b,c
. sa svo;| stvam a+b+c<l' tako da za svako x,y@( |

o )% aplx ;'T_'y] 100 [ 7] ,+-°9‘3‘*ﬂ

(7) (HARDY ROGERS EllQ]) Postone nenegativnl brogevn.

a sa svojstvcm a +a,ta,+a gtag<l tako da za x,y@ je

. 213343 5
pITx Tﬂ—aloE ﬂ+azp|:x: Tx]+a3p Bz,Ty:]+a4p|:x Ty:l+35p|37,Tx]

(BJ (CIRIC ]:57:]] Za svako x,ye( pOStOje nenegatlvne

S ,'funkcije a; (x,y)—a (i 1,...,4) sa svo;stvlma

o supia, +a. +a +Za y@t}-—qil

123

pFI'x Tyj-a p[x _{:]+a p[x ij+a pr T}:_-I-a (p[x Ty:l+p[__y,Tx])

(9) (s MASSA |:1'75.[ LJ CIRIC 1:65]) Postoj:. konstanta'
qe[o 1) tako da za svako x,ye( je - o
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o [Tx,Ty| =g max{ip [x,y] /0 lxﬂﬂ Myﬂﬂ.MXJﬂ M}ﬂﬂ}

NEKI UVODNI POJMOVI, JEDNA LEMA
‘1 GLAVNIL REZULTAT : :

. Neka je T presllkavanje metrlékog prostora (X p) u s-
amog sebe. Za skup A(X neka je B(A) sup{prk i} X, yé}}, 2 za Pro-
lZVOljnD xé? neka je o T - - |

U(me n)—{me,Tm*lx,;. Tm+nx},m—0 1,._.,n-1 2,..
(merml {me Tm lx,.... g | },m 0 l,.;. N -_].}

gde se. u21ma da je 7° X=X

DEFINICIJA II 1. l. Prostor (X G) Je T orb1ta1no kom- :

p1etan ako i samo ako sv1 Cauchy evi n1zov1 kada su sadrzan1 u
o (x,0) za x@: imaju granu“.nu vrednost u prnstoru x. Nekad Cemo'

Za X re61 1 samo T 0rb1talan

| _- Ovakav pOJam kqmpletnosti pIVl je kOIlSth M EDELSTEIN
t?ﬁj; a’ kasnlje i R, KANNAN EBQ | -
palje, zanimljiva jé_gédmetfijSRarihtempretaqija us-

Clova (A),(B) 1 (1)-(9).

Ly

CTx Ty T 0 Ty

Konstrulélmo sada jedan primer k031 pokazuje da pos-
>X na T—orbltalncm prostoru koje zado-

t031 preslikavanje T2 X—
—kontrakC1ja a ne 1spunjava nijedan od ranlje

voljava nas uslov V¥
'S obzirom da vazi sledeél

- navedenlh aslova (A), (B) i (l)-(9)

" red implikacija
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5= (fl)
a) => (2) ——,—>(13}) > (6) = (8) == (7)

(2) &= (B &= (1)'=}>(<:) , (D) <= (9)

to je dovoljno konstruisati primer koji pokazuje da je ispunien .
_.uslov generalisane w-konstrakC1je a nisu ispunjenl uslovl (7) i

(9).

PRIMER IT.1.1. Neka je X—rb +m) i definiSimo presli-
>X sa Tx-x(x+1) -1
jeno Euk11dsko rastoJanJe. Preinkavanje T je generalisana Yy-ko-
'ntrakc1ga sa funkc130m s (R ) ———>R def1n1sanom sa

'_'kavanje T:X , pri Cemu jJe funkcija p uobica-

w(tlrt rt3rt4rt5)g'e_f t (l+t )

Lako jé ptoveriti da w.ispunjava sve uslove za generalisanu y~ko-
ntraktivnost, i otuda je

pr'_'[‘x TY]-—-L—YJ— lx-yl

l+x+y+xy l+|x—y|

dEflP(ﬂE( ﬂ pE{’Tx] ,p.[-_y,Tﬂ ,pE!;Tﬂ IQL-Yrij).

Otuda je'na§7u51d? (D) ispunjen.'Sa druge strane uslov (9) nije
ispunjen, jer za g<l i x€X je -

olro, = figamexto. S )

‘Kako je za x>0, x2[1+x1_1§x,fto je odavde (1+x)_l§q, a Sto'je

kontradikcija, jer q je uniformna konstanta, i g<l.

‘Na osnovu ovcga moZemo smatrati opravdanim sledeci
naj stav.

| ) TEOREMA IT.1.1.(a). Neka je preslikavan]
-p-kontrakcija na T-orbitalnom komplietnom prostoru (X,c). Tada je
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preslikavanje T BANAtH-ovdg tipa, Sa sva tri karakteristicna s-

vojstva.

(b) Kada je pres]1kavan3e P.X—>X generalisana v-ko-

jtalnom kompletnom prostoru (X,p)» tada za pro-
gira Jed1nstven03 fiksnoj

avergencije ne mora biti

ntrakcija na T-0rb

jzvoljno xEX niz interacija (T'x) konver
taéki pres11kavan3a T. Pri tom brzina ko

geometr135ka, kao u s1uca3u w-kontrakc13e.

B Pre .nego éto izloixmo dokaz cve teoreme formuliéimc i

kOja ce nam kGIlStlti u dokazu, a 1 daljem

~ dokazimo Jednu lemu,
radu. - |
511kavange T: x———ax w-kantrak- |

LEMA II.1. l-_ﬂeka Je nre

c13a na prostoru (X,p) i n pozitivan ced brog Tada za xéy i sve

p021t1vne ce1e broje 1 i 3 Je
151, 35n==>p[T x’:Tjﬂ é’ A8 o '('x._fn)]-. |
EH%GBJ(;hranr% T i] Blutx,nf]

_c B[_U(x,m):l—(l 1) p[x Tx:\

_(a)

DDKAZ LEME. Tvrdjenje tacke (a) dlrektna je poéledica

teoreme I.l.4. ranlje dokazane. Naime, deflnlslmo an (A ), z2a

n@y sa
ﬁn—sup{pIT X T]i].l,j—n}, |
i primenjujuéi na njega tvrdjenje teoreme I 1. 4. dobijamo
pr'r X,T ﬂ-a e ax{ﬁ e ")
l"'"l'--‘ rk
o
Odavde,imamovza posledicu i tvrdjenje_iaéké (b) . (€) Neka je tad&-

Blc(x l)]-—ﬁratx 2)7‘ '
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odavde sledi jednakost

810 (x,=)]=sup{B o (x,n)] :nEN}.

Neka je n pozitivan broj. Prema relaciji (b) egzistira Tkxéc(x,n),kén
sa svojstvom pl:x,Tlgc] =8| (x,n)]. Sada je, prema nejednakosti trou-
- gla | | |

plx ,T]% =p [_x ij +p [:Tx T]E

-plx.Tx] +).B|U(x,n)];pl¥:,Tx:| +}th [:x,'l‘l'ih_z_l

'odékle.je;  N | .
B[:cr(:;: n)j—p[x,'r]ﬁ-—(l-l) pEc,ij

Eime jeitv:djenﬁe leme quazéno.g pqtpuﬁos#ig _

DOKAZ TEOREME ta) Neka je X proizvoljna taéka iz p-
rostora (X,p0) ¥ 1 m n (n<m) dva pr01zvoljna cela p021t1vna broja.
Koristedi pretpcstavku da je presllkavanje T w kontrakc1ja prema
| prethpdnqjlemi_je' | |

o [T, T =0 [T ( T_”‘*lx) T’“‘“*l (r* )] 2

nl

_i-lBlU(T x,m n+l):]

Prema taékl (a) leme II 1 1. pOSt‘Ojl ceo bro:; kl,' n-—kl-n-m+l sa
 svojstvem | | | |

p[—Tn-l ',Tkl'rn lx] —B[:c (T“ l X,m- n+1)]

kl“'i‘l( 1'1 -2

© Rako je Tnflx—T(Tn xJ,TkltTn 1y %) =T x), to Je.

B _o'llf.i'_n;';x;fi'-].‘.l (T" " 1x)] =28 E’ (1" 2x ke +11]

n-2

Y ToT x,m-n+z.)-\




o strane prostor (X p) - je T—orbltalno kumpletan,

o granlénu vrednost aEx D
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Prema tame:

0 |-_-Tnx ,mej =1B[o (Tn-lx ,,m-n-I-l):l-g
i;\z B Eg (Tn-zx ,a-n+2 )] = EEEE

| .__éknB Eo(x.m)j .

‘ﬁprlmenjujuél sada tvrdjenje (c) 1eme 111;1‘1;_dobija:é¢ ﬂ§ je  

- fpl"rnx,rﬂ“xjimnu-m) prx Tx] (n,mGN) ;o

-]odakle sleduje da je nlz itera01je (T x) Cauchy—ev. Nd sa“drﬁge1
pa prema ‘ovom “ima

oka21mo da je E flksna tacka presllkava-" 

*iinja T. Kako Je E‘llm T x-llm xﬁ-llm Txn l prema nejednakostima o

@ ﬂixn.TE'l p['l‘xn I.TE"-
ift_btp[xn'_l.sj.ol}{ ,xg,m 'ra] plx l.Ta] ols.xrj)

(lema III 1.1) sleduje da je 5 flksna
>X. Da. je £ jedlnstvena flksna taéka
teoreme I- 1. 4., jer ako 3e u

koristeéi.teérému f.1.4.

tadka presllkavanja T:X
~ takodje sleduje na osnovu navedene
L neka druga posto:ana taéka Sledl negednakost .

r-plE u]-w(r 0,0,r, r)=
| —w(r r,r,r, r) ;o
_odakle na osnovu tecreme 1,1 4,.sledl da je r-O‘tﬁ.'E?u;_Da_va4-;5 
¥i i trefe svoistvo Banach—OV1h preslikavanja (brzina'kﬂnvergénﬂf
“cije) sledi iz nejednakostl (1) kada 1 m—>%, Ovlm je teorema u poﬂf
©  tpunosti dokazana za sluéaj (a) - |

(p) Ovaj deo dokaza izveééemoluzlpdmO6'téoréme I.1.6. Neka

je 2a.n€§
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& =sup{p E’I’lx ,zjj :1, jin} .

Qvaj niz Je u prostoru R nerastuél. No sa druge strane za 1,3€N
i xEk je prema uslovu generallsane w-kontrakc1je

i;l'x,TJ = p['Tl'l x,T xj pl'TJ 1x,T3xj

t._al

o [rx, ] 2y (p

p :Ti 1:: zj:l p[:'l‘j lx,T x:I) -
'-ﬁaak;e'je za i;jgn
o, ‘w‘ﬁn 1'ﬂn l'ﬁn l'ﬁn 1'5n i’

Prlmenjujuéi sada na niz (ﬁ ) tvrdjenje teoreme I 1. 6., odavde |
sledi da A ———>0(n~—>m), éto 1mpllcira da . je niz (T x) Cauchy-ev 
u X, 1 otuda zbog T orbitalnost1 T x———>£(n—->m). Sa druge stra-;.i"

_ ne je -

| jodakiéikéda n——?w.vé%i;implikagija'jj .
~r e, gy (r.x T ;r JE) ===t =0 (TE=E).

Da Je E jedlnstvena posto;ana taéka sledl prema ne:ednakostl (1 j
vazenju 1mplikac13e) | | | |

r=p[TE ,'r'ﬁj Sy(r,z,r,r,r)===>r=0 (E=u),
ai premaiteorémihl.l.st_ |

- Da ne vaii geometrljska br21na konvergencije ka flks-'
noj taékl dovoljno je videti primer II 1 1.3

NEKE NAPUMENE Prethodn1 primer II 1. l. pokazuje da je-

naéa teorema prava generalizaC13a ranljlh rezultata.

L

' ovem teoremm ne samo da se 0plsu3e jedna klasa dovo-
- ljnih uslova za eg21stenciju Banach-ovlh preslikavanja na prosto-
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ru [X,p) nego se ta klasa primene ove teoreme znatno prosiruje.
ovde se 1z klase rastuélh{semlhamogenlh)preslzkavanja moZe pro-
1zvoljno birati presllkavanje w.(R ) ——->R i to u zavisnosti od
tacke do taéke, a §to takodje znatno pro§irﬁje oblast prlmene.'

| éesto puta u funkclonaanJ anallzl 5p3013alno u teo—
rljl dlferenc13aln1h jednaélna (Kolmogorov-Fuminrfisij s 77-78)
iz odredjenlh osobina preslikavanja T (k@i) potrebno je znati n-
e%to i o preslikavanju Ts X———>X. kao i obrnuto. Na ovo u naéem
_“radu odgovara sledeée tvrdjenje e | |

o | TEOREMA II 1. 2 Neka JE T pres]1kavan3e metr1ékog p-

_rostora X u samog sebe, gde je prostor {x.p) ‘T-orbitalno komp]e-ﬁ
tan Ako post031 p021t1van ceo broj k sa svoastvom da je 1tera -
'c1Ja T w-kentrakc13a, tada pre511kavan3e T2 X >x Jeste BANACH-- )
-fovog t1pa, sa’ sve tr1 osob1ne Kada je Tk genera11sana w-kontra— o
”fkc1Ja tada T takodJe 1ma 3ed1nstvenu f1ksnu tacku |

_ | DDKAZ._Kako 'I'k x—-w}x prema teoreml III 1 l. ima je- o
 61nstvenu postoganu taéku Eég i kako je T (TE)*T(T E)—T(E) sled— |
uje da je i T(E) E, t3. g Je jedinstvena postOJana taéka i pre-'
 ;511kavanja T. No. dokaiimo sada i tredu’ karakterlstiku BANACH-D—
vog presllkavanja u tom cilju neka je n nek1 p021t1van bro;. ta-'
rfda je nfmk+3{0—jﬂk;m-0) i za sve xG§ je T x—(T ) zj. Kako je 'I'k
l_w-kontrak01ja, korlsteéi teoremu III l 1, speC13alnc relaciju (1),
 d0b1ja se da je | L - L |

pIT x,E:l"oI'(T )m’rjx &;j AT (1 1) f:']'_"_fjic;;r}_‘f('l'jj#)]']_ :
'-l (1 1) max{pl.'l‘ X, TleXj.l-U 1,..._ ,k-l}
"Eimeajeﬂteoremavdokazana. fw

| , | NAPOMENA._OVde treba 1staéi u ve21 sa ovim problemcm
I-da je u radu TiiW D. ADAMDVIC dokazao sledeée tvrd3en3e- .

Neka JE T presi1kavan3e pro1zv013nog nepraznog skupa
E u sebe sama 1 ako za neko kKEN, T k (kao iteracija shvaceno) 1ima
jedinstvenu f1ksnu tatku, tada pres11kavange T: E—->E takodje ima
jedinstvenu Dosto1anu tacku ?:E |
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DVE LOKALIZACIONE TEOREME ZA y=-KONTRAKCIJU

| . TEOREMA II.1.3. Neka je X, proizvoljna tacka 1z pros-
tora (X,p) 1 neka je S=S(x ,r)*(xé@ﬂp[k.,i]—r} i da1Je T:5—>X

" neka je y- kontrakcija na S, gde je X T-orbitalno kompletan pros-

"~ tor i p[ko,Txéj-(l A)r. Tada je pres11kavan3e T BANACH-avog tipa,
sa. sve tr1 osob1ne '

| DOKAZ. Kako je A<l iz nejednakostl p[}o,txoj-(l-k}r<r

sledl x *Tx.E§ pa primenom.princ1pa ‘indukcije ‘sleduje da je i niz

. n—-T X ES DokaZimo to. Predpostavimo da je x_,xqs- ..-sX £S. Tada

" ;poéto je T w-kontrakcija moiemo iskorlstitl relaciju (l) odakle za
n=0 i x—x sleduje | - - |

{JE‘O;me D[x .x +1] (l-l) a[x.,’l‘x .[.

‘pa prema nEJednakostl p[%o,Txéjg(l-l)r odavde sleduje da je |
pE: m+}_*r tj. +ﬁ;ﬁ Prema tome niz 1terac1ja {r" Xe, | néy} je
sadrian u S. Koristeél sada 1de3e teoreme III. 1.1. i prlmenjuju--
€i odgovarajuél postupak dobljamo da je. niz. 1terac13a CAUCHY-ev 1
prema tome zbog T-orbltalnosti on ima graniénu vrednost 5E§r ko;a

Jje flksna taEka presl;kavanja T.: No, skup K3 je zatvoren pa je taéf  .

"ka £ 1 u skupu S, gime uz procenu br21ne konvergenclje koja sledu-
_je iz (1) dokaz je kompletan‘:- |

- DEFINICIJA IT. 1 Pre511kavan3e T: X $x,'nazivd se

(e,¥)-lokalna kontnakc1aa ako post031 e>0,tako da vaz1 1mp]1kac1-
Ja p(x,y)<e—-—>(c) |

| TEOREMA II1. 1. 4 Néka-je pres1ikavanje T:¥—>X fe,w)+.
1oka1na kontrakc1aa na T-orb1ta]nom prostoru (X p) Tada 2za prpie_
zvoljno xék va21 a]ternat1va | | | I

(a) Za s=0, 1,... 'niz p[‘I‘Sx, 5+1£|<e il4

(b) Niz {T x]neg} konverg1ra f1ksn03 talki presl1kavan3a

. DOKAZ, Neka je”xég_i konstruifimo niz .
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o 0, 1) 0 [Tx, T25] , - v 00 %%, 75405, .

za koji sada postoje dve moguénosti: ako Jje

s+]1 -

(3) za $=0,1,...,p [T %,T° x|>¢

alternativa .(a) je ispunjena, pa neka je zato
(4)_ - za neki ceo broj's=so,p[?SOX?¢So+li]<g,”

Kako je préélikavanje T (g,¥)~ lokalnalkontrakcija i vazi (4) to
ponavljajuéi postupak koriscden u dokazu teoreme II. 1 1. i koris-
fenjem leme II 1.1. sledl da je | |

| pETSO lx,T50+_2xj=xa [c (TSOx,1) ] =xe<e.
Koriééenjem-principa indukcije dobija se
o [150¥Px, 780 P 53Pg (G (1%0x,1 <
za p=0,1,2,;.., pa prema lemi II.l.1. za m>30.
| n+p <, 0-Sp ' -1 n. mSo+1 -
(5) p-]:T x, T %)= SAPTRo (1-n) T [T0x, TOT ],
Otuda'je niz {T"x|n=0,1,...} Cauchy-ev i postoji tadka 5@;,

E=lim T x=1im T5+Px,'za.s>ﬂu. Otuda iz (5) je za n>n,-
n P - -

o [T0%, ] 327750 (1-2) "1 [r¥0x, TS0 My

$to implit:ij:a neje‘dnako.st‘ p.[Tnx,EJ{E_ -
Iz nejednakosti
| oETE.T(T x)]—w(oEz T g,p[e g, pcw ;g

o, 1:{1.0[T X TE]

primencm teoreme I.1.4. sleduje da je £ fiksna tacka preslikava—'
nja T. Time je dokaz kompletan.-
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Kao specijalan sluaj teoreme II.1l.4. moZemo navesti
sledeéi interesantan rezultat.

PROPOZIC]JA II. l 1. Neka je T:X >X (e,w)-1okalna
'kontrakc13a na T—orb1ta]no kompletnom prostoru (X.p)}. Ako 22 p- |
_rmzvohno xEx postoji ceo broj n(x) sa svojstvom pEI‘n(x) .I,n(x) 1:5{5:,
i ako su p i q dve fiksne tatke od 70 tako-da je p[p, qjJ<e, tada T i-
ma ta&no jednu f1ksnu taEku i svi n1zov1 AT xlnEF} konverg1ra3u Je-
_djnstwenoa f1k5noJ_taék1 od T__ |

| Inage M. Edelstein B4l je dokazac sliénu verziju loka-
1izovanog teorema ali za E-lanéaste metriéke prostore.” |

TEQREMA E, Neka Je T pres11kavan3e komp]etnog e-lanas-
- tog metr1ékog prostora (za pr01zv013ne P qG§ pnsth1 konacan skup
‘talaka p= ngl,...,q=xﬁ u x sa svogstvom -

P Ex,ﬂ <g=>p [Tx,’.t‘ﬂ.—gb_[x,ﬂ | aEEO 1).

'Tada T ima Jed1nstvenu f1ksnu taéku
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[1.2- NEKI REZULTATI O ¥ I GENERALISANOJ V-KONTRAKCIJI.

11.2.1. OSLABLJENE ¥ 1 GENERALISANA ¥-KONTRAKCIJA

U jednom najem ranijem radu f?ﬁﬁ] mi smo dokazali s- -
ledeée tvrdjenje. |

| TEOREMA IX.2.1. Neka Je (x p) metr1ck1 prostor Tada
su s1ede¢1 1skaz1 ekV1va1entn1 |

(a) X Jje T orb1ta1no komp1etan prostor

(b) Ako je S neprazan,'zatvoren podskup od X 1 T s——>s
w-kontrakC1Ja tada pres11kavanje T ima f1ksnu taéku

Tvrdjenje vazi i kada je T generalisana w-kontrak01-

'3a. Jedan deo dokaza ovog tvrdjenja dat je u. 1skazu Teoreme II11.1.1.,

" a drugi deo oslanja se -na jedan rezultat od HU-a [}lB!, ¢iji rezul-'
tat ujedno i generallzujemo naélm uslovcm w-kontrakclje (generall-_“

‘sane w-kontrakc1je) o |

‘Na ovaj nacin mi smo dali jednu karakterlza013u komp—
'letnostl (T—orbltalne kompletnostl) metrléklh prcstora u termini-

ma y-kontrakcija. Jasno je 1na§e da kompletnost prostora X impll- .
cira T—orbltalnu kompletnost, dok obrnuto ne vaZi. Pctvrdlmo to |
'sledeéim primerom. | |

PRIMER IT.2.1. Neka je x=(0, i], a presllkavanja. T
(9 X———>X zadajmn sa 1Kx)“(x+l)/2, g(x)-x/z Tada je prostor X
sa Euklldsklm.rastOJanjem - orbltalno kompletan, dok nije g-or-
_'bltalno kompletan, odnosno nlje éak ni kompletan.

- - Sada dokazujemo neke teoreme kcje 1zostavljaju (kao
| dovoljan: uslov) kampletnost prostora, cak 1 T—orbltalnu komplet—
nost, ali sa ciljem da se. ipak sacuvaju neki bitni zakljuéc1

Banach-ovog principa kontrakc1je.

TEOREMA II.2.2. Neka-je {X,p) metricki prostor i
T preslikavanje prostora X u sebe samo sa osobin;ma:'
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{(a) T je'w-kontrakcija_iii generalisana p-kontrakcija.
{b) T Je neprekidnn;preslikavanje-u tacki 563.

(c) Postoji tatka xEx sa syajﬁtvom da niz iteracija
_'(Tnx) ima podniz_(Tnix),'koji kahvergira ka tacki E. |

Tada je EEX jedihStvena hostOjana_taéka pres1ikavanja_

N Uporedjujuéi ovu teoremn sa teoremom IT. l 1 (kao i'
. sa teoremom Banach-a) vldl se da smo 1205taV111 kompletnost, o=
i dnosno T-orbitalnu kompletnost prostcra X i umesto njlh uvell SMo “ﬁ

) predpostavke {b) i (c) Uslov1 (b) i (c) ove teoreme &ak i zajed— |

ﬁno ne garantuju kompletnost odnosno T—orbltalnu kcmpletnost pros-,

*htora. Ilustrujmo to sledeé;m prlmerdm._ |

f PRIMER II 2.2. Neka je prostor X—[b l) i prESllkan-
> X deflnlsano sa Tx—x/Z gde se rastOJanje zadaje kao

'nje T X

'Euklldsko. Prostor X nlje kompletan a za presllkavanje T vaze o-

soblne (b) i (c)

TEOREMA II 2 3 Neka Je (X,o) metr1ﬁk1 prostor iT
neprek1dno pres]1kavange prostora x . samog sebe sa. svasstvom

- : (a) T Je w-kontrakc1ja 111 general1sana w-kontrakc1--
ja na skupu MCx k031 JE svuda gust u prostoru X.

) POStDJ‘ taCka EGE tako da niz iteracija (T'x)
 1ma Pﬂdn12 (Tnix) k031 konverg1ra tack1 géﬁ; S

._Tada je_gég_jédihsfvEﬁa_DOSfojana taka preslikavanja -

- Iz prethodnlh razmatranja jasno Je da w-kontrakc1ja i
o generallsana w-kontrakr:lja ne moraju i nisu obavezno neprekldna
';presllkavanja na metrléklm prostorlma. (V1d prlmer Ir.1.1.). All
- ‘ova klasa presllkavanja poseduje jedno drugo svojstvo koje cemo
nazvati orbitalna neprekidnost (vid. Edelstein [85!). Naime pre-

sinkavanje T metr1ckog prostara X u samog sebe Je orb1ta1no ne-
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prekidno ako i samo. ako za t@? kada Je t=lim T"ix za neko xEX,

R, S
je onda i Tt=1limTT Pig. 1—=>e

Otuda moZemo dati sledede tvrdjenje.

TEOREMA I1.2.4. Neka je presl1kavan3e T: x———>x P=ko-
_ntrakc13a il generalzsana w-kontrakc13a na metriékom prostoru X.
 Ako je EE%: sa svojstvom E=lim ‘T i(x) za neko xﬁ?; tada je i

 PE=1lim 'rn1+1(x) . iR
| j—>m

_DOKAZ; ﬂAVEDENiHiTVRDJENJA )

DOKAZ TEDREME II.2. 2. Kako je T neprekldno preslikava~

~nje u taékl EG?: to znati onda da i (Tn1+lx) kanvergira ka T(E)

_.Predpostav1mo da Je E+TE Tada pOStOje dis;unktne kugle Sl=Sl(£,r)_ -

i SZ—S (TE r) sa centrima £.i TE, a polnpreénlka r>0, pr1 Cemu Jje
'-joé r<3 o[E,TQJ Kako nlz lteraclja (T 1x) konverglra taéki g, a
niz (T™ + X) konverglra ka TE, to ce POStOjatl prlrodan brOJ No

ni+l

'lsa svojstvom da za sve 1)No je T 1x€$ T xG?z. Odavde mora

- biti da je i

o e[r"teo,T 1*1(x)_1>r (i>No).

| | ‘Sa druge strane, kako Je presllkavanje T w-kontrakcija,.i
.'12 negednakostl za procenu pr“n1+lx i zijdoblja se prema leml f_”;

III.1.1. za e>j>No
T p LTI?ex.Tneﬂ_XJ ‘iiﬂ' EJ (x,'ri" '+1)] S
'—lnjﬁ]:c (x,n +n )-I

2 Ne” 3(1—)«) p[x Tx_l

Sada odavde'kada é—+$m, sobziram da izraz na desnog s--_

-tran1 te?i 0, dobija se kcntradlktoran rezultat u odnosu na (1},

tj. Tnex,T E+1%J<r za dovoljro vellko-e,ﬁPrema tome u ovom_slu-'

caju je T¢=£. Da je & jedinstvena fiksna tacdka sledi kab i u te-
oremi II.1.1. | : :
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DOKAZ TEOREME II.2.3. U ovom slu&aju dovoljno je po-

kazati da je preslikavanje T:X >X Yp-kontrakcija (generalisana
y-kontrakcija) za svako x,yEX. I ta situacija bi se onda svodi-
la na prethodnu teoremu 11.2.2., pa bi ovo tvrdjenje sledilo di-
rektno kao njena posledica. U tom cilju neka su prvo xCM,yEX\M i

>y (n—>=) . Kako

neka Jje niz (z ) iz skupa M, ali takav da Z .

>R ‘rastude u slucaju (generallsane]

je presllkavanje W (R )

>m)

w-kontrakc1je to ée ‘biti tacéna 1 nejednakost (n

'-"p-l:'fx,Ty:léll’ (DEfrﬂ DE!rij pL—y:Ti\rpleTﬂ ;Dr_y,‘l‘xj)

| kao i nejednakost (n >m}

pl-Tx Ty___l-Amax{pEc,ﬂ [-x Tx:l p[:y Tﬂ plx,’l‘ﬂ Q[__y,Tx]}
. vads 4a 0.5 a o - '.. |
_.kada 3e,w;(R+)_—f—>R+ sa_qsoblnam M(max);
na osnévu néjednak0s£i".
pI'Tx Ty|= plTx,Tz "+p|Tz ,Ty_'_] p['rz ,Ty]+

-'-w(pEc zrj.pEc,Tx] .prz +Tz :l 91:-:,Tz ]plz STX]) .

- Na 1st1 na&in se postupa (zbog SlmEtIIJE) i kada Jje
yEM a xGX\M. Ostaje jo¥ slulaj kada su x,ﬂEXUM. Isto se postupa

kao u prethodncm slucaju i prxmenjuje teorema II 2. 2. |

DOKAZ TEUREME IT. 2. 4. Neka Su E, Gk sa sv035tvom |
E—lin T ;3- Konstrulélmﬂ dalije nlz (T x) k031 sadr21 (ukljucuje)
i ﬁ:jmlT .x) kao podnlz. Rako Je T w—kontrakC1ja {generalizovana
w—kontrak01ja) sledi da je an (T x) Cauchy—ev Dokaz bi tekao |
isto kao i u delu dokaza teoreme II.1.1. Prema tome, niz (TMx)
- Je Cauchy-ev i sadrZi podnlz (T"1) sa svojstvam £= llm T7ix, od-

— 0
akle sledi da je i E= llm T x%. Tada, prema negednakostlma (2) i

-(3) iz dela dokaza teoreme I11.1.1. sledl lim pITE,TT ﬁ]—ﬂ t]
. n
TE=1im i lx, 5to 1mpllclra i nejednakost TE= llm T l+l

D
Ovim 3je dokaz zavrsen.
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11.2.2. VISEZNACNA $-KONTRAKTIVNA PRESLIKAVANJA

U radu |:185:] SF.INADLER, je pr_vi pro$irio Banach-ov p-
rincip kontrakcije na viSeznadna preslikavanja. Ostajucéi pri ter-
minologiji i oznakama NADLER-2 nastaviéemo sa nekim uvodhim poj-

movima. Neka je (X,p)metridki prbstor, tada neka je:

(a) - CL(X)={A:A je neprazan, zatvoren pcidskup__. o&_ X}
(b) | BN'(X)={A-A. je nepra’zaffn- i oc_;'fahi-éen:_‘podsm;ﬁ_: od X}
'(1.:) N(A, E) {x@{ pE{,a:I{E za neko :a@,_eﬁﬂ},‘ |
(ay D(a, B)-:Lnf{pE: val x€A vEB} '_ N
(e} -__.H(A B)—inf{e>0 ACN(B e) , BCN(A E:)}

| (f_).'. 8(A, B)—sup{aEx ﬂ x@ yEB}

@ sa, B)—diam(pUB)

gOdavde je jasno da u 0p§tem slucaju H, 8 i S mogu bi-
ti i beskonaénl; ali na skupu BN(X) oni su konaéni._Funk01ja H je
- metrika na CL(XYWBN(X) i naziva se HAUSDORFF*OV& metrika.. Nekad .
je {eflkasnlje, za ovu metriku upotrebljavati jednakost H(A B}-

"max{sup{D(x,B) .xG\},sup{D(A,y) yeB}} Viseznaéna preslikavanje |
F:X

>CL(X) naziva se v1§eznacna kontrakc:.ja (pr:. ovam presll-
.kavanju) ako postoji fiksiran poz:.tivan broj q{l sa svogstvm

- H(Fx, Fy)—qprx,}a s Z2a sVe x,y@{. S. NADLER je u radu I—lBSj dokazao
‘da ako je (X,p) kompletan prostor, tada viéeznaéna kontrakc1ja F
ima fiksnu tacku E@( u smlslu da je E@E L. DUBE is, SING su 1;_

radu [:77:] pro§1r111 rezultat R.Kannan-a E_35] na viéeznaéna pre- B

slikavanja koja su neprekidna i za svako x,y@{ i neko qG,E{J 1/2)
1spunjavaju uslov H(Fx.Fy]—q{D(x,Fx)+D{y,Fy)} S.REICH |209] i
LJ,CIRIC (58] su takodje pro¥irivali ove rezultate na vléeznacna

 preslikavanja za neke 3¥ire: klase preslikavanja. U naéem maglstar__f o

~ skom radu [263] mi smo dokazali izvesna tvrdjenja o viéeznaénm

, Presllkavanjma. U ovcm poglavlju cilj nam je- da POb@ljéamo i prd- .

éirlmo ove rezultate, praélrﬁjuéi istovremeno i Banach-ov pr1ncxp
kcntrakC1je na vi§eznaéna w-kontraktivna preslikavanja generali-

zujuéi neke rezultate S, NADLER-2 " 1185] i gore navedenlh autora._
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Za preslikavanje F:X >CL(X) kaZzemo da je viseznacna

w-kontrakcija ako i samo ako za sve x,yEX Jje

(1) H(Fx,Fy)3p(p[x.,¥] .ntx',rx),n'(y;Fy_} ,D(x,Fy) ,D(y,Fx)),

gde je pre511kavan3e ¢ {R+) ?Ri sa osobinom M{max) 1 A=x£§
10,1). | | |
Sa druge strane orbita vléeznaénog preslikavanja

:>x u taék:. x@t neka je niz {(x ).xneFxn l} Za prostor
(X,p) kazademo da je F-orbltalno kompletan ako i samo ako svi

'F'

CAUCHY-evi nizovi prethodnog obllka konvergiraju u prostoru X.
naée sada je ovde jasno da ako Je prostor X kompletan onda je
iF- orbltalno kampletan za svaku viSezna&nu funkciju F: X >X,

_dok obrnuto ne vazZi. Ova definlcija je samo jedna mala modifika-

cija deflniC13e T-orbitalnosti za jednoznaéna nresllkavanja pros-
tora. | ' |

TEQREMA II 2.2. 1. Neka Je F: x }CL(X)'viEQZhaéna |
w-kontrakc1aa na prostoru (x,p), k031 je F=- orb1ta1no kompletan,
tada o

(a) Za pro1zvo13nu talku x ex postoji na orbiti {x_ }

 taZka ECX, taku da je lim x =E. Talka & JE fiksna tacka presl1-
 kavanja F i |

(b) p[x ,zﬂ ul-a) (1Al 'lp[x ,xlj Laglo, D).

Navedimo neke posledlce ovog tvrdjenja

| POSLEDICA 11.2.2.1. (S.Reich rioijrs 5.) Neka je X
kompletan metr1Ek1 prostor 1 neka v1§eznaéno pres11kavan3e |
F: x———>CL(X)1spun3ava us1ov

H(Fx Fy) aD(x,Fx)+bB(y Fy)+cprx,yj

- 9dE Su a;b c—o i a+b+c€;0,l); tada pres11kavan3e ¥ ima fiksnu ta—
- &ku. | | |
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POSLEDICA 11.2.2.2. (LJ.CIRIC [58],s5.268). Neka je
F:X >CL(X) vi§eznaéno preslikavanje na prostoru (X,p), koji
je F drbitalno kompletan 1 neka za svako x,y@{ postoji qe(o,l)-
tako da je | ' a |

H(Fx,Fy) Sqmax{p [X,y],D(x,Fx),D(y.Fy) »27 ' (D(x,Fy)+D(y,Fx))}

tada préinkavanje'F_ima fiksnu taéku q;;.' :

Sada dalje moZemo dokazati neke teoreme fiksne tadke
-za viseznaéna presllkavanja, znajuéi da vaﬁi relacija D(A B)—
B{(A,B)= B(A B)—G(A.B). Inac¢e kada je A={a} tada je H(A, B)f
-Bta B). Konstruiélmo jedan primer za gornju ilustraciju.

1

. | | PRIMER 11.2.2. 1 Neka JE X= R, a skupov1 A B neka su
'def1n1san1 sa A={(x,0): 0= x -4}1 B= {(x 1): U-x—2] tada je D(A,B)=
=1, H(A, B) V2, B(A B)Y=v/10 6(A B) 4 §to se inae geometr1ask1 moZe
| 11ustruvat1 sa sledecom slikom | | -

‘Sa druge: strane treba napomenutl da kada bi se umes—_' |
to procene za H(Fx Fy) procenjlvao izraz D(Fx,Fy) desnom stranom  '
nejednakosti (l) i sli¥nim varljacijama procena, to nelﬁ;bili
dovoljnl uslov1 za egzisten01]u flksnlh taéaka preslikavanja F;
>CL{X}, éak iu sluéaju kada bi'prostor X bio kompaktan.
.Sledeél ‘primerx je takva Jedna 1lustra013a._

:  PRIMER II 2.2, 2 Neka Jje X—{x-(xrxz) x]+x -1}CR N
uob1Ea3enom metr1kom, a presl1kavan3e F neka JE zadato $a. F(x)=_:'

={y€X:plX,y]=1}. Tada je D(Fx Fy)=0, JR{Fx, Fy)s $1,H(x,Fy)s /3 za

sve x,yEX. Odavde je jasno da €e neaednakost (procena) za D(Fx Fy)
biti 1spun3ena, mada pres]1kavan3e F nema f1ksne taéke Geometrijskl'
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Otuda je-od interesa sledeéi rezultat.

N TEOREMA 11. 2.2. 2 Neka ﬁa metriﬁkom-pfostbru (X,ﬁ)
viéezna&ﬂo pres}1kavan3e F: X——->BN(X)1ma sledeée .svojstvo: za
sve x,y@} JE |

(2) B(Fx, Fy)= w(plx,y],e(x,Fx),s(y,Fy),n(x,Fy);n(y;Fx))

_gde Je presl1kavan3e I (RO)5 ;ﬂ—}R sa usob1nnm M(max) i A-l(;
'ro S1). “Ako je prnstor X F- orb1ta1no komp]etan,.tada je pres11ka-' 
vanje F Banach- ovog tipa pri &emu JE za fiksnu tacku EE% FE= {E}
~ Ako se uslov (2) zameni Sa uslnvom

G(Fx Fy)*w olx, ] H( X FK) H(y Fy),D(x, FY) D(yaFK))

“tada tvrdjen;e takodje.vaZ1.

DOKAZI NA?EDENIH TVRDJENJA

| DOKAZ TE[}REME II 2. 2 1 Neka je taéka xoe_x prolzvolj—
no zadata i le_Fx ' tada e H(Fx ,Fxl)>0 ,jer bi iz suprotnog
sledilo da Je FXx -Fxl, i odatle b1 sledilo xlefxl,tj. xl bi blla
flksna tacka presllkavanja F. Neka je dalje aGﬂU 1) . Sada Je
H(Fx Fxl)<k aH(Fx ,Fx Y, odakle je xléfx , a sa druge strane po
'_def1n1c131 za B postojl xgé?xl sa svcjstvom | |

L "{_,.- g _
o) E{l'xzj-.-.h aH (FerFyl)._ .

'Neka_je'H(Fxl,Fx }>0. Kako je H(Fxl,Fx )<h H(Fxl,Fx ) 1 x26§x1,_'
onda postoji i x3EFx, sa svogstvom da je
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Nastavljajuéi 'sada ovaj postupak dcbijamo niz (xn)
za koji je | |

n+l€?x iplx,, n+i] =X H(Fx' _1rFx_ ) ,nEN.Pokazademo da je
ovako konstruisan niz i CAUCHY EV. Kako je presllkavanje F:X —>
CL(X) viSeznaéna w—kontrakcija i D(x B)—Dlqu]za sve yEch, dOblja

p[_xn,xn+1] =2 aH(Fxn 1,FX; )=1p(p [xn 1, xn:l D(xn I,Fxn—l)
. Dlx ,Fx ) D{x__ 1, 5%, ) D(x n*F¥,- 1))“ 1"amax{ |_3n_l-,xn]
plx 4 X ,p[& ¢ X P, 0}
- =n 1 n:I n n-l-il.--.l I n-l,xn+11".ﬂ_.

 Kako Je 11 a<1 odavde sledi da Je L

{3) Dlx rxn+1:l )‘l_aplx 1,x] n@q,

ggto?aalje.uz kori§denje:relacije'trougla.aajé_neje&nakosﬁ;

(41 | plx 'xn+sj=zl—lplxn+1 l n+1 =
| l1-a, n+i-1
_S._ 1. (?\ ) l plxorxl]"
Etklfain(i—l;'é) plx .xi]'{ 5 fi[””nl'

_ ._ Iz ove ne;ednakosti neposredno sledu]e da je nlz 3 _ |
(x ) Canchy-ev. Kako . ]E i xn+l€Fx (nCN) i (X,p) F—orbitalno kom— .
pletan prostor, znaél da . pOStOjl neka taéka géx sa svo:jstvom S

 5 llmxn Eime je tvrﬂjenje tacke (a) dokazano. Dokazaéemo dalje B

i drugl deo tvrdjenja. Kako je ” k

D(e; Ft:)-—p& x +1_'_[+D{xn+1.F£)-

-p[E. n+l]+H(Fx ,FE;) pl-j xn_,_1]+ N __ |
o "'Mpﬁf /E] D (X .Fx ) Dts FE} D(x_ FE) ,n(g, n+1)). o
cdakle kada n f—&m sledl da je D(g F )*0 a prema tome Eefgtj._
5€§ je fiksna ta&ka preslikavanja F. ‘Treba ]0§ dokazatl relaciju
{(C), no ona direktno ‘sleduje iz.(4)_kada_s*—->m_. ovim je dokaz |

~2Zavrsen.
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DOKAZ TEOREME 11.2.2.2.Neka je ag(0,1) i konstruidi-
mo Jednoznaéno preslikavanje T: :X—>X sa osobinom: za proizvol]j-

no xG? neka je TR taéka iz Fx, za koju je

(5. - ° [x.TxFAaG'(_x,Fx) ,,16('0',1) .
‘Sada_ée“za_x,yxgx i pfgﬁa"lemiixz;i.l._--
| '. plTx Ty:[ S(Fx Fy)-

'.-—w(pLx,y] 6(x,Fx) 6(y,Fy) D(x Fy.D(y,Fxl)
'é)kl max{plx,y] ﬁllthl pl}_’;TY]:pler}’] ply,Tx:[}

| Prlmenom dokazane teoreme II 1 l (a) odavde sledl da je presllka- fE
>x BANACH-ovog tlpa tj. post031 tadka EG} tako da -

Je gﬂTE éto s ob21r0m.na prethodne cinjenlce, 1mplic1ra da je
.-QEFE Sa druge strane zbog §EFE je - -

! atFa;FaJéw(o;ata,Fg),aca,rsl,O;O)éAa(z.Fa),'

odakle (zbog negednakostl (5) sledl da je Fg—g, tj. kaaa je £
fiksna taéka presllkavanja T ona je fiksna tadka i presllkava— |
 _nja F. Kakﬂ je za mex niz lteraC1ja(TnxJ na orbiti F od X, otuda.:”

| _pr;menom.teoreme II 1.1. {a) sleduje naée tvrdjenje.
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11.2.3. RESAVANJE NELINEARNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA

U ovem poglavlju izlo?ifemo neke primene dobijenih
rezultata dela II. Sli¢no smo postupali u magistarskom radu, alil
za jednu = uzu klasu preslikavanja. Specijalno ovae ¢emo prime-
niti stav II.1.l1. na reZavanje nelinearnih funkcicnalnih jedna-
&ina oblika Tx=Ax, na kompletnom metrickom prostoru (X, p); meto*'_
dom sukcesivnih aproksimacija u formi Ax_,,=Tx_ (X €X;i n=0 1,...);

prl ¢emu su T i A nelinearni operator1 prostora X.

o TEOREMA II 2.3.1. Neka je (X.p) komp]étan metriﬁki
prostor i A,T:X —>X nelinearni operatori sa: 5vogstv1ma (1)
“svako x,yey je plhx, Ay] ap|x,y]» a€§+ i

plTerYJ-aw(pl'x.y] olx,a” TxI plyfh Tﬂ plx A~ Ty:l DL'Y A" Tx])

gde je pres11kavanJe Y (Ro)5 >RE' sa osob1nom M(max)

A A = AEl0,1) 1'l1 rastuée sa osobinama (-VtGR+) u(t t,t,t t)<t |

i ]}T+éﬁf P(Z,2,2,2 z)<t(t€3+) Tada Jednaé1na T(x)= A(x) ima Jed- B
instveno reéenje u prostoru (X,0)> koJe je 1 gran1cna vrednnst n1za .

'-(xn) def1n1sanog-sa A(3n+1)-7(xn):“€§-

DOKAZ. Prema predpostavkama teoreme dabija se da egzis-

tlra preslikavanje A X >X, koje zadovoljava nejednakost

l?flx A—ly]-a pIx,y:l (x,y@()I.

Sada uz uslov (l} za preslikavanje A-l je

O ﬁflTx A-lTy]éa-lp EI‘x JI,.Ty] ,;1}) (p Ex ,'yj ,0 E{ ,A-]'Tx] ’

213,27y, e ka7 ] Lo iy AT D)
za sve taéke_x,yEx. Kako odavde, preslikavanje A_lT zadovolijava

predpostavke teoreme II.li.1l., uzimajudéi jednu proizvoljnu tacku
XEX i niz |
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: 3 _ —-l - |
(2) Xo-x,xl—ﬁ TXO-’-..-. ,xn+l | n

siedi da niz (2) konvergl—

juéi onda teoremu IT.1.1.
1T X———}X. "Prema tome, A TE

i primenju

a fiksnoi tacki presllkavanja A

‘ra k
rebalo pokazatl.

.—E, odakle Jje TE—AE a 8to je 1 t

imEHJHJUél Banachov stav fiksne tatke .

NAPOMENA.l) Pr
&i stav za nellnearne funk-

'CHATTERJEA_[37] je deazao odgovaraju

C1onalne_jednaélne predhodnog obllka. Otuda je 1 na%a prethodna

ideja.
-2} Prlllkom mog boravka na. Cherles UnlverSLty u Pragu janu-
| ara 1978. god. sa profesorom S, FUCIK' blem neline-

alne jednaC1ne Txahx, sa c1ljem 4

om refavan je pPro
a se izostavi pret-'-

arne funkcion
-_pbstavka: za_x,y€x |

plhx.Ay:\-ao rx.y] a€R+) .

Ti rezultatl bide publikovani u jednom zajednickom
PRAGENSIS.

radu, u Easoplsu_COMM,,MATH UNIVERSITATIS CAROLINAE,




I11.

BANACH-OVA PRESLIKAVANJA NA RAZNIM PROSTCRNIM STRUKTURAMA

ITI.1.

I11.2.

I11.3.

NEKA KONTRAKTIVNA PRESLIKAVANJA U METRIEKIM I TOPO-
LOSKIM PROSTORIMA.

JEDNA KLASA BANACH- OVIH PRESLIKAVANJA U LOKALNO
KONVEKSNIM PROSTORIMA.

REFLEKSIVAN BANACH*0V PROSTOR I NEKI REZULTATI
FIKSNE TACKE,

U prvom koraku smo na metri¢kim i topolodkim pros-

torima proucavali jednu klasu kontraktivnih pres]1-
kavanja koju smo nazvali generalisana kontrakcyaa.
Dalje, prethodne rezultate prenosimo u ovom-pog1aﬁ—
]ju'ha refleksivne prostore. Uvodimo i osobinu By
koja se zajedno sa pojmom normalne strukture (kogu je

uveo KIRK) pokazuje vrlo korisnom, i prakti&nom, u

ovom pravcu teorije. Radovi koje su dali GUOHDE,GOEBEL,
BROWDER, KIRK i KANNAN bili su nam po1azna tagka u

prethodnom pravcu. I na lokalino konveksnim prostor1ma'

‘dajemo. neke dovoljne uslove za egzistenciju fiksnih

tataka. Ovo ima posebnog interesa s obzirom na osobe-

nost strukture lokalno konveksnih prostora.
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I11. NEKA KONTRAKTIVNA PRESLIKAVANJA U METRIZKIM I
TOPOLOSKIM PROSTORIMA ' |

I11.1.1. GENERALISANA KONTRAKCIJA

U prvom delu ovoq poglavlja prouéléemo jednu klasu

_kontraktlvnih presllkavan]a T 3to presllkavaju metriékl prostor

(X,p) 1 sebe sama, a nlsu i obavezno- neprekidna. Ona zadovolja-'

vaju sledeéi ‘uslov: za svako x,yEEX postnae realni brojevi
(x,y) o (1 1,2,3,4), B(x,Y}= B k031 zadnvolJavaJu sledece ne-

-,'Jedﬂakostl;ul+a2+a3>e i
- B-az-U. sup (B- uz) ({11+a3) -qlél:o 1)

111 B |
.B 3= 0# SUP(B a3)(ﬁ. e, ) 'qzqo 1): |

i nejgdnak0st:
(A)G1Dij,T¥]+Gzpri=TI]+u3D[3,Ty]+a4min{pl},Ty],pl},Tx]}ﬁﬁp[},y]

Presllkavanja kOja lmaju ovo svogstvo zvaéema gene-

ralisana kontrakclja.'

Ovo je. klasa preslikavanja ko;a je OPStlja od svlh

.dosada prouéavanlh (navedenlh u poglavliju ITI.l, sem w-kontraktlv-

kao i od jedne klase presllkavanja koju je prouéavao

nlh),_
AL TVANOV .EZBJ

Ovo ée kasnije bit1 potkrepljeno i odgovarajuélm prl-.

prethodnl uslov generallsane kontrakc1je konstrulsan_

1merom. naée,
anog racuna. Naime, va-

| je na osnovu jedne 1og16ke formule 1skaz

Ze sledeée.ekvlvalenCLJe"

Uv%namxn::>3}¢:{3x)(A(xr=:>B),

__(Ex}“x)@B)@Nx) {A(x)==>B) ’
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gde su A(x),B neki iskazi, 1 lskaz B ne zavisi od x. Interesant-
no je da se onda koristeéi ove logicke formule moze na drugi

nadin intempretirati i BANACH-©oV uslov kontrakcije. U tom smislu
> X. Tada Je

neka je (X,p) kompletan metricki prostor i T:X
((3alo 1) (¥ G0 oL, 3]0 Ec.ﬂ)_;asen-ra--é)@ _
( (Va2 ;1))(.3x,y€x1(o'1:m,wjéqpf5c,yb(asen'Taes) )

TEOREMA I11.7.1. Neka je T pres]ikavahje T-orbital-
nog komp]etnog metr1&kon prostora. (X,p) u samog sebe. Ako je- pres-
Tikavanje T genera11sana kontrakc1Ja na X, tada za pro1zv013no_

xG}, niz 1terac1Ja(T“g) konver1ra ka f1ksn03 taék1 pres11kavanga T.

iteraciija
1)y ®=%X, X =T(x _;); n = 1,2{.,;,;
Cauchy-ev niz. 'Kako Jednakost xk l k(k@) odmah inicira da je
niz (x_ )Cauchy-ev} to pretpostavimo da je X _ (#%,0 za néy._
Prema (l) za X=X__q i y*x i imamo nejednakcst"

; - -'_."-'5 .
+o min{0,p0|X, 4 ‘.'xn-i'-_l] }EB_QE"‘n-l ':_xn]_' |
koja'je ekvfﬁaléntna salnejednakcééﬁ
ﬂlx rxn+i]“qlpL§ 1!x l

Odavdé:se dobija-red nejednakosti

R L T

'Sa druge strane za pralzvoljnc seﬁ je :

ﬁ{n+s—1 - _ el - -
Gl-i‘n'xmsf;_l Hz‘:L"":,=b+1'-]=q1‘l“?‘-':t) Piffo+‘

DOKﬁZ,.Neka jé XEk'prOizvoljno{ PokaZimo da je.niz
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Odavde sledi da je niz (X, } Cauchy-ev, pa posto
je prostor X T-orbitalno kompletan post031 tagka £=lim TPx,
. DokaZimo da je £=TE. 2a x=T"" x 1 y=£ iz (A) sledl

.ulp Ern?lerg] +u2 p E_Tnx,'r.n'l_.'l.x-_[-i'{lB P E; :ng +

+a min{p |T7n r?_Tc‘:] o [T, £] 1280 1T, £]
Odavde kada n —> sledi da je. p[g -r:-;] 0 tj.TE=E, a Bto je i
trebalo dokazati. Ovaj dokaz izveden pod uslovom B-a, —0(::}

1+a3>0) No korlééenjem osoblne simetrije za rastojanje na
1st1 naéln sledi dokaz i kada je B-aq =0 (:;:-c:r. +:12>0)

o POSLEDICA II1.1. 1. (A, IVANOV,1'129] ,s.V.284.) Neka je
, 1X,p) komp1etan metr1ék1 prostor i pres]1kavan3e T: X———>X neka

" “zadovoljava sledeée nEJednakost1.

Cap(x ,y] +bp D’.x ,.Ty]+c{p l'_'gt ,Tx].+p K ,Tyj Yod{p | X,Tyl+p Ly ,Tx'j}?-o
1h+b+2¢cmin{0,-2d}, b+c+d<0.

"i_Tada pres11kavan3e T ima nepokretnu tacku gﬁ}: koja Je Jed1n5t-

 7vena kada je i a+b+2d<0

DOKAZ Spe01fikac130m odgovarajuélh parametara i

  5tav1ja]ué1 a=B, b= -ul, o= —a,= ~0j id=-a,, neposrednc ce

-~ 'yidi ‘da Je ispunjen i na3 uslov generalisane kxonstrukcije. Da

.,._;obrnuto ne - vail posluilée sledeél primer.

o Pre navodjenja sledeée posledlce, kaélmo da presll—
-afkaﬁanje T X ——>X nazivamo arb1ta]no neprek1dn1m ako za prolz-

| H~,'voljno x@? vail impllkac13a

A | n,
lJ.m T 1x- u -_:;'» llmT(T x)-Tu.
Sada’ SmO u mﬁguénobti da.navedemo slededu posledibu

nase teoreme.
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POSLEDICA-111.1.2.(Lg,¢1R1¢ 161),5.53). Neka Je
T:X > X 0rb1ta1no neprekidno preslikavanje, gde je X T-orbi-

talno kompletan prostor. Ako T zadovoljava usiov: posto.n q€|0.1)
tako da za x,yExX je |

ninto [TxsTy] vo [xaTx) »o [y, TyJ F-mindp (X, Ty] .o [y, Tx]} a0 [x.5] »

tada preslikavanje T ima fiksnu taéku u X.

DOKAZ ., Neposredﬁo se specifikacijom'parametara u us-
lovu (A) dObija ova posledica. |

Doka¥imo da je nada teorema prava generalizac1ja
ova dva tvrdjenja U tom ciliu konstruisimo odgovarajuél prlmer.

PRIMER- IIL. 1 .1. Neka je X=|0 1), i def1n1s1mo pres11- )
kavanje T:X ——>X sa Tx= 0(0 x=10/11) Tx—]Dx/11(10/11<x 1), sa
uobizajenom Euklidskom metrikom na X. Tada preslikavanje T zado-
voljava uslov (A) za generelisanu kontrakciju - teoreme III. 1 1,
sa aq= -1; azwﬂ, a3-2 ilid az=2,a3=0. B=2/3 i u4<0 Kako je pros-
tor X kompletan pa onda i T- orbitalno komp1etan, to je onda teore-
ma III.1.1. pr1men1j1va i =0 Je fiksna tacka ovog pres11kavan3a
na osnovu toga. No, sa druge strane usiovi pos1ed1ca I11. 1.1. 1
111.1.2 nisu ispunjeni ved za tacke x=10/11 i y=1. bokaZimo to.
,Sada je za ove tacke ' - - - |

1n{p|"rx Ty],plx Tx] p[:y Ty]} m1n{p[:x Ty],ply Tx] }=

='min{lﬂf]l,10/11,1/11}-m1n{_0,1} ? %1>q/11 QG(X:Y)

i Otuda:usTovi tEOr&NEwLJ;tlﬂlé'alﬂiSﬁ ispunjeni.
Sa druge strane i uslovi teoreme A IVANOV 3 takUdJE'
nisu ispunjeni za talke x-10/11 y=1.__ |
a+10(b+c)+c+]ld-0-1 za'

d-ﬁ-[}: a+b+2c<0¢:;>a+c<-(b+c) @

—_— a+10(b+c)+c+11d aic+10(b+c)+11d
<= {b+c)+10(b+c)+11d
= 9(b+c+d)+2d<0+0=0.
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450: a+b+2c<-2de=> a+c <-(b+c)-2d —/=
== a+10(b+c)+c+11d <—(bfc)-2d+10(b+c)+]1d
= 9{b+c)+9d
= 9(b+c+d)<0.

" Ove kontradikcije potvrdjuju nadu tvrdnju.

N -Prema_tdme,'mmiemo tvrditi da je naSa teorema prava
'génerélizacija_gbrnjih'rezultata, xao i rezultata navedenih u
poglavliu III.l;, kojilsu posledice i V- kontraktivnosti.'ﬁapo—
menimo jod da se u POSledlCl TII.1.2. zahteva jo¥ i neprekid-
~ nost (orbltalna) dok u na3oj teoremi takvog zahteva nema. Inace
‘da se pokaZe da je uslov generalisane kontrakcije opstiji od
onih - navedenlh u poglavliju II.1l. dovoljno je uzeti primer IT1.1.1.

-Ovo-je_proveravanje lako jzyvrditi. Mi smo to 1 pokazali u radu

1269] .

TEOREMA I11.1.2. Neka je preslikavanje T:¥X—>X orbi--
ta]no neprek1dno na metriékom prostoru (X,p) sa osobinom

(8) -q.]p [Tx,’Ty]+u2p|_} ,Tx] 4040 [y, TY] +amin{p | Tyl,oly »Tx)Y<Boixsyls

gde je x=Yy 1 u]+a2+a3 Zp 4 B-a2>0 Vs -a >D(a .8 su realne konstante
- n

Ako za neko xéE} niz (T x,) ima tacku nagom11avan3a u € X, tada

je -tacka u f1ksna taéka pre511kavanga T. |

r-1 r | . n
DOKAZ. Ako je T =~ x_=T X. 2a ‘neko rGN, tada je T x_=

=T x = u za sve n>r i otuda je tvrdjenje ta&no. Neka je zato
X % T %, 22 sve_néy, i neka je 1lim T iy = u. Tada za T  Xo.
™x CX, prema (B) je

| - el S - | -
_'_alp [Tn?{o:Tn .1{0] +u_29 [Tn 1xoTnxo] +U.3Q LTnxorTn+lXDI+

+ﬂ4m1n{0.pl'1'n_xo, n+lx0]}<3p]'1‘n lx ,'T xO]

odakle se doblja-

?a

,pl@ﬁxc,Tn+lxé]{(B-u2)(al+a ofﬁn_ x Tnx +—0[T lxc,Tnx
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t3.
p\-nx nlo:l{ l-n-x Txol

prema tome, niz (p[?nxo,Tn+lxa]) je opadajuéi niz nenegativnih re-

alnih brojeva, i otuda konvergentan. Kako-je

| 'Q_ni n.+1
1imp [T *x_,7 *  x I=p[E,TE]

{olT *
dobija se - | L,
(2) | 1%mp I-_'_I‘n;zo,Tn lxo]=p E',TE:I .
n.+1 | Ny o
ni+2xo='T2u '_ i

‘Kako je 1imT * xO=TE, 1imT
n.+1 r1+2 - . |
{plT x ,'T xol}c{p | X Tnflxoj}

prema (2) dobijamo

(3) p[EE, T e B, TE]

. Pod pretpcstavkom da je p[@*T&]ﬁo prema .(B) je i
t?g,T §]<D[§,T§], a &to je kontradlktorno sa (3) Qtuda¢pEig,5]

=0, tj. &=T¢.

Na isti na¢in dokaz bi bio 1zveden u sluéaju kada e

B-a4>0 (=,‘>al+q2>0) Prema tome dokaz jE kompletan.--

NAPQMENA;' Prethodnl rezultat vail i na pr01zvolj—
nom tcpoloskom prostoru X, Uz 1zvesne modlflkac1je. NoO na topo- '
loZkom Hausdorff-ovom prostoru imamo i op§t13e rezultate. o
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111.1.2. DVE TEOREME FIKSNE TACKE NA TOPOLO3SKIM PROSTORIMA

TE¢REMA.111.1.3. Neka je X HAUSDORFF-OV topolo3ki
prostor i T-orbitalno neprekidno preslikavanje prostora X u
>|0,+=) ,A(t,t)=0,

'samog sebe, i neka je presliikavanje A:XxX
neprekidno sa svojstvom

(C) qIA{Tx,Ty)+32A(x,TX)%a3A(y,Ty)+a4min{A(x,Ty),A(y,Tx)}ﬁeh(x,y)

gde je x#y,i aytaytags B i B- u2>th a3>0(a ,B su realne knnstante).
Ako za neko x@( niz iteracija (T xo) ima konvergentan podniz,
tada pres11kavan3e T ima fiksnu taéku

' JEBNA NAPOMENA Ovaj rezultat se moZze jos viSe pro-
- Biriti i uopstltl u sledeéem slucaju Umesto presllkavan]a

A: XxX
gde je E par01]alno uredjen skup, a neprekidnost indukovana ure-

>[0,+=) moZe se uzeti presllkavanje A:XxX ———?(Eaéi};

- djajnom topeologijom na E. Odgovarajuél stav uz jo¥ neke modifi-
kacije potpuno bi se isto doka21vao, uz jos napomenu da bi skup

E za konvergenc1ju monotonlh nlzova trebalo da bude nredjen slic-

no kao u teereml I.2.2.

DOKAZ TEDREME 111.1.3. Neka je definisan niz ite -

racija (x ) sa (1). sada je za X, _1#x kao i u teoremi III.1.2.

A{TnxD;Tn*;xo)<(B-a2)(ai+d3)' A(T x Tnx )-A(Tn 1 ,T_xo)

odakle je zé n=1,2;..J

| Prema tome niz (A(x ,xn+1)) je opadajuél niz nenega-
tivnih realnlh brogeva, i prema tome je konvergentan. Neka kon-
.verglra brgju r. Neka je dalje, prema pretpastavci u=lim xnk ,u

G;X, X =T kxo. Dokaz;mo-da je ‘u—Tu . Pretpostavimo suprotno, zn+]
=Tzn,z§Eu(n—o,l,2,...). sada je prema (C):

{4).A(znrzn+l){h(zn',zn){.i..kh(zo,zl)=A(u,Tu).
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Kako su T 1 A heprékidna preslikavanja dobijamo:

(5) A(g,Tu=Alimx_,Tlimx ')=A(1imx limx f
! Dy S TS

=11H1PL(X e X - )=r- ‘
Oy Oye1

=1imA (x LX - )=a{z_,z
“k+n Pk+4n+l n’

Otuda mi imamo kontradikciju prema (4) i (5) i u 3e' ffa

" ,ond§ fikSﬁa taéka za presllkavanje T.

Uz isti postupak dokaz1vanja i uz isto rezonevanje
om moguénostl smo da pokaéemo i Jedan op§t131 rezultat.:_.

TEOREMA III 1.4. Neka su T] i T2 orb1ta1no nepre-  -7“-”'

kidna pres]1kavanja HAUSDORFF ovog topo]0§k0g prostora X u samog
sebe, i neka je preslikavanje R: XxX - >|n +m) A(t t) 0, SR
neprekidno sa svojstvom | B

AT X, ToY) +0,A (%, T X) +agh ly, Toy) 4o mintA(x, Toy) (Aly, T30 FBAGLY)
R Ko ) raghly Doyl to mimAlx, Toy) ALY s 5y %0 JSE )

gde je xfy., a-i+a2+u-32818 -a :?OVB a'>0(ci L8 .Su- realne kbns'ténte)

' Akn za neko X Gx, niz (x.), def1n1san 53 X,
n =0,]l 2,.;.., ima konvergentan podn1z, tada pres11kavanJa T] 1.T2_
imaju zaaedn1éku fiksnu tacku u prustoru X |

Jasno odavdekmda je T]=T2¥T ”i_°5taTe mddifikatijg: 
'.s]ed1 prethodno tvrdJenJe - - L o

n+1=T1%2n**2n+2° 12 2n+1’




84 2CELEKSIVAN BANACH-OV PROSTOR

111.2. JEDNA KLASA BANACH-ovih PRESLIKAVANJA U LOKALNO
KONVEKSNIM PROSTORIMA

Meka je X normiran prosnor. Za skup K iz normlranog
prostora X kaZze se da Je konveksan ako ima svojstvo da za svaki
par tadaka x,yCK pravolinijski put m(I)Cﬂ, gde je I putanja

K{z, rﬂC}: Kako kugle &ine bazu topo]og13e u X, vidimo da norm1-, |
ran1 vektorski prostor1 imaju vazno. svojstvo da poseduau bazu to-
'polog1Je sastav]aenu od samih konveksn1h skupova.Topolo3ki vek—-
torski prostorl sa ovxm.stJStvcm.zovu se lokalno konveksni pr0$- 
"t0r1 i predstavljaju danas Oler u kOJem -se 1zuéava i obradjuje |
'savremena matematléka anallza. Otuda, izmedju ostalOg, i na¥i raz-
lozi da se pozabavimo izuéavanjima BANACH-ovih presllkavanja iu o
Lokalno konveksnlm prostarima; Posebno kada se ima u vidu &inje-

| nlca da tecrlja nepokretne taéke predstavlja snazno sredstvo u te-
forljl dlferenc1jaln1h jednaéina, ko;a se sada spe01jalno obradju- ﬁ
je u lokalno konveksnim prostorlma. Inace, s cb21rom da se lokalno_'
'konveksn1 prostor1 mogu ekv1valentno okarakterisatl seminormama
(3to je vrlo operativno) mi €emo tu. Elnjenlcu lskorlstiti, i na%i
iskazi bice u t1m termlnima. No, napomenimo da ovde sve potice od
SCHAUDER'EF§313 i TIHONOV-a Lg?jj kojl je na lokalno konveksne

B prostore preneo tvrdjenje Schauder-a. Poznato je- puno generaliza- -
cije ovih stavova (Millonééik-cv r17i] G.Marinescu. 1 A. Deleanu |
l?lj B.Stankovié i O. HadZié 1115"‘

Za nas je specijalno zanimljiva teorema W, w, TAYLOR-a .
|275] On je dokazan da ako je K kompaktan zvezdast1 podskup se-
par1ranog lokalno konvesnog topoloﬁkog vektorskog prostora i pre-~'
slikavanje T:K —>K sa stJstvom H(Tr-Ty)-II(x—y) za sve X,yEK i
| prqlzvolanu sem1nnrmu 1, tada pres11kavan1e T 1ma f1ksnu taéku u K-'

| Na§ Cllj ]e da dokaﬁemo neke teoreme flksne taéke
' nrvo za jednu Ziru klasu preslikavanja, a drugo da pokaiemo da -

-._uslov T:K —>K u radu 1275] moze b1t1 os1ab13en sa T:K —>E i

T (C'IK) CK, gde ClK cznalava gram.cu skupa K.

Inade, ‘napomenimo da se ovde pod zvezdastim skupom
A od E podrazumeva da za skup A postoji taZka ngs sa svojstvom
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(1-1) n+aylA za svako yé} i svako AE|0,1). Element n zove se

centar zvezde A,

TEOREMA- I11.2.1. Neka je E separ1ran1 lokalno kon-
veksni topolo3ki vektorski prostor, K kompaktan podskup od E 1§$
familija seminormi Koja generiée'topo1og13u prostora E, a pres-
likavanje T:K —> E za nek_o_r[e?f'i k,yG_K ima svojstvo |

{1) H(Tx-Ty)fmin{H(x-y),H(x-Tx),n(y-Ty)}, minfo,

N(Tx-Ty)=0 kada je min = 0,

- gde Je T(ClK.)g(.. Tada postoji tacka tél( sa svojstvom T(t)EK i

T(t-Tt)=0. Ako je preslikavanje T neprekidno i.uslov (1) vaii

za sve IE ¥, tada pres1ikavanje T ima jedihStvenu fiksnu tacku.
Sledede tvrdjenje direktno generalizﬁje ﬁeoremu-

W.W. TAYLOR-a |275].

TEOREMA - III 2 2. Neka Je E separ1ran1 lokalno kon-,
veksni topoloski vektorsk1 prostor, K kompaktan zvezdasti pod- |
skup od E i glfam111ja seminormi koja generise topo]og1au prostora
£, a preshkavan,]e T:K —FE za neko TIE@*: x,ye( ima svogstw'

H(Tx-Ty)émin{H(x-y),H(x-Tx),H(yny}};

Ako'jé T(C]KM;EK ilT néﬁrekidno pfes]ikavénje,:tada ono ima-fiks—
nu tafku u K. - - | ‘

| Navedimo dalje neke poslédice (pored teOremé_W,W.
TAYLOR-a |275]) na&ih tvrdjenja. |

POSLEDICA- 2.1. Neka je K kompaktan.podskup normiranog

linearnog prostora X 1 neka pres11kavan3e T:K >X ispunjava 2a

Xx,yEK uslov

NTx-Tyll< min{ I x=-y{l;lIx-Tx1i le Tyll},x# i T{ C1K)C K,
. tada pres11kavan3e T ima ded1nstvenu fiksnu tacku u K.
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5OSLEDICA.2.2. (W.W.TAYLOR 1275]). Neka je K kompaktan
zvezdast1 podskup od prostora E (E ima znacenje kao u teoremi

III.Z.Z.) i neka je T:K > K sa svojstvom I(Tx- Ty)= N{x-y) za
neko Hefk'Tada'preslikavanJe T ima fiksnu talku u skupu K.

a

| POSLEDICA.2-3- (W.DOTSON |76]). Neka je K kompaktan
zvezdasti podskup normiranog linearnog prostora X, 1 presT1ka-

vanje T:K —> X za sva x,y &K ispunjava uslov [ITx- Ty“ || x - yﬂ ;
gde je T(C1K){K. Tada preslikavanje T ima fiksnu tacku.

DOKAZ TEOREME. I1II1.2.7. ‘Stavimo da je A(x)=I(x-Tx).
Onda Jezxpresllkavanje skupa K u skup R,, i pritom neprekidno.
Posto je skup K kompaktan (po pretpostavci) to onda postoiil tad-
ka EEK sa svojstvom p(g)= min{A(x) | x £K}. BAko je T(E)EK onda
je N(g- T(g))-O, 1naée je tada |

A(TE)= H(TE—T(TE))<m1n{H(E-TE) JT{E-TE), H(TE—T(TE))}
-mln{ﬂ(E) ’ ﬁ(g} ; MTE) }=A(E)

a sto'je kontradikcija sa &injenicom da je A (%) minimum. I u
ovom slucaju onda za E=+t,{t-Tt)=0, pa tvrdjenje vazi. Pre nego
$to razmotrimo slucaj xada je T(EKﬁK dokazlmo jedno pomoéno tvr-

djenje (verovatno poznato).

PROPOZICIJA-I11.2.7. Neka je E separirani Tokaino
konueksn1 topolodki vektorski prostor i K zatvoreni podskup od E.
Ako .je xe_< i .V¢K, tada postom broj AG\O 1)sa svojstvom (1-A)x+
_+>y z@H( Ako je x¢C1K tada Je AG(G 1)

'_ DOKAZ - Neka Se A-{B—Dlil-ﬂ)x+meK,0 a-B}
Kako je x€K bide skup A neprazan. Sa druge strane uslov yég imp-
licira da je i=sup{B| BG;}-I Kako je skup K zatvoren sledi da
je z= (1-l)x+}y@{ i otuda )l<l. Da bi dokazali da je 21K, izabe-

. rimo y>X sa sv035tvom (v—-A) M {x-y}<l. Prema definiciji za A, posto-

jaée S, l<6 =y sa svojstvom zl—(l- )x+6ﬂ&? Kako je II{z-z )—
=(v=-2)T{x-y)<l za 2 eU +z gde Jje ovde kolekcija U baza prostora
E. ovo implicira da je taéka.ZG?lK. ako je x€K onda xé@lK 1mpll—

cira da je A>o , Cime je dokaz propozicije zavrien.
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Sada nastavljamo sa dokazom teoreme i u tom cilju
neka je sluZaj T(g)é}f.. |

Ako je T{E)él(, po pretpostavci sledi da je i E¢C1K.'
otuda, primenjujuéi prethodnu proﬁoziciju'III.l.l., postojace
broj AE(0,1) sa svojstvom da Je t=(1-A)E+AT (£)EClK. Ovo znaci
da je N(E-t)=0. Inace, pretpostaﬁka H(E-t)fo; daje |

A () =T {(£-T(£)) = T{t-TE)+ T(TE-TE)
CH (£-TE)+min{l (§-t), W (E-TE), T(t-Tt))

= (i—A)ntg-Tg)+min{1n(a-TE),H(g*Tg), m{t-Tt)}

H

(1-A) T (E-TE)+AT(E-TE) =A(E),
a Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je A(E) minimum. Otuda
H(E—t)=0. Kako je H{E-t)=rA(E) 1 T{T(E£)}~t)=(1-2)A(E) sledi da je
n{g-rg)=0, N{(TE-t)=0 1 sa druge strane II(t-Tt)g D(e=-TE)+TI(TE-TE)=0.
Ovim smo dokazali prvi deo teoreme. Neka je dalje preslikavanje

T neprekidno i neka zailnd',K(I{)={ (x,Tx)erK\H(x-Tx)?O}. Ovako de-
finisani skup K(H)%Q) za neko Hé@; prema prethodno dokazancj &i-
njenici. No, preslikavanje T je neprekidno pa je skup K{ll) zat-
voren, a- -familija {KCH)HKéﬁ-imm.svoistvo konalnog presecanja -,
odakle za svaki kona&an skup{ﬁl,...;',nn}_c_& .ﬁ=Hi+...+Hn€r}i

K (I K(Il;). otuda sledi da postoji t@( sa svojstvom
i= _

=1,.4.,0

(t,Tt)m{K(H) 1n€?}, a ovo implicira da-jelﬂ(t-Tt)-—.—U za svako FES&'
Poi3to je prostor E separiran, imamo T(t)=t..Neka-je sé} i T(s)=s.
Za neko 1‘[6?' ako je I(t-s)>0, tada je T {t-s)=I(Tt-Ts)<min{ll{t-s),
0,0}=0, a $to je kontradikcija. Prema tome H(t—é}#o za sve Héigg
i otuda t=s. | o

DOKAZ TEOREHE I1I.2.2. Neka je n centar zvezde od
skupa K ‘i (an) niz.realnih brojeva sa svojstvima Oéan<l gde
a —> 1{n>«). Za proizvcljan'ceo broj n definiéimo preslikava-
nje T_:K -—> E sa Th{x]#' (l—an)n+anT($'c) . Sada je za xEC1K,
TxEK i onda Tn(ClK)CK. Takodje za neko I[@'(}i- x,y@{ je

H(Tnx-Tny)=unﬂ(Tx—Ty)ianmin{H(x-y),H(x-Tx),H(y-Ty)}.

Primenjujuéi, sada ovde Teoremu III.Z.l. sledi da za neko ngz
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(=celi brojevi) postoji xdgﬁ sa svojstvom T_(x, )=x_. Kako Je K
kompaktan skup sledi da niz x,—>& KE(kEICzZ), pa otuda i niz
>1(k€I). Kako je T neprekidno preslikavanje iz jednakosti

"

o
k
xn-T(xn)=(l-an)Tn—T(xn))sledi da je TE=f , a sdto je 1 trebalo

. dokazati.
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L{

1171.3. REFLEKSIVAN BANACH-OV PROSTOR I NEKI REZULTATI
FIKSNE TACKE

U ovom delu rada pokézaéemo neke teoreme fiksne
tacke na refleksivnim BANACH-OVim prostorima za klasu operatora
koju smo nazvali wRBS—kontrakcija. U tom cilju neka je X refleks-

jvan BANACH-ov prostor i1 K neprazan, ograniden, zatvoren i kon-
veksan podskup iz X.

PRESLIKAVANJE T:K ——> K zvalemo wRBS-knntrakCija
ako i samo ako za svako x,yEK vaii‘nejednakost |

llTx—-Tyll'iw(le.-yll,llx-TxII,lly-Tyll,llka-lel,“ y-Tx ll:') ,

L N 5 . _— |
pri cemu funkcija v:(R})” —> Rf_'-‘-i-%-"'f'l_ﬂ,l)-_ima osobinu M(max) sa
A=2E1D,1].

Specijalno, u prvom koraku ovog dela rada neka tvr-
djenja formulisademo 1 dokazati za metricke prostore odnosno normi-
rane prostore, 1 te rezultate iskoristiti za dobijanje drugih na
Banach-ovim (refleksivnim) prostorima. U tom smislu, ako presli-
kavanje T preslikava metricki prostor (X,p) u samog sebe 1 za

svako x,yEX je tatna nejednakost

5! Tx, Tyl Swlo [ X,y1s0 X, Tx]Hp D,Ty]',p I x,Tyl,ely,Tx])

——> Ri ima osobinu M(max} sa konstantom
A=2El0,17 , kazacemo da je preslikavanje 1T ¢M5—kontrakcija'na X.

pri Zemu funkcija w:(Rf_)5

DEFINICIJA 111.3.1.([1467,5.1004.) Ogranilen i kon-
veksan Skup K u Banach—ovam prostoru X kaZemo da ima normalnu struk-
turu ako za svaki konveksan podskup S iz K koji sadrzi vide od
jedne talke postoji xgS takvo da je sup Hx—ynﬂﬁ(S). Ovde je 8(S)
dijametar skupa. | | e

U svom radu ?}46]KfRK je dokazao sledefu teoremu:

Ako je T neekspanzivno presltikavanja K u samog sebe tJ. HTx—TyH§

é"x-yﬂ,x,yéﬁ i ako K ima normalinu strukturu,tada T ima nepokretnu
tacdku u K.
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Ovaj rezultat bio je takodje dokazan u uniformno
konveksnim prostorima od BROWDER [27], GOHDE [106] i GOEBEL[103].
U ovom sludaju refleksivnost prostora i normalna struktura na
K postaju posledice uniformne konveksnosti.

DEFINICIJA -I11.3.2. (vid.|137],s.170). Ako je T pres-
likavanje K u samog sebe takvo da za svako xEK je

(1) - Lims [O(T %, =) ] <8 {T(x,=)], 6 [D(x, =] 0.

Tada kaZemo da T ima umanjene orbitalne dijametre kroz K.

Inace,preslikavanje T ima umanjene kruzne dijametre

na metri&kom prostoru X,ako je za svako x€§.u vaZznosti (1).

DEFINIchA;III.B.B. Preslikavanje T ograni&enog pod-
skupa K iz BANACH-ovog prostora X u samog sebe kazemo da ima oso-
binu By na K ako za svaki zatvofeni konveksni podskup F iz K,
koji je prestikan u samog sebe sa T i koji sadrzi vise od jednog
elementa postoje x£F i k@ tako da je “x-Tkxll‘zég ”Y'TkY" .

>X, gde je (X,p) metricki

Za-preélik&vanje T: X
prostor, kazademo da ima oscbinu By na skupu GCX ako za svaki
zatvoreni podskup F iz G koji sadrZi viZe od jednog elementa

i pre§likava se u samog sebe sa T postoje xé? i kéy_takvi da je

o|%,T x]<sup oly,TKy].
Sen r Ty ]

Sada demo u prvom koraku ovog poglavlja rafinirati
i povezati pdjmove normalne strukture, umanjenih orbitalnih di-

jametara i naSeg novo uvedenog pojma By na K i X.

Navedimo sada i dokaZimo nekoliko naZih tvrdjenja-u'

ovom pravcu.

TEOREMA 1I1.3.1. Neka je X metriﬁki_prbstor i neka
je T preslikavanje prostoura X u samog sebe, Vys” kontrakcija na
X. Tada ako T ima umanjene kruZne dijametre na X, onda T posedu-
~je i osobinu By n2 prostoru X,_
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Ovde je zanimljivo pitanje da 1i (u izvesnom smislu
obrt) kada je preslikavanie T wns— kontraktivno sa osobinom E,,
ima umanjene kruZne dijametre. Odgovor na ovo pitanje zasad
nemamo. .

TEoREMA- [11.3.2. Neka je K ogranien konveksan pod-
skup BANACH-ovog prostora X i neka se K presiikava u samog sebe

sa T, pri Cemu je T byg- kontrakcija na K. Tada ako K ima nor-
malnu strukturu, T ima osobinu B, na K.

Konstruiiimo sada jedan primer koji pokazuje da
obratove teoreme ne vaZi.

PRIMER-III.3.1l. Neka je na prostoru £_2 norma uvedena
sa ||x|=max{ lelllz/v’Zz Al o §o (vid. 232 ],s.95.). Prostor 2.2 nema
normalnu strukturu, kao ni skup KC£2, K={x#(§i):5i§0}uxneﬁél}
Skup K je inace og:aniéen 1 konveksan podskup u prostoru £,-
Medjutim, operator T:K >K definisan sa Tx=x/3,x€§ je takav da
zadovoljava osobinu wMS- kontraktivnqsti za X4YG¥4 i za svaki
zatvoreni podskup A od K, koji je preslikan u samog sebi sa T i
sadrEi vigde od jednig elementa,postoje mE§ i kép tako da je
lx=T"xll <supy ey liy-T vil. |

| TeOREMA TII.3.3. Neka je T neprekidno preslikavanje
kompaktnog metriZkog prostora (X,p) u samog sebi i neka je pres-
Tikavanje T Yye- kontraktivno sa osobinom By na X. Tada T ima
jedinstvenu nepokretnu tadku u X.

Napomenimo,'da se pretpostavka o neprekidnosti pres-
likavanja T moZe u ovom sluZaju izostaviti 1 zameniti sa: T Je
takvo preslikavanje, da za neki neprazan podskup F iz X koji se
preslikava u samog sebe sa T bude FQ:(TF)'.

DOKAZI NAVEDENIH TECREMA

DOKAZ TEOREME III.2.1l. Neka je F zatvoren podskup
skupa X, koji se preslikava u samog sebe preko preslikavanja 7T
i neka F jo§ sadrZi vide od jeénog elementa. Neka je dalie za

1 - k - v - k-] [ . - -
svaki elemﬁnt.xéf r.x,T x;=sup”eF:Ly,T v =C. Broj C oliZ.ednc
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nije nula, jer kada je C=0, tada skup F sadrzi vise od Jjedne
nepokretne tadke za T, 3to je inade nemoguce. Sa druge strane

za xgF vaZi nejednakost

0 E{r,ﬁsl-s"# (p &r-]:'xs-l] ' 0 E’cr...]_'xr_-] r P Exs-l'xsj '

P Exr_lrxs] ’ P I_xs_ rxlj ),

odakle je prlmenom leme II1.). 1. prk ,x;]—c, za r,s= lu Otuda za
rzi je 6[]x m)] §x ,xr+l,...)—c Ovo je posledlca ¥injenica

- da Je p[x ,xé]—c i prk ,xr+£]—c Prema tome, sada je TxE? i
-presllkavanje T onda nema smanjene kruZne dljametre. Ova kontra-
- dikcija dokazuje gornjajtvrdjenja.

DOKAZ TEOREME-IiI.3;2; Pretpostavimo da tvrdjenje
teoreme nije'taéno. U tom sludaju postoji zatvoren konveksan pod--
'skup F iz X koji sadrZi viZe od jednog elementa i koji se presli-

kava u samog sebe sa T i takav da za svaki element xCF je
| Koll— | k
(2)  Hx-T*xll= supyeFlly—T yll= c&o) .

Uodimo dalje skup T(F). Ovaj skup ima viZe od jednog elementa,
jer kada bi imaoc samo jedan element, taj element bi bio nepokre-
tna tadka presllkavanja T i otuda |ly-T Y]l=0, a 3to je u kontra-
_a1kc131 sa jednako3déu (2). otuda skup T(F) sadrzi viZe od jednog
elementa. Neka je S= ConvL?(F)] tj. konveksan omotal od T(F) i
neka su x,y{S. Tada postoije tri moguénosti za tacke ovog skupa:
1) x=Tx' Y=TY' (%7, 'CF), 2)x=Tx’ Ly=Lofy’ (x',y’ €F.Ia;=1,

3} - x—za T’ ,y#zs Tyi(x 'Y Gf Lo =LB; 4=1). sa druge strane kako je
 presl1kavan3e T Ymg™ kontrakc1ja na K to primenom leme II.l.1. u.
svakom.od gornje tri moguénostl dobija se nejednakost lIx-vl|= ¢, a
otuda i negednakost §(S) C Takodje je za neki element xEF(x=Tx
'11 X=Y 0 . Tx’, x ,x:é?'za =1) Txé?onv(TF) pa otuda T preslikava
skup F u samog sebe. Dakle ||x-T Xll' (prema 2) pa je i Supyef‘

Hy— yH—C za neko xES. No ova élnjenlca je u kontradikciji sa pret-

postavkom normalne strukture na K, 5to dokazuje teoremu.
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DOKAZ TEOREME 111.3.3. Neka je X(K) parcijalno uredjen
skupovima K CX koji su neprazni, zatvoreni i relativno invari-
jantni preko T na slededi naéln. Ka (:Ka ili KQZC:Kul, KulfKa
Koristedéi lemu KURATOVSKI -Z0ORN™—a moZemo konstruisati skup K ko-
ji je minimalan uz osobine da je neprazan zatvoren i relativno
invarijantan preko T. Ako K sadrzi vise od jednog elementa, ta-
da posto T ima osobinu Bk kroz X, postojece tadka zég takva da
je plz, T z]= r<supy€§pLy,T %v1. Neka je dalje K —{téﬁ.pfl TF¢]3r).
O¢igledno skup K, je neprazan i pravi podskup iz K. Sa druge
strane prema osobini wMS-kontraktlvnostl za pr01zvoljnu tacku
tG£1 dobija se da je p|Tt, ey
T skup Ky preslikava u samog sebe. Neka je dalie nn€¥1 takav da
je T ———&y'i yEK. Sada je

i‘

= lp[:t T t]—-r,' 5to znali da se sa

aly,T KyISoly,n J+e I nn]+ci‘T T, Ty

<o ¥, J+x+p r*n_,y]

odakle je zbog neprekidnosti kada n > _p[§¢Tky Zr. Prema tome
talka yG§ i otuda je skup Ki zatvoren. Sa&a je skup Kl neprazan,
zatvoren podskup iz skupa K koji se presllkava u samog sebe po-
modu T. No, ovo je kontradiktorno minimalnosti skupa K. Otuda X
sadr¥i samo jedan element koji je qudno.i-jedinStvena.nepokretna

tadka preslikavanja T, ¢ime je tecorema dokazana.

U vezi sa napomenom prethodne teoreme, dokaz potpuno
isto teée, jedlno se u momentu kada se koristi pretpostavka ne-—
prekldnostl za T koristi zamenjena pretpostavka da se pokaze da
je skup Kl zatvoren. Naime, neka je v granicna tadka od Kl, tada
iz pretpostavke postoji Tn€K; sledi da je i TC QTKl, tako da za
‘proizvoljno £>0, postoji No takvo da je oly,T n&}ug za n> No.

Otuda procenjujucéi rastojanje ply,T y] uz koriscenje’ prethodne
élnjenlce i osobine wMS—kontraktlvnostl sledi da Je ﬂ[y;T Yy = r,.f
‘odnosno y€X, s pa je stoga skup K, zatvoren. Ostali deo dokaza je

potpuno isti.
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REFLEKSIVAN BANACH-OV PROSTOR

Neka je X refleksivan Banach~ov prostor i neka je K
nepfazan ogranicen, zatvoren i konveksan podskup iz X. U ovom
delu rada mi prodirujemo i generalizujemo izmedju ostalog 1 re-
zultate Kannan-a ‘1 Delfina Roux-Paolo Soardy ([136], |707]). za

>K. n]lhOVI dovoljni uslovi (izmedju ostalog)

~ preslikavanje T:K

ckarakterisani su negednakostlma

(Kannan)“Tx-TyH-.2 ("x-Txn+“y-Ty")..XrY€3
(Roux—Soardy)HTx-Ty“ a(“x-Tx"+"y-Ty")+b"x-y"
| (a_a(x,y) 0 b=b (%, y) =0, 2a+b=1).

Ako su_joé ispunjeni uslovi .

1) X je uniformno konveksan i u skupu K postoji tacka sa

ograni¢enom orbitom,

2} X je Banach-ov prostor, K je slabo kompaktan, T nepre-
kidno presiikavanje i sup{b(x,y)\x,yéﬁ}<l,

tada preslikavanje T ima fiksnu tacdku u skupu K.

Mi smo u radu |264])proudavali sli®nu sitvaciju za jed-.

nu kKlasu od bepg™ kontraktivnih operatora na refleksivnim Banach-
ovim prostorima. U ovom sludaju korespondencija sa polijskim mate-
mati®arem Dr JULIAN MUSIELAK—-om (POZNAN)bila nam je od dragocene

koristi. MozZemo, sada navesti i:na§e glavne rezultate. |

~TEQREMA I11.3.4. Neka je T preslikavanje nepraznog,
ograniienog, zatvorenog i konveksnog podskupa K od refieksivnog
Banachovog prostora X u samog- -sebe, pr1 Cemu je T 1 Yopg” kontrak-
cija na K. Tada ako (;kG_N) Sup e_.lly ~1Kyll<86(F) za svaki neprazan,
ograniéen, zatvoren i konveksan podskup F iz K, koji sadrZi vise
od Jjednog elementa i koji se pres11kava u samog sebe preko T,
preslikavanje T ima Jed1nstvenu nepokretnu tacku u skupu K.

| TEOREMA I1I1.3.5. Neka je T neprekidno preslikavanje
nepraznog, zatvorenog, ogran1éenog i konveksnog podskupa K iz-
refleksivnog Banach- -ovog prostora X u Samog sebe i neka presli-
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kavanje T ima osobine Yppc- kontraktivnosti i By na K. Tada
preslikavanje T 1ma jedinstvenu nepokretnu tagku u K.

Napomenimo da smo gorﬁju teoremu I1I.3.4.u nesto
jzmenjenom obliku dokazali u radu [264]. Recimo jo¥, da smo
gornje rezultate dobili zahvaljujuéi karakterizaciji refleksiv-
nih Banach-ovih prostora koju Je dao Smullianf[§36].0n je na-
ime dokazao sledele tvrdjenje. | | |

£

. TEOREMA S ([236],5.327) X je refleksivan Banach-ov
prostor ako i samo ako svaki opadajufi niz nepraznih, ogranice-
" nih, zatvorenih i konveksnih podskupova iz X ima neprazan presek.

DOKAZI NAVEDENIH TEOREMA. Neka Je @_feimilija svih

zatvorenih, ograniéenih 1 konveksnih podskupova.iz K koja se po-
modu T preslikava u samu sebe. Otuda g'j-e neprazna familija.
Primenom Zorn-ove leme dobijamo minimalni element S ugo koji
nastaje ako uzmemo u obzir da postoji neprazan, ogranic¢en, zat-
voren i konveksan skup invarijantan pomﬁéu T, primenom Smﬁllian-
ovog rezultata. Ako skup S sadrzi samo jedan element, tada taj e-
lement je nepokretna tacka preslikavanja T. Ako oOvO nije slucaj
neka S sadr?i vise od jednog elementa. Tada za_x,y€§ (prema lemi
I1 .1.1) je | |

HTx-Tyﬂéw(ale-yH,uznx-TxH,ajﬂy-Ty“,ﬁ4Hx-TYHr35HY-TXH)
= );Gto(x,nn =sup_ Sllx.-"l‘];ill.

Otuda skup T(S)jé sadrzan u zatvorenoj.sferi M sa T kao centrom

. b " - R
i supxesnx-TxH kao polupre¢nikom. Sa druge strane S{\M je invari-

jantan preko preslikavanja T, pa zbog'minimalnosti skupa S sledi

da je S(M, odnosno I]Ty—xllé sup“x-Tkaza svako xES;-Otuda za pro-
jzvoljno fiksirano y€S mi imamo | o

(3 supygglity=xll £ sup g -k -
Neka je dalje

51={3€$=5pre§“2?xﬂ ésupxésﬂxkaxlhkéﬁﬂ
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Skup Sl je zatveoren, konveksan i neprazan (naprimer TyGSl).

ko je zGSl, tada je z£S i otuda 'I‘zG_Sl prema (3). Prema tome
skup’ S, je i 1nvarijantan preko T, pa prema pretpostavc1 je jos
i 6(51)#supx€§rbwa||€6(S) Sada je S, pravi podskup iz skupa S,
. a 3to protivreci mlnlmalnostl skupa S. Kontrad1kc1ja. Otuda skup
S ima samo Jedan_element koji je ujedno i jadlnstvena nepoXkretna

ta&ka preslikavanja T u skupu K.

_ DOKAZ TEOREME II1.3.5. Neka skup S ima iste osobine
kao u prethodnom sludaju. Ako skup S sadrzi samo jedan element
teorema Jje dokazana Ako to nije slucaj onda prema DSOblnl Bk na
skupu S pOStO]l taéka méﬁ takva da je

(4 Ik-TxlEr sup y@ny-'wkyu.

Neka je dalje P ={x€S:|k-T"x||Z r} . Ako je dalje
xEP tada poito je preslikavanje T wRBS-kontraktivno dobija se da

je HTx-Tk+;x" = r, 3to zna¥i da je T(P)CP. Neka je P’=CiConv(TP).

Ako je z£P! tada su tri sluaja moguda:

1) z€TP i poSto je TPCP sledi Tz&p!.
2) z=1] a;Tz, (a, ‘20)',}:a121,zi€pf

u;-Tkzu= IHEaiTzi)-Tkz” s EaiHTzi-Tsz

H A

F o= )

Ta. ACH Hz -Tk lz"

A

SR ST S
Zqi“zi-T ?i" =la,r=r,

- 8to znaci da je tadtka z€P i otuda i TZETPC?’;

3) 2z je graniéna tafka iz skupa P!, u tom sluaju zbog ne-

_prekldnostl preslikavanja T sledi da je ze? i otuda TzEP! .

o -Sadé.konaéng skup P! je zatvoren, konveksan podskup
iz S-i-invarijantan je pomoéu T i za svaki element zGP’ je
HZerzﬂé r $to znali prema (4) da je P/ pravi podskup iz S. No,
~ ovo_je kontradiktorno minimalnosti skupa S, pa otuda S sadrii
.”Tsamofjedan element kpji je jedinstvena nepokretna taCka presli-

- kavanja T.
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NEKA ZAPAZANJA

1) Ranije smo ved zapézili da su refleksivnost
prostora i normalna struktura na skupu K posledice uniformne kon-
veksnosti. Naime, ako je X uniformno konveksan Banach=ov prdstcr,
tada skup K mora da ima normalnu strukturu, a kako smo veé i do~
kazali (Teorema II1I.3.2.) normalna struktura u K povlacdi osobi-
nu B, u K_za_preSlikavanje T kada‘ je ono Yons™ kontraktivno na
K. Zato moZemo zaheleZiti slededl rezultat.

TEOREMA 111.3.6. Ako je X uniformno konveksan Bana-
ch-ov prostor i K neprazan, ogranicéen, zatvﬁren'i konveksan pod?_
skup iz X koji se preslikava u samog sebe pomocu neprekidnag |
prestikavanja 1, ¢MS~.k9ntrakti¥nag na K, tada preslikavanje T
ima jedinstvenu nepokretnu tacku u K.

2) Zanimljivo je inade da refleksivnost prostora X
moZe da bude zamenjena sa slabom kompaktno3cu skupa K u tvrdje-

nju teoreme IXI.3.5. U ovom slufaju moZe se zabeleZiti sledeli
rezultat. '

PROPOZICIJA I11I1.3.1. Neka je K neprazan zatvsrén, kon-
veksan i ogranicen podskup iz Banach-ovog prostora X i neka je T
'neprekidno presiikavanje skupa K u samog sebe sa svojstvima Yyg -
kontraktivnosii_irﬁk na K. Ako je F slabo kompaktan podskup iz

K takav da Ije'{Tnx}'nFallcb-za svako xEK, tada preslikavanje T ima
jedinstvenu ﬁgpakrétnu tagku u K.

D0KAZ. ako ﬁe H n@prazaﬁ, zatvoren i konveksan pod-

-~ skup iz K i ako je H preélikam u samog sebe pomodu T, tada za

:-tQH je: m}f'@%@ Otuda je BﬂF:f.@-,pa kcr'i;s;teéi slabu kompaktnost
- skupa F_m&iegmldobiti podskup ﬁi'iz X kdji ie minimalan (nepra-
zan, zatvoren, konveksan i invarijantan pomocu T) i K{b‘qé¢.'_ﬂs-
tali deo dokaza sada tede kao i u dokazu teoreme III.3.5.

-ngggﬁg 111.3.7. Neka je T neprekidno preslikavanje
ograniéenog, kompaktnog i konveksnog podskupa K iz Banach-ovog
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prostora X u samog sebe i neka T ima osobinu yyc-kontraktiv-
nosti nma K. Tada preslikavanje T ima jedinstvenu nepokretnu
tacku u K. |

DOKAZ Neka je's minimalan element kao zatvoren,kon-
‘veksan i invarijantan pemeéu T. Sa druge strane kompaktni i kon-
'veksnl pOdSkupOVl Banech-evog prestora 1maju normalnu strukturu |
pa otuda preslikavanje T ima osobinu Bk na S (Teoremalll.3.5. ).

- Dekaz dalje tede kao 1Hu,teorem111l 3.5. | |

'Slededi_rezultat.jeﬁzanimljiv zbog &injenice da se
moZe dati ekviﬁalenteneeblik zaKQsebinﬁ_Bke Naime, vaZi sledeCe
_tvrdjenje. .'k
'TEOREMA II1'3 8. ‘Neka je T preslikavanje skupa K népraz
.nog, cgranicenog, zatvorenog 1 konveksnog podSKUpa iz refleksiv- .
nog Banach -0vVoq prostora X u samog sebe koje ima osobinu wRBS k.n=
trakt1vnost1. Tada su s]edeé1 iskazi ekvivalentnis:

(a} T ima oSobinu'Bk na K

(b) Za svaki ﬁepfazah, ograniéen,:zatvdfen i konveksan
podskup F iz K, T - 1nvar13antan koji sadrz1 vide od jednog ele-
menta, postoji ﬂEF takav da je sup Ix-T x”{supz YGf“z Ty"

DOKAZ (a)ﬁ(b) De je'eva implikaeija taéna dovolino
je videti da ako je X peste)eél element za kejl vazi uslov Bk
“element TxEF bice element za koji vazi esoblna (b), jer je zbeg
Vrps~ kentrakt;vnesti HTx-T (Tx)“ —Hx—T xll |

(b)y=>a) . Nekaeﬁslov (ej nije-teéan.

| Tada pestejl neprazan, ogranlcen,'zatveren i kon-
veksan podskup F iz K koga ]E T-lnvarljanten i sadrzi vise od

| jednog elementa, takav da za svake x€F je ”x-T xH -supyGF
Ify=T yﬂ—o Zatim uwo&imo skup F¥=Cc2Conv (TF). Za neka dva elementa

oz wéﬁ'jednostavne se utvrdjuje- (kao u teoremiIII.3.5.) da Jje
Hz-Tw” r. Takodje,po3to je FfT-invarijantan i sedrzap u F,
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.- . . S
- fq1 - T "':"' - 17 — -— -—
siedi daz za svaki zEF Jje supsnz T z |} =SUpP, L CFf Hz-Twl , a
sto je kontradikcija sa pretpostavkem (b). Ovim je tvrdjenje

dcockazano.
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IV

IV

Iv.

1.

.2.

.3.

4.

NEKE ITERATIVNE METODE NA 5 ARCIJALNO UREDJENIM SKUPO-
VIMA.

KARAKTERIZACIJA KOMPLETNOSTI I POLUKOMPLETNOSTI UREDJE-
NIH SKUPOVA |

NEKI REZULTATI FIKSNE TACKE NA UREDJENIM SKUPOVIMA

J0% NEKI REZULTATI., ZAPAZANJA I PRIMENE .

Sledeéi Jednu naiu ideju nagofeﬁtenu u mdgistarskam
radu, mi ovde formulisSemo jedan jterativni test na
parcijalno uredjenim skupov1ma, kao potreban i dovo-
Tjan usiov zZa egzistenciju fiksnih tacaka, uop3tavaju-
¢i 1 DOVEZUJUC1 usput vise rezultata. U drugom de]u
ovog poglavija polazeé¢i od ideje A.TARSKOG dajemo
varakterizaciju polukompletnosti uredjenih skupova
preko nekih teorema fiksne tacke. Zatim, sa aksiomom
izbora povezugemo jedan nad rezultatl fiksne tacke,
izyodec¢i iz njega Cuvenu teoremu KIRK i CARISTIA. Na
kraju, Jjedan na§ raniji rezuitat o izvesnim uredje-
njima i strukturalnim povezivanjima totalno uredjenih
skupova prenosimo na latise. Usput dajemo i izvesnu
karakterizaciju jeanog specijalnog skupa tataka nsa
totalno uredjenim skupovima. To je ujedno 1 Jedan novi

specija]ni'kriterijum za fiksne tacke na- uredjenim sku-
povima. |
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IV, MONOTONA PRESLIKAVANJA NA UREDJENIM SKUPOVIMA

IV.1. NEKE ITERATIVNE METODE NA PARCIJALNO
HREDJENIM SKUPOVIMA

Polazefi od jedne ideje koju smo nagovestili u
magistarskom radu |263], gde smo za jednu klasu jednacina dali
odgovarajufi iterativni postupak na skupu realnih brojeva (R,é),
U ovom odeljku tu ideju realizujemo na proizvoljno parcijalno

uredjenom skupu. Naime, neka je (04 parcijalno uredjen skup re-

lacijom poretka é , 1 T3 [)k bo(k@i) monotono preslikavanje,
pri Cemu je monotonija definisana kao u poglavlju I. Neka je da-
lje I(0,T) 22; {x€0:T(x,...,x)=x}. U prvom od rezultata koji sle-
de dajemo potrebne i dovoljne uslove da je skup I(0,T) neprazan;
na ovaj osnovni rezultat nadovezuje se niz posledica i primena.
Krajnji domet ovog iskaza je primena na pitanje egzistencije i kva-
litativno proucavanje resSenja nekih poznatih integralnih difere-:-
cijalnih jednac¢ina. Prelazimo na formulaciju osnovnog stava o ko-

me je rec.

TEOREMA IV.1.1. Neka je O parcijalino uredjen skup
retacijom poretkaé% , tako da svaki sa gornje strane ogranicen
>0 (kgN) rastuce i ne-
prekidno, u smislu uredjajne_topo]ogije , S@ svoJjstvom

skup ima supremum, a preslikavanje T:Ok

(1) (3L1€G)T(.xl, e ,xk)ﬁxk(uéxkéﬁ. . .A\xzé\xl} .

Nazovimo kanonickim nizom bilo koJji niz (xn) elemenata skupa U sa
osobinom

(2) X3 =T (X X greeer X 1), (n@muéxké... A%

(a) Ako je bar jedan kanoni€ki niz ogranilen tada
skup I{0,T) nije prazan i pritom <vaki ograniceni kanonilki niz
monotono opadajufi konvergira tacki iz skupa I(0,T).

(b} Pod dopunskom predpostavkom da je (0.4 totalno
uredjen skup, ogranicenost bar Jednoc kanonickog nize dovolina Je
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za postojanje maksimuma skupa I{0,T), a za nepraznost skupa
1{C,T) potrebno je da svaki takav niz bude ogranifen. U tom slu-
gaju svaki kanonicki niz monotono opadagué1 konvergira ka
maxI{Q,T}.

Ako preslikavanje' U:Dk >0 4ima sva navedena

svojstva preslikavanja T i sem toga vaZi

(3) (¥u1,..u@ )T(u],...uk)@(u;l,_._ ,-uk),:
tada je maxI(O,T)ﬁ%maxI(O,U).

MALI KOMENTAR

U opStem sludaju kada je skup 0 parcijalno uredjen
tatka (b) tvrdjenja teoreme ne varZi u navedenom obliku. To na neki
nadin daje teZinu i nagem rezultatu. Potvrdimo to i sledeéim pri-

merima:

| 1} Neka je 0O={a,a ,al,az,...}gde sva ova s]ova ozna-
tavaju razlilite elemente, relacija 4%_ je odredjena slededom
shemom

a prestikavanje T za k l sa T(a,)= =a y{v=0,1 2,...)T(a)#ao_ Pres-
likavanje T Jje neprek1dno, stoga 3to je u ovum slucaju topolog1aa
diskretna, pri Cemu se mo3e uzeti da je u=a 12 usIova (1) .. Medgu-
tim, sada Jje I(0,T)= {a ,al,az,...}, a ovaj skup nema maksimal-
nog elementa, ‘mada Jje kan0n1ck1 niz x,=a, Xy =8, (v =2,3,...) og-
rani¢en (on konvergira ka a GE(UIT)) Dakle, u ovom s1uﬁagu, 0g-

ranicenost bar jednog (Eak i svakog) kanon1ckog n1za ne pov1361
postojanje maksimuma skupa I(0,T).

2) Neka je 0={a.al,a2,...}, gde sva ova siova 0z-
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nacavaju raziicite elemente 1 neka je relacija é% odredjena she-
mom,

=
3%
. |
1
|
Ovde je a neuporedivo sa ostalim elementima. Ako Je zatim T(a)=a,

T(a, )=au+l¢<@U) za v=1,2,3,....; pri ¢emu se za u mode uzeti
ao(ili bilo koja od tacdaka a,(v=1,2,3,...). U ovom sluiaju nije-
dan kanoniéki niz nije ograniéen, a I(0,T) ima maksimum a i to je
ujedno i jedina talka skupa I(0,T).

3) Neka je G={alaz,...}Lﬁbl,b2,...}Lj{cl,cz,...}.

i relacija & prema shemi:

aj @9 c.l
K b 5 Cs
d
3
I - by €3
! | i
|
by :

Neka je dalje,

T(ay)=ay,q(v=1,2,...),T(b;)=b,,
T(b,)=by,;(¥=2,3,...),T(cy)=cy,, (v=1,2,...)

Ula))=a;,Ulay)=a,,;(V=2,3,...),U(by)=b,,,

(v=2,3,4,...LU(cv}=cU+l(v=1,2,...)

Ovde je za oba preslikavanja u=c,; zatim I(Q,T)=

_={bl};T(0,U)={alf,pa imamo bl=maxI(O,T),al=maxI(G,U), a tacke

;l'T_bl Su neuporedive.

Napomenimo da tvrdjenje talke (a) va%i i u sluda-

Ju kada je poredak na svim mestima u (1) obrnut. Dovoljno je kon-

statovati da osobina skupa (04 da svaki sa gornje strane ogra-
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nigden skup ima supremum ima za posledicubﬁdgovarajuéu ¢injenicu
da i svaki sa donje strane ogranicen skup ima infimum.Na skupu O
kome je dosad bilo reci svaki monoton i ograni&en niz konvergira.

No u ovom smislu moguée je joE viSe oslabiti topoloSka svojstva

skupa uz neke kompenzacije druge vrste.

Neka je skup 0 parcijalno uredjen relacijom poret-
kamé§_sa sledeéim svoijstvima:

1) @9€0) nefu

2) Za svaki nerastu¢i niz elemenata ( u,) i2 0 pos-.
toji jedinstveni element ueo;nazvan granica niza, u oznaci lim
v =u{ili un+u),,sa'51ede61m osobinama:

(a) un-u(nev) ——>u +u
(b) wu_+u,v M’Aurﬁ’n ———s uAv

(c) Egz1stenc13a i vrednost gran1ce niza (uj ) in-
varijantna je u odnosu na poletne uslove.

Uredjeni skup 0 koji ispunjava sve prethodne usiove
nazovimo M-skup. U svakom xonkretnom sludaju kad je re& o M-skupu
pretpostavljamo da je, ukoliko ima moguénosti, izvrZen izbor od-
redjenog limesa, tj. odrgdjenqg preslikavanja skupa svih nerastu-

&ih nizova u 0, sa navedenim svojstvima.

Primetimo da se skup 0 sa QVLm.osobinama specijal-
no realizuje, ako je uvedena obi&na “uredjajna” topoloéka struktu—

ra sa svojstvom da svaki sa gornje strane ogranicen skup lma sup-

remum, pr1 Cemu je pojam granlce na uobiéajen nadin deflnlsan. §to -

se tide odnosa ovako uvedenih topolodkih svojstva (deflnlclja
limesa) sa osoblnama iz teoreme Iv.l.l, ona su opétija, tj.-slabi-,

ja od ovih, ali, sa druge strane ovde se koristi oscblna*mlnlmuma
skupa, koja uopste ne flgurlée u teoreml IV‘l 1. Otuda je od 1nte-
resa i sledede tvrdjenje.. | - .
TEOREMA IV. 1.2. Neka jelékup'O'partijaTnonurEdjen
relacijom  poretka & i neka je on M-skup, preslikavanje T:
ok >0 (kéﬁ) rastuce, neprekidno i sa svogstvom (1). Tada pos-
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toji bar jedna tacka géﬁ((LT)koja je majoranta skupa I(A,T|A),
sar=18 ,u], i pritom svaki kanonicki niz (2) monotono opadajuci
konvergira ka nekoj taéki sa prethodnom osobinom.

Sada €emo, u okviru primena prethodnih rezultata,
preko sledede posledice dovesti u vezu rezultate (dovoljne us-
love) koje smo dali za konvergenciju ka nuli realnih nenegativ-
nih nizova u poglavlju I (vid.teoreme I.l.6. i I.l.7.). Pre sve-
ga kao direktnu posledicu teoreme IV. 1.1. moZemo formullsatl sle- -

dedéi iskaz.

POSLEDICA Iv. 1.1. Neka je preslikavanje T: RK—>R

(kEN) rastuce i neprekidno sa svojstvom (1) gde je relacija po-
retka.é§ uobicajeni brojni pnredak =, Da.Jednac1na X=T(X,40.,%)
ima realna reienja dovoljno je da je bar jedan niz (2) ogranicen,
L a potrebno da ‘je svaki takav niz ograniéen. U ovom siuaju niz
(2) strogo monotono opadajuci kOnvergifa_ka_najveéem redenju jed-

naéine x=T(xX,...,X).

Inafe, druga&ija formulacija jednog dela ovog

iskaza mogla bi biti i sledeca:

Neka jJe preslikavanje T:Rkl———%R(kEN)rastuce, ne-
prekidno i sa svojstvom (1), i neka niz (xn) realnih brojeva zado-

voljava nejednakost

A

(8) 3y Tt ooy 0N

Tada niz (x ) konverg1ra ka rea]nom resenJu ne-

jednaéine x-T{x,...,x) 111 odredgeno divergira.

Uporedjujuél ovaj rezultat sa prethodnxm ([259],
1263@, Vldlmo da je ogranlcenost niza (x, ) realnih bIOJeva u
| ovom slucaju 1_potreban i dovoljan uslov za konvergenc13u Odav-
de, zakljuéujemo da nz skupu R niz koji zadovoljava nejednakost
(4 predstavlja generallzac13u monotonih nizova. Neki autori to

i nazivaju T-monotonija (vid. ‘1744 ).
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POSLEDICA 1V.1.2.(wazEwskl |280],s.50.). Neka Je
skup 0 parcijalno uredjen relacijom poretka & i neka je on M-

skup, i pritom za sve u,vg0 definisan jJe element u+vgd sa sle-
deé¢im svojstvima: |

(a) u+v= v+u, ut=u,
. (b) uky —> ntw VW,
C(c) utvAW =—=> uQW,
(@ (agduAvy ) __'—_>u¥1+_§1'1'¢u +v

i neka je funkcua T{u) deﬁmsana na segmentu A= [Q,h]CO i na

njemu rastuca, neprekidna i sa osobinom Eb@)qﬂ(b)éb, za ne-
ko fiksirano q&0. Tada jednaé&ina q+T(u)= u ima na segmentu A mak-
simalno redenje agjy Stav13a3u61 b, b b +] q+T(b ) sled1 da niz

b ¢£./=eb

POSLEDICA I1V.1.3.(BARBASINL 42]) Neka su u(t) i
f(t) realne, nenegativne i 1ntegrab11ne funkc13e na segmentu

a,a+A], i funkc13a K{t,s) realna, nenegat1vna, merljiva 1 ogra-
nicena za ass=t= a+A Ako vazi neJednakﬂst

t -
u(t)= £(0)+! _K(t,s)uls)ds,

tada vazi 1 ne_—jtedn.ak'ost u(t)=¢(t) za t&|a,a+r] gde je wit)
reZenje integralne jednaiine | -

w(t)=f(t)+IaK(t,s) Y (s)ds.

Primetimo, dalje, da mciemo koristedéi prethddne
rezultate o parcijalno uredjenlm skupovima, dati potrebne i do-
voljne uslove za e921stenc1ju reéenja jedne dosta opste klase

integralnih jednacCina na Banach-ovim prostorima

?OSLEDiCA Iv.1.4. Neka je data'jednéEina
£ - -
(5) x(0)=f(t)+!  F(t,s,x(s))as G&,s€,BICR ).

cde je preslikavanje 'F rastuce po trecoj koordinati sa svojstvom
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da neprekidan operator Tx{(t) pridruZen jednacini (5) preslikava
Banach-ov prostor X u‘samog sebe. Da integralna jednad¢ina (5) ima
reienje na prostoru X dovoljno je-da je bar jedan kanoiiZki niz
za T ograniden i britom svaki ograni&éni kanonicki niz monotono
‘opadajuéi konvergira ka-reSenju jédnaﬁine. Kada je skup X total-
no uredjen;tada je potreban uslov za egzistenciju resenja jedna-
Cine (5) da je svaki niz iteracija ogranicen i pritom postoji
maksimalno redenje jednaline.

Koristedi prethodnu ideju mozZemo formui;sati i
jedan rezultat opZtiji od ranije navedenog tvrdjenja BARBASINA,

POSLEDICA IV.1.5. (GENERALIZACIJA rez.BARBASINA)
Neka je data jednacina (5}, gde je preslikavanje
F rastuée DO treéog koordinati, sa svojstvom da neprekidnan ope-
rator T pridruZzen jednaCini (5) pres}1kava totalno uredjen Bana-
ch-ov prostor X u samocg sebe, pri cemu je 1
+ | .
u(t)2 £(t) + [ _F(t,s,x(s))ds (t,s€a,BICR).

Tada vazi néjednakost u{t)éw(t) (t,sé{},ﬁ]) gde je ¢ (t) resSe-
nje jednaCine (5).

POSLEDICA IV.1.6.(Taskovi¢ [263]). Neka je presli-
kavanje f:R —>R monotono rastuc¢e i neprekidno sa svojstvom:

(3@GR)f(X)<Xn za x2a. Da Jednaéina X -f(x) ima realna re3enja do-
~voljno je da je bar .jedan kanonicki niz X 41° (f(xk))1/n,(kéy,x =a)
‘definisan i ogran1cen, a potrebno je da svaki takav niz bude de-
finisan i ograniien, U tom slucaju kanon1ék1 niz strogn monotono
padaJUC1 konvergira ka najvecem resenJu Jednac1ne X =f(x)

U radu[i?ﬁ] M;MARJANOVIC je definiSao kanonidki niz
za jednacinu o |
n-1

n —
(6) 3 +alx +,.. +an-0 (ai R).

1/D (x=0,1,...), pri &emu je g(x)=x"+1(1-1)T(x)

u obliku xkil*(q(xk))
H(x)=-b;x" "=... -b ., a b, koeficijenti translacitne jednaline, ko-

ju je dobio translacijom jednadine (8) zamenjujuci x+a=y. U ovom
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smislu moZemo sada navesti sledecu posledicu.

POSLEDICA IV.1.7(MARJANOVIC|T7E) JednaZina(é)
realnu nulu ako 1 samo ako je kanonilki niz definisan. Ako Je

kanoniéki niz definisan, tada on konverg1ra realno] nu11 jednaci-
ne (6). |

Napomenimo da smo u'magistarskom radu 263] ovaj
rezultat MARJANOVICA [176] izveli iz posledice IV.1.6, keo spe-
cijalan slucaj. Inace, OVO je 1nteresantan rezultat, jer u opStem
sluaju {(kao 3to je poznato) BANACH'OV princip kontrakcije ne mo-
3e se direktno primeniti na nalafenje reéenja polinomih jedna-
¢ina. No, ovom prlllkom ukazuijemc na cinjenlcu da jJe posledlca

Iv.l.7. zanlmljlv slucaj Jjedne 0p§t1]e metode date u knjizi
DEMIDOVIE-MARON |83 J.

POSLEDICA IV.1.8. (MULLER Lzaa]) Neka je funkcija
f(t,x) neprekidna, i po x monotono rastuéa na skupu DCio, é]an,a

funkcije v,w su diferencijabilne na skupu [0,2] pri Cemu je:
(a) v(o)<wlo) ,

{b)'v'-f(t,u)<w'-f(t,w), ﬁa(o,é].

Tada je viw na skupu |o,a].

Ovaj rezultat je interesantan jer primenjujufi nas
postupak, mogli bi smo dobiti odgovarajuéi rezultat i za diferen-
cijalne jednacine u Banach~ovim prostorlma i neke rezultate MLAK-2

i OLECH“a- Medjutim, ovde to pitanje necemo raspravljatl.

Neka je u daljem tekstu (E ‘\) uredjen metridki pros-
tor u smisiu da je ured]enjeé saglasno sa topclogljom prostora,tj
kada je ulAu . Uy > v, tada je v Au . Na slican
nadin se i Banach-ov prostcr moZe urediti da relac13a poretkalg\bu—_

de saglasna sa topoloékom ali i algebarskom strukturom prostora.
Neka je dalje skup ALE ogranien. U radu riﬁi] KURATOWSK]I Jje defi-
nisac meru nekompaktnosti u oznaci Y(A) kao inf{e>0 | A je pokriven

sa konadnim brojem skupova poluprednika e}, odavde je jasno da
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da kada je skup A relativno kompaktan, onda je Y(A)=0. Cak viZe

na kompaktnom metrickom prostoru samo relativno kompaktni skupovi~-
imaju meru nekompaktnosti jednaku nuli. Neka dalje funkcija

T:E
nje T zvaéeﬁb Y -kontrakcija ako i samo ako postoji broj aéﬂb,l)

>E preslikava ograniene skupove u ogranifene. Preslikava-

tako da je za dati ograni&eni skup ALE,T(TA)éaﬁTA). Sada moZemo

formulisati sledeéi rezultat.

POSLEDICA IV.1.9. Neka Je E ogranileni, kompletan
1 uredjen metricki prostor i T:E >E rastuce,'neprek1dno i Y-
kontraktivno presiikavanje, pri &emu (gteE), T(t)ét.Tada presli-
kavanje T ima fiksnu tafku u skupu E, kojoj konvergira niz suk-
sesivnih aproksimacija (TDt). |

PDSLEDICA IV.1.10. Neka je E ograniceni i uredjeni
>E rastufe pri ée-

metrigki prostor i neka je preslikavanje T:E
my je za svaki ACE,f(A) relativno kompaktan skup i (gt@)'l‘(t)‘(_.
Tada niz (TPt) konvertira fiksnoj tacki t€F preslikavanja T.

Dokaz ove posledice svodi se na dokaz prethodne
posledice IV.1.9. s obzirom da kada je T(a) relativno kompaktan

onda je preslikavanje T Y -~kontrakcija sa konstantom a=0.

Posmatrajmo dalje HAMMERSTEIN-OVu [:43] diferenci-
jalno-integralnu jednadinu

a
{7) x{t)=Tx(t)= fo K{t,s)T(s,x{(s))ds, (a=const>0)

> R neprekidna pre-

gde su K:[o,a]x|o,a] >{o,+*) i T:{o0,a]xR
slikavanja. Pre nego-éto formuelisemo sledece tvrdjenje, napomeni-

mo da su se ovim problemom bavili i Bakhtin [ 437, Shandra i A.Flei-
schman {152], Krasnoselski [iSZ}'pored drugih matematidara.

POSLEDICA IV.1.11. Neka vaze slede¢i uslovi: (a) za
svako séﬁp a] funkcija T(s,r) je rastuca po drugoj koordinati.

(b) Postoji ugr takvo da je
a

Ty

K{t,s)T{s,u)ds = i za te}:o.a} .

-

C
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(c) Postoji xoecl_'p,a], tako da je za sve t€lo,al
2 x ()2 12 x(t,s)T(s,x%,(s))d
u = X (t)= /4 kK(t,s 5,%,(s))ds.

Tada postoji redenje x (£)gCo,a}jednaline (7).

DOKAZI NAVEDENIH REZULTATA 1. POSLEDICA

DOKAZ TEOREME Iv.1.1.(a)i (b). Dovoljan uslov.

Neka je ovaj uslov ispunjen i neka niz {xq) koii

ispunjava uslove (2) tj. kanonicki je niz i uz to je ogranilen.
Tada je |

¥R+l T(xl'x2""'xk)4gxk

%4y T(xy e e %y VAT N 5o e e X)Xy -

Neka je dalje xn+v4§xn+v_l(u=l,2,...,k). ovo implicira nejednakost

i

AT(xn, . 'xn+k—l)=xn‘+k'_
na osnovu principa matematiZke indukcije, niz (x,) Je

Prema tome,
postavei ogranicCen, on je

monotono opadajuéi. Kako Je on i po pred
i konvergéntan. Ako je lim X =t, zbog neprekidnosti, imamo t=
T(t,...,t). DokaZimo da Jje T=maxI(0,T), kada je 0 totalno uredjen

skup. prema relaciji (1), imamo 2a neku tadcku rG_I(O',T) ,T#t slede-

e relaciije
r=T(r,... ,r)éT(u, . .',u)ﬁT(xl,. .o ,xk)=xk+l.

Neka Je r£§3n+v(v=l,...,k—l). ovo implicira ne;gdnakost

I‘::T(I'; - a # ;r)AT(}En; - n @ 'xn+k_l)=xn+k-

otuda, prema principu matematike indukcije, Zza SVE nGS je ré%xﬂ}
i
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te Je 1 rﬁgim X, =t, odnosno t je najdalje resenje 1z skupa

1{0¢%t).

POTREBAN USLOV. Neka jednadina x=T(X,...,X} ima
1resenje. Tada, s obzirom na pretpostavke, ona ima i najdalje re-

Zenje t=maxI(0,T) pri cemu je t&u. Sada je
E=T(t, oo ) E)AT(U, o0 ,WATIRy foen e X ) =Xy -
Neka je dalje tﬁ%xn+k 14 k+l£§xk ovo implicira‘nejednakost
O N R

pa indukcijom sledi da je za sve n@N,t4x_(n=1,2,...). Takodje,

kada'je xn+v’\xn+v-l(v=l""’k) onda je taéna i relacija

Xp 4k 41T ey r e oo Xpak)

A\T(Kn;--.,xn+k_l)=xn+k ,

pa indukcijom sledi da je definisani niz (x ) i monotono opada-

juéi. Neka je zato 1lim xn-s@(O,T) Kako je za svako nG_N tAx
bide i t&/lim x_=s. No, kako je t=maxI(0,T), sledi da mora biti

s=t.
DOKAZ DRUGOG DELA TVRDJENJA (b)

Sada dokaZimo dalje da je ta¢na i nejednakost
maxI(O,T%éﬁmaxI(O,U};.Neka su nizovi (xn} i (yn) odredjeni jedna-

kostima

xn+k=T(¥n'xn+l'“"xn+k-1)

(8)
yn+k=U (Yn'lyn%—l oo r}’n+k_l) n N,

pri &emu neka je {xl'xsz"'xk}s(ylfyzf"'yk)' podetna talka za ko-

ju vaZe osobine (1). Sada su tacne 1 relacije

Xk+l=T (Xlr - e ® rxk)ﬁJ (xll = e ka)=Yk+l

Xk+2 =T (}7.'.2, -+ 'xk*'l)AU (X2 ree- 'xk+l)AU(y2" .. 'Yk+l)=yk+2

el I it = et b, e LR T e

ot e s e ot o Bt B T Rl L e e ko
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Xn+k=T (Xn g oo ,Xn_*_k_l)éu (xn; ‘om 'xI'H'k-l)AU (yn; . 'Yn+k—1)=yn+k

sada je prema (8) i koristeci prethodni postupak
rao i tvrdjenja prvog dela tacke (b) sledi relacija maxI(0,T)
AmaxI(D,U) , a 5to je i trebalo pokazati.

DOKAZ TEOREME IV.1.2. potpuno isto tede kao deo
prethodnog koji se odnosi na dovoljnost.

DOKAZ POSLEDICE Iv.l.l. Stavljajuci specijalno
0=R (skup realnih brojeva) uz uobiZajeni poredak u topologiju

prostora R ova posledica dobija se kao specijalan slucaj teore-.
me IV.1.l. |

POSLEDICA IV.1.2. je specijalan sluaj teoreme
Iv.1.2. | |

DOKAZ POSLEGICE Iv.1.3. izvedimo u okviru dékaza
op&tijeg tvrdjenja posledice IV.1l.5. Naime, operator T pridruZen
jedna&ini (5) Je rastudi i za njega vaZi osobina {1} . Ovde je to-
pologija prostora indukovana uredjenjem na [a,0JCR. Prema tome

primenom teoreme IV.1l.l. (b), na operator T dobija se ovo tvrdjenje.

POSLEDICA IV.1.4. je specijalan sluca] teoreme

IV.l.1. primenjen na operator T koji je pridruzen jednacini (3).

POSLEDBICA IV?l.G._direktno jzlazi iz teoreme IV.1l.1.
(b}, kada je 0=R,k=1l. Ova posledica sluZila nam je 1 kao ideja vo-
dilja za prethedna nopstenia.

DOKAZ POSLEDICE IV.l.7. Kako preslikavanje gq(x)
gore definisano ima osobine preslikavanja T: 0 —> 0(=R) iz teo-
reme IV.l.1l. dela (b) direktno se dobija ovo tvrdjenje. Ovo sledi
s druge strane i iz poslédice IV.i.G. |

" DOKAZ POSLEDICE Iv.l1l.8. isto se jzvodi {uz neke

drugacije tehnicke varijante) kao i posledice Iv.l.5.
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DOKAZ POSLEDICE IV.1.9. PoSto je T:E —> E ras-
tude preslikavanje sa osobinom (1), primenom teoreme IV.1l.1l. (a)
ustaﬁovljava se da postoji tacka £=liant, pri Cemu je Tn(tﬁﬁl,
za ngl. Kako je'TLn9prekidno £ de fiksna tadka, tj. reSenje jed-
‘nacine Tx=x, prema teoremi IV.1l.,l. Napomenimo da u ovem slucaju

struktura prostora E ima osobine skupa (0,4 iz teoreme IV.1.1l.

DOKAZ POSLEDICE I1IVv.l.1ll. Operator T pridruZen jed-
nacini (9), na osnovu osobina (a),(b) i {(c) rastuci jg na prosto-

ru Cfo,a] . S druge strane skup

E={xCC[o,a] :x_ (£)=x (t)éu,teco,a] }

preslikava se operatorom T u samog sebe. Jasno je da je E uredjen
metricki prostor sa'uobiéajenom;metrikam i uredjenjem é% defini-

sanim sa:

def
xéy{:;’x(t)é y(t), tEfo,al.

S druge strane skup T(E) je relativno kompaktan (vid.Kuratovski
| 163], na osnovu teoreme ARZELA). Primenjujuéi sada posledicu
IV.1.10. zakljuduje se da operator T ima fiksnu tacku ué@, Cime je-

dokaz zavrsen.
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1V.2. KARAKTERIZACIJA KOMPLETNOSTI 1
POLUKOMPLETNOSTI UREDJENIH SKUPOVA

Neka je dat skup 0 uredjen relacijom poretka -3

>0. Stavimo I(G,T)—_-_?—..{x@:'l‘x=x}, a za

pojmove preslikavanja (rastuéih-izotonih, ili opadajuéih) na

i preslikavanje T: O

uredjenom skupu 0 iskoristimo definicije date u ranijim peglav-
1jima (I i IV.l.). Pod latisom pocdrazumeva se€ sistem.(O,ép, for-
miran od nepraznog skupa 0 1 binarne relacije delimiénog poretka
é, pri &emu za proizvoljna adva elementa a,b&0 postoii najmanja
gornja granica sup{a,b} i najveca donja granica inf{a,b}. Inace,
skup 0 je kompletno uredjen'ako svaki neprazan podskup A od 0 ima
najmanju gornju granicu (supremum) i najvecu donju granicu (inf-
imum) . Ovakav skup 0 ima naroc¢ito dva karakteristic¢na elementa
inf0=min0 i sup0=max0. Ako samo svaki neprazan podskup A od O

ima supremum (infimum), onda kasemo da je skup 0 desno (levo) komp-
letno uredjen. Odavde je jasno da je svaki komplétan skup desno

(levo) kompletan, dok obrnirto ne vazi.

Na isti nacin gorovimb o kompletno] {polvkomplet-
noj) latisi. NarocCito ovde istifemo, kao fundamentalan, rezultat
A. Tarskog iz 1955. |

TEOREMA A.(TARSKI 7257 ,s. 281) Neka je latisa 0
kompletno uredjena i T:0 > 0 rastuce preslikavanje. Tada:

(a) skup I(O,T) nije prazan,
(b) supI(O,T)_,ian(U,T)@(O,T) .

MALA ISTORIJA REZULTATA

Nedavno smo ustanovili da je isti rezultat (bez
tadke (b)) 1927.godine u radu [I60] dokazao B,KNASTER: verovatno
ugenik A.Tarskog. Zanimljivo je 5to se gotovo nigde u literaturi

kg

“cvijoj) ne pominje ime g KNASTER-a. Da bi nedounica bila veda,

: radu Ztl A. TarskKi 1stice da su on i Knaster 1927. dokxazaiil
srethodnu tecremt A Verovatne bi sve bilo dasnije €& ST USPELL
cremafi Aricinal &lanke B.Knaster-a. liasa e cretpostavia 4@ CE
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tadno ono 3to o ovom pise Tarski (vid.f§3{]), ali da tada 1927.

on nlje uvidjao znacdaj gornjeg rezultata, pa se verovatno zato i
nije pcjav1o kao autor. Profesor -GARETT BIRKOHOFF napomenuo je
TARSKOM da bi bilo podesno da u &lanku[251] iznese odgovarajude

- istorijske napocmene u vezi sa gornjim rezultatbm. Clanak je pre-
~dat za Etampu 25.juna 1953. god. a vecina rezultata dobijena jJe
ved 1939, U tom periodu na mnogim javnim predavanjima'u SAD TARSKI

je iznosio prethodni rezultat i njegove primene.

| TARSK] je postavio i pitanje da 1i obrat teoreme
A va¥i. Potvrdan odgovor dala je ANNE DAVIS |.3], dobivii time
jednu karakterizaciju kompletno uredjenih latisa. Navodimo taj

rezultat.

| TEOREMA B, (A.DAVIS [-3 ]). Ako svaka na Tatisi
(0,4) monotono rastuc¢a funkcija ima fiksnu tacku, tada je ta

latisa kompletna.

'No, mi smo primetili da se ovaj rezultat u neizme-
njenom obliku ne moZe preneti na kompletno uredjene skupove koji

nisu latise. To potvrdjujemo i slededom &injenicom.

?RIﬁEé IV.2.1. Neka je skup 0={a,b,c} uredjen re-
lacijom poretka & tako da je afb i a&c, pri Cemu su element]
b,c neuporedivi; dijagramom prikazano:

a

Svako rastuce pres]ika#anje,T:O_ > 0 ima fiksnu talku.

Drugim re&ima, ne pDStDjl ‘na ovom, samo levo kom-
pletnom, par01jalnom vredjenom skupu rastucda funkcija koja nema -
fiksnih tacaka, a to zna¥i da nije talan slededi iskaz u najops-
tenijem obliku:"Na nekompletnom uredjenom skupu 0 postoji ras-

tuéa funkcija T:0——>0 bez ﬁepokretne tacke".
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Oovaj iskaz bio bi ekvivalentan obratu teoQreme
A u kome bi termin "1atisa" bio zamenjen terminom "aredjen skup”.
Gornji primer potvrdjuje da on nije tadan. Sledeli iskaz je nes-
to precizniji oblik teoreme Anne Davis primenjene na totalnoc u-

redjen skup, kao specijalan slucaj latise. Ovaj stav nadi e

primene u rasim daljim razmatranjima.

TEOREMA 1V.2.1. Neka totalno uredjen skup (03%)
nije desno (levo) kompletan. Tada postoji i1zotono preslikavanje

7:0 ..———>0 bez fiksne tacke i sa osobinom {-x:xAT(x) }'#¢({X:Tx<.x}f-¢).

7nadi, ovo tvrdjenje vazi 1 kada (0, ) nije komp-
letno uredjen skup. Da bi smo dokazali ovo tvrdjenje dokazacemo

prethodno jedan pomoéni iskaz.

{EMA IV.2.1. Neka neprazan deoc A totalno uredjenog

skupa (0.,4) nema supremuma. Tada postoji relacijom & dobro uredjen
podskup A skupa A koji nema majorantu u Ax.

sada smo u moguénosti- da formulidemo i sledece
tvrdienje.

TEOREMA 1IV.2.2. Za 1atisu,-specija1no za totalno

uredjen skup, {04 da bi bila kompletna potrebno je i dovoling da
<vako izotono preslikavanje T:0

>0 ima fiksnu taéku. Za proiz-
voljan uredjen skup 0VvO je potreban ali ne 1 dovoljan uslov.

Iﬁaée, 4 terminima desno (levo) kompletno uredijen
skup moZemo dati jos 1 opitije rezultate. U tom cilju formulisace-
mo jednu teoremu koja prvo generalizuje teoreme Tarskog 1251 i
Dj. Kurepe |154 za desno (levo) kompletne parcijalno uredjene sku-
pove. Naime, neka je F skup funkcija zajednickog domena 0 sa sli-
kom u delu skﬁpa ACQ, gde za f,gé? va?i jednakost fg=gf tj. £(gx}=
g{fx) za xE0. Skup F sa ovim osoblnama zoveme komutativni skup |

funkcija. Ovde Ce jos bitil xoriddene i oznake Df={x€p:mﬁix}, Of=

{xED 1 IxK } . sada moZemo formuliszatl teoremu fiksne tacke 1 za desno

‘levo) keompleinc urecjene skupove, uz prethodne cznake. Inspiraci-

L

ju i metod naslii smo racovima A, TARSKOQOG ??51: nJ, KUREPE 13%

4
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koji je dokazao jednu teoremu fiksne tacke za polukompletne sku-

pove, Cime je proSirio odgovarajucu teoremu A,TARSKOG.

' TEGREMA IVv.2.3. Neka je skup (D:%) desno komplet-
~an, F jedan komutativni skup rastuéih preslikavanja skupa 0O u isti
skup, i néka je I{0,F) skup svih zajednickih fiksnih tacaka ovih

funkcija £€F, pri Cemu je skup UF—{}:QO-xéf(x) fCF} neprazan. Tada

je skup I(O F) neprazan, desno komp1etn0 uredjen i spec13a1no
tacka supD —I jeste maksimum skupa I{(0,F).

Inale, odavde imamo i dualno tvrdjenje kad se
tacka I zameni tackom ImflnfO *1nf{xED : fx&x ,fE€F1 i relacija
é%;elac1jom;> | -

| Koristeéi_dalje ovﬁ—teoremu,'teoremu Iv.2.1. 1
priﬁer IV.2.1., mo¥emo dati karakterizaciju desno (levo) kbmplet-

no uredjenih'skupova. U tom pravcﬁ vazi sleded¢i iskaz:

TEOREMA 1V.2.4., Za tota1no uredJen skup (0#%),

da bi b10 desno{levo) kompletno uredJen potrebno je 1 dovoljno da

> 0 za koje je Off¢(0ff¢ ima
nepokretnu tacku. Za proizvoljne parcijalno kompletno uredjene

svako izotono preslikavanje £:0

skupove ovo je potreban ali ne i dovoljan ustov.

Na kraju navedimo i rezultat Dj.Kurepe.

| POSLEDICA IV.2.1. (KUREPA |154],5.167). Neka je
(0,4) uredjen skup i £:0 >0 monotono rastude preslikavanje

ori ¢emu je O levo kompletan i skup Of neprazan. Tada je skup

I(0,.f) neprazan, uredjen i levo kompletan, pri Zemu je tacka
ihf0f=1m_ minimum skupa I(0,f)}.

DOKAZI NAVEDENIH TVRDJENJA

'DOKAZ LEME 1v.2.1. Pfema'Zermelo-ovoj teoremi,
postojli' dobro ured_j_enj.e@skupa A. Na osnovu teoreme © transfinit-
noj definiciji, postoji,;i jednozna&no je odredjena funkcija
f:_A+{0 1} sa oscbinama lof'(a)‘-l gde je a=min A u sistemu (A,@);
2° za svako gt@a.f(x) =1 ili f(x)—O prema tome da 1i jeste il3

nije
t(x za svako t@x za koje f(t)=1.
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Zzbog f{a)=l skup Ap dei _1({1}) (CA)} nije pra-

zan. Za svako x,yéAo vazi

(1) *x@) > x4y .

Zzaista, neka je sa A}l oznaden skup svih elemenata Ao : sa osobi-
nom da (1) vaZi za svako x,ye{u:u@io/\u@;}. Oéigled?o,. 51@1 ako
je VR, za svako v@u:u@#\u@t{} ’ c::{de tChg tada;@y:}x&y-
svakako vaZi ukoliko x,y@;_i y&)t (jer ovaj uslov'i" pretpostavka
):@y'povl_aée y@l i x,yé{u‘:u@é/\u@r{})l;‘ u slugaju kada je, medju-
tim, y=t i XAq. relacija :{@Y ti .xf@zt', povlaci, s obzirom na na-
%in na koji je skup Ag déf_inisan i"- 1nr:a. svojstvo 2° funkcije £,
x4¢=y; Time Jje, nha osnovu teoreme_o rransfinitnoij indukciji, doka-
zana jednakost Ay=Ag, odnosno vaZenje implik_é.cijé (1) za svako X, vE&
Ao * g obzirom na dobru uredjenost relacijbm @ skupa _Aq, odatle
odmah izlazi -

A=Cn ) WER,) QY > xAy

a ovo znaZi da jeskup A  dobrouredjen relacijom&.

Najzad, neka XGA. Ovaj element ne moze biti _I'najé—
ranta skupa A,.jér bi tada bilo x=maxA=supA. Stoga_skup X ggg
{t:tEMx4t} nije prazan, pa postojl y=minX u sistemu (2 &)). Onda
x&y 1 vazi (¥t&ho) t@y@tgx@, a ovo poslednie, s obzirom na
nadin na koji je cefinisan skup 2o, poviaci y&Ao. Daklé, skup AOC

nema majorantuu A.

'DOKAZ TEOREME 1V.2.1. Neka totaino uredjeniJskup
(0,&) nije, na primer, desno kompletan. Tada postoji neprazaﬁ skup
AC0 bez supremuma, a neka je Ao skup o kome de, u vezi sa skupom
A red u lemi. Ukoliko skup B svih majdranata skupa A .nije prazan,
8 nema minimum, pa stoga nema ni infimum, jer bi infimum ovog sku-
pa bio wjedno njegov minimum. (Naime, ako je b infimum skupa. B, tada |
buduéi da je svako xEA minoranta za B, mora biti @&xEA)x{p, pa |
b@_a a stoga b=minB}. U tom sludaju,primenom leme na skupu B 1
relaciju 4'\‘- ustanovljava se da pc}stoj.i relacijo.m/}.. dobro ure~
djen skup B (B sa osobinom (V-£B) G}'@O) y&yg. Bko xE0B ne moze biti éteo) |
4x, jer bi ovo,s cbzirom na () ,povuklo MvER) w&r.Dakle sk A{x)-—git:t@(}j\

x&s ni oza jedne xE O\E nije srazan.Isto tako, nod pretpostavion
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Bf¢, skup B(x)g_-g{t:t BolAt4{x} nije prazan ni za jedno x£LB. Na

osnovu prethodnog, stavljajuci, prema tome da 1i je Bf¢ ili B=¢

minA (x), x@\ B
T(x) =. |

maxB(x), xea,

ili T(x]=minA(x),xG§, jednoznacno se u oba sludaja definiZe pres-

likavanje T: 0 >0. Dno'oéigledno nema fiksnu tadku. Ovo pres-

likavanje je i monotono rastude na 0. Zaista: neka x,,y@ i XQ{;
ako x,y E0\B imamo A(x)DA(y) i odatle T(x)=minA(x)=.€minA(y)=T(y);

ako xEA,yEB, tada T(X)EA, i T(y)EBo i stoga T(x)&T (y) ; ako, naj-

zad, x,yeB, imamo B(x)CB(y), Sto povlaci T (%) =maxA (x) -.S.:rt‘l.r:m'B(y),=

T(y) . | -
DOKAZ TEOREME Iv.2.3.

- skup 0f, kao neprazan deo desno kompletnog'skupa
(0 &), ima u njemu supremum I_. Za svako x@F je x€Im, i odatle

(VIEF) (¥x@.) x&E (XIQE(T) -

To znali da je, za bilo koje £€F, £(I_) majoranta skupa F, tako da

imamo

(2) . (WEGF) I AQT(I)
Odavde, (¥%9CF) In§g(1m) , i dalje, sa proizvoljno uzetim fLF, (¥g€F)
£(IIQE(g(I))=g(£(I,)), 3to znali da (VEEF) £(IIE0L, -

pa - S
(3) (VECF)  £(I AT .
Iz relacija (2) i (3) izlazi I_=f£(I_). DAkle, I _&I(0,F)C0;, 3to

povlaci Im=max I(0,F).

Treba jos$ ustanoviti da je skup I(D,F) desno kom-
pletno uredjen. Neka ¢¥ECI'(U-,F) . Skup A ima u (0/5) supremum a.
Prema prethodno ustanovljenom,' Izﬁ je majoranta skupa A, pa a@m.

Stoga skup

BT (xxEO A KT, )

nij'e prazaﬁ. Ovaj skup je.reiacijom é.\\kompletno uredijen. Zaista,

svaki njegov neprazan deo C ima supremum C u (0_,4) , koji, budufi

Pl g M g A 3 ARG . i A e L 1A MK

[ TR TR FIRE | RPRI

e o e e e b ke
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da su a i Imlnedcm majoranta i minoranta za C, pripada skupufé,lé];
jasno je da je ¢ onda supremum skupa C i u {([a,I_] &) . Sisten
(}é,lnj 4 je, dakle, desno kompletan, pa onda i kompletan, jer
ima minimam a. 2bog toga 1 na osnovu vedé dokazanog svojstva desno
kompletnog sistema primenjencg na sistem (Ja, Im] }) : Skup BdefI(G,F)
ﬂla Im:l ima u (Ia IHJ,Q minimum b. Zbog a b@(@ F} i a‘.@b b je
majoranta skupa A u (X(0,F) A). Ako element x ima isto svojstvo,

tada je alx4{T + ti. x(ﬂa I J, i stoga bﬁﬁ; Dakle, b je supremum
‘skupa A u uredjenmm sistemu (I(0,F) ) -

IV.3. NEKI REZULTATI FIKSNE TAZKE NA UREDJENIM
SKUPOVIMA 1 NEKE PRIMENE

U ovom pogliaviiu u prvom koraku d&kazujam& jedﬁu
teoremu fiksne tafke za uredjene skupove uz pomoé aksiome izbora
(te teoliko kontravetzne ideje) izvodedi usput néke poznate rezul-
tate i specijalno jednu Zuvenu teoremu y,KIRK-2 i CARISTI~2 - [16$]
za kompletne metridke prostore. Ovu tearemu dakazlvaa je i
FELIX BROWDER posebno, u knjizi C 2671, naglaéavajuéi da moZe bi-
ti veoma korisna u huduéam razvoju nellnearne funkc1onalne analize.
Toc na neki naéln daje i t921nu naéem uopstenju

Dalje demo izloZiti jo% neéke rezultate zasnovane
na nekim nasim raﬁijim idejama iz radova ‘}51:[ [263] . Posle toga
(pored niza posledica) dokazujemo jedan stav fiksne tacke za komp-
letno uredjene skupove sa sva tri karakterlstlcna svojstva Banach-a.

Iv.3.1. JEDNA TEOREMA FIKSNE TAGKE ZA FAMILIJU
PRESLIKAVANJA I NEKE POSLEDICE

TEOREMA Iv.3. ?, Neka ‘je P familija preslikavanga
parcijalno uredjenog skupa (GgﬁQ u samog sebe, gde svaki lanac u -
0 ima magorantu (minorantu), sa svojstvom

xKQEx) (EH4 0 za sve f@‘ i svako x@

Tada familija F ima zajednicku ﬁ1ksnu taéku za sva preslikavanja
fCF .

Zanimljivo je da sme u knijizi BRONN-i PAGE *
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Elements of functional Analysis nasSli rezultat koji je posledica

ovog rezultata.

" POSLEDICA IV.3.1. (zErMELO |31, s.12.). Neka je
neprazni skup X parcijalno uredjen relacijom poretkaé\\ s 1 FTiX—— ¥

sa svoJjstvima:

(a) Postoji element 6€x tako da je 0&x za sve xEX,
| (b) Svaki neprazan linearno uredjen podskup od X
ima supremum. J

(c) =&£F(x) za sve xEX,

(d) ako x,y€X i »KyLf(x), tada je ili x=y il1
y=f(x). e
| Tada postoji etement gé;:sa svojstvom f(L)=E.

Ideja dokaza potiCe od ZERMELA iz 1908. i teorema
je dokazana bez aksiome izbora. No, uz pomoé¢ ovog rezultata do-
kazana je poznata 7gorN-ova lema: Neka je X neprazan parcijalno ure-
d¢jeni skup sa osobinom da svaki neprazan lanac u X ima najorantu.
Tada X ima maksimalni element.

Sada je zanimljivo istaéi, da su nezavisno od ak-
siome izbora, ZORN-ova lema (ZL), teorema IV.3.1.(T.IV.3.1.) i
posiedica IV.3.1.(P.IV.3.1.) medjusobno ekvivalentne s obzirom

na vaZenje implikacija

ZL 2=—=> T.IV.3.1l. == P.IV.3.l. =—=3 ZL,
od kojih su prva i druga evidentne, a treda je pomenuta u prethod-

nom komentaru.

POSLEDICA IV.3.2.(sMiTSON |.247) Neka je F ko-
mutirajucda familija rastud¢ih presiikavanja uredjenog skupa X u sa-
mog sebe sa svojstvom da, za svako fLF za koje t&£f(t) za svako
fEr, svaki lanac koji sadrZi t ima majorantu. Tada postoji tacka
EEX sa svojstvom f(Ef)=f za sve f(F. | h

POSLEDICA Iv.3.3.(KIRK-CARISTI [.161) Neka je T
preslikavanje kompletnog metrickog prostora (X,c) u samog sebe.
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ko postoji jedna sa donje strane poluneprekidna funkcija V¥
oja preslikava X u skup Ri takva da za svako xG;,vaZi nejedna-

ost

o [x, Tx]=p (%) =¥ (Tx)
ada preslikavanje T jma fiksnu tacku.

Umesto ove posledice, dokazadeno jednu opdtiju,

oja ukljuluje i OVO tvrdjenje.

POSLEDICA IV.3.4. Neka je F familija preslikava-
ja kompletnog nepraznog metritkog prostora (X,p) u samog sebe.
ko postoji jedna sa donie strane po]quprekidna funkcija ¢ koja

reslikava X u skup RE i takva je da za svako xEX i svako £CF
ra?i nejednakost ‘

o 1%, £x] 5y (x) -y (£x) ,

tada familija F ima zajedniZku fiksnu tacku.

DOKAZ NAVEDENIH REZULTATA

DOKAZ TEOREME IV.3.1. Prema Zorn-ovo] lemi, pos-
toji maksimalni (minimalni) element X skupa X. 2a fG? je onda
x ARE (X)) (£(x Q%) 2 pogto je x_ maksimalni (minimalni) ele-
ment skupa X bice 1 f(xg)é\xo(xOQf(xo)) _ %to zajedno daje rela-
ciju f(xo)=xo. Ovim je teorema dokazana.

DOKAZ POSLEDICE IV.3.2. Kako skup A svih xCX, sa
xﬁgixj za sve ICF postaje Jjedan uredjen skup indukovan predhod;'
nim ﬁredjenjem, dovolijno je sato dokazatli samo da svaki lanac L u
A ima minorantu, u ovom slucaju. posto je L lanac u X, on onda ima
infimum é@;. Neka je fo.'Tada za svaki x@L, imamo, zbog monoto—
nije, da 'je f(a)-..‘.\\f(x)gx, posto Je aﬁ;{. Tako dobijamo da je £(a)
minoranta od L, pa otuda je 1 f(a)a. Znali da je i alA. '

DOKAZ.POSLEDICE v.3.4. U prvom-koraku definisimo
relaciju poretka [ u skupu X (kompletan metri&ki prostor}, na sle-
dedi nadin:

def . 5. {
P%)’Q::} e,y =uly)=uix), (x,y@}} .
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Posle ovoga neposredno se proverava da je prethod-
nim definisana relacija poretkaﬁgu skupu X 1 da je f(xhﬁx, za sve
fEF i za svako xEX. Neka je t€X i neka je L jedan lanac u (X&)
koji sadrzi t. Neka je dalje a=inf{w{x)]xG;}. Ako je za neko aEL,
v(a)=n, tada Je a minoranta za L. Naime, ako je xﬁ‘a za neko xGL\[a},
tada je

A

o {x,d]5y (a) -y (x) = 0 =0 (%,a]= 0,

a to je kontradikcija. Predpostavimo_da je w(xk+a za svako x{L.
Tada, za svako xEL i svako ngN, skup A(n,x) svih yCL sa osobinama
3&§ci. a<y (v} <a+l/n nije prazan. Naime,'postoji yc; koji zadovolja-
va prethodnu nejednakost, pa tada mé%(n,x) ukoliko ije msx. Ako je .
obrnuto x{y, tada imamo

O§D|;GYJ§¢(Y)'w(x)r_

pa dobijamo
a{¢(X)éw(y)<u+l/n,

Sto znafi da je x€A(n,x). Neka je dalje I funkcija izbora iz fami-
lije svih nepraznih podskupova lanca L (aksiom izbora wvaZi). Tada
na osnovu poznate teoreme indukcije (vid.MARDESIC|159]) postoji

niz {xn} iz L takav da je
%o=t, Xp,1= T(A,X,)) ,nEN

| Postolje xn+f§%xn za sve néy, sledi da ije

m

L I1=Op

Eﬁn_‘_l;xnjf.dJ(t) za sve mEN, i otuda

5} n=0-p an-l-l ,xr;] {+m_.

Kako je prostor kompletan, sledi da X

»E (n >o), sa EEX.
Neka je sada x{L. Tada se mo¥e nacéi mEN, takvo da je vix ) <at+tl/m

<p(x). Kako su x i x_ iz lanca L, sledi da je xmgsx. Otuda je

1

D[Xn:xj*'w(xn)é}b(x) ; Z& sve nz m.

Odavde (funkcija na levoj strani nejednakosti je poluneprekidna

sa donje  strane) sledi i nejednakost
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o[E,x]+U(E)S0(x) t]. E X.

ovo pokazuje da je & miﬂoranta lanca L, Sto Jje i

trebalo dokazai.

IV.4. J05 NEKI REZULTATI, zAPAzANJA'I PRIMENE

o Navedimo prvo jednu prOPOZIClju, koju smo u ra-
dovima 2527, [263] dokazali za tctalno uredjene skupove. Ovde taj

- rezultat prenosimo na latise.

PROPOZICIJA 1V. 4 1. Neka je O latisa urédjena re-
1acijom£§} pre511kavanje f: Ok ———>0(k€§) monotono opadaauée, pri

cemu vazi uslov:
(1) t uporedivo sa f{t,...,t):===g> (FuEd) t upored1vo sa u.

Tada za proixvoljne Ay,..-rAy vaze s]edeCe imp-

Tikacije:
(a) ng_{ir---rg) _"“-)%gup{)hlr---;)ukf()\lr*--rRk)} r
(b) f{gr---rg)ag———> 1nf{)~lr--~rlkrf(l]r--"XK)]‘%E, '

(c) Specijalno, E-—f(E,...,E) —

(2) inf{hlr-*-r krf()\lr-- l )K@[}Llr-tfr:\k;f()\-lr---rhk)}

Napomenimo da zajedno sa odgovarajuélm kvantifikovanjem tvrdjenja

‘(a), (b)Y i (c} ove propozicije daju redom sledeée zanimljive zak-

ljucke k031 su ujedno njlhovl ekvivalentni oblici:

. (a')Eﬁ(E}i...E)@E{_ '1%{1‘5'_,1_'??0 sup{kl,._....,'k,f(kl.....',)\k)'}, |
(b’ )f(g,...,g)«g =>sup | mf{‘«l,..., AerE O ree o hy) 6,
1----}*};@ | |
(c"} E= £(E,e+sE) -_—==>
sup inf{ xl,...,kk,ful,...,)\k)]ﬁggmf SUpDh  ee e AyrE g ree - hy) ]

Ayreer 2D | SR 1

sa druge strane, specijalno kada se radi o totalno uredjenjom sku-
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pu 0, zanimljiva je na neki nacdin karakterizacija skupa tacdaka

koje imaju osobinu (2). Naime, vazZi sledede tvrdjenje.

-pﬁopOZICIJA IV.4.2. Neka je skup 0 totalno uredjén
> 0(kEN) opadajuce.

relacijom pr;retka ﬁ , 1" preslikavanje f:Uk
Tada je talna sledecCa ekvivalencija:

E=min{x:f(x,--.,xjﬁ_x}V£=max{x:>.'!§f(xI...,x)} <& >
(3)  (¥EO)min{t,£(t,...,t) 1{gg{max{t, £(t,...,t) ],

Iz ovog tﬁrdjenja kao direktna posledica sledi da:

_ 1) broj tacfaka EE0 sa svojstvom (3) moZe biti 0,1
ili 2. Sem toga: | _
2) Svaki od ovih sluajeva moZe se realizovati.
3) Specijaino, ako je 0 u smislu poretka svuda qust
skup tacaka onda je broj tacaka #0 sa osobinom (3) O il1i 1, a

4) ako'skup 0 ima svojstvo potpunosti (da za svaki
DEDEKIND-ov presek donja klasa ima maksimum ili1 gornja klasa ima
minimum) broj tacaka Jje 1 1131 2. |

5) Kada je £€0 fiksna talka presltikavanja £:0%
(u smislu da je f(&,...,E)=E) tada je & talka osobine (3).

> [

Sada, koristedéi prethodna tvrdjenja moZemo formuli-
sati teoremu koja ima sva tri karakteristidéna svojstva Banach-ovog
stava. Ovaj stav saopitili smo u Matemati&kom institutu (wid.[261)).

U magistarskom radu ‘'|263] ovu ideju samo smo nagovestili.

Ovde, za preslikavanje f:Uk :O(kEN) iteraciiu

£7 (nEN) defini%emo na sledeéi nadin:

e def. gyn=loq1 2,...),

gde je preslikavanje zp:[)k }Uk(key)'definisano sa

w:.(tl,tz.,--.;tk) > (tz;-i-rtk_'_l)r

ty 1 =E (b renanty) 460,
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Neka je skup O kompletno uredjen

TEOREMA IV.4.1.
k >0(kEN) monotono opada-

relfacijom poretka-£§i presﬁikavanje £:0
juce i sa osobinom f‘_‘:\fz\ffzf. Tada vazi sledede:

(a) Niz (xn) definisan sa

(4) xn+k=f(xn,...,xn+k_l),(n=l,2,...)

snabdeve-

za proizvoljne poéetne vrednosti konvergira na skupu 0

nom uredjajnom topologijom.

(b) Kada je £ neprekidno presiikavanje u smisliu
tada niz (4) konvergira ka fiksnoj tacC-

uredjajne toplegije na C,
> 04k€N) u smislu da je E=f(Es...58).

ki &ED preslikavanja £:08
Ova tacka je 1 jedinstvena.

(c) Za tacku &0 vazi nejednakost

inf{xn,...,xn+k}£%&$sup{xn,...,xn+k}; nfN.

. D o2 o
Napomenimo, ovde da se uslov fé,fz 11i féf mozZe za-
da on vazi kombinovano u smislu

meniti sa restrikovaniijim uslovon,
%&i. Ovo ima naroito prak-

da je za neke xggco ﬁﬁ;z, i za xep\A je £

+ridne svrhe.

POSLEDICE.

PRIMER IV.4.1. Neka je pres]ikaﬁanje A:R >R

monotono opadajuce. Tada za proizvoljno \ER vaZi relacija

(VECR) (E=A&ee=>min{)X A (}) }igi{max{k JAAT D)

(s.pRES&IC |204]) Neka je skup E

'

POSLEDICA IV.4.1. |
ja ima redSenje &,

totalno uredjen relacijomﬂ%,a £,J(x) jednalina kO

rpa i pres1ikavanje g(tl,...,tk} definisano za-t£>a sa svojstvi-

ma :
(a) g je opadajuce preslikavanje i

(b) xXpra —= ('3'(x)<:-_.>x = g (X,;..-2%)).
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Tada reienje jednacine £ zadovoljava uslov

spax{dy vl a9y, ) 1

WA

za proizvoljne ll,...,l\kE_E,Ai?'a(li i k).

#05L591cg IV.4.2. Neka je o pozitivan koren jed-
nacine |

n o ,
X = + «sat . - = -8 ® =
a X a _,%x + a,(a;e€R,; i=o,1,...,n-1)

1 neka su Al"“'ln-l proizvolijni nenegativni brojevi. Tada jJe

-1 1-n

: | Sas
min{iy, ..o A _qra _qta,_pry te..tagh 11=0=

-1 Al—n}-

}n—l'an-l+an-211 +...+aD n-1

< ;
=maxikl,...,
Navedimo sada neka tvrdjenja,koja se dobijaju kao
direktne posledice prethodnih teorema. Pored strukturalnih svojs-
tava skupa 0 i opsteg topoloskog odnosa,koji se opisuju preopozici-
jama IV.4.1. i Iv.4.2. (kac i ranijim teoremama) ova tvrdjenja mo-

gu korisno posluziti i u primenama.

POSLEDICA IV.4.3. Neka je £ R bR(néﬁ) ras-
tuée i homogeno preslikavanje. Tada, da jednacina xn=f(l,x,...,xn'ly
ima jedinstveno redenje &E}.dova]jno je da je preslikavanje f nepre-

kidno i da za proizvoljne Al,..,lﬂeg vaZe nejednakosti

. ' <,.< .
mln{ll,...,ln,f(ll,...,An)}-€=max{ll,...,ln,f(ll,---,ln)},

a potrebno je da vaZe ove nejednakosti.

Dalje navedimo jo3 jednu propoziciju koja direktno
sledi iz naZih propozicija IV.4.1. i IvV.4.2, © granicama mecdula
nula polinoma, a koja na ovaj nacin dopunjuje t.zv. metodu monoto-
nih funkcija za nala?enje korena polinoma. Ova propozicija daje
potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju korena jednacine, a sad-
rrade i rezultat grdkog matematidara S, ZERV0OS-2a [281], kojim je on
izveo niz poznatih rezultata b granicama nula polinoma, a koje su
dali MQNTEL,LEndau, tgucﬁy, Jensen, Birchoff, Markovid, Carmichaél,

Walch, D.Simeunovidé,Kejima i. drugi.
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POSLEDICA IV.4.4. Neka su IysIp0c0-ely skupovi

indeksa 1 eij(QO) realni broievi koji zadovoljavaju uslov

Broj tER Je jedinstveno resenje algebarske jed-
nacCine | |

n__ n-1l, : - >
| ‘ o X lx +...+an(al,...,an = Q)
ako 1 samo ako ‘Jje
1/t
I as
Qs
r—lbh?g
ij .

DOKAZI

DOKAZ PROPOZICIJE 1V.4. 1. Neka je ££$E(E) i A=
—sup{ll,...,k } pri emu su elementi A (1-1,...,k) pr01zvoljno'
uzeti na skupu 0. Za EQ. dOblja se

| %uP{ll;r-p;lk'f(}‘il"'l'.}‘-k)}l
a ako je )lgr tada | |

| gqca,-.....a)e.f\\ful.-.-..ak)-.

odakle SlEdl (a) . KaZzimo da je uporedivcst elemenata E i A moguca
jer uslov (1) za posledlcu ima tu &injenicu. Da bi smo dokaza11

tvrdjenje pod (b) dovoljno je relaciju poretka 4 intempretirati kao
relac::.juﬁ,l def == fgor SUP zameniti sa inf, pa prn.menom tvrdjenja (a) 1

prlnc1pa dualnosti sledi tvrdjenje (b).

Tyrdjenje taéke,(c) izlazi_neposredho iz tvrdjenja
prethodne dve tacke. |
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DOKAZ PROPOZICIJE IV.4.2. (= Neka je A={x:&é?
f(X,...,%X)1, B=[x:f(x,;..,xﬂﬁkj, i onda f=maxA ili £=min B. Sada,
neka je xCA, y€B i y<x. Tada EAYne e b VAVRXKQE (X, .- ,%), E].
f(yr-e.,y)RE{x,...,x) u suprotnosti sa opadanjem funkcije f. Dakle,
(¥xEa) (¥yEB) x{y. Neka je f=maxA. Tada, ako t@A, imamo t4f i odat-
le je min{t,f(t,...,t)}ﬁgx,i zatim max{t,f(t,...,t)}= f(x,...,x);h-
%f(g,...,g)% £; ako 1:€B, imamo EQ: i odatle Eémax{t,f(t,...,t}};
za gLt imamo i f(t,...,t)KQE(E,...,8)4E i odatle min{t,f(t,...,t)}
L &. Sludaj &=minA simetrian je prethcdnom.

K&=). Neka taZka ££€0 ima osobinu (3). Tada xEA
povla&i da je x£§(x,...,x) tj. x = min{x,f(x,...,x)}ﬁiﬁ, a x£B
implicira £(x,...,x)&Lx, tj. x=max{x,f(x,...,x) 2. Dakle, (¥xEA)
*&E i (¥xEB)iLx. Prema tome, bududéi da (¥xCA) (¥yEB) Hﬁy, imamo
sledede: ako EEA, tada je E=maxA; ako ELB, tada £=minB. Stoga, ako
i tatka bME zadovoljava uslov (3), mora biti Z=maxA, b=minB, i

nijedna treda tadka ne moZe imati oscbinu (3).
NEKE NAPOMENE

| Da mogu postojati dve razlic¢ite tacdke osobine (3)
dokazuje sledeé¢i primer: 0={1,2}, 1<2, f£(1l})=2, £(2)=1l; u ovom
slucaju obe tacke 1 i 2 poseduju svojstvo (3). Medjutim, ako je

(0,4) svuda gust skup{ (¥x,y€0) (xKy =—=>(Fz€0) xLz4y)), tada moZe

postojati najvisSe jedna tacka sa osobinom (3).

Navedimo sada primer, koji pokazuje da talke osobi-

ne {3) ne moraju biti fiksne tadke. Neka je preslikavanje

, 0=x = 1/2
f(x) = <
0,1/2<x = 1

tada na skupu 0=[D,l] tadka 1/2 ima osobinu (3) ali nije fiksna
tacka preslikavanja f:[b,l] ' ?I@,lj.

DOKAZ TEQREME 1IV.4.1. Preslikavanje £:0° >0 (KEN)
je opadajuée, pa s obzirom na definisane iteracije } prethodne oso-

bine sledi nejednakost
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»

n+l"'"xn+k)=fw(xn""'xn+k—l)

X px+1- L (X

—£2 . =
__f- (Rpre-e "'anrk—l)sf (Xpre-- 'Xn+k-—l) “Xn+k’

za sve nEN. Ootuda niz (x,) konver-

ili nejednakost xn+k4;xn+k+l |
f neprekidno preslikavanie, tada

gira na skupu (0,‘_‘\\) . Kada je
ono ima i fiksnu taZku

€=limxn+k=f(a,...,g)

sledi tvrdjenje pod (c). Na osnovu

Prema propozicili Iv.4.1.
ﬁedinstvena.

njega, fiksna tatka preslikavanja f je
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