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UVvOD

Taorija 4° ima veoma znadainu vlogu u mnogim oblastima teo-
rije funkelja: u teoriii granidénih svoistava analitidkih fuy-
nkcija, redavaniu ekstremalnih problema 1 harmoniijskog ana-

Yizi,

u? progtore uveo je Haf§ 3914, god., a detalino su ih fzuca-
valli mnogl matematllari., Do sredine ovog veka veéina radova
isplituie Individualna gvojstva funkeiia klase Hp, ne posma-

trajudi 03 prostore kao linesarne vektorske prostore,

U okviru ove problematike posebno mesto zauzima teoriija eks-
tremalnih problema koja je u vezi sa teorijom linearnog prog-
ramiranja i optimizaciie 1 koija ima Qugu istoriju., Medijutin,
vedl napredak u ovo] oblasti postlignut je tek poletkom pede-
setih godina kada su se pojavili prvi radovi u kajima se li-
nearni ekstremalni problemi teorije analitilkih funkeciia re-
Savaju pomocu teoreme Hahn-Banach-a o produfenju linearne fun-
kecije. Prvi takav rad je nota Havinson-a koja je objavliena
1949, Do sada se pojavilo mnogo radova iz ove prohlematike

1 slobodno bi se moglo reéi da su ekstremalni problemi u HP

prostorima postall pesebn& oblast istraZivania.

Ja sam se zailnteresovao za problematiku uporediivanja normi

u prostoru gt 1 doblo niz rezultata kojima sam uspeo ne samo

da poboljsam vel postojede procene, nego u vedint slutajeva



{ da re®im odgovaraijuci ekstremalni problem, to jest da
nadjem klasu funkcijia za koju u razmatranim procenama vazi
jednakost. Pored toga, razmatrac sam procene normi funkci-
ja €ija je slika u uglu 1 mogudénost prenosSenia ovih procena

L§
na prostore mt (t)) (neN) i doblo nekoliko interesantnih re-

zuttata,

Rad se sastoiil iz tri glave.

U prvoj glavi data su osnovna svojstva teoriie uP prostora
0od koijih bih istakao samo teoremu O faktorizaciii i teoremu
koja daje kvalitativnu formu refenja ekstremalnog problema u
sludaju racionalnog jezgra, Vedina teorema je samo navedena,
a =za neke su skicirani dokazi da bi se bar donekle ilustro*.
vala tehnika rada sa funkcijama klase s L Strogl dokazi ovih
teorema sa istorijskim napomenama mogu se nadi u monografiji
[ﬁ]. Ostali rezultati, potrebni za razumevanie ovog rada,

navedeni su tamo gde ih primenjujemo.
Moji rezultati su izloZ¥eni u drugoj i tredoj glavi,

U drugoj glavi dajem procenu za Dirilchlet-ov integral

) dedy < A itll,  ako je £'e mt

ca 22.1) 1 iz ovog rezultata izvodim niz generalizacija i

{Teorema 22.1 , Pogsledi-

posledica (Teoreme 2,2.2-4, Posledice 2,2.2~5)., Korilstedl
ove rezultate i neke druge Cinjenice o gP prostorima pobo-
li¥avam procene koje su dobill HafﬁwLittlewaad i nedavno
Shapiro, pokazujudéi da je norma ldenticnog preslikavanja

1/2 . \ . Sy
prostora H / u Bl/z jednaka 7 , gde je 31/2 sadrZzavajudi



Banach-ov prostor za Hl/z (Teorema 2,3.1). Zatim, dobijam
nekoliko posledica i uopStenia ove teoreme {(ITreorema 2.3.2-3,
Posledice 2.3.1-2) i kao ilustraciiju ovih rezultata dajem
refenje jednog poznatog ekstremalnog problema {(Teorema 2.3.4,
Posledica 2.3.3). Primeniujudéi na ovu problematiku dualnu
relaciju u nekim slucajevima dobijam bolije procene od onih
koje sam dobic pomodu izoperimetriiske nejednakosti (Teore-
me 2,4,1~2, Posledice 2.4.1-2). Na kraju odelika 2.4 preno-
sim neke rezultate iz prethodnih odeljaka na prostore El(D)
(Teorema 2.4.3, Posledica 2.4.3) i iz Shwartz-ove 1 izoperi-

metrijske nejednakosti izvodim jednu integralnu nejednakost

za duZine krivih {(Teorema 2.4.4).

U odeljku 2.5 dagjeém: reSenje problema Gehring-a {(Teorema
2.5.1), nekoliko rezultata koji se odnose na uporedjivanje
Hardy-eve norme funkcija klase P (lap=l) (Teorema 2.5.3
Posledice 2.5.1=2) 1 novi dokaz izoperimetriijiske nejednako~
sti {(Teorema 2.,5.4), koii je u sustini baziran na Bieberbach-
ovom stavu o povrs$ini i granicnim svojstvima analitickih
funkcija. Daljim usavrsSavanijem ovog metoda i uvodijeniem no-
vih pojmova dobijam generalazije izoperimetrijske nejedna-~
kostl (Teoreme 2,5.5~-7, Posledica 2.5.5) kao i dve intere-

santne nejednakosti (Posledice 2.5.3-4).

U tredoj glavi dajem procenu za Hardy-jevu 1 Bergman-ovu
normu funkcija jedne kompleksne promenliive &ija je slika

u uglu (Teoreme 3J.1.1-2, 3.2,1~2 i Posledice 3.2.1-2)., Za-
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tim,koristedi neke ideje Rudin-a koJji je poznatu Hardy-je-
vu jednodimenzionu nejednakost prenec na visedimenziord slu-~
&aj, razmatram mogudénost prenoSenja ovih procena na prosto-
re Hl (U™ (neN) i dobijam nekoliko zanimljivih rezultate

(Teoreme 3.3.1-3, Posledica 3.3.1).,

Napomenimo jo¥ samo to da su neki delovi ove disertacije
objavlijeni u radovima [20 , 2, RI .1 R4, a da je ovaj
poslednji saop$ten na Konferenciji za analiticke funkcije,

koja je odr¥ana u Kozubniku (Polijska) 1979.



Glava 1

PROCENE NORMI I EXSTREMALNI PROBLEMI

U ovoj glavi dajemo osnovna svoistva 503 prostora, a zatim
razmatramo ekstremalne probleme u P, Koristedéi metode fun-
kcionalne analize posmatramo paralelno pogetni i dualni ek~
stremalni problem i dokazujemo vaZnu dualnu relaciju. Ta-
kodie, dajemo kvalitativnu formu reSenja u sluéaju'racional~
nog jezgra, koja je dovoljno opSta da ukljudi vedinu inte-
resantnih primera. Na kraju glave date su neke odabrane pro-
cene 1 teoreme koje imaju jasne geometrijske interpretacije

i koje su me podstakle da razmotrim.ﬁl

prostor sa geometrij-
skog aspekta i dam priloge kojil su sadrzani u drugoj i tre-

o glavi.

1.1. OSNOVNA SVOJSTVA HF PROSTORA

1. Poisson~ov integral. Svaka realna funkcija u(z) koja je
harmonijska u Izi< 4 i neprekidna u {21 £ 1 moZe biti
rekonstruisana iz niene graniine funkcije pomofu Poisson-
ovog integrala

‘ 2 .
(1.1.1) vz = uere'™) = = § Py o-1) ueet) dt |
0



gde Je
f= <
Pr.ei = T4~ 2FCos@ + I

poisson-ovo jezgro. Sa druge strane, ako se umesco funkaoi je
uce't) u integralu {(1.1.1) uzme proizvoljna neprekidna Ty
keija Y(t) koja zadovoljava uslov WoY= ¥{27}), funkcija
u{z) koja je izraZena preko integrala (1.1.1) biée harmonij-
ska u lzi<l, neprekidna u izi£l i imati graniCnu vrednost
u(elt y=¥(t), Uopitavajuéi ovu ideju moZemo doci do pojma kla-
se harmonijskih funkcija koje se mogu predstaviti preko Po-
isson-Stieltjes-ovog integrala, tj. do klase funkcija obli-
ka

ulz)= 5= ?TF’(*’ g~} cjmdtl

P SR M4

gde je m# funkcija ograniene varijacije na 0,27] .

Definicija lelsle = 24 realnu funkciju u{z) harmonijsku v lzi<4

kaZe se da je klasa h* ako je

217 |
sup § lure?ilde < +oo .
gz red

Teorema l.l.1. = Harmonijska funkcija u e h' mo%e biti pred-

stavljena preko Poisson-~Stieltjes-ovog integrala.

Dokaz ~ Definifimo familiju funkcija

¢
M (8] = § wre*lde

&
Kako su funkeije 5ﬁjt) uniformne ogranidene varijacije, pri-
menom Helly-jeve izborne teoreme, zakljuclujemo da postoii

niz {rﬂg koji konvergira ka 1 tako da  m (- pM(E) skoxro
[
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svuda na 0,27, gde je pmit) funkcija ogranifene varijaci-

je. Tada je

1) an
‘1 1 e, ,‘". " ﬂw 4 .
ﬁ%EMﬁmﬂﬁﬁﬁwiﬁg T ) Prg-t) dp (8
/ ” 2JF y
=) N e - ¢ = 2y ' o y
Limn MrgP{ﬁﬁt)Uﬁge}aﬁmi:LiﬂﬁJ}mwzh

Iz dokaza preoizilazi da svaka pozitivna nharmoniijska funkcija
u jediniénom disku moZe biti predstavliiena pomocu Poisson-
Stieltjes-ovog integrala od neopadajue funkcije M(t). Ova
dinjenica poznata je pod nazivom Herglotz~ova reprezentacija.
Funkcija yit) ogranidene varijacije koja je korespondirana

1

datoj funkciji ueh™ je jedinstvena.

Ako je uf(z) Poisson—-ov integral od integrabilne funkcije ¥{t},
tada za svaku tacku t=00 gde Je ¢ neprekidna, u{z)»?¥80) ka-
da zw*aiGb. Ova Sinjenica moZe biti uopitena sa Poisson-
Stiltjes—ovim integralom: u(z}fvﬁkﬁb) ako je u neprekidno-
diferencijabilna u €o; ili, jo3 opstije, ako je .« pdiferen~

cijabilna, Otuda imamo slededu teoremu.

Teorema l.1.2. = Ako je v Poisson integral od funkcijeﬂvenl,

tada U ireiel -» g skoro svuda kada r-»l.

2. Prostori H® i N, = Ako je f£{z) analitidka funkcija u
1z < 4 , tada su Eng*jf{zu i (m[P (gep<oe}  subharmonij~

ske, Otuda dobijamo sledecu teoremu,

Teorema l.le.3s = Ako je 4 analiticka funkcija u it 1 ako je

4 2T .
M, (Firi= exp {?ﬁ g dog |f(re'®l] der } }



\ 21 P i/p
Mp (F 1= 2effiFareil do ) (ocpeed),

Me (4,1 = Sup LFere®) ],
&

tada Mo, Mp i Mw su monotono neopadajude funkcije za +re€(0,1),.

pefinicija l1.1.2. = 2Za svaku funkeciju koja je analiticka u

jzj < 4 i za 0P g e definisemo Wilp sa
ufﬁp::-E::iﬂP(ﬁr),

Definicija 1.1.2. nam omogu€uje da definiSemo prostore P 1 W,

Za funkciju analiticku u izi<l kaZemo da je klase zP (Oep < oo}

ako je lifllp <« +co Klasa N se sastojl od svih analitiﬁkih fun-

keija v iZi< 1 za koje je ifii,« +oo , Lako je dokazati da je

H® ¢ HPc HfeN ako je o<g< p< ® .

Koristedi Jensen—~ovu formulu moZemo precizno odrediti koje us~

love moraju zadovoljiti nule nekonstantne funkcije £ e Hy

Teorema l.1.3. = BAko je {dn} niz u 1Z2i<1 takav da je ##0,

k nenegativan prirodan broj

o« .
Y (A-lal) < 09,

w4

i ako je

%N dm- L il

- 2% bl 1Zz1< A
(1.1.2) B(z)= Z Q.,T:?:f ™ ( )

tada BeH™® i B nema nula izuzev u tafkama<n i kordinatnom po-

detku ako je k> 0,



f]‘

runkcija B se naziva Blaschxe-ov proizvod, Podvucimo da neki
“lanovi niza dJdn mogu bitd ponovljeni u kom sluc¢aju B ima
viestruku nulu u toj tacki., Istaknimo, takodije, da svaki fa-

ktor u {l.1.2) ima apsolutnu vrednost 1 nalZi= 1,

Koristedi Jensen-ovu formulu zakljudujemo da nule svake Lfunk-~
cije feN zadovoljavaju Blaschke=-ov uslov 2 (41— idilceo. Otu-
da ta &injenica vaZi i za &. 1P,

Slededa teorema se jednostavno dokazuje.

Teorema l.l.4. = Ako je fEHP{vasml , B Blaschke~ov proizvod i

g=F/B ¢ tada je

1#4, = g0p

1.2. PROSTORI H® i H*

T TEOREMA O FAKTORIZACIJI

1. Prostor Hz. Posebna vainost prostora H2 proizilazi iz &i~
njenice da je Hilbert-ov prostor 1 da moZe bitl identifikovan
sa nekim potprostorom od LZ(T), gde je T jediniéni krug. Nor-

ma za svako QGELE(T) je definisana sa
4.2 ‘ 2 £{2.
igi, = (£ §igeed o]

i svaka funkcija g€ LZ(’I.‘} ima Fourier-ove koeficijente

' 2

A oy L Lnd
gimmg%égw‘)e dé¢ (n=0,t 4,2 ...,
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, 2 . 1 *
osnovna svojstva H® prostora su safeta u slededo] teoremi.

Teorema 1,2.1, =

(a) Funkcija ¥ analiticka u izi< 4 , deiinisana sa

f(z) = Z:ﬂ anz" ¢ izi< 4}
je u Hz ako i1 samo ako je "2 !Gnlg < o y U tom sluca-
Jju je is1, ﬁ{z:amhi;)}#z.
(b) Ako je féﬁz, tada f ima radijalnu granicu §(%)= ﬂ;;“": Fire*®)
u skorc svim talkama od T, freve) ¢ L* ; n~ti Fourier-ov
koeficient od / fTe‘bJ je a, ako je n»0 1 0 ako je n<4l;

takodije Lzmaprokﬁimacija vazli

i _ ‘ 2

inn X 5 lre®r - fere'D]7de = 0
27

Md [+

i fu) se moZfe predstaviti pomodu Peoisson-ovog i Canchy-evog

integrala od f{ EW): Ako je 2= pet® ; tada je

27 .
fz)= = é per o-t) Fle%) dt

4 F(5 oY
po= o Sz )

gde je [ pozitivno orjentisan jedinicni krug.

(¢) Preslikavanje ${(z) - 5(e'?) je izometrija od Hz na potpros-
tor od LZ{T) koji se sastoji od svih funkeija g8 LZ(T} koje

) A
zadovolijavaju uslov ¢ (n}=0 za sve n<0,



L.

Napomena 1,2.1, — Pretpostavimo da je seHP za neko w0, B

Blaschke-ov proizvod formiran od nula funkcije I i g=£/83,

Teorema 1.l.4 pokazuje da g&H?.i da Je g n= Wflp. Kako
‘Bﬁfﬁﬁg mofemo primeniti rezultate koje smo dobili u

prostoru H2 na funkcije klase g¥ za 0<ps oo,

Slededa teorema ilustruje ovu tehniku.

Teorema 1.2.2. =~ Ako je feHl tada

W Jo {r Lﬁ'}
(1.2.1) fe'oh= Pum S(re

postoji u skoro svim tafkama skupa T 1 vaZi relacija

an , .
lim 2-’-3-,-_;5 1% — Fref)l de = ¢
oo d o

Dokaz. = Neka je u=Ref, v=imf., Iz feHl sledi u,veh1, Sada
egzistencija graniéne vrednosti (l1.2.1) sledi iz Teorema l.l.l

i 1.1.2. Ako je B Blaschke-ov proizvod formiran od nula fun~

kcije f, prethodna napomena pokazuje da postoji htsﬁz oF: o

ko da je h*=f/B i ihi} =¥lla . Uvedimo funkciju ¢=8h .

Tada je 9{:‘-32, B3l =lhti, 41 f=gh. Dakle, mi imamo fun-

Fe

keiju predstavliijenu kao proizvod dve funkcije koje pripa-
daju Hz. pefinisimo funkciju f, na T sa fréewlm feret?)

i na isti nacin h, 19.. Tada je

(1.2.2 ) fef, = g(h-hu + h, (§-9,]

Primenom Schwarz-~ove nejednakosti na svaki od dva proizvoda
koji se nalaze na desnoj strani relacije (1.2.2}) zakljuluje-

mo da ff—f.l—» 0 kada r-rl,
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posledica 1.244. 7 AKQ Je ce T tada je £ Poisson-ov i

. -
canchy~ev integral od £f{e” ).

nokaz. — ARO je R<1, funkeija £{Rz} Je analiticdka u oblas il

izj<1/Re Otuda za RKR<1 nalazimo

f(RT) = iﬁ-«“’”l—&‘ ot

eif
7a £iksirand £ (izi<1), prelaskom na granit¢nu vrednost j.ana
n-»l 1 koriSdenjem relacije (1.2.1) dobijamo Cauchy=~evu rep-
rezentaciju. Poisson—-ova rapr&zantaalja se dopija na isvi nas

Cine

\ . - 2 .
RKoristedi odgovarajuce rezultate za H® prostor i neke arATE A
tate iz teorije mere i konvergencije moZemo jzvesti teorema

koja govori © konvergenciii u srednjem.

Teorema 1.2.3. - AKO je-ﬂaﬁp (gep<oo), tada je
237

7 , M
dim '} lf(l"twiipdf? = S H{gwﬁ)l de
i
L 5 pe® - 50640 do =0

Iz prethodne teoreme i nejednakosti ifag*a-*?ag&]ﬁ#(pwwl? 23
a»0, 4>0 i o<p=sl, sledi

Posledica 1.2.,2. = Ako Je fe P za neko pr 0, tada je

ax + . o+ .
Pim § ‘foglﬂr&'"}} ~ Fog jf(ﬁ‘ﬂ)}ida =
ped @



L3

Teorema O faktorizaciii. Riesz—0ova faktorizacija

ema l.l.4) Jje prvi korak Ka izvodieniu teoreme O ey

2.

(Teol
rorizaciji koja je od bitne vain

astl 1 za teoriiju el DS
rora i za njene primene. palii rezultat

i su hazirani na gl am

dedo] nejednakosti.

- Ako Je {iéﬂp (pr0), tada e

s ‘
fag 1eeresd)| € E‘"f;—";} pir,9-t} fog Frettlat -

Teorema l.2.4.

ovog proizvoda u Riesz=0ovo]

Dokaz. = Kako prisustvo Blasche~
Faviitd

nojadava nejednakost, nofemo pretpos

faktorizaciiji samo
harmonijska funkoi-

da jef{z)#+0 u 1zi<l. Tada je log ¥ (z)

ja u jzi<l 1
20

Pag 1# (gretHi= = é Pl o=t} ?ogffwe‘*ndt .

g druge strane primenom Fatou=ove leme doblijano

2 . . 25 o
fim § Ptrg-2) fog 1peetYldt z 5 P g-t) log hed)dl
¢»4 @ 7 '
iz Posledice l.2.2. Teorena ne vaZi za klasu

Dokaz sada sledi
(1+2)/{1~2)

N kao &to pokazuje primer funkciie exp

Vratimo se ponovo problemu faktorizacije; neka Je 1 {z)s£ O
funkcija klase #¥ za neko p»0. Kako jeafer iz Fatou—ove
fe®er? i rgl#elelt . Neka je f(2)=
glz)#£0 i fffe‘ﬂﬂﬁlgw‘w}!s.s

leme sledi
B g@ kao u Teoremi l.l.4; 3.

Ragzmotrimo analitidku funkcilu

20 :
Fizi= exp{f&&{ g%f? Pog H{euﬂdt}‘

1z Teoreme 1.2.4. sledl ]gmm]F{z;J
me l.1.2. proizilazi jgeesdif = [Fierty] s.s. Otuda ako stAvimo

e ¥ = gtor/ il funkciia

Izi<l i ima svojstva

za (Zi< 1. mTakodie iz Teore-

TS = @""‘gcz;/m je analiticCha u
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< |Selg 4 ] 1s(e*®)l= 4 55 ) Sw>0.

ya osnovu ovoga zakljuCujemo da je ~-fg95(z) pozitivna har-
monijska funkcija keja je 0 skoro svuda na jzi=1, Koristedi
Herglotz~ovu reprezentaciju i Teoremu 1.1.2 zakljulujemo da
harmonijska funkcija - fog 5 (z) moZe biti predstavljena kao
Poisson-Stieltjes~ov integral od ogranidene funkcije pM(t)
koja ima svoistvo w(t)=0 s.s. Kako je S{o) > 0 nalazimo da je

i

(1.2.3.) 5tz = exp{ T St duw .

vzimajuéi u obzir prethodno izlaganie imamo faktorizaciju

frzy = e‘gr Rezs Sz Fz)

Sada moZemo uvestl nove poimove

Definicija 1.2.1. =~ Spoljna funkeilja klase yP je funkecilda
oblika

i¥ ol ij?ﬁi.}@ vre) dt §.
(1*2.4) F(I’Iﬂ € e"P {1 5 et . f
gde ie ¥ realan broij, w{t)= 0, Ig Y el! 1 Ve erP,

Definiciia 1.2.2. = Unutradnja funkecija je funkcija koja ima
svojstva |#{z}I €1 1 ﬁlf(e"&}lﬂl s.S. Mi smo pokazall da svaka
unutradnija funkciija ima faktorizaciiju ﬁ?'B(z) S{z), gde ie
B{z) Blashke=ov prolzvod i S(z} je funkcija oblika (1.2.3}),
pm(t) ogranifena neopadajucda singulatura funkcija ( p'(t)=0
8.8.) Takva funkeiija S{(z) naziva se singularna unutragnia
funkcija.
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~porema l.2.5. - Svaka funkcija f(z) #0 klase Hp(pre) ima

priace

sedinstvenu faktorizaciju oblika (z)=B(z) S(z) F(z), gde Je

~(z) Blasche~ov proiszd}S(z) singularna unutrasnja funkciia,

-t

F(z) spoljna funkcija klase HF (sa ¥v(£)= If( €% ). Suprotno

]
¥

ysvaki takav proizvod pripada klasi HE

qokaz. =~ Uzimajudi u obzir sve ono 5to je prethodno releno
dobijamo F{z)=B{z) 5(z) F(z), Cime je teorema dokazana u jed-
nom smeru. Da bismo dokazalili suprotno dovolino Je dokazati da
spolina funkcija oblika ({l.2.4) pripada klasi HP, Koristedi
aritmetilko~geometrijsku nejednakost nalazimo da je

J { l 2:”' 5 J i“#g t} #(f.} dt
t i w

27

. 27
§ IFre*®y} Fdo < éf [IEN 7
Q

1.3. EKSTREMALNI PROBLEMI I JEDINOST RESENJA

Teorija ekstremalnih problema u gP prostorima ima dugu istori-
ju. Istaknimo samo sledefe: Carathéodory i.Fejer predlofili su
minimalnu interpolaciju za nalaZenje minimuma po svim 4 {2)=

z:akz“&if”, gde je prvih n koeficijenata A,r 8yreesy @n dato.
Oni su dokazall egzistenciiu i jedinost reSenija i dali algebar
ske metode za radunanie minimuma. Zatim se niz istaknutih ma-
tematicara bavilo raznim specijalnim ekstremalnim problemima,
da bi tek kada su Havinson {13], {141i nezavisno Rogosinski i
Shapiro [27] uveli metode funkcionalne analize teoriija bila
potpuno objedinjena. Napomenimo jo3 samo to da ovde nisu raz-
matrane brojne primene ove teorije na razne specijalne prime-
re, ved samo rezultati neophodni za dalje izlaganie.
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1. Ekstremalni problem i dualni problem. Kao Sto je poznato

iz Riesz=ove teoreme O reprezentaciji svaka ogranifena line-

arna funkcionela na .Y ima reprezentaciju

&
4 &opid <6
(1.3.1) b f) = E;{Jj’ﬂﬁ‘)gce )} de
sae je gell (pzl, wp+m=1) i Aol =gy .

odgovarajuéi problem za uP (pzl) poznat je pod nazivom tipi-
tan ekstremalni problem. Naime, ako jed ograniceni linearni

funkcional na b ( 4s p<oo} treba odrediti njegovu normu. Kako
svaki <¢£LHP)* (1« p<®) mofe biti proSiren (primenom Hahn-
Banach=ove teoreme) na LPIQZREi otuda ima reprezentaciju kao
u (1.3.1); tipiCan ekstremalni problem je za dato k{ e?) e Li

(4/p +4/¢ = 1) odrediti

§ 412w dz |

A
sup | T e

p
FeH’, i, <4

Da bismo mogli primeniti metode funkcionalne analize potrebno
je da odredimo anihilatore od #® u (LPy *, £3. skup funkcionela
(Hp)'L koje se anuliraju na HE

Lema 1.3.1. - Ako je 1< pxoe, tada je
Ao
(HP'}::HE' (%«h%i‘i}j

gde je HY ={gen’: 9(0)= 0},

Dokaz. =~ AKO se 35;_.* (shvaden kao funkcional na LP} anulira
na Hp, tada je

2. |
j E:nﬁ nga) de = 0 y B=0, 4‘12, s .
o

Otuda je Q(ef&) grani®na funkcija od neke analiticke funkcije
g (z) koja u tadki O ima vrednost 0. Suprotno, ako je ¢ Y Hf
, tada je

Y |
S fiet) qet) e = 0
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=a svako f(e“’) a HE’, jer su polinomi pm?‘:* gusti u g¥ (1gpec o),

-

1z prethodne leme 1 Hahn-Banach-ovog stava ¢ prosireniju line-

arne funkcionele sledl

reorema l.3.1, = Rko je lsp<co i «@?) E Lt (wp +u =1},

tada je
(1.3.1 ) sUp L ]f firs Rixjdz]= mmin jK-g]f
P =24 1w A QEHQ' *
Feh', il <4 T

Ova relacija se naziva dualna 1 povezuje originalan {prvobi-
tno postavljen ekstremalni problem) i takozvani dualni ekst-
remalni problem koji glasi za dato K{e'* ) & L¥ odrediti

) inf k- 9H,
ge 1t 2

Iz prethodne teoreme zakljuluiemo da je inf dostignut za neko
ge HE

lfiﬁw »

r tj. da dualnl ekstremalni problem ima uvek reSenje za

Isti postupak ne moZe biti primenjen za p= » {(£=1) jer je ko-
njugovani prostor od L™ wvedi od Ll. Ipak, dualni ekstremalni
problem ima refenje 1 dualna relacija vaZi, Da bi ovo pokazali
uvedimo u razmatranje prostor C€L® koiji se sastoji od svih
neprekidnih, periodic¢nih funkcija perioda 27 i potprostor P
0 , PR

od C koijl je generisan sa 1,e t ++s+ « 12 Hahn~Banach=-ove

tecreme o prodireniju linearne funkcionele sledi

(1.3.2) sup [P = min e+ Yl
T€P Mllay<q ve Pt

#

gde je p* potprostor od C* koji se anulira na P, Lako je opi-
sati PJ“. Koristedi Riesz-ovu teoremn o reprezentaciiji zakliju-
C¢ujemo da svakl ¥YeC* ima oblik

ar
Yif) = f?r—- &{ £e') cp19) }

gde je m{8) funkcija ogranidene varlijaclje. Xako se ¥ anulira
na P iz Teoreme F. 1 M,Riesz=-a zkljudujemo da je |

g
: ¥
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dule) = 3{6“’3 e’ dtr

+a neko g&ﬁl, Otuda Je

A
o £ g2y d
Y IY{'H 2ht fgm 5 d 4

gde je gsH . Kako je suprotno ocigledno relacija (1.3.2) do-

nija oblik
(1.3.3) sup IDHI] = mim HK- I
F6P | Ufilo® 1 ge H ..
specijalno, dualni ekstremalni problem ima reSenje u slulaju
:fmi, S druge strane imamo

sep 1ol = svp 9B £ mun [JR+ 4l
FEP iflic Feu” ey s 4 a¢ 1

L]

sada, 1z {(1.3.3) sledl da je dualna relacija istinita za
pmw

Vratimo se ponovo pofetnom ekstremalnom problemu i pokaZimo
da refenje uvek postoii za l<pso , Drugim reéima, za svaku

L% funkciju gfe'® supremum (1.3.1) je dostignut. Idedja dokaza
ie da razmatramo

(1.3.4) Viklz 2=, S fizy nwizd dz

AL 1pr= 4
kao ogranifen linearni funkcional na Lg generisan sa fiksgi-
ranom funkcijom f(€?®)e LP, Tada je = HEH . Za a5 ge @,

svaki Ye(L?%)* ima oblik (1.3.4) za neko fe LP; i oni
koji se anuliraju na # su generisani sa nekim feHP, Otuda
sleduje da postavlieni problem ima reSenije, ijer

Sup | ik
ve(ue)t iS4
je dostignut za svako fiksirano k.

Dokaz ne vaZi u sludaiju p=1 1 kao 3to femo pokazati pofetni
(originalni) ekstremalni problem ne mora imati reSenje u slu-
¢aju p=l,.

2. Jedinost reSenja. Za dalie izlaganije bide pogodno da se
uvedu izrazl ekstremalna funkeija 1 ekstremalno jezgro. Fune
kcija K~k (K-ue Hg) za koju je

IKlly = inf 1 n-hil
hett
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naziva se ekstremalno jezgro. Ekstremalna funkecilja ¥ je fun-
kcija koja zadovolijava relaciju

Hdll = [S(FH

gde je de(HP)*. Medjutim, iz [F li pmilei'%" Hp 1 LO(F) = 1o (e“F))
(ppl, 4 €& R) zakljulujemo da ekstremalna funkcija ne moZe biti
jedinstvena. 2Zbog toga je pogodno da se razmatraju ekstremal-
ne funkcije za koje je ¢(F)= [i¢ll , koje se nazivaju normalizo-
vane ekstremalne funkciije. Da bi u teoremama koje cemo formu~-
lisati izbegll triviialne funkciije, dogovorimo se da uvek pret-
postavliamoe da funkcional b e (HP) * nije nula funkcionala, ti.

K { e? )éiiﬁ. Sada moZemo formulisati i dokazati glavni rezultat
kojl se odnosi na egzistenciiu i jedinost reSenja originalnog

I dualnog ekstremalnog problema.

Tecorema 1.3.2. = Za svako p (lspseo) 1 2za svaku funkeiju
K{efyer? tp+ig=1, x (‘7 )¢ %) va?i dualna relacija

Suk l;z' § fu) Hmdz! = thf HK-Qily -,
fek’ Hfif, s =4 g6 H%

Ako je p»l, tada postolli jedinstvena ekstremalna funkcija za
koju jed(£)>0, gde je $(f)= #é‘-éf‘(z) ®{z)dz , Ako je p=1 i

<{e?) neprekidna funkciija bar ﬁedna ekstremalna funkcija pos~
toii, Ako je prl (f<o0 } dualni ekstremalnl problem ima jedin~
stveno reSenje. Ako je p=1 (#=%) dualnl ekstremalni problem
ima bar jedno reSenje; ono je jedinstveno ako postojl ekstre-

malna funkciia.

Kako smo egzistencliu reSenja ved dokazall, ostaje nam da do-
kaZemo jedinost. U tom c¢iliun, dajemo slededu lemu,

Lema 1,3.2. - Da bi FeHP ( IFl=1 1 &(F)>0 ) 1 K (K~K) bili
respektivno ekstremalna funkciija 1 ekstremalno jezgro potre-
bno je i dovolino da je
(1.3.5)  efFereE’l =0 s.s.
i da 3je

te®=iKll s.s. ako je p=1;
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(1#316) l Fcef&”ﬂﬁﬁﬂ “{(c ! B8, akD je lfp-cﬂc:r;

Flet)| =1 s.s. na {& Ke?#0} ako je p=09,

pokaz, = Iz dualne relacije je jasno da je F normalizovana
okstremalna funkcija i X ekstremalno jezgro ako i1 samo i samo
ako je $(F)={iKll, Lema 1.3.,2 tada jedino izraZava uslov za

jednakost u HOlder-ovoj nejednalini.

U sludaiju p=l koristl se &injenica ako se F(wb) analura na
skupu pozitivne mere tada je F(zl= @ za izi<l,

Dokaz Teoreme 1,3.2, - Neka su F 1 X normalizovana ekstremal-
na funkcija 1 jezgro. Kako x ¢H2 s K (6% ) je razlidito od O
na skupu E pozltivne mere, Iz relacija (1.3.4) 1 (1,3.6) nala=
zimo da su veliline sgn F (€% ) 1 F(e*?) odredjene s.s. na
E ako Jje l<pseo , Ovo znafi da su normalizovane ekstremalne
funkcije jednake na nekom skupu pozitivne mare 1 otuda da su
jednake s.s. na [o 201 . Drugim redima F je jedinstvena. Za
p=1 na isti nadin zakliufuiemo da sgn F(ed) je odredien ako
ekstremalna funkcija P postoii.

DokaZimo jedinstvenost ekstremalnog djezgra X, Iz (1.3.5)Isledi
Re{ i €% Fie+®) K(e) } = © S.S.

Neka de G =K~ K, tako da ije GeH?®, 1 neka je h{z)= i 2zF(2)G(z).
Tada je

Re { hie®}=Re{ie®Fle9Ke)}=0 s.s.
Alli, kako h e Hl i h(o)}»0 , poznato je, da Re h{e!®) potpuno
cdredjuje h(z) sa Poisson~ovom formulom. Ovo pokazuie da je G
1 otuda K jedinstveno odredjeno, Dokaz vaZi i u slulaju p=1

(9 =00) ako ekstremalna funkcija postoii,
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1.4. RACIONALNA JEZGRA

1. Racionalna Jjezgra. 0psti oblik linearne funkcionele ¢ na
HP mo¥e biti dat sa

P = 7 .ég-.:am’ ke dz |
gde je wke®et® , 4p +4yz=1,

praksi generisane su sa jezgrima koja su graniéne vrednosti
od racionalnih funkcija., Navedimo samo neke primere:

n oy

A
a) Kz = 2 ma 0 VIS b =T, Ao
b) iz = om! (z-at 181e 4 dis) = £ (s
n _j‘“q "
) R{Z) = Zf‘“‘ ¢; Z ; b (4) = Ziﬂ cjai
o .
qde £(z)= 3, a;z°.

Jedan od najvelih dometa ove teoriije je odrediivanie kvalita-
tivne forme ekstremalnog jezgra i ekstremalne funkcije.

Teorema l.4.1. - Neka je funkcija (2} analitidka u
izuZ&V ¥4 taékam& ﬂ?l; 42; LI N B J

izl <1
&n (14,1<1), gde ima pclbv&
koji su u niz uracunati onoliko puta koliki im je red i neka

je K{z) neprekidna u drugim ta&kama skupa |2l2l. Tada ekstrew

malna funkcija F(z) i ekstremalno jezgro K{z) mogu biti izra-
zeni u obliku

h-u

; - 2{p
(1.4.1) Flzy = A, ﬂ z“:z [~ & z)*/* ﬂfﬂ -4}

EY R fad y ‘*"(& %2 }4..2,«'?.
(114¢2) {z’ B ﬂ ‘z, H(l‘ é‘z) ’- H Y :-‘5

3 P vt ¢

Formule (1.4.1) 1 (1.4.2) vaZe 1 u sluaju p=1 1 p=o , ake

se podrazumeva da je 1/o9=0, Za p =% ekstremalna funkciia
ima prost oblik

“ a Z o o
FfzJ - e‘a‘ ” 4 “:z *
Ex544 *

Funkcionele koje se najleide sredu u

5F
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praktifna vrednost formula(l.1.,1) i (1,42zavisi od mogucnosti da
odredimo parametre dy. Napomenimo da to mofe biti vrlo teZak
problem. pretpostavimo, ipak, da prirodan broj a< n-1 1 broje-
vi B 4 dys dor seet dn=-1 { [4;1<1 za 151 s A i il =1
za A+ 1 %1 < n-1) mogu bitl odredienl tako da za neko g$<A
runkcija K definisana sa formulom (1.4.2) bude ekvivalentna
originalnom Jjezgru X; tada X je ekstremalno jezgro i1 sa odgo-
varajuéim izborom konstantne A funkcije F definisana sa (1.4.1)

jo normalizovana ekstremalna funkciia {(jedinstvena ako je prl).

problem se stoga svodi na interpolacioni problem: maci brojeve
g 1 d; kojd zadovolijavaiju gore navedene uslove tako da K ima
{sti glavni deo Lauran-~ovog reda kao X u svakom polu 4. Ovaj
problem ima Jedinstveno refenie ako ja'ln:'p Loo,

Interpolacioni problem ima bar Jedno reSenje za p=1l. U tom slu-
&aju problem se svodi na nalaZenje brojeva Bl d,; dyseer o
( 14{< 1, $<n-1) tako da |

)M 5 2 Pt - "l-*;.&;'l
Kz = ! z - &

ixd
ima dati glavni deo u svakom polu 4 ., Ovaj modifikovani ekstre-

malni problem ima jedinstveno refenje, jer postoji samo Jedno

ekstremalno jezgro. Ako je s =n-1 ekstremalna funkecija ﬁa ja~

dinstveno odredjena sa {(1.4.1). U drugim sluajevima {(ako Je
0<s$< n~l) preostall J; mogu bitl odredjeni proizvolino.

1.5, PRIMENE

U ovom paragrafu navedene su neke teoreme koje se odnose na

Primene teoriie u¥? prostora na teoriiju konformnih preslikava-
nija.

1. Analiti¥ke funkcije neprekidne u jzi<€ 1., Kao ¥to je poznato
neprekidna funkcija ogranidene varijacije ne mora bitl apsolu~-
tno neprekidna. Medjutim, za graniéne vrednosti analiticlkih
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funkcija u jediniénom disku neprekidnost Je ekvivalentna sa
apsolutnom neprekidno¥du, Ova Cinjenica Jje posledica sledecde

teoreme,

1

Teorema 1.5.,1 = Neka je feH™ 1 neka je njena granidéna funkcija

skoro svuda ijednaka sa funkclijom ogranicene varijacije, tada

je f£{z) neprekidna u jzisl 1 Fei?) apsolutno neprekidna.,

Dokaz, = Pretpostavimo da je f(eﬂrymﬂtﬂ) 5kor0 svuda, gde je
p# funkcija ogranicene varijacije normalizovana sa uslovom

wio)=p (2), Izjel’ sledi
Fs.0

. v ‘
Se"%uiordo = § €0 fettde | ns 123

o
Otuda, primenom parciljalne integraciije, dobijamo
27

t& . *
&Se"‘* B = 0 n=d,23 ... .

iz poslednie jednakosti primenom teoreme ¥, i M, Riesz-a za-
kljuduiemo da je x{®) apsolutno neprekidna funkciija. Kako je
f(&“’)mﬂtﬂ) skoro svuda f£{(z) moZe biti reprezentovana kao
Poisson-ov integral od u{¢). Prema tome radijalna granica
Fle'?) posteil u svim tadkama jedinidénog kruga 1 jednaka je
sa w(6).

Sada femo pokazati da se funkclje koje smo upravo razmatrall
(analiticke funkciije sa apsolutno neprekidnom graniénom vred=
noidu) mogu okarakterisati sa jJjednostavnim uslovom $' g Hl.

U tom sludaju izraz.-{%e&’) moZe se shvatiti na dva na&ina:
kao radijalna granica od f'(z) ili kao izvod po ¢ od granilne
funkcije bez faktora {e'? , Slededa teorema pokazuje da su ova

dva shvatanja ista.

- Teorema 1.5.2 - Funkcijafanalitilka u tzi<1l je neprekidna u

[zl = 1 1 aésalutno neprekidna na |z1 =1 ako i samo ako je

-rﬁﬁl. Akmhja -ﬁeHl, tada je

s ‘ '
j‘éﬂef ) o Lim [ e'" fret?) g. S,
prn A
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2, Primena na konformna preslikavania, Teorema koje smo
upravo dokazali kombinovane sa nekim.aﬁétim C¢injenicama
o HY funkcijama mogu posluZiti da se dobiju neki dublii

rezultati u teoriji konformnih preslikavania.

pefinicija 1.5.1. = Jordan-ova kriva (ili prosta zatvorena

kriva) je homeomortna slika jedinilnog kruga. Neka je kriva

¥ u kompleksnoj ravni definisana sa funkecijom w(t) na to 21].
kriva ¥ se naziva rektificibilna ako je wi{t) ograniéene va-
rijactje. U tom sluCaju njena duZina je definisana kao total-
na varijacija funkcije wit):

n
L= sup Zm F Wikl ~ Witx-g) | }

gde se supremum uzima preko svih konaénih podela
Omdy € fq< o v+ = 4p= 2T
intervala [0,27], Lako je dokazatl da L zavisi samo od krive
K i da je invarijanta u odnosu na zamenu parametra. Ako je w(t)
apsolutno neprekidna duZina dela krive K koijl je korespondi-

ran intervalu as<t=<b e
4
G Iw'teldt

4
Otuda sledl da proizvolini merljiv skupE{mera u smislu Lebes-
que) ima sliku na K mere

Clw'iel dt -
E

Poznata Carathéodory-eva teorema tvrdl da konformno preslika~
vanije W=f{z) jedini¢nog diska iz{« 1l na unutradnijost proste
zatvorene krive XK moZe biti homeomorfno prodireno na jzisl.
U tom sludaiu, W mf(ew} je parametrizaciia krive X, Prime~
niuiudi Teoreme 1.5.1 1 1.5,2 dobijamo vaZan rezultat

Teorema 1.5.3. =~ Neka je £{z) konformno preslikavanje jedini-

nog diska iz1<1 na unutrasnjost proste zatvorene krive K. Ta-

da kriva K je rektificibilna ako i samo ako je {”e:Hl.
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Ova teorema ima jasnu geometriisku interpretaciju. Naime,

- , {
duzZzine xn

L, = + S |§re®)| do
Q@

krivih K. koje su slike kruga Izt =r ogranilene su ako 1 samo

H

ako granica krive K ima konaénu duZinu. Interesantno je napo-
menuti da ako Jje kriva K iz Teoreme 1.5,3 rektificibilna skup-
ovi mere O na zi=1 preslikavaiju se na skupove mere 0O na K i
preslikavanie W=£f{(z) Jje konformnoc u skoro svim tadkama granice,

1.6, NEJEDNAKOSTI FEJER-RIESZ~A, HILBERT-A I HARDY-A

U ovem paragrafu izlademo neke nejednakosti koje se odnose na
uporediivanie dveju normi u Hardy-evim prostorima, Podvucimo
da je ovde izloZen Jedan speciijalan metod za dobidanije nejed-
nakosti, jer u teoriji nelinearnih ekstremalnih problema bar
do sada nije pronadjen metod koiji bi obuhvatio vedinu primera,
kao u teoriliji linearnih ekstremalnih problema.

Teorema 1.6.1, - (Fejér-Riesz-ova nejednakost). - Ako je 16Hp
(OQ<p< o0}, tada integral _ihuﬂpdx- konvergira 1 vaZi neje~
dnakost

4 e 27 P

§ Mooy dx = 5 § 150 de,

e ,1 a

Konstanta 1/2 je naibolija moguéa,

Kombinujudi ovu teoremu sa Teoremom 1.5.3 dobiljamo posledicu
koja ima jasno geometriisko tumadenie.

Posledica 1.6,1. = Ako je idedinié¢éni disk konformno preslikan
na unutrasniost proste, zatvorene, rektificibilne krive X, tada

kriva koija je slika bilo kog dijametra kruga ima maniju duZinu
od polovine duZine krive K.

Netednakostl koje: femoc sada dokazati nazvane su po Hilbert-u
i Hardy~ju. Napomenimo samo da ¢emo u formulaciiji sledede teo-
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eme za kompleksan vektor x = (x , Xyreeer X ) upotrebiti

r
oznaku

0
N 2.
ixn® = 0 IxglT

reorema 1.6.2, = Neka jeveL” ,

27

| -3l
(1.6.1) Ap = ;’f-}}ée‘ Vtldt  n=042,. ..

1
N

Ayix y) = Z,..‘m.,o Anrm Xy Ym

Tada Je
AN, 0] = i ¥llae XY
N mint
Dokaz. = Ako stavimo P(t)= wahe dobijamo da je
= |& 7§ el i ot |
Anxl= |75 S t
2K a2 2
< U¥lleo Fx 3 P17 dt = it NXUT,
Kako ije

nalazimo da ije
\AN (x,¥}] < ‘2"" 1V o0 { fIX 4 yﬂz-p x=yn#* }

= 4 n¥te [man® 4+ irt* g

Qtuda sledi da ije IAN(:{ v} = ¥ ako je ixyally il =1,
Medjutim, dokaz u op3tem sluaju sledi ako dobijeni rezultat
primenimo na vektore X nan! y 7 pyie,
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ako u prethodnol nejednakostl izaberemo specilialno Viéiwm{ &"i""(nwﬂ
gobijamo da je A= (n+1)"' i IY¥lw= T , Otuda imamo slede-
du posledicu koja je poznata poed nazivom Hilbert-ova nejedna-
xost.,

Posledica 1.6.,2, - (Hilbert-ova nejednakost). - Ako je
Xﬂ(xogxi;i;tfo) i y:(YIJYZquwIYN) tada j&

N
]Z Entm . | o o opxulvit,
nm=o n4meAi

Teorema 1.6.3. - Neka je Apedefinisano sa (1.6.1) 4 fz)=
ST Clm ::"&%H: tada Jje

T An i@l S 0%Vlg liflly

Dokaz, = Kako svaka funkciija MHJ‘ moZe biti predstavliiena u

obliku f£=9h , gde su g i h funkcije klase 12 koje zadovolija-
vaju uslov ugn'=iisily = ##, , primenom Teoreme 1.6.2 dobijamo

& N n
Zf}:# Aﬂjah‘ € Zﬂ‘:p Ah Zgﬂﬂtl&I 'ch"ﬂi

N

- Zw‘wuuﬁmm 1Bl ICm] < U¥flen 191, Nhil, =Vl fly

Posledica 1.6.3. (Hardy-eva nejednakost), ~ Ako e £{z)=
> a.7z" 6 W', tada je

Zw a7 Uifl, .
n=8 n+4

Ova nejednakost se dokazuje sa istim izborom funkciije ¥ kao
u dokazu Hilbert-ove nejednakosti. Navadimﬁ jednu interesan-
tnu posledicu. Pretpostavimo da je f(z)= £ anz” ana-
litic¢ka u jzi< 1. Ako Fe Z Bnl €« +o¢ , tada f ima ne-
prekidno prodirenie na jzl < 1, ali suprotno ne mora biti tade
no. Hardy-eva nejednakost pokazuje, ipak, da ako je %‘eHl
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(111 ekvivalentno, u pogledu Teoreme 1,5.2, ako je f neprekid-
na v 21 =1 1 apsolutno neprekidna na iz}j=1), tada 2. Wanl<+ ca .,
speclijalno, 5 (0. <+ e ako Jje f konformno preslikavanie

jedinicnog diska na unutradnost proste, zatvorene i rektificio

hilne krive.

i
Fa
¥ )
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Glava II

DRIMENA IZOPERIMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI U PROSTORU H-

Mada je klasiéna izoperimetriiska nejednakost bila poznata
jo¥ starim Greima, ona nije prestala da interesuje matemati-
dare o Gemu svedofie mnogobroijna istraZivanija koja imaju za
cilj da primene ovu nejednakost u drugim oblastima 1li daju
nove dokaze 1 generalizaciie. '

U ovom radft nefe biti redl o mnogobroinim geometrijskim gene-
ralizacijama ove neijednakostl (stoga opseZna literatura koja
govori o tome ovde nije citirana}, s obzirom da su predmet
ovog istraZivania medjusobne veze 1 uticajl teoriie konform=-
! prostora (specijalno ekstremalnih pro~
blema u Hl) s jedne strane 1 lzoperimetrijiske nejednakosti sa
druge strane,

nih preslikavanija 1 H

2.1, IZOPERIMETRIJSKA NEJEDNAKOST

Kao Eto smo vel napomenull u uvodu izoperimetriijska nejedna-
kost je posluZila kao osnova za rezultate koje sam dobile, U

[71 je dokazana izoperimetrijska nejednakost za proste, za-
tvorene, glatke krive. Iz Green-ove formule sledi da se povr-
fina oblasti koju ogranicava prosta, zatvorena glatka kriva
K moZe definisati sa krivolinijskim integralom

A Sxdy~ ydx.
2 %

Prenosedi ovaj poljam povrsine na zatvorene, neprekidne, rek-
tificibilne krive i modifikujudi dokaz iz [7]1* mofemo izvesti
izoperimetrijsku nejednakost za zatvorene, neprekidne rekti-
ficibilne krive. Naipre dajemo Wirtinger~ovu lemu na kojoi
baziramo dokaz izoperimetriiske nejednakosti,

*]Razni dokazli izoperimetriiske nejednakosti mogu se nadi,
na primer, u [3].
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Lema 2.,1.1. = Ako je realna funkecija £ neprekidna na 1o,27l,
f'e Lo 2n] , £(o)=£(27M) 1

25
é Fixydy = O

tada je o

2
¢ [$wl “dx = g [&uﬂzdx }
o

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je f{x)= Acesx+ B smX .

Ova lema se jednostavno dokazulje ako se primeni Parseval-ova
teorema na Fourler-ove razvoie

e
£y o~ Z‘“ a, coshx + £n Mp nX

[(n ™ ]
$ixy ~ 2 N{ & COINK « Gy Sin NXJ

Hw g

Teorema 2.l.1. (Izoperimetrijiska nejednakost). - Ako je K
neprekidna, zatvorena i rektificibilna kriva u kompleksnoj
ravni C, &ija je dufina L i koja ogranifava povrsinu F, tada
Je *

L*~ 4nF =0 |

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je kriva K krug sa
pozitivnim smerom obllaska.

Dokaz. = Uvedimo parametar t
2H 8

4 =W e
L
gde ie s duﬁina_luka krive radunata polev od neke talke. Sada

jednadinu kojom je zadata kriva K moZemo napisati u obliku
X= X4} , Y= Y1#) (0sts27),

Ne umanjujuéi op¥tost dokaza moZemo pretpostavitl da je

A
{xttldt = 0
&

Kako je .
2 2 L
kwl + [yl = [s%] = ot

primenom Wirtinger-ove leme dobijamo
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2 21 ; 2% ;
L zF = S ev?lat - 2 Sxyat
F¥ 1 o 0

2% s T X .
= Eﬁﬁyq ct * §ﬁ‘mx]dfaO

otuda, takodie, primenom Wirtinger-ove leme nalazimo da znak
jednakosti vaZi ako i samo ako je

Xtz Acost + B simi

yigh= SRHI 04 = Asiut - Beott + C ,

tj. ako je kriva X krug.

5. 2. TZOPERIMETRIJSKA NEJEDNAKOST U H™-

U ovom paragrafu daje se procena za Dirichlet-ov integral
5 Jf’fzﬂznfxdys ﬂ‘é‘f‘lf,{z ako je f'eH! i nlz posledica 1 uop~

IR ]
ftenja ovog rezultata, Ovi moil rezultati objavljeni su u

(23] .

1. Uvod. - Neka je zP Hardy-ev prostor analitickih funkclla
u dedinidnom disku [z]<1 1 Bp(ﬁdp*l) Banach~ov prostor koiji
ga sadrZi, ti. prostor analitickih funkcija u [z}<1l, u kome
je norma definisana sa

: o~ &
£, = 55 [l (4 -1zt) dxdy < + oo .

e (xi< 4

1 "
u prostor

Hz ( [6] , Teorema 6.7, str,. 103) navedena Jje sledeca posle-

dica: ako ije fiziz= a2z & H' , tada je z‘h:n""‘q,,\z-: + 00

Kao ilustraciia Teoreme o mnoZiteliima prostora H

Takodije, ie lstaknuto da oval rezultat sledl iz Hardy-eve
nejednakosti ([6], str. 48) i &injenice da o.—> 0.

Hardy 1 Littlewood [10] su pokazali da je identidko preslika-

1/2

vanije prostora H u prostor szneprekidnm, tj. da postoji
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X/2 tako da de HEH Bz

< C Hllgyz o Kratak dokaz ovog rezultata baziran na unutra-

ronstanta C koja ne zavisi od fe H

gnja#spoljaénjaj faktorizacijl dat je u nedavnom radu Shapiro-a
( {30} , str., 117-118}, gde je takodie dokazano da je

o -
2 ho (PP 4) ¢ lanl* = T ﬂ«fﬂf

2a svako f(z)=E QnZ e gl

Koristedi izoperimetrijsku najednakost pokazao sam da konstan-
ta 77 mo¥e hitl zamenjena sa 1 1 doblo niz posledica 1 genera-
lizacija ovog rezultata, Sve procene koje navodim su najbolje
mogude, jer za sve njih reSavam 1 odgovarajucdi ekstremalni
problem, tj. nalazim klasu funkecija za koJu je u pomenutim ne-
jednakostima vaZi znak jednakosti. |

Lema 2.2.1. = Ako je kriva K definisana pomodu apsolutno nep-
rekidne kompleksne funkecije realne promenliive W(t)=x(t)+iy t)
(05 =27, W(0O)=W (2T }, tada jJe ‘ :

2%
[ Slwm dé] - 47 éxmg?ﬂdt =20 ,

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je kriva K krug sa
pozitivnom orijentacijonm,

Dokaz., ~ Kako je duZina L krive X, definisana apsolutno-nepre-
kidnom funkcijom W(t), dato formulom

27
= § ]Nif‘ﬁ}l dt
0
primenom izoperimetriiske nejednakosti dobijamo Lemu 2.2.1.

Lema 2.2.2. = Ako je £{z)= u+ iv= 3. aGn 2"  analiti&ka funk-
cija u Jzl«< 1, tada je

217
5 uire'?) vg(re'®lde = 7 2‘,’ niant? p2" (ocr<q)
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nokaz, = Xako Je

. > * - ethd
u(rei®) = 4 2 (ane"%+ G, e ) K"

he

1
o _ — R
verett) = = Z,M(G.-.e"’*m an ") ",
dobijamo
ot l
§ uere® v, (ret®) der
)
i
2T oo w—e et " e‘“’»r?:? )}dﬁ-
:S{%E rm{ametm&"‘ Qo ¢ )JK 2;;”?1?* {Qn "
1 mwe
o
. o X niea* K
Ne &
Lema 2.2.3, - Ako je f(z)= £ a,Z" , u=Ref, V=imf i
£' ¢ o, tada je
byl o
S umiviglde = 1 Z,, niont®,
O
l r

Dokaz. - Kako je £‘e H
mo da je f neprekidna u |z}l 1 i apsolutno neprekidna na | -

, na osnovu Teoreme 1,5.2 zakliutuje~

jz}=1, pa za pxaizvoljno g > 0, postodi Ft, ( 0« < 1) ta-
ko da je !f(ram*) - f{e’&){w & Za Fer, . Tada je za rx"ts

o 27

| S Re f(rer®) Re e ® $1reme) 00~ f Re 71€7%) Re e e | <
g
(2.2.1)

2§r lfirei®y - $(eV) | Ifre ) de = 2 £ IFl .
¢

S druge gtrane nalazimo



&H

2% | . ‘. . T
| S ke $ie1%) Re €7 117 dE ~ T Re fre®) Re @7 e ?) o | 4.
o W

(2.2.2)

2 * L
< B3l § 13w - SNevaov .
o

. y L . i {‘ ) o o TR
Kako je u(rei®) = Ref(re¥) i \(re?) = v Re ety (retT)
iz (2.2.1) i (2.2.2) nalazimo
7% ) : Y ?
Limm S viret®) v irett)dir = 3 Ve Vpletide
r-ed4 @ @

Na osnpovu Leme 2.4.2 dobidjamno

o Py : - A L2 P ‘ U i @) o
g pianit = Gimm T ZL NHAniTd — S we) vy(eflod
= ror 4 fad o |

Napomena 2.2.1 - Dokaz prethodne leme se moze takodje lzvoes-

ti pomoéu sledefe teoreme O nt funkcijama: ako Jje f(z)= e e
i ako su Cn Emﬁjgpﬁmm,kﬁﬁfiaij&nﬁi granicne funkeiie 7)o

tada je Cn=4, za nzo i Cn=0 za D<o ([61 , Teorema 3.4,

str. 38) 1 ¢injenice da parseval~ova pelacija vadi ake i

jedna 04 fukcija integrabliina, 4 druga ogranicene variijagiie

(321 ; str. 88=-91).

Teorema 2.2.1. = BAKO je f{z)= oaczh i £le Hl, tada je
> A A

(2.2.3) S oKiagl® s Ll
K%Q )

gde znak jednakosti va¥i ako i samo ako je
— e A} .
£ iz)= A(Z=d){(A=&Z] + Wo (€€, di<h Woku.,

pokaz. =~ Kako Jje £le Hl, na osnova Teoreme l.5.2 zakljuéuje~
mo da je £ apsolutno neprekidna i da Je

d e =ie'? Lim flre'® 5.5,
¢l rov 4
Otuda Jje
E}T i . .y :
é }é@ﬂﬁwii dr = 2% iilia.

sada, nejednakost (2.2.3) direktno sledi iz orethodnih iema.



o
. 3 wt ‘?- " - 4 -
Neka Jje fx KiQul ™ = LT, . Primenon Leme 2.2.1 1 Letma
¥
T — f 1
5.2.3 zakljuBujemo da je kriva X definisana funkcijom b= BUAY

(o< t= 27 ) krug sa pozitiviom G:lﬁeﬂuabijQM; centrom u noe-

koj tatki Wo i radijusom v = it iy ., Tada Jje funkeija
- A . e e e . C
g{z)m Hf‘ﬂ4 s (£{z)}=Wo) analitidka u < l, neproxldad U st
Zomermorina DA zi =1, Iz principa invernaoy principu koresponiens

cije granica sledi da je ¢ xonformno preslikavanje jedinicnoy
diska izi<1 na |zi<l. Otuda Je na osnovy poznate teorama
( (28} , str. 242) g(z)=A (z-d)(1-4Z) "L ai=1, W<,

Definicija 2.2.1. = Dirichlet—ov prostor D je prostor anaili-

£itkih funkcija u kome je norma definisana sa

%ll = ¢ \faxdy
2= 4

L

1z Teoreme 2.2.1 neposredno sledi

Posledica 2.2.1. - Ako je £'e HY, tada je

iy = 7 s Hly,

gde znak Jjednakosti va’ti ako 1 samo ake je £(z)=A4{- Jnf-JZ)*'W. (AWt & mm g,

Posledica 2.2.2. = Ako je £(z) =2 UnZ’ , £lo)=o0 i

fte Hl , tada je

(51, < lisll4

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako Je f{z)y= G4 & (@

4 -

proizvoljina kompleksna konstanta).

Dokaz. - Iz Parseval—-ove relacije i Teoreme 2.2.1 sledi
e |

10 < Bl = 2, 1anl®

w4

™ .2
< 5 nianl* s 14y
T 4

Otuda je HFll, = I+, ., Drugi deo teoreme neﬁaareﬁno
eledi.



gde znak jednakostil vazi axo i sano axko je

Sy = & (A=-az)F (dEl, hi<dl

Dokaz. — Neka je q(z}ﬁ l§§{3)53 (14l 4 . Tada je
bing 4 Lo A
g . 14 . gsﬁiﬂ {(Z) .

gﬁﬁx S Gainitl T L 4

Ne O

Primenjujuéi Teoremu 2.2.1 na funkciju qglz) dobijamo

a0 ,
ST e Gp10 % ii*f"iif
rye o
I
gde jednakost vaZi ako 1 samo ake je glzl= A (Z~Ep) A4 " dnk] ¥
Wy (A€C iZol< 4, waeC), lz £(2)= 5‘%’31 nalazimo da gnal Cod-
nakosti vaZi ako i samo ako je f£{z)= dhphwﬁzj'g (et T I
;
Definicija 2.2.2. ~ Prostor ?ig (4> 0) je prostor analitbi-~
7% g IZl< 1, u kome je norma

%kih funkcija £{z)= Z Gn <&

definisana sa
2'{: w O

HMj = Z:a {nM)"“" Anl

Napomena 2.2.2. = Prostor 5, (4>0) je Hilbert—ov prostor u
kome je skalarni proizvod definisan sa
e ol

(5,9)= Z (m+il = Qn 8n
e G }

gde je g(z)= < £n.2" .

posledica 2.2.3. = Ako je £ € gl, tada je
(3 Gty Y = afilg, s U5
W3 i 1 “‘afﬁﬂ — H’fﬁzd oy 4

gde znak jednakosti vaii ako i samo ako Je

${zj = o (41-32) % (deC, IBl<A4)e
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Primenjujudi TEoremu 2.2.2 na funkciju glz)= {(iin-0d &

dobijamo slededcu

. T R | |
Posledica 2.2.4. = Bko je f(zi= L. Ynd& € {7, tada je
o0 PO
E A GnlT B i mhgplig

Nn=4

" 4 oy ¥ % ’ + l‘t - .
gde znak jednakosti vazi ako i samo ako je Fl{z)=dE{4-H4} rup e 5ig,

Teorema 2.2.3. = Ako je flz)= 2. 4n &7 & Hz, tada o

. o3 2
-4 s ‘2.
> (neal™ |5 av anr|® s 11 {2 et {7

neg

gde znak jednakosti vazi aka i samo ako je £ (z)= o (d=rbas (EC 1 oy

Dokaz. = Iz f{z)= Z._ Cn " e H2 sledi da je

(2.2.4) $*z; = Z 2" € H

n=

¢
gde je Cn‘“zhﬂ @, d, . Na osnovu Parseval~ove relacije na-

lazimo da je

Ot

(2.2.5) o OSI 7ol do= Z_ 104", g

Primenom Teoreme 2.2.2 na funkeciiju f 7 e Hl i koriscenjem re-

lacija {(2.,2.4) 1 {2.2.5) dobljamo Teoremu 2.2.3.

Posledica 2.2.5. - Ako je ;Chdf )i e &, , tada je
o h N ‘ - 4
S eV [Z 0j0k dnitpe| < flGyil}
h=o 4 X=0

gde znak jednakosti vazZi ako i samoc ako je

Y o, , j
Ay =d A" (V=042 ... , #E€L 4i<d j .
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Teorema 2.2.4. = Neka f(z}= ezt fle s 1gla)=
s ¢ Z% € H' . Tada Je
mw #
. ¥ ¥ 3 q*!
(2.2.6) | Z ax 4el = 0G- bolly iy

gde znak jednakosti va? i ako i samo ako Je

n A y ——r --r"“d ., . o ““.3 -
(2.2.7) £(z)= & {Z-s}i~BLj +H 2i2)= 8ot #LV-3ZT) T (o 4§l L
) ¥

i< 4 ),

pokaz. = Iz Teoreme 2,.2,1 1 Posledice 2.2.4 sledi

ot p 2
(2.2.8) N L Y R A2
i

i U
(2.2.9) ¥ 361&.]-2 < h‘?‘u,._ .

o A

Kombinujudi Schwarz-ovu nejednakost sa (2.2.8) 1L (2.2.9)

nalazimo da je

AN (2 Jax 1)

-;__:'(Zm K 1Gei* ) X (Z:K“‘Mx?z)

¥

& NFNE N a- &l

Jednakost u relaciji (2.2.6) vaii ako i samo ako u svim prethod -

nim nejednakostima vaZi znak jednakosti. Otuda je
(2.2.10) ax Br = lﬁu g&li k‘?‘v [0 Y s 27}

i
(2*2.11;{ el = S K lakl (8>0 K= 423 o)
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,_‘1

1z relacije (2.2.10) i (2.2.1l1) sledi b= ¢4 Uk (§=3€ a- o)y
t3. q{z)"65ﬂ82§iz). Sada, na osnovu Teoreme 2.2.1 i Posledice

2.2.4 nalazimo da £ 1 g imaju oblik dat sa (2.2.7).

2.3, IZOPERIMETRIJA I NEKI EXSTREMALNI PROBLEMI U HI

1, Uvod., Hardy i Litllewood 10y su pokazali da je indentidko

1/2

postoji konstanta C koja ne zavisi od 'fm H

u prostor B,, neprekidno, tj. da
1/2

preslikavanije prostora i
fako da ja
W¥lig, s € H¥lqgype -~ Kratak dokaz oveog rezultata bazivan na
unutradnie-spoljadnjoj faktorizaciji dat je u nedavnoir vady
Shapiro~a ( [30], str. 117-118), gde je takodje pokazand ..Aa jo
“NM < 3% {flly, za svako chl‘/z
sku nejednakost pokazao sam da konstanta 37° mo¥e bili wame-

. Kﬁristeéi izoporiacirii-

njena sa % 1 dobio nekoliko posledica i generalizacija ovog ve-
zultata.

1/2

Teorema 2.3.1., = Bko je ¥ € H ; tada je

(2.3.1) “‘;“3‘;‘ < T H'Jci{'f,’zj

gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je f= d{1-4Z; 4 (wec C 1bl<d),

Dokaz. Ako f nema nula u jzl<l, tada je fl/z é,Hl

ledice 2.2.3 nalazimo

Py
£

i iz Pos-~ .

27 2, ,\
- [ [F1e?0)] 2 Ao } =T Ny,
&

T - A
“{' M 3&: = ‘?

Ako £ € Hlf2
obliku £(z)= 8& €/&) |, gde je B Blaschke-ov proizvod, a ¢(z)
funkcija klase HY/2

ima nula u izi¢l, tada se f moZe napisati u

koja nema nula u [z, 1. U tom slucaiju je

(2.3.2) Jf rsldedy < [igiml dxedy = 7 HQily, =7 Wiy,
ii%4 {Zi%
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Ako u relaciii {2.3.1) vaZi zanak Jednakosti tada u opo nojer
dnakosti relacije (2.3.2) vazi znak Sednaxosti. Ctuda g
1B(z)] = 1 za lzi<1 i na osnovu Posledice 2.2.3  [geo] " =« {1 42]

(d,6C  IBl<4) , t3. f ima oblikx dat sa Teoremom 2.3.1.
)
Koristedi istu tehniku moZeno izvestli opstiju teoremu.

Teorema 2.3.2. = Ako je f € 5P (9<p < e }, tada je

EP . . oL 7 " P 32
(2.3.3) f§ 1#17 dxdy & 7 { L Jifernitde
iZ]< 4
,w;;;;c;
gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je f= o (4-412) (i A,

Dokaz. Neka je £ e uf (o< pee} i neka f nema nula u jzi<i.
Tada je f 1/2 i relacija (2.3.3) sledi iz Teorecme 2.,%.1.
Ako f € HP ima nula u 1zj< 1, tada se £ mole predstaviti ' np-
liku f{z)= B2 9&) , gde je B(z) Blaschke-ov proizvod,
q{z) ¢ HY nema nula u lzi<1l. U tom slucaju Je

»
[

4T

[15%%dy < ]t udy =7 {4 Tl Ol dof = 7 {5 Sipear] .
jri<d 124

Sliénim postupkom kao u Teoremil 2.3.1, dobijamo da ekstremal—-
na funkcija £{z} ima oblik f£(z)= d(d*él}ﬂsz(deﬂi mied ),

Definicija 2.3.1. ~ Bergman=-ov prostor Bz je prostor anali-

tidkih funkcija £ u jedinidénom disku u kome "e norma defini-
sana sa
2 i
1= 7 55 112 dxdy
1z[< A
Napomena 2.3.1. = Prostor B, Je Hilbert=-ov prostor u kome je
skalarnli proizvod definisan sa

(5,9)= 7" [ #£2 dxdy

it 4
gde su £, feBz.
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Teorema 2.3.3. — BAko su Z7¢H7; tada je
(2.3.4) [, 2)] = 050 G2

i

. , “ ., _ . . : - . o
gde znak jednakosti vaZi ake i sano axo je F= o (442} }f:ﬁf{&ﬁéﬁfﬂﬁuh

Dokaz. = 12 Schwarz-ove nejednakosti 1 Posledice 2.2.3 sledi

(2.3.5) (201 = WFldg Nglg < Uilly W24 .

Ako u relaciiji (2.3.4) vaZi znak jednakosti, tada u svim ne-
jednakostima relacije (2.3.5) vaZi znak jednakosti. Otuda, s
obzirom da u Schwarz—-ovol nejednakosti l(f,q){ﬁuﬂl% H?ﬂfh vazi
znak jednakosti ako i samo ako je g=A € (A¢C) 1 na osnovu Pos-
ledice 2.2.3 dobijamo da £ i g imaju oblik kao u Teoremi
2.%3.3.

Iz prethodne Teoreme neposredno sledi

Pogledica 2.3.1. -~ Bilinearna funkcionela na Hl, definisana

Sa

sy ="t ) £ dxdy (¢ €HE)

1Z2{e 4

ima normu  BSgli= 1,

Da bismo iz Teoreme 2.3.3 izvell resenje jednog poznatoyg
ekgtremalnog problema potrebna nam je slededa lema.

=
Lema 2.,3.1. = Ako su f£{z) mﬁahz"&'ﬁ‘i gerc‘.z"éﬂ‘ ¢ Aww;?fﬁ‘jdj‘(ﬁmﬂf

tada je

Al

(2.3.6) 7S FGdkdy = < 5 $hdz,
1zi< 4 ETe |xi=4

L i n{z) apsolutno neprekidna na Jzj =1,

Dokaz, = Kako je f éH
primenom Parseval=-ove relacije ( 32], str. 88-91), na Fourier-
ove razvolie

fe'®) v 5 an e"?

e 0

Lfe‘#) E- i o Z o fﬂ%"f}ﬂif efﬁ’&'

M )



bl

nalazimo da Jje

' v - P —_ GCinn Gm
(2.3.7) A (e hew) ot do =L, o
27 ¢ o+

S druge strane lmamno | |
| - ) e o g LY
oSS £ Gdedy = A SrAr AU G et Y x(E Earm T A0

12« 4 g ¢
(2.3.8) . —
- +d Mﬁ
= 2 §(E an En F*" Yelr = Py

iz relacije (2.3.7) 1 (2.3.8) sledi (2.3.0).

17z Teoreme 2.3.3 1 Leme 2,3.1 neposredno sledl

1

Posledica 2.3.2. — Ako je £ j;éﬁ., tada je

kR — . .
,m‘fimﬂm #{Z) dz:l < Uil d i iy !

gde znak jednakostil va?i ako i samo ako je
Rizy= &{4-4217%  F=ywiz) (4, ¥eC, (A< 4 ).

* ] " 4 .
Teorema 2.3.4. = Ako je £{z)= s g,z & H i Al A .
tada je —a
Ll = (4—1312)7 7 lIfliyg,

gde znak jednakosti va¥i ako i samo ako je f£({z)= d(4-€z)"’z (L€C, 41},

Dokaz. Na osnovu Parseval-ove relaciie nalazimo v
2% - — 00
e § gt (st dZ = ST a8 = A FB)
ATE o na o
i
27
4 !.’2}‘ d g 21 - w’[
21 é 14.”5::*5]’& ! Zs;-ru 4---2'5‘2’

gada dokaz Tecreme 2.3.4 sledl ako u Posledici 2.3.2 za fun-

kciju h{z} stavimo (l*@Z)“l.

Iz prethodne teoreme neposredno sledi



Posledica 2.3.3.% = Ako je £ & HY ( ¢< ps o )}, tada jJe
w \“"‘3(!}:} TR Fyoae .
(4] = (1~141%] e Ui,
3 3 o : . £ S . - AR 2LY
znak jednakosti vaZi ako i sano ako je f(z)= & {(1~4ZL) o 1%

2.4, DUALNA RELACIJA I ITZ0PTRIMETRIJA

U ovom paragrafu, primeniuijuéi dualnu relaciju na reke pro=-
bleme iz prethodnog paragrafa, u nekin slucajevima dobi jam
bolje procene. Pored toga nalazim klasu ekstremalnih funkelija
za razmatrani problem 1 Teoreme 2.2.1 1 2.2.2 prenosim na pro-
store EI{Q).

=
Teorema 2.4.1. - Ako je heH:,  Kiz= S his) dY i sa
$C§) = 7t IS f A dxdy
{f< 4

definisana linearni funkcional na Hl, tada Je

el = min HK-3le .
(2.4.1) !l T o Gt

Dokaz. = Na osnova Lenme 2.3.1 nalazimo

(2.4.2) Sbf) = L § 1 Kz oz .
LAe japed

Dualna relacija (Teorema 1.3.2) pokazuije da je

A,

(2.4.3) Sup |== § fw kmde [ = min IR -9 Hoe
Nl - * O
fe MY lifiy %1 “h geH

Iz relacija {(2.4.2) 1 (2.4.3) sledi relacija (2.4.1).

-
Kako je F(z)=£f(z) L {l, cH’

2.4.1 sledi

i, HFHlml 28 {aHl, iz Teoreme

A

Posledica 2.4.1. - Ako je £, heH® i K(z)=§ AS)dS , tada je



L4 .

| 7770 S5 Fhdady | s lifiy wen BR= gl
AL de H

Iz peosledice 2.4.1 neposredno sledi

5ol . Laga

Qﬁ,f\ﬁ

Posledica 2.4.2. = Ako je feﬁHl i glz)=
je

-4 F12 cix d flia oo
7 &44 FiTcxdy = jflig o oo

Teorema 2.4.2. = AKo e f’ﬁ?Hl, tada je

(2.4.4) a5 (£ P deay < 46l Ul

lxic 4

R -
.-

4]
gde znak jednakosti vaZi ako i samo ako je f(z}mlSZﬁ'rhﬂmsg;¢wA;7*
b g
(mne N ldil<1 BeC),

Dokaz. — Na osnovu Leme 2.3.1 nalazimo
{ 0 f t7 o % o) 10y et iy
qpet f)‘ | f }’zdxdy mm ;;;5;::4-; f e = 27T ;-ffﬁ”‘ P HEevY®) € ¢
(2.4.5) zieq

< = ?!;%M; 21016 ot s 1l Hileo .
¢

Ako u relaciiji (2.4.4) vazi znak Jjednakosti tada znak Jedna-
kosti wvaZi u svim nejednakostima relacije (2.4.5)., Otuda je

(2.4.6) sete) 5iere e 2 o S5.5.
lfﬂﬁ931m H{llen 5.5,

Kako je fieiﬂl, iz Teoreme 1.5.2 zakliuCujemo da je f£{z) ne-
prekidna na [zi<1l, Stoga, ako je Hia¥0 , postojli n(o~r,<1 )
tako da je [Hre'dz Flutly za Fztfs i ¢¢ Lo 27l , Dakle, fun-
kecija £(z) moZe imati nule samo na 1zl , a to znadi
konadno nula. Otuda, £{z) moZemo predstaviti u obliku Ff=3¢
gde je B{z) Blaschke-ov proizvod koji se sastoji od konalno
faktora, a ¢{z) neprekidna funkciija na (21£1 koja nema nula



if" LJ‘ *

u izi<l i koja zadovoliava usliov tawifi] = Wi =Ar & 4 RA
osnovu Schwarz-ovog principa sinetriie sledi da g moZe hill
profirena na celu xomplexsnu ravan & da pri tome ostane ana-

liticdka 1 ogranicena.

Otuda je q(z)=B, gde je Bl=diiw . Dakle, ako Je i eksiromal-
na funkcija, tada je

im ¢ F.v f “. "“’T A - ’l} id:¢‘{ ;}
(204!7) f{zjmgz ﬂ {z‘iﬁi’i ‘4’—-(&2.) iﬂﬁ"ﬁ’ ﬁ”;nfzi-i i li A "

i wd

Suprotno, neka Je £ funkcija oblika {(2.4.7) i neka je
Biizi= (z=di} (4~ 207" ( i< 1) . Tada je

(2.4.8) BIT% frero) fieit) €19 = 5‘.& arg e
i -
(2.4.9) %w-g &g{ew’j = {4~ Mi.i.-z] j,,;....g{‘;{;.ml

(

Tz relacije (2.4.8) 1 (2.4.9) zakljiu€ujemo da funkeciia f zado-
voljava relaciju (2.4.6), t3j. da u relaciii (2.4.4) vaZi znak
jednakosti.

Napomena 2.4.1. = Da za funkcije date relaciijom (2.4.7) vaZi
znak jednakosti u relaciii (2.4.4) moZemo zakliu®iti i na dru~
gi nafin. Zaista, dovolino je primetiti da je iLdif%inﬁxdy
povréina oblasti £({Vi na Riemanm-ovoj povrdi- . funkciije 4 ,
gde je U=d{z:iZzi<4} i da, ako tafka z obidje jedanput krug
jz§ =1 u pozitivnom smeru, njena slika £{(z) obidje m+n puta

krug jzl ={B]u pozitivnom smeru.

Pefinicija 2.4.1. = Neka je data oblast D koja je ogranidena
sa rektificibilnom krivomyi neka je f analitilka funkecija u

D, KaZemo da £ pripada prostoru analitiékih funkeija Elim),
ako postoji niz rektificibilnih krivi &, koje konvergiraiju ka

¥ , tako da je gfﬂwlmﬁi < ( , gde C ne zavisi od n.
"



£ i~

-

[l b W " £ L) " w - ul F
rarakteristidno svolstvo unfcsija “lase H- (Teorema 1.5.2)

va¥i i za funkcije klase E,: Ga bi analitidka funkecija u

!*

oblasti D koija je ogranicena rekeificibilnom krivom L pripa-
dala klasi E potrebno Je i dovoliino da njena primitivna tun-
kecija bude naprakxdﬁa u D i apsolutno neprexidna na L | (ﬁGi,
str., 208},

Teorema 2.4.3. = Neka je D oblast ogranicena rektificibilnon

krivom ¥ ¢ija je duZina L 1 s mazamatax duZine krive ¥ racu-

nat podev od neke talke. AKO je femt (D}, tada je

2
-4 3 4 A
(2.4.10) 77 éffffz:f dxcy = [:m‘ éifrsx.l d.s:] ,

.*mf

sa znak jednakosti ako i samo ako je £lzy= o VU (- 570 ,
gde je d proizvoljna kompleksna konstanta, [4i<1, a L ia)
proizvoljno konformno preslikavanje oblasti D na otvoren Jedi-
nitni disk.

Dokaz. = Ako je f{z)eEl (D)}, tada je F{w)=f (PiMl t'tw) e nl
za neko konformno preslikavanje Y(W) jedini¢nog diska (Wi<1
na D. Otuda na osnovu Posledice 2.2.1, nalazimo

2 b , 2
(2.4.11) =t J{ [Fewif? 19w } Pavdv S [;';, &S 1£ (e r?))] i?*{ffﬂld&] .
Ini< 4

Ako se u relaciji (2.4.11) izvrsi smena promenljivih .zﬂ*fHV?}
s obzirom na poznate osobine integrala dobija se relacija
(2.4.10}.

Definicija 2.4.2. = Bergman-ov prostor BZ(D} je prostor anali-
ti¥kih funkecija u oblasti D u kome Je norma definisana sa

Ifllg = 1§ 171* cdy < oo



7.

Napomena 2.4.2. - Prostor EziD) je Hilbert=ov DrOostor u kKoma

je skalarni proizvod delinilsan sa
e EC 2 F
(‘f’, 9} e ‘}} '{"? JAH;* -
w,

Iz prethodne teoreme i pozaatih svojstava Hilbert~ovoyg pros-

tora neposredno sledi

Posledica 2.4.3. - Neka je oblast D ogranicCena rektificibilnon
krivom ¥ ¢ija je duZina L, s parametaxr dufine krive ¥ radunatc

podev od neke tacke i neka su :é Pourier-ovi koeficijenti fun-
keije feEY(D) u odnosu na potpun ortonormiran sistem {1, % ;e

u prostoru EZ(D). Tada je

i

L 2.
A 2 . 4 .
P 7 o [ § fr(ﬁ)fdﬁ}

iel “ O

sa znakom jednakosti akoc i samo ako je f(z)ﬂ¢1’W?22{%4£JﬁzU“£j
gée je o proizvolina kompleksna xonstanta, (4l<«1, a V(2
proivolijno konformno preslikavanje oblasti D na otvoren Jjedi-
ni¢ni disk (Wi< 1.

Podvucimo da iz ovog rezultata sledi Teorema 2.2.2 kao speci-
jalan sluaj, ako za oblast D uzmemo otvoren Jediniéni disk, a
za potpun ortonormiran sistem {m gr = Z”} ne N A

Teorema 2.4.4. = Neka je £(z) analiticka funkcija u otvorenomn
jedinidnom disku (2{<1 i L{3) (0s5<1l) duZina krive definisa-
ne funkcijom W{¢)=£f(s¢c*?) (o< @& < 27). Tada je

5 2

(X} i

a) § & Aodx o< LGS (0€ & < A4)
o < &

JA

0L ! i . o
b) ( L9 g < 27 PR ae je £ eH
5 X /



Dokaz. =~ Uvedimo funkciju ftﬁ(z}m?(Sz) (0 < 1) 1 pyrimetimo
da je
FYe ,
o 'Ir‘- F - " - - 1 ¥
L(S) —— g !?; i‘f?&)i wfﬁ" - el JJA{S)!EJ »

Na osnovu Posledice 2.2.1 1manmo

= T ™ ” - .;‘;
(2.4.12) gt f5 JFLr | R dedy s UFsil, =(amiTtis) foss <
iz}
Primenom Schwarz~ove nejednakosti na 5L cre )l (e el
dobijamo
4 [37 ,, < L 9112 1
(2.4.13) (27} [é }f;(#e"‘?}]d{?] % 3_5 [Fcretil Tde

Tz relacije (2.4.12) 1 (2.4.13) sledi

> -
5 L2 (x) i = 27% 1%(s) [osS=4) .,
0

Ako je f'egﬂl prelaskam na graniénu vrednost u poslednjo)
nejednakosti kada S -» 1. dobijano

4
Sz.‘fx} :z:"*dsc s 27 LR = 2m? ﬂf‘fff
o

2.5. NEKE TEOREME O DIJAMETRU

U ovom paragrafu dajem reSenje problema ( [17] , Problemn 7,22)
koji je F.W.Gehring postavio na simpozijumu za kompleksnu
analizu odrfanom u Canterbury 1973. 1 nekoliko rezultaca o
uporedjivanju transfinitnog diametra coblasti £{V) 1 Hardy-

eve norme za funkciie L klase HZ i Hl.



a9,

gt

Teorema Z2edel. = Ake su A L B svezane, zatvorene, Jordan-

ove krive u R> na medjusobnom rastojanju 1, tada Je duZina
krive A veda od 27,

Dokaz. = Neka je x proizvolina tadka krive A i

clz, A) = { tx + (-2l @ tale ] ye AL,

prvo demo dokazati da je ¢(x,A) N3 F P.

Pretpostavimo da Jje c¢(X,A)N3 = ¢ 1 definifimo preslikavanje

F:Axl— R®NB  1=L004]

Sl

Fyil= &+ (4-1} Y (y e A *T,

}

Preslikavanje F je dobro definisano jer je

Fly#l= $X+d-t)f & C(LA) C R°~B

Flyol= Y F{yd) = x.

2

Medjutim, ovo bi znadilo da je kriva A kontraktibilna u
RN B $to je kontradiktorno uslovima teoreme.

Dakle, c(x,B)1 A% ¢ . Otuda, neka Je y € cx, A} N B 5
y = pxX + Pl Yy , gde je yleA i o<p<l.

Oznadimo sa

Sty 1) = {yeR® : ny-4i=1%.
Dalje, neka Jje preslikavanje |

g:A-= Sy, 1

definisano sa

e Yo

Hop=f i

Ako su y' i y'dve razli&ite tafke krive A, JVY-% =(§, ¢ ) 1
¢ Ay -

9y -y = (1, % 1) . lako je dokazati da je

gtyl= Y +

3
(2u5¢l} 2(”4 Hz“ 'f} E: E‘. Q{' ﬁ K{z + J{: "“‘"2 )

¥,



51},
gde je K,= N7~ Yl i Ry= W7M-ll,

1z (2.5.1) sledi

5 &
(2.5.2) 2-2 2 g, A = K2 v ¥y =2k, 5 §. 1, .

XA e

Kako Jje

Fgy1-guynll = V2= 2 =7 5

hy'- vl = e v i -2k 20 %

na osnovua (2.5.2) nalazimo da je

(2.5.3) NG - eyl < iy'= gl Y,y e A

Sada, neka je kriva A definisana pomodu neprekidne funkclie h:ifuilwi’
C}m{g’aﬁ 'éz":'fﬁ'ﬂ’:‘** "‘:tn"‘-: g

podela intervala [3, bl. 1z (2.5.3) sledi

n-4 i

(2.5.4) 2. 1gon(tipd = gohttall < 2., [l hitid -hiti Il

w4
i vy § i
(2.5.5) .‘fi'if‘b z‘,#f H q#;) f‘f;},«) - 9#}7 fﬁjﬂ < SUP Z{g* ”A ({00} ~ hitil i ;

gde se sup uzima preko svih konadnih podela intervala i, b)

Qeidqty < Ex< » » v € Ly =&

Defini¥imo krivu A pamodu funkcije £=9%h (f: [a,¢]-—> A < S{‘f%d})
i oznadimo sa L(A) i LA} respektivno duZine krivih A i A .
Na osnovu (2.5.5) debijano

LAY 2 L(A'),



51.

Kriva A' je zatvorena i sadrZi dve dijametralno suprotne
tatke g(x) i q(yl) jedinic¢ne sfere ${Yo,1}). Otuda Jje LA’y » 2?§
jer su geodeziiske linije na sferi lukovi velikih krugova.

Definicija 2.5.1. - Neka Jje E cgranideno, beskonadno, zat-
voreno mnostvo u kompleksnod ravni, Definidimo funkciiju
| E™» £ (nz2) sa

L

?h (L4, 23,0, ¥nl = ELW! (Z*‘“Zb} }
x< L.

gde (zl,zz,...,zn}e=En. Ozna¢imo sa V, maksimum funkcije 8,1
na skupu E" i stavimo 2
vt { A}
dn = V,

Granica niza d, kada n-o naziva se transfinitni diametar mno-
gtva E i oznafava sa d= d{E}. TRBansfinitni dijametar konadénog

mnostva je 0.

Napomena 2,5,1. - Granic¢na vrednost niza d, postoji jer Je
niz dn monotono opadajuéi i nenegativan. Kako ide d2 diametar
mnodtva E, transfinitni dijametar je manji ili jednak od dia-
metra mnostva E,.

Navedimo sledecdu teoremu koju je dokazao Polya ([9), str. 327)
a na kojoj baziramo dalje rezultate.

- Teorema 2.5.2., - Spolina Jordan-ova mera zatvorenog ogranile-
2

nog mnostva ECC manja je ili jednaka od 74", gde je 4 tran-

sfinitni dijametar mnostva E.

Teorema 2.0.3. = Ako je £ € H“?i f{o}=0, tada ie

(2.5.6) i, < d

gde je d transfinitni diametar skupa f(LJ}’ U:u{z:ﬂuﬁd}.



o
v

Dokaz. — H. AlexandelX, B,.A.Taylor i J.L.Uliman 21lsu do-

kazali da je

2T
(2.5.7) A Syseiitde s G Se, fio= ol
0

gde je m oznaka za Lebesgue—ovi felu. 8 druge strane, ni <57

novu Teoreme 2.5.2 zaklijulujexno da je

(2.5.8) zmwmwﬁsmm@}ﬁWdﬂ

12z relacija (2.5.7) 1 (2.5.8) neposredno sledi relacija
(2.5.6) .

Iz prethodne teoreme i uglder-ove nejednakosti slede

Posledica 2.5.1. — Neka jae fe gy, f{o)y=0 i l= p=< 2, tada Jo

Hf”p pouy o
gde je d rransfinitni dijametar skupa £{Uj.

posledica 2.5.2. = Ako je £e¢ HT 1 £(0)=0, tada je
gde je dz dijametar oblasti £(U).

Interesantno je da se iz Teoreme 2.05.2 i poznatih ¢injenica
o funkcijama koje pripadaju Hl mofe izvesti izoperimetrijska

nejednakost.

Teorema 2.5.4. - Neka Je neprekidna, prosta zatvorena i cek~

rificibilna kriva X zadata jednadinom W =A{t) (o< ts< 241 .
Pretpostavimo da Je du¥ina krive X jednaka L i da xriva £ 0g-
raniftava oblast D{{o,0)e& D] povrsine P. Tada je

qr P=< L*



Dokaz. = Iz Teorene 2.5.2 siedl

(2.5.9) Pﬁ?fdaj

gde je d transfirutni dijametar oblasti D. 9 druge stiaae
transfinitni dijametar kontinumla jednak je konformnom ra=
dijusu R oblasti CD u beskrajno dalexo] tadki (8] ., ste.
342), tj. postoji konformno nreslikavanje
W . oy
Z{W):?-\t— Qa""*a‘f"" .

cblasti CD na oblast lzi{>1l. Inverzno oresiikavanje presiika-
vanja z (w) preslikava |zi>1 na CD i ima oblik |

(2.5.10) Wiz) = & + dz + LT + 4T+

Dakle, preslikavanje w(z)= [w{fiim}”q preslikava oblast aid
na unutradnjost proste, zatvorene, neprekidne i rektificibil-
ne krive X zadate jednalinom w:fzwﬂ% (o= t= 27 ). Odatle Jje,
na osnovu Teoreme 1.5.3 w;t(z) &"‘:Hl, ti. (2 € (z))*{e HY i
zzf'(z)eaﬂl, gde je £(z)=WwI(l/2}. Specijalno w=£ (") je para-

metrizacija krive K. Kako Je

iz = b+ LA+ AZA L 2R 4

flz)m 2% + Ba FREZ 4

nalazimo da je

O B zfz de (o< F<4)

2T P
to jest 27 )
A 2iplrpaady] of
T 5
Dalije, 1z z;f‘iz}aiﬁl, s obzirom na relaciju (2.5.11), sledi
. 7 | -4
(2.5.12) ds 2 §jfedde = @77 L.

27T 3



lr-d’

ito je i trebalo dokazati.

Napomena 2.5.2. = Dokéaz srethodne teoreme moie se investl i
na drugi na&in. $§ obzirom na oznake iz Teoreme 2.5.4 pestoll

konformno preslikavanje
W Flz) = 0 + /T T HEA G L“ 4+

oblasti lzi<1l na oblast CND novrdina Plr) koju ogranicava
< 2

kriva w = £{(r et? ) {ox ©&<2% ) data Jje obrascem

P(rl= - 2§ fdf =L Jl&+ GiF v B T4 Pdird s bordipin - Jdi
@i
Zi=

I ¢ (Zi= ¥

Otuda, integraciijom <¢lan po ¢lan proizveda ovih redova dobi-

jamno

‘ lwié - = PR r '
Fory =1 (25 = 12 2 onlal® ) < % 1d1% (0 e i)

prelaskom na graniénu vrednost kada r -» - dobijamo

D < 7 dl#

sada se dokaz moZe ilzvestl ponavlianjem odgovarajucih deta-
1ja iz dokaza Teoreme 2.5.4.

Definiciia 2.5.24 =~ KaZemo da konformno preslikavanjefobla-
sti B= { 2 :&l>1y pripada klasi G 5 ako je

$02] = AZ A+ ole + g2 bl Z

2a ZE€ B

Teorema 2.5.5. = Ako Je g€ S5 v tada Jje

Jzﬁ' . pl
(2.5.13)  mion mm) = ar 45 (gt ap |
a |

Dokaz. Sli%no kac u Napomeni 2.5.2 moZe se dokazatld da q e
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(2.5.14) M(CN giBl < 71 142

lz teoreme o rezidumu sledi

A gz o — P
9 ngi:r =3 P A e f"}

Otuda Je

PEE
(Al = FUlgire®)ldy

..?:?”'
Prelaskom na graniénu vrednost kada r- 1+ dobijamo
L

(2.5.15) Al = A §lgenl dr

2 g

iz (2.5.14) i (2.5.15) sledi nejednakost (2.5.13).

Posledica 2.5.3%2. — Neka Je 3&: 8, £ konformno presliki fanjao
unutragnijosti jedinifnog diska U tako da je £{o)=0 i £ {J) m(“ja Y

Tada je
27 - 27 |
Clredlide = § |ge®llde .
O G

Dokaz. = Iz Parseval—ove relacije 1 Teoreme 2.5.5 sleai

i = ﬂﬂa’j = Eianiz <E nion?

71w A

A

s | ,
= T mfly = 7 m(C~ GB)) = = S gl

1A

21 ,
Otuda je i, = @mTt Sigerdlde

17 prethodnog izlaganja neposredno sledi
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Teorema 2.5.6. = Neka je g& Sp v Gigjz AL + ds PR Sl A

! . . ¢ *wl ST G -
gde je s =S anz” konformno preslikavanje I L€ & . Tada 52

2.

L L " .
Faddf o i

Ok

rn { 10ni~ ;f&nfxﬁ < ﬁj“’*“’a

frw § H 7

Dakle, ova teorema daje bolju procenu ol Teocreme 2.2.4 .

Definicija 2.5.3. = Neka je wW=I(z) (z=x+ly, WU+ V)

R - diferencijabilno preslikavanje oblasti D u kompleksnu
ravan C,

Tada linearno preslikavanje

ol = Ugdx -+ Uy dy
(2.5.16)
JV = Y dx + Vydy

mofemo pisati u kompleksno] formi

(2.5.17) dW = fzdz+ £3dZ
gde ie

it

f2 %fux*vyl* é;fo“Uy)

f3= L lU-Vy) + & (+ Uy) o

Jednostavan radun ﬁokazuja da je
L . . -
lfﬁii) - Hff - U,: Vj- Uy Vx --J}

gde J oznadava jakobijan preslikavanja u razmatrano] tadiki.
Pretpostavimo za momenat da I3»0, tj. ezl>i€z]

Geometrijski razmatramo (2.5.16) predstavija afinu traasior-
maciiju i1z (dx,dy) u (dU, d'?’) ravan. Ova transformacija presii-
kava krugove sa sredifitem u kordinatnom pocetku u sliCne elip-
se, Iz (2.5.17) neposyeuis: 5ieG1

(g1 = Wzldzl < 1dwl < (2] + 1zl) lozl |

T
4
s

b
y
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gde obe granice mogu biti dostignute. Maksimum Je dostignut
ako je kolifnik

§z dZ

Jebe

§odz
pozitivan, minimum ako je negativan.di zakijucujemo da Jje
koli¢nik izmediu vede i manje osc elipse

)

$r] =+
s 5 - 4z

D se naziva dilatacija u tadki z. Cesto je pogodniije da raz-
matyamno

koje je povezano sa Dy relacijama.

_44df oo = Ds — 1
D'f“/!--d)c Y

U opStem slucaju Dg definiSemo relacijiom

.l + £z
- zg J# 0

£zl = |zl

D =) T -
+ 0O za J4=0

Za R -~ diferencijablilne preslikavanije W=E£(z) oblasti D u
kompleksnu ravan € kaZemo da K~ ogranidene dilatacije odozdo
(Kz 1) u oblasti D ako je Doz K za ¥zel).

Uslov Df =K (K»1l} je ekvivalentan uslovu d;;«: K o AN SN



Wit
-
¥

e WM

Teorema 2.5.7. = Pretpostavimo da je Giarm T b L e 0y
( glet) = e + sreft) ) . Neka su u(z) i ¥(z) harmoni i

funkcije koje reBavaju nirichlet~ov problem za qate G E LTI
funkcije uet) i v{ &% )y u oblasti U= ax:ides 3 ;o
kavanje W= Ha= Vizi+ L Vi) X~ ogranicene di latacije odorao

(Kz1) 1 £ (U) D C N §(B). Tada de

sorb——— g '
o (C\ GiB)) = T (=2 nidnl® ) 5 (4~ K7}

Dokaz. Iz dy =2 K sledi
- 4
UE+ugs W wvi 2 (K+ =1 D1
Odatle je

. ol ] N N
SS(U,.;+U;+vxuv;)a’xdy ﬁ(:{f-ﬁ}ff I didy = (;{4-}%) N G

1Zic A iZi<4

S druge strane imamo

2T
[ 4 F r ' ~ *
Uiz) = 27 é Fir §-1] yedt) o ,

V= Re (z+ 5, ,9n Z° ).

Na slidan nadin pokazujemo da Je

i

vay = fm iz~ T, dnZ" 1.

pakle, na osnovu prethodnih relaciia dobijamo

(H+ T2+ -T2 4 25 nldnl?) 2(K+ 5] (4 =2 nini*) .

nuﬂ i

st ey A e P~ = e



Otuda je

Cmy

Z : nl‘o{nl’z = 1'542“

=4 /

a to je ekvivalentno onom 5to treba da dokazemo,

Kombinujudi prethodno izlaganje sa Dirichlet-ovim principom

(5] dobijamo Lehto-ov rezultat 19,

)
Posledica 2.5.4. = Ako funkcija glz)= <+ Einadhﬁﬂiéiﬂi

dopusta K,= kvazi xonformno produfenje u krug izi=1l, tada je

o 2
E rl fcfn!z 5 Ky }
n g

gde je
Hi= 1

Kt 4

Ky =

Posledica 2.5.5. — Ako su ispunjeni uslovi Teoreme 2.5.7 i
Posledice 2.5.4, tada Je

g (4~ RE] < w{c:‘\g"fél) < 7T (4-K?) ,



Glava 111

PROCENE HARDY~EVE I BERGMAN-OVE NOAxE
7A FUNKCIJE CIJA JE SLIXA U SEKTORU

3.1. PROCENE HARDY~EVE NORME

1. Uvod. U OVOR paragrafu dajem procenu Hardy—eve navue 3
refavam odgovarajudi ekstremalni problem za analititke Lunk-
cije koje jediniéni disk U preslikavaju u sektor, Prvi, razui-
tat u ovom pravcu dao je Smirnov ( (26}, str. 93) koji j~ po-
kazao da je £ e #P za o< p< 1, ako je £ analiticka u U i ima
pozitivan realni deo. G.T.Carago 4] je dobioc op&tiii renul=
tat: ako F{U) pripada sextoru gija je uglovna Lebesgue-ova .
mera o , tada je £ & uP za o <p<7i. Studirajudi sliku £ {U)
dalje rezultate su dobili L.J.Hansen i W.K.Hayman his] .
Medjutim, u nijednom od spomenutih rezultata ne da‘de se¢ pro-
cena norme funkcije, nego se samo pokazuje da, ako £ (U)
zadovoljava neke gecmetrijiske uslove, tada f € HP za neke p.

Teorema 3.1.1. - Neka je £ analitidka funkeija u otvorenom
jedini&nom disku U i lorg £z} =@ (o < & « 7 ) 2&
ze U . Tada je, za o<p=<7/2¢, £ e uf i

pé: &% Alp

i » . ’HP ' .P"*a
(3.1.1.) {casec” lm -f'%}} = lIfilp = {sec” Re feny

o e SR L

i o
~ e
= -



6l. -

Dokaz. - Kako je iQ{g feo < & funkcija

je analitidka i ima pozitivan realni deo u U za o< p=Vhg.

Qtuda Je
. r Pr,
Lm *S?{I'} < ;_Fcz;lf‘"} < j-ilf.':‘ Mt ,
Sin P.ﬁ' Cos P'Ci'

Integracijom polsednje nejednakosti dobijamo

. 2N . [ X | | |
CO&ECP@ [nn 5501 < fgé (Foet ] ot < 56{:/{;1} Ka e (e et

Prelaskom na granifnu vrednost kada §¢-~4 1 korisdand
teoreme o konvergenciii u srednjem (Teorema 1.2.3) GO 1R

nejednakost {(3.1.1).

Slededa teorema pokazuje za koje funkcije i nejednakosti,
(3.1.1 ) vaZi znak jednakosti,.

Teorema 3.1.2. =~ Neka je £ analiticka funkcija u otvorenom
jediniénom disku U , koja zadovolijava uslov jarg fFlzy | < &
(0 <«€¢ = N ) za ze€l, Tada je, za 0« p < W2¢ |

(3.1.2) Ilﬂl; < secpy Re sFia)

pri &emu znak jednakosti vaZi ako i samo ako Je

. 2T
et Bz Szi + 4 )“'g"r'"“

o1 ‘f{Z’) m<~+ p opp—
(3.1.3) A - 2% Bz Sez)

gde je ¥ proizvoljan realan broj, & Riz) i S(z) respeliivno
proizvoljan Blaschke—ov proizvod 1 singularna unutrasdnja

funkcija.

Dokaz. = Iz prethodne teoreme sledi da funkcija

9(z) = +Fzi e H”

.2
Y5
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za o< p< /26, Otuda radijalna granica

giet?) = Lim guret)
i

postoii s.s. na [0,27] , & s obzirom na Caychy-evu teoremu | 61
Teorema 3.6, str. 40) vaZi jednakost

2%
4 34 —
?ﬁ§ gl df = gto)

to jest 2 |
A SRegiedr = Re gio) -
2 g

pakle, ako u relaciji (3.1.2) vaZi jednakost, tada je

an | 2 .
— § (gl df = (secpt] -f-f,-;,-gﬁe gle'") dy
@

i 8 obzirom da je

Igfe’"“}f < (sec po) Reg(ei")

nalazimo |
farg gre'f)] = pt 5. 5.,
toe jest *
(3.1.4) fm’ﬁ fre'f)l = o S.S.
Kako funkcija e
4~ 2Z
- W{ZI = W’! 4 z?‘?{l&
preslikava jargz| < ¢ na lwl < 1, s obzirom na relaciju
(3.1.4) funkcija
Nn/2
! {— &) Xi
(3.1.5) W, (z) = -4 T

preslikava jzi< 1 na [Wikl i zadovoljava uslov

(w,ceit) | = 4 5. 5.
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Odatle, na osnovu teoreme G faktorizaciji, imamo
L8 . e
W (Z) = € Bk 5z

gde je ¥Yeé R, B{z} Blascake—ov oroizvod 1 5(z) gingularna nng-

tradnja funkcija.
funkecija £ ima oblik dat s& relacijom {(3.1.3}.

Prema tome, iz reiacije (3.1.5) nalazino do

3.2. PROCENE BERGMAN~OVE NORME

¢
Definicija 3.2.1. - Bergmanov prostor AP; (Ow P00 , Ocdanr )

je prostor analitickih funkcija u jedinifnom disku u kome ;e

"norma? definisana sa

(IH“F’;&)P“%{S [?"f‘z}fp (Jﬂfziz)a‘dxdyd oo
]

Teorema 3.2.1. = Neka je £ analitidka funkcija u otvorenou

jedini¢nom disku U , koja zadovoljava uslov !ar‘gﬁzﬂxﬁ’ {0+0=T}

Za > e \J . Tada je, za o< p= 71/28 jfﬁ ﬂﬂ"‘ i
P sec P& R P
. Re §°(0) ,
., < T

Dokaz. = Kako je za 0= p < /29,

frs-e”);‘ {4-/-2} » d‘m‘?

A Uﬂ;ﬂa

("'}c”pek = "f;,l

S obzirom na Teoremu 3.1.l1. nalazimo

P P + see p ot
- o 5 {0},
I#llpq 5 (secp Re (o grm ) d¥ v Re




64,

Ako je f(z)=2Z. ¢, Z" analitidka funkeciia uw U, tada je

P A oy iﬂhiz"
(3;211} “;”%9 - ”é” Z:n.:xa -ﬂ-;-ﬂi

T» Teoreme 3.2.1 L relacije (3,2.,1) sledl

rosliedica 3.2.1. - Ako de £lz) = 2, a.z" analitidka funkcija u
jedinidnom disku U i zadoveljava uslov  jarg fizy]le® (0cde/i]) za

ze U tada e

o - 2
> Gt o gsec 26 Reds .
kil ] A

Teorema 3.2.2. - Neka je £(z)= Z anz" analiti¥ka funk-

ciia u otvorencm jediniinom disku V1 larg Frryl <@ [0 ®<Nf2) za

re ) . Tada dje
2

e T T - lﬁcan
(3.2.2.) Z n+ 4 N cos

gde znak jednakosti vaii ako 1 samo ako je £lz)= d za zeVU

i largh] =&,

Dokaz., = Kako je 0z G <7/z2 1 larg fmite ¢ = 28 zelU , Na

osnovy Teoreme 3.1.2, imamo £ € Hl i
Re Uy
ffi, = prvrlll

Dtuda je s obzirom na Teoremu 2,2.2

ZM To I h - (Qeﬁu)a
mep M4 A - cos .

Ako u relaciii {2.2.2) voZi =nak dednakosti, tada je na osnovu
Teoreme 2.,2.2 Ziz)= ﬂ’i{ffn-x;.;f}“"?{m*a C, “Bl« A1) « Mediutim, iz [arg Fir]= &
(o6=6=< 7/2 o o J 0 2ledi A=0, to jest £(z)= A4 za z & U

. Otuda, = ohzivem na Teoremu 3.1.2 nalazimo fargdfs &

a Sto je trehalo Jfolkozati.



3,1.2 3 prethodna reorene gledi

1z TeOXene 2.3.21

Posledica B3,2e20
’ & s iava USLOV

jedini&nam disku 7

sa ZE€Y . rada je, 24 e
2.

grafu, koristeci X
jonih nejedmakaati, Y e

zionih uopStenja.

pefiniciia e f proizvollna funkcija definisana

g® (neNY |, U7 rada sa v ©
jz1=1y neN) jednatinom

3.3¢1. 7 ako 3
snaCavan funkci~

cweT )

pefiniciia 3,342 ~ ProstoX Ep(Uﬁ) ( neN) Jje prostor WO lomoi
fnih funkcija £:U»C u konre @ norma definisana sa
o AP
Hf o = SUP {-i“ \ 5.0 ctan |
7 o5 v<’ {Emn «é‘n ] " 5 )

gde je in-3dimenzliona Lebaﬁguawova mera



{3 u

* i " o - . A 1" . . .
- Neka je £ halomorina funxkeciia v U ST T T

Teorema J.3¢do

h “ .
(0s 8 < 7 Za 7€ U . Tacda e, Za b < WL
o eql o tsec b Re-?ﬂai

(3.3.1) (cosec pt) [ 7o s Wy £ 13¢% pt

-t [ ' -L"'"n o > . el o,y i .
- 74 fiksirano weT dellnlsdid je Lunkcija Fyy (A

Dokaz.
é (M) = Flawi (A&

jedne komplexksne promenljive s&

ako na funkciiju F,(3) primenimo Teoremu 3.1l. 1 nalazimo

A ¢ ’ < ,~ ) 3 & 5
73 5,521 dman = (secpdi R 30

otuda, s obzirom na Lemu 3.3.2 ( [29) , str. 43), imamo

. P din, o P ,.
w——— d m H; ‘i' 3 e’}}; 3 W _..:1.....- f w a7 P 41 SR £
G 2,4 £ Sl = 2, S 145 W R

Prelaskom na grani&nu vrednost kada pow 4. dobijamo jedawn tieo

nejednakosti (3.3.1). Slicno se dokazuje drugi deo.

Definicija 3.3.3. - Neka je A= (oly o2, o v | ;th) € L4
(Z i@ oznaka 2a nenegativne cele hrojeve) 1 stavimo

o] = oy boly #000 F  Fn . Pretvostavimo da je f(z)= z clai 27
(z% = 2% z:* zﬂ‘ Y holomorfna u nekom polikrugu ég iantrom

u O 1 sa F (z} ozpnadimo sumu ¢lanova Clol } z* za koju je

= & (SwO 1,2s00+)s Stepeni red za £ moZemo napisati u obiligu

ol

f(g)m ZS Fsﬂf.) .

5 0

ove razlaganja naziva se homogeno.



7
Teoremad 3.3.2. = Ako je f{z)= ocwE® rolonorina
— JEI)
(GG £z}l = @ (gxe<M2} za

g” (neN) i

v C A
ze ), Lada Juo

- 1
R ] ‘-"'-.:""“M|I 2 Vo §l¥
(3.3.2) S = ceil? s e
K= O K o s a1z K LCQC, v
-
Dokaz. = Neka je = K homogens razlaganje Iuaxcije 1.
> F
Ako primenimo Teoremu 3.2.2. na fanicciju

v

P K
fol= 2, Felwl A

dobijamo nejednakost

O H};“-f- A cos &

f B qwi|# < [é’eﬁm]‘?‘

Integracijom poslednje nejednakosti nalazimo

(3.3.3)

3

o

A
A Y | Re 60
xo K4 (271" '»-;S-n IF:{‘WJI c:ffm,,:m ~ {'

iz relacije (3.3.3) i Parseval-ove relacije sledi (3.3.2).

Da bismo pokazali drugi metod prenoSenja jedno-dimenzionih

nejednakosti na viSe-dimenzioni sluaj, ograniCimo razmatra-
nje na funkciju dve promenljive.

Teorema 3.3.3. =

Ako je funkcija £(z,,2,)= %; Cis,t) 27 x.°F
20

holomorfna u U2 i fﬂbﬁr Filz, St = € [0 B<nifa)} 24
(zl,zz)eUz, tada je

1 (etsen 4 < 2
(3.3.4) S, — lesnl < — > [csol
séx0 cos" @ seo



Dokaz. — Neka ia

'
—— - .o _,: .~ cn '
§lz,2,) = 2 S STLD T L 7y (Zal L2,
5% 20 v

Na osnovu Teoreme 3.2.2 nalazing

DO w.lz- ii;', s 2‘
{Z. 3 Fo v} |
(3.3.5) 5o el o =
me ¢ tA4 (0 E

Integracijom poslednje nejednakosti dobijamo

o i 2 4 : - wy eos
(3.3.6) _watw _};Sisﬁ,,,tml o, (z) = mé“’*“"” o, ()

12 relacije (3.3.6) 1 Parsevalove relacije sledl (3.3.47.

Integracijom nejednakosti (3.3.5) po otvorenom jedinicnon

disku dobijamo

posledica 3.3.1. - BAko je funkcija F(zq 2= 5T octst) 7 =S
3,
holomorfna u u® i lary Flz,2,115 € (0s9<7R) 28 e (%, %,) € U%

tada je

5120 cost@  3=0
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