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1 Uvod

Izu¢avanje kopula, sam njihov pojam i primene u statistici predstavljaju jedan
moderan, savremen fenomen koji se sve vise razvija i dobija na popularnosti. Do skoro
samu re¢ ,kopula“ bilo je teSko, gotovo nemoguce pronaci u literaturi vezanoj za
statistiku. Krajem sedamdesetih i pocetkom osamdesetih godina mogle su se pronaéi prve
reference i naznake pojma kopula. Naravno, bilo ih je zaista malo. U poslednjih petnaest
godina pocinje rast interesovanja za pojam kopula kao i za njihovu primenu u
verovatnodi i statistici. U tom periodu odrzano je pet medunarodnih konferencija koje su
bile posvecene idejama vezanih za pojam kopula:

- ,Symposium on distribution with given marginals* u Rimu 1990.

- ,,Distribution with fixed marginals, Doubly stochastic measures, and Markov

operators* u Sijetlu 1993.

- ,,Distributions with given marginals and Moment problems* u Pragu 1996.

- ,,Distributions with given marginals and Statistical modelling® u Barseloni 2000.

- ,,Dependence modelling: Statistical theory and applications in finance and

insurance* u Kvebeku 2004.
Moze se primetiti iz naziva ovih konferencija da je pojam kopula usko povezan sa
pojmom fiksiranih i zadatih marginalnih raspodela. Ha¢inson (Hutchinson) i Lai (Lai) su
prvi autori koji su popularizovali teoriju kopula (pocetkom devedesetih). Nakon njih 1
drugi istrazivaci su poceli da objavljuju svoje radove koji su se bazirali na kopulama. Na
primer Nelsen (Nelsen [16]) je predstavio sveobuhvatnu ulogu dvodimenzionalnih
kopula, dok je Dzo (Joe [9]) posvetio Citav odeljak u svojoj knjizi o viSedimenzionim
kopulama. Kasnije je Nelsen u svojim radovima proSirivao teoriju kopula 1 jedan je od
najznacajnijih nau¢nika kada su kopule u pitanju.

Re¢ kopula je imenica latinskog porekla koja se u gramatici opisuje kao deo
reenice koji povezuje subjekat i predikat. Ovaj pojam moze se dovesti i u vezu sa
engleskom reci ,,couple®, $to znaci par ili spoj, a ako gledamo na tu re¢ kao glagol onda
ona znaCi vezati, spariti, spojiti. U matematickom smislu, re¢ kopula prvi put se
pojavljuje 1959. godine u Sklarovoj (Sklar [20]) teoremi u kojoj se opisuju funkcije koje
povezuju jednodimenzione funkcije raspodela sa funkcijom raspodele vise promenljivih.

Postavlja se pitanje Sta su to kopule 1 zasto su one vazne za ljude koji izucavaju
verovatnocu i statistiku. Na samo pitanje §ta su kopule ne moze se dati jedinstven
odgovor. Mozemo ih posmatrati na viSe na¢ina. Na primer, mozemo na njih gledati kao
funkcije koje spajaju zajednicku funkciju raspodele vise promenjivih sa njihovim
jednodimenzionim marginalnim funkcijama raspodele. Ili ih moZzemo smatrati
raspodelama vise promenljivih, ¢iji marginali su uniformni na intervalu (0, 1).

Fiser (Fisher [6]) je 1997. odgovorio na pitanje zasto su kopule bitne za statisti¢are i
naveo je dva razloga. Prvi razlog je taj $to ih mozemo koristiti kao nacin izuavanja mera
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zavisnosti, a drugi razlog, odnosno drugi nacin na koji ih mozemo koristiti je kao pocetnu
tacku za konstrukciju familija raspodela dve slu¢ajne promenljive. Specijalno, kopule
predstavljaju vrlo vazan deo u proucavanju zavisnosti dve slucajne promenljive, jer nam
dopustaju da odvojimo uticaj zavisnosti od uticaja marginalnih raspodela. Ovo svojstvo
se moze primetiti kod dvodimenzionalne normalne raspodele gde su vektori sredine
,,otkaceni* od kovarijacione matrice i zajedno determinisu raspodelu.

Mnogi autori su proucavali kostrukciju raspodele dve slucajne promenljive sa
zadatim marginalima, a mi to mozemo posmatrati kao konstrukciju kopula.

Prvi istrazivacki rad u kojem se eksplicitno dovode u vezu kopule i zavisnost
slu¢ajnih promenljivih objavili su Svajcer (Schweizer) i Volf (Wolff) 1981. godine [18].
U tom radu Svajcer i Volf diskutovali i modifikovali su Renijev (Renyi [17]) kriterijum
za meru zavisnosti dve slucajne promenljive i predstavili su osnovna invarijantna
svojstva kopula pri strogo monotonoj transformaciji slu¢ajnih promenljivih. Takode,
uveli su i meru zavisnosti koja danas nosi ime Svajcerovo i Volfovo o.

Pre njih i mnogi drugi su dovodili u vezu kopule i1 zavisnost slucajnih
promenljivih, pre svega Hefding (Hoeffding [7], [8]), koji je kopule Kkoristio pri
izu¢avanju osnovnih svojstava standardizovanih raspodela. Odnosno, on ih je koristio
prilikom proucavanja mera saglasnosti kao §to su Spermanovo p i njegov indeks
zavisnosti @,

Deheuvels [3] je koristio empirijske funkcije zavisnosti kako bi izratunao kopule nad
populacijama, kao i kako bi konstruisao razli¢ite neparametarske testove nezavisnosti. O
kopulama 1 njihovoj povezanosti sa zavisnoS¢u slu€ajnih promenljivih bic¢e vise reci u
odeljku 3. Kako bismo uopste dosli do toga potrebno je pre svega da uvedemo pojam
kopula, da damo osnovne definicije i teoreme, a to ¢emo upravo i uraditi u slede¢em
odeljku. Dakle, tu ¢e biti definisane prvo subkopule pa kopule, bi¢e zadate njihove
najvaznije osobine. Zatim doveS¢emo kopule u vezu sa slucajnim veli¢inama, nave§¢emo
Sklarovu teoremu koja je jedna od najbitnijih kod kopula, uves¢emo i objasniti pojam
Frese-Hefdingovih granica, govoriemo o kopulama prezivljavanja kao i o
viSedimenzionim kopulama kod kojith ¢emo sve osobine dvodimenzionih kopula proSiriti
na vecu dimenziju. U odeljku 3 ¢e biti reci o zavisnosti slucajnih veli¢ina pomocu kopula,
gde ¢emo najpre uvesti I razmatrati tzv. mere saglasnosti od kojih su svakako
najpoznatije Kendalovo tau i Spirmanovo ro. Pored njih bi¢e opisane jo§ neke mere
saglasnosti, a potom ¢e biti reci i 0 konkretnim merama zavisnosti i njihovim osobinama.



2 Definicije 1 osnovna svojstva

U ovom odeljku predstavicemo kopule, navesti osnovnu definiciju i osobine kopula.
Takode, nave$¢emo Sklarovu teoremu koja predstavlja osnovu teorije kopula kao i
njihove primene. Bice reci i o Frese-Hefdingovoj donjoj i gornjoj granici za kopule, kao i
0 pojmu ,kopula preZivljavanja“ koji ¢e nam kasnije koristiti kada budemo govorili 0
zavisnosti slucajnih veli¢ina koje imaju raspodele sa repom.

2.1 Dvodimenzione kopule

Pre nego $§to predemo na na$ konkretan zadatak u ovom radu, moramo uvesti neke
oznake, kao i definicije, leme i teoreme koje ¢emo kasnije koristiti prilikom definisanja
kopula.

Definicija 2.1.1: Neka su data dva neprazna skupa S,,S, cR, (R= Ru{—oo,+oo}), i
neka je data funkcija H:S, xS, — R. H-mera skupa B =[x,,x,|x[y,,y,]definisana je
sa

VH (B) = H(Xz’ yz) - H(X2’ yl) - H(Xp yz) + H(Xp yl) . (2-1-1)

Definicija 2.1.2: Za funkciju H kazemo da je 2-rastuc¢a ako je Vu(B)>0 za svaki skup
BcS, xS,.

Definicija 2.1.3: Pretpostavimo da postoje b, =maxS, i b, =max$S,. Tada marginalne
funkcije F i G funkcije H date su na slede¢i nacin:
F:S, >R, F(X)=H(x,b,) (2.1.2a)
G:S, >R, G(y)=H(b,y). (2.1.2b)

Primetimo da b; i b, mogu da budu i +o jer su to maksimumi skupova koji su
podskupovi prosirene realne prave.

Definicija 2.1.4: Pretpostavimo da postoje a, =minS;i a, =minS,. Kazemo da je
funkcija H osnovana ako

H(a,,y) =H(x,a,) =0 (2.1.3)
zasvako (x,y) €S, xS,.



Primetimo da a; i a; mogu da budu —oo.

Lema 2.1.5: Bilo koja osnovana, 2-rastuca funkcija H:S, xS, - R je neopadajuca po
svim argumentima (u ovom slucaju po oba argumenta) ako je za svako XX, €S,
X, <X 1 Y,Y,€S,, ¥,<Y,

HC y.) 2 H(- ), (2.1.4a)
H(x,,-) = H(x,,). (2.1.4b)

Dokaz: Kako je funkcija 2-rastuca, onda iz definicije 2.1.2 sledi da je Vx(B)>0 za
svaki skup B =[x, %, ]x[y;.y,]€ S, xS,, odnosno vazi sledece

H(Xz, y2) —H(X, Y2) 2 HX,, y1) —H(x, 1) 1)
i H(X21y2)_H(X21y1)2H(Xliyz)_H(Xl’yl)' (2)

Kako je funkcija i osnovana u jednacini (1) zamenimo X;=a; i U jednacini (2) y1=a, ,
odnosno koristimo definiciju 2.1.3. Dobijamo sledece

H0G, Y,) 2 H%, ¥1), HOG, ¥,) 2 H(X, Ys)
a to je upravo ono Sto smo 1 zeleli da pokazemo, da je funkcija neopadajuca po oba
argumenta.

Lema 2.1.6: Za bilo koju osnovanu, 2-rastuc¢u funkciju H:S, xS, >R i za svaki
[Xl,xz]x[yl,yz]e S, xS, vazi:
|H(X2! yz) - H(Xl’ y1)| < |F(X2) - F(X1)| + |G(y2) - G(y1)| : (2-1-5)

Dokaz: Iz nejednakosti troglova, imamo
|H(X2' yz) - H(Xl’ y1)| < |H(X2’ yz) - H(Xy y2)| +|H(X1' yz) - H(Xu y1)| :

Pretpostavimo sada da je X, <x,. Kako je funkcija H osnovana, 2-rastu¢a i ima
marginalne funkcije, prethodna lema i definicija 2.1.3 nam daju

0<H(X,, ¥,) —H(x, ¥,) <FOG) = F(x)-
Analogno, vazi nejednakost i kada je X, <X, a odatle sledi da za svako x,,X, €S, vazi
|H(X2 ) yz) - H(Xl’ y2)| < |F(X2) - F(X1)| :

Na sli¢an nacin sledi da za svako y,, Y, €S, vazi



|H(X1’ yz)_ H(X1! y1)| < |G(y2)_G(y1)| )

¢ime smo kompletirali dokaz ove leme.
[

Sada, kada smo uveli sve §to nam je potrebno u stanju smo da definisemo funkcije
kopule, koje su i glavni predmet izu¢avanja u ovom radu. Medutim, prvo ¢emo definisati
subkopule.

Definicija 2.1.7: Dvodimenziona subkopula (ili samo subkopula) je funkcija C' koja ima
sledeca svojstva:

1. Domen funkcije C' je S, xS,, gde su Sy i S, podskupovi skupa 1=[0,1].
2. C'jeosnovanai 2-rastuca
3. Zasvako ueS,izasvako veS, vazi

C'(ul)=ui C'(1,v)=v. (2.1.6)

Primetimo da za svako (u,v) iz domena funkcije C' vazi 0<C'(u,v) <1, a to znaci da je i
kodomen funcije C' podskup skupa 1=[0,1].

Definicija 2.1.8: Dvodimenziona kopula (ili jednostavno samo kupula) je dvodimenziona

subkopula C ¢iji je domen 12,

Ekvivalentno, kopule mozemo da definiS§emo na sledeéi nacin.

Definicija 2.1.9: Kopula je funkcija C: 1> — I, koja ima sledeéa svojstva:
1. Zasvako u,vel
C(u,0)=0=C(0,v) (2.1.7a)
C(u,1)=u, C(1,v)=v; (2.1.7b)

2. Zasve u,u,,v,Vv, el,takveda u, <u, i v, <v, vazi
C(u,,v,)—-C(u,,v,) —-C(u,,v,) +C(u,,v;) 2 0. (2.1.7c)

Razlike izmedu kopula 1 subkopula su veoma male, ali te razlike ¢e malo kasnije
do¢i do izrazaja kada budemo razmatrali Sklarovu teoremu. U svakom slucaju, sva bitnija
svojstva kopula su ustvari svojstva subkopula jer je kopula i subkopula, kao $to je
navedeno gore u definiciji.

Teorema 2.1.10: Neka je C' subkopula. Tada za svaki ureden par (u,v) iz domena
funkcije C' vazi
max(u+v—-10) <C'(u,v) <min(u,v). (2.1.8)

Dokaz: Neka je (u,v) proizvoljna tacka iz domena subkopule C'.



Tada je C@uV<C@UH=u i Cuv)<C@v)=v. Odatle sledi da je
C'(u,v) £min(u,v). Kako je subkopula rastu¢a funkcija vazi da je V. ([u]x[v1])>0.
Odatle sledi,

cey-c@gv)-Cc'un)+Ci(u,v)=0,
1-v—u+C'(u,v) >0, tj.
C'(u,v)>u+v-1.

Iz ovog uslova i uslova C'(u,v) >0 sledi da je C'(u,v) >max(u-+v—1,0). Odnosno dobili
smo da je zaista max(u+v-21,0) <C'(u,v) <min(u,v).
|

Posto je svaka kupula i subkopula, samim tim ova nejednakost ¢e da vazi i za
kopule. Obi¢no se ove granice obelezavaju na sledeéi nacin

M (u,Vv) =min(u,Vv)
W(u,v) = max(u+v-10).

Dakle, za kopule vazi nejednakost W(u,v) <C(u,v) <M(,V) (2.1.9)

Nejednakost (2.1.9) naziva se Frese-Hefdingova nejednakost, a kopule M i W zvacemo
gornja, odnosno donja Frese-Hefdingova granica. O tim granicama detaljnije ¢emo se
baviti u odeljku 2.4. Uves¢emo jo§ jednu kopulu koja ¢e nam biti bitna u nastavku
izlaganja, a to je kopula proizvoda TTI(u,v)=uv. Pokazimo u slede¢em primeru da su

zaista M(u,v), W(u,v) i T1(u,v) kopule.

Primer 2.1: Dokaza¢emo da su M(u,v), W(u,v) i ITI(u,v) u,vel kopule proveravajuci
da li one zadovoljavaju osobine navedene u definiciji kopula. Krenimo od gornje FreSe-
Hefdingove granice.
M(u,v):
1. MU,0) =min(u,0)=0, M(O,v) =min(0,v) =0;
M@U,2) =min(ul)=u, MLVv)=min(Lv)=Vv.
2.Nekasu u, <u, i v, <Vv,, U,U,,V,V, €l
M,,v,)-MU,,v,) -M,,Vv,) +M,,v,) =
= min(u,,V,) —min(u,, Vv,) —min(u,,Vv,) + min(u,;,v;) >0 zbog uslova koji vaze za
Uy, Uy, Vp,V,.

W(u,v):
1. W(u,0) =max(u-1,0)=0, W(0,v) =max(v-1,0)=0;
W(u,1) = max(u,0) =u, W(LVv)=max(v,0)=v.
2.Nekasu u, <u, i v, <v,, u,u,,v,,v, €l
W(u27vz) - W(Uz,Vl) _W(ul’VZ) + M(ul’vl) =
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=max(u, +Vv, —1,0) —max(u, +Vv, —1,0) —max(u, +Vv, —1,0) + max(u, +v, —1,0) >0
zbog uslova koji vaze za u,,u,,Vv,,V,.

IT(u,v):
1. I1(u,0)=u-0=0, I1(0,v)=0-v=0;
IMul)=u-1=u, IrI,v) =1-v=v.
2.Nekasuu, <u, 1 v, <V,, u,u,,v,v, €l
I(u,,v,)—I1(u,,v,) - I(u,,v,) + I1(u;,v;) =u, -v, —U, -V, —U, -V, +U, -V, = 0.

Sledeca teorema sledi direktno iz Leme 2.1.6 i obezbeduje neprekidnost subkopula, a
samim tim i na kopule pomoéu Lipsicovog uslova na I°.

Teorema 2.1.11: Neka je C' subkopula. Tada za svaka dva uredena para (ui,Uz), ( V1,V2)
iz domena subkopule vazi

IC' (U, V,) = C' (Ug, V)| < Ju, — Uy +]v, =y - (2.1.10)

Dakle, C’ je uniformno neprekidna na svom domenu.
u

Teorema 2.1.12: Neka je data kopula C. Za bilo koje vel parcijalni izvod
0C(u,V)/du postoji za skoro svako u i za takve v i u vazi

0£§C(u,v)£l. (2.1.119)
u

Slicno, za bilo koje u iz |, parcijalni izvod ¢ C(u,V)/ov postoji za skoro svako v i za tako
zadate u i v vazi

0
0<—C(u,v)<1. 2.1.11b
Yy (u,v) ( )

Osim toga, funkcije u—o0C(u,v)/ov i v—>0C(u,v)/ou su definisane i neopadajuce
skoro svuda na I.

Dokaz: Postojanje parcijalnih izvoda 6C(u,v)/ov, 0C(u,v)/ou sledi direktno iz
¢injenice da su monotone funkcije diferencijabilne skoro svuda. Kada u nejednakosti
(2.1.10) zamenimo vi;=v, i u;=u, dobijamo da odatle direktno slede nejednakosti
(2.1.11a) i (2.1.11b).

Pretpostavimo da je v, <v, tada koriste¢ci Lemu 2.1.5 imamo da je funkcija
u—C(u,v,)—C(u,v,) neopadajuca. Kako je parcijalni izvod 0(C(u,v,)—C(u,v,))/dou
definisan i neopadaju¢ skoro svuda na 1, sledi da je funkcija v — 0 C(u,v)/ou definisana
i neopadajuca skoro svuda na I. Sli¢no, vazi i za funkciju u — 0 C(u,V)/ov.



Teorema 2.1.13: Neka je data kopula C. Ako su OC(u,v)/év i &°C(u,v)/éudv
neprekidni na 1% i C(u,v)/ou postoji za svako u e (0,1) kada je v=0 tada o C(u,v)/ou i
&* C(u,v)/ovéu postoje u (0,1)% i vazi 6% C(u,v)/éudv=25% C(u,v)/évéu.

Dokaz: Pogledati [21].
|

Za sam kraj ovog odeljka navedimo neke od poznatijih familija kopula i
pokazacemo za$to one predstavljaju bas kopule ispituju¢i potrebne osobine.

Primer 2.2: FreSeova familija kopula
To je dvoparametarska familija kopula koja sadrzi M, W i IT i sledeéeg je oblika.
Nekasu a,fel i a+ <1

C,,uVv)=aMU,v)+1-a-AI1u,v)+BW(U,V).

1. C,,;u,0)=aM(u,0)+(1—a-B)I(u,0)+ BW(u,0), u Primeru 2.1 pokazali smo
da su M@U,0)=W(u,0)=I1(,00=0, pa je tada C,,(u0)=0.Na isti nacin
C,,0v)=0.

C,,u)=aMVl)+1-a-pA)Iul)+LW(u,])
=a-Uu+(1l-a-p)-u+p-u
=q-U+U—a-u-pg-u+p-u
=u.

Na isti na¢injei C, ;,(Lv) =V

2.C,,WU,,v,)-C, ;(u,,v)-C, ,(u,v,) +C, ,(U;,Vv,) >0, jer smo takode u

Primeru 2.1 pokazali da vaze iste nejednakosti za M, W i II, a imamo i uslov da

a+ [ <1,atoznacidaje 1—a— £ >0, odnosno ceo izraz ¢e biti veci od nule §to smo 1

hteli da pokaZemo.
O

Primer 2.3: Mardia familija kopula.
To je jednoparametarska familija kopula koja takode sadrzi M, W 1 II, gde ¢emo
parametar obelezavati sa @ ion ¢e pripadati intervalu [-11], a familija je sledeCeg oblika

02(1+6) 62 (1-0)

C,(u,v)= M(u,v) +(@1-6°)II(u,v) + W(u,v).

02 (1+0) 02 (1-0)

1. C,(u,0)= M u,0) + (1—6*)IT(u,0) + W(u,0) =0 iz istih razloga

kao i u prethodnom primeru. Naravno, vazi i da je C,(0,v)=0.
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C,(ul)= 0°1+6) M u,1) + (1-60*)II(u,1) +MW(U,1)
:M.u_{_(l_ez).u_{_@.u
=Uu.

Sliéno C,(L,v) =vV.

2. Ca(uz’vz) _Cg (uz ’V:L) _Ce(ulivz) + Ce (ul’vl) >0.
Objasnjenje je kao i u prethodnom primeru jedino treba da obratimo paznju na vrednost
parametra @, ali kako on pripada intervalu [-11] ova nejednakost je u potpunosti

opravdana.
O

2.2 Sklarova teorema

Kao $to je ve¢ re¢eno, ova teorema predstavlja osnovu teorije kopula kao i temelj za
mnoge, ako ne i sve primene kopula u statistici. Zapravo, Sklarova teorema objasnjava
ulogu kopula u vezi izmedu visedimenzionih funkcija raspodele i njihovih marginalnih
raspodela. PoceCemo ovaj odeljak sa definicijama funkcije raspodele i zajednicke
funkcije raspodele, pri ¢emu ne¢emo uvoditi verovatnocu u te definicije jer nismo jos
uvek pominjali slucajne promenljive kao ni njihovu vezu sa kopulama. Bez obzira na sve
to funkcije raspodele jedne, dve ili viSe slucajnih veli¢ina zadovoljavace uslove te dve
definicije koje budemo naveli. Jo§ uvek ¢emo govoriti od dvodimenzionim kopulama, a
kasnije, u nekom od slede¢ih odeljaka uves¢emo i viSedimenzione kopule i videCemo da
¢e za njih, takode da vaze sve definicije, osobine kao i1 Sklarova teorema.

Definicija 2.2.1: Funkcija raspodele je funkcija F sa domenom R takva da vazi
1. Fjeneopadajuca
2. F(—0)=01i F(+x0)=1.

Definicija 2.2.2: Zajednicka funkcija raspodele je funkcija H sa domenom R’ takva da
1. H je 2-rastuca
2. H(X,—©) =H(—,y)=0 i H(eo,x) =1.

Lema 2.2.3: Neka je H zajednicka funkcija raspodele sa marginalnim funkcijama F i G.
Tada postoji jedinstvena subkopula C' takva da
1. DomC'=RanFxRanG,

2. H(x,y)=C'(F(x),G(y)) zasvako x,yeR. *)

-11 -



Primedba: sa RanF i RanG oznacili smo kodomene funkcije F, odnosno G.

Dokaz: Da bi C' bila jedinstvena svaki uredeni par (U,v) € RanFxRanG trebalo bi
da ima jednu mogucu sliku C'(u,v) konzistentnu sa (*). Pretpostavimo suprotno, da
C' (u,v) = C', (u,v) suobe konzistentne sa (*), odnosno postoje (x,,V,),(X,,V,) € R’
takvi da
C=C, (F(%), G(y,)) =H(x, y1) ,
Clz Clz (F(Xz)’ G(yz)) = H(Xz’ yz)-

Prema tome, mora da vazi u=F(x)) =F(x,) i v=G(y,) =G(y,).
Kako je H zajedni¢ka funkcija raspodele, ona mora da zadovoljava uslove leme (2.1.5),
odnosno vidimo da ¢e biti

|H(X21 yz) - H(X1’ y1)| < |F(X2) - F(X1)| +|G(Y2) - G(y1)| =0.
Dakle, C', i C', poklapaju se u tacki (u,v).
Definisimo sada C' kao funkciju koja povezuje uredeni par (F(x),G(y)) sa H(x,y) kada je

(x,y) e R”. Potrebno je jos da pokazemo da je C' subkopula, odnosno da zadovoljava
uslove definicije subkopula.
e C'jeosnovana:
C'(0,G(y)) =C'(F(==),G(y)) =H(=,y) =0
C'(F(x),0) =C'(F(x),G(—)) = H(x,—) =0

C'(L,G(y)) =C'(F(+),G(y)) = H(+o0,y) = G(y)
C'(F(x),)) =C'(F(x),G(+)) = H(X,+x) = F(X)

e C'je2-rastuca
Neka su u, <u, iz kodomena funkcije F , a v, <v, iz kodomena funkcije G. Kako su
funkcije raspodela neopadajuce, postoje jedinstveni x, <X, 1 Yy, <Y, takvi da F(x,) =u,,
F(x,)=u,, G(y,) =V, G(y,) =V,. Tada imamo
C'(u,,v,) - C'(u,v,) —C'(u,, ;) + C' (U, vy) =
=C'(F(x,), G(Y,)) - C'(F(x,). G(¥,)) —C (F(x,), G(¥)) + C (F(x,), G(¥,))
=H(G, ¥,) —H(X, ¥,) —H(X,, y1) + H(x, y,) 2 0.

Lema 2.2.4 (Nelsen 2007): Neka je C' subkopula. Tada postoji kopula C takva da
C(u,v) =C'(u,v) za svako (u,v) iz domena funkcije C'. Drugim recima, svaka subkopula
moze se prosiriti do kopule. Ta proSirenja nisu jedinstvena.
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Teorema 2.2.5 (Sklarova teorema): Neka je H zajednicka funkcija raspodele sa
marginalnim funkcijama F i G. Tada postoji kopula C takva da za svako x,y e R vazi

H(x, y) = C(F(x),G(y)) (2.2.1)

Ako su F i G neprekidne, tada je C jedinstvena, inace, C je jedinstveno odredena na
RanFx RanG . Obrnuto, ako je C kopula, a F i G funkcije raspodele, tada funkcija H
definisana kao (2.2.1) je zajednicka funkcija raspodele cije su marginalne funkcije
raspodele F i G.

Dokaz: Postojanje kopule C koja zadovoljava (2.2.1) sledi iz Leme 2.2.3 za svako
X,y € R. Ako su funkcije F i G neprekidne, to zna&i da su njihovi kodomeni jednaki

jedini¢nom intervalu I. Ako nisu neprekidne tada nam Lema 2.2.4 govori da se subkopula
moze prosiriti do kopule. Odnosno to znaci da jedinstvena subkopula iz Leme 2.2.3 je
kopula. Obrnuto se proverava direktnim ra¢unanjem.

[

Definicija 2.2.6: Neka je F funkcija raspodele. Tada kvazi-inverzna funkcija od F je
svaka funkcija F“™® sa domenom | takva da
1. zasvako t koje pripada kodomenu funkcije F vazi F(F (t)) =t ;

2. ako t ne pripada kodomenu funkcije F tada za x € R vazi
FOU (1) = inf{x| F(x) >t} =sup{x| F(x) < t}.

Posledica: Neka su H, F, G i C' definisane kao u Lemi 2.2.3 i neka su F™ i G kvazi-
inverzne funkcije funkcija F i G. Tada za bilo koje (u,v) iz domena od C' vazi

C'(u,v) = HF™ (x),G™(y)) ..

Primer 2.4: Neka je data funkcija raspodele H na slede¢i nacin

w, (xy) €[-1,1]x[0,c0],
X+2e’ -1

H(x,y)=<1-¢e", (x,y) € (1,0]x[0,0], ,
0, inace.

¢ije su marginalne funkcije raspodele date na slede¢i nacin:
0, X<-1,

F(x)=1(x+1)/2,xe[-1]], i G(y):{
1, x>1.

Moze se pokazati da ¢e za bilo koje vrednosti za U i Vv iz jedini¢nog intervala, kvazi
inverzne funkcije funkcija F 1 G biti sledeceg oblika

FOW=2u-1,

0, y <0,
1—e’y,y20.'
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odnosno GP(V)==In(1-v).
Kodomeni ove dve funkcije F 1 G su jednaki bas$ jedinicnom intervalu pa nam odatle sledi
da ¢e kopula C biti oblika

C(u,v) =H(F™ ), (v))

_(u-1+1) (e —1)
2u—1+2e "V _1

e

Z(U —1+1J
1-v

uv
__1-v

u—uv+v
1-v

Odnosno

uv
Cluv)=—
u+v-uv

O
Primer 2.5: Neka nam je data Gumbelova dvodimenzionalna eksponencijalna funkcija
raspodele koja je sledeceg oblika

l-e*—e ¥ 4+ V) x>0,y >0,
Ha (X’ y) = .
: u ostalom.

Parametar 6 pripada jedinicnom intervalu. Primetimo da za tako zadat parametar
marginalne funkcije raspodele ¢e biti ustvari eksponencijalne raspodele, a njihove kvazi

inverzne funkcije ¢e biti oblika F*(u) =—In(l—u) i G (v) =—In(1l—Vv) za svako u i v
iz |. Tada je odgovarajuca kopula
C,(u,v) =H,(F™ (), ()

_1_ @) _gh@—v) | o~(-In(-u)-In@—v)+0In(-u)In(i-v)

=1-1+u—-1+V+(@1-u)(L—-v)e ety

=u+v-1+ (1_ u)(l_v)e—eln(l—u)ln(l—v) )
O

Sa odgovaraju¢im prosirenjem svog domena na ﬁz, svaka kopula predstavlja zajednicku
funkciju raspodele sa marginalnim funkcijama raspodele koje su uniformne na
jedini¢nom intervalu. Preciznije, neka je C kopula tada definiSemo funkciju H. kao
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0, x<0ili y<0,
C(xy), (xy)el?,

He =14X, y>1xel,
Y, x>1,yel,
1, x>1,y>1.

2.3 Kopule i slu¢ajne promenljive

U ovom odeljku, kona¢no ¢emo uvesti i slu¢ajne promenljive i opisati povezanost
sa kopulama. Po konvenciji slucajne veli¢ine ¢emo pisati velikim slovima npr. X, a
funkciju raspodele te slucajne promenljive ¢emo obelezavati F(X) =P{X <x}, gde je
x e R vrednost koju uzima ta promenljiva. Rekli smo da je Sklarova teorema osnova

teorije kopula, pa kako smo uveli verovatno¢e u celu pricu, mo¢i ¢emo da Sklarovu
teoremu navedemo u terminima slucajnih veli¢ina.

Teorema 2.3.1: Neka su X i Y slucajne velicine sa funkcijama raspodele redom F i G i
zajednickom funkcijom raspodele H. Tada postoji kopula C koja zadovoljava (2.2.1). Ako
su F i G neprekidne funkcije, kopula C je jedinstvena. U suprotnom jedinstveno je
definisana na RanFxRanG .

Kopulu C iz ove teoreme zva¢emo kopulom od X 1Y, i obelezavacemo je sa C,, .
Ranije u radu, ta¢nije u odeljku 2.1 pomenuli smo kopulu proizvoda IT(u,v)=uv i rekli

smo da ¢e nam 1 ona biti vazna. Nju ¢emo koristiti u slede¢oj teoremi, koja govori o
nezavisnosti slucajnih veli¢ina kada su njihove funkcije raspodele neprekidne.

Teorema 2.3.2: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine. Tada su X i Y nezavisne ako
i samo ako C,, =TII(u,v).

Dokaz ove teoreme sledi direktno iz Teoreme 2.3.1 i ¢injenice da su X i Y nezavisne
ako i samo ako H(x, y) = F(x)G(y) za svako (x,y) R .

Kopule imaju jedno veoma lepo svojstvo, a to je da pri strogo monotonim
transformacijama sluc¢ajnih veli¢ina kopule su ili invarijantne ili se menjaju na prost,
predvidiv nacin.
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Podsetimo se da ako je funkcija raspodele slucajne veli¢ine X neprekidna i ako je funkcija
a strogo monotona ¢iji domen sadrzi kodomen od X, tada je funkcija raspodele slucajne
veli¢ine a(X) takode neprekidna.

Teorema 2.3.3: Neka su X i Y neprkidne slucajne velicine sa kopulom C,, . AKo su « i
B strogo rasuce na kodomenima od X i Y redom, tada C,,,y, =C,, . Prema tome,

C,y Jje invarijantna pri stogo rastucoj transformaciji X i Y.

Dokaz: Obelezimo sa F1, G1, F2 1 G, funkcije raspodele slucajnih veli¢ina redom X,
Y, a(X) 1 B(Y).Kakosu a i f strogo rastuce vazi da je

F,(x) =P{a(X) <x}=P{X < (\)}=F(a (X)),

i na isti na¢in vazi G,(y) =G,(B87(y)).
Odavde sledi da za svako x,y e R
Coopen (R(X), G, (Y)) =P{a(X) < x, B(Y) < y}
=P{X<a™(x),Y <57 ()}
=Cyy (R(a™(x),G,(B7()))
=Cyy (F(x),G,(y))

XY su neprekidne i RanF, =RanG, =1, odakle sledi da je C Cy nal?.

a(X)pY) =
||

U slu¢aju da je najmanje jedna od funkcija o i [ strogo opadajuca, dobijamo
rezultat u kojem je kopula od «(X) i A(Y) jednostavna transformacija kopule C,, ,
odnosno imamo sledec¢u teoremu.

Teorema 2.3.4: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C,, . Neka su o
I S strogo monotone redomna Ran X i RanY .
1. Ako je a strogo rastuca, a [ strogo opadajuca, tada
Copm UV)=u-C,, (Ul-v).

2. Ako je a strogo opadajuca, a f strogo rastuca, tada
Catipen V) =v—Cyy A-u,v).

3. Akosuobe a i S strogo opadajucée, tada
Coxypy (UV)=u+v-1-C, (1-ul-v).

Dokaz: Obelezimo sa F1, G, F, i G, funkcije raspodele slu¢ajnih veli¢ina redom X,

Y, a(X) 1 B(Y).

1. « strogo rastuca, a f strogo opadajuca
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Ca(X)ﬁ(Y) (R(%),G,(y)) =P{a(X) <x, B(Y) <y}
=P{a(X)<xY > ()}
=P{a(X) <x}-P{a(X)<xY < B (y)}
=F,(x) = C v (R(X), G (87 (Y))
=F, (%) = Copy (R()1-G,(y) *

Dalje koriste¢i prethodnu teoremu imamo da je

Ca(X),Y (R(¥)1-G,(¥)) =Cyx (R()1-G,(¥)).

| sada to vratimo u prethodnu jednakost i dobijamo
*= F (x)— CX,Y (Fz (X).1- Gz(y)) :

Na isti na¢in dokazuju se stavke 2. i 3.
|

Svaka zajednitka funkcija raspodele H indukuje verovatnosnu meru na R? preko
V,, (o0, X]x (—o0, y]) =H(X, y) 1 standardno prosirenje na Borelove podskupove od R?
koriste¢i tehnike teorije mere. Kako su kopule zajednicke funkcije raspodele sa
marginalnim funkcijama uniformnim na (0,1), to znaci da one indukuju verovatnosnu
meru na 1 preko V. ((0,u]x(0,v]) =C(u,v), zvac¢emo je C-mera. Intuitivno, smatra¢emo
da je C- mera nekog skupa koji je podskup od 1? verovatnoéa da dve uniformno
raspodeljene slucajne veli¢ine na (0,1) sa zajedni¢kom funkcijom raspodele C uzimaju
vrednosti iz tog podskupa. C-mere se Cesto nazivaju dvostruke-stohasti¢ke mere, jer za
bilo koji merljiv podskup S od | vazi Vc(Sx 1)=Vc(IxS)=1(S), gde je A Lebegova mera
nal.

Navedimo sada joS neke pojmove vezane za slucajne veli¢ine 1 njihovu povezanost
sa kopulama.Neka je za bilo koju kopulu C

C(u,v) =A.(u,v) +S.(u,v), gde je

Ac(u,v)z.[:ﬂ%C(s,t)dtds 12 S (V) = C(UV) —Ag (V).

Ako je C=Ac na 1° i kao takvu je posmatramo kao zajedni¢ku funkciju raspodele,

0> C(u,v)

tada C ima gustinu datu sa
ouov

I C je onda apsolutno neprekidna.

Primer 2.6: Kopula proizvoda IT(u,v) =uv je apsolutno neprekidna jer je

u v 62 u v
A, (U,Vv) = jo J.Oﬁl‘l(s,t)dtds = jo jo 1dtds = uv =TI(s,t).

-17 -



0% C(u,v)
ouov
U suprotnom, C ima apsolutno neprekidnu komponentu Ac i singularnu komponentu Sc.
U tom slucaju ni Ac ni Sc nisu kopule, zato $§to nijedna od te dve komponente nema

marginale uniformne na (0,1).

Ako je C=Sc na 17, tada je =0 skoro svuda na 12 i kazemo da je C singularna.

Primer 2.7: Neka su X i Y slu¢ajne veli¢ine takve da je njihova zajedni¢ka funkcija
raspodele

H(X)=(1+e* +e”) ™" zasvako x,yeR.

Marginalne funkcije raspodele ¢e tada biti slede¢eg oblika
FX)=@1+e™)™" i G(X)=@+e)™ .

Mozemo primetiti da sluc¢ajne veli¢ine ustvari imaju logisticke funkcije raspodele.
Nadimo sada kopulu od X i Y, a to ¢emo uraditi kao i u pretodnim primerima inverznom
metodom.

Kvazi inverzne funkcije raspodele sluc¢ajnih veli¢ina X i Y su oblika

F“l)(x):—ln(l— j i G(—1)=_|n(l—1j.
X y

Odnosno kopula od dve slu¢ajne veli¢ine sa logisti¢kim raspodelama je
Cyy (UV) =H(F (), (v))

= [1+ S, ]1

-1
= (1+1—1+1—1j
u v

_w
U+v—uv

2.4 Frese-Hefdingove granice za zajednicke funkcije raspodele

U jednom od prethodnih odeljaka pomenuli smo i Frese-Hefdingove granice koje
¢emo ovde opisati. Zasto su nam one bitne uopste? Pa pre svega ove dve granice su i
same kopule. Sve druge kopule uzimaju vrednosti koje se nalaze izmedu ovih granica u
svakoj tacki jedini¢nog kvadrata. Medutim, postoji jo$ jedan razlog zbog kojeg ¢e nam
ove granice biti bitne, a to je zato Sto gornja FreSe-Hefdingova granica odgovara
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pozitivnoj savrSenoj zavisnosti, a donja granica odgovara negativnoj savrSenoj zavisnosti,

a o tome ¢e biti viSe reci kada se budemo konkretno bavili zavisnos$¢u slucajnih veli¢ina.

Podsetimo se kako je izgledala nejednakost gde smo prvi put uveli pomenute granice:
W(u,Vv) = max(u+v-10)<C(u,v) <M(u,v) =min(u,v) .

Kao posledicu Sklarove teoreme u slu¢aju kada su X i Y slucajne veli¢ine sa zajednickom
funkcijom raspodele H sa marginalnim funkcijama F i G, tada za svako x,y € R imamo

slede¢u nejednakost:
max(F(x) +G(y)—-1,0) <H(x, y) < min(F(x),G(y)) . (2.4.1)

Kako su M i W kopule, granice u nejednakosti (2.4.1) su zajednic¢ke funkcije raspodele i
nazivaju se FreSe-Hefdingove granice za zajedni¢ku funkciju raspodele H sa marginalnim
funkcijama F i G. U nastavku baviéemo se i pitanjem S$ta se deSava kad je funkcija H
jednaka nekoj od ovih granica. Ali, pre toga uvedimo pojmove neopadajuéih i nerastucih

—2
skupovana R .

Definicija 2.4.1: Nekaje S=S,xS, R . Tada ako za sve (x, y),(u,v) € S
a) vazidaakoje X<u=y<v,skupS je neopadajuéi
b) vazidaakoje x<u=y>Vv, skup S je nerastuéi.

Naves¢emo sada definiciju nosaca funkcije, jer ¢emo taj pojam koristiti u jednoj od
slede¢ih teorema gde ¢emo dokazati da je zajednicka funkcija raspodele H para sluc¢ajnih
promenljivih (X,Y) upravo gornja Frese-Hefdingova granica.

Definicija 2.4.2: Nosa¢ funkcije raspodele H je komplement unije svih otvorenih
podskupova od R? koji su H-mere nula.

Lema 2.4.3: Neka je dat skup S gﬁz. Tada, S je neopadajuci ako i samo ako za svaki
par (x,y)eR’
a) zasvaki par (u,v)eﬁz, u<x=>v<y;ili (2.4.33)

b) zasvakipar (Uv)eR’, v<y=u<x. (2.4.3b)

Dokaz: Pretpostavimo da je S neopadajuci i da nijedna od relacija (2.4.3a), (2.4.3b)
ne vazi. Tada postoje tacke (a,b) i (c,d) u S takve da a<x,b>y,d <y,c>x. Odatle,
a<cib>d,ato je kontradikcija.

U obrnutom smeru pretpostavimo da S nije neopadajuéi. Tada postoje tacke (a,b) i (c,d) u
Stakve da a<c i b>d. Za (x,y) 4?,%) nijedna od relacija (2.4.3a), (2.4.3b)

ne vazi. Odnosno pokazali smo da je S neopadajuci.
n
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Lema 2.4.4: Neka su X i Y slucajne velicine sa zajednickom funkcijom raspodele H. Tada
H je jednaka Frese-Hefdingovoj gornjoj granici ako i samo ako za svaki par (X, y) € R’
vazi P{X >x,Y <y}=0 ili P{X <x,Y >y}=0.

Dokaz: Neka F i G predstavljaju marginale funkcije H. Tada
FOX)=P{X <x}=P{X <X,Y <y}+P{X <XY >V}
=HX, y)+P{X <Xx,Y >y}, i

G(y)=P{Y <y}=P{X <X,Y <y}+P{X >XxY <y}
=H(x,y)+P{X >x,Y <y}.

H(x,y) =M(F(x),G(y)) © min(P{X <Xx,Y >y} P{X >x,Y <y} =0
| ]

Teorema 2.4.5: Neka su X i Y slucajne velicine sa zajednickom funkcijom raspodele H.
Tada H je identicki jednaka svojoj gornjoj Frese-Hefdingovoj granici ako i samo ako je

nosac funkcije H neopadajuci podskup od R,

Dokaz: Oznac¢imo sa S nosa¢ funkcije H i neka je (x,y) proizvoljna tacka iz R”.
Tada (2.4.3a) vazi ako i samo ako je {(u,v)|u<x,v>y}nS =@, odnosno ekvivalentno,

ako i samo ako je P{X <x,Y >y}=0.
Na sli¢an nacin, pokazuje sa da vazi (2.4.3b) ako i samo ako je P{X > x,Y <y}=0.

Primenama Leme 2.4.3 i Leme 2.4.4 kompletirali smo dokaz ove teoreme.
|

Naravno, analagni rezultat postoji i za donju FreSe-Hefdingovu granicu (postoje
analogoni Leme 2.4.3 i Leme 2.4.4 za nerastuci skup odnosno donju granicu), a sledec¢a
teorema koju navodimo, opisuje upravo to.

Teorema 2.4.6: Neka su X i Y slucajne velicine sa zajednickom funkcijom raspodele H.
Tada H je identicki jednaka svojoj donjoj Frese-Hefdingovoj granici ako i samo ako je

nosac funkcije H nerastuci podskup od R’
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2.5 Kopula prezivljavanja

Kod izu€avanja slu¢ajnih veli¢ina od posebnog interesa predstvalja nam i Zivotni
vek slucajne veliCine ili nekih objekata iz zadate populacije. Verovatno¢u da neka

sluc¢ajna veli¢ina premasi odredenu vrednost data je sa F(X)=P{X >x}=1-F(x) . Tu
verovatnocu nazivamo funkcija prezivljavanja, a funkcija F je funkcija raspodele slucajne
veli¢ine X. Funkciju prezivljavanja dve slucajne veli¢ine sa zajednickom funkcijom
raspodele definiSemo na sledeéi nacin.

Definicija 2.5.1: Za par slu¢ajnih veli¢ina (X,Y) sa zajedni¢kom funkcijom raspodele H,
zajednicka funkcija prezivljavanja data je sa H(X,y)=P{X >x,Y >y}. Marginalne
funkcije funkcije H su H(x,—o0) = F(X) i H(~o0, y) = G(X).

Neka nam je data kopula C od X i Y. Tada imamo
H(x,y) =1-F(x) ~G(y) +H(x,Y)
=F(x)+G(y) ~1+C(F(x).G(y))
=F(X)+G(y) -1+ C(L-F(x),1-G(y)).

Ako definiSemo sada funkciju
C(u,v)=u+v-1+C(l-ul-v) ,
koja slika 1% u I, ima¢emo sledeée
H(x,Y) =C(F(x).G(y))-

Lako se pokazuje da je C kopula, potrebno je samo proveriti one osobine koju su
navedene u definiciji kopula, Sto ¢emo sada 1 uraditi.

eC(o,v)=0+v-1+C(11-v)=v-1+1-v=0
eC(Lv)=1+v-1+C(01-v)=v+0=vVv
® C(u,,V,) —C(uy,vy) — C(uy, v,) + Cuy, v,) =
=u,+Vv,-1+C(1-u,1-v,)
-u,-v,+1-C(1-u, 1-v,)
-u, -v,+1-C(1-u, 1-v,)
+u,+v, -1+C1-u,1-v,)
=Cl-u,1-v,)-C1-u,1-v,)-Cl-u1-v,)+C(l—u;1-v,) >0,

Definicija 2.5.2: Kopula C povezana sa kopulom C je
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C(u,v)=u+v-1+C(l-ul-v), (25.1)
i zvacemo je kopulom prezZivljavanja slucajnih veli¢ina X 1.
Potrebno je da izbegnemo meSanje kopule prezivljavanja C sa funkcijom prezivljavanja
C dve uniformno (0,1) raspodeljene slucajne veli¢ine Cija je zajednicka funkcija
raspodele kopula C, jer:

C(u,v)=P{U >uV >v}=1-u-v+C(uyv) = CA:(l—u,l—v) . (2.5.2)

Primer 2.8: Neka su X i Y slu¢ajne veli¢ine takve da obe imaju Paretovu raspodelu.
Njihova zajednicka funkcija prezivljavanja je sledec¢a

(L+x+y)™?, x=>0y=>0,
_ 1+x)7, x>0,y<0,
Ho(x,y) = ) =% 5o
(1+y)”, x<0y=>0,
1, x<0,y<0.

To znaci da ¢e njihove marginalne funkcije prezivljavanja biti oblika redom

- |@+x)?, x>0 . — [@a+y)? y=0
F= 1 G=
1, x<0. 1, y <O0.

Sada ¢emo invertovati marginalne funkcije prezivljavanja kako bismo nasli kopulu

preZivljavanja. Kada to uradimo dobijamo sledece rezultate

I_:(_l)(u):u% ~1 i 5(_1)(v):v% ~1.

Sada mozemo da nademo kopulu prezivljavanja za slucajne veli¢ine X i Y koje imaju
Paretovu raspodelu i ona izgleda ovako:

C(u,v) = H[E(‘” ,a““j
_ (1+u‘% 14y —1)6
_ [u% v _1)_0.
O

Primer 2.9: Neka su X i Y slufajne veli¢ine sa standardnom eksponencijalnom
raspodelom, tj. funkcije raspodele su sledeceg oblika

F(x)=1-e i G(x)=1-e", x,y>0.

Njihova zajednicka funkcija preZivljavanja je
H(x,y)=(e*+e’ =)™, x,y>0,
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dok ée marginalne funkcije prezivljavanja e biti F(X) =e™ i G(X)=e™.

Nadimo kopulu prezivljavanja ove dve slucajne veli¢ine. Kvazi inverzne funkcije su

sledece F 7 (u) = |n(1) i 67 (v) = |n(1j.
u \Y

C(u,v) = E(E(” " (v))
- [e'“(%’ 4" -1)1

-1
{4
u v

_w
U+v—uv

2.6 ViSedimenzione kopule

U ovom odeljku generalizova¢emo prethodne rezultate na vise dimenzije tj. n>2.
lako je vecina definicija i teorema analogna i u viSedimezionom slu¢aju, ima¢emo par
izuzetaka na koje treba posebno da obratimo paznju. Pokazacemo na primer da donja
Frese-Hefdingova granica nije kopula u slu¢aju kada je n>3. Kako ne bi bilo zabune
prilikom navodenja teorema mi ¢emo predefinisati sve pojmove u viSedimenzionom
slucaju. Uvedimo neke oznake koje ¢emo pominjati ¢esto u nasoj prici o viSedimenionim
kopulama, kako bismo izbegli glomaznost u pisanju.

Neka je R"=RxRx..R prosireni n-dimenzioni vektorski prostor, a vektori iz ovog
prostora bice a=(a,,a,,...,a,).

Za a<b, B=[a,b] =[a,b]x[a,,b,]x...[a,,b,].

Ivice n-dimenzionog segmenta B su vektori c=(c,,c,,...,C,), gde je svako od c jednako

ili a ili bx. Jedin¢ni n-dimezioni segment je " =Ix1x...x1.
Definicija 2.6.1: Neka su Si, Sy,..., Sy neprazni podskupovi od R i neka je

H:S, xS, x---xS, — R funkcija n promenljivih. Neka je B n-dimenzioni segment Cije se
ivice nalaze unutar domena funkcije H. Tada H-meru od B definisemo kao
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V,,(B) =Y san(c)H(c), (2.6.1)

ceB

gde je
1 ¢, =a, zaparnok,

sgn(c) :{

-1, ¢, =a, zaneparnok.

Definicija 2.6.2: Funkcija n promenljivih H je n-rastuca ako V,,(B) >0 za svako B ¢ije
ivice leze u domenu funkcije H.

Definicija 2.6.3: Neka je H:S xS,x---xS, — R, gde svaki od skupova S; ima

minimum a;. Kazemo da je funkcija H osnovana ako za svako u iz domena H takvo da za
bar jedan indeks k je ux=a, vazi
H(u)=H(u,,...,.u, ;,a,U, 4,.-,U,)=0.

Ako je svaki skup Sk neprazan i ima najveci elemnt by tada kazemo da funkcija H
ima marginalne funkcije. Jednodimenzionalnu marginalnu funkciju obelezavacemo sa Hy

¢iji ¢e domen biti Sy i za svako x € S, vazi
H,(x)=H(,,....b_;, X,b, ;,--,0,) (2.6.2)

Lema 2.6.4: Neka su S,,S,,..,S, neprazni podskupovi od R i neka je
H:S, xS, x---xS, — R osnovana, n-rastuca funkcija. Tada je funkcija H neopadajuca
po svim argumentima, ako (t,,....t, ;, Xt 4,0t,) 1 (.t s, Yot t,) pripadaju
domenu funkcije H tj. ako je x<y tada je

Ht, ot gy Xt t) SH o0ty Yot t,)

n

Lema 2.6.5: Neka su S,,S,,..,S, neprazni podskupovi od R i neka je
H:S, xS, x---xS. — R osnovana, n-rastuca funkcija sa marginalnim funkcijama. Neka

n

SU X=Xy, Xy ey X, ) 1Y =(Y1, Yooy ¥,,) proizvoljne tacke iz S; xS, x---x S, . Tada

n

|H(X)_ H(y)| < Z|Hk(xk)_ Hk(yk)|'

k=1

Primetimo da sve §to smo do sada naveli predstavlja proSirenja do dimenzije n
definicija koje smo navodili u odeljku 2.1 pre nego §to smo definisali dvodimenzione
kopule. Sada kad smo to uradili u stanju smo da definiSemo viSedimenzione kopule. Na
primer iz prethodne leme koju smo naveli sledi da su n-dimenzione kopule uniformno
neprekidne, sto korisimo u dokazu Sklarove teoreme za visedimenzione kopule. Sada
prelazimo na definisanje kopula.
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Definicija 2.6.6: n-dimenziona subkopula je funkcija C' koja ima sledeca svojstva
1. DomC'=S, xS, x---xS_ gde je svaki Sy podskup od 1 =[01];
2. C'jeosnovana i n-rastuca;

3. C'ima jednodimenzione marginalne funkcije C, , k=1,2,...,n koje zadovoljavaju
C, (u)=u zasvako u iz S. (2.6.3)

Primetimo da za svaki vektor u iz domena funkcije C' vazi 0<C'(u) <1, tako da je i
kodomen funkcije C' podskup od I.

Definicija 2.6.7: n-dimenziona kopula je n-dimenziona subkopula ¢iji je domen 1".

Ekvivalentno, kopula se moze definisati i na slede¢i nacin.
Definicija 2.6.8: n-dimenziona kopula je funkcija C: 1" — I, koja ima sledeca svojstva
1. Zasvakouiz 1",

ako je bar jedna koordinata od u jednaka nuli vazi C(u) =0 (2.6.4a)
i ako su sve koordinate od u jednake 1 sem uy, tada je C(u) =u, ; (2.6.4b)
2.Zasvakoaibiz I" takve da a<b vazi V,([a,b])>0. (2.6.4c)

Kako je kopula zajednicka funkcija raspodele, ona uvodi verovatnosnu meru preko

V. ([0,u,]1x[0,u,]x---x[0,u,]) = C(u,,u,,...,u,) .
Sledec¢a teorema je posledica Leme 2.6.5, slicnu stvar smo imali i kada smo opisivali
dvodimenzione kopule.

Teorema 2.6.9: Neka je C' n-dimenziona subkopula. Tada za svaki u i v iz domena
funkcije C' vazi

|C'(v)—C'(u)|sZn_:|vk —Uy| (2.6.5)

Dakle, C' je uniformno neprekidna na svom domenu.

Teorema 2.6.10 (Sklarova teorema): Neka je H n-dimenziona funkcija raspodele sa
margininim funkcijama Fi,F,,...,F,. Tada postoji n-dimenziona kopula C takva da za
svako XeR' vazi

H(X, X, .., X,,) = C(F (%), F, (%,),.... F, (X)) (2.6.6)
Ako su Fi,F,,...,Fn neprekidne, tada C je jednistvena. U suprotnom C je jedinstveno
definisana na RanF,xRanF x---xRanF,. Obrnuto, ako je C n-dimenziona kopula i

F1,F2,...,Fn funkcije raspodele, tada funkcija H koja zadovoljava (2.6.6) je n-dimenziona
funkcija raspodele sa marginama Fy,F»,....F;.

Naravno, potrebno je znati §ta je to n-dimenziona funkcija raspodele, ali to je jednostavno

shvatiti. Samo je potrebno proSiriti definiciju koju smo naveli za dvodimenzionu funkciju
raspodele u odeljku gde smo obimnije opisivali Sklarovu teoremu. Teoremu 2.6.10
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necemo dokazivati. Potrebno je samo pomenuti da ¢e se dokaz bazirati na prosirenjima
lema 2.2.3 i 2.2.4 do dimenzije n. Dokaz Leme 2.2.3 u n-dimenzionom slu¢aju ne bi
trebalo da predstavlja veliki problem, matematiCkom indukcijom lako se dolazi do
konac¢nog rezultata. Medutim, Lemu 2.2.4 komplikovano je dokazati i kada imamo slucaj
dimenzije n=2, ali smo rekli da se dokaz moze naci u knjizi Rodzera Nelsena. Dokaz u
n-dimenzionom slu¢aju se moze prona¢i u nekom od slede¢ih radova Spruill 1975;
Deheuvels 1978; Sklar 1996. Kada ubacimo i slucajne promenljive u celu pricu o n-
dimenzionim kopulama, Sklarova teorema izgleda ovako.

o Slucajne promenljive cije su funkcije raspodele

Teorema 2.6.11: Neka su X,,X,,...,.X
redom F,F,,...,.F, i zajednicka funkcija raspodele H. Tada postoji n-dimenziona kopula

C takva da zadovoljava (2.6.6). Ako su F,F,,...,F, neprekidne C je jedinstvena. U
suprotnom, C je jedinstveno definisana na RanF,x RanF x---x RanF,.

Prosirenja kopula M, W i TT do dimenzije n su:
M"(u) = min(u,,u,,...,u,);
" (u)=uu,---u,,
W"(u) = max(u, +Uu, +...+u, —n+10).

Kopule M" i TT" su kopule za n>2, ali kopula W" nije kopula ni za jedno n> 2. Bez
obzira na tu ¢injenicu vazi¢e n-dimenziona verzija Frese-Hefdingove nejednakosti.

Teorema 2.6.12: Ako je C bilo koja n-dimenziona kopula, tada za svako u iz [0,1]" vazi
W"(u) <C(u) <M"(u) (2.6.7)

Dokaz sledi direktno iz Leme 2.6.4 i Leme 2.6.5.

Iako donja Frese-Hefdingova granica nikada nije kopula za n>2 leva strana
nejednakosti (2.6.7) je najbolja moguca u slucaju koji ¢emo navesti u sledecoj teoremi.

Teorema 2.6.13: Za bilo koje n>3 i u iz [0,1]" postoji kopula C, koja zavisi od u, takva
da

C(u)=W"(u).

Dokaz: Neka je u = (u;,U,,...,u,) fiksirana tacka iz 1" koja je razli¢ita od
0=(0,0,...,0) ili 1=(11...,)) . Razmatramo dva slucaja:

1. Pretpostavimo da O <u, +u, +---+U, <n-1. Posmatrajmo vektor v =(v,,v,,...,V,) ,
gde je svako vk jednako ili O ili 1 ili t, =min{(n—Yu, /(u, +---+u,)1}. DefiniSemo
funkciju C' na ovim tackama kao C'(v)=W"(v). Lako se moze proveriti da ovako
definisana funkcija ima svojstva jedne n-dimenzione subkopule. Zatim, ona se moze
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prosiriti do n-dimenzione kopule, to nam kaze Lema 2.2.4 prosirena do dimenzije n. Tada
za svako x iz [0,t] (i u se nalazi tu) , gde je t=(t,t,,...,t,) vazidaje C(x) =W"(X)=0.

2. Pretpostavimo sada da je n—1<u, +u, +---+u, <n i posmatrajmo
vektorv =(v,,v,,...,v,), gde je svaki od v jednak ili O ili 1 ili
S, =(1—-k)/[n—(u, +u, +---+u,)]. DefiniSemo funkciju C' na isti nafin kao i u
prethodnom slucaju, a zatim je takode prosirujemo da n-dimenzione kopule C. Tada za
svako x iz [s1](i u se nalazi tu) , gde je s=(s,S,,...,S,)vazi da je
CO)=W"(X) =% +X, +-+-+ X, —Nn+1.
|

Odeljak o n-dimenzionim kopulama zavr§i¢emo priCcom o kopulama i njihovom
povezano$cu sa slu¢ajnim veli¢inama u slu¢aju kada imamo dimenziju n> 3. Standardna

reprezentacija n-dimenzione kopule slu¢ajnog vektora (X, X,,..., X, )" je

H(X, Xy 500, X, ) = PEX, <X, X, €%, X <X 3=C(R (X)), F (X)), F (X)) .
Naravno, ovde F,F,,..
X, X,,..., X, 1 za tako definisanu kopulu kazemo da je to kopula od X,, X,,..., X
Navedimo sada analognu teoremu Teoremi 2.3.2.

., F, su funkcije raspodele slu¢ajnih promenljivih redom

n

Teorema 2.6.14: Neka je (X,, X,,..., X,)" vektor neprekidnih slucajnih promenljivih sa

kopulom C, tada su X,, X,,..., X, nezavisne ako i samo ako je C=T11".

I u slucaju kada imamo posla sa n-dimenzionim kopulama vazi¢e ono lepo svojstvo
da za striktno monotone transformacije slucajnih promenljivih kopule ¢e biti invarijantne
ili ¢e se neznatno menjati. Pa navedimo sada, za sam kraj ovog odeljka i teoreme koje
govore o tome, koje takode ne¢emo dokazivati a njihovi dokazi mogu se pronaci u [4].

Teorema 2.6.15: Neka je (X,,X,,...,X,)" vektor neprekidnih slucajnih velicina sa
kopulom C. Ako su «,a,,...,a, strogo rastuce funkcije na Ran X,,Ran X,,---,Ran X,
tada i vektor (a(X,),a,(X,),....a,(X,))" ima kopulu C.

Teorema 2.6.16: Neka je (X,,X,,...,X,)" vektor neprekidnih slucajnih velicina sa
kopulom C. Neka su «,,a,,...,a, strogo rastuce funkcije na Ran X ;,Ran X,,---,Ran X, i
neka (o (X,), o, (X,),- @, (X,))" ima kopulu C,
neko k. Bez gubitka opstosti uzmimo da je k=1, tada

..... «(x,) - Neka a, strogo opada za

...............
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3 Zavisnost

Kao §to i sam naslov kaze u ovom odeljku, bavicemo se zavisnoscu izmedu
slucajnih velic¢ina pomocu kopula, odnosno istrazivatemo kakvu ulogu igraju kopule u
prouCavanju zavisnosti. Struktura zavisnosti izmedu slucajnih veli¢ina je kompletno
opisana njihovom zajednickom funkcijom raspodele. Zavisnost je jedan od najviSe
proucavanih pojmova u verovatno¢i i statistici. Postoje razli¢iti nacini na koje mozemo
da diskutujemo i merimo zavisnost medu slucajnim veli¢inama. Jedna od svakako
najpoznatijin mera zavisnosti je linearna korelacija ili linearni koeficijent korelacije, koji
je do sedamdesetih godina bio prakticno jedina mera zavisnosti. Medutim, linearni
koeficijent korelacije je funkcija marginalnih raspodela i zbog toga ¢e svaka promena
oblika marginalnih raspodela uticati na promene vrednosti ovog koeficijenta. Uvodenjem
kopula Zelimo da se oslobodimo uticaja marginalnih raspodela, jer nam Teorema 2.3.3
upravo i govori da su kopule invarijantne pri strogo rastu¢im transformacijama slucajnih
veli¢ina. Osobine zavisnosti 1 mere saglasnosti su veoma povezane pa ¢emo u nastavku
izlaganja posvetiti paznju i toj vezi.

3.1 Mere saglasnosti, osnovne definicije

Pre nego $to uvedemo svakako najpoznatije mere Kendalovo (Kendall) tau i
Spirmanovo (Spearman) ro, koje mere oblik zavisnosti koji je poznat kao saglasnost,
objasnimo upravo pojam saglasnosti i mere saglasnosti. Neformalno, par slucajnih
veli¢ina je saglasan ako se velike vrednosti jedne slucajne veli€ine javljaju sa velikim
vrednostima druge slucajne velicine. Slicno par slucajnih veli¢ina je saglasan ako se male
vrednosti jedne javljaju sa malim vrednostima druge slucajne veli¢ine. Dakle, za par
sluc¢ajnih veli¢ina re¢i ¢emo da je nesaglasan ako se vece vrednosti jedne slucajne
veli¢ine javljaju sa manjim vrednostima druge slucajne veliCine.

Definicija 3.1.1:
a) Dve realizacije (X;,Y;), (X;,Y;) vektora neprekidnih slu¢ajnih veli¢ina (X,Y) su

saglasne ako x; <x; i y; <y; ili ako x >x; i y;>y,;. Ekvivalentna karakterizacija
saglasnosti je da vazi (X, —X;)(y; —Y;) >0. KaZemo da su realizacije (X;,V;), (X;,Y;)
nesaglasne ako je (x; —x;)(y; —Y;) <0.

b) Akosu C, i C, kopule, kazemo da je kopula C, manje saglasnaod C, (iliC,

vise saglasna od C,)) i pisemo C,=<C, (C,>C)) ako
C,(u,v)<C,(u,v)(C,(u,v) >C,(u,v)) zasvako (u,v)el?.
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Kako bismo pokazali kakvu ulogu kopule imaju u pri¢i o saglasnosti, definisaéemo
funkciju saglasnosti Q koja ustvari predstavlja razliku izmedu verovatnoc¢a saglasnosti i

nesaglasnosti dva slucajna vektora (X,,Y;) 1 (X,,Y,) neprekidnih sluc¢ajnih veli¢ina sa
razli¢itim funkcijama raspodele H, i H,, ali poznatim marginalnim funkcijama

raspodele F i G. Sada ¢emo navesti i dokazati teoremu koja nam govori da ova funkcija
saglasnosti zavisi od vektora (X,,Y;) i (X,,Y,) samo preko njihovih kopula.

Teorema 3.1.2: Neka su (X,,Y,) i (X,,Y,) dva nezavisna vektora neprekidnih slucajnih
velicina sa zajednickim funkcijama raspodele redom H; i H, 1 poznatim marginalnim
funkcijama F (od X, i X,)i G (od Y, i Y,). Nekasu C, i C, kopule od (X,)Y,) i
(X,,Y,) redom, odnosno H,(x,y)=C,(F(x),G(y)) i H,(x,y)=C,(F(x),G(y)). Neka Q
oznacava razliku izmedu verovatnoca saglasnosti i nesaglasnosti od (X,,Y;) i (X,,Y,),
odnosno

Q =P{(X, = X,)(Y, =Y,) > 0} = P{(X; = X,)(Y, —Y,) <O}, (3.1.1)
tada

Q=Q(C,.C,) :4IJIZC2(u,v)d C,(u,v)-1 (3.1.2)

Dokaz: 1z osobina neprekidnih slucajnih veli¢ina znamo da vazi sledece
PLOX, = X,)(Y, =Y,) <0p=1-P{(X, = X,)(Y,-Y,)>0}. Kada to vratimo u (3.1.1)
imamo da je Q =2P{(X,—X,)(Y;-Y,)>0}-1. (**)
Verovatno¢u P{(X, - X,)(Y;—Y,) >0} mozemo da napiSemo Kkoriste¢i definiciju
saglasnosti na sledec¢i nacin
PL{(X, = X,)(Y, —Y,) >0} =P{X, > X,,Y; > Y, }+P{X, < X,,Y,; <Y,}.
Verovatnoc¢e P{X;>X,)Y,>Y,} i P{X, < X,,Y,; <Y,} ra¢unamo tako Sto integralimo
po raspodeli jednog od vektora (X,,Y;) ili (X,,Y,). Na primer uzmimo vektor (X,,Y;),
tada imamo
P{X, > X.,,Y, >Y,}=P{X, < X,,Y, <Y, },

= [[..PAX; < X,,Y, <Y,3d C,(F(),G(y)),

= [[,..C.(F(0,G(y)d C,(F(0), G(y))
uvedemo smenu u =F(x),v=G(y) i dobijamo
:_UIZCZ(u,v)d C,(u,v).

Na sli¢an nacin
P{X, < X,,Y; <Y,}=P{X, > X,,Y, >V},

= [[..PLX; > X,,Y, > Y,}d C,(F(), G(y),
= [[..a=F(9=G(y) + C, (F(x),G(y))d C,(F().G(y)).

Kada uvedemo istu smenu kao gore dobijamo

= [[.@-u—v+C,u)dC,uy).
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Ali kako je C, zajednika funkcija raspodele para slucajnih veli¢ina (U,V) koje su
1

uniformno raspodeljene na (0,1) vazice E(U)=E(V) = >

= [[.dC v —[[ .ud C,(uV) - [[ ,vd C,(uv)+[[,C,(u,v)d C, (u,v)
=1—%—%+ﬂlzcz(u,v)d C,(u,v)
= [[.C2(uv)d C, (V).

Dakle, pokazali samo da je P{(Xl—XZ)(Yl—Yz)>0}:2_UIZCZ(u,v)d C,(u,v), t. kada
sada taj dobijeni rezultat vratimo u (**) vidimo da je zaista
Q=4HI2C2(u,v)d C,(u,v)-1.

Posledica : Nekasu C,,C, i Q date kao u Teoremi 3.1.2, tada:
1.Q je simetri¢na, odnosno Q(C,,C,)=Q(C,,C,).
2.Q je neopadajuca po svakom argumentu: ako C, <C,, tada Q(C,,C,) <Q(C;,C,).

3.Kopule se u Q mogu zameniti kopulama prezivljavanja, tj. Q(C,,C,)=Q(C,,C,).

Napomena: Neka je C kopula. Kako je Q razlika verovatnoéa to zna¢i da ona uzima
vrednosti iz intervala [-11].

Primer 3.1: Funkcija saglasnosti para kopula IT se moze lako izracunati jer su margine
kopule proizvoda uniformne na jedini¢nom intervalu. Odnosno funkcija preZivljavanja u
tom slucaju data je u slede¢em obliku

Q(I1,11)= 4H|2 uvdII(u,v)-1

:4J2I:uv dudv-1

=0.
Na sli¢an na¢in mogu se izracunati funkcije saglasnosti za parove Frese-Hefdingovih
granica kao 1 za njihove kombinacije, ali ne¢emo o tome detaljnije.
u

Definicija 3.1.3: Kazemo da je mera x.=x,, mera saglasnosti ako zadovoljava

sledece uslove:
1. x,, je definisana za svaki par slucajnih veli¢ina X,Y;

2. —1<w,, <1, ky x =1, k4 y =-1;

3. Kyy =Ky x
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4. ako su X 1Y nezavisne tada je x, , =« =0;

S. K yy =Ky _y =Kxy;

6.akosu C, i C, kopule takve da C, <C, tada x <« ;

7. ako je {(X,,Y,)} niz neprekidnih slu¢ajnih veli¢ina sa kopulama C i ako {C_}
konvergiraka C, tada lim,  x, \ =xc.

Navedimo sada jedu vaznu posledicu ove definicije. Ako na primer primenimo uslov 6
dva puta dobijamo da je C,=C, $to nam dalje govori da je x; =x. . Akosu X iY
slucajne veli¢ine sa kopulom C i ako su transformacije tih slucajnih veli¢ina o i f
strogo rastu¢e mi znamo da vazi C, , =C, y, 4y, - Dakle biCe xy y =k, x, 5y - 12 Uslova
5 moze se videti da ¢e vaziti sli€an rezultat i kada su transformacije strogo opadajuce,
odnosno, kazemo da mere saglasnosti su invarijantne pri strogo monotonim
transformacijama slucajnih veli¢ina.

Ako je a(X) strogo rastuca (opadajuca) transformacija od X, tada C, ,,, =Cy .
Koriste¢i uslov 2 imamo da je x, , =« =1 (=x,, =—1). Odnosno drugim re¢ima mera
saglasnosti ima svoju maksimalnu (minimalnu) vrednost ako nosa¢ zajednicke funkcije
raspodele od X i a(X) sadrzi samo saglasne (nesaglasne) parove. Sve OVO moze se
iskazati i u obliku teoreme.

Teorema 3.1.4: Neka je k mera saglasnosti za nezavisne slucajne velicine X i Y:
1. ako je Y skoro sigurno rastuca funkcija od X, tada x, , =xy, =1,

2. ako je Y skoro sigurno opadajuca funkcija od X, tada x, , =k, =-1,
3.akosu a i g skoro sigurno strogo monotone funkcije na kodomenima od X i Y
redom, tadar, ) 5y = Kxy -

Istu stvar govori 1 slede¢a lema:
Lema 3.1.5:

a) Mera saglasnosti je invarijantna pri strogo monotonim transformacijama
slucajnih velicina.

b) Mera saglasnosti dostize svoju maksimalnu (minimalnu) vrednost ako nosac
zajednicke funkcije raspodele od X i a(X) sadrzi samo saglasne (nesaglasne) parove.

U nastavku, bavicemo se dvema najpoznatijim merama saglasnosti Kendalovim tau i
Spirmanovim ro.
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3.2 Kendalovo tau

Kendalovo tau ili Kendalov koeficijent korelacije ranga je neparameteraka mera
veze bazirana na broju saglasnih i nesaglasnih parova sluc¢ajnih promenljivih iz uzorka.
Drugim re¢ima, neka je {(x;,¥,),(X,,¥,),-,(X,,Y,)} slucajan uzorak od n realizacija

vektora (X,Y) neprekidnih slucajnih veli¢ina. Postoji (g) razli¢itih parova (X,Y,) |

(X;,Y;) iz uzorka i svaki od tih parova su ili saglasni ili nesaglasni. Oznacimo sa ¢ broj
saglasnih parova, a sa d broj nesaglasih parova. Tada je Kendalovo tau definisano kao

t:%:(c—d)/@. (3.2.1)

t predstavlja razliku izmedu verovatnoce saglasnosti i verovatnoc¢e nesaglasnosti za par
realizacija (x;,y;) 1 (X;,Y;) uzetih iz uzorka na slu¢ajan nacin.

Medutim, mi mozemo da pricamo o Kendalovom tau i na nivou populacije. Pa tako
pretpostavimo da imamo dva sluc¢ajna vektora (X,,Y;) i (X,,Y,), takva da su nezavisni,

jednako raspodeljeni i svaki od njih ima zajednicku funkciju raspodele H. U tom slu¢aju
Kendalovo tau slu¢ajnog vektora (X,Y) sa funkcijom raspodele H je

T=Txy = PL{(X, = X,) (Y, —Y,) > OF—P{(X; — X,)(Y; —Y,) <O}, (3.2.2)

Primetimo da je (3.2.2) identi¢na (3.1.1), ali smo kod funkcije saglasnosti imali da
slucajni vektori (X,,Y;) i (X,,Y,) nemaju istu zajednicku funkciju raspodele. U tome je
jedina razlika, pa ¢emo zbog toga navesti teoremu koriste¢i (3.2.2), (3.1.1) i (3.1.2), koja
vazi za Kendalovo tau.

Teorema 3.2.1: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C. Tada
Kendalovo tau za X i Y dato je sa

vy =7 =Q(C,C) = 4H|2C(u,v)d C(u,v)-1. (3.2.3)

Ovu teoremu nec¢emo dokazivati jer je dokaz identican onome iz Teoreme 3.1.2, samo sa
zamenjenim oznakama i slu¢ajnim veli¢inama.

Moze se primetiti da integral u formuli (3.2.3) ustvari predstavlja matematicko
oc¢ekivanje funkcije C(U,V), gde su U i V slucajne veli¢ine sa raspodelom U(0,1), a C je
njihova zajednicka funkcija raspodele. Odnosno Kendalovo tau je ustvari

7. =4E(C(U,V))-1. (3.2.4)

Primer 3.2: Neka nam je data kopula C, koja pripada Farli-Gumbel-Morgenstern

familiji kopula, tj.
C,(u,v) =uvl+6(1-u)1-Vv)], d<[-11].
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Zelimo da izra¢unamo vrednost Kendalovog tau za ovako zadatu kopulu.

7. =Q(C,,C,) =4J.I|2C9(u,v)d C,(u,v)-1,
= 4ﬂ.z uv[l+6@1—-u)(1-v)]d C,(u,v) -1,

8% C,(u,v)
o

gdeje dC,(u,v) = =(1+6(1—2u)(1-2v))dudv.

Kada se to zameni u prethodnoj jednakosti i resi jednostavan ali malo robustan dvostruki
integral dobijamo da je

20
7., =Q(C,.C,) = ?
Kako parametar € €[-11] to znaci da je vrednost Kendalovog tau za ovakvu familiju

kopula ograni¢ena na intervalu, tj. 7, €[-2/9,2/9]. Sama &injenica da je zavisnost
ograni¢ena govori nam da je korist i primena ovakve familije kopula veoma mala.

u
Teorema 3.2.2: Neka su C, i C, kopule. Tada vaéi
jj C,(u,v)d C,(u,v) = ——jj = C,(u v) C, (u,v)dudv . (3.2.5)
Dokaz: Videti [13].
Kao posledicu ove teoreme imamo jednakost izraza (3.2.3) i sledeceg izraza
7e =1—4ﬂ|2a—iC(u,v)%C(u,v)dudv. (3.2.6)

Ova jednakost nam omogucava lakse izracunavanje, jer u jednakosti (3.2.3) moze do¢i do
odredenih problema ukoliko su kopule singularne ili ako imaju i singularni i apsolutno
neprekidni deo, pa je za vecinu kopula pogodnije koristiti (3.2.6).

Kao jednu od primena formule (3.2.6) navedimo sledecu lemu.

Lema3.2.3: 7. =7, gdeje C definisana kao u jednakosti (2.5.2).

Dokaz: 7. =1- 4.|.L2§§d dv

=1-4 J'Iz[l——][l—%]dudv,

] B2

=7, —4[leldudv—ﬂlzadudv—ﬂlz%dudv} =(%); 1)
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Integral JIIZ(Z—CdudV iz poslednje nejednakosti mozemo da izraCunamo i on ¢e biti
u
jednak:

. % dudv = [[C(Lv) -~ C(0,V)dv = [T v)av = [vav= % |

Na sli¢an nadin je J.Lz%dudv:%. Sada vratimo dobijene rezultate u (1), odakle

imamo da je :

Odnosno dokazali smo da zaista vazi lema.

3.3 Spirmanovo ro

Neka su data tri nezavisna slucajna vektora (X,,Y;), (X,,Y,) i (X;Y;) sa istom

zajednickom funkcijom raspodele H i kopulom C. Mera saglasnosti poznata kao
Spirmanovo ro proporcionalna je razlici verovatnofe saglasnosti 1 verovatnoce
nesaglasnosti dva vektora (X,,Y;) i (X,,Y;) ( moze se posmatrati i vektor (X;,Y,)).

Ova dva para vektora imaju iste marginalne funkcije F i G funkcije H, ali H je funkcija
raspodele samo jednog od tih vektora, dok komponente drugog vektora moraju biti
nezavisne. Za tako definisane vektore Spirmanovo ro je sledeceg oblika

Pxy = 3[P{(x1 - XZ)(Yl _Ys) >0} - P{(Xl - Xz)(Yl _Ys) < 0}]. (3.3.1)

Kako je funkcija H(X,y) zajednicka funkcija raspodele vektora (X,,Y;), tada ¢e funkcija
raspodele vektora (X,,Y;) biti F(x)G(y) jer su komponente tog vektora nezavisne kao
Sto smo ve¢ i rekli u prethodnoj recenici. Odnosno vektor (X,,Y;) ¢e imati kopulu IT.

Teorema 3.3.1: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C. Tada
Spirmanovo ro od X i Y dato je kao

Pxy = Pc =3Q(C,II), (3.3.23)
=12[ L _uvd C(u,v) 3. (3.3.2b)
=12[ L _C(u,v)dudv—3. (3.3.2¢)
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| dokaz ove teoreme sledi iz dokaza Teoreme 3.1.2. Potrebno je napomenuti i da
jednakost (3.3.2¢) vazi iz osobine da je funkcija Q simetri¢na.

Primer 3.3: Neka nam je data kopula C, ;,a>0,8<1 koja pripada MarSal-Olkin
familiji kopula. Tj.
uv, u*>v’

Ca'ﬂ(u,v):{

Pa Spirmanovo ro za ovako definisanu kopulu racunamo na sledec¢i nacin
pe,, =12[[.C, ,(u,v)dudv-3.

Kako postoje dva slucaja u zavisnosti od kojih reSavamo ovaj integral ¢e biti

H.zcaﬁ (u,v)dudv:l(Lﬂ], odnosno

uvt . ue <vt,

2\ 20 —apf+2p
pC = 12 . l i — 3
o 2\ 20 -af+2p
B 3ap
200 —af+2p
O
Spirmanovo ro mozemo racunati i kao
pe =12EU,V) -3,
ili drugacije zapisano
EU.V) —i
Pe=——1 (3.3.3)
12

Odakle se moze primeti da Spirmanovo ro ne predstavlja niSta drugo do Pirsonov
koeficijent korelacije dve slu€ajne veli¢ine sa U(0,1) raspodelom. Odnosno,

1
E(U,V) "~ 4 _E(UV)-EU)EV)

Pem 1 /bU)DW)

12

Pored ove interpretacije Spirmanovo ro moZemo predstaviti na joS jedan nacin.
Posmatrajmo jednakost (3.3.2c). Integral u toj jednakosti predstavlja zapreminu grafika
kopule na jedini¢nom kvadratu i njega mozemo da zamenimo slede¢im integralom

Pe :12ﬂ|2 (C(u,v)—uv)dudv, (3.3.4)
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gde dobijamo da ¢e mera p. biti proporcijonalna zapremini izmedu grafika kopule C i
kopule proizvoda IT. Drugim rec¢ima, kazemo da je p. mera srednjeg rastojanja izmedu
raspodele od X i Y i nezavisnosti.

Sada ¢emo navesti teoremu u kojoj ¢emo videti da su i Kendalovo tau i Spirmanovo ro
mere saglasnosti.

Teorema 3.3.2: Ako su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C, tada Kendalovo
tau i Spirmanovo ro racunati na celoj populaciji zadovoljavaju uslove iz Definicije 3.1.3
Teoreme 3.1.4 za meru saglasnosti.

Dokaz: Prvih Sest osobina iz Definicije 3.1.3 zadovoljava¢e i Kendalovo tau i
Spirmanovo ro, a to sve jasno sledi zbog osobina funkcije Q ( pogledati Teoremu 3.1.2,
Posledicu i Napomenu koje smo naveli u odeljku o merama saglasnosti). Sto se tice
sedme osobine vaziée i ona, potrebno je samo da se prisetimo Teoreme 2.1.10, odnosno

Lipsicovog kriterijuma za kopule, odakle sledi da niz {C_} konvergira uniformno ka C.

Pored osobina iz Definicije 3.1.3 koje mere saglasnosti moraju da ispunjavaju,
postoje jo$ neka dodatna svojstva koja su jako korisna. Medutim, slede¢e osobine koje
¢emo navesti ne vaze generalno za sve mere saglasnosti.

Teorema 3.3.3: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C, neka su 7. i
pc Kendalovo tau i Spirmanovo ro. Tada vazi

l.C=Mo 1. .=p:.=1;

2.C=Wet.=p.=-1,
gde su M i W donja, odnosno gornja Frese-Hefdingova granica.

Dokaz: Videti [5].
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3.4 Veza izmedu Kendalovog tau i Spirmanovog ro

Vrednosti ova dva koeficijenta se Cesto veoma razlikuju i pored Cinjenice da oba
predstavljaju razlike verovatnoca saglasnosti, odnosno nesaglasnosti izmedu slu¢ajnih
veli¢ina sa zadatom kopulom. U teoremama koje ¢emo u nastavku navesti pokaza¢emo u
kolikoj meri mogu ove dve mere saglasnosti da se razlikuju.

Teorema 3.4.1: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine i neka su 7 i p Kendalovo
tau i Spirmanovo ro definisani kao (3.2.2), odnosno (3.3.1). Tada

-1<3r-2p<1. (3.4.1)

Dokaz: Neka su (X,,Y,), (X,,Y,) i (X,,Y;) tri nezavisna sluCajna vektora sa

poznatom zajedni¢kom raspodelom. Zbog neprekidnosti, definicije Kendalovog tau i
Spirmanovog ro mozemo zameniti slede¢im zapisom

7=2P{(X, = X,)(Y,-Y,)>0}-1 (3.4.2)

P =6P{(X; = X;)(Y; =Y;) > 0}=3.

Indeksi slucajnih veli¢ina X i Y mogu se cikliéno menjati kako bismo dobili sledece
simetri¢ne forme za 7 i p:

r=§[P{(x1—x2)(Yl—Y2) > O3+ PL(X, — X,)(Y, —Y,) > O}

+ P{(Xs - Xl)(Ys _Yl) >0}]-1;
p = [P{%, — X)(%, —Y3) > O+ P{(X, — X3)(Y, ~Y,) > O}

+ P{(Xz - Xl)(YZ _Ys) > O}

+ P{(Xs - Xz)(Ya _Yl) > O}

+ P{(Xz - Xa)(Yz _Yl) > O}
+ P{(Xs - Xl)(YB _Yz) > O}'3-

Posto su izrazi za 7 i p invarijantni pri bilo kojim permutacijama indeksa sluc¢ajnih
veli¢ina mozemo pretpostaviti da je X, < X, < X,. U tom slu¢aju bice

r= %[P{Yl <Y,3}+P{Y, <Y} PYY, <V, H-1;

o =[P{Y; <Y} +P{Y, <Y, }+P{Y, > Y. }+P{Y; > Y }+P{Y, <Y }+P{Y; >Y,}]-3
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=2P{Y, <Y,}-1.

Defini§imo sada verovatno¢u  py =P{Y; <Y; <V, | X; <X, <X;}. Sa ovako

definisanom verovatno¢om imamo da je

2
T= 5[( Pios+ Prsp + Pasa) + (Pros+ Pagst+ Paosy) + (Prost+ Pusz + Para)] -1

1 1 )
= Pist 3 (Prso + Payz) — 3 (Pasy + Pa1z) = Pagis
P =2(Pros+ Prao+ Parg)] -1
= Pragt Pisa t Pa1z— Pasi = Paiz = Paasr

Saovakvim 7 i p vazidaje
3r—20=Pyyz— Prsz— Porzt Pogs+ Paro — Pans
= (Pr2s+ Paosy+ Parz) = (Prsa + Pars+ Pazy) »

odakle vidimo da ¢e vaziti —1<3r—-2p <1, jer je 3r—2p razlika verovatnoca.

|
Teorema 3.4.2: Neka su X, Y, 7 i p definisani kao u Teoremi 3.3.2. Tada
2
o, (“—’j (3.4.50)
2 2
i
2
1-p (1__7j (3.4.53)
2 2

Dokaz: Nekasu (X,,Y;), (X,,Y,) i (X;,Y;) tri nezavisna slu¢ajna vektora sa istom

zajednickom funkcijom raspodele H. Definis§imo verovatnocu p kao
p=P{(X,,Y,)i(X;,Y;)susaglasni sa (X,,Y,)};

p= HRZ P{(X,.Y,)i(X,,Y,) susaglasni sa (x, y)}d H(x, y),
= [ PLCX, = X)(Y, — ¥) > OFP{(X, ~X)(Ys ~¥) > O} H(x. ),
= [[..(PLO¢, = )Y, = ) > O d H(x, y)

Iskoristimo sada Cinjenicu, koju ¢emo primeniti u prethodnoj jednakosti, da za uslovnu
verovatnoéu  oblika  Z =P{(X,—X,)(Y;-Y,)>0](X.,Y;)} vazi nejednakost

E(Z?)>(E(Z))?. Odnosno u nasem slucaju sledi

> (ﬂR P{(X; =x)(Y, —y) > 0}d H(x, y))Z ;
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= (P{(X; = X)(Y, = y) > O}
_(H_fj
2
Permutacijama indeksa dobijamo da je

p= %[P{(XZ,YZ) 1 (X;,Y;)susaglasni sa (X,,Y;)}

+P{(X,,Y;)i(X,,Y;)susaglasni sa (X,,Y,)}
+P{(X,,Y})i(X,,Y,)susaglasni sa (X,,Y;)}].

Kao i u dokazu prethodne teoreme pretpostavimo da je X, <X, <X,, kao i da je
Pi = PLY; <Y; <Y | X; <X, <X,}, tada je
1
p= g[( Pi2st Pis2) + Pros+ (Pras + Paia)l,
1 1

= Pizs +§ P13+ § P213-

Prisetimo se da smo takode u dokazu prethodne teoreme pokazali da vazi

p=2[( P12t Pigp + p213)]—1, odnosno drugacije napisano L Pios+ Piaz + Payse P2

o e 1+
mozemo da primetimo da ¢e biti p < Tp .

2
Odnosno “Tp >p2> (“TT) , tj. dokazali smo teoremu.

Da bismo dokazali drugu nejednakost o kojoj govori teorema potrebno je da u definiciji
verovatno¢e p Stavimo re¢ nesaglasni umesto saglasni i dokaz ¢e se prirodno odvijati
slicno kao i u dokazivanju ove nejednakosti.

|

| za kraj ovog odeljka navedimo jo$ jednu teoremu koju ne¢emo dokazivati, a koja
nam govori u kakvom sve jo§ odnosu mogu da budu Kendalovo tau 1 Spirmanovo ro.

Teorema 3.4.3: Neka su X, Y, 7 i pdefinisani kao u Teoremi 3.3.2. Tada

2
3T—1£p£1+27—r

,zat=>0
2 2

zat<0

2
T +§T_1Spsl+3r,
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Primer 3.4: Neka nam je data kopula iz familije kopula Farli-Gumbel-Morgenstern za
. . 20 . s
koju smo ve¢ racunali Kendalovo tau 7, = e Sada ¢emo izracunati i Spirmanovo ro za

ovu familiji proveriti da li vazi neka od ovih jednakosti koje su bile date teoremama.
Pe, = 12.”.? C,(u,v)dudv-3

:12(1+iJ—3
4 36

0
3
Proverimo na primer da li vazi nejednakost iz Teoreme 3.4.1:
3r-2p= 50_29 =0.
9 3

Zaista, ova razlika pripada intervalu[-11].

Sada ¢emo proveriti jednu od nejednakosti iz Teoreme 3.4.2, a druga se dokazuje na isti
nacin:

2

2 20
1+p_ 1+T 2:1+§_ 1+?
2 2 2 2
3460 (9+20Y
6 18
162+ 540 —81—360 — 40°
324

2
18

2
Tj. 1+p 2(1+TJ .
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3.5 Ostale mere saglasnosti

Nacin na koji smo naveli Teoremu 3.3.1 govori nam da Spirmanovo ro nije nista
drugo do mera saglasnosti izmedu kopule C slu¢ajnih veli¢ina X i Y i nezavisnosti koja je
data kopulom proizvoda II. Drugadije jo§ kazemo da Spirmanovo ro meri rastojanje
izmedu ove dve kopule. U smislu tog rastojanja, definisaéemo koeficijent po imenu
Dinijevo (Gini) gama koje ¢e meriti saglasnost izmedu kopule C i monotone zavisnosti,
odnosno kopula M i W. On je definisao koeficijent y kao

y:2jjl2(|u+v—1|—|u—v|)d C(u,v), (3.5.1)

Cije se detaljno izvodenje moZze naéi u knjizi Nelsen (2006.). Formula (3.5.1) je
ekvivalentna sa
y=2E(U+V -1|-|U-=-V ), (3.5.2)

§to mozemo da protuma¢imo kao ocekivanu razliku izmedu (U,V) i dijagonale
[01]x[0]].

Teorema 3.5.1: Neka su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C. Tada je mera
saglasnosti, poznatija kao Dinijevo gama, koju ¢emo obelezavati sa y, , ili y. datasa

Yxy =7c =Q(C,M)+Q(C,W). (3.5.3)
Dokaz: Znamo da je M=min(u,v), medutim, primetimo da to mozemo da

o : e 1 . , ,
napiSemo 1 na slede¢i na¢in M ZE(U +V—|u—V|). Izraunajmo prvo koliko nam je

Q(C,M). Koriste¢i definiciju funkcije saglasnosti imamo da je
Q(C,M)= 4jj|2 M (u,v)d C(u,v) -1,

= Z_UIZ (u+v—|u—-v|)dC(u,v)-1.
Znamo da je svaka kopula zajednicka funkcija raspodele sa uniformnim (0,1) marginama
pa e vaziti

ﬂlzudC(u,v) :H.szC(U’V) :%,

pa odatle zaklju¢ujemo da je
Q(C,M)=1—2ﬂ|2| u—v|dC(u,v).
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Na sli¢an nacin posto je W(u,v) =max(u+v—-210), §to mozemo napisati na drugaciji
na¢in kao W(u,Vv) =%[u +Vv—-1+|u+v-1]], imamo
Q(C,M:4IIIZW(u,v)d C(u,v)-1.
:2.”.2(“ +v—-1-|u+v-1))dC(u,v) -1,
:Zﬂlzlu+v—1|dC(u,v)—1.

Sada ¢emo izracunati zbir Q(C,M)+Q(C,W)=
=1—2ﬂ|2| u —v|dC(u,v)+2ﬂl2| u+v—1|dC(u,v)-1,

=2_U|2(|u+v—l|—|u—v|)d Cu,v)=7.

Posledica: Pod uslovima prethodne teoreme vazi sledece

e =4 [oua-udu - [u-Cuwldu | (354)

Dokaz: y.=Q(C,M)+Q(C,W), gde su
Q(CM)=4[[,Cu,V)dM(u,v)~1=4] C(u,u)du-1

Q(C,W) =4[] C(u,v)d W(u,v) ~1= 4] C(u1-u)du 1.

Kada vratimo to u jednacinu za izraCinavanje Dinijevog gama dobijamo upravo rezultat o
kome govori ova posledica.
[

Za kraj ovog odeljka o merama saglasnosti, navedimo jo§ jedan koeficijent koji
mozemo svrstati u ovu grupu, a to je Blomkvistovo (Blomgqvist [2]) beta. Pretpostavimo

da u izrazu funkcije Q koristimo slu¢ajan vektor (X,Y) i fiksiranu tacku (x,,Y,) € R*.
Tada funkcija Q ¢e izgledati ovako

Q= P{(X _Xo)(Y - yo) >0}_ P{(X _Xo)(Y - yo) < 0}-

Blomkvist je proudavao meru saglasnosti koriste¢i medijane populacije. Cesto se
Blomkvistovo beta naziva i medijalan koeficijent korelacije. Neka su X i y medijane od
X1Y, tada Blomkvistovo beta je izrazeno kao

B=PBxy =P{X=X)(Y —y) > 0}-P{(X —=X)(Y -y) <O} (3.5.5)

U slucaju da su X i Y neprekidne sa zajednickom funkcijom raspodele H i marginama

redom F i G, ¢ija je kopula C, vazi¢e da je F(X) =G(y) = % , pa ¢e Blomkvistovo beta biti
B =2P{(X=X)(Y -y)>0}-1,
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=2[P{X <X,Y <y}+P{X >X,Y >y}]-1,
=2[H(X,y) +@-F(X)-G(y) + H(X, y))]-1,
=4H(X,y)-1.

Kako je F(i):G(Y/):%, tada je H(X,y) =C(1/2,1/2), odnosno

B =P =4C(3,1j—1. (3.5.6)
2 2
Pricu o merama saglasnosti zavrSavamo teoremom koja je ekvivalentna Teoremi
3.3.2 samo $to ovde imamo druge koeficijente.

Teorema 3.5.2: Ako su X i Y neprekidne slucajne velicine sa kopulom C, tada Dinijevo
gama i Blomkvistovo beta racunati na celoj populaciji zadovoljavaju uslove izDefinicije
3.1.3 i Teoreme 3.1.4 za mere saglasnosti.

3.7 Zavisnost, svojstva i mere zavisnosti

Jedno od svojstava zavisnosti sa kojima se naj¢eS¢e mozemo sresti je tzv.
nedostatak zavisnosti, poznatije kao svojstvo nezavisnosti. Na primer ako su X i Y
neprekidne slucajne veli€ine sa zajednickom funkcijom raspodele H, kaZzemo da su te dve
slucajne veli¢ine nezavisne, ako se njihova funkcija raspodele moze napisati kao
proizvod svojih marginalnih funkcija. Prisetimo se Teoreme 2.3.2 u kojoj smo uveli
pojam nezavisnosti preko kopule proizvoda IT. Takode, pomenuli smo u odeljku 2.4 da
FreSe-Hefdingove granice moZemo povezati sa pojmom zavisnosti. Tacnije rekli smo da
¢e donja (gornja) Frese-Hefdingova granica opisivati negativnu (pozitivnu) savrSenu
zavisnost. Ali, sta je to ustvari savrSena zavisnost? Osobina pozitivne zavisnosti je da se
velike vrednosti neke slucajne veli¢ine javljaju zajedno, a osobina negativne zavisnosti je
da se velike vrednosti jedne slu¢ajne veli¢ine javljaju sa malim vrednostima neke druge
slucajne veli¢ine. Sledec¢u definiciju koja govori o pozitivnoj 1 negativnoj zavisnosti
uveo je Leman (Lehmann [12]).

Definicija 3.6.1: Neka su X i Y slucajne veli¢ine. Kazemo da su X i Y pozitivno zavisne
ako za svako (x,y) e R? vazi

P{X <X,Y <y}>P{X <x}P{Y <vy}.
Ekvivalentno X i Y su negativno zavisne ako za svako (x,y) € R® vazi

P{X >x,Y > y}>P{X > x}P{Y > y}.
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Na osnovu ove definicije i FreSe-Hefdingove nejednakosti W(u,v) <C(u,v) <M(u,v),
zakljucili smo da donja i gornja FreSe-Hefdingova granica opisuju negativnu, odnosno
pozitivnu zavisnost.

U prethodnim odeljcima govorili smo o merama saglasnosti, koje predstavljaju na
neki nacin i sami mere zavisnosti. Vide¢emo u definiciji mera zavisnosti da su osobine
koje one moraju da ispunjavaju ustvari sve osobine mera saglasnosti, jedina razlika bice u
cetvrtoj osobini Definicije 3.1.3. Ta cCetvrta osobina kaze da ako su slucajne veli¢ine
nezavisne ona je mera saglasnosti jednaka nuli, medutim obrnuto ne vazi. Odnosno, moze
da se desi da mera saglasnosti bude jednaka nuli, a da slucajne veli¢ine budu zavisne.
Mere zavisnosti u odredenom smislu nam govore u kakvoj su vezi X i Y sa ekstremima
nezavisnosti i zavisnosti, dok su nam kod mera saglasnosti ekstremi bili donja i gornja
Frese-Hefdingova granica. DefiniSimo konacno mere zavisnosti.

Definicija 3.6.2: Neka su X i Y dve neprekidne slucajne veli¢ine sa kopulom C. Kazemo
da je mera & ( Cesto piSemody , ili &) mera zavisnosti ako ispunjava sledece osobine:

1.6, Je definisana za svaki par neprekidnih slucajnih veli¢ina X,Y;

2.0<0,, <1;

3. Oxy =0y x;

4. 5, =0 ako i samo ako su X i Y nezavisne;,

5. 6y =1 ako i samo ako svaki od X i Y je skoro sigurno strogo monotona funkcija

od drugog;
6. akosu « i g skoro sigurno strogo monotone funkcije na kodomenima sluc¢ajnih

veli¢ina X 1Y redom, tada S,y 5y =x v
7. ako je {(X,,Y,)} niz neprekidnih slu¢ajnih veli¢ina sa kopulama C i ako {C_}
konvergiraka C, tada lim,_,, 5. =oc.

nN—o0
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3.7 Svajcer-Volfovo sigma

Podsetimo se Spirmanovog ro i na¢ina na koji on moze biti zapisan, tacnije, jednakosti
(3.3.4). Prvu meru zavisnosti koju uvodimo usko je povezana sa ovim zapisom
Spirmanovog ro-a. Odnosno, neka imamo

Pxy = Pe :12IL2(C(u,v)—uv)dudv.

Kada u ovoj jednakosti umesto obi¢nih zagrada stavimo apsolutnu vrednost razlike, tj.
| C(u,v) —uv|, tada imamo meru koja predstavlja rastojanje izmedu grafika kopula C i IT.

Ta mera je poznatija pod imenom Svajcer-Volfovo sigma i oblika je
Oxy =0¢ =12J‘J.|2| C(u,v) —uv|dudv. (3.7.1)

Pokazimo da je to zaista jedna mera zavisnosti, odnosno pokazimo da vazi sledeca
teorema.

Teorema 3.7.1: Neka su X i Y dve neprekidne slucajne velicine sa kopulom C. Tada mera
o. definisana u (3.7.1) je mera zavisnosti, odnosno zadovoljava uslove Definicije 3.6.2.

Dokaz: Prva i treé¢a osobina slede intuitivno iz definicije Svajcer-Volfovog sigma.
Drugu osobinu je lako dokazati, potrebno je prvo pokazati da za bilo koju kopulu C vazi

IJ'IZ|C(u,v)—uv|dudvs%. Sto se ti¢e &etvrte osobine ona sledi direktno iz Teoreme

2.3.2, dok peta osbina sledi iz ¢injenice da ¢e vaZiti jednakost (3.7.1) ako i samo ako je C
jednako M ili W. Ako je a strogo rastuca funkcija, a S strogo opadaju¢a tada mozemo
da iskoristimo Teoremu 2.3.4 i ¢injenicu da je
C.o0.p0) U V) =TI(U,v) =TI(1-u,v) - C, y (1-u,V). U ostalim slucajevima za funkcije a
i B dobijamo sli¢ne rezultate. Sedmo svojstvo sledi iz LipSicovog kriterijuma, pa niz
{C, }konvergira uniformno ka C.

[

Primetimo da $to se ti¢e povezanosti Spirmanovog ro-a i Svajcer-Volfovog sigma
mozemo zakljuciti da ako su X i Y pozitivno zavisne slucajne veliine tada je o, = p., a

ako su negativno zavisne onda je o. =—p.. U slucaju kada X i Y nisu ni pozitivno ni
negativno zavisne, esto je Svajcer-Volfovog sigma bolja meraod p.
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3.8 Hefdingov indeks zavisnosti

Svajcer i Volf su primetili da bilo koja normalizovana mera rastojanja izmedu
kopule C i II, treba da rezultuje simetricnom neparametarskom merom zavisnosti.
Uvedimo meru rastojanja koju ¢emo obelezavati sa L. Za bilo koje p takvo da 1< p <o,

mera rastojanja L, izmedu kopula C i IT data je sa

L, :(kpjjlzm(u,v)—uwp dudv)yp, (3.8.1)

gde je ovo k, konstanta koju biramo tako da jednakost (3.8.1) bude jednaka 1 ako je C=M
ili W. Moze se pokazati proveravajuci osobine Definicije 3.6.2 da ¢e mera data u obliku
jednakosti (3.8.1) biti mera zavisnosti. Pogledati [16].

Mi ¢emo razmatrati slucaj kada je p=2. Tada dobijamo slede¢u meru

Dy, =D, :(90jI|2|C(u,v)—uv|2)y2. (3.8.2)

Kada kvadriramo ovu meru zavisnosti dobijemo indeks koji je poznat kao Hefdingov
indeks zavisnosti i njega obelezavamo sa @7, .

3.9 Repna zavisnost

Mnoge mere zavisnosti 0 kojima smo do sada pricali opisuju kako se velike (male)
vrednosti jedne slucajne veli¢ine javljaju sa velikim (malim) vrednostima neke druge
slu¢ajne veli¢ine. Sada ¢emo govoriti o tzv. repnoj zavisnosti koja meri zavisnost izmedu

slu¢ajnih veli¢ina koje se nalaze u gornjem desnom i donjem levom kvadarantu u 1°.
Prvo ¢emo definisati koeficijente repne zavisnosti.

Definicija 3.9.1: Neka su X i Y dve neprekidne slucajne veli¢ine sa funkcijama raspodele
redom F i G i neka je data njihova kopula C.
1.Nekaje 4, = IimP{F(X) <u|G(Y)<u}. (3.9.1)

Kazemo da je A, donji repni koeficijent zavisnosti ako i samo ako je 4, #0.

2. Nekaje A, = imP{F(X) >u|G(Y) > }. (3.9.2)

Kazemo da je A, gornji repni koeficijent zavisnosti ako i samo ako je A, #0.
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(L je kao lower odnosno donji, a U kao upper tj. gornji).

Ukoliko je donji (gornji) koeficijent bas jednak nuli tada kazemo da kopula C nema donju
(gornju) repnu zavisnost.

Teorema 3.9.2: Nekasu X, Y, F, G, 4, i 4_dati kao u Definiciji 3.9.1 i neka je C kopula
od XiY. Tada vazi

AL = IJH;IP{F(X) <U|G(Y)<u}:u|ir?+w
i

Ay =liMPLF(X) > u] G(Y) > U} =2~ lim
u u—1" u

Dokaz: Moze se naci u [16].

Primer 3.5: Posmatrajmo Gumbelovu familiju kopula i neka nam je iz te familije data
kopula koja je slede¢eg oblika

C,(u,v) =exp{—((=Inu)? +(=Inv)?)*’},6>1.
IzraCunaéemo gornji repni koeficijent.

1-2u+C(u,u) _1-2u+ep{2¥Inu} 1-2u+u?’
1-u 1-u 1-u

2, = lim 24U i gvoy s oy o
utl 1-u uT1

Za 6>1 kopula ima gornju repnu zavisnost.
O

Lema 3.9.3: Oznacimo sa AL | Au repne koeficijente zavisnosti kopule prezivljavanja.
Tada ce vaziti:

ﬂL =Au;
Ay =L
Dokaz:
A = IimM _lim Cl-vil-v) _im 1-2v+C(v,v) “.
ulo u vl 1—-v vl 1-v
A, =lim 1-2u+C(u,u) _lim 2v-1+C(l-v,1-v) _ |imM=ZL_
ut1 1-u vi0 Vv vi0 Vv
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3.10 Empirijske kopule

U dosadasnjoj pri¢i smo uglavnom koristili mere saglasnosti i mere zavisnosti koje
su bazirane na Citavoj populaciji. Sada ¢emo izraziti kopule u uzorackoj verziji u
terminima poznatijim kao empirijska kopula kao i empirijska funkcija frekvencije.

Definicija 3.10.1: Neka je dat uzorak obima n {(x,V¥,),(X,,¥,).--,(X,,Y,)} neke
dvodimenzionalne neprekidne sluc¢ajne veli¢ine. Empirijska kopula je funkcija C, data sa
c [ i jj_ broj parova (x, y)takvihda x < x;, y <y

"\n'n) n ’

gde su x, i y; statistike poretka iz uzorka. Empirijska kopula frekvencije je ¢, data sa
(i jj 1, ako (XY, ;) je element iz uzorka,
C,| —— n

0, ostalo.

Mozemo da primetimo da su empirijska kopula i empirijska kopula frekvencije c,

povezane na slede¢i nacin:
c (1 i)=iic (R 9}
"n'n "n'n

p=1 g=

U uvodu smo pomenuli da je prvi empirijske kopule proucavao Deheuvels i on ih je
nazivao empirijske funkcije zavisnosti. Naves¢emo sada jednu teoremu koja nam govori o
povezanosti empirijskih kopula 1 mera kao Sto su Kendalovo tau, Spirmanovo ro i
Dinijevo gama. Dokaz te teoreme ne¢emo navoditi, a on se moze naci u [16].

Teorema 3.10.2: Neka su date empirijska kopula C, i empirijska kopula frekvencije c, .

Ako sa r, t i g obelezimo uzoracke vrednosti Spirmanovog ro-a, Kendalovom tau i
Dinijevog gama redom, tada

2SR 5122 )]
o-aftie o) Elaeloal)
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3.11 Zavisnost vise promenljivih

Skoro sve mere saglasnosti i zavisnosti, koje smo do sada opisivali imaju svoja
prosirenja do veéih dimenzija. Naravno u tim viSedimenzionim slucajevima pric¢a se
prili¢no komplikuje, teze je izraGunati mere koje su nam potrebne i sli¢no, ali bez obzira
na to sve osobine zavisnosti koje smo obradivali do sada mogu se preneti i u slu¢aju kada
imamo veéi broj promenljivih. Defini§imo sada generalizovane vrednosti najosnovnijih
mera kao $to su Kendalovo tau, Spirmanovo ro i Svajcer-Volfovo sigma.

Neka su X=(X,X,,...X,,) 1 Y=(Y,Y,,....,Y,,) slucajni vektori sa kopulom C i

definiS§imo sluCajnu promenljivu D, = X; —Y;. Obelezimo sa B, , skup m-torki iz

R™ koji sadrzi k pozitivnih i m-k negativnih komponenti. Tada generalizovana verzija
Kendalovog tau data je sa

c= ZWk P{(D,....D,) € By ni}

k="
2

m+1 .
gde su w, takve da za T+ <k <m vazi

(1) 7z, =1, ako je C=W,
(2) 7. =0, ako je C=M,
(3) 7¢, <7, kadgod je C, <C,.

Implikacije prve i druge osobine za w, slede prirodno, tj.
1) w, =1,

m o (m
2 Dw|. |=0, w=w,_ za k<m—+l,
k=0 k 2

dok je treca osobina komplikovanija za objasnjavanje, ali moZe se detaljnije na¢i u Joe
1996.

Generalizacija Spirmanovog ro-a za funkciju raspodele m promenljivih koje imaju
kopulu C data je sa

Pe =U...j0(u)du1...dum —2mJ/((m ) te2m),

Sto se tiGe mera zavisnosti pomenuéemo jedino generalizaciju Svajcer-Volfovog
sigma, koje je oblika
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2m(m+1)
Oc = (m+1)-[ _[ml C(uy,, Uy ) = Uy -+ U, fduy...du,

gde je C m-dimenziona kopula.

4 Zakljucak

Prica o kopulama bi mogla da se nastavi u nedogled, jer je to jedno od polja
statistike, matematike, ekonomije koje se i dalje istrazuje i razvija. Svakim daljim
istrazivanjem pojma kopula dolazi se do vrlo interesantnih saznanja o njihovim
osobinama i primenama. U ovom radu prikazana su osnovna svojstva kopula, povezanost
kopula sa slu¢ajnim veli¢inama i zavisnosti slu¢ajnih veli¢ina pomoc¢u kopula. Naravno,
kao $to sam rekla teorija kopula je veoma Sirok pojam i moglo je ovde da bude reci o jos
mnogo toga, ali ja sam se generalno koncentrisala na ovo $to je i objasnjeno u radu.
Osobama koje budu citale ovaj rad toplo preporuc¢ujem ukoliko Zele da saznaju nesto vise
o kopulama od ovoga $to je prikazano u mom radu da pogledaju i takozvane Arhimedove
kopule, zatim Gausovu kopulu, t-kopulu kao i mnoge druge familije kopula koje su par
puta i pomenute u nekim primerima koje sam navodila. Sve te kopule imaju
rasprostranjene primene u finansijama, aktuarstvu, hidrologiji, medicinskim naukama,
informacionim tehnologijama, menadzmentu i tako dalje. Citav spisak dosadasnjih
primena kopula moze se naci u [1]. Pored svih kvaliteta koje kopule poseduju, naravno,
pojavile su se i odredene kritike (pogledati [14]). Uglavnom su se te kritike svodile na
sledece: ne vidi se smisao u tome da dajemo prednost njima umesto da uzmemao bilo koju
viSedimenzionu raspodelu koja je pogodna za problem koji se reSava i onda da
primenimo klasiéne statisticke metode. Cesto se kopule koriste jer su pogodne
matematicki, a da se pritom ne obrati paZnja na to da li primena te kopule ima smisla.
Jedna bitna stvar kod kopula je ta $to nije pogodna za modeliranje zavisnosti kroz vreme,
tj. nisu pogodne kada imamo stohasti¢ke procese i vremenske serije. Sam pristup kod
kopula svodi se na to da neki veoma komplikovan problem resimo tako $to nademo
dvodimenzionalnu ili visedimenzionalnu raspodelu i ratunamo marginalne raspodele i
kopulu odvojeno. To je ustvari i najbitnija stvar kod kopula, jer smo odvojili zavisnost od
marginalnih raspodela. Ponekad je jako teSko na¢i odgovaraju¢u kopulu shodno
problemu koji reSavamo pa se Cesto koriste parametarske familije kopula gde se
podeSavaju paramatri, a podeSavanjem parametara opet moze da dode do odredenih
nedostataka ¢ime se stvaraju odredena odstupanja. Medutim, pored svega toga kopule
igraju veoma vaznu ulogu danas, siroko su rasprostranjene o ¢emu govori i ¢injenica da
se 1 dalje intenzivno istraZuju.
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