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Uvod

Grani¢ni zadaci za parabolicke parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda
se Cesto javljaju kao matemati¢ki modeli velikog broja realnih problema, na primer
provodenja toplote, difuzije, dinamike fluida, atmosferskih pojava i drugih. Po
pravilu se za reSavanje ovakvih problema mora primeniti neka priblizna metoda u
nedostatku egzaktne. Najée§ce se koriste metode konaénih razlika, metode konaénih
elemenata, a u novije vreme 1 metode grani¢nih elemenata.

Metoda konaénih razlika je dozivela svoj razvoj pojavom savremene elektronske
racunske tehnike 40-tih godina (npr. shema Crank-Nicolson, [8]) da bi njen razvoj
dalje i8ao u pravcu efikasnih shema za vige prostornih dimenzija (faktorizovane i
aditivne sheme). Ovi rezultati, bazirani na primeni Taylor-ovog razvoja redenja za-
datka u cilju procene greske metode, objavljeni su u nekoliko klasié¢nih monografija
iz ove oblasti (Richtmyer, Morton [44], Samarski [45], Maréuk [38]). U novije vreme
je doslo do primene metode Richardson—ove ekstrapolacije (Maréuk, Sajdurov [39])
i multigrid metode (Hackbush [15]) u cilju poveéanja efikasnosti metoda.

Drugi pravac razvoja metoda konaénih razlika u novije vreme predstavlja ispi-
tivanje konvergencije postojeéih metoda u slu¢aju nedovoljno glatkih (ili ¢ak prekid-
nih) redenja. Klasi¢na metodologija bazirana na Taylor-ovom razvoju dovodi do
visokih zahteva na glatkost resenja pa je zbog toga prakti¢no neprimenljiva. Nove
tehnike ispitivanja konvergencije se zasnivaju na lemi Bramble-Hilberta ([4], [5]) i
njenim uopétenjima (npr. Jovanovié [20]).

Nedugo nakon prvih rezultata za zadatke eliptickog tipa (Weinelt [52], Lazarov
[32], Jovanovié, Ivanovié, Suli [19], [49]) dobijeni su i rezultati za parabolicke
grani¢ne zadatke (Lazarov [34], Jovanovié, Ivanovié, Siili [17]). Ovi radovi ispituju
konvergenciju ¢isto implicitnih shema (dvoslojnih shema sa tezinom ¢ = 1) u

slu¢ajevima kada resenje problema u € W;’s/z(Q) . Dobijene su ocene tipa
s—r
[Jw— v||W2T,T/2(QhT) < C(h++/1) ||u||W2s,s/z(Q) , s>

za koje se kaze da su saglasne sa glatkoséu reenja wu. Svi ovi radovi kao osnovu
koriste Bramble—Hilbertovu lemu ili njena uopstenja.

Dalji razvoj je i8ao u pravcu dobijanja ocena gornjeg tipa za necelobrojne
vrednosti s (Jovanovié, Ivanovié, Siili [28], Drazié [9]), zatim ispitivanje greske u
slucaju varijabilnih koeficijenata u parcijalnoj jednacini (Jovanovié [21], [22]) kao i
ispitivanju ekonomiénih shema za slué¢aj vise prostornih promenljivih. U poslednje
vreme su ispitivane i vektorske diferencijske sheme promenljivih pravaca (Jovanovié
[26], [27]). Takode je resavan i problem optimalnog upravljanja sa parabolickom
jedna¢inom (Ivanovié, Jovanovié [16]). Dobijene su i ocene brzine konvergencije
u prostorima sa drugaéijom metrikom (recimo L..((0,7); W¥(Q))) kao i u nega-
tivnim normama.

Ocene prethodno navedenog tipa zahtevaju da resenje wu(x,?) posmatramo

s,8/2

u prostoru W, 7(Q) (koji jeste prirodan prostor ukoliko nemamo dodatnih in-
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formacija o glatkosti ulaznih podataka u grani¢nom zadatku) a Zesto se u praksi
desava da reSenje poseduje dodatnu glatkost po jednoj od promenljivih. U takvim
sluc¢ajevima su Cesto efektivno ostvarene brzine konvergencije bolje od procenjenih.
Cilj istrazivanja u ovom radu je da se razvije aparat koji ¢e dati bolje ocene brzine
konvergencije u pomenutom slué¢aju kao 1 da se generalno §to vise oslabe zahtevi
na glatkost reSenja zadatka. Takode, u radu se istrazuju pored ¢isto implicitne
sheme (tezina o = 1) i ostale dvoslojne sheme sa tezinama ¢ > 1/2 nepravedno
zapostavljene u dosadasnjoj literaturi.

U prvoj glavi disertacije se, posle uvodenja standardnih polunormi Sobo-
ljevskog tipa celobrojne 1 necelobrojne glatkosti, definisu uopsteni funkcionalni
prostori W;‘(Q) za proizvoljne skupove multiindeksa A koji zadovoljavaju izvesne
uslove regularnosti. Takode se definisu 1 standardni operatori izgladivanja Steklova,
kao 1 produzenja funkcije preko granice oblasti. Posebno se analiziraju neparna
produzenja funkcija.

Posle postavke problema i1 njegove diskretizacije, u trec¢oj glavi se daju uopste-
nja Bramble—Hilbert—ove leme neophodna za primenu na prethodno definisanim
funkcionalnim prostorima. Glavni rezultati su uopstenje Tartarove leme na sub-
linearne funkcionale i lema koja omogucava dodatno poboljsanje dobijenih ocena
funkcionala u nekim specijalnim slucajevima W;‘ prostora.

Cetvrta glava je posvecena izvodenju apriornih ocena kako za sam granicni
zadatak, tako 1 za dvoslojne diferencijske sheme sa tezinama. Posebno se 1zvode
apriorne ocene za sheme sa tezinama o; =1, 0; > 0> 1/2 1 0; =1/2.

Na osnovu izvedenih apriornih ocena, a primenjujuéi aparat razvijen u prvoj i
trecoj glavi, u poslednje tri glave se dobijaju ocene brzine konvergencije za sheme
sa ranije pomenutim tezinama. U svakoj od ovih glava se izvode ocene u diskretnim
- Mlar s Ml e 10l normama.

U dodatku su na pregledan nac¢in date vrednosti svih funkcionala koji su se
koristili u procesu izvodenja ocena brzine konvergencije.



Glava 1. Funkcionalni prostori

1.1. Jednodimenzioni slucaj.
Neka je € C R . Definigimo polunorme (za s> 0):
HDSUHLP(Q)’ s = [s],

_ P 1/p
(/ Mdmm) . O<s<l, 1<p<oo,
aJa

|x1 — x2|1+sp

luls p o = —
o supessw, 0<s<l, p=oo,
eraaen 71— 2ol
Dlly , s>1.
s=[s],p,2

Prostorom Soboljeva W;(Q) naziva¢emo adherenciju prostora C*(Q) u

normi

lllys ) = Clult o + Tulf 0 )7

uz odgovarajuéu modifikaciju za slu¢aj p = oo [Adams, 1975].
Vazi sledeca

LEMA 1.1. Ukoliko je s > 1% tada je W; () — C(R2), gde — oznacava relaciju
utapanja funkcionalnih prostora (tada je za svako u : ||ull¢ < CHUHW;(Q) ).

Posebno izdvajamo slu¢aj p = 2 kada W3 () predstavlja Hilbertov prostor.
U tom slucaju ¢emo koristiti jednostavnije oznake

H Q) =W (), ful, g =luly a0 -

1.2. Dvodimenzioni slucaj.

U sluéaju dve prostorne promenljive postoji vise razlic¢itih naéina definisanja
funkcionalnih prostora tipa Soboljeva. Ovde ¢emo dati jednu prili¢no siroku defini-
ciju koja ¢e biti pogodna za dalji rad, a koja obuhvata, kao specijalne slucajeve,
dobro poznate 1 u literaturi kori§éene prostore.

Prostori funkcija u ovom odeljku ¢ée biti definisani na pravougaoniku ¢ =

Qx 1, gdeje Q=1(0,1), I=(0,T).

Definisimo prvo polunorme za nenegativne multiindekse («, §) sa uobicajenom
modifikacijom u slu¢aju p = oo . Za « = [«], 3 =[] neka je:

[ul(a,),p = ||Da’ﬁ“||Lp :
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Za a=0,0<8<1:

— lu(z, 1) (z,t2) [P 1/p
|U|(a,ﬁ),p - (/ / |t1 — t2|1+ﬁp dtdtadx .

Za f=0,0<a<1:

_ |u(zy,t) — u(za, t)|P 1/p
|U|(a,ﬁ),p - (// |$1 — x2|1+ap dridrodt .

Za 0<a,f<1:

|u|(a B —

[u(z1,t1) + w(wa, ta) — u(wy, t2) — u(xa, t1)|P 1/p
dxydxodtdt .
(/// / | — xo|1Hop [t — to|14PP ridradiidis

U ostalim sluéajevima je o« > 1,1ili 8> 1 1 tada definiSemo:

‘ plelsly,

u = .
el (a=lal p=[).p

DEFINICIJA 1.1. Konacan skup A multiindeksa (o, 3;) zvaéemo regularnim
ukoliko (0,0) € A | i ako za svaki («, () € A postoje ag > « 1 [y > [ takvi da
(Ozo,O) cA i (0,60) cA.

Slika 1.1. Primeri regularnih skupova multiindeksa.

Slika 1.2. Primeri neregularnih skupova multiindeksa.

DEFINICIJA 1.2. Za dati regularan skup multiindeksa A, funkcionalnim pros-
torom W;‘ nazivacemo adherenciju C*°(Q) u normi

1/p
falhwg = (3 Ty )

(a,B)EA
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NAPOMENA 1: Da bi navedeni izraz predstavljao normu, neophodno je da (0,0) €
A. Prostore WA je moguée definisati i bez preostala dva uslova regularnosti
skupa A (kao u [3] gde je dokazan niz rezultata u slu¢aju celobrojnih multi-
indeksa). Ta dva uslova nam, medutim, omoguéavaju da koristimo teoriju in-
terpolacije funkcionalnih prostora a istovremeno ne ograni¢avaju primenu rezul-
tata posto postojeéa teorija paraboli¢kih parcijalnih jednacina ne koristi prostore
funkcija definisane pomo¢u neregularnih skupova A .

Kao specijalan slu¢aj prostora W;‘ pomenimo izotropne prostore Soboljeva-
Slobodeckog W, koji su upravo prostori W;‘ sa A={(0,0),(s,0),(0,s)} iekvi-
valentnom normom. Za A = {(0,0),(s1,0),(0,s2)} dobijamo anizotropne prostore
Soboljeva—Slobodeckog W;**2. Na kraju pomenimo prostore W72(I; W;(R))
definisane kao prostore tragova pomocu norme

P _ P P
ellyy e crw;e ) —/,”“”W;l(n) At + Tl g o)

gde je
/ ||D52u||f;mm dt, s =[],
lJu(tr) — u(t2)lf e
|y o rpwe ) = // Yo D) gy dy 0 1
Wp (IVWP (Q)) |t1—t2|1+s 2p 1 25 <s2 < )
| D ‘ I o
w2l rw (@)

Vise o ovim prostorima se moze saznati u [13], gde je razvijena i teorija interpolacije
za ove prostore. Poznato je da je C™°(Q), posmatran kao prostor tragova (za
fiksirane vrednosti ¢ ) svuda gust u prostoru W;2(1; W;(Q2)) . Ako uzmemo A =
{(0,0),(s1,0),(0, s2), (81, s2)} neposrednom proverom zaklju¢ujemo da su norme u
prostorima W;‘ i Wy=(1; W5 () jednake, pa su prema tome prostori izomorfni,
zbog Cega cemo 1h smatrati za iste. Posto ¢emo ovakve prostore cesce koristiti,
oznadi¢emo ih krace I/Vsl’s2

Za dati regularni skup multiindeksa A4, neka II = TI(A) oznacava konveksni
omotaé skupa A u R?. Neka OIl oznaéava onaj deo poligonalne granice II koji
ne lezi na koordinatnim osama a ukljucuje dve grani¢ne tacke na osama. Na kraju,

V]
neka je M =T\ I ., i Ay = {(es,5;) € ANON} skup multiindeksa na granici
oIl .

Poznato je [51] da prostori Soboljeva—Slobodeckog ne ¢ine zatvorenu klasu u
odnosu na interpolaciju funkcionalnih prostora, osim u sluéaju p = 2. Drugim
recima, prostor dobijen interpolacijom dva prostora tipa Soboljeva—Slobodeckog ne
mora biti 1stog tipa. Zbog toga se 1 neki rezultati koje ¢emo izvesti razlikuju u
slicajevima p=2 1 p# 2.
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Kao 1 u sluéaju jedne prostorne dimenzije, koristi¢emo kraée oznake u slucaju
p=2:
HA — WZAa Hgyﬁ — W;ga Hoz,ﬁ — Wzaﬁ,
lthap),0 = [thap) 20

LEMA 1.2. Neka u € HA(Q), gde je A regularni skup multiindeksa. Ako
(o, B) € TI(A) , tada je

|ulia,s) < Cle, 8,4, Q) - [Jullgacq -

Takode vazi da su norme ||.||ga 1 ||.||ga ekvivalentne ukoliko je A’ skup mul-
tiindeksa koji odgovaraju temenima poligona 1I .

Dokaz: Neka («,3) € TI(A). Tada postoji tacka (as,f33) € I takva da je
as > «, B3 = [ . Poznato je iz teorije interpolacije funkcionalnih prostora [37] da
Jje

[H (05 H (@), (1 HT (@) = HOZ0m00 (1 r0=0mors )

1-6 (4 2 2
lullix sy, < C Al [lully < C1O) - (lullx + [Jully)?.

|a0
(a1, B1)
(o, B) (a3, B3)
(a2, B2)
o 9
Slika 1.3. Tustracija uz dokaz leme.
Odavde mozemo zakljuéiti da je (za s1 = s2 = 0) 1 ag i fy iz definicije

skupa multiindeksa A :
2 2 2 .
|u|<a“0) < Cy(ai, A) - (|u|<070) + |u|(a070))a 1=1,2,3
1, na analogan nacin, da je

|u|(20,ﬁ,) < Cs(fi, A) - (|u|(20,0) + |u|(20,,60))’ 1=1,2,3.
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Poslednje nejednakosti dokaziju neprekidno utapanje
HA — HP(IHO Q) = HEPH Q) i=1,2,3.

Posto je B = B3, a < as takode ée biti [37] HP*(I; H**(Q)) — HP(I; H*(Q2)) .
Zbog toga imamo

HA — HP(I; H*(Q)) = H2(Q)
§to dokazuje prvi deo leme. Iz njega neposredno sledi i drugi deo leme. B

NAPOMENA 2: Lema 2 nam omoguéava da normi u prostorn H4 mozemo dodati
konaé¢an broj polunormi koje odgovaraju tackama zatvorenog skupa Il , pri ¢emu je
dobijena norma ekvivalentna polaznoj. Takode, opet do na ekvivalentnost normi,
mozemo iz norme u H4 iskljuéiti sve polunorme koje ne odgovaraju temenima
poligona II .

NapPOMENA 3: Lema 2 vazi samo za slu¢aj p = 2. U sluéaju p # 2 prvi deo
V]

tvrdenja se moze dokazati samo ako («, 3) € I, dok je drugi deo tacan samo ako
su jedine tacke na A N OIl temena poligona.

Od ovog trenutka u razmatranju prostora H4 podrazumevaéemo, ukoliko nije
drugacije naglaseno, da skup A sadrzi samo temena poligona II. Tada je A =

1(0,0)} U Ay .
LEMA 1.3. Ukoliko (1/2,1/2) € Il tadaje HA — C(Q).

V]
Doxaz: Posto (1/2,1/2) € Il, postoji o > 1/2 takvo da a,a) € II. Kaoiu
dokazu leme 2, bice HA — H(I; H*(Q)). Medutim, HY(I; H*(Q)) — C(Q) za

a > 1/2 ¢ime je lema dokazana. B

NapoMENA 4: U sluc¢aju prostora W;‘ , ekvivalent leme 3 ¢e vaziti ali uz uslov

V]
(1/p,1/p) €I, p # 0. Za p = oo, uslov ée biti da I sadrzi bar jednu unutrasnju
tacku. Ako to nije ispunjeno, tada je samo W2 — L, .

LEMA 1.4. Nekaje e = Q. x€; 1neka je lincarnom transformacijom x = xo+hz ,
t =to+ 7t domen e preslikan na odgovarajuéi E =, x . Ukoliko je u(z,t) =

u(z,t), (z,t)€e, (7,1) € B, tada je

|ﬂ(i‘,t> ha—l/pTﬁ—l/p : |u(x’t)|(oz,ﬁ),p,e .

(o), =
Dokaz: Posto je dokaz elementaran, ne navodimo ga.

LEMA 1.5. Neka je a = (ay,...,an) proizvoljan vektor. Tada je

llall,, < NSO laf], 1< pg < oo
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Dokaz: Primetimo prvo da u lemi oéigledno vazi jednakost u slucaju p = ¢q. Na
osnovu toga je dokazan slucaj p = ¢ =o0. Uslucaju p=o00, ¢ # o0 je

N N
Z |ag|? < Z maX|aZ =N HaH;}oc

i=1

odakle sledi tvrdenje leme u ovom slucaju. Za p # oo, ¢ = oo je

N 1/p
i = (a7 < (Y losk )
i=1

za svako i, pajei [|a|, < ||a||lp . Ostaje da se lema dokaze u slucaju 1< p,q <
oo . Funkcija f(z) = |#|" je konveksna za r > 1, pa je zato

Sl < (iu)

i=1 i=1

U slucaju p < ¢q je zbog toga

Zw - Z () < (Zw) = Jlallf.

§to dokazuje lemu u slucaju p < ¢. Neka je p > ¢. Tada je uz pomoé¢ Holderove
nejednakosti

N N
Dolalt =Y fail? 1
i=1 i=1
N a/p N 1-q/p
<(Tlr) - (X1)
i=1 i=1

= N/a=1/P) | a|jf

c¢ime je dokaz leme zavrien. R

NaPoMENA 5: U prethodnoj lemi jednakost se dostize ili za a« = (1,0,...,0) ili
za a=(1,1,...,1) tako da se navedena ocena ne moze poboljsati.

LEMA 1.6. Neka je u(r) € Wj(Q), s >0, Q= UN,Q; . Tada je

N 1/q
(Z |u|gpﬂ) < N0V 0.
i=1
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Dokaz: U sluéaju da je s celobrojno, lema je direktna posledica prethodne leme.
U slucaju necelobrojnog s =m 46, 0 <8 <1, bi¢e primenom prethodne leme

N 1/p
<Z| |spﬂ) SNmaX{O,l/q—l/p} . <Z|u|€,p,ﬂl)
_ ymax{0,1/g-1/p} | D™ u( D™ u(y)lP de d e
- Z Il‘—yl“”’é B
m pDm 1/p
max{0,1/¢—1/p} . |D ()|
=4 (Z// Il‘—yl“”’é tedy

m pDm 1/p
_ max{0,1/¢—1 |D ()|
_ masd0,1/g=1/n) | (// |x—y|1+p6 da dy

— Nmax{O,l/q—l/p} .

/a

|u|s,p,ﬂ :

NAPOMENA 6: Analogan rezultat vazi i u slucaju Besovskih polunormi.

LEMA 1.7. Neka je @ = Qo x @, Q = U Qpy, @ = U Q. Qij =

Qg ; x ;. Tada je, pod pretpostavkom konacnosti polunormi

(Z (Z [ul{ap.p, Q”)qm) "

j=1

< N;nax{o,l/ql—l/p} .Ntmax{oyl/‘h—l/P} . |u|(oz,ﬁ),p,Q~

Dokaz:

Ny Ng q2/q1N\ 1/42
g1
(Z(Zwkaﬁ),p,Qm) )
i=1 Ni=1
q2/p\ 1/42
SN;naX{O,l/Ql—l/P} <Z<Z| |(oz ). ) )

j=1

1/42
<O (S )
) WyNET s 3
ji=1

Ny 1/p
- N;nax{o,l/ql—l/p} .Ntmax{o,l/(h—l/p} . (Z lu ’(’a ) (e X )
j:l )

< N;nax{o,l/(h—l/p} .Ntmax{O,l/(Jz—l/P} . |u|(a,ﬁ),p,Q~

Ovim je zavrsen dokaz leme. B
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1.3. Funkcije diskretnog argumenta.

Nekasudatemreie op={zilzo=02y=1z;—x;1 =h} 1 &, ={t;|ts =
0ty = T4 j—1 = 7;}. Za funkeciju v definisanu na mrezi Qnr = wp X Wy

uvedimo sledece oznake
vg = v(a:i,tj), Vi = V)pms,, ©)= v|t ti
Vi :( Vig1 — )/h Ufg _(U] _vz 1)/h
Ut,g = (vf"’l - vi)/Tj+1a Uf] = (v} — Ui_ )/Tj )
vpad = (vl_y = 20l 4o )/07 ol =0T
U linearnom prostoru funkcija definisanih na mrezi @, mozemo definisati

sledece skalarne proizvode

N-1 N-1
= Z hu;v; [u,v) = Z hu;v;
i=1 i=0
N N
:Zhuivi, [u, v] :Zhuivi
i=1 i=0

koji generisu odgovarajuce norme

||U||h = (v’v)l/Z’ |[v||h = [Uav)l/za

o]l = (v, a]'*, el = [v,0]'/7.
Operator
Av:{_vm’ r=x;, 1<i<N-1
0, i=0, ¢t=N
je simetri¢an 1 pozitivno definitan operator na prostoru funkcija definisanih na &y
koje su jednake nuliza i =11 i = N (vidi [46]). Zato se mogu uvesti norme

ol = (Ao, )2 = Jlwally o lellgme = (A1, 0)H2.

U prostoru diskretnih funkcija definisanih na Qp, i jednakih nuli za i =0 i

¢t = N mogu se uvesti sledece norme
/2

ol = (Zr] ||v]||h) |

/2

bl = (Z 7 vynh) |

ollo, e = [olla7 >
||v||1,h7 = |[vl‘||h7— ’

10ll5,nr = llvezllnr -
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U radu ¢emo cesto koristiti 1 sledece dobro poznate jednakosti za diskretne

funkeije [46]

(u,v5) = unyony — ugvy — (ugz, v],

(u,v5) = UNUN—1 — UgUp — [Ug, V),

[z, v) = unvN_1 — uovo — (u, vg],
(Uez, V) = Uz NUN — Ugp 0V — [Ugp, V)

1.4. Operatori izgladivanja.

Za funkciju dve promenljive f(x,t) mogu se definisati operatori izgladivanja
usrednjavanja) Steklova
dnj ja) Stekl

1 0
Txf:/ F(x + hs,1)ds, Tff:/ f(z + hs,t)ds,
0 -1

1 0
th:/O fle,t+7s)ds, Ef:/lf(xat—i—TS)dSa

1

T2f = T (T f) = / (1 —|s])f(z + hs,t)ds.

-1

Za ove operatore je poznato da povecavaju glatkost funkeije po promenljivoj po
kojoj se izgladuje. Nije tesko pokazati da ako f € HA(Q), gde je A = {(a;, 3)}
regularan skup multiindeksa, tada f € HA1(Q1) gde je Ay = {(a; + 1,3)} U
{(0,max; 3;)} 1 @1 C @ je podoblast sastavljena od tacaka ¢ije je rastojanje (u
pravcu z —ose) do granice oblasti ) ne manje od h.

Navedeni operatori imaju sledece svojstvo. Ako je u neprekidna funkcija, tada

0%u Ju
Tﬁ (w) = Ugz, Tt(%) = ug.

pri ¢emu se navedeni parcijalni izvodi uzumaju u generalizovanom smislu.

je

1.5. O produzenju funkcija.

Tehnika izvodenja ocena brzine konvergencije diferencijskih shema ponekad
zahteva da se definige produzenje resenja wu(x,?) preko bo¢nih granica « = 0 i
z = 1. To produzenje ne bi trebalo da ima manju glatkost od resenja da bi se
dobile optimalne ocene.
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Razmotri¢emo prvo slucaj funkcija jedne promenljive. Neka w € H?*(0,1).
Definisimo produzenje wu* funkecije w sa (0,1) na (—1,1) na sledeéi naéin
(Hestenes—ovo produzenje, vidi [42])

u(z), x>0

u*(x) = k+l

Zm(-%), z <0
i=1

gde su konstante A; resenja sistema jednaéina
(DA 4+ (=Y de+ -+ () A =1, §=0,1,... k.
Za prvih nekoliko k te konstante su
k=0: A =1
k=1: M =-3 X=4

k=2 A1:6 A22—32 /\3:27
= =-10 Ay =160 A3=—405 Ay =256

e
ws
>

=

[

Neka je k > r. Tada ova produzenja cuvaju polinome stepena < k 1 vazi
||U*||r,(—1,1) < C||U||r,(0,1) )
|U*|w,(—1,1) <o) |U|w,(0,1) , 0 <.

Za neparno produzenje preko granice (koje se dobija za k£ = 0) koje éemo
povremeno koristiti vazi sledeéa

LEMA 1.8. Neka uw € H*(0,1), s > 0. Za neparno produzenje u* funkcije u
preko granice x =0 vazi

e 21,1y < CG) lull g 0,1y
ukoliko je ispunjen jedan od sledecih uslova:
(i) 0<s<1/2,
(i) 1/2<s<5/2, s#3/2 i u(0)=0 ,
(iii) 5/2<s<9/2, s#7/2 i u(0)=u"(0)=0 .

DOKAZ: Funkcija u(z) i njeni izvodi su ili parne ili neparne funkcije. Ako je
proizvoljna funkcija v(z) bilo parna ili neparna tada je

19l1Z 41,1y = 2 110l1Z 0,1 - (L)
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Iz definicije polunormi sa pocetka ove glave se u sluc¢aju da je v(x) parna funkcija
dobija
2 2
[olgec1) S 4l0lgeaony, 0<s<1. (1.2)

Ukoliko je, pak, v(x) neparna funkcija tada je

)+ v xz)]
|U|H( 11)—2|U|H (01)+2/ / |x1—|—x2|1+25 dxydas .

Ukoliko iskoristimo nejednakost

1 1
—25 2 )—9 l’2)] 2
/0 ¢*(x)da < C(s (/ / m i dxldxz-l-/o g () dx)

koja vaziza 0 < s < 1/2, a uz dodatni uslov ¢(0) =0 vaziiza 1/2< s <1, tada
dobijamo da je pod istim pretpostavkama

2 2
|U|Hs(—1,1) < C(s) ||U||Hs(o,1) : (1.3)
Tvrdenje leme je direktna posledica (1.1), (1.2) 1 (1.3). B

U sluéaju funkeije dve promenljive pretpostavimo da je u(z,t) € HA(Q) gde
je @ =(0,1) x (0,1) i A = {(o, )} regularan skup multiindeksa. Na Q; =

(=1,1) x (0,1) definigimo produzenje kao u jednodimenzionom slucaju
u(z,t), x>0
u*(2,1) = ki

S xu(-2,1), z<0
K3
i=1

gde je k izabrano tako da je k > max{a;| (o, 5;) € A}. Za ovako definisano
produzenje vazi

HU*HHA(Ql) < CHUHHA(Q) )
|U*|(a,@)7Q1 < C(a, B) |U|(a7@),Q , (a,8)€A

Za neparno produzenje funkcije wu(x,t) preko granice = 0 lako se izvodi na
analogan nacin kao prethodna lema

LEMA 1.9. Neka u(z,t) € HAQ), A = {(as,3)}. Tada je za neparno

produzenje uw* funkcije u preko granice + =0 1 A; = {(min{s, o}, 5;)}
™ rae (@uy < C) ullgas g

ukoliko je ispunjen jedan od sledecih uslova:

(i) 0<s<1/2,

(i) 1/2<s<5/2, s#3/2, ai £1/2,3/2 i u(0,)=0 ,

(iii) 5/2<5<9/2, s£T/2 , a; #1/2,3/2,5/2,7/2 i u(0,1) = £%(0,4) =0 .
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Glava 2. Postavka problema
i diskretizacija

U radu ¢emo posmatrati parabolicki grani¢ni zadatak sa graniénim uslovima
prve vrste

= _-|-f(x,t), (x,t) €@ =1(0,1) x (0,7,

Pretpostaviéemo, takode, da generalisano resenje ovog zadatka (u smislu dis-
tribucija, vidi [25]) u € HA(Q), gde je A neki regularni skup multiindeksa raz-
matran u prethodnoj glavi. Takode ¢emo, kao specijalne slucajeve, reSenje u pos-
matrati u prostorima H*(Q) i H**/>(Q). Ovaj poslednji prostor je uobicajen
prostor u kojem se posmatra reSenje problema ukoliko nemamo dodatnih informa-
cija o glatkosti funkeije f(z,t) [37]. Posto funkcije f(z,t), a(t), B(t) i u®(z)
posmatramo kao generalisane funkcije (distribucije) ukoliko nisu neprekidne, jasno
je da 1 reSenje problema u ne mora biti neprekidna funkcija.

Za reSavanje grani¢nog zadatka (2.1) koristiéemo diferencijsku shemu

v;:avm—i—(l—a)f;m—l—gog, 0.5<c<1,
)

Vp = aj
5\, b;
?—Ci.

U navedenoj shemi éemo uzeti gol T2T5f(wi,t;) , zatim a; = a(t;), b = B(¢;),
¢; = u®(z;) u sluéaju da je resenje grani¢nog zadatka u neprekidno, a u slucaju
prekidnog redenja a; = Tra(t;), bj = T5B(t;), ¢ = T2u(x;).

Standardnom metodologijom baziranom na razvoju resenja u Tejlorov red do-

bija se (vidi [46]) da je

(h*+71), s>05, ueCy,
(h*+7%), s=05, ueCy.

[l =l

[l =l

0
0

U narednim glavama bice dokazana konvergencija ove sheme pod znatno slabi-
Jim pretpostavkama o glatkosti reSenja u . Pored toga iz apriornih ocena i ocena
brzine konvergencije bice vidljiva i ¢injenica da je implicitna shema (o = 1) sta-
bilnija od ostalih shema sa tezinama o < 1.

15
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Glava 3. Bramble-Hilbertova lema
1 njena uopstenja

Rezultati ove glave imaju presudnu ulogu pri dokazivanju ocena brzina kon-
vergencije diferencijskih shema.

Bramble-Hilbertova lema glasi:
LEMA 3.1 (BRAMBLE-HILBERT,[4]). Neka je F(u) linearan funkcional na pros-

toru W;(D) (1<p<oo, k€D, D jeogranicen domen u RY diametra p ),
koji zadovoljava

() |[Fw)] < C ||u||W;(D) za sve u € W;(D) sa konstantom C' nezavisnom
od piu,i
(2) F(u)=0 zasve p€ Pr_1.
Tada je
|F(u)| < Cp* lulye o)

za sve u € W;(D) sa konstantom C' nezavisnom od p 1 u.

Ova lema, kao sto se vidi, odnosi se samo na izotropne prostore celobrojnog
reda glatkosti, 1 linearne funkcionale. Moguéa su uopstenja ove leme u vise pravaca.
Uopstenje leme za prostore Wps(D) necelobrojnog reda glatkosti omogucava izvo-
denje boljih ocena za zadatke sa nedovoljno glatkim resenjima. Za razliku od
eliptickih graniénih zadataka, gde je prirodno reSenja izucavati u izotropnim pros-
torima, kod parabolickih zadataka prirodnije je koristiti anizotropne prostore.

Uopstenje Bramble-Hilbertove leme za slu¢aj izotropnih necelobrojnih prostora
Soboljeva dato je u [10]. U istom radu razvijena je tehnika koja uopstava Bramble-
Hilbertovu lemu na slu¢aj prostora tipa W;‘ sa celobrojnim multiindeksima.

Naredno uopstenje je Tartarova lema (vidi [7]) koja glasi:

LEMA 3.2 (TARTAR). Nekaje V Banahov prostora Vi , Vo i W tri normirana
vektorska prostora. Neka su A; € L(V;V;),i= 1,2, dva zadana linearna preslika-
vanja, pri ¢emu je preslikavanje Ay kompaktno. Pretpostavimo da postoji takva
konstanta Cy da je

lolly < Co(|[Arelly, + [|A2vlly,) Vv eV.
Na kraju, neka je L € L(V;W) takvo linearno preslikavanje da
vEkerAs = Lv=0.

Tada:

(1) P =ker Ay je kona¢nodimenzioni linearni prostor.

17
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(2) Postoji takva konstanta Cy da je
inf [Jv — p|ly, < C4 ||sz||v2 YoeV.
pEP

(3) Postoji takva konstanta C' da je
[1Lv|ly < C [|Azv]]y, YveV.

Dva uopstenja ove leme omoguci¢e primenu na anizotropne prostore 1 prostore
: A
tipa W

LEMA 3.3. Nekaje V Banahov prostor a V1 1 W dva normirana vektorska pros-
tora. Nekaje A € L(V;V1), kompaktan linearan operator, a Ss : V — R nepreki-
dan sublinearan funkcional (takav da je Sa(au+bv) < |a|Sz(u) +16|S2(v), a,b€
R, w,v €V ). Pretpostavimao da postoji konstanta Cy takva da je

lolly < Co ([[Av]ly, +55(v)) Vo e V.
Na kraju, neka je L € L(V;W) takvo linearno preslikavanje da

vEkerSy = Lv=0.

Tada:

(1) P =ker Sy je kona¢nodimenzioni linearni prostor.
(2) Postoji takva konstanta Cy da je

inf [|v — p|ly, < C1 S2(v) YoeV.
pEP
(3) Postoji takva konstanta C' da je
[|Lv||ly < C S2(v) YveV.

LEMA 3.4. Neka je V Banahov prostor a Vi normiran vektorski prostor. Neka
je A € L(V;V1), kompaktan linearan operator, a 51 : V—R i Sy : V—R
dva neprekidna sublinearna funkcionala (takva da je S;(au + bv) < |a|S;(u) +
[0]S;(v), i=1,2, ab€eR, wu,v €V ). Pretpostavimo da postoji konstanta
Cy takva da je

lvlly < Co([[Avlly, +52(v)) Yo eV.
I neka
v € ker S = S1(v) =0.
Tada:

(1) P =ker Sy je kona¢nodimenzioni linearni prostor.
(2) Postoji takva konstanta Cy da je

inf [|v — p|ly, < C1 S2(v) YoeV.
pEP
(3) Postoji takva konstanta C' da je
S1(v) < C Sa(v) YveV.
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DokAZ LEME 3 1 LEME 4: Posto je lema 3 specijalni slucaj leme 4, dokaz ¢emo
1zvesti za ovu poslednju.

Dokazimo prvo neka svojstva sublinearnih funkcionala. Zamenom a =6 = 0

S(au + bv) < |alS(u) + b]S(v)

dobijamo 5(6) < 0 (gde 0 oznacava nulti element prostora V ). Zamenom
0 b =1 u istu relaciju dobijamo 5(6—1— 6) < 5(6) + 5(6) odakle je

a
neposredno 5(6) > 0 . Uporedujuci sa prethodnim rezultatom, dobijamo

u=v=0,

S(0)=0.

Stavljajuéi b = 0, a = —1 dobijamo S(—u) < S(u) , Yu € V . Smenjujuéi u
ovo] nejednakosti u sa —u dobijamo suprotnu nejednakost, pa mora biti

Dalje, za proizvoljne u,v € V je

S(u) =S(u—v+v) <S(u—v)+S(v)
S(u) — S(v) < S(u—v)
S(v) — S(u) < S(v —u) = S(u—0v)
pa je
1S(0) — ()] < S(u ). (3.1)

Neposredne posledice ove relacije su da je (za v=10)

S(u)>0  YueV (3.2)

S(u) =0 = S(au) =0 YaeR, YueV. (3.3)

Predimo sada na dokaz tvrdenja leme 4.

(1) Skup ker S; je na osnovu (3.2) i (3.3) linearan vektorski prostor. Osim
toga, taj prostor je zatvoren zbog neprekidnosti operatora S». Zbog toga je P
potprostor Banahovog prostora V' |, pa je i sam Banahov prostor. Uoéimo preslika-
vanje

Za v € P vaiile
llvlly < Co [|Av]]y,

§to znaci da je operator A1 E(P) — P ogranicen. Operator [ : P — P |
I=A"1. A I(v)=v je predstavljen kao kompozicija neprekidnog i kompaktnog
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operatora pa je zato 1 sam kompaktan. Medutim, identi¢ki operator je kompaktan
ako 1 samo ako je prostor P konaénodimenzioni.

(2) Neka je {pi}f\;l baza prostora P ,inekaje {f; }N_l baza dualnog prostora
P ”
fi(pi) = i
Prema Hahn—Banach—ovoj teoremi postojace prosirenja f] , j=1,..., N  defin-
isana na V koja e biti linearne neprekidne (ogranicene) forme. Ako je p € P
tada

filp)=0 j=1,...,N
zbog fj(p) = f;(p) moze vaiiti ako i samo ako je p =10 .

Pokazimo da postoji konstanta 7 takva da je
N —
[olly < C1 (Sa(@)+ D 1)) YveV.
ji=1

Kada takva konstanta ne bi postojala, postojao bi niz {vi}?il takav da je

lelly =1
Tim (Sa(0)+ Y1 (w)]) = 0. (3.4)

Posto je {v;} ogranicen niz, a A je kompaktan operator, postoji podniz, ozna¢imo
ga opet sa {v;} , takav da je {Av;} fundamentalan niz. Iz (3.4) neposredno
zakljuéujemo da mora biti (zbog nenegativnosti Sy )

Tlim Sy(vi) =0,

— 00
pa je zbog

o = vally < Co ( Avm = Avally, + Sa(vm = va))
S CO ( ||Avm - AUWHVI + S2(”m) + 52(071))

i {v;} fundamentalan niz. Posto je V' Banahov prostor postoji

lim v; = vg.
T— 00

Zbog neprekidnosti funkcionala S5 je

SQ(UQ) = hHl SZ(UZ') =0 ;

11— 00
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pa je zbog toga vy € P .
1z (3.4) je takode
lim fj(v;)=0 j=1,...,N,

11— 00

a to je moguce samo kada je vg = 0 jer vg € P . Ovo je kontradikcija jer, prema
pretpostavci mora biti
llvolly: = lim lvgl[y, = 1.
— 00

Pronadimo py € P takvo daje fj(v—po)=0,j=1,...,N :
Fi(v) = fi(po) = f; (o)
N —
po=Y_Ffi(v) p;
ji=1

gde je {p;} ranije uvedena baza prostora P . Za takvo py biée
nf [[o = plly < [lv = polly < C1-S(v)
peEP

¢ime je zavren dokaz tvrdenja (2).
(3) Zbog neprekidnosti funkcionala Sy bide
S1(v) < Co ||v]ly YveV.
Dalje je, za p € P

< Si(v—p)
< Cy-flo—plly
1, na kraju

S1(v) < Co - inf [lv = plly < C1 - Cr - S2(v) = C'- 5a(v)
¢ime je kompletiran dokaz leme 3 1 leme 4. B

NAPOMENA: Lema 4 je opstija od prethodnih lema koje se mogu dokazati kao
specijalni slucajevi leme 4. Medutim, iako lema dokazuje egzistenciju konstante
C' koja ne zavisi od funkcije v, sam dokaz nije konstruktivan, tj. ne omogucava
nam da procenimo veli¢inu konstante C'. U ¢lanku [10] dat je konstruktivan dokaz
Bramble—Hilbertove leme za izotropne prostore Soboljeva—Slobodeckog proizvoljnog
pozitivnog realnog reda glatkosti. Takode se na osnovu rezultata iz tog rada moze
proceniti konstanta C' u slué¢aju prostora tipa W;‘ gde A sadrzi iskljuéivo celo-
brojne multiindekse.

Kao neposrednu posledicu dokazane leme pomenuéemo najpre uopstenje Bram-
ble—Hilbertove leme u slucaju necelobrojnog reda glatkosti.
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LEMA 3.5. Neka je n = n(u) ogranicen linearan funkcional na W3 (D) , 1 <
p<oo, s>0. Nekaje s=m+a, meZ, a€(0,1]. Akoje n(u) =0 za sve
u=z'=2V2l xin i, >0,i 4+ -+, <m , tada je

In(u)] < C'lulwsp) -

Slede¢u lemu ¢emo Cesto koristiti u dokazima. I dokaz te leme je neposredna
posledica leme 4.

LEMA 3.6. Neka je n = n(u) ograniéen linearan funkcional na W;‘ , takav da je
n(u) =0 zasve u=2't) | gdesu i,j takvida (i,j) € I . Tadaje

P <C- Y Jull, b,
(oi,8:)EAs

NAPOMENA: lako se termin Bramble-Hilbertova lema, striktno gledano, odnosi na
lemu 1, isti naziv koristicemo 1 za leme 5 1 6 posto su one njena direktna uopstenja.

LEMA 3.7. Neka je n = n(u) ogranifen linearan (ili neprekidan sublinearan)
funkcional na W;‘(Q) ineka («, ) € A . Pretpostavimo:

(1) In(uw)F <C-( |uZ()ayo)yp—|—|u|1()aﬁ)yp—|—|u|i ), gde |ull oznacéava (moguée
i praznu) sumu polunormi |u|1()al Bop takvih daje 5; > 3 1 (o, 5;) € A
(2) Akoje f=m+6, meZ, 6€(0,1] tada n(u) =0 vazi za sve u = z't/
j=0,1,...,m, i€l .
Tada je
P < Cy- (Jall g, + el ).

Dokaz: Ovu lemu ¢emo dokazatl u éetirl koraka.

Korak 1: Akoje n(u) =0 zasve u==z% , j=1,2,...,m, i€ Ny, tada je
nu) =0 zasve u€ P={po(x)+1t-p1(x)+ -+t - pom(x): pi(x) € C[0,1] }
kao posledica neprekidnosti 7 i gustine skupa polinoma u C*°[0,1].

KoRraK 2: Za v(t) € C*°[0,1] uz pomo¢ Bramble-Hilbertove leme lako je pokazati
da je

o
o(t) — (v(O) + ' (0) 4+ -+ w< >(0))‘ < Co(T,m, B,p) - Ivlg 0.y -

KoraK 3: Nekaje a = n+e , n € Z ipretpostavimodaje 0 <e <1 . Sluéaj ¢ =

1 povladi jod jednostavniji dokaz. Naka je u(x,t) € C*(Q), @ = (0,1) x (0,7).
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Definisimo
tm
. 0,1 Y om
w(z,t): =u(z,0)+t- D" u(z,0)+ -+ m!D u(z,0)
tm
= o) (@) bt @) € P,
ui(x,t) 1 = D" u(z,t) € C™(Q),
wi(z,t) 1= D" w(z,t) € P,
v(t; ey, w2) = u(wy, t) — u(xe,t) € C™[0,T) za fiksirane x1, 22,
vi(t; @y, 22) 1 = D"’Ou(xl, )— D"’Ou(xz,t).
Bice

: 14 p
Jof Ju = Pla,o)p < 18— a0y

P
- w1|(€70),p

|u
:///MNW@%%M@MFWW“»ﬂmMm.
xr

| — 9 |1+€P

Za fiksirane x1, xo jJe
£ m)
v1(0, 29, 22) + -+ + U1 (0,21, 22) = wy(w1,t) — wi(wa,t)
pa, primenjujuéi korak 2 imamo

CY - |oi(t; 21, 20) [}
’ 5,(0,T)
;éllfﬂ |U p|(oz 0),p = // / |$1 — |1+€p dl‘ldl‘zdt

=Cct-T- |u|(aﬁ)yp .

KoraK 4: Posto je [u—ply, g, = [tlsp, 1 [u—pl, =|ul, za p€ P, prema
koraku 3 ¢e biti

In(u)|” = inf n(w) — n(p)l”

< inf -p)f

< inf In(u—p)|

<C- mf (|u - p|1()a70)7p + |u— P|Z()a7@)yp + Ju— PK:)
=C ~;21f3 |u — p|1()a70)7p +C- (|U|Z()a7@)yp + |U|Z)

<O (uly p, +1ul?)

Zbog ¢injenice da je skup C'™ (@) svuda gust u prostoru W;‘ , ovim je dokaz leme
zavrsen. i

NaAPOMENA: Ocigledno je da lema 7 vazi 1 u sluc¢aju zamene uloga promenljivih z
it (izamene («,0) sa (0,8) ). Taj rezultat éemo ubuduée koristiti ali ga neemo
navoditi kao posebnu lemu veé éemo se 1 u tom slu¢aju pozivati na lemu 7.
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Glava 4. Apriorne ocene za prvi
granicni zadatak

4.1. Apriorne ocene za parcijalnu jednaéinu.

U ovom odeljku ¢emo dokazati apriorne ocene za paraboli¢ki graniéni zadatak
Ju 82u
o = a0z T,
u(0, ) = u(l,t) 0,
u(z,0) = up(x).

(4.1)

Oznacimo ©Q = (0,1), I = (0,7), @ = Q2 x I. Ako parcijalnu jedna¢inu
2

pomnozimo sa zatim integralimo po @ = (0,1) x (0,7), primenimo parci-

u
Ox?’
jalnu integraciju i nejednakost |ab| < ea? + b%/4¢ | biée:

T 1a 82 T 1 82 5 T 182
u u
0 0 0 0 0 0
T 182
—|—//—ufdxdt,
Ox?
L2(Q) 5 %

C

t R
2 H 9z, Q) H

2

T 1
2
o 1) - e
L2(Q) £ Lo(2) z La() ) x
H ||f||L2(Q)
u 2
se: H —'||f||L2 ,
Ox? La(Q) 4e (@)
L i
0?0~ 2(L—¢) | 9z || q)  e(l—e) 1@
Za ¢ =1/2 biée
H Hauo e (4.2)
L2(Q) 0z |10 L@ '

NAPOMENA: Ova ocena jJe izvedena pod pretpostavkom neprekidnosti, odnosno
dovoljne glatkosti resenja wu(x,t). Isto vazi i za naredne ocene.

25
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Za paraboli¢ki graniéni zadatak

ou 8w Of
ot~ 0x? " dx’
w(0,8) = u(1,1) = 0, (4.3)

u(z,0) = up(x)

apriornu ocenu mozemo dobiti mnozenjem jednaéine sa u 1 nastavljajuéi kao ranije:

1 T 1 T 1
0? f
udr dt = —udxrdt + ——udxdt,
Ox? T
0 00 00

»

<

®|¥

P ~—— g

1 z P T 1 5
(7
51 3 ||L2(Q)dt = _H //f de dt |
20/8 L P R
] T
5 LG DIz ) - 22z at
|40, # 51 DM~ -0 ) - - [
Ju
S
Ox ) Q)
ou |’ 1 5
<g-||l=— _ .
< | o T T Wl
du ’ 1 2 1 9
e < - . ) .
H@x La(Q) 2(1 —¢) H“OHLQ(Q)"‘ﬁ(l_E) ||f||L2(Q)

Za ¢ =1/2 biée

o < llwollZp0 + 11 Zacq) -
Ly

H oz

Na kraju, posmatrajmo graniéni zadatak

o o
ot 9x2  9x2’ A5
u(0,t) = u(1,1) = 0, (4.5)
u(z,0) = up(x)

Za potrebe izvodenja odgovarajuée apriorne ocene dokazimo prvo sledecu lemu.
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LEMA 4.1. Neka je u(x) € L1(0,1). Neka je v(x) takva funkcija da je v"(z) =
w(z), 1 v(0) =v(l) =0. Tada je:

T 1
: - (1- dé — - d
(i) ) = ~(-a) [ eu©d o [ 1-Guede
T 1
33 ! = dé — 1- d
(i) o) = [ euerde- [[a-ouea
1 1

Oy — B d 1y — d

(i) o)== [(a-9uod v = [ cuo

(iv) ||v’(a:)||Lw(Q) <Cp- ||u||Lp(Q) , ukoliko desna norma postoji,
gdeje Co=1zap=1, C,=1/2 za p=oco, Cp, = (2’;;_11)% za 1< p<oo.

Dokaz: Tvrdenja (¢) i (%) se dokazuju neposrednom proverom, a (i) i (iv)
slede neposredno iz (i7). W

Predimo sada na izvodenje apriorne ocene. Neka je v(z,?) takva funkcija
2

da je =— = u, v(0,t) = v(1,2) = 0, &ja je egzistencija obezbedena lemom 1.
r

Pomnozimo jednacinu (4.5) funkcijom v i postupimo kao ranije:

T 1 o Tl T 182

//32 gtvdxdt:// Zvdxdt—i—//—j;vdxdt.
x

00 00 00

T
Ako oznacimo f(0,t) = ao(t), f(1,t) = a1(t), posle dvostruke parcijalne inte-
gracije poslednjeg ¢lana bice

T
_l/éa_v
2 ot || Oz

0

5]

D

2

2
dt = ||u||L2(Q) +

Ly(2)

1
8%
/f@d di —
0

(005200 - a0 5E0.0)) o,

2 v 2
B A -
Ly(Q2) Lo(Q)

:](al(t)g—;(l,t)—ao(t)g—;(o,t)) dt —/T/lfudxdt,

St — s T

2 1 Ov
ol o+ 5 (|5
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1 2

2
||u||L2(Q) D)

ov
\a—x“

La()

T
1 1
</ (wnﬁ s Ol + ool 2= ||u<.,t>||L2<m) dt+
0
+ 1l Loy Il <

1
< == (lollom)+ ol

N

||u||L2(Q) + ||f||L2(Q) ||u||L2(Q) .

Oznacimo sa vg(#) takvu funkciju da je
sada prvo jednostavniji sluéaj kada je ag(t)
nacin izvodenja kao ranije

vy = up, vo(0) = vo(1) = 0. Redimo
= ay(t) = 0. Tada je, koristedi isti

e e
u — | — ,
LaQ) = 9(1—¢) || 9= Ly de(l—¢) La(Q)

i,za ¢ =1/2:

61}0 2
2 2
||u||L2(Q) <\\== + ||f||L2(Q) 5 f0,t) = f(1,4)=0. (4.6)

Ox La(9)

U slu¢aju kada funkcija f(z,?) nije jednaka nuli na granicama imaéemo:

2

2 1 81}0
lullz.0) = 5 | 55

2
< 2eq [Jullz g+
Ly(2)

2 2 2 1 2
o (o m) + ol o) +22 )+ 7 11 oy -

2

1 2
+ +
B e e R
1 2 2
+ g (el + ol )

Za ¢1 =1/6, g5 = 1/2 bide:

2 Jvo
lullz.q) < 3<H37

2
et
ez = =25 =5 | 5=

1 H 81}0

2
+ 112y + lloollz 0. + ||a1IIiQ<O,T>) - (A7)
La(9)
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4.2. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, o =1.
Razmotrimo prvo diferencijsku shemu
U = Ugz + P,
w(0,t) = u(l,£) =0, (4.8)
u(x,0) = u’(x)

Za izvodenje ocena koristi¢emo sledeée poznate rezultate [46]:

(Upz, V) = Uz NUN — Ugp 0V) — [Ug, Vg ),

[ug, v) = unvn — uguvg — (U, vg) .

Takode éemo koristiti nejednakost

(a—b)~a251a2—62b2, 9%} >0, 62(1—61)2

I

koja, za €1 = g2 = 1/2 glasi

(@a—b)-a>—(a® —b%).

N | —

Koristeéi ovu nejednakost, za proizvoljne vektore u 1 v vazi

(u—wv,u) >

[(w, w) = (v, 0)].

NO| —

Pomnozimo jednadinu (4.8) sa ATjuyz 1 sumirajmo po unutrasnjosti mreze:

Z utauxx = ||uxx||h7- +ZT] Soauxx)a

j=1 j=1

M

M
=D 7ilter ) = Nuwsllhr + D 70, ues),

ji= ji=1

—_

(l
|
(=
=
8
<
g
<
8
~—
|
()=
N
~~
5
<
8
8|
~—

2
ezl

IN
|

2 2
tasllyr = 52, u2) < €lluaslly, + " el -

Uzimajuéi € = 1/2 dokazali smo sledeéu lemu.
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LEMA 4.2. Za resenje diferencijske sheme (4.8) vazi apriorna ocena
2 2
lwwzllyr < ualls + el -
Razmotrimo sada diferencijsku shemu

Uy = Ugg + LrE

u(0,1) = u(l,1) = 0,
u(z,0) = u’(z).

Mnozenjem jednadine (4.9) sa h7rju 1 sumiranjem dobijamo

M
g g T] Ugpz, U + g T] Prz,U),
j=1 ji=1
M M M
ZTJ [ue, ur) = ZTJ ZT] [ Us),
j=1 ji=1 ji=1

1
2
[ |lfr < 5(“ u”) + llpellp, ey,
< Sl + & e, + 1 Nl
=9 ht de ht
Uzimajuéi ¢ = 1/2 dokazali smo narednu lemu.

LEMA 4.3. Za resenje diferencijske sheme (4.9) vazi apriorna ocena

2 2
|[Ux||h7 < HUOH%L + |[§0x||h7 .

Za 1zvodenje sledece ocene potrebni su nam neki pomoéni rezultati:

(4.9)

LEMA 4.4. Nekaje 0=zxog <1< - <ay=1, l‘H_l—l‘Z'IhiI'UQIUNIO.

Ako je vez = u, vg = vy = 0. Tada je

i—1 N-1
(Z) U(l‘z) = —(1 — l‘l) thxkuk — Ty Z hk(l — xk)uk s
k=1 k=i

i—1 N-1
(ZZ) Uf(l‘l) = thxkuk — Z hk(l — xk)uk s
k=1 k=1

N-1 N-—

—

(i) hi(1 — ap)uy vp(rN) = hrpzrug,
k=1 k=

—_

(iv) max |vg ()] < Cp - fullg,,  pell,od].

Dokaz: Dokaz leme se svodi na neposrednu proveru (¢) i (é) i primenu (i) u

dokazu (ééd) 1 (iv). W
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LEMA 4.5. Nekaje 0=zxog< a1 < - <any=1, l‘H_l—l‘Z'IhiI'UQIUNIO.
Ako je vpz = pp, vo = vy = 0. Tada je

7 N
(1) (i) =Y hioapr — w0 Y b
k=1 k=1

N
(ii) valwi) = pi — C = pii — Y ha_1ptx
k=1

(iii) max|o(@)] < Gy - llly,,  pellod.

Doxaz: Dokaz je opet elementaran i slican dokazu prethodne leme. R

Radi dobijanja sledeée apriorne ocene oznaéimo ag(t) = ¢(0,t), a1(t) =
¢(1,t). Neka je v takva funkcija da za svako fiksirano ¢t = ¢; vazl vz = u,
vo = vy = 0. Tada, mnozeéi jednacinu (4.9) sa h7jv 1 sumiranjem dobijamo:

M M M
> Ti(earv) = Y Ti(ter, 0) + D 7i($en,v)
ji=1 ji=1

.
1
-

M M M
- E Tj[vxfa Ux) = g Tj( g T Soxavx s
j=1 ji=1 j=1

M M M
1
52 Vo, Ue) = [0, 02)) > [lully, + D 7(0, vae) + D 75000 — PNz N) |
j=1 ji=1 ji=1
M
2 1 ;
lulliy = 5002, 02) < Nellar Mullay + > 7 Collao(t)] + loa(t)]) - [l
ji=1

1, na potpuno isti nacin kao u sluéaju apriorne ocene za parcijalnu jednacinu, do-
bijamo sledeéi rezultat:

LEMA 4.6. Za resenje diferencijske sheme (4.9) vazi sledeéa apriorna ocena
2 2 2 2
lullir < € (valls + [l + lleoll + [lanll7) |
gde je ap(t;) = goo, ai(t;) = gog\,, Vpg = U, vé = vg\, = 0. Ukoliko je ap(t;) =

a1 0, tada je
( ) J 2 012 2
ully, < lvelli + el -
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U procesu 1zvodenja ocene brzine konvergencije diferencijske sheme bice nam
potrebna 1 apriorna ocena za shemu

=0, (4.10)

Primetimo prvo da shema ne zavisi od graniénih vrednosti funkcije . Ako
dodefinisemo ¢} =% =0, j=1,..., M, apriorne ocene se neposredno dobijaju
primenjujudi prethodne leme na funkciju u—1 . Malo je komplikovaniji slu¢aj kada
su ¢ = Bo(t;), ¥ = Ai(t;) razliciti od nule. U tom sluéaju razmotrimo shemu

% = folt;) (4.11)
l‘,O)IUO(l‘). )

Predstavimo ¢ = 91 + 5, gde je ¥ = Fo(t;) + zi(F1(¢;) — fo(t;)) = (1 —
2i)Bo(ty) + xifi(ly) . Tada je o = (1 = 2)fo; + 21z, 1 Yor = Si(t) = fo(t) -

Predstavimo 1 reSenje kao zbir w = u; 4+ us gde su u; 1 us reSenja shema

UrF = Uizg + P17, UsT = Uazz + Yo,
ul(O,t):ul(l,t)ZO, Uz(O,t)IUQ(l,t)IO,
uy(z,0) = u’(z), us(z,0) =0

Posto je ¢1(0,t) = ¢1(1,t) = 0, bide, primenjujuéi lemu 3 na funkciju w; — ¢y :

[utelln, < C ([’ = 217 + [[Y1ell;, )
<O (e’ =v° — (1= 2)85 — 2B|I7 + [1Boll2 + 18112) -
Biée 1 ) )
|[U2x||h7 <C ||1/’2f||h7
< C([1Bogl2 + 1B1ell? ) -

Kombinujuéi ocene za w; 1 us dobijamo ocenu za funkciju u. Sve ove rezultate
sumiracemo u sledeéoj lemi.

LEMA 4.7. Za resenje diferencijske sheme (4.10) vaZe apriorne ocene:
. 2 2 2
(1) oz lly, < luglls + lleeally, + v,

2 2 2 2
Juesllyr + el < C (bl + leaslli, + 1l ) -

(ii)  Ukoliko je ¥} = Bo(t;), ¥ = Bu(t;), tada je
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[ually, < C([lu®—¢° = (1= )85 — 23 + [Welr, + el +
2 2 2 2
+ ||60||T + ||60||T + ||60f||7’ + ||61f||7’ ) .
(#ii)  Ukoliko je v} = 4% = 0 tada je
luellny < CClu® =401 + [Wallh, + loallr, ) -

(iv) Ukoliko je 1/)6 = f\, =01 goé = w(t;), gog\, = a1 (t;) tada je
2 2 2 2 2
Julli, < C (" = ° (3= + i, + leollz +lloallz ++ ¥l )

4.3. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, ¢; > ¢ > 1

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom 7; i promenljivom
teZinom o; > o > % :

ur = Ojtes + (1 — 0j)lez + ¢, O']ZO'>%, t=t;,
w(0,%) = u(l,t) =0, (4.12)
u(z,0) = u’(x)

MnozZenjem jednadine sa hTjuyz 1 sumiranjem po mreZi dobijamo:

M M M M
g Tj(ufa uxf) = g T O'j(uxfa uxx + g T] 1 - U] Uz, axf + g T] ®, uxx )
j=1 j j=1 j=1

S 5 Ctae, o) + 51~ 211 <

M
Z (1- UJ [(tez, tez) + (toz, tez)] + |2 [|uez ]y,

Ugf”%ﬂ'

(1 — 0'1)7'1 ||
2

2 1 1 2
O'HUfohT 2|[ x”h (1_0) 2||ul‘f||h7+

2 1 2
+ e l|uz(ly, + de el -

Uzimajuéi ¢ = 0 — % dobijamo sledeé¢u ocenu:
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LEMA 4.8. Za diferencijsku shemu (4.12) vazi apriorna ocena

2 1 Loope, A=a)m o o 1 2
[tzellhr < o1 §|[Ux||h + fllumllh + o—1) ellhr ) -

Razmotrimo sada shemu:

ufzo']uxf‘i‘(l_o'])axf‘i‘@xxa 0']20'>5a t:t],
w(0,%) = u(l,t) =0, (4.13)
u(x,0) = u’(x)

Pomnozimo (4.13) sa h7ju 1isumirajmo po mrezi:
M M M

S oriluiu) =Y 0i(uer,uw) + > 1i(1— 0) (e, u) + D 7 (Per, u)

j=1 ji=1 j j

M M M
= —ZTjO’j[Ux,Ux) — ZTj(l — Uj)[ax,ux) — ZTj[SDx,Ux)~

j=1 ji=1

Kao i u prethodnoj oceni, zbog o; >0, 1 —0; <1—0, bice

2 1 1 2 (1 — 0'1)7'1
7 el — S < (1= )22 e, + ST )
2 1 2
+ & |[uell,, + 1z el -
Za sledeéu lemu dovoljno je uzeti ¢ = o — % .
LEMA 4.9. Za diferencijsku shemu (4.13) vazi apriorna ocena
2 1 Looge , (L= g0 1 2
Uy < ——| 2l + ————u,llz + ————— = .
sl < 2 (IR + S R+ g el
Na kraju, radi dobijanja ocene u ||.||,, normi, neka je goé = ap(t;) 1 gog\, =
J J J =

a1(t;), ineka je v} takva diskretna funkcija da je v
egzistencija 1 osobine date su u lemi 4.

s =vy =01 vzz = u. Njena

Pomnozimo jednaéinu (4.13) sa h7jv 1 sumirajmo po mrezi:

M M M M

D ri(veenv) = Y705 (tez, v) + > (1= 05) (e, v) + > 7z, v)
, = .

j=1 ji=1 ji=1
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M M M
—eraj[vx;,vx) IZT]'O']'(U,U —1—27'] 1 —oj)(u,u)+
j=1 j=1 j=1

M M
+ZTJ -I-ZT] (Pove0 — PNVzN),
j=1 =

ji=1

1 M o Mo
2 ~ o~
ol — S8 < (=) > D)+ (1 - ) 30 D)+

j=1 ji=2
(1=0op)r M
—o)n . .
+ f(UO,UO)Jr el ullny +C D7 (led] + [ad ) llu- )]l -
=1

Posle dvostruke primene ¢ —nejednakosti dobijamo

2 1 1 (1—0’1)7’1 0112 1 2
< - - - J—
llly < s (I8RO + o el +

CZ 2 2
+ 1., Uleollz +lleall2) )

gde je Cy = %—I— O(h), Cz < 1. Uzimajuéi g1 = £2C5 = (0 — %)/2 dobijamo

sledeé¢u lemu:

LEMA 4.10. Za redenje diferencijske sheme (4.13) vazi sledeéa apriorna ocena sa
konstantom C' nezavisnom od u 1 o

C

2

full, < = (Tl + (1= onpmllel +
2

C
+
o —

2 2 2
(Il + ool + flall?) ).
2

Ukoliko je O‘o = ozl =0, tada je

C 1 (1—0 )T 1
2 012 )7 02 2

< — | = NS 2] + —— e .
||u||h7 - - 1 ( 2|[Ux||h 9 ||U ||h 4(0_ %) || ||hT)

2

Na potpuno isti na¢in kao kod dokazivanja leme 7 moguce je kori§éenjem lema
8, 91 10 dobiti apriorne ocene za zadatak:

Uy = 0j xx+(1_0'])uxx+§0xx+1/)ta U]'ZO'>%’ t:t]',

u(0,2) = u(1,4) =0, (4.14)
u(z,0) = u’(z).
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LEMA 4.11. Za diferencijsku shemu (4.14) vaze sledele apriorne ocene
(%) Vazi

C
2 2
e+l < =5 (IR + (1= el +
2
L lewall?, + el )
o — 1 Pezllpr tllhr :
2

i Ukoliko je 14 = 4%, = 0 tada je
0 N

1

el < 21l + (IIU0 =+ (L= o) mll(u” = ¢%)alli +

1
2

1
Lol + el + (= omlle2IR) ).

2

(ii1)  Ukoliko je v = Bo(t;), ¥ = Bi(t;), tada je

C
ol < = (1 = 00 + (1= 2058 + 221 +
2

(L= on)mlud — 60+ 5 — ﬁSIIi)Jr

C
te—oe ( leelly, + [l + (1= o)l + 87 + ﬁglli) +
2

C
T ﬁ(nﬁoni B+ Bl + mni) |
C=

(iv)  Ukoliko je 1/)6 = f\, =0, goé = w(t;), gog\, = a1 (t;) tada je

C
1 (HUO = A + (L= o)mflu’ - WI%) +

2

2
[l <

1 2 2 2 2
+m(nwnm+||¢||h7+<1—m>n||w||i+||ao||7+||a1||f .
2

NAPOMENA: Kao §to se iz apriornih ocena vidi, za shemu sa (promenljivim) tezina-
ma o; > 0 > % apriorne ocene se razlikuju od apriornih ocena za ¢ = 1 u dva
glavna momenta. Prvo, uoéljiv je faktor (o — %)_1 koji ogranicava primenu ocena
samo za o > % , pri ¢emu odgovarajuéa konstanta moze biti daleko veca nego u

oceni za implicitnu shemu (¢ = 1). Drugo, razlikuje se zavisnost apriorne ocene od
pocetnog uslova 1 grani¢nih uslova. Medutim, ako je prvi korak u shemi implicitan
(o1 = 1), tada je ta zavisnost ista kao kod implicitne sheme.
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. . .. 1—¢)h2
4.4. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, ¢; > 0. = % — % .

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom 7; i promenljivom

.. . 1-¢)h®
teZinom o; > 0., gde je 0. = % ~ £ 457)

T=0jups + (1 —0j)lwz + ¢, o;>0., t=t;,

w(0,t) = u(l,£) =0, (4.15)
u(z,0) = u’(z).

Napomenimo da se za ¢ = 1 dobija tezina o = % koja daje poznatu simetricnu

Crank—Nicolson—ovu shemu koja na glatkim refenjima ima vecu tacnost od shema
sa tezinom o > % .

, €>0, 7 =max7; :

U

Primetimo prvo da, ukoliko obelezimo Au = —ugz, diferencijsku shemu 1z
(4.15) mozemo zapisati u pogodnijem obliku za dalju analizu [46] :
ur+ (0 — 1/2)1jAus + 1/2A(u+ @) = ¢ (4.16)

Mnozenjem ove jednagdine sa 2h7; Aug 1 sumiranjem po prostornoj promenljivoj
dobija se

27 (ur, Aug) +2(o; — 1/2) 2(Aug, Aug) + (A(u+a), A(u—1u)) = 275 (@, Aug) (4.17)
Poznato je [46] da je za proizvoljno y uz uslov yo = yny =0 :
(Ay,y) = llyell
Ay +9), (v = 9)) = lwellr — 5117
. . 2 . 2 .
(Ay + ), Ay = 9)) = llwwally — (eallz = [1Agll; = (1A
4 2
lyell7, < e llyll5
Il + (o5 = 1/2)7 [l > € 1wl
Na osnovu ovih ocena prva dva sabirka u (4.17) nisu manja od 27; |[ux;||i pa
je
2 2 .
27j¢ |[uorlly, + 1Aully — [IAGll; < 275(p, Aug)
= 275 [r, Uy7) + 2TjP0UT o — 2T PN UZE N

2 75 2
< 275¢ I[ulelh + 2—] [0l + 27 potter,o — 27N UzE N

HAuHh < HA Hh |[§0x”h + 27—] PolUgio — QTjSDNUff,N~ (4~18)

LEMA 4.12. Ukoliko je goé = gog\, =01 1<p< oo, tada za diferencijsku shemu
(4.15) vazi apriorna ocena

(S haull)™ < cQnclly + 22 )
Jjz1

sa uobicajenom modifikacijom za p = co .
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DOKAZ: Za goé = gog\, =0 iz (4.18) se dobija
2 . 75 2
Il < AR+ 2

Sumiranjem po vremenskim slojevima se dobija
1w < APl + o D2 lieh
k=1
< 1AWl + o ol
- 2¢ T

Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j , 1z nje se neposredno dobija
iskaz leme. B

LEMA 4.13. Nekaje o1 =1 ili ul = u} i u%_, = u% . Ako oznaé¢imo o’ = go{ ,
=g ., j>1,1akoje a® =a', p® =3 tada za diferencijsku shemu (4.15)
vazl apriorna ocena

1
[Aully, < CIAW, + 7 [allnr + el + 1811, + lledll, + 1161, ) -

DOKAZ: Posto u shemi (4.15) ucestvuju vrednosti desne strane ¢ samo u unu-
trasnjim &vorovima, dodefinigimo prvo ¢ = ol 1 < i < N -1, goé = go{,
gog\, = gog\,_l , 7 > 0. Uz ove pretpostavke je polazeé¢i od jedne od prethodnih
relacija

2 2 .
27j€ [[ugill, + [1Aull, — IAall; < 27(p, Aug)
= 27 [, Upp) + 2TjQUer o — 27 BUzg N
= 275 (e, Uy7) + 20Uy 0 — 28004 0 — 27 A7l 0
— QBU@N + QBany + 27']'6{1257]\7 .
Sumiranjem po j > 1 1 primenjujuéi € —nejednakost dobijamo
1
2 2 2
2¢ [l + [1Au™ (17 = AWl < 2¢ ffwslly, + 5 el
+ QOzMuJXO — 2a0u270 -2 erat—aw
jz1
— 2pMuMy + 280 v + 2 7 Biia N
jz1

1
[[AwM7 = [[Au]f < o lpalln, + 20wty — 2% o =2 it o
i>1
— QBMUJ%{N + 2 OU%N + QZT]ﬂ;a@N .
i>1
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Koristedi rezultate leme 4.4 dalje je

1
= [lpelln, +2C2 (I |+ 18" )| Au |,

A M2 _ A 02 <
A = lAaTlh < o
+205 Y 7 (Jar] + 18 [[Aw ||
Jjz2
<i|[ ||2 +4C AuM |2 Cs M2 M (2
hS Pz, ser||AuM |5 + —=(lo™ > + 18Y]%)
2¢ 261

C

2 2 2 2

+ 405 [[Aull,, + E(H%HT +115l17) -
MnozZenjem nejednakosti sa 7; 1 sumiranjem po j > 1 dobijamo

T
[ Aull, = TlACE < % [z llnr +4Ca(e1 + Te) || Aulfy,

Cz 2 2 CZT 2 2
+ o= ez + 11815 ) + 5= (lledllz + (1817 ) -
2eq 2e9

Uzimajuéi dovoljno malo &1 i €9, recimo za 4Cs(g1 + Te2) = 0.5 dobijamo

IAul, < (1A + 1 [ew i, + lall? + 1817 + llaell? + 1136017 )
¢ime je lema dokazana. B
LEMA 4.14. Za diferencijsku shemu (4.15) vazi apriorna ocena
(S ulh) ™ < Ol + 2 el
i>1
sa uobicajenom modifikacijom za p = co .

DOKAZ: Mnozenjem jednaéine (4.16) sa 2h7jur 1 sumiranjem po prostornoj pro-
menljivoj dobijamo

2 2 2 -
275 ([Juglly + (05 — 1/2)75 [uwilly ) + luelly = [ell; + 275 (0, ug)

2 2 . 2 75 2
275 [fually, + lluwlly — [0l < 2mefurlly, + 52 el -
Sumirajuéi po vremenskoj promenljivo] dobijamo
. 1
[ < Nl + 5= 37 I

k=1

1
< IR + e liel?,
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Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j iz nje se neposredno dobija
iskaz leme. B

Razmotrimo sada diferencijsku shemu
ur = Ojtes + (1 — 0)les + oz, 0;>0., t=t;,
w(0,t) = u(l,£) =0, (4.19)
u(x,0) = u’(x).

LEMA 4.15. Za diferencijsku shemu (4.19) vazi apriorna ocena

(ZTJ ||P)1 <C(||u0||h+\/—|[30x”h-r)

Jjz1

sa uobicajenom modifikacijom za p = co .

DOKAZ: Shemu (4.19) mozemo zapisati u obliku

ur+ (o5 — 1/2) 15 Aug + 1/2A(u + @) = ¢oz -
Ako je vpz = u, vé = vj'\, = 0 tada mnoZenjem jednacine sa 2h7;jvy 1 sumiranjem
po prostornoj promenljlvoj dobijamo

275 (vept, v7) + 2(05 — 1/2) (Aut, vr) + (A(u + @), v — ) = 275 (paz, v7),
=275 ([vor, vot) + (05 — 1/2)75 (Vowt, Vo) ) — ully + ]l = 275 (s, ve),

2 2 .
275€ [vwelly + [ully = llallz = =27 (¢ws, ve)
= 2Tj [gpl‘a vxf)
<275 |[pell) verl,
2 | T 2
< 27je [vgelly, + 2_] eIy,
2
. . T 9
117 < Mlalli + 52 lleells -
Sumirajuéi po vremenskoj promenljivo] dobijamo
. 1 J 5
1117 < el + 52 > 7 lleeln
k=1
<02 4 L 2
< lull; + % lpoll, -
Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j, iz nje direktno sledi iskaz
leme. B
I, na kraju, za shemu
ur = OjUupz + (1 — 0j)lipz + 207, 05> 0., t=t;,
w(0,%) = u(l,t) =0, (4.20)
u(x,0) = u’(x)

vazl
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LEMA 4.16. Za diferencijsku shemu (4.20) vazi apriorna ocena

(i)™ < O+ S oelhe)

i>1
sa uobicajenom modifikacijom za p = co .

DOKAZ: Ako primetimo da je zbog homogenih grani¢nih uslova ||u||, < C'|[uzll;
tada se tvrdenje ove leme dobija primenom leme 15sa ¢ =0 1leme 14 sa ¢ = ¥5.
|
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Glava 5. Implicitna shema, o =1

Posto ¢emo u dokazima teziti da maksimalno oslabimo uslove glatkosti resenja
parcijalne jednacine, zasad ne¢emo pominjati kojim funkcionalnim prostorima pri-
pada resenje. Takode, ograni¢icemo se na ekvidistantnu mrezu po prostoru i vre-
menu sa koracima h 1 7.

5.1. Konvergencija u ||.||2,» normi.

Za ocenu brzine konvergencije u ovoj normi pretpostavimo zasad da je resenje
u parcijalne jednacine neprekidno. Kasnije ¢e iz rezultata proizaéi da je to prirodna
pretpostavka za konvergenciju u ovoj normi.

Posto je u mneprekidna funkcija, jedinstveno su definisane njene vrednosti u
svakoj tacki, pa je prirodno definisati gresku z = u—wv , gde je v diskretno resenje
diferencijske sheme

Vf = Ve +ET5fa

v(0,1) = a(t),

o(1L.1) = A1), ol
v(z,0) = u’(x)

Greska z ce biti reSenje diferencijske sheme

Zf:'zxf‘i‘spr‘i"l/)fa
20,6) = =(1,1) = 0, (5.2)
z(x,0) =0,

gde je gog = (Tru — u)f , 1/)5 = (u— Tﬁu)i . Prema lemi 4.7 dovoljno je oceniti
lpzzllny 1 1eellnr -

Preslikajmo prvo domen e;; = {(2,%) : #j_1 < & < #i41, tj_1 <t <t} na
E={@"t):—1<2'" <1, =1 <t <0} linearnim preslikavanjem x = z; + ha',
t=1t; + 7t'. Tada ¢e biti

Ppal = % (/_0 [W/(=1,s)—2u'(0, )+ u/(1,5)] ds —

—[w/'(=1,0) — 24/(0,0) + (1, 0)]) ,

ot = (w00 - w0, 01- [ 0110~ s, -11as),

1

gde je u'(z',t') = u(x,t). Vrednosti ovih funkcionala na funkcijama oblika ' =
z't) date su u prilogu.

43
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Pretpostavimo da u € W;‘ , A =1(0,0),(e,0),(0,8), (e, )} gde je 1/p <
a <2, 1/p< B < 1. Na osnovu rezultata izvedenih u poglavlju o funkcionalnim
prostorima jasno je da W;‘ — (' paje

) 8 C
Poail < 73 W lle < 45 W lwace) »

; 4 C
< S]], < = .
[Weil < —ll'lle < —llu'llwace
Zmnadi, funkcionali gprg 1 1/)# su ogranifeni na prostoru W;‘(E). Primenjujuéi
prvo lemu 3.6 a potom dva puta lemu 3.7 zaklju¢ujemo da je

ire ©

|Peail < 2310 | p)0.E
. C

W{yﬂ < . |u/|(a,ﬁ),P7E :

Posle vracanja originalnih promenljivih dobijamo

; C
J -1/p._p—-1/
|30M,i| < h2 he=br : |u|(a,ﬁ),p,€u' ’

: . _
|1/’f,g| < ?ha oy |u|(a,ﬁ),p,€u‘ ’

Posle sumiranja, koriste¢i lemu 1.7 sa ¢; = g2 = 2 dobijamo

[ pasllyy < (NoNp)mex{L/2=Up 0k o=t p=241 20 P= L0402 gy o

@—2z—max b —max b (53)
= Chem om0 /=12 pomexOAp=1 2y
Na isti na¢in dobijamo 1
||1/)f||h7- < Choz—max{o,l/p—1/2}Tﬁ—1—max{0,1/p—1/2} |u|(a,ﬁ),p,Q ) (54)

U specijalnom slu¢aju p = 2 dobijamo sledec¢u teoremu:

TEOREMA 5.1. Neka resenje jednacine (2.1) pripada prostoru Hgl’ﬁl(Q) N
HSQ’ﬁQ(Q), a; € (1/2,2], 5; € (1/2,1]. Ako je v reSenje diferencijske sheme
(1) tada je

= vl pr < CROT27 ] o 5, 0 + CRU2 T2 ulo, 5,) -

DOKAZ: Ova teorema neposredno sledi iz apriorne ocene 4.7 i nejednakosti (3) i

(4). w

U sluéaju da je funkcija f(z,f) u jednacini ((2.1)) podjednako glatka po
promenljivim x 1 f, prirodno je reSenje jednacine i1zucavati u prostorima tipa
Wps’s/z = W;‘l , A1 ={(0,0),(s,0),(0,s/2)}. Ograni¢imo se opet na slucaj p = 2,
u kojem mozemo koristiti brojne rezultate teorije interpolacije funkcionalnih pros-
tora.
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TEOREMA 5.2. Neka u, resenje problema (2.1), pripada anizotropnom prostoru
H*I*(Q), 2 < s <4. Ukoliko je v resenje problema (1) tada je

lu—vlly,, = O(h* ™24 7072/ 3<s<4.

Ukoliko je Ciy7 < h” < Cs7t, r>0,1 6 >0 proizvoljno mali broj tada je:

lu = vy, = O(h=2= =22y, r<2, 2<s<3,
Ju=vlly 5, = O(B7?), r=2 2<s<3,
Ju=vlly 5, = O(B7?), r>92 25<s5<3,
= vllypy = O(rC=2/20=2/4r=0) 59 9 <5 <25,

DOKAZ: Primetimo prvo da je H*®*/% — Hg’ﬁ ukoliko je a/s+25/s < 1, tj.
a+20<s.

U slucaju 3 < s < 4 moZemo uzeti o1 = 2, fo =1, as = s—2 > 1/2
/1 =(s—2)/2>1/2 i direktno primeniti teoremu 5.1.

Uslucaju 2.5 < s <3 uzeemo ay = 1/24¢, 1 = (s—1/2—¢)/2, as =52,
G2 =1, gde je ¢ proizvoljno mali broj.

U slucaju 2 < s < 2.5 mozemo uzeti oy = 1/24+¢, f1 =(s—1/2—¢1)/2,
Bo=1/24¢e9, as=s5—1—2¢5, gdesu &1 i €3 proizvoljno mali brojevi.

U poslednja dva slu¢aja posle primene teoreme 5.1 u oceni preostaju negativni
stepeni od h 1 7. Za r = 2,1 r > 2, s > 2.5 opet direktno dobijamo opti-
malne ocene (bez 8). U ostalim slu¢ajevima posle smene 7 ~ A" u oceni ostaje
proizvoljno mali pozitivni broj 8 koji prouzrokuje suboptimalne ocene. B

5.2. Konvergencija u ||.[|o,» normi.

Posto ¢emo izucavati konvergenciju u ||.||o,n» normi i za refenja koja nisu
neprekidna, vrednosti funkcije u u pojedinaénim tackama vise nisu korektno defi-
nisane. Na primer, u cesto sretanom slué¢aju prekidnih, deo po deo glatkih, pocetnih
ili graniénih uslova nije jasno u shemi (5.1) koje vrednosti uzeti u tactkama prekida,
ili blizu tih tacaka. Zbog toga, umesto diferencijske sheme (5.1) posmatrajmo
shemu

F= Vizs —I—Tthf( t),
v1(0,1) = Tra(t)
vi(L,t) = TeB(t)
(

vi(,0) = Tﬁ ().

U1

(5.5)

Diferencijska shema (5.5) je korektno definisana ¢ak i u slu¢aju da «(t), 8(t) €
H*, s> —1/2 i up € H*, s > —3/2. Ovaj poslednji prostor sadrzi, na primer,
Dirakova 6 funkciju (tj. distribuciju).
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Posto nema smisla uporedivati resenje sheme (5.5) sa vrednostima resenja u
u slucaju kada u nije neprekidna funkeija, gresku ¢emo definisati kao

z=Tu—wv,
gde je
Tru=Tru, t>0, Tru="T:2u, t=0. (5.6)

Na ovaj nacin su jednoznacno definisane vrednosti Tru na diskretnoj mrezi za
veoma Siroku klasu reSenja. Naime, vazi

LEMA 5.1. Ukoliko uw € H*v*2 | 51,59 > 1/2, tada Tyu, T2u € C'.

DOKAZ: Neka u € H*®2 . Tada se lako moze pokazati na osnovu osobina ope-
ratora usrednjenja 77 i 72 da Tru € HA1 | Ay = {(0,0), (s1,0), (s1,1),(0,s9+1)}
ida T?u € H? | Ay = {(0,0),(s1 +2,0),(0,s2),(2,52)} pa, posto odgovarajuéi
poligoni sadrze (1/2,1/2) kao unutrasnju tacku, zakljucak sledi iz leme 1.3. B

Za gresku definisanu na ovaj nacin vazice

0,8) = 2(1,¢) =0, (5.7)

Oznaéimo 1/)5 = Tgu — T2y . O¢igledno je ¥? = 0. Posto se 1/)6 1 1/)5\,
ne pojavljuju u shemi mozemo ih dodefinisati da budu nula. Tada, na osnovu
apriornih ocena u lemi 4.7, dovoljno je samo oceniti ||#]|,, -

Preslikajmo domen e;; = {(z,%) : #j_1 < 2 < @pq1, tj—1 <t < ¢;} na
E={t):—=1<2'"<1, =1 <t <0} linearnim preslikavanjem = = z; + ha' |
t=1t; + 7t'. Tadaje, uz u(z,t) = v'(2',¢'):

4 :/0 u/(o,s)ds_/_llu_|5|)u’(5,0)d5.

-1

Zbog ulaganja H®t «— (', s1 > 1/2 bide

0
‘ / u'(0,5)ds
-1

< sup

z!

0
/ u'(2',s)ds
-1

< CSUP [Ju'(2, ~)||L2(—1,0)
xr

<C ||U/||L2((—1,0);H81(—1,1)) :

Na isti nacin je 1

< O 1wl greage1,00500(=1,1)) -

‘/_1 (1 — |s|)u/(s,0) ds

1
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sto znacl da je funkcional 1/)5 ogranifen na prostoru Hél’O(E) N H‘%’SQ(E) =
Hevs2(E) .

Funkcional 1/)5 se anulira za o' =1 1 v’ = & (vidi prilog). Zbog toga, pod
pretpostavkom s; < 2, s5 < 1, upotrebom Bramble—Hilbertove leme dobijamo
] [P < O (') I
< O s 00,8 + 100,02, 2)

C 2 2
< \/E< |u|(sl,0),e,j + |u|(0782),€”‘> :

Sumiranjem po mrezi i primenom leme 1.7 dobijamo na kraju

[¥llo,nr < COR Ul 01,0+ 772 1ul0,00),0 ) -
Primenom apriorne ocene iz leme 4.7 neposredno sledi

TEOREMA 5.3. Neka resenje u problema (2.1) pripada prostoru H*°2(Q),
gdeje 1/2 < s1 <2, 1/2 < s2 < 1. Ako je vy redenje diferencijske sheme (5.5)
tada je

1 Tew = villg pr < CR* Juley, 0,0+ CT% Julg 4).0 -

Mada nam ova teorema daje brzinu konvergencije diferencijske sheme (5.5) ¢ak
1 kada resenje u nije neprekidno, korisno je znati u sluéaju neprekidnog resenja
koja je brzina konvergencije sheme (5.5) ili sheme (5.1) ka resenju u a ne ka Tru.

LEMA 5.2. Neka u€ HS3PNH2  inekaje sy >1/2, 1/2<s:<1, 0<a<
s1, 0< 3 < sy, auslucaju (o —s1)(F—52)Z0 1 a+3—2af > s1+ 53— 25182 .
Tada je

1T5u =l < CT°2 Julg 5,0 + CROT* [l g o), 0 + OB 77 Jul(y, 5y -

DOKAZ: Uslov ao+ 8 —2af > s1+ s2 — 2s152 obezbeduje da (1/2,1/2) € 19[ 1.
da je Hél’ﬁ N HY** < C'. Primetimo (vidi prilog) da se funkcional ¢ = Tru —u ,
koji je linearan ogranic¢en funkcional, anulira za v’ = x*, i = 0,1,2,... . Koristeéi
poznatu tehniku kao u teoremi 5.3, dokaz jednostavno sledi posle primene Bramble—
Hilbertove leme i1 leme 3.7. R

Neposredna posledica leme 5.2 1 teoreme 5.3 je

TEOREMA 5.4. Neka resenje problema (2.1), u € Hél’ﬁﬂHS’SQ , /2 < s <2,
1/2 <85 <1, 0 < o <51, 0< f < 59, auslucaju (o —s1)(f—s2) 0 i
a+ B —2a8 > sy + sy — 25182 . Tada je

lu = villo p, = O(Rt 4 7°2)

gde je vy diskretno resenje sheme (5.5).
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Na kraju, ispitajmo konvergenciju sheme (5.1) ka neprekidnim resenjima. Gre-
gka z = u — v ¢e zadovoljavati (5.2) sa

pl=(Tru—wl, 1<i<N-1, j>1,
Wl =(u—Tu), 1<i<N-1, j>1.

7
Dodefinigimo ¥? =0, 1/)6 = f\, = 0. Na osnovu apriorne ocene u lemi 4.7 vidimo
da je dovoljno oceniti [|¢||,, , ¥/l 5 lleoll, 1 |lenl], - Pritome, ocenu za ||¢||,,
ve¢ imamo u lemi 5.2. Za ocenu norme funkcionala ¢ primetimo da se on anulira
na funkcijama v’ = # i v’ = 2t/ | j =0,1,2,... (vidi prilog). Istom tehnikom
kao ranije, uz primenu Bramble—Hilbertove leme 1 leme 3.7 dokazuje se

LEMA 5.3. Neka u€ HSPNH2®  inekaje 1/2< s <2, s5>1/2, 0<a<
s1, 0< 3 < sy, auslucaju (o —s1)(F—52)Z0 1 a+3—2af > s1+ 53— 25182 .
Tada je

lu =Tl ,, < O ul, 0y, + Ch T Jul, 5.0 + CRUT ul o o) g -

Preostala dva funkcionala deluju samo na graniéne uslove. Posto je resenje
zadatka (2.1) neprekidno po pretpostavci, takvi moraju biti i grani¢ni uslovi «(t) i
B(t) . Pretpostavimo da «(t), 3(t) € H**(0,T), gde je s3 > 1/2. Napomenimo da
s moze biti dovoljno veliko (> 1) a da tragovi u(zg,t) za fiksirane vrednosti x
imaju manju glatkost, uzrokovanu osobinama funkcije f(z,t) ili pocetnog uslova.
Tako je, o¢igledno, u slu¢aju homogenih graniénih uslova. Jednostavnom primenom
Bramble—Hilbertove tehnike za 1/2 < s3 <1 se pokazuje da je

1(Tru = w)lo=oll, < CT%* ey, o m)
posto se odgovarajuci funkcional anulira na konstantama. Analogan rezultat vazi 1

za drugi funkcional, odnosno drugi graniéni uslov.

Uz apriornu ocenu iz leme 4.7, lemu 5.2 1 lemu 5.3, ovim smo dokazali slede¢u
teoremu.

TEOREMA 5.5. Neka resenje problema (2.1), u € Hél’ﬁ N HS®?, a graniéni
uslovi «, 8 € H*3(0,T). Neka je dalje, 1/2 < s1 <2, 1/2<s, <1, 1/2<s3<
1, 0<a<s, 0<f8<sy,auslutaju (o« —s1)(—52)#0 1 a+3—2a8 >
$1 4 s2 — 28182 . Ako je v redenje diferencijske sheme (5.1) tada je

lluw = vllg pr < CP°H [l 0y,0 + Ch*1r” [l py,0 + CRET ul g oy 0+
O'rs2 |U|(0,52),Q + Crss <|a|53,(0,T) =+ |O‘|53,(0,T)) .
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5.3. Konvergencija u ||.||1 » normi.

Razmotrimo prvo slu¢aj kada je refenje u problema (2.1) neprekidno, a za-
datak resavamo shemom (5.1). Greska ée tada zadovoljavati shemu (5.2) za koju
su apriorne ocene date u lemi 4.7. Te ocene se bitno razlikuju u zavisnosti od toga
da li je ¢/ = 0 na granicama ili nije. Grani¢ne vrednosti ¥ ne uéestvuju ni na
koji nac¢in u shemi (5.1) pa imamo slobodu da ih sami definigemo.

Najpre resimo jednostavniji deo posla, ocenu &lana |[¢q|,, . Kao i ranije,
preslikajmo domen e;; = [#;, ;41] % [tj-1,%;] naskup E = [0, 1]x[—1,0] linearnim
preslikavajnem = = z; + ha', t =1t; +7t' . Ako je u/(2',t') = u(x,t) bide

¢ = %(/0 [w/(1,5) —u'(0,5)]ds — [«/(1,0) _u'(o,o)]) :

-1

LEMA 5.4. Neka u € HS'P N HE*  gdeje 1/2< 51, 1/2<s5<1,0<a,
0< B <sy,auslucaju (o —s1)(f—s2)#0 1 a4+ 5 —2a8 > s1 + s2 — 25182 .
Tada je

[allyy < CHTI7 Jul iy, 5) @ + CROTIT Jul g oy g + OB T 2 Ul ) o
gde je o = min{a, 1}.

DOKAZ: Iz uslovaleme da je a+5—2af8 > s1+s2—2s1s2 uslucaju (a—s1)(5—
59) # 0 obezbedeno je da H#A = Hél’ﬁ N HS’52 — (' pa je zato ¢, ogranien
linearan funkcional na tom prostoru. Iz priloga se vidi da se funkcional ¢, anulira
za u=2",1>01iu=1t,j>0. Iz napomene 2 u poglavlju o funkcionalnim
prostorima proizilazi da, ukoliko je « > 1, mozemo normi prostora H#4 dodati
polunormu | . |(1751) pri cemu je novodobijena norma ekvivalentna polaznoj. Ako
na ovako modifikovanu normu primenimo Bramble—Hilbertovu lemu i lemu 3.7 posle
sumiranja po mrezi ¢emo dobiti navedeni rezultat. B

Sa funkcionalom 1, situacija je komplikovanija jer taj funkcional nema jed-
noznaénu reprezentaciju u prigranic¢nim c¢vorovima. Razmotrimo prvo nesporni
slucaj kada je 1 <i < N — 2. Tada funkcional ima reprezentaciju

1

vl = 3 (W00 = 0] [ -+ 5.0) ~ (5. 0]ds)  (58)

-1

gde je opet w'(x',t") = w(x,t), © = x; + ha', t = t; + 7t', a domen e;; =
(2i—1,@i42) X (tj—1,%;) je preslikan na E = (—1,2) x (—1,0).

Pretpostavimo sada da u € Hél’ﬁ N HS’SQ, a < 5 <3, < sy 1daje
navedeni prostor neprekidno ulozen u C'. To nam omogucuje da zakljuéimo da
je 1ty ogranifen linearan funkcional na tom prostoru. Iz dodatka se vidi da se
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funkcional anulira za « = x'¢/ | i =0,1,2, j > 0. Primenom Bramble-Hilbertove
leme i leme 3.7 dobijamo da jeza 1 <i< N —2:

[0, 1 < Ch T |, 0y, + CRO T W, gy + CROT 2 W )

1, posle vra¢anja na originalne promenljive

C
Vhr

|1/)x,‘z| S (hSI_l |u|(51,0),€,j +h81_17—ﬁ |U|(slﬁ)7€”, _|_h05—17-52 |u|(a752),€,j) : (59)

Situacija sa prigrani¢nim évorovima je drugacija. Razmotrimo slucaj 7 = 0
(sluéaj i = N—1 seresava na analogan nac¢in). Razlikovaéemo dva slucaja: 7 = 0
1 ¢ # 0. U prvom slu¢aju apriorna ocena 4.7 je jednostavnija, ali je reprezentacija
funkcionala drugacija:

(v/(1,0) — /_ (1—1]s)u/(1+s,0)ds) .

1

> =

J_
1/)1',0 -

Iz dodatka vidimo da se ovaj funkcional anulira na istim funkcijama kao prethodni,
osimza u' = z?. Zbog toga ¢e u ovom sluéaju rezultat (5.9) vaziti uz uslov s; < 2
(umesto s; < 3).

U slu¢aju da je za redenje u zadatka (2.1) stvarno s; < 2 ovo ne predstavlja
nikakvo ogranicenje i vazi ocena (5.9) i u slucaju graniénih évorova. Razmotrimo
slucaj kada je 2 < 57 < 3. Neka je tada 3 > 0 takav broj da se tacka (2,7)
nalazi na poligonalnoj liniji odredenoj tackama (s1,0), (s1,5), (@, s2), (0,s2)
(tj. na granici 9T odgovarajuée poligonalne oblasti koja karakterige funkcionalni
prostor Hél’ﬁ N HS’52 ). Ocigledno ¢ée vaziti Hél’ﬁ N HS’52 — Hé’ﬁl N HSI’S2 pri
¢emu je of = min{a,2}.

U grani¢nim évorovima ée biti (za i =1, i=N —2):

|’l/)x (h |U|(270)781j + hTﬁ |u|(2,ﬁ'),€zj + he —17_82 |u|(a’752)7e,j) .

; C

< —=
T Vhr
Sumiranjem ¢emo dobiti

[Yellp, < CA™ |U|(sl,0),Q +Ch P |U|(sl,@),Q + Choiree |U|(a,52),Q
+ Cht? ful g iy + CRY 7% fu + Chluliygy. (5.10)

|(oz’,52),*
gde smo sa [ulcy 5) . = |tlia, 5 0,20)x(0,0) 1k, 5),1-20,1)x 0,7y 0znACili 2bir po-

lunormi u prigraniénim oblastima. U slucaju da je s; > 2 mogude je jo§ jedno
poboljsanje ocene. Naime, poznato je da je [42]:

||U||L2(o,h) < C(h,e) ||U||Hs(o,1)
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gde je
Che, 0<e<1/2,
C(h,e) =< ChY?|Inh|, e=1/2,
Ch'/?, e>1/2.

Koristecovu prigraniénu ocenu za funkcije jedne nezavisne promenljive, mogude je
jednostavno u na8em slucaju dokazati da je

Ju Ha
u = —_—
(2,0),(0,2h)x(0,T) 027 || 0o o)
62
< C(h,e) p)
o le,0),Q

< C(h,9) (uliz00 + oo o)

ukoliko su navedene norme konac¢ne. U slu¢aju s; > 2 koristi¢emo ovu nejednakost
za € = s; — 2 1 primeniéemo je na poslednji ¢élan u (5.10). Preostale polunorme
u prigrani¢nim oblastima oceni¢emo i1stim polunormama u celoj oblasti @, ¢ime
smo dokazali sledecu lemu.

LEMA 5.5. Neka u € HP NHE*  gdeje a < 51 <3, 1/2< 52, § < 52,
a+—2af > s1+s2—2s182 uslucaju (a—s1)(f—s2) #0, o = min{e,2} 1
Jje takvo da (2,8') leZi na poligonalnoj liniji odredenoj tackama (s1,0), (s1,0),
(o, 82), (0,82). Tada je

el < CHRY luls, 01,0+ CH 172 [ul ) @ + CHE 17 [l o)

+Cht? July gy g + CH* 712 Jul o o 0

gde je
hsl_l, 51 < 2.5,
f(Ry =< h'¥|nh|, s =25,
hl's, 51> 2.5.

Iz ove leme je vidljivo da u slucaju s; > 2.5 dolazi do smanjenja brzine
konvergencije u odnosu na maksimalno oc¢ekivanu. Zbog ovoga je primenom ovih
ocena nemogucde dobiti konvergenciju brzu od O(h'®) u .||, ,, normi éak i u
slu¢aju dovoljno glatkog resenja wu . 7

U nekim specijalnim slué¢ajevima je moguce dokazati 1 brzu konvergenciju. U
tim slu¢ajevima ¢emo uzimati u obzir neprekidna produzenja u(x,t) resenja u(z,t)
preko granica x =01 2z =1.

Najpre, razmotrimo neparno produzenje u(x,t) funkcije u(x,t) preko boénih
granica. Tada je

ﬂ( ) u(0,1) — u(xz,1), 0<ze<1,
1,t) —u(l —x,t), 0<z<l.
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Na ovaj naéin je definisana neprekidna funkcija na oblasti @ = (—1,2) x (0,7).
Pretpostavimo da u € Hsl’ﬁ(Q) N HS’SQ(G) , tj. da neparno produzenje ima istu
glatkost kao 1 reSenje u na oblasti Q).

LEMA 5.6. Ukoliko postoji produzenje u € Hél’ﬁ N HS’52 reSenja zadatka u,
tada je, pod uslovima prethodne leme

Wl < OBl )0, + OB T 7 a5 g, + CROT T2 il ) 0,

gde je Qp = (=h,1+h)x(0,T), a funkcional v, ima reprezentaciju (5.8) u svim
¢vorovima, ukljuc¢ujuéi i graniéne (sa @ umesto u u reprezentaciji).

DOKAZ: Ocene funkcionala v, su potpuno iste u sluéaju unutrasnjih évorova
kao u prethodnoj lemi posto se tu ove funkcije poklapaju. Za grani¢ne ¢vorove
i=01i= N seopet koristi ista reprezentacija (5.8) sa produzenjem u(z,t). R

Poslednja navedena lema vazi u slucaju bilo kakvog prosirenja «. Medutim,
ako je to produzenje jo$ 1 neparno, tada je

b= u(0,;) — (T20)(0,1;) = 0

pa mozemo koristiti jednostavniju apriornu ocenu. U opstem slu¢aju neparno

produzenje u(z,t) nee pripadati prostoru Hsl’ﬁ(Q) za s; > 2.5, medutim, u

nekim specijalnim sluéajevima je to ispunjeno. Jedan od takvih slucajeva je 1

slucaj homogenih granic¢nih uslova («(t) = 5(¢) = 0) kada je bilo f(z,t) = 0 za

=0, x =1, gde je f(x,t) glatka u blizini granica, bilo f(z,t) = 0 u nekoj
24

2
i “(1,t) = 0 sto

okolini granica = 0, # = 1. U oba slucaja je g +—(0,t) = E)

omogudéava dokazivanje vece glatkosti produzenja u .

Drugu moguénost pobolj§anja ocena iz leme b za slucaj s; > 2.5 predstavlja
koriséenje komplikovanije apriorne ocene 4.7. Pri tome pretpostavljamo da je blizu
granice refenje u problema (2.1) glade nego unutar oblasti. Pretpostavimo da u €
Wpsyl‘ﬁ” u oblastima (0,8;) x (0,7), (1 —=8;,1)x(0,T) gde je é; proizvoljno mala
fiksirana vrednost. Koristeéi standardno (Hestensovo) produzenje preko granice
dobijamo @ € I/Vsl’s2 u oblastima Qo = (—é5,6,) X (0,7) 1 @1 = (1 —é,,1+
8z) x (0,T).

LEMA 5.7. Neka u € Wsl’s2(0 8:) x (0,T), 1/2 < 51 <2, 1/2 < 53 < 1,
2 < p < oo. Neka je dalje u standardno produzenje preko granice x = 0 koje

¢uva glatkost funkcije u , i é = (u—T?u)(0,t;). Tada je

1(0)ell, < CR= Pt al oy
DOKAZ: Na isti nacin kao kod izvodenja ocena u ||. ||, normi dobiéemo da je

[0l < Ottt

52),p,€05
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Sumirajuéi ove ¢lanove, uz upotrebu leme 1.6 dobi¢emo za p > 2

1/2
ol = (X oot

J
s1-1/p _sa—1/p—1+1/2 1/2-1/p |-
< Ch Pr P (1/7) p|u|(sly

52),9,Qo
_ -1/ —1-
= Ch™ free |u|(51,52)yP7Q0 )
¢ime je lema dokazana. B
LEMA 5.8. Pod pretpostavkama leme 7 je
j —1/p |5 -1 -
||1/){)||T < Ch™ /v |u|(51,0)7P7Q0 +Ch* [P |u|(51,sz)ypro :

DOKAZ: Uz ¢injenicu da je ovoga puta

] < Cho =Pl + Chm M= )

0),p,€05 52),p,€05

dokaz se 1zvodi na isti nacin kao u prethodnoj lemi. W

LEMA 5.9. Ako u € WPSVESQ(QO), 1/2 <51 <2, 1/2< 5, <1, 2<p< 0
tada je

Ih)ellz + 1wl < (Ch#=Hrreat lelly iz ) -
DOKAZ: Ova lema je posledica prethodne dve leme 1 ¢injenice da je
llyy e @uy < Cllullysso,5)x0,m)

§to je osobina produzenja funkcije. B

U slucaju da redenje problema (2.1) u € W;ly’é , 1/2 < 51 < 2 tada pomoéu
leme 9 zakljucujemo da se navedena dva ¢lana ponagaju kao O(h°'). U slucaju
daje 55 = 2 (tj. da % € Lo u okolini granica) dobijamo optimalnu brzinu
konvergencije O(h?).

Za kompletiranje ocena konvergencije neophodno je jo$ ispitati 1 oceniti ¢lan

[12° = 4% + (1= 2)yg + 2wy ||n < 112° = ¢l + max{yg, v}

gde je u® = u%(z;) poéetni uslov, z =u—v, 22 =0, ¢ = u— T?u. Posto je
20 — 9% = —u + T2u" | za ocenu ée nam biti potrebna sledeéa
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LEMA 5.10. Neka u® € W3(0,1), 1/p<s<2. Tada je

|u® — T2, < ChemadOLP=1/ 20 .

DOKAZ: Uslov s > 1/p obezbeduje da W, — €' pa je prema tome funkcional
1
p=1(0)~ [ (1= lshu'(s)ds
-1

ograni¢en na W;(—1,1). Funkcional se anuliraza u’ =1 i u’ = x. Uvodedi sli¢na
preslikavanja kao ranije 1 koriste¢i Bramble—Hilbertovu lemu zakljuéujemo da je

|(U0 - T5U0)2| S Chs_l/p|u0|sypy(@'z—1,l‘z+1) .

Posle sumiranja, uz koriscenje leme 1.6, neposredno sledi dokaz ove leme. B

LEMA 5.11. Ukoliko u® € W2 (0,8, )NWZ2 (1—6,,1) za s > 0,1 &, proizvoljno

malo, tada je

maX{1/)8, ’l/)?\f} S Ch? max{|u0|s,oo,(0,6,_)a |u0|s,oo,(1—6z,1)} .

DOKAZ: Primetimo da funkcional ] deluje na produzenje u(z,t) funkcije
u(z,t). Medutim, posto funkciju w(z,?) produzavamo preko granice z = 0 po
pravcima ¢ = const. to ée se u(x,0) poklopiti sa standardnim produzenjem u°
istog reda. To drugim reéima znaéi da funkcional

gzuo—Tﬁuo

zavisi samo od pocetnog uslova. Primenom leme 10 i osobine neprekidnog produ-
zenja je
|1/)8| < Chs|a0|s,oo,(—h,h)
< Ch s 00,(=s,,60)
< Rl c0,0,60)
Slu¢aj granice # =1 se reava na isti nacin. i

Primenimo dobijene rezultate u specijalnom sluéaju kada u € HSVS/Z(Q) .

TEOREMA 5.6. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**/>(Q), 1.5 < s < 4. Ako

Jje v diskretno resenje diferencijske sheme (5.1) tada je

(i)za 1.5 <s <2, Cy7 <h" < Cyr i § proizvoljno malo

lu=vlly j, = ORTIZCTIE0 e <2
= 0(h*™1), r>2,
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(i) za 2 < s <25
llu=lly py = O(h* ™" 4 757 D/2)

(i) za s = 2.5
||U - v||17h7 — O(hl'sln |h| + 7_0.75) ’

(iv) za 25 < s <3
lu—=olly pr = O(A® 4 771/%)

(v)za 3 <s<4
= oll 1 = OS2 4 =172

DOKAZ: Ukoliko u € H**/?(Q) tada (vidi [37]) u’(x) = u(x,0) € H*=*(0,1), i

mozemo primeniti lemu 10 za s > 1.5.

(i) U ovom slucaju je H**/? — Hé—1—25,1/2+a N Hé’o za proizvoljno malo €. Ako
definisemo da je ) = ¢}y = 0 dokaz neposredno sledi primenom leme 4, leme 5,

leme 10 1 apriorne ocene 4.7.

(ii) U ovom sluéaju dokaz je isti kao u (i) uz ¢injenicu da je sada H**/? —
1,(s=1)/2 $,0

il NHSC.

(iii) i (iv) U ovim slucajevima dokaz isto neposredno sledi primenom leme 4, leme

5 i apriorne ocene 4.7 kao u (ii). Suboptimalna brzina konvergencije je rezultat
ogranienja leme 5.

(v) Ovaj rezultat je posledica teorije interpolacije. Naime, vazi [41]:

Izllnr < Cllzllo pr - Nzllope)

U nagem slucaju, za s > 3 je [Ju—vl||,,, = O(h* + 7), a prema teoremi 2 je
= tlly 5y = O =2 4 70-2/7)  m

. . _o. . —1-2¢,1/2
NAPOMENA: Svi rezultati teoreme 6 vaze i u slu¢aju da u € Hé S1/2te Hé’o

kada je s <2, odnosno u € Hé’(s_l)/z N Hé’o za §> 2.

TEOREMA 5.7. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**/%(Q), 2.5 < s <3 i neka
Jje pored toga za prigrani¢ne oblasti Qg = (0,6,) % (0,T) 1 @1 = (1—=6,,1)x(0,7)
u€ WG (Qo) NWLE(Q1) gde je 1/2 < 51 <2. Tada je

= vl e = O~ 4 70D g o).

DOKAZ: Za dokaz ¢emo koristiti lemu 9 sa p = oo, s; = 1. Takode, iz
teorije funkcionalnih prostora imamo da je u’(z) € W21(0,68,) N W2i(1 — &, 1)
§to omogudéava primenu leme 11. Koristeéi komplikovaniju apriornu ocenu u lemi
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4.7 dobijamo iskaz teoreme posle primene leme 4, leme 6, leme 9, leme 10 1 leme
1. m

Ovim smo praktiéno zavrdili ispitivanje konvergencije u ||.|[|; ,, normi u
:
slucaju neprekidnih resenja.

U sluéaju da redenje u zadatka (2.1) nije neprekidno, recimo ako w €
H**/*(Q) za s < 1.5 (bez dodatnih informacija) greska nije vise korektno defi-
nisana, a 1 nije jasno koje vrednosti pocetnih 1 graniénih uslova uzeti u okolini
eventualnih prekida. Zbog toga ¢emo, kao 1 u sluéaju ispitivanja konvergencije u
I -1lg », normi definisati gresku kao z = Tru—v; gde je vy diskretno resenje difer-

encijske sheme (5.5), a operator usrednjavanja T: je definisan sa (5.6). Prema lemi
1, greska z je korektno definisana ukoliko v € H*v*2(Q), s1,s2 > 1/2. Greska z
¢e zadovoljavati diferencijsku shemu (5.7). Oznadimo ¢ = Tgu — T2u . Otigledno
je ¥ =0, 1/)5 =Tru—T2u, 1 <i<N-—1,j>0. Vrednosti é 1 1/)§V ne
u¢estvuju u shemi (5.5) pa ¢emo ih dodefinisati nulom radi upotrebe jednostavnije
apriorne ocene.

Posle linearne transformacije « = »; + ha', t =1, + 7t', u'(
kojom smo domen e;; = (#;_1, Ziy2) X (tj_1,1;) preslikalina £ =
bieza 1<i< N —2

o 0 1
ol = 7 (/ [W'(1,s) — u'(0,5)]ds — / (1 — s/ (14 5,0) — u'(s,0)] ds) .

-1 1

l‘/, /):u ’ )’
(_ ,2)><(—1,0)

Iz dodatka se vidi da se ovaj funkcional anulira za o =t/ j >0 i v = «z,
w' = 2%, Ukoliko uw € HEP MHS* 1/2 <5 <3, 1/2<s:<1,0<a<
min{l,s;}, 0 <3 < ss, poznatom tehnikom dobijamo da je

; C
I < ——
W“"ﬁ

U prigrani¢nim ¢vorovima reprezentacija funkcionala ¢, je drugadija. Za
¢t = 0, na primer, je

eh= % (/Ol[u/(l,s)] ds—/_ll(l — |s|)[/(1 + s, 0)] ds) .

(hsl_l [uler 0),0 TR TIT Nuly, gy ey + AU |“|<a,s2>,e,j) :

Ovaj funkcional se anuliraza ' =1 i v/ = 2 (vidi dodatak), pa je zato za s; < 2

j ¢ 81— 81—
|1/)x,6| < ﬁ(h o |u|(51,0),euj +hoie? |u|(81,ﬁ)7eoj T

+ o lpse |U|(a,sz),€0j + i |U|(0’82)’€Dj) .

Primenimo dobijene rezultate na sluéaj a = =0, 1/2<s1 <2, 1/2<sy3 < 1.
Tada je
(12l = Oh* 4 h™152).

Neposrednom primenom leme 4.7 dobijamo slede¢u teoremu.
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TEOREMA 5.8. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H>*/*(Q), 1 < s < 2. Ako je
vy redenje diferencijske sheme (5.5) tada je uz uslov Ci7 < h"™ < Cor

(hr/77h), r<2,
(h*™1), r>2.

||EU - Ul”l,hr =

0
0

Ovim smo zavrsili detaljno ispitivanje greske diferencijske sheme sa tezinom
c=1.
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Glava 6. Shema sa tezinama o; > o > 1/2

Kao 1 u prethodnoj glavi, ograni¢i¢emo se na ekvidistantnu mrezu po prostoru
1 vremenu, sa koracima h 1 7.

Zadatak (2.1) éemo resavati diferencijskom shemom

:O'jvxf"i'(l_o'j){}xf +ETﬁfa t:tja

v(0,1) = a(t),
o(L1) = B(0). oy
v(z,0) = u’(x)

u slu¢aju da je redenje granicnog zadatka (2.1) neprekidno, odnosno

1- O'j){}le + ETﬁfa

(6.2)

u sluéaju da resenje nije neprekidno.

Za kompletiranje diferencijske sheme (6.2) potrebno je jos definisati vrednosti
pocetnog uslova u krajnjim tackama. Naime, posto redenje nije neprekidno (a ¢esto
je prekidno bag i samo u tim tackama) nije o¢igledno koje vrednosti uzeti u krajnjim
tackama: da li uzeti neko usrednjenje pocetnog uslova, usrednjenje grani¢nog uslova
ili kombinaciju ova dva.

Ukoliko je prvi korak u shemi implicitan, o7 = 1, izbor poéetnog uslova u
krajevima nije bitan posto se ne koristi u shemi, a1 odgovarajuéi ¢lanovi u apriornoj
oceni se anuliraju.

Ukoliko je 07 < 1 tada mozemo trazene vrednosti dobiti na sledeéi naéin.
Produzimo najpre refenje u preko granica = 0 1 ¢ = 1, a zatim uzmimo
vy = T2a%(0), v,& = T2a%1), gde je u® dobijeno navedenim produzenjem
pocetnog uslova u®(z) .

Sledeéa moguénost je da za vrednosti u uglovima uzmemo usrednjenje grani-
¢nih uslova po vremenu: v,§ = Ty (0), vy,> = T35(0) .

Na kraju, ukoliko je resenje neprekidno u okolini tacaka (0,0) i (1,0), tada
za vrednosti u krajnjim tackama mozemo uzeti bas taéne vrednosti reSenja u tim
tackama.

Gresku diferencijskih shema ¢emo definisati na isti nacin kao u prethodnoj
glavi: z = v — v za shemu (6.1) i 21 = Tiu — vy za shemu (6.2). Greske ée
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zadovoljavati diferencijske sheme

st = 05205 + (1 — 0) iz + (Tiu — oju — (1 — 05))0z + (v — Tﬁu);,
0,t)==2(1,t) =0, (6.3)

217 = 052108 + (1 — 05) 10z + (Tru — oju — (1 — 0) 8oz + (u — Tﬁu) ,
= (10 =0, (6.4)

=+

Primetimo prvo da, u slu¢aju neprekidnog redenja i diferencijske sheme (6.1),
funkcional ¥ = u — T2u je identi¢an funkcionalu za sluéaj implicitne sheme (o =
1), a funkcional ¢ = Tju — oju — (1 — 0;)u se anulira na istim polinomima kao
funkcional Tju — u. Zbog toga e zavisnost ocena za gresku od funkcionala ¢ 1
© biti identiéna kao u sluc¢aju implicitne sheme. Za ove funkcionale ¢e vaziti ocene
(5.3), (5.4), lema 5.3, lema 5.4, lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema 5.8, lema 5.9,
lema 5.11.

6.1. Konvergencija u || .||z, normi.

Kao §to smo veé¢ pomenuli, za funkcionale
o=Tu—oju—(l—o0j)a (6.5)

Y =u—Tu (6.6)

vaje ocene (5.3) 1 (5.4). Posto je zY = 0, na osnovu apriorne ocene (lema 4.11)
vazice

TEOREMA 6.1. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hgl’ﬁl(Q) N HSQ’ﬁQ(Q), o €
(1/2,2], 5; € (1/2,1], i =1,2 ineka je v redenje diferencijske sheme (6.1). Tada
je
¢ a1—2 51 ag . fFa—1
llu = vll5 5, < ) (h T ul o, g0 T AT |U|(a2,ﬁ2),Q) '

TEOREMA 6.2. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H>*/*(Q), 2 < s < 4. Ako je
v redenje diferencijske sheme (6.1) tada je
(i) Za 3<s<4

l[u = vlly 5, = O(R ™% 4 710721%)
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(ii) Ukoliko je Cy7 < h" < Cor, r >0 iako je & >0 proizvoljno malo

=l p, = O(h* =27 C7)/2=8), r<?2, 2<s<3,
= 0(h*7?), r=2, 2<s<3,
= 0(h*7?), r>2, 25<s<3,
_ O(T(s—Z)/Z—(r—Z)/élr—é)’ r>2, 2<s<25.

NAPOMENA: Dokazi teorema 6.11 6.2 su skoro identi¢ni dokazima teorema 5.115.2.
Jedina razlika je §to se u ocenama pojavljuje faktor (o —1/2)(=1) koji je ogranicen
pa ne moze uticati na brzinu konvergencije, ali za vrednosti ¢ bliske 1/2 moze
dati bitno vecu konstantu u ocenama u odnosu na odgovarajuéu konstantu u oceni
za implicitnu shemu (o =1).

6.2. Konvergencija u ||.||o,5- normi.

Ka o i u poglavlju 5.2. za implicitnu shemu, poénimo ispitivanjem greske
z1 = Tgu — vy gde je vy resenje diferencijske sheme (6.2). Greska z; ¢e zadovo-
ljavati shemu (6.4). Napomenimo da je u slu¢aju ¢vorova koji nisu na pocetnom
vremenskom sloju, j > 0, Tgu = Tru, a u sluéaju pocéetnog vremenskog sloja
Tru = T2u . Definigimo

W =Tru—T2u, (6.7)
¢ = Tru— o Tibu — (1 — o) Tibia = (1 — 0 )(Tru — Tri) . (6.8)

Za j=0 bide ¥ =0,aza j >0 ¢ = Tru—T?u. Ovaj funkcional je ispitan u
poglavlju 5.2. 1 za njega vazi

LEMA 6.1. Nekaje ue H*»*2(Q), 1/2<s1 <2, 1/2< 52 < 1. Tada je
I Teu — Tullg , < C(h* sy 00,0 + 77 ulio 0),0) -
Posto je Zl,? =01 ¢ =0 iz apriorne ocene 4.11 se vidi da je dovoljno oceniti

jos samo [l » llaoll, i flal,

LEMA 6.2. Nekaje ue H*»%2(Q), 1/2<s1 <2, 1/2< 52 < 1. Tada je

(1= o) (Tyu = Tri)lo e < CCA* July, 0.0 + 7 ulo,5,),0) -
DOKAZ: Razmotrimo prvo slucaj j > 1. Tada je
= (1—0j)(Tru - Tyit).

Linearnom transformacijom ¢ = t;_14+7t', = x;+ha’ oblast e;; = (j_1, 2i41) ¥
(tj—2,t;) se preslikava na E = (—1,1) x (=1,1). Tada je za u(z,t) = u'(2',t’)

¢l =(1-0j) (/01 U’(O,s)ds—/_o1 u/(O,s)ds) ,
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Ovaj funkcional je neprekidan (ogranicen) linearan funkcional na H?*1%2 za s;,s9 >
1/2 i anulirase za ' =1 1 « =z (vidi dodatak). Zbog toga ¢e biti

1 < € (B L0 + 7% 10 00 )
(6.9)

C
< —= [P ulig oy e F 772 00 sy e ) -
< = (0 il ey 7 l0,00,)

Ova ocena vazi za j > 1. Za j = 1 preslikajmo e;; = (2i-1,2i41) x (0,7) na
FE =(-1,1) x (0,1) istom linearnom transformacijom. Tada je

ol = (1—01) (/01 (0, 5) ds — /_11(1 —1s])u'(s, 0) ds) .

Posto je ovaj funkcional takode neprekidan na H*"*2 i anulira se za u' = 1 1
«’ = x kaoiu prethodnom slu¢aju, za njega ée vaziti ista ocena (6.9). Sumiranjem
po tackama mreze, koristeéi (6.9) dobijamo trvrdenje leme. B

Jos nam preostaje da ocenimo ||ap||, 1 ||e1]]. iz apriorne ocene. Ispitajmo,
recimo, «gp. Biée

o = (1= 0;)(Tra(ty) — Tra(t; — 7)), j>1,

o = (1= o0)(Tre(0) = vy o),

gde 1}178 zavisi od metoda izabranog za definisanje krajnjih poéetnih vrednosti.

Jasno je da je af = 0 u sluéaju da je oy =1 ili da smo izabrali 1}178 = Tx(0) .

Funkcional Ozé je ogranicen linearan funkcional na prostoru H*®¢, 0 <s4 <1,
1 posto se anulira na konstantama neposredno dobijamo da je

|O‘é| <C0(1- 0')7-54_1/2 |O‘|s4,(tj—2,tj) , J>1

Ostaje da ocenimo a} . Veé smo napomenuli da je af =0 u sluéaju da je o1 =1
il v, 8 = T;(0) . Neka je sada

vy 0 = 0Tha(0) + (1 = 0)Tpuo(0), 0<60<1
konveksna kombinacija (nekih) usrednjenja grani¢nog i pocetnog uslova. Pod

uslovom da je resenje u ograniceno u okolini tacaka (0,0) i (1,0) takva ¢e biti i
usrednjenja, pa je

fooll, = (tab? + 3 rlad ) TR

.. . . . 0
Ova ocena se dobija za bilo koju granié¢nu vrednost v, ;.
:
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LEMA 6.3. Neka graniéni uslovi «(t), 3(t) € H*+(0,T), 0 <s4 < 1. Tada je
(i) Za 1}178 = Tx(0), vly?\, =T:5(0), ili ako je o1 =1

[|evoll, < O |O‘|84,(0,T) )

||a1||7 < cree |ﬁ|847(0,T) :

(ii) Ukoliko je resenje w ograni¢eno u okolini tacaka (0,0) i (1,0) a 1}178 i vly?\,

se nalaze u tim granicama

laoll, < Cr*tJal, 0. + i1 = 01),

||a1||7 < cr' |ﬁ|547(07T) + 017'1/2(1 — 0'1) .

DOKAZ: (i) U ovom sluéaju je ay = af = 0 pa rezultat sledi neposrednim
sumiranjem ocena za ¢, j > 1.

.. ... . .. . . 0 . 0 .,
(i1) U ovom sluéaju je Tyev 1 T3 ograniceno pa, posto su takvii vy o 1 vy 5 bide

Ny
) .
loll; = m(ag)” + ) 7(af)’
i=2
<701+ C(1 = 0)?r2 |0‘|§4,(0,T)

odakle sledi trvrdenje leme. B

NapoMeNA: Ukoliko u € H**/*(Q) tada je obezbedeno [37] da a(t),3(t) €
H*/?=1%0,T) kao tragovi resenja u(x,1) za =0 i = 1. Medutim, cesto
su funkcije o) i B(t) glade, sto dovodi do boljih rezultata za konvergenciju dife-
rencijske sheme.

Dosad dobijene rezultate sumiracemo u slede¢u teoremu.

TEOREMA 6.3. Neka resenje zadatka (2.1) u € H*v*2(Q), 1/2 < s; < 2,
1/2 < sa <1, at),B) € H+(0,T), 0 < s4 < 1. Tada, ako je vy diskretno
reSenje sheme (6.2)

(i) U sluéaju da je oy =1, ili da je 1}178 = Tx(0), vly?\, = T;5(0) tada je

T C $1 So
[T — villg pr < c_1/2 (h [l sy ,0,0 + 77 [ulo,s),0

+Ts4 ( |a|547(0,T) + |B|S4,(O,T) )) .
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(ii) Ukoliko je resenje u ograni¢eno u okolini tacaka (0,0) i (1,0) konstantom C}
tada je u sluc¢aju proizvoljnih |1}178| <Cyiy ?\,| <y

C

||T;u — UlHO,hT S m (hsl |U|(5170)7Q + 752 |U|(0752)7Q +

+754 (Jad, o + Bl 0.1y ) + i)

Ispitajmo sada ponasanje greske u ||.||,,, normi za slucaj neprekidnog
redenja. Pored diferencijske sheme (6.1) koristi¢emo i shemu
fzo'jvxf‘i‘(l_o'j)bxf‘i‘ETgf,

U(O’tj):a(tj)’ U(l’tj) :B(tj)’ (6.10)
v(,0) = T2u’(2), o) =u(0), o% =u’(1).

Kao §to se vidi, sheme (6.1) 1 (6.10) razlikuju se jedino u izboru pocetnog uslova.

v

Ako je v redenje diferencijske sheme (6.10) tada ¢e greska z = u — v zadovo-
ljavati shemu

vz T (1 - 0’]’)7}@'5 + (EU —0ju — (1 - U])a)xf + (U - Tgu)fa
Z(O,t]') = Z(l,t]') =0,
2(x2,0) = ug(x) — T2u’(x), 20 =23 =0.
Ako oznac¢imo ¢ = Tru—oju—(1—oj)i i = u—"T2u, vidimo daje u®—¢° =0
§to uzrokuje da otpadaju prva dva ¢lana iz apriorne ocene 4.11. Ocena norme
funkcionala ¢ data je u lemi 5.3.

2 =05

ES3

LEMA 6.4. Neka u € Hél’ﬁ(Q) NHY™(Q) inekaje 1/2 < sy, 1/2 < s <1,
0<a<s, 0<pf<sy,1 a+f—2af > 51+ s2— 25152 u slucaju da je
(s1 —a)(s2 — B) #0. Tada je

1T5u — oju— (1= 0j)illg 5, < Ch*rr? sy,

+ Ch%r?? |u|(a752),Q + O’ |u|(0,52),Q :
DOKAZ: Uslovi leme obezbeduju da Hél’ﬁ(Q) NHZ?(Q) — C(Q) pa je zato

0
gog = / u'(0,5)ds — ou’(0,0) — (1 — o)u’(0,—1)
-1

ograniéen linearan funkcional na Hél’ﬁ(Q) N HZ*(Q). Ovde smo, kao i ranije,
koristili transformaciju « = »; + ha', t = t; + 7t', W/ (2',¢') = u(z,t) kojom se
eij = (i1, 2i41) X (t;_1,1;) preslikavana F = (—1,1) x (—1,0). Iz dodatka se
vidi da se ovaj funkcional anulira na svim funkcijama oblika v’ = 2*, ¢ > 0. Zbog
ovoga je primenom Bramble-Hilbertove leme 1 leme 3.7

1 < C (10']iey 1.+ 1y + 1 002 -

Odavde se, vra¢anjem originalnih koordinata i sumiranjem po mrezi dobija navedeni
rezultat. B
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LEMA 6.5. Neka «(t) € H°4(0,T), 1/2 < s4 < 1. Tada je

[Trer = oja(ty) = (1 = oj)a(tj-1)llo,, < CT°* o, o r) -

DOKAZ: Kao funkcija jedne promenljive, «(¢) je neprekidna zbog utapanja
H#t— ', s4 > 1/2. Zato ée funkcional

p; = /_1 a'(s)ds — oa(0) — (1 — o)/ (—1)

(sa uobicajeno transformisanom funkcijom ') biti ogranic¢en linearan funkcional
na H®4(—1,0). Podto se taj funkcional anulira na konstantama, rezultat leme se
dobija neposrednom primenom Bramble—Hilbertove leme. R

LEMA 6.6. Neka u®(xz) € H**(0,1), 1/2 < s3 < 2. Tada je

||U0 - TZ?UOHI’L S Chs3 |u0|537(071) ?

lu® = T2y < R[]

DOKAZ: Prvi iskaz leme se dobija primenom Bramble—Hilbertove leme posto se
u’—T2u" anulirana konstantama i linearnim funkcijama, i H®* < C za s3 > 1/2.
Posto je [46]

lwlla-r < Cllwlly -

drugi iskaz leme sledi iz prvog. B
LEMA 6.7. Neka u®(x) € W;*(0,1), 1 < s3 < 2. Tada je

[ = Tl s < O ]y

DOKAZ: Koristeéi standardnu Bramble—Hilbertovu tehniku lako se dobija da je
0 2,0\, sg—11 0

(= T @)l SO0

Naka je z data diskretna funkcijai —vyz =z, vg = vy = 0. Tada je

2[3o: = (A71z,2) = (v, Av) = [valf}

a prema lemi 4.4 je

i—1 N
Vg, = Zhl‘kzk — Zh(l — l‘k)zk .
k=0 k=1
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Uzimajuéi z = u® — T2u® biée

N
v, <D bl

ol
o

Chs ||

] =

s3,1,(ic1,%i41)

B
I
=)

s 0
< Ch |u |53,1,(0,1) :
Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa i, iz nje direktno sledi iskaz
leme. B

NAPOMENA: Lema 6.7 omogucava da se u nekim konkretnim slucajevima pocetnog

uslova u® poboljsaju ocene brzine konvergencije. Naime, cest je sluéaj da u® €

W;2(0,1) aliida u® € H**(0,1). Za ilustrativan primer uzmimo funkciju u%(z) =
0.5 — |z — 0.5]. Poznato je da u® € H'5=%(0,1) i u’ € le_é(O, 1), gdeje 6 >0
proizvoljno malo. Na osnovu leme 6.7 dobijamo da je |[|u® — T2u°||,_, = O(h?7%)
dok na osnovu leme 6.6 dobijamo samo O(h'-°~?) . U smislu ove napomene moguée
je u takvim sluc¢ajevima i poboljSati ocene brzine konvergencije u sledecoj teoremi.

Na osnovu leme 5.3, leme 6.4, leme 6.5, leme 6.6 1 apriorne ocene 4.11 sledi

TEOREMA 6.4. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hél’ﬁ(Q) NHS**(Q), pri ¢emu
je 1/2 <51 <2, 1/2< s <1, 0<a<s, 0<F<s9,1 a+F—2af>s +
sz —2s182 usluéaju daje (s;1—a)(sa—fF) # 0. Neka je jos «(t), 8(t) € H*+(0,T),
u’(z) € H**(0,1). Ako je v diskretno resenje diferencijske sheme (6.1), a vs
diskretno resenje sheme (6.10) tada je

C R 51
o= vllosr € =75 (A" lolgsoy@ + 177 ol +

F AT 0.+ 77 [ul0,60) 0 F
+h*r(l —o1) |“0|s3,(0,1) + 7—84<|O‘|847(0,T) + |ﬁ|547(07T) >) ’
c oo, o
o =vllosr € =75 (" Il 0r@ + 177 Il +
F AT 0.+ 77 [ul0,60) 0 F

055 %] o+ 7 (Jalsy oy + Bloor)) -

TEOREMA 6.5. Neka resenje zadatka (2.1) w € H**2(Q), s > 3/2. Ako
a(t), B(t) € H*+(0,T) i u’(z) € H**(0,1), 1/2<s3<2, 1/2< 54 <1 tada je

[l = vally 5, = O(R® + P2 (L= o)k r + 7%,



6.3. KONVERGENCIJA U ||.||1,Ar NORMI 67

lu = vllg pr = O(* + 7% 1+ ¥ 4+ 7%0).

NapoMmENA: Ukoliko u € H**/?(Q) tada je [37] «(t),B(t) € H*/?=140,T) i
u’(z) € H*71(0,1) pa ukoliko ove funkcije u konkretnom problemu (2.1) nisu
glade imamo ocene

[ = vallg pr = O(h* + 777744 (1= a1)h*7r)

[l = vllg pr = O™ 4 79/270%),

§to su logiji rezultati nego u sluc¢aju implicitne sheme (o =1).

6.3. Konvergencija u ||.||; - normi.
Ispitajmo prvo slucaj neprekidnog reenja u zadatka (2.1). U tom slucaju
zadatak resavamo shemom (6.1) ili shemom (6.10).

Primetimo prvo da se funkcional
po = (Tru = oju— (1 = 0j))e

anulira za potpuno iste funkcije kao i funkcional (Tru — u), razmatran u lemi 5.4
na osnovu ¢ega neposredno zakljucujemo da za njega vazi lema 5.4.

Dalje, funkcional ¢ = u—T2u je identi¢an kao u poglavlju 5.1. pa ée za njega
vaziti sve ocene i1z tog poglavlja; naime, vazi¢e lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema
5.8, lema 5.9, lema 5.11.

U nasem slucaju je % = u® — T2u" i u® — ¢ = T2u® — u®. Ocena ovih
funkcionala je data u lemi 5.10. Iz apriorne ocene 4.11 se vidi da je jos potrebno
oceniti funkcional (u® — T72u"), .

LEMA 6.8. Neka u® € H®**(0,1), 1/2 < s3 < 3. Tada je
(1) Ukoliko je v = T2u®(z1) — u®(2;), ¥§ =9% =0

[0l < Ch*>~" [u®| 1/2< 55 <2,

537(071) ’

w2l < O (Ju°], o) + |40 2 < 53 < 2.5,

53,(0,1)) )
[¥2lln < CAT?[In Al (|u0|2,(0,1) + |u0|2.5,(0,1)) , $3=125,
[l < O (Ju], o+ 6], o)+ 25 <3 <3,

(ii) Ukoliko je (u")"(0) = (u®)"(1) = 0 tada je pod istim uslovima

Wall, < Ch**~" o 1/2< 53 <3.

537(071) ’
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DOKAZ: Za s3> 1/2 je H** — ( paje
o = (u° = TuO),

z =

ogranic¢en linearan funkcional na prostoru H?*. U unutrasnjim &évorovima ovaj
se funkcional anulira za proizvoljni polinom drugog stepena, dok se za ¢ = 0 1
i =N —1 usluéaju ¥§ = ¢¥% = 0 anulira samo na linearnim funkcijama. Zbog

toga je primenom Bramble-Hilbertove tehnike

905 < Ch* =377 Jul 1<i<N-2,

s3,(Cic1,@ign) )

|1/)2,0| < Ch7e=312 |U|§3,(0,2h) )

|1/)2,N—1| < Ch™=312 luls, (1=2n,1) >

gde je s3 = min{ss,2}. U slucaju kada je s3 < 2 svi stepeni uz h su isti i rezultat
se dobija direktno sumiranjem. U slucaju 2 < s3 < 3 koristiemo prigrani¢nu
ocenu [42]

|U|2,(o,zh) < C(h,e)(|u|27(071) + |U|2+a,(0,1))a

gde je
Ch®, 0<e<1/2,
C(h,e) =< ChY?|Inh|, e=1/2,
Ch'/?, e>1/2.
pa je

N-1 N-2
[alli = > 282 = h(vg o) + A2 n_1)” + D h(¥,)?
i=0 i=1
< C(hC(h,s - 2))2(|U|2,(0,1) + |U|s,(o,1))2 + CR*mY |U|§,(0,1) :

Odavde se dobija prvi deo iskaza leme.

Drugi deo leme se dokazuje tako $to u sluéaju da postoji trag drugog izvoda za
z =012 =1, neparno produzenje u odnosu na £ =0 1 z =1 ¢uva glatkost H* .
Za neparno produZenje je automatski ispunjeno da je ¥§ = ¢% = 0. Funkcional
YY ée se sad anulirati u svim, pa i graniénim tackama, na polinomima drugog
stepena, pa je

Wl < Ch*=t |l ss—n1gm) < Cyhe~! lulss 0,1) 5 (6.11)
primenom Bramble—Hilbertove leme 1 osobine neparnog produzenja. B

Radi lakseg zapisa rezultata definisimo

h®, 0<s<15,
E(h,s)=1{ h'?|lnh|, s=15,
e s>15.

i sumirajmo dobijene rezultate za slucaj da u € H*%/2.
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TEOREMA 6.6. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H**/*(Q), 15 < s < 4,
w(0,t),u(l,t) € H*+(0,T), 1/2 < s4 < 1, u(x,0) € H**(0,1), 1/2 < 53 < 2.
Ako je v diskretno resenje diferencijske sheme (6.1), a vo diskretno resenje difer-
encijske sheme (6.10) tada je

(i) Za 1.5 < s <2, Ci7 < h” < Car i >0 proizvoljno malo

(hs—l—(Z—r)/Z—é)’ r< 2’
(h*™1), r>2.

[lu =l 5r

=0
=0
(i) Za 2 <5 <3

lu =l y, = O(E(h,s = 1)+ 707 V/2 4 (1 = 01)rE(h, 55 — 1))

(iii) Za 3 < s < 4
[l = wlly e = O(R*/* 4 7°/%) .

Sve navedene ocene vaze 1 u slu¢aju diskretnog resenja v, .

DOKAZ: (i) U celom dokazu koristimo jednostavniju apriornu ocenu iz leme 4.11.
U slucaju kada w € H**/*(Q) mozemo koristiti lemu 5.4 sa s, = s, f =0,
a=ao =s5—1-2, s5 = 1/2+ ¢, zatim lemu 5.5 sa istim ovim uslovima. U
zavisnosti od izabrane sheme, [|z° —°||, ¢ée biti bilo 0 bilo O(h**), a poznato
je daje s3> s —1 posto je u® trag funkecije u. Zbog ovoga se ovaj ¢lan ponasa
kao O(h*~1). Iz istih razloga je i 7||(z° — ¢%);|l, = O(rh*=%) = O(h*~2¥").
Clan 7|[¢2], se iz istih razloga ponasa kao O(h*~%*"). Vidimo, dakle, da u ovom
slucaju najlogiju ocenu daju |[¢s||,, 1 |[¥=ll,,, & ta ocena je ista kao u slucaju
implicitne sheme (o = 1). Time je dokazan prvi deo teoreme.

(i1) U ovom slucaju se za |[¢sll,, 1 |[¥ell,, primenom leme 5.41leme 5.5 dobija da
sureda O(E(h, s—1)+70=D/2) U slucaju diskretnog resenja v je [(u®=¢2)s ], =
O((1 — o1)7E(h,s3 — 1)), za |[¢2||, vaZzi ista ocena, a |[u® — ¢°||, = O(h**) =
O(h*~1). Za redenje vy je Gak u® — ¢ =0, aza |[¢)|,. vaziista ocena. Na taj
naéin je dokazan drugi deo teoreme.

(iii) Kao i u slu¢aju implicitne sheme, ovaj rezultat se dobija interpolacijom, tj.
koriséenjem nejednakosti

2
12117 hr < Cllzlo nr 12112 27 -
Ovim je u potpunosti zavrsen dokaz teoreme. R

Zbog insistiranja da je 1/)6 = f\, = 0 1 kori§éenja jednostavnije apriorne ocene,
brzina konvergencije u teoremi 6.6 nije veéa od h'® za s < 3 $to je slabije od
optimalne ocene. Ocena se moze poboljsati uz pretpostavku povecane glatkosti
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refenja u u okolini granica * =0 i x =1 i koris¢enjem druge apriorne ocene gde
je ¥y, £0.
Pretpostavimo da u prigranicnim oblastima @y = (0,6,) x (0,7) 1 @1 =
, 6

(1=6;,1)x(0,T) resenje u € W;l’é . Tadajei u®(z) € W21(0,6,)NWE (1—6,,1) .

Vazi¢e u ovom sluéaju lema 5.7, lema 5.8 i lema 5.9sa s, = 1, p =00, a
vazi¢e 1 lema 5.10 sa p = oo, s = s; kao 1 lema 5.11. ReSenje u je moguce
neprekidno produziti preko granica sa ouvanjem glatkosti. Za ovakvo produzenje
@ grani¢ne vrednosti za ¢ 1 ¢ vise neée biti 0 kao ranije ako se racunaju na isti
nacin kao i unutar mreze. Na taj nacin se dobija optimalna ocena za élan [ty ],
u apriornoj oceni (koju pod uslovima prethodne teoreme nije bilo moguée dobiti).
Sumirajuéi ve¢ dokazane navedene rezultate dobijamo sledeéu teoremu.

TEOREMA 6.7. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**/%(Q), 2.5 < s <3, i neka
Jje pored toga u € W;l’é(Qo) N W;l’é(Ql), 1/2 < 51 <2 gdesu Qo i 1 ranije

definisane prigraniéne oblasti. Ako u® € H**(0,1), s3 <2 tada je
= olly oy = OCR = 4 7= LR (1= ) )
Isti rezultat vazi 1 za diskretno resenje v, .
NarPOMENA: Uslucaju daje o7 = 1 ilidaje 7 < Ch $to je u primenama prirodno

ograni¢enje poslednji ¢lan u teoremi 6.7 se moze izostaviti jer je sz > s — 1 (kao
trag resenja) i (1 —oq)Th®~! < Ch*=1.



Glava 7. Shema sa tezinama o; = 1/2

Shema sa tezinom o; = 1/2 predstavlja poznatu Crank—Nicolson—ovu sime-
triénu shemu koja, za razliku od prethodno razmatranih shema, na dovoljno glatkim
refenjima ima veéu tatnost O(h?+77%) dok je tatnost shema sa tezinama o; > 1/2
samo O(h?+ 7). Neka je zadata ravnomerna mreza sa koracima h i 7.

Zadatak (2.1) éemo resavati diferencijskom shemom

VP = 30z + 5 s+ T f

v(0,1) = a(t),

v(1,t) = B(t), (1)
v(x,0) = uo(x)

Za resenje se pretpostavlja da je neprekidno, $to je u ovom sluéaju opravdano
buduéi da za prekidna resenja ovde kori§éena metodologija nije u stanju da dokaze
konvergenciju jer pretpostavlja vecu glatkost resenja.

Gresku diferencijske sheme mozemo definisati sa z = u—v 1 ona ¢e biti resenje
diferencijske sheme

2y = %fo"i'%éx +(U—T2 )t"i‘(TtU SU— %a)xfa
z(0,t) = 2(1,t) =0, (7.2)
z(x,0) =0
Grani¢ni zadatak ¢emo jos resavati 1 diferencijskom shemom
v = %Wm + % oF -|-TtT2f,
v1(0,%) = a(t),
1(0.0) = a(0) -
vi(1,4) = B(t)
( u

gde je T2?u = T2u u unutrasnjim évorovima i T2 = w u graniénim &vorovima.
Ako gresku diferencijske sheme definisemo sa z; = T2u — v; ona ée biti resenje
diferencijske sheme

217 = $ 210z + 3105 + (Tru — %T u— —T2 )ow
zl(O,t):zl(l,t)ZO, (74)
z1(x,0) =0

71
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7.1. Konvergencija u ||.||s5; normi.
Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u ||. ||27hT normi koristi¢emo apriornu
ocenu datu u lemi 4.13, naime
l2lly e < CUG2llnr + l01ll: + Nlon-all; +I6z1ll- + llézn-1ll-) (7.5)
gdeje ¢ = (u—T2u);+ (Tru— %u— %Q)M = Y;+¢uz , ako oznaéimo ¥ = u—T7u,

— T 1 1
o =Tu—5u—5u.

Za ocenu |[¢s]],, napomenimo da su, po konstrukeciji ¢, prvii poslednji sabi-
rak u normi jednaki 0 $to eliminiSe probleme ocene u grani¢nim tackama. Vazice

=17, = > kel P < D0 hrle P+ DD hrlwg iR (7.6)

1<i<N-2 1<i<N-2 1<i<N-2
Jj>0 Jj>0 Jj>0
. . ] _ 5 1 1~ .
Razmotrimo prvo funkcional Cozei = (Tyu — U — gu)xm . Linearnom trans-

formacijom ¢t = t; + 7t', = x; + ha' oblast e;; = (x;_1,2i42) X (tj_1,%;) se
preslikava na F = (—1,2) x (=1,0). Tada je za u(z,t) = o'(2',t)

Prapd = %(/ [u/(2,5) — 3u/(1,8) 4+ 3u'(0,5) — w'(—1,5)] ds —

-1

- %[u’(?,O) — 30/(1,0) 4 3u/(0,0) — ' (=1,0)] —
— %[u'(?, —1) = 3d/(1,—=1) + 3u/(0, —1) — o/ (1, —1)]) .

Ovaj linearan funkcional je neprekidan (ogranicen) na HZ"™ za s1,s9 > 1/2 i
anulira se za o = z', i >0, o' =2, i >0, o =2, i=0,1,2 j >0
(vidi dodatak). Zbog toga je, primenom iste tehnike kao u prethodne dve glave, za
1/2< 51 <3, 1/2< 85 <2

|gpx5x,g| < ﬁhSIT& |u/|(51752),E
C
h3vVhr

S h*rr*2 |u|(sl
)

52)7€lj :
Odavde je, sumiranjem po mrezi
§ : J2 51-3_s2 2
hT|gpx5x,i| < (Ch T |u|(51752),Q) :
1<i<N-2
j>0
Ocenimo sada 7, = (u—T2u)s, . Uz pomoé iste linearne transformacije je
1
hr

- /_ (1 —|sP[v/(1+5,0) — ' (1+s,—1) — u(5,0) + u'(s,—1)] ds) .

1

1/)&,? = <[u/(1’ 0) - u/(l’ _1) - u/(O, 0) + u/(O, _1)] -
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Za 1/2<s1 <3, 1/2< 59 <2, 1/)fmj je ogranicen linearan funkcional na HZ"*?

i anulira se za ' = 2t/ | i =0,1,2 j > 0 (vidi dodatak). Zbog toga je
C

|¢fx,g < EhhT& |u/|(s1,s2),E

C
htvVht

< h*r 7t |y

|(51752)751j ’
Sumiranjem po mrezi dobijamo

Yo hTlg P < (ORI ) 0)?
1<i<N-2
>0

Ovim je dokazana sledeca lema.

LEMA 7.1. Nekaje u€ HJ"?(Q), 1/2 <51 <3, 1/2< sy <2. Ako oznacimo
sh = min{l, s2} tada je

[Bellar < € (A0 fuli g oy + A7 o 0) -

Ocenimo sada drugi ¢lan u (7.5), [|¢1]l; ( [|én—1l|; se ocenjuje analogno).
Bice [|¢1]l; < ||¥51ll; + [|¢zz,1]], - Funkcional #; je ispitan pri izvodenju teoreme
5.1iza njega vaziza 1/2 <5 <2, 1/2<s3< 1

N\ 1/2
(Z 7'|1/)t7]1|2) S ORI ul ) o) 0.0m) (07 -

i>2

Ocenimo sada |[|¢gzz1||. . Posle linearnog preslikavanja ¢ = t; + 7', « =
x; + hz' biée

Coz) = % (/_Ol[u’(_L s)— 20/(0,s) + u/(1,5)] ds —

_ %[u/(—l,O) —20(0,0)+ w/(1,0)] —
_ %[u/(—l, S1) — 200, — 1) + (1, _1)]) .

Za w € HI'™, 1/2 < 51,89

2 ovo je ogranifen linearan funkcional koji se
anuliraza o =z |, i<1ili j<1

<
<1 (vidi dodatak). Na osnovu toga standardnom

tehnikom dobijamo

S\ 172
(Zﬂ%pm,ﬂz) < Ch*=?r2 |U|(sl,52),(0,2h)x(o,T) :
i>2
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Na osnovu prethodnog je za s{ = min{2,s1}, s = min{l,s2}, Qn = (0,2h) x
(0,7)U (1 -2k, 1) x (0,T)

ol +llon-1ll, £C (hslTsZ_l [ulor o), qu + R T |U|(s;,52>,Qh) - (1)

1

Za kompletiranje ocene brzine konvergencije preostaje jo§ da procenimo
l|¢71]], (i analogno ||¢7n_1||, ). Zbog konstrukcije ¢ bice

geall2 =D 7o) <D tlearil?+ > Tlg il

jz2 jz2 jz2

Posle linearnog preslikavanja ¢t = t; + 7', « = x; + hz' koje oblast e;; =
(0,2h) x (tj_2,t;) preslikavana E = (—1,1) x (—2,0) biée

brcd = 2 ([10.0) = 20/0,-1) +/(0,-2) -

_ /_1(1 —IsD[u/(5,0) — 2/ (s, —1) + u'(s, —2) ] ds) .

Ako u € Hél’s2 za 1/2 < s1,82 < 2 ovo je ogranicen linearan funkcional. On se
anulira za v’ = 2%/ | i <1 ili j <1 (vidi dodatak). Zbog toga je

N 1/2
(Zﬂ%tﬁz) < Ch*1r2? |U|(sl,52),(0,zh)x(o,T) :

i>2

Istom linearnom transformacijom je

) 1 0
prffjl = E(/_l[u/(—l,s) — 2u/(0,5) + u/(l,s) _
—u'(=1,5—1)4+2d/(0,s — 1) — /(1,5 — 1) ]ds —

1 1
- 5[u’(—l,O) —24/(0,0) +u'(1,0)] + §[u'(—1, —2)—2d'(0,-2) + (1, —2)]) .
Ako w € HE*® za 1/2 < s1 <2, 1/2 < 53 < 3, uzimajuéi u obzir da se ovaj

ograniéen linearan funkcional anulira za u' = %/ | i < 1 ili j <2 (vidi dodatak),
standardnom tehnikom dobijamo

1/2
i 12 -2 -1
(Zﬂ%mﬂl ) <SOR3 ul g, o) 0,2 (0,1 -
i>2

Na osnovu prethodnog je za s§ = min{2, so}

||¢f71||7- + ||¢ny_1||T <C (h81T82_1 |u|(51,s’2'),Qh + =2l |u|(51752)7Qh) ) (78)

Uz pomo¢ leme 7.1, (7.7) i (7.8) lako se dokazuje sledeéa teorema.
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TEOREMA 7.1. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hél’ﬁ(Q) NHS**(Q), pri ¢emu
je 1/2 <51 <3, 1/2< 5, <3, 1/2< o <min{2,s1}, 1/2 < < min{2,s5} .
Tada je uz sy = min{l, sy}, s4§ = min{2,s2}, ' = min{l, 5}

[l = vlly 5 < € (hsl‘?’rfj [eless @ + 0T uli, o
I_l _2 H
L L T R L
AT ful .00 BT 0

Uobi¢ajen funkcionalni prostor u kojem se posmatra reSenje zadatka wu je
H#**/?(Q) . Diferencijska shema (7.1) se najéesée koristisa 7 ~ h aredesa 7~ h?.
Radi odredivanja brzina konvergencije kada u € HSVS/Z(Q) uoéimo da H®5/% —
Hg’ﬁ za a+283 =s. Za ocenu prva dva ¢lana u (7.5) uzmimo («, 5) da je presek
prave x+ 2y = s sa izlomljenom linijom odredenom tackama (3,2), (3,1/2496),
(0,1/2 4 8). Za ocenu ostala ¢etiri ¢lana uzmimo (o, 5) u preseku z 4 2y = s
sa linijjom odredenom tackama (2,3), (2,1/24+46), (0,1/246). U zavisnosti od
glatkosti s za procenu ovih ¢lanova se dobijaju sledeéi izrazi

$ (625

7T<s S 8 h2 =+ 7'2
6<s<T B2+ 55

h<s<6 B2 4+ 155

4<s S 5} hsz;_s + 7—%

3<s<4 pe—4=28 1 1/248 4 ps—2-26,-1/246
15<s<3 pe—4=28 1 1/248 4 ps—2-26,-1/246

s llo1ll- ozl
T<s5<8 h2471? R+ 5
6<s<7 hZ471? R+ 5
h<s<6 hz—i—TS;2 /127'%—1—7'354
4<s<5h hz—i—r% hzr%—l—r%
3<s<4 hzr%—l—rsf /127'%—1—7'354

15<s<3 Rs—17267-1/246 4 ps—3-26,1/248 ps—1-26,-3/246 4 ps—3-20,1/2+45
Na osnovu ove tabele neposredno sledi
TEOREMA 7.2. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H**/*(Q), s > 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada je za & > 0 proizvoljno malo
llu = vl = O(h?), 8<s,
Ju—vll,,, = O™/ 3<s<8,
lu—=vlly 5, =O0R 7257, 15<s<3.
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(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je

(h*), 6<s,
(h*™%), 15<s<6.

e = lla 5y =

0
lu=vllyp, = O

U slucaju da redenje pripada izotropnom prostoru, u € H**(Q) = H*(Q)
tada za ocenu prva dva ¢lana u (7.5) uzimamo 9«, 3) u preseku x +y = s i linije
odredene tackama (3,2), (3,1), (1/2+6,1), (1/2+ 6,0), za druga dva ¢lana
presek sa linijjom odredenom tackama (2,2), (2,1), (1/24+6,1), (1/2+4,0) iza
poslednja dva ¢lana presek sa linijom odredenom tackama (2,3), (2,2), (1/2+
8,2), (1/246,0). U zavisnosti od glatkosti s dobijaju se sledeéi izrazi

s |[¢f||h7 ||¢1||7— ||¢f71||7.
4<s<bh =3 4 p? h2 4+ 72 B2 4 753
3<s<4 he=4r 4 h5—2 pZ 4 52 RS2 4 sty

25<s<3 R 4R RSTL4AT3r B2 4T
15< s S 2.5 hs—47__|_ hs—Z hs—l 4 hs—ST h1/2+67_s—2.5—6 4 h—1.5+67_s—1.5—6

Na osnovu ove tabele se neposredno dokazuje sledeéa teorema.

TEOREMA 7.3. Neka resenje zadatka (2.1) vwe€ H**(Q), s > 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada je

Hu_vHZ,hT :O(hz)’ 5<s,
= vllyp, = O™, 15<s<5.

(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je za § > 0 proizvoljno malo

Hu_vHZ,hT :O(hz)’ 4< s,
||u—v||27h7 =O0(h*™?), 25 <s<4,
lu—=vlly 5, =O(A>*757%) 15<s<25.

Ukoliko su ispunjeni uslovi apriorne ocene iz leme 4.12 tada je moguce 1
poboljsati ocene brzine konvergencije. Pretpostavkom da su graniéni uslovi zadatka
(2.1) homogeni i da neparno produzenje preko boénih granica ne narusava njegovu
glatkost automatski su ispunjeni uslovi leme 4.12 pa na brzinu konvergencije utice
samo ¢lan |[@s||,, koji je veé ispitan. Poznato je inace da ako u € Hg’ﬁ(Q) tada
neparno produzenje pripada istom prostoru samo za « < 2.5. Pod pretpostavkom
dovoljne glatkosti neparnog produzenja iz prethodnih rezultata neposredno slede
sledece dve teoreme.
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TEOREMA 7.4. Ako neparno produZenje zadatka (2.1) sa homogenim grani-
énim uslovima @ € HA(Q), A = {(0,0),(3,0),(3,(s — 3)/2),(0,s/2)}, s > 1.5
(odgovara slucaju kada resenje u € H**/*(Q) ) tada je

(i) Za Ci7 < h < Cyr 1 6 >0 proizvoljno malo

lu—=vlly,,, = O(h%), 6<s,
lu = vlly p, = ORC12) 4 < s <6,
lu—=vlly 5, =O0R* 72577, 15<s<4.

(ii) Za Ci7 < h? < Car je

Ju— vl = O(R*),  5<s,
e = v}y pr = O(R*™2), 15 <s5<5.

TEOREMA 7.5. Ako neparno produzenje zadatka (2.1) sa homogenim graniénim
uslovima 4 € HA(Q), A = {(0,0),(3,0),(3,5s — 3),(0,5)}, s > 1.5 (odgovara
slu¢aju kada resenje v € H**(Q) ) tada je

(i) Za Cim < h < Car je

Ju— vl = O(R*),  5<s,
e = v}y pr = O(R*™2), 15 <s5<5.

(ii) Za Ci7 < h? < Car je

Hu_vHZ,hT :O(hz)’ 4<s,
||u—v||27h7 =0(h*7?), 15<s<4.
7.2. Konvergencija u ||.||; »; normi.
Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u ||.|]1,»- normi koristiéemo apriornu

ocenu datu u lemi 4.14, naime

121l ar < ClIllnr < Cllella, + Clleezlln, (7.9)

gde je ¢ = (u —T7uw)+ (Tru— $u— $8)ez = Y7+ poz ako oznatimo ¢ = u—T7u
1 p="Tu—zu— ;a

Funkc1onal Yz je ispitan ranije i ako u € HJ'*?(Q), 1/2 <s1 <2, 1/2<
s9 <1 tada je standardnom tehnikom

[9ellar < CR 27 ul g, o0 g - (7.10)
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Funkcional ¢z se posle transformacije t =¢; +7t', = x; + ha' koja oblast
eij = (i1, 241) X (tj_1,t;) preslikavana E = (—1,1) x (—1,0) svodi na

1= ﬁ(/_ [w'(—1,5) —2u'(0,s)+u'(1,5)]ds —
_ %[u/(_Lo) - 20/(0,0) + v'(1,0)] -
1 ’ ! /
_ 5[u(_1,_1) —2d/(0, 1) +u (1,—1)])~

Ovaj linearan funkcional je ogramcen za u € HI"?(Q), 1/2 < 51,5 < 2, ianulira
seza w =2t <2, j>01i W =2, j<2, i>0 (vidi dodatak). Zbog
toga je
C
|S0xxz| S h2 —h*tre? |U |(sl,52) E

<

ho17%2 |u .
hz\/m | |(51752),e”

Posle sumiranja po mrezi je za 1/2 < 51,59 < 2

lwzllp, < Ch* 2702 s 5000 - (7.11)

Na osnovu (7.9), (7.10) i (7.11) neposredno sledi

TEOREMA 7.6. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hél’ﬁ(Q) NHS**(Q), pri ¢emu
je 1/2 <51 <2, 1/2<s,<2, 1/2<a<2, 1/2<p<1. Tada je

= tllynr < C (B2 a0 + 27 ful 1)

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s;, s», a 1 3 se lako mogu
dokazati sledeéi rezultati.

TEOREMA 7.7. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H**/*(Q), s > 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr 1 6 >0 proizvoljno malo tada je

llu—=vlly , = O(h%), 6<s,
lu— vl = OO 3 <5 <6,
lu—=nvlly , =027, 15<s<3.

(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je

Ju=vlly p, = O(R?),  4<s,
||u—v||17h7 Oh*™%), 15<s<4.



7.3. KONVERGENCIJA U ||.||o,nr NORMI 79

TEOREMA 7.8. Neka resenje zadatka (2.1) v € H**(Q), s > 1.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada je

Hu_le,hT :O(hz)’ 4<s,

= vll, e = O™, 1<s<4.

(ii) Ako je Ci7 < h? < Car 1 6> 0 proizvoljno malo tada je

Hu_le,hT:O(h’z)’ 3<s,
||u—v||17hT:O(hs_1), 1.h<s<3,
[|u — v||17h7 =0h*72%% 1<s<15.

7.3. Konvergencija u ||.||o s, normi.

Za diferencijsku shemu (7.1) na osnovu leme 4.15 i leme 4.16 vazi
12llo,5r < CUIelR + llellnr) (7.12)

gdeje v =u— T u i go:T;u—%u—%a.

Funkcional 17 je ranije ispitan i za njega vazi ocena (7.10). Ostaje da se ispita

funkcional ¢, = (Tju — Lu — 14), . Posle uobi¢ajene transformacije promenljivih

2 2
je
' 0
gzﬁ</ [W/(1,5) — /(0 5)] ds —
1 / / 1 / /
- L0~ w(0,0)] - S -1 — w0, -1)])
Za uw € HY'(Q), 1/2 < s3 < 1, 1/2 < s4 < 2 ovo je ograniten linearan

funkcional. Posto se on anuliraza v =t , j >0 i« =z, >0, j=0,1
uobiéajenom tehnikom se dobija da je

|[30x||h7' S Ch83_1T54 |u|(53,54)7Q :

Na osnovu ove ocene i ocena (7.12) i (7.10) neposredno sledi

TEOREMA 7.9. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hél’ﬁ(Q) NHS**(Q), pri ¢emu
je 1/2<s1 <1, 1/2< s, <2, 1/2<a <1, 1/2<p<2. Tada je

= vllr <€ (B 77 ul, ) g+ 77 il ) -

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s;, so, a, § lako se dokazuju
sledeéi rezultati.
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TEOREMA 7.10. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H**/*(Q), s > 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h< Cayr 1 é >0 dovoljno malo tada je

lJu = vll,,, = O(h%), 5<s,
lu =[], = ORE=DZ) | 2 <5< 5,
lu — v]],, = O(R*™15=%) | 15<s<5.

(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je

lu—oll,, = O, <,

lu— ||, = O(R*™%), 15<s<4.
TEOREMA 7.11. Neka resenje zadatka (2.1) v € H**(Q), s> 1.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada je

Ju = o[, = O(h*),  3<s,

lu—|l,, = O(R*™h), 1<s<3.
ii) Ako je Ci7 < h? < Cy7 tada je za & > 0 proizvoljno malo
(ii) Ako j <h?< J p j

= oll,, = O(h?) 3<s,
lu — ||, = O(R*™1Y, 1.5<s <3,
[lu—v||,, = O(h?=25=% 1< s<15.

Ocene brzine konvergencije se mogu poboljsati ako koristimo shemu (7.3) i za
gresku uzmemo z; = Tﬁu — vy . Greska ée zadovoljavati shemu (7.4). Na osnovu
apriorne ocene iz leme 4.15 bice

l21llpr < Cllpallnr (7.13)

gdeje ¢ = Tru— %Tzu— —T2u U unutradnjim ¢vorovima je ¢ = Tru—3 112y %Tﬁa
pa je posle uobic¢ajene transformacije

pr,g = %(/ [Ul(la«‘?) - U/(O,S)] ds —
— g [ A= DI+ 50) = (s,0) = (1= 1) + (5, —1)) s )

Posto se ovaj funkcional anulira za o = ¢/, j > 0 i o = 2, i = 0,1,2
J = 0,1 (vidi dodatak), tada se uobi¢ajenom tehnikom dobija za 1/2 < s; < 3,
1/2<52§1, 1/2<53§2 1 81 + 82 > 83

. C s -5 .
|§0xé| < /_hT (h o |u|(sl 0),ei5 + T T |u|(52,83)751j) ’ 1 S N=2. (714)



7.3. KONVERGENCIJA U ||.||o,nr NORMI 81

ee . - . . _ 5 1 1~ . . PR
U granicnim évorovima je ¢ = Tru—su—s5u pajeza i =0 (slucaj i = N—1
se analogno analizira)

1 1
el =3 ([ 109 = w091 ds 4 0.0+ 0 0.-1)] -
1 1
~3 / 1(1 — s (1 +5,0) +u'(1 +5,0)] ds) .
Ovaj funkcional se anuliraza w' =#, j >0 1 v' ==z i v’ = zt (vidi dodatak).

Zbog togajeza 1/2 < 54 <2, 1/2<s9 <1, 1/2<53<2 1 54+ 82> s3

; C
J s4—1 sa—1__s3
|gpx,0| S \/? (h |u|(s4,0),e,j + h T |u|(52753),e,j) . (715)

Sumiranjem po mrezi dobijamo
lz1llp, < C (h”_lTs‘”’ L el I o e |“|<s4,0>,Qh) (7.16)

gde je @Qp = (0,2h) x (0, T)U (1 =2h,1)x (0,T), 1/2<s1 <3, 1/2<s2 <1,
1/2<53§2, 1/2<54§2, $1+ 89 > 83 1 84+ 89 > S3.
Za s1 < 2 mozemo uzeti s4 = 57 pa nema gubitka u oceni brzine konvergen-

cije. Za 2 < s; < 3 bez drugih pretpostavki mozemo uzeti sq = 2 1 iskoristiti
prigrani¢ne ocene [42] po kojima je

|U|(2,0),Qh < C(h,s1 — 2)( |U|(2,0),Q + |U|(s,o),Q)

gde je
Ch®, 0<e<1/2,
C(h,e) =< ChY?|Inh|, e=1/2,
Ch'/?, e>1/2.

U sluéaju da neparno produzenje u reSenja u preko boénih granica cuva
glatkost, tj. ako je |ﬂ|(s 0,0 < C’|u|(s 0,Q > tada je zbog neparnosti produzenja
u(0,¢) = TZu(o,t) pa ée funkcional goxyé imati istu reprezentaciju kao 1 u un-
utradnjosti mreze. Posto za njega vazi tada bolja ocena, vazie (7.16) bez tredeg
¢lana.

Prethodno navedene ocene direktno vode sledeéim rezultatima.

TEOREMA 7.12. Neka resenje zadatka (2.1) uw € H**/*(Q), s > 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr 1 6 >0 priogvoljno malo tada je

|1 T7u = w1l = O(R'), 4<s,

IT2u — v, = O(RC=VI2) | 2 <5 <4,
IT2u — v, = O(R*~157%) | 15<s5<2.
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Ako, dodatno, neparno produzenje u € H**/*(Q) tada je i

IT2u = v, = O(RC=12) | 2 <s5<5.

(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je

|20 = vy ||, = O(R'?), 25<s,
1724 — v, = O(h*In|h]), s=2.5,
1720 — w1, = O(h*™Y), 15<s<25.

Ako, dodatno, neparno produzenje u € H**/*(Q) tada je i

1720 = vi[|, = O(h*™Y), 15<s<3.

TEOREMA 7.13. Neka resenje zadatka (2.1) v € H**(Q), s> 1.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada je

1720 — vi |, = O(h'?), 25<s,
1720 = vi |, = OAT2MM) s =25,
I1T2u — 1], = OB, l<s<25.

Ako, dodatno, neparno produzenje u € H**(Q) tada je i
I1T2u = 1], = O(R*™Y), 1<s<3.
(ii) Ako je Ci7 < h? < Car tada je

(h*®), 25<s,
(hF™h), 1<s<25.

||T5U - lehT =0
177w~ vilp, = O
Ako, dodatno, neparno produzenje u € H**(Q) tada je i

T2 — vl = O(h*™1), 1<s<3.

Ovim je zavrSeno ispitivanje brzine konvergencije za simetri¢nu diferencijsku

shemu sa teZzinom o = % .



Dodatak : Vrednosti nekih funkcionala

Za svaki od narednih funkcionala, na dijagramu su crnim kruzi¢em oznaceni
oni multiindeksi (7, ;) za koje se funkcional anulira na funkcijama u(z,t) = 2%/ .
Belim kruzi¢ima su oznaceni oni multiindeksi za koje se funkcional anulira samo
za neke posebne vrednosti slobodnog parametra. Tri tackice oznacavaju da se
funkcional anulira za sve multiindekse u tom smeru. Takode su date 1 izra¢unate
vrednosti funkcionala.

1 .= ﬁ</_0 [W(=1,5) — 2'(0, 5) + (L, 5)] ds —

— [u'(=1,0) — 24/(0,0) + /(1 0)])

os(1) = 0 pes(t) =0, i>0
i _ i L+ (=1 (1)
Spff($)_0’ >0 QD*( t]): h2 ]‘1’1’ Za.7>0
0 1 2 3 4 5 6
OO0 0 0 0 0 0
1
L @ @ @
2
@ ® ® ®
3
L @ @ @

83



84 . VREDNOSTI NEKIH FUNKCIONALA

2 = ([U’(O,O) —d'(0,-1)] - /_1 (1= [sD[w/(5,0) = w'(s, =1)] dS)

1

Ge(1) = 0 Yi(t') =0, | j>0
Yix') =0, i>0 1/)t(xitj):(i1_|_—|_1)((_i:222) D™ s
0 1 2 3 4 5 6
OO 0 0 0 0 0

'e o ® ®
‘e @ ® ®
X ® ®
0 .
3 = /_1u/(0,5) ds—/_l(l — |s])u/(s, 0) ds
= . _1V
ig:o'lﬂ—})l Cieo ¢ftf):(J'T1)1’ j>0
(i+1)(i+2) (') =0, i,j >0
0 1 2 3 4 5 6
oo @ I o |
't e ® ® ® o o
‘L o e o o o o
‘L e e e e e e
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I
AF)=0, T2 0 pty =0,
0 1 2 3 4 5
o o o o o o
. o o © o o
2l o o o o o
', o o o o @
= u/(0,0)—/_l(l— |5|)u/(5 0)ds
1/)(1) =0 1+(_1)Z 1/;(tj) -0
¥at) = i>0  gEv)=0
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1 0
6 gpxzﬁ</ [u/(l,s)—u/(O,s)]ds—[u'(l,O)—u/(0,0)])
-1
pe(1) =0 Pe(t) =0, 70
1 (=1y
er(x') =0, >0 sox(l‘lt]):ﬁ'(jT)l’ Hi>0
0 1 2 3 4 5 6
o0 O 0 0 0 o
1
®
2
®
&

T - %([u'u,m— w(0.0)]= [ (1= laDlu(1+5,0)- u'(s,onds)

e(1) =0 oL _2“2—(—1)2'—3) .
B R e e e
Vald?) =0 Wul2’t) =0, i>0
0 1 2 3 4 5 6
oo |
'e o
‘o © © © o o o
‘e @
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1 1
8 b= (w00 - [ a-lshuas.0as)
. 1 2i+2 _ 9 .
Yo (1) = %(JL‘Z)IE(l—m)’ i>1
0 1 2 3 4 5 6
oo |
'e o
‘o © © © o o o
‘e @
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9 Uy = %(/_1[1/(1,5) —u'(0,s)]ds — /_1(1 — |sD[v/ (14 5,0) — u'(5,0)] ds)
Yo(1) =0 iy —
Yo(a') =0, i <2 1/@(75)—0& 1)/
1 247 _ (—1)i =3\ Yo (@'t) = s
¢x($)zﬁ<1_m), 1> 2 h(j—l—l)
1 2 3 4 5 6
o—© I
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10 b= i ([ o [ o= phutes o)
Yalw) =0 AR A
a1 2i+2 _ 9 , sy - U
=3 (1= Grmaen) 1 i
0 1 2 3 4 5} 6
oo |
1_
2_
3_
11 = /_1 u'(0,5)ds — ou’(0,0) — (1 — o)u’(0,—1)
A1) =0 P = (-1 (g~ (=), >0
p(z')=0, i>0 o(xith) = 0, ij>0
0 1 2 3 4 5} 6
oo o o o o o
' @ ©o @ © o o
‘. o o © o o o
® © ¢ ¢ o o
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12 . = %(/O[U/(l,s)—u/((),s)]ds -

-1

—o[u/(1,0) = u/(0,0)] — (1 — o)[ (1, —1) — u/(0, —1)])

on(1) = 0 e () =0, ' j>0
el =0, 120 i) = TR -0, 10
0 1 2 3 4 5 6
o o o o o o o
'e o 0 0o 0 o 0
2‘ )
‘e

13 o=, (/_1[1/(—1,5) — 200, 5) + (1, 5) ] ds —

—o[u'(=1,0) — 2u/(0,0) + '(1,0)] —

— (1= o) (=1,-1) = 24/(0,—1) + u'(1, —1)])

prf(xl) =0, ¢>0 o (14 (=1))(=1) 1
' ee(2't)) = — —(1-0)), 0
@xf(t])zo, 7>0 14 (l‘ ) h2 <]+1 ( U)) 5,7 >
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0 1 2 3 4 5} 6
oo ® ®
e o ® ®
‘e @ Y Y
‘e @ °® °®
14 go_(Ttoz(t])—Tta(tj_l))_/o a’(s)ds—/_lo/(s)ds
p(1) =0 ’
so(tf>=1;(+_11)], j>0
15 go:(l—a)(/o u/(O,s)ds—/_lu/(O,s)ds)
A1) =0 o) = (- s
p@) =0, >0 iy =y, i,j>0
0 1 2 3 4 5} 6
oo o o o o o°
'. o ©o © © o o
‘o © © © © o o
L o o o o e @
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16 S0:(1_0)(/0 u’(O,s)ds—/_l(l—|5|)u'(5,0)d5)
i _ 1+ (=)' ~
p(1)=0 wla') = _")(i+1)(i+2)’ >0
p(z'¥)=0, 4,57>0 go(tj):(l—a)lgi__ll)] P50
0 1 2 3 4 5} 6
o o — o — o
'I o o © o o o
‘O © © 6 o o o
'l e ® © ® ©

]_7 Poze = % (/_1[1/(2,5) —3u'(1,s) +3u'(0,s) —u'(—1,s)] ds —

—o[u'(2,0) = 3u/(1,0) + 34/(0,0) — ' (—=1,0)] —

—(1=0)[u(2,—-1) = 3d'(1, 1) + 3/(0, = 1) — u'(—1, —1)])

prfx(l)zo
Goze(2') =0, i>0
orr () =0, i=0,1,2 j>0
- 203 — (=DH)(-1) , 1
prfx(l‘lt]) = ( ( ) )( ) ( — (1 —0')), i,j >0

h3 j+1
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0 1 2 3 4 5 6
> o o o o o o
'e @ @ 0 0 O 0O
‘O ® @

‘e @ e

18 ¢m:zgcwﬂﬂ}wﬂL—U—wmﬂ%HﬂQ—U]_

- /_ (1— s/ (14 5,0) —u'(1+s,—1) —u'(5,0) + u'(s,—1)] ds)

1

’l/)fx 1):0

Vip(2) =0 >0

Yp(t)=0 j>0

gy (B (2 =3 — (1) : ,
Y (') = — ( EN )] —1), 1>0,7>0
Yip(z) =0, i=1,2 j>0

3 4 5 6
o0 0 0

e o o o_
o ® o .
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0

19 gomt:%(/ [W/(=1,5) — 2¢/(0, ) + (1, 5) —

i —u'(=1,5—1)4+2d/(0,s — 1) — /(1,5 — 1) ]ds —
—o[u(=1,0)=24/(0,0)+u'(1,0) ] = (1—20)[uv/(=1, =1) = 2u/(0, = 1) +'(1,-1) ] +

+(1—o)[u'(-1,-2) — 2/(0,-2) + (1, —2)])

Pzt 1) =0
Gosi(2) =0, >0
Popi(t) =0, j>0
i L /(=1 + D(=1)

0 1 2 3 4 5 6
® oo o o
‘e O 0 0O 0O
‘e ® O @ O -
‘@ o - 0

20 Y = i([ul(0,0)—2u/(0,—1)—|—u’(0’_2)]_

— /_1(1 — [sD[w'(5,0) — 2u'(s,—1) + (5, —2)] ds)

(1) =0

V() =0 i>0

Yty =0 j>0

by = S _CEDHL o o o0 550

2 (i+1)(i+2)
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o 1 2 3 4 5 6

oo ® o—0 -
1

® 6 6 o o o o
2 _

o o o o
3

® © ® ®

21 .= %(/O[U/(l,s)—u/((),s)]ds -

-1

- 0/_1(1 — s (1 +5,0) —u'(s,0)]ds —

(- 0')/_1(1 s (1A s, —1) — u’(s,—l)]ds)

gpx(l):()
() =0, j>0

o1 2042 — (-1)"' -3 ,
= (1 Ty )

gox(l‘itj)z (_]j)]< 1 (1_0)3+(_1)i_2i+2)’ i,j>0

j+1 i+ 1)(i+2)

—_

2 3 4 5 6

0
oo o
'e o o

®

®
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22 =

> =

(/0 [u/(1,5) — u'(0,5)] ds —

-1

_ /_1(1 s (1 4 5,0) + (1 — o)u'(1+5,0)] ds +

+ ou’(0,0) + (1 — o)u/(0, —1))

0
0 () =0, j>0

a1 = (=1)f (L _a _U)(ifj)ﬁ) i >0
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